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Resumen

El propésito de esta tesis es representar las superficies minimas en el grupo
de Heisenberg H3 usando la aplicacién normal de Gauss. Para ello veremos y
estudiaremos como se resolvié el problema para superficies en R3 con curvatura
media dada y verificar que se puede replicar este estudio, de alguna manera, al
caso de superficies minimas en el grupo de Heisenberg Hs3. Finalmente se dard

algunos ejemplos aplicativos que ilustren este trabajo de forma practica y sencilla.

Palabras clave: Primera y segunda forma fundamental de una superficie,
Aplicacion normal de Gauss, Superficies minimas, Ecuaciones de Mainardi -
Codazzi, Grupos y Algebras de Lie, Traslaciones, Métrica y Campos invariantes
a izquierda, Conexion de Levi - Civita, Formula de Koszul, Operador de

Weingarten, Ecuacion de Beltrami.



Abstract

The purpose of this thesis is to represent minimal surfaces in the Heisenberg
group Hs using the Gauss normal map. To this end, we will examine how the
problem has been addressed for surfaces with a given mean curvature H, and
verify that this approach can, in some sense, be adapted to the case of minimal
surfaces in the Heisenberg group Hs. Finally, several illustrative examples will

be provided to demonstrate the practical applications of this study.

Key words. First and second fundamental form of a surface, Gauss normal
application, Minimal surfaces, Mainardi - Codazzi equations, Groups and Lie
Algebras, Translations, Metrics and Left invariant vector fields, Levi - Civita

connection, Koszul formula, Weingarten Operator, Beltrami Equation.
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Introduccion

La importancia de este estudio comienza con la teoria de superficies en R3, y en
particular con el estudio de las superficies minimas. Este ultimo surge cuando el
matematico francés Joseph Louis Lagrange, en el ano 1762, buscaba una solucion
al problema de encontrar una superficie de area minima, distinta del plano y de
la catenoide, que estuviera delimitada por una curva simple con borde en R3. Asi,
en al ano 1741 mediante el uso del Calculo Variacional y junto a Leonhard Euler
lograron representar localmente este tipo de superficies como el grafico de una
funcién f: Q C R? — R de clase C™ que ademés cumple la siguiente ecuacién

diferencial:

En el ano 1776, el matematico francés Jean Meusnier descubrié que la helicoide
es otra superficie en R? que también satisfacia la ecuacién diferencial anterior. De
manera formal, logré demostrar que en esta superficie la suma de las curvaturas
principales se anulaba en cada uno de sus puntos. A dicha semisuma la denomind,
a partir de trabajos realizados junto con su colega, la matematica y fisica francesa
Sophie Germain, como la **curvatura media** de la superficie. A partir de este
hallazgo, nace formalmente el estudio de superficies con curvatura media dada.
Posteriormente, en el ano 1979, el matematico japonés Katsuei Kenmotsu propuso
una férmula de representacién de superficies del tipo Weierstrass con curvatura
media dada y distinta de cero en R3, lo cual constituye un punto de partida para

el desarrollo de la presente tesis.

Por otro lado el grupo de Heisenberg Hs equipado con la métrica invariante a
izquierda es uno de los ocho modelos fundamentales en las geometrias de Thurston
y por ello es interesante considerar el estudio de una teoria de superficies en este
nuevo espacio y asi proponer una féormula de representacién tipo Weierstrass para

superficies minimas en Hgs, el cual serd el objetivo principal de la presente tesis.



Para ello se tendra en cuenta la siguiente metodologia:

o En el capitulo 1 se presentaran algunos tépicos conocidos de superficies en
R3 desde un punto de vista local, a través de los coeficientes de la primera y
segunda forma fundamental, para asi introducir el concepto de la aplicacién
normal de Gauss, muy 1util para el estudio y desarrollo del segundo y cuarto

capitulo de la presente tesis. Me basaré en algunas notas del libro de [Car76].

e En el capitulo 2, a partir de las coordenadas isotérmicas de una superficie
en R3 y de algunas relaciones auxiliares que involucran la aplicacién normal
de Gauss y la curvatura media, se presentara una férmula de representacion
tipo Weierstrass para esta superficie en el caso en que la curvatura media
sea distinta de cero. Al final se presentaran algunos ejemplos que ilustren
lo visto en este capitulo. Me basaré en los articulos de [Fig09] y [Ken79] asi
como del libro de [AhI78].

e En el capitulo 3 se presentaran algunos tépicos acerca de los grupos y
algebras de Lie para facilitar el estudio del grupo de Heisenberg Hs. Aqui
se demostrara que existe un isomorfismo entre el espacio R? y el grupo de
Heisenberg H3 con una nueva operacion *. Es decir, el modelo que usaremos
para ello serd (R3, x). Me basaré en algunas notas de los libros de [DC15|
y [War83].

o Finalmente en el capitulo 4 se expondra una representacion de superficies
minimas en Hs a partir de su aplicacion normal de Gauss. Para ello
haremos uso de los campos invariantes a izquierda. Con lo cual el
proceso de obtencién de esta representacion es similar al de la férmula
de representacién para superficies en el espacio euclidiano R? con la
métrica euclidiana y con curvatura media dada. Para finalizar el capitulo
se presentaran algunos ejemplos aplicativos, cumpliendo asi con el objetivo
principal del presente estudio. Me basaré en los articulos de [Fig09] [Fig07],
[Fig96], [Rip91], [Ino08] y el libro de [DC15].

El autor.



Capitulo 1

Geometria Diferencial de

Superficies en R?

1.1 Primera forma fundamental de una

superficie en R?

Sea S C R? una superficie regular y dado p € S dotamos del producto interno

euclidiano al espacio tangente 7},S mediante la aplicacion:
< R >: TpS X TpS — R tal que <w1,w2> = W11 W21 + Wi2Wa2 + W13Was,

para cada wy,ws € T,S. Luego a la forma bilineal y simétrica ( , ) le asociamos

una forma cuadratica de la siguiente forma:
L: T, —R; L(w)=|w|?=w]+w;+ws, ¥YweT,S,

el cual recibe el nombre de primera forma fundamental de la superficie S en

el punto p.

1.1.1 Forma local de la primera forma fundamental

Sea S C R? una superficie regular localmente parametrizada por x y sea la curva

diferenciable C'*° dado por:

a:]—g e[ CR—S; a(t) =x(u(t),v(t)), t € ] —¢;¢|



Luego dado w € T,S, haciendo a(0) = x(ug,v9) = p, con /(0) = w cuya base

asociada a la parametrizacién regular z es el conjunto {z,, z,}, tenemos:

p(w) = I,(d/(0)) = (z,u'(0) + 2,0(0) , 2,u'(0) + 2,0'(0))y
= (Tu, Tu)p (UI(O))Q + 2<xu,xv>pu'(0)v'(0) + (Ty, Tu)p (U,(O))Z

Del cual si hacemos F = (z,, x,), F' = (x4, ©,), G = (x,, x,), tenemos que
L(w) = E(p) - («(0))* + 2F (p) - w'(0)v'(0) + G(p) - (v'(0))?,

donde E, F'y GG reciben el nombre de coeficientes de la primera forma fundamental
de la superficie S en el punto p y haciendo variar el punto p en un entorno abierto,
se obtienen aplicaciones E, F,G: U C R? — R de clase C°.

1.1.2 Aplicaciones fundamentales de la primera forma

fundamental de una superficie en R?

El estudio de la primera forma fundamental de una superficie en R® nos permite

hacer mediciones de una forma més simple. Veamos:

e Sea a: I C R — R? una curva regular en R3. Luego la longitud de arco
de la curva «, en términos de la primera forma fundamental asociada a una

superficie S C R3 que contiene a dicha curva esta dada por
t t t
st = [ el = [ Vi, @y = [ i) veer
to to to

¢ Sea S C R® una superficie regular localmente parametrizada, ademéas sean
las aplicaciones «, 3: I C R — S curvas regulares contenidas en S tales
que «(ty) = B(to) para algin to € I. El angulo 6 (en sentido antihorario)

que forman « y [ esta determinado por:

e g l0'lt0) B )
o) 5 ()]

En particular, el dngulo que forman las curvas coordenadas dada la base

asociada a la parametrizacién x (es decir {z,,z,}) en el punto p € S,

en virtud de los coeficientes de la primera forma fundamental asociada se



obtiene a partir de las siguientes relaciones:

w> Ty F
cosf = (T, T0) =

lzall lzll  VEG

« Por tltimo, si S C R3 es una superficie regular localmente parametrizada,
por la aplicacién x: D C R? — S, se sabe que el 4rea de una regiéon R C S

tal que z(D) = R, queda determinado por

A(R) = // 2w X 0| dudy
D

Notemos en virtud del item anterior que

1w X [P+ (@, 20)* = (2l |2ullsend)* + (|2l |zl cos 0)* = [|z*||2 ||

Expresando en términos de E, F, G tenemos que:
|z X 2,||* = EG — F?

Dado que S es una superficie regular entonces z, vy z, son linealmente

independientes, del cual tenemos que EG — F? # 0 y de alli concluimos que

A(R) = / /D VEG — F2dudy

1.2 La aplicaciobn normal de Gauss de una

superficie en R?

Sea S C R3? una superficie regular localmente parametrizada por z, provista del
producto interno euclidiano ( , ), siendo S* C R® la esfera unitaria centrada en
el origen, se define de forma local la aplicacién normal de Gauss de .S como:

Ty X Ty

v: 8 — 5% v(p) = N(p) = ———| , con z(u,v) =p,

||.Tu X mUH (u,v)

donde N es la representante local de la aplicacién normal de Gauss en el entorno

coordenado de p- En particular se cumple que (N, z,) = (N, z,) = 0.



1.2.1 El diferencial de la aplicaciéon normal de Gauss como

un operador lineal autoadjunto

Sea S C R3 una superficie regular localmente parametrizada por z. Dado que
T,S y Ty»S? son planos, entonces el diferencial de la aplicacién de Gauss es un
operador lineal de la forma dv(p): T,,S — T, S* = T,S.

Ahora para demostrar que el operador lineal dy, es autoadjunto sobre 7,5
bastard demostrar que es autoadjunto en una base asociada a 7,S-. En efecto
sea {z,, z,} la base asociada a la parametrizacién = y sea a: | — e,e[— S una
curva diferenciable sobre S tal que «a(t) = z(u(t),v(t)), con a(0) = p € Sy
o'(0) =w € T,S. De donde:

dy(w) = J02e®)| - dNoalt)| dN(U(g,v(t))

dt t=0 dt t=0 t=0

Del cual se tiene que
dp(xy,)u' (0) + dy,(x,)0(0) = N/ (0) + Nyo'(0)

Por tanto:
dep(xU) = Nu y d’Yp(l'v) = Nv' (11)

y dado que (N, z,) = (N, z,) = 0, derivando respecto a u y v se verifica que:
(Nu, Tp) = (N, T) = — (N, Tuyy) (1.2)
Reemplazando (1.1) en (1.2) se concluye que

(dvyp(xy), y) = (x4, dyy(z,)) por tanto dv, es autoadjunto.

1.3 Segunda forma fundamental de una

superficie en R?

Sea S C R?® una superficie regular localmente parametrizada por x, orientada y
provista del producto interno euclidiano ( , ) para cada p € S. Al igual que para

la primera forma fundamental, al producto interno ( , ) le asociamos una nueva



forma cuadratica definida por:
I1,:T,S — R; 11,(w) = — (dN,y(w),w), VweT,S

conocida como la sequnda forma fundamental de la superficie S en el punto p.
Geometricamente dado p € .S, el valor de la segunda forma fundamental 11, para
un vector unitario v € T,,S es el valor de la curvatura de una seccién normal a
una curva regular contenida en la superficie S que pasa por p y es tangente al

vector v.

1.3.1 Forma local de la segunda forma fundamental

Sea S C R3 una superficie regular orientada y localmente parametrizada por
xz- Dado p € S y la base asociada {z,,z,} a la parametrizacion z- Haciendo

w = z,u'(0) + z,0'(0), tenemos:
p(w) = —(W/(0))*(Nu; @) — u'(0)0"(0) ((Nu 20} + (No 7)) — (v/(0))*(No, 2)

Ahora en vista de que x,, = x,, al ser z de clase C* entonces de lo visto en (1.2),
los coeficientes de la sequnda forma fundamental de la superficie S denotados por

e, f, g se obtienen de la siguiente manera:

=— (Ny,zy) = (N, Tyu)
f=—(Nyx,)=— (Ny,z,) = (N, 2) (1.3)
g = <Nvaxv> = <N; xvv>

En otras palabras, en la base asociada {z,,z,} a la parametrizacion x de la

superficie S, tenemos que
I (w) = —e- (u'(0))* = 2f -/ (0)v'(0) — g - (v'(0))* (N, ),

donde 11, es la segunda forma fundamental de la superficie S en el punto p (para
cada p € 5).

Finalmente, haciendo variar p € S en un entorno abierto U C R? que contiene a p,
obtenemos de manera similar que para el caso de la primera forma fundamental,

aplicaciones e, f,g: U C R?> — R de clase C°°.



1.4 Representacion matricial de la diferencial de

la aplicacién normal de Gauss

Sea S C R? una superficie regular localmente parametrizada por x, orientada y

provista del producto interno euclidiano ( , ). Sabiendo que
(N,N) =1 entonces (N,,N)=(N,,N)=0

Por tanto N,, N, € T,,S-. Ahora expresando los campos coordenados N, y N, en

términos de la base {x,,z,} asociada a la parametrizaciéon z, tenemos
Ny = —hury — ha1zy, N, = —hiawy — hos, (1.4)

Dado que dv, es un operador lineal, siendo 7y la aplicacién normal de Gauss de la

superficie S, podemos obtener la matriz de su diferencial de la siguiente forma:

Como los coeficientes de la primera forma fundamental de la superficie S estan
dados por E = (z,, x,), F = (z,, x,), G = (x,, z,)- De lo visto en (1.3) y

(1.4), tenemos que

(Nu7%> = —h; ' — ho G,
<Nv7xv> = —hioF' — hoeG-

—e = (Nuy,2y) = —hp B —ha ', —f
—f= (Nv,$u> = —hppll — hooF', —g

€f_h11 h21 E F
fg) \he ho)\F G

Dado que S C R? es una superficie regular, entonces EG — F? # 0, por tanto

hy b\ (e f\[(E F\ 1 e f\( ¢ -F
hiz  hao - f g F G - BEG - F? fg —-F FE

Del cual se desprenden las ecuaciones de Weingarten de la super ficie S

En otras palabras

_hH:M —hu:M
EG — F? EG — F? (1.5)

B, [P —gE

T EG - F? ? 7 FEG - F?



Luego la matriz (—h;,;) obtenida representa al diferencial de la aplicacion normal
de Gauss de la superficie S, cuyas entradas nos seran tutiles para estudiar algunas
funciones escalares en los siguientes capitulos. En particular si la base asociada
{xu,z,} al espacio tangente 7,5 es una base ortonormal, entonces (—h;;) es una

matriz simétrica (Ver [Car76]).

1.4.1 Curvatura gaussiana y curvatura media de una

superficie en R?

Sea S C R? una superficie regular orientada y localmente parametrizada por x,
provista del producto interno euclidiano ( , ) y sea 7 su aplicacién normal de
Gauss. Entonces, las funciones K, H: S — R, dadas por:
eqg — f2 — Traz(—h;;) Eg—2Ff+eG
K =det(—hi)) = ————=, H= = )
i) = pa = 2 2(EG — F?)

(1.6)

representan respectivamente la curvatura gaussiana y la curvatura media de la

superficie S.

1.4.2 La Helicoide

Sea H C R3 una hélice, el cual es una curva regular dada por la parametrizacion:
H(u) = (cosu,senu, u), u € | — €€

Al trazar en cada punto de H- una recta paralela al plano XY y que a la vez
intercepte al eje Z, la superficie reglada generada recibe el nombre de helicoide,

dada por la siguiente parametrizacion:
H:]—ee[ x R—R* H(u,v) = (veosu, vsen u,u); u€ ] —eef, veER

cuya grafica es una superficie regular localmente parametrizada por H. En efecto

H es de clase C'™° es inyectiva. Por otro lado se observa que

i j k
Hy X Hy = |—vsenu wvcosu 1| = (—senu,cosu,—v) # 0,

cos U senu 0

para cada (u,v) € DomH. Luego los coeficientes de su primera forma fundamental



en cada punto p € S son respectivamente:

E = (M, M) =0 (sen®u+ cos’u) + 1 =v* + 1.
F = (M, Hy,) = —vsenucosu+ vsenucosu + 0 =0, V(u,v) € DomH.

G = (Hy, H,) = cos?u + sen’u + 0 = 1.

Al mismo tiempo, el campo normal unitario a la superficie S esta dado por:

H, X H, —senu  CosU —v
N = = , , i V (u,v) € DomH.
[ < Ho] <\/1+112 Vg mw) (u,0)

Luego los coeficientes de su segunda forma fundamental en cada punto p € .S son:

—se COS -
e = (Huu, N) = <(—U cosu, —vsenu, 0); (\/1 f:z’ V1 +uv2’ V1 jv2>>

V SeEN U CosSU V SeEN U COSU
= - +0=0

V14 v? V14 02

—senu  COsu —v
= (Hyw, N) = ( (—senwu, cosu,0); ; ;
f=A ) <( ) <\/1+v2 V1+v? \/1+v2)>

sen?u cos*u 1

+ -
V1402 V14 v? V14 v?

—senu cosu —v
g= (Hp,N) = <(0a0’0)5 <\/1+v2’ V1t 02 \/1+U2)> -

1.5 Superficies minimas en R’

Sea S C R3 una superficie regular y orientada, entonces se dice que S es una

super ficie minima si y solo si la curvatura media es nula en cada punto de la
superficie (H = 0).

Una propiedad muy 1til de las superficies minimas en R? es la siguiente:

10



PROPOSICION 1 (Superficie minima en R? vista como el grafico

de una funcién)

Sea S C R3? una superficie regular el cual puede ser representado por
el grifico de una funcién f: U € R? — R de clase C*, entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) S es una superficie minima.

(b) Para cada punto de S se cumple la ecuacién de Euler - Lagrange:

(L4 £ fow = 2futfofun + (L ) fun = 0 (1.7)
Demostracion:
(a) — (b)
Parametrizamos la superficie S como z(u,v) = (u, v, f(u,v)), entonces tenemos:
To=(1,0,£.) ) 2= (0,1,f,) , N = > Tv_
u »yrJu) v »y 1 JU) ||l‘ux$v||

Calculamos los coeficientes de la primera forma fundamental, obtenemos
E = 1+f3>F:fufv>G: 1+f3' (18)

De manera analoga, calculando los coeficientes de la segunda forma fundamental

bajo esta parametrizacion, obtenemos:

ez(:vuuN):$ f:(xqu>:$
MR TN R,

9= (o N) = 22—
vV \/m

Como S es una superficie minima, obtenemos en virtud de (1.6) que:
Eg—-2Ff+eG=0;VpesS.

Reemplazando lo obtenido en (1.8) y (1.9) de la pagina anterior tenemos

N o Jw oy Ju
(1+fu)m 2f“f”m+(l+f”)m !
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Del cual, para cada (u,v) € Domf, demostramos que:

(b) — (a)
Como FE,F G,e, f,g son los coeficientes de la primera y segunda forma
fundamental de la superficie S respectivamente (que son los mismos obtenidos en

la parte (1)) se sabe por (1,6) que la curvatura media H esta dada por

H_Eg—2Ff—|—eG
~ 2(EG - F?)

, en todo S. (1.10)

Reemplazando los valores de estos coeficientes obtenidos en (1.8) y (1.9), en la

relacién (1.10) tenemos que:

VIHRE+ 1

H= 2EC — ) , en todo S

Ahora como por hipétesis S C R? ya es una superficie regular entonces los
denominadores en la expresién anterior son distintos de cero. Al mismo tiempo
en todo punto de la superficie S ya se cumple la ecuaciéon de Euler-Lagrange. Por

tanto, la curvatura media H de la superficie S esta dado por:

0
(V1#ﬁ+ﬁ>0

2(EG — F?)

con lo cual se demuestra que la superficie S C R? es minima. [

1.6 Ecuaciones de compatibilidad de una

superficie en R?

1.6.1 Simbolos de Christoffel de una superficie en R?

Sea S C R? una superficie regular orientada y localmente parametrizada por
la aplicacién z: U C R? — R? con N como su aplicacién normal de Gauss.

Expresando las derivadas parciales de z, y z, en términos de la base asociada

12



{y, z,}, obtenemos las 4 siguientes relaciones:

(

Ty = Thay +THa, + LN

Tup = Loz, + 12,2, + LoN
12 12 2 (1.11)

Ty = 13w, + 15,2, + L3N

Ty = Ddozy + T3z, + LyN

\

donde los coeficientes Ffj (1,7, k = 1,2) que ahora vamos a obtener, se les conoce
con el nombre de simbolos de Christof fel de la superficie S respecto a la
parametrizacion x. Luego como T, = Ty, deducimos que I'}, = T}, v T2, =T%,.
Ahora si efectuamos el producto interno ( ,) de las 4 primeras relaciones con el

campo unitario N, obtenemos

e= Tz, +THw, + LN | N) =L,
f={Thr, + T4z, + LyN ,N) = Ly
f= 052y +T32,+ L3N ,N) = Ly
9= )

Luego, para determinar los simbolos de Christoffel, bastara con efectuar el
producto interno de las cuatro primeras relaciones de (1.11) con z, y x,, de

la siguiente forma:

(T, Tu) = FhE + F%F ) (Tuw, T) = F%lF + F%lG,
(Tup, tu) = T, B+ T3 F (Tuv, 7o) = T F + TG, (1.12)
<J7vva Iu> = F;ZE + FSQF ) <xvv)xv> = F%2F + F§2G'

Por otro lado, también se verifica que

1 1

§Eu = <xuuamu> ) F, — EE'U = <$uu,%>,

%Ev — (74 S %Gu — (s 7). (1.13)
Fy— 3Gy = (T ) 2 Gy = (s )

2 2

Asi, al comparar las relaciones de (1.12) y (1.13), se obtienen los simbolos de

Christoffel de cualquier superficie regular localmente parametrizada en R?® en

13



términos de los coeficientes de su primera forma fundamental. Todo ello nos

permite presentar el objetivo principal de este primer capitulo.

1.6.2 Ecuaciones de compatibilidad de una superficie en
R?)

Sea S C R3 una superficie regular, orientada y localmente parametrizada por
la aplicacién z: U C R? — S definida en el abierto U C R2, entonces siendo

F = (zy,z,) y K la curvatura Gaussiana, se cumple que:

€y — fu= GF%Q + f (F§2 - F%l) - gF%l (1-14)
Jo—Gu= €F;2 + f (F§2 - Fiz) - QF% (1-15)
FK = (Fb)u - (Fh)v + FbF%Q - F%1F§2 (1-16)

donde e, f v g son los coeficientes de la segunda forma fundamental de dicha
superficie y los coeficientes Ffj (1,7,k = 1,2) son los simbolos de Christoffel

correspondientes (Para mayor detalle véase las paginas 237,238 y 239 de [Car76]).

Luego a las igualdades (1.14) y (1.15) se les conoce como las ecuaciones de
Mainardi - Codazzi de la superficie S y a la igualdad (1.16) como la ecuacion
de Gauss de la superficie S (respecto a x). En particular, ésta tltima igualdad
(1.16) induce el teorema Egregium de Gauss; el cual menciona que la curvatura
Gaussiana K de una superficie en R3 es invariante frente a cualquier isometria

local, es decir que solo dependera de la métrica euclidiana (Ver pagina 238 del
libro de [Car76]).

En conclusién, a las ecuaciones (1.14),(1.15) y (1.16) se les conoce como las
ecuaciones de compatibilidad de la superfcie S, que son muy importantes para

el desarrollo del siguiente capitulo.

1.6.3 Teorema fundamental de la teoria local de

superficies en R? de Pierre Bonnet

Sean B, F,G,e, f,g: V C R? — R aplicaciones C* definidas sobre un conjunto
abierto V' C R? de tal forma que E,G > 0 y EG — F? > 0. Luego si estas

14



6 aplicaciones satisfacen las relaciones (1.14),(1.15) y (1.16) donde las funciones

Ffj se expresan en términos de las funciones E, F' v GG, entonces se cumple que:

(a) Para cada p € V existe un entorno abierto U C V' de p y un difeomorfismo
de la forma z: U — x(U) C R? de tal manera que x(U) = S C R? es una

superficie regular.

Y ) Y Y
(b) Las aplicaciones E, F, G y e, f, g definidas anteriormente son para la superficie
S C R3, los coeficientes de su primera y segunda forma fundamental

respectivamente.

(c) Si V fuese conexo y si existiese otro difeomorfismo 7: U — Z(U) C R3 que
satisface las mismas condiciones (a) y (b) del teorema, entonces existe una
traslacién 7'y una transformacién lineal ortogonal y propia Q en R3, de tal

manera que T =T o Qo x.

Para una demostracion de este teorema fundamental, véase las paginas 312-315

del libro de [Car76].
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Capitulo 2

Una férmula tipo Weierstrass
para la representacion de
superficies en R3 con curvatura

media dada

2.1 Coordenadas isotérmicas de una superficie

en R?

Sea S C R3 una superficie orientada, dotada del producto interno euclidiano en
cada T,S y sea z: U C R?> — S una parametrizacién asociada a la superficie
S de coordenadas x1,x9, x3, entonces decimos que x es una parametrizacion en

coordenadas isotérmicas, si y solosi:
E={(2,,1,) = (2p,0,) =G =X #0, F={(x,,1,)=0 (2.1)

donde E, F, G son los coeficientes de la primera forma fundamental y la métrica

inducida esta dado por:
ds* = N (da* + dy?),

siendo A > 0 el factor de escala. Ahora, si para cada p € S definimos los campos

vectoriales unitarios

T 1 0x T, 10z

=t - _= = = —— =e Xe =N 2.2
[ = A Y T

€1
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entonces e3 vendria a ser la aplicaciéon normal de Gauss de la superficie S.
Asi {e1,e3} es una base ortonormal respecto a la parametrizacién z, para el
espacio de campos vectoriales definidos sobre la superficie S. En particular, siendo

x = (x1, %2, x3) de (2.2), tenemos que:

. i (%g 8x3 (9.703 8372 656’3 81’1 8[)31 8x3 E)xl 81‘2 _ @CL’Q 8x1 (2 3)
= ou Ov Oou v’ Ou Ov Oou Ov’ Ou Ov ou Ov '

Por otro lado como = = (21, x9,x3), de (2.1), tenemos

. (‘3:171 2 8.1'2 2 8.1'3 2_ 9
E—(%) +(%) o) =
8I1 8x1 8x2 0x2 8x3 8903

- — 2.4
F 8u8v+8u81}+8u8v 0 (24)

. afL’l 2 aZL’Q 2 81173 2_ 2
“(%) *(%) +(% =

Y como el diferencial de la aplicacién normal de Gauss ez es autoadjunto, siendo

(—hi;) la matriz que lo representa; entonces en la base {z,,z,} asociada a la

parametrizacién x, se verifica que h;; = hj;. Ahora en virtud de lo visto en (1.4),

863 863
expresando los campos 8_ Do en términos de esta base, tenemos que:
U v
des ox ox des ox ox
— = —hy— — ; =—higs— —h 2.5
ou " ou 20y ov 2 ou o0 (25)

Luego, al expresar las derivadas parciales de los campos x,, x, en términos de
la base asociada {z,, x,}, en virtud de lo aprendido en la seccién (1.6.1) en
el capitulo 1; hallando los simbolos de Christoffel y los coeficientes L;, tenemos

expresiones para las segundas derivadas parciales de la parametrizacion x, dados

por:
@_ 1@(% 10\ Ox bz
ou2  ANoudu Novow T
0%x 1(’9)\61' 10\ 0x
_ Lo 2.6
500 = 3oodu T xaugy T2 (2.6)
2
0x:_lQ8m 18)\8x+h22)\63’

2 Noudu | Novow
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donde
e=hi1 A2, f=hi2)\2, g = hoeA?: Coef. de la segunda forma fundamental.

Dada una superficie orientada S C R?. Siendo H la curvatura media y (—h;;) la
matriz que representa al diferencial de la aplicacion normal de Gauss, entonces

la curvatura Gaussiana K puede expresarse como K = H? — ||¢[|?, donde:

1 1 1 .
H=— §Traz(—hij) = §(h11 + hea), &= §(h11 — hag) — thyo (2.7)

En efecto, se observa que:

_h21 _h22

HZ—||¢||2=hnh22_h32:det< u 12>:K

PROPOSICION 2 (Teorema del vector curvatura media de una

superficie en R?)

Sea S C R? una superficie parametrizada por coordenadas isotérmicas x,
con campo normal, unitario y continuo N- Si H es la curvatura media de

la superficie S'y HN es el vector curvatura media, entonces:
Az =2)*HN

donde Az = x,, + ., es el laplaciano de la parametrizacion x.

. J

Demostracion:
Como la superficie S esta localmente parametrizada en coordenadas isotérmicas

de lo visto en (2.1) se sabe que
E={(v,,7,) = (1,2,) =G =Xy F=(v,1,) =0.

Luego, derivando la primera igualdad doble respecto a v, y la segunda igualdad

respecto de u, obtenemos que:

<£E’U'u,a xu) + <xu7 xvu> = <xv'uy xv> + <x'07 xvv)y

<xuu7xv> + <xuaxuv> =0



Como 1, = Ty, v por la simetria del producto interno, tenemos que:
2<xu7xuv> == 2<xv>$vv>> <xuuaxv> + <xu7xuv> =0

De donde (@, Tyy) = (Ty, Tow) = — (Tuu, Ty) entonces (x,, Tyy + o) = 0. Ahora

intercambiando u por v y repitiendo los mismos pasos, se verifica que
(T, T + To) = 0 Tuego (Tyy + o, N) = 1 A* + hooA? = 2HN?

Con lo cual se verifica que: Ty, + Tpy = 2A2HN. l

2.2 Una ecuacion tipo Beltrami para superficies

en R3

Sea S C R? una superficie orientada y localmente parametrizada por coordenadas
isotérmicas x, y sea S? C R? la esfera unitaria centrada en el origen y cubierta

por las proyecciones estereogréficas (Uy, U3) y (Us, ¥3), donde:

Ut (21,29, 13) = —xll + i , en todo U; = S*—{(0,0,1)}
% T —ixg 2
N = —= todo Uy =S —{(0,0,—1
2 <x17x27$3) 1+l’3 , €11 10do 2 {( y Yy )}

Dado que la aplicaciéon normal de Gauss de la superficie S C R? esta dado por el
cual coincide con el campo vectorial e3 = (€31, €32, e33). En virtud de la biyeccién

natural que existe entre R? y el plano complejo C. Al considerar la composicion:

JcCUcCR %58 82 7y Plano w,
z=u+iv— (u,v) — (21,29, 23) > (es1,e32,€33) +— Ur(es1, esq, e33)

se tiene que W, = UF oyozop (con r = 1,2) es un representante de la aplicacién

normal de Gauss de la superficie S C R? en coordenadas complejas, dada por:

es1(2) — iesa(2)
1 —f- 633(2)

631(2) —|— iegg(Z)
]_ — 633(2’)

Uy (z) = Uy(z) = (2.8)

para cada z € U y en adelante denotamos por ¥ a la aplicacion normal de Gauss

de la superficie S, donde ¥ = W; (6 U,) en el dominio correspondiente. Ahora
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recordemos algunos resultados elementales sobre funciones complejas:

PROPOSICION 3 (Derivadas de Wirtinger)

Sea f: R? — R de variables independientes u e v, haciendo z = u + iv

donde 7 es la unidad imaginaria, y considerando que:

u = Re(z): Parte real de z, v =1Im(z): Parte imaginaria de z,

z2+7Z Z2—7Z

tenemos que u = , U= , donde z: Conjugado de z. Luego este

i
cambio de variable permite identificar a la funcién real f(u,v) como una

funcién compleja f de variables independientes z y Z. Del cual tenemos:

of 10f idf of 19f idf

8" 20u 200’ 0z 20u 20w (29)
conocidas como las derivadas de Wirtinger, y que cumplen:
of _of of _of
- . L _ 2L 2.1
0z 0z 0z Oz (2.10)
En el caso en el que Imf = 0, las relaciones de (2.10) se reducen a
ofF _&f  Of _oF (2.11)

0z 0z 0z 0Oz

PROPOSICION 4 (Teorema de la extensién analitica de Riemann

en C)

Sea 2 C C un abierto, sea a € €. Si f: 2 — C es una aplicacién analitica

en ) — {a}, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f tiene una extension analitica a 2. Es decir, existe una aplicacion
g: 2 — C analitica en € tal que g(z) = f(2), para todo z # a.

(b) f tiene una extensién continua en 2. Es decir, existe una aplicacién
h: Q — C continua en {2 tal que h(z) = f(z), para todo z # a- En
particular existe el limite lim f(z).

zZ—ra

(c) f es acotada en un entorno reducido de a € Qy lim (z — a)f(z) = 0.
z—ra
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Para una demostracién de este tltimo teorema veamos las paginas 127 y 128 del
libro de [AhIT78].

OBSERVACION

Sea f: U C R? — R una funcién de clase C*° definida en un conjunto
abierto U. Haciendo z = z + iy y aplicando las derivadas de Wirtinger,

tenemos que:

: B of of

e Si f(z,y) = c € C constante, entonces il 0.
: _ of of

e Si f(z,y) = g(x) entonces 5. 5% eR.
: B of of .

e Si f(z,y) = h(y) entonces 5.7 55 © iR.

En consecuencia, si f(z,y) depende de ambas variables independientes z e

y, su derivada compleja no necesariamente es real. Por ejemplo:

Si f(z,y) = 2% + y* entonces g =z, %

0z

= 2z y no son siempre reales.

Ahora presentamos los lemas y teoremas que nos conduciran a la féormula de
representacion tipo Weierstrass para superficies en R3. Para ello demostraremos
los resultados para el caso especifico donde la aplicacion normal de Gauss (en
coordenadas complejas) es W;. Los mismos resultados para ¥y se demuestran de

manera similar. Veamos:

LEMA 1

Sea S C R?® una superficie orientada y localmente parametrizada por
coordenadas isotérmicas z(z) = (x1(2), x2(2), z3(2)). Si ¥y es la aplicacion
de Gauss definida anteriormente en (2.8), H es la curvatura media y ¢ es la

aplicacién compleja de (2.7), entonces ¥y cumple las siguientes relaciones:

8\111 . H —\ 2 81‘1 .61‘2
5z =~ Tl (az Haz) (212)
ov, ¢ —2 (0xry Oz
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Demostracién: En virtud de (2.8) y (2.9) y simplificando las derivaciones en los

calculos se llega a obtener una expresion de la siguiente forma:

o, 1 Oes;  Oesy  .Oezy  Oess
0z _2(1—633)2{(8u +Z@u +Z(% 61})(1 €s3)

. 0 0
+ (es1 + iegn) <% + Z%) }

Ahora como en este caso la matriz del diferencial de la aploicaciéon normal de

(2.14)

Gauss (—h;;) de la superficie S es simétrica en la base asociada {x,,z,} de la

parametrizacion, tenemos que:

( 8631 . 856'1 81'1
; ; ; aa—u——hug—u—hzlaa—v
es T 4 €32 T2 T
des __, Or ., Oz Oesa _ _, O%2 ., Oz 2.1
5 hi1 5 h12 5 entonces < o hiy o 20— (2.15)
Ocgs _ _p, 9% _p,, 98
(ou M ou 1 ov
(Oes1 _ 00 Om
; ; ; aav = 1288u 22887)
ges _ _p 9Ty 9T G2 _ 4 P2, Ol2
5, hia 5 hoa 5 entonces < o = hia o hao T (2.16)
8633 . 8:6'3 8:63
(Be ~ Mg, Thag,
Reemplazando en (2.14) lo obtenido en (2.15) y (2.16) y factorizando tenemos:
8‘1’1 1 0351 81’1 81‘3 8:753
= —hi1— — hipo— ) (1 — —hi1— — his—
0z  2(1- 633)2{ < " ou 2 00 ) (1= eaa) +ear ( ou 2 00 )
, ox ox ox ox
+ 1 {(—hna—; - tha_;) (1 —e33) + €39 <—h116—u3 - hlza—qj))}
, Ox ox ox ox
+ 2 [<—h1za—u1 - hzza—vl) (1 —es3) +es (_hu@_ug - h22a—v3>}
ox ox ox ox
- [(—hlza—; - h223_1J2> (1 - 633) + €32 (—hlza—ug - h228_vg>} )
(2.17)
para luego expresarlo en la forma:
U . N N
% = Ahy; + Bhyg + Chas, donde:
Z
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o)
|

L O O Ons (Or | Ors O
2(1 — e33)? u ' Pou  ou "Nou ™ “ou " ou

1 0ry Oxy . Oxy .01
(1 — cz3)? l@&”’_l) (8?} “u e “au)

. ox O
— (es1 + iesn) (8_223 + 28_;)}
~ 1 833'2 8.1'2 8.1'3 . 8:1:1 8371 (9.%’3
0_2(1—633)2 {(81} 3 0 e (%) Z(@v 5 9w s 81})}

De los cuales, al usar las relaciones (2.3), (2.4) y (2.9), se verifica que:

s}
I

A=C=

—1 (81’1 ,8x2

B=0;VpeS
(1 em)? az“az)y TPEs

Traz(—hi)  hiy+ hao
2 2

8\111 hll + h22 8:)&1 ,8.’13'2 —2H 8.1'1 ,81'2
— = 2.1
(az “az) (1—633)2(82“05) (2.18)

y siendo la curvatura media H = —

, tenemos que:

0z N (1 — 633)2

Como e3 = (es1, €32, €33) (que coincide con la aplicacién normal de Gauss v de
la superficie S) es un campo vectorial normal unitario, entonces tenemos que

_ 2 2 9 _
(e3,e3) = e5; +e35 + €33 = 1.

Ahora usando la representacién de W; en coordenadas complejas vista en (2.8)
se verifica que:
(140 0) (1 —es3) =2 (2.19)

Reemplazando (2.19) en (2.18) y simplificando se llega a verificar la primera

igualdad de este lema. Para la segunda igualdad, es decir:

8\111 . (ZS =\ 2 8331 .8332
W = —5 (1 + \111\1/1) (E +ZE> N

se verifica de forma similar, usando la definicién de la aplicacion ¢ vista en (2.7).

NOTA: Para el caso en el que la aplicacion normal de Gauss de la superficie S
sea la aplicacion W,, se satisfacen las siguientes relaciones:
8\112 H =\ 2 81'1 0:152
— == — (1 + V¥ — = 2.20
0z 2(+22)(8z "oz (220)
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8\112 gb —\ 2 81‘1 ,8332

— == = (1+ U0 —_— = 2.21

82 2(+22)(82 "oz (221)
Los cuales se demuestran de forma similar que en el caso ¥; ya estudiado y

teniendo en cuenta la validéz de la siguiente relacion:
(14 UyWy)(1 + e33) = 2. (2.22)

el cual se verifica usando (2.8) y el hecho que €3, + €3, + €35 = 1. O

TEOREMA 1 (Ecuacién tipo Beltrami para superficies en R?)

Sea S C R? una superficie localmente parametrizada por coordenadas
isotérmicas * = (x1,29,23) y con aplicacién de Gauss en coordenadas
complejas ¥ vista en (2.8). Si ¢ es la aplicacién compleja vista en (2.7)
y H es la curvatura media, entonces se cumple:

ov; oY,

g ¢§§ 1=1,2 (2.23)

. J

Demostracién: De las relaciones (2.12) y (2.13) del lema 1 (para el caso ¥y) y

las relaciones (2.3) y (2.21) del lema 1 (para el caso Us) se verifica que:

GOV Ho

. T(1Jr\11,@)2< i =1,2.

oz ' ’

(9.(1?1 ,6$2 . 6\111
0z oz ) =¢

O

LEMA 2

Sea S C R? una superficie orientada y localmente parametrizada por
coordenadas isotérmicas z(z) = (z1(2), x2(2),z3(2)) y con curvatura media

H. Si V¥ es la aplicacién normal de Gauss ya vista en (2.8), entonces:

81}1 ,(9.272 -2 8.(171 ,8372 .

H{% — iyt (F v %)}—0 (224)
8x1 ,8x2 -2 61'1 ,81'2 .

H{% tigy tY (? - F)}_ (2.25)

Demostracidn: Si la superficie S es minima (H = 0), el lema se verifica de forma

inmediata. En el caso en que H # 0 en toda la superficie S, de (2.8) y usando el
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hecho de que €3; + €3, + €35 = 1 se tiene que U, ¥, = 1. Esto implica que

oV, oY, 1 11—
+ \112 07 \1111111 == + 633' \112\112 == €33

v =
18 0z ]_—633’ 1+633

(2.26)

Multiplicando por ¥; a ambos lados de (2.20) y por ¥y a ambos lados de (2.12),

obtenemos:

oV, H —2 (0ry O -
\111% = — 5 (1 -+ \112\1’2) (E — g) \Ifl \I] \112 donde \111\112 =1

6\111 H 61’1 8[)32 _ -
\I’QW = 5 (1 -+ \1’1\11 ) (E -+ E) ‘112.\1/2\111 donde \112\111 =1

Ahora usando (2.19) y (2.22), tenemos:

8\112 . —2H 8331 .8[172 —_

vy 5 _(1—633)(1+633)<62 282>\II2 en todo U; NU,
ov, —9H Oz, O

1112 0% _(1—633)(1—|—633) <8Z +1 9z )‘Ijl en todo UlﬂUQ

Al sumar ambas relaciones obtenidas anteriormente y simplificando se obtiene

oxy .0x9\ — ox1  .0x9 B
H{(E— 8z)\1}2+(82 + E) ﬁll}—Oentodo UlmUQ‘ (2.27)

En virtud de que ¥;¥, = 1, al multiplicar por ¥; a ambos miembros de la
igualdad anterior se obtiene la relacién (2.24) y al multiplicar por ¥y a ambos

miembros de la misma igualdad (2.27) se obtiene la relacién (2.25) y dado que:

U —(UNnU;) ={(0,0,-1)} vy Uy — (U NUy) = {(0,0,1)} son unitarios.
entonces debido a la proposicién 4 concluimos que este lema se cumple tanto para

U, (en Uy) como para Wy (en Us), garantizando asi su validez. O

El siguiente lema proporciona relaciones auxiliares muy tutiles que cumple toda
superficie en R3 localmente parametrizada en coordenadas isotérmicas, y que

seran de suma utilidad para llegar al objetivo de este capitulo.
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LEMA 3 (Relaciones auxiliares I)

Sea S C R? una superficie localmente parametrizada en coordenadas
isotérmicas x(z) = (z1(z),z2(2),x3(z)) donde e3 = (e, ess,e33) es la
aplicacion normal de Gauss, entonces:

2 2

Ony 0

oz oz

Ozs | ;0%s

@) 4 70 a0

= 2)\2(1 — 633) — ‘

8%3 ,8353 2

®) 5e T

=\ (egl + e%z)

81‘1 ,8])2 2 9 9
(C)4 E‘FZE :A(l—egg)

Demostracion:
(a) En virtud de (2.9) tenemos que

2

833'1 _(9.732
7 "oz

2 .
1 /0x; .0y 1 (Oxy .0x
4”5 (%“%) +3 (%“%)

|

Luego en virtud de las relaciones (2.3) y (2.4) tenemos que el segundo

miembro de la igualdad anterior se reduce a:
. 8x1 2 8x2 2 8x1 2 8x2 2 856'1 8.132 8902 81'1
= (%) +<%) o) ") " Fou e "o au

dx5\” o5\ ” 1 [(0x10xy OxgOx
_\2_ (Y3 2 [YLE3) g2 | 10Ty  OX3 01
=4 (3u) R (6@) 22 [Az(ﬁu v Ou 31})}
Or3\*  [0xs\?
—2)2 - ((%) + (%) ) — 2\ %e55 = 202(1 — e33) — ‘

Con lo cual se demuestra la relacién (a).

Ozy | Oy

ou Z%

(b) Usando (2.3), observamos que:
(e 4y — k| (2m2) (s L (D) (D20 O Oy Oy
1T C2) T2 ou ov ou ov Ou Ov Ou Ov
L (9za\" (9= (0m\" (Owy\® _ 0w O Oy Oy
ou ov du v Ou Ov OJu Ov
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Factorizando esta tltima expresion, tenemos:

_ L (O (0T (G [ (), (De2) (Oea)
Y ou ou ov ov ov ou
8.1'1 8%1 (9.%3 8:153 _ 28$2 8:152 8963 81'3
ou Ov Ou Ov Oou Ov Ou Ov

Con lo cual reemplazando (2.4) en la tltima expresién anterior y reduciendo,

el segundo miembro de la igualdad a demostrar se reduce a:

_ (O (w2 | (Oas\" (Ow)® ( Owy Oy O Oy

~\ Ou v A2 ou v Ju Ov ) Ou Ov

_ (O, (O |0z O
ou ov

ou o
Verificandose asi la relacién (b).

(c) Reemplazando en (a), lo obtenido en (b); y dado que €2, + €3, + €33 = 1 se

verifica facilmente este item (c). O

De este mismo lema se sigue que si S C R3 esta parametrizada en coordenadas
isotérmicas y H, ¥, ¢ son la curvatura media, la aplicacion normal de Gauss y la

aplicacién vista en (2.7), entonces:

Se verificara la validez de ambas relaciones para el caso Wy, para el caso ¥y se

A|H| A||<b||

(1+0,7,) H AN 40,3, r=1,2  (2.28)

hace de manera similar.

Para ello, tomando médulo al cuadrado en ambos miembros de las relaciones
(2.12) y (2.13) del lema 1, tenemos:

v, ||? H2 dxy Oz,
oo | = (w2

ovL||* lol? dr,  Oxsl?
|l = (1+\1/1\1/) v +1 e

27



Usando la relacion (c¢) del lema 3 y por (2.19) obtenemos

H@\Ifl ‘ NH?  NH? (1+v,7,)°
1 — 633)2 B 4
|20 P _ V1ol 1 08"
]_ - 633) 4

Del cual extrayendo raiz cuadrada en ambos extremos de cada relacion se verifica

ambas relaciones de (2.28) tanto para el caso Wy como para el caso Ws. O

OBSERVACION

Sea S C R?® una superficie localmente parametrizada en coordenadas
isotérmicas y sea W su aplicacién de Gauss vista en (2.8). De lo demostrado

en la primera relacién de (2.28) concluimos que:

S es minima siy solo si su aplicacion de Gauss ¥ es holomorfa. (2.29)

TEOREMA 2

Sea S C R? una superficie orientada y localmente parametrizada por

coordenadas isotérmicas z(z) = (x1(2),z2(2),23(2)). Supongamos que la
aplicacién normal de Gauss ¥, definida en (2.8) es no holomorfa en todo
punto de su dominio y que la curvatura media H es no nula en todo punto

de S, entonces:

—
0z (1 + \Ifqul) 0z

0xy i (1 + \11_12) ov,

H— = — 2.31
0z (1+ q;l\pl)Q 0z (231)
0z (1+0,3,) 0z

Demostracién: A partir de la relacién (2.24) del lema 2, se tiene que:

—2 8(171 -2 61'2
H4+W,) 2 = iH(1 - 00) =2 (2.33)

Para la primera igualdad (2.30) se presentan las siguientes situaciones:
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e Sil-— \11_12 = 0 en algun punto py € S, entonces de (2.33) se tiene que:

—2 0
H(1+ Wf)% =0 en dicho punto py,
z

—2 ., . .
y como 1 + W, = 2 en py, entonces de la relacion anterior se tiene que

H % = 0 en dicho punto. Del cual se verifica la primera igualdad (2.30).
z

e Sil-— \11_12 # 0 para todo p € S, a partir de la relacion (2.12) del lema 1y

usando la relacién (2.33) obtenida anteriormente, se observa que:

—2
1-— \Ill 8\111 . H -2 (9331 ,891:2
=5 (1-%) ( * )

IR RS \e e
:%(1—@_12)%+§(1+\I’_12>%=H%

Para la segunda igualdad (2.31) se presentan las siguientes situaciones:
e Sil—+ \11_12 = 0 en algun punto py € S, entonces de (2.33) se tiene que:

——2 Ox
iH(1— \1112)8—_2 =0 en dicho punto py,
Z
y como 1 — \11_12 = 2 en pg, entonces de la relacién anterior se tiene que

0
H % = 0 en dicho punto. Del cual se verifica la segunda igualdad (2.31).
z

e Sil+ \11_12 # 0 para todo p € S, a partir de la relacién (2.12) del lema 1y

usando la relacién (2.33) una vez mads, se observa que:

i(l +\If_12) v,  iH <1+\Ij_12> ((9&:1 N _&m)

= - — JR— 71—
(1+ \1,1\1,—1)2 0z 2 0z 0z

~iH —o\ Oxr; H —2\ 0T

=-S5 () s (W)

B H —9\ Oxg H —=2\ Ory %

= () Gy () = E

Para demostrar la tercera igualdad (2.32), como ¥; no es holomorfa, entonces
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ov
-t = 0 en todo punto de su dominio- A partir de ello afirmamos que:

0z
0z \ 0% 0z (1+ 010y)

En efecto, siendo z = u + iv, por (2.9) tenemos

4 8:153 a%l 1 8352 _ 4)\2\111 . 8%3 _ 28:1:'3 8951 i Zailfl
0z \ 0z 0z (1+ \1;1\1;_1)2 -\ Ou ov ou ov
.3x2 8x2> 4/\2\111
+ 2 — — —
ou v (1+7,7))

(2.35)
De (2.8) y (2.19) el segundo miembro de la expresién anterior se reduce a:

81’3 ,81‘3 8x1 ,Bxl _81’2 81‘2 2 .
(au —1 81}) (au +1 v +1 ou — ay) - A (1—633)(631+Z€32) (236)

Para mayor comodidad separaremos la parte real de la parte imaginaria. Asi, la

parte real de la expresion anterior se reduce a

(‘31:3 81’1 8252 39(;3 8131 81’2 2
8u< >+av<8v+8u)_)\(1_633)631.

Teniendo en cuenta lo visto en (2.3) y reduciendo algunos términos, se verifica

ou ov

que la expresion anterior se reduce a la siguiente expresion:

81'3 81’1 i 81’3 81’1 i i 8901 8952 81’2 8133 _ 8x2 2 8x1 8x3
ou Ou ov dv A2

ou Ov Ou Ov ou ov Ov
B %% % 2 0x3 0x9 01 0T
Oou Ou \ Ov ou Ou Ov Ov

Usando (2.4), reduciendo términos semejantes y una vez mas en virtud de (2.3)

la expresién anterior se simplica a:

1 [0z Oxs [(Ox1 0x1  Ox90x9  Oxz Oxs Oxy 0xs [ Oxy Oy

ﬁ[@u Jv (8u 81}+0u v Ou 81}) v 8u<8u v
0x9 Oxy  Oxs 8:63)} _0
Oou Ov ou Ov
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Por tanto la parte real de (2.36) se reduce a cero, esto implica que la parte

imaginaria de (2.36) se reduce a una expresion de la siguiente forma:

al'g 81'1 891;2 ailfg &cl 8.1'2 2
o (8u a 8v)+ ou (81} * Gu) — AL~ es)en:

De manera similar que en la parte real, se verifica que la parte imaginaria tambien
se reduce a cero. Asi, (2.36) se reduce a cero y como (2.36) es equivalente al
segundo miembro de (2.35), entonces se verifica que:

4 =0

1+ 0,0,)°

7 \ oz 7' oz

81'3 (81’1 . 8x2> 4/\2\111
Con lo cual se demuestra inmediatamente la relacién (2.34). Ahora si, retomando
la demostracién de la tercera igualdad (2.32) del teorema 2, teniendo en cuenta
la derivacién compleja vista en (2.9), aplicamos conjugada compleja a ambos

miembros de la igualdad (2.34) hasta llegar a obtener que

6:113 <8x1 +i8m2> 2 ‘11_1_ i
0z \ 0z 0z (140, 3,)

0 0
Multiplicamos ambos miembros de la relacién anterior por H (% +2%)
Z z

obtenemos que:

81'3
0z

(9:1:'1 i 2891:2
0z 0z

H 2 H)\2‘If_1 (a%l 81‘2>

= — — + 1 ——
(1_1_\1;1\1;1)2 0z 0z

Usando la relacion (c) del lema 3 y dado que por hipdtesis del teorema, la

0 0
curvatura media H # 0 en toda la superficie .S, despejando % y % de las
Z z

relaciones (2.30) y (2.31) ya demostradas, tenemos:

H

8x3 )\2(1 — 633) . H)\Q\I/_1 —2 8\111
0z 1 1+ 00 \H (14 0,0, 02

Dado que H,A\> 40y (1 + \111\11_1)2 = 0 en toda la superficie S, entonces:

H@xg (1+ ‘111‘11_1)2 (1—e33)? 20, oV,

0z 4 (1+ q,lq,—l)? 0z
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Y usando (2.19) se llega a verificar la validez de la tercera igualdad (2.32). [

NOTA : En el caso en el que la aplicaciéon normal de Gauss de la superficie S sea

la aplicacién W, se cumpliran las siguientes relaciones:

—2
gl ___1-% ol (2.37)
0z (1+0,3,) 0z
. —
or,  (14%) gy,
H—= = —L5 (2.38)
E (L ul,) O
Halﬂ;g _ 2\112_ 26‘1’27 (239)
0z (1 + \1;1@2) 0z

los cuales se demuestran de manera similar que para el caso de la aplicacion V.

NOTA: El teorema 2 ya demostrado tambien es valido para toda superficie en
R3 en la que la aplicacién normal de Gauss es holomorfa en algiin punto de
dicha superficie, pues siendo la curvatura media H = 0 en este punto (por la
observacién previa al teorema 2) entonces las relaciones (2.30), (2.31) y (2.32) se

verifican de forma inmediata.

LEMA 4 (Relaciones auxiliares II)

Sea S C R? una superficie localmente parametrizada en coordenadas
isotérmicas z(z) = (x1(2),22(2),23(2)) donde H es la curvatura media
y (—hi;) es la matriz del diferencial de la aplicacién normal de Gauss. Si ¢

es la aplicacién vista en (2.7), entonces se cumple:

0 (Oxy  Oxy\ Ol (dxy Oz 1., .
@ 5 (i) =25 (G +i5e) + pBlen +iw
0 —0 1 , 0
(b) H% - % 5 {(hn + Zh12)—3 +i(hog — Zh12)£]
(© d (\29) _ \20H
0z 0z
Demostracion:

Primero se probard la relaciéon (a). Veamos:
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(a) En virtud de la derivacién compleja vista en (2.9), tenemos:

2 (on 0m) 1(Pn FnYy i (0n on)
0z \ 0z 0z 4 \ Ou? ov? 4 \ ou? ov?

i 0%y 1 0%,

20udv 2 Hudv

OlnA 10X Olnx 10X
Ahora usando (2.6) y dado que 5 =332 ) Bv = 330

y teniendo en cuenta (2.3) tenemos:

g 8x1+_8x2 _28ln)\ (9x1+_8x2
z\oz oz ) oz oz "oz

1 1 )
-+ |:Z(h11 — hgz) + —h12:| )\2(631 + 2632)

, factorizando

2
Finalmente de la definicién de ¢ vista en (2.7) se verifica este item.

Ahora se probara la relacion (b). Veamos:

(b) De la definicién de curvatura media H y de la definicion de ¢ vistas en (2.7),

obtenemos que:

0x3 dry 1 10xs i 0xs
HE—I—QﬁE— 2(h11+h22) (2 5 _|_2 av)
L - 10x3 i0x3
-+ |:§<h11 + h22) - Zh12:| (5% _ 5@)

Desarrollando las operaciones en el segundo miembro de la igualdad anterior,
reduciendo términos semejantes y factorizando adecuadamente se llega a

verificar el item (b) de este lema.
Finalmente se verificara la relacién (c). Veamos:

(c) En virtud de (2.6) los coeficientes de la segunda forma fundamental de la
superficie S estan dados por: e = A2k, f = ANhia v ¢ = A2hgy v los simbolos
de Christoffel estan dados por:

[‘1:1% [‘2:_1% 1:1%

11 )\ 871/’ 11 )\ 8'1)’ 12 )\ 81}’ (2 40)
FQ_la_)‘ Fl__la_/\ 2_18_/\ '
27 Nouw 2 \ou 2 Now
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De las ecuaciones de Mainardi - Codazzi vistas en (1.14) y (1.15), se tiene:

2
€y — fu — )\2h11 (l@_/\) _ /\2h22 (_l@) — 2/\]__]% — Hai

A Ov A Ov ov ov
) (2.41)
a2y (LOAN ey (LOAN 0N 0N
Jo—gu=A"h1 ( \ ou A hao Nou) = 2/\Hau = —H 9
De donde

1 i 10N i O\

e g ¥ pleem L) == 5l 1515, ——H(ém—ﬁmy
ON? OH 0(NH)
0z 0z 0z

Por tanto:
0 ()\ZH) ,OH

(fv_gu)+%<ev_fu)+ 82 :)\ E (242)

Ahora de la definicién de ¢ vista en (2.7) y lo obtenido en (2.41) tenemos que

1 1
()\2h11 — )\2h22) — i)\2h12 = —(6 — g) — Zf

2 pu—
A 5

DO |

De lo anterior, en virtud de (2.9), siendo la curvatura media:

_ hit 4 hao
2

H

y los valores de los coeficientes e, f y ¢ vistos en la pagina anterior se verifica

que:
<8z¢) = E(fv - gu) + %(61; - fu) + 5 §(€u + gu) — %(ev +gv)
1 i 10
=3l =g +gle—f) 45 +0)
- %(fv —9u) %<ev = fu) + %% ()\2h11 + )\2h22)
! i 0 (\2H)
_§(fv_gu)+§(6v—fu)_|_ oy

Asi, al comparar la relacién (2.42) obtenida con esta tltima relacion obtenida

se demuestra el item (c) de este lema. O
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LEMA 5

Sea S C R?® una superficie localmente parametrizada en coordenadas
isotérmicas z(z) = (x1(2),22(2),x3(2)) donde H es la curvatura media,
ez es el campo normal unitario a la superficie S y W es la representante
de la aplicacién normal de Gauss en coordenadas complejas visto en (2.8).
Si ¢ es la aplicacién vista en (2.7) y H es no nula en todo S, entonces:

82‘;[/1 4H <H6a:3 —81’3) (81}1 61’2) 1 26ln)\8\111

622 N (1 — 633)3

oz % )\ e %z 0%
_ HN9U, 1 9H IV,

1—ep (HOzZ 02
(2.43)

Demostracién:
De la relacién (2.12) del lema 1y (2.19), tenemos:

82\111 . 2 —2H 8x1 +Za$2
072 0z \(1—e)?\ 0z 0%

Derivando el producto de funciones, usando (2.7) y la relacion (a) del lema 4,

tenemos que:

o°vy  2H . Oxz . . Ox3] [Ox1 0w
022 (1— es) {(h” Tih) g+ ilhe =) 5 ] ( oz oz )

__4H 8ln)\(6’x1 ,axQ)_ HX\¢

(631 + ’i632)

(1 — 633)2 0z 0z t 0z (1 — 633)2
_ 2 8_H 8x1 4 Zal'g
(1 — 633)2 0z 0z 0z

De lo visto en (2.8) y por la relacién (b) del lema 4; dado que H # 0, tenemos

que:
0?0y  4H Oxs —0xs Or, .0z
07 (1 —eg)? (Haz * az> (az “az)
Oln\[ —2H [(0x; Oz H\p0,
2 0z [(1—633)2(85+Z83>:|_ 1—633
4 i@_H —2H (93:1 4 ,8.772
Hoz |(1—en?\ 0z 02
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Finalmente usando (2.19) y la relacion (2.12) del lema 1, tenemos que:

622 N (1 — 633)3

82\111 4H 81’3 —81’3 81‘1 ,81’2 26111)\8\1]1
<Haz +¢8z) (82 “a&)* 0z 0z
HN¢¥, 1 0H 0¥,

1—633 H 0z 0z

2.3 Foérmula de Weierstrass para una superficie

en R? con curvatura media dada no nula

TEOREMA 3 (Condicién de integrabilidad)

Sea S C R?® una superficie orientada y localmente parametrizada por
coordenadas isotérmicas x. Supongamos que la aplicacion de Gauss ¥ dada
en (2.8) es no holomorfa en cada punto de S y que la curvatura media H

es no nula en todo punto de S, entonces se satisface la siguiente relaciéon:

v, 20, 9W, 90, 1 0HIY;
0202 1+U, 0, 0z 0z  H oz 07

\. .

=1,2. (2.44)

Demostracion: Por propiedades de la derivaciéon compleja se verifica que:

0?0, 9?0,

020z  0z0z

Dado que la curvatura media H # 0, por el teorema 1 tenemos que

520, a(awl) a<gaqf1) (3((;3)3\111 ¢ 0%V,

0202 0z\02) 0z\H oz ) 0oz 9z | H 02

H

Efectuando las derivadas y usando la relacién (2.43) del lema 5, obtenemos:

020z H |\ 0z \2 0z 0z H?2 0z 0z

10) 4H Ors —0x3 oxr,  .0x9
h H
+H{(1—633)3( oz "% )\ oz Tz
Qﬁln)\@\lll _HN9 +i%8_H
9z 0z l—ey3 ' H 0z 0z

v, 1 [ia(v(p) 1 N2 ] ov, ¢ OH OV,
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Usando la relacién (c) del lema 4 y reduciendo algunos términos, tenemos:

¥y  10HOIV, ¢ 4H Oxrs —0x3 0xy .09
0=z Ho- oz H [(1—633)3 (H 0z +¢8z> <az “%)
_HNG o 10WOH] | ¢ OH OV

l—ey ' H Oz 02| H20z 0%

Ahora de (2.34) y (2.19), obtenemos

82\111 1 OH 8\111 4(b (91:3 8x1 .81:2
— = ——— + H— —
020z H 0z 0z (1 —e33)3 0z 0z 0z

En virtud de la relacién (2.32) del teorema 2, tenemos

U, 19HIY, N 4¢ B 20, 0¥, \ [0 Ha@
0202 H 9z 9z (1 —es3)3 (1+ qjqu—l)? 0z oz 0z
Factorizando tenemos que:
— 0V,
0?0, 1 9H o, 169, —— ¢ (O Oz,
— = ———— — ——(1+\I/1\Ifl) —_+Z—_ .
020z H 0z 0z (1 —e33)3(1 + U 0y)* 2 0z 0z

Nuevamente por (2.19) y la relacion (2.13) del lema 1, tenemos que:

0%, 20U, 0¥, 0V, 10HOJIV,

0202 14+ W,0, 0z 09z H 0z 0z

Para el caso Wy la demostracién se hace de manera similar. O

En otras palabras, el sistema de relaciones del teorema 2 cumple la relaciéon
(2.44) del teorema 3, que es conocida como la condicion de integrabilidad de
dicho sistema. Con lo cual presentamos el objetivo principal de este capitulo, el

cual se presentara en la siguiente pagina.
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TEOREMA 4 (Férmula de representaciéon tipo Weierstrass para

una superficie en R? con curvatura media dada distinta de cero)

Sean H: U CR? - Ry ¥;: UcC—C aplicaciones de clase C'"*° donde
U es un abierto simplemente conexo y U es la identificacién de U en el
plano complejo. Suponga que ¥; no es holomorfa y H no se anula en todo
punto de U. Si H y W, satisfacen la ecuacién (2.44) entonces existe una
aplicacion z: U — R? de clase O°° cuya imagen S C R? es una superficie

parametrizada regular tal que

(a) Las coordenadas de x estén dadas por:

/__ -9 9%,
H (14 W,0,)? 07 '

L+92 90U,
H 1+\If\If) 0z
o0V,
COH( 1+\I/\If)2 0z

|@.

dz + co

| =

r3 = 2Re dz + c3

(b) x es una parametrizacién en coordenadas isotérmicas.

(¢) La curvatura media y la aplicacién normal de Gauss estdn dadas por

H y ¥y, respectivamente.

Demostracién:

Primero se probard la relacién (a). Veamos:

(a) Afirmamos que las aplicaciones z, H y W, satisfacen las relaciones (2.30),

(2.31) y (2.32) del teorema 2. Para ello planteamos el siguiente sistema:

—
o (127 ow,
0z H(1+9,0,)" 02
(1 \11_2
Ozy _ (1+70) ow, (2.45)
0z H(1+9,0,)" 02
dxg 20, oV,
0z H(1+0,7,)° 07
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Decir que este sistema tiene solucion equivale a verificar que

62.1'1'

0207

€ER, i=1,23, (2.46)

ya que en caso contrario usando (2.9) tendriamos que:

Oui L (0w Oaiy (10 10
92072 4\ 0w " 92 ) T "\ doudr  1ovdu
02[)31 82$2 62m3
0207 020Z" 020%Z
821'1' 82:17i
oudv *© Ovou

Y por tanto no existirian aplicaciones x1, 2,3 de clase C°°, por ende el

), i=1,2,3. (247

Dado que por suposicién ¢ R, de lo obtenido en (2.47),

se tendria que:

L i=1,2,3

sistema (2.45) planteado serfa incompatible, lo cual es una contradiccién a
lo que se desea de este sistema. Por ende verifiquemos lo afirmado en (2.46).

En efecto:

-2
9 —(1—\111) oU | 11— {18]{%}

0z H(1+q;1q;_1)2 0z H (1+\p1\p—1)2 H 0z 0z
_2 -
_ia\pla(l—%) 1 L Lo -0, 9(1+0,T))
H 0z 0z (1_|_\p1\p_1)2 H 0z (1_|_\1;1\p_1)2 0z

1 1-7, &Y,
(1+ \Ijlq;_1>2 0z 0z

|

(2.48)
Como por hipétesis ya se cumple la relacion (2.44) del teorema 3, el segundo

miembro de la igualdad anterior se reduce a:

1 1-9, [0°7, 20, OV, 0V,
H(1+0,0,)2 (0202 1+ 0,0, 0z 0%
2 00, 0%, Uy 200, 1-T; o0,

= — 4+ — —
H 0z 0z (1+9,9,)2 H 0z (1+W,0,)3 0z
1 1-T 9

H(l+W0,0,)28207

Notemos que se cancelan el primer y tltimo término de la expresién anterior,
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luego el segundo miembro de la igualdad (2.48) se reduce a:

— —2
U (), 2 W owow,
H (1_,_\1;1\1;_1)3 0z 0z (1_,_\1;\1;) 0z 0z

-2
2 0V, (1 - ) LT AT
H oz (1+0,7,) e e

Una vez mas, simplificando los términos extremos de la expresién anterior,
teniendo en cuenta que la curvatura media H # 0 es una funcion real, tenemos

que:

Existo 0214 _g —<1—\IJ_12> ovy | 4Re(W Haqle

0202 0z H(1+W,%,)" 02 1+\|x1/1|y

De manera similar se verifica que:

Exist 0%x4y 4Im (¥ H@\Ile
xiste =
020z (14 ||y ||
. 821’3 2 1 (9\1/1 4 H\I’1||2 8\1’1
Existe — = — — 5 — H
0207 H (1 +|94]]2) (14 [|wy]2)3

(921'1 82$2 621'3
020z 020%Z 020%

el sistema de ecuaciones (2.45) es compatible como se queria demostrar.

son funciones reales y por tanto

Con lo cual se verifica que

Ahora dado el conjunto abierto U C R? simplemente conexo que es la
identificacion de U C C, se deduce de lo demostrado anteriormente que

existen funciones x1, z9, 23: U C R? — R de clase C*°, de tal manera que

—2
8x1 - 1 (1 - \111 > 6\111
0z H (1+W,7,) 0z
—2
oy _ [ (1+77) au, (2.49)
—_— = e J—
0z H (1+W,7,) 0z




Finalmente, aplicando conjugada compleja a cada miembro de cada igualdad
de (2.49), reduciendo e integrando respecto de z se verifica este item

mencionado.
Ahora se probard la relaciéon (b). Veamos:

(b) En virtud del producto hermitiano, usando el sistema de relaciones (2.45)

ademaés de las propiedades de la derivacién compleja vistas en (2.11) tenemos:

(22,00 (G 0z 0 (0 0 %»_i(axf
0z 0z Dz’ 02" 9z ) '\ 0z’ 0z 0z —\ 0z
1 (11— 3%, 1 (1+92)? 9%,

H? 1+ 0,0,)" 02 _m(1+\1;1\1;_1)4 0z

4 2 9,

H2 (149, 02

+

Factorizando y reduciendo fracciones homogéneas tenemos

oz Ox (1—02)% — (14 02)* + 402\ 9,
) = L L= (2.50)
0z 0z 2 (1 +\Ij1\Ijl) 0z

Por otro lado, de (2.9), el mismo producto hermitiano anterior, se reduce a

Oor Ox 1< ox; 2 ox; 2 i o ox; 0x;
<§’%>_Z;[<au) _<8v>]_§i:1 du Ov (2:51)

Asi, al comparar (2.51) con (2.50), afirmamos para cada p € S que:

8LU1 2 8%2 2 8LE3 2_ (99[;1 2 8172 2 39(:3 2
(%)*(%)*(% () T\a) Tla) 70

Pues en caso contrario para algun p € .S, se tendria que:

(9.%’1 2 (9.%'2 2 ({91'3 2_ &cl 2 8.1'2 2 8.1'3 2_
(%)*(%)*% “\a) "law) Tlan) =Y

ox;  Ox; _ e, .
lo cual implicaria que ; = aq: =0 (i = 1,2,3). Esto implicaria, en virtud
U v
0 0 0
del sistema compatible (2.45) demostrado en (a) que ;_1 = ;_2 = ;_3 =0
Z Z
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y siendo H # 0 por hipoétesis, que:

-2 . -2
0 _ (1—‘1’1> v, ’L<1+‘1’1) ov 20U, 0V,
H(1+\I/1‘I’_1)2 0z H(1 —l-‘I’1\11_1>2 9z H (14-‘1’1‘11_1)2 0z

?

T ov, o o
y esto implicaria que —— = 0, lo cual es una contradiccion, pues por hipdtesis

0z

del teorema se sabe que ¥, es no holomorfa en todo punto de U. Con lo cual

0xy 2 0xs 2 O3 2_ 2
(%) +<a—u) ou) V70
or1\’ dxs\” Ox3 2_ 2
(%) +(W) o) =470
8(131 (9.171 8.702 81'2 (91'3 (933'3 . O
ou Ov ou Ov ou v

se concluye que:

que en virtud de (2.1) y (2.4) al ser equivalentes se demuestra el item (b) de
este teorema. Es decir (U) = S es una superficie localmente parametrizada

en coordenadas isotérmicas.
Finalmente se verificara el item (c). Veamos:

(¢) Como la superficie S obtenida en (b) ya presenta coordenadas isotérmicas,
siendo H y w1 la curvatura media y la aplicaciéon normal de Gauss
respectivamente; tenemos que la superficie S ya cumple el teorema 2, el cual
junto con el sistema compatible (2.45) ya demostrado, y siendo H nuestra

aplicaciéon no nula, tenemos:

( -,
’ﬁ8x1 B (1 -1 O Hal‘l _ ( ! ) ov,
9z (1+mm) 07 9z (1+9,0,)" 07
. 9 . =2
ﬁ%xé = 21<1+M1 ) aa/f y Qg0 _ (1+77) o,
Z ) 0% -V = — —
( +M_1M1) 0z (1+\111\Ifl)2 0z
~ 013 207 O T
H—_ = — 9 o— 81'3 2\111 6‘111
| 0z (1+ )’ 07 Hor =— T2 0z
| 07 (1+ W, 0y)" 02
8x2 . ., .
Como % # 0 (pues ¥y es una aplicaciéon no holomorfa) y en virtud del
Z
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sistema (2.45), observamos que:

=2

or, 1@ owm  1-¥ Y
oz (L+mm)? 0z (14 9,0,)? 07
dzy L+ Om 147, 9T,
9z (1+ pufy)? 07 (1+0,0,)2 07

Esto implica que:
L-f 1=
L+ 147,

lo cual lleva a concluir que W, = + 7i;, y por tanto, ¥; = £ p;. De manera

Ox
similar, como —— # 0 (pues ¥y es no holomorfa), tenemos:

0z
(1-7")
or, _ _1—@m® Om 1_ . (9\111
oz _ _(kmmP oz (L0 0
0z (1+ )2 0z (1+ 1111\11_1)2 0z
1-0,"  1-72
Luego: 1 = _,u1 por tanto (p; — Wy) (1 ¥y + 1) = 0.

\111 251

Con lo cual se concluye que ¥; = p;. En otras palabras ¥, resulta ser la

aplicacién normal de Gauss de la superficie S C R?, lo cual implica que:

8;173 2‘11_1 8\1’1 - 8.233 2\11_1 ov

1
B S | = — ———, VpeSs
0z (1+ \1;1\1;1)2 o0z 0z (1+ \pl\pl)z 0z
0 ~ 0 ~ 0
Por tanto H@ = H@, esto implica que (H — H)@ =0,Vpes
0z 0z 0z

Una vez més, dado que la superficie S satisface el sistema de relaciones (2.45)

y ¥ es no holomorfa en todo punto de U , entonces:

Oz

7% #0,VpeS porende H:ﬁ,VpGS

Y por tanto, H es la curvatura media de la superficie S C R?, demostrandose

asi el item (c) de este teorema. O

43



NOTA: En el enunciado del teorema 4, podemos reemplazar ¥ = ¥, por ¥ = U,

y manteniendo todas las hipotesis se tendran ahora las siguientes relaciones para

z 1 1-92 09v,
r1 = Re - — 2 dz+c
' /O H (1 +Wy0,)2 07 !

el item (a):

R / i 14+92 90U,
To = e — —
2 o H(1+0,0,)2 07

=1 v, oV,
3= 2Re — — dz +c
’ /0 H(1+WU,0,)2 07 ’

dz + co

Luego los items (b) y (c) del teorema se mantienen solo cambiando Wy por ¥y y

se demuestran de manera similar que para el caso de la aplicacion ¥ = ;.

2.3.1 Caso especial (La aplicacién normal de Gauss como

una aplicacién armdnica)

Sean M, N 2 superficies orientables en R? y sea ¥: M — N una inmersién de

clase C'*°. Luego la métrica inducida en la superficie M esta dado por:
ds2; = N2 (u, v)(du? + dv?) = N2(2,%7) dz dz.

Decimos que una inmersion W: M — N es una aplicacién armoénica si y sélo si

se cumple:
0*W g 00OV 0

9207 Vo, gz

donde el simbolo de Christoffel complejo en coordenadas del dominio de ¥ puede

escribirse en funcion de los simbolos de Christoffel reales obtenidos en (2.40), y

esta dado por:

sz = [(F%l - 21’1%2 - 1%2) + i(ri - 2“%2 - F§2) . (2'52)

SN,

Luego, si M C R? es localmente parametrizada en coordenadas isotérmicas y
su aplicacién normal de Gauss ¥ se expresa en coordenadas complejas (vista en
(2.8)). De lo obtenido en (2.40) y reemplazando en (2.52) tenemos que:

_1ox  iox  20(In))

L =350 2o~ o:

: (2.53)
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En el caso particular en el que la curvatura media H # 0 en toda la superficie

M, de lo visto en (2.28) tenemos que:

ov

0z

— )\*
|H|

2
14+ 00

, donde A\, =

2 Haxp
)\:—_ e
\H|(1+ U0) || 0z

Luego si ds3; es la métrica inducida en la superficie M y N es la esfera unitaria
S? centrada en el origen, entonces la métrica en S? imducida por la aplicacién de
Gauss ¥ esta dada por:

ds%e = \2(U,0) dV V.

Asi, en virtud de lo visto en (2.52), (2.53) y la aplicacién de Gauss ¥ de la
superficie M, el simbolo de Christoffel complejo de la esfera S?, e inducido por

esta métrica dsz,, esta dado por:

. Qa(lm*)za(ln2—1n(1+\1@))_ 20
e ow o 14+ 0T '

Ahora si la curvatura media H fuese no nula y constante en todo M, la condicién

de integrabilidad vista en (2.44) se reduce a:

Pw 20 QP IV
0202 1+9W 0z 02

el cual de lo obtenido en (2.54) se verifica que:

i ) e

920z Tlw g 5z T

En otras palabras, en este caso particular, la aplicacion de Gauss ¥ es armonica.

Una consecuencia importante de este caso especial es que si la curvatura media
de una superficie en R? localmente parametrizada en coordenadas isotérmicas es
constante y no nula, entonces la aplicacién de Gauss de esta superficie no depende
de la métrica inducida en dicha superficie, sino unicamente de la estructura

diferenciable definida sobre ella.

Kk ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok

% ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok
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2.4 Ejemplos ilustrativos

(1) La esfera S?: Sean H, ¥ aplicaciones de clase C* definidas por

1

\I/(z):—z y H(z)=1;,V2eC—-{0}

Verificaremos que

z+7z2 . zZz—z =142z
x(z): —77/ —) [— b
14+2z" 142z 1+ 27z

es una parametrizaciéon en coordenadas isotérmicas de la esfera unitaria

centrada en el origen de R?, inducida por las aplicaciones H y W.

En efecto, de la definiciéon de ¥ se sigue que:

_ 1 ov 1
V= — - ==, VU= Y=
S T N4l

1
1z

(2.55)

Ahora verifiquemos que las aplicaciones H = 1 y ¥ (el cual no es holomorfa
y de clase C* en todo punto de su dominio C — {0} (en virtud de (2.55))
cumplan la ecuacién (2.44) del teorema 3. En efecto como z = u + iv, en

virtud de (2.9), tenemos que:

W vy oW oV
1+0W 0z 02 14+090 07

1 0H 0V
Luego como H = 1, entonces Ea—a—l = 0. Con lo cual se verifica la
z
relacion (2.44) del teorema 7:
0?w 20 QU ov 1 9H OV

0207 1+\IJ\IJE)Z@Z T H oz 07

por tanto podemos emplear el teorema 4 para obtener la superficie pedida
en coordenadas isotérmicas. Ahora dado un conjunto abierto simplemente
conexo U C R? — {(0,0)}, es posible tomar ¥ = ¥; o ¥ = WU, sin ningin
problema en la eleccién para iniciar la resolucién. Por ejemplo, si hacemos
VU = Uy, por el teorema 4 se tiene que z, ¥, y H ya satisfacen las relaciones
(2.30),(2.31) y (2.32) del teorema 2. Asi, reemplazando los datos, haciendo
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z = u + 1v, tenemos:

dry  1—2°
0z (1+22)%
Ory . 142
0z _Z(1+zz)2’
dxrs 2z

0z (1+22)°

Integrando respecto a Zz en cada relacién, obtenemos:

22— 1 2+7Z
-- - - ZZ.p
T 22 T+ 7 (2),

C —i(14+2Y) i(z—2)
2T 0t 1tz + Q).

—2 —1+2z
T3 = = —+ R(2),
ST 142z T2z )
1 ? . .
donde P(z) = — — y Q(z) = — — son funciones que tienen un polo en el
z z
origen y R(z) = —1 es constante, por tanto como se desea que x1, Ts y T3

sean funciones reales de clase C'*°, sin perder la regularidad de la superficie

en estudio, tomamos:

247z i(Z — 2) =142z

TNz BT i

1427

X1

En conclusién la aplicacion U satisface la condicién de integrabilidad (2.44)

del teorema 3 y por tanto:

o) = (0D n(e) = (T e T )

? 1 Y
L flzfP" 1+ flzf>" 1+ =]
verificindose tambien que z? + 22 + 22 = 1.
Por tanto la aplicaciéon z determina una superficie regular en R?

parametrizada por coordenadas isotérmicas z en virtud del teorema 4, la

cual representa la esfera unitaria en R? cuyas curvatura media y aplicacién

normal de Gauss son las funciones H =1y ¥ = — — respectivamente.  [J
z
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(2) Un cilindro circular unitario: Haciendo que z = u + iv, sean H, V¥

aplicaciones de clase C*° dadas por:
. 1
U(z) = —cosu —isenu, H(z) = 3 VzeC

Verificaremos que la superficie determinada por H y ¥ es un cilindro circular

recto y unitario C' C R3.

En efecto, de la férmula de De Moivre: e = cost+isent, Vt € R, tenemos
que ¥(z) = —e™ y por tanto W(z) = —e~™ para cada z. Esto implica que:

e —e ™ =2isenu, e +e " =2cosu

ov Q¥ 19¥  ge™
0z 0z 20u 2
Ahora verifiquemos que H y ¥ (el cual este tltimo es de clase C™ y no es

U=—¢e", U=—¢™ VU =1,

(2.56)

Y

holomorfa en todo punto de C (en virtud de (2.56)) cumplan la ecuacién

(2.44) del teorema 3. En efecto, veamos por una parte que:

g [PV 20 WO 1[0 (oW 2e (et 1,
0202 14+0VVU 0z 0z ) 2)02\0% 2 2 B

Con lo cual se verifica que H y ¥ cumplen la ecuacién (2.44) del teorema

3 y tomando z: ]0,27[xR — R3? con z(u,v) = (x1,7q,23) definido
en un conjunto simplemente conexo, podemos nuevamente emplear el
teorema 4 para parametrizar localmente la superficie pedida en coordenadas
isotérmicas. De manera similar al ejercicio anterior, si hacemos ¥ = Wy,
en virtud del teorema 4 se tiene que z,V; y H ya satisfacen las relaciones
(2.30), (2.31) y (2.32) del teorema 2 para el caso ¥;- Y como z = u + iv,

reemplazando los datos, tenemos:

207 4

1 8:101 (1 — 6_2m) 1 8\111 1
2 ou + 2(0)

1 81'2 1 (1 + e—2iu) 1 3\111 7
30z 1 390 "2

48



1 (91'3 2€_iu 1 3\111 1
it R et ()
2 0% 4 (2 au 3l ))
3\111 .du
con — = —1e , entonces:
ou
Ory  i(e™ —e ™) 1 10z, 101
= =——senu=—-—+-——-
0z 4 2 20u 2 0v
0o et 4 e~ 1 1 0z N i 04
— = ——— = —CcosSU = =———+ ———-
0z 4 2 20u 2 0v
03 i 10x3 @ 0x3
gz 2 20u  20v
Deduciéndose que:
%——Senu %—cosu %—0
ou ’ ou ' ou
0x 0xs 0xs
Zlo 2 _ e
ov ’ ov ’ ov
Por tanto: 1 = x1(u,v) = cosu, xg = xo(u,v) = senu, xz = x3(u,v) = —v.

Finalmente, en vista que u y v son reales, se tiene que x3 € R (arbitrario),

verificandose asi lo mencionado en este ejemplo. Es decir:

C = {(z1,79,73) €ER? 2]+ 13 =1, x3€R}

Cilindro circular unitario en R3 obtenido de la aplicacion ¥ proporcionada.

donde las aplicaciones H y ¥ presentadas, en virtud del teorema 4 son la

curvatura media y la aplicacion normal de Gauss de esta superficie. [ |
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Capitulo 3

El grupo de Heisenberg 73

3.1 Grupos de Lie y Algebras de Lie

3.1.1 Grupos de Lie

Decimos que (G, *) es un Grupo de Lie si es un grupo algebraico y al mismo

tiempo es una variedad diferenciable (C*°) de tal manera que la aplicacién:
¢0: G x G — G tal que p(z,y) = x*y ' es de clase C™.

Los ejemplos mas conocidos de grupos de Lie son

e (R",+)y (C— {0}, o) con la operacién de adiciéon + y la operacién de

multiplicaciéon compleja e respectivamente.

o El circulo S' € C — {0} es un grupo de Lie con la operacién e inducida en

C - {o}.

« El conjunto de todas las matrices reales no singulares de érden n, denotado

por (GL(n,R), e) con la operaciéon de multiplicacién de matrices.

 El producto cartesiano de 2 grupos de Lie (G,®) y (H,®) dado por:
(G x H,x) ={(a,b) x (c,d) = (a®¢c, bOd); a,c€ G; b,d e H}.

En particular el n—toro 7* = S* x ... x S* es un grupo de Lie.
~———

n veces
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3.1.2 Traslaciones a izquierda y derecha sobre un grupo
de Lie

Sea G un grupo de Lie y sea x € G fijo. Las traslaciones a izquierda L, y

traslaciones a derecha R, correspondientes a x son definidas por:

L, G —G R.,: G — @G

, Ve,y e G

Estas aplicaciones son difeomorfismos de clase C'**° debido a que:

L,oL,=L,, enparticular (L,) ' =L, 1 y (R,) " = R,

3.1.3 Campos invariantes sobre un grupo de Lie

Sea G un grupo de Lie y sea X(G) el espacio de campos vectoriales definidos

sobre este grupo, entonces:

o Un campo X € X(G) es invariante a izquierda, si (dL,)(X (y)) = X(Lx(y))
para todo z,y € G.

e Un campo X € X(G) es invariante a derecha, si (dR;)(X(y)) = R.(X(y))

para todo =,y € G.

3.1.4 Algebras de Lie

Un espacio vectorial g es un dlgebra de Lie si posee una operaciéon binaria bilineal

[, ]:gxg— gllamado corchete de Lie, que satisface las siguientes propiedades:
e [X,Y]=- Y, X]; para todo X,Y € g.
o [[X,Y],Z]+]Y,Z],X]+[[Z,X],Y] =0, para todo X,Y € g.

A esta propiedad se le conoce como la identidad de Jacobi.

Luego, los ejemplos mas conocidos de algebras de Lie son:

 El espacio vectorial R?® es un algebra de Lie, con el producto vectorial

canonico, es decir [z,y] = z x y, V x,y € R3. En efecto este producto
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es bilineal y antisimétrica. Ademas dados v7,vs,v3 € R? y siendo ”-" el
producto interno euclidiano en este espacio, y haciendo:
R = [[v1, 03], v3] + [[03, v3], v1] + [[v3, vi], 03]
Tenemos que
R = (01 X v3) X 03 4 (U3 X 03) X 0] + (V3 X U7) X U3
= (v3- (03-01) — 01 - (03 - 03)) + (03 (07 - 03) — 03 - (07 - 03))
+ (01 - (05 - 03) — U5 - (5 - 1))

=0.

verificandose asi la identidad de Jacobi. O

« El espacio vectorial de todas las matrices reales de 6rden "n”, denotado por

M, es un éalgebra de Lie con el siguiente corchete:
[A,B] = AB — BA, YA, B € M,(R) (3.1)

En efecto, siendo a,b,k € Ry A, B,C € M,(R), se verifica el corchete
[, ] definido en (3.1) es bilineal y antisimétrica. Y una vez mas, estando en
M, (R) y de la definicién de [, |. Haciendo:

T= HA7 B]v C] + [[37 C]? A] + [[Cv A]7 B]v
tenemos que:

T = [AB — BA,C] + [BC — CB, A + [CA — AC, B.
— ((AB — BA)C — C(AB — BA)) + ((BC — CB)A — A(BC — CB))
+((CA— AC)B — B(CA — AC)).
= (ABC — BAC — CAB + CBA) + (BCA — CBA — ABC + ACB)
+ (CAB— ACB — BCA+ BAC) =0,

verificdindose la identidad de Jacobi en M, (R) con el corchete definido. [

e Sea M una variedad diferenciable de clase C'*°, entonces el espacio vectorial

X(M) de los campos vectoriales diferenciables de clase C* sobre M es un
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algebra de Lie con el corchete de campos vectoriales. Es decir:
[X,Y]=XY —YX, para cada X|Y € X(M).

La demostracion es similar al ejemplo del item anterior. O

PROPOSICION 5 (El algebra de los campos vectoriales sobre un
grupo de Lie)

Sea GG un grupo de Lie con elemento neutro e y sea £ el conjunto de campos

vectoriales invariantes a izquierda sobre (G, entonces se cumple que:

(a) &€ es un espacio vectorial. Por otro lado la aplicacién (: &€ — T.G
dada por ¢(X) = X(e) es un isomorfismo. En consecuencia, tenemos
que dim € = dim7,G = dim G.

(b) Para cada X,Y € &, el corchete de Lie [X,Y] pertenece a &, donde

[, ] denota el corchete de campos vectoriales.

Demostracién:

Primero se probard el item (a). Veamos:

(a) Para ello seré suficiente verificar que £ es un subespacio vectorial del espacio

de campos vectoriales sobre el grupo de Lie G. En efecto:

« El campo vectorial nulo o € X(G) es invariante a izquierda, esto se debe

a que:
dL,(0(u)) = dL,(e) = e =0(L,(u)), para cada x,u € G

e Dados X,Y € &, como dL, es un operador lineal para cada = € G,

tenemos siendo «, f € R que:

dL,(aX + BY)(u) = dL,((aX)(u) + (BY)(u)).
= dL;((aX)(u)) + dL.((6Y)(u).
= adL,(X(u)) + BdL,(Y (u)).
= aX(Ly(u) + BY (La(u)).
= (aX + BY)(Ly(u))
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Por tanto £ es un espacio vectorial. Ahora afirmamos que ( es una aplicacion

lineal. En efecto:

e ((X+Y)=(X+Y)(e)=X(e)+Y(e) =(X)+¢Y); VX, Y €€&.
e ((eX)=(cX)(e)=cX(e)=c((X); VceR.

Ademas ( es inyectiva, pues si ((X) = ((Y) entonces X(e) = Y(e). Del

cual tenemos que:
X(u) = (X o Ly)(e) = d(Ly)X(e) = d(L)Y () = (Y o Ly)(e) = Y (u)

Por otro lado si definimos el campo vectorial X (z) = dL,(v), se puede
observar que este campo es invariante a izquierda y al mismo tiempo se
observa que X (e) = v, lo cual implica que ( es sobreyectiva. Por tanto ( es

un isomorfismo, de donde dimé& = dim T.G = dimG.
Ahora se probard el item (b). Veamos:

(b) Siendo X e Y campos invariantes a izquierda de G, siendo [ , | el corchete de

campos vectoriales C*°, por la propiedad del pushforward, se observa que:

dL[X,Y](f) = [X,Y](f o Ls) = X(dLoY)(f) = Y (dL. X)(f)
= XY(f) =Y X(f) = (XY =Y X)(f) = [X, Y](f)

Con lo cual se demuestra que, si X, Y € &, entonces [X, Y] € £. En particular,
£ es el dlgebra de Lie asociada al grupo de Lie G. ]

3.2 El grupo de Heisenberg 73

Dado M3(R) el conjunto de matrices cuadradas (reales) de la siguiente forma:

by = 4 P =

o O O
o O R

V4
vyl LY,z e R C M3(R)7
0

cuyas matrices de este conjunto son de 6rden 3. Ademas es facil ver que es un
subespacio vectorial del conjunto de matrices M3(R), el cual al dotarlo con el
corchete de Lie definido por [P, Q] = PQ — QP es un &lgebra de Lie conocido
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como el dlgebra de Heisenberg b3 (de dimension 3) con érden de nilpotencia 2. Y

como las matrices de b3 son de érden 3, la funcién exponencial esta dado por:

P2
exp: by — Hs tal que exp(P)=1+ P + 5 V P € bs.

Es decir:
0 =z =z 1 » z+ % 1 a c
excp |0 O yl=10 1 y =10 1 b]; abc eR.
0 00 0 0 1 0 01

Con lo cual obtenemos el siguiente conjunto de matrices de 6rden 3 de la siguiente

forma:

7—[3: A:

[en R e
O~ Q

c
b|; abceR
1

Con la operacion de multiplicacién de matrices, este grupo es conocido como el
grupo de Heisenberg Hz de dimensién 3 asociado al algebra de Heisenberg bs.

Ahora mediante la identificacién de R? con b3 dada por la siguiente biyeccién:

¢: RS — h3 ) ¢(a,b,c) =

o O O
o O 2
[eniEN e

se puede dotar a R?® de un producto mediante la composicién $ = exp o ¢ de tal

forma que ¢ resulte ser un isomorfismo de grupos como sigue:

(2,9, 2) % (a,b,¢) = 6 (1, 2) ® p(a, b, c))-
1 z+a z+c—%+bﬁ+w
2 2 2
y+0b
1

ay bx
= x+a y+0, z+c—?+ 5

donde e es la multiplicacion estandar de matrices. De esta manera consideraremos

a (R3, %) como un modelo del grupo de Heisenberg Hs3. En este modelo tenemos:
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e (0,0,0) es el elemento neutro de Hg (respecto a x).
e (—a,—b,—c) es el elemento inverso en Hgz para (a,b,c).

En particular, como R? ya es un grupo de Lie con la operacién ” + " y un algebra
de Lie con la operacion del producto vectorial candnico; de las definiciones de
(E y ¢ se sigue que R? es isomorfo a Hs y b3 respectivamente y considerando el
producto interno euclidiano ( , ) en R3, definimos el siguiente producto interno

en b3, dado por:
<a7 6>h3 = <¢71<a>7¢71(6>>R3 ; Vou,v € by (32)

Ahora los campos invariantes a izquierda y la métrica Riemanniana invariante a
izquierda (que serdan de suma utilidad para el desarrollo del préximo capitulo) se

obtendran de la siguiente forma:

Dado (z,y, z) € Hs arbitrario, la traslacién a izquierda sobre Hs esta dada por:

b
Lizyz(a,b,c) = (x,y,2) * (a,b,c) = (:B+a, y+0b, z+c—%+§)

cuyo diferencial (dL(z.y,2))(0,0,0): T(0,0,0H3 — T(ay,-)H3 esta dado por

(dL(x,y7Z))(O,O7O) - 39 ’ x? y7 Z e R

2

|~ O

Como por la proposicién 5 se sabe que T(oo0Hs = b3 y bs es isomorfo a R?
(via ¢), a partir de ello definimos los siguientes campos vectoriales invariantes a
izquierda sobre este algebra de Lie, dados por E;: Hz — TH3, tales que:

0 0 y 0
E, (x,y, z) = (dL(z,y,z))(O,O,O) _ax = —ax — 5—82
0 0 z 0
Ez(x,y, Z) = (dL(m,y,z))(o,o,O) _83/ = _8y + 5_8z (3_3)

0 0
Eg(l',y, Z) = (dL(oc,y,z))(O,O,O)& - &

o 0 0
donde ——,—,— son los campos coordenados canénicos de R3. Ahora
Ox’ dy 0z
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considerando el producto interno euclidiano { , ) en R* donde la base canénica

es ortonormal, definimos el siguiente producto interno en Hs, dado por:

<u7 U>(:E7yaz) = <(dL(xryvz)_l>u7 (dL(x7y7z)—1)(U>(070’0)7 v U,U E T(:L‘,y,Z)HB' (34>

En particular:

(E1, B1) (2,2 = ((dL(g 1) B, (dL(x,y,z)_l)E1>h3 = (e1,e1)ps = 1,
(Ev, E)(e,y2) = ((AL(wy,21) B, (AL oy )-1) En )y = (€1, e2)pa = 0,
(Ev, E3) (0,92 = ((AL(ey,21) B, (AL oy )-1) Es )y = (€1, ea)pa = 0, (35)
(B2, Es)(e,y,2) = ((AL(2y,2)-1) B, (AL (g )-1) En )y = (€2, €2)pa = 1,
(B2, E3)(0.4,5) = ((AL(2y,2)1) B, (AL (ay,)-1) B3 )y = (€2, €3)pa = 0,
(E3, ES)(w,y,z) = <(dL(x,y,z)_1)E37 (dL(x,y,z)—l)E3>h3 = (e3,€3)ps = 1.
Ademas
(Ei, Ej)@y,) = (Ejy Ei) @y.2); 4,0 = 1,2,3, i # j, (3.6)

Con lo cual, los campos {Fi, Fa, F3} constituyen una base del espacio de los
campos vectoriales invariantes a izquierda sobre Hs. Ademas, en cada punto
p € Hs, el conjunto {E;(p), E2(p), Es(p)} forma una base ortonormal de T,H3
con respecto a la métrica invariante a izquierda definida en (3.4). Luego, las

componentes de ésta métrica sobre Hz quedan determinados por:

2
gu = (Bi(e,y.2) + LBs(ay,2), B,y 2) + gE3<x,y,z>>( =1 L
T,Y,z
z x
g12 = <E1($,y72) + QE3(«T7y7Z)7 EQ(SE,y, Z) — _E3(x,y,2)> — _ _y
2 2 (2..2) 4
4 y
g13 = <E1<:E>?J’Z) + ZE5(z,y,2), Es(x,y, z)> _ 7
2 (z,y,2) 2
xr T LUQ
g22 = <E2(377y72) - _E3(x;y7 Z), Eg(x,y, Z) — —E3($’y72) > =14+
2 2 (2,9,2) 4
z x
923 = <E2(x,y,z) o _E?’(x’y’ 2)7 E3(I7y,2)> )
2 (z,y,2) 2

933 = <E3($7Z/72)7 E3('T7y72>>(x,y,z) =1

Y como el producto interno en T(,, .yHs cumple la propiedad de la simetria,

entonces se verifica que las aplicaciones g;; : R® — R son de clase C*. En
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particular:
xy Yy x
g21 = g12 = IV 931 = g13 = 2 932 = g23 = Y
Con lo cual se obtiene la métrica Riemanniana invariante a izquierda sobre Hs
denotado por g asociada a este producto interno ( , ) definido en T(g,0)Hs y cuya

forma cuadratica esta dada por:

1 1 ?
ds* = da® + dy* + <§ydx — §:cdy + dz) .

3.3 El corchete de Lie en f3 y la conexién

Riemanniana en H;

El corchete de Lie en el espacio vectorial de campos invariantes a izquierda de
Hs, es decir b3, quedara determinado por el corchete de Lie entre los elementos
de la base ortonormal {E), Ey, E3}. Asi, teniendo en cuenta lo visto en (3.3),

obtenemos:

(3.7)
:2<£+££) v (2+££> _ 2(2&2)
ox \oy " 20z)  20:\oy  20:)  oy\oxr 20
De manera similar se verifica que:
By, By = :a% - %%, a% + g%} — By = — [Es, By
[Ey, 5] = :a% - %%, %] =0 =[Es, B1]. 58
[y, By) = :a% + %% %1 — 0 = [y, B).
B, E]=0; i=1,23.
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Ahora la métrica invariante a izquierda inducida por (3.4) determina una unica
conexion afin invariante a izquierda que es de Levi-Civita en Hs3. Con respecto a
esta conexion, y tomando la base ortonormal { £}, Es, E3}, tenemos por la férmula

de Kozsul que:

(Vi,Ej, Ex)p = %{EKEw Ev)p + Ej(Ei, Ex)p — Ex(Ei, Ej)p + ([Eiy Ej], Ex)yp
- <[E17 Ek]? Ej>P - <[Ej7 Ek]v Ei>p}7

para i,j,k =1,2,3 y como E;(E;, E}) = 0, la formula anterior se reduce a:

<vE¢Ej> Ek>p = %{QE“ Ej]’ Ek)p - <[El> Ek]? Ej>p - <[EJ'7 Ek]’ Ei>p}

Por ende solo bastard conocer como es la conexién entre los elementos de esta
base. Luego de (3.5), (3.6), (3.7), (3.8) y la relacién anterior arriba, los términos

VEiEj para ¢,7 = 1,2, 3 se obtienen de la siguiente forma:

(Vi B, Er) = % {<[E1, Eo), By), — ([Ev, B, B, — (B, B4, El)p} =0

(Vi Eo, E2>p = % {<[E1, Ey], Bo), — ([Ev, B, ), — ([Ea, B, El)p} =0

(VB Bu), = 5 {((Ev, B Ba), — ((Bv, B Ba), — (1B, B B, } = 5
Por tanto

— 1 1
VE1E2:0-E1+0-E2+§E3=§E3.

Y continuando con los demas casos, la conexién V sobre Hs en la base ortonormal

{E1, E5, E3} queda totalmente determinada por:

vElEl - 0 ) VElEQ - §E3 ) vE1-EJ3 = - §E2 )
VE2E1 - B §E3 ’ VE2E2 = 0 ) vE2E13 = §E1 )
NG 1 = 1 _

Vb= — §E2 ’ Vg, Er = §E1 ) Ve, b3 = 0,

facilitando el calculo de la conexién Riemanniana V para cualquier par de campos
vectoriales sobre Hs. Por ende Hs es una variedad Riemanniana de dimensiéon 3,

con la operacion * y la métrica invariante a izquierda (3.4) |
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Capitulo 4

Una férmula tipo Weierstrass
para la representacion de

superficies minimas en s

Con todo lo visto en los capitulos anteriores presentamos el estudio de las
superficies en el grupo de Heisenberg Hs. En particular el estudio de las superficies

minimas para asi poder llegar al objetivo de la presente tesis.

4.1 Coordenadas isotérmicas de una superficie

€en Hg

Sea S C Hz una superficie orientada y localmente parametrizada por la aplicacion
X:U CR? — Stal que X(u,v) = (7,9, 2). Al expresar los campos coordenados

X, v X, en términos de los campos —, — y — de R3, se obtiene:
ox’ Oy~ 0z
0 0 0 0 0 0
Xu = du7 v~ U Xv = o7 v v A 4.1
Tugg Ty T Ag; o Ve, TP (4.1)

donde z,y,2: R? — R son de clase C*°. Ahora debido a que en Hj se esta
empleando la métrica invariante a izquierda, debemos expresar los campos X, y
X, en términos de la base ortonormal { £, Es, E5}. Por tanto de (3.3), despejando

y reemplazando en las relaciones de (4.1), obtenemos que

X, =z, By +y,Fs +aF3 donde o= %xu — gyu + Zy (4.2)
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X, =z,E1+y,Es+ fE3 donde [ = %azv — gyv + 2, (4.3)

Tenemos que X es una parametrizaciéon en coordenadas isotérmicas si y solo si:
_ _ )2 . _
<Xua Xu>p - <Xv7Xv>p - )‘ 7& 07 <Xu7 Xv>p - 0 ) v p € S
Luego, por lo visto en las relacioes (4.2) y (4.3), esto equivale a verificar que:
PR+l =22+ 2+ =N A0y 2Ty Yuho + B =0 (4.4)

Y debido a que la base {E, Es, E3} es ortonormal con el producto interno en
‘Hs definido en el capitulo anterior, se sigue que el campo normal unitario a la
superficie S (respecto a X') esta dado por:

E, Ey E
X, ) X, 1 1 2 L3
n= =39 [Py Yu A

[Xull ([ Xl A2
Ty Yo P

Es decir:
1
n= ﬁ[(ﬁyu - ayv)El + (Oé.%’v - Bwu)EZ + (xuyv - xvyu)Ed] (45)

En particular, si a cada una de las coordenadas del campo normal unitario
n en la base referencial ortonormal {Fi, Fy, F3} las denotamos por A, By C
respectivamente, entonces se cumple que:

1 1 1

= ﬁ(/ﬁyu —ay,), B=(ar, — fr,), C=5(Tulo — Tulu) (4.6)

A
A2 A

En particular (n,n) = A? + B? + C? = 1. Ademés usando (4.4) se cumple que
N(A*+ B?) =a*+ (4.7)

De manera general, sean S y M variedades Riemannianas de dimensién 2
y 3 respectivamente, con conexiones de Levi-Civita V y V. Consideremos
una inmersién isométrica f: S — M, entonces por la férmula de Gauss la
componente tangencial de VxY es precisamente VxY v la componente normal
de VxY es dada por:

B(X,Y)=VxY — VyY,
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donde X y Y son extensiones locales de X e Y que son campos de M, es la
llamada segunda forma bilineal con B(X,Y) € TM*. Dado p € S y n el campo

normal y unitario de S definimos la siguiente forma bilineal:
H,:T,SxT,5 — R talque H,(v,w)= (B(v,w), ),V v,weT,s

Y a partir de ello se define la forma cuadratica asociada a la forma bilineal H,,
como: 11(v) = (H,(v,v),n), Vv €T,S. Ademas H, induce una aplicacién lineal

autoadjunta dada por:
S,: 1,85 — T,S tal que (S,(v),w) = H,(v,w)

En particular, si 7 es una extensién local del vector normal 7, siendo V y V las
conexiones de Levi-Civita sobre las variedades S v M respectivamente, se cumple
que:

Sy(v) =~ (Vom)" (4.8)

donde S, es conocida como la aplicacion de Weingarten u operador forma.

PROPOSICION 6 (Teorema del vector curvatura media en una

variedad Riemanniana M)

Sea S C M una superficie orientada y localmente parametrizada por
coordenadas isotérmicas X, con campo vectorial normal unitario n. Si H

es la curvatura media de la superficie S, entonces:

Vo, X, + VX, = 2)\2Hp, Hn : Vector curvatura media.  (4.9)

Demostracion: Como X esta en coordenadas isotérmicas, entonces sabemos
que: (X, X,) = (X, X)) =X y (X, X,)=0.

Aligual que en el caso de superficies en R?, derivando la primera igualdad respecto

a v y la segunda igualdad respecto de u, se tiene:
X’U(‘X’LH Xu) = X’U<XU7 Xv>7 Xu<XU7 Xv) =0.

Dado que en la superficie S se cumple que V = VT, donde V es la conexién en

la variedad Riemanniana M. Por la compatibilidad de la métrica inducida por la
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conexiéon V, tenemos:
(Va, Xy, Xo) + (X0, Va, X)) = (Va, X, X,)+ (X, Vi k,),

<vXuXuy Xv> + <X’U,7vXuXU> = 0.

Dado que X, y X, son campos coordenados, por la simetria de ( ,) y en virtud

de la conexion de Levi-Civita en la superficie S, tenemos que:
<XuavXuXv> = <Xua vXuXv> = <Xu7VXUXu> = <XuavaXu>

Luego (XU,VXUXU) + (Xv,vaXv) =0y por ello (Xv,vXuXu + vaXv) = 0.

De manera similar, derivando ahora la primera igualdad respecto a u, y la segunda

igualdad respecto de v, obtenemos las siguientes relaciones:
XXy, X)) = XXy, X)) XXy, Ay) =0
Y reduciendo de manera similar al caso anterior, obtenemos que
(Xus Va, X+ Vi, X,) = 0.
En resumen:
VaXu+Vu, X, L X, y VaX,+VadX, L X,
Asi Vg, X, + Va, &, es paralelo al campo 7, por ende tenemos que:
Va, X+ Va,X, = pn (4.10)
Del cual tenemos que (Vy, X, + Va, X, n) = (=X, Va,n) + (=X, Va,n) = p.
Y en virtud de la aplicacién de Weingarten visto en (4.8) tenemos que

p={S,(X,), X)) + (S, (X,), X)) = (hiy + haa)\? = 2\ H- (4.11)

Xy
—} asociada a la

donde (h;;) es la matriz que representa a S, en la base {T“, 3
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parametrizacién de la superficie S. Con lo cual, de (4.10) y (4.11) se verifica que:
Vo, Xy 4+ Va, X, =2\ Hn.

O
En particular, si M es el grupo de Heisenberg Hs y S C Hs es una superficie

minima (H = 0), entonces se cumplen las siguientes relaciones:
Az = — (ayu + By,), Ay = az, + P, , (4.12)

a, + B, =0 en otras palabras gAJ? — gAy + Az =0, (4.13)

siendo Af es el laplaciano de la funciéon f. En efecto, del teorema demostrado

anteriormente (4.9), tenemos que:
Vi, Xy + Va,X, =2X*(0)n =0

De la relaciéon anterior, usando las expresiones de X, y X, en términos de los
campos invariantes a izquierda Ey, Ey y Ej vistas en (4.2) y (4.3) y la conexién

Riemanniana entre estos campos vista en (3.3), obtenemos
(xuu + Lyo + QalYy, + /Byv)El + (yuu + Yy — QXy — ﬁxv)EQ + (au + /BU)E3 = O

Por tanto, si S C Hj3 es una superficie minima en coordenadas isotérmicas, de lo

anterior tenemos que:
Ax = Lyy + Loy = — (ayu + ﬁyv)a Ay = Yuu + Yoy = ATy + 5%‘1,, Qy, + Bv =0
Al mismo tiempo, en virtud de (4.2) y (4.3) y la tltima relacién anterior tenemos:

x X

Desarrollando la ecuacion anterior obtenemos que:

Yu Y, _Tu, _ T ) <y_ Yy, v, _ 2T > 0
<2-77u+ 2$uu 9 Yu 2yuu+zuu + 2-Tv+ 237111) 2 Yo 2yvv+zvv
Es decir:

X X
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Con lo cual se demuestra que si S C H3 es una superficie minima en coordenadas

isotérmicas, entonces se verifica (4.12) y (4.13). O

4.2 La aplicacion normal de Gauss en Hj3

Sea S C Hs una superficie orientada. Definimos la aplicaciéon normal de Gauss

de la superficie S por:

¢: S — 5% C(q) = dL; (n(q)) = dLs1(n(q)).

donde 7 es el campo vectorial normal unitario definido sobre S y S? C R3 es la
esfera unitaria centrada en el origen. Luego como la traslaciéon L, es una isometria

sobre Hs y se cumple que
dC(p)(T,S) C Te)S* = {C(p)}
se tiene que
dL, 0 d¢(p)(T,,S) C dL, ({¢(p)}) = {n(p)}" = T,8 (4.14)

Luego, podemos considerar a la aplicacién dL, o d((p) como un operador en 7,,S.

PROPOSICION 7

Sea S C Hs3 una superficie orientada con n como su campo normal unitario,
sea 77 un campo sobre Hj3 invariante a la izquierda tal que 77(p) = n(p), v

sea V la conexién de Levi-Civita en 3. Entonces se cumple:
dL,od((v) = V,n — V,j; peS,VveT,S (4.15)

donde ( es la aplicaciéon normal de Gauss y V la conexién inducida en S.

Demostracién: Fijemos {v1,v2,v3}, una base ortonormal de T,Hs de manera

que vy,vy € T,S v vs = n(p). Sean

ZI(Q) = qup*1<Ul); ZQ(Q) = qupfl(UQ) Yy Z3(Q) = qup*I (US)

los campos invariantes a izquierda generados por vy, v y v3. Debido a que
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v3 = 1(p), entonces el campo invariante por izquierda generado por 7(p) es 7 = Zs.

Como {Z1, Zy, Z3} es un referencial ortonormal, tenemos que

n(q) = a1(q)Z1(q) + a2(q) Z2(q) + az(q)Z3(q)

Asi, de la definicion de la aplicacion normal de Gauss se obtiene

C(q) = dL4-1(n(q)) = dLg—1 (a1(q) Z1(q) + a2(q) Z2(q) + as(q) Z3(q)) -
= a1(q)Z1(e) + az(q) Za(e) + as(q) Zs(e)

Esto implica que si a: | — g;e[— S es una curva diferenciable sobre S, tal que
a(0) = q y /(0) = v, entonces tenemos que:

d d
= 2|, Ceal®) =—| la(a(®)Zi(e) + az(a(t) Za(e) + as(a(t)) Zs(e)]

=v(ay)Z1(e) +v(ag)Za(e) + v(az) Zs(e).

dy(v)

Como los campos Z; son invariantes por izquierda, entonces
dLyody(v) = v(a1)Z1(p) +v(a2)Z2(p) +v(as) Z3(p) = v(ar)vi +v(az)vs +v(as)vs
Ya que vs =1(p) y dL, o d(,: T,S — T,S entonces sigue que v(az) =0y

dL, o d¢,(v) = v(ay)vy + v(az)ve

Ahora veamos que sucede con la conexién Riemanniana V,n en el punto p € S.

Como

a1(p) = ax(p) =0 y az(p) =1 pues Z3(p) = n(p) = n(p).
entonces tenemos que

Von =V, (a121 + asZs + a3 Zs)
= (v(a1)21 =+ alval + U(CLQ)ZQ + agvaQ + U(CLg)Zg, + angZ:JJ (p)

v(ay)vy + v(ag)vy + Vi = dL, o d(,(v) + V., 7.

Del cual identificando V,n con la proyeccién tangencial de V,n sobre T,S se

verifica inmediatamente la validez de esta proposicion. [
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COROLARIO 1

Sea S C Hsz una superficie orientada y sea n su campo normal unitario.
Sea 77 un campo invariante a izquierda sobre Hs tal que 77(p) = n(p), y sea
¢: S — S? la aplicacién normal de Gauss. Si en un punto p € S se cumple

que d¢, = 0, entonces

dL, Y(T,,S) es una subdlgebra de Lie del dlgebra de Heisenberg bs.

Demostraciéon. Para probar el corolario, basta mostrar que si Y;, Y, €
dL; " (T,S) entonces [Y1,Y5] € dL;'(T,S) en el caso particular en que Y; y Y5
sean ortonormales. En efecto, supongamos que se cumple el caso particular y sean
T, T, €dL, Y(T,S) arbitrarios. Entonces, expresando estos vectores en términos
de la base {Y1, Y5}, tenemos:

Ty = a1 Y1 + b01Ys, Ty = aY| + byYs, ai,ag, by, by € R. (4.16)
Por la bilinealidad del corchete en el algebra de Heisenberg b3, se verifica que:
Si T, Ty € dL,"(T,5), entonces [T1,Ty] € dL,"(T,5). (4.17)

Con lo cual se concluye que dL,; Y(T,S) es una subdlgebra de Lie del dlgebra de

Heisenberg bs.

Para finalizar, probemos el caso particular. Como L, 1 es la traslacion a la

identidad en H3, existe una base ortonormal {X;, Xs} de 7,5 tal que
Yi=dL,'Xy, Ya=dL,'Xs,  G(p) =dL, n(p) = ne).

En virtud de la relacién (4.15) de la Proposicion 7 y de la hipdtesis d¢, = 0,
tenemos que

dL, o d¢,(v) =V,n—V,j=0, VuveT,S.

Y como el operador V7 es autoadjunto, se deduce que el operador az(v) = V,7
también lo es al restringirse a 7,S. Por consiguiente, se obtiene la simetria de los
coeficientes:

(Vi1 Y;) = (Vy,7, Yy), i,j=1,2. (4.18)

Como los campos Y7, Y; son ortonormales, teniendo en cuenta la conexion
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Riemanniana vista en (3.3) y en virtud de la férmula de Koszul ya reducida

previamente:

(Vv Y;) = = (([Ve, 7, Y3) + (Y5, Vi, m) + (7. Y51, Y3)).

N | —

Empleando (4.18) y la antisimetria del corchete de campos vectoriales en la

igualdad anterior, se deduce que

(Y3, Yj],m) =0, i,j =12, y = dLy(7).

Por tanto:
Si Y1,Y; € dL,'(T,S), entonces [Y1,Ys] € dL,'(T,5); (4.19)
demostrandose asi el caso particular, y por consiguiente el corolario. O

Esta proposiciéon nos permite presentar el siguiente resultado en el estudio de

superficies minimas en el grupo de Heisenberg Hs.

PROPOSICION 8

El plano vertical es la tinica superficie minima en el grupo de Heisenberg

‘Hs en la cual la aplicacion normal de Gauss es constante.

Demostracion: Sea S C Hs3 una superficie regular con aplicacién de Gauss
constante. Localmente podemos considerarla como el grafico de una funcion f de

clase C*, esto es:

T(u,v) = (u,v, f(u,v)); (u,v) € DomT.

0 0
cuyos campos coordenados 7, = — + fua— yV Ty = E + fva—, en términos de
z z

Ox
los campos invariantes a izquierda E1, Fy y E3, usando (3.3), (4.2) y (4.3), estan

dados por:
v U
Tu:E1+(fu+§>E3a Tv:E2+<fv_§)E3-

Como la aplicaciéon de Gauss es constante tenemos que d¢, = 0,V p € S. Luego
por el corolario 1 de la proposicion 7 se deduce que dL, 1(T,S) es un subélgebra

de Lie del algebra de Heisenberg bs.
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Dado que se cumple (4.14) tenemos que d¢, (1,S) C dL, ' (T,,S). A partir de ello

tenemos en la base {7, 7,} asociada a la parametrizacion que:
dL, o d¢,(1,) = ar, + br,, dL,od(,(1,) = cT, +dT, (4.20)

donde a,b,¢,d € R. En particular dL;'(7,) y dL; ' (7,) € dL, ' (T,S5)

Por otra parte usando el corchete de Lie entre los campos vectoriales invariantes
a izquierda Ei, Fy y FEj3, visto en la seccion 3.3 del capitulo 3 y por el corolario 1

de la proposicién 7, se puede verificar que
dL;l[Tu,TU] = [dL;l(Tu), dL;l(Tv)] =e3 € dL;l(TpS)

donde {eq, 5, es} es la base candnica de R?, esto implicaria que dL,"(7,S) es un

espacio vectorial de dimensién 3, lo cual es una contradiccién.

Por ende, no existen superficies en H3 que sean parametrizadas como grafico de
una funciéon y que a la vez su aplicaciéon de Gauss sea una funciéon constante.
Asi que lo tnico que quedaria seria ver qué ocurre si S C Hsz es una superficie

vertical, la cual puede ser parametrizada como una superficie reglada de la forma:

7(u,v) = (u, p(u),v) tal que p es de clase C*.

0
En este caso 7, = Ep + p’(u)ﬁ—, 7, = =—. Una vez mds usando (3.3) tenemos
Z Y

0z

que:
p(u) —QP/(U) U,

Dado que el campo vectorial normal y unitario a la superficie S esta dado por:

/
1
p'(u) B B,
V1+(0(w)? 1+ (0 ()
En particular, si la aplicacion de Gauss ¢ de la superficie S es constante, como
¢ =dL,"n, usando (3.3) y (4.22) se sigue que:

To = E1+ p'(u) By + 7, = E3- (4.21)

Tu X Ty

entonces n = (4.22)

T I xnll

n es constante entonces p'(u) = m es constante entonces p(u) = mu+n. (4.23)
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En resumen 7(u,v) = (u, mu+n,v) y por tanto la superficie S es un plano vertical
en el grupo de Heisenberg H3 y con ello se verifica una de las implicancias del

teorema.

Para verificar que un plano vertical II C Hj3 es una superficie minima recordemos
que como Hs es isomorfo a R3 por lo visto en el capitulo anterior, siendo H la

curvatura media del plano II, tenemos que:

Eg—-2Ff+eG

= IT. 4.24
2EG ) 0 en todo (4.24)

IT es minima siy solosi H =

donde de (4.21) y (4.22) obtenemos que:

E = <7_u’7_u> -1+ (pl(u))Q + (p(u) — pl(u)u)z‘

4
p(u) — p'(u)u
F = {r,,1,) = —
G = (1, m) =1,
(4.25)
e = (Vo m) = (p(u) = p'(Wu) (1 + (p'(w)*) — 29" (u)
o 2(/1+ (p'(w))? ’
_ = VI (P (w)?
f - <vTuT’U777> - f?

g= (V7,1 =0.
siendo

E| F, G : Coeficientes de la primera forma fundamental del plano II.

e, f, g : Coeficientes de la segunda forma fundamental del plano II.

Reemplazando en (4.24) lo obtenido en (4.23) y (4.25) tenemos que:

H=— Pl (4.26)

2(14 (p'(u))?)

Do o

Y como p’ es constante por lo visto en (4.23), se verifica que la curvatura media

H del plano vertical II es identicamente nula, garantizandose asi que todo plano
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vertical en Hj es el tnico tipo de superficies minimas en la que su aplicacién

normal de Gauss es constante. O]

OBSERVACION

En general, si en la demostracion anterior para nuestra superficie en estudio,

considerasemos la parametrizacion:
7(u,v) = (p(u), p(u),v) tal que p, u son de clase C*°.
y seguimos el mismo razonamiento realizado anteriormente se verifica que:
T(u,v) = (au+b, cu +d, v); a,b,c,d€R.

entonces tendriamos que:

Tu =07 +¢C 0 Top = 0

Y Tox oy’ Y9z
Luego, la parametrizacién 7 es regular si en particular (a,c) # (0,0). Por
tanto en el grupo de Heisenberg Hs, con base ortonormal invariante a
izquierda {E;, Ey, Es}, de lo visto en (3.3), los vectores tangentes pueden

expresarse como:
1
Ty = aE) + cEy + E(Cb —ad) E5, T, = Es.

Obsérvese que F3 pertenece al plano tangente en todo punto de la superficie,

por lo que la direccion vertical esta contenida en la misma.

En consecuencia, 7 tambien parametriza un plano vertical en Hjz, cuya

ecuacion esta dada por:
clx —b) —a(y —d) =0.

Los casos particulares a = 0 o ¢ = 0 corresponden, respectivamente, a los
planos © = by y = d. El caso a = ¢ = 0 es excluido del andlisis, pues
solo representa a una recta vertical y por ende ya no es una superficie en

el grupo de Heisenberg Hs.
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4.3 Una ecuaciéon tipo Beltrami para superficies

€1n Hg

Sea S C Hs una superficie orientada, localmente parametrizada por coordenadas
isotérmicas X'. Dado p € S sean 1 y 77 los campos vectoriales que satisfacen las

condiciones de la proposicién 7 (4.15).

Luego si hacemos

Esto implica que:
dL, o d(,(v) = — (A, (v) + az(v)) , para todo v € T,S.

Ahora denotando por (h;;), (ﬁ”) a las matrices correspondientes a los operadores
lineales A, y a5 en la base asociada a la parametrizacion de S, es decir {X,,.X,}

tendriamos que:

~

dLy 0 d¢y = —(vij) = —[(hij) + (hss)] (4.27)
donde az(X,) = hllX +h21X y an(X,) = hng +h22X Tomando el producto

interno con X, y X, obtenemos:

(a(X,), ) = (i Xy + hon Xy, X)) = hyy (X, X)) = hyy A2 (4.28)
(an(X), Xo) = (1 Xy + o1 Xy, Xy) = hor (X, X,) = hoy N2 (4.29)
(a5(X,), X)) = (h1a Xy + oo Xy, X)) = hia(Xy, Xy) = hiph? (4.30)
(a5(X,), XY = (19X + hog. Xy, Xy) = hog(Xy, Xy) = hyp )’ (4.31)

Por otra parte se sabe que
az(X.)(p) = (Vaun) (p) = Va,(AEL + BE> + CE3)(p) (4.32)
a7 (X)) (p) = (Va,n) (p) = Va,(AEy + BE> + CE3)(p) (4.33)

entonces A = A(p), B = B(p) y C = C(p) € R pues 7] es un campo invariante a

izquierda.
Por tanto, usando (3.3), (4.2), (4.3), (4.4) junto con las tltimas 6 relaciones
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obtenidas de la pagina anterior, se logra verificar que:

af X 3

. 1 [ - = -

ag = (hij) = +3 e 2 (4.34)
O[2 — ? 046

y expresando dL, o d(,(X,) vy dL, o d(,(X,) en términos de la base asociada
{X,, X}, tenemos que

de o dgp(‘)(u) = _711Xu - '721-)(1) (435)
= =11 (T By + yuBo + aF3) — o1 (2 By + Yo By + BE3)
= (—711%u — V21%0) E1 + (—711Yu — Y21Y0) B + (—y1100 — y218) Es

de O de(Xv) = —’}/12.)(” — ’YQQXU (436)
= —v12(Tu By + yuBo + aF3) — yoo(x By + Yo Eoy + BE3)
= (—712Ty — V2220) E1 4+ (— 71290 — Y22yu) B + (—Y1200 — v228) E3

Por otra parte usando la proposicién 7 tenemos que:

dLy 0 dCy(X,) = Va,n(p) — Va,7n(p). (4.37)
= (A F1 + AV, E1 + ByEs+ BV, Es + C E3 + CVy, E3)
— (AVxy,FE1 + BV, Ey + CVy, E3) = A Ey + B, Es + C,E;

dLy, 0 d¢y(X,) = Va,n(p) — Va,7(p) (4.38)
= (A,E1 + AV, By + ByEy + BV x, By + CyE3 + CV x, E3)
— (AVuy,Ey1 + BVx,Ey+ CVy, E3) = A Ey + B,Es + C,E;

Del cual comparando (4.35) con (4.37) y (4.36) con (4.38) obtenemos que:

Av= —miu =212, Ay = —Vi2Ty — Y220,
B, = —Y11Yu — Y21Yv; B, = —712Yu — V22Yv;s <439)
Cu= —ma—"y2p, Co= —ya—12f

Una vez més, dado que la esfera unitaria centrada en el origen S? C R3 es cubierta
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por las proyecciones estereograficas (Uy,¥7) y (Us,¢3), donde:

_xHtiy

Qpiﬁ (x,y,z)— 1-2 p€U1:SQ—{(0,O,1)}
U (e9.2) = T2 pela=5"—{(0,0,-1)

Ahora para v: S — S? que es la aplicacién de Gauss de la superficie S C Hs
consideramos la siguiente composicion:
bDccHUucr &g g ., Plano I,

w=u+ 1w r— (u,v) — (z,9y,2) +— (A,B,C) +— . (A B,C)

con lo cual se tiene que ¥, = ¢} o yo X o p es un representante de la aplicacion

normal de Gauss de la superficie S en coordenadas complejas, dados por:

_A+iB

A—1iB ~
=14

(/)wgz

donde A, B,C son las coordenadas del campo normal y unitario n vistas en
(4.6). Asi, siendo v la aplicacion de Gauss donde ¢ = ¢y (6 12) en el dominio
correspondiente, presentamos los lemas y teoremas para el objetivo de esta tesis.

LEMA 6

Sea S C Hs una superficie orientada y localmente parametrizada por
coordenadas isotérmicas X con curvatura media H y sea 1, la aplicacién

de Gauss definida en (4.40), entonces se cumple:

0 H +i06 — 0 .0
- ( - ) (1+9un)° (% +e£) (4.41)

0 b —2 /(8 0
%: (@) (1+¢1w1)2<a—;+z’a—;) (4.42)

donde:

(7111 — E22) — i(ﬁm + 7121)

_ 7112 —ﬁm b — hi1 — hag
2

)
2 ’ 2

—ihyg &5:

(4.43)
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Demostracién:De (2.9) y de la definicién de 1 vista en (4.40), tenemos:

oy 10 (A+2'B)+z‘ B} (A+z‘B>

0w 20u\1-C 200\ 1-C

En virtud de (4.4), (4.6) y (4.39), al expresar la relacion de arriba en términos
de A,, A,, By, B,,C, y C, se obtiene:

fj -5 _10)2{[<_% 90) — (20 + )l — (@0 + ) + iy — @)1}
z‘aail O _10)2 {[(zv +vu) + iy — )]z + (=20 + 90) — i@ + yu)] 722}

Dado que —zy, + Yy — i(zy + Yu) = —i[Ty + Yu + i(y, — x,)], tenemos que:

0 1 . .
gf—dl = 2(1 - 0)2{[(%2 —y21) — (Y11 + Yo2)|[(T0 + yu) + 1 (v — )]} (4.44)
Como: ~ -
~ har+ ha _ hig — hy
H = — 7 O = 5

De los elementos de la matriz (ﬁ”) vistos en (4.34) y de (4.27) se verifica que:

Y1 + Va2 = Traz(vyi;) = Traz(hy; + ﬁ”) = Traz(h;j) + Traz(ﬁij) =2H
Y2 — Vo1 = (h12 — ho1) + (/7;12 — /fzm) =0+ (ﬁm — /f;m) =20

Reemplazando en (4.44) se obtiene:

o = St )+ i+ )

_O—iH [ (0x Oy
-0\ e aw

De la definicion de v, dada en (4.40) y el hecho que A% + B? + C? = 1, se

demuestra que

(4.45)

(1+41yy)(1 = C) =2 (4.46)

Finalmente, reemplazando (4.46) en (4.45) se verifica este lema. La prueba de la

relacién (4.42) se realiza de manera similar. O
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NOTA: Para el caso en el que la aplicaciéon normal de Gauss de la superficie

S C Hs sea la aplicacién Wy, se satisfacen las siguientes relaciones:

0y H +0 —2 (0x 0Oy
= () e () (447
0 o 20z D
—8122 = <—¢ ; ¢> (1 + ¢2¢2)2 ((9_; - Z@%) (4.48)

PROPOSICION 9 (Relaciones auxiliares de la aplicacién )

Sea S C Hs una superficie localmente parametrizada en coordenadas
isotérmicas X, con campo vectorial normal unitario 7 visto en (4,5) y con
aplicacion normal de Gauss ¢ definida en (4.40). Siendo (h;;) la matriz

vista en (4,34) y © la aplicacién del lema 6; entonces se cumple que:

o 1 (yy-1\" B
@_7_§(¢E+1)’ S1 ’Qb—?ﬁl O’l/)—wg' (449)

. J

Luego si la curvatura media H =0y © = 0 en algin p € S, entonces en virtud
de la relacion (4.41) del lema 6, la aplicacion de Gauss 1) es holomorfa en dicho
punto p € S. Es decir:

% _

B 0, si ’l/) = wl (0] ’l/} = 'l/)g' (450)

Demostracién: Se hard para el caso 1 = 1)q, para el caso ¥ = 1), se hace de
manera similar. En efecto de (4.34), (4.7) y como A% + B? + C? = 1, tenemos:

~ . B >‘_2_52 _ a2_>‘_2
@_hlg—h21_>\2 2 2

2 2
_)\2—(0_/24—52)_)\2—)\2(1424-32)_)\2—)\2<1—02)_C_2
B 2)2 B 2)2 B 2)\2 2

De la definicién de 1, vista en (4.40) y el hecho de que A%+ B?+(C? = 1, tenemos

vy =1 A2+ B*—1-C%+20

— = =C.
i, +1 A2+ B2+ C?P+1-20
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9 NG
Ya que © = C— entonces O = E (M) . ]
2 2 ¢1¢1+1

LEMA 7

Sea S C Hs una superficie orientada y localmente parametrizada por
coordenadas isotérmicas X y con aplicacion de Gauss ¢ vista en (4.40).

Siendo ©, ¢ y gg la aplicaciones del lema 6, entonces se cumple que:

ox @

2 /\2
(a) % + Zaw =

= Z(l - C)?

0 A _
® | 3] - §1+iola+ 0B v =i ssiv=v

0 A ~ _
@ |55 =31+ a0+ 0. siv=viosiv=un

Demostracion:
Primero se probard el item (a). Veamos:
or 0Oy

1 ) ) ) 1 .
(a) o, + Za_w = 5[3% + 1z, + Z(yu + Zyv)] = 5[($u - yv) + Z(xv + yU)]

Por tanto, usando (4.4), (4.6) y (4.7), se concluye que:

2

or 0Oy

O a0 = L1 )+ (0 4R) — 2 (e — )]

1

[
(A= a®) + (V= 8%) = 2X* | 5 (2t — Tolu)
| (5 )

22 — o — % — 2)\20] - 411 [2)3(1 —C) — (a? +ﬁ2)]

N e SN N N e

[
[2\%(1 = C) — X*(A% + B?)]

N@2-20+C*-1)] = %(1 - C)?

Ahora se probara el item (b). Veamos:

(b) La demostracion se hard para el caso de la aplicacion v, para el caso 1y se

hace de manera similar. En efecto, de la relacién (4.41) del lema 6, se sabe
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que:

% = — <H+i@) (1+¢11/11) (8_36_}_22_3)

Por tanto:

ox L
0w &,u

Hﬁ% 2 (1+ 1)

=l
4

Reemplazando lo obtenido en el item (a), tenemos que

(1 -0
4

1 +10))?[(L+ i) (1 = O)

H‘%H

1+ P1ipy)?

. — A2 , —
= 2 H O B2 = A O+ i)
y al sacar raiz cuadrada en los extremos, se verifica la validez del item (b).

Finalmente se dardn sugerencias para la prueba del item (c). Veamos:

(c) Se hard de forma similar al item (b) demostrado, pero ahora considerando la

relacién (4.42) del lema 6, y con ello se verificara la validez del item (c¢). [

Luego, si la aplicacion normal de Gauss 1 es constante, entonces, por la

0
proposicién 8, se tiene que —% = 0. Ademas, en virtud del item (b) del lema
w
7, se concluye que ©® = H = 0, por lo tanto, la superficie S es un plano vertical,

el cual es minima.

TEOREMA 5 (Ecuacién tipo Beltrami para superficies en #3)

Sea S C Hs una superficie orientada, con ¢ como su aplicacién de Gauss

vista en (4.40) y localmente parametrizada por coordenadas isotérmicas X.

Si H la curvatura media y © , ¢ , ¢ son las aplicaciones definidas en el lema

6, entonces se cumple que:
~ aw

(¢+¢)= =— (H +1i0)

oy
0w ?

;=11 6 Y =1 (4-51)
w

Demostraciéon: Consideremos la prueba del teorema para el caso ¥ = ¥y, ya
que la demostracién para el caso ¢ = 1y es andloga. En efecto, a la relacion
(4.41) del lema 6 la multiplicamos por (¢ + @) v a la relaciéon (4.42) del lema
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6 la multiplicamos por (—H — ¢©). Finalmente comparando ambas expresiones

obtenidas se garantiza la validez de este teorema. [

A partir de ahora consideraremos el estudio de superficies minimas en Hz en el

que la aplicacién © # 0 (Aplicacién normal de Gauss no holomorfa). Veamos:

LEMA 8

Sea S C Hs una superficie minima, localmente parametrizada por
coordenadas isotérmicas X'. Luego si la aplicaciéon normal de Gauss v vista

en (4.40) es no holomorfa en todo S, entonces se cumple que:

or .0y — or  O0y\ —
(6’w_ &u) (1,)? <8w+ - )—0, si Y =1 (4.52)
or Oy — o (0 Oy\ .
(% * %) + (%) (% - %) =0 sv =" (4.53)
Demostracion:

De la definiciones de de 1) y 1, vistas en (4.40), se tiene que:

Y11hy =1 de donde a(@ggz@) o 67’[’2 + o {wl =0 (4.54)
Asi, una vez mas por (4.40) tambien se tiene que:
1 +C -C
1y = T-C oty = sk (4.55)

Por lo demostrado en el item (b) del lema 7, como la curvatura media H = 0
(pues S es minima) y la aplicacién de Gauss v; es no holomorfa, entonces © # 0
en cada punto de S. Luego a la relacién (4.41) del lema 6 (con r = 2) se multiplica

por ¢ y a la misma primera relacion (con r = 1), se multiplica por ¢,. Es decir:

@01% =— ? (1+ @/)2%02) (g—f - Z—) 1.1, en todo Uy NU,
¢2% = — § (1+ 1/11%) (6’_ + Z—) Vo oty, entodo Uy NU;

De (4.55), lo demostrado en (4.46) y teniendo en cuenta que A? + B* + C? = 1,

se observa que:
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Oy —2i0 ox 8y
0w (1-C)1+C)\ow Yoo

Oy —210 Ox
ow  (1-C)(1+0) (a_w

Al sumar ambas relaciones y simplificando se obtiene:

> 1o, en todo U; N U,

+ za—f) E, en todo U; N Us
ow

0 0 0
(_x — z—z) Wy + <a—f + 2—) Y1 =0, en todo U; N Us (4.56)

Dado que ¢, = 1, al multiplicar por 1, a ambos miembros de la igualdad
anterior se obtiene la relacién (4.52) y al multiplicar por ¢, a ambos miembros

de la misma igualdad se obtiene la relacién (4.53) y en vista de que:
Uy —(U1NU2) = {(0,0,—-1)}, Uy—(U;NU2) ={(0,0,1)} son conjuntos unitarios.

Entonces como Hs es isomorfo a R® y por la proposiciéon 4 del capitulo 2, este

lema se cumple tanto para 1; (en Uy) y para ¢ (en Usy). O

TEOREMA 6

Sea S C Hsz una superficie minima, localmente parametrizada por
coordenadas isotérmicas X = (x,y, z). Suponga que la aplicaciéon de Gauss

Y vista en (4.40) es no holomorfa en todo S, entonces se cumple que:

be 2 (1 . EQ) o,

= 4.57
ow (191 — 1)2 0w (4.57)
—2
dy 2(1+¢1)3¢1 (w55)
0w (11 — 1)2 0w '
% __ W on (4.59)

0w (g — 1)
donde ¢ es una aplicaciéon C* con &, = —f y &, = o (Ver (4.2) y (4.3)).

Demostracién: A partir de la relacién (4.52) del lema 8, tenemos que:

(1 +E2) g_w (1 — ) i (4.60)
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Luego, para la primera igualdad (4.57) se presentan los siguientes casos:
e Sil-— Ez = 0 en algun punto py € S, entonces de (4.60) se tiene que:

(1 —i—EQ)g—; =0 en dicho punto py,

—2 ., . :
y como 1 +1; = 2 en pg, entonces de la relaciéon anterior se tiene que

ox

i 0 en dicho punto. Del cual se verifica la igualdad (4.57).
w

e Sil— EZ # 0 para todo p € S; dado que la curvatura media H = 0 (pues
S es minima) entonces © # 0 en cada punto de S.

0
Ahora de la relacién (4.41) del lema 6 despejamos —3 y reemplazamos en la
W
igualdad (4.60) y usando la relacién (4.49) de la proposicién 9; la igualdad
(4.60) queda de la siguiente forma:

(1+77) g5 =i (1-)

Despejando —f de la igualdad anterior, se demuestra la igualdad (4.57).

ow

Para la segunda igualdad (4.58) se presentan los siguientes casos:

Oz 4 0Yn
w (7/)1@/)1 — 1) w

(4.61)

e Sil+ Ez = 0 en algin punto py € S, entonces de (4.60) se tiene que:

—2 0
i(1— 77[}12)—3 =0 en dicho punto py,
Jw
y como 1 — EQ = 2 en pg, entonces de la relacion anterior se tiene que
0
a—ﬁ = 0 en dicho punto. Del cual se verifica la igualdad (4.58).
w

e Sil—+ EQ # 0 para todo p € S; dado que la curvatura media H = 0 (pues
S es minima) entonces © # 0 en cada punto de S.

0
Luego de la relacién (4.41) del lema 6 despejamos ahora —f y reemplazamos

en la igualdad (4.60). Usando nuevamente la relacion (4.49) de la
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proposicion 9; la igualdad (4.60) queda de la siguiente forma:

—9 ay 4 81/11 . —2 8?/
<1+¢1>[ it — - (Qz}la_l)Qaw]—Z(l—lbl)a—w (4.62)

Despejando g—ﬂ de la igualdad anterior, se demuestra la igualdad (4.58).
w

Para demostrar la tercera igualdad (4.59) afirmamos que:

1 . ox 5’3/) ) wl
2(@ Zﬁ) ( 1 (1 n ,l/}lwl)Q ( )

En efecto, usando (4.40) y (4.46), el primer miembro de (4.63) se reduce a:

[(a = iB)(zy + iy + Yy — o) — A (1 = O)(A+iB)]

I,

De donde:

Parte real = — [az, — ay, + Bz, + By, — N2 (1 — C)A]

=]

Parte imaginaria = [amv + ayy + Bry + By, — N(1 — C’)B]

Usando las relaciones (4.4) y (4.6) se verifica que la parte real y la parte imaginaria
se reducen a cero, con lo cual se garantiza la validez de la afirmacion (4.63).
Ahora si, retomando la demostracion de la tercera igualdad, aplicando conjugada

compleja a ambos miembros de (4.63), se llega a obtener la siguiente relacién:

1 (0x Oy Ny
2(a+zﬂ)<— + 8_w) = —(1 AT

x
Y multiplicando a ambos miembros por (8__ + i—y>, tenemos que:
w

0w

2.7
st ilgs il = itk (5 i)

Por la relacion (a) del lema 7, se tiene que

1 A1 =02 M), dx Oy
5(04 +13) E < +1 )

4 (1 + 11, 0w
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De donde

ot iB)(1+ 91— OF

Una vez maés, usando (4.46) tenemos que

ox

1 _
Slatif) =1, (%

0y
+ Z%)

(4.64)

A partir de las 2 primeras igualdades ya demostradas en este teorema, tenemos

oy 2(1=F1+1+01) gy,

oxr _ 41 O
W T W1 08 (g 1) 0 o)
Reemplazando (4.65) en (4.64), tenemos que:
1 o Ay Oy Lo =4y O
5(04 +if) = (G0 1) % por tanto —(—f +ia) = (G 1) 00

Dado que S C H? es una superficie minima, por (4.13) sabemos que a, + 3, = 0,

con lo cual verificamos que:

Existe £ de clase C* tal que &, = -0, & = a,

_ 9

— 49,

(4.66)

Iy

demostrandose asi la

1
lo que implica que 3 (&u +1&y)
igualdad (4.59).

0w (P, — 1) 0w

]

NOTA: En el caso en el que la aplicacién normal de la superficie S coincida con

la aplicacion 1, se tendran ahora las siguientes relaciones:

or

2 <1 B %2> s

e

(ahs — 1)2 ow
oy 2(14%) oy,

(4.67)

0w (ot — 1)2 ow
[ diby iy
0w

33

(othy —1)" 0@



4.4 Una férmula tipo Weierstrass para la

representacion de superficies minimas en H;

TEOREMA 7 (Condicién de integrabilidad)

Sea S C Hs una superficie minima, localmente parametrizada por
coordenadas isotérmicas X. Luego si la aplicacién normal de Gauss v vista

en (4.40) es no holomorfa en todo S, entonces se cumple:

0%y ) 81,D 81&
owdw Y —1 0w dw

(4.68)

Demostracion:

Se demostrard para el caso de la aplicacion de Gauss v, para el caso de la

aplicacion de Gauss 1y se hard de manera similar. En efecto, en virtud de las
relaciones (4.57), (4.58) y (4.59) del teorema 6, derivando cada una de las 3

igualdades respecto de w, tenemos que:

Pu 0 (ox\ o (2 (1-%1) o4,
i dw (8w>_6_w (b, — 1)2 0 |

. —2 o
_ (1) {8%1 2, 9 a@m] 4i(epy — c’le
(19 —1)? [OwdG (Yy1h; — 1) Ow Ow (10, — 1
2y 0 (oy\ o [2 (1 +E?) Oy
il dw (m) T 0w\ (g, — 120w |

—9
_ 2 (1 + %) { Py B 20, Oy 3¢1] A+ ;)
(1) — 1) (1, —1)3

0¢1H
0wdw  (P13p, — 1) Ow 0w

¢ 23 9 —49; i

wdw  Ow (&u) ow ((wlﬁl —1)2 8@) '

Owdw  (P13hy — 1) Ow 0w

—4¢, { D%y 20, Oy 3¢1] A1, +1) Ha?h H

T (g — 1)2 (Vn; — 1)?

h12 - h21

Por otra parte, usando la relacién (b) del lema 7 y dado que © = 5
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una funcién real, se tiene que:

 4i( = ¢y) 2
(Yr9py — 1)3
A+ )
(Y19py — 1)3
Ay + 1)
(Y1hy — 1)3

O
0w
Py
ow
Iy
ow

2

2

i =) N
(ry —1)% 4
A1 + ¥y) A
(il —1)% 4
Ay +1) N2
(Y19 — 1)3 4

— (Y11, +1)%0
Wl% +1)%6

— (19, +1)*0

En virtud de (4.49), la definicién de 11, el hecho de que A%+ B2+ (C? = 1, ademéds

de las relaciones vistas en (4.4)

y (4.6), se verifica que:

. 42(7731 _ El) 6¢1 2 _ _(ayu + ﬁyv)
(Y19 — 1)311 0w 4 ,
¢1 +¢ Ha% H _ ATy, +B$v ¢1¢1 Ha% H _ TulYv — mvyu
¢11/J1 —1)3 4 L (g, — 1)
Como S es una superficie minima, dado que &, = —f , &, = a ademas de las

definiciones de v y 8 vistas en (4.2)

y (4.3) se tiene que:

4’L 1/)1 Hawl & 82x
(Y10, —1)3 4 Owiw’
41 + ¢y H(%Jl Ay Py AW +1) Hawl ‘_ &3
wﬂ/)l —1)3 4 Owdw’™  (yap, — 1)3 Owdw
En resumen:
or 2(1-W1 [6% 2, 9 fwl} L O
Owdw (Y1), —1)? [Owdw  (hyh, — 1) Ow 0w Owdz
oy 2(147) {awl 2, 0 awl] L
Owdw (Y1), —1)? [Owdw (1, — 1) Ow 0w Owdw
0’ 4 [32¢1 2% O 3%] n 0%
Owdw (Y, —1)? [Owdw  (yip, — 1) Ow 0w dwdw

lo cual implica que:

9%y 2,

Yy Oy

0wdw

V1, — 1 0w 0w

=0, YVw=(u,v)
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Con lo cual se garantiza la validez de este teorema. ]

Asi, a la relacién (4.68) la conocemos como la condicion de integrabilidad del
sistema de relaciones (4.57), (4.58) y (4.59) del teorema 6, y de manera similar
al caso de superficies en R3 se garantiza que ¥,: S — D es una aplicacion

armonica, donde D es el disco de Poincaré (Ver [Fig09]).

LEMA 9

Sea ) : UcC— S?una aplicacion C'*° no holomorfa en todo punto
de U, que satisface la ecuacién (4.68) del teorema 7, entonces existen 3
nuevas funciones z,y, £: U C R? — R definidas en un abierto simplemente

conexo (que es la identificacién de U en R?), de clase C* tales que:

4 w iy _ NET—
T — Re/ 2i(1 — 1) O dv +c;
0

(¥n¢h —1)? 0w

?J:Re/(Q(ler%) awldw +co
0

P1thy — 1)2 0w
£ = Re /w —4% a_@fldw +c3
| G 1)? 0w
Ademés se cumple que
Im (g—zg—;) = 822855 .. (Imf : Parte imaginaria de f). (4.69)
Demostracion:

Planteamos el siguiente sistema de ecuaciones:

. 2 (1 - W) B,

0 ()’
—2
oy _ 2 (1 e ) Oy (4.70)
0w (19 — 1)2 0
o6 dl oy
0w (19 — 1>2 0w
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Dado que Hz = R?, de manera similar a la demostracién del teorema 4 del
Px 0y 0% S
0wdw’ Owdw’ Owdw

capitulo 2, este sistema posee solucién si y solo si on

funciones reales.

En efecto, teniendo en cuenta los calculos iniciales vistos en la demostracion del

teorema 7 , al reducir las derivadas en x,y, &; se tiene que:

ow _2(1-70) {6% 2 awlam] i (= D) (||

Owdw (nhy — 1) [Owdw gy =1 0w 0w | (pyp, —1)° || 0@

oy 2(1470) {6% 20, 9w awl] A D) (o
Owde (i — 1) (v 1) | %
¢ Ay {8%1 2, O awl} +4(¢1E1+1) oy |12
Owdw (i) — 1)2 Owlw  apap, — 1 Ow 0w (1%, — 1)3 G

Owlw  apyap, — 1 Ow 0w

Como la aplicacion 9, ya satisface la ecuacion (4.68) del teorema 7, es decir:

0*y 201 Oy Oy

0wiw iy — 1 Ow 0w =0

Entonces tenemos que:

_ Pz Ai(y — ) (0|2

Existe ois o — 1l am I (4.71)
. Py AW+ 1)) |02

Existe s~ (o 1l am y (4.72)
0% AW 1)) 0Y )

Existe 905~ (ot — 1) 0w | (4.73)

los cuales como se pueden observar son funciones reales. Por tanto dado el
conjunto abierto simplemente conexo U C R? que es la identificacién de Uc C,
existen aplicaciones z,y,£: U C R?> — R de clase C*, de tal manera que
el sistema planteado (4.70) sea compatible. Asi, efectuando las conjugaciones e

integrando respecto de w, se verifica la primera parte del lema mencionado.

NOTA: En el caso de que la aplicacion 1 coincida con la aplicacion s

manteniendo todas las hipotesis del lema 9, se tendran ahora las siguientes
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relaciones:

—2i (1 —3) 3%
=R +
! 6/ %%—12 om ™ T

_ 2(1+¢3) 0y
Yy = Re/ (s — 1)2 00 dw e

w

B by Oy
&= Re/ (s — 12 00 dw  +c3

o

\

que se demuestran de forma similar al caso en que la aplicacion normal de Gauss

1 coincida con la aplicacién ;.

Para la segunda parte del lema. De lo demostrado, tambien observamos que:

Im O &g =Im [ 8y ... Pues z es funcién real e ImX € Hs = R3.
0w 0w 0w 0w

2 (1-0) op, 2(1470) o,
(0,17 08 (it — 17 02

=1Im

~2i (1 93) 0n 2(1471) oy,
Wy —1)2 00 (¢rihy —1)? 0w

=1Im

4 o2 T _
- T a? Im i (1= ¢}) (1 n wf)]
—4 o112 T _ — —
= ool | [ (1= o) i - e )]
: |
-4 0 r .
- T 20 [i (1 03907) — 4Rewn) Tm(v)]
: |
_ B : — —
-l -] v 1-vivter
: _
B 4 OYn |12/ o2 B ¢1¢1 +1)||0¢r |2
(W —1Hlow (vivi-1) = (19, = 1)° ll5

En resumen, de la derivacién compleja y de (4.73) (Pues z,y ya cumplen las

condiciones del lema 9) y lo obtenido anteriormente, concluimos que:

TylYv — Tolu — Im <8_m@) ¢1¢1 + 1 Ha¢1

‘ 825 _ A
4 wdw) (Y, — 1)3

4

(4.74)

38



Asi, con todo lo expuesto y demostrado hasta ahora, estamos en condiciones de

presentar el objetivo principal de la presente tesis:

TEOREMA 8 (Férmula de representaciéon tipo Weierstrass para

una superficie minima en ;)

Considerando los conjuntos U y U del lema 9, sea ¥ : UcC— S%h
aplicacion de clase C*° no holomorfa en todo punto de U del lema 9, que
satisface la ecuacion de integrabilidad (4.68) del teorema 7; entonces existe
una funciéon X: U C R? — H3 de clase C™ de coordenadas x, v, 2, de tal

manera que:

(a) X(U) =S C Hgj representa a una superficie regular; con campo normal,
unitario n y localmente parametrizada por coordenadas isotérmicas

z,Y, 2.
(b) S es una superficie minima.

(c) v es la aplicacién normal de Gauss de la superficie S.

Demostracion: Se demostrara para el caso ¥ = 1y, para el caso ¢ = 1) se hard

de manera similar.

En efecto, por el lema anterior, las aplicaciones x,y, ¢ ya existen y son de clase
C*, del mismo lema se sigue que x,y,£ cumplen las relaciones (4.57), (4.58) y
(4.59) del teorema 6.

Es decir:

5_96_22'(1‘%2)6@&1 @_Q(HW%M e

W (ph—1)° 00 T (-1 @ 0w (g — 1) Pl

Ahora para garantizar la existencia de una aplicacién z de clase C*°, planteamos

el siguiente sistema de ecuaciones:

_ _ YT | TYu,
2w = & 5 + 5
(4.75)
. YTo T
Zv = gu 9 + 9



Asi, para garantizar que el sistema anterior sea compatible se debe verificar que
Zuw = Zuwu ¥ con ello probaremos la existencia de una aplicacién z de clase C* de
tal manera que X' (U) = S C H3 sea una superficie regular y orientada localmente
parametrizada por X = (z,y, z). En efecto, al derivar respecto a v y u de forma

correspondiente, se tiene que:

YTy  YTuy | TolYu | TYuw

Zyw = f’vv -

2 2 2 2
(4.76)
_ _ yuxv - ym’uu xuyv 'Tyvu .
De lo cual se obtiene que:
Zuv — Rou = Aé_ - (xuyv - mvyu) (477>
De lo demostrado en (4.74), se tiene en particular que:
A€ = T,Yy — Tolu (4.78)

Finalmente, reemplazando la relacion obtenida (4.78) en (4.77), obtenemos que:
Zuw — Zow = 0 por tanto 2y, = Zupw

y por tanto tomando el conjunto U C R? del lema 9, el cual ya es simplemente

conexo, garantizamos por el criterio de la funciéon potencial que:
J2:UCR?*— R declase C®

de tal forma que el sistema de ecuaciones (4.75) sea compatible. Luego definimos
la aplicacion X: U C R? — Hjz de clase C™ de coordenadas z,v,z tal
que X(U) = S es una superficie en Hs localmente parametrizada por X. En
particular, haciendo una vez mas:

Yy T

a:§xu—2yu+zu Yy ﬁzng_fyv"i‘zv

2

Al ya cumplirse que & de clase C'™° por hipotesis del teorema, entonces tenemos
que &y = &uy y con ello, a partir del sistema (4.75) ya compatible, garantizamos

que ay, + B, = 0. Ahora verificaremos la validez de cada item del teorema.
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Primero se probard la validez del item (a). Veamos:

(a) En virtud del producto hermitiano, se observa que:

p_ [ (0r 0y GO (9 9y 0GE)\\ _Tx Ty’ OE)
N\ \Qw’ dw’ dw )\ 0w 0w’ 0w 0w 0w Ow

Del lema 9 tenemos que X y 1 ya satisfacen las relaciones (4.57), (4.58) y
(4.59) del teorema 6. Por tanto:

B —2 2 —2 2 — 2
b 2 (1-91) oy, . 2(1471) oy, +[ —4it), awl] .
(1 — 1)2 0w (Y1 — 1) 00 (1 — 1)2 0@

Ahora en virtud de la derivacién compleja, tenemos que:

1 2

P= [%(:pu — m«v)} 2 + [5(% — z’yv)] 2 + B(ifu + &))}

2 [xuxv + YulYv — fugv]

= @+ +8) - @B+ +E)]

Dado que P = 0 se deduce que:

1 i
En otras palabras, dado que &, = —f8 y &, = «, tenemos:
Totyu T & =Ty & Tyt yu ot =gy, + 5
por tanto
TuTy + Yulo — §ubo = 0 TyTy + YulYy + af =0

Afirmamos que para cada punto de la superficie S C Hs se cumple que:
Totyp+a®#0 y @ty + 52 #£0
En caso contrario, para algiin punto p € S se se tendria que:

x4+ ys+a’=0
v+ + 52 =0

91



y teniendo en cuenta una vez mas que &, = —f y &, = «, obtenemos que:

0 0 9)

a—;za—;:a—ézo para dicho punto p € S
Una vez mas, dado que por el lema 9 las aplicaciones X y 1, ya satisfacen
las relaciones (4.57),(4.58) y (4.59) del teorema 6, tendremos que:

2i (1 —%f) oy 2 (1 +@f) Opy AP, Oy

== — = =0
() =12 0w (ryyy = 1) 00 (¢hrhy — 1) OW

0
Esto implicaria que % = 0; lo cual es una contradicciéon, pues por hipotesis
w

del teorema se sabe que 1/, es no holomorfa en todo U. Por tanto dado que:
(X, Xu) = aityuta®, (X, X)) = w4y, +67 (X, &) = 2o+ yuto +f
En virtud de lo obtenido en la pagina anterior, se verifica que:

(X, Xu) = (X, X)) #0, (X, X)) =0, VpeHs

y por ende la aplicacién X es una parametrizacion de la superficie S C Hs

en coordenadas isotérmicas, demostrandose asi el item (a).
Ahora se probara la validez del item (b). Veamos:

(b) En virtud de lo demostrado en la pagina anterior tenemos que «, + (3, = 0.
Por otro lado, de la misma demostraciéon de la proposicion 6, siendo H la

curvatura media de la superficie S, obtenemos que:

($uu +xvv + Yy, +/6yv)El + (yuu +yvv —QLy — 6$U)E2 + (au + 5U)E3 = 2)\2H77
(4.79)
para cada punto p de la superficie S obtenida. Ahora el campo vectorial

normal y unitario a la superficie S esta dado por:

1 1 1
n = ﬁ(ﬁyu —ay,) By + p(a% — Bx,) By + ﬁ(xuyv — Toyu) Es

entonces:
202 Hn = 2H (By, — ayy) By +2H (axy, — By ) By +2H (2,y, — Toyu) B3 (4.80)
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para cada punto p de la superficie S inducida. Asi, de (4.79) con (4.80) se

deduce en particular que:
(Oéu + ﬁv)EiS = (O)E3 = 2H(:Cuyv - xvyu)E& v pe S (481>

Como x,y,¢ ya satisfacen el lema 9, entonces en particular ya cumplen la
relacién (4.74), de donde:

16 (Y19, + Hﬁwl
(Y19 — 1)?

y dado que 9 es una aplicaciéon no holomorfa en todo punto de la superficie

S obtenida, esto implica que:

oYy

= # 0 en todo S, por tanto z,y, — T,y, # 0 en todo S.

Finalmente reemplazando este hecho en (4.81) concluimos que H = 0 en todo

S, con lo cual se demuestra que la superficie S C Hj3 obtenida es minima.
Finalmente se demostrara el item (c). Veamos:

(c) Sea ¢1 la aplicacién normal de Gauss (en coordenadas complejas) de la
superficie en estudio, siguiendo los pasos de demostracion de manera similar al
item (c) del teorema 4 del capitulo 2, usando ahora las relaciones (4.57),(4.58)
v (4.59) del teorema 6, se llega a verificar que: 221 = 11, por ende ); resulta ser

la aplicacion normal de Gauss de la superficie S minima obtenida en Hz. [

% ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

% %k %k ok ok %k ok %k ok ok ok ok k ok ok %k ok

4.5 Ejemplos aplicativos

(1) Una silla de montar en Hj: Haciendo w = u + iv, se define una funciéon
dada por:
Y(w) = el VweC
ewt® + 17
Verificaremos que 1 es la aplicaciéon normal de Gauss de una superficie

minima en H3 localmente parametrizada en coordenadas isotérmicas x,vy, z
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a través de las aplicaciones:

_ _ 1 _ _
y(w) . (eerw _ e*(oﬂrw)) , g(w) — _5 (eerw + e*(erw)) ,
donde £ una aplicacion C'*°, con lo cual quedan determinadas las 2 primeras
coordenadas z,y de cada punto de la superficie S. Ademas verificaremos que
la tercera coordenada de dicha parametrizacion esta dada por:
7 _ _

z(w) = — Z(w — @) (¥ — @) Vw e C.

Por tanto la superficie S minima en estudio es representado por la siguiente

silla de montar en Hs de la forma:

S:{(m,y,z)EHg; z:%}

a 2 w—+w 2 2u
En efecto —f = é 5 = ¢ >0
0w (ewt® 4 1) (e 4+ 1)2

Por tanto v es una aplicacién no holomorfa. Tambien observamos que:

— _ _ 2 ewte@ 1 —
0% 20 oY 2eF (1 — e ) e To 1 4ewt®)

Owdw  1pih — 1 0w 0w (@ 4 1)° (ewwl)? (e E 1)

ewtw 1

con lo cual se verifica que la aplicacién ¢ cumple la relacion (4.68) del teorema
7 y gracias a ello podemos emplear el teorema 8 para obtener la superficie
pedida. Ahora dado que Domiy = C, entonces es posible tomar ) = 1 o
1) = )9 sin ningin problema en la eleccién para comenzar la resolucion. Por
ejemplo si hacemos @ = 91, en virtud del teorema 8 y su demostracion, se
tiene que X' y 1) ya satisfacen las relaciones (4.57),(4.58) y (4.59) del teorema
6 correspondiente. De las cuales tenemos:

2u 2
% 1 — <e2u 1)
ox et +1 22w 1 [0z N Ox
= =1 = —= e 11—
8@ eQu _ 1 2 2 au 8U

EIR
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Del cual se verifica que 8_90 =0, O

ou o

= 2, del cual obtenemos que:
z(w) =2v = —i(w — )
De manera similar:
2 [1 + (ezu —~ 1)2
oy et 41 2e2

1
%_ e _ 2 2(€2u+1)2_§
—1
<€2u+1)

0 0
De donde: % _ (€2 +e72u) | g _ 0, del cual obtenemos que:
ou ov

2u —2u _1 @ @
(% e )_2(8u+180)

1 u —2u 1 w+w —(w+w
y(w)=§(62 62)—§(€+—6(+))
Y por tltimo:
A |
0¢ o 962 IR I 'Y,
o~ sy 2 T =
W €2u -1 2 (6 v+ ]_) u (%
-1
e + 1
0 0
De donde: 9% _ _ (2w —e™2u) | o8 _ 0, del cual obtenemos que:
ou ov
1 2u —2u 1 w—+w —(w+w)
f(w):—i(e +e )2—5(6 +e )

Notese de que no es necesario conocer la funcién &, pues bastard conocer
solo sus derivadas parciales &, y &, para obtener la coordenada z de la
parametrizacién de nuestra superficie en estudio. Ahora como por hipdtesis

del teorema 8 se cumple que:

. . Yxy, % 1
S R 5 = (5 (e* + 6‘2“)) —y
entonces “
T, Ty e = = L (e2v —e72%)
Z,U — _é—u _ y2'l} + 2'[} U 2 2 .
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2y oz, = v(e®™+e?). Luego dada una

1
Por tanto z, = 3 (e —e
aplicacién X : R? — H3 tal que X (u,v) = (x,y, z) entonces por el criterio
de la funcién potencial, siendo R? simplemente conexo, obtenemos que existe:
i

2w) =5 (e —e™) =~ Z(w —w) (€T — e~ WT@)

N <

. Por ende la superficie

z(w)y(w)
2

minima S representada en Hs es la siguiente silla de montar dada por:

Asi se verifica que X es de clase C® y z(w) =

S {lnn ety -2}

Superficie minima en Hs a partir de la aplicacion normal de Gauss ) 0

Un plano horizontal en H3: Haciendo w = u + v, sea:
Y: D — C tal que ¢(w) =0,

una aplicaciéon de clase C*° definida en el disco unitario abierto de C.
Verificaremos que la aplicacion v induce una superficie minima en H3 cuyas
coordenadas isotérmicas estan dadas por:

X(w) = (22’(@)—@),_ 2(w+w) ZO)’ VweD.

ww — 1 wiw—1"

0
En efecto, dado que 4 =120, la aplicaciéon ¥ no es holomorfa, es de clase

C* y cumple con la ecuacién (4.68) del teorema 7, ya que:

T N
Owdw  pip — 10w 0w Ow \ Ow o
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Por tanto, podemos aplicar nuevamente el teorema 8 para obtener la
superficie minima pedida. Ahora como Dom(y) = D, es posible tomar
indistintamente v = ¥, o ¢ = 5. Por ejemplo, si hacemos ¥ = 1, en
virtud del teorema 8 y su demostracion, se tiene que X y ), satisfacen las

relaciones del teorema 6, es decir:

o 2(1-9 )y oy 20040 )os o —am ow
0w (¢1E—1)2 0w’ Ow (1/,1%_1)2 0w’ Ow (@01%—1)2 0w
Sustituyendo:
=Wy 24 =1
W

en las relaciones anteriores e integrando respecto a w, obtenemos:

2i(w? — 1) 2i(w — )

T = mz ﬁ*’P(W)y

214w 2w4w)

Z/——m——HJFQ(W),
4

$= ww — 1

2 2

donde P(w) = e y Q(w) = — son funciones que tienen un polo en el origen
w w

del disco unitario ID.

Por tanto como se desea que z e y sean funciones reales de clase C* (dado
que Hz = R3), sin perder la regularidad de la superficie en estudio, tomamos:
2i(w—w 2(w+w 4

L2w=®)  2wsm)

wiw — 1

)

ww — 1 ww —1

las cuales son de clase C'™ en el disco unitario ID. Ahora, como por hipdtesis

del teorema 8 se cumple que:

YTy  TYu
gv -

Fu 5 T
YT, TY,
Z’u:_gu_ 5 + 9

Reemplazando las expresiones previamente obtenidas para z(u,v), y(u,v) y
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&(u,v), se tiene que:

8v N 16uv 8v (14 u? — v?)
2y = — — =
(W2 +v2—17° (W+02-1>  (24+02-1)>
8u 8u (1 — u* + v?) 16uv?
2y = + — =0

(W2 +0v2-17° (W +02-17° (u2+02-1)>°
Por tanto z = z(u,v) = z(w) = 2z, constante.
En consecuencia, por el teorema 8, se verifica que 1 es la aplicacion de Gauss

de una superficie minima en H3, localmente parametrizada por una aplicacién
X: DD — Hs de clase C*° dada por:

X(w):(x,y,z):(%(“_w), 2w+ ) zo), VweD.

wiw — 1 ww—1"

el cual representa a un plano horizontal en el grupo de Heisenberg Hs.

representado de la siguiente forma:

Plano horizontal en Hs obtenido a partir

de la aplicacion de Gauss 1 proporcionada.

concluyendo asi con el objetivo del presente estudio. [
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