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Resumen

Esta tesis estudia la energia oscura en el marco de la no-metricidad y propone un modelo f(Q, ¢)
con un campo escalar dilatonico no canénico. El objetivo es caracterizar la dindmica de expan-
sion y restringir los parametros del modelo, cuantificando su posible alejamiento de ACDM
sin perder consistencia con las observaciones. A nivel tedrico, se emplea el método del Mi-
nisuperspace para derivar las ecuaciones de Friedmann bajo la conexién coincident gauge en
el marco de no-metricidad. Metodoldgicamente, se abordan dos frentes complementarios: (i)
un analisis de sistemas dindmicos que identifica puntos criticos (radiacion, materia, scaling y
un atractor acelerado tardio) y delimita regiones viables del espacio de parametros; y (ii) una
inferencia bayesiana mediante cadenas de Markov (MCMC), con parametros libres definidos,
priors explicitos y condiciones iniciales fijas, reportando diagnostico de convergencia e inter-
valos creibles al 68% y 95%. Para la confrontacion de fondo se utilizaron datos de Cosmic
Chronometers para H(z). Los resultados del analisis de estabilidad muestran que el modelo
f(Q, ¢) puede reproducir una historia térmica plausible y dar lugar a pardmetros cosmologicos
actuales compatibles con los valores preferidos por los datos de Cosmic Chronometers. Por su
parte, el método MCMC permite acotar los parametros, incluyendo escenarios con un campo
escalar tipo fantasma dilatonico, y permiten extensiones de ACDM con buen ajuste observacio-
nal. En conjunto, los hallazgos indican que existen regiones del espacio paramétrico, alejadas
de ACDM, que ajustan adecuadamente los datos empleados, motivando ampliar la confronta-
cion observacional en marcos de no-metricidad y, en trabajos futuros, incorporar criterios de

viabilidad a nivel de perturbaciones junto con comparaciones observacionales mas exigentes.
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Nomenclatura

En este apartado se presentan los simbolos que se mostraran en la tesis para una mejor

lectura.
» Unidades naturales: h = ¢ = 1.

* Se considerara x distinto de la unidad; sin embargo, cuando sea necesario se utilizaran

unidades de Planck reducidas, x?> = 877G = 1.

* Se utilizaran indices griegos (i, v, v, . ..) para las bases coordenadas, e indices latinos

(a,b,c,...)para las bases locales no coordenadas en el espacio tangente.

* Para la conexion se utilizara el simbolo w, mientras que para la ecuacion de estado serd

w.
* Los campos escalares se denotaran con el simbolo ¢.

* Se utilizara el mismo simbolo e para el vielbein e} y su inverso e}, sin distinguir el orden

de los indices.

* Los coeficientes de la conexion (simbolos de Christoffel) se escribiran como: I',. En

otros objetos si serd importante el orden de los indices: R, \5 # R,.”, 5 T%. #+ T,%.

* Los objetos como R, V,I' tendran el simbolo “e” encima si pertenecen a la conexioén

Levi-Civita.
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Capitulo 1

Introduccion

En las ultimas décadas la cosmologia ha consolidado el modelo estandar ACDM, sus-
tentado en la relatividad general, como una descripcion exitosa de la expansion del universo,
la formacion de estructura y modelado de la energia oscura. Sin embargo, persisten tensiones
estadisticas y cuestiones conceptuales: discrepancias con las observaciones obtenidas por la
técnica de escalera de Hj; tensiones en parametros de crecimiento en perturbaciones como og
(Planck Collaboration, 2020); el problema de la constante cosmolégica (ajuste fino) (Weinberg,
1989); el problema de la coincidencia (por qué p,,, y pa resultan comparables hoy) (Zlatev, L.
Wang y Steinhardt, 1999); y la ausencia de un mecanismo dindmico para la energia oscura que
explique su comportamiento en épocas previas. Estas limitaciones motivan la consideracion de
extensiones de ACDM para modelar energia oscura que incorporen restricciones de sus para-
metros mediante ajuste observacional. Dos extensiones naturales han sido el uso de campos
escalares (Copeland, Sami y Tsujikawa, 2006) y las modificaciones de la gravitacion, como en
teorias f(R) o en teorias con formulaciones equivalentes a la relatividad general como la telepa-
ralela (Saridakis, 2018). En este trabajo se unen ambas lineas en un escenario donde la gravedad
modificada se formula en el marco equivalente de la no-metricidad () y se incorpora un campo
escalar con dindmica no canodnica y dilatonica. La eleccion de la geometria de no-metricidad
permite reproducir, a nivel de fondo, ecuaciones de Friedmann en un gauge conveniente, a la
vez que habilita modificaciones f(Q)) que permiten describir a la energia oscura junto al cam-
po escalar (Gadbail, Mandal y Sahoo, 2022). En consecuencia, planteamos dos preguntas de
investigacion con sus posibles hipotesis: ;Qué rangos de parametros en f(Q), ¢) permiten un

régimen de scaling compatible con la evolucion radiacion — materia — aceleracion? El anali-



sis de estabilidad identifica regiones del espacio de parametros con soluciones de scaling y un
atractor acelerado tardio. ;Hasta qué punto puede alejarse el modelo propuesto de ACDM en el
comportamiento de fondo sin perder coherencia con los datos observacionales? La interaccion
materia—campo escalar, la modificacion f((Q), ¢) y un término cinético dilatonico no canonico
permite el alejamiento mediante H,.

El modelo propuesto introduce una combinacion novedosa de dos bloques. Por un lado,
un bloque geométrico tipo f(Q, ¢) que modifica las ecuaciones de Friedmann a nivel de fondo.
Asimismo, se incorpora un campo escalar no canénico con término cinético controlado por un
coeficiente o y un acoplamiento dilatonico de la forma F'(¢)X™. En particular, se considera
a = —1 para un escalar tipo fantasma acompafiado por el término estabilizante X", inspirado
en el modelo ghost condensate (Gonzalez-Espinoza y Herrera, 2025). Una manera de aliviar el
problema de la coincidencia es mediante un escalamiento entre la energia oscura y la materia.
Dado que hay evidencias de encontrar épocas scaling entre el sector de energia oscura y materia
(Gonzalez-Espinoza y Otalora, 2021), es natural restringir el modelo de manera que nos per-
mita encontrar mayor cantidad de estos puntos. Para ello, se propone una forma especifica del
modelo f(Q), ¢) apartir de un céalculo en tiempos lejanos (épocas actuales), que se presentara en
el apéndice, agregando interaccidn entre el campo escalar y la materia (Zimdahl, Pavon y Chi-
mento, 2001). Esta propuesta permite mayor exploracion de trayectorias que la quintaesencia
candnica y amplia los horizontes mas alla de ACDM. Nuestro modelo abarcara un estudio de
fondo, sin explorar las restricciones og en teoria de perturbaciones.

Se emplean dos métodos numéricos y estadisticos complementarios y tratados por se-
parado en esta tesis. El primero utiliza la estabilidad en sistemas dinamicos, la cual permite
caracterizar la estructura global del espacio de fases. Se identifican puntos criticos representa-
tivos de las eras de radiacion y de materia, soluciones de tipo scaling y un atractor acelerado
tardio. Mediante un andlisis de estabilidad se delimitan regiones del espacio de pardmetros que
admitan una historia térmica plausible compuesta por radiacion — materia — salida del scaling
— energia oscura. Con esos rangos se eligen condiciones iniciales y se integran las ecuaciones
de evolucion de fondo para obtener H(z), las fracciones de densidad €2;(z) y la ecuacion de

estado efectiva wpg(z). Estas soluciones se comparan con datos de expansion y se evala su



alejamiento respecto de ACDM a nivel de la curva de Hubble. En el segundo método, se imple-
menta muestreo con cadenas de Markov (MCMC) para restringir directamente los pardmetros
del modelo con datos observacionales. Dado que el modelo permite explorar campos escala-
res fantasma (o« = —1), se utilizara este método de restriccion para dicho caso. En esta etapa
no se realiza analisis de estabilidad. Se integra numéricamente las ecuaciones de fondo, con
condiciones iniciales fijas, y se presentan las cadenas para evidenciar su convergencia bajo los
parametros, junto con regiones de contorno que resumen las correlaciones y rangos permiti-
dos. Este método evidencia cuanto de alejados estamos frente a ACDM sin vulnerar el ajuste
observacional. En conjunto, ambos enfoques delimitan la frontera entre la viabilidad dinamica
del modelo y las restricciones impuestas por los datos, ofreciendo una visidn mas completa y
extensa de la propuesta f(Q, ¢).

La organizacion conceptual de la tesis se detalla a continuacion: primero se presentan
los fundamentos de la geometria diferencial, necesaria para fijar notacion y herramientas que
se utilizaran para los célculos. Luego, se introduce el marco de no-metricidad, enfatizando sus
propiedades en cosmologia a nivel de fondo. A continuacion se revisan las bases de la relatividad
general y la cosmologia del modelo con tres tipos de fluido y el modelo de quintaesencia; bajo
estos modelos estandares se presentan los métodos y resultados que se emplearan en el modelo
propuesto. En el siguiente capitulo se formula el modelo f(Q), ¢) con un campo escalar no
canonico dilatonico, presentando los resultados de la propuesta. Finalmente, se concluye la
tesis mediante los resultados del modelo f(Q, ¢), contrastandolos con las observaciones y los
resultados obtenidos en los modelos de tres tipos de fluido y quintaesencia.

Los objetivos concretos de la tesis son: i) proponer un modelo f(Q), ¢) con un sector es-
calar no candnico disefiado para admitir, en principio, soluciones de tipo scaling y conservar
historias térmicas correctas; ii) derivar y analizar el sistema dindmico asociado, identifican-
do condiciones analiticas de viabilidad y rangos de pardmetros con atractores acelerados; iii)
integrar el fondo cosmologico del modelo y comparar con datos de expansion (cosmic chrono-
meters) para observar el alejamiento respecto de ACDM; iv) realizar un estudio MCMC que
presente cadenas y regiones de contorno para los parametros del modelo, evidenciando la esta-

bilizacion de las cadenas y la interpretacion bayesiana de las regiones.



Capitulo 2

Fundamentos de Geometria Diferencial

Este capitulo presenta la base teoérica de las nociones matematicas y geométricas que em-
plearemos como el lenguaje de las teorias de gravedad y en los materiales complementarios
del manuscrito. Se inicia con la nocién de mapas entre espacios topoldgicos y el concepto de
homeomorfismo, para introducir a continuacion a las variedades y mapas diferenciales. Conti-
nuamos definiendo las cartas para introducir las bases coordenadas y las no coordenadas me-
diante vectores y 1-formas. Se definen las distintas variedades a partir de la signatura del tensor
métrico. Posteriormente, se introduce las definiciones de tensores y p-formas, junto con el pro-
ducto wedge. Asimismo, se define la derivada de Lie y la derivada exterior, asi como el dual de
Hodge; con ello se establece el elemento de volumen, el simbolo de Levi-Civita y el tensor de
Levi-Civita. Finalmente, abordamos la integracion en formas diferenciales.

La segunda parte se enfoca en la geometria de las variedades: se introduce la conexion,
definiendo la derivada covariante, se derivan las ecuaciones de las geodésicas para el transporte
paralelo, se define la torsion y curvatura. Luego, se incorporan las conexiones métricas y, como
caso particular, la conexion de Levi-Civita. Finalmente, se discuten las teorias de gravedad
modificada que seran el foco de investigacion para este trabajo, en particular aquellas basadas en
no-metricidad. Las referencias, utilizadas como guia en los calculos y definiciones, se indicaran

en cada subseccion con su respectiva pagina.



2.1 Preliminares matematicos

2.1.1 Mapas

Un mapa es una aplicacion f : X — Y que asigna a cada elemento x € X (dominio del
mapeo) un unico valor y € Y (rango del mapeo) (Nakahara, 2003, p. 67). Si f es definida por

alguna formula explicita, se escribe:

fix— f(x) (2.1)

Diremos que f es inyectiva si f(z1) = f(z2) = 1 = x9; sobreyectiva si para todo
y € Y existe z € X tal que f(z) = y; y biyectiva si cumple ambas condiciones (Nakahara,

2003, p. 68). Sean los conjuntos A C X y B C Y, se define la imagen de A como:
fA) ={f(x)[ze A} 2.2)
Y la preimagen de B como:
f(B)={zeX|f(x)eB}. (2.3)
2.1.2 Espacios Topologicos

Un espacio topologico es un par (X, .7) donde .7 es una familia de subconjuntos de X

(se dice que .7 proporciona una topologia sobre X') que satisface (Nakahara, 2003, p. 81):
. Xe .
+ Uniones arbitrarias de elementos de .7 pertenecen a .7 .

* Intersecciones finitas de elementos de .7 pertenecen a .7 .
Mapas continuos

Sean X' y ) espacios topologicos. Un mapa [ : (X, Tx) — (¥, Fy) es continuo si la
imagen inversa de un conjunto abierto en )’ es un conjunto abierto en X (Nakahara, 2003, p.

82).



Homeomorfismo

Sean X'y ) espacios topologicos. Unmapa f : (X, Tx) — (¥, Z3) es un homeomorfis-
mo si es continuo y biyectivo, cuya inversa también es continua. Si existe un homeomorfismo

entre X y ) se dice que X es homeomorfo a ) (Nakahara, 2003, p. 85).

2.1.3 Variedades topologicas

Sea . un espacio topoldgico. Diremos que .# es una variedad topoldgica de dimension

n si (Lee, 2013, p. 2-3):
* Es Hausdorft.
* Es de segunda numerabilidad.

* Eslocalmente Euclidea de dimension n (cada punto admite una vecindad U homeomorfa

a un abierto de R").

2.1.4 Variedades diferenciables

Un atlas es una coleccion de cartas (se definen en la subseccion 2.1.6) que cubren la
variedad topologica .# . Dos cartas (U, ) y (V,~y) son suavemente compatibles si U NV = &

o bien el siguiente mapa es un difeomorfismo (suave):
yopl: oUNV) —~yUNV) (2.4)

Un atlas suave es un atlas cuyas cartas son suavemente compatibles mutuamente (Lee,
2013, p. 12).

Una variedad diferenciable es el par (.#,.A), donde .# es una variedad topologica y A
es una estructura suave, es decir, un atlas suave maximal sobre .# (Lee, 2013, p. 13-15). En lo
que sigue, trabajaremos Unicamente con atlas de clase C"*° (los mapas de transicion entre cartas
contienen derivadas de todo orden y todas son continuas). Por ello, se usard indistintamente
los términos variedad diferenciable y variedad suave para referirnos a una variedad C'*°, salvo

mencion en contrario.



2.1.5 Mapas diferenciables

Si I : . # — ./ esun mapa entre variedades suaves, diremos que F' es suave si para
cualquier par de cartas suaves: (U,¢) de .# y (V,7v) de A", con F(U) C V, el mapa en
coordenadas:

yoFopt: o) CR" —y(V)CR™ (2.5)

es de clase C* (Lee, 2013, p. 34-35). Esta condicion es independiente de las cartas ele-
gidas y captura la idea de que el mapa F’ transforma bases coordenadas de manera suave sin

introducir “discontinuidades” (las bases coordenadas se definen en 2.1.7).
Difeomorfismo e isomorfismo

Un mapa suave F' : .# — .4 entre variedades suaves se llama difeomorfismo si es
biyectivo, de clase C™, y su inversa F'~! : ¥ — _# también es suave (Lee, 2013, p. 38). En
el grupo de variedades suaves, un isomorfismo es precisamente un difeomorfismo, esto es, un

mapa suave con inversa suave (Lee, 2013, p. 73-74).

2.1.6 Cartas

Un mapa de coordenadas (o carta) es un par (U, ) con U C .# abierto y un homeo-
morfismo ¢ : U — ¢(U) C R™ (Lee, 2013, p. 4). Estas pueden describirse mediante una base

coordenada o una base no coordenada, también llamada anholondémica.

2.1.7 Base coordenada

Para definir estas bases que actiian globalmente en cada punto de la variedad requerimos

definir los objetos que residen en el espacio tangente (vectores) y cotangente (1-formas).
Vectores

Sea una variedad diferenciable .#, en la cual cada punto esta asociado localmente a un
punto en R”, mediante una carta diferenciable. Por otro lado, una curva que pertenece a la

variedad, puede definirse mediante ecuaciones paramétricas como (Monsalve, 2018, p. 145):

xh = at(\) (2.6)



Dada una funcion f, definida sobre la variedad .#, al considerar su derivada a lo largo

de una curva parametrizada por A, en un punto P, se obtiene el vector tangente a la curva:

dfy d i
= /@) @7)

p

Aplicando la regla de la cadena, esta expresion se reescribe como:

d iy OF der

A ) = 23)

Dado que en ambos lados de la ecuacion se presenta la funcion f, podemos abstraerla. De

esta manera, se obtiene una expresion general para el vector tangente a la curva en P.

d 0
V=—=VI— 29
dA OxH 2.9)
Aqui, V* = %, son las componentes del vector tangente. La expresion % resalta el

caracter geométrico del vector, independiente de la carta. El conjunto {a% = 6M} forman una

base coordenada del espacio tangente en P.
1-formas

Una 1-forma en p es un funcional lineal sobre 7.7, tal que w), : T);.# — R. El conjunto
de todas las 1-formas en p constituye el espacio cotangente 7)7.# . El conjunto dado por {dz*}

forma la co-base dual del espacio cotangente. A partir de esta base definimos la relacion de

o)
oxY

completitud en base coordenada: dx“( ) = ¢%. Cualquier 1-forma w se escribe, mediante

esta base, de la siguiente manera (Monsalve, 2018, p. 146):
w = w, dx" (2.10)

Su accién sobre un vector es: w(V') = w,V*. Para una funcion suave f, el diferencial se

define: df = a% dxty satisface df (V') = V[ f].

2.1.8 Base no coordenada

A partir de las bases coordenadas podemos definir una base, en una region local de la
variedad, que describa los objetos geométricos igual de eficaz que las bases coordenadas. A

continuacion se definen los objetos que permiten la traslacion entre bases.



Vielbeins

Los vielbeins, también conocidos como tetradas e, son campos definidos sobre una va-
riedad .# que proporcionan una base no coordenada local (Monsalve, 2018, p. 5). Estos objetos

conectan la base coordenada con la no coordenada de la siguiente manera:
ea =€"0,, " =ebdx” (2.11)

Por tanto, es natural definir un conjunto de bases no coordenadas (o anholonomas) {e,} y
{eb } , que pertenecen al espacio tangente 7,.# y cotangente .7,*./ respectivamente. Se define
la condicion de completitud: e, (e?) = 6°. Esta ecuacion puede reescribirse en términos de los
vielbeins € y ) (matrices de dimension n x n) como:

6562252, ebel =08, a,b=1,..,n, n=Dim(#) (2.12)

a

Ademas, se denota por e al determinante de los vielbeins:
e = det (eZ) (2.13)
En esta base, los vectores y 1-formas, se definen como:
V=Vi, w=uw,e (2.14)
2.1.9 Variedades Riemannianas y pseudo-Riemannianas

En muchas aplicaciones fisicas no basta con definir inicamente la estructura diferenciable
de una variedad, sino que se requiere una nocion de longitud, &ngulo y volumen. Esta informa-
cion se codifica en un tensor métrico (se define en la subseccion 2.1.10), que en términos moder-
nos se interpreta como un campo tensorial simétrico de tipo (0, 2) definido sobre la variedad . .
Cuando dicho tensor tiene de asignatura (+, +, ..., +) se habla de variedades Riemannianas;
cuando admite signos mixtos (+, —, ..., +, —) se obtiene el caso pseudo-Riemanniano, dentro
del cual se encuentran las variedades Lorentzianas. Estas juegan un papel central en relatividad

general (Nakahara, 2003, p. 244).
Variedades Riemannianas

Sea .# una variedad diferenciable. Una métrica Riemanniana sobre .# es un tensor de

tipo (0, 2), denotado por ¢, que en cada punto p € .# asigna un producto interno bilineal,
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simétrico y positivo definido:

gy : Tyl X Tyl — R (2.15)

En otras palabras, para cualquier par de vectores U,V € T,,.# se cumple:
gp(U7 V) = gP<V7 U)7 gP<U7 U) >0s1 U 7é 0 — <+7 +7 +7 R +) (216)

De modo que g, generaliza el producto escalar Euclideo a un espacio tangente arbitrario
(Nakahara, 2003, p. 244)

En un sistema de coordenadas locales {x*} sobre una carta (U, ¢), el tensor métrico se
escribe como:

9= gu(z)dz" @ da", (2.17)

Y el elemento de linea asociado es:
ds® = g, () do*dx". (2.18)

El elemento ds? permite medir longitudes de curvas, angulos entre vectores y volime-
nes en la variedad. Ademas, la métrica induce un isomorfismo entre el espacio tangente y el
cotangente:

UeTl,tl — wy(-)=g,(U,-)eT, A, (2.19)
Lo que se interpreta como la operacion de “bajar indices” (Nakahara, 2003, p. 244-245).
Variedades pseudo-Riemannianas

Cuando se consideran signos negativos en la métrica, se obtiene el caso pseudo-Riemanniano
(+,—,—,...,+). Formalmente, un tensor métrico g es pseudo-Riemanniano si sigue siendo un
campo tensorial simétrico de tipo (0, 2), no degenerado (es decir, g,(U, V') = 0 para todo U im-
plica V' = 0), pero ya no se exige que g,(U, U) sea siempre positivo. En una base adecuada, la
matriz (g, ) puede diagonalizarse con entradas 1 (Nakahara, 2003, p. 246).

Asi, una variedad pseudo-Riemanniana es un par (.#, g), donde .# es una variedad dife-
renciable y g es un tensor métrico no degenerado de signatura arbitraria. El caso Riemanniano se
recupera cuando todos los autovalores (elementos de la diagonal) son positivos (signatura Eu-

clidea), mientras que signaturas mixtas permiten describir estructuras donde ciertas direcciones

10



son “tipo tiempo” y otras “tipo espacio”, lo cual sera esencial al hablar de espacio-tiempo rela-

tivista (Nakahara, 2003, p. 246).
Variedades Lorentzianas y espacio-tiempo

Un caso particular de métrica pseudo-Riemanniana es la métrica de Lorentz. Se llama asi
a un tensor métrico cuya matriz puede llevarse, en una base apropiada, a una forma diagonal

con exactamente un autovalor de signo distinto a los demas:
n = diag(—1,+1,+1,+1) (2.20)

Lo que corresponde al indice (1, 3) en relatividad, con convencion de signatura (—, +, +, +),
y proporciona la estructura geométrica necesaria para definir causalidad. Cuando una variedad
diferenciable .# esta dotada de una métrica de Lorentz g, el par (.#, g) se denomina variedad
Lorentziana (Nakahara, 2003, p. 246). Esta métrica Lorenztiana no solo mide distancias, sino
que separa direcciones temporales, espaciales y luminicas. En este contexto se puede clasificar

cada vector tangente U € T),.# segun el signo de su norma:

g(U,U) >0 = U esespacial (spacelike), (2.21)
g(U,U)=0 = U esnulo o luminico (null), (2.22)
g(U,U) <0 = U estemporal (timelike). (2.23)

Esta distincion es precisamente la que permite introducir conos de luz, lo cual lleva a la nocion
de causalidad (Nakahara, 2003, p. 246).

En relatividad general, el espacio-tiempo se describe como una variedad Lorentziana de
dimensién cuatro (.#, g). La métrica g juega el papel de campo gravitacional: determina la
medida de intervalos espacio-temporales y entra en las ecuaciones de Einstein como variable
dinamica.

Ademas, en el caso particular del espacio de Minkowski, se tiene:
G = N = diag(—1,+1,4+1,+1)

Esta estructura resume la idea de que el espacio-tiempo es una variedad diferenciable con

métrica Lorentziana, sobre la cual se formulan tanto la dinamica de las particulas (a partir de
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geodésicas en el espacio-tiempo) como la propia dindmica geométrica de g,,,, en las ecuaciones
de campo de Einstein (Nakahara, 2003, p. 297).
En el formalismo teleparalelo se utilizan bases ortonormales {e, }, definidas a partir del

tensor métrico. El producto interior entre estas bases se fija como:

eq - € = g(€a, €r) = Nap (2.24)

Donde 7,, = diag(1, —1,—1, —1) corresponde a la métrica de Minkowski. La base dual

e® satisface la siguiente relacion:
e =n"glec,) (2.25)
Lo cual garantiza la condicion de ortonormalidad para las bases anholonomas:
e“(ep) = n* glec, en) = 0" Ny = 0 (2.26)
2.1.10 Tensores

Los tensores generalizan los vectores y las 1-formas. Se definen como aplicaciones mul-

tilineales T), : I M X -+ X TS M X Tyl x -+ X Ty M — R que reciben un conjunto r

' v

T Veces S veces

de 1-formas y s vectores para retornar un escalar. Su expresion en bases coordenadas y bases

no coordenadas es (Monsalve, 2018, p. 146):

T=TM", 0, @ @0, @d" @ ®dz" (2.27)

T =T b4 ®..0€, e @ ... e (2.28)

De esta manera, los tensores se denotan como (r, ). Un tensor de tipo (1, 0) corresponde

a un vector, y uno de tipo (0, 1), a una 1-forma.

2.1.11 P-formas

Una p-forma es un tensor totalmente antisimétrico de tipo (0, p). Sea una p-forma de orden
superior w, se expresa mediante el producto Wedge (se define en 2.1.12) de la forma (Corral,

2015, p. 16):

1
v Hwﬂluzus...up dz*t A dx™ ANdx? A - A datr (2.29)
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En bases anholonomas, la p-forma se expresa con el producto tensorial como (Monsalve,

2018, p. 148):

1
W = Wgp,....c| e’ ® b R ... R €°, Wiap,....d = 17 Z(_l)‘a‘wa(,(l) a0 (2) ... as (p) (2.30)

Mediante el Producto Wedge:

1
w = Hwal...ap e NER N Ne, et = ez dz". (2.31)

Dado que el objeto es totalmente antisimétrico, solo admite indices distintos. Por tanto,
no existen p-formas con p > n, siendo n la dimensién de la variedad. Por otro lado, sip < n
habran (2 ) = —%.— componentes independientes.
p (n—p)!p!

2.1.12 Producto Wedge

El producto wedge es una operacion exterior entre formas diferenciales (p-forma) que
produce nuevas formas de orden superior, preservando la antisimetria. Para formas diferenciales

dz*, se define como (Corral, 2015, p. 16):

dz" A - A datr = Z (=D)loldze) @ ... @ dx k) (2.32)

o permutaciones

Por ejemplo:

dat N dr¥ =dz" @ dx¥ — dz¥ @ dxt
dz* A dz’ A dx? =da* @ de¥ @ da — da* @ do’ @ di¥ — do¥ @ dat @ da

+ dz’ @ d2* @ dat + da? @ dat @ da” — da* ® da¥ @ dat
Para dos 1-formas cualesquiera o y 3, se cumple:
aANB=a®p-F®« (2.33)
La anterior expresion implica que el producto wedge es antisimétrico, es decir:
aANf=—-FN«a (2.34)
Ademas, el producto wedge entre dos 1-formas idénticas es nulo:

aha=0 (2.35)
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Para una p-forma w y una g-forma v, se tiene:
wAv=(—1)PvAw (2.36)

Y en particular:

VAU = (—1)‘121) AV (2.37)
Por tanto, el producto wedge de dos g-formas idénticas es nulo si ¢ es impar.
2.1.13 Derivada de Lie y derivada covariante

La derivada de Lie de un campo vectorial V' respecto a otro U se define como (Monsalve,

2018, p. 150):
0
ox?

LyV = (U9, V" — V*o,U") (2.38)

Este operador no es puramente direccional, pues considera la interaccion entre U y V. Si
fuera direccional esperariamos que el resultado sea proporcional a U y a la tasa de cambio de
V en esa direccion, pero el segundo término V#0,U" indica que se estd tomando otras contri-
buciones de otras direcciones. Por tanto, la derivada de Lie mide como un campo vectorial (o
tensorial) acta sobre otro a lo largo de sus trayectorias.

En cambio, la derivada covariante si es direccional (se define en 2.2.1). Se satisface:
ViV =fVyV (2.39)
En una base no coordenada, se expresa como:
ViV =U,(VPe, + UVPV,, e (2.40)
El término V. e, serd explorado en la siguiente seccion.

2.1.14 Derivada exterior

La derivada exterior d es un operador lineal que mapea una p-forma en una (p+ 1)-forma.
Para una cero-forma f, se define la derivada exterior en base coordenada como (Monsalve,

2018, p. 149):

df = ggydﬁ (2.41)
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En cambio, para una p-forma w:

1
dw = d(—'wm_._ur ANdzFt A LA da:“"‘) (2.42)
r
10 )
d’l,U = _'wwﬂlmﬂr de A dx“l VANAN d:r“r (243)
r!

Ademas, sea una r-forma « y una g-forma /3, se satisface una regla de producto (andloga

a la de Leibniz) para el producto wedge:
dlaNp)=daNp+ (—1)Pandp (2.44)
2.1.15 Dual de Hodge

Por medio del tensor métrico podemos definir la operacion de Hodge *, que asocia p-
formas con (D — p)-formas, donde D es la dimension donde reside la p-forma. Sea o una
p-forma (Corral, 2015, p. 23):

1
v H Wiy po,u3,ebip dz*t A dx™ ANdxt A - A datr (245)

Entonces su respectiva (D — p)-forma, denotada por xw, sera:

dz"?*t N - N dzP (2.46)

Vp+1---VD

El operador dual de Hodge solo afecta las bases. Sea la dimension D para una r-forma,

el operador afecta a las bases coordenadas y no coordenadas de la siguiente manera:

*(dz" A dx2 A A datr) = —Y cmpzen

D =) V1w TN N daP (2.47)

KA N o N ETT) = M2y e A A b (2.48)

2.1.16 Elemento de Volumen

Para definir el elemento de volumen se inicia tomando la determinante en la siguiente

ecuacion del tensor métrico (Corral, 2015, p. 23):

G = €, e Nap (2.49)
Para ello, definimos las siguientes determinantes:

det(g,,) =g, det (62) =e
det(et) = e, det(ng) = —1

(2.50)
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Se obtiene:

det(g,) = det(e“u e, nab) = g=—€> = e=+/—¢ (2.51)

El anterior resultado conecta la formulacion en tetradas o vielbeins con la puramente mé-

trica de la relatividad general. El elemento de volumen se define como:
dQp =/ —gdzt Nd® A - ANdPx =edst Ndz? A - NdPx (2.52)

Si aplicamos el operador dual de Hodge a la unidad, obtenemos el siguiente resultado!:

V=9

#(1) = Y57 G A N N A dat? 2.53)

=—gdx' Ndx* A--- ANdaP = dQp (2.54)

Por tanto, el elemento de volumen es el dual de Hodge de la unidad. Ademas, si usamos

las siguientes propiedades en la Ec. (2.53):

— oLt ... 0D
€.pp =€ € €47 €ay.ap (2.55)
H1---BD H1 .. oD Q1...0D
€ =eel -ehle (2.56)

Se obtienen las siguientes equivalencias del elemento de volumen:

dp =YL, o da" Adat A Ada? = edat Ada? A AdaD (2.57)

D!
1
=D €arag..ap € NEP N Ne'P = el N2 A NEP (2.58)
=/—gdPz =ed’x (2.59)
Entonces,
1
edPx = eEMNEPN NP (2.60)

D‘ €aias...ap

Si aplicamos €*-%P en ambos lados, se obtiene?:

eM A NeP = — ¢ o Py (2.61)

.y 1 m
'Recordemos la expresion: €., u,.. i, = m!é,[“ e 5/111

2Si reemplazamos la Ec. (2.61) en la Ec. (2.60) y usamos e#1--Fp¥1-Va €pripor..oqg = — D! 5?1 L..6%

aq)’
efectivamente se obtiene edPz.
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2.1.17 Simbolo y Tensor de Levi-Civita

El simbolo de Levi-Civita que usaremos en este texto seguird la siguiente renormalizacion
(Corral, 2015, p. 22):
+1 permutaciones pares,
€urpo..pm = § —1 permutaciones impares, (2.62)

0 se repiten indices.

—1 permutaciones pares,

ezt = & 11 permutaciones impares, (2.63)

0 se repiten indices.
— __H1H2.
Donde €, 5.1, = —€ "
Este simbolo es util a la hora de definir las determinantes de matrices. Sea una matriz

m ® m de la siguiente forma:

My M, M,
ME M3 M,
M = (2.64)
Myt Myt My
El determinante de dicha matriz se halla con la siguiente expresion:
det(M) = €y g M ME? .. ME™ (2.65)
Mediante el simbolo de Levi-civita se define el tensor de Levi-Civita e:
Eptopim — V79 €y vy, (266)
1
6#1---,Ufm — EVl---Vm (2.67)
V=9

La regla de transformacion (en 2 dimensiones) del tensor de Levi-Civita, entre las cartas

(z#, y*), es de la forma’:
0x* O

Eox = a—yga—y)ﬁa,@ (2.68)

3Cuidado, el tensor métrico puede bajar o subir indices al tensor de Levi-Civita ¢, no actiia sobre el simbolo
de Levi-Civita e.
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Para transformar el simbolo de Levi-Civita, de una base coordenada a una base no coor-

denada, se usa la siguiente identidad:

1
_ o al ap
€ureip = €y - Cpp Carap (2.69)
et = eell! . elb P (2.70)

Para el caso de 2 dimensiones, se definen los simbolos de Levi-Civita en funcion de deltas

de Kroneckers como:

€1y = €0 (5555

=0,0,— 0.0, (2.71)

El resultado de la Ec. (2.71) es la determinante de una matriz 2 ® 2, conformadas por

deltas de Kronecker en sus componentes. La notacién que seguiremos sera la siguiente:

_ s1 52 2 ¢1 _ <12
€ = 0L 82 — 6261 = 612

= 216,07 = 21605 (2.72)

Donde 4,67 = 5 (0,0, — 079,).

Sin embargo, se comportan como dos deltas de Kronecker independientes al aplicar sobre
tensores antisimétricos (debido a la antisimetria de los indices inferiores): 5[1u5§] = 6; 62. Por
ejemplo, si aplicamos 5[1# 551 a un tensor A", proyectara su parte antisimétrica. Se opera de la
siguiente forma:

S0 AP = (0407 — 97L) A

1 v v
= _(6]02 A — 62 51 A™)

N — N

(A" — A% (2.73)

Si el tensor es antisimétrico se obtiene A'2, en cambio si es simétrico se anula.

Generalizando:
€t = MOy O (2.74)
1 m
=mldl ...om (2.75)
1..m
=g§lm (2.76)



En cambio, para los simbolos de Levi-Civita con indices arriba, la notacion sigue:

et — —ml§f, o (2.77)
— 1 m
=—mléf ...on (2.78)
== (2.79)

En el caso general, se cumple la siguiente expresion:
et Ya e ooy = — P! 5?1 . (55‘;} (2.80)
En particular p = ¢ = m:
hitmii=tm g vt = —1 (2.81)

2.1.18 Integracion en Formas Diferenciales

En un espacio D-dimensional, la integracion de formas diferenciales se fundamenta en la
nocion de elemento de volumen previamente introducida. Una D-forma puede escribirse como
combinacion lineal del producto exterior de D diferenciales, lo cual permite realizar integrales
en todo el espacio-tiempo. En particular, el elemento de volumen df2, garantiza que la integra-
cion sea coherente con la orientacion y la métrica de la variedad (Corral, 2015, p. 22).

De manera geométrica una p-forma, con p < D, no contiene suficiente informacion para
abarcar todas las dimensiones del espacio; mientras que, para p > D el producto wedge se
anula por antisimetria. Por ello, inicamente las D-formas son integrables en todo el espacio

D-dimensional:
* En 1 dimensién: una 1-forma como dx mide la longitud de un intervalo.
* En 2 dimensiones: una 2-forma como dx A dy representa un area.
* En 3 dimensiones: una 3-forma como dx A dy A dz corresponde a un volumen.

Con esta base, es natural definir acciones a partir de densidades de Lagrange que sean

D-formas. Si w es una D-forma sobre la variedad .#, la integral queda expresada como:

1
I = / w= ﬁ/ Wpyoopp AT AN dXHP = / wo1. p_1 dxldzt .. daP. (2.82)

19



2.2 Geometria en variedades

2.2.1 Conexion

La conexién V permite definir derivadas covariantes entre campos tensoriales o vecto-
riales y se especifica por sus componentes I'¢,. Las componentes de la conexion nos permitiran
definir las conexiones de Levi-Civita, Weitzenbock y Coincident Gauge para teorias equiva-
lentes a la relatividad general o en gravedad modificada. En base no coordenada, se establece
(Monsalve, 2018, p. 8):

Vaeer =1, ec (2.83)

Los coeficientes o componentes definen la variacion de una base e, respecto a otra base
ep. Dada esta definicidn, la conexidon de un campo vectorial U a lo largo de otro campo V' se

exXpresa como:

VU =Ue, V4T, Ve, (2.84)

=UV,VCe, (2.85)

La derivada covariante del campo vectorial V' se define como el tensor VV' con com-
ponentes: V,V°¢ = e, V¢ +T'¢, V. Este tensor no depende de ninglin otro campo vectorial, es
independiente de la direccion a la cual se deriva.

Para transformar la conexion entre bases, se utiliza:
Vaer =€V, (e) = eV, (epey) (2.86)

Es importante recalcar que la derivada covariante si puede actuar sobre bases no-coordenadas
pero no es de utilidad (habran aplicaciones de la forma e, (A)); en cambio, si nos trasladamos a
indices coordenados (e,(A) = e/0,,(A)) obtenemos las derivadas parciales conocidas. La ecua-
cion que relaciona las componentes de la conexion en base coordenada y base no coordenada

se obtiene de la siguiente forma:

C C
I'tyee = Veey = I'gpec = el Ve
c v ) v A TV
[oper e, =eh (Ouey +¢, 1) e

I, = el el (Ouep + e I)) (2.87)
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La anterior ecuacion muestra que los coeficientes de la conexidén no transforman como

tensores. Ademas, la conexion actia sobre la base dual ¢ como:
Ve = Vet = T, et (2.88)

Como adicional, en una teoria general bajo la no compatibilidad: Vg, # 0, es posible
descomponer los coeficientes de la conexion entre: los coefieficientes de la conexion en Rela-
tividad General (simbolos de Christoftel), el tensor contorsion (Teoria Teleparalela) y el tensor

disformacion (Teoria No Metricidad):
I, =00, + KN+ L (2.89)

En el siguiente capitulo (3.1.1) se deriva la descomposicion y la definicién en componen-
tes de los ultimos dos tensores (K*,,, L*,,) que se interpretan como la parte no riemaniana de

la conexion.

2.2.2 Ecuaciones de las geodésicas

Junto a la definicion de derivada covariante, se introduce las curvas autoparalelas. Se tiene
una curva con vector tangente V/, se dice que es autoparalela si cumple la siguiente relacion
(Monsalve, 2018, p. 9):

VyV = fV (2.90)

En relatividad general, las curvas geodésicas se caracterizan por la condicion de que la
derivada covariante de su vector tangente es proporcional al propio vector tangente. Si esta
proporcionalidad es nula (derivada covariante nula), el pardmetro utilizado es afin, lo que sim-

plifica la descripcion de la geodésica. Para ilustrarlo, sea una curva C(t) en el espacio-tiempo,

dax#

Tl Se tienen los

parametrizada por ¢, cuyo vector tangente (o velocidad) se define como: V' =

siguientes transportes:

1. El vector Y es transportado a lo largo de la curva C'(¢):

VoY = (4 e v,

2. El vector y es transportado paralelamente a lo largo de la curva C(t):

VY =0— 92 417 42yv —

dt py o dt
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3. Elvector tangente V' es transportado paralelamente a lo largo de la curva C'(t) = Curva Geodésica:

— d2a” podat dat
VVV—O—> de2 +Fy>\ dt  dt —O

2.2.3 Torsion

La Torsion 7" es un tensor de tipo (1, 2) que actia sobre dos vectores U y V' definidos en

el espacio .7%,.# , definido como:
TUV)=VyV =VyU - [U,V] (2.91)

Donde [U, V] es la derivada de Lie entre dichos vectores. La torsion es un objeto antisi-
métrico bajo el cambio U <> V' y mide la no conmutatividad del transporte paralelo (Monsalve,
2018, p. 9). En una geometria sin torsion, los transportes paralelos infinitesimales del vector U
(que se encuentra inicialmente en el punto P) a lo largo de V' y del vector V' (inicialmente en

P) alo largo de U forman un paralelogramo, como se muestra a continuacion:

En presencia de torsion, este cierre se rompe, proporcionando una diferencia entre los

vectores finales:

Si ademads incluimos curvatura (un objeto tensorial que definiremos después) los vectores
transportados paralelamente no terminan siendo paralelos a sus respectivos vectores iniciales
(las figuras son referenciadas de (Monsalve, 2018, p. 10)). Es decir, si transportamos paralela-

mente el vector Up a lo largo de V', entonces obtenemos el vector Uy, que no es paralelo a Up.
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Existe una diferencia entre U y U 1!2 debido a la curvatura. De la misma forma ocurriré para el

vector Vp. Este efecto muestra la siguiente geometria:

Mediante este analisis geométrico se obtiene la definicion del tensor de Torsion 7" a partir
del paralelogramo A — B — F' — E. Al aplicar la definicion de la torsion (2.91) sobre las bases

coordenadas (J,,, d,), se obtiene:
T(0y,0,) = V,0, — V5,0, — [0y, 0] (2.92)
Y usando las propiedades:
[0,,0,) =0, V,0,=T,,0r, Vo, 0, =150, (2.93)
Obtenemos:
T(0y,0,) = (T, —T5,) O (2.94)
Es decir, las componentes de la torsion son la parte antisimétrica de la conexion:
T, = (T, —T5,) =217, (2.95)

Por otro lado, en una base no coordenada o anholonémica, partiendo de e, = €/ 0, se

obtiene:

T(eay 6()) = veaeb - Vebea - [ea’ eb]
=Tg,ea — Ty e — (ehduey — epdyel) O,

=T eq—T% eq — Co%eq (2.96)
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Se definen los Coeficientes de Estructura como el conmutador no nulo de la base no
coordenada:

lea, 5] = Cuyeq,  Couy = el et D,ey — el O,e] (2.97)

Ademas, usando la identidad: el - e} = 05 — 0, (el)ey = —eld,(e}), la expresion de los

coeficientes de estructura se reduce como:
d
C.% = —eley [(%ei — 8,,62] (2.98)

Las componentes 7, del tensor de torsion se calculan evaluando la 1-forma e en el

objeto T'(e,, €3), lo que se denota mediante la siguiente aplicacion:
TCw =1 gleq, T(eq, e3)) = €[T(eq, )] (2.99)

De esta manera, las bases vectoriales e. no aparecen explicitamente en las componentes.

Para realizar estos calculos, es esencial recordar las siguientes relaciones:
e“(eq) =05, €“(0,) =e, (2.100)
Por tanto, las componentes 7, son:
T =1 gleq, T(eq, €p)) = T — T, — e (e ouep — el d,en) (2.101)
Finalmente, se puede reescribir la torsion como:

__ e » a b v c nov c c c a b
T=Tpe.@e"@e = (ebeydue;, —eyerOpe, +10, — T )e.®e*®e
b
= (eley Oue;, + 1) e.®e Ne

=e.® (de + T e A e’) (2.102)

Se define T¢ = de +T¢, e® A e’ como la 2-forma torsion, donde d es el operador derivada

exterior. Ademas, se cumple:
c 4 a b 1 c a b
T=Tpé. Qe ®e:§Tabec®e Ne (2.103)
De esta manera obtenemos:
c 1 c a b c c c _a b
T EiTabe Ne?, T =de“+Te"Ne (2.104)
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El indice libre ¢ indica que 7 es una familia de 2-formas, una para cada valor de c. Asi,

la torsion puede interpretarse como una coleccion n, de 2-formas, donde n es la dimension de
la variedad. En esta expresion, identificamos un objeto geométrico fundamental: La Conexién
(2.105)

C — ng ea

de Espin. Definimos las componentes de esta conexion como las siguientes 1-formas:
W

(2.106)

Por lo tanto, la torsion queda expresada como:
T¢ = de® + w A e’

Esta expresion se conoce como la primera ecuacion de Cartan.

Contorsion
Sea el tensor contorsion, una forma bilineal, que actiia sobre dos vectores en el espacio
(2.107)

Fp# definido por:
L]
K(X,)Y)=VxY - VyY
Esta definicion expresa la contorsion como la diferencia entre la conexion general V' y la
L]
conexion de Levi-Civita V. La conexion de Levi-Civita se definird posteriormente; por ahora
basta con mencionar que es la conexion libre de torsion que conecta la teoria general de Einstein-

Cartan con la relatividad general. Si introducimos la Ec. (2.107) en la torsion (2.91), se obtiene:

T(X,Y) = (%XY ~ Uy X - [X, Y]) YK(X,Y) — K(Y,X)

=0
= K(X,)Y)- K, X) (2.108)
Donde la torsion, bajo la conexion de Levi-Civita, es nula.
En una base coordenada las componentes de la torsion, en funcion de la contorsion, vienen
dadas por:
1°%,=K, —-K%, (2.109)
Aplicando la diferencia (Vx — Vx) sobre el tensor métrico g (evaluado en dos vectores
Y, Z), se obtiene la siguiente relacion de productos internos que involucra a la contorsion:
9(K(X,Y),Z) = —g(Y,K(X, Z)) (2.110)
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Pasando a componentes, en una base coordenada, la expresion anterior implica la siguiente
antisimetria:

K)\uu = _Kyu)\ (2111)

A partir de la anterior propiedad y la Ec. (2.109), se obtienen las componentes del tensor

contorsion en funcion de la torsidn:

K* (T + T, +T,%,) (2.112)

DN —

w =
2.2.4 Curvatura

La curvatura de una variedad diferenciable se define como el conmutador de dos derivadas
covariantes actuando sobre un vector, corrigiendo la no conmutatividad de la base (Monsalve,
2018, p. 11):

R(A,B,C) = [V4,Vp]C =V 5C (2.113)

Este operador cumple con la propiedad de antisimetria:
R(A,B,C)=—R(A,B,C) (2.114)

Geométricamente, la curvatura mide la variaciéon de un vector bajo transporte paralelo.
En un espacio curvo, al transportar un vector a lo largo de trayectorias cerradas, se observa una
diferencia entre el vector inicial y el transportado. Esta diferencia refleja la no conmutatividad
de las derivadas covariantes de dos campos vectoriales base (Monsalve, 2018, p. 12).

Si evaluamos la definicion (2.113) en una base coordenada, se obtienen las componentes

del tensor de curvatura general:

R° N = re

viu FZ/\,V + FSAFZOC - F,toj)\rga (2115)

De manera equivalente, puede escribirse como:
R\ =T% S W <. e (2.116)

v, Avtap Tt Apt av

En una base no coordenada e, la curvatura se obtiene como:

R(€a7 €p, 6C) = [VC“ vb] €c — v[eaveb] €c

= V,.(I{e;) — Vi(I'.e,) — C Ve (2.117)
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Luego, las componentes se determinan mediante la siguiente aplicacion:

Rdcab = ndn g(ena R(@a, €p, ec)) = ed[R<eaa €p, 60)]
= e, [If] — e [T8,] + T9.Te, —T9.If — Co4T, (2.118)

be™ ag

Se define la 2-forma curvatura como:
a 1 d a b
szﬁRcabe Ae (2.119)
Y, utilizando la expresion (2.118), se obtiene:

R =T¢ de? + T4 Te e ne’ + el (0,18, e A e) (2.120)

cb * ga

Para simplificar esta expresion, calculamos la derivada exterior de una base no coordenada

de? = d(ef dx”) = O e da N dx” = et ey ,e% e A e’ (2.121)
De esta manera, se obtienen las componentes de la 2-forma curvatura R, como:
d b d b
R% = d(T%e") 4 (g, e*) A (I%,€")
R = dw®y + w®. A wS (2.122)
Donde wy son las 1-formas de la conexion espin. La Ec. (2.122) se conoce como la se-
gunda ecuacion de Cartan y muestra que la curvatura se expresa naturalmente en términos de
la conexion y su derivada exterior.
Podemos obtener la curvatura 2-forma mediante la derivada exterior covariante*. Esta se

define como:

D =d+ wA (2.123)

Aplicada a un vector con componentes ¢, se tiene:

D¢ = do® +w ¢°,  w A ¢° = w ¢ (2.124)

4Usamos la derivada exterior covariante D porque d no es covariante bajo cambios locales de marco. Bajo la
derivada D se cumple: Dv — A(Dwv).
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Al aplicar nuevamente D, se obtiene:

D" = D[dg" + w'y']
— d[d¢a + wab¢b] 4 wab [d¢a + wac ¢c]

= [dw"y + w’ A w] ¢’ (2.125)

El término entre corchetes corresponde precisamente a la 2-forma de curvatura R%;. Esto
refuerza la interpretacion de que la curvatura surge como la obstruccion (o medicioén de cuanto
evita) a la nilpotencia (D? # 0) de la derivada exterior covariante. Caso contrario a la derivada
exterior ordinaria, que si es nilpotente d? = 0.

Finalmente, aplicando la derivada exterior covariante a la 2-forma curvatura, se obtiene

la identidad de Bianchi (Monsalve, 2018, p. 13):
DR", = dR", + w. N R, — w5 AN R, = (2.126)

La identidad de Bianchi muestra como la estructura de la curvatura esté restringida por
la conexion y su consistencia geométrica (como una ley de conservacion geométrica). En rela-
tividad general, donde la Torsion es nula, esta identidad lleva a la conservacion del tensor de
Einstein G .

De la misma forma, el tensor de torsion 7 cumple:
DT =dT* +w*. NT® (2.127)
2.2.5 Conexiones métricas

Una conexion se dice métrica (o métricamente compatible) si preserva la condicion (Mon-

salve, 2018, p. 14):

Vugy)\ = Qul/)\ = 0. (2128)

Bajo (2.128), la derivada covariante del producto escalar cumple la regla de Leibniz:
Viulgina VW) = ga (V. V)W + g,a VY (VW)

Mientras que si (,.,» 7 0, aparece un término adicional (Vﬂgl,)\)V”W’\.
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En una base ortonormal {e,} con gu;, = 7ap, la condicion (2.128) equivale a:
0= Vc Nab = _wdac Ndb — wdbc Nad <= Wabe T Whac = Oa (2129)

O, de forma compacta:

Wap = — Wha- (2130)

De esta manera, la ansitimetria de la conexion espin indica una conexion métrica, en una

base ortonormal’.

2.2.6 Conexion Levi-Civita

Si a la condicion de metricidad (Ec. 2.130), le afadimos el requerimiento de torsion nula,
es decir:

T =de*+w'. Nec =0 (2.131)

La conexion espin queda completamente determinada. En este caso, se obtiene la conexion

de Levi-Civita, dada en base no coordenada como (Monsalve, 2018, p. 15):

[(dea)bc + (deb)ca - (dec)ab} (2132)

(wab>c =

N —

[ ]
En una base coordenada, se obtienen los simbolos de Christoffel I'), = I}, en funcién

pv

del tensor métrico:

o 1
T = 59" (Ouup + 0uup = Opgjw) (2.133)

En relatividad general, las geodésicas se definen como curvas autoparalelas respecto a la

conexion de Levi-Civita. Si U es el vector tangente a la curva, la condicion es:

dU . .
- _ N = 2.134
m 0— U'V,U 0 (2.134)

Lo que conduce a la ecuacion diferencial de las geodésicas:

A2t dz
NG
dr2 Tl dr

>En una teorfa con no-metricidad V,,g,,» # 0, la conexion fijada sera no métrica.

dxT=0 (2.135)
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2.2.7 Teorias de Gravedad Modificada

Con el propoésito de resumir y organizar los objetos geométricos introducidos anterior-
mente, partimos de la idea de caracterizar una variedad mediante un conjunto de vectores e, y
1-formas e en el espacio tangente local. Sin embargo, estos objetos, junto con los operadores
de la derivada de Lie y la derivada exterior, no son suficientes para describir completamente la
geometria de una variedad arbitraria. Para alcanzar esta descripcion general, es necesario intro-
ducir el operador conexidn, a partir del cual se definen dos objetos fundamentales: la 1-forma
de torsion y la 2-forma de curvatura (Monsalve, 2018, p. 16). Asimismo, la conexion espin,
introducida en la Ec. (2.105), indica cémo varian los vectores base respecto de si mismos. De

este modo:

* El tensor de torsion queda determinado en funcion de la conexion espin, las bases y su

derivada exterior.
* El tensor de curvatura se expresa en términos de la conexion espin y su derivada exterior.

Por lo tanto, torsién y curvatura son propiedades de la conexion, y caracterizan el mo-
vimiento de los objetos de una variedad, salvo que se incorporen nuevos grados de libertad
asociados a la condicion de metricidad. La condicion de metricidad se expresa a traves del ten-
sor:

Q,uzz)\ = V,ugz/)\

Cuando @,,» = 0, la conexidn se dice que es métrica-compatible, lo que implica que
la conexidn espin es antisimétrica. El espacio-tiempo resultante recibe el nombre de espacio-
tiempo de Riemann-Cartan (Monsalve, 2018, p. 17). Si, ademas de la condicion de metricidad,
se anula la torsion bajo una determinada conexion, la conexioén queda determinada por el tensor
métrico. Esto conduce a la conexion de Levi-Civita, cuyas componentes estan dadas por los
simbolos de Christoffel (2.133). El espacio-tiempo resultante se denomina espacio-tiempo de
Riemann, el cual constituye la estructura geométrica fundamental de la teoria de la relatividad
general. En cambio, bajo la conexion de Weitzenbdck se anula a la curvatura, pero se permite
la existencia de torsion. La métrica y la conexion quedan determinadas por las bases no coorde-

nadas ortonormales e,, relacionadas con las bases coordenadas 0, a través de los vielbeins e
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En este caso el espacio-tiempo se denomina espacio-tiempo de Weitzenbdck (Monsalve, 2018,
p. 17). Este es el escenario en el cual se formula la gravedad teleparalela, una teoria alternativa
a la relatividad general. Finalmente, si tanto la torsion como la curvatura se anulan bajo una
determinada conexidn, se obtiene un espacio plano y métrico-compatible: el espacio-tiempo
de Minkowski. Este constituye el caso mas simple y sirve de punto de partida para las teorias
relativistas en ausencia de gravedad.

En el presente trabajo de tesis, nos centraremos en una teoria gravitacional basada en la
no-metricidad, donde tanto la torsidon como la curvatura se anulan en una conexién no métrico-
compatible: (),,» # 0. Exploraremos el marco tedrico adecuado para obtener esta teoria a
partir de la formulacion general de gravedad que incluye los componentes de curvatura (R),
torsion (1') y no-metricidad (()). En el siguiente capitulo se introducird la Triada R, T, (), cu-
yas definiciones y relaciones nos permitiran derivar una teoria gravitacional bajo una conexion
establecida. En el Apéndice (B.1) se muestran los conceptos fundamentales de la teoria telepa-
ralela y en el Apéndice (B.2) se analizan las distintas conexiones geométricas que nos llevan a

un determinado marco teodrico.
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Capitulo 3

Conexiones y geometrias de la gravedad:
curvatura, torsion y no-metricidad

En este capitulo exploraremos la teoria general conformada por la triada de tensores:
curvatura, torsion y no metricidad. Se mostrara como los diferentes objetos pueden ser separados
en términos asociados a cada tensor geométrico (R, T, ()). Luego, definiremos la accion en una
teoria de no-metricidad y mediante el método minisuperspace se determinaran las ecuaciones

de Friedmann con una breve discusion del resultado.

3.1 Marco general

En el capitulo 2 se definieron los tensores curvatura y torsion, ahora introduciremos al
tensor no-metricidad ()5, = Vg y explicaremos los efectos geométricos de cada objeto
tensorial. En primer lugar, la curvatura es la rotacion resultante que adquiere un vector al ser
transportado paralelamente alrededor de una curva cerrada; esto es lo que describe la “Relativi-
dad General” (GR). La torsion es la no clausura del paralelogramo que se forma al transportar
paralelamente un vector a lo largo de otro (y viceversa); caracteriza al “Equivalente Telepa-
ralelo de la Relatividad General” (TEGR). Mientras que la no metricidad es la variacion de
la longitud (y del 4ngulo) de un vector durante su transporte paralelo'; es el rasgo distintivo
del “Equivalente Teleparalelo Simétrico de la Relatividad General” (STGR). Estos efectos se

aprecian geométricamente en la siguiente imagen?:

'En la seccion (3.3) se detalla matematicamente este efecto mediante el transporte paralelo.
2Las imagenes son propias, pero tomadas como referencia de (Beltran Jiménez, Heisenberg y Koivisto, 2019)
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(a) Curvatura (b) Torsion (c) No-metricidad

Figura 3.1: Triada geométrica: curvatura, torsion y no-metricidad.

En una geometria con curvatura, torsion y no-metricidad, los tres efectos se combinan y
actiian simultdneamente en el transporte paralelo de un vector. Sin embargo, cada teoria gra-
vitacional por separado describe la gravedad: la curvatura mediante el escalar de Ricci }:E en
relatividad general, la torsion mediante el escalar de torsion 7' y la no metricidad mediante el
escalar de no-metricidad (). Son teorias equivalentes a nivel de fondo y en teoria de perturba-
ciones con acoplo minimo (Beltran Jiménez, Heisenberg y Koivisto, 2019). Por otro lado, es
importante comprender el rol de la conexion (V) respecto a los tensores de curvatura, torsion y
no-metricidad. La conexion es la estructura que define la derivada covariante y el transporte pa-
ralelo entre puntos cercanos del espacio-tiempo. Esta ligada a las geodésicas porque sus curvas
autoparalelas son las curvas cuya tangente se mantiene paralela; en general es independiente de
la métrica®. La curvatura, torsion y no-metricidad son propiedades de la conexién debido a que

los tres tensores, en su forma de componentes, dependen de las componentes de la conexion.

Raﬁl‘“’ - a‘“FSB B ayrzﬁ + on Z,B - l(fa ZB (31)
T, =T% —T°% (3.2)
Qa/u/ = Vag/u/ = aozguu - gﬁurgﬂ - guﬁrgy (33)

Fijar la conexion nos permite fijar la teoria gravitacional. En el Apéndice (B) se muestra

a detalle como podemos movernos entre teorias fijando la conexion.

3.1.1 Separacion de la conexion

Sea el tensor de no metricidad en componente Quuy = Oaguw — I'S, gus — T'5,, g5, La

anterior ecuacion se demostrara en la seccion (3.2). Si permutamos los indices obtenemos las

3Solo bajo la teoria de relatividad general la conexion que la genera (Levi-Civita) si depende de la métrica (bajo
los simbolo de Christoffel).
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siguientes expresiones:

aag;w - ng Gup — au 9py = Qa,uu
aﬂgl/a - Fﬁa 9vp — 1/ 9a = Q,ul/a

al/gau FBM GaB — yagﬁu an,u (34)

Sumando las dos primeras y restando la Gltima ecuacion obtenemos la siguient expresion

Tﬂuu Jap + Tﬁua 9us + Tﬁa,u guvs + aag,uu + 8,ugua - azzga,u 2Fau v = Qaw/ + Q,uzza anu
(3.5)

Introducimos los simbolos de Christoftel FO‘

> €l tensor de contorsion K¢, y el tensor de

disformacion L.

. ]_ y
Fcﬁzu - 595 (aaguu + 8;ng/a - 31/9%) (3.6)
1
Ko = 5T 0 + Tia" ) (3.7)
1
Lﬂa,u = 56260411 - Q(aﬁu) (38)

De esta manera la conexidn se separa en una base coordenada como:
I, =T0 + K0+ L. (3.9)
3.1.2 Separacion del tensor de curvatura

Base Coordenada

Sea la definicion general del tensor de curvatura en base coordenada:

R 5, = + 17,15 e (3.10)

o R ale .
LU AV, AVt po

Luego, con la descomposicion de la conexion (3.9), se obtiene:

Rz, = OA(Ty, + K% + L) — 0u(TS, + K%, + L))
+ (07, + K7 + L7 (TS + K% + L))

- ( KI/ + K% + La/\V)(on + Ka/w + Laua)

*Bajo la simetria del tensor métrico g, = g,
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Expandiendo todos los términos y agrupando se obtiene:

Raw\u = Raw\u + (v/\K>auu - (VMK)Q/\V + (Ka/\prW - KauprM)
+(VaL)®,, = (VL)% + (L83 L — L LO)
+ KUMVLQ)\U - KO’AVLOC[LO' + LUuVKaz\U - LU)\VKQMU (311)

Si fijamos la conexién de Levi-Civita, anulando los tensores contorsion y disformacion,

obtenemos el tensor de Riemann de relatividad general.

Base No Coordenada
Para obtener la descomposicion del tensor de curvatura en una base no coordenada parti-

mos de la segunda ecuacion de Cartan y de la descomposicion: w?, = I'UZ + K% + L%.
R, = dwy + w®. A w®, Rb dw®, + W% A W (3.12)
Reemplazando la descomposicion, se obtiene:
R = d(wy + K + L%) + (08 + K. + L) A (0§ + K% + L) (3.13)
Expandiendo y acomodando los términos convenientemente:

) + w08 A wb} + [d(K“b) T A K+ K% A &;g] + K9 A K,

[ o) + Lo A + 08 /\LC}+Lac/\ch+Lac/\ch+K“c/\LCb
R

v+ DK+ K NK%+ DL+ L* NL°y+ L NK+ K. AN L% (3.14)

Por lo tanto, la conexion se separa en cuatro componentes: una parte puramente métrica,
una parte asociada a la contorsion, otra relacionada con el tensor de disformacion, y un tltimo
término que representa la interaccion entre los tensores Ly K.

R% = R%+ DK%, + K A K¢) + [DL% + L% A L%] + [L% A K¢, — L% A K9] (3.15)
3.1.3 Separacion del tensor de Torsion en base no coordenada
Tenemos la primera ecuacion de Cartan:

T = de®” + w*. N e° (3.16)
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Si consideramos la descomposicion de w®., obtenemos:
T = de® + w'e A e® — T = de® + W' A e + K% A e + L% A ¢ (3.17)
La primera ecuacion de Cartan, bajo la conexion de Levi-Civita, se escribe como:
de® + W A et =0 (3.18)

Por lo tanto,
T = K% A e+ L% A ¢ (3.19)
3.1.4 Separacion del tensor de no-metricidad en base no coordenada

Tenemos la definicion de la no-metricidad en una base anholonomica:

Qab = dgab - 2u}(ab) (320)

Si consideramos la descomposicion de w, obtenemos:

Qab = dgab — Wap — Whq
Qab - dgab - (Qbab + Kab + Lab) - (&)ba + Kab + Lab)

Qab = Qqp — 2K (ar) — 2L(ab) (3.21)

L]
Bajo la conexion de Levi-Civita la no-metricidad es nula (@), = 0), entonces:

Qab = Qup — 2K (ab) — 2L(ap) (3.22)

3.2 Una nueva ecuacion de Cartan para el tensor de no me-
tricidad

Aplicando la conexion sobre la métrica se obtiene:
Vo.9 = Vo, (gu dz" @ dz") = g, dat @ dx” — g, Vo, (dzt) @ dz” — g, dz"' @ Vg, (dx")
= Gy dz" @ dz” — g, Fgﬁdxﬂ ® da” — g Thgdat @ dz”?
= (Oafw — 9810, — 9usT's,,) dat @ dz” (3.23)
Por lo tanto,
Qugw = VoG = Oaguw = 9ov Ty = 95 Ty (3.24)
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Junto a los vielbeins, obtenemos la tercera ecuacion de Cartan:
Qab = dgab — Wap — Wpe = dgab - 2w(ab) (325)
3.3 Teoria de No-Metricidad

El tensor de no-metricidad se define como:

vag/u/ = Qa;w (326)

El efecto de este objeto en la geometria se comprende definiendo un vector V' = V¥ 0,
cuyo modulo |V|* = g, V#V* es transportado paralelamente sobre la curva C, la cual tiene los

vectores tangentes U = U* 0,,. Sea el transporte paralelo del vector V' a lo largo de la curva:

VoV =0 U'V,y,(V*0,) =0 (3.27)
Expandiendo,
U (0,V* + F,(j,,V”) O0n=0 (3.28)
Vau(ve)

Para estudiar como cambia el modulo de un vector V' alo largo de una curva, y comprender
, . . 2
como cambia con respecto a esta, recurrimos a la forma abstracta: g(V, V') = |V|” = ¢, V*V".

Aplicamos en ella la conexion respecto a un vector U para obtener la ecuacion de transporte:

Vulg(V, V)] = (Vug)(V, V) + 29(2327 V)

=0

=U*(Vaguw) VIV

= U*Quap VIV (3.29)

Con este resultado, demostramos que el mddulo del vector a lo largo de la curva se man-
tendra constante, siempre y cuando ()., = 0. Sin embargo, en una teoria donde el tensor
de no-metricidad es distinto de cero, dicho mddulo si cambiara. Por lo tanto, el tensor de no-
metricidad mide como cambia el mdédulo de un vector cuando es transportado paralelamente
sobre una curva C. Otra posible interpretacion se da mediante el cambio del angulo € entre dos

vectores Ay B que son transportados paralelamente sobre la curva C. Dada la notacion g( A, B)
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como el producto interno entre A y B, sabemos de manera coloquial que este producto esta aso-
ciado al angulo entre los vectores. Por lo tanto, se cumple: g(A, B) o cos(#). Si transportamos

este producto interno g(A, B) sobre la curva, con vectores tangentes U, obtenemos:

Vulg(A, B)] = (Vug)(A, B) + g(Vu A, B) + g(A, Vy B)
=U*(Vaguw)A'B”

= U%Quyy A*B” (3.30)

Nuevamente aparece el tensor de no-metricidad, si este fuera nulo significaria que la razon
de cambio del producto interno g( A, B), asociado al angulo entre los vectores, es nulo. Por tanto,
en una teoria donde el tensor de no-metricidad es distinto de cero, el angulo entre dos vectores

que se transportan paralelamente a lo largo de una curva cambiard a lo largo de esta.

3.3.1 Conexion Coincident Gauge

En el marco simétrico teleparalelo se impone una conexion afin plana sin curvatura y
torsion:

R =0, T, =0

De modo que toda la informacion geométrica se codifica en la no—metricidad Qg =
Vo9, Bajo estas dos condiciones, la conexion puede escribirse globalmente como (Beltran

Jiménez, Heisenberg y Koivisto, 2018):

o 0%
L = G Oude 3 (3.31)

Donde £*(z) son funciones suaves que definen un sistema de coordenadas {£*}, distinto
del sistema original {z*}.

A

La conexion coincident gauge es la eleccion de coordenadas £* = 2, como consecuencia:

re, =0 (3.32)

En este gauge la no—metricidad se reduce a: Qo = 049,0, ¥ las dindmicas tipo @, f(Q)
o f(Q, ¢) se formulan directamente en términos del métrico. Bajo esta conexion se definen los

siguientes tensores en una teoria de no-metricidad:
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Qo = Quf';, Q*=Q%" (3.33)

Qa = Q;wz“a Qa = Quau

El “Superpotencial” de la teoria de no-metricidad se define como:

1

POC/“/:_Z

1 1 ~ 1
Q"+ 5Q0%,) + 7(Q = Qg — 763, (3.34)

El escalar de no-metricidad se define como:

1 1 1 1 ~
Q = _Qauupauy = _ZQQ;UJQQMV + éQauVQMOW + ZQaQa - §QQQO¢ (335)

Finalmente, la relacion entre el escalar de no-metricidad con el escalar de Ricci bajo la

conexion coincident gauge es:
R=-Q+ VH(Q“ . Q“) (3.36)
3.4 Equivalencia entre curvatura y no-metricidad

Para observar la equivalencia se utilizan las ecuaciones de Friedmann. Dichas ecuacio-
nes describen la dindmica cosmologica bajo la métrica homogénea e isotropa de Friedmann-
Leméitre—Robertson—Walker (FLRW). Cuando dos teorias, pese a sus diferencias geométricas,
conducen al mismo sistema de ecuaciones, se consideran equivalentes a nivel de fondo>. En
relatividad general, acoplando un fluido de materia perfecto con densidad p y presion p, se
escriben como:

3H?=rK%p, —2H=r>(p+p), K®=8rG (3.37)

Donde H es el parametro de Hubble definido como H = %, la constante x en términos
de la masa de Planck es k = MLL y G es la constante de gravitacion de Newton.
P

Sea la accion en el marco STGR (Symmetric Teleparallel Gravity):

S = /d4x\/—_g [—% + Em] +/d4x8#[\/—_g(6~2“—Q“)] (3.38)

3Véase la derivacion detallada de las ecuaciones de Friedmann en la teoria de Relatividad General en el capitulo
(5), llamado Cosmologia Estandar de Fondo.
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Donde () es el escalar de no-metricidad y £,, la densidad Lagrangiana de materia bario-
nica y la segunda integral es el término de borde que no influye en las ecuaciones dindmicas de
fondo. Para hallar las ecuaciones dinamicas empleamos el método de minisuperspace para un

espacio-tiempo FLRW plano con®:

ds® = —N()*dt* + a(t)?dy; dv'da?, (3.39)

El proceso y resultados se visualizan en el codigo “Teorias R - T - )” de la referencia
(Casimiro, 2025); el codigo determina las ecuaciones dindmicas bajo los tres modelos gravita-
cionales. Acoplando un fluido de materia de fondo, las ecuaciones de Friedmann que se obtienen
son:

3H*=k%p, —2H =r>(p+p) (3.40)

Junto con la ecuacién de conservacion de la materia:
p+ 3H(p+p) = 0, (3.41)

Se verifica que, para este modelo, las ecuaciones de Friedmann coinciden con las del
marco con accion de Einstein—Hilbert, acoplada minimamente a un fluido de materia barionica.
En consecuencia, ambos modelos son indistinguibles a nivel de fondo. Ahora bien, al incorporar
un campo escalar, las caracteristicas observadas de la energia oscura pueden describirse en el
marco de la no-metricidad de forma equivalente (a nivel de fondo) al enfoque de curvatura pura,
cuando se adopta la conexion de Levi-Civita.

Durante afios se han propuesto varias modificaciones del modelo ACDM, el cual utiliza
la accion de Einstein—Hilbert para describir la energia oscura. La adicion de campos escalares,
la incorporacién de invariantes o la modificacion de la propia geometria han sido las propuestas
mas cautivadoras. En esta ultima se encuentran las teorias f(R), que en el marco de Jordan
son equivalentes (mediante una transformacion conforme y una redefiniciéon de campo) a una

accion en el marco de Einstein acoplado minimamente a un campo escalar canénico’. Por otro

®Véase el detalle del método de Minisuperspace en la seccion (5.4)

"Marco de Jordan: la materia esta acoplada minimamente a la métrica guv 'y la gravedad puede escribirse con
acoplo no minimo o como f(R). Marco de Einstein: tras una transformacion conforme §,,,, y una redefinicion
de campo, la parte gravitatoria adopta la forma de Einstein—Hilbert con un escalar candnico, mientras la materia
acopla a g, mediante un factor dependiente del escalar a pesar de no haber acoplamiento anteriormente (Felice
y Tsujikawa, 2010).
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lado, conocemos la equivalencia entre las teorias con curvatura, torsion y no-metricidad. Sin
embargo, las teorias f(R)y f(Q) no son equivalentes, lo cual permite mayor exploracion para
modelar la energia oscura con distintas teorias gravitacionales.

Explorar teorias modificadas basadas en la no-metricidad puede brindar nuevos resulta-
dos que contribuyan a resolver las tensiones cosmoldgicas que actualmente existen en las teorias
estandar R o f(R), asi como otros problemas sefialados en la introduccién. Con esta motiva-
cion, en los capitulos siguientes se desarrollard: una introduccion breve a los fundamentos de
la relatividad general; cosmologia estdndar con tres componentes de materia (incluyendo como
consecuencia el caso particular ACDM), el marco de la quintaesencia, y una teoria f(Q, ¢) que
modifica la geometria, afiade un campo escalar tipo dilaton con interaccion con la materia y aco-
pla minimamente radiacion. El objetivo es modelar la energia oscura alcanzando una evolucién

adecuada y buen ajuste de los parametros mediante los datos observacionales.
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Capitulo 4

Relatividad General

4.1 Curvatura bajo la conexion de Levi-Civita

En esta seccion describimos las cantidades tensoriales que cuantifican la curvatura, indu-
cida por la conexion de Levi-Civita, asociada a una métrica gm,l. Comenzamos definiendo la
conexion de Levi-Civita; con ella introducimos el tensor de Riemann como medida intrinseca
de la curvatura. A continuacion, consideramos sus contracciones: el tensor de Ricci y el escalar

de Ricci. Cerramos con el tensor de Weyl, la parte libre de traza del tensor de Riemann.

Simbolos de Christoffel y conexion de Levi-Civita

Por el teorema fundamental de la geometria pseudo-Riemaniana: la conexion de Levi-

p

[ ] L] [ ]
Civita V es la tnica conexion afin que es métrica compatible V) g,,, = 0y sin torsion N

0 (Nakahara, 2003, p. 261). Sus componentes en una carta coordenada son los simbolos de

Christoftel:

I, = 20" (0u9vo + 0uGuo — OsGun) - 4.1

Es importante recordar que los ffw no son componentes tensoriales sino funciones de la
eleccion de coordenadas: bajo un cambio de coordenadas se transforman de forma afin (Reall,
2017, p. 41). Sin embargo, las combinaciones que definen el tensor de Riemann son tensoriales,
de modo que la curvatura es una propiedad geométrica intrinseca.

Los simbolos de Christoffel aparecen también en las ecuaciones de las geodésicas, ante-

riormente definidas:

d?xP o dxtdx?
[ = 4.2
dr? Wodr dr 0 (4.2)

'En general, las conexiones no dependen de la métrica.
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Por tanto determinan la trayectoria de particulas libres (con el transporte de sus vectores

velocidad) y la definicion de derivada covariante.

Tensor de Riemann

El tensor de Riemann mide el fallo del transporte paralelo cerrado y es la expresion funda-
mental de la curvatura en variedades Riemannianas. Bajo la conexion de Levi-Civita, el unico
efecto que encontramos asociado a la no planitud de la conexion es la rotacion resultante de un
vector al ser transportado paralelamente; el tensor de Riemann surge a partir de estas propieda-
des (Carroll, 1997, p. 73-74). Para la conexion de Levi-Civita (sin torsion y compatible con la
métrica), sus componentes se escriben como:

op

R oy — a},tl—"ly]o' - aVFZJ + FZ)\Fﬁa - Fllj)\r/);a (43)

Este tensor satisface varias simetrias importantes (Carroll, 1997, p. 79):

L] L] L] [ ] o L
Rpauu - _Rapum Rpauu = _Rpm/;m Rpauu = Ruupa (44)
Ademas, sea la primera y segunda identidad de Bianchi, bajo indices coordenados, en una
teoria sin torsion:

Rpo;w + Rp,u,ucr + sz/a,u = 07 VP\RPU]MV =0 (45)

Al contraer la segunda identidad, se obtiene la identidad de bianchi contraida (Carroll,

1997, p. 81):

Y (Fy = 5 90) = 0 = VAG Ly = 0 (4.6)
Tensor de Ricci y escalar de Ricci

Al contraer dos indices apropiados del tensor de Riemann se obtiene el tensor de Ricci,

una cantidad simétrica de segundo orden:
[ ] [ ] [ ] [ ]
R;w = Rpupl/u R/LV = Ru,u, (47)
La contraccion adicional con la métrica define el escalar de Ricei:
[ ]

R= g™ ]BW (4.8)
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El tensor de Ricci y el escalar de Ricci son las trazas del tensor de Riemann; es decir,
no describen completamente la curvatura local (Riemann mide la curvatura local pues mide el
efecto en cada punto de la variedad).

En relatividad general, el tensor de Ricci y su escalar, aparecen directamente en las ecua-
ciones de campo Einstein; se discutira el método de obtencion de estas ecuaciones mediante la

variacion en la seccion (4.3). Sean las ecuaciones de campo, incluyendo un fluido de materia:
7 1.7 2 2
Guw =Ry — 39wl =r"T,, K" =81G 4.9)
Se observa que la parte contraida de la curvatura (Ricci y su escalar) esta directamente
ligada a la materia; la informacion restante del tensor de Riemann, no contenida en Ricci, se

asocia al tensor de Weyl (Carroll, 1997, p. 82). Se define como:

2 . . 2

Cauzéau_— Ryo_ O’Rl/
pop pop n_z(gp[u Jo — Yolu ]p>+(n—l)(n—2

) Rgp[ugu]a (4-10)

4.2 Meétrica de Friedmann-Lemaitre—Robertson—Walker

Esta métrica, abreviada como FLRW, se adopta como consecuencia del llamado “Prin-
cipio Cosmologico™: para grandes escalas (ignorando las anisotropias locales) el universo es
homogéneo e isotropico (Amendola y Tsujikawa, 2010, p. 7). Es la métrica mas general en
cosmologia para describir homogeneidad e isotropia en un espacio-tiempo. La homogeneidad
implica que las propiedades macroscopicas (por ejemplo, densidad de energia o de materia)
no dependan de la posicidn; en la métrica (4.11) esto se refleja en la presencia del factor de
escala a(t), que multiplica la parte espacial y codifica la expansion (o contraccion) global del
espacio. La isotropia exige ademas que esas propiedades no cambien con la direccién de ob-
servacion, lo que conlleva simetrias bajo rotaciones. En conjunto, homogeneidad y isotropia
aseguran simetrias bajo traslaciones y rotaciones del espacio tridimensional, justificando el uso

de coordenadas comoéviles? y la métrica FLRW como fondo cosmoldgico y campo gravitatorio®.

dr?
1 — kr?

2Las coordenadas comoviles se definen a partir del factor de escala: rsico = a(t)r (Baumann, 2022, p. 20).
3En la métrica se encuentra la constante k, el cual dependiendo de su valor nos brinda un universo cerrado
(curvatura positiva), plano (curvatura nula) o un universo abierto (curvatura negativa)

ds® = —dt* + a*(t) +r?d0® + r*sin®0dp*|, k=—1,0,+1 (4.11)
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4.3 Accion de Hilbert-Einstein

Consideramos la accion de Hilbert—Einstein bajo la conexion de Levi-Civita minimamen-
te acoplada a un Lagrangiano de materia £,,. El factor /—g aparece por el elemento de volumen
cuadridimensional dV = d*x,/—g. La accién total toma la forma:

Slg] L/ d4x\/—gl.%+/ d*z/—gLy, K> =81G (4.12)
M M

- QK2
4.3.1 Ecuaciones de Einstein

Al variar la accion (4.12) respecto al campo dindmico g,,,, se obtienen las ecuaciones de
campo FEinstein:

1 e oL,

RNV - §gH‘VR = [{2 7“/““,7 T(m)uy g ng,uu — W (4.13)

En el caso especifico en que el Lagrangeano de materia, ademas de depender del ten-
sor métrico, involucre un campo dindmico adicional ¢ (y de sus derivadas), es decir: L =

L(g", ¢, ¢). Se obtiene en la variacion una ecuacion asociada al campo:

oL, oL,
Pom g (ZEm ) 4.14
oo (amqﬁ)) (3.14)

Ademas, su dependencia con el tensor métrico generara un tensor energia-momento adi-

cional asociado al campo dinamico.
T,, = T(czS)W + T(m)w (4.15)

LaEc. (4.14) se reduce a una de tipo Klein—Gordon sobre el fondo FLRW. En el Apéndice
(C) se muestra a detalle la variacion de la accion de Hilbert-Einstein con un campo escalar
acoplado minimamente.

Para modelos con acoplamientos no canoénicos o no minimos, las ecuaciones de Fried-
mann son afectadas por términos adicionales propias del acoplamiento no minimo. Esto se es-
tudiara en un proximo capitulo bajo una teoria de no-metricidad con la conexién coincident
gauge. Por otro lado, en cosmologia, los Lagrangianos de materia que dependen tanto del tensor
métrico como de un campo escalar (sin derivadas), producen una interaccion entre la materia
y campo escalar, afectando principalmente a sus ecuaciones de continuidad. Este fendmeno se

considera en un modelo presentado en el Apéndice (E.2).
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Capitulo 5

Cosmologia Estandar de fondo

En este capitulo se establecen las nociones fundamentales de la cosmologia de fondo y
se presentan dos marcos de referencia: el modelo con tres tipos de fluido y el modelo de quin-
taesencia. Partiendo de las ecuaciones de campo Einstein, expuestas en el capitulo anterior, se
derivan las ecuaciones de Friedmann; ademas, se introducen: la caracterizacion de los distin-
tos contenidos de materia, el nimero de e-folds NV y el corrimiento al rojo z. Se presentan los
datos observacionales que se utilizaran en los modelos; asimismo, se describen los métodos
matematicos, numéricos y estadisticos empleados: el método de minisuperspace, el andlisis por
sistemas dinamicos y la inferencia bayesiana MCMC. El capitulo culmina con la formulacion

explicita de los modelos y la presentacion de sus resultados.

5.1 Ecuaciones de Friedmann

Para esta seccion consideramos el estudio de fondo de un universo homogéneo e isotro-
pico con curvatura espacial k, descrito por la métrica de Friedmann Robertson Walker (4.11).

Definimos las ecuaciones de campo Einstein de la siguiente forma:
[o— y le' 1 a 7 2o
E52R5—555R—KT5:O 5.1

Para el contenido de materia, adoptamos un modelo de fluido perfecto cuyo tensor energia—

momento es dado por:

Top = (p+ p)”auﬂ + G (5.2)

Los vectores u* = (1,0,0,0) y u, = (—1,0, 0, 0) representan las componentes del vector

velocidad del fluido, en unidades naturales, el cual estd en co-movimiento con la expansion del
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espacio. Dado el vector velocidad u, definido como: u = u,dx® = u®d,; se tiene que u = 0

y u = —dt. Por lo tanto, se cumple: v - u = —1. En esta base, 7", resulta:

%= (p+puug +pdy = T = Diag(—p,p,p,p) (5.3)
Donde la traza adopta la forma:

T = (p+ p) uuy, +4p = 3p — 5.4
o= (p p)u? p=3p—p (5.4)

Bajo la métrica, las ecuaciones de campo Einstein (5.1) resultan:

. 2
3k
K2p — 3(9> -2 -0 (5.5)
a a
2.. . 2 k_
K2+ = 4 (9) +5=0 (5.6)
a a a

Estas ecuaciones describen completamente la dindmica del modelo. Con ellas, obtenemos
informacion de la evolucion en expansion. Definimos el parametro de Hubble y su primera
derivada como':

H(t)

a(t) .
o)’ H_E—HQ (5.7)

Ahora, re-escribimos las ecuaciones de campo, para a(t), en funcion del parametro de

Hubble. De esta manera, se obtienen las ecuaciones de Friedmann:

* Ecuacion de Friedmann-Lemaitre: A partir de la Ec. (5.5).

LN\ 2
3k 2 k
)p—3(%) —X g = 2= 8 (5.8)
a a? 3 a?
* Tasa de cambio del pardmetro de Hubble: A partir de la Ec. (5.6)
24 AN : 2 k
ﬁ2p+—“+(9) + =0 = H=—"{(p+p)+— (5.9)
a a a 2 a

* Despejando i(t)/a(t) en la Ec. (5.6), se obtiene la ecuacion de expansion acelerada:
K2p+ﬁ+(9)2+%:o S ) (5.10)
a a a a 6
La ultima ecuacion, se le llama ecuacion de expansion pues nos indica la restriccion para
la cual nuestro modelo generara una expansion acelerada. Esto es: p + 3p < 0. Mas adelante
se definira la ecuacion de estado (5.1.1); mediante ella, la condicion de expansion queda: w <

~1/3.

ILas observaciones se registran en funcion del pardmetro H, no en funcién del factor de escala a(t).
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Ecuacion de Continuidad

Sea la ecuacion de campo Einstein, G, = K2 T,,.. De acuerdo a la identidad de Bianchi

contraida Ec. (4.6), se demuestra la conservacion del tensor energia-momento:
VAG, =0 = VAT, =0 (5.11)
A partir de las Ecs. (5.11, 5.2) se obtiene:
p+3(p+p)H=0 (5.12)

Esta ecuacion también puede obtenerse a partir de las ecuaciones de Friedmann. Derivan-

do la Ec. (5.8) se obtiene:
) 2 2
omir =" L2,
3 a’

Luego reemplazamos la Ec. (5.9) en la anterior expresion y obtenemos:

K2 k2 K2p  2k?
2H | —— —|=—+—H
5 (P +p)+ 3 5 T2
p
—(p+p)H =7
Entonces,
. /€2lb 2
2HH:?+2$Q = p+3(p+pH=0 (5.13)

Si en la teoria a nivel de accion incluimos interaccion (Q(z), no confundir con el escalar
de no-metricidad) entre la materia y otra componente (como algun campo escalar) la ecuacion

de continuidad del tipo de materia obtiene la forma:

p+3(p+p)H =Q(2) (5.14)
5.1.1 Materia, radiacion, energia oscura y curvatura

En este apartado se presentan la densidad critica, la densidad relativa y la ecuacion de esta-
do, magnitudes que permiten caracterizar la evolucion de los distintos componentes de materia

del universo. Nos centraremos en los siguientes tipos de fluido: materia bariénica?, radiacion,

%En la literatura, se llama materia bariénica o materia ordinaria a toda la materia que esta formada por atomos,
excluyendo a la materia oscura. Ademas, se llama materia tipo polvo a toda materia (baridnica o materia oscura)
que cumple con w,, = 0.
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energia oscura (por ahora descrita como constante cosmologica) y la curvatura espacial (k), el
cual no es un tipo de materia, pero se puede re-escribir como un fluido efectivo. El punto de
partida es mediante la Ec. (5.8) de Friedmann—Lemaitre, el cual se modificara al anadir mas

términos de materia.

K2p k
=L _ 5.15
5 T o (5.15)
Densidad critica
Se define la densidad critica, a una determinada época, como:
3H?
peit = —5, K> = 871G (5.16)
K

Donde en el caso plano (k = 0), la densidad critica coincide con la densidad total de todo
el contenido de materia en el universo. Para la época actual, la densidad critica en un universo

aproximadamente plano segun las observaciones es (Baumann, 2022, p. 48)°:

3H,?
Peritd = 20 =1.9x 107212 gcm_?’
K

= 2.8 x 10"h? My Mpc™

= 1.1 x 10~°h? protons cm > (5.17)

Densidad relativa

La densidad relativa se define, en una época dada, como el cociente entre la densidad de
energia y la densidad critica de alguna componente de materia. Dado que es una relacion de
densidades, no tiene unidades.

0, =2 i=rmA, . (5.18)
Perit

Mediante las anteriores definiciones, la ecuacion de Friedmann-Lemaitre en un modelo
con tres materias acopladas minimamente y curvatura espacial (k # 0), queda de la siguiente

forma:
K2p K2p K2pn  k
H=—7+—""+ - =
3 3 3 a?

(5.19)

3El subindice “0” se denotara para cantidades evaluadas en el tiempo actual .
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Ademas, las densidades de energia de cada componente tienen la siguiente evolucion en

funcion del factor de escala a(t):

—4 -3 0
Pr=Pr00@ 5  Pm =Pmod 5 PA= PAOC

Si ahora, dividimos por Hy? en ambos lados de la Ec. (5.19), obtenemos:

H? K (e + pon + pn) ko,

T 5 — ~ - o\Fr m Y

HOQ 3H02 p p PA HOQ
H2 1 < Perit,0 k 2)

——5 — Pr + Pm + PA — : a

H02 Perit,0 A I—IO2
H? 1

— = Pt Pm + A+ (5.20)
H02 Perit,0 (p P A pk)

Por lo tanto,
H2
P = Qr,O CL_4 + Qm70 CL_3 + Q/ﬂ) a_2 + QA70 (521)
0

Se introduce el parametro densidad relativa efectiva de curvatura y se define como: €2, o =
—Hiog. Hemos usado las densidades en la época actual (y no las generales) para determinar la
ecuacion que relaciona la constante de Hubble, en alguna época arbitraria, comparado con su

valor en la época actual. Luego, evaluando ambos lados con la convencion del tiempo actual:

a(ty) = 1, obtenemos la siguiente ecuacion de restriccion:
1=80+ Qo+ Qa0+ Qo (5.22)

En modelos cosmologicos post-inflacionarios, donde nos interesa estudiar las épocas pa-

sadas a un determinado redshift *, la ecuacion de restriccion toma la forma:

k

— (5.23)

1:Qr+Qm+QA+Qk’a Qk‘:

Esta ecuacion establece que, si en cierta época domina exclusivamente una componente
de materia, entonces para dicha componente ¢-ésima se cumple: €2; = 1; en consecuencia, las
densidades relativas de las demas componentes seran nulas. Sin embargo, puede haber domi-

nancia de un tipo de materia y atin asi existir las demas componentes: €2, = 0.1, Q,, = 0.3,

“El redshifi z indica la época cosmoldgica en la que nos encontramos; véase la Seccion 5.3.
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Qp = 0.6, Qx = 0. Ademas, se cumple lo siguiente para los distintos valores de k = —1, 0, 1:

k > 0 (Universo cerrado) = , <0 = ZQZ =1—-Q > 1, (5.24)
k = 0 (Universo plano) = 2, =0 = Z Q, =1, (5.25)
k < 0 (Universo abierto) = Q>0 = > Q;=1-0 < 1. (5.26)

Ecuacion de estado

Se define la ecuacion de estado como la relacion entre la presion y densidad de energia

de alguna componente de materia. Esto es:
w="2 (5.27)
P
Los distintos tipos de fluido se caracterizan por las siguientes ecuaciones de estado:

Materia baridnica o materia oscura fria — w =0

1
Radiaciéon — w = 3

Constante cosmologica — w = —1

En un teoria que incluye distintos tipos de fluido, se define la ecuacion de estado total o

efectiva como la ecuacion de estado de todo el contenido de materia:

tpst
o = 2 P2 P (5.28)

p1+ p2+ p3
Ademas, la condicion de expansion acelerada, vista en la seccion (5.1), se modifica para

varias componentes de materia como:

1
Wiotal < _§ (529)

5.2 El numero de e-folds como variable temporal

El tiempo N e-fold se interpreta como una re-definicioén del tiempo ordinario que sigue

la siguiente definicion:

N =1n(a) - dN = Hdt, a=a(t) (5.30)
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Entonces, podemos obtener todas las ecuaciones de FLRW y la ecuacion de continuidad
en el tiempo N e-fold. La notacion de derivada para el tiempo ordinario serd con un punto

encima, en cambio para el tiempo N e-fold seran derivadas primadas.

k2p k k2p k
H* =L _ = H* = _ - 5.31
3 a? - 3 a? ( )
. K2 k K2 k
H=—— — H=—— —_ 5.32
Fptp)+—5 = S PP+ (5.32)
p+3(p+p)H=0 — p+3(p+p)=0 (5.33)

5.3 Redshift = como variable

El redshift cosmologico z cuantifica la dilatacion de longitudes de onda de la luz debido
a la expansion del Universo. En cosmologia se utiliza como una variable independiente similar

al tiempo ¢. Se define mediante:

142 = = L (5.34)

Donde A y Aops son las longitudes de onda emitida y observada, respectivamente, a(t) es

el factor de escala y, por convencion, ag = a(tg) = 1 en la época actual. Se tiene:

1
1+2z = %%—ln(lez):ln(a):N (5.35)

Cuanto mayor es el redshift, mayor es el corrimiento al rojo; en consecuencia, nos ubi-
camos en épocas mas antiguas. En cambio, valores negativos de z se interpretan como épocas
futuras que el modelo predice. Otra interpretacion se da con el siguiente ejemplo: si una galaxia
emite un redshift = = 1, la luz observada se emitié cuando el universo tenia la mitad de su
tamafio a = 1/2; en cambio, para z = 2, habra emitido sus fotones cuando el universo tenia un
tercio de su tamafio a = 1/3 (Baumann, 2022, p. 28).

Para propdsitos numéricos y de visualizaciéon computacional, en modelos con ecuacién

de estado w variable, sera 1til la variable logaritmica:

d d
Z = log(1+2) — -7 = —In(10)—~ (5.36)

Es habitual registrar graficos en funcion del parametro Z (Gonzalez-Espinoza y Otalora,

2021); ademas, brinda soluciones numéricas con graficas mucho més suaves que si utilizamos N
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como variable de integracion. Sin embargo, para registrar y comparar el parametro de Hubble,
se debe determinar en funcion del redshift z. En modelos sencillos, como el de tres tipos de
fluido que se explorard mas adelante, se utiliz6 /V para integracion numérica; sin embargo, en

el modelo de Quintaesencia se utilizdo Z. Se tienen las relaciones:

Con estas definiciones podemos obtener la solucion analitica de la ecuacion de continui-
dad de un tipo de materia con ecuacion de estado w constante con o sin interaccion (el tltimo

sera util para el modelo propuesto en la tesis):

p+3H(1+w)p=0= p(2) = po(1 + 2)30+*) (5.38)
Q(2) dz )
ZYH(Z) (1+ 2)
(5.39)

p+3H(1+w)p = Q(2) = p(2) = po(1 + 2+ exp<_ / ) -

El resultado de la Ec. (5.39) es valido siempre y cuando () o p. Ademas, es importante
resaltar que dicha solucidn se obtuvo con la interaccion () mostrada en la ecuacion de continui-
dad temporal, no con la interaccidon ()2 que puede presentarse en la ecuacion redefinda en el N

e-fold como: p' + 3(1 +w)p = Q2(2).

5.4 Meétodo del Minisuperspace

Este método ofrece una técnica para obtener las ecuaciones de Friedmann sin necesidad
de recurrir a la variacion completa de la accion de un determinado modelo. Se propone homoge-
neidad e isotropia adoptando la métrica Friedmann-Robertson-Walker (£ = 0) con una variable
lapse N (t) en el término temporal. Este término permite variar respecto a la componente tem-
poral de la métrica, que normalmente es la unidad; de hecho, N actia como multiplicador de
Lagrange: su ecuacion de Euler—Lagrange impone la restriccion Hamiltoniana, que en cosmo-

logia coincide con la primera ecuacion de Friedmann (Haro, 2024).
ds® = —N(t)* dt* + a(t)® §;; dz'dx?, (5.40)
Al insertar este ansatz en la accidn, se obtiene una accién efectiva unidimensional de la
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forma:
S—/ﬁ@ﬁwmw@, (5.41)

Donde ¢ denota a un campo escalar y los puntos indican derivadas temporales. En esta re-
duccion N (t) no posee derivadas temporales; a(t) es la variable dinamica del sector geométrico
y la variable de ¢ aporta una dindmica independiente.

Las ecuaciones de movimiento se obtienen aplicando las ecuaciones de Euler—Lagrange

sobre N(t) y a(t). La variacion respecto de N entrega la restriccion del sistema:

OLer
L (5.42)

A partir de ella se identifica la primera ecuacion de Friedmann, una vez se expresa en
términos de H = a/(a N). La variacion respecto de a(t) produce la ecuacion dinamica del

fondo:

dt \ 0a da 0 (543)

d <8£eff) OLetr

Esta corresponde a la segunda ecuacién de Friedmann (o ecuacién de Raychaudhuri),
luego de utilizar la anterior restriccion en ella. Tras derivar ambas ecuaciones, se fija el lapse
temporal N = 1 para permanecer en la métrica Lorentziana.

Si el modelo incluye un campo escalar homogéneo ¢(t), se obtiene ademas su ecuacion

de movimiento mediante:

i(aﬁeff) o a‘Ceff _ O, (544)

dt \ 9¢ O

Esta ecuacion determina la evolucion de ¢ en el fondo. En conjunto, el sistema formado

por la restriccion generado por N, la ecuacion dindmica para a(t) y, cuando corresponde, la
ecuacion para ¢(t), reproduce directamente las ecuaciones de Friedmann del modelo conside-
rado. Para modelos mas complejos como f(7) o f(Q, ¢), este método es particularmente eficaz

para el estudio del fondo”.

>Se denomina estudio de fondo (o background) al analisis de la evolucion del universo bajo las hipotesis de
homogeneidad e isotropia. En cambio, la teoria de perturbaciones aborda las desviaciones respecto de ese fondo,
donde ya no se asumen dichas simetrias de forma estricta, por lo que no es un estudio a nivel de fondo.
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5.5 Meétodo de Sistemas Dinamicos

La técnica de sistemas dindmicos consiste en transformar las ecuaciones Friedmann en un
sistema autonomo de ecuaciones no lineales. Para ello, comenzaremos por abarcar los topicos

para hallar la solucion de un sistema lineal y no lineal (Strogatz, 2018).

5.5.1 Sistemas lineales

Los sistemas lineales son modelos matematicos que describen cémo las variables de en-
trada y salida se relacionan mediante ecuaciones lineales. Estos son descritos de la siguiente

manera.

T =azr+ bx (5.45)

y=cxr+dy (5.46)

Si los interpretamos con notacion matricial, tenemos:

X = AX (5.47)
a b x

A= , X = (5.48)
c d Y

Las soluciones (z,y) que se obtienen para este tipo de sistemas estan bien estudiadas,
una de estas son las trayectorias especiales en linea recta que conforman un crecimiento o de-
caimiento exponencial (Strogatz, 2018). Para visualizar este comportamiento, interpretamos el
sistema lineal (5.47) como la ecuacion diferencial de la forma & = ax, cuya solucidn es una

exponencial. Es por ello que buscamos soluciones exponenciales:
x(t) = eMv (5.49)

Donde v es un vector y A es la tasa de crecimiento.
Estas soluciones representarian un movimiento exponencial a lo largo de la linea definida

por el vector v. Al reemplazar la Ec. (5.49) en la Ec. (5.47), se obtiene:

Av =M\ (5.50)
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La Ec. (5.50) se trata de una “ecuacion de autovalores”, el cual se resuelve hallando

det(A — AI) = 0. Donde [ es la matriz identidad.

det =0 (5.51)

Acomodando términos para obtener una ecuacion cuadratica.

N—TA+A=0 (5.52)

Donde,
T=Tr(A)=a+d (5.53)
A =det(A) = ad — be (5.54)

Lo que nos lleva a las siguientes soluciones para los autovalores®:

r VA r A
5 L A= 5 (5.55)

A=

Cabe resaltar que los valores propios o autovalores dependen de la traza y determinante
de la matriz A (5.53, 5.54). En el caso especial en que los autovalores sean distintos, existe un
teorema del algebra lineal que establece que sus respectivos autovectores (v) seran linealmente
independientes. Esto nos permite escribir una condicion inicial X, de la forma X = c1v1 +covs
(Strogatz, 2018). De acuerdo con la Ec. (5.49) y la condicidn inicial para X, podemos escribir

la solucion general de la forma simplificada:

_ At Aot x(t) _ At i Aot V12
X(t) = C’le (%1 +CQ€ Vo, = 016 +Cg€ . (556)

y(t) Vg1 Vg2
5.5.2 Sistemas dinamicos no lineales

Ahora procederemos con la solucion de un sistema no lineal. Consideramos las siguientes

ecuaciones diferenciales para x(t), y(t).

x':f(x,y,t) y:g(l’,y,t) (557)

Las funciones f y g son llamadas autébnomas si no contienen explicitamente términos que

dependen de ¢, ya que corresponderia a un sistema sobredeterminado.

®Un ejemplo ilustrativo para el caso lineal se incluye en el Apéndice (D.1).
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Puntos criticos o fijos

Un punto (., y.) serd un punto critico de un sistema autonomo si cumple:

(f.9) =0 (5.58)

(Iayc)

Ademas, dicho punto critico es un atractor o sumidero si cumple parat — oo, lo siguiente:

(x(t), y(t)) = (e ye) (5.59)
Estabilidad de puntos fijos

Nuestro objetivo es linealizar la Ec. (5.57). Para ello, consideramos perturbaciones en
torno a los puntos criticos. El andlisis de estabilidad lineal permite determinar si las trayectorias
del sistema se acercan (atractores) o se alejan (repulsores/saddle point) de los puntos fijos.

Consideramos pequeiias perturbaciones dx , 0y tal que:

rT=x.+0r, Y=1y.+0y (5.60)

Entonces reemplazamos las Ecs. (5.60) en las Ecs. (5.57). Sean dz = puy dy = v, se

obtiene:

&= fi= f(xe+ p,ye+v) (5.61)

y=v=g(xc+ 1,y +v) (5.62)

Consideramos perturbaciones lo suficientemente menor a 1; entonces, se hace la expan-

sion en Taylor de cada una.

- of of 5 o

M—f(ﬂfcayc)+/lax+’/ay+o<ﬂaVﬂw> (563)
0 0

v =g(Te,Ye) + 1t J +U—g—|—(’)(u2,u2,uv) (5.64)

o dy
Por tanto, se debe resolver el siguiente sistema:

of of

U = Y
=% (5.65)
v % g—g v
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Reemplazando los valores de ¢ y v como 6z y dy, nombrando a la matriz cuadrada como

M tenemos:

d [ ox ox

7 =M (5.606)
"oy oy
Para nuestros fines, redefinimos las derivadas temporales en el tiempo /N e-fold (No se

utiliza la definicion dN = Hdt, unicamente se redefine al NV e-fold). Entonces el sistema, para

las perturbaciones, queda:

ox ox
diN =M + O(MQ, V2 uv) (5.67)
oy oy

La matriz Jacobiano M viene dada por:

o of

Mo | o (5.68)
99 99
or Oy

(x=xc,y=ye)

La Ec. (5.67) se convierte en un sistema lineal (se anulan los términos de mayor orden)
cuando la matriz M es evaluada en los puntos criticos o fijos (., y.). Por lo que podemos usar
la solucion general dada para un sistema lineal (5.56). La matriz M posee 2 autovalores, \; y
A2, dados por la Ec. (5.55). Entonces, la solucion general para la evolucion de las perturbaciones

lineales es escrita como:

= 1 1 2 .
bx = c MV cpet?V (5.69)

= 3 1 4 .
Sy = cze™N 4 ¢yt (5.70)

Donde ¢y, co,c3,c4 son constantes de integracion.
La estabilidad alrededor de los puntos fijos depende de los autovalores’ A; y Ao. A con-
tinuacion se detalla la clasificacion de la estabilidad mediante los autovalores (Copeland, Sami

y Tsujikawa, 2006):
1. Nodo Estable: A\; < 0 A Ay < 0.

2. Nodo Inestable: Ay > 0 A Ay > 0.

"Un ejemplo ilustrativo para el caso no lineal se incluye en el Apéndice (D.2).
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3. Punto Silla: A\; <OA X >0V (A1 >0A A2 <0).

4. Espiral Estable: El determinante de la matriz M es negativo y las partes reales de \; y

Ao son negativas.

De la anterior clasificacion cabe resaltar que un punto fijo (x., y.) serd un atractor en los casos
(1) y (4), pero no lo es en los casos (2) y (3) (Copeland, Sami y Tsujikawa, 2006).

Este método permite restringir los pardmetros de un modelo imponiendo un régimen de
estabilidad favorable. En este trabajo se implementara dicha metodologia para fijar parametros
y obtener: diagramas de fase, curvas de evolucion, densidades relativas, ecuaciones de estado
y el pardmetro de Hubble. Asimismo, resulta util identificar previamente las propiedades cos-
mologicas de los puntos criticos antes de explorar todas las estabilidades que ofrece el modelo.
La razdn es que muchas configuraciones estables no se comportan (ni conducen) como la evo-
lucién cosmolodgica que muestran las observaciones. Si conocemos la fisica de los puntos fijos,
podemos fijar la estabilidad de cada punto en funcion de esa fisica. Por ejemplo, se sabe que la
radiacion dominé en una época pasada y que dicha fase concluy6 para dar paso a la dominancia
de materia (Baumann, 2022); por ende, en nuestro modelo, los puntos con comportamiento de
radiacion (w = 1/3) deben ser inestables, de modo que las curvas de evolucion se alejen de ese

punto.

5.6 Datos observacionales - Cosmic Chronometers

Técnica observacional que estima directamente H (z) a partir de la variacion de edad de

galaxias pasivas cercanas en redshift: H(z) = — 1J1rz % (Jimenez y Loeb, 2002). En este traba-

jo incorporamos las mediciones H (z;) con sus incertidumbres oy, y redshifts z;, en unidades
km s~! Mpc~!. Estas observaciones se emplean para compararlos con los valores del pardme-
tro de Hubble H(z) del modelo, luego de fijar sus parametros o ajustarlos mediante un analisis
estadistico (minimos y2/MCMC) y obtener regiones de contorno. A continuacién se muestran

los datos observacionales en funcion del redshift:
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Figura 5.1: Datos observacionales Cosmic Chronometers en funcion de z con barras de error.

En el Apéndice (E.8) se presenta una tabla con los datos observacionales empleados, junto

con su referencia de origen.

5.7 Marco Estadistico

En esta seccion se presentan las definiciones y el procedimiento practico para ajustar los
parametros de un modelo a datos observacionales (CC: H(z), DESI, SNe Ia), obtener las dis-
tribuciones a posteriori y reportar regiones de contorno. En esta tesis, mediante este segundo
método, se busca identificar intervalos de parametros que se alejen de ACDM, pero que se ajus-
ten adecuadamente a los datos. Se emplea el método MCMC, mediante Python, para colocar una
cantidad finita de caminantes en posiciones perturbadas; los cuales, recorreran la distribucion y
se estabilizardn en las zonas de mayor probabilidad. Se tomara el enfoque Bayesiano para la in-
terpretacion de los resultados estadisticos. Ademas, para fijar las definiciones de este apartado,
me baso en las notas de clase de la Dra. Susana Landau, realizadas en la UTA (Landau, 2025).
En la referencia (Casimiro, 2025) se muestran los codigos de Python para cada modelo (si se

requiere correr el codigo, se debe cambiar la ruta de guardado),

5.7.1 Parametro Y

Para datos con errores gaussianos, la discrepancia entre predicciones del modelo y obser-

vaciones es medido por el parametro definido como:

X2(0) = [d—t(0)] ¢ [d —t(0)], (5.71)
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Donde d es el vector de datos, £(6) el vector tedrico de un modelo y C' la covarianza de
datos correlacionados. En la practica, consideramos un buen ajuste con los datos, cuando el
parametro x? es menor a 100.

En cosmologia, se entiende por dato a todo lo que se registra por medio de técnicas obser-
vacionales, el vector teorico lo determina el modelo bajo las mismas condiciones; por ejemplo,
si modelamos H (z), los datos observacionales y los tedricos deben corresponder a los mismos
redshifts.

Los datos cosmic chronometers (C.C.) suelen usarse con covarianza diagonal®:

Z [ch(zi; 9) - Hz‘f

e = 5.72
Xcc - U%[,i ) ( )
Mientras que para SNe se usan’:
T
Xéne = [1en(0) — 1] Cane [pen(0) — 1] (5.73)

Parametros de mejor ajuste (MAP)

Son los valores 8 que maximizan la verosimilitud o la posterior (Amendola y Tsujikawa,
2010, p. 359). Se formulan como:
OL(6;)
06

=0, i=1,....n (5.74)

Parametros verdaderos

Son 6*, los valores fisicos que describen la realidad dentro del modelo. No se observan
directamente; se infieren mediante regiones de contorno. No tienen por qué coincidir con 6

(Amendola y Tsujikawa, 2010, p. 362).

5.7.2 Prior, Posterior y Likelihood

Likelihood. Con errores gaussianos, informa que tan verosimiles son los datos d, si los

parametros ¢ fueran los correctos:

de>ueq{—gﬁwﬂ (5.75)

8La principal razon es que estos datos son determinados por medio de trabajos independientes, lo que evita la
correlacion entre ellos.

En esta tesis no se empleara la data de SNe o DESI; sin embargo, se espera su implementacion en futuras
investigaciones.
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Prior. Informacion previa (1) o restricciones fisicas, en los parametros #, antes de observar
los datos:

7(6) = p(O|1) (5.76)

Posterior. Inferencia de los parametros 6, luego de observar los datos. Presenta la distri-

bucion de densidades de probabilidad para ¢, luego de ajustar con los datos:

L(d|0) (6
p(0]d,T) = % 7 - /d@ £(d]6) (6) (5.77)
Donde Z es una normalizacion constante para que las probabilidades sean menores a la
unidad.
En los codigos de Python se utilizan priors uniformes. Estos se definen de la siguiente

manera:

K si Omin < 0 < Opax
po| 1) = (5.78)

0  fuera del intervalo
Donde K es una constante de normalizacidon, necesario si se requiere una comparacion

entre modelos, para nuestros fines lo fijaremos a 1.

5.7.3 Cadenas de Markov

Usamos MCMC para obtener una distribucion del posterior p(6 | d). Una vez creado el
“terreno”, se definen “walkers” o caminantes en distintas posiciones. Estos, mediante saltos nu-
méricos, recorreran la distribucion para reportar el valor promedio y MAP, junto a los intervalos
de confianza de las zonas de mayor probabilidad. A continuacion se detalla el funcionamiento

del codigo:

* Inicializacién: se eligen los parametros a explorar (por ejemplo Hy, A, €2,,,0), €l nimero
de dimensiones y de caminantes. Se parte cerca de un punto en comun con pequefias

perturbaciones y se asegura que todos comiencen dentro del prior.

* Muestreador: usamos un esquema de ensemble (como emcee con movimiento stretch).
Los “caminantes” son puntos que recorren el terreno definido por el posterior: prueban

saltos, “miden” la altura (densidad de probabilidad) y, como grupo, se espera que tiendan
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a visitar mas las zonas de mayor probabilidad. Las cadenas se guardan en un archivo para

llamar luego.

» Convergencia: cada cierto nimero de pasos se estima el tiempo de autocorrelacion 7. Se
considera convergente cuando las cadenas han recorrido suficiente terreno (> 1007)y 7
se estabiliza (cambios menores al 1%). Si las cadenas no convergen, no podemos afirmar

que los intervalos de confianza son los apropiados.

« Diagnostico: se revisa la fraccion de aceptaciones, se sugiere un burn-in'® de orden >
57, y se inspeccionan trazas de algunos caminantes, medias moviles-acumuladas y la
evolucion de In £ para comprobar estabilidad. En esta tesis se reportaran Unicamente las

trazas.

» Aplanado: se recorta el burn-in y se juntan todas las muestras para calcular medias, MAP,

intervalos creibles y graficar contornos.

5.7.4 Regiones de Contorno

Los puntos de un contorno son valores en el espacio de pardmetros y contienen un va-
lor de densidad de probabilidad; la region encierra aquellos puntos para los cuales la densidad
de probabilidad (posterior) integrada acumulada, sea por ejemplo el 68%. En el enfoque Ba-
yesiano, un contorno del 68% indica que, dados los datos, hay un 68% de probabilidad de que
los parametros verdaderos se encuentren dentro de esa region. Formalmente, si p(6 | d) es el
posterior y ¥ C 6 un subconjunto de dimension k: !!

Caz{ﬁ:p(ﬂ|d)20a}, /p(19|d)d19:a

La region de contorno es el conjunto de valores de ¥} que concentra una fraccion (68%
0 95%) de la densidad de probabilidad p(6 | d). A continuacion se detalla la utilidad de estas

graficas:

1Bl burn-in es el niimero a partir del que aceptaremos las medidas de los caminantes, dado que al inicio los
caminantes no siguen una distribucion estacionaria.
""Donde k = 1 nos da la distribucién de probabilidad, y & = 2 nos da la region de contorno.
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* Resumir incertidumbre: los contornos muestran dénde se concentra la mayor densidad
de probabilidad del posterior y la probabilidad de encontrar los pardmetros verdaderos en

dicha region.

* Correlaciones: por la forma de las graficas conocemos si existe o no correlacion: contor-
nos circulares = parametros casi independientes; alargados o inclinados = parametros
correlacionados. Se dice que dos variables estan correlacionadas si existe alguna depen-

dencia de una en funcién de la otra (Press et al., 2007, p. 721)

» Comparaciones entre modelos: mismo modelo con distintos datasets (C.C., SNe, DESI)
— prueba de consistencia; distintos modelos con el mismo dataset — seleccion de mode-
lo. En caso las graficas no mantengan una buena superposicion — tension. En esta tesis

no se presentara este tipo de resultados.

 Estimadores y errores: reporta un valor representativo (media marginal), los pardmetros

de mejor ajuste (MAP) e intervalos de confianza.

5.8 Sistema dinamico para un modelo de 3 Tipos de Fluido

Consideramos una teoria, sin curvatura espacial, con tres componentes de fluido barotro-

picas'2. Accion del modelo:

B 1
 2K2

S d4x\/_—gé+/ d4x\/_—g£Ml+/ d4x\/_—g£M2+/ d*z /=g L, (5.79)
M M M M

La métrica a usar sera FLRW (4.11) en el caso plano (k = 0). Esto se justifica porque las
observaciones cosmoldgicas mas precisas, como las anisotropias del fondo césmico de micro-
ondas, indican que la curvatura espacial del universo es extremadamente pequefia y cercana a

cero 2, = 0.001 4 0.002 (Planck Collaboration, 2020). Consideramos la siguiente métrica:

ds® = —dt® + a*(t)[d2® + dy* + d2°] (5.80)

12Un fluido se denomina barotrépico cuando su presion depende linealmente de la densidad de energia, de la
forma p = w p, donde la ecuacion de estado w se asume constante. Ademas, se consideran fluidos perfectos, este
concepto sera de mayor utilidad en el modelo de Quintaesencia.
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Las ecuaciones de Friedmann, aplicando el método del Minisuperspace, son:

/{2

H* = = (p1+ p2+ ps) (5.81)
2
H/:—K/— p1+p1+ﬂ2+p2+p3+p3 (582)
2 H
Con ecuaciones de continuidad:
pi' = =31 +w)p1, pa'=-3(1+wa)ps, p3'=-3(1+ws)ps (5.83)

El primer paso para obtener un sistema de ecuaciones no lineales es adimensionar la pri-
mera ecuacion de Friedmann (5.81). Al dividir en ambos lados por H?, ya que es una variable

mayor que cero, se definen las siguientes variables adimensionales:

B (5.84)
V3H V3H V3H

Resultando en la siguiente ecuacion de restriccion:

T

1 =22+ 2% + 242 (5.85)

Definidas las variables, se procede a tomar sus derivadas respecto al NV e-fold. Luego, el

sistema dinamico se muestra como:

dx 3z
d_]\; = 71(—(,01 + W1I12 + w2x22 + W3l’32) (586)
dx 3z
d_]\? = 72(—(,02 + CUQZEQQ + w1x12 + W3l’32) (587)
dx 3z
d_]V3 = 73(—(,03 + W3ZE32 + w1x12 + WQJI22) (588)

En modelos mas complicados, como en Quintaesencia (5.9), se necesitan definir nuevas
variables para obtener un sistema de ecuaciones adimensional. En el codigo llamado “Tipos
de fluido”, de la referencia (Casimiro, 2025), se muestra el proceso para la obtencion de dicho

sistema dinamico con calculo simbdlico en Mathematica.

5.8.1 Estabilidad

Determinamos los puntos fijos del sistema:

dz dz dx
d_]\j' = F(x1,29,23) = 0, d_]\? = G(x,22,23) = 0, d_J\? =Y (z1,29,73) =0 (5.89)
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Luego, se calcula la matriz Jacobiano, tomando las derivadas parciales de cada funcion.

3wy w2 + 5(—&11 + wi17? + word + wad) 3w Ty 3wsryT3
M — . . 5 3 .2 .2 2
M = 3wW1T12 Bwaxy + 5(7002 + w1 T3 + W + wat}) 3w3rax3
. 5, 3 2 2 2
3wy 123 Sworax3 Swsws + 5(—103 + w1z} + wors + wsr3)

Mediante esta matriz, calculamos analiticamente o mediante Wolfram Mathematica, los
autovalores para cada punto fijo. En este modelo, los puntos fijos que aparecen son: (0, 0,0),
(1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1). Estos, se comportan como puntos conformados por: pura materia
barionica, pura radiacion o pura energia oscura (excepto el punto (0,0, 0)). Luego, se procede
a realizar el andlisis de estabilidad. Las variables de este modelo presentan propiedades cos-
mologicas arbitrarias (w, €2); es decir, z1, x2, v3 pueden comportarse como cualquier tipo de
materia'®. Esta generalidad no brinda informacion para restringir la estabilidad; es por ello que,
en el codigo de Mathematica, se determinan todos los posibles casos para una determinada
estabilidad.

Guiandonos por las observaciones (Planck Collaboration, 2020), buscamos una evolu-
cion que se aleje de una época de radiacion (inestabilidad), transite por una época de materia
y, pasando por un punto de tipo saddle point, tienda finalmente a un atractor dominado por
una componente con presion negativa (“energia oscura”). En el marco de ACDM se propone
un modelo precisamente para obtener expansion acelerada; al ajustarlo a los datos, el modelo
reproduce las observaciones y, en ese proceso, se introduce (y se identifica de forma indirecta)
la energia oscura como la responsable de dicha expansion. La evidencia clave provino de su-
pernovas en 1998 (Riess et al., 1998). Con el modelo de tres tipos de fluido encontraremos, con
el analisis de estabilidad y el método MCMC, que ACDM es un modelo excelente para explicar
la expansion acelerada en una teoria con materia, radiacion y alguna componente arbitraria con
ecuacion de estado ws.

Para ello, seguimos el siguiente procedimiento: elegimos un punto fijo (sea el punto
(0,1,0) asociado a ws), y le brindamos una estabilidad tipo inestable o sadde point al asig-
nar determinados signos a sus autovalores, por ejemplo: autov; < 0, autove > 0, autovs < 0

(Véase (5.5.2) para recordar como determinar una estabilidad mediante los autovalores). Des-

13Lo que usualmente se calcula son los parametros cosmolégicos (£2, w) de cada punto fijo, encontrando de esta
manera qué puntos fijos pueden comportarse como materia, radiacion o energia oscura para poder establecer a cada
punto una determinada estabilidad.
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pués, asignamos los autovalores de otro punto fijo (sea el punto (1,0, 0)) de manera que brinde
una estabilidad tipo inestable o saddle point igualmente. En consecuencia, el punto fijo sobran-
te (0,0, 1) debe ser un punto estable para que modele la época dominante de energia oscura.
Ademas, el punto fijo (0, 0, 0), se establece estrictamente como saddle point para que nos arroje
una soluciodn; con el caso inestable no obtenemos soluciones. Mediante Mathematica, se deter-
mino el siguiente intervalo que cumple con las siguientes estabilidades: inestable para (0, 1,0),

saddle point para (1,0,0), (0,0,0) y estable para (0,0, 1):
w3 <O0A((wg <wp <0Awy>0)V (w1 >0Awe > wy)) (5.90)

Las siguientes graficas representan el espacio de fase en el cual se encuentran las solu-
ciones asociadas a cada ecuacion de estado que satisfacen la condicion de estabilidad obtenida

previamente.

Figura 5.2: Representacion 2D del espacio de soluciones para wi, wo y ws.

Sin embargo, segun la referencia (Amendola y Tsujikawa, 2010, p. 15-17), los valores de
las ecuaciones de estado para materia baridnica o radiacién son 0 y 1/3 respectivamente. Esta
restriccion solo nos permite el caso w3 < 0 en la Fig. (5.2). A continuacion se muestran posibles

valores que cumplen dicha estabilidad:

Wy W2 w3

0 1/3 -1
0 1/3 —05
0 1/3 -3

Tabla 5.1: Valores de (w1, w2, w3).

El primer caso se trata del modelo estandar ACDM, el cual presenta una componente de
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materia con presion negativa y ecuacion de estado w = —1, asociado a la constante cosmolo-
gica A. En adelante, consideraremos este caso: w; = 0, wy = %, w3 = —1, donde la primera
componente se trata de materia barionica y la segunda se trata de radiacion. A continuacion se

muestra el espacio de fase de las curvas de evolucion que describen la estabilidad establecida.

Figura 5.3: Diagrama de Fase entre las variables x1, x2 y x3

Por ahora, solo hemos definido el espacio de fase, por el cual las curvas van a evolu-
cionar; sin embargo, buscamos una unica curva que describa, de manera efectiva, las medidas
observacionales como el parametro de Hubble, densidades relativas o ecuaciones de estado en
la época actual. En la practica, buscamos varias trayectorias de las cuales elegimos la que me-
jor se ajuste a los datos observacionales. Para ello, se requiere hallar de forma numérica las
soluciones de las variables del modelo. Mediante las ecuaciones diferenciales definidas en la
Ec. (5.86), podemos determinar numéricamente las soluciones de dichas variables, en funcién
del N e-fold'*. Se empled el sofiware Mathematica junto con la funcion NDSolve; esta funcion
requiere de condiciones iniciales para que pueda graficar la curva de evolucién en un interva-
lo dado para N. Bajo las condiciones iniciales z; (N = 0) = /0.3, 25(N = 0) = /0.0001,
z3(N = 0) = 1/0.6999, el sistema describe una curva de evolucion con densidad relativa actual

para la tercera componente (w3 = —1) como: {23 = 0.6999.

14En el trabajo de investigacion se observé que es mucho mejor definir las ecuaciones diferenciales en funcion
de Z = log;,(1 + z), para modelos mas complejos. La razon principal se debe a la resolucion de las graficas, la
escala logaritmica ayuda a que las graficas se vean con mayor suavidad. Sin embargo, en este modelo se utiliz6 la
variable V.
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(a) Diagrama de fase en el plano (x1, x2): materia ba-  (b) Diagrama de fase en el plano (2, x3): radiacion vs.
ridnica vs. radiacion. constante cosmologica.

Figura 5.4: Comparativa de proyecciones de los diagramas de fase: (1, x2) y (z2, x3).

Figura 5.5: Curva de evolucidn en tres dimensiones.

La grafica presenta 4 puntos fijos (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1), donde se mues-
tran transiciones entre épocas o desplazamiento en el espacio de fase. La curva obtenida puede
interpretarse de esta manera: empezamos en un punto cercano al punto fijo de radiacién pura
(0,1,0) y nos alejamos de ¢él; luego, nos acercamos a una época que domina la materia (1,0, 0)
conw; = 0. Dado que la estabilidad de este punto es tipo saddle point, nos alejamos nuevamente
de este. Finalmente, la curva tiende a una época que domina la constante cosmologica (0,0, 1).
Este comportamiento se visualiza mejor en una grafica de densidades relativas, las cuales se

mostraran a continuacion.
5.8.2 Grafica de las Densidades Relativas
Sean las densidades relativas en funcion de las variables:
Qi(N) = 21(N)?, Qo(N) = 22(N)?,  Q3(N) = 23(N)? (5.91)
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Se han obtenido las soluciones numéricas de las variables x1(NV), xzo(N), x3(N) bajo
las condiciones iniciales z1(0) = /0.3, 22(0) = +/0.0001, 23(0) = +/0.6999. Con dichas
soluciones, determinamos las graficas de densidades relativas y ecuaciones de estado en funcion

de Z =logo(1 + z) = —Nlog,,(e).

(b) Ecuaciones de estado del campo escalar (Dark
(a) Densidades relativas de cada tipo de materia. Energy) y total.

Figura 5.6: Evolucion para el modelo ACDM

Las graficas muestran, para la época actual, los valores: {23 = 0.6999 y w3 = —1 de la ter-
cera componente de materia. Ademas, la Fig. (5.6a) muestra las distintas épocas de dominancia,
partiendo de radiacion (mayores Z), hacia una época que domina la componente con presion
negativa. La Fig. (5.6b) muestra como evoluciona la ecuacion de estado total, iniciando en un
valor igual a wio = 1/3 (esto significa que todo el contenido de materia se comporta como
radiacion), trasladandose a un valor de wi,, = 0 (comportamiento como materia baridnica),
finalizando en wy,, = —1. El modelo informa de la existencia de un tipo de materia, con pre-
sidn negativa, que domina y origina una expansion acelerada en la época actual. La expansion

acelerada se cumple pues: wi < —1/3 para todo el contenido de materia.

5.8.3 Grafica de H en funcion del redshift -

Hasta el momento, no podemos afirmar que dicha curva, que contiene una componente
con presion negativa (dominante en épocas actuales), sea la curva que describe la evolucion de
nuestro universo post-inflacion. Para ello, se calcula el parametro de Hubble H (z) del modelo
(bajo las soluciones y condiciones iniciales que nos llevan a dicha curva), para compararlo con
datos observacionales. La comparacion se realiza mediante el estadistico x?, presentado en la

seccion (5.7).

70



Para obtener H se parte de las definiciones de las densidades relativas:

(N = VAN oy = SUNVHWN) 1,2,3 (5.92)

T = A 9
52

V3H(N)

Dado que tenemos numéricamente los €2;, las densidades quedan en funcién de H. Luego,

reemplazamos en la segunda ecuacion de Friedmann, obtenemos:

dH K21+ w) (1 + wo) (1 + ws)
AN ~— 2 { H p1+ H p2 + T P3
o _K,_Q (1 -+ wl) 3912]’[2 4 (1 -+ CL)Q) 3Q22H2 4 (1 + (,L)g) 3932[_[2
N 2 H /ﬁ}2 H 52 H /€2
3
=3 (1 +w) U H + (1 +ws) R H + (1 + w;) Qs° H] (5.93)

Entonces, podemos obtener una grafica numérica si empleamos la siguiente ecuacion:

dH 3
T = 5 [ )R+ (1 w2) 0 + (1 -+ wa)?) H (5.94)

Gracias al software Mathematica - ParametricPlot obtenemos la solucién para H como
una interpolacion de alguna funcion. De esta manera, obtenemos H en funcion de N e-fold.

Para graficar en funcién de z, basta con definir: z = 10~ Vlos(¢) — 1,

Figura 5.7: Grafica de H en funcion del redshift z.

La grafica del parametro de Hubble muestra un buen ajuste con los datos observacionales
Cosmic Chronometers, incluso puede mejorar si consideramos condiciones iniciales con mejor
ajuste; es decir, otra curva. Ademas, la curva representa la expansion prevista para el pardmetro
de Hubble del modelo, y ofrece un ajuste adecuado (x? < 100) de H(z) en el rango aproxi-

mado 0 < z < 2.5. Este resultado indica que la tercera componente de materia con wy = —1
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modela a la “energia oscura” adecuadamente. Si en un modelo se obtiene expansion acelerada
y dominancia, pero la descripcion de H no se ajusta adecuadamente al modelo, entonces no se
estd modelando correctamente la energia oscura, a pesar de reproducir sus efectos.

Por otro lado, para modelos mas complicados (donde las ecuaciones de estado son dina-

micas), resulta de utilidad la siguiente ecuacion:

(5.95)

0, = Cpm H(Z) = Hy\/D 0%
LY TV T e(2) — ea(2)

Donde Hy = 67.11 km s Mpc™!, los datos observacionales cosmic chronometers se
reportan en estas unidades. Si buscamos utilizar la solucion de H para determinar otros para-
metros, como la densidad de energia, se debe pasar a unidades naturales; esto debido al factor
x? que se suele definir en GeV~'. 1°

La ecuacion (5.95) surge de la definicion de la densidad relativa de materia €2,,, utili-
zando la evolucion de p,, para w,, constante: p,,(Z) = po 10% . La ecuacién (5.94) requiere
informacion de las ecuaciones de estado; en el modelo de tres tipos de fluido, son constantes.
Sin embargo, en otros modelos, la ecuacion de estado w3 puede ser dinamico. Por este motivo,
la ecuacion (5.95) sobresale en modelos mas complejos, pues no requiere la solucion numérica
de las ecuaciones de estado. Sin embargo, si incluimos interaccion ()(z), el modelo debe seguir

la siguiente forma (Por la ecuacion 5.39):

10% exp(—1In(10) [/ -2 _ 47
#(2) = Ho/fins \/1( Opg(Z) - : radl({(Z; ) (20
5.8.4 Grafica de las densidades en funcion de Z
Por la Ec. (5.92), tenemos:
pi(N) = 3Qi(N§2H<N)2, i=1,2,3 (5.97)

Numéricamente se obtuvo: 21 (N), Qy(N), Q3(N)y H(N); por lo tanto, podemos deter-

minar las densidades p; (IV), p2(N), p3(IV) en funcion de Z, bajo la redefinicion N = — Inyo Z.

1SBasta con multiplicar por el factor aproximado: 3.240779289 x 10729 x 6.582119569 x 10~2° [GeV por
kms~! Mpc~!]. Se utilizé6 como referencia (Navas y (Particle Data Group), 2024) para el célculo del factor de
conversion.
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Figura 5.8: Gréficas de densidades de energia en funcion del redshift z.

Donde la constante x = +/87G se encuentra en unidades naturales GeV ™!, con G =

6.70883 x 1073 GeV 2 (Navas y (Particle Data Group), 2024).

5.8.5 Cadenas de Markov y regiones de contorno para el modelo de 3 Ti-
pos de Fluido

Este método es independiente de la estabilidad anteriormente determinada, restringiremos
los parametros del modelo con el posterior estadistico bajo intervalos de confianza que nos
permitan delimitar las regiones donde se encuentra el mejor ajuste y los parametros verdaderos.
Consideramos un escenario con tres fluidos barotropicos no interactuantes: materia (w; = 0),
radiacion (wo = %) y un tercer componente con ecuacion de estado constante ws a inferir. El
vector de parametros libres es 6 = (Hy, w3, Qo) con priors top—hat uniformes: H, € (67,72),
ws € (—1.8,—0.5) y Q0 € (0.10,0.40). Las condiciones iniciales del sistemaen Z = 7 se fijan
como'®: z1(Z = 7) = 2.6832 x 1079, 29(Z = 7) = 8.47226 x 107!, 23(Z = 7) = 1.87439 x
107, El muestreo MCMC emplea 7y aikers = 12, un maximo de 4,000 pasos y diagndstico cada
100 iteraciones; tras descartar el burn-in se obtienen las marginales y las regiones de confianza
del 68% y 95%.

Trazas de un subconjunto de walkers (con burn-in): muestran la evolucion por para-
metro y la mezcla entre caminantes; la linea vertical indica el burn-in. Luego de muchos pasos,

los caminantes deben permanecer alrededor de la zona con mayor probabilidad.

16Estas condiciones iniciales se determinaron al minimizar el pardmetro x? mediante un cédigo en Mathematica.
En la investigacion vimos que, al fijar condiciones iniciales que minimizan dicho parametro, las cadenas quedan
mejor definidas; en cambio, si elegimos unas condiciones al azar (pero que cumpla la ecuacion de restriccion), las
cadenas pueden no converger y se perdera tiempo computacional.
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Figura 5.9: Trazas de un subconjunto de walkers para Hy, w3 y {2,0. La linea vertical marca el burn-in.

Media acumulada post burn-in: para cada parametro, la media acumulada debe conver-

ger, lo que indica estabilidad del estimador frente a mas iteraciones.

Figura 5.10: Media acumulada post burn-in de Hy, w3 y Q.

Las cadenas de Markov nos confirman convergencia del modelo; por consecuencia, re-
flejan adecuadamente los resultados del posterior y las regiones de contorno son fiables. A
partir de ellas también conocemos, alrededor de qué valor, oscilan con mayor probabilidad los
caminantes.

Regiones de contorno (corner plot): se muestran las marginales 1D y las regiones 2D
del 68% y 95% para los pares (Hy,ws, 2;0), evidenciando correlaciones y posibles degene-
raciones entre parametros que permitan comparar directamente con ACDM (w3 = —1) o con

otros escenarios.
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Figura 5.11: Regiones de contorno del 68% y 95% para (Hy, w3, {2,0) y marginales 1D correspondien-
tes.

Parametro Media MAP 68% I.C. 95% I.C.

H, 69.43 71.21 [67.77, 71.12] [67.11, 71.85]
w3 —-1.016 —1.018 [-1.018, —1.014] [-1.020, —1.012]
Qo 0.2906 0.252515  [0.2762, 0.3050] [0.2673, 0.3150]

Tabla 5.2: Estadisticos MCMC para el modelo de tres componentes.

Como era de esperar, al confrontar el modelo de tres componentes con los datos observa-
cionales, el ajuste favorece valores de w3 proximos a —1, esto es, un comportamiento efectiva-
mente ACDM. Los contornos de la distribucion posterior en (£2,,,0, Hy) son compatibles con los
intervalos reportados por Planck (Planck Collaboration, 2020). Bajo la interpretacion bayesia-
na, la region de credibilidad del 68% indica que: dado el modelo y los datos, existe un 68% de
probabilidad de que los parametros verdaderos se encuentren dentro de las zonas mostradas en
la Fig. (5.2). Se reporta los pardmetros de mejor ajuste (MAP) como los parametros que minimi-
zaron el x? o maximizaron el posterior. Ademas, dado que las graficas no son completamente
circulares, se puede afirmar existencia de cierta correlacion entre los parametros.

A pesar de su éxito fenomenoldgico, el modelo ACDM presenta limitaciones para mo-

delar la energia oscura: tensiones observacionales en H, y og!’ para perturbaciones (Planck

7Por tension de Hy se entiende la discrepancia estadisticamente significativa entre el valor de la constante
de Hubble, en la época actual (por ajuste del CMB bajo ACDM), y el medido de manera observacional o directa
(método de escalera de distancias); ambos estiman la misma cantidad fisica, pero no coinciden dentro de sus barras
de error. Por tension en Sy (0 og) se refiere a que cuando miramos el universo cercano con técnicas observacionales,
la materia parece menos agrupada de lo que esperariamos al compararlo con un modelo en teoria de perturbaciones.
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Collaboration, 2020); falta de dindmica en épocas pasadas: al tener w3 = —1 constante, la com-
ponente de energia oscura ni rastre6 radiacion/materia ni influy6 en la expansion temprana; el
problema de la coincidencia permanece, pues la cercania actual exige ajuste fino (esto es: fijar
condiciones iniciales que nos den con exactitud, densidades del mismo orden, coincidentemen-
te, en la época actual) y no se alivia dentro de ACDM; y estan restringidas por la condicion
de no-fantasma, pues no es posible cruzar la barrera w3 < —1; este cruce permitiria aumentar
Hy, sin tensionar la data CMB segun Planck (Planck Collaboration, 2020), por lo cual es ne-
cesario para calibraciones. Estas limitantes nos exigen explorar otros modelos, como el que se

presentara en la siguiente seccion.

5.9 Dinamica cosmologica de un campo escalar en presencia
de un fluido barotropico perfecto

Los campos escalares aparecen de manera natural en diversos ambitos de la fisica tedrica,
por lo que son posibles candidatos para describir la energia oscura. Un ejemplo destacado es
el modelo de Quintaesencia (Copeland, Sami y Tsujikawa, 2006, p. 1802), el cual se formula
a partir de un campo escalar ¢ minimamente acoplado a la gravedad y dotado de un potencial
que puede generar un periodo de inflacion tardia.

La constante cosmoldgica puede interpretarse como un fluido barotropico perfecto!® ca-
racterizado por una ecuacion de estado constante w = —1. No obstante, las observaciones
actuales que restringen el valor de w, en la época presente, aportan informacion limitada sobre
su posible evolucion temporal en el pasado; ademas de otras limitaciones discutidas en el mo-
delo de tres tipos de fluido. En consecuencia, resulta natural considerar escenarios en los que la
ecuacion de estado de la energia oscura varie con el tiempo.

Asimismo, los campos escalares emergen de forma recurrente en teorias de particulas
fundamentales, incluida la teoria de cuerdas (Copeland, Sami y Tsujikawa, 2006, p. 1788), lo

que refuerza su papel como candidatos viables para describir la dindmica de la energia oscura.

En ambos casos, la inquietud no es solo el tamafio del desajuste, sino su persistencia al combinar experimentos
independientes, lo que sugiere ya sea fluctuaciones estadisticas, errores sistematicos ain no comprendidos o la
necesidad de fisica mas alla de ACDM.

8 Recordemos que un fluido se denomina barotropico perfecto cuando presenta el siguiente tensor energia-
momento: T}, = (p + p)u,u, + g,p Y su presion es dado por: p = wp, con w constante.
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En la actualidad, se suele modelar la energia oscura afiadiendo campos, invariantes o0 con mo-
dificaciones de la gravedad. En el proximo capitulo se explorard un modelo de energia oscura
descrito por modificaciones de la gravedad y un campo escalar, este sera el foco fundamental

de la tesis.

5.9.1 Modelo de Quinta Esencia

Sea la accion:

Slgol = gz | devmahs [ atev=gLieod)+ [ dev=gc, 6
(5.98)
Donde,
Lo=eX —V(p), r*=8rG (5.99)

El modelo de Quintaesencia busca modelar y explicar los efectos de la energia oscura
mediante un campo escalar temporal'® minimamente acoplado a la accion de Hilbert-Einstein
con parte cinética®® X = —1¢" 0,0 9,¢ y potencial V(¢). Ademés, este campo actila como un
fluido ideal perfecto, inmerso en un fluido barotrépico ideal de materia, dentro de un espacio-
tiempo descrito por la métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Es comun introducir
un parametro € = 1 en el término cinético del campo escalar, con el fin de distinguir entre
campos escalares convencionales y los denominados campos “fantasma”, caracterizados por
poseer energia cinética negativa. Estos ultimos han cobrado cierto interés en la literatura re-
ciente (Gonzalez-Espinoza y Herrera, 2025), aunque presentan problemas tedricos asociados
a energias catastroficas. Para mitigarlos, se suelen considerar extensiones del lagrangiano que
incluyen términos cinéticos de orden superior, como X2, que permiten regular la dinimica del
campo y evitar inestabilidades. En este capitulo, se realizaran los primeros célculos y definicio-

nes con el parametro e y posteriormente tomaremos el caso estdndar € = 1.

1Un campo escalar temporal se define como: ¢ = ¢(t). Una generalizacion seria considerar un campo escalar
que dependa ademés de las coordenadas espaciales, lo que adicionara gradientes en las ecuaciones dindmicas
respecto a ¢.

2Dado que se trata de un campo escalar, la definicion de sus derivadas no depende si es temporal o espacial.
En ambos casos, el campo se transforma como un escalar bajo difeomorfismos, por lo que la derivada covariante
coincide con la derivada parcial: X = —%g‘“’ Vup V0.
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Al variar la accion, se obtiene:

4 1 > v 4 i + T(m) v
0S5 = — d TN/ — — —gu R )0g" — d TN/ — ogh
2K 2 2

uv dV(QS)
n /Md4x¢——g[eg 0,0~ 256 (5100

Reacomodando para obtener la variacion con respecto a los campos dinamicos g, y ¢.

1
S = 2K2 /d4x\/—_9[GW — K? (T(¢)MV + T(m)W)} 0g"”

—|—/d4x\/—_g{e Ou(vV=99" 0 ng)—%ff)} §¢ (5.101)

1
V=g
Ecuaciones de campo

Las ecuaciones de Einstein, respecto al campo dindmico ¢g"”, son:

G = K (T(¢)uv + T(m)W)

Donde los tensores energia momento se definen como:

1

T®,, =€9,00,0 — g 5€ 9% 00 030 + V (9) (5.102)
. OLm

M, = —9o=m G + o Lo (5.103)

Las ecuaciones dinamicas, respecto al campo dinamico ¢, son:

1

V=3

€

d
ou(v=390,0) = 17 (5.104)

Ecuacion de Klein-Gordon

A partir de la métrica Friedmann-Robertson-Walker plana (5.80), se obtiene el tensor

métrico g, su inversa g"” y la raiz de su determinante como: /—g.

-1 0 0 0
0 a? 0 0 )
G = . V/—g=a’r*sind (5.105)
0 0 a?r? 0
0 0 0 a®?sin?d
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Dadad una métrica diagonal, las componentes contravariantes del tensor métrico son:
gtr = (g#,,)_l. Utilizando la métrica, junto a su determinante, en la Ec. (5.104), considerando

un campo escalar temporal (¢(t)), se obtiene la ecuacion de Klein-Gordon:

1 Ny dV(¢> _
6\/—_—93u{\/—_99 auﬁb} - d—gb =0
2
€ <—(9tat¢ - 30@;; 8ta) — d‘;(;b) =0
e<¢5+3¢g>+w¢:0 (5.106)

5.9.2 Componentes del Tensor Energia-Momento del campo escalar

Sea el tensor energia-momento del campo escalar (5.102):

€

Z_LLV = Eauqs 8V¢ - guy §ga6 8a¢ 6ﬁ¢ + V(¢)]
€ -
Ty = —§¢2 - V(¢)
TP = —¢* - V(¢) (5.107)
Luego, el tensor energia—momento de un fluido ideal es: 7#, = Diag(—p,p,p,p). Se
propone un campo escalar como un fluido ideal perfecto; de esta manera, podemos comparar

los términos de ambos tensores energia-momento con el objetivo de encontrar: la densidad de

energia py y la presion py del campo escalar:

po=—T" = 56" +V(9) (5.108)
ps=T's = 56" = V(0) (5.109)
Se define la ecuacion de estado del modelo de Quinta Esencia como wy = ’;—z:
/2
-2
Wy = " —2V(9) (5.110)
ep? + 2V (9)

5.9.3 Ecuaciones de Friedmann-Robertson-Walker

La accion (5.98) es un modelo con dos tipos de fluido acoplados minimamente; por lo

tanto, es natural definir una densidad y presion totales de la siguiente manera:

p=ps+Pm, D=Dp+DPm (5.111)
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Reemplazando la anterior descomposicion en las Ecs. (5.8, 5.9, 5.10), se obtienen las

siguientes ecuaciones de Friedmann?':

H? = %2 (ps + pu) (5.112)
. ,{/2
H = ==(ps+ D16+ pn + Pm) (5.113)
KJ?
o= g (Po T P+ 305 + 3Dm) (5.114)
AN 1%

A partir de la segunda identidad de Bianchi, al contraerla, se obtienen las ecuaciones de

continuidad por medio de la conservacion del tensor energia-momento:
ViRl =0 = V,G% =0 = V, (T + T ) =0

= P + Pm + 3(ps + pm + Py + pm)H =0 (5.116)

Para este modelo es posible desacoplar estas ecuaciones en dos sistemas.
P+ 3(ps +pg)H =0 (5.117)

P+ 3(Pm + Pm)H =0 (5.118)

A partir de la ecuacion de continuidad del campo escalar, se encuentra la evolucion de la

densidad de energia py:

: da
Po +3(ps +ps)H =0 = py = poexp {— /3(1 + w¢);} (5.119)
Solo necesitamos conocer una expresion para la ecuacion de estado wy, y asi poder obtener

una solucion analitica para la densidad. En el modelo de AC' DM, la ecuacion de estado es la

constante wg = —1; en este modelo, la evolucion de la densidad de energia sera:

po = pog a0 p=pu (5.120)

En el modelo de Quintaesencia desconocemos (por ahora) la evolucion dindmica de la
ecuacion de estado, por lo que la densidad de energia permanece, de forma general, sin integrar

(5.119). En la investigacion, se calculara la densidad de energia del campo escalar a partir del

21En el Apéndice (D.2.1), se detalla el caso de algun tipo de materia, considerando curvatura espacial k.
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parametro de Hubble (similar a lo expuesto en el modelo de tres tipos de fluido), sin necesidad
de recurrir a dicha integracion.

Por otro lado, sea la ecuacion de estado de la materia baridnica w,,, = z—:, en los modelos
se asume constante. Por el momento, el fluido barotroépico de materia no esta especificado, puede
ser: materia ordinaria (w,,, = 0), materia oscura fria (w,, = 0) o materia con presion (w,, > 0).
Para nuestros fines, consideraremos materia barionica, pero en el modelo del siguiente capitulo
también incluirda materia oscura fria. Por lo tanto, la evolucion de la densidad de energia de

materia es:
pm +3(om + D) H =0 = pp, = poma 1) = po = poa” (5.121)

Los escenarios donde las evolucion de la densidad de energia del campo escalar imita la
evolucion de la densidad de energia del fluido de fondo (materia barionica) se les denomina

scaling solutions. Estos siguen la siguiente condicion:

P _ e 40 (5.122)

Pm
En otras palabras, si la densidad de energia de materia evoluciona como: oc ¢ 3(+%m) 1a

densidad del campo escalar imitara dicha evolucion. Estos escenarios se estudian en el Apéndice

(E.1).

5.9.4 Sistema dinamico en Quintaesencia

Consideremos un campo escalar temporal redefinido en el N e-fold bajo dN = Hdt

(5.30). Entonces, la densidad lagrangeana de este modelo queda:
Ly = %e(ﬂQ H? +V(9) (5.123)
La presion y densidad del campo escalar son (5.108, 5.109):
b= 560 H = V(8), py = 56" H +V(6) (5.124)

Por lo tanto, las ecuaciones de Friedmann de las Ec. (5.112, 5.113, 5.115) se redefinen

como:
2

r leHZ [0+ V(®) + pm (5.125)

H? ="
3|2
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K’ (1+wm)p
H/:__ H 12 m)rrm
HIGT +

2
dV(¢)
dg

(5.126)

e[3H*¢' + H(H'¢/ + H")] + =0 (5.127)
Donde H = H(N)y ¢ = ¢(N).
Nuestro objetivo es obtener un sistema autonomo de ecuaciones, a partir de las ecuacio-
nes de Friedmann Robertson Walkerm que nos muestren como evoluciona nuestro modelo. Para
ello, requerimos de variables adimensionales que nos permitan obtener un sistema dindmico de

ecuaciones diferenciales de primer orden. A continuacion se muestran las variables adimensio-

nales de este modelo.

Lo _ Y
=6 = BH'
(5.128)
_ Ve _VVss
- Ii ’ B 73)

La definicion de las primeras variables adimensionales surgen de adimensionar la primera
ecuacion de Friedmann (5.125), las demas variables se definen al utilizar la segunda ecuacion

de Friedmann (5.126) y la ecuacion de Klein-Gordon(5.127).
Ecuacion de restriccion

La Ec. (5.125) se adimensiona dividiendo ambos lados por H? (restringiendo H = 0).

Ademas, reemplazamos las variables adimensionales de la Ec. (5.128).

2 K21 21 112
2
K™ Pm
1= ex? +y° + 3—[_’}2 (5.129)

Este resultado es analogo a la expresion usada en cosmologia 1 = ,,, + Q. + Qp + Qp,
pues cada € es una cantidad adimensional relativa.

Despejamos p,,, para su uso posterior.

3H?[1 — ex? — ¢
Pm =

(5.130)

K2

3(

Como ya se explico, tomaremos w,, constante. Es decir, p,, = poa~>1+“m). En cambio,

Wy = wy(N) puede cambiar dindmicamente.
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Ecuacion Intermedia

Se calcula la siguiente expresion para su uso posterior. De las variables adimensionales

(5.128), para x tenemos que: x> [¢’]2 = 622. Entonces mediante la Ec. (5.126):

H = —% eH[¢]* + % = H' = —3ex’H — §H(1 + W) (1 — ex® — 3?)
H' = —JHexr + Swn Her? — §H(1 + W) (1 = 97)
Hl 3 2 2
—o = §[(1 —wp)er” + (14+wp)(1 —y )] (5.131)

Ecuacion General

Esta ecuacion se obtiene reemplazando H’, del resultado de la Ecuacion Intermedia (5.131),
= Y62 queda la ecuacion

en la ecuacion de Klein-Gordon (5.127). Ademas, se reemplaza ¢ =

de la forma:
2 2
+ 3\/65}[ — 3v6cH (1= wm)ex? + (1 + wm) (1 — y?)] +%§b@ =0 6132

€ ¢,/H2 o

Derivada de = respecto a NV

Derivamos respecto al N-efold la variable x (5.128).

dzx K
_ /! .1

De la Ecuacion General (5.132), despejamos ¢” ¢ insertamos en la anterior expresion.

dx K,
dN 6 ¢

av ()

dé (5.134)

K 3\/6x 3\/6w 9 9

- |- 1— wp, 1+ wn)(1—y?)] -
V6 PR (1= wm)er® + (1 wm)(1 = o7)] eH?

Proseguimos despejando d‘géfs) = Vg y H(N) de las variables A\ = —=%,y = NIt

Ve — YV

respectivamente, y los evaluamos en la Ec. (5.134)%.

de Vi 2 2
N 3 WE +2x[(1 wm)exr” + (1 +wp)(1 —y )]
(5.135)

V6

3
= -3z + 76)\1}2 + 53:[(1 —wp)er” + (14 wy) (1 — 3?)]

228e utilizé: €2 =1, con € = +1.
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Derivada de y respecto a N

Derivamos respecto al naimero /N-efold la variable y = “\/‘gg .

dy e [SRH-VVER] ok [ VYV 5.136)
dN /3 H? dN V3| H H? '
Desarrollamos cada término por separado.
1.- Para el primer término se tiene:
- W __fVd - 5 W _— [n¢/]{‘/’¢Hl}
Gl H | T oBaw B H | s W lE
Con las variables adimensionales (5.128) tenemos: k¢’ = x1/6, Vg =—A&V, % = 3\“{%
Entonces:
A% _ _
A vl [:m/é] { MV} yv3 | _ —vAry (5.137)
V3| H 2V/3 VV eV 2

2.- Para el segundo término se usa la variable y (5.128) y la Ecuacion Intermedia (5.131).

5[] s
V3| H? - V3H| H
= 2[00~ wer + (1 4+w)(1 — 5?)] (5.138)

Reemplazando las Ecs. (5.137, 5.138) en la Ec. (5.136), obtenemos la segunda ecuacion

diferencial:

dy . —\/6 3 2 2
N~ 3 )\xy+§y[(1—wm)ex +(1+wn)(l—y )}

Derivada de ) respecto a N

Finalmente, derivamos nuevamente respecto al /NV-efold la variable A = —%"j.
av
a1 =Y Ve (5.139
AN k| V2 V2 139)
Desarrollamos cada término por separado.
1.- Para el primer término:
1[-Sev] —1dv,de v 1SV 1., 1
- = = — =——[¢ Vs | = (5.140)
k| V2 k dp ANV2 k| V2 P Y
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Con las variables adimensionales (5.128) tenemos: ¢' = ””‘[ s Vs =
S Ea N
K V2
2
¢

, ., . . v
Ademas, de la expresion para la variable A se tiene: 315 = A2k2. Por lo que:

dVe
" dN 14
V2

1
K K

av.
1| -2V 9
—| = | = —V6\ Tz (5.141)
2.- Para el segundo término:
1 ax Vs _1dVdeVy 1 M - lqs/ V_i (5.142)
k| V2 kdp dN V2 ~ x| V2 k| V2 '
Con las variables adimensionales (5.128), tenemos: ¢/ = ’”—HG, Viﬁ = \2k2.
1 V¢ :L'\/—
- = Nk? 62
K V2 K [ K ] [ } VBXz

Reemplazando las Ecs. (5.141, 5.142) en la Ec. (5.139) obtenemos la tercera ecuacion

diferencial;
dA

v~ VNI -l

El sistema dindmico resultante se presenta como:

de V6 ., 3 9 9

oy = Tt eyt 59&[(1 —wp)ex® + (14 wy) (1 — y?)] (5.143)
dy -6 3 9 9

A §y[(1 —wp)exr® + (14 wy) (1 — y?)] (5.144)
dA )

v = —V6A [ — 1)z (5.145)

Donde la ecuacion de restriccion es:

K2 Pm

i = | (5.146)

ex—i-y-i—

Laecuacion de estado w, y la fraccion de densidad de energia ()4 se obtienen directamente

con las Ecs. (5.108, 5.109, 5.128) para la densidad y presion del campo escalar:

po = 50" H* +V(6), py= 50" = V(0) (5.147)
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Se obtiene (Copeland, Sami y Tsujikawa, 2006, p. 1804):

ps  €xt —y?

= _Z I 5.148
Wy P P T y2 ( )

_ Ky 2 2

=32 = ex’ +y (5.149)

Wop = = = Wi + (1 — win)ex® — (1 + wi)y” (5.150)

Como sabemos de secciones anteriores, ocurrird una expansion acelerada para weg < —%.
Por otro lado, a partir de este momento consideraremos el caso de Quinta esencia con € = +1.
Ademas, para simplificar calculos, usaremos los siguientes cambios de variables: 7, , v como

Vo =1+ we, 7y =1+ wp,.
Caso ) constante

De la cuarta variable adimensional (5.128), para A constante, se obtiene un exponencial:

4
do

En este caso, la Ec. (5.145) se satisface para [' = 1, para valores de z no nulos. Lo que

= A&V = V() =Vye "r? (5.151)

logramos es obtener un sistema auténomo, ya que si consideramos I' dindmico, tendremos tres
ecuaciones diferenciales y cuatro variables adimensionales. Existen métodos para encontrar una
solucion numérica en estos casos (Copeland, Sami y Tsujikawa, 2006, p. 1808). Sin embargo,
para este trabajo consideraremos A constante, obteniendo dos ecuaciones diferenciales y dos

variables dindmicas.

Puntos Fijos

Para obtener los puntos criticos o fijos, evaluamos las funciones 3—;@ =0y ;—Zyv = 0, de las

Ecs. (5.143, 5.144). Sean las funciones f y g definidas a partir del sistema dindmico autonomo:

f(z,y) = =3z + ?Ayz + gx[(Q — a2+ (1 —y?)] (5.152)
g(x,y) = _;/ékxy + gy[@ — Mz + (1 —y?)] (5.153)

BPara poder determinar la ecuacion, usamos las ecuaciones para pg, Do, Pm = PmWm, 1as variables adimensio-
nales x, y y la Ecuacion de restriccion 22 4 y2 + €, = 1.
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Determinamos los puntos fijos para f y g.

\/6)\1/2 + §x[(2 —y)z® 4+ (1 — yz)} =0

-3 vy
T + 5 7

6 3
Ay + §y[(2 —y)z*+y(1-y*)] =0

Se obtiene la siguiente tabla:

Punto fijo b y
a 0 0
b.1 1 0
b.2 -1 0
A 1 A2
c A _ 2
V6 6
37 37(2—7)
d \/;X 222

Tabla 5.3: Puntos fijos del modelo de quintaesencia.

(5.154)

Los puntos fijos se interpretan, como etapas de la evolucion cosmologica, donde existirdn

determinadas propiedades de cada tipo de materia.++

Matriz M

Proseguimos hallando la matriz Jacobiano M con las derivadas parciales de f y g.

3
™ =3 =5 (32%(=2+7) + (=1 +¢%)7) VBy A —3ayy

1
f\/gy)\ —3zy(—-2+7) f\/gx)\ — 32y + 3 (=322(=2+7) = 3(=1+4%)7)

Gracias a esta matriz hallamos las expresiones para 7y A.
7=Tr(M), A =det(M)

Los autovalores para este sistema dindmico se determinan como:

Ny NN v
1= ) 2 =
2 2
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Punto fijo Al A2

a —%(2—’)’) 377
b.1 1(6—v6X) 3(2-7)
b.2 3(6+V6)) 3(2—7)
c 1(\2-6) A? — 3y
3(2-7) 87(A\? — 37) 3(2-9) 87(A\? — 37)
) R A M A

Tabla 5.4: Autovalores asociados a cada punto fijo del sistema dindmico para ¢ = 1.

5.9.5 Autovalores
Tabla de Estabilidad

Punto T Y Existencia Estabilidad Qy e

a 0 0 All X and v Saddle Point: 0 -
0<y<2

b.1 1 0 All X and v Unstable: 1 2
A<V6

Saddle Point:
A> V6

b.2 -1 0 All A and ~ Unstable: 1 2
A> -6

Saddle Point:

A< V6

1-2 _B<r< 6 Stable: IR
A2 < 3y

o
S
(=]

Saddle Point:
3y <A <6

A2 > 3y Stable: 3 4

2 2442
3y <A< 973

o,
=
>

w
)
ol
>N
v |
2

Espiral stable:
2 24+2
A% > 973

Tabla 5.5: Existencia, estabilidad y parametros de los puntos criticos del modelo con ¢ = +1 (Copeland,
Sami y Tsujikawa, 2006).

5.9.6 Interpretacion del Modelo

Los puntos fijos brindan propiedades cosmologicas que alivian: la dominancia de energia
oscura, la expansion acelerada o soluciones tipo scaling. En lo que sigue, se exponen dichos
fendmenos fundamentales para orientar la interpretacion de los resultados del modelo de Quin-

taesencia.
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Densidad Estatica 2

En nuestro analisis del sistema dinamico encontramos la ecuacion de restriccion (5.129):

2
2 2, K Pm

—— =1 5.155

e’ +y'+ o ( )

Ademas, se definio la densidad estatica para el campo escalar ¢ como €2y = % =

ex?+y?. Andlogamente, podemos definir la densidad estética para el fluido barotropico perfecto
como 2,,,. De esta manera obtenemos la ecuacion de densidades relativas de cada tipo de materia

(energia oscura y materia bariénica) en un universo plano.>*
Qp+Q,, =1 (5.156)

Esta expresion es ampliamente conocida en cosmologia. Mediante ella se nos explica
que las densidades 2 son fracciones de la densidad total del universo y estan asociadas a una
determinada componente de materia (Baumann, 2022, p. 48). Si 0 < €2, < 1, el campo escalar
aporta un fraccion de la densidad total. En una época dada, si 24 ~ 1, el campo escalar domina
la dindmica de fondo: su contribucién a la densidad total es mayoritaria frente a los demas tipos
de fluido. Ademas, la densidad relativa cuantifica la densidad de energia de cada componente
normalizada por la densidad critica del universo.? Por lo tanto, la Ec. (5.156) nos indica qué tipo
de materia dominara en un determinado régimen de la evolucion cosmoldgica. Este resultado es
relevante porque, al expresar la ecuacion de restriccion en términos de las variables dindmicas
del modelo, y al fijar los parametros mediante criterios de estabilidad o un analisis de x? con
datos observacionales, es posible estimar la fraccion de densidad del campo escalar en la época

actual dentro del modelo de quintaesencia y modelos més generales.
Expansion Acelerada

En la métrica de Friedmann-Robertson-Walker, el factor de escala a(t) describe como las
distancias espaciales se dilatan o contraen con el tiempo ¢ (Como adicional, si redefinimos al

tiempo conforme 7, el factor de escala afecta al espacio-tiempo de forma global). A partir de

24La métrica propuesta para describir nuestro universo a grandes escalas es totalmente plana con 2 = 0.
23La densidad critica es un valor tedrico que se mantiene independiente del tipo de componente considerado y

3HZ
se define como p,;; =

sr&» donde Hy es el pardmetro de Hubble en la época actual.
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a(t) se define la tasa de cambio H = a/a y la aceleracion mediante . La ecuacion que sigue,
derivada de las ecuaciones de Friedmann, cuantifica precisamente dicha aceleracion cdésmica.

2 - 2

a K a K
— = ——(pg + pm T3P +30m) = — = ——(1+ 3Wer) Prot (5.157)
a 6 a 6

Donde se define we = %, Prot = P¢ + Pm. como la ecuacion de estado total o efectiva

y la densidad de energia total respectivamente.
Gracias a las observaciones (Riess et al., 1998), conocemos que el universo actualmente
se esta expandiendo, para ello @ debe ser positiva. Esto se logra bajo la condiciéon de expansion:

1
Weff < —3-
Evolucion Cosmolégica

En Quintaesencia no se incluye acoplamiento entre el campo escalar y el fluido baro-
tropico (materia). Esto implica que ambas componentes no interactiian, y cada una contribuye
de manera independiente a la evolucion del universo. En modelos con interaccion, habra un
parametro adicional que influird en la dindmica cosmoldgica. En un modelo, que se incluye
radiacion, se espera que la energia oscura (campo escalar ¢ o descrito por alguna modificacion
de la gravedad) permanezca subdominante durante las eras de dominancia de la radiaciéon y la
mayor parte de la era de la materia (materia oscura o barionica) (Copeland, Sami y Tsujikawa,
2006, p. 1801). Sin embargo, debido a su naturaleza, la densidad de energia oscura disminuye
mucho mas lentamente con la expansion del universo en comparacion con la densidad de la ma-
teria o radiacion. Como resultado, en épocas mas recientes, la densidad de energia de la materia
disminuye lo suficiente para que la energia oscura se convierta en la componente dominante
del universo. Esta transiciéon marca el inicio de la era de la energia oscura, generando que la
expansion del universo se acelere. En el Apéndice (D.5) se explora diagramas de fase de un

modelo de Quintaesencia incluyendo radiacion.
El problema de la coincidencia

El “problema de la coincidencia” pregunta por qué, justo en la época actual, las densidades
de materia y energia oscura son del mismo orden de magnitud, a pesar de que p,,, o< a2 mientras

que la energia oscura varia mucho mas lentamente (o es casi constante). Una via para aliviarlo
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son las soluciones de escalamiento (scaling) en las que el cociente pys/p,, se mantiene casi
constante durante largos intervalos, reduciendo la dependencia a las condiciones iniciales. El
scaling que interesa es el de materia—energia oscura (no con radiacion); sin embargo, un scaling
“puro” sin interaccion suele dar wy = w,, (modelo de quintaesencia) sin producir aceleracion,
como se mostrard. Por ello, o bien se requiere un scaling acelerado (con interaccion entre la
energia oscura y materia oscura fria con w,,, = 0) (Zimdahl, Pavén y Chimento, 2001), o bien
una salida tardia del scaling hacia un régimen con wy, < —1/3 (expansion acelerada). En este
sentido, el problema de la coincidencia esta vinculado a la aceleracion tardia, si no hay una
salida del scaling, 1a densidad de energia oscura se mantendra subdominante en todo momento,
sin generar expansion. Resolver este problema requiere un modelo que justifique como y por
qué estas dos densidades resultan comparables coincidentemente en el tiempo presente de la
evolucion cosmologica. El método de sistemas dindmicos permite identificar puntos fijos que
mantienen una proporcion de escalamiento (soluciones tipo scaling), lo que puede aliviar el
problema de la coincidencia (Gonzalez-Espinoza y Herrera, 2025) al sostener, durante una época
de transicion, la razon py/py, y reducir su sensibilidad a las condiciones iniciales*®. Encontrar
scaling sera uno de los objetivos del modelo f(Q), ¢) que se presentara mas adelante. En el
Apéndice (E.1) se estudia un modelo con interaccion y se establece una restriccion a la teoria

bajo la cual, se espera, emerjan diversos tipos de soluciones de escalamiento.

5.9.7 Interpretacion por cada Punto Fijo

Punto Fijo (x,y) = (0,0)

En el punto fijo (0,0), se ha obtenido un valor de 2, = 0 (Tabla 5.5), lo que indica que
la densidad de energia del campo escalar ¢ no contribuye a la densidad total del universo ni
genera una influencia en la dinamica. Esto aplica inicamente en el punto fijo, alrededor de ¢l
habra influencia dependiendo de la estabilidad del punto. De la Ec. (D.65) observamos para
x = 0,y = 0 nos arroja wey = wy,,. Entonces si queremos una expansion acelerada se debe
cumplir w,,, < —3, 0 en todo caso y < 3.

La estabilidad en este punto es tipo saddle point para la condicion 0 < v < 2. Esto indica

26Esto significa que no requerimos ajustar tan estrictamente el sistema para que coincidentemente sean del
mismo orden en la época actual
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inestabilidad, donde las trayectorias que se acercan por alguna direccion se alejaran en otras
direcciones. Esto sugiere que, aunque el campo escalar ¢ no tenga influencia en la dindmica en
el mismo punto, cualquier perturbacion o cambio en el sistema llevara a una evolucion hacia
estados diferentes, lo que puede ser interpretado como una transicién a un comportamiento

dinamico distinto en el futuro.

Figura 5.12: Diagrama de fase en un region cercana al punto (0, 0).

Punto Fijo (x,y) = (1,0)

En el punto fijo (1, 0), se ha obtenido un valor de 25 = 1 (Tabla 5.5), lo que indica que la
densidad de energia del campo escalar ¢ contribuye plenamente a la densidad total del universo
y domina la dindmica de evolucidn en este punto y un sector cercano a ¢l. Como consecuencia,
se tiene €2, = 0, es decir el fluido barotropico no aporta en esta época. Ademas, se obtiene la
ecuacion de estado del campo escalar: 7, = 2 — wy = 1. Dada la ecuacion de estado efectiva
en Quintaesencia (D.65), entonces w.y = 1, por lo tanto wey = wy. Observamos que no se
cumple la condicion wey < —%, por lo tanto no habré expansion acelerada en este punto.

El comportamiento del punto es totalmente inestable para A < /6, lo que significa que
cualquier pequefia perturbacion en este punto llevara al sistema a evolucionar hacia otros esta-
dos. Sin embargo, para A\ > /6, este punto se comporta como saddle point. Dependiendo de

las condiciones del pardmetro A\, podemos tener distintos tipos de evolucion.
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Figura 5.13: Diagrama de fase en una region cercana al punto (1,0).

Punto Fijo (x,y) = (—1,0)

En el punto fijo (—1,0), se ha obtenido un valor de 2, = 1 (Tabla 5.5), indicando que
la densidad de energia del campo escalar ¢ contribuye completamente a la densidad total del
universo en este estado. Donde el sector de materia se comporta como una materia desconocida
con presion nula (€2, = 0 — p,, = 0 — p,, = 0). Ademas, se ha encontrado que 7, = 2, lo
que sugiere que en este punto no existe una expansion acelerada dado que wey = wy = 1 no
cumple la condicion de expansion.

El comportamiento de (—1,0) es analogo al punto (1,0): inestable para A > —+/6y

saddle point para A\ < —/6

Figura 5.14: Diagrama de fase en una region cercana al punto (—1,0).
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Punto Fijo (x,y) = (\/ié, — %2)

En este punto se ha obtenido un valor de 24 = 1 (Tabla 5.5), lo que indica que la densidad
de energia del campo escalar ¢ contribuye completamente a la densidad total del universo en
este estado y domina totalmente frente a otros tipos de fluido. Ademas, se ha encontrado que
Vo = 3 ° o que sugiere que la dindmica del campo escalar estd determinado por el parametro .
El sector de materia es desconocido, pero cumple con mantener presion nula. Por la Ec. (D.65):
Wefr = Wy = —1 + 74. Este resultado nos permite afirmar que habra expansion acelerada en el
punto para los valores de A que cumplan con \? < 2.

El punto fijo es un nodo estable para A?> < 3, lo que implica que cualquier perturbacion en
este estado conducira a un retorno al mismo punto. Por otro lado, para 3y < A\? < 6 actia como
un punto silla o saddle point. Esta transicion en la estabilidad indica que el comportamiento del
sistema puede ser altamente dependiente del valor de A (exponente del potencial). Por esta razon,
este parametro se convertird en uno de los parametros que restringiremos con el método MCMC

para reconocer la region de confianza que nos genera un buen ajuste a los datos observacionales.

Figura 5.15: Diagrama de fase en una region cercana al punto (c).

Punto Fijo (x,y) <\/>w 372/\2 )

Este punto contiene un valor de (2, = i—g (Tabla 5.5), lo que indica que la densidad de
energia del campo escalar ¢ es una fraccion de la densidad total del universo, dependiendo de
los parametros v y A. Ademas, se ha encontrado que 74 = v — wy = wy, en dicho punto
(Tabla 5.5), lo que sugiere que el comportamiento del campo escalar es el mismo que el del

fluido barotropico presente. Este comportamiento para late time o tiempos actuales indica que el

94



campo escalar y la materia evolucionan de forma proporcional. Es decir, la densidad de energia

del campo escalar decrece proporcionalmente a la densidad de energia del fluido barotrépico.

Sin embargo, este punto no alivia el problema de la coincidencia, dado que nuestro modelo

tiende a un punto fijo donde habra una evolucion proporcional entre las densidades de campo

escalar y materia, sin salir del scaling®’ . Por otro lado, habra expansion acelerada si evaluamos
__ Do 2

la expresion wy, = o = ii;’;g en la Ec. (D.65) para el w,, obtenemos w,; = —1 + . Por lo

, e 2
que se tendra una expansion acelerada para y < .

Este punto es un nodo estable para 3y < \? < %, lo que implica que cualquier pertur-

242

bacion, alrededor de este punto, provocara un retorno al mismo. Por otro lado, para \? > o

el punto se convierte en un espiral estable, donde las trayectorias en el espacio de fase tienden
a “enrollarse” de forma espiral hacia el punto fijo, lo que sugiere que el sistema experimen-
ta un comportamiento oscilatorio y tiende a estabilizarse en torno a este punto a medida que

evoluciona.

Figura 5.16: Diagrama de fase en una region cercana al punto (d).

?7La proporcionalidad se observa mejor al recordar la solucién de la densidad de energia de materia para w,y,
constante: p,, = pPmg e—3(+wm)N Dado que wy,, = wg, entonces la solucion para la densidad de energia del
campo escalar es: p,, = ppmge S1HTws)N,
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5.9.8 Interpretacion paraelcaso A =2,v =1

Diagrama de fase: y vs x
Frontera Dominante del Campo Escalar

7 o
i
W

00 @&—

0

=)

'S

0.

N

Figura 5.17: Diagrama de fase del modelo parae = +1, A =2y vy = 1.

Hemos analizado la fisica que aporta cada punto fijo del modelo, mediante el sistema
dinamico. Por el andlisis de estabilidad, obtenemos distintos tipos de espacio de fases para las
multiples curvas que buscaran modelar la evolucion de nuestro universo. Vamos a considerar
el caso tipicamente estudiado donde A\ = 2, v = 1 (Copeland, Sami y Tsujikawa, 2006, p.
1806) y se mostrara los resultados que conlleva esta eleccion. Uno de los principales motivos
de su eleccion es claro, “ requerimos que la densidad de energia del campo escalar permanezca
subdominante durante las eras de radiacién y materia, emergiendo solo en tiempos posteriores
para dar lugar a la aceleracion actual observada del universo ” (Copeland, Sami y Tsujikawa,
2006, p. 1801). Sin embargo, este modelo solo incluye la etapa de evolucion entre materia y
energia oscura. Dicha evolucién se cumple por lo siguiente: si observamos la Fig. (5.17), la
mayoria de curvas de evolucion pasan por distintas etapas transitorias (puntos en el espacio de
fase), tendiendo a estabilizarse en el punto fijo (d). Lo interesante es que dicho punto tiene un
valorde Q24 = %. Esto quiere decir que la mayoria de curvas de evolucion, para tiempos lejanos,
tenderan a un punto que contiene un campo escalar que aporta el 75% de la densidad critica (para
un universo plano €2, ~ 0 es la densidad total). Este resultado es prometedor, pues es cercano
al resultado de las observaciones para el modelo estandar ACDM. Sin embargo, este diagrama
no es suficiente para identificar si nuestro modelo se ajusta a los datos observacionales. Para

ello, se debe realizar un calculo numérico y determinar una curva de evolucion que se ajuste
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adecuadamente a los datos. Para ello requerimos de condiciones iniciales que nos permitiran
estar sobre una determinada curva. Durante la investigacion se identificd que las curvas de
evolucion son muy sensibles a las condiciones iniciales, en un modelo mas complejo se requiere
un analisis estadistico (x?) para poder obtener los pardmetros y condiciones iniciales que mejor
se ajustan a los datos. A continuacidon se muestran las graficas cosmologicas del modelo de
Quintaesencia bajo las condiciones iniciales?® en Z = 1.5: z(Z = 1.5) = 5.0 x 1078, y(Z =
1.5) =9.0x 107!, Ademas, las condiciones iniciales deben ser coherentes, si se busca empezar
en una época de materia, las variables asociadas al campo escalar deben ser cercanas a cero; de

esta manera, €, ~ 1.

Figura 5.18: Curva de evolucion del modelo Quintaesencia.

Z8Dado que el modelo solo contiene materia bariénica y campo escalar, se busca iniciar desde una época de
dominancia de materia. Segun la referencia de la mision Planck (Planck Collaboration, 2020), alrededor de z =
3387 — Z =~ 3.530, es el instante cuando la cantidad de materia y radiacion se equiparan; por este motivo, elegir
un valor de Z = 1.5 (y mayor a ~ 0.2 déonde empieza la expansion acelerada segtin (Planck Collaboration, 2020)
garantiza que nos ubiquemos en una época que domina la materia.
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(a) Densidades relativas (b) Ecuaciones de estado

(¢) Densidades de materia (d) Grafica del parametro de Hubble

Figura 5.19: Gréficas cosmologicas del modelo Quintaesencia.

Para la época actual (z = 0) obtenemos un valor de €2, = 0.685512, lo que nos informa
que el campo escalar dominara sobre la materia bariénica. Ademas, la ecuacion de estado para el
sector de energia oscura modelado por el campo escalar® es wy = —0.301748; este valor genera
que wer = —0.206852 no cumpla la condicién de expansion, en la época actual. Esto es claro,
pues el resultado del punto (d): v = 7,4, implica que estrictamente existird una proporcion cons-
tante entre la densidad del campo escalar y la densidad de materia, impidiendo cualquier desvia-
cion del régimen de escalamiento. Debido a esto, la densidad de energia del campo escalar evo-
lucionara en proporcion al de la materia (Fig. 5.19¢), lo que implica que no ocurrira una expan-
sién acelerada, ni se aliviara el problema de la coincidencia pues no hay una salida del scaling™.
Por otro lado, la Fig. 5.19d muestra dos graficas, la anaranjada es del modelo y la roja de un mo-
delo ACDM; ademas, se incluyen los datos observacionales en azul. Se muestra que la predic-
cion de H(z) del modelo se aparta de manera significativa de los datos observacionales Cosmic
Chronometers; el valor obtenido y? = 148.22 indica un ajuste deficiente. En contraste, el mode-

lo ACDM (determinado con el modelo CPL parawy = 1,w, = 0, Hy = 67'11s41(\4_m;x:’ Q,, = 0.32)

29Por el modelo ACDM conocemos la existencia de un fluido desconocido llamado “energia oscura”; por ende,
en distintos modelos la parte de: campo escalar, invariantes adicionales o modificaciones de la geometria, se les
denomina sector de energia oscura; pues, no comprende ni el sector de materia ni radiaciéon. Adoptamos, como
hipétesis de trabajo, que la energia oscura queda modelada mediante modificaciones de la teoria; aunque no poda-
mos identificar de forma directa ese sector, la existencia de energia oscura esta firmemente respaldada en el marco
ACDM.

39No habra expansion acelerada pues en scaling wy = wyy,, originando que wer = wiy,. Dado que los distintos
tipos de fluido conocidos cumplen w,,, > 0, no se podra tener el caso de expansion donde weg < —%.
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ofrece un ajuste mucho mejor, con y? = 29.4520.

Un primer intento para solucionar las limitaciones obtenidas es escoger otros parametros
para 7, A que logren un régimen de escalamiento o scaling transitorio, y genere una época de
expansion acelerada. De forma mas técnica, se deben escoger nuevos parametros para que nos
dé un nuevo espacio de evolucidn y las condiciones iniciales apropiadas, ajustando el modelo
de tal forma que se acerquen a los datos observacionales. Notar que si A — 0, el modelo de
Quintaesencia tiende al modelo de ACDM. En otras palabras, Quintaesencia nos lleva al modelo
que ya conocemos que, a pesar de su éxito, presenta limitaciones como la tensiones Hy, la ten-
sion oy para perturbaciones o el problema de ajuste fino, entre otros. A pesar de ello, se tienen
restricciones s6lidas con ACDM para la densidad de energia oscura en la época actual (cerca del
68%) o para su ecuacion de estado w. El modelo ACDM fija wy = —1, pero hay investigacio-
nes, en la mision Planck, dejando a la ecuacion de estado como parametro libre, obteniendo el
intervalo: —1.028 4= 0.032 (Gonzalez-Espinoza y Otalora, 2021, p. 11). Estas no son restriccio-
nes universales, por lo que tenemos libertad de proponer un modelo con valores cosmologicos
actuales fuera de esos intervalos, pero que se ajusten mejor a los datos observacionales. En la
siguiente seccion se presentaran los resultados del método de Cadenas de Markov, el cual nos
permitird obtener regiones de contorno que nos ayuden a restringir los parametros en base a la

data observacional (Cosmic Chronometers) con intervalos de confianza.

5.9.9 Cadenas de Markov y regiones de contorno para el modelo de Quin-
taesencia

En esta seccion presentamos los resultados bayesianos del modelo de quintaesencia a
partir de cadenas de Markov (MCMC) y sus regiones de contorno. El vector de pardmetros
libres es § = (Hy, A\, Q0) con priors top—hat uniformes: Hy € (63,73), A € (—0.7,0.7) y
Qo € (0.15,0.35). Mantenemos fijos v = 1y € = 1. Las condiciones iniciales del campo se
fijan’': 2(Z = 1.5) = 2.234 x 1078, y(Z = 1.5) = 4.234 x 107", El muestreo se realiza con
Nwalkers = S, Un maximo de 6,000 pasos y diagndsticos de convergencia cada 100 iteraciones.

Tras descartar el burn-in, se obtienen las distribuciones marginales y las regiones de confianza

3IDe la misma forma que en el modelo de tres tipos de fluido, para la eleccién de las condiciones iniciales se
formé a partir de minimizar en primer lugar el parametro y? mediante un codigo de Mathematica; por el contrario,
las cadenas no convergian.
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del 68% y 95%.
Trazas de un subconjunto de walkers (con burn-in): la estabilidad y mezcla entre wal-

kers sugieren buena exploracion del posterior.

Figura 5.20: Trazas de un subconjunto de walkers para Hy, Ay {),,0. La linea vertical marca el burn-in.

Media acumulada post burn-in: la convergencia hacia una meseta sugiere que la esti-

macion puntual es estable frente a mas iteraciones.

Figura 5.21: Media acumulada post burn-in de Hy, A y Q0.

Las cadenas de Markov nos confirman convergencia del modelo; por consecuencia, re-
flejan adecuadamente los resultados del posterior y las regiones de contorno son fiables. A
partir de ellas también conocemos, alrededor de qué valor, oscilan con mayor probabilidad los
caminantes.

Regiones de contorno (corner plot): presenta las marginales 1D y las marginales 2D
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para cada par de parametros con las bandas del 68% y 95%. Las elipses revelan correlaciones
y posibles degeneraciones entre Hy, A y £2,,0, y permiten comparar directamente con ACDM

(A = 0) o con otros escenarios.

Figura 5.22: Regiones de contorno del 68% y 95% para (Hy, A, {0,,0) y marginales 1D correspondientes.

Parametro Media  MAP 68% I.C. 95% I.C.

Hy, 72.15 72.60 [71.51, 73.09] [70.55, 73.64]
A 0.01305 0.1538 [—0.4703, 0.5035] [—0.6609, 0.6751]
Qo 0.3427 0.3464  [0.3371, 0.3509] [0.3285, 0.3558]

Tabla 5.6: Estadisticos MCMC quintaesencia.

Observamos que los datos encontrados para el parametro Hj y 1, o no se encuentran
dentro del intervalo dado por la mision Planck (Planck Collaboration, 2020); esto es claro indicio
que podemos encontrar modelos distintos a ACDM que se aproximen con confianza a los datos
observacionales. Sin embargo, las regiones nos informan que cuanto mas cerca a cero es el valor
de A (media, MAP), el modelo se ajusta mejor a los datos. Sin embargo, en el caso limite A = 0,
volvemos al caso estindar ACDM, por lo que no ofrece resultados novedosos. Las graficas
presentan correlacion, a comparacion de las regiones encontradas en el modelo de tres materias,
estas se muestran mas circulares, por ende hay menor correlacion. La tabla (5.6) muestra que
hay una probabilidad del 68% que los parametros verdaderos del modelo se encuentren en los

intervalos de la segunda columna.
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Por otro lado, aunque ajustemos el modelo, en Quintaesencia tenemos limitaciones ge-
nerales: wgy > —1, el modelo tiende wy ~ —1 con dindmica restringida sin cruzar el “limite
fantasma”; se encuentran discordancias al tratar de resolver las tensiones H, al incluir sca-
ling (Sabla y Caldwell, 2021); no es posible resolver las tensiones H, y og de perturbaciones
por la poca dindmica de wy (Heisenberg, Villarrubia-Rojo y Zosso, 2022). Por estas razones
se investigan diversas propuestas con modificaciones en la gravedad (teorias teleparalelas o de
no-metricidad) o adicion de campos en la accion (escalares, vectoriales o tensoriales) para obte-
ner resultados con un mejor ajuste y aliviar las tensiones, el problema de la coincidencia, entre
otros. En el siguiente capitulo exploraremos un modelo, bajo una teoria de no-metricidad, con
modificacion de la gravedad y acoplamiento de campo escalar no canodnico dilaténico con inter-
accion. Los objetivos con este modelo son: obtener curvas de evolucion y regiones de contorno
alejadas de ACDM, con buen ajuste hacia los datos observacionales y que explique, de manera

coherente, una dindmica cosmologica.
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Capitulo 6

Dinamica cosmolégica f((Q), ¢) con
interaccion y campo escalar dilatonico no
canonico

Sea la accion:

5= [ atey=g| 53 +aX + F@X" = FUOGIQ) ~ V()| + Sl 6, 0] + S 1]

Consideramos un modelo, bajo una teoria de no-metricidad, que busca modelar el sector
de energia oscura con una modificacion de la gravedad G((Q) y un campo escalar no candnico
dilatonico con un pardmetro « en su parte cinética X = —% 9" 0,90, ¢ y un potencial V' (¢).
Dicho pardmetro nos permite estudiar los casos de quintaesencia a« = 1 o el caso phantom
a = —1 (Gonzalez-Espinoza y Herrera, 2025). El término dilatonico F5(¢) X" se incorpora
con la finalidad de aliviar teéricamente inestabilidades de energia negativa en el caso o = —1
(Gonzalez-Espinoza y Herrera, 2025). Se acopla minimamente a radiacion S,[g,.,, ¥,] y materia
SolGuvs @5 VUil I esta Gltima, ademds, interactia con el campo escalar ¢, conteniendo una parte
como materia oscura fria no relativista (w,, = 0). Entonces, el sector de materia estd confor-
mado por materia baridonica y materia oscura; sin embargo, la interaccion C' solo ocurre entre
la energia oscura y materia oscura’ mediante 5(‘5%" = —/—g o (Gonzalez-Espinoza y Herrera,

2025). La motivacion de este modelo, es que incorpora distintas teorias gravitacionales que han

proporcionado, cada uno por su lado, resultados prometedores para describir a la energia oscu-

'La notacién S,[g,.,, ¥, significa una accién asociada a un fluido dependiente de campos de radiacién y
métrica. Mientras que Sy, [g,.., ¢, U] significa una accidn asociada a un fluido dependiende de campos de materia,
métrica y campo escalar.

2Segun la referencia (Bergé et al., 2018), la interaccion entre materia barionica y energia oscura es infimo, por
lo que consideramos Unicamente interaccion con la materia oscura.
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ra; estos son: modelo de condensado fantasma dilatonico con interaccion (Gonzalez-Espinoza
y Herrera, 2025) y el modelo de energia oscura en una teoria f (7, ¢) (Gonzalez-Espinoza y Ota-
lora, 2021). El trabajo en esta tesis se realizé con la guia constante del Dr. Manuel Gonzalez
Espinoza, los resultados mostrados en esta tesis estan basados en los calculos de sus trabajos de
investigacion.

Por otro lado, el modelo es un caso especifico del marco general P (X, ¢) + P (Q, ¢),
presentado en el Apéndice (E.2) para encontrar restricciones en el scaling. En el estudio para
obtener un régimen de escalamiento para tiempos lejanos (Apéndice E.6) se obtuvo como uno
de los resultados que la funcion general para G((Q) debe seguir la forma: G(Q) = (%)HS.
Con esta motivacion, emplearemos esta propuesta para G(()) en la accion, con la esperanza de
encontrar puntos scaling en el sistema dindmico; esto es, puntos cuya ecuacion de estado, del
sector energia oscura, imite al de la materia: wpg = w,,, = 0y asi obtener un mecanismo natural
que alivie el problema de la coincidencia.

A partir del modelo, determinamos las ecuaciones que describen la evolucion de fondo

con el método del Minisuperspace (5.4). Las ecuaciones de Friedmann son:*

3H? , 1 . .
= ARG HTD L V(6] + 500"+ 27 (<14 20) (007 + par + o
2H ~ , 2 , . dF, .
- = ag® 4+ 27" Fy ()™ + g(l + s)H* {(1 +2s)Fi(¢)H + H@;¢} + oM + pym + prt+opr

_ o dV

. . 2 —14n dF2 . J n _
G o <3H¢+ ¢) T >{(1 - 2n)%¢2 + 2nF2(§Z5)(—3H¢ + (1 - 2n)gz5>} =0

Donde, las ecuaciones de continuidad para la materia (0, = Prariones + Pmateria oscura) Y

radiacion son:

dpm Y
W+3(1+wm)pm —O'gZ5

dp,
dN

+3(1+w)p, =0

En la referencia (Gonzalez-Espinoza y Herrera, 2025) se exploran distintos tipos de in-

teraccion. Para este trabajo se utilizara la siguiente:

Czﬁ/{pmgﬁ (6.1

3Por cuestiones de redaccion, se optd por mostrar las ecuaciones con derivadas temporales ¢; sin embargo, en
el codigo para determinar las graficas se deben redefinir en el NV e-fold. Recordar que la notacion de punto esta
asociada a la derivada temporal y primado a la derivada respecto al e-fold.
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La interaccién C est4 relacionado con o de la siguiente manera*:

C=qpmod. q=PBr 0(z)=qpn() (6.2)

Aqui, C representa el término de intercambio de energia entre el fluido de materia oscura
y el campo escalar. La funcion o(z) = ¢ p,,(2) describe el acoplamiento efectivo entre ambos
sectores y depende de la evolucion de la densidad de materia. Por su parte, S es un parame-
tro adimensional que cuantifica la intensidad del acoplamiento; en particular, para § = 0 se
recupera el caso sin interaccion entre la materia oscura y el campo escalar.

Por la forma estandar de las ecuaciones de Friedmann, reconocemos la densidad y presion

del sector energia oscura. Se mostraran en el tiempo N e-fold:
poe = 5 (' H)* + V() = (1+25) B> Fi(9) + 27" (2n — 1) Fa(6) (' H)™"
P20+ 8) By ¢/ B 97 By(o) (o H)
por = 5 (6 H)? = V(6) + (14 26) H¥ Fy(8) + 5 (1+ 9)(1 +25) Fy(9) B B!

Ademas, las definiciones de las ecuaciones de estado, del sector energia oscura y del sector

efectivo o total, son:’

poe(N) + 5 pr(N)
poE(N) + pm(N) + pr(N)

OJDE(N) = pDE—(N) weff(N) =

PDE(N)’

(6.3)

6.0.1 Sistema dinamico f(Q, ¢)

Definimos las siguientes variables adimensionales®:

K¢ VYV k*(2s + 1) Fy H*
r=—, = , U = — ,
K F2<¢>’H>n _ KNpr \ = Ve
T BH\ VA ‘T BH WV

V Vg Fig Fi Fi e
I'= : = ——> 0O, =—>

(Vig)?’ 7 K Fy LT (Fg)?

Fog Fy Fo e
= = O, = .

“En los Apéndices (E.1, E.2) se estudian los efectos de este tipo de interaccion.

SDichas definiciones pueden ser para variables en funcion del N e-fold o en funcién de Z = log; (1 + 2),
seglin convenga.

OEstas variables se obtienen al buscar adimensionar las ecuaciones de Friedmann, cada una esta asociada a una
variable del modelo. Por ejemplo, x a la parte cinética del campo escalar, y asociado al potencial del campo escalar,
o respecto a la parte de radiacion, u; asociado a la modificacion de gravedad o us asociado al término dilaton.
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Para obtener un sistema autonomo tomamos A, o1, 05 constantes. En el Apéndice (E.9) se

muestran las funciones completas del siguiente sistema dindmico:

dv fi(z,y,ur, us, A\, 01, 09, 0, v, 5,1, 8)
AN~ 2(1425)(=1 4 ug + su1)(n(—1 + 2n)us? + 22a)
dy  folx,y,u1,u9, N\, 01, 0,0, 5)

AN~ 2(142s)(—1 + uy + suq)

dur  fs(x,y,u1,uz,01,0,a,n,5)

AN (1428) (=14 uy + suy)

dU,2 _ f4($>yaU17U27/\701,0%97@757”73)
AN 2(1+2s)(—1 + uy + sup)(n(—1+ 2n)us? + 22a)
do _ f5(z,y, u1,us, 01, 0, @, )
dN 2(1 4 2s)(—1 4 uy + suy)
dA
=— 1+T
IN V6 (—1+T)\?

dal \/_IU1 —\/_$9101
d02 \/_IUQ —\/_$9202

La ecuacidn de restriccion es:
ar? +yitu + (1420wl + 0+ Q=1 +— Qpe+Q +Q,=1 (6.4)

Determinamos los puntos fijos o criticos del modelo. En la referencia E.9 se muestra el

cddigo usado para hallarlos.

106



Puntos @ y uy uz 0
28
Q1 - 0 0 0 0
o
1
@ — 0 0 0 0
Va
Q3 L 0 0 0 0
7
Q4 0 0 0 [ 0
Viton
1 TP
5 -— 0 0 0 A
@ V5B g
o2 (n —2n0s+ \/—24(=1 + n)Pna+ (1 — 277,)2,73)
(=14 2n) 02 24(~1 4 n)3na + (1 - 2n)%03 12+ iy
6 0 0 0
@ 2V6 (—1 +n)2a 2V3vV—1+n
o2 (ag —2n05 — \/—24(=1 + n)Pna+ (1 — 271)2,1;)
(=14 2n) 02 + \/—24(—1 + n)3na + (1 — 2n)203 12+ i+ n)pa
7 0 0 0
Q 26 (1 +n)2a 2V3v—1+n
¢ (—1+n)2B(-1+n)a+28((-1+n)B+02))
3 p
o Vi 14 . . (C1tnptor) .
(—1+n)B+o2 V2V=T+n
o z\/g(qw,) . . 2\@(4vn>\/a —8(—1+n)3a+ (-2 +n)o?
- V=2+no2 V(=2+n)o3
e .
Q10 Zx/g 2@ o 0 Voiat 2
A V3A A
A B NGa—1/a
1 — Rl 0 0 0
Q Vea V6VBFX
\/3 [EatpB+r
2 2
12 Yy - 0 0 0
Q B4+ B+ A
o V3 . (1 4 25) (3sa + 2582 — 2B071) o 0
: sB—o1 2(sf — 1) (B+ 258 — o1)
ol 72\/25 0 15(1 + 25)a 0 —15(1+4s)a+0?
o1 307 a1
VBs(1+ 2s)a + 4/ sa (3s5(1 4 25)2a — 2(1 + 5)0) (1+2s) (352(1 +2s)a — (1+s)of + \/Ea\ sa (3s(1 + 25)2a — 2(1 + s)o?)
15 0 0 0
Q VZ(1+s)aoy (1+5)202
—VBs(1+25)a+ \/ sa (3s(1 + 25)%a — 2(1 + s)02) (1+25) (U|2+5(—3s(1+25)(\+0\2+\/§ sa (3s(1+ 25)2a — 2(1 + 5)0?) )
16 0 0 0
Q VZ(1+s)aoy (1+5)%07

Tabla 6.1: Puntos fijos del sistema en variables (x, y, u1, u2, 0).

6.0.2 Parametros Cosmologicos

A continuacién se muestran las densidades relativas y ecuaciones de estado en funcion de

las variables adimensionales:

Qpg = uy + (_1 + 2”) u% +az®+ y27 Qrag = 927 Qmat = 1 — Qpg — Qg

3ud+2v6 01w + 3aa? — 3y + 65 (u3 + aa? — y?) + ug 0% + 25%u; (3 + 0%) + suy (3+2V6 o1z + 307)
3(1+2s)(—14us +su) (ug + (—1 4 2n) u3 + az? + y?)

WpE = —

3s(1+28)up +3u3 +2v6 (14 8) oy uy « + 3aw? — 3y? + 0% + 25 (3u? + 3aa® — 3y? + 0?)
3(14+28) (=14 uy +suy)

Weff = — .
Para realizar un analisis exhaustivo de estabilidad es necesario obtener los parametros
cosmoldgicos por cada punto fijo y asi enfocarnos en una posible estabilidad. En la siguiente

tabla se muestran las propiedades de cada punto critico:
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Punto Qpp wDE Weft

Ql 232 N 252
3a 3a

Q2 1 1 1

1

Q3 1 1
Q4 1 ! !
“1+2n —1+2n
a 1
. a . 1
@ 68 3
) ( (—1+2n)o2 — \/—24(=1+n)3na+ (1 — 2,1)%3) 2 ( (—1+2n)oz — \/—24(=1+n)3na + (1 — 2n)2(r§)
6 1 —1 -1
@ + 6(—1+n)ia + 6(—1+n)3a
o2 ( (=1+2n)o2 + 1/ —24(=1+ n)3na + (1 — 2n)2n§> a2 ( (—=1+2n)o2 + 1/ —24(=1 +n)3na + (1 — 277)2<'r§>
7 1 -1 ~ -1 3
Q + 6(—1+n)3a + 6(—1+n)3a
o (—1+n)(3(=1+n)2a+ (—1+2n)8((—1+n)B + 02)) B((=1+n)B + a2) B—npB
(=14 n)8 +02)* 3(—14+n)2a+ (-1+2n)8((-1+n)B + a2) (=14 n)B+o02
® 8(—1+n)’a 1 1
(—2+n)o3 3 3
da 1 1
10 = = =
Q 2 3 3
22 a2
11 1 14 14
Q T *ia
Q2 3a+ BB+ ) _BB+N 8
(B+A)? Ba+B(B+A) B+A
320+ (1+25)(sB — 01)(3sa + 258% — 2B01)
Q3 ) B+2s8— o1 B 25B(sB — 01)(B + 258 — 01) 58
- 2(—sB +01)? 252(1 + 25)B(3a + B82) — 5((3 + 9s)a + 4(1 + 25)82) o1 + 2(1 + 25) B0} —sf+o1
45(1 + 4s)ar 1 1
14 =T = 1
Q 307 3 3
3532 /a4 1/9s(1 + 25)%a — 6(1 + s)o? 35%/2/a + 1/95(1 + 25)2a — 6(1 + 5)07
15 1
Q ENEDNG EN e
35%/2 /o — 1 /9s(1 + 25)%2a — 6(1 + 5)o? 3532 /o — 1 /9s(1 + 25)%2a — 6(1 + s)o?
16 1
Q 3y/s(1+s)Va 3y/s(1+s)va

Tabla 6.2: Parametros cosmoldgicos por punto critico densidad relativa de energia oscura {)pg, ecuacion
de estado de la componente oscura wpg y ecuacion de estado efectiva we.

Analizaremos las propiedades de los puntos fijos que aparecen en la Fig. (6.1). El punto
fijo ()1, bajo una interaccion 5 pequena (B. Wang et al., 2016), se comporta como un punto de
materia Qpg ~ 0, wer & 0; por lo que es valido para este punto una estabilidad tipo inestable o
saddle point. El punto fijo ()4, se encontrard demasiado cerca al punto (); en el espacio de fase;
este, es un punto con un sector de energia oscura pura {pg = 1. Ademas, si tomamos n = 2,
el sector de energia oscura se comporta como radiacion wegr = 1/3; dado que wpg = 1/3,
el punto (), es un punto scaling entre el sector energia oscura y radiacion; por lo que, tendra
estabilidad tipo inestable o saddle point. El punto fijo ()19, es un punto de radiacion si A es
de valor grande: Qpg ~ 0, Qag & 1, werr = 1/3; ademas, presenta escalamiento wpg =
1/3, siendo de estabilidad tipo inestable o saddle point’. El punto fijo Q», para (3 de valor
pequefio y A de valor grande, es un punto con un porcentaje no nulo del sector energia oscura
Qpg > 0; luego, como wpg ~ 0, es un punto scaling entre materia y energia oscura. Este
resultado alivia el problema de la coincidencia al proporcionar un mecanismo que mantiene las

densidades de materia y energia oscura en el mismo orden de magnitud cerca de la época actual,

7En la investigacion se observé que la mayoria de puntos criticos son del tipo saddle point, claro, bajo todas
las dimensiones del espacio de fase. Sin embargo, si consideramos solo 3 variables, algunos puntos se volveran
inestables completamente.
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ademas, su estabilidad de tipo saddle point rompe dicho escalamiento, permitiendo una época
con expansion acelerada. Finalmente, el punto ()14 sera el atractor, este se conforma inicamente
por el sector de energia oscura; y, bajo los resultados que se mostraran mas adelante, presentara

expansion acelerada: wegr < —1/3, wpg ~ —1.

6.0.3 Analisis de estabilidad

Buscamos una estabilidad coherente con las observaciones actuales del universo, como
puntos de radiacion inestables, puntos de materia inestables tipo saddle point, puntos sca-
ling y puntos de energia oscura que sean atractores. Este analisis restringira los parametros
n, s,a, 3, \, 01,09 para una determinada evolucién. Consideramos los casos A, 0, y 02 cons-

tantes para obtener un sistema autonomo, definimos:

_ dx _dy _ dug _ dug __de
=3 hkh=3% =% L= k=3 (6.5)

Luego, determinamos la matriz Jacobiano del sistema®:

.(7 nud (20 + 4s0) + 2n%u3 (20 + 4s0) + w(2(1 + 25)va 0 — 2V (1 + 25) (=1 + uy + s !“)J'y))
J Jy J J 5
! 2 ' ! 2(1+25) (1 + w1 + sw) (n(—1 + 2n)uj + 2%a)
y(670 + 2620\ + VB((=1+ 1))+ 2u0) + 5(2(670 = VBA) +Vous (31 +201))) . L (Gt B 20+ 150)
2(1+2s) (=14 up + suy o 21+ 28) (1w Fsuy 2(1+2s) (=1 +uy +suy
2(1+25) (—1 © T+ 2s) (-1 ) 2(1+2s) (-1
u;(l‘Zsznu = V6 (=1 +w)oy +s(6za +2V60; — \/Eulm)) i (—6sy — 125%) , i (6 + 125%u5) i (250 + 45%0)
(14 29) (~1 tw +sur) (U125) (1 tw +su) 1 (LT128) (1 +wtsu) (14 25) (1 +ur +sur)
—2n%u} (20 + 450) — wra (20 + 4s0) + nug<2\/6(1 1 28)(—1 4wy + sun)zBo+ 11%(2[)4»4\9))
J Jy J J
s ’ 1 " 21+ 28) (1 + 1wy + swy) (n(—1 + 2n)uj + 2%a)
o670+ 2vG i1 + 25(6ra + VBuer) ) (—6y— 125)0 ; (6us + 125u3) 0 ;
2(1+25) (—1+uy + suy) 21+25) (1 tu +su) 2 201+25) (—1+u +su) o

Por la complejidad del sistema, los autovalores de algunos puntos fijos son demasiado
extensos o no es posible determinarlos en su forma general (demasiado coste computacional).
Una técnica para lograr obtener algliin resultado es fijar algunos parametros antes de utilizar la
funcion Eigenvalues®, caso contrario, el c6digo no terminara de compilar. Por estas razones, no
se mostraran los autovalores de todos los puntos fijos en su forma general. En caso de interés,

en la referencia (Casimiro, 2025) se encuentra el cddigo para determinar todos los autovalores.

8En la referencia (Casimiro, 2025) se encuentra el codigo llamado “Version Final - General sin scaling - Teoria
Cosmological p1 + p2 dilaton + Cosmological”; dentro de este, se encuentra la matriz completa.

9 Adicionalmente, se identificaron puntos fijos que se vuelven indeterminados o imaginarios al fijar pardmetros
fisicos como « (coeficiente cinético) o 3 (interaccion), por lo que no aparecen en los diagramas de fase ni afectan
la dinamica. Otros puntos, aunque presentes, se sitlian en regiones muy alejadas de la trayectoria relevante en el
espacio (, y, z), de modo que su estabilidad no influye en la curva analizada y, por ello, también se omiten en los
diagramas.
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Puntos

1° Autovalor

2° Autovalor

3° Autovalor

4° Autovalor

5° Autovalor

o 7%+ﬁ 7%+ﬁ §+ﬁ(5+>\) —3sa — 2532 + 2801 31— B((—1+n)B + 02)

« a 2 a « a

3 2—n 3(—14mn) 3n 6ns
Qa “1+2n “1+2n “1+2n “1+2n 1-2n
O 1+% 7/\+x/6;(;—l5/\2 —1+\/64(2x—15,\2/x 74(3/\:01) 272n+2%
48+ A 3(1 4+ 2s)a (262 + 38A + A2) + V3VD —3(1 + 2s)a (262 + 38X + A2) + V3VD _3(sA+a1) 3(A—n\+o02)
Qi EEICES)) B 4(a+ 2s0) (B + )2 4o+ 250) (B + )2 B+ 2B+ N
(A +01)(3v5 (1 +25)va — VB)  —655/2/@B + 352 /@ (B + 1) + s8vE — o1 VB NN YRR (=3VE0+20Va + VB) (<14 n)oi + s0)
Q1o 25 (1 + s)Vaor V(1 +s)vVaor 21+ s) 21+ s) 25 (1+s)vaor
Tabla 6.3: Autovalores de los puntos fijos f(Q, ¢).
Donde:

B =9s(1 +2s)*a — 6(1 + s)0?

D = (1+2s)’a (B4 A)?(72a° — 168A(B + A)? + 30(2058° + 128X — 7A?))

Ademas, cada punto fijo tiene su propia condicion de existencia, dado por los denomina-

dores o las raices cuadradas. Se muestran a continuacion:

Punto Existencia

Q1 a#0

Q4 n#3

Qo —4a+X2>0Aa>0AX#£0

Q2 R +BB+NZ0AB+A£0
Q16 (\/Esa + 2\/53204)2 — 4501 (oan + saal) >0 A sa(3sa + 1252 + 1283 — 20% — 230%) >0AN14s#0

Tabla 6.4: Condiciones de existencia para los puntos fijos Q1-Q)16.

A continuacidn se muestra la estabilidad y las restricciones sobre los parametros de los

cinco puntos fijos que se presentan en los resultados numéricos de las curvas de fase.
Punto Fijo ),

Este punto fijo presenta una estabilidad de tipo saddle point con los siguientes signos de
los autovalores: autov. 1 < 0, autov. 2 < 0, autov. 3 > 0, autov. 4 > 0, autov. 5 < 0. Ademas,

se consideraron las restricciones de existencia junto a: « > 0, 01 > 0,5 < 0, 5 > 0:

B>0Na>23 ABBa+28(B+X) >0 Aoy >0 As<0 An > 202800

Punto Fijo Q)4
Este punto fijo presenta una estabilidad de tipo saddle point con los siguientes signos de

los autovalores: autov. 1 > 0, autov. 2 < 0, autov. 3 > 0, autov. 4 > 0, autov. 5 > 0. Ademas,

se consideraron las restricciones de existencia:
s<0 An>2
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Punto Fijo ()1,

Este punto fijo presenta una estabilidad de tipo saddle point con los siguientes signos de
los autovalores: autov. 1 > 0, Re[autov. 2] < 0, Re[autov. 3] < 0, autov. 4 > 0, autov. 5 < 0.

Ademas, se consideraron las restricciones de existencia:

n>1+% A6da > 1522 Ada < A

((SA4+01 >0 AN4B+A<O0AAXA<0) V (46+A>0AAX>0 A sA+01<0)) Al+25#0
Punto Fijo Q)1

Este punto fijo presenta una estabilidad de tipo saddle point con los siguientes signos de
los autovalores: autov. 1 < 0, Re[autov. 2] < 0, Re[autov. 3] < 0, autov. 4 > 0, autov. 5 < 0.

Ademas, se consideraron las restricciones de existencia junto a: A > 0, s < 0, 8 > 0:

(-1 <s<0) VvV (s<—13) /\7/\2+\/(26+)\)3(5Oﬂ+49>\)§48a+46(5,6’+3)\)A
)\+O'2

B3a<A(B+A) AsA+o1<0 An> 3

AB>0 A XA>0.
Punto Fl]O Qlﬁ

Este punto fijo presenta una estabilidad de tipo Stable con los siguientes signos de los
autovalores: autov. 1 < 0, autov. 2 < 0, autov. 3 < 0, autov. 4 < 0, autov. 5 < 0. Ademas, se

consideraron las restricciones de existencia junto a: s < —1, 01 > 0,05 > 0, 8 > O:

o0 >0As<—-1 ANa>

gegom MZOATT

20% 2 :1 V3 \/a (3sa + 1252 +51§253a — 20? — 2s0%) o 3a + 65;& + 280,
1 1

s 0
Noy >0 An+—2>1 /\s(s)\+zrl) > 0.
a1

Un conjunto de pardmetros, bajo las restricciones de estabilidad, son: '°

n=2 s=-12, a=1 =103 A=150, 0,=03, 0,=01  (6.6)

6.0.4 Graficas cosmologicas del método de sistemas dinamicos

En este apartado se presentan: las curvas de evolucion en el espacio de fase, una grafica
de curvas con distintas condiciones iniciales, el parametro de Hubble H(z), la grafica de las
densidades relativas €2; en funcion de Z y la grafica de las ecuaciones de estado efectiva y del

sector energia oscura. Las gréaficas se determinaron bajo los parametros restringidos del analisis

197 a restriccion para 3 = 1072 proviene de resultados en diversos articulos, donde se concluye que este para-
metro de interaccion debe ser menor a 0.052 (Xia, 2013).
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de estabilidad (Ec. 6.6); ademas, se empled el mismo método numérico que se utilizod en el
modelo de quintaesencia para determinar las curvas de evolucion. En este caso, consideramos
las siguientes condiciones iniciales para Z = 7 donde domina la radiacion'': 2(Z = 7) =
0.0002, y(Z = 7) = 0.02465, uy(Z = 7) = 9.9x107%, up(Z = 7) = 1.25x107%, o(Z =
7) = 0.998788. Las condiciones iniciales deben ser consistentes, si buscamos partir de una
época de radiacion, entonces, la variable o de radiacion debe ser cercana a la unidad. Luego
de resolver numéricamente el sistema mediante Wolfram Mathematica (Casimiro, 2025), se

encuentran las siguientes graficas cosmologicas:

(a) Diagrama de fases (x, y, o). (b) Curvas para diferentes C.I.
(¢) Densidades relativas en funcion de Z. (d) Ecuaciones de estado en funcion de Z.
(e) Densidades de energia en funcion de Z. (f) Evolucion del parametro de Hubble.

Figura 6.1: Graficos cosmoldgicos del modelo f(Q, ¢).

1Segtin la referencia de la mision Planck (Planck Collaboration, 2020), para z = 3387 — Z ~ 3.530 hay igual
cantidad de materia y radiacion, por lo que situarnos en Z = 7 nos permite empezar desde una época dominada
completamente por radiacion.

112



La Fig. (6.1a) muestra una curva de evolucion que comienza en las condiciones iniciales
donde domina la radiacioén. Luego, la curva muestra un acercamiento al punto de scaling (ener-
gia oscura-radiacion) (1o, y se aleja, dirigiéndose al punto ()12, donde existe scaling entre la ma-
teria (Cold Dark Matter) y sector energia oscura (campo escalar y modificacion f(Q)). Dada la
estabilidad tipo saddle point en ()15, el sistema se libera del escalamiento, dirigiéndose de forma
atractiva al punto ()14, generando una expansion acelerada. Por otro lado, la Fig. (6.1b) mues-
tra tres curvas de evolucion bajo las condiciones iniciales respectivas: z(Z = 7) = 1 x 1079,
Y Z =7)=4x107,u(Z =T =91 x 103 upy(Z =7) =125 x 1071, o(Z = 7) =
0.999877; 2(Z = 7) = 1 x 1078, y(Z =7) = 1 x 107", uy(Z = 7) = 1.05 x 107%,
up(Z =7) =125 x 1071, o(Z = 7) = 0.999877; x(Z = 7) = 0.0002, y(Z = 7) = 0.02465,
u(Z =7)=99x10"2, uy(Z =7) = 1.25 x 10729, o(Z = 7) = 0.998788; esta grafica evi-
dencia que el sistema es sensible a las condiciones iniciales. La Fig. (6.1¢) detalla las diferentes
etapas de dominancia del modelo, obteniéndose en la época actual un valor: (2pg = 0.68296,
este valor se encuentra en el intervalo restrictivo de la referencia Planck (Planck Collaboration,
2020). Mientras, la Fig. (6.1d) evidencia una dindmica para la ecuaciéon de estado wpg, obte-
niéndose regiones mayores y menores a: —1, produciendo una expansion tardia. El valor de la
ecuacion de estado, en la época actual, es wpg = —1.0471, el cual es consistente con la res-
triccion wpg = —1.028 £ 0.032, brindada por la mision Planck (Planck Collaboration, 2020).
Ademas, la evolucion de las densidades en la Fig.(6.1¢e) evidencia una fase de scaling a bajos
redshifts, de la cual el sistema sale, alcanzando en la época actual valores de densidad del mismo
orden para el sector de energia oscura y la materia.

La Fig. (6.1f) del parametro de Hubble H (z) manifiesta el modelo f(Q), ¢) (color anaran-
jado), modelo ACDM (color rojo) y datos observacionales Cosmic Chronometers (color azul),
con valores tedricos mas ajustados a los datos en z < 1.0. Se evidencia que el modelo se ajusta,
atin mejor a los datos, que el modelo ACDM!'2. Se resalta que se ha tomado el caso candnico
dilatonico o = 1, en el método de cadenas de Markov se explorara el modelo con campo escalar

condensado fantasma dilaténico o« = —1.

2Mediante el modelo CPL: Hopwm (25 wo, wa, Ho, 2m) = Ho \/Qm(l +2)3+ (1 — Qm)(l + z)3(+wotwa) exp [— ?’ﬂ‘f} ,

se determiné el modelo ACDM para wy = —1,w, = 0, Hy = 67.11 S,l]‘v[—mpc, Q= 0.32.
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6.0.5 Resultados del método de cadenas de Markov MCMC

El anélisis de estabilidad permiti6 identificar un conjunto de parametros que conducen a
una evolucion cosmologica consistente. Dado que el modelo propuesto permite términos cinéti-
cos fantasmas, elegiremos el caso @ = —1 para explorar nuevas dindmicas. El método MCMC
nos permite acotar los parametros a partir de datos observacionales (Cosmic Chronometers,
Supernovas y DESI) y asi poder comparar con otros modelos como ACDM. Analizamos el es-

cenario f(Q, ) con parametros fijos 2,0 = 0.32, 0y = 0.3, 09 = 0.1y 8 = 1073, El vector

km
s-Mpc?

de parametros libres es 6 = (Hy, Ao, 1, s), con priors top—hat uniformes: Hy € (67, 73)
Ao € (0.2,0.8),n € (4.0,8.0) y s € (—0.45,—0.2). Las condiciones iniciales en Z = 7 se fijan
como: z(Z =7) =2.0x 107", y(Z =7) = 9.96435 x 10712, uy (Z = 7) = 2.88077 x 1077,
u(Z = T) = 7.34722 x 1070y o(Z = 7) = 0.969231. El muestreco MCMC emplea
Nwalkers = 10, un maximo de 6000 pasos y diagnostico cada 200 iteraciones. Tras descartar
el burn-in, se reportan las marginales 1D y las regiones de confianza del 68% y 95%.

Trazas de un subconjunto de walkers (con burn-in): la estabilidad y la mezcla entre

walkers apoyan la estacionariedad del posterior.

Figura 6.2: Trazas de un subconjunto de walkers para Hy, A9, n y s. La linea vertical marca el burn-in.

Media acumulada post burn-in: la media acumulada converge hacia una meseta, lo que

13Las condiciones iniciales se determinaron al minimizar, en primer lugar, el parametro x2; con el objetivo de
encontrar regiones de contorno plausibles.
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indica estabilidad de los estimadores frente a mas iteraciones.

Figura 6.3: Media acumulada post burn-in de Hy, Ag, ny s.

Las cadenas de Markov nos confirman convergencia del modelo; por consecuencia, re-
flejan adecuadamente los resultados del posterior y las regiones de contorno son fiables. A
partir de ellas también conocemos, alrededor de qué valor, oscilan con mayor probabilidad los
caminantes.

Regiones de contorno (corner plot): se muestran las marginales 1D y las regiones 2D
del 68% y 95% para (Hy, Ao, n, s), evidenciando correlaciones y posibles degeneraciones entre

parametros.

Figura 6.4: Regiones de contorno del 68% y 95% para (Hy, A\, n, s) y marginales 1D correspondientes.
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Parametro  Media MAP 68% 1.C. 95% I.C.

, 6540  64.59 [64.88, 65.72] [64.56, 66.23]

A 04520  0.4681  [0.4150, 0.4910] 0.3837, 0.5193]
5532 10.64 [5.168, 5.931] [4.843, 6.202]

s —0.3598 —0.3251 [—0.3636, —0.3570] [—0.3666, —0.3529)]

Tabla 6.5: Estadisticos MCMC modelo f(Q, ¢).

Las regiones de contorno muestran restricciones para los parametros fuera del modelo
ACDM, por las cuales se logra ajustar adecuadamente a los datos con intervalos de confianza.
Observamos que H, se encuentra en un intervalo distinto al de la mision Planck (Planck Co-

llaboration, 2020). El modelo arroja [64.88, 65.72] S.mc al 68% de confianza para Hy; seglin el

enfoque bayesiano, hay una probabilidad del 68% de encontrar el parametro real para H, en el
intervalo hallado, la misma analogia para A\, n, s. Se obtuvo Hy = 64.59$A—mm, A =0.4681, n =
10.64, s = —0.3251 como los pardmetros que mejor se ajustaron a los datos Cosmic Chrono-
meters. Se comprob6 es posible obtener una convergencia en los pardmetros para el caso de
un campo escalar fantasma o« = —1, lo que permite ampliar el espacio de exploracion median-
te un modelo f(@Q, ¢), en comparacion con la quintaesencia canonica, alejaindonos del modelo

ACDM, y manteniendo un ajuste adecuado a los datos observacionales.
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Capitulo 7

Conclusiones

En esta tesis se desarrolld y analiz6 un modelo cosmologico de energia oscura en el mar-
co de la no-metricidad, del tipo f(Q, ¢) con un campo escalar no candnico dilatonico, y se lo
compardé con la cosmologia estandar de fondo para verificar su amplia capacidad de exploracion
dindmica frente a otros modelos. El trabajo de tesis se organizé comenzando por los fundamen-
tos geométricos y la relatividad general, continuando con el estudio del modelo estdndar con
tres tipos de fluido y un modelo de quintaesencia candnica, para culminar con la formulacién y
el analisis del modelo f(Q, ¢) propuesto. Esta organizacion permitio utilizar los modelos de re-
ferencia como punto de comparacion fisica y metodologica, y evaluar en qué medida el modelo
f(Q, ¢) puede reproducir la dinamica de fondo tipo ACDM vy los datos observacionales dispo-
nibles. En todos los casos se implementd, de manera independiente, el analisis de estabilidad
en sistemas dindmicos y el estudio Bayesiano basado en cadenas de Markov, comparando con
datos de cosmic chronometers, lo que permiti6 cuantificar (mediante el x?) la compatibilidad
de cada escenario con la expansion observada.

Para el modelo con tres tipos de fluido (materia barionica, radiacion y un fluido con la
propuesta: w3 = —1), el anélisis de sistemas dindmicos (Figuras 5.3—5.8) muestra una trayecto-
ria que recorre las eras de radiacion, materia y culmina en una fase dominada por la componente
de presion negativa, coherente con un régimen de aceleracion tardia. La evolucion de las densi-
dades relativas, ecuaciones de estado y del parametro de Hubble, comparado con datos, indican
consistencia con las observaciones y que este fluido reproduce los resultados mostrados por la
mision Planck, con su modelo ACDM. Estos resultados aseguran una correcta descripcion de

la energia oscura, con un modelo restringido hacia ACDM, y ecuacion de estado wy = —1. Al
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ajustar el modelo con datos de cosmic chronometers en el analisis Bayesiano mediante MCMC,
se producen cadenas convergentes y regiones de credibilidad para (Hy, w3, 2,,0) (Figuras 5.9—
5.11), en las que el posterior se concentra cerca de ws ~ —1y de valores de Hy y €2,,,o compati-
bles con estimaciones como las obtenidas en la mision Planck. De este modo, el modelo de tres
tipos de fluido, mediante dos métodos de restriccion, asegura una correcta caracterizacion de la
evolucion de nuestro universo con una componente de presion negativa y ecuacion de estado al-
rededor de —1. Sin embargo, ACDM presenta limitaciones frente a las tensiones cosmologicas
actuales, lo que motiva la exploracién de teorias con un fluido dindmico de energia oscura.

En el caso de la quintaesencia canonica, con potencial exponencial, el estudio de sistemas
dindmicos revela puntos fijos de tipo scaling en los que el campo escalar sigue a la materia
y a la radiacion, asi como puntos dominados por el campo. Sin embargo, el analisis de los
autovalores de la matriz Jacobiana muestra que las soluciones de escalamiento no conducen
a una expansion acelerada, si se consideran como estados finales, y que la existencia de un
atractor acelerado restringe de manera significativa los parametros del potencial mediante .
Las soluciones numéricas (Figuras 5.17 y 5.19) muestran que, para valores representativos de
los parametros, el campo escalar puede reproducir una fase intermedia en la que la energia
oscura sigue a la materia, pero no genera una fase acelerada tardia ni alivia el problema de la
coincidencia. Al incorporar el andlisis Bayesiano, el ajuste del modelo de quintaesencia a los
datos de H(z) mediante MCMC conduce a cadenas estables (Figuras 5.20 y 5.21) y a regiones
de credibilidad para (Hy, A, §2,,,0) (Figura 5.22) en las que el posterior favorece valores de A
muy cercanos a cero. Esto significa que las realizaciones del modelo que mejor se ajustan a los
cosmic chronometers tienden a aproximarse al limite ACDM, con parametros de densidad y de
Hubble algo desplazados respecto a los resultados de Planck, pero coherentes con el conjunto
de datos utilizados. Desde la perspectiva Bayesiana, la quintaesencia canonica se muestra como
un modelo con poca libertad efectiva para alejarse de ACDM en la dinamica de fondo.

Sobre esta base, se propuso un modelo f(Q,¢) compuesto por un bloque geométrico
f(Q) y un bloque escalar no candnico dilatonico. El término f(()) modifica las ecuaciones
de Friedmann en el marco de la no-metricidad, mientras que el sector escalar incorpora un

Lagrangiano de la forma P(¢, X)) = aX + F(¢) X", inspirado en construcciones de tipo ghost
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condensate con interaccidon campo—materia. La eleccion especifica de f(()) y del acoplamiento
cinético estd motivada por la posibilidad de obtener soluciones de escalamiento y regimenes
acelerados en presencia de interaccion, tal como se discute en la literatura sobre modelos no
candnicos con acoplamiento entre energia oscura y materia. En el analisis de sistemas dinamicos
se considero el caso o = 1, mientras que en el analisis Bayesiano se exploré el caso v = —1,
mas cercano a los modelos de tipo fantasma (pero con parte dilatonica) que se han propuesto
para generar aceleracion tardia con interaccion.

El analisis de sistemas dinamicos del modelo f(Q, ¢) permite identificar puntos fijos aso-
ciados a eras de radiacion, materia y energia oscura, asi como regimenes de escalamiento entre
energia oscura, radiacion o materia (puntos como (19 y (J12) y un atractor oscuro tardio (punto
(16) con dominancia del sector energia oscura con {2pg ~ 1y wpg ~ —1. Bajo condiciones
adecuadas sobre los parametros (n, s, «, 3,01, 09, A), las trayectorias en el espacio de fase des-
criben una historia térmica en la que el universo pasa por una era de radiacion, una era de materia
y, tras el rompimiento del scaling, entra en una fase de aceleracion dominada por la energia os-
cura, como se muestra en la evolucion de €2;(7) y de las ecuaciones de estado efectiva y de
energia oscura (Figura 6.1). La evolucion de H(Z) muestra buen ajuste con los datos, mejor
que el modelo ACDM obtenido mediante el modelo CPL. En este sentido, el modelo reproduce
cualitativa y cuantitativamente la secuencia cosmologica estdndar, pero con un sector de ener-
gia oscura mas flexible que en la quintaesencia candnica. La interaccion materia-campo escalar,
la propuesta G(Q)) y los términos no canonicos con dilaton permiten fases transitorias de es-
calamiento, una evolucion cosmolodgica coherente, buen ajuste observacional y una expansion
acelerada tardia.

Al confrontar el modelo f(Q, ¢) con datos de cosmic chronometers, mediante un analisis
Bayesiano, las cadenas de MCMC para (Hy, Ao, 1, $) muestran un comportamiento convergente
(Figuras 6.2 y 6.3), y las regiones de contorno (Figura 6.4) definen intervalos de credibilidad
acotados, resumidos en la Tabla (6.5). El posterior presenta regiones de parametros en las que el
modelo reproduce un ajuste compatible con los datos (C.C.) y sittia el valor de H, en un rango
ajustado a los datos observacionales, sin exigir que coincida con las estimaciones de Planck. Las

cadenas convergentes nos dicen que el modelo nos permite inferir los valores de los parametros
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fisicos al ajustarlo a las observaciones; sin embargo, los rangos reportados por la misién Planck,
aunque proporcionan restricciones muy precisas respaldadas por una gran cantidad de datos, no
deben interpretarse como rangos universales, por lo que nuestro modelo puede reportar valores
fuera de esos intervalos. Ademas, las regiones de credibilidad presentan correlaciones y dege-
neraciones entre los parametros geométricos (s) y escalares (n), lo que muestra como ambos
sectores generan en conjunto la aceleracion y ajuste de la tasa de expansion. En este sentido, el
modelo f(Q), ¢) es compatible con los datos utilizados y ofrece un ajuste comparable al modelo
ACDM, a la vez que introduce una dindmica de energia oscura mas diversa.

En conjunto, la comparacion entre los tres modelos permite sintetizar varias conclusio-
nes. El modelo con tres fluidos barotropicos y el modelo de quintaesencia candnica sirven como
referencias controladas: ambos son capaces de reproducir la expansion acelerada, pero ACDM
no incorpora mecanismos internos que alivien el problema de la coincidencia y la quintaesencia
canodnica es empujada por las restricciones de los datos hacia un régimen indistinguible de una
constante cosmoldgica A. El modelo f((Q), ¢) combina, en cambio, la modificacion geométri-
ca y un campo escalar no canonico dilatonico para generar una estructura dinamica en la que
aparecen soluciones de scaling, interaccién con la materia y un atractor acelerado tardio. La
confrontacion con datos de expansion muestra que es posible ajustar sus parametros de manera
que se obtenga una historia de fondo coherente con las observaciones y con un valor de H
compatible con los datos cosmic chronometers, 1o que convierte a este modelo en una alterna-
tiva viable a ACDM en el analisis de la dinamica de fondo. De esta manera, hemos respondido
ademas las preguntas de investigacion formuladas en la introduccion.

Este trabajo deja abiertas varias lineas de investigacion que pueden explorarse en el futu-
ro. Un primer paso natural es desarrollar la teoria de perturbaciones lineales del modelo f(Q, ¢)
y estudiar sus consecuencias en la formacion de estructuras y en observables como 0. Desde
el punto de vista observacional, resulta importante extender el analisis Bayesiano incorporando
los datos de supernovas tipo la, medidas de oscilaciones acusticas de bariones y restricciones
del fondo cosmico de microondas, asi como datos recientes de DESI, con el fin de someter
el modelo a un conjunto mas restrictivo. Finalmente, seria interesante implementar esquemas

de muestreo que incorporen de manera automatica condiciones de estabilidad y de viabilidad
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cosmoldgica en el espacio de parametros, descartando desde el propio MCMC aquellas regio-
nes que no conducen a una secuencia radiacion — materia — scaling — energia oscura bien
comportada.

Con las herramientas desarrolladas y los resultados obtenidos, el modelo f(Q, ¢) estudia-
do en esta tesis se presenta como un escenario consistente para describir la energia oscura en
el marco de la no-metricidad. Un anélisis méas completo de su estabilidad y de sus predicciones
observacionales permitird una mejor comparaciéon con ACDM y con otros modelos de energia
oscura; ademas, ayudara a contribuir a la respuesta sobre hasta qué punto las modificaciones de
la gravedad y los campos escalares no candnicos puedan ofrecer una explicacion a la dinamica

cosmoldgica observada.
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Apéndice A

Capitulo 2 - Fundamentos de Geometria
Diferencial

A.1 Acciones formuladas con formas diferenciales

En este primer apéndice se presenta la demostracion de las equivalencias entre acciones
mediante su formulaciéon como integrales de formas diferenciales, junto con las ecuaciones

necesarias para la prueba y algunos calculos complementarios. (Corral, 2015).

A.1.1 Accion de un campo escalar
Sea la siguiente equivalencia de la accidon de un campo escalar:
Sy = /d¢ do = ——/d%\/_aﬂqsa% (A.1)
Para demostrarla son necesarios los siguientes resultados:
* El dual de Hodge x(0,, ¢ e™) = 0,, ¢ 61“2“—3‘”3 2NN et
e LaEc. (2.61): €2 A--- A e = —¢baz—apedDy
» La Ec. (2.80): €4, a5,a5,...ap€” %2 = —(D — 1)1 8},

Demostracion':

~5 [ 0o =5 @) « @00

1

= 2/(8b¢) a1¢ ( 1) Aes A ne

= / 0P /=50, 00" (A2)

"En la Gltima expresion usamos: 9,,¢p0H ¢ = 00’ .
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A.1.2  Accion del campo de gauge Abelian

Demostraremos la siguiente equivalencia para el campo de gauge Abelian:

Sm:—%/F*F_—i/WmF_ , (A3)

Para la demostracion usaremos los mismos resultados del caso anterior?.

1 1 1 1
_ = FxF=_—-2 ZF l m _F ni ng
2/ * 2/(2 me Ne )*(2 nne€ N e ),

1 €
— — = Fan1n2 ningz..np (  Imnz..np dD
8/‘1 (D—z)l(6 ed”z),

_ D uv
_ 4/de_Fﬁ‘ (A.4)

A.1.3 Accion de Hilbert-Einstein

Finalmente, demostraremos el equivalente en formas diferenciales para la accion de Hilbert-

Einstein y encontraremos las ecuaciones de campo al variarla.

1 _— 1 .
SHEZQ_I#/—El”DRalaQ/\e /\-~-/\eaD:2—l€2/dD$\/—_gR (A.5)

(D —2)!
Demostracion:
1 €a1...a aia a a 1 €ay...a 1.aa l m as a
2 | g A A e = oG [ B SR A A A A,
1 €a1...a 1 .a a lmas...a
:z—nz/w—l_é’) SRy, (—dmetredPr)
252 dD;L‘\/ R (A6)

La accion de Hilbert-Einstein en formas diferenciales para D = 4:

1 . 1 .
S=— / €apcaREE N e N b = — / €apea €2 N €° A R (A.7)
2K2 2K2

Variamos la accion:

1 1 .

0S = 5.3 €abed (56 Ael+ e Ade ) A R‘Cd + 5.3 €aped €4 N €° N SR (A.8)
1

0S8 = 5.3 2 €apea 0% N e ARCd+—/eabcde Ae /\5RCd (A.9)
K

2En la ultima expresion usamos: F,, F** = F,,, F'™.
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La segunda expresion de la variacion corresponde al término de borde, por lo cual pode-

mos despreciarlo para obtener las ecuaciones de campo. Luego quedara:
1 b 7 cd a
552@ 2| €apea’ N R ) Nde* =0 (A.10)
Dado que el término entre paréntesis es el tinico que se puede anular, se obtiene:

o
€abed €b N RCd =0

1 °
€abed€’ N (QRCdex“ A d:c”) =0

Eabcdebfgh( €h Rcd >
6 595 (R“lfg>

Rty — RN, + R py — RIM,, — RS, 50 4 BRI,

= (A.11)
Definimos las siguientes identidades:

NS " PR VAR YNNG VSN Y S VAN VO W |
Finalmente, las ecuaciones de campo Einstein:

ARM, — 2RSM =0 — R, — %iz(sg —0 (A.12)
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Apéndice B

Capitulo 3 - Conexiones y geometrias de la
gravedad: curvatura, torsion y
no-metricidad

B.1 Teoria de gravedad teleparalela

En este apéndice presentamos una introduccion a la gravedad teleparalela como comple-
mento del Capitulo 3, donde se introduce la triada geométrica R, T, ().

A diferencia de la relatividad general, donde la curvatura no es nula y el transporte para-
lelo de un vector en una trayectoria cerrada resulta en una rotacion, aqui se emplea la conexion
de Weitzenbock, la cual anula curvatura. Esto permite una formulacion equivalente a la relati-
vidad general; en cuanto a los fendémenos gravitatorios: se obtienen las mismas ecuaciones de
movimiento o Friedmann, aunque la accion difiere tinicamente en términos de borde.

El elemento clave de estas teorias es el vielbein e, también conocido como tetrada o
vierbein en el caso de cuatro dimensiones (n = 4). Este campo posee n? grados de libertad,
en contraste con los w de la métrica, lo que implica la existencia de @ componentes
adicionales asociadas a un tensor antisimétrico. Historicamente, Einstein sugirid que estas com-
ponentes adicionales podrian ser la clave para unificar la gravedad y el electromagnetismo; mas
tarde, se observé que podian eliminarse al introducir invariancia local de Lorentz mediante una
conexion basada en el vielbein. Para los calculos mostrados en este Apéndice, se tomd como
guia la tesis (Monsalve, 2018), afiadiendo pasos y comentarios adicionales en el proceso.

Nuestro objetivo es: exponer la conexion de Weitzenbdck (en el marco () = Vg = 0)

donde la curvatura desaparece, quedando la torsion como portadora de la gravitacion; analizar
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la equivalencia con la relatividad general (TEGR), mostrando como la funcion de Lagrange
de teleparalela se relaciona con el de Hilbert-Einstein mediante un término de borde; derivar
explicitamente, en el lenguaje de formas diferenciales, el Lagrangiano teleparalelo a partir de la
accion de Hilbert—Einstein; y discutir el escenario con torsion y curvatura (teoria de Einstein—
Cartan, sin no—metricidad), enfatizando la aparicion del término superficial y la relacion entre

el escalar de Ricci R y el escalar de torsion 7.

B.1.1 Conexion de Weitzenbock

Esta conexion corresponde a fijar una conexion de espin nula, w®, = 0. No obstante, las
componentes de la conexion de Weitzenbdck en base coordenada no se anulan. Partimos de la

siguiente manera:

Vaer = e Vyu(ey0y) = T4 ec = e{(9uey) 0, +ep 17, 05]
——

(3u6§)6o
o €005 = e [(0ue]) + ey T7,] 05

w = €5 ¢4 (Oue]) + ey 7,
Dado que, por definicion: w’, = I'¢, e* = 0; de la expresion anterior se obtiene:
Ouey +ep 15, =0 = T7, =—e,0u(ef) =€) dule,) (B.1)

Concluimos que las componentes de la conexion de Weitzenbdck en base coordenada no
son nulas.

Dado que la curvatura de la Ec. (2.122) estd asociada a la conexion de espin, esta se anula
bajo Weitzenbock. Por otro lado, para estudiar las propiedades de esta conexion definimos la
derivada covariante asociada.

Vl,ez = &,ez — 19 e (B.2)

uy “o

Si empleamos la Ec. (B.1) en la ecuacion anterior, se verifica que se anula.

a __ a o a
Ve, =0,e, — T, eg

= &,ez - (eg 8,,62) et =0
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Por tanto, bajo esta conexion, el transporte del vielbein ¢}, a lo largo de cualquier curva
siempre es paralelo. En general, para Vg = 0 se cumple V,e;, = 0, dado que la métrica
se expresa como g, = €, €% Nap; 1o que garantiza compatibilidad métrica. Ademas, como la
curvatura es nula, el transporte paralelo de cualquier vector en un espacio métrico bajo esta

conexion no depende del camino. Finalmente, consideramos la derivada covariante de un vector

respecto de la conexion de Weitzenbock.
V., U=V,(U%,) = (0,U"e, + Ut V,0, (B.3)
El postulado del vielbein

El vielbein e;, actia como puente entre dos simetrias: difeomorfismos (indices griegos)
e invariancia de Lorentz local (indices latinos). Al relacionar ambas descripciones mediante
G = efjel; Nab, pedimos en gravedad teleparalela la compatibilidad métrica bajo base coorde-
nada (V,g,, = 0) y en el marco local (D,nq, = 0). Al derivar g, = eZegnab e imponer esas

compatibilidades, se obtiene de forma directa el “postulado del vielbein”:
Dyl = 9uet + wy'yeh — T ef = 0 (B.4)

De esta identidad se deducen las relaciones entre la conexion afin Ffw y la conexi6n espin

A A a a b a a1 v v a
I, = ep(Ou€l +w, vey) wu'y = exTy, ey — e ey (B.5)

Estas expresiones clarifican los marcos:

* Relatividad general (Levi—Civita): torsion nulay V,g,, = 0; la w,“, correspondiente

es la espin—conexion de Levi—Civita compatible con ef.

* Teleparalela (Weitzenbock): si se fija w,*, = 0 (gauge de Weitzenbdck), entonces

Ffw = e 0,e%,, la curvatura asociada a I' es cero y la gravedad se describe por la torsion.

En la formulacién covariante teleparalela se introduce una espin—conexion inercial (plana)

para preservar la invariancia de Lorentz local.
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B.1.2 Interpretacion de las ecuaciones de Cartan

Las ecuaciones de Cartan que se presentaron en el capitulo 3 tienen una interpretacion
técnica cuando las comparamos con el procedimiento seguido para determinar las componentes
del tensor de Riemann en relatividad general. En esta teoria, una de las prioridades es encontrar
los objetos geométricos que nos describen la curvatura de nuestro modelo. Estos entes geomé-
tricos son el tensor de Riemann, el tensor de Ricci y el escalar de Ricci; el objeto que describe
con mejor exactitud la curvatura es el tensor de Riemann, este tiene un procedimiento para po-
der determinarlo. En primer lugar, postulamos la métrica de nuestro espacio-tiempo para poder
determinar el tensor métrico g,,,,. Luego determinamos los simbolos de Christoffer que aparecen
con la fijacion de la conexion de Levi-Civita en base coordenada (dependen del tensor métrico
solo bajo esta teoria). Finalmente, se determinan las componentes del tensor de Riemann con di-
chos simbolos, por tanto Riemann (y también el escalar de Ricci) dependeré del tensor métrico,
sus derivadas y segundas derivadas. En ETGR el objeto geométrico que describe la curvatura
del espacio tiempo es la 2-forma curvatura R%.! En consecuencia, para teorias de gravedad
teleparalela se espera que la funcion de Lagrange dependa de los vielbeins y sus derivadas. Para
hallar la 2-forma curvatura se comienza con determinar los vielbeins e}, para ello nos apoyamos

de las siguientes expresiones:
ds® = G dT" @ dx¥ = ngay €, el; dr* @ dz’ = N e® ® € (B.6)

Luego, usando la primera ecuacion de Cartan con torsion nula (condicion en relatividad
general) se determina la conexion espin wy . Finalmente, usamos la segunda ecuacion de Cartan
para hallar las componentes de la 2-forma curvatura. El proceso es similar al que se utiliza en

relatividad general.

B.1.3 Caracteristicas de la funcion de Lagrange en una accion

En una funcién de Lagrange, se busca construir una cantidad escalar que sea invariante
bajo transformaciones globales de Lorentz y locales en marcos tetradicos; es el ente que de-

termina la dindmica de un sistema fisico. Aunque el escalar sea invariante bajo Lorentz, no

'Si bien es cierto que la 2-forma curvatura tiene 2 indices libres, sigue comportandose como el equivalente
al tensor de Riemann. Esto debido a que la 2-forma curvatura es solo una “proyeccion” de R%,.4 en base no
coordenada.
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necesariamente significa que sea una constante en el tiempo o en el espacio; su valor puede
depender de las coordenadas y las variables del sistema.

Por ejemplo, en un campo escalar ¢(z*), el Lagrangeano usual se define:
1 u
L= 50:60"=V(9) (B.7)

Donde el término cinético %8,@ 0" ¢ es un escalar construido a partir de la métrica g, y el
gradiente del campo ¢. El potencial V' (¢) también es un escalar, pero puede variar dependiendo

de p(zH).
B.1.4 Resumen de identidades para la Accion Teleparalela

Hemos demostrado que la accion de Hilbert-Einstein de relatividad general en formas

diferenciales se puede escribir como:

1 € . 1 *
She = — [ —2e@D paaz A o3 A LA e = — | dPr/ZgR B.8
HE 2/@-2/(1)—2)! ‘ ‘ 2&2/ g B8
El elemento de volumen tiene las siguientes propiedades.
A0 = VL €y N N A da?? = edat A dat A N daP (B)
1
= ﬁeala%@e‘“ ANe2 A Ne =e' N2 AN eP (B.10)
= /—gdPz = ed"x (B.11)
Donde:
U N AP = — M0 o qPy (B.12)

Se definio la siguiente identidad para el simbolo de Levi-Civita:

et = —plg] 5;1";(1] (B.13)

Las ecuaciones de Cartan en el caso general:

de® +w N e =T° (B.14)

dw“b + w“c A ’Ll)cb = Rab (BIS)
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Las ecuaciones de Cartan bajo la conexion de Levi-Civita:
det +w% Aeb =0 (B.16)
dw®, + % AW, = R%, (B.17)

También requeriremos la definicion de los coeficientes de estructura mediante el conmu-

tador de bases no coordenadas.
leas ] = Copee, Co5 =ejlehd, ey —epo,en] = —eley [8uef/ — ayeﬂ (B.18)
B.1.5 Funcion de Lagrange en una Teoria Teleparalela

Tenemos las herramientas para contruir la funcion de Lagrange de la teoria teleparalela.

Partimos de la accion de Hilbert-Einstein en formas diferenciales para el caso D = 4.
1 a b > cd 1 a b > cd
S=[L=— [ €peae® Ne"NR*, L =—€pcac® Ne"\NR (B.19)
42 4K2

Donde x? = 87G.

El objeto Z:2 “d es la 2-forma curvatura en la conexioén de Levi-Civita. En el capitulo 4 se
explord la separacion de la curvatura en base coordenada. En base anholondmica se presenta de
la siguiente manera:

R% — R% = D K% + K® A K¢ (B.20)

Para demostrar esta identidad empezamos con la segunda ecuacion de cartan en el caso
general (B.15). En ella, vamos demostrar de forma general que la conexion espin puede dividirse
en una parte torsional, una asociada a la no-metricidad y otra libre de torsion; luego, iremos al

caso teleparalelista, libre de no-metricidad y con compatibilidad métrica. Comenzamos con el

“Postulado del Vielbein” del Apéndice (B.1.1):
Ve, =0ve, + 17, el — Wl e = 0. (B.21)
Multiplicando por ej; y usando ejef, = 4%, obtenemos:
Lo, = €5 Oyes +eh e way. (B.22)
Se define la conexion afin general en base coordenada:
I = fﬁy + K% + L%, (B.23)

133



Donde I es la conexion de Levi-Civita, K¢, la contorsiéon 'y L“,, la disformacion.
Para la conexion de Levi-Civita, el postulado del vielbein se escribe:

° ° d °
Voes = 0pes + 10,0 —aey =0 = I, = el d,e0 + el ef o’ (B.24)

av

Restando las dos expresiones anteriores (general menos Levi-Civita):
o e a o b b
(P;w — Fw) =€ e <w aw — W a,,)
b *h
K%+szﬁﬁ@w—w@. (B.25)
Definimos las proyecciones en base no coordenada:
_ w _ o
K%, =€ ey K, L%, =€ el L0, (B.26)
Obtenemos la descomposicion de la conexion espin:
L]
wabl/ = wabu + Kaby + Labl/ (B27)

En la conexion de Weitzenbock, se cumple compatibilidad métrica Vg = 0; por lo tanto:

L%, = 0. Se tiene entonces:
wabu = (:)abu + Kabu (B28)
En forma de 1-formas (suprimiendo el indice v con dz"):

w = w, dx”, w = wh, dx”, K% = K%, dx", (B.29)

Queda finalmente:
wab = (:}ab —+ Kab (B30)
Reemplazamos este resultado en la segunda ecuacion de Cartan general (Ec. B.15) para
obtener la relacion entre la curvatura general y la curvatura de Levi-Civita.
d(&)ab + Kab) + (&Jac + ch) A ({l]cb + ch) — Rab
dw®y + dK"y + 0, Ay + 0’ A K + K Ay + K A K% = RY,

M&+@%AM@+LM%+@%AK%+K%AMb+K%AK%:R%
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Ahora usamos la segunda ecuacion de Cartan (B.17) bajo la conexion Levi-Civita (para
el primer corchete) y simplificamos el segundo corchete con la derivada exterior covariante,

quedando de la siguiente forma:
R+ DK% +K‘ NK%=R% = R%YW—R%W=DK"%+ K NK€ (B31)

De esta manera, hemos demostrado la separacion de la curvatura en base anholonémica.

Luego, la funcién de Lagrange (Ec. B.19) se modifica como:

B 1
 4R2

c €ased € A € A (Rcd — DK — K°, A K@d) (B.32)

Los simbolos de Levi-Civita son constantes y bajo las siguientes propiedades: Degpeq =

L]
0, De® = 0; la accion podemos separarlo de la siguiente manera:

L= ﬁ €abea e Ne® N (R — Ko N K*Y) — l.)(eabcd e” Al A ch)] (B.33)

El segundo término corresponde al término de borde, en la siguiente subseccion lo inves-

tigaremos mas a detalle. Entonces, nos enfocamos en el primer término:

1 a C (& (&
£:4—/€2[eabcde Ae® A (R — Ko A K] (B.34)

Para obtener la funcion de Lagrange de la teoria en gravedad teleparalela (ETGR), se
requiere compatibilidad métrica (Vg = 0) y que la conexioén corresponda a la conexion de

Weitzenbock que w®, = 0. Esta conexion transforma las ecuaciones de Cartdn como:
de =T° R°3=0 (B.35)
De esta manera la funcioén de Lagrange toma la siguiente forma:

1
L=——€mpea€® Ne® NK N K (B.36)
4K?

Dado que la conexion de Weitzenbdck anula la conexion spin w?,, entonces se obtiene

., . . ., .,
para el tensor contorsion: K¢, = w®, — w’ — K¢ = —w¢. La eleccidon de esta conexion
genera que la funcion de Lagrange sea cuadratico en derivadas de primer orden de los vielbeins,

pues se cumple: Wy = (d(€q)be + d(€p)ea — d(€c)an)
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Por el momento la accion va tomando de la siguiente forma:

1 1 .
Ster = —— / €apea e’ N NKe N K — — / D(egpeae® Ne® NK™)  (B.37)
4kK2 U 41 oU
Sea la definicion de la proyeccion de las componentes K, en la base e’
K¢ =Keyel (B.38)
De esta manera la funcién de Lagrange queda:
L= 1z €abed K et Kedg e NeP Nel Aed (B.39)
Considerando las propiedades: e A e® A ef A e = — e eI dix, €9 ¢ poqg = —4 5£’;g]; la
funcion de Lagrange queda como:
1
L=—r5(Ke K — K°q K,) ed's (B.40)
K
Ademas, bajo las siguientes equivalencias (Monsalve, 2018):
e 1
Kcec = _Tcecv Kedd = _Tdd ) Kced Kedc = Kc[ed] Kedc = _§Tced Kedc (B41)
La funcion de Lagrange se reescribe de la siguiente manera:
e 1
Kcec Kedd - Kced KEdc = Tcec Tdd += Tced Kedc
—— 2
% (TCEC_TCCE)Taae
_1Tc 5dTa e+1Tc 5e T d‘l‘lTC Ked
— 9 ed Ve a 9 ed Ve a 9 ed c
1
= 5T (T, 6% — T, 68 + K,) = TCq S (B.42)
Se define el “Superpontencial” de la teoria teleparalela:
1
S = S (Ta"07 = T,57 + K*) (B.43)
De esta manera, se define el escalar de Torsion:
T=T¢;5S. " (B.44)

Hemos obtenido el Lagrangeano de la teoria teleparalela. Aunque la conexion de Weitzen-

bock es plana (su 2-forma de curvatura se anula), la curvatura métrica R (la de Levi-Civita)
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sigue siendo distinta de cero y puede escribirse integramente en términos de la contorsion. En
el gauge de Weitzenbock, donde w?, = 0, se cumple: K%, = —Jﬂb; en consecuencia, 1.% se
expresa a partir de K e, internamente, de la torsion. Asi, imponer la conexion de Weitzenbdck
elimina la curvatura general, pero mantiene una formulacion plenamente geométrica, pues las
cantidades métricas se reconstruyen mediante la contorsion y la torsion.?

Al incorporar un fluido de energia oscura junto con la materia baridnica, la accion adopta

la siguiente forma:
1

53 d*ze (=T —2A) + S, (B.45)

S ETGR —

B.1.6 Funcion de Lagrange en una teoria de Einstein-Cartan

Bajo una conexion donde no se anula la curvatura 2-forma, partimos de la siguiente ex-

presion’:
1
4K?

L €abed €% N €7 N (Rcd ~ DK — K. A K@d> (B.46)

Este Lagrangeano se divide en 3 partes fundamentales, una asociada a la accion de Hilbert-
Einstein, la otra corresponde al equivalente teleparalelo que obtuvimos en la anterior seccion y

la Gltima corresponde al término de borde.

1 1 Lo
L= 4_52 €abed RCdAea/\eb_Zl_/#eabcd Kce/\KEd/\ea/\eb_Zl_/ﬁ:QD (Eabcd e’ N\ eb A KCd) (B47)

Reduciendo el segundo término de la anterior expresion con el mismo proceso de la sec-

cion anterior, queda como:

B 1
C 4gK2

1
L €aped RN e N e’ — 53 Ted's (B.48)

Considerando la identidad demostrada en la Ec. (A.3), obtenemos la accion en la teoria

de Einstein-Cartan:

1 4
§S=55 | dwe(R-T) (B.49)

Al incorporar un fluido de energia oscura junto con la materia baridnica, la accidon adopta
la siguiente forma:

1
_ 4
2El simbolo ® indica que los tensores son métricos y dependen de la geometria. En cambio, si este simbolo no
esta presente (como en la curvatura general R,;), dicho objeto podria contener una parte métrica y otra parte no
métrica.
3No requerimos fijar ninguna conexion para llegar a esta expresion, por lo que sigue siendo valida.
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B.1.7 Término de Borde

Obtuvimos el siguiente término:

1 e a b cd
~I3 8UD(eabcde Ae’ A K (B.51)

Dado que €gpcq €® A e® A K¢ [e] es un escalar invariante, se puede reescribir de la siguiente
manera:

D(eabcd e A e A KCd) = d(eabcd e A e’ A KCd) (B.52)

Es posible obtener una cuadri-divergencia si consideramos:
Q=edz, K= KCdg ed, e NeP Ned = —e“bng(ef) = —e®9/Q) ey (B.53)

La ultima expresion es andlogo a la Ec. (2.61), pero para una integral superficial.

Se reescribe el término de borde como (Monsalve, 2018):

Afeaac® e A K) = d(405 K, (ey))
=4d(K“.Q(eq)) = 4d(K“ ed'z ey 0,)
=40, (eKCdC eh)dz” N9, d'r = g@u (e K“lceg) Q

— 2o e 0 (B.54)
(&

Donde,

K, = —T" " (B.55)

En la Funcion de Lagrange de la relatividad general, el escalar de Ricci R (donde para
esta teoria seria ].%) depende tanto de la métrica como de sus primeras y segundas derivadas. En
la Gravedad Teleparalela de Einstein (TEGR) esta dependencia se expresa en términos de los
vielbeins: el Lagrangeano teleparalelo también depende de primeras y segundas derivadas de
e,;» pero las segundas derivadas aparecen Unicamente en el término de borde. La razén es que
el tensor de torsion (y, por ende, la contorsion) depende solo de las primeras derivadas de los

vielbeins; las segundas derivadas ingresan exclusivamente a través del término superficial®.

4Para ver por qué el término de borde involucra segundas derivadas, puede hacerse un mapeo explicito: La
L. hd . , . . .
curvatura métrica 12 depende de w®,. Ademas, observamos las segundas derivadas por las ecuaciones: wy A=

M y]
1 A d __
3070,y Caty = —ettey [0 — €]
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B.1.8 Relacion entre el escalar de curvatura y el escalar de torsion

Obtuvimos la accion general en gravedad teleparalela:

1 1 .
S = = d%eT—i—%/d‘lxe—@#(eT“)<—>S——/d4xeR (B.56)
K e

2K2 T 9x2
Este resultado surgio de la accion de Hilbert-Einstein con el escalar de Ricci, por lo que

la relacion entre escalares es:

R=-T+ Z&M(eT“) (B.57)

Podemos concluir que la accion teleparalela no es mas que otra version de la accion de

relatividad general tomando la conexion de Weitzenbock, son equivalentes.

B.2 Transiciones entre teorias gravitacionales bajo la cone-
Xion
La idea central es fijar la conexion w®, y, a partir de ello, verificar directamente qué

objetos geométricos se anulan.

B.2.1 Resumen de ecuaciones en un marco general R + 7" + @)

Rab = dw“b + wac N wcb, T = de® + w“b VAN eb, Qab = dgab -2 W(ab)
Ademas, usamos las descomposiciones:
w, = ”L.Uab—FKab—FLab, T = K Ne“+ L Ne°, Qup = —QK(ab)—QL(ab) (pues Qup = 0)

Donde, K proviene de 1" (contorsion) y L proviene de () (disformacion). Sean las ecua-

ciones de Cartan:

T = de® + w*. N e (B.58)
Rab = dw“b + w“c VAN ’LUcb (B59)
Qab = dgab —2 W(ab) (B60)

En Levi-Civita (compatibilidad métrica y torsion nula) se cumple @), = 0, es decir dgq,—

. . ., .. . .
2w = 0. A continuacion mostramos transiciones escogiendo w®, y verificando (R, T', Q).
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B.2.2 Teoria R (s6lo curvatura; Relatividad General)

Eleccion de la conexion.

wb:fuab (Kab:O,Lab:O)

Verificacion:
R% = dw® + W% A WS = ].%ab (en general # 0) (B.61)
T = de® + w% A e =0 (B.62)
Qab = dgap — 2 &](ab) =0 (B.63)

Por lo tanto: R # 0 en general, mientras que 7' = 0, () = 0.

B.2.3 Teoria 7T (teleparalela; Weitzenbock)

Eleccion de la conexion.

(gauge de Weitzenbock).

Verificacion.

R =d(0)4+0=0 (B.64)
T = de” + 0 = de® (en general # 0) (B.65)
Qab = dgab —-2-0= dgab (B66)

Si ademas tomamos bases anholondmicas (g, = 7., constante), entonces dg,, = 0:
Rab = O, T = de” 7& O7 Qab =0
Este es el caso teleparalelo puro (TEGR).

B.2.4 Teoria () (so6lo no-metricidad; symmetric teleparallel)

Eleccion de la conexion (en coordenadas): usamos la conexion coincident gauge:

Faw/ =0 <~ Ra,é’,uu = 07 Ta;w = 07 Qauu = OaGuv-
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Pues,

R%gu = 0,105 — 0,005 + T Ths — T 0T (B.67)
T°,, =T, — T2, (B.68)
Qa,uu = Vozg,uu = Oafuv — Fgu 9w — ng Gux (B69)

En términos de 1-formas y una conexion puramente simétrica (Por el postulado del viel-

bein: I, = 0 — w®, = e dey):
RY% =0, T°=0, Qu#0

Observamos como las diferentes conexiones nos llevan a diferentes teorias. De esta ma-
nera actua la conexion de Weitzenbdck (wq, = 0) y la conexion coincident gauge (I';, = 0),
el cual nos lleva a una teoria de no-metricidad como el equivalente a la teoria de la relatividad

general.
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Apéndice C

Capitulo 4 - Relatividad General

C.1 Variacion de la accion de Hilbert Einstein con acopla-
miento de un campo escalar

Sea la accion:

= ey VO —
55 /Md MR/Mdm . /Md V=-V(e)  (©)

2k2
Como la accion depende de los campos dinamicos g, y ¢, entonces al variarlo obtendre-

mos dos ecuaciones independientes para cada campo.

05\ « w [0S\,
5S = ((WV) 5g" + (%) 5 =0 (C.2)
05 v _ _ (95 5, —
5S = (@W) 5" =0, 65 = (&b) 5 =0 (C.3)

C.1.1 Variacion respecto al campo dinamico ¢

Para obtener las ecuaciones dindmicas de ¢, podriamos usar la Ec. (4.14). Sin embargo,
optamos por variar la accion de manera progresiva, sin considerar ese camino general. Variando

la accion de la Ec. (C.1) respecto a ¢ obtenemos:

3(Vo)?
2

— 6V (9) (C4)

59 — / Oy
M

Ahora nos enfocamos en cada variacion por separado.

142



Variacién para (V¢)?

Usamos: (V)? = ¢" 0,00, ¢,

5(v2¢)2 _ 6(guvag¢8y¢) :% w §(8,60,0)
_ %gw 16(8,0) Bu + 0,46 8(0,0)]
= g"V,0 (V. 9)
Variacién para V(o)

Por lo tanto la Ec. (C.4) quedara:

o5 = [ oy [—g“”vm(vy@ - (dg;@) 54 (©5)

Considerando la propiedad de conmutacion [V, §] = 0y acomodando, la integral quedara:
_ 4 iz 4 dv<¢)
0S8 = — d*z\/—g[g"" V., (00)V 0l + | d'zy/— e S (C.6)
M M

Usamos integracion por partes: V,,(0¢)V ¢ = V,(§¢ V,0) — 60 V,(V,,¢). Se obtiene:

| dav=ag V6090 = [ davmag Ve V,0) - [ deyTae 59V.(T,0)
M M M
— [ dtaov=gvi(9,0-00) - [ a5 (V.0) 0
M M

Entonces la variacion respecto al campo escalar queda de la forma:

o5 == | dtav=gl (000l [ dtey=gla (V)00 [ ey mf)] 56

(C.7)
La primera integral de la Ec. (C.7) es una derivada total y podemos aplicar el Teorema de

Stokes.

/ d*a/—g[VH(V .6 - 60)] = / d*oy/=g[V (V¢ - 30)]
M
—jf d¥, V"¢ 6¢
oM

143



Tomando la condicion de Neumann (V#¢ = 0), se anula el término de borde. Finalmente,

la variacion completa queda de la forma:

dv
o5 = [ toy=g|¢9,(v.0) - T2 g ©8)
M do
Aplicando la Ec. (C.8) en la Ec. (C.3) y bajo compatibilidad métrica (V,g"” = 0), obte-
nemos:
dVv dv
ngu(vuﬁzﬁ) = % = vu(nguﬁb) = % (C.9)

Donde la Ec. (C.9) se puede reducir usando la forma conocida de la derivada covariante.

Recordar que la expresion V#(¢) es un vector de la forma A*.

V(g Vi) = Vu (V)

= 9,(¢"™ V) + TV, 4" Vo (C.10)

En la Ec. (C.10) podemos expresar los simbolos de Christoffel de la siguiente manera:

1 0y—g
no— -
T = o="3, (C.11)

Luego usando la Ec. (C.11) en la Ec. (C.10) se obtiene:

¢L__gay<¢——g>gmva¢

= = [V90.("V,0) + 0,(V=9)g" V.9
_
/=g

Vu(gyyvu(/ﬁ) = au(ngvqs) +
1

§

0 [V=99" 0,0] (C.12)

ﬁ‘

Por lo tanto, obtenemos la ecuaciéon de movimiento para el campo escalar ¢, también

llamada ecuacion de Klein Gordon.
1

V=9

d
ou[v=ag0,0] = T2 13)

C.1.2 Variacion respecto al campo dinamico g,

El tensor energia-momento del campo escalar se obtiene variando la accion (Ec. C.1)
respecto al campo dindmico g*”, para ello usaremos las siguientes expresiones:

-2 4S8 —\/—g
; 6\/ —9=
V=g ogh !

THU = Guv 6.9[“/ (C 1 4)
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Buscamos el principio variacional con ¢g*¥ como en la anterior variacion:

S = 2%2 /M d'z [\/—_gé] _ /M d'zs [\/—_gw] _ /M d25[/=gV(p)] (C.15)

2
La primera integral (Ec. C.15) corresponde al término de Hilbert-Einstein el cual se puede

reducir como prosigue:
/ d*zs {\/_—QR} = / d'z6 {\/—gg“”RW}
M M
= / d4x(5(\/—g)g“”RW + / d*z\/—g6(g") R, + / d*z\/—gg" (5(RW)
M M M
Cabe resaltar que la tercera integral de la ecuacion anterior se va a eliminar estratégica-

mente con el término agregado de Gibbons-Hawking a la Ec. (C.1). Entonces proseguimos de

la siguiente manera y usamos la Ec. (C.14) en la primera integral.

/M ) l\/—_gl;i] = /M d*z6(v/=9g) g“”].%m, + /M d*z/=g6(g") ].%u
- [T g ke [ atev=gate) R
M M

. 1 °
= / d4x\/—_g{RW - 59WR} 09" (C.16)
M

Prosiguiendo con la segunda integral de la Ec. (C.15), se obtiene:

R R
]

2

:/ d4$ _\/2_.99,“/ 6gul/ (v;) + V2_g
M L

V,.6V,¢ 5gf“f] (C.17)

En la tercera integral de la Ec. (C.15) se evalta teniendo en cuenta que V' (¢) no depende

de g"”. Ademas se usa la Ec. (C.14).

| dsslv=gve) = [ dwsvma) v+ [ dev=govie)
M M

M
_ /M 'z 5(vV=g) V(o)
_ / d'a¥ g, 56 V(o) (C.18)
M

Junto a las Ec. C.16, C.17 y C.18 en la Ec. (C.15) se obtiene:

1 4 1 v / 4 ES nz
/ — - + D — 19
5S = Kl2 //;/[ d x g RMV g,U,I/R‘| 5g “ d T ) (Sg (C )
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Donde,

0S V=g (V¢ =g V=g
(9g/“’ - 9 Guv 2 - 9 vu¢vu¢+ Tguuv(¢) (CZO)
Con la Ec. (C.19) en la Ec. (C.3) tenemos:
. 1 e 2% 6S
RMV - éguuR - _\/—_g(s'g/“/ (C21)
Se define:
_ —2 05 (V¢)?
T, = \/——_QW = —Guw 5 + VoV — 9,V (9)
96)?
- u¢au¢ — G |:< S) + V(¢):|

Ecuaciones de Campo

De esta manera encontramos las ecuaciones de campo Einstein y la expresion para el

Tensor de Energia-Momento.

G =r"T,, (C.22)
1
T = 0,00,¢ — g §9a58a¢85¢ +V(9) (C.23)
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Apéndice D

Capitulo 5 - Cosmologia estandar de fondo

D.1 Sistema Lineal

Tenemos el problema de valor inicial:

T=T+Y (D.1)

y=4r — 2y (D.2)
Cuya condicion inicial es (g, yo) = (2, —3). Obtenemos la siguiente matriz Jacobiano:
= (D.3)
Usando las Ec. (5.53, 5.54), se determina la traza y determinante: 7 = —1y A = —6. Los
autovalores se hallan a partir de 7y A, se obtienen:
A =2, X=-3 (D.4)

Dado un determinado autovalor A, su respectivo autovector satisface la siguiente expre-
sion:
1—A 1 Uy 0
= (D.5)
4 —-2—A (%) 0

Para el caso A = 2 obtenemos

= (D.6)
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Al resolver dicho sistema de ecuaciones se obtiene como solucion no trivial el autovector
(v1.v9) = (1,1) como el minimo que satisface el sistema. Cabe resaltar que otros autovectores

validos son multiplos de (1, 1).

Para el caso del autovalor A\ = —3 obtenemos:
4 1 1 0
= (D.7)
4 1 (%) 0

Al resolver dicho sistema de ecuaciones se obtiene como solucion no trivial el autovector

(v1.v9) = (1, —4). La solucion general queda:

1 1
X(t)=a e + ey e 3 (D.8)
1 —4

Finalmente, ¢; y ¢; se determinan de las condiciones iniciales del problema (z¢,yy) =
(2, -3).
2 1 1
=0 e+ ¢y e 3t (D.9)
-3 1 —4

Los valores de ¢c; = 1y ¢y = 1 satisfacen el sistema de ecuaciones. Entonces el problema

queda resuelto.

z(t) =e* + e

y(t) = e* — de™%

Reconocemos como punto fijo al punto (0, 0) con estabilidad tipo saddle point, dado que

sus autovalores son de signos contrarios.

D.1.1 Grafica de fases para el sistema lineal

A continuacion se muestra el diagrama de fases, alrededor del punto fijo, con muchas

curvas que cada una representa una solucion para una determinada condicion inicial.
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Figura D.1: Diagrama de Fase y -

D.2 Sistema no Lineal

Se tiene el siguiente problema de valor inicial:

T=—x+2°

y=—2y

(D.10)

(D.11)

Procedemos a resolver el sistema no lineal alrededor de sus puntos criticos. Estos deben

satisfacer £ = 0, y = 0. Por lo tanto, los puntos fijos son (0,0), (1,0) y (—1,0). La matriz para

linealizar este problema esta dada por la Ec. (5.68). Obtenemos:

—14322 0

0 -2
Evaluamos la matriz A en cada punto fijo para linealizar el sistema.

Punto Fijo (0,0)

A:
0 -2

(D.12)

(D.13)

Una vez linealizado, continuamos con el procedimiento para el caso de un sismtea lineal.

Usando las Ec. (5.53, 5.54), se determinan os valores de traza y determinante: 7 = -3y A = 2.

Se obtienen como autovalores:

)\1 — —1, )\2 - —2
Se tiene una estabilidad tipo fuente (estable).
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Para el caso A = —1, obtenemos su respectivo autovector como:

—2 0 (%1 0
- (D.15)
0 -3 Uy 0

Al resolver dicho sistema de ecuaciones se obtiene como solucion no trivial el autovector
(’01.1)2) = (0,0)

Para el caso A = —2:

-3 0 U1 0
- (D.16)
0 —4 V2 0
Se obtiene como solucidn no trivial el autovector (vy.v2) = (0, 0). Por lo tanto, la solucion

general queda:

0 0
X(t)=a e 4 ey e, x(t)=0, yt)=0 (D.17)
0 0
Puntos Fijos (1,0)y (—1,0)
Linealizamos:
2 0
A= (D.18)
0 -2
Los valores de la traza y determinante son: 7 = 0 y A = —4. Se obtienen los siguientes
autovalores:
A =2, A=-2 (D.19)

Se tiene una estabilidad tipo saddle point.

Para el caso A\ = 2 obtenemos:

0 O V1 0
= (D.20)
0 —4 (%) 0
Al resolver dicho sistema de ecuaciones se obtiene como solucion no trivial el autovector

(v1.v9) = (1,0). Cabe resaltar que existen otros autovectores que son multiplos de este.

Para el caso del autovalor A = —2 obtenemos:
4 0 (%1 0
= (D.21)
00 Vg 0
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Se obtiene el autovector (v;.v2) = (0, 1). La solucion general queda:

X(t)=a e+ ¢y e a(t) =ce?, ylt) =coe (D.22)
0 1

D.2.1 Grafica y - = para el sistema no lineal

Se muestra el diagrama de fases alrededor de los puntos criticos.

Figura D.2: Diagrama de fase y -

D.3 Accion de Einstein—Hilbert con materia y curvatura es-
pacial

Accion del modelo:
1 .
S = 2—H2/d4:p\/_—g R+/d4a:s/_—g£M (D.23)

Consideramos un modelo gobernado por alguna componente de materia con w constante'

y curvatura no nula (k # 0). Las ecuaciones de Friedmann son:

K2 k
H? = 3P~ 3 (D.24)
K2[p+p k
,:_?{ p }+Q2H (D.25)
pr==31+w)p (D.26)

w es la ecuacion de estado para alguna componente con ecuacion de estado constante (radiacion, materia

baridnica o constante cosmologica).
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D.3.1 Casok <0

Se definen las siguientes variables adimensionales:

/i\/ﬁ
T = ,
V3H Y

Es importante resaltar que la variable adimensional c existe inicamente para £ < (. Con

I

k
\/'T\/f[’ o=V (D.27)

estas definiciones se obtiene el siguiente sistema dindmico:

dz 33 y? 3z

W:czx+7+xy2—;—7 (D.28)
Yoy Yy ey (D29)

La ecuacion de restriccion:
=1 (D.31)

D.3.2 Casok >0

Ahora cambiard la variable adimensional ¢, generando ademés que cambie el sistema

dinamico. Se definen las siguientes variables adimensionales:

L/

r =

k
) y = ) c= \/__
V3H V2H Ha

Ahora la variable adimensional c existe inicamente para el caso £ > (. Con estas defini-

(D.32)

ciones se obtiene el siguiente sistema dinamico:

A ... (D.33)
% — Pyt ?”CTy N 32’?’ - 92’52 (D.34)
;—; —+ 30;2 +ey’ —c (D.35)
La ecuacion de restriccion:
P —cf=1 (D.36)

Si consideramos la nueva variable como deformacion de la curvatura y no como un tipo

de materia, entonces en los dos casos con curvatura espacial se tiene de sus ecuaciones de
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restriccion:
E<0=> Q<1 (D.37)
E>0=> Q;>1 (D.38)

El caso plano £ = 0 no aporta una variable adimensional. Es por ello que los modelos

explorados en los capitulos de la tesis no contienen una variable asociada a k.

D.4 Accion de Einstein—Hilbert con materia ordinaria, ra-
diacion y constante cosmologica

Accion del modelo:

S = %2 d4a:\/_R——/d49:\/_2A——/d4x\/_F2 /d4x\/_—g£M
(D.39)

Al variar respecto al campo dinamico g, obtenemos:
Gp,y - HQ,I}LV) T,UV = T(A)[l,l/ + T(T)MV + T(m)uy (D40)

En este modelo, existe un acoplamiento minimo entre la constante cosmologica, radia-
cién y materia con curvatura espacial nula (£ = 0), lo que implica que las ecuaciones de Fried-
mann resultantes serdn una superposicion de los casos independientes. Considerando un tensor

energia-momento de un fluido ideal de la forma:

T, = Diag(—p,p,p,p) = T™ ,, + T, + T™, (D.41)
T,ul/ = Diag(_pA = Pr — Pm, P + Pr +pm7 DPx +pr + Pm; P +pr +pm) (D42)
Por tanto,

P = Pm + Pr+ P (D.43)

Se derivan las ecuaciones de Friedmann:

= %(m + s+ ) (D.44)
H = —%[(1 +wn)on + (L +wr)pp + (1 + W) o] (D.45)
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Donde x% = 87G, w,, = 0y w, = %
Ademas, por la conservacion del tensor energia momento obtenemos la ecuacion de con-

tinuidad de cada componente:

V() = V() pu+ V(T))a =0 (D.46)
V(T#)mat = 0 - pT + 3H(1 + w?“)pr = O (D47)
V(TH) 00 =0 = P+ 3H(L 4+ wy)pm =0 (D.48)

Las variables adimensionales que nos forman un sistema dinamico a partir de las ecua-

ciones de Friedmann son:

I = m, To = P (D49)
V3H V3H
El sistema dinamico queda:
dx x
d_]\} = 51(33312 + 4zy” — 3) (D.50)
d.TQ i) 31’12 2
— == 4oy — 4 D.51
N~ 2 ( p T (D:51)
La ecuacion de restriccion:
A
ZE12 + ZL’22 + @ =1 (D52)

D.5 Dinamica cosmologica de un campo escalar en presencia
de materia ordinaria y radiacion

Accion del modelo:

R
S[gm,,<b]:/ d4x\/_g F_£¢ +Sm+5r
M K

Consideremos un campo escalar ¢ minimamente acoplado con una energia potencial V' (¢)
el cual describira los efectos de la energia oscura. La densidad lagrangeana del campo escalar
esta descrita por:

1

Ly= §¢’2H2 +V(9) (D.53)

En este caso el valor de p y p estan descritos como:

P =Pm+ps+ pr, P=Ds+Dr (D.54)
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Con ecuaciones de continuidad:

o+ 3pm =0 (D.55)

o, +4p. =0 (D.56)

Se resalta que la presion de la materia ordinaria tipo polvo, es de valor muy inferior con
respecto a su densidad, por lo que la consideramos nula (por consecuencia: w,, = 0). Ademas,
la ecuacion de estado para materia tipo radiacion es w, = —%. Como resultado de la Ec. (D.55):
Pm = Pmot >, pr = proa~ 2. Las ecuaciones de estado de materia y radiacién son constantes,
por el contrario wy; = wy(N) puede cambiar dindmicamente. Entonces se tiene las siguientes

ecuaciones de Friedmann:

2
H? = % EHW)Q +V(9) + pm + pr} (D.57)
, K ne | Pmo | 4P
H =—= [H[gb] +o7 §ﬁ} (D.58)
3H?¢' + H(H'¢' + HY") + %f) =0 (D.59)

Luego, las variables adimensionales son:

k¢ _ KVV
r=—, =
Vo Y T BH
Ve VVes
o V2 ( )
K pr
Q A
V3H

Utilizando los cédigos en Wolfram Mathematica (Casimiro, 2025) y las definiciones de

las funciones ajustadas a este modelo, obtenemos el siguiente sistema dindmico:

dx \/62

IN = -3z + TAy - g(?)yz — 32% — 0%)
% = _;/Ex\xy - g(?)yQ —32% — 0* = 3)
(;1_]&\)[ = —§(3y2 —32* — 0 +1)
(% = V6z(1 —T)N\?
Donde la ecuacion de restriccion es:
e? 4yt gt P g (D.61)

3H?
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La ecuacion de estado wy y densidad relativa de campo escalar (2,4 se obtienen con las

siguientes expresiones de presion y densidad del campo escalar:

1 1

o= 50 H +V(©), py= ¢ H = V(9) (D.62)
Se obtiene:

2,2
wy=te =L Y (D.63)

py  €T*+Y

li2p

0= gip = €T+’ (D.64)

Se define la ecuacion de estado efectiva weg.”

1
Wer = ——"" = w,, + (1 — w)ex? — (1 +wp)y? + (= — win) 0 D.65
7= T ( ) ( v+ (5 )o (D.65)

Luego, ocurrird una expansion acelerada para la condicion de expansion: wer < —%.

Ademas, consideramos el caso € = 41 y definimos los siguientes cambios de variable 4 =

L +we, v =1+ wy,.

D.5.1 Caso )\ constante

Se demuestra con la definicién A = — =% que el potencial es exponencial:
V(¢) = Voe ™ (D.66)

Luego definimos las siguientes funciones del sistema dindmico auténomo:

dx dy do
F _ — H = D.67
('ray79> dN? G(x7y7g> dN? (x7y7g> dN ( )
Procedemos a hallar los puntos fijos con la definicion c?]“\} = F(z,y,0) = 0, j—}{, =

G(z,y,0) =0y dN = H(z,y, 0) = 0. Obtenemos los siguientes puntos fijos:

?Para poder determinarla en funcién de variables adimensionales se usa las ecuaciones para pg, Dg, Pm =
Pm W, 1las variables adimensionales y la ecuacion de restriccion.
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Punto x y o
(a) 0 0 0
(b.1) 1 0 0
(b.2) —1 0 0
(r.1) 0 0 1
(r.2) 0 0 -1
(c.2) ﬁ i A2 -4

' V3 V3A A
(d) ﬁ ﬁ

V2 A V2 .
A A

(c.1) 76 1 8 0

Tabla D.1: Puntos criticos al resolver las Ec. (D.67).

Proseguimos hallando la matriz M 3,3 mediante las derivadas parciales de las funciones

del sistema autonomo:

-3 %—%4—%—2 —3zy + 6y xo
2 2

M= Bxy—\/gy)\ %—\/gx)\—l—% Yo
2 2

3ry — \/gy/\ - — \/gx)\ +% yo

Luego, se linealiza la matriz evaluando en cada punto fijo. De esta manera se determinan

w

s
[N}

(=]

w
ofE
[
|
©

- -

los autovalores para cada punto fijo mediante la traza (7) y el determinante (A) de la matriz M.

D.5.2 Tabla de autovalores

Puntos x Yy o Autovalores
3 3
0 0 0 AM=—-2, A=2, A3=0
(a) 1 3 2= 3 :
(b.1) 1 0 0 M =3 =0, Xz= 5(6 - \/6/\>
1

(b.2) -1 0 0 M=3 X=0 A= (6 + \/g,\)
) 0 0 1 M=2 Jdo=-1, A=0
(r.2) 0 —1 A =2, da=-1, A3=0

V3 V3 3(=\2 — V21T =) 3(=X2 + V212 =79
@ e V2 0 M =0, A= , Az = ‘

V2A V2A 422 422
@) 2 J1-X 0 20 de= h(e64a), A= 342

. \/6 6 1 =Y, 2 = 2 ) 3 =
8 2 1

(c.2) VB = AL =0

V3 V3 A

1,2 VA \/48<2+\/§\/—4+)\1> — 371 (—220 + 12VBV=TF AL +45) )
2T A1 V3 A1 61
N = v \/48<2 + VBV=AFAL) — 371 (~220 + 12v3V=TF A1 + 45M1)
TN NZY 61

Tabla D.2: Tabla de autovalores de los puntos fijos (A = \?).
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D.5.3 Tabla de estabilidad

Point T Y o Existence

Stability

All v and A

(b.1) 1 0 0 All v and A

(b.2) All v and A

(r.1) 0 0 1 All v and A

(r.2) 0 0 All v and A

(c.1) A2 <6

(c.2)

() A#0

Saddle Point
VA
Unstable

A< V6
Saddle Point
A> 6
Unstable
A> -6
Saddle Point
A< —/6
Saddle Point
VA

Saddle Point
VA

Stable

-V3<A<VE
Saddle Point
V6 <A< —V30V3<A<V6

Unstable

19
i < A2 <475

Saddle Point
1

4< XN < Ig

Spiral Stable
3)2 > 16

Stable

—2\/§§>\§—\/§0\/§§>\§2\/§

Spiral Stable
A>3

Tabla D.3: Tabla de estabilidad de los puntos fijos.

Parametros Cosmoldgicos

Punto Q4 Qm Qr Yo Wetf
@ 0 1 - 0
b 1 0 2 1
b2 1 0 2 1
®) 0 0 - 1
®2) 0 0 - 1
@) 1 0 R
€2 55 0 1-3% % 1
(d) %z 1-3 1 0

Tabla D.4: Tabla de los parametros cosmologicas de los puntos fijos.
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D.5.4 Interpretacion para \ = 2

Buscamos un modelo que nos describa la evolucion post-inflacionaria pasando por di-
ferentes etapas de dominancia, empezando por radiacion, luego materia y finalmente energia
oscura. Exploraremos el caso A = 2, mediante la Tabla (D.3) podemos determinar qué esta-
bilidad tendréa cada punto fijo y cuales seran sus propiedades cosmologicas (Tabla D.4). Para
cada punto fijo, podemos analizar la componente dominante o si el sistema presenta expansion

acelerada (wqy < — %).

Figura D.3: Diagrama de fase con frontera dominante de campo escalar y radiacion para A = 2.

En el punto (0,0,0) obtenemos una estabilidad tipo saddle point, siendo un punto de
materia ordinaria (€2,, = 1). Ademas, no encontramos expansion acelerada dado que el valor
del wer = 0y no cumple con la condicién de expansion. Para los puntos (1,0,0) y (—1,0,0)
obtenemos una tipo de estabilidad totalmente inestable, siendo ademas puntos con puro campo
escalar (€2, = 1). Tampoco encontramos expansion acelerada en estos puntos, ya que we; = 1
en ambos casos. En el caso de los puntos (0,0,1) y (0,0, —1) siempre seran punto de tipo
saddle point, siendo puntos netamente de radiacion (§2, = 1). Estos puntos no tendran expansion
acelerada dado que w,; = 3. Para A = 2, el punto critico (c.1) coincide con (c.2), por lo
que ambos tienen la misma estabilidad. El punto (c.2) tiene estabilidad tipo saddle point, con
dominancia del campo escalar. No obtenemos un valor de expansion acelerada en este punto
critico, ya que wey = %, generando una evolucion de escalamiento scaling entre radiacion y

campo escalar. Por ultimo tenemos el punto (d), obtenemos estabilidad de tipo spiral stable
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(Tabla D.3). En este caso tenemos un punto con el 75% de campo escalar y 25% de materia
ordinaria (24 = %7 Q= i). El modelo nos arroja que el punto a donde se estabiliza el universo
sera una region que domina el campo escalar en ausencia de radiacion. Sin embargo, este modelo
tampoco explica la expansion acelerada en el punto (d), debido a que su w,; nunca es menor

a —%. A continuacion se presenta la evolucion de las lineas de flujo alredededor de los puntos

(c.2)y (d).

(a) Puntos (c.2) y (d) en el plano ¢ = 0. (b) Puntos (¢.2) y (d) en 3D.

Figura D.4: Puntos (¢.2) y (d): (a) en el plano o = 0 y (b) en 3D.

D.5.5 Interpretacion para \ = 1

Si buscamos algin punto que nos explique la expansion acelerada, entonces debemos
fijarnos en el punto c.1. Debido a que el valor de w,y resultante puede tomar varios valores
dependiendo de \. Escogemos el caso A = 1, pues cumple con la condiciéon de expansion

acelerada w,; = —%. A continuacion se muestra el espacio de fase del sistema dinamico:
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Figura D.5: Diagrama de fase con frontera dominante de campo escalar y radiaciéon para A = 1.

Podemos interpretar este resultado como una serie de etapas de transicion en el universo:
primero domina una época de radiacion pura (7.1, r.2), luego domina la materia barionica (a),
y finalmente el universo tiende hacia un estado de campo escalar puro (energia oscura), que
a su vez genera una expansion acelerada. Este resultado es tentador, puesto que si cumple la
expansion acelerada y la dominancia de energia oscura. Sin embargo, para una fiabilidad del
modelo mas rigurosa, se deben obtener graficas de las curvas de evolucion y registrar los valores
en la época actual de la densidad relativa de campo escalar y su ecuacion de estado. Este analisis
se presentara en el modelo f(Q, ¢) junto a graficas de contorno que aseguren confiabilidad

frente a la data observacional.
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Apéndice E

Capitulo 6 - Dinamica cosmolégica f(Q, ¢)
con interaccion y campo escalar dilatonico
no canonico

E.1 Teoria scaling para un modelo p(X, ¢)

Consideramos la siguiente accion en una teoria de gravedad teleparalela simétrica (STEGR)
o de no-metricidad con un campo escalar cuya Lagrangiana es una funcion general del término
cinético X y del campo escalar ¢. Los célculos en este Apéndice (E.1) fueron guiados por el

trabajo realizado en (Piazza y Tsujikawa, 2004, p. 5).

5= [ dev=3|550+ pX.0)| + 8,069, ©)

Donde k2 = 87G, X = —% 9" 0,00, ¢. Ademas, la accion del sector de materia depende
de la métrica y esta acoplado al campo escalar, especificamente a través de una constante de

acoplamiento o que satisface la siguiente relacion:

0Sm,

=g (E2)

El tensor de energia-momento del campo escalar de la accion es:

po _ 2 0S,
w0

Donde S, = v/—¢,p(X, ¢). Dado que la funcion Lagrangiana p depende de X y ¢, el

(E.3)

tensor de energia-momento es el siguiente:

T = PG +Px 0u00,0, p(X,0) = pp (X, 0)! (E-4)

'En este modelo, describimos la energia oscura con un campo escalar ¢. Por esta razon, definiremos las variables
o parametros de la energia oscura como: p, p, we, {24.
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Sea la ecuacion del tensor de energia-momento de un fluido perfecto con presion p y

densidad p:

Ou¢
T,uu = (p + p) Uy Uy + Gup, Uy = \/;_X (ES)

Comparando los términos temporales de ambos tensores de energia-momento, hallamos

la relacion para la densidad del campo escalar.

o

Py =y (E6)

p = 2Xp,x - b,

Consideramos un universo con un espacio-tiempo de fondo de Friedmann—Robertson—

Walker (FRW) plano con factor de escala a(t).
ds* = —dt* + a*(t)(dz® + dy® + dz°) (E.7)

La ecuacion de Klein—Gordon que resulta de variar la accion (E.1) con respecto a ¢ se

muestra como:

¢(p,x + ¢’ p,xx> +3H(p0)+2Xpy, —p,=—0 (E.8)
Donde,

9*p 9*p
p,XX - W’ p,X<b = 8X—8(b

Es posible reducir la Ec. (E.8) en la forma de una ecuacion de continuidad para p. Si

(E.9)

derivamos la ecuacion de la densidad (E.6) y luego reconocemos que: px g'bQ = (p+ p), a partir
de la misma ecuacion, obtenemos:

dp do

d_N+3(1+W¢)P: —4Pm (E.10)
dpm _ do
Donde,
o p
q(9p) = o N =n(a), wy= P (E.12)

Aparece un término no nulo en el lado derecho de las ecuaciones de continuidad como
consecuencia del acoplamiento entre la materia y el campo escalar. La segunda ecuacion, que
muestra la evolucion de la densidad de la materia, surge como consecuencia de la conservacion

del tensor de energia-momento y de la relacion (E.2).
VT, =0— VT, =-VT, (E.13)
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Dado que buscamos una solucion para p( X, ¢) para tiempos lejanos, donde los parametros
wg y {24 sean constantes y exista un incremento o decremento proporcional entre las densidades
de materia y de campo escalar, imponemos la siguiente relacion para soluciones de tipo scaling.

dlogp dlogpm
dN AN

(E.14)

Junto con las ecuaciones de p y p,,, podemos determinar una expresion para la tasa de
cambio del campo escalar en el NV-éfold. Si consideramos que ¢ es constante durante el régimen

de scaling, obtenemos:
do  3Qy
— = —(Wn —wy) =K E.15
Si volvemos a la ecuacién de p,, y sustituimos el resultado, encontramos una expresion

para la constante o.

dlogp  dlogpy,
dN dN

= =31 +ws), ws=wn+ QW —wn) (E.16)

El pardmetro wj es la ecuacion de estado efectiva durante el régimen de scaling. Este re-
sultado significa que tanto p como p,, evolucionan exponencialmente en la forma: pye =31+,
Ademas, a partir de la primera ecuacion de Friedmann se sabe que H? es proporcional a p+ p,y,,
por lo que H? también evoluciona exponencialmente. Finalmente, dado que 2X = H? (%)2
es proporcional a H?, entonces también evolucionara exponencialmente. Lo que resulta en las

siguientes ecuaciones diferenciales:

dX dp

dp
= — _3(1 X, L=
v = S rw)Xs o

Bt w)p, =31+ wp (E.17)

El objetivo principal es encontrar una funcion general para p(X, ¢). Por esta razon, nece-

sitamos una ecuacion maestra que nos permita hallarla. Dado que p depende de X y ¢, podemos

dlogp

expresar ¢t como:
dlogp  Odlogp dX  Ologp d¢ (E.18)
dN ~ OJlog X AN d¢ dN '
Considerando g—]‘ff = K y las ecuaciones de evolucion (E.17), obtenemos:
01 101
ogp 10logp _ (E.19)
Jdlog X X 0¢
Donde ﬁ = % Si usamos la expresion (E.15) y la definicion de w,, hallamos:
1 m " Q m "
A = g it om = Qolwm — ) (E.20)

Qp(Wm — wy)
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Al resolver la ecuacion funcional para p(X, ¢) encontramos el siguiente resultado para

una solucion de tipo scaling.

p(X,6) = Xg(Xe*) (E21)

E.2 Teoria scaling para un modelo p;(X, ¢) + p2(Q, @)

Consideramos la siguiente accion en una teoria de no-metricidad con un campo escalar
cuya Lagrangiana se separa en dos funciones generales. El primer término contiene el término
cinético X y el campo escalar ¢, mientras que el segundo término contiene acoplamiento entre

la no-metricidad escalar y el mismo campo escalar ¢.

S5 / dw—{ Q491X 0) + p2(Q.6) | + Sl 0] (E.22)

Donde k? = 87G, X = —% 9" 0,00, ¢. Ademas, la accion del sector de materia depende
de la métrica y del campo escalar, especificamente a través de una constante de acoplamiento
o que satisface la siguiente relacion:

O5m _ _
56

El tensor de energia-momento del campo escalar de la Accidn es:

—go (E.23)

2 085,
T(®) P ¢ E.24

Donde _ 0(V/=gp1(X,9)) )

59/»“’ 59/»“’

Para el sector de gravedad modificada, el tensor de energia-momento se expresa como:

o@  ___2 5% (E.25)

V=g g

55 _ 6(v/=gp2(Q.¢
Donde 5ng = —(‘/7;?;5”( D,

Se presenta el tensor energia-momento del sector de energia oscura:

TDEW _ T(d));w + 0@

(\/_p2 Q) 0% (E26)

TDEIW =P1 9w + p17Xau¢ 8y¢ + P2 Juv — 2p2 Q S,u,u + —

\/_

Q
Donde Sgi7

— 2
=S,

2En el apéndice (E.7) calculamos la variacion completa del escalar de no-metricidad que nos lleva al tensor
Sy presentado.
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Sea la ecuacion del tensor de energia-momento de un fluido perfecto con presion p y
densidad p:
T = (p+p) u,t, + gup, u _ Ou® (E.27)
puv n Y uvls o \/ﬁ .

Comparando los términos temporales de ambos tensores de energia-momento, encontra-

mos la relacion de la densidad de energia oscura.

Poe = 2X p1 x + 20 p2g —p1 — P2 (E.28)

Ademas, la presion del sector de la energia oscura:

do

1 2
Poe = D1+ P2 —2 QPZ,Q - Q (p27Q + 2 QPQQQ) -3 QPQ,Qqs Ty (E.29)
3 3 dN
Donde,
0 0°py dQ(N)
P00 = 50 P20 = goag Q=—1y (E.30)
Por lo tanto,
1, 2 do
pr+Dp2=py +2Qpag+ 3 Q' (p2o+2Qp20g) + 3 Qp2.gs v (E.31)

Consideramos un universo con un espacio-tiempo de fondo de Friedmann—Robertson—

Walker (FRW) plano con factor de escala a(t).
ds® = —dt* + a*(t)(da” + dy® + d=°) (E.32)

La ecuacion de Klein—Gordon que resulta de variar la accion (E.1) con respecto a ¢ se

muestra como:

(b(pl,x + 452 pl,XX) +3H (pl,xé) + 2XP1,X¢ —P1gy P2y = 0 (E.33)
Donde,

_ 1 _ p1
P1xx = X2’ Pi1x¢ = X

Analogamente al caso p(X, ¢), es posible comprimir la anterior ecuacion en la forma de

(E.34)

una ecuacion de continuidad para p,,. Si derivamos p,. respecto del N e-fold (E.28); recono-

cemos que: py y gbz = ppr + (p1 + p2) — 2p2 o Qs y, usamos la Ec. (E.31), obtenemos:

dpDE / d¢ d¢
v Q' (P20 +2Qp200) —2Qp2.0s v t 3(pos + [P+ 2] —2p2o Q) = “OAN
dpy de

av Q' (p27Q + 2@?2@@) - QQPQ,Q¢ N

1 2 d¢ d¢
+ 3(PDE + |:pDE +2Qp2 g + g@l (P2g+2Qp2g0) + 3 QD204 W} - 2@?2@) = 09N
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Finalmente,

ooy do

B 4 3y + Pon) = —0 (E33)
Por lo tanto, obtenemos para la conservacion del tensor energia-momento.
Dot 131+ ) = ~aPm (E36
O 4 31+ )om = +ap0 o (E37)
Donde,
q= ;Lm, N =1n(a), w,, = ];—Z, Q=Q(N)

Hemos encontrado un sistema dinamico analogo al caso ya estudiado p(X, ¢), con la di-
ferencia principal de que ahora la densidad de la energia oscura p,, depende de X, ¢, Q) y la
presion de la energia oscura p,, depende de X, ¢, Q, H. La presién depende de H porque en
la Ec. (E.29) encontramos el término (Q'; este término usualmente depende de H. De manera
analoga al caso previo, aparece un término no nulo en el lado derecho de las ecuaciones de
continuidad como consecuencia del acoplamiento total entre la materia y el campo escalar. La
segunda ecuacion, que muestra la evolucion de la densidad de la materia, surge como conse-

cuencia de la conservacion del tensor de energia-momento y de la relacion (E.23).
VT, =0— VT, = -V, (E-38)

Dado que buscamos una solucion para p,, donde los parametros w, y §2,, sean constantes
y exista un incremento o decremento proporcional entre las densidades de materia y de campo

escalar. Por esta razon, imponemos la siguiente relacion para soluciones de tipo scaling.

dlogp,,  dlogpn,
_ _ E.
dN ¢ (E.39)

Junto con las ecuaciones de p,, y p,,, podemos determinar una expresion para la tasa de

cambio del campo escalar en el IV e-fold. En primer lugar, usando la condicion de scaling.

dlog py, _pm do
08P 1301+ ) = —g £ 42 (E.40)
dlog pr, d¢
314w ) = 4¢3 E.41
v o twn) =gy (E41)
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Por lo tanto,

pm d¢
= —3(1 —q— — E.42
«Q ( + wDE) q - dN? ( )
d
a=-314wn)+q d_;ff (E.43)
Igualando estas 2 ecuaciones y factorizando %, obtenemos:
Poc T Pm '\ do
(e T Fmy TV 3 — W,
(5 iy = ol
En consecuencia,
dp 30
N = TDE(wm —w,,) =K (E.44)
Donde?,
— pDE
Q =—> (E.45)
" Poe t Pm

Podemos hallar una expresion para la constante « si usamos el resultado en la Ec. (E.44)

dentro de la Ec. (E.43).

dlog p,, _ dlogpm
dN dN

= —3(1 + Ws)7 Ws = Wm + QDE(WDE - wm)

De este modo, tanto p,, como p,, evolucionan exponencialmente. Ademas, a partir de
la primera ecuacion de Friedmann se sabe que H? es proporcional a p.. + pm,, por lo que
H? también evoluciona exponencialmente con exponente —3(1 + w,) N. Finalmente, dado que
2X = H? (%) ? es proporcional a H?, entonces también evolucionara exponencialmente. Re-

sultando en las siguientes ecuaciones diferenciales.

dXx dp dp
— =31 X D _3(1 DE— _3(1 E.4
dN 3( +w5) ) dN 3( +w5)pDE7 dN 3( +w5)pDE ( 6)
Donde,
Pox = Poi(X, 9, Q) (E.47)
Poe = Do (X, 6,Q, H) (E.48)

3El término 2, no es exactamente €2,. Debido a que p depende de X, ¢ y Q. El sector de energia oscura se
describe mediante un campo escalar y una modificacion de la geometria o gravedad.
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Como se menciond antes, la dependencia en H esta caracterizada internamente por la
variable (). Dentro de una teoria de no-metricidad con conexion simétrica, el escalar de No-

Metricidad se define como:

Q= 6H> (E.49)

En este caso Q es proporcional a H? y, de manera similar, H o Poe + Pm o< H?, por lo
que la evolucion de Q) y H puede escribirse como:
dQ dH :
-~ —_ _3(1 )Q, — = —3(1 ) H E.50
o3I T = 30+ w) (E.50)

Por lo tanto la presion del sector de energia oscura cumple:

Poe = Do (X, 6,Q, H) (E.51)

Podemos obtener una ecuacion maestra que nos permita restringir la presion de la Energia

. dlog ppp . i
Oscura. En primer lugar, podemos expresar —aN coOmo Ssigue:

dlogp,, Jlogp,, dlogX n Ologp,. dlog@ Ologp,, dlogH+ dlogp,. do

= ; — (E.52
dN dlog X dN dlog@ dN dlogH dN Jop dN ( )
Considerando j—]‘f] =K, ﬁ = %, y las ecuaciones de evolucion Ecs. (E.46; E.50),
obtenemos:
Ologpy, , Ologpy, | Ologp,,  10logpy, _ (E.53)
Jdlog X dlog@  dlogH A 0¢ 7 .
Donde,
A= g LEem = (e — ) (E.54)
QDE (wm - (‘UDE)
Cuya solucion estd dada por:
. N\ 1/3 .
P (X, 6,Q. 1) = (XQIT) g (X, e, 1) (E.55)

Dado que () es proporcional a H?, entonces podemos reescribirlo como:
. N\ 1/3 .
po (X, 6, H2 H) = (XH2H> g (Xe’\¢, H2, HW) (E.56)

Con este resultado, proponemos un ansatz para la presion; y, comparamos con la presion
que se obtiene de un modelo general en no-metricidad con la siguiente forma del lagrangeano

del sector de energia oscura:

Lpp = aX + F(9) X" = V() — Fi(¢)G(Q)
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p1(X7 Qb) =aX + F2(¢)Xn - V(gzﬁ), P2(Q; 925) = _F1(¢>G(Q>

De esta manera, restringimos el modelo con el fin de favorecer la existencia de un mayor

numero de puntos scaling en el analisis de sistemas dindmicos.

E.3 Propuesta de presion del scaling en un modelo sin campo
escalar fantasma dilatonico

Proponemos la siguiente funcién para g(Xe*?, H2e | He'd):

X Vo (1+ 2s) Fy (H?2 )1t
9= (HQH)1/3 (XHZH)l/?’ By (XHQH)1/3 By

3 (14 8)(L+29) Fy (H2)" (He™) | 2Xs Fy (1+5) (H?eX)* 2 V2 (X 29)1V2

+ -

(XH2H)/3 er 3 (X H2H)/3eM
Entonces,

Doe (X, 6,Q, H) = (XH2H)'"® (XA, H2M, e )

s X8 Vo (1+ 25) Fy (H2eM)1+s
(H2H)'/3  (XH2H)!/3 ) (XH2H)'/3 e)o

= (XH*H)

2 (14 5)(1+ 2s) Fy (H?e*)® (He ?) N 2N s Fy (14 s) (H2e )52 /2 X1/2 A0/2

+ : .
(XH2H)1/3 ¢ 3(XH2H)/3e)e

X2/3 B ( 2H)1/3 ‘/0
(HQH)l/?’ (XHQH)l/?’e/\d’
X Voe— Ao
173 (14 28) Fy (H?e )1+

(XHQH)I/S eNd

(14-2s) Fo (H2e ®)1ts e 2o

= (xH2H)"?

+ (XH?H)

13 2 (1+8)(1+2s) Fy (H?e*)® (He ?)
(XHQH)l/?’ Ao

+ (XH?H)

(14 s)(1+2s) Fo (H**)* H

wl N

L A Fos(l+s) (H2eA?)*+3 \/2 X1/2 A0/ (X H2H)'/P
3er9 (XHQH)1/3

2 .
=X — Voe ™ + (1+2s) Fy (H?eM)! 5720 + 3 (1+5)(1+25) Fo (H?e*)* H
2
+ 3AsF er* (14 5)V2X (H)*H

Definimos:

1.
F=Fe™®, V=Ve™ X= §¢2
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Finalmente,

2 : 2 :
Poe =X — V 4+ (1+2s)F(H*)'™ + §(1+3)(1—|—23)H25HF+ §F¢(1+s)¢H25+1

E.4 Propuesta de presion del scaling para un modelo con cam-
po escalar fantasma dilatonico

Ahora, consideramos una generalizacion del término cinético:

S a, X Vo (1429 By, (H)
— " (XH2H)3 e (XH2H)V? Mo (X H2H)V/3 2o

2(1+s)(1+2s) Flo (H?e?)® (He?) N 2 s Fy, (1 +s) (H%&)H% V2 (X )12
(X H2H)13 0 3 (X HZH )3

Por lo tanto, en p = (XI-IQI-I)U3 g:

2 .
P = 3 n (XA V(14 29) By (HY)' 4 2 (L 5)(1 4 2) B H F,

2 .
+ 3P (1+9) ¢ H*

Donde la expresion de F) se obtuvo en el proceso previo.
Py = Fy e

En la suma, consideraremos solo dos términos: el primero con n = 1y el segundo, que

depende de n > 2, con una constante «;,, = F204:

2 .
Do = X + X"Fy A7V V(14 25) Fy (H?)' + 5 (1+5)(1+25) H* HF

2 .
-+ §F17¢ (1 + S)¢H2S+1

Por lo tanto, es natural definir:

1.
Fy=FE, M0 V=Ve ™ X =_¢

F1 EFlo €As¢ 5

Y

“Noétese que con n = 2y F; = 0 se obtiene el caso de la referencia (Gonzalez-Espinoza y Herrera, 2025):

Poe =X + X2 e — V
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Comparando esto con las variables adimensionales:

—F1, Fa 4
: =2 E.57

o] =
Requerimos que 0, y 05 sean constantes. Por lo tanto:
Fi=F,e 7 Fy=F ™" (E.58)
Finalmente, encontramos las relaciones en scaling para los parametros sigma con k = 1:
o1 =—As, ogy=An-—1) (E.59)
El resultado de la presion del sector de energia oscura en el scaling es:

2 .
P =X + X" — V + (142s) Fy (H)'™ + g(1+s)(1+23)H25HF1

2 .
+ 3P (1+s)p H>! (E.60)

E.S Condiciones adicionales

Por la Ec. (E.54), obtuvimos:

1+ wp — QDE(wm B wDE)

QDE (wm - wDE)

(E.61)

Donde,
C=Bkpmo, q=Ppr (E.62)

Si consideramos del modelo ACDM: w,,, = 0, Qpg = 0.68 (Planck Collaboration, 2020)
y wpg = —1, obtenemos:
0.32

Para evitarnos complicaciones en el proceso numérico al restringir el modelo con esta
condicion, debemos considerar unidades de Planck reducidas x> = 87G = 1. Si mantenemos
el valor de k2 = 871G = 1.6861 x 1073 GeV~2 (h = ¢ = 1) (Navas y (Particle Data Group),
2024), el sistema dinamico poseera 6rdenes de ~ 107", lo cual conllevara a complicaciones

computacionales.
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E.6 Restriccion para G(Q) bajo el scaling
Modelo general (E.22) bajo:

Pi(X,0) = aX + Fy(¢) X" = V(9), p2AQ,9) = —Fi(9) G(Q)

La presion general:

=aX+RBX"-V—(G-2QGo)Fi+42QG oo +Go) I H+4HG o Fy 4 ¢

p DE General

El resultado de la presion que se obtuvo en el scaling, Ec. (E.60):

2 : 2 :
= aX+F X"-V+(1+2s) Fy (H2)1+5+§ (1+s)(1+2s) H* H F1+§ Fi 4 (1+s) o H**

p DE Scaling

Comparando ambos resultados, las ecuaciones diferenciales a resolver son:
1. -G +2QG" = (1 +2s)(H?)'**
2. 42QG" + @) = 2(1 +s)(1 4 2s)H?
3. AHG' = 3(1 4 s)H**!

Donde,

, dG . d*G
GE@:C{Q, GZT@ZG’QQ

E.6.1 Parte 1: Ecuacion (1)

~G+2QG = (1+2s)(H*)'*, Q = 6H?, G’E%.

Reescritura de la ecuacion (1) en términos de ():

1+s
1 1142
—G+2QG/:(1+28)<%> :G/—@G:§6T+SSQS

Factor integrante:

1 1(1+ 2s)

G+PQG=RQ), PQ=-55 RQ =3

Q°.



Producto derivada e integracion:

d
1) = 1R@) = Q

e (1+2s)
5 61l+s

1(1+2s)

Q=5

1
=3 e @

1
I 1(1+2s) Q°F2
_2 61l+s S+% - G1lts

+C, (s #—3).

Solucién general:

Qerl
GQ) = oy + CQ

E.6.2 Parte 2: Ecuacion (2)

Reescritura de la ecuacion (2) en términos de ():

42QG" + @) = %(1 o)1 425y 2 — 20E 5)3(1 + 29) (2)°,

(14 s)(1+2s) (14 s)(1+2s)

" ’r_ s __ s _
= 20G"+G = ! Q@ =BQ, B= Gs+1

Definicion © = G'(Q)) y solucion de la EDO de primer orden:
2Qu +u=BQ@*, u=G(Q).
Por el método de factor integrante:

I = Ql/Q, %(IU) — Ql/QBQs _ BQS+1/2

Luego,

Ql/Qu — B/Qs+1/2 dQ
B

1
2

u =

Q+C Q7

Integracion final para G(Q).

6(@) = [udq

B
T 5+ )+ Q' +2C1Q' +
2

= (9™ +4Q"* + By,
Solucion general de la Parte 2
s+1
GQ) = (2)" +A4Q"* +B,.
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E.6.3 Parte 3: Ecuacion (3)

Derivacion de G’ a partir de la ecuacion (3).

dG 2

4H— =201 H28+1
a0 3( + )
dG_%(1+3)H28+1_1+3H2S_1+3Qs
dQ 4H 6 o6t

Integrando:

6= [Gae= [T
Qs+1

- 6s+1

+C

Por lo tanto, una propuesta para G(()) que cumple las tres ecuaciones en el scaling es
Q) = (9™, aH)=H>"? (E.66)
Este resultado motiva adoptar la misma forma funcional en otros marcos cuando se buscan
soluciones de tipo scaling. En particular, en (Gonzalez-Espinoza y Otalora, 2021) se implementa

esta eleccion para G(T') y se obtienen, efectivamente, puntos fijos con escalamiento

Finalmente, este estudio del régimen scaling nos lleva a los siguientes resultados

6

s+1
m=ds, m=An-1), A=Xf A== G(@)= (Q) (E67)

E.7 Variacion del escalar de no-metricidad ()
Recordemos del modelo (E.22):

. 2 65y 5Q
O N P29 — 220 g (E.68)

Para hallar el segundo término comenzamos definiendo el tensor de no-metricidad y sus
trazas.

Qaw/ = vaguu (E69)

Qa = Qau“a Qa = Qa,uu (E70)
Qa = Qua“a Qa = Quau
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El “Superpotencial” de la teoria de no-metricidad se define como:

1

1 @ 1 «a Na 1 el
Z _Q(u v) + Z(Q - Q )g;w - Zé(qu)

P, = — s

Q% +
Finalmente, el escalar de no-metricidad:

Q= _ro;wpa}w

Variando el escalar (ignorando términos de borde):

5Q = — [0a(P™) g1y 000] 507 + § Qu" Qe 09
Q) 00— 5 Qu Q) 5™+ L O, B
00 Q" Qus” — 00" Q@+ 05(Q7, ") b
100 Qus Qa0 QuQuo” - iaa (@, 5™) dgan

1 ~ 1
- Z (Qa - Qa)Qapg 5gpa + g Qa,uGQU 5gocu + QMPJQJ 5gau

+ Q" Qo 09" — 05(Q," ") 6guu + Qo” ,Qp 0g™
+ Q#pon 590# + Qopanw ogt” — ap(@a'wgw) 591/#]

- (Qau,u Paau + Qauu Paua) (59”0'

Ordenando términos y re-indexando indices mudos:

1 1 1
6Q B [_ [8Q(PQW) Gup g”"] + Z_l Qpaﬂ Qaaﬁ - 5 Qﬂaﬂ Q(aaﬁ) - Z QO’)\A Qp’y’y

1
4

Qoapu POtUN - Qa,up Paua] 6gp0'

OOIP—l
°
S
§

1
Loy + Loy + Lo )] Lo, o)
0u(Q" ) — 1 (@~ Q") QM + S Q" Qs

0@ 4) + £ Q@ Qr — @5 )] G

_I_
| —
S

oolv—wl>I>—*
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- 7 Qapo Qa'y’y + Z Q}\O’A Cgp’y’Y + g QpaA Q)\ + g Q)\A’y Qvap + g Qp)\o Q)\

(E.71)

(E.72)

(E.73)

(E.74)



Acomodamos,

v 1 « 1 « 1
5@ - [_ [aoz(Pa“ )gup Guvo + Z Qp p Qaaﬁ - 5 Qp p Q(aaﬁ) - Z QO’)\)\ Qp'y7

1 1 1 1 1

- Z Qapa Qa'y’y + Z_l Q)\U)\ Qpﬂ/fy + g QpUA Q/\ + g Q/\)\’Y Q'yap + g Qp)\g Q)\
1 1

+ é Q“/M QAUp - Qapu Pt — Qaup Py + 4 aﬁ(QBW) up Yvo

1

1 1
1 35(@”&/) o Gvo = aﬁ(PWﬁ) Gup Jvo = 7 aﬂ(QBAAgw) Gup Jvo

8&(@“)\)\ gau) Gup Yo + % (Qa - Qa) Qapa - %Qap)\ QA

1 1
0 Q™ ) Gup oo — 5 o’y Or + 5 0(Q5™ 9") 9up 900 |09 (BT9)

+

_|_

| — | =

Sea la definicion (ignorando términos de borde):
0Q = Sps09™ (E.76)
El término temporal del tensor obtenido de la variacion es:
Sy = —6H* = —Q (E.77)

Este resultado se muestra en un coédigo de Mathematica donde se define la variacion com-
pleta y se encuentra el término temporal (Casimiro, 2025).

Los “términos de borde” faltantes en la variacion son:

1 1 1 1 o
- aa((;gwpaw) + Zaﬁ(‘sgprf@ﬁpa) - 58,0(@5/)059/30) - 580(626'00596%7) - Zaﬁ(QBa g b(sgab)

+ 3007755 gm) + 505(Qu7 " 50) + £00(Qu 4" 50)
Luego, estos términos se pueden agrupar como:
2 0o (P® 169" ) (E.78)
Se tiene completamente:
0Q = S 69" +20,(P% . 0g") (E.79)

Sea la accion y su variacion:

2488,
V=009

Sq = / d'v/=gp(Q.0), ©9, = (E.80)
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5SQ = /d4;p |:5(\/__g) D2 + \/—_QPQ’Q 5@], 5(\/—_9) = _%\/__gguy Sg (E.81)

Reemplazando 6Q):

1
6SQ - /d4[L‘ vV —g |:_§p2 Guv 59‘“’ —+ P2,0 SMV 5gl~“j + 2p2,Q @a<Pauy 5guy>i| (E82)

Integrando por partes:

2 vV —9DP2,Q aa<Pa;w 5gHV> = aoz<2 V —39D2,Q Pa;w 59’”) -2 Pa;w 6g'wj aa( V _QPQ,Q)
(E.83)

Ignorando el término superficial queda:

2

N Ou(V=9p20) P am/] og"  (E.84)

1
55@ = /d4l’ vV —3g |:_§p2 Guv +p2,Q S/u/ -

Bajo la definicion 65 = [ d*x (;f—ﬁ dg"”, se obtiene>:
Q(Q)uu =D29uw — 2p2,Q S,uu + i aaz(\/ _gp2,Q) Pa,u,u (ESS)
v—9

El Gltimo término es importante, pues brinda la presion al considerar la componente es-

pacial. Por el contrario, se anula si tomamos el término temporal del tensor (%) -

SBajo la conexion Coincident Gauge se cumple: (Vo — 0y).
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E.8 Tabla de datos observacionales Cosmic Chronometers

La siguiente tabla de datos observacionales presenta la mayoria de sus datos en la refe-

rencia (Gonzalez-Espinoza y Herrera, 2025).

z H(z) zom
0.07 69 19.6
0.09 69 12
0.10 69 12
0.12 68.6 262
0.17 83 8
0.179 75 4
0.199 75 5
020 729 296
0.27 71 14
028  88.8 36.6
032 792 56
0.352 83 14

0.3802 83 13.5
0.40 95 17
0.4004 77 10.2
0.4247 87.1 112
044 826 7.8
0.4497 928 129
0.47 89 50

0.4783  80.9 9
0.48 97 62
0.57 1003 3.7
0.593 104 13
0.60 879 6.1
0.68 92 8
0.73 973 7
0.781 105 12
0.875 125 17
0.88 90 40
0.90 117 23
1.037 154 20
1.30 168 17
1.363 160  33.6
1.43 177 18
1.53 140 14
1.75 202 40
1.965 186.5 50.4
2.34 222 7
2.36 226 8

Tabla E.1: Mediciones de H(z) (kms~! Mpc™1) y sus incertidumbres.
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E.9 Funciones completas del sistema dinamico del modelo

f(Q, ¢) dilaton

Se detallan las funciones completas del sistema dindmico:

fi :z(2n2u§ (34 3u3 — 3y* + 322 + 0® + ui (-3 + 26z 01)

fa=

+25(3 + 3u3 — 3y* + 32%a + 0* + ur (=3 + V6z01)))

+z(3(1+2s)20® + (14 2s)z o (3(—1 + uy + 2suy +uj — y*) + 0%)

+ \/6$2a( — (1+2s)(=1 4+ ug + su1)B +2(1 + s)ugo1)

—V6 (=14 u, + su) (Y? (A +28A) + (1 +25)B(—1 +uy —u3 +y* + 0°) —wo + (1 + 28)’(1,%0'2)))
— nu (9 — 9up + 3u3 — 3y* + 322 + 0* + 45%ui (— 3+ V6 a(B — 02))

+2vV62((—1+u1)B + ui(o1 — 02) + 02)

+25(9 4 3u3 = 3y% + 0% + w1 (=12 4+ V6 2(38 + 01 — 302)) + 2(3za + 2V6(—S + Ug)))),

y(S —3ur + 3u§ — 3y2 + 32%a + 2\/6521“3:)\ + Q2

+ \/6:5((—1 + u1) A + 2uy07)
+ 5(2(3 + 3uj — 3y® + 32%a — V62 X+ 0%) 4+ u (=6 + V6 z(3\ + 201)))),

fa=w (282(3 — 3up + 3u? — 3y* + 32%a + %) — V6 (=1 + uy)z0oy

fa=

+ 3(3 + 3u§ —3y® +32%a+ 0* + 26z 01 — up (3 + \/éxal))>
— 2n2u3 (3u§ — 392 + 3220 — 25%u1 (=3 + V6 2 B) + 0

+ 25(3u3 — 3y + 322 + V6 B + 0%) + V62(8 — ui B+ 2ur01)
+ suq (3 + \/éx(—?)ﬁ + 201)))

+ nug ((3 +6s)us + (=1 +uy + suy)z((1+ 2s)za(—6 + V6 )
+VE((1+28)02A + (1 +25)8(—1 +uy + 2 + 0?) — u101))

+ u’ (3 — 3uy — 3y% + 32%a — 2V/6 sPur 8 + o°

+25(3 — 3y + 32%a + V6 B+ 0*) + V6 (8 — u1 S + 2u101)
+sup(— 6+ V6x(—38+ 201))))

— uszoz(Zi —3uy + 3u§ - 3y2 + 32%a + g2 — 2\/632u1$02

+ V62 (2u101 + 02 — u102)

+ 8( — 6up +2(3 + 3u3 — 3y* + 322 + 0%) + \/6x(2u101 + 209 — 3u102))>,

f5 = Q( —14+u + 852u1 + 3u% — 3y2 +32%a+ 92 + 2\/6u13301

+2s(— 14 3uj — 3y +32%a + 0* + us (3 + \/éxol))).
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