PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU

ESCUELA DE POSGRADO

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

“GENESIS INSTRUMENTAL DEL CIRCUNCENTRO CON EL USO
DEL GEOGEBRA EN ESTUDIANTES DE NIVEL SECUNDARIO”

Tesis para optar el grado de Magister en Ensefianza de las Mateméticas

PRESENTADA POR:

Marycruz Silva Puente Arnao

ASESORA

Dra. Jesus Victoria Flores Salazar

JURADO
Dr. Jhony Alexander Villa Ochoa

Mg. Daysi Julissa Garcia Cuéllar

LIMA — PERU

2017

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis



Dedicada a mis padres y hermanos por su apoyo

incondicional.

Tesis publicada con autorizacion del autor
No olvide citar esta tesis



AGRADECIMIENTOS

A mi estimada asesora, la Dra. Jesus Victoria Flores Salazar, por guiarme y
apoyarme permanentemente en la elaboracién de esta investigacion y en mi
formacién como investigadora.

A los profesores Jhony Alexander Villa Ochoa y Daysi Garcia Cuéllar por sus
valiosas contribuciones en la presente tesis.

A la Dra. Maria José Ferreira Da Silva de la Escuela de Posgrado en Educacion
Matematica de la Pontificia Universidad Catolica de Sao Paulo en Brasil, por
sus aportes durante el proceso de elaboracion de esta investigacion.

A todos los profesores de la Maestria en Ensefianza de las Matematicas de la
Pontificia Universidad Catdlica del Pert por contribuir en mi formacion
profesional.

A mis padres y hermanos por su apoyo incondicional.

A Freddy Chuquisana Mora, por ayudarme y motivarme a seguir mis metas.

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




RESUMEN

La presente investigacion tiene como objetivo analizar como ocurre el proceso
de genesis instrumental del circuncentro en estudiantes de 14 y 15 afios del
tercer grado de Educacion Secundaria, en una secuencia de actividades en la que
utilizan el Geogebra. Debido a que nuestro estudio esta centrado en la génesis
instrumental, nos planteamos la siguiente pregunta de investigacion: ¢Como
ocurre el proceso de génesis instrumental del circuncentro en estudiantes de
tercer grado de educacion secundaria en una secuencia de actividades en la que
utilizan el Geogebra? Para este estudio tomamos como marco teorico al
Enfoque Instrumental de Rabardel y como marco metodologico algunos
aspectos de la Ingenieria Didactica de Artigue. En el andlisis identificamos en
los estudiantes el desarrollo de esquemas de uso y de accidn instrumentada
cuando desarrollan una secuencia de actividades que moviliza nociones del

circuncentro.

Palabras claves: Circuncentro, Instrumentacion, Instrumentalizacion, Geogebra.
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CONSIDERACIONES INICIALES

La presente tesis aborda el proceso de Génesis Instrumental del circuncentro con el uso del
Geogebra en estudiantes de nivel secundario.

A continuacion presentamos nuestro trabajo en cuatro capitulos:

En el primer capitulo, presentamos la problematica de la investigacion, consideramos una
serie de antecedentes relacionados con el uso del Geogebra, el Enfoque Instrumental y nuestro
objeto matematico el circuncentro. Ademas, presentamos la justificacion, pregunta y objetivos

de la investigacion.

En el segundo capitulo tratamos aspectos tedricos y metodoldgicos, consideramos aspectos
del Enfoque Instrumental de Rabardel (1995) y de la Ingenieria Didactica de Artigue (1995),

respectivamente.

En el tercer capitulo hacemos referencia a aspectos historicos y matematicos del circuncentro.
Identificamos en los documentos oficiales la nocién de circuncentro y cdmo se presenta este
contenido en los libros de matematica del tercer afio de Educacion Secundaria (las edades de
los estudiantes flucttan entre 14 y 15 afios) del sistema educativo peruano.

El ultimo capitulo esta referido al experimento y analisis de la investigacion. Presentamos a
los sujetos de nuestra investigacion y el escenario donde aplicamos nuestro estudio. Incluimos
las actividades propuestas y sus respectivos analisis a priori y a posteriori. Por ultimo,

presentamos las consideraciones finales de la investigacion.
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CAPITULO I: PROBLEMATICA

En este capitulo presentamos la problematica de la investigacion. Para ello, consideramos
investigaciones de referencia, que llamamos antecedentes. También, presentamos algunas
herramientas del Geogebra, la justificacion, la pregunta de investigacion y sus respectivos
objetivos.

1.1 Antecedentes

Como estamos interesados en el proceso de génesis instrumental del circuncentro con el
Geogebra en estudiantes de nivel secundario, presentamos antecedentes como bases para
nuestro estudio. Dentro de nuestra investigacion hemos considerado investigaciones
relacionadas con el Geogebra, este software es un ambiente de geometria dindmica gratuito
que le permite al estudiante realizar exploraciones geométricas e ir construyendo sus
conocimientos. Por esta razon también hemos buscado investigaciones de referencia
relacionadas con la tecnologia digital, las cuales consideran diferentes softwares que
involucran ambientes de geometria dindmica.

Cabe sefialar que vivimos en un mundo globalizado donde la tecnologia evoluciona
rapidamente. Involucrarnos en el entorno tecnoldgico e implementar las tecnologias de la
informacion y comunicacion en la ensefianza de la geometria es clave en la formacion de
nuestros estudiantes. “Las tecnologias cumplen un papel fundamental en la transformacion del
entorno de aprendizaje actual” (Semenov, 2005, p.12).

Ademas, las rutas de aprendizaje aseguran que la forma de ensefianza de la geometria ha sido
tradicionalmente mediante el empleo del 1apiz y el papel o la pizarra y la tiza como Unicos
recursos didacticos.

Presentamos la investigacion de Lagrange, Artigue, Laborde y Trouche (2005) quienes
sefialan que las tecnologia digital en la ensefianza y el aprendizaje de las matemaéticas, se
configuran en un objeto actual de investigacién. En este sentido, la tecnologia digital permite
que los procesos de ensefianza y aprendizaje se presenten centrados en entornos de
aprendizajes dinamicos, en los cuales el conocimiento de los estudiantes se moviliza a partir
de situaciones nuevas y diversas.

Los autores sefialan que se debe prestar atencion a las potencialidades de la tecnologia digital
en un ambiente de clase, es decir, las tecnologias a través de un software matematico permite
tener una mayor visualizacion sobre las diferentes construcciones matematicas que puedan ir

elaborando los estudiantes.
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Lagrange et al. (2005) mencionan que la tecnologia digital puede ser integrada en las précticas
existentes y en los planes de estudio, a fin de facilitar el aprendizaje de contenidos
matematicos con diversas visualizaciones de construcciones geométricas de manera precisa,
lo cual permite que los estudiantes observen las propiedades de la gran variedad de
representaciones matematicas que pueden elaborarse.

Considerando la integracion de la tecnologia digital en el aprendizaje de las matematicas,
Trouche (2002) afirma que:

La aparicion de artefactos computacionales en la clase de matematicas, supone
un problema de caracter didactico acerca de transformar los artefactos en
verdaderos instrumentos de actividad matemdtica y no como “recursos que
resuelven y solucionan” problemas en el aprendizaje (p. 1).

El autor sefiala que la integracion de herramientas tecnoldgicas en situaciones de ensefianza y
aprendizaje permite una visualizacion dindmica de los diversos objetos matematicos y sus
formas de representacion.

Cabe sefialar que la tecnologia digital esta presente en todo lo que nos rodea, es pertinente que
los estudiantes adquieran las habilidades necesarias para vivir en una sociedad enfocada en el
conocimiento tecnoldgico. La tecnologia digital en un ambiente educativo contribuye a la
comprension de diversos temas de geometria, ya que a través de diversos softwares se pueden
realizar diversas construcciones dinamicas que les permiten a los estudiantes realizar
conjeturas. Ademas, a partir de nuestra experiencia profesional nos hemos podido dar cuenta
que cuando los estudiantes utilizan el lapiz y papel, no logran visualizar con precision sus
trazos ya que sus construcciones no presentan precision. Con los softwares matematicos los
estudiantes pueden generar una gran cantidad de construcciones que les permitan lograr una
mayor comprension del tema matematico en desarrollo durante las sesiones de clase.

En el mismo sentido que Lagrange et al. (2005) y Trouche (2002), los autores Barrera,
Barahona y Vaca (2015) mencionan que:

Las tecnologias son herramientas que permiten a los maestros revolucionar los
modelos pedagdgicos e incursionar en nuevos paradigmas que generen la
anhelada formacion de calidad. Este paradigma cambia el rol del profesor,
motiva el utilizar eficientemente las tecnologias (p. 3).

Los autores sefialan que las diferentes herramientas para la exploracion a través de la
geometria dindmica propicia la construccion de conocimientos. Es por ello que la geometria

dindmica es pertinente en la creacion de ambientes de aprendizaje.
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Barrera et al. (2015) sefialan que:

Las nuevas generaciones de estudiantes han encontrado en las TICs
herramientas importantes para comunicarse socialmente, por lo que los
docentes deben aprovechar ese conocimiento, incorporando herramientas que
faciliten la comunicacion mediada pedagdgicamente para promover la
colaboracion, el desarrollo de la criticidad y el conocimiento en los estudiantes

(p. 9).
Como la tecnologia digital que utilizamos en la tesis es el Geogebra el cual es un software de
geometria dinamica, presentamos la investigacion de Morales y Poveda (2007) relacionada
con el software de geometria dinamica denominado Gedmetra Sketchpad. En este estudio se
aborda la representacion de las lineas y puntos notables de un tridngulo en el Sketchpad, el
cual permite representar y manipular objetos matematicos. Los autores presentan dos
aplicaciones que se pueden desarrollar a través de este software.
En la primera aplicacién se pueden graficar las mediatrices de un triangulo, ubicar el punto
notable denominado circuncentro y, por ultimo, graficar una circunferencia circunscrita al
triangulo. Los autores sefialan que se puede mover cualquiera de los vértices de un triangulo y
siempre se cumple que las tres mediatrices concurren en un punto denominado circuncentro,
el cual es el centro de la circunferencia circunscrita al triangulo.
Otra aplicacion que presentan los autores es la de verificar que dado un triangulo cualquiera,
existe una circunferencia que contiene a los puntos medios de los lados del triangulo, los pies
de las alturas sobre los lados del triangulo y a los puntos medios de los segmentos
determinados por el ortocentro y los vértices del triangulo.
Los investigadores explican que a través de exploraciones que realizan los estudiantes con el
software, ellos realizan conjeturas de propiedades geométricas.
Los investigadores sefialan que:

La utilidad del Geometra Sketchpad no es solamente hacer que el estudiante
realice una serie de dibujos geométricos, y pensar que con solo el hecho de
usar tecnologia se estan alcanzando los objetivos propuestos. Se debe guiar al
estudiante a través de una serie de pasos que lo lleven al descubrimiento de
propiedades geometricas y asi lograr un aprendizaje significativo con la
tecnologia (Morales y Poveda, 2007, p. 6).

También presentamos la investigacion de Leon (2012) que realiza un estudio con un grupo de
estudiantes de 2% grado de educacion secundaria a partir de los resultados obtenidos de un
cuestionario sobre el tema de tridngulos. Una de las preguntas de la parte experimental de la
investigacion hacia referencia a la propiedad de la existencia de un triangulo, los estudiantes

mostraron una falta de conocimiento sobre dicho tema al no responder la pregunta. No
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obstante, la autora desarroll6 una sesion con el Geogebra para que los estudiantes comprendan
la propiedad de la existencia de triangulos.
Ledn (2012) menciona que:
Con el Geogebra se pueden hacer construcciones de figuras geométricas en 2D,
usando una serie de pasos sencillos. Este software es muy util para comprender
conceptos en geometria, pues una vez hecha la construccion de una figura, la
puedes alterar, mover, y esto, hace que se generen conclusiones de acuerdo a
un objetivo planteado (p. 250).
La autora desarroll6 una sesion de 80 minutos referida a la propiedad de la existencia de
triangulos utilizando el Geogebra. Para el desarrollo de la sesion se utiliz6 una computadora y
una pizarra inteligente. Se formaron ocho grupos de cuatro integrantes y se les dieron las
indicaciones en una hoja de papel. De cada grupo se acercaban al lado de la pizarra de 2 a 3
representantes y realizaban las construcciones correspondientes. Luego, regresaban a su lugar
y respondian de modo grupal las preguntas que contenia la hoja de papel.
La investigadora sefiala que en cada actividad se obtuvieron las respuestas grupales de los
estudiantes, las cuales eran presentadas en hojas de acuerdo a lo que habian realizado usando
el Geogebra. La autora menciona que seis de los ocho grupos respondieron de modo preciso a
la pregunta sobre existencia de triangulos, las respuestas en su mayoria fueron las esperadas,
buscando que los estudiantes Illeguen solos a sus respuestas. Se promovié la comprension de
la propiedad de existencia de tridngulos con el Geogebra. La autora sefiala que observo
motivacidn constante y predisposicion al trabajar con el software y afirma que:

Lo idoneo hubiese sido facilitar una computadora para cada estudiante y asi
tener respuestas mas precisas de cada uno en las actividades planteadas.
Quedaria como propuesta volver a hacer la actividad pero en la que cada
estudiante utilice una computadora y por supuesto el software Geogebra (Ledn
2012, p. 257).

La autora menciona que hubiera sido interesante que cada estudiante tenga su propia
computadora para que llegue a conclusiones a través de construcciones individuales con el
Geogebra.

Por otro lado, la investigacion de Gamboa, Fernandez, Borrego y Carmenate (2005) presenta
una secuencia de actividades referida a las lineas y puntos notables en triangulos, que puede
ser aplicada con nifios de etapa escolar. A partir de un triangulo dibujado en la pizarra, los
autores sefialan que se trazan y ubican cada una de las lineas y puntos notables de un
triangulo. Los investigadores sefialan que la herramienta tecnologica, como la computadora,
permite que los trazos sean mas precisos con respecto a los trazos obtenidos a través de lapiz

y papel. En ese sentido, Gamboa et al (2005) afirman que implementar una secuencia de
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actividades con el uso de la tecnologia digital, tales como el Geogebra, Cabri, etc.; mejora la
precision de las construcciones durante el proceso de ensefianza y aprendizaje de la
geometria.
Otra investigacion que presentamos es la de Cotic (2014), en el que explicitan que el uso de
un software de representaciones dindmicas en las secuencias didacticas, especialmente en
geometria, permite a los estudiantes descubrir propiedades, asi como relaciones entre
elementos de figuras y cuerpos. Por ejemplo, el Geogebra brinda diversas herramientas que a
través de su exploracion dinamica, facilita el aprendizaje de diversos contenidos.
El investigador dice que:
Lograr la integracion de las TIC en el aula de matemaética, dependeré del
interés y la capacidad de los docentes para generar un ambiente de aprendizaje
que favorezca la produccion de conocimientos con clases dindmicas,
estimulando el aprendizaje continuo (p.6).
Ademas, el investigador se basa en lo establecido en los Estandares Curriculares del National
Council of Mathematics Teachers (1989) en donde se establece que la tecnologia no sélo ha
hecho més féciles los céalculos y la elaboracion de gréaficas, también ha cambiado la naturaleza
misma de los problemas que interesan a la matematica y los métodos que usan los
matematicos para investigarlos. La tecnologia digital ofrece la posibilidad de resolver
problemas que sin ella no serian resueltos de manera precisa.
Ante esto, el Enfoque Instrumental reconoce que todo aprendizaje de un objeto matematico se
encuentra mediado por instrumentos y que dicha mediacion influye en la naturaleza
transpuesta del saber matematico, las acciones del profesor, la construccion del conocimiento
por parte del estudiante y la organizacién particular de la clase.
En el sentido de la tecnologia digital desde la postura de la didactica de las matemaéticas,
Salazar (2015) analiza la génesis instrumental de estudiantes de primer ciclo en el curso de
matematicas respecto a la traslacion horizontal y vertical de la representacion de funcion
cuadratica por medio del Geogebra.
La investigadora sefiala que:

El poder identificar tanto la traslacion horizontal como la vertical de la funcion
cuadratica, usando este ambiente de geometria dinamica, favorecid los
procesos de génesis instrumental de los estudiantes respecto al objeto
matematico abordado, ya que los estudiantes lograron la transformacion del
artefacto funcion cuadratica en instrumento. Ademas, este software permitid
que los estudiantes verifiquen y/o validen sus conjeturas (p.57).

Para el analisis, la autora considera algunos elementos tedricos del Enfoque Instrumental. La

investigadora estudia la transformacion de artefacto a instrumento y considera los esquemas
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de utilizacion que el sujeto desarrolla. En este estudio participaron quince estudiantes de
primer ciclo del curso de matematicas de Nivel Superior. Se analizaron las acciones de un
estudiante.

La parte experimental de la investigacion se desarrollé en el laboratorio de computo y
consistio en una secuencia de seis actividades a través de una ficha de trabajo, con el fin de
movilizar nociones de traslacion horizontal y vertical de la funcion cuadratica.

Por medio de las tres primeras actividades se movilizaron en los estudiantes caracteristicas
intrinsecas de la funcion cuadréatica. La cuarta actividad const6 de cuatro items y se desarrollo
a partir de un archivo previamente creado en Geogebra. En esta actividad los estudiantes
debian representar graficamente funciones cuadraticas dadas en su forma canonica a partir de
la funcién cuadratica base.

Salazar (2015) explica que el estudiante analizado mostré el desarrollo del proceso de génesis
instrumental. La autora afirma que en varios momentos de la parte experimental se
percibieron aspectos de la instrumentacion e instrumentalizacion debido a que por ejemplo, en
uno de los items se le pedia que arrastre el punto h del deslizador y lo coloque en h=-1. A
continuacion, se le pedia que explique lo que sucedia con la funcion.

Salazar (2015) sefiala que:

Las acciones de Luis muestran que esta instrumentado con las nociones
movilizadas e instrumentalizado, quizds localmente, con el arrastre del
software Geogebra. Es decir, que en él el proceso de génesis instrumental esta
aconteciendo (p.65).

Notamos que en esta investigacion el Geogebra permite que los estudiantes verifiquen sus
conjeturas. Ademas, este software posee ventajas debido a su dinamismo al explorar diversas

propiedades de objetos matematicos.

También, la investigacion de Gémez (2014) muestra la relacion que existe entre la mediatriz
como objeto de estudio y el Geogebra, que nos interesa utilizar en la investigacion. En este
trabajo, la autora presenta una actividad en la que un grupo de estudiantes peruanos de 2do
grado de educacién secundaria (edades entre 11 y 12 afios) realizan un viaje a la ciudad del
Cusco-Peru, en donde a partir de un problema deducen la condicién geométrica de la
mediatriz, la cual consiste en ubicar un hotel que se encuentre a la misma distancia de tres
lugares turisticos en la ciudad del Cusco. Para ello, utilizan herramientas del Geogebra, como:

compas, recta, mediatriz, etc. y la aplicacion de google maps.
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Ademas de utilizar las herramientas tecnoldgicas antes mencionadas, para ubicar los tres
lugares turisticos del Cusco, los estudiantes movilizaron nociones de mediatriz, interseccion

de rectas y circuncentro.

La investigadora Gémez (2014) sefiala como sugerencia de mejora asociar el punto de corte
de las mediatrices con el circuncentro, el cual se constituye en objeto de interés para nuestra
investigacion.

Hemos presentado una serie de investigaciones referentes a la pertinencia de la tecnologia
digital, ya que interfiere de manera positiva en los procesos de ensefianza y aprendizaje de un
contenido matematico. Por lo tanto, estas investigaciones nos dan subsidios para entender la
necesidad de interactuar con tecnologias digitales.

A continuacion, presentamos la investigacion de Garcia-Cuéllar (2014) que aborda el proceso
de instrumentacién de la simetria axial mediada por Geogebra, considera como marco tedrico
el Enfoque Instrumental y como método aspectos de la Ingenieria Didactica.

El objetivo general de esa investigacion fue propiciar la instrumentacion de la nocion simetria
axial mediado por el Geogebra en estudiantes de primer grado de educacion secundaria.

Para ello, Garcia-Cuéllar (2014) disefidé una secuencia de actividades, en la que identifico, por
medio de los conceptos en acto y reglas de accion de los estudiantes, los posibles esquemas de
utilizacion.

En el analisis a posteriori, la autora identificd problemas en las acciones de los estudiantes
durante el desarrollo de cada actividad. Por ejemplo, en una de las actividades las estudiantes
priorizaron lo visual en desmedro de las propiedades de la simetria axial para justificar sus
procedimientos, que era lo que se deseaba.

Por otro lado, a través de su estudio, la investigadora logré que los estudiantes instrumenten la
nocion y las propiedades de la simetria axial, ademas de apenas identificar la
instrumentalizacion local de algunas herramientas del Geogebra como punto, recta, punto
medio, etc; las cuales fueron utilizadas en el aprendizaje de la simetria axial.

La autora sefiala que la instrumentacion de la nocion de simetria mediada por el Geogebra fue
observada a través de los conceptos en acto y las reglas de accion de las estudiantes por medio
de las actividades planteadas utilizando el Geogebra y por medio de las conclusiones escritas
en la ficha de actividades. Luego, los posibles esquemas de utilizacion desarrollados por las
estudiantes contribuyeron a percibir indicios del desarrollo del proceso de Genesis

Instrumental, especialmente de la instrumentacién de la nocion de simetria axial y sus
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propiedades, lo cual contribuyd al momento de analizar las acciones de los estudiantes
durante su aprendizaje.

Durante el proceso de experimentacion, Garcia-Cuéllar (2014) observo la disposicion presente
en las estudiantes al desarrollar las actividades propuestas. Todo ello, permitié afirmar que los
estudiantes se encontraban motivados con las actividades que se desarrollaban.

Otra investigacion relacionada con el Enfoque Instrumental y el uso del software Geogebra,
es la de Chumpitaz (2013) que analiza las acciones de los estudiantes de los cursos de
Analisis Matematico | de las carreras de ingenieria en la aplicacion de una secuencia de
aprendizaje de la funcion definida por tramos mediada por el Geogebra.

Por medio del Enfoque Instrumental de Rabardel, el investigador estudia las acciones de los
estudiantes, mediadas por el Geogebra, cuando trabajan nociones de la funcién definida por
tramos en una secuencia de aprendizaje.

Para el estudio de los procesos de instrumentalizacion en la secuencia didactica disefiada, el
autor considera el analisis de la movilizacién o transposicion de esquemas de uso, huevos o
preexistentes. Utiliza el modelo de Situaciones de Actividades Instrumentadas (SAl),
propuesto por Rabardel, para identificar en las acciones de los estudiantes el instrumento v el
objeto.

Chumpitaz (2013) muestra que los estudiantes movilizan esquemas de uso preexistentes
logrando minimizar las dificultades en la secuencia de aprendizaje.

Otra investigacion que resaltamos por el andlisis desde el enfoque Instrumental y el uso del
software Geogebra es la de Ledon (2014), que tiene como finalidad propiciar la
instrumentalizacion de la nocion de elipse de un grupo de estudiantes, pertenecientes al curso
de Matemadtica | en una Universidad particular de la ciudad de Lima, cuando trabajan una

secuencia de actividades mediada por el Geogebra.

A través de diez actividades, los estudiantes identificaron la condicion geométrica de la elipse,
la relacion entre sus parametros, la excentricidad, la ubicacién de los vértices, focos, extremos
del eje menor, el trazo del lado recto y vincularon la representacion grafica a la expresion
algebraica correspondiente, identificando la relacion entre los semiejes de la curva eliptica y
los elementos de dicha expresion algebraica. El autor sefiala que la secuencia de actividades
permiti6 observar el surgimiento de la condicion geométrica de la elipse como medio para la

comprension de otras propiedades de este objeto matematico.
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Para analizar las acciones de los estudiantes, el autor al igual que Garcia-Cuéllar (2014) y
Chumpitaz (2013), eligié como referencial tedrico el Enfoque Instrumental de Rabardel y el

software Geogebra.

En ese estudio, Leon (2014) afirma que el Geogebra permitio la elaboracion de
construcciones geométricas, la interaccion, exploracion y manipulacion de las actividades
propuestas. Segun el investigador, en el analisis a posteriori de la secuencia de actividades se
evidencio, la movilizacién por parte de los estudiantes de los esquemas previos los cuales
facilitaron el desarrollo de las actividades y minimizaron las dificultades presentadas. Los
esquemas de accién instrumentada de los estudiantes evolucionaron a esquemas de uso y
facilitaron las actividades propuestas en la secuencia de aprendizaje, minimizando las

dificultades que se pudieron haber presentado.

En este estudio, el investigador sefiala que se movilizan esquemas de uso como segmento,
mediatriz de un segmento para alcanzar la comprension de varias propiedades de este objeto

matematico.

Las investigaciones de Garcia-Cuéllar (2014), Chumpitaz (2013) y Leon (2014) dejan abierta

la posibilidad para futuros estudios.

El estudio de Garcia-Cuéllar (2014) sefiala que se podria realizar un estudio sobre el
aprendizaje de la simetria central mediado por el Geogebra en ambos procesos de la Génesis
instrumental, la instrumentacion y la instrumentalizacion. Chumpitaz (2013) menciona que se
podria estudiar el proceso de instrumentacion en el aprendizaje de la funcion definida por
tramos mediada por el Geogebra. Ledn (2014) sefiala que son necesarias otras
investigaciones, de tal forma que la elipse pueda ser aplicada como instrumento en distintos
campos del saber. Por ejemplo, en el area de arquitectura con aplicaciones en arcos

semielipticos.

Por otro lado, el estudio de Hegedus (2005) sefiala que en el proceso en el que se realizan
construcciones geométricas se va dando la génesis instrumental, cuando un artefacto se va
transformando en instrumento, es decir, el artefacto pasara a ser un instrumento cuando el
sujeto le asigne los esquemas de utilizacion correspondientes. También menciona que con una
construccién con lapiz, regla y papel no es posible manipular construcciones geométricas,

ademas, las construcciones en papel son imprecisas.

En ese sentido, los softwares de geometria dinamica permiten desarrollar el sentido espacial y

el razonamiento geométrico. Es decir, poder representar mentalmente objetos geométricos del
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espacio. El autor menciona que seleccionar, construir 0 manipular objetos matematicos
ayudan a que los estudiantes establezcan conjeturas. Ademas, el profesor puede optar por
interactuar con una serie de objetos matematicos para una variedad de fines pedagogicos

porgue el entorno dinamico permite la interaccion de multiples construcciones.

Hemos presentado una serie de antecedentes, algunos relacionados con la tecnologia digital,
como el software Geogebra, otros relacionados con el enfoque instrumental y otros que
abordan diferentes contenidos matematicos. Estas investigaciones nos dan subsidios para

poder realizar el analisis de nuestra investigacion.

A continuacién, presentamos algunas herramientas del Geogebra con las cuales trabajaremos

en nuestra investigacion.

1.2 El Geogebra

Nos basamos en la investigacion de Garcia-Cuéllar (2014) para realizar una descripcion del
software Geogebra.

Cabe sefialar que el Geogebra es un software de geometria dindmica de libre acceso que
permite realizar diferentes construcciones, en donde los estudiantes pueden verificar y validar

sus conjeturas.

A continuacion presentamos la ventana inicial del Geogebra (Figura 1).
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Figura 1. Ventana inicial del Geogebra
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Como en nuestro estudio consideramos el circuncentro, mostramos la vista de geometria del

Geogebra que usamos en nuestra investigacion (Figura 2).
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Figura 2. Vista de geometria del Geogebra

A continuacién mencionamos algunas herramientas del Geogebra que involucra el desarrollo

de la parte experimental de nuestra investigacion y como son utilizadas en diferentes

contrucciones.
- Herramienta nuevo punto: Permite crear un punto en el plano.

La figura 3 nos muestra que utilizando la herramienta nuevo punto hemos creado los

puntos A, By C.
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Figura 3. Herramienta nuevo punto

- Herramienta interseccion de dos objetos: Permite ubicar el punto de interseccion de

dos objetos.
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La figura 4 nos muestra que luego de crear un segmento AB y una recta que se
intersectan, hemos utilizado la herramienta interseccion de dos objetos para ubicar el

punto C, que es la interseccidn del segmento AB con la recta construida.
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Figura 4. Herramienta interseccion de dos objetos
Herramienta punto medio: Permite ubicar el punto medio de un segmento.

La figura 5 nos muestra que luego de construir el segmento AB, utilizamos la
herramienta punto medio o centro y encontramos el punto medio del segmento AB,

denotéandolo con el punto C.
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Figura 5. Herramienta punto medio

Herramienta segmento entre dos puntos: Permite crear un segmento entre dos puntos

dados.

La figura 6 nos muestra que luego de crear el punto A y el punto B, utilizamos la

herramienta segmento entre dos puntos para crear el segmento AB.
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Figura 6. Herramienta segmento entre dos puntos
- Herramienta poligono: Permite construir un poligono determinado.

La figura 7 nos muestra que utilizando la herramienta poligono hemos creado un
triangulo ABC.
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Figura 7. Herramienta poligono
- Herramienta &ngulo: Permite medir los angulos de alguna figura geométrica.

La figura 8 nos muestra que con la herramienta &ngulo hemos podido obtener la
medida de los angulos A, B y C del triangulo ABC.
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Figura 8. Herramienta angulo
- Herramienta distancia o longitud: Permite medir la distancia de un segmento.

La figura 9 nos muestra que utilizando la herramienta distancia o longitud hemos

medido la longitud del segmento AB.
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Figura 9. Herramienta distancia o longitud

- Herramienta recta perpendicular: Permite trazar la recta perpendicular a un segmento o

a una recta por un punto determinado previamente.

La figura 10 nos muestra que utilizando la herramienta recta perpendicular hemos

creado una recta que es perpendicular al segmento AB.
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Figura 10. Herramienta recta perpendicular

- Herramienta mediatriz: Permite ubicar la mediatriz de un segmento.

La figura 11 nos muestra que utilizando la herramienta mediatriz hemos trazado la
mediatriz del segmento AB.
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Figura 11. Herramienta mediatriz

- Herramienta circunferencia dados tres de sus puntos: Permite construir una
circunferencia considerando tres puntos.

La figura 12 nos muestra que utilizando la herramienta circunferencia dados tres de

sus puntos hemos creado una circunferencia que pasa por los puntos A, By C.
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Figura 12. Herramienta circunferencia dados tres de sus puntos

A continuacion presentamos la justificacion, pregunta y objetivos de nuestra investigacion.
1.3 Justificacion, pregunta y objetivos de la investigacion

Es necesario realizar este estudio debido a que en los antecedentes que hemos buscado en
repositorios de tesis y bases de datos hemos encontrado investigaciones que no profundizan el
estudio hacia el cual queremos apuntar, en ninguna de ellas hemos encontrado un estudio del
objeto matematico que queremos investigar desde el Enfoque Instrumental.

Como nuestro interés es el proceso de génesis instrumental de estudiantes con relacion al
circuncentro en la que se use el Geogebra, nosotros hemos presentado una serie de
antecedentes que guardan relacion con nuestro estudio.

Las investigaciones de Barrera, Barahona y Vaca (2015) y de Gamboa, Ferndndez, Borrego y
Carmenate (2005) muestran la pertinencia del uso del Geogebra. Por su parte, Ledn (2012)
realiza un estudio en el que utiliza el Geogebra. Sin embargo, estos estudios no utilizan el

enfoque instrumental, el cual si es utilizado en nuestro trabajo de investigacion.

También, Salazar (2015) realiza una investigacion que concierne tanto al Geogebra como al
enfoque instrumental, pero no al circuncentro, el cuél es nuestro objeto de interés. Gémez
(2014) presenta una conexién entre la mediatriz como objeto de estudio y el Geogebra,
tecnologia digital que nos interesa; pero no utiliza el enfoque instrumental. Garcia-Cuéllar

(2014), Chumpitaz (2013) y Leon (2014) consideran en sus investigaciones el enfoque
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instrumental, el Geogebra y aspectos de la Ingenieria Didactica pero no trabajan con el

circuncentro, que es nuestro objeto matematico.

En las investigaciones que hemos buscado notamos que no se profundiza el estudio hacia el

cual estamos interesados.

En base a las investigaciones de referencia notamos la pertinencia del estudio del
circuncentro. No hemos encontrado investigaciones que profundicen en el estudio de este
objeto matematico con el Enfoque Instrumental de Rabardel y por medio de la tecnologia
digital, tal como el Geogebra. Pensamos que este objeto matematico aln necesita ser
investigado debido a que es un contenido de la Educacién Bésica Regular del tercer afio de
educacion secundaria en el que las edades de los estudiantes fluctian entre 14 y 15 afos.

Cabe sefialar que analizar la génesis instrumental del circuncentro permitird tener

herramientas para la investigacion en educacién matematica.
Por todo eso, nos planteamos la siguiente pregunta y objetivos de la investigacion:

¢Como ocurre el proceso de génesis instrumental del circuncentro en estudiantes de tercer
grado de educacion secundaria en una secuencia de actividades en la que utilizan el

Geogebra?

Objetivo general

Analizar cdmo ocurre el proceso de Génesis Instrumental del circuncentro en estudiantes de
tercer grado de educacion secundaria en una secuencia de actividades en la que se utiliza el

Geogebra.

Obijetivos especificos

Para alcanzar el objetivo general consideramos los siguientes objetivos especificos:

o Identificar en las acciones de los estudiantes, los posibles esquemas de uso.

e Identificar en las acciones de los estudiantes, los posibles esquemas de accion
instrumentada.

e Distinguir el surgimiento y enriquecimiento de la nocién del circuncentro, cuando los
estudiantes desarrollan un problema de la secuencia de actividades con el uso del

Geogebra.
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A continuacion, en el siguiente capitulo presentamos aspectos tedricos y metodoldgicos del
enfoque Instrumental y de la Ingenieria Didactica respectivamente.
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CAPITULO II: ASPECTOS TEORICOS Y METODOLOGICOS

En este capitulo presentamos aspectos del Enfoque Instrumental de Rabardel (1995) tales
como el origen de dicho enfoque y algunos elementos que utilizamos en el desarrollo de la
investigacion. Presentamos diferencias fundamentales entre artefacto e instrumento, los
esquemas de utilizacion como los esquemas de uso y los esquemas de accion instrumentada,
asi como los procesos de instrumentacion e instrumentalizacion. También presentamos
aspectos de la Ingenieria Didactica de Artigue (1995) tales como las fases de analisis
preliminares, la concepcion y analisis a priori, la experimentacion, el anlisis a posteriori y la

validacion.
Finalmente, incluimos los procedimientos metodologicos de nuestra investigacion.
2.1 Enfoque instrumental

El nacimiento de este enfoque se da en los afios 90, cuando la Direccion de Tecnologia del
Ministerio de Educacion Nacional de Francia le solicitd a Michelle Artigue, participar en los
trabajos de un grupo de expertos en la utilizacion de calculadoras y programas
computacionales. El propdsito fue identificar el potencial ofrecido por los programas
computacionales de célculo formal (CAS) para la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas en el nivel secundario.

Artigue (2002) sefiala que:

Familiarizada con la Teoria Antropoldgica de lo didactico desarrollada por
Chevallard y habituada a colaborar con investigadores en Ergonomia
Cognitiva, naturalmente se impuso la idea que una concatenacion apropiada
entre la TAD vy las perspectivas desarrolladas por Rabardel y Vérillon en la
Ergonomia Cognitiva pudieran darnos el marco de pensamiento buscado. Es
asi como nacié la aproximacion instrumental (p.4).

El enfoque instrumental aborda la dimension tecnoldgica de la ensefianza de las matematicas
de una manera nueva y la problematiza. Los desarrollos més recientes de esta aproximacion se
interesan a nuevos objetos tecnoldgicos.

En el campo de la Didactica de la Matematica, el enfoque instrumental ha expuesto la
influencia que tiene la emergencia de instrumentos en la construccién del saber matematico y
en la actividad matematica.

Rabardel (1995) plantea un enfoque tedrico que pretende dar cuenta de la naturaleza compleja
del instrumento y la génesis del instrumento en el sujeto, enfatiza en la relacion de éste con la

actividad humana, pues se plantea que los instrumentos, por ser desarrollos de la historia
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social y cultural, presentan una fuerte influencia en el sujeto, por tanto, constituyen

estructuras cognitivas que permiten la construccion del conocimiento.

Se presentan diferencias fundamentales entre artefacto e instrumento. Rabardel (1995)
reconoce al artefacto como un dispositivo material o simbolico, el cual se ha construido como
una expresion de la cultura. La utilizacién de un artefacto no es neutral para el sujeto, debido
a que introduce en este una actividad cognitiva de construccion o de evolucion de esquemas
de utilizacion. Los esquemas de utilizacion se dirigen a la comprension de las situaciones, la
transformacion de situaciones, la obtencion de resultados, la orientacion y al control de la

actividad en la que se trabaja.

El investigador sefiala que el instrumento es una entidad mixta, que incluye una componente
artefactual (un artefacto, una fraccion de artefacto o un conjunto de artefactos) y una

componente cognitiva (el o los esquemas de utilizacion).

Segun el autor,

Un instrumento esta formado por dos componentes; por una parte, un artefacto,
material o simbdlico, producido por el sujeto o por otros; por otra parte, uno o
varios esquemas de utilizacion asociados, que resultan de una construccion
propia del sujeto (p.178).

Es decir, el concepto de instrumento involucra tanto al artefacto como a los esquemas
mentales desarrollados por el estudiante cuando realiza una clase de tareas, como se muestra

en la Figura 13.

Artefacto
Material o

Instrumento

Figura 13. Componentes de un instrumento

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




Rabardel (1995) sefiala que el instrumento no existe en si, sino es el resultado de asociar el
artefacto a la accion del sujeto, como medio para la misma. El artefacto puede ser un medio
material o simbdlico. Es decir, en nuestro caso, el medio simbolico es la representacion del
circuncentro de un triangulo. El autor utiliza el término instrumento, para designar el artefacto
en situacion, inscrito en su uso, en una relacién instrumental entre dos entidades que son el

sujeto, el usuario del instrumento y el objeto sobre el cual se actla.

Por ejemplo, el descubrimiento progresivo de las propiedades del artefacto circuncentro en
términos de propiedades conceptuales, vendra acompafiado por el cambio de significado de la
condicion geométrica del circuncentro en términos cognitivos y semioticos, es decir el sujeto
va asociando nuevos componentes artefactuales a su esquema condicion geométrica del
circuncentro, generando el enriquecimiento de las propiedades del artefacto circuncentro por
parte del sujeto. El investigador sefiala que el artefacto se transforma en instrumento cuando

el sujeto le asigne los esquemas de utilizacién correspondientes.

Para esta investigacion, ponemos especial atencion al proceso de génesis instrumental del
circuncentro en el cual analizamos las acciones de los estudiantes en su interaccioén con el

Geogebra.

El autor sefiala que el proceso de un artefacto que se convierte en un instrumento se denomina

génesis instrumental.

La postura tedrica del investigador sefiala que las génesis hacen parte integral del proceso de
aprendizaje de las matematicas y que por tanto deben de considerarse en el disefio y puesta en
escena de secuencias didacticas. En nuestro estudio no consideramos la génesis instrumental
del Geogebra sino que analizamos el proceso de génesis instrumental del circuncentro.

La nocién de esquema es concebido por Rabardel (1995) en el sentido de Vergnaud: “un
esguema es una organizacion invariante del comportamientos para una determinada situacion
(p.2)”. Segun Vergnaud (1996) es en los esquemas que se deben investigar los conocimientos
en accion del sujeto.

En ese sentido, podemos decir que se trata de un constructo que da cuenta de la organizacion
del pensamiento mas o menos estable y estructurado del sujeto. En cuanto a los esquemas de
utilizacion que el sujeto moviliza o desarrolla, Rabardel (1995) considera dos dimensiones,
los esquemas de uso y los esquemas de accion instrumentada. Los esquemas de uso son los

relativos a las tareas segundas, a operaciones, es decir las tareas segundas estan referidas a la
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manipulacion técnica del artefacto. Son relativas a la gestion de las caracteristicas y
propiedades particulares del artefacto.
Segun Rabardel (1995):

Los esquemas de uso pueden situarse en el nivel de esquemas elementales. Lo
que los caracteriza es su orientacion hacia las tareas segundas que
corresponden a las acciones Yy actividades especificas directamente
relacionadas con el artefacto (p.172).

Mientras que los esquemas de accidn instrumentada estan referidos a las tareas primeras,
aquellas que se orientan al objeto de la actividad para las que el artefacto sea un medio de
realizacion. Son los relativos a la utilizacion de un artefacto en vista de realizar una accion.

El autor afirma que:

Los esguemas de accion instrumentada consisten en totalidades cuyo
significado estd dado por el acto global que tiene como meta operar
transformaciones sobre el objeto de la actividad. Estos esquemas incorporan,
como constituyentes, los esquemas del primer nivel. Lo que los caracteriza es
que son relativos a las tareas primeras (p.172).

Los esquemas de accion instrumentada y los esquemas de uso pertenecen a la clase de

esquemas de utilizacion.

Segun el autor, los esquemas de utilizacion tienen a la vez una dimension individual y una
dimension social. La dimension individual es propia de cada individuo mientras que la
dimension social se debe a que los esquemas se elaboran en el curso de un proceso en el que
el sujeto no esta aislado.

De acuerdo con el autor, la utilizacion de un artefacto no es neutral para el sujeto. Introduce
en este una actividad cognitiva de construccion o de evolucion de esquemas de utilizacion y
[lama instrumento al conjunto artefacto y esquemas de utilizacion relacionados con el

artefacto.

La actividad mediada del sujeto requiere previamente la construccién o desarrollo de
instrumentos por parte del sujeto, el cual no le estad dado desde el principio y es éste el que lo
elabora en un proceso que es conocido como Génesis Instrumental, el cual se construye a
partir de un proceso doble de instrumentacién e instrumentalizacion.
Sobre lo anterior, el autor indica que:

Los procesos de instrumentalizacion estan dirigidos hacia el artefacto:

seleccidn, agrupacion, produccion e institucion de funciones, atribuciones de
propiedades, transformaciones del artefacto, de su estructura, de su
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funcionamiento, etc. [...] Los procesos de Instrumentacién estan relacionados
con el sujeto: con la emergencia y evolucion de los esquemas sociales de
utilizacion y de accion instrumentada: su constitucion, su evolucion por
acomodacion, coordinacién y asimilacion reciproca, la asimilacion de
artefactos nuevos a los esquemas ya constituidos, etc. (p. 5).

En el sentido de Rabardel (1995), entendemos que la instrumentalizacion se refiere a la
aparicion y a la evolucién de los componentes artefacto del instrumento. EIl usuario, por su
actividad, asigna funciones al artefacto, las cuales pueden integrarse a este. En nuestro
trabajo, el artefacto serd la nocion de circuncentro, entonces tenemos que hacer que

evolucionen las componentes de dicha nocion con una secuencia de actividades.

La instrumentacion es relativa a la aparicion y a la evolucion de los esquemas de utilizacion.
En nuestra investigacion, la instrumentacion esta referida a la adaptacion de los estudiantes a
las restricciones que puedan encontrar cuando movilizan algunas nociones al trabajar con el
artefacto circuncentro y sus funciones. En primer lugar, los estudiantes movilizan sus
esquemas preexistentes, ya que se movilizan esquemas que asocien algo que han hecho antes
con lo que van a hacer ahora. Es decir, durante el proceso de experimentacion, los estudiantes
van a trabajar nociones de mediatriz, interseccion de mediatrices. Van a crear nuevos
esquemas, a partir de nuevas acciones, para luego desarrollar un problema que moviliza la

nocion de circuncentro.

El investigador sefiala que la instrumentacion esta dirigida hacia el sujeto. Se refiere a la
construccion de esquemas de utilizacion por parte del sujeto, relativos a la ejecucion de ciertas
tareas.

El autor presenta la caracterizacion de los procesos de instrumentalizacion e instrumentacion.

En lo referente a la caracterizacion de los procesos de instrumentalizacién, el investigador
sefiala que la instrumentalizacion puede definirse como un proceso de enriquecimiento de las
propiedades del artefacto por parte del sujeto. Este proceso se basa en las caracteristicas y
propiedades intrinsecas del artefacto. Dichas propiedades constituyen para el sujeto una
propiedad permanente del artefacto. Mientras que la funcion adquirida es una propiedad
extrinseca, la cual es atribuida por el sujeto para que el artefacto pueda ser constitutivo de un
instrumento. El autor presenta un ejemplo referente a lo mencionado. Rabardel (1995) sefiala
gue “En una llave inglesa, la masa es una propiedad intrinseca, mientras que las funciones que

le confiere el sujeto a dicha llave, serian consideradas como propiedades extrinsecas”.

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




A partir del ejemplo mencionado, se distinguen dos niveles de instrumentalizacion por

atribucion de funcion a un artefacto.

Sobre lo anterior, Rabardel (1995) sefiala que:

En un primer nivel, la instrumentalizacion es local, relacionada con una accion
singular y con circunstancias de su desarrollo. El artefacto es instrumentalizado
momentaneamente.

En un segundo nivel, la funcion adquirida se conserva de manera durable como
propiedad del artefacto en relacién con una clase de acciones, de objetos de la
actividad y de situaciones. La instrumentalizacion es durable o permanente (p.
217).

En ambos casos, no ocurren transformaciones materiales del artefacto, solo adopta

propiedades extrinsecas nuevas.
El autor afirma que:

Los artefactos a los que se enfrentan los sujetos en situaciones naturales
(trabajo, vida cotidiana) se caracterizan precisamente por ser elaborados para
realizar funciones previamente definidas, intrinsecas, constitutivas del
artefacto. Funciones que es posible considerar como funciones constituyentes.

Las funciones nuevas, extrinsecas, que emergen a partir de los procesos de
instrumentalizacion del artefacto pueden ser consideradas como funciones
constituidas (p. 220).

En lo referente a la caracterizacion de los procesos de instrumentaciéon, el autor sefiala como
constitutivo de esta segunda dimension, a la génesis de los esquemas, la asimilacion de
nuevos artefactos a los esquemas y la acomodacion de los esquemas, la cual contribuye a los
cambios de significado. En ese sentido explica,

El descubrimiento progresivo que realizan los sujetos de las propiedades del
artefacto se acomparia de la acomodacion de sus esquemas, pero también, de
cambios de significado del instrumento que resultan de la asociacion del
artefacto con nuevos esquemas (Rabardel 1995, p. 221).

El autor explica que la combinacion de estos dos procesos conduce a la reorganizacion de los

esquemas de utilizacion, es decir se generan nuevos esquemas en los estudiantes.

Con este enfoque analizaremos la génesis instrumental del circuncentro en estudiantes del
curso de geometria de tercero de secundario, debido a que se quiere determinar si los
estudiantes comprenden el objeto matematico del circuncentro cuando desarrollan actividades

mediadas por el Geogebra.
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2.2 Aspectos de la Ingenieria Didactica

De Faria (2006) se basa en Douady (1996) en donde se menciona que el término ingenieria
didactica designa un conjunto de secuencias de clase concebidas, organizadas y articuladas en
el tiempo de forma coherente por un profesor ingeniero para efectuar un proyecto de
aprendizaje de un contenido matematico dado para un grupo concreto de alumnos.
En nuestra investigacion, utilizaremos la ingenieria didactica como método de la
investigacion porque haremos una intervencion en clase.
Segun Artigue (1995) la nocion de ingenieria didactica surgid en la didactica de las
matematicas a comienzos de los afios ochenta. Se denominé con este término a una forma de
trabajo didactico equiparable con el trabajo del ingeniero, quien, para realizar un proyecto
determinado se basa en los conocimientos cientificos de su dominio y acepta someterse a un
control de tipo cientifico, la autora asegura que,
[...] para realizar un proyecto determinado, se basa en los conocimientos
cientificos de su dominio y acepta someterse a un control de tipo cientifico. Sin
embargo, al mismo tiempo, se encuentra obligado a trabajar con objetos mucho
méas complejos que los depurados por la ciencia y, por lo tanto, tiene que

abordar préacticamente, con todos los medios disponibles, problemas de los que
la ciencia no quiere o no puede hacerse cargo (Artigue 1995, p. 33).

Artigue (1995) afirma que el profesor concibe, realiza, observa y analiza secuencias de
ensefianza para lograr el aprendizaje de un contenido matematico determinado por un grupo
especifico de estudiantes. Por otra parte, a medida que pone en practica lo planeado
evoluciona de acuerdo a las interacciones que se producen en clase. Como metodologia de
investigacion, la ingenieria didactica se caracteriza por un esquema experimental basado en
las realizaciones didacticas en clase.
La ingenieria didactica de Artigue (1995) tiene las siguientes fases:
Fase 1. Los analisis preliminares
Se realiza el andlisis considerando tres dimensiones: epistemoldgica, cognitivo y didactico.
Artigue (1995) sefiala que:
La dimension epistemoldgica estd asociada al aspecto histérico y matematico
del objeto en estudio. La dimension cognitiva se asocia a las caracteristicas

cognitivas del publico al cual se dirige la ensefianza y la dimensién didactica
estd asociada a las caracteristicas del funcionamiento del sistema de ensefianza

(p. 40).
En nuestra investigacion, la dimension epistemoldgica la desarrollamos en el capitulo en el

cual vemos una breve resefia historica y matematica del circuncentro, también presentamos

las investigaciones que nos hablan de algunas caracteristicas cognitivas que presentan los
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estudiantes en temas relacionados con el circuncentro. Ademds, presentamos algunos
documentos oficiales tales como los informes de la oficina de medicion de la calidad de los
aprendizajes, las orientaciones para el trabajo pedagdgico, las rutas de aprendizaje, la
Resolucidn Ministerial N° 199-2015 que modifica los contenidos del DCN (2009) vy los libros
de texto del tercer grado de educacion secundaria denominados “Intelectum Evolucion” de la
editorial San Marcos (2013) y el libro “Légicamente 3” de la editorial Norma edicion (2009).

Fase 2. Concepcion y analisis a priori

Después de construida nuestra problematica, de estudiar el circuncentro y de definir nuestro
marco teorico, el enfoque instrumental; con todos esos insumos construimos una secuencia de
actividades en la cual queremos que el artefacto circuncentro se transforme en instrumento.
Para ello vamos a trabajar con un grupo de estudiantes de tercero de secundaria, cuyas edades
fluctian entre 14 y 15 afios, del sistema educativo peruano en una secuencia de dos
actividades y un problema contextualizado para observar esa transformacion.

De acuerdo con Artigue (1995) en esta fase se realiza el conjunto de supuestos sobre lo que
haran los estudiantes.

En nuestra investigacion proponemos posibles resultados esperados antes de la presentacion
de la propuesta didactica (analisis a priori).

El andlisis a priori segun Artigue (1995) comprende una parte descriptiva y una predictiva. Se
describen las selecciones del nivel local y las caracteristicas de la situacion didactica que de
ellas se desprenden. Ademas, se predicen los posibles comportamientos y se trata de
demostrar como el analisis realizado permite controlar su significado.

Fase 3. Experimentacion

Segun Artigue (1995), en esta fase se tiene en cuenta la aplicacién de materiales disefiados
por el investigador y se llevan a cabo los registros de observacién de la experiencia, por
medio de la recoleccién de informacion de las producciones escritas de los estudiantes,
intervenciones de los estudiantes en clase, grabaciones en video y entrevistas individuales a
los estudiantes.

En nuestra investigacion utilizamos las fichas de actividades como un medio para recolectar la
informacion de los estudiantes en el desarrollo de la secuencia de actividades. Utilizamos las
producciones escritas de los estudiantes, grabamos sus intervenciones en la sala de
informatica asi como los archivos que los estudiantes desarrollaron en el Geogebra y no fue

necesario realizar entrevistas.
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En esta etapa predomina el acercamiento entre el docente investigador y los sujetos de la
investigacion. En nuestra investigacion, desarrollamos la parte experimental en un colegio
particular de Lima, Perd. En esta fase, dimos a los estudiantes las instrucciones de la
secuencia de actividades relacionadas con el Geogebra y realizamos el registro de
observaciones correspondiente.

Fase 4. Analisis a posteriori y validacion

Artigue (1995) sefiala que el analisis a posteriori se basa en el conjunto de datos recogidos a

lo largo de la experimentacion.

En esta etapa consideramos las observaciones realizadas de las secuencias de ensefianza, al
igual que las producciones de los estudiantes. En nuestra investigacion, en base al enfoque
instrumental describimos y analizamos las acciones de los estudiantes al haber desarrollado la
secuencia de actividades basados en el Enfoque Instrumental porque estdbamos interesados en

cémo se produce la génesis instrumental del circuncentro.

Ademas, en esta fase, la investigadora afirma que se desarrolla un didlogo entre las
conclusiones del analisis a priori y los resultados obtenidos en la experimentacion. Es por ello
que consideramos el analisis de los datos recolectados durante los diferentes momentos de la
experiencia. Analizamos los datos recolectados en los encuentros realizados con los

estudiantes y los contrastamos con el analisis a priori para validar la investigacion.

Cabe mencionar que para recolectar la informacion de nuestra investigacion, utilizamos:
Fichas de la secuencia de actividades, grabaciones en video y los archivos en Geogebra de las

actividades de cada estudiante participante.
Procedimientos metodoldgicos

Aplicamos la secuencia de actividades en el aula de informatica de un colegio particular de

Lima, Peru; en donde hicimos uso de tres computadoras y una pizarra acrilica.
La fase de experimentacion se llevo a cabo en dos sesiones de 60 minutos.

En estas sesiones, los estudiantes utilizaron el Geogebra para desarrollar tres fichas de
actividades. En la actividad 0, los estudiantes respondieron dos preguntas. En la actividad 1
respondieron cuatro preguntas y en la actividad 2 resolvieron un problema que moviliza la

nocion de circuncentro.

Luego de las actividades 0 y 1, la profesora tuvo interacciones con los estudiantes, aclarando

sus dudas y permitiendo que los estudiantes conjeturen a través de las preguntas que hacia el
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investigador, para finalmente dar la definicion de la mediatriz y del circuncentro, a lo que

Ilamamos formalizacion sobre la mediatriz y el circuncentro.

Posteriormente, procedimos a recoger los datos de la investigacion a traves de los archivos de
Geogebra de cada estudiante, que estaban grabados en el escritorio de cada computadora.
Estos archivos se revisaron a través de la herramienta del Geogebra denominada protocolo de
la construccion. Ademas, recogimos las fichas de actividades 0, 1 y 2 desarrolladas por cada

estudiante.

Durante el desarrollo de la secuencia de actividades, se realizaron grabaciones de cada uno de

los dos encuentros con los estudiantes.

A continuacion, en el siguiente capitulo presentamos algunos aspectos teéricos y matematicos
del circuncentro; asi como documentos oficiales y libros en los que se encuentra este objeto

matematico.

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




CAPITULO III: EL CIRCUNCENTRO

En este capitulo presentamos aspectos histéricos y matematicos del circuncentro desarrollados
en el libro de los Elementos de Euclides. Ademas, consideramos la informacion que
desarrollan otros autores con respecto a nuestro objeto matematico denominado circuncentro,
autores tales como Romero (1959), De La Cruz (1974), Vega (1985).

Utilizamos aspectos de Dario (2015) para determinar la ubicacion de los puntos notables de
un triangulo, aspectos de Verastegui (2012) y Corredor (2011) para definir la linea notable
denominada mediatriz y aspectos de Alvarez (2003) para demostrar el teorema del

circuncentro.

Incluimos la presentacién de documentos oficiales tales como los informes de la oficina de
Medicion de la calidad de los aprendizajes, las orientaciones para el trabajo pedagdgico, la

Resolucion Ministerial N° 199-2015 asi como las rutas de aprendizaje.

Finalmente presentamos el desarrollo del contenido matemaético del circuncentro en los libros
de texto del tercer grado de educacion secundaria, tales como Ldgicamente 3 (2009) e
Intelectum (2013).

3.1 Aspectos historicos y matematicos del circuncentro

Como nuestro objeto de estudio es el circuncentro sefialamos algunos aspectos historicos y

matematicos de este objeto matematico.

A lo largo de la historia, van apareciendo diversos elementos geométricos. El libro los
Elementos de Euclides es una pieza fundamental para hacer referencia a los triangulos y el
circuncentro, por ello sefialamos algunos aspectos primordiales del desarrollo de la geometria.

El libro IV de los Elementos de Euclides contiene 7 definiciones y 16 proposiciones relativas
a poligonos regulares inscritos y circunscritos en circulos. En su libro, se describe cémo se

puede construir con regla y compas poligonos regulares de 3, 4, 5, 6 y 15 lados.

La primera proposicion hace referencia a como inscribir un segmento en un circulo. En la
segunda y tercera proposicion se explica cédmo inscribir y circunscribir un tridngulo en
circulos, en la cuarta y quinta proposicion se ensefia cémo inscribir y circunscribir un circulo
en un triangulo. En las proposiciones sobre el triangulo inscrito y circunscrito aparecen,
respectivamente, las importantes cuestiones geomeétricas de las bisectrices y su punto de

interseccion, el incentro; y las mediatrices y su punto de interseccion, el circuncentro. En la
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décima proposicion, Euclides construye el llamado Triangulo Aureo. Este triangulo es

utilizado para construcciones sobre el pentdgono.
La proposicion del Libro IV de Euclides sefala lo siguiente:

- Proposicion IV.5. Circunscribir un circulo en un triangulo dado: solucion al problema
de encontrar la circunferencia que pasa por tres puntos, las mediatrices de un triangulo
se cortan en un punto, el circuncentro, que es el centro de la circunferencia

circunscrita.

En las proposiciones 1V.4 y V.5 de los Elementos de Euclides se resuelven problemas de la
Matemaética escolar en donde se inscribe y circunscribe un triangulo dado un circulo,
relacionados con lineas notables como las bisectrices (y su punto de interseccién, el incentro)
y las mediatrices (y su punto de interseccion, el circuncentro que es el centro de la

circunferencia circunscrita).

En 1767, Euler demuestra que en cualquier triangulo, el ortocentro, el baricentro y el

circuncentro estan siempre alineados, llamando a esa recta, la recta de Euler.

A continuacion, presentamos el tema de mediatriz y circuncentro en algunos textos antiguos
de los afios 1959, 1974 y 1985. Presentamos ambos contenidos porque nuestro objeto de
estudio es el circuncentro y para ubicar este punto notable, es pertinente considerar a la
mediatriz, ya que a través de la interseccion de las tres mediatrices de un tridngulo obtenemos

el circuncentro.

Romero (1959) presenta la definicion de mediatriz y circuncentro tal y como lo muestra la

figura 14.

MEDIATRIZ de un triangulo es
la perpendicular trazada en el pun-
to medio .de uno de sus lados.
Ejemplo: MN en el A ABC. (Fig.
163).

Las tres mediatrices de todo
triangulo pasan por un mismo pun-
to, llamado circuncentro. Asi, el
punto B es el cincuncentro del A
‘QRS. (Fig.163).

Figura 14. Mediatriz y circuncentro
Fuente: Romero (1959, p.86)

\‘\‘“.NE&P A
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Romero (1959) acompafia la informacion de mediatriz y circuncentro con la figura 15.

Figura 15. Mediatriz y circuncentro
Fuente: Romero (1959, p.86)
A continuacion, el autor propone los ejercicios que se muestran en la figura 16.

EJERCICIO N-¢ 18

4. Trace cuatro tridngulos y sefale: sus alturas, en el 1°, sus medianas,
en el 2°; sus mediatrices, en el 3°; sus bisectrices en el 4°.

5. Cémo se llaman, respectivamente, los puntos de interseccién de las
tres. altm:as,.de las tres medianas, de las tres bisectrices y de las
tres mediatrices de un tridngulo?

Figura 16. Ejercicios
Fuente: Romero (1959, p.87)
De La Cruz (1974) presenta el concepto de mediatriz y circuncentro tal y como se muestra en
la figura 17.

MEDIATRIZ de un lado de un triangulo es la perpendicular
trazada en el punto medio de dicho lado, tal como MR. (Fig. 130)

Cas tres mediatrices de un triangulo se cortan en un punto
llamado circuncentro (Fig. 131). Este punto equidista de los vér-
tices del triangulo.

Figura 17. Mediatriz y circuncentro
Fuente: De La Cruz (1974, p.54)

. . . . ]
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Posteriormente, se le pide al estudiante que dibuje un triangulo rectangulo y trace sus tres
mediatrices.
En el libro de Vega (1985) se presenta la definicion de mediatriz y circuncentro tal como lo

muestra la figura 18.

Mediatriz de un lado de un tridngulo es la perpendicular tra-
zada a ese lado en su punto medio.

Todo tridngulo tiene tres mediatrices de lado, las cuales se
cortan en un punto llamado circuncentro, (Fig. 70-c).

Figura 18. Mediatriz y circuncentro
Fuente: Vega (1985, p.46)

A continuacidn se les pide a los estudiantes que dibujen un tridngulo rectangulo y construyan
sus tres mediatrices. Se les pregunta qué observan.

Notamos que en estos tres textos, se presenta la definicion de mediatriz y circuncentro de
manera directa, es decir, se inicia con las definiciones conocidas de estos objetos
matematicos. Ademas, consideramos que se deberian tomar en cuenta las representaciones de
esta linea y punto notable en diferentes tipos de tridngulos para que los estudiantes puedan
darse cuenta que el circuncentro puede estar dentro, fuera o en el contorno del propio
triangulo. En el sentido de Rabardel, Romero (1959), De La Cruz (1974) y Vega (1985)
asumen que la informacidn presentada es suficiente para que los conocimientos de mediatriz y
circuncentro ya sean instrumentos para los estudiantes. Nos podemos dar cuenta que la

informacidn presentada no posee una explicacién profunda sobre su modo de obtenerla.

También, consideramos que si los estudiantes no poseen esquemas preexistentes sobre estos
temas, es decir, nociones previas sobre triangulos, recta perpendicular, interseccion, punto;

sera muy complicado que puedan resolver problemas que involucren tanto a la mediatriz
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como al circuncentro. Se deberia promover la movilizacion de nociones previas de los

estudiantes.
Mota, D. y Valles, R. (2015) sefiala que:

Es evidente la gran importancia que tienen los conocimientos previos en la
adquisicion de nuevos conocimientos, se hace imprescindible que el estudiante
tenga solidas bases para poder aprender con éxito los nuevos saberes, esto
debido a que esos conocimientos de base sirven de anclaje para la adquisicion
del nuevo conocimiento (p. 89).

Por todo ello, sefialamos algunos aspectos matematicos sobre tridngulos, lineas y puntos

notables, para luego centrarnos finalmente en el circuncentro.

Utilizamos aspectos de Dario (2015) quien afirma que en todo triangulo ABC con lados de
medida “a” opuesto al vértice A, medida “b” opuesto al vértice B y medida “c” opuesto al
vertice C, se puede determinar la ubicacion de los puntos notables baricentro, incentro,
circuncentro y ortocentro, en términos de los lados del triangulo, cuando las medidas de los
lados son conocidos. Para determinar la ubicacion del punto notable, se establece como punto
de referencia el vértice B del tridngulo y se determinan la distancia de punto a punto
correspondiente a la medida del segmento que va desde el punto notable hasta el lado
BC o su prolongacion y es perpendicular a éste, y la medida “d” correspondiente a la medida
del segmento sobre la linea que contiene a BC, que va desde el vértice B hasta el pie de la
perpendicular de medida “e”, con lo cual las coordenadas del punto notable seran P(d,e) (ver
figura 19).

Punto
notable

pie de la perpendicular e

Figura 19. Puntos notables
Fuente: Dario (2015, p.2)
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La medida de la longitud del segmento “d” se considera positiva hacia la derecha de B y se
considera negativa hacia la izquierda de B. La medida de la longitud del segmento “e” se

considera positiva hacia arriba de BC y se considera negativa hacia abajo de BC.

También consideramos la siguiente definicion dada por Verastegui (2012).

BC
Definicion: Dado un triangulo ABC; la mediatriz del lado  es la recta Lm perpendicular al

BC BC BC
lado  que pasa por el punto medio M de , es decir, Lm es la mediatriz del segmento

(ver figura 20).
, | ” AC 3B
Anélogamente se tienen las rectas Ln y Lr mediatrices de loslados y , con Ny P puntos

AC AB
medios de y , respectivamente; es decir, todo triangulo admite tres mediatrices y se

interceptan en un punto llamado circuncentro del triangulo.

C

BM=MCy LyLBC  AN=NCy LyLAC _ AP=PBy Ly LAB _
Ly es mediatriz de BC Ly es mediatriz de AC Ly es mediatriz de AB.

Figura 20. Mediatriz
Fuente: Verastegui (2012, p.57)

Corredor (2011) presenta el siguiente teorema de la mediatriz:

La mediatriz de un segmento es el conjunto de puntos del plano que equidistan de los
extremos de dicho segmento.

Demostracion:
Caso 1

Si C es el punto medio de AB se tiene, de manera inmediata, que la longitud del segmento AC
es igual a la longitud del segmento BC (Figura 21).
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Tesis publicada con autorizacién del autor .fT L% PUCP
No olvide citar esta tesis



Figura 21. Mediatriz
Fuente: Corredor (2011, p.27)

Caso 2

B C
Sea el triangulo ABC, con =

Figura 22. Mediatriz
Fuente: Corredor (2011, p.28)

BC
Localizamos el punto medio de  y lo denotamos por X. Trazamos

» >

B¢ 7 3 e
X

Figura 23. Mediatriz
Fuente: Corredor (2011, p.28)

Demostraremos que AX es la mediatriz del lado

Notamos que el triangulo ABX es congruente con el triangulo ACX
Luego,
£LAXB=2£AXC

m2£AXB=mz2AXC=90°

X
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Por tanto, AX es la mediatriz del lado

En nuestra investigacion, nos basamos en Corredor (2011) para presentar la demostracion del

teorema del circuncentro.
Alvarez (2003) presenta el siguiente teorema.

Teorema:
Las mediatrices de los lados de un tridngulo ABC se encuentran en un mismo punto, que es

equidistante de los tres vértices (ver figura 24).

Figura 24. Teorema del circuncentro
Fuente: Alvarez (2003, p.50)

Demostracion:
Las mediatrices de los lados AC y BC no son paralelas, luego se encuentran en un punto O.
Como cada punto de la mediatriz equidista de los extremos de un segmento, se tiene que:

OA=0C

OB=0C
Entonces:

OA=0B
Luego, el punto O pertenece a la mediatriz del lado AB.
Al punto de encuentro de las mediatrices de los lados del tridngulo se le llama circuncentro.
El estudio del teorema del circuncentro contribuye en nuestra investigacion para reconocer

elementos matematicos inmersos en la demostracion de dicho teorema.

TENE&?
O _ %
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3.2 Documentos oficiales y libros de texto

Consideramos que es importante mostrar como se presenta la nocién de circuncentro en los
libros y documentos oficiales. Para ello, presentamos algunos documentos oficiales y libros
de texto de matematica de tercero de secundaria de la editorial Norma y de la editorial San
Marcos.
Presentamos algunos informes, tales como los brindados a través de la oficina de medicion de
la calidad de los aprendizajes, la cual sefiala que luego de aplicar la Evaluacion Censal de
Estudiantes del 2015, los resultados de los estudiantes de segundo de secundaria en
matematicas solo lograron obtener un nivel satisfactorio el 9.5% de estudiantes. Los bajos
rendimientos en matematicas son muy preocupantes.
La oficina de medicidn de la calidad de los aprendizajes menciona que la ensefianza de la
geometria se constituye en una problematica actual debido a que se deja de lado la
priorizacion del desarrollo de capacidades referidas a la geometria.
El documento de la oficina de medicion de la calidad de los aprendizajes sefiala que:
No se esta apuntando al desarrollo de las capacidades de los estudiantes, sino a
la transmision de informacién, como nombres de figuras u objetos y
enunciados verbales que definen propiedades cuyo significado no es
comprendido. Los estudiantes no son aun capaces de identificar las partes
constitutivas y los atributos de los objetos geométricos. Esto limita la

posibilidad de clasificar objetos y la capacidad para comprender, identificar o
establecer propiedades (p. 98).

Notamos que la cita sefiala que sélo se esta apuntando a la transmision de informacion
matematica, dejando de lado el razonamiento de los estudiantes.
El documento de la oficina de medicion de la calidad de los aprendizajes sefiala que:
Se debe cambiar el enfoque de ensefianza de la geometria ligado sobre todo al
calculo de distancias, longitudes, areas, volumenes, etc. por un enfoque que

priorice el desarrollo de habilidades y destrezas, es decir, la comprension de las
principales nociones geométricas (p. 201).

Por su parte, las orientaciones para el trabajo pedagdgico mencionan que las tecnologias de la
informacién y comunicacién permiten obtener recursos de aprendizajes individuales y
colectivos. A partir de nuestra experiencia profesional, podemos afirmar que los estudiantes
no logran graficar el circuncentro con precision en triangulos usando regla y compas, lo cual

se logra de modo preciso a través del Geogebra. Cabe sefialar que el tema matematico del
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circuncentro de un triangulo estd presente en el curriculo peruano y en otros documentos

oficiales tales como las rutas de aprendizaje y la Resolucién Ministerial N° 199-2015.

La Resolucion Ministerial N° 199-2015 que modifica los contenidos del DCN (2009) incluye
el tema de lineas y puntos notables de triangulos dentro de la competencia actla y piensa
matematicamente en situaciones de forma, movimiento y localizacion del &rea de matematica
de tercer grado de educacion secundaria. En el mismo sentido, las rutas de aprendizaje
presentan el contenido de lineas y puntos notables en triangulos, tal como se muestra en la

figura 25.

3.7 sec,

. Expresa relociones y propiedodes de los rigngulos
relocionodos a su congruencia, samajanza i
relaciones de medidas.

*  Expresa ineas v puntas notables del rigngulo
usando terminalogias matemdaticos,

. Representa tidngulos a parir de reconocar sus
lados, angulos, altura, biseciriz v ofros.

Figura 25. Contenidos matematicos en las rutas de aprendizaje
Fuente: Rutas de aprendizaje (2015, p.53)

Basados en los documentos oficiales mencionados, presentamos a continuacion el libro de
texto del tercer grado de educacion secundaria denominado Logicamente 3 del afio 2009, en el
que en el capitulo de geometria desarrolla el objeto matematico de la presente investigacion,
es decir, el punto notable denominado circuncentro. Cabe resaltar que analizamos este texto
porque es utilizado en la red privada de colegios de Lima y de otros departamentos del Per( y

porque presenta de manera detallada aspectos del objeto matematico del presente estudio.

El libro Loégicamente 3 (2009) presenta un cuadro en el que brinda directamente las
caracteristicas de cada linea y punto notable (ver cuadro 1) sin ninguna explicacion previa ni

ejemplos que favorezcan la movilizacion de conocimientos previos.

Pensamos que si el estudiante no concibe movilizar nociones previas, en términos de Rabardel
(1995), esquemas preexistentes sobre las lineas notables tales como bisectriz, mediana, altura
y mediatriz, que debieron ser desarrollados en segundo afio de educacién secundaria, sera

dificil que logre la comprension directa de la tabla y cree nuevos esquemas.
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Ademas, sabemos que en geometria es importante utilizar tanto el lenguaje natural asi como

las representaciones de figuras.

Cuadro 1. Lineas y puntos notables
Punto de

Caracteristica . .
interseccion

El punto pertenece

Segmento gue une un vértice con un El incentro pertenece a la

Bisectriz | punto del lado opuesto, dividiendo Inczalr)ltro region interior en todo
el é&ngulo en dos éangulos triangulo.
congruentes.
. Segmento que une un Vértice con el Baricentro 2 pgrlceptro pertenece a la
Mediana . region interior en todo
punto medio del lado opuesto. (B) b
triangulo.
El ortocentro pertenece a la
region interior del tridngulo
acutangulo.
Segmento que une un vertice con la Ortocentro El ortocentro pertenece al
Altura | recta que contiene al lado opuesto, ronio trianaulo rectanaulo
siendo perpendicular a ella. ©) prop g gulo.

El ortocentro pertenece a la
region exterior del triangulo
obtusangulo.

El circuncentro pertenece a
la region interior del
triangulo acutangulo.

Recta perpendicular a uno de los Circuncentro
Mediatriz | lados y que pasa por el punto medio
de éste.

El circuncentro pertenece al
(C) propio triangulo rectangulo.

El circuncentro pertenece a
la region exterior del
triangulo obtusangulo.

Fuente: Adaptado de editorial Norma (2009, p.375)

Luego del cuadro 1, el libro muestra una imagen de un triangulo acutangulo, al cual se le
trazaron tres mediatrices y se le ubico el punto notable denominado circuncentro
(ver figura 26). Notamos que no hay una conexién con la tabla. Ademas, no genera una

actividad en donde el estudiante pueda realizar algun tipo de construccion.
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Figura 26. Circuncentro

Fuente: Editorial Norma (2009, p.375)

Luego, se le pide al estudiante que resuelva ejercicios donde determine la mediatriz (ver

figura 27). El autor supone que los conocimientos anteriores ya son instrumentos para el
estudiante.

Analiza las medidas de los dngulos y determina qué lineas notables se han traza
do en el AABC. B B bl
d. % b. T BQ es ,
DA - y P ] . P T 3 K
PM es mediatriz 30° 65 AP es |
BN es altura Aoe S
30° 60° 60° , 7 3 -
i M N ¢ 2 Q R

Figura 27. Circuncentro

Fuente: Editorial Norma (2009, p.375)

Luego, se presenta una nota sobre el circuncentro, tal como se muestra en la figura 28.
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« El circuncentro (C) es
centro de la circunferencia
circunscrita en el friangulo y
equidista de los vertices.

Figura 28. Circuncentro
Fuente: Editorial Norma (2009, p.375)

Por ultimo, como una nota que presenta el libro Logicamente 3 (2009), hace referencia a la
recta de Euler. Menciona que dicha recta pasa el ortocentro (O), circuncentro (C) y baricentro
(B) de un triangulo. Dichos puntos siempre van a estar alineados. Para este caso, presenta la

figura 29. No hay ninguna explicacion de ésta.

Figura 29. Recta de Euler
Fuente: Editorial Norma (2009, p.375)
Podemos notar que el libro Légicamente 3 (2009) no presenta actividades que permitan a los
estudiantes ubicar el circuncentro. Creemos que la tabla presentada inicialmente deberia ir en
la parte final a modo de conclusion. Ademas, se deberian de promover la movilizacion de

nociones previas de los estudiantes.

También presentamos el libro Intelectum evolucién de la editorial San Marcos edicion 2013
de tercer grado de educacion secundaria que utilizan en el colegio donde aplicamos nuestra

investigacion, el cual desarrolla la mediatriz tal y como lo muestra la figura 30.
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Mediatriz
Es la redta que interseca a perpendicularmente a un segmento de redta bisecandola, es dedr divide a ese
segmento en dos segmentos congruentes.

t Si [; LAByAM =MB - L;: Mediatriz de AB

* En un tridangulo cada lado es un segmento de
recta y por lo tanto a cada lado le corresponde
una unica mediatriz

Figura 30. Mediatriz
Fuente: Editorial San Marcos (2013, p.13)
A continuacion, presenta el punto notable denominado circuncentro en tres tipos de triangulos

(ver figura 31).
Circuncentro: Si en un triangulo se trazan las tres mediatrices comespondientes a cada lado, estas se intersecan en un Gnico punto lamado crcuncentro (O)
+ Enun tridngulo acuténgulo: el crcuncentro .+ Enuntriéngulo rectingulo: el crcuncentro .+ En un triéingulo obtuséngulo: ¢l circuncentro
se encuentra dentro de la region triangular se encuentra en el punto medio de la se ubica fuera de la region triangular
hipotenusa
S ey ik’ L.\
/ \ 8 b\ ol \
?
/ U A B/ L\
, l, [e ' \ [ \
' | 1 { “0 Ly | R ‘0 |
2 ”,' \.o " / A\ ‘o N : /
b o// N {
A C T
\ ] / \.\\1 g ,\\\_»’_»_/C
Nota: Nota: Nota:
0, es el drcuncentro y es el centro de la {0} = BC (hipotenusa), O es el centro de El circuncentro O es el centro de la
drcunferenda drcunsaita la drcunferenda drcunscrita drcunferenda drcunsaita

Figura 31. Circuncentro
Fuente: Editorial San Marcos (2013, p.13)

En las Figuras 30 y 31 el libro presenta la definicién de mediatriz y de circuncentro de manera
directa. Ubica el circuncentro en cada tipo de triangulo segun sus angulos. Luego se les pide
que establezcan ciertas relaciones con respecto a los puntos notables.

Consideramos que la informacion se brinda de manera muy directa, lo cual no permite que el
estudiante movilice nociones preexistentes como punto, segmento, recta perpendicular, etc.;
las cuales les permitiran realizar la construccion del circuncentro.

En ambos libros se podrian considerar problemas, ya que cuando los estudiantes resuelvan

estos problemas podremos identificar en las acciones de los estudiantes, que se ha dado el
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proceso de génesis instrumental. Cabe sefialar que estos contenidos estan dentro de la
Resolucion Ministerial N° 199-2015 y de las rutas de aprendizaje en el ciclo VIl y en el tercer

afio de educacion secundaria.

A continuacion, en el siguiente capitulo presentamos el experimento y andlisis respectivo.
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CAPITULO IV: EXPERIMENTO Y ANALISIS

Dentro de este capitulo consideramos el lugar donde se desarrollé la investigacion, los sujetos
y la secuencia de las actividades 0, 1 y 2. La actividad O esta relacionada con la exploracién
de algunas herramientas del Geogebra, la actividad 1 es la interseccién de mediatrices y la
actividad 2 es un problema que moviliza la nocién de circuncentro. En la actividad 0
presentamos un andlisis descriptivo ya que no consideraremos la génesis instrumental del
Geogebra sino que analizaremos el proceso de génesis instrumental del circuncentro. En las
actividades 1 y 2 desarrollamos sus respectivos andlisis a priori y a posteriori en términos del
Enfoque Instrumental de Rabardel (1995).

4.1 Desarrollo de la investigacion

En nuestra investigacion desarrollamos la parte experimental en la sala de informatica de un
colegio particular de Lima, Perd. La experimentacion no se di6 dentro del horario escolar; ya
que ofrecimos un taller los dias viernes 14 y miércoles 19 de octubre del 2016 a las 4pm, en
donde voluntariamente se inscribieron 5 estudiantes de 14 y 15 afios de edad del tercero de
secundaria de un colegio particular de Lima-Peru, de los cuales analizamos a 2 estudiantes
que estuvieron presentes en los dos encuentros y participaron activamente durante el

desarrollo de las tres actividades.

Para la parte experimental se realizaron dos encuentros de 60 minutos en la sala de
informatica entre el docente investigador y el grupo de estudiantes, los cuales tuvieron a su
disposicion una computadora para desarrollar las actividades vinculadas con el Geogebra.
Ademas, se les entregaron fichas de actividades que fueron resueltas por los estudiantes.

Descripcion de las actividades

La Tabla 1 hace referencia a las actividades propuestas que se realizaron en dos encuentros en

la sala de informética.
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Tablal. Descripcion de las actividades

Encuentro
. . .. Actividad 1
Actividad Actividad 0 Actividad 2
- Explorando algunas - Interseccién de las
Contenido herramientas del mediatrices
Geogebra - Aplicaciones

En el primer encuentro se desarrollé la actividad 0 que les permitid a los estudiantes explorar
el Geogebra para adquirir nociones sobre algunas herramientas de este software. Ademas,
realizaron la construccion de la mediatriz, con el objetivo de reforzar este concepto que

posteriormente les ayud6 a ubicar el circuncentro en triangulos.

En el segundo encuentro, la actividad 1 permitio que los estudiantes desarrollen esquemas de
utilizacion nuevos y preexistentes del circuncentro. Finalmente, en la actividad 2 se desarrolla

un problema.
Organizacion de la colecta de datos

En nuestro estudio, una vez realizada la experimentacion, recolectamos la informacion a

través de:

Fichas de actividades: consideramos tres actividades, la actividad 0, denominada explorando
algunas herramientas del Geogebra; la actividad 1, denominada interseccion de las

mediatrices y la actividad 2 referida a un problema que moviliza la nocion de circuncentro.

Grabaciones: durante el desarrollo de las actividades, grabamos las intervenciones de los
estudiantes al desarrollar cada una de las tres actividades. Pretendimos evidenciar si

realizaban preguntas que sean relevantes para un posterior analisis.

Recepcion de los archivos de Geogebra: grabamos cada uno de los archivos de Geogebra que
contengan las construcciones de cada actividad por parte de cada estudiante, para

posteriormente realizar un analisis de éstas.

4.2 Las actividades y sus analisis

Presentamos las actividades 0, 1 y 2. En la actividad 0 presentamos un analisis descriptivo ya

que en esta actividad no se analizd6 profundamente el proceso de geénesis instrumental.
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Consideramos el proceso de génesis instrumental del circuncentro y no del Geogebra. En las
actividades 1 y 2 presentamos el respectivo analisis a priori y a posteriori.

Actividad 0:

El objetivo de esta actividad fue conseguir que los estudiantes exploren las herramientas del
Geogebra, tales como nuevo punto, segmento entre dos puntos, poligono, recta perpendicular,
distancia o longitud, angulo, punto medio, interseccion de dos objetos y mediatriz.

A continuacion, presentamos la ficha de trabajo correspondiente a la actividad 0.

\\\"ENE&? A
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Actividad 0: Introduccion al Geogebra

MNombres y apellidos:

MOTA: Use cualquier herramienta del Geogebra para realizar 1as siguientes construcciones.

Luego de realizar cada construccion, grabe su archivo en ] escritorio en 1a carpeta (Geogebra.

1) Abra el Geogebra v explore la barra de herramientas del Geogebra, para ello

clique en cada una de las herramientas.

ALAC SOOI fec]

a) Enumere por lo menos tres herramientas de la barra vy explique qué

caracteristicas puede observar que tiene cada una de ellas:

b) Construya un tridngulo ABC cualquiera. Mida sus lados v angulos
(sentido antihorario), arrastre cualquiera de los vértices del triangulo.

Mencione los tipos de triangulos que se forman segin sus lados o segin

sus angulos.

2) Ahora, trace una recta perpendicular al lado AB del tridngulo tal que lo divida en
dos partes 1guales. Marque un punto cualquiera en la recta v una dicho punto con

los extremos del segmento AB. Mida los segmentos AE v BE. En segmida haga
clic derecho en el punto E v active rastro. Arrastre el punto E.

a) Explique lo que observa:

b) ;Como se denomina dicha recta perpendicular al segmento? Justifique

3 &
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En seguida presentamos el andlisis descriptivo de la actividad introductoria de algunas

herramientas del Geogebra.
Analisis descriptivo de la actividad 0

Esta actividad no se analizé bajo el Enfoque Instrumental debido a que el interés de nuestra
investigacion fue analizar el proceso de génesis instrumental del circuncentro y no del
Geogebra. A pesar de que sabemos que existen otras genesis, el foco de nuestra investigacion
es la génesis instrumental de un artefacto simbolico como es el circuncentro y no del artefacto

Geogebra.

Desarrollo de la actividad O:

Acciones de Diego

En el item 1 (ver Figura 32) Diego exploré las herramientas del Geogebra tales como;

segmento entre dos puntos, distancia, recta, triangulo.

L7 GeoGebra

Archivo Edita Vista Disposiciones Opciones Herramientas Ventana Ayuda

R AL Bl @O L N oo ez | 4]

Vista Algebraica
) Recta que pasa por Dos Puntos
oajemsunres/ gue pazap

Objetos Deper B
Segmento enfre Dos Puntos
Segmento dados Punto Extrerno y Longitud A

Semimrecta que pasa por Dos Funtos

Poligonal

Vector entre Dos Puntos

\:\\ ".'/3.'\ A

Vector desde un Punto

Figura 32. Exploracion de la herramienta segmento entre dos puntos
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En el item 1a) Diego enumero tres herramientas de la barra y explico sus caracteristicas. En la
Figura 33, notamos que menciond las herramientas: punto, recta y angulo; y explico con sus
propias palabras, una caracteristica de cada uno de estos elementos geométricos que

representa la herramienta que encontré mientras exploraba el Geogebra.

Diego sefialo lo siguiente:

Cuando escribio punto explica se dibuja un punto en el plano; en el caso de recta escribi6 se
traza una linea que une 2 0 méas puntos; y en el caso de &ngulo escribid se dan tres puntos y se

describe el angulo formado entre los 3; 0° < o < 360°.

-]

a) Enumere por lo menos tres herramientas de la barra y explique qué

caracteristicas puede observar que tiene cada una de ellas:

/‘—T — )\\‘ S ey ,;Yx % /" \Waos o
Yunls™~ 1 DG, U] Quntd O O¥ QUONe

"

. Koc IO = NAAO. bng. ilia S

Y

5. Thoawde~ N0 dom 2 a RO cloRtulp O aniyp Wivmass U

2

Figura 33. Respuesta de Diego en la actividad 1a

Notamos que Diego utiliz6 sus conocimientos previos de punto, recta y angulo para responder

la pregunta 1a).

En el item 1b) Diego realizé varios trazos y logrd construir un triangulo, medir sus lados y
angulos. Ademas, hizo clic izquierdo y arrastré el vértice A. Luego identifico diferentes tipos
de triangulos segun sus angulos. En la figura 34a) Diego identifico un triangulo acutangulo,
en la figura 34b) identificé un tridngulo obtusangulo y en la figura 34c¢) identifico un triangulo

rectangulo.
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Figura 34. Respuesta de Diego en la actividad 1b
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Ademas, identifico los diferentes tipos de tridangulos que se forman segun sus lados, tales
como tridngulos isosceles, escalenos y equilateros.

En la Figura 35, Diego mencion6 que se pueden formar diferentes tipos de triangulos; ya sea
segun sus lados o segun sus angulos.

b) Construya un tridngulo ABC cualquiera. Mida sus lados y éngulos
(sentido anti horario), arrastre cualquiera de los vértices del triangulo.

Mencione los tipos de tridangulos que se forman segun sus lados o segin

sus angulos.
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Figura 35. Respuesta de Diego en la actividad 1b

Notamos que Diego tuvo nociones previas sobre los diferentes tipos de triangulos que se

pueden formar segln los lados o segun los angulos de un triangulo.

En el item 2 Diego utiliz6 la herramienta punto medio para dividir al segmento AB en dos
partes iguales y con la herramienta recta perpendicular, trazé una recta perpendicular al
segmento AB tal que pas6 por su punto medio. Luego utilizé la herramienta segmento para
construir los segmentos AE y BE (ver Figura 36).

Figura 36. Respuesta de Diego en la actividad 2
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Diego hizo clic derecho en el punto E y activo el rastro, logrando construir lo solicitado (ver
Figura 37).

Figura 37. Respuesta de Diego en la actividad 2

En el item 2a, el estudiante Diego no logro identificar los triangulos isosceles que se forman
al arrastrar el punto de la recta perpendicular, sefial6 lo siguiente: “muevo dicho punto a lo
largo de la recta y aparece el rastro por donde ha pasado mi punto” (Figura 38). Esto sucedid
porque Diego centré su atencion en el rastro y no en los triangulos isosceles que se iban

formando.

a) Explique lo que observa:

Figura 38. Respuesta de Diego en la actividad 2a

En la actividad 2b, Diego no logré identificar que dicha recta perpendicular que divide al
segmento en su punto medio se denomina mediatriz, quizas porque es un objeto matematico
gue no ha sido estudiado ultimamente por Diego. El estudiante sefialé que se forma una
altura; ya que se traza desde un punto hasta su lado opuesto, tal que al darse la interseccion,

se forme un angulo de 90° (Figura 39).
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b) ¢(Cdémo se denomina dicha recta perpendicular al segmento? Justifique

Figura 39. Respuesta de Diego en la actividad 2b
Acciones de Ana

En el item 1 (ver Figura 40) Ana exploro las herramientas del Geogebra tales como; punto,

segmento, recta perpendicular, &ngulo; utilizando sus esquemas preexistentes.

£ GeoGebra

Archivo Edita Visla Dizposiciones Opciones Hemamientas Venlana Ayuda
A C IS e [ . .
Gl e / By () 6 .{-._ o\ [ABC | 252 | o |

Vista Algebraica .
Objels Libres - Recta Perpendicular

Qbjetos Dependientes

f_-- Recta Paralela

Bizeclriz

.'/ Mediatriz
Z

Tangentes

Recta Polar o Diamedral

Ajuste Lineal

Lugar Geomiétrico

Figura 40. Exploracion de la herramienta recta perpendicular

En el item 1a) Ana enumerd tres herramientas de la barra y explic6 sus caracteristicas. En la
figura 41, notamos que Ana menciond las herramientas circunferencia, interseccion y recta
paralela; y explico con sus propias palabras, una caracteristica de cada uno de estos elementos

geométricos que representa la herramienta que encontré mientras exploraba el Geogebra.
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Ana sefiala lo siguiente; circunferencia (centro, radio): es una herramienta que dibuja una
circunferencia con un radio incluido; interseccion: es el punto de choque entre dos o mas
lineas; recta paralela: es una linea al costado la cual no llega a chocar. Notamos que Ana
sefial6 que la circunferencia posee un radio y un centro. Ademas, menciond que la
interseccion es el punto en comun de ambas rectas. Luego, no podemos asegurar que Ana

tuvo clara la nocion de recta paralela.

a) Enumere por lo menos tres herramientas de la barra y explique qué

caracteristicas puede observar que tiene cada una de ellas:
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Figura 41. Respuesta de Ana en la actividad 1a

En la actividad 1b, la estudiante Ana realizd la construccion de la figura 42. Identifico
rapidamente la herramienta poligono y construyé un triangulo, midié sus lados y angulos con
las herramientas distancia y angulo correspondientemente. Hizo clic izquierdo y arrastro el

vértice A.
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En la figura 43 notamos que Ana sefiald6 que solo se forma un triangulo obtuséngulo y
escaleno. Pero no logro darse cuenta que se puede formar cualquier tipo de tridngulo.

b) Construya un tridngulo ABC cualquiera. Mida sus lados y dangulos
(sentido anti horario), arrastre cualquiera de los vértices del triangulo.
Mencione los tipos de triangulos que se forman segun sus lados o segln

sus angulos.
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Figura 43. Respuesta de Ana en la actividad 1b

En el item 2, la estudiante Ana utiliz6 las herramientas punto medio, recta perpendicular y

segmento (ver Figura 44).

Figura 44. Respuesta de Ana en la actividad 2

Ana hizo clic derecho en el punto E, activo el rastro y logré construir lo solicitado (ver Figura
45).
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Figura 45. Respuesta de Ana en la actividad 2

En el item 2a, la estudiante Ana sefial6 lo siguiente: se observa que los extremos unidos con el
punto A y B cambia la longitud del lado y se queda un pequefio sombreado en lo que has

realizado y arrastrado el punto E (ver Figura 46).

a) Explique lo que observa:
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Figura 46. Respuesta de Ana en la actividad 2a

La estudiante Ana identifico la mediatriz pero sefial6 que dicha recta divide al triangulo en

dos partes iguales (ver Figura 47).

b) ¢Cdédmo se denomina dicha recta perpendicular al segmento? Justifique
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Figura 47. Respuesta de Ana en la actividad 2b
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Comparacion entre las acciones de Diego y Ana

Inicialmente, Diego y Ana se iban familiarizando con las herramientas del software a través
de su exploracion, ya que anteriormente no habian trabajado con el Geogebra. Ambos
realizaron diferentes trazos.

En el item 1a) cabe sefialar que ambos estudiantes exploraron diferentes herramientas y tenian
nociones matematicas sobre diferentes elementos geométricos con lo cual realizaron una
breve descripcion de las tres herramientas de la barra del Geogebra que mencionan en su ficha

de actividades.

En el item 1b) los estudiantes construyen tridngulos de diferentes tipos, utilizan las
herramientas correspondientes y miden sus lados y &ngulos. Arrastran el vértice A del
triangulo y mencionan los tipos de triangulos que observan. Mientras que Diego identifico
correctamente la formacion de todos los tipos de triangulos, Ana solo sefialo la formacién de

un triangulo obtusangulo y un tridngulo escaleno.

En el item 2, Diego y Ana luego de manipular el Geogebra, lograron realizar de manera

correcta la construccion solicitada.

En el item 2a), ninguno de los dos estudiantes lograron mencionar que se formaban tridngulos

isosceles.

En el item 2b), Diego no identificd la mediatriz ya que mencion6 que se trata de la altura,
mientras que Ana identifico la mediatriz pero sefialé6 de manera incorrecta que dicha recta
divide al tridngulo en dos partes iguales. Debié mencionar que divide a un segmento en dos
partes iguales y no al triangulo. Notamos que Ana no entendio la definicién de mediatriz de
manera correcta, quizas porque cuando activo el arrastre, en algin momento pensd que se
formaban dos triangulos aparentemente iguales y creyd que esa era la caracteristica de la

mediatriz.
Intervencién docente - investigadora

Luego de la actividad 0 explicamos la definicion de algunos conceptos que escribieron los
estudiantes en su ficha de trabajo. Realizamos la construccion de un triangulo cualquiera y a
través del arrastre fuimos identificando los diferentes tipos de triangulos que se formaban ya
que percibimos que no tenian claras estas nociones. Ademas hicimos la construccion del item
2 ya que percibimos que los estudiantes no habian logrado identificar los tridngulos isdsceles
que se iban formando. A partir de ello, despejamos las dudas que habian presentado los
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estudiantes en la actividad 0. Ademas, hicimos una formalizacion del saber matematico que
estd en juego. Es decir, una formalizacion de la mediatriz a partir de las conclusiones de los
estudiantes al desarrollar la actividad 0. Después de tener interacciones con los estudiantes,

formalizamos de la siguiente manera:

Definicion:

La mediatriz de un segmento es larecta perpendicular al segmento trazada por su

punto medio. Cada punto de la mediatriz equidista de los extremos del segmento.

Representacion:

Donde: OA=0B

Actividad 1:

El objetivo de esta actividad fue que los estudiantes movilicen y/o creen esquemas de
utilizacién (esquemas de uso/ esquemas de accion instrumentada) al intersectar las
mediatrices de un tridngulo cualquiera y ubicar su punto de interseccion. A continuacion,

presentamos la ficha de trabajo correspondiente a la actividad 1.
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Actividad 1: Interseccion de las mediatrices

Nombres y apellidos:

NOTA: Use cualguier herramienta del Geogebra para realizar las siguientes
construcciones. Luego de realizar cada construccion, grabe su archive en el

escritorio en la carpeta Geogebra.
1} Con la herramienta circunferencia dados tres de sus puntos, construya una
circunferencia por tres puntos. En seguida, construya el tnangule ABC. Explique

su procedimiento de construceidn:

]
—

Trace las mediatrices del triangulo. Explique su procedimiento de construccion:

Laa
p —

Ubigque el punto de interseccion de las tres mediatrices (puate D). Ahora arrastre
cualquiera de los vertices del triangulo ABC. ;Donde cae el punto D? Explique.

4} ;Cual es la relacion entre los segmentoz AD, BD y CD, con la circunferencia?

Anélisis a priori:
En el item 1 creemos que los estudiantes con la herramienta circunferencia dados tres de sus

puntos, construirdn una circunferencia por tres puntos y en seguida, con la herramienta

poligono construiran un tridngulo ABC, tal como lo muestra la Figura 48.
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Figura 48. Circunferencia por tres puntos

Pensamos que sefialaran que utilizaron dichas herramientas del Geogebra para realizar sus
construcciones. Esperamos, a priori, que movilicen sus esquemas de uso: circunferencia,
triangulo, punto.

En el item 2 suponemos que los estudiantes utilizaran la herramienta mediatriz para trazar las
tres mediatrices del triangulo (ver Figura 49), sefialando en su ficha de trabajo que utilizaron

dicha herramienta.

Figura 49. Mediatrices del triAngulo ABC
Esperamos, a priori, que movilicen sus esquemas de uso: mediatriz de un segmento, triangulo.

Pensamos que los estudiantes utilizaran la herramienta interseccion de dos objetos para ubicar
el punto de interseccion de las tres mediatrices del tridngulo y arrastraran el vértice A del
triangulo ABC como mostramos en la Figura 50. Ademas, creemos que mencionaran que el

punto de interseccion de las mediatrices puede estar dentro, fuera o en el mismo triangulo.
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Figura 50. Punto de interseccién de las mediatrices

Creemos, a priori, que movilicen sus esquemas de uso: punto de interseccion, mediatriz,

vertice, triangulo, punto.

En el item 4, posiblemente los estudiantes utilizaran la herramienta segmento entre dos puntos
para crear los segmentos AD, BD y CD y los mediran utilizando la herramienta distancia.
Pensamos que los estudiantes concluiran que los segmentos AD, BD y CD tienen la misma
medida y corresponden al radio de la circunferencia con centro en el punto de interseccion de
las tres mediatrices, dandose cuenta que dicha circunferencia pasa por los tres vértices del
triangulo y el punto de interseccion de las tres mediatrices del triangulo siempre coincide con

el centro de la circunferencia circunscrita a éste (ver Figura 51).

Figura 51. Circunferencia circunscrita al tridngulo
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A priori, un posible esquema de accion instrumentada podria ser la ubicacion del punto de

interseccion de las tres mediatrices (circuncentro).

También esperamos que movilicen sus esquemas de uso: segmentos, circunferencia, distancia,

radio, punto de interseccion, mediatrices, vértices, centro de la circunferencia.

Luego de la actividad 1 haremos una formalizacion del saber matematico que esta en juego.
Es decir, haremos una formalizacion del circuncentro a partir de las conclusiones de los
estudiantes al desarrollar la actividad 1. Después de tener interacciones con los estudiantes,

formalizamos de la siguiente manera:

Definicion:

El circuncentro de un triangulo es el punto donde se cortan las mediatrices de los lados.
Dicho punto equidista de los vértices del triangulo y, por lo tanto, es el centro de la
circunferencia circunscrita al tridngulo.

Representacion:

- Donde:

El punto O es el circuncentro del tridngulo ABC.

A continuacion presentamos el analisis a posteriori de la actividad 1.

Analisis a posteriori del estudiante Diego

En el item 1, el estudiante Diego utilizo la herramienta circunferencia dados tres de sus
puntos. Luego construyd un triangulo ABC a partir de 3 segmentos (ver Figura 52). Utilizo

esquemas de uso: circunferencia, segmento, tridngulo y punto.
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1) Con la herramienta circunferencia dados tres de sus puntos, construya una
circunferencia por tres puntos. En seguida, construya el tridngulo ABC.

Explique su procedimiento de construccion:

Figura 52. Respuesta de Diego en la actividad 1. item 1.

Utilizé de modo parcial los esquemas previstos en el analisis a priori, ya que también

considero el esquema de uso de segmento.

En el item 2, el estudiante utiliz6 las herramientas: punto medio y recta perpendicular para

construir las mediatrices del triangulo (ver Figura 53).

2) Trace las mediatrices del tridngulo. Explique su procedimiento de

construccion:
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Sus acciones nos muestran que utilizé esquemas de utilizacion pre-existentes diferentes de los
que habiamos previsto a priori. Suponiamos que utilizaria el esquema de uso de mediatriz de

un segmento.

En el item 3, tal como lo previsto a priori, Diego ubico el punto de interseccion de las
mediatrices y utilizo la funcion arrastre, para “mover” el vértice A del tridngulo ABC. Luego,

responde tal y como se muestra en la figura 54.

3) Ubique el punto de interseccion de las tres mediatrices. Ahora arrastre
cualquiera de los vértices del tridngulo ABC. ;Doénde cae el punto D?

Explique.
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Figura 54. Respuesta de Diego en la actividad 1. item 3

Observamos en las acciones de Diego que movilizé sus esquemas de uso como: tipos de
triangulos, punto de interseccion, triangulo rectangulo. Ademas, pensamos que desarrollé un
posible esquema de accién instrumentada, como lo habiamos previsto a priori, ya que percibid
que el arrastre le permite generar diferentes tipos de triangulos y que el punto D (interseccion
de las tres mediatrices-circuncentro) puede estar en diferentes posiciones: dentro, fuera o en

la hipotenusa del triangulo ABC.

En el item 4, Diego traz6 y midi6 los segmentos AD, BD y CD. Ademas sefiald que dichos
segmentos son los radios de la circunferencia (ver Figura 55), tal como se habia previsto en el
analisis a priori. Las acciones de Diego muestran que movilizo sus esquemas de uso, al igual

gue en item anterior y ademas otro esquema: comparacion de medidas.
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4) ;Cuél es la relacion entre los segmentos AD, BD y CD, con la circunferencia?
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Figura 55. Respuesta de Diego en la actividad 1. item 4.

Pensamos que Diego desarrollé un esquema de accién instrumentada, que no habiamos
previsto a priori, ya que al construir los segmentos AD, BD y CD vy utilizar la funcién
“arrastre” percibié que cualquiera sea el tipo de triangulo que se genere con esta accion, el
centro de la circunferencia es siempre el punto de interseccion de las tres mediatrices

(circuncentro) del triangulo ABC.
Andlisis a posteriori de la estudiante Ana

En el item 1 la estudiante Ana logra hacer la construccion solicitada, utiliza la herramienta
circunferencia dados tres de sus puntos para obtener la circunferencia, luego utiliza la
herramienta poligono para construir el triangulo ABC. Moviliza esquemas de uso como

circunferencia, puntos, triangulo (ver Figura 56).
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1) Con la herramienta circunferencia dados tres de sus puntos, construya una
circunferencia por tres puntos. En seguida, construya el tridngulo ABC.

Explique su procedimiento de construccion:
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Figura 56. Respuesta de Ana en la actividad 1.1
La estudiante Ana movilizé los esquemas previstos en el analisis a priori.

En el item 2, Ana construye las mediatrices del triangulo de manera directa, es decir,
utilizando la herramienta mediatriz. Movilizd sus esquemas de uso como triangulo y

mediatriz, tal como lo previsto a priori (ver Figura 57).

2) Trace las  mediatrices  del triangulo. I-Sxplique su procedimiento de

construccion:
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Figura 57. Respuesta de Ana en la actividad 1.2

En el item 3, Ana ubic6 y mencion6 donde cae el punto D con respecto al tridngulo que se
forma y utilizo la funcion arrastre, para “mover” el vértice A del triangulo ABC. Sefiala que

cuando se forma un triangulo obtuso, el circuncentro cae fuera del triangulo, cuando el
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triangulo es acutangulo, el circuncentro cae dentro del tridngulo y cuando es rectangulo, el
circuncentro cae en la hipotenusa del tridngulo (ver Figura 58). Notamos que Ana movilizd
esquemas de uso como mediatriz, vértice, tipos de triangulos, punto, tal como fue previsto a
priori. Ademas, pensamos que desarroll6 un posible esquema de accion instrumentada, como
lo habiamos previsto a priori, ya que percibié que el arrastre le permite generar diferentes
tipos de tridngulos y que el punto D (interseccion de las tres mediatrices-circuncentro) puede

estar en diferentes posiciones: dentro, fuera o en la hipotenusa del triangulo ABC.

3) Ubique el punto de interseccion de las tres mediatrices. Ahora arrastre
cualquiera de los vértices del tridngulo ABC. ;Dénde cae el punto D?

Explique.
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Figura 58. Respuesta de Ana en la actividad 1.3

En el item 4, Ana identifica que los segmentos miden igual. A partir de ello, la docente
investigadora le vuelve a hacer la pregunta dada. La estudiante reflexiona y logra darse cuenta
que son los radios de la circunferencia (ver Figura 59). Notamos que Ana movilizd sus
esquemas de uso como segmento, circunferencia, distancia, radio, punto de interseccion,

mediatriz, vértice, centro de la circunferencia.

4) ;Cudl es la relacion entre los segmentos AD, BD y CD, con la circunferencia?
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Figura 59. Respuesta de Ana en la actividad 1.4
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Podemos darnos cuenta que en Ana se dio el proceso de instrumentacion, ya que logro

movilizar sus esquemas de utilizacion para resolver la ficha de actividades.
Comparacion entre las acciones de Diego y Ana

Inicialmente, en el item 1 Diego y Ana utilizaron la herramienta circunferencia dados tres de
sus puntos. Sin embargo, Ana encontr6 dicha herramienta de manera mas rapida que Diego, el
cual intentaba realizar dicha construccion ubicando tres puntos y luego con la opcion
circunferencia trataba de hacer la construccion pedida. Luego de que la docente volvio a leer

el item 1, Diego ubicd la herramienta correspondiente y realizo la construccion solicitada.

En el item 2 cabe sefialar que ambos estudiantes realizaron la construccion pedida. Sin
embargo, Ana ubico las mediatrices del triangulo de manera directa a través de la herramienta
mediatriz; mientras que Diego, utilizd las herramientas punto medio y recta perpendicular

para hacer la construccion.

Inicialmente, en el item 3 ambos estudiantes mencionaron que al movilizar un vértice del
triangulo, el punto de interseccién de las tres mediatrices se ubicaba en las mediatrices. A
partir de ello, la docente les pidié que arrastren un vértice del tridngulo y observen donde se
ubicaba el punto de interseccion de las mediatrices con respecto al triangulo construido
previamente. Ambos estudiantes lograron darse cuenta que dependiendo del tipo de triangulo
formado, dicho punto de interseccion podia caer dentro, fuera o en la hipotenusa del triangulo.
Cabe sefialar que adicionalmente a ello, Diego menciond que cuando se trata de un triangulo

rectangulo, dicho punto de interseccion cae en la mitad de la hipotenusa.

En el item 4, ambos estudiantes identificaron que los segmentos que unen el punto de
interseccion de las mediatrices y los vértices de un triangulo tienen las mismas medidas.
Diego identificd rapidamente que estos segmentos correspondian al radio de la circunferencia,
mientras que Ana demord mayor tiempo para darse cuenta de ello. Luego de que la docente le
vuelva a hacer la pregunta a la estudiante Ana, ésta reflexiond y respondié que se trataba del

radio de la circunferencia.

Notamos que durante el desarrollo de la actividad 1, Diego y Ana han movilizado diversos
esquemas de uso. Por ello, en cada item hemos sefialado la movilizacion de los esquemas de

uso de cada estudiante.
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Intervencién docente-investigadora

Luego de la actividad 1 aclaramos las dudas de los estudiantes. A través del arrastre de un
vertice del triangulo ABC, fuimos mostrando a los estudiantes donde puede caer el punto de
interseccion de las mediatrices de un triangulo. Luego, al medir los segmentos que unen el
punto de interseccion de las mediatrices y los vértices de un tridngulo, los estudiantes notaron
que éstos tienen las mismas medidas y que forman el radio de la circunferencia. A partir de
ello, aclaramos las dudas que habian presentado los estudiantes en la actividad 1. Ademas,
hicimos una formalizacion del saber matematico que estd en juego. Es decir, hicimos una
formalizacion del circuncentro a partir de las conclusiones de los estudiantes al desarrollar la
actividad 1.

Definicion:

El circuncentro de un triangulo es el punto donde se cortan las mediatrices de los lados.
Dicho punto equidista de los vértices del triangulo y, por lo tanto, es el centro de la
circunferencia circunscrita al triangulo.

Representacion:

C
- Donde:
El punto O es el circuncentro del triangulo
A B ABC.

Actividad 2:

El objetivo de esta actividad fue que los estudiantes movilicen sus esquemas de utilizacion
para resolver un problema y lo relacionen con la nocion de circuncentro. A continuacion,

presentamos la ficha de trabajo correspondiente a la actividad 2.
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Actividad 2: Asentamientos humanos padecen por falta de agua

Nombres y apellidos:

NOTA: Use cualquier herramienta del Geogebra para realizar las siguientes
construcciones. Luego de realizar cada construccion, grabe su archivo en el

escritorio en la carpeta Geogebra.

Los pobladores de los asentamientos
humanos Maria Goretti, Victor Radl y
Chiclayito del distrito de Castilla, en la
provincia de Piura, sufren por la
restriccion del servicio de agua, el cual
solo llega por algunas horas. Por este
motivo, los vecinos hicieron una huelga
exigiendo una pronta solucion. Ante esta
problematica, el gobierno regional ha
decidido construir una cisterna repartidora
de agua en el distrito de Castilla de tal
manera que guede aproximadamente a la
misma distancia de los 3 asentamientos
humanos.

Abra el archivo actividad 3.ggb y en base a la informacion dada responda la
siguiente pregunta:

¢Dénde se debera construir dicha cisterna? Explique detalladamente.
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Andlisis a priori:

Pensamos que los estudiantes utilizaran la herramienta poligono para construir un tridngulo
que tenga en cada vértice uno de los asentamientos humanos. Luego, creemos que utilizaran
la herramienta mediatriz para ubicar dicha linea notable en cada uno de los tres lados del
triangulo. Por ultimo, pensamos que los estudiantes ubicaran el punto de interseccion de las
tres mediatrices con la herramienta interseccion de dos objetos. Finalmente, asumimos que
mencionaran que dicho punto de interseccion es el lugar indicado para construir la cisterna
repartidora de agua en el distrito de Castilla de tal manera que quede aproximadamente a la
misma distancia de los 3 asentamientos humanos, ya que es un punto que equidista de los tres
lugares.

Creemos que los estudiantes estaran instrumentalizados, ya que consiguen resolver un
problema. En esta actividad pensamos que el artefacto circuncentro se transformard a
instrumento, es decir; acontecera el proceso de génesis instrumental, ya que los estudiantes
serén capaces de resolver un problema que moviliza la nocion de circuncentro. Pensamos que
movilizaran sus esquemas de uso como triangulo, mediatriz y punto de interseccion para

poder realizar los trazos correspondientes y ubicar el circuncentro.

La Figura 60 muestra una posible solucion de la actividad.

Maria Goretti

Victor Raul

Chiclayito

Figura 60. Desarrollo de la actividad
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Andlisis a posteriori del estudiante Diego

El estudiante Diego abrid el archivo actividad_3.ggb, realizd la construccion pedida tal y
como lo muestra la figura 61.

‘A Goretti

Victor Radl

Chiclayito

Figura 61. Respuesta de Diego en la actividad 2

Luego de realizar la construccion en el Geogebra, Diego respondid a la pregunta planteada tal
y como lo muestra la figura 62.

Abra el archivo actividad 3.ggb y en base a la informacién dada responda la
siguiente pregunta:
¢ Donde se debera construir dicha cisterna? Explique detalladamente.
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Figura 62. Respuesta de Diego en la actividad 2
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Notamos que Diego moviliz6 esquemas de uso tales como circunferencia, poligono,
mediatriz, interseccion, segmento, circuncentro, longitud. Respondiendo finalmente que el

circuncentro es el punto donde debe ir la cisterna para repartir el agua a las tres ciudades.

Podemos afirmar que en Diego se dio la génesis instrumental de manera local, ya que fue
capaz de resolver un problema que moviliza la nocién de circuncentro y se encuentra
instrumentalizado, es decir, le asignd propiedades al circuncentro, tales como que el
circuncentro equidista de los vértices de un triangulo. Ademas, el circuncentro es el punto de
interseccion de las tres mediatrices y a su vez es el centro de la circunferencia circunscrita a

un tridngulo.
Andlisis a posteriori de la estudiante Ana

La estudiante Ana abrié el archivo actividad 3.ggb. Para realizar la construccion, primero
ubicé una circunferencia que pase por los tres asentamientos humanos y termind la

construccion tal como lo previsto a priori. Ver figura 63.

Victor Raul

Chiclayito

Figura 63. Respuesta de Ana en la actividad 2

Luego de realizar la construccion en el Geogebra, Ana respondid a la pregunta planteada tal y

como lo muestra la figura 64.
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(Donde se debera construir dicha cisterna? Explique detalladamente.
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Figura 64. Respuesta de Ana en la actividad 2

Notamos que Ana movilizo esquemas de uso tales como circunferencia, triangulo, mediatriz,
interseccion, punto, distancia. Respondid finalmente que la cisterna se debe construir en la
interseccion de las mediatrices de los tres lugares, o también llamado circuncentro. Notamos
que Ana sefiala un unico punto en donde se debe realizar la construccion de la cisterna.

Podemos afirmar que en Ana se dio la génesis instrumental de manera local, ya que fue capaz
de resolver un problema que moviliza la nocion de circuncentro y se encuentra
instrumentalizada, es decir, le asignd propiedades al circuncentro. Tales como que el
circuncentro equidista de los vértices de un triangulo. Ademas, el circuncentro es el punto de
interseccion de las tres mediatrices y a su vez es el centro de la circunferencia circunscrita a

un triangulo.
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CONSIDERACIONES FINALES

Nuestra investigacion nos permitio analizar como ocurre el proceso de Génesis Instrumental
del circuncentro. Los estudiantes exploraron el software Geogebra y realizaron construcciones
geométricas relacionadas con nuestro objeto matematico, el circuncentro. Durante el
desarrollo de las actividades hemos podido identificar diferentes esquemas de uso y de accion
instrumentada por parte de los estudiantes analizados. Notamos que en el desarrollo de

algunos items de las actividades se procedio de manera diferente a la prevista a priori.

Luego de realizar la actividad 0, notamos que el objetivo de esta actividad se alcanz6 debido a
que se consiguid que los estudiantes exploren las herramientas del Geogebra, tales como
nuevo punto, segmento entre dos puntos, poligono, recta perpendicular, distancia o longitud,

angulo, punto medio, interseccion de dos objetos y mediatriz.

Después de realizar el analisis a posteriori de las actividades 1 y 2, notamos que los objetivos
de estas actividades fueron alcanzados. El objetivo de la actividad 1 fue que los estudiantes
movilicen y/o creen esquemas de utilizacion (esquemas de uso/ esquemas de accion
instrumentada) al intersectar las mediatrices de un tridngulo cualquiera y ubicar su punto de
interseccion; el cuél fue alcanzado. Por otro lado, el objetivo de la actividad 2 también se
logré debido a que los estudiantes movilizaron sus esquemas de utilizacion para resolver un

problema y lo relacionaron con la nocion de circuncentro.

El objetivo general de nuestra investigacion: Analizar como ocurre el proceso de Génesis
Instrumental del circuncentro en estudiantes de tercer grado de educacién secundaria en una
secuencia de actividades en la que se utiliza el Geogebra, se logr6 concretar por medio de las

actividades de la experimentacion.

Para el desarrollo de nuestra investigacion, consideramos el Enfoque Instrumental de
Rabardel (1995) y la Ingenieria Didactica de Artigue (1995).

Para lograr nuestro objetivo general hemos tenido en consideracion tres objetivos especificos:
¢ ldentificar en las acciones de los estudiantes, los posibles esquemas de uso.

En el desarrollo de la actividad 1 y de la actividad 2 hemos podido identificar diferentes
esquemas de uso de los estudiantes Ana y Diego. Es decir, identificamos acciones relativas a
las tareas secundarias de cada actividad como circunferencia, segmento, triangulo, punto,

mediatriz.
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e Identificar en las acciones de los estudiantes, los posibles esquemas de accion

instrumentada.

En el desarrollo de la actividad 1 y de la actividad 2 hemos podido identificar diferentes
esquemas de accion instrumentada de los estudiantes Ana y Diego. Es decir, identificamos
acciones relativas a las tareas principales de cada actividad como que el centro de la
circunferencia circunscrita al triangulo siempre es el punto de interseccién de las mediatrices
del tridngulo (circuncentro) y que el circuncentro puede estar dentro, fuera o en el contorno
del triangulo.
e Distinguir el surgimiento y enriquecimiento de la nocion del circuncentro, cuando los
estudiantes desarrollan un problema de la secuencia de actividades con el uso del

Geogebra.

En el desarrollo de la actividad 2, identificamos diferentes esquemas de uso y de accion

instrumentada de los estudiantes Ana y Diego.

Ademas, el desarrollo de la actividad 2 nos permitié darnos cuenta que ambos se
instrumentalizaron con la nocion de circuncentro debido a que los dos estudiantes fueron
capaces de relacionar la nocion de circuncentro con el desarrollo de un problema que moviliza

la nocion de circuncentro.

Realizamos el analisis de las actividades de la experimentacion considerando los procesos de
instrumentacién e instrumentalizacibn de Rabardel (1995). Ademas, realizamos la
confrontacién entre el analisis a priori y el analisis a posteriori de las actividades

considerando la Ingenieria Didactica de Artigue (1995).

Ante lo expuesto, los tres objetivos especificos de nuestra investigacion se lograron concretar

por medio de las actividades de la experimentacion.

El logro de nuestros tres objetivos especificos nos permitio alcanzar el objetivo general de

nuestra investigacion, respondiendo a la pregunta de nuestra investigacion:

¢ Como ocurre el proceso de génesis instrumental del circuncentro en estudiantes de tercer
grado de educacion secundaria en una secuencia de actividades en la que utilizan el

Geogebra?

De esta manera, la investigacion analiza el proceso de génesis instrumental del circuncentro
en estudiantes de tercer grado de educacion secundaria en una secuencia de actividades en la

que utilizan el Geogebra.
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Cabe sefialar que nuestro estudio es un aporte para futuros trabajos, los cuéles podrian
considerar:

- Elaborar secuencias en las que utilizando el software Geogebra se pueda identificar la
génesis instrumental de otros objetos matematicos.

- Generar problemas que ayuden a los estudiantes a desarrollar sus esquemas de
utilizacion para que ellos puedan aprender nociones matematicas.

- Realizar estudios de la recta de Euler en el marco del Enfoque Instrumental de

Rabardel (1995) y utilizando el software de Geometria dinamica como el Geogebra.
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