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Resumen

El problema de bancarrota representa un desafio comiin en diversas areas, desde la distribucion de recursos
limitados hasta la liquidacién de activos en casos de bancarrota. Este trabajo de investigaciéon explora como
dividir de manera justa y eficiente los recursos cuando estos no son suficientes para cubrir completamente las
demandas de todos los acreedores o reclamantes. Utilizando un enfoque axiomético, se revisan y comparan
soluciones clasicas a los problemas de bancarrota, tales como la regla de proporcional, la regla de igual
ganancia, la regla de igual pérdida, la regla del Talmud y la regla de llegada aleatoria. Ademés, abordamos
el problema de bancarrota desde una perspectiva de los juegos cooperativos, exploraremos la relacion entre
las soluciones de estos juegos y las reglas de bancarrota. Extendemos nuestro modelo base a un modelo
discreto, donde el bien a repartir y las demandas de los acreedores son representados por ntimeros enteros.
Debido a estas indivisibilidades, el objetivo es desarrollar y analizar reglas que aborden estas situaciones de
manera justa y eficiente, resolviéndose mediante el estandar de comparacion. Finalmente, se construye un
juego de inversion no cooperativo para analizar las implicaciones de estos principios en el comportamiento
de inversion en escenarios de bancarrota.

Palabras clave: Bancarrota, problema de reclamaciones, regla proporcional, regla de igual ganancia res-
tringida, regla de igual pérdida restringida, regla del Talmud, regla de llegada aleatoria, juegos cooperativos,
indivisibilidades, estandar de comparacion, juegos de inversién no cooperativo.
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Abstract

The bankruptcy problem represents a common challenge across various fields, from the allocation of limited
resources to the liquidation of assets in cases of bankruptcy. This research explores how to divide resources
fairly and efficiently when they are insufficient to fully meet the claims of all creditors or claimants. Using
an axiomatic approach, classical solutions to bankruptcy problems such as the proportional rule, the equal
awards rule, the equal losses rule, the Talmud rule, and the random arrival rule are reviewed and compared.
Additionally, we address the bankruptcy problem from a cooperative game perspective, exploring the rela-
tionship between these game solutions and bankruptcy rules.

We extend our basic model to a discrete model, where the asset to be divided and the creditors’ claims
are represented by integers. Due to these indivisibilities, the objective is to develop and analyze rules that
address these situations in a fair and efficient manner, resolved through the comparison standard. Finally, a
non-cooperative investment game is constructed to analyze the implications of these principles on investment
behavior in bankruptcy scenarios.

Key words: Bankruptcy, Claims problems, Proportional rule, Constrained equal award rule, Constrained

equal loss rule, Talmud rule, Random arrival rule, cooperative games, Indivisibilities, Standard of comparison,
Noncooperative investment game.
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Capitulo 1

Introducciéon a los problemas de
bancarrota

A menudo se presentan situaciones de quiebra, es decir, cuando un juez o arbitro debe asig-
nar una cantidad limitada de un bien o recurso entre un grupo de agentes, en circunstancias
donde la cantidad a repartir resulta insuficiente para satisfacer todos los reclamos o deman-
das. Ante esta situacion déficit, surge el cuestionamiento fundamental de como dividir el
bien o recurso de una manera que sea percibida como justa por los agentes involucrados. La-
mentablemente, no existe una respuesta clara a esta situacion. En caso de que los escenarios
cambien, por ejemplo, si el valor del bien o presupuesto se incrementa, lo que se consideraba

justo en un principio podria ser considerado injusto o inadecuado en el nuevo escenario.

Estas situaciones de quiebra son muy comunes en la vida cotidiana, con implicaciones tanto a
nivel individual (como la distribuciéon del salario entre las necesidades béasicas: alimentacion,
vivienda, salud, educacion, entre otros; o como distribuir el tiempo en las actividades del
dia a dia, etc.) como a nivel social (por ejemplo, la distribucion del gasto publico, etc.).
En el contexto de situaciones de bancarrota, es comun pensar en la empresa que se declara
en quiebra, y el valor de liquidacion debe ser repartido entre los acreedores, pero el valor
de liquidaciéon de la empresa resulta insuficiente para cubrir la totalidad de los montos

adeudados. A continuacion, se presentan algunas aplicaciones practicas de estas situaciones.

= Distribuciéon de la herencia deficitaria:
Tras la muerte de una persona, sus herederos presentan diversos testamentos en los que
se acreditan derechos sucesorios aparentemente validos, pero contradictorios, al superar

en conjunto el valor del patrimonio disponible.
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= Racionamiento:
En una empresa, se reciben pedidos de un producto por parte de un grupo de clien-
tes; no obstante, la cantidad total que puede ser suministrada resulta insuficiente para
satisfacer toda la demanda. En consecuencia, los pedidos solo pueden ser atendidos de
manera parcial. El objetivo, en este caso, consiste en desarrollar un modelo que permita
demostrar que la situacion se ha gestionado de manera justa e imparcial, y de esta forma

preservar una buena relaciéon con los clientes.

= Reparto de los recursos hidricos:
Las entidades gubernamentales se encargan de la distribuciéon de los recursos hidricos
entre los diversos usuarios o sectores de demanda (uso doméstico, agricultura, mineria,
generacion de energia, actividades turisticas, etc.), cuando este recurso limitado no es
suficiente para satisfacer las demandas existentes a lo largo del tiempo. ;Como deberia
repartirse este recurso vital de tal manera que sea sustentable a lo largo del tiempo, con-
siderando la variabilidad climatica, la contaminacion de las fuentes de abastecimiento y
el déficit de infraestructura hidraulica para su adecuada captacion, conduccion y distri-
buciéon? En este contexto, surge el cuestionamiento sobre cuales deberian ser los criterios
normativos y mecanismos ideales para que las autoridades realicen un reparto del agua

que sea considerado justo, eficiente y sostenible por todos los actores involucrados.

= Asignacion de impuestos:
La entidad gubernamental se encarga de recaudar los tributos de los contribuyentes
con el proposito de financiar servicios publicos y ejecutar obras bajo su jurisdiccion. El
problema consiste en determinar la asignacion de la carga tributaria entre los contribu-
yentes, considerando sus respectivos niveles de ingresos, donde la suma de los ingresos
de los contribuyentes excede la carga tributaria. En este escenario, el desafio radica
en determinar una carga tributaria justa que cumpla con la restriccion de que ningtn

contribuyente asuma un pago superior a sus ingresos.

= Reparto del presupuesto:
En la situacion de un pais formado por regiones auténomas, donde cada una de las
administraciones regionales tiene la facultad de decidir el uso de los recursos econémicos
transferidos por el gobierno central, los gastos regionales abarcan los diversos proyectos
y programas que se encuentran bajo la jurisdiccion del sistema publico regional, tales
como la provision de servicios de salud, educacion publica y desarrollo de infraestructura
vial, entre otros. Ahora, si se supone que la cantidad de recursos que el gobierno central

puede transferir es inferior a la cantidad de gasto que enfrentan los gobiernos regionales.
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Entonces surge la pregunta: ;De qué forma deberian el gobierno central y el regional

asignar la cantidad de recursos disponibles?

Estas situaciones representan ejemplos que se conocen como problemas de bancarrota; es
decir, se abarca cualquier situacién en la que se deba repartir una cantidad limitada de un
bien o recurso entre un grupo de agentes, cuando la cantidad disponible no es suficiente para

satisfacer sus reclamos o demandas.

En la presente tesis, se abordan diversas soluciones al problema de bancarrota, cada una
de las cuales arroja luz sobre el mundo real y es aplicable bajo ciertas circunstancias. Estas
soluciones, a las que llamaremos reglas de bancarrota, asocian a cada problema de banca-
rrota una distribucién del bien entre los demandantes. El objetivo de esta investigacion es
examinar la literatura existente sobre las diferentes reglas de bancarrota e identificar las

reglas mas apropiadas para cada caso de bancarrota.

El estudio se inicia con la descripcion de diversas reglas de bancarrota comtnmente utiliza-
das en la practica. Luego, se formula un conjunto de propiedades deseables que las reglas
de reparto podrian satisfacer, se comparan las diferentes reglas de bancarrota en funciéon de
las propiedades que cumplen y se identifica la existencia de reglas de bancarrota que satisfa-
cen combinaciones de dichas propiedades. Estas propiedades se enuncian formalmente como
axiomas. Este enfoque permite generar un marco de analisis riguroso para evaluar las forta-
lezas y limitaciones de las diferentes reglas de bancarrota, asi como comprender la relacién

entre las propiedades deseables y las soluciones factibles.

Una regla de bancarrota ampliamente reconocida y con una larga trayectoria historica es la
regla proporcional, la cual propone una distribuciéon en proporcion a las demandas o recla-
maciones. Se le atribuye al filosofo Aristoteles la defensa de esta regla como un principio de
justicia y equidad para abordar los problemas de bancarrota, puesto que considera a todos
los demandantes de manera equitativa. Ademés, la regla proporcional sobresale por su sim-
plicidad y facilidad de implementacién, lo que lo convierte en una opcién atractiva para los

casos de problemas de bancarrota.

Otras reglas clésicas en la literatura son la regla de igual ganancia y la regla de igual pérdida,
que proponen repartir las ganancias y las pérdidas, respectivamente, de manera equitativa
entre los demandantes. Si bien ambas reglas abordan el problema de bancarrota con diferentes

enfoques, comparten el objetivo comiin de lograr un reparto justo y equilibrado del bien,
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alineandose con los principios de igualdad promovidos por Maimonides (1170).

Las reglas de conceder y dividir y la regla del Talmud tienen sus origenes en los antiguos
escritos del Talmud de Babilonia, un compendio de decisiones religiosas y legales judias es-
tablecidas durante los primeros cinco siglos de nuestra era. Este libro trata sobre contratos,
arrendamientos, ventas, herencias, entre otros. En él se especifican algunos ejemplos numé-
ricos y recomendaciones especificas para abordar estas situaciones de bancarrota, los cuales
difieren significativamente de las soluciones de las reglas antes mencionadas.

A continuacion, se presentan algunos de estos ejemplos:

» La prenda en disputa: (tratado Bava Metzia 2a)
Dos hombres no estan de acuerdo sobre la propiedad de una prenda y hacen reclamos
incompatibles sobre ella. ;Como debe dividirse la prenda entre ellos? A continuacion,
se presenta la descripcién del problema y la recomendacion propuesta al respecto: Dos
hombres sostienen una prenda, uno reclama la totalidad de la prenda mientras que el
segundo reclama la mitad. La soluciéon propuesta en el Talmud indica que el primero
recibe tres cuartas partes de la prenda mientras que el segundo recibe la cuarta parte

de la prenda.

» El contrato matrimonial: (tratado Ketubot 93a)
Un hombre se casé con varias mujeres y firmé contratos al casarse con cada una de
ellas, especificando cuanto deberia recibir cada una en caso de disoluciéon de su matri-
monio (divorcio o muerte). El hombre fallece y se descubre que el valor de sus bienes es
insuficiente para honrar simultdneamente los tres contratos. { Céomo deberian dividirse
sus bienes entre sus esposas? A continuacion, se presenta la sugerencia propuesta por
el Talmud:
Un hombre casado con tres esposas fallece y en sus contratos matrimoniales les prometio
entregar sumas de 100, 200 y 300 zus respectivamente. El Talmud (Mishn4), atribuido
al rabino Natham, propone la siguiente asignacion:
Si el patrimonio valia 100, zuz cada esposa recibe 100/3 zuz.
Si el patrimonio valia 200, zuz las esposas reciben 50, 75 y 75 zuz respectivamente.

Si el patrimonio valia 300, zuz las esposas reciben 50, 100 y 150 zuz respectivamente.

Este reparto propuesto por el Talmud ha generado gran confusion y dudas: ;Por qué cuando
el patrimonio vale 100 zuz la division es igualitaria? ; Por qué cuando el patrimonio vale 300
zuz la division es proporcional? Lo méas extrano es la solucién cuando el patrimonio vale 200
zuz, cuyo razonamiento no se explica de manera evidente. Sin embargo, signifiquen lo que
signifiquen, no se ajustan a ninguna extension obvia de la regla proporcional o la regla de

igual ganancia.



Durante décadas, los eruditos rabinicos y académicos debatieron incansablemente en un in-
tento por comprender la regla o método de reparto descrito en el Talmud, sin lograr encontrar
una explicacion convincente. No fue hasta 1985 cuando Aumann y Maschler, abordaron estos
problemas desde una perspectiva matematica, modeldndolos como juegos cooperativos. De
manera sorprendente, descubrieron que las soluciones propuestas en el Talmud coincidian
con el nucleolo del juego cooperativo correspondiente. Sin embargo, es poco probable que los
sabios del Mishné estuvieran familiarizados con la teoria de juegos cooperativos y, mucho

menos, con el concepto del nucleolo, el cual fue introducido posteriormente por Schmeidler

(1969).

En el capitulo 3 de esta tesis, se analizara en profundidad esta justificacion y se modelaran
los problemas de bancarrota como juegos cooperativos de bancarrota desde un enfoque pe-
simista, donde la coalicién recibe lo que queda después de haber repartido el estado entre
los agentes que no pertenecen a ella. Este trabajo pionero de Aumann y Maschler (1985) ha
inspirado a otros académicos a explorar y expandir estos resultados, fortaleciendo atn mas
el vinculo entre la teoria de juegos y los antiguos problemas de bancarrota expuestos en el
Talmud.

Otra regla importante en la literatura de las reglas de bancarrota es la regla de llegada
aleatoria. Esta regla establece que los reclamantes llegan aleatoriamente al juez o arbitro, y se
les asigna el patrimonio disponible siguiendo su orden de llegada hasta agotar el patrimonio.
Para realizar un reparto justo, se toma el promedio de todas las permutaciones posibles de
las llegadas de los agentes involucrados. Fue hasta la década de los 80 que O’Neill formalizo
los problemas de bancarrota, dotandolos de una estructura matematica rigurosa definiendo
los conceptos clave involucrados (estado, vector de demandas, region factible y las posibles
soluciones).

Esta formalizacion permitié representar los problemas de bancarrota de manera abstracta y
general, facilitando el estudio sistematico y axiomatico de las propiedades y caracteristicas de
las reglas de bancarrota. Ademéas, O’Neill (1982) demostro que la regla de llegada aleatoria
y la regla de conceder y dividir coinciden para el caso de dos reclamantes, y establecié una

relacion entre la regla de llegada aleatoria y el valor de Shapley.

Desde una perspectiva matematica rigurosa, en el capitulo 2 se centrarda nuestra atencion
en los problemas de bancarrota cuando los bienes son perfectamente divisibles. Esto implica

que el patrimonio o recurso a repartir puede dividirse de manera infinita, situaciéon analoga a
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los ejemplos de quiebras previamente mencionados. Se brindara una definicién formal de las
reglas de bancarrota y resolveremos estos problemas aplicando distintas reglas de reparto. El
analisis incluird una interpretacion geométrica y las principales caracteristicas de las reglas

de bancarrota.

La investigacion iniciard con un enfoque axiomatico, partiendo de las propiedades de las
reglas de bancarrota formuladas como axiomas, los cuales representan matematicamente la
concepcion sobre como una regla deberia abordar ciertas clases de situaciones. Se examina-
ran las propiedades, las relaciones logicas entre ellas, y se explorarédn las implicaciones que

surgen al imponer diversas combinaciones de estas propiedades.

Dentro del conjunto de propiedades que seran objeto de estudio, se encuentran algunas que
son ampliamente aceptadas debido a su caracter intuitivo y natural. Una de ellas es el trata-
miento igualitario, un requisito que establece que los agentes con demandas idénticas deben
ser tratados de manera equitativa. Otra propiedad fundamental es la eficiencia, la cual exige
que, dado que los recursos disponibles son insuficientes para satisfacer todas las deudas, se
debe repartir la totalidad del patrimonio. Es importante destacar que algunas propiedades
pueden ser universales, aplicables a todos los modelos, mientras que otras pueden ser espe-

cificas de determinados modelos en particular.

Otro enfoque que sera abordado en el capitulo 3 es el problema de bancarrota desde la
perspectiva de los juegos cooperativos de utilidad transferible (juegos TU). Estos juegos TU
son representaciones formales de situaciones donde todas las coaliciones o grupos (no solo el
conjunto completo) pueden obtener un beneficio. En este contexto, los jugadores seran los

demandantes o acreedores, y el valor del juego representara el patrimonio o recurso a repartir.

El juego de bancarrota seré definido formalmente siguiendo el enfoque propuesto por O’Neill
(1982), considerando el valor de la coalicion S como la diferencia entre el estado y la de-
manda agregada de los miembros de la coalicion complementaria (N '\ S), siempre y cuando
no sea negativa, y cero en caso contrario. Este enfoque se puede entender como el pago que
la coalicién espera recibir, reflejando una evaluaciéon bastante pesimista. Podrian explorarse
formas alternativas de asociar el juego de bancarrota con el problema de bancarrota, como
un enfoque optimista del "derecho maximo", donde el valor de la coalicién S es el minimo
entre el estado y la demanda agregada de sus miembros. Este tiltimo enfoque se deja abierto

a futuros trabajos de investigacion, este juego fue planteado por Driessen (1985).
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Al emplear los resultados derivados de la teoria de juegos TU para encontrar el vector de
asignacion de un problema de bancarrota, es deseable que la asignacion propuesta pertenezca
al nucleo del juego TU asociado, ya que esto garantiza la racionalidad de grupo. Sin embar-
go, muchos juegos TU tienen nucleos vacios. No obstante, se demostrara que todo juego de
bancarrota es convexo, lo que garantiza que el nicleo del juego es no vacio y, ademas, este

conjunto es exactamente el conjunto de asignaciones del problema de bancarrota.

En esta tesis, también se explorara la relacion entre dos conceptos fundamentales: La regla
de llegada aleatoria y el valor de Shapley. Este valor, introducido por Shapley (1953), otorga
a cada juego coalicional una imputaciéon que representa la ganancia que cada jugador espera
obtener al participar en el juego. El valor de Shapley de un juego convexo pertenece al niicleo
del juego y comparte con el niicleo la propiedad de consistencia, satisfaciendo la definicion
del juego reducido propuesta por Aumann y Maschler (1985). Shapley propuso un concep-
to de solucién tinico que satisface varias propiedades conocidas como axiomas de Shapley
(aditividad, simetria, jugador nulo y eficiencia), las cuales pueden ser aplicables por un juez
imparcial para asesorar a los jugadores sobre como dividir sus ganancias. Finalmente, se
demostrara que la regla de llegada aleatoria y el valor de Shapley coinciden, es decir, que

ambos conceptos dan el mismo vector de asignacion a los jugadores.

Otra correspondencia importante que se presenta en los juegos TU: la regla del Talmud y el
nucleolo del juego de bancarrota asociado. El nucleolo, fue definido por Schmeidler (1969),
es otro concepto de solucion clave en la teoria de los juegos de coalicion. La idea central del
nucleolo es medir el exceso, definido como la diferencia entre el valor de la coalicion y la
suma de los pagos de sus miembros, formalmente representado por e(S, z) = v(S) — z(5). El
nucleolo del juego de coaliciéon se refiere a aquellos vectores de pago en los cuales el vector
de excesos se minimiza en el orden lexicografico entre todos los vectores de pago eficientes.

Aunque el nucleolo se define como un conjunto, en realidad es un conjunto unitario.

Ademas, se demostrara que para cada problema de bancarrota, se define su juego de banca-
rrota asociado cuyo nucleolo coincide con la regla del Talmud. Esto implica que el nucleolo
de este juego especifico de bancarrota puede calcularse utilizando la regla del Talmud. Se
proporcionara una demostracion actualizada de este teorema, originalmente probado por

Aumann y Maschler, empleando las propiedades y axiomas descritos en el capitulo 2.
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En el capitulo 4, se extendera el modelo base, el cual asumia que las demandas son fijas
y conocidas. No obstante, en la realidad, las demandas resultan de decisiones estratégicas
tomadas por los agentes econémicos. Por ejemplo, la decision sobre cuénto capital destinar a
la inversion de una empresa, esta profundamente influenciada por la percepcion de los agentes
sobre lo que recibirdan en caso de que la empresa quiebre. Es decir, la regla de bancarrota
que se aplicard en caso de quiebra juega un papel crucial en esta decision.

Para abordar y analizar estos incentivos de manera més detallada, se construye un juego de
inversiones no cooperativo. En este contexto, cada inversor opera de manera independiente,
sin posibilidad de formar acuerdos vinculantes, con el objetivo de maximizar su beneficio
individual, sin tener en cuenta el bienestar de los otros participantes en el juego. En este
modelo, los inversores toman decisiones simultdneas sobre la cantidad de dinero que desean
invertir en una empresa, y la suma total de estas inversiones colectivas es lo que finalmente

determina el valor de la empresa.

Se modela la empresa sin apalancamiento como una loteria que puede resultar en ganancias
o llevar a la quiebra. En caso de que la empresa se declare en bancarrota, el valor de liqui-
dacion de la empresa seréd distribuido entre los inversores segun la regla de bancarrota que
haya sido predefinida en el contrato acordado antes de realizar las inversiones. Este enfoque
permitira analizar como las reglas de reparto influyen en las decisiones de inversion y en el
comportamiento estratégico de los agentes dentro del contexto de juegos no cooperativos.

Los inversores exhiben aversion al riesgo absoluta constante (CARA), lo que implica que
sus decisiones de inversion en la empresa no dependen de su nivel de riqueza. Ademas, se
asume que los inversores no enfrentan restricciones de liquidez, lo que hace que sus niveles
de ingresos no resulten pertinentes en este analisis. No obstante, es posible interpretar los
niveles de aversion al riesgo de los agentes como una funcién decreciente en relaciéon con sus
ingresos, lo cual sugiere que los agentes con menor aversion al riesgo podrian ser considerados

como inversores con mayor riqueza.

En este contexto, se analizaran las reglas de bancarrota aplicables a estos problemas de
inversion, introduciendo pequenas variaciones. Entre las reglas estudiadas se incluyen la regla
proporcional P, la regla de igual ganancia sin restriccion F A, también conocida simplemente
como la regla de igual ganancia, donde se elimina la restricciéon de que ningtin agente reciba
més de lo que invirtio, y la regla de igual pérdida sin restricciéon E'L, o simplemente la regla
de igual pérdida, donde se suprime la restriccion de que ningiin agente reciba una asignacion
negativa. Ademas, se introduciran dos clases adicionales de reglas de bancarrota, las cuales

se describen a continuacion:
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» La regla AP[a] : Esta regla se define como un promedio ponderado entre las reglas Py
E A, donde el pardmetro « determina el peso de cada una. En particular, cuando a = 0,
la regla AP[a] coincide exactamente con la regla FA. Por otro lado, cuando a = 1, la

regla AP[a] coincide exactamente con la regla P.

» La regla LP[a] : Analogo al caso anterior, esta regla se define como un promedio pon-
derado entre las reglas Py EL, con a como factor de ponderacion. Si o = 0, la regla
LPla] es equivalente a la regla EL. En cambio, si « = 1, la regla LP[«a] se convierte en

regla P.

El analisis se centraré en cémo cada una de estas reglas influye en el comportamiento de los
inversores, lo que implica que cada regla induce un juego no cooperativo entre los inversores.
Para cada una de estas reglas, se estudiaré el equilibrio de Nash correspondiente dentro del

juego no cooperativo de inversion.

El estudio de estos equilibrios se realizara en funcion de la inversion total, la cual representa
una medida sencilla del impacto que una regla tiene sobre el comportamiento de inversion
de los jugadores. Es razonable suponer que una empresa estaria interesada en implementar
reglas de bancarrota que promuevan una mayor inversion total. En el ambito de las finanzas
corporativas, la regla P es la més utilizada comtinmente; por lo tanto, cualquier regla alter-
nativa que genere un mayor nivel de inversion total en equilibrio podria ser vista como una
mejor opcion.

Este capitulo esta basado principalmente en el trabajo de kibris y kibris (2013) y Karagézoglu
(2014).

14



Capitulo 2

El problema de bancarrota con un bien

perfectamente divisible

2.1. Problema de bancarrota

Un problema de bancarrota es un problema de reparto de un bien homogéneo perfecta-
mente divisible (dinero, recursos, derechos, etc.) entre un grupo de agentes o demandantes,
cuando la cantidad a repartir resulta insuficiente para satisfacer todas sus demandas.

El modelo base, introducido por O’Neill (1982), se plantea de la siguiente manera:

Sea N = {1,2,--- ,n} un conjunto finito y fijo de agentes. Para cada i € N, el reclamo del
agente i se denota por ¢; € Ry y ¢ = (¢;);en representa el vector de demandas. Se denomina
estado (FE) al bien homogéneo y perfectamente divisible que se va a repartir entre los agentes

involucrados.

Un problema de bancarrota con un bien homogéneo perfectamente divisible, o simplemente
un problema de bancarrota, es un par (F, c) € Ry x R". Dado que el modelo representa los
problemas de bancarrota, se cumple Z ¢ >FEyE>QO0.

1EN

La familia de todos estos problemas se denota por BY,

BN = {(E,c) e Ry xRﬁ:ZciZE}

ieN
Para generalizar atin mas el modelo base, se amplia su aplicacién a situaciones en las que
el nimero de demandantes no es fijo, sino que puede variar. Se considera el conjunto de los

potenciales agentes, identificados con el conjunto de los ntimeros naturales N.
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Sin embargo, cada problema solo involucra un ntimero finito de agentes. Sea N la familia de

todos los subconjuntos finitos no vacios de Ny para N € N, se denota por n a la cardinalidad
de N.

Ahora, el problema de bancarrota consiste de una tripleta (N, F, ¢), donde N € N representa
un conjunto particular de agentes involucrados en este problema, el estado £ > 0y ¢ € R
es el vector de demandas, con la propiedad ) ..y ¢; > E. Se denota por B a la familia de

todos los problemas de bancarrota con el conjunto de agentes variable.

BNZ{(N,E,c)e{/\/}x&xmzzcizE} y B=|JB"

iEN NeN

Se denomina C' a la demanda agregada de los agentes y L a la pérdida o déficit agregado.
Es decir,
C=>a N L=C-E
1EN
En una representacion geométrica, la esencia del problema de bancarrota reside en dos com-

ponentes bésicos:

i) El conjunto factible definido por los vectores x € R’} cuya suma de componentes es
igual al estado. Es decir:

A(E) = {xERﬁ ; ixZ:E}

ii) El vector de demandas ¢ = (¢;);en, donde la suma de sus componentes supera el valor

del estado asignado. Por lo tanto, este vector de demandas estda fuera del conjunto

factible.
T2
E
C
Co - =c--~-~ -+
0 c1 E =1

Figura 2.1: Conjunto factible del problema de Bancarrota con 2 agentes.
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Una asignacion, solucion o pago del problema de bancarrota es una distribucion del estado

E entre el conjunto de agentes IV, es un vector € R’} que satisface:

i) Cada agente recibe una cantidad no negativa y a lo sumo, tan grande como su demanda,

es decir, para cada 1 € N,0 < z; < ¢;.

ii) El vector de asignacion pertenece al conjunto factible, el estado se reparte en su totalidad

1EN

(eficiencia), es decir,

Sea X (FE, c) el conjunto de todas las asignaciones o pagos para el problema de bancarrota.

X2 T2 L2
E
E
(67, ) .C Co Co
E !
\((E, SR
0 E c1T I T

Figura 2.2: Conjunto X (F, c) para el problema de Bancarrota con dos agentes.

En la figura 2.2 se muestran las posibles X (F,¢) (representados por los segmentos azules)
para tres valores diferentes del estado (F), y el mismo vector de demandas ¢ = (1, ¢2) con

< NE>0.
a) Si E < ¢y < 1, cada agente recibe una asignaciéon menor a su demanda.

b) Sicy < E < ¢4, el segundo agente podria ser compensado por completo mientras que el

primer agente de todos modos recibe un pago menor que su demanda.

c) Si ey < ¢ < E, en este caso cabe la posibilidad que cada agente reciba el total de su

demanda.

Definicién 2.1.1. Una regla de bancarrota es una funcion F' que asocia a cada N € N A
(E,c) € BY un tnico elemento de X (E,c). Es decir

F:BY —R"
(E,c)—z € X(F,c)
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Se presentan dos formas de representar las reglas de bancarrota. En ambos casos, el vector

de demandas se mantiene fijo.

i) Se denomina “trayectoria”’ a la trayectoria de las asignaciones mediante la regla F', de-
notada por T (c), definida de la siguiente manera:
El camino de la regla de bancarrota F' para el vector de demandas c, es la curva para-
métrica del vector de asignaciones z(E) = (z1(F),xz2(E), - ,z,(E)) cuando el estado
E aumenta de 0 a C. Es decir:

TH()={2(F):0< E<C}

La representacion geométrica de la trayectoria mediante la regla F', para el caso de dos

agentes es:
)

¢ =(c1,c2)

T

Figura 2.3: La curva de color rojo representa la trayectoria mediante la regla F', cuando el vector de demandas
¢ se mantiene fijo mientras que el estado F aumenta de 0 a C. El punto de color negro representa la asignacion

que se obtiene aplicando la regla F' cuando el estado es E.

Observacién 2.1.1. En la representacion geométrica de 7% (c), siempre se traza la trayecto-
ria de asignaciones como una funcién continua respecto al estado, siendo esta una propiedad
muy natural (la formalizacion y extension ver Young (1995)) . Ademaés, la continuidad res-
pecto al estado es satisfecha por todas las reglas de bancarrota con bienes perfectamente

divisibles. Sin embargo, teéricamente, las trayectorias podrian presentar discontinuidades.
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ii) Otra forma de representar las reglas de bancarrota consiste en modelar las demandas de

los agentes y las posibles asignaciones mediante segmentos verticales, con £ < Zci,

1EN

se representan los montos asignados a cada agente mediante puntos rojos, donde la

distancia vertical desde el punto hasta el eje horizontal designa el valor de la asignacion.

La asignacion geométrica para el caso de tres agentes y un vector de demandas fijo,

¢ = (c1, ¢, c3), puede representarse de la siguiente manera:

C3
®

C2

o FQ(E, C)

%Fl(E,C)

e F5(E,c)

Figura 2.4: Representacion geométrica de la asignacion mediante la regla F', donde F;(E,c¢) denota la asig-

nacion que recibe el agente 7 mediante la regla F'.

Ejemplo 2.1.1. Se considera el problema del Talmud, el contrato matrimonial, donde las

demandas de las esposas son ¢ = (100,200, 300). Se presenta la representacion geométrica

para este problema de bancarrota, para tres valores del Estado: £ = 100, £ = 200y E = 300.

c3 = 300 c3 = 300

co = 200 co = 200

c; = 100 c; = 100

100 4 100 100 50
3 3 3

(b) Grafica cuando el estado es E =
200, se obtiene una asignacién: x =
(50,75, 75)

(a) Grafica cuando el estado es F =

100, se obtiene una asignacion:

o= (32,18, 1)

cz =300
co = 200

c; = 100
» 100

(c) Grafica cuando el estado es E =
300, se obtiene una asignacion:
z = (50,100, 150)

Figura 2.5: Representacion grafica del contrato matrimonial, con ¢ = (100,200, 300) y diferentes estados

E =100, F =200y E = 300.
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2.2. Reglas de bancarrota

En esta seccion se presentan las reglas de bancarrota mas conocidas y discutidas en la
literatura, algunas de las cuales son familiares, mientras que otras resultan mas novedosas
e intrigantes. El estudio comenzara con la regla proporcional, la regla de bancarrota mas
comun y utilizada en la practica, cuyos origenes se remontan a los escritos de Aristoteles
(Etica a Nicomaco). De hecho, para Aristoteles, la proporcionalidad era equivalente a la

equidad.

2.2.1. Regla proporcional

Definicion 2.2.1. La regla proporcional, denotada por P, es aquella regla que asigna el
estado de manera proporcional a las demandas de los agentes.

Formalmente:

Para cada N € N' A (E,c) € B, la regla proporcional (P) propone una asignacion:

E
P(E,c) = Ae, donde A = - (2.1)

Se presenta la representacion geométrica de la aplicacion de la regla P para el caso de dos

agentes y un vector de demandas fijo, ¢ = (c1, ¢a).

T2

1

Figura 2.6: Trayectoria de la regla proporcional para el caso de dos agentes con vector de demandas ¢ € Ri
yc <ca.

Observacion 2.2.1. En la figura 2.6, el eje x; representa la asignacion del primer agente,
mientras que el eje xo representa la asignacion del segundo agente. La linea de color rojo
representa la trayectoria de la regla proporcional P, que parte del origen (0,0) y se extiende
hasta el vector de demandas c. Esta trayectoria refleja como las asignaciones de ambos agentes
se incrementan proporcionalmente a medida que el estado E aumenta hasta alcanzar el valor

de la demanda agregada.
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2.2.2. Regla de igual ganancia

La regla de igual ganancia, defendida y estudiada por numerosos autores, especialmente por
Maimonides (1170), es otra regla antigua e intuitiva que se fundamenta en el principio de la
igualdad. En otras palabras, esta regla hace que las asignaciones sean tan iguales como sea

posible con la restriccion que ningtn agente reciba méas que su demanda.

Definicion 2.2.2. La regla de igual ganancia, denotada por CE A, es aquella regla que
propone una asignacion equitativa entre los agentes, respetando la condicién de que nadie
reciba mas de lo que demanda.
Formalmente:
Para cada N € N' A (FE,c) € BY, y para cada i € N, la regla de igual ganancia (CEA)
propone una asignacion:

CEA;(E,c) = min{\, ¢}, (2.2)
donde X > 0 resuelve la ecuacion: Z min{\, ¢} = FE.

1EN

Se presenta la representacion geométrica de la aplicacion de la regla C'E'A para el caso de

dos agentes y un vector de demandas fijo, ¢ = (¢y, ¢2).

€2

c=(c1,c2)

Figura 2.7: Trayectoria de la regla de igual ganancia para el caso de dos agentes con vector de demandas
ce Ri y ¢ < Ca.
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Observacion 2.2.2. En la figura 2.7, la linea de color rojo representa la trayectoria de la

regla de igual ganancia (CEA). Esta trayectoria se divide en dos tramos:

» Primer tramo: Parte del origen (0, 0) y sigue una linea recta de pendiente 45° hasta que
el primer agente es completamente compensado (x; = ¢;). En este tramo, si el estado

E < 2¢q, la asignacion de cada agente sera igual a la mitad del estado (%)

» Segundo tramo: Parte desde el punto (¢, ¢;) y sigue la linea vertical hasta alcanzar el
vector de demandas c¢. En este tramo, cuando (E > 2¢;), cualquier aumento del estado
se asigna exclusivamente al segundo agente hasta que este también sea completamente

compensado.

Otra regla clasica encontrada en los escritos antiguos es la regla de igual pérdida. Esta
regla fue estudiada y defendida por Maimonides (1170). Esta regla se basa en el principio de
distribuir las pérdidas de manera igualitaria entre los agentes, buscando la mayor equidad
posible en las pérdidas incurridas por los agentes. Sin embargo, esta regla tiene una restriccion
importante: ningtin agente puede recibir una cantidad negativa, es decir, ningtin agente
debe terminar en una posicion donde deba aportar recursos en lugar de recibirlos. Esta
restriccion evita las situaciones absurdas que podrian ocurrir si se aplicara una distribucion

estrictamente igualitaria de las pérdidas sin considerar las demandas originales de los agentes.

2.2.3. Regla de igual pérdida

Definicion 2.2.3. La regla de igual pérdida, denotada por CE'L, es aquella regla que pro-
pone asignar el déficit o pérdida agregada de manera equitativa entre los agentes, respetando

la condicién de que ningtn agente reciba una asignacion negativa.

Formalmente:
Para cada N € N' A (E,c) € BY, y para cada i € N, la regla de igual pérdida (CEL)
propone una asignacion:

CEL;,(E,c) = max{0,c; — u}, (2.3)

donde g > 0 resuelve la ecuacion Z max{0,¢; — pu} = E.
1EN

Se presenta la representacion geométrica de la aplicacion de la regla CEL para el caso de

dos agentes y un vector de demandas fijo, ¢ = (¢y, ¢2).
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T2

Es

0 T

Figura 2.8: Trayectoria de la regla de igual ganancia para el caso de dos agentes con vector de demandas
ce Ri y ¢ < ca.

Observacion 2.2.3. En la figura 2.8, la linea de color rojo representa la trayectoria de la

regla de igual pérdida (CEL). Esta trayectoria se divide en dos tramos:

» Primer tramo: Inicia en ¢ = (¢y, ¢3) y sigue una linea recta hacia abajo de pendiente 45°
hasta que el primer agente reciba una asignacion igual a cero (z; = 0). En este tramo,
si el déficit agregado L < 2¢q, ambos agentes experimentan una reducciéon equitativa de
sus demandas y la asignacion sera igual a (¢; — %, Cy — %)

» Segundo tramo: Parte desde el punto (0,cy — ¢p) y sigue la linea vertical hacia abajo
hasta alcanzar el origen (0,0). En este tramo, si el déficit agregado L > 2¢;, cualquier
déficit adicional se asigna exclusivamente al segundo agente hasta que su asignacion sea

igual a cero (z2 = 0), y el vector de asignacion sera igual a = = (0, F).

La cuarta regla que se estudiaremos es la regla del Talmud, con origenes en los antiguos
escritos del Talmud de Babilonia. Su procedimiento busca sistematizar y generalizar las so-
luciones descritas en el Talmud para diversos problemas de bancarrota. Estas soluciones,
que a primera vista pueden parecer arbitrarias o inconsistentes, adquieren una coherencia

sorprendente cuando se examinan a través del lente de esta regla.
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Esta regla fue formalizada por Aumann y Mascheler (1985), quienes la presentan como una
extension consistente de un concepto méas basico: la regla de conceder y dividir, un método
de soluciéon para los problemas de bancarrota con dos agentes.

Esta regla se basa en el Mishna (Baba Metzia 2a), que afirma:

"Dos hombres disputan una prenda; uno reclama toda, y el otro reclama la mitad. Entonces,

a uno se le asigna 3/4, y al otro 1/4".

Se presenta el razonamiento del reparto de prenda:
El agente que reclama la mitad de la prenda concede la mitad de la prenda al otro agente, de
modo que la disputa gira en torno a la otra mitad de la prenda, la cual se reparte en partes

iguales entre los agentes, y se obtiene una asignacion de 3/4 y un 1/4 respectivamente.

2.2.4. Regla conceder y dividir

Definicion 2.2.4. La regla conceder y dividir, denotada por C'D, es aquella regla que
se define para el caso de dos agentes, N = {4, j}, y puede describirse como un proceso de

dos etapas:

» Concesion: El agente ¢ con demanda ¢;; concede al agente j la cantidad max{F—c;,0}.

De manera analoga para el agente j.

= Divisién: El remanente del estado, se divide equitativamente entre los agentes.

Es decir, a cada agente se le asigna inicialmente lo que le concede el otro agente, mas la

mitad del remanente del estado después de las concesiones.

De esta construccion, se deduce que ningin agente recibe una asignacién mayor a su deman-
da. Por lo tanto, C'D constituye una regla bien definida.

Formalmente:

Para cada N € N A (E,c) € BY, con |[N| =2y cada i € N, la regla conceder y dividir

(CD) propone una asignacion:

E —max{F — ¢;,0} — méx{E — ¢;,0}

CDZ(E,C) :méX{E—C]‘,O}‘i‘ 9

,tales que i # j. (2.4)

Se presenta la representacion geométrica de la aplicacion de la regla C'D para el caso de dos

agentes y un vector de demandas fijo, ¢ = (c1, ).
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T2

45°

Figura 2.9: Trayectoria de la regla conceder y dividir para el caso de dos agentes y vector de demandas
ce Ra_ y c1 < Ca.

Observacion 2.2.4. En la figura 2.9, la linea de color rojo representa la trayectoria de la

regla conceder y dividir (CD). Esta trayectoria se divide en tres tramos:

» Primer tramo (1): Inicia en el origen (0,0) y continta en linea recta con pendiente 45°
hasta que el valor del estado sea igual a la demanda del primer agente. Este tramo de la
trayectoria refleja como las asignaciones se incrementan de forma equitativa a medida
que el estado aumenta, hasta alcanzar el valor de la demanda del primer agente. Es
decir, si F < ¢; < ¢9, dado que E'—c; < 0, el agente 1 concede 0 al agente 2. De manera
analoga, el agente 2 concede 0 al agente 1. Entonces, el estado se divide equitativamente

E FE

entre los agentes, y se obtiene una asignacion x = (5, 5).

a a
2772
del estado sea igual a la demanda del segundo agente. En este tramo, cualquier aumento

» Segundo tramo (2): Inicia en el punto ( ) y sigue la linea vertical hasta que el valor
del estado se asigna exclusivamente al segundo agente. Es decir, si ¢; < E < ¢y, dado
que E —¢; > 0, el agente 1 concede “F — ¢;” al agente 2. Asimismo, como F — ¢ < 0,
el agente 2 cede 0 al agente 1, se obtiene una asignacion provisional (0, F — ¢1). El
remanente del estado c; se reparte equitativamente entre los agentes y se obtiene la

asignacion: v = (¢, £ — 5).
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» Tercer tramo (3): Inicia en el punto ($,c; — %) y sigue la linea recta de pendiente

45° hasta alcanzar el vector de demandas c. En este tramo, cualquier incremento del
estado se distribuye equitativamente entre los agentes. Es decir, si ¢; < ¢o < E, dado que
E—cy > 0, el agente 1 concede al agente 2 “FE —c;”. Asimismo, como E—cy > 0 el agente
2 concede “E — ¢;” al agente 2, se obtiene una asignacion provisional (F — ¢a, E — ¢y).

El remanente del estado “c; + co — E” se reparte equitativamente entre los agentes, y

E+4+ci—co E—ci4co )
2 ’ 2 :

se obtiene la asignacion x = (

2.2.5. Regla del Talmud

El Talmud babilénico representa una extensa compilaciéon de resoluciones juridicas y deci-
siones religiosas judias, establecidas durante los primeros cinco siglos d.C. Incluye dos tipos

de ensenanzas:

1) La Mishnéa: Consiste en declaraciones concisas de leyes, transcritas a partir de la tradi-

cion oral transmitida a lo largo de generaciones.

2) El Guemara: Comprende anélisis y comentarios elaborados por los rabinos contempo-

raneos sobre los preceptos contenidos en la Mishna.

La regla del Talmud es un método de distribuciéon sistematico que abstrae y amplia las
resoluciones numéricas presentadas en el Talmud babilénico. Este método aborda situacio-
nes legales y financieras, como contratos matrimoniales, arrendamientos, ventas y objetos

encontrados.

Definiciéon 2.2.5. La regla del Talmud, denotada por T', es aquella regla que propone la

siguiente asignacion:

» Si B < %C, la regla del Talmud se comporta de manera similar a la regla de igual
ganancia. Cada reclamante recibe el minimo entre la mitad de su reclamacién y un
nimero real positivo A\, que es igual para todos. Esto asegura que nadie reciba mas de
la mitad de su reclamacion, y si el estado es suficientemente pequeno, todos reciben la

misma asignacion.

s Si B> %C’, la regla del Talmud se comporta de manera similar a la regla de igual
pérdida. Cada reclamante recibe al menos la mitad de su demanda, y el excedente se

distribuye de tal manera que las pérdidas se igualan tanto como sea posible.
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Formalmente:
Para cada N € N A (E,c) € BN, y para cada i € N, la regla del Talmud (T) propone
una asignacion:

min{lc;, A} i B <iC

Ti(E,c) = (2:5)

méx{%ci,cz- —pt st E> %C

donde A € Ry y p € Ry se eligen de modo que >,y Ti(E,c) = E.

Se puede observar que la regla del Talmud presenta una combinacién de elementos de la
regla de igual ganancia y la regla de igual pérdida, dependiendo de si el monto a distribuir

es menor o mayor que la mitad de la demanda agregada.

De aqui obtenemos una definicién alternativa para la regla del Talmud:

CEA(E, ) si B <

T(E,c)= o .
S+CELE—-5,5) siE>

(2.6)

IQ 2Q

Se presenta la representacién geométrica de la aplicacion de la regla T para el caso de dos

agentes y un vector de demandas fijo, ¢ = (1, ¢a).

T2

45°

Figura 2.10: Trayectoria de la regla del Talmud para el caso de dos agentes y vector de demandas ¢ € R% y
c1 < Ca.
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Observacion 2.2.5. En la figura 2.10, la linea de color rojo representa la trayectoria de la

regla del Talmud (T). Esta trayectoria se divide en dos tramos:

» Primer tramo: Parte del origen (0, 0) y contintia hasta llegar a la mitad de las demandas
de los agentes §. En este tramo, aplicamos la regla CEA(E, §) hasta que el valor del

estado alcance la mitad del valor de la demanda agregada.

» Segundo tramo: Parte del punto 7 y continta hasta llegar al vector de demandas c. En

este tramo, aplicamos £ 4+ CEL(E — £, £) cuando el valor del estado aumenta de

272
a C.
Es importante destacar que la regla del Talmud y la regla conceder y dividir coinciden

para el caso de dos agentes.

De la figura 2.9, se deduce que la regla del Talmud para dos agentes puede expresarse como:

(£,%) st B <
T(E,c)=14(%,E—-%) st < B < (2.7)
(cl—%,@—%) St g < B

La ultima regla que analizara es la regla de llegada aleatoria, estudiada y formalizada por
primera vez por O’Neill (1982). Esta regla simula todas las posibles secuencias de llegada
de los agentes, donde cada agente recibe su demanda respetando estrictamente su orden de
llegada hasta que se agote el estado. Para garantizar la equidad, la regla promedia todos los
posibles resultados obtenidos de estas simulaciones. Este enfoque proporciona una asignacion
final que refleja la justicia basada en el azar, eliminando cualquier sesgo potencial asociado

a un orden especifico de llegada.

2.2.6. Regla de llegada aleatoria

Definicion 2.2.6. La regla de llegada aleatoria, denotada por RA, es aquella regla que
distribuye el estado basandose en la secuencia de llegada de los agentes, es decir, el orden en
que los agentes llegan, uno tras otro, a reclamar una parte del estado. Este enfoque simula
miultiples escenarios de llegada secuencial para lograr una asignaciéon equitativa. El proceso

de asignacion se desarrolla en dos fases:

1) Los agentes se presentan secuencialmente, uno tras otro. A cada agente se le asigna el
pago de acuerdo a su orden de llegada, que es el minimo entre su demanda individual

y el remanente del estado. Especificamente:
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e El primer agente recibe el minimo entre su demanda y el estado.

e El segundo agente recibe el minimo entre su demanda y lo que queda del estado

después de la asignacion del primer agente.

e El proceso continiia sucesivamente hasta agotar el estado, los agentes que lleguen

después de agotar el estado no reciben asignaciéon alguna.

2) Se consideran todas las permutaciones posibles del orden de llegada de los agentes y
calculamos el vector de asignacion para cada caso. Finalmente, se calcula el promedio

del vector de asignaciones de todas las permutaciones posibles.

Formalmente:

Para cada N € N/ A (E,c) € BY, y para cada i € N, la regla de llegada aleatoria (RA)

propone una asignacion:

1 , )
RA;(E,d) = p Z min ¢ ¢;, max < F — Z ¢, 0
mellN JEN:m(j)<m(7)
donde 7 representa el conjunto de todas las posibles secuencias de llegada y 7 representa

una secuencia de llegada.

2.3. Propiedades de las reglas de bancarrota

En esta seccion, se enfocaré en las propiedades de las reglas de reparto o bancarrota, y
se analizardn sus implicaciones. El anélisis comenzara con las propiedades mas bésicas o
naturales, para luego continuar con las propiedades que deseamos imponer, dependiendo de
la situacién o escenario que pretenda abordar, asi como de las restricciones que se deben

respetar.

2.3.1. Propiedades de las reglas de bancarrota: Definiciones y conceptos basicos

La primera propiedad que se presentara se deriva de forma directa de la definicion de la regla
de bancarrota (eficiencia, no negatividad y la condicion de que ningin agente reciba mas de

lo que reclama).
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Propiedad 2.1. Derechos minimos (DM)

Esta propiedad establece un umbral minimo de asignacién para cada agente en un problema
de bancarrota. La propiedad nos dice que la cantidad otorgada a cada agente debe ser, como
minimo, el equivalente al remanente entre el estado y la demanda agregada de los demas
agentes (siempre que esta cantidad sea no negativa). Es decir, lo que "sobraria" si los demés

agentes fueran compensados en su totalidad.

Formalmente:
Dada una regla F', para cada N € N' A (E,c) € BY, y para cada i € N, se establece:

F,(E,c)>m

donde m;(E, ¢) es el derecho minimo del agente i, con m;(E, c) = méx E — Z c;, 0
JEN\{i}

Observacion 2.3.1. La propiedad de derechos minimos establece un limite inferior para
cualquier regla de bancarrota, garantizando que la asignacion de cada agente sea al menos

igual a su derecho minimo y no exceda su demanda. Es decir:

mi(E,c) < Fi(E,c) < ¢

La siguiente propiedad, propuesta por Moreno-Ternero y Villar (2004), garantiza a cada

agente una participacion minima del estado.

Propiedad 2.2. Aseguramiento (AS)

Esta propiedad garantiza a cada agente una porcién minima de los recursos disponibles,
independientemente de las demandas de los demés participantes. La cantidad asegurada que
cada agente recibe depende tinicamente de su demanda y del nimero total de demandantes.
Especificamente, la propiedad establece que la cantidad minima asegurada de cada agente es
la n-ésima parte del minimo entre su demanda y el estado (donde n es el nimero de agentes).
Formalmente:

Dada una regla F', para cada N € N' A (E,c) € BY, y para todo i € N, se establece:

1
Fi(E,c) > —min{¢;, £}
n
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Las siguientes dos propiedades expresan el concepto de una distribucion o asignacion justa.

Propiedad 2.3. Tratamiento igualitario (71)

Esta propiedad esencial establece que los agentes con demandas idénticas deben recibir asig-
naciones iguales. Esta propiedad garantiza una distribuciéon imparcial del estado, asegurando
que todos los agentes sean tratados por igual, y ninguno goza de preferencias o privilegios.
Formalmente:

Dada una regla F, para cada N € N' A (E,c) € BY, y para cada {i,j} C N, si ¢; = ¢; se
establece: Fi(E,c) = Fj(E,c)

Propiedad 2.4. Anonimato (AN)

Esta propiedad establece que la distribucion del estado depende exclusivamente de la es-
tructura y magnitud de las demandas de los agentes. En otras palabras, la asignacion es
independiente del orden de los participantes, garantizando asi la invariabilidad bajo cual-
quier permutaciéon de los agentes.

Formalmente:

Dada una regla F', para cada N € N' A (E,c) € BY, y para cada 7 € II"V, se establece:
FTI'(’L)(E7 CI) = E(E7 C)
donde IIV es el conjunto de todas las permutaciones de N y ¢ := (cx(j))jen-

Las siguientes dos propiedades que se examinaran se clasifican como "protectoras" porque
su objetivo principal es proteger los intereses de los agentes con demandas relativamente

pequenas.

Propiedad 2.5. Compensacion total condicionada(CT)

Esta propiedad establece que los agentes con demandas lo suficientemente pequenas deben ser
completamente compensados. No obstante, el desafio radica en determinar qué tan pequena
debe ser esa demanda para que el agente reciba un trato preferencial. Un criterio introducido
por Herrero y Villar (2001), denominado como "sostenibilidad", establece que la demanda
de un agente es sostenible si, al reemplazarla por la demanda de cualquier otro agente con
una demanda mayor, el estado es suficiente para compensar a todos los demandantes. Es
decir, el agente i tiene demanda sostenible si > .y min{c;,¢;} < E .

Formalmente:

Dada una regla F', para cada N € N'A (E, ¢) € BY, paracadai € N con Z min{c¢;,¢;} < E,
jEN
se establece:
F(E,c) =¢
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Propiedad 2.6. Exencion(EXE)
Esta propiedad establece que cuando el estado es suficientemente grande en relaciéon con las
demandas de los agentes, solo aquellos con demandas altas deben ser racionados. Es decir,
si la demanda de un agente es menor o igual a la division igualitaria, la regla indica que este
agente debe estar exento de reducciones y debe recibir su demanda completa.
Formalmente:
Dada una regla F, para cada N € N' A (E,c) € BY, y para cada i € N tal que ¢; < %, se
establece:

Fi(E,c) = ¢

Observacion 2.3.2. En los problemas de bancarrota, es razonable concebir escenarios donde
los agentes con demandas relativamente pequenas deban ser completamente compensados.
Por ejemplo, en el caso de una institucion financiera en bancarrota, las demandas de las per-
sonas suelen ser mucho menores que las demandas de las empresas. En tales circunstancias,
se considera razonable priorizar a las personas en la distribucién de los activos para proteger
a los agentes méas vulnerables, ya que sus demandas (ahorros) representan la mayor parte
de su riqueza. Cabe resaltar que este principio de proteccion al pequeno ahorrista no es solo
una consideracion ética, sino que también se ha convertido en una norma legal en muchos
paises. (En nuestro pais, los ahorros estan cubiertos por el Fondo de Seguro de Depositos

por un monto de hasta 121,500 soles).

Las siguientes dos propiedades capturan la idea opuesta en cuanto al tratamiento de los agen-
tes con demandas pequenas. Estas propiedades proponen criterios que podrian resultar en un
tratamiento menos favorable para estos agentes en determinados escenarios de distribucion
del estado.

Propiedad 2.7. Compensacioén nula condicionada (CN)
Esta propiedad establece que los agentes con demandas lo suficientemente pequenas deben
recibir una compensacion igual a cero. Herrero y Villar (2001) propusieron un criterio pa-
ra determinar cuan pequena debe ser esta demanda para recibir tal trato, conocido como
"demanda residual". Segun este criterio, la demanda del agente ¢ se considera residual si, el
estado sigue siendo insuficiente para satisfacer todas las demandas cuando reemplazamos la
demanda del agente j por cero si su demanda es menor a la del agente i y por la diferencia en
caso contrario. Es decir, el agente i tiene demanda residual si: >,y méx{0,¢; —¢;} > E.
Formalmente:
Dada una regla F, para cada N € N'A (E,¢) € BN,y Vi€ Ncony ymax{0,¢c;—ci} > E,
se establece:

Fi(B,¢) =0
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Propiedad 2.8. Exclusiéon (EXC)
Esta propiedad establece que los agentes con demandas lo suficientemente pequenas sean
excluidos del proceso de distribucion. La pérdida agregada promedio es un criterio para
determinar cuan pequena debe ser esta demanda. Es decir, si la demanda de un agente es
menor o igual a la pérdida agregada promedio, la propiedad indica que este agente debe ser
excluido del reparto y debe recibir una asignacion igual a cero.
Formalmente:
Dada una regla F, para cada N € N' A (E,¢) € BY, y para cada i € N con ¢; < £, se
establece:

Fi(E,¢) =0

Observacion 2.3.3. Las propiedades de compensacion vacia y exclusion presentan un en-
foque opuesto a las propiedades de compensacion total y exencion. Es razonable concebir
algunos escenarios donde los agentes con mayores demandas sean favorecidos sobre los agen-
tes con demandas pequenas. Por ejemplo, en el caso de la tributacion, tiene sentido eximir
de este pago a los agentes con menores ingresos; o en el caso de la salud, donde se prioriza
la cobertura total de enfermedades graves, mientras que las afecciones menores quedan ex-
cluidas (atencion por emergencia vs colicos). Cabe resaltar que estas propiedades protegen

a los agentes con demandas altas.

La siguiente propiedad, planteada por Aumann y Mascheler (1985), establece el respeto al

orden (orden en R) de las demandas.

Propiedad 2.9. Preservacion del orden (PO)
Esta propiedad establece que la asignacion debe respetar el orden de las demandas. Es decir,
el agente con una demanda mayor que otro debe recibir una asignaciéon mayor y sufrir una
pérdida mayor que el agente con una demanda menor.
Especificamente, si el agente j tiene una demanda al menos tan grande como la del agente
1, entonces no solo recibiréd una asignacion no menor que la del agente 7, sino que también
experimentara una pérdida no menor que la del agente 1.
Formalmente:
Dada una regla F, para cada N € N' A (E,c) € B, y para cada {i,7} C N con ¢; <¢; , se
establece:

F,(E,c) < Fj(E,c) v ¢—F(E ) <cj—F;jE,c)
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La siguiente propiedad, estudiada por Young (1988), nos proporciona la independencia de

escala en las asignaciones.

Propiedad 2.10. Homogeneidad (HO)

Esta propiedad establece que si tanto el estado como las demandas de los agentes se multi-
plican por el mismo nimero real positivo, entonces las asignaciones de los agentes también
deben multiplicarse por ese mismo nimero. En otras palabras, esta propiedad nos garantiza
que la regla es invariante ante cambios de la unidad de medida o transformaciones de escala,
ya sea monetaria (conversiones de divisas) o fisica (conversiones entre diferentes unidades de
longitud, por ejemplo).

Formalmente:

Dada una regla F', para cada N € Ny (E,c¢) € BY, se establece:

F(AE, Xc) = \F(E,c), YA>0

La siguiente propiedad, estudiada por Dagan (1966), estudia el caso donde las demandas de

algunos agentes superan al estado a repartir.

Propiedad 2.11. Independencia al truncar demandas (I7D)

Esta propiedad establece que si la demanda de un agente supera el estado disponible, el exceso
de dicha demanda debe ser ignorado. Esta demanda inviable (pues no se puede reclamar més
de lo que hay disponible) se debe reducir hasta ser igual al estado. Esta reduccion no deberia
afectar el vector de asignacion original. Esta propiedad garantiza que la regla es independiente
de las demandas irrelevantes, ya que solo se consideran las demandas relevantes.
Formalmente:

Dada una regla F', para cada N € Ny (E,c¢) € BY, se establece:

F(E,c)=F(E,c")

donde ¢ = min{E,c;} y ¥ = (cF,...,cP).

rn

A continuacion, se analizarén las siguientes propiedades de monotonia.

Propiedad 2.12. Monotonia respecto al estado (ME)

Esta propiedad nos garantiza que ante un incremento del estado, la asignacién de ningin
agente debe disminuir. Es decir, si hay una mejora del estado y las demandas se mantienen
constantes, la asignacion de cada agente debe ser al menos tan grande como su asignacion

inicial.
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Formalmente:
Dada una regla F', para cada N € NV A (E,c) € BN, y ' € Ry con C > E' > E, se
establece:

F;(F',c) > F;(E,c), para todo i € N.
donde (E',c) € BN,

Propiedad 2.13. Monotonia respecto a las demandas (MD)

Esta propiedad establece que, si la demanda de un agente se incrementa, mientras las de-
mandas de los demés agentes permanecen constantes, la asignacion del agente cuya demanda
aument6 debe ser, como minimo, igual a su asignacion inicial.

Formalmente:

Dada una regla F, para cada N € N' A (E,c) € BY, y un agente i con c; > ¢;, se establece:
E(E7 (C—i7 C)) Z E(E, C)

donde c_; € R’}:l denota el vector que resulta de la eliminacion de la i-ésima coordenada c;

del vector c.

Propiedad 2.14. Composiciéon de los derechos minimos (CDM)

Esta propiedad establece que cada agente debe recibir primero su derecho minimo. Luego,
se ajustan las demandas de los agentes restando los derechos minimos ya concedidos, y se
distribuye el remanente del estado aplicando la regla de bancarrota. Las demandas ajustadas
son no negativas y su suma es al menos tan grande como el remanente del estado.
Formalmente:

Dada una regla F', para cada N € N' A (E,c¢) € BY, se establece:

F(E,c)=m(E,c)+ F(E - Zmi(E,c),c - m(E,c))

donde m(FE, ¢) es el vector de los derechos minimos.

Las siguientes dos propiedades, planteadas por Moulin (2000), abordan situaciones en las que
el valor del estado no esta claramente definido o es incierto. Estas propiedades contemplan
escenarios donde se realiza una distribucion inicial basada en un valor tentativo del estado, el
cual puede posteriormente aumentar o disminuir. Su importancia radica en su aplicabilidad

a entornos econdmicos volatiles, donde el valor del estado esté sujeto a fluctuaciones.
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Propiedad 2.15. Composiciéon hacia arriba (CAR)
Esta propiedad establece que, después de distribuir el estado entre los demandantes, se
reevaliia el valor del estado y resulta ser mayor de lo que se pensoé inicialmente. Para abordar

este nuevo escenario, se presentan dos opciones:
1) Cancelar el reparto inicial y resolver el nuevo problema de bancarrota por separado.

2 Permitir que los agentes conserven sus asignaciones iniciales, ajustar las demandas res-
tando lo ya asignado, y distribuir el incremento del estado segiin estas demandas ajus-

tadas.

La propiedad requiere que ambos procedimientos den el mismo resultado final. En otras pala-
bras, el problema de bancarrota se puede resolver como la suma de dos problemas parciales,
garantizando que resolver el problema por etapas no altere las asignaciones finales de los
agentes.

Formalmente:

Dada una regla I, para cada N € N' A (E,c¢) € BY, y para todo E; < E, se establece:

F(E,C) = F(El,C) + F(E - El,C— F(E17C)).
Si se considera F = E; 4+ F», se obtiene una pequena variante de la propiedad:
F(E,c) = F(Ey,c) + F(Ez, ¢ — F(Ey,c)).

Propiedad 2.16. Composiciéon hacia abajo (CAB)
Esta propiedad establece que, después de realizar el reparto del estado entre sus demandantes,
se reevalta el valor del estado y resulta que éste es menor de lo que se asumi6 inicialmente.

Para abordar este nuevo escenario, se presentan dos opciones:
1) Eliminar el reparto inicial y aplicar la regla al problema de bancarrota actualizado.

2) Considerar las asignaciones iniciales como nuevas demandas sobre el valor del estado

actualizado y aplicar la regla a este nuevo problema.

La propiedad requiere que ambos procedimientos den el mismo resultado final.
Formalmente:
Dada una regla F', para cada N € N' A (E,c) € BY, y para todo E' < E, se establece:

F(E',c)=F(E F(E,c))
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La siguiente propiedad es planteada y estudiada por Hwang (2015).

Propiedad 2.17. Compensacion equilibrada (CE)

Esta propiedad establece que, para cualquier par de agentes en un problema de bancarrota,
se cumple la siguiente condicion: La diferencia entre la asignacion que recibe el primer agente
al resolver el problema de bancarrota original y el problema modificado sin contar al segundo
agente, es equivalente a la diferencia entre la asignacion que recibe el segundo agente al resol-
ver el problema original y el problema resultante de eliminar al primer agente considerado.
En esencia, una regla verifica la propiedad de compensacion equilibrada si el impacto en la
distribucion al excluir a un agente determinado es equivalente al que se produce al excluir a
cualquier otro agente del conjunto.

Formalmente:

Dada una regla F', para cada N € N' A (E,c) € BY, y para cada {i,j} C N, se establece:

Fi(N,E;c) — Fi(N\{j}, Enmgy, engy) = Fj(N, E;c) — F;(N \ {i}, Env\gay, en\(iy)s

donde En\ry = max{E — ¢, 0} para todo k € N.

Las siguientes propiedades expresan la independencia de las reglas con respecto a las varia-

ciones en las poblaciones de agentes.

Propiedad 2.18. Consistencia (CO)
Esta propiedad establece que, después de resolver el problema de bancarrota, algunos agentes
reciben su asignacion y se retiran. Para los agentes restantes, se considera un problema de
bancarrota reducido. En este problema reducido, las demandas de los agentes que permanecen
se mantienen y el estado a repartir se actualiza a la suma de las asignaciones de estos agentes
restantes. Luego, se vuelve a aplicar la regla de reparto a este nuevo problema reducido. El
requisito es que, para cualquier problema reducido, cada agente restante debe recibir la
misma asignacion que se le otorgo inicialmente. Esta propiedad previene que subgrupos de
agentes intenten renegociar sus asignaciones para obtener un mejor pago después de que se
haya realizado la distribuciéon para toda la sociedad. Esencialmente, garantiza que si una
asignacion es buena para la sociedad también es buena para cualquier grupo mas pequeno
de agentes.
Formalmente:
Dada una regla F, para cada N € N' A (E,c) € BY, para cada N’ C N y para todo i € N,
se establece:

Fi(N,E,c) = Fi(N',>  F(E,c),cy)

JEN'
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Propiedad 2.19. Consistencia bilateral (COB)

Esta propiedad es un caso més débil que la propiedad de consistencia general, ya que se
limita a situaciones donde todos los agentes, excepto dos, se retiran con sus asignaciones. En
otras palabras, la consistencia bilateral se enfoca exclusivamente en subgrupos o problemas
reducidos que involucran a solo dos agentes. Esta restriccion simplifica el analisis, permitiendo
examinar el comportamiento de la regla de asignaciéon en su forma mas elemental, es decir,
en interacciones entre pares de agentes.

Formalmente:

Dada una regla F', para cada N € N' A (E,c) € BY, para cada N’ C N con |[N'| = 2, y para
todo 7 € N/, se establece:

F(N,E,c) = F(N', ) Fi(E,c),en).
JEN'

Propiedad 2.20. Consistencia inversa (COI)
Esta propiedad establece que, si una asignacién para un problema de bancarrota tiene la
caracteristica de que la soluciéon de la regla de bancarrota a cada uno de los problemas
reducidos asociados a dos agentes coincide con la asignacion restringida al subgrupo, entonces
dicha asignaciéon debe ser la solucion que la regla de bancarrota proporciona al problema
inicial. Formalmente:
Dada una regla F, para cada N € N' A (E,c) € BY, y para cada asignacion z de (E,c). Si
para cada N’ C N con |N'| =2y F(N',z(N’),cny) = xn entonces se establece:

r=F(E,c).

Propiedad 2.21. Dualidad (DU)

Esta propiedad establece una relacion simétrica entre dos reglas de bancarrota: una asigna
el estado y la otra distribuye la pérdida agregada. Mediante la dualidad, podemos definir,
para cualquier regla de bancarrota, una regla dual asociada. El proceso consiste en otorgar
a cada agente su demanda, aplicar la regla para asignar las pérdidas y finalmente, restar las
pérdidas de las demandas. El resultado es una nueva regla de bancarrota, que es el dual de la
utilizada inicialmente. En esencia, esta regla dual asigna los recursos disponibles del mismo
modo que la regla original maneja las pérdidas.

Formalmente:

Dada una regla F, paracada N € N'A (E,c) € BY, se define el dual de la regla de bancarrota

F, denotado por F'¢, de la siguiente manera:

FYE,c)=c— F(L,c).
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Observacion 2.3.4. La dualidad en las reglas de bancarrota es una operacién idempotente.
Esto significa que, al aplicar dos veces consecutivas la dualidad a una regla, se obtiene la
regla original, (F?)¢ = F. Las reglas F' y F se relacionan de la siguiente manera:

F? distribuye lo que esta disponible, mientras que F' divide el déficit.

Es crucial notar que la dualidad se aplica tanto a las reglas como a sus propiedades. Esto
implica que dos propiedades de las reglas de bancarrota se consideran duales si, cuando una

regla satisface una de ellas, su regla dual satisface la otra.

Definicién 2.3.1. Decimos que P? es la propiedad dual de P, si para cualquier regla de

bancarrota F' se cumple:
F satisface la propiedad P < ¢ satisface la propiedad P?.

Propiedad 2.22. Autodualidad (ADU)

Esta propiedad establece que una regla de bancarrota genera una asignacion equivalente a su
regla dual. Es decir, se obtiene el mismo resultado final independientemente de si aplicamos la
regla para distribuir el estado o si la utilizamos para distribuir la pérdida total. Formalmente:
Para cada N € N' A (E,c) € BY, la regla de bancarrota F es autodual, si se cumple:

F(E,c)=c—F(L,c)

2.3.2. Resultados derivados de las propiedades de las reglas de bancarrota

A continuacién, se presentan las implicaciones logicas entre las propiedades.
El siguiente lema nos garantiza que si una regla de bancarrota cumple la propiedad CAR,
es estable ante variaciones del estado, garantizando asi la continuidad de la regla respecto al

estado.

Lema 2.3.1. Si una regla de bancarrota cumple con la propiedad CAR, entonces la regla

de bancarrota es continua respecto al estado.

Demostracion.

Se analiza, que si una regla de bancarrota satisface la propiedad C'AR esto garantiza la
continuidad respecto al estado. En efecto:

Para cada N € N' A (E,c) € BNy el vector de demandas fijo ¢ € R}, sea F una regla de

bancarrota que satisface C AR.
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Se asume que F'(+, ¢) no es continua respecto al estado para algtn agente. Es decir, se puede
encontrar un F, < E con limy_,oc £, = E v E, < E con lim,_,o, £, = E.

Definiendo a; = Fj(E;,c) y b, = F;(E;,¢) con limy_, a; = a y lim;_,o, b, = b, entonces se
cumple que a # b. Dado que la regla F' cumple la propiedad C'AR, de la definicién de la
propiedad es facil deducir que la regla F' cumple la propiedad M E, entonces se tiene que
a<bya<F(Ec) <b.

Se consideran dos casos:

» Caso 1: Sia < Fj(E,c) <b
Para todo j € N, se define ¢; = ¢; — Fj(E,c) y sea Ey > 0 tal que

F(Eo, ¢) =b— Fy(E,c) (2.8)
De la propiedad CAR y de (2.8) se tiene que
b< F,(FE+ FEy,c) = F,(E,c)+ F(FEy,c) < Fi(E,c) +b— F,(FE,c)

Lo cual genera una contradiccion.

» Caso 2: Sia< Fi(F,c)<b

De manera similar al caso anterior, se llega a la contradicion.

Analogo al lema anterior, si una regla de bancarrota cumple la propiedad CAB, esta es
estable ante variaciones del estado, garantizando asi la continuidad de la regla respecto al

estado.

Lema 2.3.2. Si una regla de bancarrota cumple con la propiedad CAB, entonces la regla

de bancarrota es continua respecto al estado.

El siguiente lema, propuesto por Chun (1999), establece una relaciéon entre las propiedades
de consistencia y monotonia respecto al estado. Es decir, si una regla cumple estas dos
propiedades, necesariamente satisface la propiedad de consistencia inversa. La propiedad
de consistencia inversa es particularmente ttil para generalizar resultados de problemas de

bancarrota con dos demandantes a problemas con un ntamero arbitrario de demandantes.

40



Lema 2.3.3. Si una regla de bancarrota cumple las propiedades de CO y ME, entonces la

regla cumple la propiedad de COI.

El siguiente lema, propuesto por Herrero y Villar (2001), vincula las propiedades de compo-
sicion hacia abajo y exenciéon. Es decir, para un problema de bancarrota con dos agentes, si

se cumplen estas dos propiedades, se garantiza la propiedad de tratamiento igualitario.

Lema 2.3.4. Si una regla de bancarrota cumple las propiedades de CAB y EXE para el

caso de dos agentes, entonces la regla cumple la propiedad de T1T.

El siguiente lema, propuesto por Moreno-Ternero y Villar (2004), vincula las propiedades
de composicion hacia abajo y autodualidad. Es decir, para un problema de bancarrota con
dos agentes si se cumplen estas dos propiedades se garantiza la propiedad de tratamiento

igualitario.

Lema 2.3.5. Si una regla de bancarrota cumple las propiedades de CAB y ADU para el

caso de dos agentes, entonces la regla cumple la propiedad de TT.

2.3.3. Resultados de la propiedad de dualidad

El siguiente lema se obtiene directamente de la definicion de CEA y CEL.
Lema 2.3.6. Las reglas de bancarrota CEFA y C'E'L son duales.

Ejemplo 2.3.1. Sea el problema de bancarrota con 3 agentes, N = {1,2,3} € N, el vector
de demandas ¢ = (100,200, 300) y el estado £ = 450. Para el problema de bancarrota, se

requiere calcular el dual de la regla de igual ganancia y la regla de igual pérdida.

Solucién:
Dado un estado E = 450, la demanda agregada C' = 600 y la pérdida agregada L = 150.

Al resolver el problema de bancarrota mediante la regla CE A se tiene una asignacion:
C'EA(450, (100,200, 300)) = (100, 175,175) (2.9)
Al resolver el problema de bancarrota mediante la regla C EL se tiene una asignacion:

C EL(450, (100, 200, 300)) = (50, 150, 250)) (2.10)
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= Caleulo del dual de CEA(450, (100, 200, 300)) :
C EAY(450, (100,200, 300)) = (100, 200, 300)—C EA(150, (100, 200, 300)) = (50, 150, 250)
Al reemplazar (2.10) en el dual de CEA, se tiene

C EA%(450, (100, 200, 300)) = C'EL(450, (100, 200, 300))

» Calculo del dual de CEL(450, (100, 200, 300)) :
CEL(450, (100, 200, 300)) = (100, 200, 300)—C'EL(150, (100, 200, 300)) = (100, 175, 175)
Al reemplazar (2.9) en el dual de CEL, se tiene

C EL%(450, (100, 200, 300)) = C EA(450, (100, 200, 300))

Para nuestro problema de bancarrota podemos notar que la regla de igual ganancia y la regla

de igual pérdida son duales.

La siguiente proposicion relaciona dos propiedades con la dualidad.
Proposicion 2.3.1. Las siguientes propiedades son duales:

a) CAR y CAB

b) CT y CN

¢) EXE y EXC

d) ITD y CDM

Demostracion.

Se verificard que la propiedad de composicién hacia arriba y la propiedad de composicién
hacia abajo son duales. En efecto:

Para cada N € N' A (E,c) € B, y el vector de demandas fijo ¢ € R?, sea F' una regla de
bancarrota que satisface CAB, para todo Ey, Es € [0, E], ademés F = E; + Es.

Segin la definicién de la propiedad de dualidad, se tiene que:

FYE,¢c)=c—F(L,c)=c—F(C—FE,c)=F(C— E; — Ey,c) (2.11)
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Donde Ly =C — E; y x = F(Ly,¢), con X = """ ;.
De la definiciéon de la propiedad C'AB, se tiene que:

F(L,c)=F(L,F(Ly,c)) = F(L,x) = F(X — Ey,2) =2 — FY(FE,, 2)

Al reemplazar (2.12) en (2.11), se obtiene que:

FUE,c)=c—a+ FYEyc)=c— F(Ly,c) + F*(Ey,2) = FYEy, ¢) + FYFE,, 2)

Por lo tanto, se concluye que la regla F¢ satisface la propiedad CAR.
De manera analoga, se supone que la regla ¢ satisface la propiedad CAR.

Se define y = F(E,¢), and z = F*(L, ¢), se cumple que:
F(Ey,¢)=c—F%Ly,¢c)=c— FYL+ Ey,c)
De la definicién de la propiedad CAR y (2.13), se deduce que:
F(Ei,¢)=c—FYL,c) — FY(Ey,c— 2)
De la definicién de la dualidad, F(E,c) = ¢ — F4(L,c), en (2.14), se obtiene:
F(E\,c)=F(E,c) = FY(Ey,c—2) =1 — FYEy,c— 2)

Por otro lado,
F(E17 y) =Yy - Fd<E27 y)

Como ¢ =y + z, al reemplazar en (2.16) y de (2.15) se tiene que:
F(Eyy) =y — F(Ey,c—z) = F(Ey,c)

Es decir, F(E1,¢) = F(Ey,y) = F(Ey, F(E,c))

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

Por lo tanto, se concluye que la regla F satisface la propiedad CAB Las demés propiedades

pueden demostrarse de manera anéloga.

El siguiente lema se obtiene directamente de la definicion de P,T y RA.

Lema 2.3.7. Las reglas de bancarrota P, T'y RA son autoduales.

]

Proposicion 2.3.2. Las siguientes propiedades son autoduales TI, AN, PO, ME, CO, COB

y COL.
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El siguiente teorema, planteado por Herrero y Villar (2001), resulta util para la caracteriza-

cion de las propiedades de una regla de bancarrota y su correspondiente dual.

Teorema 2.3.1. Si una regla de bancarrota F’ es la tinica regla caracterizada por un conjunto
de propiedades independientes IT = {Py, - -- , P} } si y solo si su regla dual F'¢ es la tinica regla

caracterizada por el conjunto de propiedades duales independientes I1¢ = {P¢, ... Pd}.

Observacion 2.3.5. El teorema 2.3.1 se emplea frecuentemente para obtener una mayor
cantidad de caracterizaciones de las reglas de bancarrota. Este teorema puede extenderse de

la siguiente manera:

= Si una lista de propiedades {Py,--- , P} implican conjutamente otra propiedad P si y
solo si la lista de propiedades duales {P¢, - P¢} implican conjuntamente el dual de

esa propiedad P¢.

2.4. Caracterizaciones de las reglas de bancarrota

A continuacion, se presentan diversas propiedades y teoremas relevantes para las reglas de

bancarrota analizadas.

El siguiente lema, propuesto por Thomson (2011), conocido como lema del ascensor constitu-
ye una herramienta fundamental en el anélisis de las reglas de bancarrota, ya que nos permite
generalizar las caracterizaciones de una regla aplicable al caso de dos agentes a poblaciones

arbitrarias.

Lema 2.4.1. Si una regla de bancarrota, F', cumple la propiedad de COB y coincide con
otra regla de bancarrota, F’, que cumple la propiedad de COI para el caso de dos agentes,

entonces estas reglas coinciden, F(N, E,c) = F'(N, E, ¢), para cualquier N € N.

2.4.1. Caracterizacion de la regla proporcional

Proposicion 2.4.1.

La regla proporcional satisface las propiedades DM, TI, AN, PO, HO, ME, MD, CAR,
CAB, CO, COB, COIl y ADU.

El siguiente teorema fue propuesto por Young (1988).

Teorema 2.4.1.

Una regla de bancarrota satisface las propiedades de ADU y CAR si y solo si es la regla

proporcional.
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Demostracion.

(=) Se demuestra que, si una regla de bancarrota satisface ADU y C'AR, es suficiente para
caracterizar a la regla proporcional. En efecto:

Para cada N € N' A (E,c) € B, y se el vector de demandas ¢ € R"} fijo, sea F' una regla
de bancarrota que satisface ADU y CAR. Se define la trayectoria hacia ¢ como la curva

continua trazada por la funcion:
ge(E)=c—F(FE,c)
donde FE varia de C' a 0, siendo C' = Z ¢;. Es decir:
iEN
ge :[0,C] = R%
E v g.(F)
De la hipotesis, I’ satisface la propiedad C AR, del lema 2.3.1 garantiza que F;(+, ¢) es continua

respecto a E, por el algebra de funciones continuas, se tiene que g. es continua en [0, C].

Para todo z,y € R, se define x R y: si x pertenece a la trayectoria hacia y. Es decir,

tRy < JE€[0,E]: 2 =g,(E), conE = Zyi.

Gy

E FEstado

Figura 2.11: g, es la trayectoria hacia y, como 2 Ry dado que E € [0, E] tenemos z = g, (E) pertenece a la
trayectoria hacia y.
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Afirmacion 1: R es transitiva.

En efecto, sean z,y,z € R}, . Siz Ry y yR z, se debe demostrar que xR 2.

sieRy<=3E, €(0,Z] :x=g,(E1) =y — F(Ev) (2.18)
siyRz<=3JE, €[0,7] 1y = g.(Ey) = 2z — F(Ey, 2) (2.19)

Al Reemplazar (2.19) en (2.18), se obtiene
x=y—F(E,y)=2—F(Fyz2)— F(E,z— F(Fs,2)).
Tomando E; + E; = E y por la propiedad C'AR, se tiene que
v ==~ [F(E,2)] = g.(E).

Por lo tanto, se ha demostrado que 3E € R, : z = ¢.(F)
A continuacioén, se demostrara que E € [0, Z|

De (2.18), al sumar las componentes

Z!Ei = Z (yi — Fi(E1,y))

ieN ieN (2.20)
X=Y-FE

De (2.19), al sumar los componentes

Zyi = Zzz — Fi(Ey, 2)

ieN ieN (2.21)
Y=7-F

Al reemplazar (2.21) en (2.20)
X=7Z—-F,— F.

Entonces
Ei+E,=7-X<Z

E<Z NX <Y< Z
Por lo tanto, £ € [0, Z] y xR .

.. R es transitiva
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Afirmacion 2: Si I’ cumple la propiedad ADU; R verifica:

TRy <— (y—x)Ry

En efecto: ~ - -
Stz Ry <= IE€[0,E]:x=g,(FE)=y— F(E,y); con E = Zyi
€N
TRy < IE€[0,E]:y—x=F(E,y)

De la propiedad ADU, se obtiene

TRy < IE€|0,El:y—x=y—F(E—-E,y)

Ry < FE€[0,E]:y—x=g,(E—E)
De la definicion de g, se tiene que B’ = E — E; con

E'€[0,E] N E=FE+E (2.22)

Asi,
tRy < IE' €[0,E]:y— 2z = g,(F)

TRy <= (y—x)Ry

. . — 1
Ahora consideremos un x que pertenece al camino de y con F = E T = 5 E Yi
ieN ieN

i) xRy, tal que:

r =g, <%Zy) :y—FGZ%y)

1EN 1EN

(2.23)
1
= F <§Zyy) =y—z
iEN
ii) (y — z) Ry, tal que:
y—x=g,(E") =y— F(Ey)
De (2.22)
1
y—xzy—F<§Zy¢,y>
iEN
Ny > (2.24)
a iy =T .
2 i€EN o



Como F es una regla de bancarrota que asocia a cada (F,¢) una tnica asignacion, de (2.23)

y (2.24) se tiene que

Es decir, v = § pertenece a la trayectoria hacia y, § Ry.

Ahora, se considera un z que pertenece al camino de ¥, xR § andlogo al caso anterior, se

obtiene que 4 R §. De la afirmacion 1;

Y
4

Y Y Y
R2 A 2Ry = 4Ry.

De la afirmacion 2, ¥Ry = %yRy.

_ 4 /
Iterando, se calcula que para cada £ = Z T = o" Z y; donde k', k € Z, tal que ;“—k <1,
iEN

k'

De la continuidad de g,, dado que cualquier multiplo del vector y (Ay, con A € [0,1]).

se cumple:

Entonces g, es un rayo que parte del origen hacia y.
gy(E) = (Ag)y, con Ag € [0,1]

y asi, F(E,y) = (1 — Ag)y es proporcional a y;Vy € R’}.

Por consiguiente, F' es la regla proporcional.

(<) De la proposicion 2.4.1, la regla de bancarrota P cumple las propiedades de ADU y
CAR. ]

El siguiente teorema fue deducido por Herrero y villar (2001) al aplicar el teorema de la

dualidad.

Teorema 2.4.2.
Una regla de bancarrota satisface las propiedades de ADU y CAB si y solo si es la regla

proporcional.

Demostracion.

(=) Se sabe, por el lema 2.3.7, que la regla P es autodual. Ademés, de la proposicion 2.3.1,
CAR es la propiedad dual de CAB, y ADU es, obviamente, autodual. Del teorema 2.4.1, P
es la tnica regla de bancarrota que cumple las propiedades {ADU y C AR} del teorema 2.3.1
tenemos que P es la tnica regla de bancarrota que cumple las propiedades {ADU y CAB}.
(<) Por la proposicion 2.4.1, P cumple ADU y CAB. O
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2.4.2. Caracterizaciéon de la regla de igual ganancia

Proposicién 2.4.2.

La regla de igual ganancia satisface las propiedades de DM, AS, TI, AN, CT, EXE, PO,
ITD, HO, ME, MD, CAR, CAB, CO, COB y COL

El siguiente teorema fue propuesto por Dagan (1996).

Teorema 2.4.3.
Una regla de bancarrota satisface las propiedades de ITD, TI y CAR si y solo si es la regla

de igual ganancia.

Demostracion.

(=) Se demuestra que, si una regla de bancarrota satisface ITD,TI y CAR, es suficiente
para caracterizar a la regla de igual ganancia. En efecto:

Para cada N € N A (E,c) € BY, y el el vector de demandas ¢ € R} fijo, sin pérdida de
generalidad, se supone que ¢; < --- < ¢,.

A continuacion, se demostrara que la asignacion mediante la regla F' y la regla CEA son
equivalentes para cualquier estado variando de 0 a C.

Se consideran los siguientes casos:
s Caso 1: Si F < ne;y.

e Paso 1.1: Si £ < ¢
Al truncar las demandas de los agentes, tenemos c¢¥ = min{FE,¢;} = E, para
todo ¢ € N. Es decir, después de truncar las demandas, todas las demandas son
iguales, ¢ = (E,--- , E). Por lo tanto, al aplicar las propiedades ITD y TI, y de
la definicion de la regla CE A, se tiene que:

E E
F(E,c)=F(E,c")=(=,---,=)=CEA(E,c).
n n
e Paso 1.2: Sic; < E<c;+(1—2)e

De acuerdo con la propiedad C AR, primero se asigna un estado igual a ¢;:
F(E,c) = F(ci,¢) + F(E —c1,¢— Fley,0)). (2.25)

Del Paso 1.1, se sabe que F(ci,c) = (%,---,%). Ademéas, como las demandas
¢; — <+, son al menos tan grandes como el estado £ — ¢, al truncar las demandas
se obtiene:

(c— (%, 9)F =min{F — ¢;,¢; — 2} = E — ¢, para todo i € N.

n’ T
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Asi, como todas las demandas son iguales

C C
(C_(Elv"' vi))E:(E_le" 7E—Cl)

y aplicamos las propiedades I'T'D y T, se obtiene:

EF—c EF—c
F(E = exye = Fler, o)) = (e 22

al reemplazar estos valores en (2.25) y de la definicion de CE A, se obtiene que:

F(E,¢)=(2,. .. ,C—1)+(E_Cl,--- ,E_Cl):CEA(E,c).

n n n n

e Paso 1.3: Si0 < EF < ney.

Iterando de manera analoga a los casos anteriores, se incrementa el estado en
Lk . . .
(1 — =) "¢1,donde k es el nimero de iteracion.
n

Por lo tanto, se puede concluir que, para cada
) 1 LNV
E € [0,lim{c; + (1 — ﬁ)cl +(1- 5)) e+

la regla F' propone una asignaciéon equitativa del estado y por la definiciéon de
CEA(E,c), se tiene:

F(E,c) = (%, s ,g) — CEA(E,c).

Notemos que limite en esta expresion es ncy.

e Paso 1.4: Si E = ncy.
Dado que F' cumple la propiedad C'AR, el lema 2.3.1, garantiza que I’ es continua
respecto al estado. Esta continuidad asegura que cada agente recibe una asignacion

igual al primer agente y por la definicion de C'E'A, se obtiene:
F(E.c)=(c1, - ,c1) = CEA(E,c).

s Caso 2: Si F > ncy.

e Paso 2.1: Sinc; < E < ney + (n—1)(c2 — 7).

Por la propiedad C AR, primero se asigna un estado igual a nc;:

F(E,c) = F(ncy,c) + F(E —ney, ¢ — F(ney, ) (2.26)
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Del paso 1.4, se tiene que F(ncy,c¢) = (c1,++-,c¢1), el primer agente tiene una
asignacion igual a su demanda entonces no participa en al division del remanente

del estado E — nc;. A continuacion, se repite el proceso descrito en el caso 1 para

E—ncy E—-ncy
0, St St ).

Al reemplazar estos valores en (2.26) y por la definicion de CE A, se obtiene:

los n — 1 reclamantes, F(E — ncy;c — F(ney,¢)) = (

E —ncg E —ncg
e

F(E,c)=(c1,-+,¢1)+ (0, )=CFEA(E,c)

n—1 n—1

Paso 2.2: Si E =nc; + (n—1)(c2 — ¢1)
De la propiedad C' AR, se reparte ncy:
F(E,c) = F(nci,¢)+ F((n—1)(c2 — c1);¢ — F(ney, ) (2.27)
De manera analoga al caso anterior, se tiene que:
F(necy,e) = (c1, -+ ,c1)

Para distribuir el remanente del estado (n —1)(cy — ¢1), se repite el proceso del caso

1 para los n — 1 agentes. Esto nos da:
F((n—1)(ca —c1),c— F(ney,¢)) = (0,0 — ¢1, - -+ e — ¢1)

Al reemplazar estos valores en (2.27) y de la definicion de CE'A, se concluye:

F(E.¢) = (c1,¢9;-++ ,¢3) = CEA(E, ¢)

Paso 2.3: Sincy < E<(C

A medida que el estado sigue aumentando, si
ney+(n—1)(ca—c1) < E<nei+(n—1)(ca —c1) + (n—2)(c3 — ¢2)

De manera anéloga al caso anterior y utilizando la propiedad CAR, primero se
distribuye
ney + (n—1)(ca — ¢1)

Del paso 2.2 el primer y segundo agente reciben una asignaciéon igual a su demanda,

lo que implica que no participan en la distribuciéon del remanente del estado.
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Por lo tanto, el remanente del estado se distribuye entre los n —2 agentes, aplicando
el procedimiento del caso 1, y asi sucesivamente aumentamos en estado hasta cubrir
todos los casos posibles.

Asi, para cada incremento del estado la asignacion de la regla F' coincide con la
regla CEA.

(<) Por la proposicion 2.4.2, CEA cumple las propiedades IT'D,T1 y CAR. ]

El siguiente teorema fue propuesto por Herrero y Villar (2001).

Teorema 2.4.4.
Una regla de bancarrota satisface las propiedades de CAB, CO y EXE si y solo si es la regla

de igual ganancia.

Demostracion.

(=) Se demuestra que si una regla de bancarrota satisface las propiedades CAB,COy EXE,
estas condiciones son suficientes para caracterizar a la regla de igual ganancia.

En efecto, se verifica que este resultado se cumple para el caso de dos agentes (|N| = 2).
Sea N € N A (E,c) € B% con |[N| = 2; sea F una regla de bancarrota que satisface
las propiedades CAB,CO y EXE. De la hipotesis, F satisface las propiedades de CAB y
EXE, por el lema 2.3.4 nos garantiza que F' satisface T'1.

Sin pérdida de generalidad, ¢ = (¢1,¢2) € RY y ¢1 < ¢3, de la figura (2.7) se tiene

(£,L) si B <2¢
CEA(E,c) - (2.98)
(Cl,E—Cl) si B> 2c¢

Se consideran 2 casos:
Caso 1: ¢; = ¢y

Dado que F' cumple la propiedad de T'I, se cumple que:
E
Fl(E, C) = FQ(E,C) = 5
Como C'EA cumple la propiedad T'I, se cumple que:
E
CEAl(E, C) = CEAQ(E, C) = E

Por lo tanto:

E FE
272

F(E,c) = < ) — CEA(E, )
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Caso 2: ¢ # ¢

a) Si E S 261
Sea Ky = 2¢;, con E < F; y por la propiedad EXF, ¢; < % = ¢;. En consecuencia, el
agente 1 debe ser compensado completamente; es decir, F1(FE1,c) = ¢;.

El remanente se asigna al agente 2, F5(E,c) = ¢;. Por lo tanto:
F(Ey,c) = (c1,c1) (2.29)
Al aplicar la propiedad de CAB:
F(E,c)=F(E,F(Ey,c)) (2.30)

Al reemplazar (2.29) en (2.30) y por la propiedad T'T

F(E,c)=F(E,(c1,c1)) = (§ g)

De (2.28), se concluye que la regla coincide con CEA

E FE
F(E, C) = <§, E) = CEA(E, C)
b) Si B> 2¢
Por la propiedad EXFE, ¢; < %, entonces el agente 1, debe ser compensado completa-

mente y el remanente se le asigna al agente 2. Asi se cumple que:
F(E,C) = (Cl,E — Cl)
De (2.28), se concluye que la regla coincide con CEA:

F(E,¢)= (1, E—c) =CFEA(E,¢)

Se ha demostrado que la regla de bancarrota F'y la regla de igual ganancia son equivalentes
para el caso de dos agentes. Ahora, se extiende esta equivalencia para cualquier N € N.
De la proposicion, 2.4.2, se sabe que C'EA cumple con las propiedades ME y CO. Dado que
CEA cumple ME y CO, el lema 2.3.3, garantiza que C'’EA también cumple la propiedad
de COI. Como F satisface la propiedad C'O, en particular, esto implica que F' satisface la
propiedad COB. Dado que F' cumple la propiedad COB, y C'E'A satisface la propiedad de
COI y estas reglas coinciden para el caso de dos agentes, el lema 2.4.1 (Lema del ascensor)
garantiza que F(N, E,c¢) = CEA(N, E, ¢) para cualquier N € N.
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(<) Por la proposicion 2.4.2, CEA cumple CAB,CO y EXE. ]

El siguiente teorema propuesto por Herrero y Villar (2002), establece que las propiedades
independientes de composiciéon hacia arriba y compensacion total caracterizan a la regla
de igual ganancia. Se puede pensar en esta regla cuando el estado es fluctuante y tiende a

aumentar con el tiempo y deseamos proteger a los demandantes con demandas pequenas.

Teorema 2.4.5.
Una regla de bancarrota satisface las propiedades de CAB y CT si y so6lo si es la regla de

igual ganancia.

Los siguientes dos teoremas propuestos por Yeh (2008), establecen un conjunto de propieda-

des independientes que caracterizan a la regla de igual ganancia.

Teorema 2.4.6.
Una regla de bancarrota satisface las propiedades de AS, CAR y CO si y s6lo si es la regla

de igual ganancia.

Teorema 2.4.7.
Una regla de bancarrota satisface las propiedades de AS, CAR y COI si y solo si es la regla

de igual ganancia.

2.4.3. Caracterizacién de la regla de igual pérdida

Proposicién 2.4.3.

La regla de igual pérdida satisface las propiedades DM, TI, AN, CN, EXC, PO, HO,
ME, MD, CDM, CAR, CAB, CO y COI.

Los siguientes dos teoremas, propuestos por Herrero y Villar (2001), se derivan directamente

del teorema de la dualidad.

Teorema 2.4.8. Una regla de bancarrota satisface las propiedades de CDM,TI y CAB si

y s6lo si es la regla de igual pérdida.

Demostracion.

(=) Se sabe, por el lema 2.3.6, que CEA y CEL son reglas duales. Asimismo, la proposicion
2.3.1 nos dice que CDM y ITD, asi como CAB y C AR, son propiedades duales entre si.
Ademas, la proposicion 2.3.2 indica que la propiedad T'I es autodual. Del teorema 2.4.3,
CFEA es la tnica regla de bancarrota que cumple las propiedades {ITD,T1yCAR}, al
aplicar el teorema 2.3.1, se concluye que C'EL es la tnica regla de bancarrota que cumple
las propiedades {CDM,T1y CAB}.

(<) Por la proposicion 2.4.3, C'E L sastisface las propiedades CDM,TI y CAB. O
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Teorema 2.4.9.
Una regla de bancarrota satisface las propiedades de CAR,CO y EX (' siy sblo si es la regla
de igual pérdida.

Demostracion.

(=) Se sabe, por el lema 2.3.6, que CEA y CEL son reglas duales. Asimismo, la proposicion
2.3.1 indica que CAR y CAB, asi como FXC' y EXFE, son propiedades duales entre si.
Ademas, la proposicion 2.3.2 indica que la propiedad C'O es autodual. Del teorema 2.4.4,
CFEA es la tnica regla de bancarrota que cumple las propiedades {CAB,COy EXE}, al
aplicar el teorema 2.3.1, se concluye que C'EL es la tinica regla de bancarrota que cumple
las propiedades {CAR,CO y EXC'}.

(<) Por la proposicion 2.4.3, CE'L satisface las propiedades CAR,CO y EXC. ]

El siguiente teorema propuesto por Herrero y Villar (2002), se deriva directamente del teo-

rema 2.4.5 y el teorema de la dualidad.

Teorema 2.4.10.
Una regla de bancarrota satisface las propiedades de CAR y CN si y s6lo si es la regla de
igual pérdida.

Demostracion.

(=) Se sabe, por el lema 2.3.6, que CEA y CEL son reglas duales. Asimismo, la proposicion
2.3.1 indica que CAR y CAB, asi como C'N y C'T, son propiedades duales entre si. Ademas,
el teorema 2.4.5 dice que C'F'A es la tunica regla de bancarrota que cumple las propiedades
{CAB, yCT}, al aplicar el teorema 2.3.1, se concluye que CEL es la tnica regla de banca-
rrota que cumple las propiedades {CARy CN}.

(<) Por la proposicion 2.4.3, CE'L satisface las propiedades CAR y C'N. ]

El siguiente teorema propuesto por Moulin (2000) establece que las tnicas reglas de banca-
rrota que cumplen simultdneamente con el conjunto de propiedades {CAR, CAB, CO, HO
y TI} son las reglas clasicas {P, CEA y CEL}. Estas reglas pueden ser aplicadas en situa-
ciones donde el estado es fluctuante (aumenta o disminuye), se desea evitar la dependencia
de la unidad de medida, y garantizar un reparto eficiente y justo para cualquier subgrupo

de agentes.

Teorema 2.4.11.

Hay tres y solamente tres reglas de bancarrota que satisfacen simultaneamente las propieda-
des de CAR, CAB, CO, HO y TI: La regla proporcional, regla de igual ganancia y la regla
de igual pérdida.
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2.4.4. Caracterizacion de la regla del Talmud

Proposicién 2.4.4.

La regla del Talmud satisface las propiedades de DM, AS, TI, AN, PO, HO, ITD, ME,
MD, CDM, CO, COB, COI y ADU.

Los siguientes dos teoremas, propuestos por Dagan (1996), se relacionan directamente por

la propiedad autodual de la regla T' y el teorema de la dualidad.

Teorema 2.4.12.
Una regla de bancarrota con dos agentes (| V| = 2), satisface las propiedades de ADU y IT D

si y solo si es la regla del Talmud.

Demostracion.
(=) Se demuestra que si una regla de bancarrota con dos agentes satisface ADU y ITD es
suficiente para caracterizar a la regla del Talmud. En efecto:
Para cada N € N' A (E,c) € BY, con |[N| = 2, y el vector de demandas ¢ € R2 fijo, sin
pérdida de generalidad, se asume que ¢; < 5.
A continuacién, se demostraré que la asignacion mediante la regla F' y la regla T son equi-
valentes para cualquier estado F, variando de 0 a C.
Se consideran tres casos:

m Caso 1: Si £ < ¢

Al truncar las demandas de los agentes, se obtiene:
cf = min{E,c;} = E,para todo i € N.

Esto da como resultado el vector de demandas truncadas ¢ = (E, E).

Por lo tanto, al aplicar la propiedad I'TD y la propiedad ADU, se obtiene:

En este nuevo problema con demandas truncadas, F(E, (E, E)), la demanda agregada

es C' = 2F; por lo tanto, la pérdida agregada es L = E. Es decir,
F(L,(E,E)) = F(E,(E, E))

Sustituyendo estos valores en (2.31) y por (2.7), la definicién de la regla T para dos

agentes, se obtiene:

F(E,c)=F(E,(E,E)) =(

Slis

)= 1B
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m Caso 2: Sici < E<cy

Al truncar las demandas de los agentes, se tiene:
E /, _ E g o
cf =min{E, 1} =1 ANey =min{F,n} =F

De donde se obtiene el vector de demandas truncadas ¢ = (¢, F).
Sea ¢y = 2F — ¢q, se observa que ¢, > FE. Por lo tanto, 62E =min{FE, G} = E. De este
modo, se obtiene el mismo vector de demandas truncadas c® = (¢, E). Al aplicar ITD,

se tiene:

F(E,c)=F(E,(c1,F)) = F(E,(¢1,6)) (2.32)
Del nuevo problema de bancarrota, F'(F, (¢1,¢;)), la demanda agregada es C' = ¢;+ ¢ =
2F, vy la pérdida agregada es L = FE, al aplicar la propiedad ADU., se tiene lo siguiente:

F1<E, (Cl, 62)) =C — Fl(E, (Cl, EQ)) (233)

De aqui se deduce que Fy(E, (c1,¢2)) = % y el remanente del estado se asigna al segundo
agente, Fy(E, (c1,6)) = E — 4. Al reemplazar estos valores en (2.32) y por (2.7), la

definicién de la regla T' para dos agentes, se obtiene:

C1 &1

F(E,c)=F(E,(c1,E)) = F(E,(c1,&)) = (3, B~ 5) =T(E,¢)
m Caso 3: Sicy < E
De la propiedad ADU, se obtiene:
F(E,(c1,¢0)) =c— F(C — E,(c1,¢9)) (2.34)

De F(C — E,(c1,¢2)), al truncar las demandas de los agentes, se obtiene que:
' =min{C-FE,c;}=C—-FEycl=min{FE ¢}=C-F

Asi, se obtiene el vector de demandas truncadas ¢ = (C' — E,C — E). Al aplicar la

propiedad I'T'D y por el caso 1, se obtiene:

C—-F C—-F
2 72

F(C = E, (c1,6)) = ( ) (2.35)

Al reemplazar (2.35) en (2.34), y por (2.7), la definicion de la regla 7' se obtiene:

C—-F C—-F
, Co —
2 2

F(E,(c1,¢2)) =c— F(C —E,(c1,¢2)) = (1 — )=T(E,c)
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(<) Por la proposicion 2.4.4, T' cumple con las propiedades ADU y ITD. ]

Teorema 2.4.13.
Una regla de bancarrota con dos agentes (|N| = 2), satisface las propiedades de ADU y
CDM siy sélo si es la regla del Talmud.

Demostracion.

(=) De acuerdo con el lema 2.3.7, establece que la regla T" es autodual. Asimismo, la propo-
sicion 2.3.1 dice que ITM y C DM son propiedades duales entre si, y ADU es, obviamente
autodual. Ademas, el teorema 2.4.12 dice que T es la tnica regla de bancarrota que cumple
las propiedades {ADU, y IT D}, al aplicar el teorema 2.3.1 se obtiene que 1" es la tnica regla
de bancarrota que cumple las propiedades {ADU y CDM}.

(<) Por la proposicion 2.4.4, T' cumple con las propiedades ADU y CDM. O

Los siguientes dos teoremas, propuestos por Herrero y Villar (2001), se relacionan directa-
mente con la propiedad autodual de la regla T y el teorema de la dualidad. La primera
propiedad establece que las propiedades independientes de {autodualidad, composicion de
los derechos minimos y consistencia} caracterizan a la regla del Talmud. Se puede pensar en
esta regla cuando sea necesario repartir el estado o el déficit y se busca obtener la misma
asignacion, cuando sea necesario asegurar una cantidad minima para cada demandante y
que ningin demandante tenga la necesidad de asociarse para recibir un mayor asignacion.

De manera anéloga se deduce el segundo teorema.

Teorema 2.4.14.
Una regla de bancarrota satisface las propiedades de ADU,CDM y CO si y sélo si es la
regla del Talmud.

Teorema 2.4.15.
Una regla de bancarrota satisface las propiedades de ADU, ITD y C'O si y s6lo si es la regla
del Talmud.

Los dos teoremas que se mencionan a continuacion, formulados por Yeh (2008), ofrecen dos

caracterizaciones adicionales para la regla del Talmud.

Teorema 2.4.16.
Una regla de bancarrota satisface las propiedades de AS, CDM y CO si y sélo si es la regla
del Talmud.

Teorema 2.4.17.
Una regla de bancarrota satisface las propiedades de AS, CDM y COI si y s6lo si es la regla
del Talmud.
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2.4.5. Caracterizacién de la regla de llegada aleatoria

Proposicion 2.4.5.

La regla de llegada aleatoria satisface las propiedades de DM, AS, TI, AN, CE, PO, HO,
ITD, CDM, ME, MD, CO, COB, COI y ADU.

El siguiente teorema fue propuesto por Hwang (2015).

Teorema 2.4.18.
Una regla de bancarrota que cumple con la propiedad de CE si y sélo si es la regla de llegada

aleatoria.

Demostracion.

(=) Se demuestra que si una regla de bancarrota satisface la propiedad C'E es suficiente
para caracterizar a la regla de llegada aleatoria.

En efecto, sea N € N A (E,c) € BY, y sea F una regla de bancarrota que satisface CE.

Se presenta la demostracion por induccion:

i) Caso base, para |N| =1

Es evidente que se cumple:

F(E,c)=F(E,¢;) =min{c;, E} = RA(E,c)

ii) Hipotesis inductiva, se asume que se cumple para |[N| =k, con k > 1.

iii) Paso inductivo, se debe demostrar que la hipotesis se cumple para |[N| = k + 1.

En efecto, F' cumple la propiedad C'E, se tiene que, para todo {i,j} € N, se cumple:
Fi(N, E,c) = E(N\ {7}, Envgy, enviy) = Ej(N, Ese) = Ej(N A\ {i}, Evvys exy)
Ordenando los términos,
Fy(N, B ¢)=Fj(N, E; ) = F(N\{7}, Enggy, ewvgy) = F5(N\{i} Envays envgsy) (2.36)
De la hipotesis inductiva, como |N \ {i}| = [N \ {j}| = k, se tiene:
F(N\ {7} Evgy emiiy) = RA((N\ {7}, Exgy envgy) (2.37)

Fj(N\A{i}, Eniys envgiy) = RA((N \ {7}, Envgys engay) (2.38)
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Al reemplazar (2.37) y (2.38), en (2.36), se obtiene que:

Fi(N, E;c) = F3(N, Es ) = RA(N A\ G} Envgy envgy) = BA;(NAA{i}, By, ensy)
(2.39)
Por otro lado, por la proposicion 2.4.5, la regla RA cumple la propiedad de C'E, se

cumple:

RAZ(N, E, C)—RAJ(N, E, C) = RAz(N\{j}, EN\{]}, CN\{]})—RAJ (N\{Z}, EN\{’L}7 CN\{Z})
(2.40)
Al reemplazar (2.40) en (2.39),

F,(N,E,c)— F;(N,E,c) = RA,(N,E,c) — RA;j(N,E,c) (2.41)
Se fija al agente 7, y sumando para cada j en la ecuacion (2.41) con i # j, se obtiene:

> [Fi(N,E,c) = Fj(N,E,c)] = Y [RAi(N,E,c) — RA;(N,E,c)]

JEN jEN

nF(N,E,c) = F;y(N,E,c) =nRA(N,E,c) - Y RA;(N,E,c) (2.42)

jEN jEN
Por la eficiencia de la regla F', Z F;,(N,E,c) = Z RA;(N,E.c) = E, al reemplazar
jEN JEN
en (2.42) se obtiene:
nEy(N,E,c) — E=nRA;(N,E,c) — E

Esto implica que, F;(N, E,c¢) = RA;(N, E, ¢)

(«=) Por la proposicion 2.4.5, la regla R.A cumple la propiedad de C'E. O]
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Capitulo 3

Juegos de bancarrota

3.1. Introduccién a la teoria de juegos cooperativos

En los juegos cooperativos, los jugadores buscan cooperar entre ellos formando coalicio-
nes con el propodsito de maximizar sus beneficios. Esta cooperacion no se realiza por motivos
altruistas, sino porque, al agruparse, se logra obtener un mayor beneficio. Es decir, los ju-
gadores pueden establecer acuerdos vinculantes (su violacién implica sanciones monetarias
elevadas que disuaden a los jugadores de incumplirlo), por lo que nos interesa estudiar el

comportamiento colectivo y el beneficio de una supuesta colaboracion.

Sea N = {1,2,...,n} el conjunto finito que representa a todos los potenciales agentes o ju-
gadores. Cada subconjunto no vacio S de N es llamado una coaliciéon. El conjunto de partes
de N, denotado como P(N), estéa formado por todas las coaliciones que puedan formarse,
incluyendo el conjunto sin jugadores. Sea S € P(N) una coalicion, donde |S| denota el nu-

mero de jugadores en S. Si la coaliciéon S es igual a N es llamada "gran coalicion".

En esta parte de la investigacion, se estudiara los juegos cooperativos con utilidad tranferible.
Se dice que un juego cooperativo es de utilidad transferible cuando el beneficio que puede

obtener cualquier coalicién es perfectamente divisible.

La funcion caracteristica de un juego cooperativo a una funciéon v que asigna a cada S € P(N)

un valor real. Es decir,

v:P(N)—R
S = v(S)
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con la condicion que v(f) = 0. Se considera a v(S) (valor de la coalicion) como el pago
o beneficio que puede obtener la coalicion por si misma, independientemente del resto de

jugadores. Para S = N;v(INV) es llamado valor del juego.

En esta parte de la investigacion, se enfocara el estudio en los juegos cooperativos con utilidad
transferible.

Definicién 3.1.1. Un juego cooperativo con utilidad transferible es un par (N, v) donde N

es un conjunto finito de jugadores y v es una funcién caracteristica. En tal caso, se denota

por G = (N,v).

Definicién 3.1.2. Un juego (N,v) es monétono si, al agregar jugadores a una coalicion
existente, el valor o beneficio de dicha coalicion no disminuye.
Formalmente:

Un juego (N,v) es mondtono si:
v(S) <v(T), VS, T C Ncon SCT.

Definicién 3.1.3. Un juego (N, v) es superaditivo cuando dos coaliciones disjuntas se unen,
el pago o beneficio de la nueva coaliciéon es al menos igual a la suma de los valores de las
coaliciones que se unen.

Formalmente:

Un juego (N, v) es superaditivo si:
v(S)+v(T) <v(SUT), VS, T C Ncon SNT = 0.

Una subclase importante de juegos superaditivos son los juegos convexos.

Definicién 3.1.4. Un juego (N, v) es convexo si, cuando dos coaliciones se unen, la suma
del pago de la uniéon y el pago la interseccion, es al menos igual a la suma de los valores de
las coaliciones que se unen.

Formalmente:

Un juego (N,v) es convexo si:
v(S)+v(T) <v(SUT)4+v(SNT), VS, T C N. (3.1)

La siguiente proposicion fue propuesta por Shapley (1971).
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Proposicién 3.1.1.

Un juego es convexo (N, v) siy solo si la contribucion marginal de un jugador es una funcion
no decreciente con respecto al tamano de la coalicién.

Formalmente:

Un juego (N,v) es convexo si y solo si, para todo i € N;
v(SU{i}) —v(S) <u(TU{i}) —o(T),¥VSCT C N\ {i} (3.2)

Demostracion.

(=) Si un juego (N,v) es convexo. Por la definicion de convexidad, se cumple:
v(S)+u(T) <v(SUT)+v(SNT), VS, T CN.
Sea S CT C N\ {i},con R=SU{i}
v(SU{i}) +v(T)=v(R)+v(T) <v(RUT)+v(RNT).
De la condicion S €T C N\ {i},con R = SU{i} entonces RUT =T U{i}y SNT =S5
v(SU{i}) +u(T) <o(TU{i}) +v(9)
Al reorganizar la ecuacion anterior, se obtiene:
Su(SUd{i}) —o(S) <ou(Tudi}) —o(T), VS, T C N.

(<) La demostracion se desarrolla mediante dos casos:

CasoI: SCToT CS; con SSTCN

En este caso, se verifica de manera directa que se satisface la desigualdad (3.1).
Caso II: S\ T #0

Esto implica que la coalicion S \ T' posee al menos un elemento, es decir
IS\T|=j>1con S —T = {iy,---,i;}

Definimos [ig] = {i1, -+ ,ir}, Vk € [1, ] con [ip] = 0.
Sea W =SNTCN,con WC N.
De (3.2), con W C T C N \ {ir}, se obtiene:

V(W U [in]) — 0(W U [ig_1]) < o(T U [ig]) — (T U [ix_1]); VE € [1, j].

Notamos que: WU [i;] =W U(S-T)=S y TU[G=TUlS-T)=T.
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Al reemplazar estos valores en la ecuacién anterior, se obtiene:
J
() = v(SNT) = v(W U i) = o(W) =Y o(W U [ix]) = v(W U [ix])

k=1

< ZU(T U [ig]) — v(T U [ig—1])

= o(T'U[i})) — o(T))

Asi:
v(S)—v(SNT) <v(SUT)—v(T).

Al reorganizar esta desigualdad, se concluye:

v(S)+u(T) <v(SUT)4+v(SNT), VS, T CN.

3.2. Soluciones de los juegos cooperativos

Dado un juego (N,v) que cumpla con alguna de las propiedades previamente mencionadas,
tales como la monotonia, convexidad o superaditividad, el problema que surge es como re-

partir el valor de v(NN) aceptable por todos los jugadores.

Sea x € R™ una asignacion, donde x; representa el pago que recibe el jugador i.

Se dice que una asignacion o vector de pagos, x € R", es eficiente si:
E z; = v(N)
ieN

Se dice que una asignacion o vector de pagos, x € R", es individualmente racional si:
x; > v({i}), Vi € N.

Se denota por z(S) = in, con S C Ny xg=(1;)ics € R, con z(h) =0

ics
Definicién 3.2.1. El conjunto de imputaciones del juego (N, v) es el conjunto de vectores
de pago eficientes e individualmente racionales.

Formalmente:
I(N,v) ={z e RY : 2(N) = v(N),z; > v({i}),Vi e N}
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Este conjunto no solo delimita las asignaciones dentro de un juego cooperativo, sino que
también sirve como base para analizar otros conceptos como el niicleo, nucleolo o el valor de

Shapley.

Definicién 3.2.2. En un juego (NV,v), el exceso (queja o defecto) de una coalicion S con
respecto a una imputacion xz € I(N,v) se define como la diferencia entre el valor de la coa-
licion S y la cantidad asignada a esta coalicién por la distribucion x.

Formalmente:
e(S, ) = v(S) — x(S) = v(S) = Y
icS
3.2.1. El nucleo

Introducido por primera vez por Gillies (1953), se define como el conjunto de vectores de
pago coalicionalmente racionales que son estables. Es decir, un vector de pagos esta en el

ntucleo cuando ningin grupo de agentes tiene incentivos para formar una coalicién diferente.

Definicién 3.2.3. El nicleo de un juego (IV,v), denotado por C(N,v), es el conjunto de
imputaciones que cumplen simultdneamente las propiedades de eficiencia e individualidad

racional:

C(N,v) = {x ER": Y z;=v(N), > x;>v(S), VS C N}.

1EN €S

La siguiente proposicion, se detalla y demuestra en Cerda y Pérez (2004).
Proposicion 3.2.1. El nicleo del juego (N, v) es un subconjunto cerrado, acotado y convexo.
El siguiente teorema, se detalla y demuestra en Shapley (1974).

Teorema 3.2.1. Si un juego (N, v) es convexo, entonces el
C(N,v) #0 (3.3)

3.2.2. El Nucleolo

Definicién 3.2.4. El nucleolo de un juego (N,v), denotado por n(N,v), es el conjunto de

vectores de pago definido por:
n(N,v) ={x € I(N,v) : 0(x) < 0(y),Vy € I(N,v)},

donde 0(x) y O(y) son los vectores excesos de valor respecto de x y ¥, respectivamente y <,

. . N
es el orden lexicografico en R?" .
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Un juego (N, v), la funcion de asignacion o distribucion de pagos ¢(v) = (¢1(v), -+, dn(v))
debe cumplir con los axiomas:

Axioma 1: Eficiencia.

> i(v) = v(N).
i=1
Axioma 2: Simetria.
¢i(v) = ¢;(v).
Axioma 3: Tratamiento del jugador pasivo.
¢i(v) = v({i}).
Axioma 4: Aditividad.
¢(v1 + v2) = g1(v1) + P2(v2).
3.2.3. El valor de Shapley

El desarrollo y demostracion del siguiente teorema se detalla en Shapley (1953).

Teorema 3.2.2. Sea un juego (NN, v) y una distribucion ¢(v), se define el valor de Shapley

como

o) = Y RIS A= 0o i) - vy view.
TCN\{i} '

Este valor es tinico y es la tnica funcién de distribucion que cumple con los axiomas 1, 2, 3

y 4.
Denominamos contribucién marginal del jugador i a la coalicién S.
v(SU{i}) —v(S),Vie Ncon S C N\ {i}.

Se denota por 7 a una permutacién del conjunto de jugadores de N, y por II"V al conjunto

de todas las posibles permutaciones de .

Definicién 3.2.5. Dado un juego (N,v) y una permutacion m, se define el vector de con-
tribuciones marginales del juego asociado a w, m™(v) = (mf(v), - ,m7(v)) € RY de la

siguiente manera:

mj(v) = v U Uy uli]-v U o

JEN:(5)<m (i) JEN:m(5)<m (i)
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Ahora para un juego (NN, v), se puede redefinir el valor de Shapley en funcion de m™(v)

o= i (3.4

» Ahora para un juego (N, v), se define:
1. El vector superior del juego, se denota por MV € RNl se define por:

M? = v(N) —v(N\ {i}),Vi € N.

con MU - (M;lu,"' 7M|’(JJV‘).

2. El vector inferior del juego ,u’ € RVl se define por:

u = R&é}é{v(S) — MY(S\ {i})},Vi € N.

con u’ = (uf,- -, ujy)-

Definicién 3.2.6. El cubrimiento del niicleo del juego (N, v), denotado por CC(N,v), es el

conjunto de asignaciones que satisfacen:
CC(N,v) :={zx € RY : 2(N) = v(N),u’ < z < M"}.

El siguiente teorema propuesto por Tijs y Lipperts (1982), nos brinda un limite superior

para el ntcleo del juego cooperativo.

Teorema 3.2.3. Para todo juego (NN, v) se cumple que :

C(N,v) CCC(N,v).

3.3. Juegos de bancarrota

Es O’Neill (1982) quien define el juego de bancarrota asociado al problema de bancarrota de
la siguiente manera:

Sea un conjunto dado de demandantes que forman la coaliciéon S, S C N; si esta coalicion
paga las demandas de los jugadores que no pertenecen a la coalicién, pueden compartir el
estado restante entre los miembros de la coalicion.

Sin embargo, ninguna coalicién deseara pagar a los jugadores que no pertenecen a esta més
del estado.
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Definicién 3.3.1. Sea (F,c) € BY, se define el juego cooperativo inducido por (FE,c),
llamado juego de bancarrota, como el par (N, vg,.), donde la funcion caracteristica vg . se
define como:

Vg.e(S) = méx{E — ¢(N \ S),0}, para todo S C N. (3.5)

De esta definicion, es facil ver que la funciéon caracteristica del juego de bancarrota cumple

las siguientes propiedades:
i) vg(N)=FE.
ii) vg.({i}) = max{E — ¢(N \ {i}),0} < ¢;,Vi € N.
i) vg (N \ {i}) = méx{E — ¢;,0},Vi € N.

iv) Si E < ¢; entonces vg.(S) =0,VS C N\ {i}.

3.3.1. Caracterizacion de los juegos de bancarrota
Lema 3.3.1. Todo juego de bancarrota (N, vg,.) es mondtono.

Demostracion.

Para demostrar la propiedad de monotonia del juego, se necesita probar que
vp(S) <vg(T),VS,T C N con S CT.
En efecto, de la definiciéon de la ecuaciéon caracteristica, se tiene
vE(S) = max{E — ¢(N \ 5),0} (3.6)
Vg(T) =méx{E —¢(N\T),0} (3.7)
Dado que S CT C N entonces N\ T C N\ S, lo cual implica que
c(N\T) <c(N\S)

por lo tanto, se obtiene:
E—c¢N\S)<E—-c¢N\T). (3.8)

Para completar la demostracion, se analizan los siguientes casos:

1) StE—c¢(N\S)>0
De (3.7) y (3.9) se obtiene que:
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0<E—-c¢(N\S)=vg(S)<E—-c¢(N\T)=uvgT)

UE7c(S) < UE,C(T)

ii) SiE—¢(N\S)<0
De (3.6) y la definicién de vg (T')

Vpe(S) =méx{E —c¢(N\ S),0} =0 < wvg.(T)

UE7C(S) < ’UE7C(T).

Teorema 3.3.1. Todo juego de bancarrota es convexo.

Demostracion.
Sea el juego de bancarrota (IV,vg,). De la proposicion 3.1.1; para demostrar que el juego es

convexo, es suficiente verificar que, para todo i € N, se cumple:
VE(SU{i}) —vp(S) <vg (T U{i}) —vg(T), VS, T C N con S CT C N\ {i}
De manera equivalente, esta condicién puede expresarse como:
VE(SU{i}) +vp(T) <vp (T U{i}) +vg.(S) (3.9)

Para probar esta desigualdad, se deduce que para cualquier par de valores A, B € R, se
cumple que:
méax{A,0} + max{B,0} = max{A + B, A, B,0} (3.10)

Sea A = E —¢(N), usando la propiedad (3.10), se analiza la primera parte de la desigualdad

en (3.9) y por la definicion del juego, se obtiene:

VE(SU{i}) +vp(T) = max{E — ¢(N \ (SU{i}),0} + méx{E — ¢(N \ T),0}
= max{F — (¢(N) — ¢(S) — ¢;),0} + méx{E — (¢(N) — ¢(T)),0}
= max{A + ¢(S) + ¢;, 0} + max{A + ¢(T"),0}
= max{2A+ c¢(S) + c(T) + ¢;, A+ ¢(S) + ¢i, A+ ¢(T),0}
(3.11)

Usando la propiedad (3.10), se analiza la segunda parte de la desigualdad en (3.9) y por la
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definicion del juego, se obtiene que:

Vg (T U{i}) +vg(S) =max{E — C(N \ (T'U{i}),0} + méx{E — C(N \ 5),0}
=max{E — (¢(N) —c(T) — ¢;),0} + max{E — (c¢(N) — ¢(5)), 0}
=max{2A+¢(S) + c(T) + c;, A+ ¢c(T) 4+ ¢i, A+ ¢(S),0}

Dado que, VS, T C N con S C T, se cumple que ¢(S) < ¢(T) y ¢; > 0, se obtiene:

V(T U{i}) + vE(S) = max{2A + ¢(S) + ¢(T) + ¢;, A+ ¢(T) + ¢;,0} (3.12)
Como, A+c(S)+c; <A+ce(T)+c¢y A+¢(T) < A+ ¢(T) + ¢;, se cumple:
max{2A+c(S)+c(T)+c;, A+c(S)+ci, A+e(T),0} < méx{24+c(S)+c(T)+c;, A+ce(T)+c¢;, 0}

De (3.11) y (3.12)
vE(S U{i}) +vpe(T) < o(TU{i}) + v(S)

El siguiente teorema planteado por Curiel-Maschler y Tijs (1987)

Teorema 3.3.2. Sea un juego de bancarrota (N, vg.) y un juego (N,v) con 0 < v < vg.,y
v(S) = vgE.(S),¥S C N con |S| € {0,n — 1,n}.
Entonces C(N,v) = CC(N,v).

Demostracion.
Del teorema 3.2.4, se tiene C(N,v) C CC(N,v).
Basta probar que CC(N,v) C C(N,v).

» Paso 1: Para C(N,vg,.) C C(N,v)
Sea x € R™ un vector de pagos, x € C(N,vg,)

= z(N) =v(N), z(S) > vg(S), VS C N

Para S = N, con |S| = n, entonces (N) = v(N) = vg(N)
Como z(8S) > vg(S) > v(S) entonces z(S) > v(S5)

s.x €C(N,v)

» Paso 2: Para CC(N,v) C C(N,vg,
Sea x € CC(N,v) entonces z(N) = v(N),u’ <z

IN

M’U
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Del problema z(N) = v(N) = vg(N) entonces z(N) = v(N)
Ademas,

2(S) = 2(N) = 2(N\ ) Z 0(N) = Y (v(N) = o(N\ {i})).

1EN\S
Como [N[=ny [N —{i}| =n—1=v(N) =vg(N) y o(N\{i}) = vp(N\{i})
() > v(N) = Y (Upe(N) = vpe(N\ {i}))
1EN\S

2(8) > E— Y (E—mix{E —¢;0}) (3.13)
ieEN\S

z(S)>E—c(N\S)

De la definicién del vector superior de v, MV tenemos x < M" y el vector inferior p¥ < x.

Entonces

o(8) 2 3 = Y u({i}) 2 0

€S i€S

Por tanto, se deduce que z(S) > E —¢(N\ S) y z(S) >0

= 2(5) > max{E —¢(N\ 5),0} = vg.(S)
=2 € C(N,v)
.CC(N,v) CC(N,v).

]

Observacion 3.3.1. Del teorema 3.3.2, es posible redefinir el cubrimiento del nucleo del
juego (V,v), mediante una reformulacion de las coordenadas del vector superior e inferior.

En este contexto se tiene:
o M = vp.({i}) = max{E — ¢(N \ {i}),0},Vi € N.
0 U = g o(N) = vpe(N \ {i}) = E — max{E — ¢;,0},Vi € N.

Por lo tanto, se puede deducir la siguiente expresion general del cubrimiento del ntcleo, la

cual satisface que, Vi € N :

CC(vg.) ={x € R": 2(N) = E,max{E — ¢(N{i}),0} < z; <min{FE, ¢}} (3.14)
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Corolario 3.3.1. Toda asignacién del problema de bancarrota forma parte del niicleo del

juego cooperativo asociado.

Demostracion.

Del teorema 3.3.2 y al considerar v = vg ., se obtiene que:
CC(ACUE#>::C(ACUEp)

Afirmacion 1: z(N) = F
La demostracion es directa de la redefinicion del cubrimiento del ntcleo, (3.14).
Afirmacion 2: 0 < z; <¢

En efecto, de la definicion de vg ({i}), se deduce la primera parte de la desigualdad
vp({i}) = max{E — ¢(N \ {i}),0} <
De (3.14), se obtiene la segunda parte de la desigualdad
zr; < min{FE, ¢;}

Por lo tanto, cualquier elemento de nticleo pertenece al conjunto de asignaciones del problema

de bancarrota. O

Ahora veamos dos soluciones puntuales para los juegos de bancarrota.

El siguiente teorema fue propuesto y desarrollado por O’Neill (1982).

Teorema 3.3.3. Para cada (F,c) € BY la regla de llegada aleatoria coincide con el valor

de Shapley para el juego de bancarrota asociado. Formalmente:
RA(E,c) = ¢(vg,)

Demostracion.
Para demostrar que la regla de llegada aleatoria RA, es equivalente al valor de Shapley

usaremos la redefinicion del valor de Shapley. De la redefinicion del valor de Shapley
1 ™
p(v) = TVl > m(v)
" rellNy
De la definicion de la regla RA
1
RA;(E,c) = NI Z min{c;; max{E — | Z | ¢j,0}}
nellN JENm(§)<m(i)
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De la redefinicion de la regla RA, se obtiene que :

A(F, A™(F,
RA(E,c) ]N]'Z c)

TellN

. . : . :
Donde 7 € IIV, es una permutacién de los jugadores que determina el orden o secuencia de

llegada y se define AT (E,c) de la siguiente manera:

AZ(E,C) = min{¢;,, F'},
A7 (B, c) = min{c;,, max{E — A} (E,c),0}},
A;;(E, c¢) = min{c;,, max{E — A7 (E,c) — A} (E,c),0}},

n—1
A7 (E,c) =min {cz-n,méx {E — ZA;;(E,C),()}} .
k=1

De este modo, al dividir la suma de estas distribuciones por |N|!, se obtiene la regla RA.
Sea m = (i1, ,1,) una secuencia de llegada arbitraria, sin pérdida de generalidad; se define
7t = (in, -+ ,i1). Dado que existe una correspondencia uno a uno entre 7 y 7!, al realizar
la suma sobre todos los casos posibles obtenemos el mismo resultado.

A partir de las definiciones del valor de Shapley y la regla de la llegada aleatoria.

Basta demostrar que: m”™(vg,.) = A™  (E, c)

Para la componente 17, :

E st ¢, > F
st ¢, < E

A;:l =min{¢;, ,E} = {

C;

n

Para la componente i,_1 :
7r*l , , ﬂ_fl
Ainil(E, ¢) = min{c¢;, ,,max{FE — A7 (E,c),0}}
AT (B, ¢) = min{¢;, ,, max{E — min{c,,, E},0}}

0 ;sie, > B
A;Tn 1(E C) E — Ci, si Ci, < FE Yy G, , TG, > E.

Cin 1 ssic, <Eyce,  +c¢, <E

Asi sucesivamente, para la componente iy :
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A7 (E,c)

n

0 ; si g
l:k—l—l

n
a1 o _ us

Aik (E>C)_ E 2 : Ail ; si 2 :
I=k+1 l=k+1

n

Cik

l=k+1

De la condicién Z Agil(E, c) > E es equivalente a Z ¢, > E dado que para Ag_l es

= min{¢;, , max{F —

ZA (E,c),0}}
I=k+1

A7 (E,c) > B

A Ec )< Eycep<E-

s Y AT (B <Bye, zE- Y A (B

n

I=k+1 I=k+1
lo mucho ¢;,, Vi =1,2,--- ,n
Entonces: ) .
0 s Y ¢, > E
I=k+1
n n
A7r (Ec): E—Zcil &Zc”gEch”zE
I=k+1 =k+1
Ci, ;81Zc”§Ech”<E
L I=k+1 1=k
Por otro lado
1) m?n (UE,C> = UE,C(ila to 7Zn) - UE,c(i17 T 7Z‘n71)
mfn(vE,C) =max{E — c¢(N \ (4, -+ ,ip),0} —max{E — ¢(N \ (i1, --
m? (vge) = E —max{E —¢;,,0}
0 e, > F
m;;-rn (’UE7C) — Y n —
Ci, €, <E
11) m;rnfl('UEp) = UE,c(ila o 77:71—1) - UE,c(ilv e ain—2)

m7  (vge) = max{E — c¢(N \ (ij, -+ ,ip-1),0} = max{E — (N \ (i1, -
m7 _ (vpe) = max{E —¢;,,0} —max{E —¢;, —¢c;,_, }
0 psic, > F
m; (Vpe) =4 FE—¢, ;sic, <Eyc, ,>FE—c
Cips ;psic, < Eye, <E—qg,
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I=k+1
n

(E,c)

x9)

I=k+1

(3.15)

ain—l))a O}

’Z.n—2))’ 0}



y generalizando mj (vg.c) = vpe(it, - i) — Vpe(in, - 1)
mi (vge) = max{E — c(N\ (i, - ,ir)),0} — max{E — c(N \ (i1, ,ix-1)),0}

mf (Vg.e) = max{L —¢;,,, — - —¢,,0} —max{EF —¢;, —---—¢;,,0}
( n
0 ; si Z ci, > E
I=k+1
n n n
mi(vpe) = E— Y ¢ isi ) c<Ey) c2E (3.16)
I=k+1 I=k+1 1=k
n n
Ciy, ;siZcilgEchilgE
L I=k+1 1=k

De (3.15) y (3.16), se obtiene que:

1

m”™(vg.) = A" (E,c)

]

El Teorema 3.3.3 establece una conexion directa entre el valor de Shapley en el contexto
de un juego de bancarrota y la regla de llegada aleatoria. Ambos métodos de asignaciéon
resultan equivalentes, lo que implica que generan la misma distribuciéon de recursos entre
los demandantes. Este resultado proporciona, ademas, una via alternativa para calcular el
valor de Shapley en un juego de bancarrota, consolidando su aplicabilidad y relevancia en

este tipo de problemas..

Ejemplo 3.3.1. Sea el problema de bancarrota (F,c) € BY, N = {1,2,3}, el juego de
bancarrota asociado (N,v) y el vector de demandas ¢ = (100,200, 300) y cuatro estados
diferentes: £y = 100, Ey = 200, F3 = 300 y E, = 450. Calcule el valor de Shapley del juego.

Solucién:

Se tiene el juego de bancarrota con tres jugadores y 3! = 6 posibles secuencias de llegada.

= Para el estado E; = 450
Los valores de la funciéon caracteristica del juego asociado son los siguientes:
v(@) = v({1}) =0, v({2}) = 50, v({3}) = 150, v({1,2}) = 150, v({1,3}) = 250,
v({2,3}) =350 y v({1,2,3}) = 450.
Se procede al célculo del valor de Shapley utilizando la redefinicion (3.4). Para cada
permutacion 7 € IV, el siguiente cuadro 3.1, muestra la contribucién marginal para

cada jugador.
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Secuencia de | Contribucién del jugador 1 Contribucién del jugador 2 Contribucién del jugador 3
llegada
123 v({1}) —v(@) =0 v({1,2}) —v({1}) =0 v({1,2,3}) —v({1,2}) = 300
132 v({1}) —v(@) =0 v({1,2,3}) —v({1,3}) = 200 v({1,3}) —v({1}) = 100
213 v({1,2}) —v({2}) =0 v({2}) —v(@) =0 v({1,2,3}) — v({1,2}) = 300
231 v({1,2,3}) —v({2,3}) = 100 v({2}) —v(@) =0 v({2,3}) —v({2}) =00
312 v({1,3}) — v({3}) = 100 v({1,2,3}) — v({1,3}) = 200 v({3}) — v(”) = 150
321 v({1,2,3}) —v({2,3}) = 100 v({2,3}) — v({3}) = 200 v({3}) — v(@) = 150
Promedio 200/3 425/3 725/3

Cuadro 3.1: Calculo del valor de Shapley para un estado E; =

(100, 200, 300).

450 y un vector de demandas c

. Se obtiene el valor de Shapley, ¢(v) = (22, 22, 25),

= Para el estado E5 = 300
Los valores de la funciéon caracteristica del juego asociado son los siguientes:

v(0) = v({1}) = v({2} = v({3}) = v({1,2}) = 0, v({1,3}) = 100, v({2,3}) = 200 y
v({1,2,3}) = 300.
Se procede al calculo de valor de Shapley analogo al caso anterior, el cuadro 3.2, muestra

la contribuciéon marginal para cada jugador.

Secuencia de | Contribucién del jugador 1 | Contribucién del jugador 2 | Contribucién del jugador 3
llegada
123 v({1}) —v(@) =0 v({1,2}) —v({1}) =0 v({1,2,3}) —v({1,2}) = 300
132 v({1}) —v(@) =0 v({1,2,3}) —v({1,3}) = 200 v({1,3}) —v({1}) = 100
213 v({1,2}) —v({2}) =0 v({2}) —v(@) =0 v({1,2,3}) —v({1,2}) = 300
231 v({1,2,3}) —v({2,3}) = 100 v({2}) —v(@) =0 v({2,3}) — v({2}) = 200
312 v({1,3}) — v({3}) = 100 v({1,2,3}) —v({1,3}) = 200 v({3}) —v(@) =0
321 v({1,2,3}) —v({2,3}) = 100 v({2,3}) — v({3}) = 200 v({3}) —v(@) =0
Promedio 50 100 150

Cuadro 3.2: Calculo del valor de Shapley para un estado E3 =

(100, 200, 300).

300 y un vector de demandas c

.. Se obtiene el valor de Shapley, ¢(v) = (50, 100, 150).

= Para el estado Fy = 200
Los valores de la funcion caracteristica del juego asociado son los siguientes:
v(@) = v({1}) = v({2} = v({3}) = v({1,2}) = v({1,3}) = 0, v({2,3}) = 100 y
v({1,2,3}) = 200.
Se procede al calculo del valor de Shapley analogo al caso anterior, el cuadro 3.3, muestra

la contribucién marginal para cada jugador.
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Secuencia de | Contribucién del jugador 1 Contribucién del jugador 2 Contribucién del jugador 3
llegada
123 v({1}) —v(@) =0 v({1,2}) —v({1}) =0 v({1,2,3}) —v({1,2}) = 200
132 v({1}) —v(@) =0 v({1,2,3}) — v({1,3}) = 200 v({1,3}) —v({1}) =0
213 v({1,2}) —v({2}) =0 v({2}) —v(@) =0 v({1,2,3}) —v({1,2}) = 200
231 v({1,2,3}) — v({2,3}) = 100 v({2}) —v(@)=0 v({2,3}) — v({2}) = 100
312 v({1,3}) — v({3}) = 100 v({1,2,3}) —v({1,3}) = 200 v({3}) —v(@) =0
321 v({1,2,3}) — v({2,3}) = 100 v({2,3}) — v({3}) = 100 v({3}) —v(”) =0
Promedio 190 250 250

Cuadro 3.3: Calculo del valor de Shapley para un estado Ey =

(100, 200, 300).

100 250 250)

.. Se obtiene el valor de Shapley, ¢(v) = (T’ 20 22

s Para el estado £, = 100
Los valores de la funcién caracteristica del juego asociado son los siguientes:

v(@) = v({1}) = v({2} = v({3}) = v({L,2}) = v({1,3}) =v({2,3}) =0y
v({1,2,3}) = 100.

Se procede al calculo del valor de Shapley analogo al caso anterior, el cuadro 3.4, muestra

la contribucién marginal para cada jugador.

200 y un vector de demandas c

Secuencia de | Contribucién del jugador 1 Contribucién del jugador 2 Contribucién del jugador 3
llegada
123 v({1}) —v(@) =0 v({1,2}) —v({1}) =0 v({1,2,3}) —v({1,2}) = 100
132 v({1}) —v(@) =0 v({1,2,3}) — v({1,3}) = 100 v({1,3}) —v({1}) =0
213 v({1,2}) —v({2}) =0 v({2}) —v(@)=0 v({1,2,3}) —v({1,2}) = 100
231 v({1,2,3}) — v({2,3}) = 100 v({2}) —v(@)=0 v({2,3}) —v({2}) =0
312 v({1,3}) —v({3}) =0 v({1,2,3}) —v({1,3}) = 100 v({3}) —v(@) =0
321 v({1,2,3}) —v({2,3}) = 100 v({2,3}) —v({3}) =0 v({3}) —v(@) =0
Promedio % % %

Cuadro 3.4: Célculo del valor Shapley para un estado E; = 100 y un vector de demandas ¢ = (100, 200, 300).

.. Se obtiene el valor de Shapley, ¢(v) = (%, %, 2%0)

El siguiente teorema, propuesto y desarrollado por Aumann y Maschler (1985), establece
una conexion directa entre el nucleolo en el contexto de un juego de bancarrota y la regla
del Talmud. Se procede a demostrar que ambos métodos de asignacion resultan equivalentes,
lo que implica que generan la misma distribuciéon de recursos entre los demandantes. Este
resultado proporciona, ademés, una via alternativa para calcular el nucleolo de un juego de

bancarrota, consolidando su aplicabilidad y relevancia en este tipo de problemas.
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Teorema 3.3.4. Para cada (F,c) € B", la regla del Talmud coincide con el nucleolo de un
juego de bancarrota asociado (N, vg,.).

Formalmente:

T(E,c) = n(N,vg.)

Demostracion.
Sea un juego de bancarrota asociado al problema de bancarrota, con |[N| > 2. Se analiza el
exceso o queja de la coalicion S en funcién de una imputacion x € I(v).

Se consideran dos casos para calcular el exceso:

i) E<c¢(N\S)
De la definicion de v(S) se tiene que, v(S) = 0, y el exceso de la coalicién S es:
e(S,z) = —z(9)

ii) E>c(N\DS)
De la definicion de v(.S) se tiene que, v(S) = E—c¢(N \ S), como x € I(N,v) se cumple
E = x(N) y el exceso de la coalicion S es:

e(S,x) =E —c¢(N\S)—z(5)=—(c(N\S)—z(N\D9))

Asi, el exceso de la coalicién se expresa de la siguiente forma:

(5. 1) = —z(9) SIE < ce(N\D95) (3.17)
—(c(N\S)—x(N\YS)) ,siE>c(N\S)

Se divide el problema en dos casos:
Caso 1: £ < %

Por la definicion de la regla T, se tiene que

1 i
T,(E,c) = ml’n{icz-, A} < % (3.18)

Ahora se demuestra que T(E, c) € I(N,v), Vi # n, se cumple:

v({i}) = max {0, E — ¢(N \ {i})} < méx {O, % —c(N\ {z})}

CA .
1) < mé — D2+ = :
v({i}) < méx O,AZ'( 2)+2+2 Cn (3.19)
FEN\{i}

Sin pérdida de generalidad, se ordenan las demandas de forma ascendente, de modo que,

¢ < cp1 < ¢p. Esto implica que, el valor maximo de (3.19) es cero.
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En consecuencia, Vi # n, se tiene que v({i}) = 0, lo que asegura que T;(E, c) > v(i).
Asimismo, Vi # n, de (3.18) sabemos que T;(E, c) < ¢, tenemos:

Entonces, T'(E, ¢) cumple con las condiciones del conjunto de imputaciones, es decir
T(E,c) € I(N,v).

A partir de aqui, se analizan dos casos:
Caso 1.1: Si T;(F,¢) < 4, Vi€ N.

2
De la definicion de la regla T', se sabe que T;(F, ¢) = %, Vi € N. Ademas, como v(n) = 0, se

obtiene que
. E
6({2}, T(E7 C)) = _E'

Ahora se considera el caso donde la coalicion S C N estéd compuesta por mas de un jugador.
De (3.17), se obtiene:
» Si E <¢(N\S), entonces:

E _E
e(S,T(E,c) ==Y Ti(E,c)=—|S|= < —=.
€S n n

» Si £ >¢(N\S), entonces:

(8, T(B,0)) = ~((N\ 8) = IN\ 8| ) < [N\ S| < =

Se supone ahora que x € I(N,v) con z # T(E, c).
Para algin jugador j € N para el cual z; < T;(E, ¢), lo que implica que

: E ‘
c(iih o) = —2; > ——=e({j}, T(E,c)).
Se puede observar que para cada S C N se verifica que

e(S, T(E, ) < _g

Se puede deducir que T(E,c) <, x.
Por lo tanto, se concluye que n(v) = T(E, ¢).
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Caso 1.2: Si T;(E,c) =4, Vie N.

27
Del orden de los jugadores, se puede deducir que T1(E, ¢c) = % y para cualquier otro jugador

(j # 1), se cumple T;(E, c) > . Por lo tanto, el valor de la coalicién sin el jugador 1, es:
v(N\{1})) =FE—¢; >0
De esta forma, el excedente de la coalicion {1} con respecto a la asignacion del Talmud es:

C1

({11 T(B,0) = =5 = (E—a) = (B—5) = e(N\ {1}, T(E,0)).

Ahora se considera el caso donde la coalicion S C N estéd compuesta por mas de un jugador,

con S # {1} y S# N\ {1}, de (3.17), se tiene que:
» Si E <¢(N\S), entonces:

C1 C1
S, T(E, T:(E, —|5]= < —=.
o(S.T(E,0) = =Y TE.c) < -IS|5 < -3

€S

» Si E > ¢(N '\ S), entonces:

e(S,T(E,c)) = = (c: = Ti(E,¢)) < —|N\5| < —5-
i¢s
Ahora se supone que x € I(N,v) con x # T(FE, c). Se tienen dos posibles casos:

» Siz; <Ti(E,c), hay un j € N tal que
e{jtx) =v(j) —z; >v(j) —Ti(E,c) > -Th(E,c) = —%.

» Six; >Ti(E,c), para cada j € N, entonces:
e(N\{1},2) > —c1 + 21 > —c1 + § = — .
En todos los casos, se obtiene que T'(E,c) <, z, por lo tanto,

n(v) =T(E,c)

Caso 2: F > %
Se sabe que el déficit agregado L, es L = C' — E, del lema 2.3.7 establece que la regla T
cumple la propiedad de ADU. Es decir,

T(E,c)=c—T(L,c) (3.20)

Sean los juegos de bancarrota (N, v) y (IV,v’) asociados a los problemas de bancarrota (E, ¢)

y (L, ¢), con sus respectivas funciones de excesos e y €.
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Sea S C Ny x,a’ € I(v); entonces, t =c—a' € [([N,v) y 2’ =c—x € [(N,v).

Se presentan dos casos:

» Si E <¢(N\S), entonces:
De la definicion de v(s), se tiene que v(S) =0 y v'(N\S)=L—c¢(S) =c(N\S)—E.

El exceso de la coalicién S es:

e(S,x) =—2(S) == zj=—> (¢;—2}) (3.21)

jeS jES

El exceso de la coalicion N \ S es:

¢(N\S,2) =v(N\S) —2/(N\§) == (¢ — ) (3.22)

jes
De (3.21) y (3.22), se obtiene que e(S,z) = €¢'(N \ S, x).

» Si B> ¢(N\S), entonces:
De la definicion de v'(N \ ), se tiene que v'(N \ S) = 0.

El exceso de la coalicion S es:
e(S,T(E,c)) =FE —c¢(N\S)—xz(S5) (3.23)
El exceso de la coalicion N\ S es:
e(N\S,2)=L—c(S)—a'(N\S)=FE—c¢(N\S)—xz(9) (3.24)

De (3.23) y (3.24), se tiene que e(S,x) = ¢/(N \ S, z).

De este modo, los vectores de excesos ordenados para x y x’ son equivalentes, es decir

n(v) = c—n(v') (3.25)
De (3.20), por el caso 1 y por (3.25) se obtiene:

T(E,c)=c—T(L,c)=c—n()=n)
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Capitulo 4

Juegos de inversion mediante reglas de

Bancarrota

4.1. Modelo

Sea N = {1,...,n} el conjunto de agentes. Cada i € N tiene la siguiente funcion de

utilidad de aversion al riesgo absoluto constante (CARA) u; : Ry — R en dinero:
ui(r) = —e 4" (4.1)

Suponga que cada i € N es averso al riesgo (a; > 0). Suponga también que a; < -+ < a,.
Cada agente ¢ invierte s; € R, unidades de riqueza en una empresa riesgosa. La empresa
tiene un valor inicial vy = ),y s; al realizarse las inversiones. La empresa tiene éxito con la
probabilidad p € (0,1), su valor aumenta a (1 + r)vg, donde r € (0,1]. La empresa quiebra
con una probabilidad (1 — p) el valor disminuye a Svy donde g € (0,1).

En el caso de bancarrota, el valor de la empresa se distribuye entre los agentes de acuerdo
con una regla de bancarrota preespecificada.

Formalmente, un problema de bancarrota es un vector de demandas (es decir, inversiones),
s =(s1,--+,5,) € R} y una dotacion E € R;, donde E representa el valor de la enpresa en
caso de bancarrota, satisfaciendo ).\ s; > E.

En nuestro modelo, la empresa en bancarrota conserva una fracciéon 5 de su capital, es decir
el estado a repartir es & = 3.y si, el estado es una funcién de s. Como resultado, el

vector s y la fraccion [ son suficientes para describir nuestro problema de bancarrota.

Definicion 4.1.1. Una regla de bancarrota F' es una funcién que asocia a cada problema

L. . ., N N _
de bancarrota una tnica asignacion F(s) = z,z € R, tal que ) ..y 7, = E.
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En el presente capitulo, se analizan las siguientes reglas:

4.1.1. Regla proporcional, P

La regla proporcional distribuye el valor de la empresa en bancarrota de manera proporcional
a las inversiones de cada agente.
Formalmente:
Para cada 7 € N,
P;(s) = Bs;, donde 5 € (0,1).

4.1.2. Regla de igual ganancia, F A

La regla de igual ganancia distribuye el valor de la empresa en bancarrota de manera equi-
tativa entre los agentes, sin importar que alguno de ellos pueda recibir una cantidad mayor
a su inversion.
Formalmente:
Para cada 7 € N, 4

EA;(s) = - Zsi, donde g3 € (0,1).

ieN
4.1.3. Regla de igual ganancia restringida, CEFA

La regla de igual ganancia restringida distribuye el valor de la empresa en bancarrota de
manera equitativa entre los agentes, con la restriccion de que ningin agente reciba una
cantidad mayor a su inversion.
Formalmente:
Para cadaz € N,

CFEA;(s) = min{s;, p}.

Donde p € R, y resuelve la ecuacion Z min{s;, p} = Z S;.
iEN iEN
4.1.4. Regla de igual pérdida, FL

La regla de igualdad de pérdida distribuye la pérdida de valor de la empresa en bancarrota,
(1=0) > ;cn Si» de manera equitativa entre los agentes, sin importar si alguno de ellos pierde
una cantidad mayor a su inversion. Formalmente:

Para cada 7 € N,

ELZ(S) = §; — (1 ;5) ZSJ‘.

JEN
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4.1.5. Regla de igual pérdida restringida, CEL

La regla de igual pérdida restringida distribuye la pérdida de valor de la empresa en ban-
carrota, (1 — ) >,cy Si» de manera equitativa entre los agentes con la restriccion de que
ningin agente pueda perder una cantidad mayor a su inversion.
Formalmente:
Para cada € N,

CFEL;(s) = max{s; — p,0}

donde p € Ry y resuelve la ecuacion ) .., min{s; — p,0} = 8>,y si.

Asimismo, se analizaran las siguientes familias de reglas:

4.1.6. Regla AP|a], AP

La regla AP es aquella regla que elige un promedio ponderado con peso « entre la regla

proporcional y la regla de igual ganancia.

Formalmente:

Para cada 7 € N,

1+ (n—1)a I54

— 05+ (1 —a)— , Va e [0,1].
fsit(1—a)2 3 s Ya e 0,1]

JEN\{i}

AP[a)i(s) = aPi(s) + (1 —a)EA(s) =

4.1.7. Regla LP|a], LP

La regla LP es aquella que elige un promedio ponderado con peso a entre la regla propor-
cional y la regla de igual pérdida.
Formalmente:

Para cada 7 € N,

—1 1— 1—a)(l-—
LPlafy(s) = aPy(s)+ (1-a)EL(s) = "0 T (02140 o) (L=a)T=F) 5~
n n
JEN\{i}
Para cada regla de bancarrota, F' se analiza el juego de inversion inducido por los agentes.

Cada ¢ € N tiene el conjunto de estrategias S; = R, del cual elige un nivel de inversion s;.

Sea S = H S;, la loteria (p,1 — p) con un perfil de estrategias, s € S genera un beneficio
iEN
para el agente @

(1+7)s; —s; ,con probabilidad p
Fi(s) —s; , con probabilidad (1 — p)

84



La interpretaciéon es que el agente i, inicialmente pide prestado s; a una tasa de interés
normalizada a 0. Si la inversion tiene éxito, recibe (1 4 7)s;, devuelve s; y se queda con su
beneficio rs;.

Si la inversion fracasa, tenemos un problema de bancarrota, recibe Fj(s) de vuelta y tiene
que devolver s;, por lo que su beneficio neto se convierte en Fj(s) — s;, con Fi(s) —s; <0 .
La misma loteria se obtiene de un entorno donde cada agente ¢ asigna su dotacién monetaria
entre un activo sin riesgo (cuya rentabilidad se normaliza a 0) y la empresa riesgosa. En esta
segunda interpretacion, suponga que el agente no tiene una restriccion de liquidez. Es decir,
se le permite invertir més que su dotaciéon. Esta suposicion sélo sirve para librarnos de los
casos limite (poco realistas) en los que algunos agentes gastan toda su dotacion monetaria
en la empresa riesgosa.

Alternativamente, se puede imponer una restriccion de liquidez para centrarse en los equili-
brios que se encuentran en el interior de los espacios estratégicos.

El pago esperado del agente ¢ con el perfil de estrategia s € S es:
UE(s) = pui(rs;) + (1 — p)ug(Fi(s) — ;) (4.2)
De la definicion de la funcion de utilidad CARA, se reemplaza (4.1) en (4.2),tenemos

UF(S) = —pe uTS — (1 _ p)e_aiFi(Siys—i)'f‘aisi (4.3)

)

Sea U = (UF,--- ,UF). El juego de inversion inducido por la regla de bancarrota F se
define entonces como G = (S, U*).
Sea ¢(GT') el conjunto de equilibrios de Nash de GF'.

85



4.2. Equilibrios aplicando diferentes reglas de bancarrota

En esta seccion, se presenta un analisis preliminar que sienta las bases para comparar tanto
la inversion total como la inversion individual de los agentes. El anélisis comienza con el
examen de los equilibrios de Nash y el equilibrio de estrategias dominantes en cada juego.
Analisis del equilibrio bajo la regla proporcional (P).

La siguiente proposicion demuestra que, cuando se aplica la regla P, el juego de inversion

posee un unico equilibrio de estrategias dominantes y no admite otros equilibrios de Nash.

Proposicion 4.2.1. Si In (%) < 0, el juego de inversion bajo la regla P tiene un

tnico equilibrio de estrategias dominantes (0, --- ,0).
pr
(1-p)(1-5)
dominante s*, donde cada agente 7 elige un nivel de inversion positivo s; dado por:

En caso contrario, cuando In > (, el juego tiene un tnico equilibrio de estrategia

Tl +11 Yok ((1 _p];ﬁ —/3>> |

No existe otro equilibrio de Nash.

Demostracion.
La regla P, en funcion de los niveles de inversion, se define como Pi(s) = f3s;, de la ecuacion

(4.3) se tiene que la utilidad del agente ¢ mediante P se puede escribir como:
UP(S) _ _pe—airsi i (1 . p)eaisi(l—ﬁ)

Se calcula la mejor respuesta del agente i. Es decir, buscamos un s} = 0;(s_;) que maximiza
Ui (s):
oU{ (s)
032-

Al resolver la ecuacion 4.4, se obtiene:

— apre ™ — a1 — p)(1 - B)e 0P = (4.4)

ailr +11 —5 " ((1 _p% = ﬂ)) |

O'i(S_i) =
y la segunda derivada

orut
81 (8) — _alzp,r,Qe—aiTQsi . CLZQ(l . p)(l . ,6)2€ai5i(1_ﬁ) <0
S

2
(2
Esto garantiza que o;(s_;) maximiza U} (s).
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La respuesta ¢ptima del agente i:

L L , siIn (L) >0
Ri(s_;) = a;(r+1-5) <(1—p)(1—ﬁ)) (1-p)(1-8)
0 , otro caso

Se observa que R;(s_;) es independiente de las estrategias adoptadas de los demas jugado-
res. Esto implica que cada agente 7 tiene definida una estrategia estrictamente dominante, lo
cual establece que la inversiéon bajo la regla proporcional tiene un equilibrio tnico de estra-
tegias dominantes. Para cada agente i € N, se tiene que la estrategia sf = max{0,0;(s_;)}

constituye un equilibrio de Nash. O]

Observacion 4.2.1. Si se cumple la condiciéon de que In (%) > 0; entonces todos
los agentes optarian por un nivel de inversién positivo en el equilibrio de las estrategias do-
minantes. La condicion In <m> > 0, que equivale a pr > (1 —p)(1— ), simplemente
realiza una comparacion entre el retorno de la inversion individual en caso de éxito r, pon-
derado por la probabilidad de éxito p, y la pérdida incurrida de la inversiéon individual en
el caso de bancarrota (1 — (), ponderada por la probabilidad de fracaso (1 — p). Bajo esta
premisa, invertir en una empresa es 6ptimo cuando los beneficios esperados en caso de éxito

superan a las posibles pérdidas en caso de fracaso.

A partir del modelo propuesto, donde se establece que a; < --- < a, y de s, se puede
observar que los niveles de inversion en equilibrio se ordenan de manera decreciente, es decir,
* *
Sl Z e Z Sn’
Al analizar las derivadas parciales, se obtiene que:
Os} 0s; Os}

>0, — >0 d
op Y

B da, =0

Entonces:

a) La inversion optima del agente i, es estrictamente creciente con respecto a la probabili-
dad de éxito p y a la fraccion del valor de la empresa que sobrevive en caso de fracaso
(. Esto indica que en escenarios donde la probabilidad de éxito es mayor y la recupe-
racion tras un posible fracaso es mas alta, los agentes se ven motivados a incrementar

su inversion, ya que ambos factores ayudan a reducir el riesgo percibido.

b) La inversion 6ptima del agente i, es estrictamente decreciente con su grado de aversion
al riesgo a;. Es decir, los agentes mas ricos (con menor aversion al riesgo) invierten mas

que los agentes més pobres (mayor grado de aversion al riesgo).
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c) Cabe destacar que la inversion 6ptima del agente i, no tiene una relacion fija con la
tasa de rendimiento en caso de éxito r. Es decir, r no afecta directamente a la inversion

optima de equilibrio.

Analisis del equilibrio bajo la regla AP|a].

La siguiente proposicion determina la forma del equilibrio de Nash tnico bajo la regla AP]q].
Para asegurar que, en el equilibrio de Nash, la asignaciéon recibida por un agente en caso de
bancarrota no exceda su inversion inicial, también identificamos los valores de los pardmetros

que cumplen la condicion AP[a];(s*) < sf para cada i € N.

Proposicion 4.2.2. Siln <(l—p)(n—7gf(n—1)a,8)> < 0, el juego de inversion bajo la regla AP[a]
tiene un tunico equilibrio de Nash (0,--- ,0).

1-p)(n
Nash (s*), en el cual cada agente i elige un nivel de inversion positivo s; dado por:

: npr . . L. 1ol .
En caso contrario, cuando In (( o= 5*(”*1)045)) > 0, el juego tiene un tnico equilibrio de

A= f A1 —a) + A1 - Fevia ( npr )
s’i = n .
an(l+7—B)(1+7r—ap) (I-=p)(n—B—(n—1)ap)
En el altimo caso, el equilibrio de Nash tnico s* satisface AP[a];(s*) < sf para cada i € N
si y solo si
% - rB(l — )
ZjeN % N n(l - 045)(1 +r— 5)

Observacion 4.2.2. Si In ((lfp)(nfrﬁllf(nfl)aﬁ)> > 0, que equivale a pr > (1 — p)(1 —

1+(n—1 ) . . . L
Wﬁ), entonces todos los agentes optarian por un nivel de inversiéon positivo en el

equilibrio de Nash. Esta condicién simplemente realiza una comparacioén entre el retorno de
la inversion individual en caso de éxito r, ponderado por la probabilidad de éxito p, y la pér-
dida incurrida de la inversion individual en caso de bancarrota, (1 — w B), ponderado
por la probabilidad de fracaso,(1 — p).

En otras palabras, invertir en una empresa es 6ptimo cuando los beneficios esperados en caso

de éxito superan a las posibles pérdidas en caso de fracaso.

A partir del modelo propuesto, donde se establece que a; < --- < a, y de s}, se puede

observar que los niveles de inversion en equilibrio se ordenan de manera decreciente, es decir,
* *

s] 2 e Z S

Al analizar las derivadas parciales, se obtiene que:

Os}
Ip

Os} -0 Os}
a8 Y ba;

> 0,

Entonces:
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a) La inversion 6ptima del agente 4, es estrictamente creciente con respecto a la probabili-
dad de éxito p y a la fracciéon del valor de la empresa que sobrevive en caso de fracaso
(. Esto indica que en escenarios donde la probabilidad de éxito es mayor y la recupe-
racion tras un posible fracaso es més alta, los agentes se ven motivados a incrementar

su inversion, ya que ambos factores ayudan a reducir el riesgo percibido.

b) La inversion 6ptima del agente i, es estrictamente decreciente con su grado de aversion
al riesgo a;. Es decir, los agentes mas ricos (con menor aversion al riesgo) invierten mas

que los agentes mas pobres (mayor grado de aversion al riesgo).

c¢) Cabe destacar que la inversion 6ptima del agente 4, no tiene una relacion fija con la tasa

de rendimiento en caso de éxito r.

Observacion 4.2.3. Para a = 0, la regla AP|a] se convierte en la regla de igual ganancia
(EA), la condicion AP[a];(s*) < sf (la asignacion es menor que su inversion), entonces para

a =0, la regla AP|[a] se convierte en la regla de igual ganancia restringida (CEA), si:
1

an TIB
2jen % Z n(l+r=p)’
que cada agente elige un nivel de inversion positivo s} dado por

el juego tiene un equilibrio de nash tnico s* siempre que exista, en el

5%:

n(l+r—B)+ B+ Ba; ZjeN\i % | npr
i an(l+r—p)(1+r) n( )

(I=p)(n—25)

En otras palabras, si existe el equilibrio de Nash bajo la regla CEA, este es tinico y coincide

con el tnico equilibrio de Nash que se obtiene bajo la regla EA.

Analisis del equilibrio bajo la regla LPq].

La siguiente proposicion muestra que el equilibrio de Nash bajo la regla LP[a] es de la forma
s} > .-+ > sr, donde el agente 1 hasta el agente k, & € N, eligen un nivel de inversion
positivo, mientras que los demas agentes eligen una inversion igual a cero. En el caso de
a < 1, es decir, cuando LP[a] # P, existen valores de los parametros para los cuales LP[a]
asigna una participaciéon negativa a algunos agentes en el equilibrio de Nash. Para evitar
estas situaciones, se restringe el andlisis a los casos donde LP[a];(s*) > 0 para cada i € N.

La siguiente proposicion identifica estos equilibrios bajo las condiciones mencionadas.
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Proposicion 4.2.3. Si In ((1—5)(1—1?)]2;+(n—1)a)> < 0, el juego de inversion bajo LP[a] tiene

un dnico equilibrio de Nash (0, --- ,0).

En caso contrario, cuando In (17,6’)(17;1)1?71;(71—1)04)) > 0, existe un k € N tal que el tnico
equilibrio de Nash es s* = (s}, ,s5,0,---,0), donde para cada i € {1,--- ,k}, s¥ > 0, es
dado por:

npr
. ( 1 (1—ao)( - 3 i) In ((1—&)(1—p><1+<n—1>a>>
p

B3)
a; (1= —-a)k+n(a(l—7p)+r1)4 r+ a(l — 3)

j=1 "

En el altimo caso, el tnico equilibrio de Nash s*, satisface LP[a];(s*) > 0 para cada i € N

si y solo
1
. (1 —a)(1—
1 = nl-8+r)1-a+ap)
; a;
JEN J
Bajo esta condicion de desigualdad, se tiene que k = n. Es decir, s* = (s],--- ,s%) > 0.

Observacion 4.2.4. Bajo la desigualdad (4.5), si pr > (1;—5)(1 —p)(1+ (n—1)a), todos los
agentes optaran por un nivel de inversiéon positivo en el equilibrio de Nash. Esta condicion
simplemente realiza una comparacion entre el retorno de la inversion individual en caso de
éxito r, ponderado por la probabilidad de éxito p, y la pérdida incurrida de la inversion
individual en caso de bancarrota, @(1 + (n — 1)a), ponderado por la probabilidad de
fracaso, (1 — p).

En otras palabras, invertir en la empresa es 6ptimo si los rendimientos en caso de éxito

superan las pérdidas incurridas en caso de fracaso.

A partir del modelo propuesto, donde se establece que a; < --- < a, y de s}, se puede

observar que los niveles de inversioén en equilibrio se ordenan de manera decreciente, es decir,
* *

8] 228,

Al analizar las derivadas parciales, se obtiene que:

0s;
op

0s; -0 0s;
a8 Y Ba,

> 0, <0

Entonces:

a) La inversion 6ptima del agente 4, es estrictamente creciente con respecto a la probabili-
dad de éxito p y a la fraccion del valor de la empresa que sobrevive en caso de fracaso
(. Esto indica que en escenarios donde la probabilidad de éxito es mayor y la recupe-
racion tras un posible fracaso es més alta, los agentes se ven motivados a incrementar

su inversion, ya que ambos factores ayudan a reducir el riesgo percibido.
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b) La inversion 6ptima del agente i, es estrictamente decreciente con su grado de aversion
al riesgo a;. Es decir, los agentes mas ricos (con menor aversion al riesgo) invierten mas

que los agentes mas pobres (mayor grado de aversion al riesgo).

c) Cabe destacar que la inversion 6ptima del agente 4, no tiene una relacion fija con la tasa

de rendimiento en caso de éxito r.

4.3. Comparaciones de inversiéon en equilibrio

En esta seccion, se analizan las reglas de bancarrota con el objetivo de comparar la inversion
de equilibrio de cada agente y la inversion total de equilibrio. Es razonable suponer que
un gobierno preferiria reglas de bancarrota que induzcan una mayor inversion total en la
economia; en este contexto radica la importancia de nuestro analisis.

A continuacién, se comparan los niveles de inversiéon individual en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.1. Sea el juego de inversion con 2 agentes (inversores), donde cada uno tiene la

funcion de utilidad de aversion al riesgo constante (CARA), definida como u;(z) = —e™ %7

con 0 <a; <asconr=03,p=0,_808=0,77y a; = 1. Calcule los equilibrios de inversién

individual de cada agente en funciéon de ay para las tres reglas de bancarrota: P, EAy EL.
Solucioén:

i) El equilibrio de inversion individual de los agentes mediante la regla, P :

De la proposicion 4.2.1, se tiene que:

" ((1—;;(1 —ﬂ)) - (%) —hd=0

entonces s; > 0y s; > s5.

. 1 1< pr )_ 1,8
T w16 \A—pa—-05))  (0.65)a; 24

Para el agente 1:

= In4
eH 0’6n

Para el agente 2:

~ (0,6)as
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a2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.1: Inversion del agente 1, s en la funcion de la aversion al riesgo del otro agente as, bajo la regla P
(Rojo). Inversion del agente 2, s en funciéon de su propia aversion al riesgo as, bajo la regla P (Azul).

En la figura 4.1, se observa que el equilibrio de inversién del agente 1 permanece constante
y es independiente del nivel de aversion al riesgo del agente 2, as. Sin embargo, el equilibrio
de inversion del agente 2 es decreciente a medida que aumenta su nivel de aversion al riesgo.
Ademas, bajo la regla proporcional (P), el equilibrio de inversion de cada agente es indepen-
diente de los demas agentes, lo que convierte a esta regla en una opcion confiable. Esto se
debe a que cada agente puede determinar su estrategia de inversion sin necesidad de conocer

el perfil de aversion al riesgo de los otros inversores.

ii) El equilibrio de inversion individual de los agentes mediante la regla, £ A :

De la definicion de AP|a], para a = 0, AP[0] = E'A, y por la Proposicion 4.2.2, se tiene

que:
) n(1+r—ﬁ)+5+ﬁai2jewaijl ( npr )
s; = n
an(l+r—pB)(1+7) (1=p)n—25)
95 35 1 24
oo (2 s )
78(11' 78 JEN\(i} a; 13
Como

n () 0 () >

entonces sy > 0y s7 > s5
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Para el agente 1:

51 = » + 50 In A

L7\ 78 ' 78as 13
. + 5 In A
27\ 78, T8 13

Para el agente 2:

VA

a2

2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.2: Inversion del agente 1, s en funciéon de la aversion al riesgo del otro agente as, bajo la regla FA
(Rojo). Inversion del agente 2, s en funciéon de su propia aversion al riesgo as, bajo la regla EA (Azul).

En la figura 4.2, se observa que los equilibrios de inversiéon de ambos agentes son estrictamente
decrecientes a medida que aumenta el nivel de aversion al riesgo del agente 2, as. Esto implica
que la inversion de un agente disminuye a medida que el nivel de aversion al riesgo de los
otros agentes aumenta; para determinar su estrategia 6ptima de inversion el agente debe

conocer el perfil de aversion al riesgo de los otros agentes.

iii) El equilibrio de inversién individual de los agentes mediante la regla, E'L :

De la definiciéon de LP[a|, para a = 0, LP[0] = E'L y por la proposicion 4.2.3, tenemos

L1 1= 1 N npr
si_r(ai (1—6)n+m“;af>l ((1_5)(1_@)
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Para el agente 1:

Para el agente 2:

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Figura 4.3: Inversion del agente 1, s en funcién de la aversion al riesgo del otro agente as, bajo La regla E'L
(Rojo). Inversion del agente 2, s en funcion de su propia aversion al riesgo aq, bajo La regla EL (Azul).

En la figura 4.3, se observa que el equilibrio de inversion del agente 1 es estrictamente cre-
ciente a medida que aumenta el nivel de aversion al riesgo del agente 2; mientras que el
equilibrio de inversion del agente 2 es estrictamente decreciente a medida que el nivel de
aversion al riesgo aumenta y sea menor o igual a 3; para niveles de aversion al riesgo mayores

a 3 el equilibrio de inversion del agente 2 es igual a cero.

iv) Comparacion del equilibrio de inversion del agente 1 en funcién de la aver-
sion al riesgo del agente 2 (as), bajo las reglas P, FA, EL

El equilibrio de inversiéon del agente 1, sj :

En la figura 4.4, se observa que en términos del equilibrio de inversion del agente 1, s7, las
tres reglas se ordenan como:

FL>P>FA

94



s EL
5+
4+
3+
2+
]. "\ EA
a2

Figura 4.4: Inversion de equilibrio del agente 1, s1, en funcién de la aversion al riesgo del agente 2, as y bajo
las reglas EA (Rojo), P y EL (Azul).

El inversor més grande o con mayor riqueza, es decir, el agente 1, que presenta una aversion
al riesgo relativamente menor, enfrenta incentivos de inversién notablemente distintos bajo
cada una de las tres reglas. En caso de bancarrota la regla EL le ofrece mayor proteccion,
mientras que la regla E'A lo protege en menor medida. En cambio, bajo la regla proporcional
(P), su inversion es completamente independiente de las decisiones o caracteristicas de los

otros agentes, lo cual se refleja en su estrategia de inversion.

El equilibrio de inversién del agente 2, s;

Se observa que el inversor mas pequeno, el agente 2, quien es més adverso al riesgo, muestra
un equilibrio de inversion sj decreciente conforme aumenta su grado de aversiéon al riesgo.
Ademas, las tres reglas no presentan un orden fijo en términos de s;. Para niveles bajos de
aversion al riesgo, es decir, cuando a, no es muy diferente a aq, el orden de las tres reglas
en términos de sy es: EL > P > FA el mismo que sj. Sin embargo, este orden se invierte
para niveles altos de aversion al riesgo del agente 2, en este caso FA > P > EL. En este
escenario, el agente 2 esta mejor protegido por la regla FA y menos protegido por la regla
E'L, lo cual se refleja en sus niveles de inversion.

En general, los niveles de inversion individual bajo cada regla no siguen un orden constante,
yva que dependen del grado de aversion al riesgo de cada agente. No obstante, en términos

de inversion total, si es posible establecer un orden entre las reglas de bancarrota.
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2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.5: Equilibrio de inversion del agente 2, so, en funcién de su propia aversion al riesgo, as, bajo las
reglas EA (Rojo), P y EL (Azul).

Los siguientes dos teoremas nos dan un resultado fuerte.

Teorema 4.3.1. El equilibrio de inversion total bajo la regla AP[q], es creciente en el peso
de P,a. Ademaés, es estrictamente creciente en « siempre que AP|a] induzca una inversion
positiva en el equilibrio. Asi, la clase {AP[a]|a € [0,1]}, P maximiza la inversion total y EA

minimiza la inversion total.

Demostracion.

Se consideran los tres casos posibles:

» Caso i: Siln 1oL > 0,Va € [0,1].
(1-p)(n—F—(n—1)ap)

Entonces, para cada AP[a], tenemos equilibrios interiores donde todos los agentes eligen

niveles de inversiéon positivos. De acuerdo con proposicion 4.2.2, en este caso, el juego

tiene un tunico equilibrio de Nash s*, donde cada s} es dado por:

n(l+r—B)+B(1—a)+ Bl —a)a Y al

jEN\i 7 npr
Z an(l+r—PF)(1+r—ap) ln((l—p)(n—ﬁ—(n—l)aﬁ))
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La inversion total es E s; es dado por
ieN

n(l+r—p)+B1-a)+B(1-a)a ai

. jeN\i 7 N npr
22 an(l+7 = B)(1+7—af) o (et o)
. _ 1 1 N npr
iEZNSi N (leZNa) 7“—5+11 <(1—p)(n—ﬁ—(n—1)aﬁ))

A continuacion, se analiza la derivada de la inversion total respecto a «

821‘6st< _ i (n—1)8
da (Z%) (r—=B8+1)(n—p£—(n—-1)ap) >0

1EN

De aqui se concluye que la inversion total es estrictamente creciente en a.

Como a € [0, 1], entonces la inversion total se maximiza para @ = 1 y se minimiza
para o = 0. De acuerdo con la definicion de la regla AP[a], para o = 1, esta regla se
convierte en la regla proporcional P; y cuando o = 0, se convierte en la regla de igual
ganancia FA.

Entonces, se concluye, por lo tanto, que para la inversion total:
P> AP[a] > FA

Es decir, a medida que AP[a] se acerca a P, el nivel de inversion total de equilibrio

aumenta.

Caso ii: SiIn <(1—p)(n—%p—r(n—1)aﬁ)> = 0, para algin o* € [0, 1]

Se observa que:

0 <ln ((1—6)(1—19)(2%—(71—1)%)>) _ (n—1)3 0
da n—p—(n-1ap

npr

1-8)(1-p)(n—B—(n—1)ap)

La funcién In <( ) es estrictamente creciente en «, entonces tenemos

dos subcasos:

1) Siln ((1_@(1_@(2@”6_(71_1)&5)) < 0, para todo « € [0, a*), entonces, todas las reglas

inducen una inversion de equilibrio igual a cero.

1=p)(1=p)(n—B—(n—1)ap)
caso anterior muestra que la inversion total es estrictamente creciente en «.

2) Siln <( Le ) > 0, para todo a € (a*, 1], para todas estas reglas, el
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» Caso iii: Si In ((1-5)(1-;;)(21?5—(71—1)045)) < 0, para todo « € [0,1], entonces todas las

reglas AP[a] inducen una inversiéon de equilibrio igual a cero.

[]

Teorema 4.3.2. El equilibrio de inversion total bajo la regla LP[a], es decreciente en el
peso de P a. Ademas, es estrictamente decreciente en « siempre que LP[«a| induzca una
inversion positiva en el equilibrio. Asi la clase {LP[a]|a € [0,1]}, P minimiza la inversion

total y FA maximiza la inversion total.

Demostracion.

Se consideran tres posibles casos:

» Caso i: Siln ((1—/8)(1—1:;12§+(n—1)a)) > 0, para todo « € [0, 1].

Entonces, para cada LP[a], tenemos equilibrios interiores donde todos los agentes eligen

niveles de inversiéon positivos . De acuerdo a la proposicion 4.2.3, y s7 > 0, con k =n

n TLpT
. ( 1 (1—a)(1-7) 1 ) In ((1—6)(1—p)(1+(n—1)a)>

a; (1=a)(l=Bn+n(a(l=B) +7) = a5 r+a(l-p)

La inversion total es Z s; es dado por

1EN
Y o n

Y= (1=B)(I-p)(1+(n-1)a) 3 1 (1-a)1-5) 1
perl r+a(l=p) S\ (-0l =F)+r+a(l=-F)]=0q
Z o In ((1_5)(1—1:312§+(n—1)a)) (1 _ (1 — CY)(l — ﬁ)n ) n l
S rtall-p) n(1—a) 1 =B +r+a(l-8)]) \ & a

. In ((1—ﬁ)(1—;;L)IZ§+(n—1)a)) r+a(l—05) 1
iEZNSi: r+a(l—p) ( r—pB+1 )ZNa_Z

. 1 1 N npr
Z.EZN%—@@@-)T—&HI (T=m=pare=ma)

A continuacioén, se analiza la derivada de la inversion total respecto a «

0 ien Si _ (n—1) (ZiEN a%) “0
O (r—B+1(1+(n—1)a)

De aqui se concluye que la inversion total es estrictamente decreciente en .
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Como « € [0, 1], entonces la inversion total se maximiza para « = 0 y se minimiza para
a = 1. De acuerdo con la definicion de la regla LP[a], para a = 0, esta regla se convierte
en la regla de igual pérdida E'L; y cuando o = 1, se convierte en la regla proporcional
P.

Por lo tanto, se puede concluir que, en términos de inversion total, las reglas se ordenan

de la siguiente manera:
EL > LP[a] > P

Es decir, a medida que LP[«a] se aproxima a P, el nivel de inversion total de equilibrio
es decreciente.

npr
(1=p)1=p)(A+(n—1)a*)

Caso ii: Si In ( ) = 0, para algin o* € [0, 1]

Veamos que:

a(1“((1—5)(1—%+<n—1>a>)>_ (n—1)

Ja 1+ (n—1a

<0

npr

(1=5)1=p)(1+(n—-1)a)

ces tenemos dos subcasos:

El término In ( ) es estrictamente decreciente en «, enton-

8 npr
n
1-=p)1—-p)(A+(n—1)a)
reglas induce una inversion de equilibrio igual a cero.
npr

2 1“(<1—ﬁ><1—p><1+<n— Da)

reglas, el caso i muestra la inversion total es estrictamente decreciente en a.

) < 0, para todo a* € (a*, 1], para todas estas

) > 0, para todo o € [0,a*), para todas estas

npr

(1=5)1=p)(1+(n—1)a)

reglas LP[a] inducen una inversion de equilibrio igual a cero.

Caso iii: Si ln( ) < 0, para todo a € [0,1], todas las

De los Teoremas 4.3.1 y 4.3.2 en términos de inversion total obtenemos el siguiente orden:

EL > LP[a] > P > AP[a] > EA.

[]

Ahora se analiza como se comportan los agentes cuando son idénticos en términos de aversion

al riesgo.

Ejemplo 4.3.2. Sea un juego de inversién con 2 agentes (inversores), cada uno con una

funcion de utilidad de aversion al riesgo constante (CARA), definida como u;(x) = —e

faix’ se
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considera el juego simétrico, a; = as = a. Se asumen los siguientes valores de los parametros:

r=20,3,p=0,8,38=0,7. Calcule el equilibrio de inversién total.

Solucion:

El equilibrio de inversién total mediante:
i) Laregla P:s]+s; =3 In4
ii) La regla FA : s7 + 53 = 321n (%)
iii) La regla EL : s; + s3 = 121n (3)

iv) La regla AP[o] : s7+ s3 = 52 In <675iﬁ>, con a € (0,1)

v) Laregla LP[a] : 57+ s3 = 30 In (:25), con a € (0,1)

Figura 4.6: Equilibrio de inversién total para dos agentes con el mismo grado de aversion al riesgo, a, mediante
las reglas EA(Rojo), P( ), EL(Azul), AP[a](Negro) para a = 0,5, LP[a] (Gris) para o = 0,5

Observacion 4.3.1. Es interesante notar que cuando el juego es simétrico, es decir, que
cuando los agentes son idénticos en términos de aversion al riesgo, a; = a; = a para Vi, j € N,
el orden de las reglas en términos de inversion total se mantiene. Particularmente, /L induce

una mayor inversion total que las otras reglas.
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Conclusiones

En esta tesis, se ha abordado el problema de la bancarrota desde un enfoque tanto teéri-
co como practico, explorando tanto modelos axiomaticos tradicionales como aplicaciones en
juegos de inversién. A continuacion, se sintetizan los aportes y los hallazgos de cada capi-
tulo, destacando el marco teorico, las extensiones de modelos y las conclusiones obtenidas,

considerando como referencias fundamentales a O’Neill (1982), Auman y Maschler (1985),

Herrero y Villar (2001), Kibris y Kibris (2013).

En el capitulo 1, se presenta el origen del problema de bancarrota, revisando sus antecedentes
historicos y los primeros desarrollos axiomaticos. Este analisis introductorio establecié una
base conceptual solida para entender los enfoques clasicos, los principios éticos y matemati-

cos subyacentes a los modelos de bancarrota.

En el capitulo 2, se define el modelo de bancarrota que servira como marco de referencia para
el resto de la tesis y revisamos las principales reglas de bancarrota en situaciones de quiebra.
Se exploran detalladamente las propiedades que caracterizan a cada regla, tales como la re-
gla proporcional, la de igual ganancia, la de igual pérdida, la de llegada aleatoria y la regla
del Talmud. Ademés, se presenta una caracterizacion formal de estas reglas. Este capitulo
permite analizar como las diversas propiedades influyen en las decisiones y los resultados en

contextos de reparto y bancarrota.

En el capitulo 3, se estudian los juegos de bancarrota desde un enfoque pesimista y se ana-
lizan las principales propiedades. Se establece que la regla del Talmud y la regla de llegada
aleatoria asociadas a su funcion caracteristica coinciden con el nucleolo del juego y el valor

de Shapley respectivamente.

Finalmente, en el Capitulo 4, se aplican las reglas de igual ganancia (EA), igual pérdida

(EL) y proporcional (P) al juego de inversién no cooperativo, introduciendo dos clases de
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reglas de bancarrota ajustadas para inversion: AP[a] y LP[a]. Se demuestra que la regla
proporcional (P) es ampliamente preferida en juegos de inversion, ya que garantiza que el
equilibrio de inversion de cada agente dependa tnicamente de sus propias caracteristicas,
independientemente de los demas jugadores. Ademés, se realiza un anélisis exhaustivo de la
inversion total en equilibrio, mostrando que la regla de igual pérdida maximiza la inversion
total en la economia, independientemente de la simetria o asimetria entre los agentes. En

contraste, se observa que la regla de igual ganancia induce el menor nivel de inversion total.
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Recomendaciones

= Para futuros trabajos de investigacion, se recomienda estudiar otras reglas de banca-
rrota o familias de reglas de bancarrota que surjan de la necesidad de cada area. Entre
estas reglas se podria utilizar, por ejemplo, la regla de Piniles, la regla proporcional

ajustada o las reglas paramétricas.

= Para futuros trabajos de investigacion, se puede considerar el problema de bancarrota
desde la perspectiva de los juegos cooperativos con utilidad transferible, siguiendo un
enfoque optimista basado en el derecho méximo, donde el valor de la coalicién S es el

minimo entre el estado y la demanda agregada de sus miembros.

= Para futuros trabajos de investigacion, se propone extender el modelo hacia contextos
que incluyan bienes indivisibles. Este enfoque adquiere especial relevancia en situaciones
practicas, como la asignaciéon de viviendas subsidiadas, plazas docentes o camas en
Unidades de Cuidados Intensivos (UCI), entre otros.
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Anexo A
Reglas de bancarrota

Este apéndice desarrolla ejemplos, detalles e interpretaciones geométricas de las reglas de

bancarrota, presentadas en el Capitulo 2.

Regla proporcional

Ejemplo A.0.1. Sea el problema de bancarrota con dos agentes, N = {1,2}, el vector de
demandas ¢ = (50,75) y se consideran tres estados diferentes: Ey = 50, Fy = 75 y E3 = 100.

Resolver el problema de bancarrota aplicando la regla proporcional.
Solucién:

» Para F; =50y ¢ = (50,75)
La demanda agregada C' =125y A = %05 =04
Por lo tanto, al aplicar la regla proporcional, se obtiene la asignacion:

P(50, (50,75)) = (0,4) - (50, 75) = (20, 30).

» Para By =75y ¢ = (50, 75)
La demanda agregada C' =125y \ = % =0,6

Por lo tanto, al aplicar la regla proporcional, se obtiene la asignacion:

P(75,(50,75)) = (0,6) - (50,75) = (30,45).

» Para F3 =100y ¢ = (50, 75)

La demanda agregada C' =125y A\ = % =08
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Por lo tanto, al aplicar la regla proporcional, se obtiene la asignacion:
P(100, (50,75)) = (0,8) - (50, 75) = (40, 60).

Su representacion geométrica es:

X2

Z1

Figura A.1: Trayectoria de la regla proporcional para el caso de dos agentes con vector de demandas fijo,
¢ = (50,75).

La figura A.1 ilustra la aplicacion de la regla proporcional en un sistema de dos agentes. En
esta representacion gréfica, los puntos A, B y C son las asignaciones para los estados 50, 70
y 100 respectivamente.

Estos puntos ejemplifican como la regla proporcional distribuye los recursos en diferentes

estados del sistema, considerando las demandas fijas de los agentes.

Regla de igual ganancia

Ejemplo A.0.2. Sea el problema de bancarrota con 3 agentes, N = {1,2,3}, el vector
de demandas ¢ = (100, 200, 300) y el estado E = 450. Resolver el problema de bancarrota

aplicando la regla de igual ganancia.

Solucién:

Tenemos un estado E = 450 a repartir entre los 3 agentes de manera equitativa, es decir, cada
agente obtendria una asignacion igual a 150, el agente 1 obtendria una asignacién mayor a
su demanda de 100, lo cual no esta permitido por la restricciéon.

Resolviendo (2.2), se obtiene A = 175, entonces la asignacion a cada agente es:
» CEA;(450, (100,200, 300)) = min{175,100} = 100
» C'EA,5(450, (100,200, 300)) = min{175,200} = 175
» C'EA3(450, (100,200, 300)) = min{175,300} = 175
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Entonces la asignacion es: C EA(450, (100, 200, 300)) = (100, 175, 175).

Observacion A.0.1. Es importante notar en el ejemplo A.0.2, que el agente 1 recibe
la totalidad de su demanda, mientras que los agentes 2 y 3 sufren pérdidas de 25 y 125
respectivamente. Es decir, los agentes con demandas pequenas reciben una asignacion igual
a su demanda o reciben la misma asignaciéon que los agentes con demandas mayores. Por

definicion, C'E'A favorece a los agentes con demandas relativamente mas pequenas.

Resolver (2.2) puede resultar extenso y costoso en términos computacionales. Una forma sen-
cilla e intuitiva de calcular el vector de asignaciones, fue propuesta por Maimoénides (1170).
Esta propuesta consiste en hacer una division igualitaria y en caso de que alguna asignacion

exceda la demanda de algtin agente, se realizan ajustes iterativos.

La estructura del proceso, que se basa en una recursion, es la siguiente:

Primero, se realiza una division igualitaria del estado entre los agentes. Esta division iguali-
taria es la asignacion 6ptima siempre que ningtin agente reciba una asignaciéon que exceda su
reclamo. Sin embargo, si al menos un agente recibe una asignacion que exceda su demanda,
se calcula la diferencia entre la parte igualitaria y la demanda para cada uno de estos agentes.
La suma de estas diferencias se redistribuye equitativamente entre los agentes cuyas asigna-
ciones iniciales fueron inferiores a sus demandas. Después de esta redistribucion, es posible
que algunas asignaciones superen las demandas correspondientes. En este caso, el proceso se
repite: Se calculan las diferencias entre las asignaciones actualizadas y las demandas de los
agentes que recibieron més que sus demandas, y la suma de estas diferencias se redistribuye
equitativamente entre los agentes que ain reciben menos que sus demandas. Este proceso
iterativo continiia hasta que ningtin agente reciba una asignacion superior a su demanda. En

este punto, se obtiene la asignacion final aplicando la regla de igual ganancia.
A continuacioén, se presenta la representacion geométrica del proceso para el caso de 3 agen-

tes, N = {1,2,3} con un vector de demandas fijo, ¢ = (1, ¢s, ¢3), sin pérdida de generalidad

c1 < ¢ < c3, vy tres estados distintos es:
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Figura A.2: Una forma sencilla de calcular el vector de asignaciones mediante CEA, para un vector de
demandas fijo ¢, (¢1 < ¢2 < ¢3), y 3 estados distintos.
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En la figura A.2 se muestra un método sencillo e intuitivo de calcular las asignaciones para
tres estados distintos:

a) Para un estado suficientemente pequeno (E < 3¢y); se realiza la division igualitaria, de

modo que cada agente recibe a lo sumo su demanda.

b) Si E aumenta (E > 3c¢;), el agente con la demanda mas pequena (c1), al realizar la
division igualitaria recibe una asignacion que supera a su demanda en “d’ unidades.
Para corregir esta asignacion excesiva, se le asigna al agente 1 su demanda c¢; y el
excedente que supera a su demanda en “d” se divide equitativamente entre los agentes 2
y 3. Después de esta redistribucion, es posible que la asignacion del agente 2 no exceda
a su demanda (lo cual implica, que el agente 3 tampoco exceda su demanda). En tal
caso, el vector de asignacion x mediante C'E A se obtiene en 2 pasos.

¢) Si E continta aumentando, puede ocurrir el escenario que tras la redistribucion de
las “d” unidades, el agente 2 reciba una asignaciéon que supere a su demanda en “d”
unidades. En este caso, se transfieren las “d’unidades al agente 3. Asi, se obtiene el

vector de asignaciéon z en 3 pasos.

Ejemplo A.0.3. Sea el problema del Talmud (contrato matrimonial), con el vector de
demandas ¢ = (100, 200, 300) y se consideran tres estados diferentes: £y = 150, Ey = 450 y

E5 = 540. Resolver el problema de bancarrota aplicando la regla de igual ganancia.
Solucién:
» Para F; = 150 y ¢ = (100, 200, 300).
i) Se realiza la division igualitaria del estado. Resultando una asignacion provisional

(50, 50, 50). Ningtun agente recibe mas que su demanda.

Por lo tanto, el vector de asignacion es z = (50, 50, 50).
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= Para E, = 450 y ¢ = (100, 200, 300).

i) Se realiza la division igualitaria del estado, obteniéndose una asignaciéon provisional
(150, 150, 150). El agente 1 recibe 50 unidades méas que su demanda.

ii) Se asigna al agente 1 su demanda y se redistribuye el excedente de 50 unidades de
manera equitativa entre los demés agentes, resultando el nuevo vector de asigna-
ciones (100, 175,175). Ningun agente recibe méas que su demanda.

Por lo tanto, el vector de asignacion es = (100, 175, 175).
« Para B3 = 540 y ¢ = (100, 200, 300).

i) Se realiza la division igualitaria del estado, y se obtiene una asignacion provisional
(180, 180, 180). El agente 1 recibe 80 unidades mas que su demanda.

ii) Se asigna al agente 1 su demanda y se redistribuye el excedente de 80 unidades de
manera equitativa entre los demés agentes, resultando el nuevo vector de asigna-

ciones (100, 220, 220). El agente 2 recibe 20 unidades mas que su demanda.

iii) Se asigna al agente 2 su demanda y se transfieren las 20 unidades excedentes al
agente 3, resultando el nuevo vector de asignaciones (100, 200, 240).

Por lo tanto, el vector de asignacion es z = (100, 200, 240).

Regla de igual pérdida

Ejemplo A.0.4. Sea el problema de bancarrota con 3 agentes, N = {1,2,3}, el vector
de demandas ¢ = (100,200,300) y el estado £ = 200. Resolver el problema de bancarrota

aplicando la regla de igual pérdida.

Solucion:

Se tiene un déficit o pérdida agregada, L = 400 a repartir entre los tres agentes de manera

equitativa; es decir, cada agente asume una pérdida igual a 400/3. El primer agente obtendria

una asignacion negativa, lo cual no esté permitido por la restriccion.

Al resolver (2.3) se obtiene p = 150, entonces la asignacion de cada agente es:

» CEL(200, (100,200,300)) = méx{0, 100 — 150} = 0
= CEL5(200, (100,200, 300)) = méx{0, 200 — 150} = 50

= CEL3(200, (100,200,300)) = méx{0, 300 — 150} = 150

Entonces la asignacion es: C'EL(200, (100,200, 300)) = (0, 50, 150).
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Observacion A.0.2. Al analizar el ejemplo A.0.4, se observa que el agente 1 recibe una
asignacion nula, absorbiendo completamente su demanda inicial como pérdida. Los agentes
2 y 3 obtienen asignaciones de 50 y 150 unidades respectivamente, compartiendo el déficit
restante. Esto ilustra que los agentes con demandas pequenas asumen pérdidas equivalentes
a sus demandas iniciales. El déficit restante se distribuye entre los agentes con demandas

mayores. Esta regla protege a los agentes con mayores demandas.

Al igual que la regla de igual ganancia, el calculo del vector de asignaciones puede realizarse
de manera rapida e intuitiva. Sin embargo, resolver el problema de asignacion (2.3) puede
resultar extenso y costoso en términos computacionales. Maimonides (1170) propuso lo si-
guiente: después de que cada agente reciba el total de su demanda, se calcula la pérdida
o déficit agregado y distribuimos esta pérdida de manera equitativa entre los agentes. Se
realizan ajustes iterativos en caso de que algiin agente reciba una asignacién negativa.

La estructura del proceso, que se basa en la recursion, es la siguiente:

Primero, se asigna a cada agente el total de su demanda, aunque esta situaciéon sea invia-
ble en la practica dado que no se disponen con los recursos necesarios. Luego, se calcula la
pérdida total y se distribuye equitativamente entre los agentes. Se evalta el resultado: Si
todos los agentes reciben una asignacién no negativa, se ha obtenido el vector de asignacion
deseado. En caso contrario, se asigna cero a los agentes que reciben cantidades negativas,
luego se calcula la suma de estas cantidades negativas y se redistribuyen entre los agentes

con asignaciones positivas.

Esta redistribucion de las pérdidas puede generar nuevas asignaciones negativas a algunos
agentes de este tltimo grupo, por lo que se repite el ajuste con ellos. Es decir, se asigna cero
a los agentes con asignaciones negativas, se calcula la suma de las cantidades negativas y
se redistribuye entre los agentes con asignaciones positivas. Este proceso contintia hasta que
todos los agentes reciban una cantidad no negativa.

Se presenta la representacion geométrica del proceso para el caso de 3 agentes, N = {1, 2, 3}
con un vector de demandas fijo, ¢ = (¢1, 2, ¢3), sin pérdida de generalidad se asume ¢; <

co < c3, y tres estados distintos es:
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Figura A.3: Una forma sencilla de calcular el vector de asignaciones mediante C'EA, para un vector de
demandas fijo (¢; < ¢2 < ¢3) v 3 estados distintos.

En la figura A.3 se muestra un método sencillo e intuitivo de calcular las asignaciones para

tres estados distintos:

a)

Para un estado suficientemente grande, al distribuir el déficit agregado (3[), cada agente
recibe una asignacion no negativa. Por lo tanto x = (21, 2, x3) es el vector de asignacion

deseado.

En este escenario, el valor de E se reduce de tal manera que, al asignar las pérdidas, el
agente 1 recibe una asignacion negativa de “d ” unidades. Para corregir esto, se asigna

cero al agente 1 y se redistribuye la pérdida de “d ” unidades equitativamente entre los

wd »
2

Tras esta distribucion se verifica que el agente 2 (y por consiguiente, el agente 3) mantie-

agentes 2 y 3, incrementando sus pérdidas en cada uno.
ne una asignacion no negativa. De este modo, se logra determinar el vector de asignacion

en dos etapas.

En este caso, el valor de E es atin mas reducido, de tal manera que, tras la redistribucion
negativa de “d 7 unidades del agente 1, la asignacién del agente 2 también resulta
negativa en “d ” unidades. Para abordar esta situacion, se asigna cero al agente 2 y se
transfiere al agente 3 una pérdida adicional de “d ” unidades.

De este modo, logramos determinar el vector de asignaciéon en 3 etapas.

Ejemplo A.0.5. Sea el problema de bancarrota con 3 agentes, N = {1,2,3}, y el vector de
demandas ¢ = (100, 200, 400) y se consideran tres estados diferentes: £y = 550, Fy = 250 y

E3 = 100. Resolver el problema de bancarrota aplicando la regla de igual pérdida.
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Solucién:

= Para E; = 550 y ¢ = (100, 200, 400).

i)

Cada agente recibe el total de su demanda, se calcula la pérdida agregada L = 150,
y se distribuye la pérdida agregada de manera equitativa entre los agentes (% = 50),
obteniendo el vector de asignacion provisional (50, 150, 350). Ningtn agente recibe

una asignacion negativa. Por lo tanto, el vector de asignacion es x = (50, 150, 350).

= Para B, = 250 y ¢ = (100, 200, 400).

i)

i)

Cada agente recibe el total de su demanda. Se calcula la pérdida agregada L = 450,
y se distribuye de manera equitativa entre los agentes (% = 150), obteniendo el
vector de asignacion provisional (—50, 50, 250).

El agente 1 recibe una asignacion negativa de 50 unidades.

Se asigna cero al agente 1 y se redistribuye la pérdida de 50 unidades entre los
agentes 2 y 3, incrementando sus pérdidas en 25 unidades cada uno, obteniendo un
nuevo vector de asignacion provisional (0, 25, 225).

Ningun agente recibe una asignacion negativa. Por lo tanto, el vector de asignacion
es x = (0,25,225).

= Para E5 = 100 y ¢ = (100, 200, 400).

i)

i)

iii)

Cada agente recibe el total de su demanda. Se calcula la pérdida agregada L = 600 y
se distribuye la pérdida agregada de manera equitativa entre los agentes (% = 200),
se obtiene el vector de asignaciéon provisional (—100, 0, 200).

El agente 1 recibe una asignacion negativa de 100 unidades.

Se asigna cero al agente 1 y se redistribuye la pérdida de 100 unidades entre los
agentes 2 y 3, incrementando sus pérdidas en 50 unidades cada uno, obteniendo un
nuevo vector de asignacion provisional (0, —50, 150).

El agente 2 recibe una asignacion negativa de 50 unidades.

Se asigna cero al agente 2 y se transfiere al agente 3 una pérdida adicional de 50
unidades, resultando el nuevo vector de asignacion provisional (0, 0, 100).

Ningun agente recibe una asignacion negativa. Por lo tanto, el vector de asignaciéon
es (0,0,100).
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Regla conceder y dividir

Ejemplo A.0.6. Sea el problema de bancarrota con 2 agentes, N = {1,2}, y el vector
de demandas ¢ = (200,300) y se considera tres estados diferentes: F; = 100, E; = 250 y

E3 = 400. Resolver el problema de bancarrota mediante la regla conceder y dividir.
Solucién:
» Para F; = 100 y ¢ = (200, 300)

1) El agente 1 concede al agente 2, max{100 — 200,0} =0
El agente 2 concede al agente 1, max{100 — 300,0} =0

Se obtiene una asignacion provisional (0, 0)
2) El remanente del estado de 100 unidades, se distribuye equitativamente entre los
agentes. Por lo tanto, se obtiene la asignacion final z = (50, 50).

= Para E, = 250 y ¢ = (200, 300)

1) El agente 1 concede al agente 2, max{250 — 200,0} = 50
El agente 2 concede al agente 1, méx{250 — 300,0} =0

Se obtiene una asignacion provisional (0, 50).
2) El remanente del estado de 200 unidades, se distribuye equitativamente entre los
agentes. Por lo tanto, se obtiene la asignacion final = (100, 150).

» Para F3 =400 y ¢ = (200, 300).

1) El agente 1 concede al agente 2, max{400 — 200,0} = 200
El agente 2 concede al agente 1, méx{400 — 300,0} = 100

Se obtiene una asignacion provisional (100, 200).

2) El remanente del estado de 100 unidades, se distribuye equitativamente entre los

agentes. Por lo tanto, se obtiene la asignacion final x = (150, 250).
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Regla del Talmud

Ejemplo A.0.7. Sea el problema del Talmud, contrato matrimonial, donde las demandas de
las esposas son ¢ = (100, 200, 300) y cuatro valores diferentes del patrimonio £y = 100, Fy =
200, 5 = 300 y E4 = 450. Resolver el problema de bancarrota aplicando la regla del Talmud.

Solucion:

» Para F; = 100 y ¢ = (100, 200, 300).
Se calcula la pérdida agregada, C' = 600. Como F < %, la regla del Talmud se comporta
de manera similar a la regla CEA(E, §) = CEA(100, (50, 100, 150)).

i) El estado se distribuye de manera equitativa entre los tres agentes, lo que da como

100 '100 "199) Ningtin agente recibe mas de

resultado una asignacion provisional de (5, 57, =5

la mitad de su demanda.

100 100 100

Por lo tanto, la asignacion es T'(E, c) = (57, 57, 73

» Para Fy = 200 y ¢ = (100, 200, 300).
Se calcula la pérdida agregada, C' = 600. Como F < %, la regla del Talmud se comporta
de manera similar a la regla CEA(E, §) = CEA(200, (50, 100, 150)).

i) El estado se distribuye de manera equitativa entre los tres agentes, lo que da como

200 200 200

resultado una asignacion provisional (57, 57, %

). El agente 1 recibe % unidades
més de la mitad de su demanda.

ii) Asignamos al agente 1 la mitad de su demanda y se redistribuye el excedente de

53—0 unidades de manera equitativa entre los deméas agentes; resultando la nueva
asignacion (50,75, 75).
Ningiin agente recibe méas que la mitad de su demanda.

Por lo tanto el vector de asignacion es T'(E, ¢) = (50,75, 75).

» Para F3 =300 y ¢ = (100, 200, 300).
Se calcula la pérdida agregada, C' = 600. Como F < %; la regla del Talmud se comporta
de manera similar a la regla CEA(E, §) = CEA(300, (50, 100, 150)).

i) El estado se distribuye de manera equitativa entre los tres agentes, lo que da como
resultado una asignacion provisional (100,100, 100). El agente 1 recibe 50 unidades

mas que la mitad de su demanda.

ii) Se asigna al agente 1 la mitad de su demanda y se redistribuye el excedente de

50 unidades de manera equitativa entre los demas agentes, resultando la nueva
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asignacion (50, 125,125). El agente 2, recibe 25 unidades mas que la mitad de su

demanda.

iii) Se asigna al agente 2 la mitad de su demanda y se transfiere las 25 unidades al
agente 3.
Por lo tanto, el vector de asignacion es T'(E, ¢) = (50, 100, 150).

» Para F, =450 y ¢ = (100, 200, 300).
Se calcula la pérdida agregada, C' = 600. Como E < %, la regla del Talmud se comporta
como: 5§ +CEL(E — ¢ ¢y = (50,100, 150) + C EL(150, (50, 100, 150)).

272
i) Se calcula C' EL(150, (50,100, 150)).
Se asigna a cada agente la mitad de su demanda, y se obtiene una asignaciéon
provisional (50,100, 150). Luego, se reparte el nuevo déficit para este problema,
L = 150, de manera equitativa entre los agentes, y se obtiene el vector de asignacion
provisional de (0,50, 100). Ningtin agente recibe una asignacion negativa.
Entonces, el vector de asignacion C' EL(150, (50,100, 150)) = (0, 50, 100)
Por lo tanto; T(E, c) = § + CEL(E — §, 5) = (50,150, 250).

Regla de llegada aleatoria

Ejemplo A.0.8. Sea el problema de bancarrota con 3 agentes, N = {1,2,3} € N y el vector
de demandas ¢ = (100,200, 300) y cuatro estados diferentes: F; = 100, Es = 200, E5 = 300

y E4 = 450. Resolver el problema de bancarrota aplicando la regla de llegada aleatoria.

Solucioén:
Se tiene el problema de bancarrota con 3 agentes y 3! = 6 posibles ordenaciones de llegada

para los 3 demandantes,
MY = {123,132, 213,231, 312,321}

» Para el estado E, = 450 y ¢ = (100, 200, 300).
Para el orden de llegada 123:

i) Llega el agente 1 en primer lugar, se le asigna su demanda, z; = 100, dado que el
estado, E = 450, alcanza a cubrir la demanda del agente 1, con un remanente del

estado, E = 350, por asignar dado que ya se asignaron 100.

ii) Llega el agente 2 en segundo lugar, se le asigna su demanda, xs = 200, dado que el
remanente del estado, £ = 350, alcanza a cubrir la demanda del agente 2, con un

remanente del estado, F = 150, por asignar dado que ya se asignaron 200.
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iii) Llega el agente 3 en tercer lugar, se le asigna x3 = 150; dado que solo tenemos 150

de estado por asignar.

El siguiente cuadro A.1 nos muestra el pago que recibe cada agente segin su orden de

llegada.

_ Pemandas | 200 300

Ordenes de llegada
123 100 200 150
132 100 50 300
213 100 200 150
231 0 200 250
312 100 50 300
321 0 150 300

Promedio 200/3 425/3 725/3

Cuadro A.1: Asignacién mediante la regla de llegada aleatoria para un estado, £ = 450, y un vector de
demandas ¢ = (100, 200, 300).

.. Obtenemos una asignacion, RA(450, (100,200, 300)) = (23—0, %5, %) )

» Para el estado E5 = 300 y ¢ = (100, 200, 300).
Se resuelve el problema anélogo al caso anterior.

El cuadro A.2 muestra el pago de cada agente segin su orden de llegada.

i Demandas 100 200 300
Ordenes de llegada

123 100 200 0

132 100 0 200
213 100 200 0

231 0 200 100

312 0 0 300

321 0 0 300

Promedio 50 100 150

Cuadro A.2: Asignacién mediante la regla de llegada aleatoria para un estado, £ = 300, y un vector de
demandas ¢ = (100, 200, 300).

.. Obtenemos una asignacion, RA(300, (100,200, 300)) = (50, 100, 150).
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» Para el estado Ey = 200 y ¢ = (100, 200, 300)
Se resuelve el problema anélogo al caso anterior.

El cuadro A.3 muestra el pago de cada agente segiin su orden de llegada.

i Demandas 100 200 300

Ordenes de llegada
123 100 100 0
132 100 0 100
213 0 200 0
231 0 200 0
312 0 0 200
321 0 0 200

Promedio 100/3 250/3 250/3

Cuadro A.3: Asignacién mediante la regla de llegada aleatoria para un estado, £ = 200, y un vector de
demandas ¢ = (100, 200, 300).

. Obtenemos una asignacion, RA(200, (100,200, 300)) = (132, 232, 250).

» Para el estado E; = 100 y ¢ = (100, 200, 300).
Se resuelve el problema analogo al caso anterior.

El cuadro A.4 muestra el pago de cada agente segiin su orden de llegada.

) Demandas 100 200 300
Ordenes de llegada
123 100 0 0
132 100 0 0
213 0 100 0
231 0 100 0
312 0 0 100
321 0 0 100
Promedio 100/3 100/3 100/3

Cuadro A.4: Asignacion mediante la regla de llegada aleatoria para un estado, £ = 100, y un vector de
demandas ¢ = (100, 200, 300).

.. Obtenemos una asignacion, RA(100, (100,200, 300)) = (132, 192, 199).
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El siguiente cuadro A.5 muestra el resumen de las asignaciones mediante la regla de llegada

aleatoria para los cuatro diferentes estados.

Estado
Asignacion 100 200 300 450
Agente 1 100/3 100/3 50 200/3
Agente 2 100/3 250/3 100 425/3
Agente 3 100/3 250/3 150 725/3

Cuadro A.5: Asignacion obtenida mediante la regla de llegada aleatoria y cuatro diferentes estados.

Observacion A.0.3. Los resultados obtenidos en el ejemplo A.0.8 y el ejemplo 3.3.1,
muestran que la solucion obtenida al resolver el problema de bancarrota aplicando la regla
R A coincide con la solucién obtenida a través del valor de Shapley en el juego de bancarrota
asociado. Esto indica que la regla RA puede utilizarse como un método alternativo para

calcular el valor de Shapley para este tipo de problemas.
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