“PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL
PERU ”
ESCUELA DE POSGRADO

‘l‘iENEg,P >
4 m Ay
E'W' - '% U C
T S P P
\Eﬁﬁ/

“Distribucion Uniforme sobre la Interseccion de un
Simplex y una Esfera en Dimensiones Altas

TESIS PARA OPTAR EL GRADO ACADEMICO DE MAGISTER EN
MATEMATICAS

AUTOR:
Wilson Alberto Cabanillas Banda

ASESOR:
Dr. Johel Victorino Beltran Ramirez

Octubre, 2017
PERU

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




Resumen

La presente tesis es acerca de deducir propiedades asintéticas acerca de la distribucion
uniforme sobre la interseccion de una esfera y un simplex en R” cuando la dimension del
espacio euclideano tiende a infinito. Claramente, para que tal interseccion sea no vacia
es necesario que los tamanos de la esfera y el simplex, que también haremos crecer al
infinito, sean configurados de modo adecuado (esto es discutido con detalle en el Lema
2.1). El resultado importante de este trabajo es que, de acuerdo a la “razén asintdtica”
entre los tamanos de la esfera y el simplex, la distribucién uniforme sobre la interseccion

de ellos se comportara de modos absolutamente distintos.

Para dar una idea aproximada del resultado que conseguiremos podemos explicarlo del

siguiente modo: Si n es muy grande y
(X1,...,X5)

es un punto elegido uniformemente sobre la interseccién de una esfera (euclideana) de

radio vnb y un simplex de radio n (respecto a la norma de la suma) en R" entonces

(1) Para 1 < b < 2 el tamano de cada componente |X;| es de orden menor
o igual a y/log(n) (en particular, no existe una componente notablemente

mayor que las demds).

(77) Para b > 2, existe una componente del vector cuyo tamano es de orden
v/n mientras que el tamano del resto de componentes es de orden estricta-

mente menor.

Los enunciados precisos de estas afirmaciones son los Teoremas 2.3 y 2.4 de la Seccion
2.2. Estos teoremas incluyen también el resultado de lo que sucede en el valor critico
b=2.
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Capitulo 1
Introduccion

El objetivo de este trabajo es deducir propiedades asintoticas acerca de la distribucion
uniforme sobre la interseccién de una esfera y un simplex en R™ cuando la dimensién del
espacio euclideano tiende a infinito. Claramente, para que tal interseccion sea no vacia
es necesario que los tamanos de la esfera y el simplex, que también haremos crecer al
infinito, sean configurados de modo adecuado (esto es discutido con detalle en el Lema
2.1). El resultado importante de este trabajo es que, de acuerdo a la “razén asintdtica”
entre los tamanos de la esfera y el simplex, la distribuciéon uniforme sobre la interseccion

de ellos se comportard de modos absolutamente distintos.

Para dar una idea aproximada del resultado que conseguiremos podemos explicarlo del

siguiente modo: Si n es muy grande y
(X1,...,X5)

es un punto elegido uniformemente sobre la interseccién de una esfera (euclideana) de

radio vnb y un simplex de radio n (respecto a la norma de la suma) en R™ entonces

(i) Para 1 < b < 2 el tamano de cada componente |X;| es de orden menor
o igual a \/log(n) (en particular, no existe una componente notablemente

mayor que las demds).

17) Para b > 2, existe una componente del vector cuyo tamano es de orden
y
v/n mientras que el tamano del resto de componentes es de orden estricta-

mente menor.
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Los enunciados precisos de estas afirmaciones son los Teoremas 2.3 y 2.4 de la Seccion
2.2. Estos teoremas incluyen también el resultado de lo que sucede en el valor critico
=2.

La principal motivacion para este estudio proviene de versiones discretas no lineales de la
ecuacién de Schrodinger donde las componentes de (X7, ..., X,,) son interpretadas como
cantidades de energia. El resultado presentado en este trabajo es entonces entendido
como una transicion de fase donde, por encima del valor critico b = 2, la energia es
localizada en una séla componente (ver [8] para més detalles sobre la interpretacién

fisica del resultado).

Por otro lado, el comportamiento asintético de la distribucién uniforme sobre un sim-
plex adecuadamente rescalado es un resultado bastante conocido en probabilidad: las
coordenadas son asintéticamente independientes y tienen distribucién aproximadamen-
te exponencial. En el caso de una esfera, es también conocido que para dimensiones
grandes, las coordenadas de un punto elegido uniformemente son asintéticamente inde-
pendientes y tienen distribucién aproximadamente gaussiana. Desde un punto de vista
matematico, el resultado expuesto en este trabajo es entonces la sucesion natural a estos
resultados obtenidos para la esfera y el simplex de forma individual. Para una revisién

de estos resultados clésicos puede ver [4].

Este trabajo de tesis es basado en el articulo [3] que serd préximamente publicado
en Journal of Topology and Analysis. Durante la elobaracion de la tesis mantuvimos
comunicacion con el autor, Sourav Chatterjee, a quien agradecemos mucho su atencién

a nuestras observaciones sobre su articulo.
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Capitulo 2
Resultados Principales

El propdsito de este capitulo es brindar los conceptos basicos necesarios para presentar
con rigor, al final del capitulo, los resultados anunciados en la introduccion. En la pri-
mera seccién examinaremos la configuracion correcta de los tamanos entre el simplex
y la esfera de modo que la interseccion no sea trivial. En beneficio de la exposicién,
hemos preferido postergar la explicacién detallada de la distribuciéon uniforme sobre la
interseccién al siguiente capitulo para enunciar los resultados principales del trabajo ya

en este punto y motivar asi la lectura.

2.1. Interseccion de una esfera y un simplex

Escojamos un numero real b > 0, un entero n > 1 y consideremos el conjunto

{(xl,...,xn) eR" : Z|x1| :n,Zx?:nb}. (2.1)
i=1 i=1

Este conjunto es la interseccién de una esfera de radio n de acuerdo a la norma de la

suma en R" y de una esfera de radio vnb de acuerdo a la norma euclideana en R".

Por la simetria con respecto a los signos en la expresién que define al conjunto (2.1),
para estudiar el comportamiento de la distribucién uniforme sobre este conjunto, sera

suficiente considerar su restriccion sobre el conjunto de vectores con coordenadas estric-
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tamente positivas, i.e.

n

K = {(xl,...,xn) : in:n, gx?:nb, x; >0, Vz’}. (2.2)

i=1

Antes de encontrar los valores de b para los cuales K es no vacio, consideremos el conjunto

K = {(xl,...,xn) c R} : zn:xi:n,zn:m?:nb}
i=1 i=1

donde usamos la notacion
RY = {(z1,...,2n) 1 2; > 0, Vi}. (2.3)
El siguiente lema nos da una idea del aspecto geométrico de K segtin los valores de b.
Lema 2.1. Se cumple lo siguiente.
(i) Si K no es vacio entonces b € [1,n).
(i4) Sib=1 entonces K = {1}, donde 1 = (1,1,...,1) € R™.

(13i) Si b = n entonces K = {nej,nesy,...,ne,}, donde ey, es,...,e, son los vectores

canonicos del R™.

Demostracién. Probemos (i). Ya que la aplicacion t — t? es convexa tenemos la de-

sigualdad
2
1 < 1 <
IS w) <232
<n 7;:1x> _717;:1%Z

Para que K sea no vacio entonces, debido a esta desigualdad, resulta necesario que 1 < b.

Por otro lado, si z; > 0 para todo ¢ = 1,...,n entonces
n n 2
Sare ()
i=1 i=1

Ya que las componentes de los vectores en K son no negativos, esta desigualdad implica

que b < n es necesario para que K sea no vacio.

4
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Para probar (i) supongamos que b = 1y sea (z1, ..., z,) € K. Tenemos,

(w1 =1+ F (za = 1) =

il =2z 44 m,) 0
= 0.

Eso implica que x; = 1 para todo i y asi concluimos que K = {1}. Supongamos ahora
que b = n para probar (iii). Si (21, ..., 2,) € K tenemos

2 2 2 2 §
n:(x1+.+xn) — x1+...xn+2 ng:]
1<i<j<n
= n242 E A
1<i<j<n

y por tanto 2, i, ziz; = 0. Siendo todas las componentes mayores o iguales a cero
concluimos que

eso prueba que no pueden haber dos componentes estrictamente mayores que cero y

por lo tanto (z1, ..., 2,) es multiplo de algun vector canénico de R™. A partir de aqui es
simple concluir que K = {ne; : j =1,...,n}

]

T

E———————

T

T

Figura 2.1: El conjunto K C R3 para distintos valores de b. Observe que en (a) K resulta
conexo mientras que en (b) resulta disconexo.
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Lema 2.2. K es no vacio si y s6losi 1 < b < n.

Demostracion. Gracias al Lema 2.1, para que K no sea vacio es necesario que 1 < b <n
y cuando b = 1 tendremos K = {1}. Para probar la reciproca asumamos ahora que

1 < b < n. Definamos v : [0,1] — R" como
Y(t) =1 —tne; +t1, tel0,1], (2.4)

donde, recordemos, e; es el primer vector canénico de R" y 1 = (1,1,...,1) € R™. Es

simple ver que
~v(t) € {(xl, .y Tp) €ERY Zx, — n} (2.5)
i=1

para todo t € [0, 1]. Por otro lado, si

Y(t) = (n(8),72(8), -, Im(t))

entonces . .
2%(0)2 =n’ y Z%(l)2 =n.
i=1 i=1

Ya que la aplicacién ¢ — >_1" | 7;(t)? es continua, el teorema del valor intermediario nos

permite asegurar la existencia de t € [0, 1] de modo que
> ilto)? =bn. (2.6)
i=1

Como b < n, esta ultima exresién es menor que n? y entonces ty, # 0. Usando este hecho

en (2.4) aseguramos que
De (2.5), (2.6) y (2.7) concluimos que 7(ty) € K probando que K es no vacio. O

En este trabajo se fijard b > 1 para evitar el caso degenerado en que K = {1}. En los
resultados que enunciaremos en la siguiente seccién haremos que la dimension n T oo
mientras que b > 1 permanece fijo. Entonces, por el Lema 2.2, sabremos que K # &

para todos los valores de n a partir de una cierta dimensién.

6
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2.2. Teoremas Principales

Estamos interesados en observar el comportamiento asintético de la distribucién unifor-
me sobre K cuando fijamos el valor de b > 1 y hacemos n — oo. La definiciéon precisa
de distribucion uniforme sobre K no resulta evidente debido a que K tiene medida de
Lebesgue igual a cero. Para no distraernos con el tecnicismo de tal definicién, la poster-
garemos al Capitulo 3 donde ademads probaremos propiedades importantes de simetria

de la distribucién. Enunciaremos mas bien ahora los resultados principales del trabajo.

Durante el resto del texto,

O 10, A A

denotara un vector aleatorio siguiendo la distribucion uniforme sobre K. El primer teo-

rema cubre el rango de valores menores o iguales al valor critico.

Teorema 2.3. Suponga 1 < b < 2. Entonces existe un tnico par (r,s) € R* de modo

que la densidad de probabilidad que es proporcional a

exp(—rz? —sz), >0,
0, z <0,

tiene primer momento 1 y sequndo momento b. Sean Y1,Ys, ... variables aleatorias i.i.d

sigutendo esta densidad. Entonces se cumple :

(a) Para todo k fijo, el vector aleatorio (X1, ..., Xx) de las primeras k coordenadas de
X converge en distribucion a (Y1,...,Yy) cuando la dimension n — co.

(b) Ademds, todos los momentos de (Xi,...,Xy) convergen a los correspondientes
momentos de (Y1,...,Yy).

(¢) Sib <2, existe una constante C, dependiendo de b, tal que
nh_}rgoIP’(lrgaéXl > C\/logn> =0.
(d) Cuando b =2, la parte (c) se cumple pero con logn en vez de \/logn

El siguiente teorema describe la situacion cuando b esta por encima del valor critico. Un

interesante fenémeno de localizacién ocurre en este rango de valores.

7
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Teorema 2.4. Supongamos que b > 2. Sean Y1, Ys, ... variables aleatorias independientes
tales que
Y, ~ exp(l), Vji>1.

Entonces se cumple lo siguiente.

(a) Para cualquier k fijo, el vector aleatorio (Xi,..., Xy) converge en distribucion a

(Y1, ..., Yy) cuando la dimension n — oo .

(b) St M := méx<;<, X; entonces
M2

m — 1 en probabilidad.

(¢) Sea My el valor de la sequnda coordenada mds grande en X = (X,..., X,,). En-
tonces )
—2 0 en probabilidad.
n

A diferencia de lo enunciado en el Teorema 2.3, cuando b > 2 no ocurre la convergencia
de momentos. En efecto, probaremos en la Proposicién 3.11 del siguiente capitulo que

las coordenadas de X = (X1, Xy, ..., X,) tienen la misma distribucién. Por lo tanto
E(| X1+ |Xa* + - + | Xa|?) = nb
implica que E(|X;]?) = b para cualquier n mientras que E (|Y;]?) = 2.

El teorema final 2.5 provee cotas de error para los resultados de convergencia distribu-

cional enunciados en los Teoremas 2.3 y 2.4.
Teorema 2.5. En las hipotesis del Teorema 2.3,

1
sup |[P(X) <ty Xp < 1) — P(Ys < 1,0, Vi < t)] < Chy |~

t1,.0tg n

donde C' es una constante que depende solamente de b. En las hipdtesis del Teorema

2.4, la cota del lado derecho se convierte en Ckn='/*.
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Capitulo 3
Distribucion Uniforme sobre K

En este capitulo presentaremos la definicién de distribuciéon uniforme sobre K que es-
taremos usando durante el texto. Probaremos también, al final del capitulo, algunas

propiedades de simetria sobre esta distribucion.

Consideraremos sobre R"™ el producto interno euclideano

(@,y)=> z;, parax=(1,...,%n) ey = (y1,---,Yn) (3.1)
j=1
que determina la norma ||z| := (x,2)"/2. Definamos para cada = = (x1,...,1,) la

cantidad

wu(x) = %sz — %(x, 1). (3.2)

Recuerde que 1 representa el vector de coordenadas iguales a 1. Consideremos el hiper-

plano

Vi={zeR": u(x)=0}. (3.3)

Dotaremos al espacio vectorial V' del producto interno (-,-) inducido por R™ (haremos
abuso de notacién usando el mismo simbolo para el producto interno sobre V). Estaremos

interesados en la esfera de radio y/n del espacio V:
Sy . ={z eV :{(z,z) =n}. (3.4)

M4s adelante, en (3.17), identificaremos a K con el subconjunto T71(K) de la esfera Sy

a través de una homotecia T'. Asi, definiremos finalmente la distribucién uniforme sobre

9
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10

K por medio de la distribucién uniforme sobre Sy condicionada a T~*(K). De acuerdo a
este plan, comenzaremos examinando la distribucién uniforme sobre Sy en la siguiente

seccion.

3.1. Distribucion uniforme sobre Sy

Acabamos de definir el espacio vectorial con producto interno (V, (-, -)) usando (3.3) y
el producto interno euclideano en R". Recordemos que una aplicaciéon A : V' — V es

una isometria lineal cuando A es lineal y
(Az, Ay) = (z,y) , paratodo z,y € V.

Es claro que toda isometria lineal A es no singular, es decir, Ax =0siysélosix =0,y
su inversa A~! es también una isometria lineal. De forma evidente, la misma definicién

y propiedades valen para isometrias lineales definidas sobre el espacio (R™, (-, )).

Denotaremos por Bgn (resp. By ) el o-dlgebra de borelianos en R™ (resp. V). Es sabido
que By coincide con la coleccién de borelianos de R™ contenidos en V. La distribucién
uniforme sobre Sy es definida como la tnica probabilidad sobre (V, By/) con soporte en

Sy ¥ que es invariante bajo todas las isometrias lineales de V' sobre si mismo.

Definicién 3.1. La distribucion uniforme sobre Sy, que denotaremos por \, es definida

como la unica medida de probabilidad sobre (V, By) tal que A(Sy) =1 y
A=XoA™' paratoda A:V — V isometria lineal. (3.5)
En la definicién estamos denotando por A o A~! la medida inducida por \ y A:
Ao A™N(B)=AA"(B)), BEeBy.

La prueba de la existencia y de la unicidad aludidas en la Definiciéon 3.1 se puede

encontrar en el Teorema 9.2 en el Capitulo de Anexos.

Recuerde la definicién de p(-) en (3.2) y que 1 € R™ es el vector de coordenadas iguales
a 1. El siguiente lema nos sera til posteriormente, en las pruebas de la Proposicién 3.3
y del Lema 3.4.

10

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




11

Lema 3.2. Si A: R” — R" es una isometria lineal tal que A1 = 1 entonces
w(Az) = p(z), VeeR™.
En particular, AV = V.
Demostracion. Para probar la primera afirmacion basta observar que
u(Az) = —(1, Az)

(A1, Az)

I
I3 =3~
=

&

= u(z).

Ahora, si y € AV y por tanto y = Az para algin x € V tendremos que u(y) =
p(Azx) = p(z) = 0 probando que y € V. Eso prueba que AV C V. Siendo A no singular,
dim(AV) = dim(V') y por tanto AV = V. O

La siguiente proposicién nos permite caracterizar la distribucion uniforme sobre Sy

mediante la distribucion inducida sobre R™ por la inclusion.

Proposicién 3.3. Sea v una medida de probabilidad sobre (V,By) y sea U la medida

de probabilidad sobre (R™, Bgn) inducida por v y la funcidn inclusion i : V. — R, i.e.
7(B):=(voi H)(B)=v(BNV), B¢ Bgn.

Entonces v es la distribucion uniforme sobre Sy si y solo si U satisface las siguientes

dos condiciones:
(i) ?(Sy) =1y

(i7) U es invariante por todas las isometrias lineales A : R™ — R" tales que A1 =1,

es decir, o A7 = D.

Demostracion. Para comenzar supongamos que v es la distribucion uniforme sobre Sy .

Es claro que
ﬁ(Sv) = I/(Svﬂ‘/) = l/(Sv) =1

11
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12

probando que ¥ satisface (7). Para probar que & satisface (i7) fijemos una isometria lineal
A:R™ — R" tal que A1 = 1. Gracias al Lema 3.2 podemos definir 4 : V — V como

~

Ar:=Ax, xe€V.

Es claro que A resulta una isometria y que, por definiciéon, Aoi = i 0 A, es decir el

siguiente diagrama conmuta

Vs R
Al O lA
V—. R
Asi,
poA™ = (woi)oA!
= (oA Hoi
= voi ' (pues v es, por definicién, invariante por A)
= D,

lo cual prueba que v satisface (i7).

Ahora supongamos que » cumple las condiciones (i) y (ii). Probaremos primeramente

que v (Sy) = 1. En efecto,

v(Sy) = v(SynV)

Fijemos ahora una isometria lineal A : V' — V arbitraria y probemos que v es invariante
por A. Si {vy,v2,...,0,_1} es una base para V entonces {v,vs,...,v,_1,1} es una base
n—1

para R™ porque 1 = (1,1,...,1) € V. Asf cada = € R" se escribe como x =) /| a,v; +

a,1 y definimos A:R" = R" como

R Ax siz eV,
Z;:ll aAvi+a,1 siz g€V .

12
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13

Obviamente A1 = 1. Usando el hecho de que el vector 1 es ortogonal a V' y que A es
isometrfa lineal, no es dificil verificar que A resulta una isometria lineal. De (7) se sigue
que

p=0DoA! (3.6)

Ya que v(D) = (D) para cualquier D € By entonces, para cualquier B € By, tenemos
v(AT(B)) = v(A7N(B)) = v(AT(B)) (3.7)

donde usamos que AV =V para la segunda igualdad. Por (3.6), el ultimo término en

(3.7) coincide con
v(B) = (BAV) = v(B). (3.8)

De (3.7) y (3.8) se sigue que v o A~! = v. Ya podemos concluir que v es la distribucién

uniforme sobre V' y la prueba esta completa. O

3.2. Aplicacién de normalizacién

Para cada vector z € R" definimos

pala) =~ (@7) ¥ o(e) = Vialo) — pla?

Denotaremos por L := {al, o € R} la recta diagonal del R™. Observe que
r¢L < o(x)>0 (3.9)

y que
r €Sy <= px)=0yo(x)=1. (3.10)

Consideramos la aplicacién de normalizacion ¢ : R® — V' definida como
0, sizxel,

o(x) = (3.11)
ﬁ(x—p@)l) , sizédgl.

Esta funcion es definida para tener
ulpr) =0 y o(¢x)=1 paratodoxr e R"\L. (3.12)
Usaremos las siguientes propiedades acerca de ¢.

13
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14

Lema 3.4. Se cumple lo siguiente.
(1) Para toda isometria lineal A : R™ — R™ tal que A1 = 1 se tiene po(Az) = pus(z) y

¢(Ax) = A¢(x), VreR™.
(17) ¢(z) = x para todo = € Sy.

(iid) p(R™\ L) =Sy

Demostracion. Para probar (i) recordemos del Lemma 3.2 que pu(Az) = p(z). Luego,

como fug(Ax) = us(x) es facil verificar, tenemos o(Ax) = o(x). Finalmente

o4r) =~ (Ao = p(An)1)
1
= MA(JU—M(-T)U
e

El item (ii) es consecuencia directa de (3.10). De (3.12) y (3.10) se sigue que ¢(x) € Sy
para todo € R™ \ L. Entonces el item (iii) es consecuencia de este hecho y el item

(id). 0

El siguiente lema nos proveera una forma ttil de generar una distribucién uniforme sobre

Sy.

Lema 3.5. Sea Z un vector aleatorio n-dimensional gaussiano estandar, entonces ¢ o Z

estAj uniformemente distribuido sobre Sy .

Demostracion. Denotemos por 6 la distribucion de ¢ o Z y denotemos por v la distri-

bucion gaussiana estandar n-dimensional, i.e.
v:=PoZ, 0:=Po(¢poZ) '=qog¢ "

Denotemos por 6 la medida inducida por 6 y la inclusién ¢ : V — R™. Gracias a la

Proposicién 3.3, resta probar que 6 satisface (1) y (i) de esa proposicion.
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Tenemos primero que

0(Sv) = 6(Sv)
= 700 ' (Sy)
= Y(R"\L).

En la tercera igualdad hemos usado el item (7ii) del Lema 3.4. Ya que L tiene medida
de Lebesgue cero y «v es absolutamente continua entonces el ultimo término es igual a
1. Eso prueba que 0 satisface (i) de la Proposicién 3.3.

Consideremos ahora una isometria lineal A : R” — R" tal que A1 = 1. Denotemos

~

¢ =10 ¢:
(2,P) —Z= (R, 7) = (V,6)
(Zu::io;."'A Ll R
(R",0)
Vemos que

foA™ = (yogloi)oA
= yo(Aog)”!
= yo(doA)! (por (i) de Lema 3.4)
= (yoA oo™
= ~o bt (pues 7y es invariante por isometrias lineales)

= 0.

Concluimos pues, gracias a la Proposicion 3.3, que 0 es la distribucién uniforme A sobre
Sy. [

3.3. La distribucion uniforme sobre K

En esta seccién finalmente definimos la distribucién uniforme sobre K. Nos serd necesario

considerar los subconjuntos de Sy del siguiente tipo:
Sy(r) = {z €Sy : m(z)>r}, reR,
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donde

m(zx) = i ;.

El siguiente lema nos permitira definir la distribucién uniforme sobre estos subconjuntos.

Recuerde que A denota la distribuciéon uniforme sobre Sy .
Lema 3.6. Si Sy (r) # @, entonces A (Sy(r)) > 0.

Demostracion. Si Sy(r) # @ entonces existe un xy € Sy tal que m(zy) > r. En parti-

cular, ¢(zg) = g por el item (ii) del Lema 3.4. Por tanto
mo ¢(xg) = m(zg) > 7.

Siendo m o ¢ una aplicaciéon continua en una vecindad de Sy existe entonces una bola

B centrada en x tal que
m(é(y)) >r, paratodoy € B. (3.13)
Usando este hecho tenemos
{Z € B} € {m(¢(2)) > r}
para un vector aleatorio Z con distribucién n-dimensional Gaussiana estandar. Entonces
P(m(¢(2)) > 7’) > P(ZeB) > 0 (3.14)
Por otro lado, como P(Z € L) = 0 entonces, por el item (iii) del Lema 3.4 tenemos

P(m(9(2)) > 1) = P(m(6(2)) >r, 6(2) €Sv)
- IP<¢(Z) c Sv(r)> .
Del Lema 3.5, de esta tiltima observacién y de (3.14) obtenemos
ASv(r) = P(6(2) €Sv(r)) = B(m(6(2)) > 1) > 0,
que es lo que querfamos probar. 0
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Ahora estamos listos para definir la distribucién uniforme sobre K. Recuerde que estamos

asumiendo b > 1. Denotaremos durante todo el resto del texto:

Vi=vb—1. (3.15)
Gracias a (3.10), tenemos

Sv(=1/t) = {z €Sy : m(z) > -1/}
= {z€R": ux)=0, o) =1, m(z)>-1/V}
Observe por otro lado que K puede ser descrito del siguiente modo
K:={zeR": px)=1, o) =V, m(z)>0}.
Entonces, si consideraremos la homotecia
T:V—=R", T(x)=bVr+1 (3.16)

y denotamos S}, := Sy (—1/b") tendremos

K=1T(S}y). (3.17)

En particular esta relacién prueba que S§, # @ (a partir de una cierta dimensién, como
fue comentado al final de la Seccién 2.1). Gracias al Lema 3.6, podemos entonces definir

la distribucion uniforme sobre Sj, de forma estandar.

Definicién 3.7. Definimos \*, la distribucion uniforme sobre S}, como la probabilidad

sobre (V,By) dada por
AANSY)

(A) = ———22 A€ By.
A() )\(S}.})? € by

Finalmente, debido a que T es una homotecia, resulta natural definir la distribucion
uniforme sobre K como la probabilidad inducida sobre ella por T y la distribucion

uniforme sobre S7;.

Definicién 3.8. La distribucion uniforme sobre IC, que denotaremos por A, es definida
como
M = Aol ! (3.18)
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3.4. Simetrias de la distribucion uniforme sobre K

Para terminar el capitulo, demostraremos la invarianza de A\ por permutaciones de
coordenadas. Una permutacion de coordenadas es una aplicaciéon Y : R — R” de la

forma
Y21, T2, oy Tn) 1= (To(1), To(2), s To(n)),
para alguna biyeccién o : {1,2,...,n} = {1,2,...,n}.
Lema 3.9. Para toda permutacién de coordenadas X : R® — R" se cumple lo siguiente.
(i) 3 es una isometria lineal, £(1) =1y (V) = V.
(i1) = € S}, siy solo si X(x) € S§.

Demostracion. Las dos primera afirmaciones del item (i) son evidentes y de ellas se
sigue que X(V) = V gracias a la conclusiéon del Lema 3.2. Para (i7), es muy sencillo
verificar que

€Sy = X(z) €S .

Para probar la reciproca basta usar la funcién inversa ¥~! que es también una permu-

tacién de coordenadas. O

Gracias al item (z) del lema anterior, cada permutacién de coordenadas ¥ se puede

restringir a V:
Yy V-V (3.19)

Yy es claramente una isometria lineal y entonces
4
Aody, = A

por definicién de A. El item (ii) asegura que S}, resulta estable por 3. Esto nos per-
mite concluir que \*, la distribucién uniforme sobre S§,, es también invariante por la

permutacién de coordenadas Xy .

Proposiciéon 3.10. La probabilidad \* resulta invariante por Xy, i.e.
)\* o Z‘_/l — A* ;
para toda permutacion de coordenadas .
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Demostracion. El item (ii) del Lema 3.9 nos dice que Xy (S},) = S5,. Aplicando el Lema

9.4 del Anexo concluimos que A |s; definido como

A

s (4) = MANS,), AeBy

resulta una medida invariante por Xy. Siendo A* un miltiplo de A [s; resulta también

invariante por Xy . O]

Teorema 3.11. Sea X = (X1, Xo, ..., X)) un vector aleatorio con distribucion M. En-
tonces el vector X(X) tiene la misma distribucion \¢ para cualquier permutacion de
coordenadas ¥ : R™ — R™. En particular, las coordenadas de X son idénticamente

distribuidas.

Demostracion. Fijemos una permutacién de coordenadas ¥ : R® — R”. Es evidente que
YoT = ToXy. (3.20)

donde T": V' — R™ es la homotecia definida en (3.16). Luego

MoX b = MoTHox™
o™ N (usando (3.20))
— e (usando Proposicién 3.10)
= A

Para probar la tdltima conclusién basta ver que X; es la primera coordenada de 3(X)

para una permutacion conveniente. Asi

E(X)NX — XjNXl-
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Capitulo 4
Del conjunto K al abierto K¢

Recuerde que X denota un vector aleatorio elegido uniformemente sobre
K:={zeR": ux)=1, p(z)=>, m(z) >0}

donde hemos fijado el parametro b > 1. Asumiremos siempre ademas en nuestras afir-
maciones, sin hacer mencién, que la dimensién n es suficientemente grande (que n > b)
para que K resulte no vacio (ver Lema 2.2). Para cada ¢ > 0, denotaremos ahora por

X€ un vector aleatorio elegido uniformemente sobre el conjunto
K= {zeR":e<p(z) —1<2, e<p(z)—b<be, m(z)>0}.

En este capitulo veremos como podemos reemplazar X por X€ en ciertas estimativas
que nos seran importantes. Antes de eso, veamos que X°€ esta bien definido. Observemos

primero que K¢ es no vacio para todo € > 0 suficientemente pequeno.

Lema 4.1. Existe una constante ¢ € (0,1), que depende sélo de b > 1, de modo que
K¢ # & para todo € € (0,¢).

Demostracion. Ya que

b+ e

W—)b, Cuandoei()
existe ¢ > 0 tal que )
+e€
1< W , Vee (O,C) . (41)
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Probaremos que c es la constante que buscamos. Ya que b > 1 tenemos b+ ¢ < b(1 + ¢€)

y asi
b+ e b(1+e)

1+ 3/2)e* — (1+(3/2)¢)

Gracias a las estimativas en (4.1) y (4.2) y gracias al Lema 2.2 podemos concluir que

<b<n. (4.2)

existe z € R tal que m(z) > 0,

b+e 1 B b(1+e¢) n
B 7 T N (e

y i(2) = 1. Finalmente, haciendo z = (14 (3/2)€)z tendremos x € K¢ probando que K

es no vacio. O

Llamaremos ¢y > 0 a la constante del Lema 4.1

Observemos que K¢ resulta abierto porque u(-), p2(-) y m(-) son funciones continuas.
Ademas, la condicién sobre ps(-) en la definicién de K¢ asegura que K¢ sea limitado.

Concluimos asi que

Lema 4.2. Para todo € € (0, ¢p) la medida de Lebesgue de K¢ es estrictamente positiva

y finita.

Gracias a este hecho, la distribucion uniforme sobre K¢ es definida de forma usual como la
restriccion sobre K¢ de la medida de Lebesgue en R™ y normalizada para ser probabilidad.

Hasta aqui hemos probado que la siguiente definicién tiene sentido.

Definicién 4.3. Para cada € € (0,co) vamos a denotar por X¢ un vector aleatorio con

distribucion uniforme sobre KC°.

Para valores de € > 0 proximos de cero, el conjunto K¢ esta de cierto modo proximo de
KC. El conjunto ¢ puede, por eso, ser visto como un “engrosamiento”de K y el vector X ¢
como una perturbacién de X. En la siguiente proposicién vemos como podemos estimar
la esperanza de funciones de X por expresiones en el vector X¢. Recuerde la aplicacién
de normalizacion ¢ y la homotecia T definidas en el capitulo anterior. Nos resulta ttil
definir

Y = To¢
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Proposicién 4.4. Ezisten constantes ¢ € (0,¢9) y C > 0, que sélo dependen de b, de

modo que para todo € € (0,¢) y cualquier f: R™ — [0, 00) medible se tiene

E f($(X9))

BIX) < penme > 0o

donde el lado derecho es interpretado como infinito si el denominador es cero.

Antes de probar esta proposiciéon vamos a introducir algunos elementos y resultados

previos. Para cada € € (0, ¢y) definimos
Ke = {zeR"e<p(z)—1<2e, €< ps(z) —b< be},

de manera que K¢ = {z € Ke - m(z) > 0}. Observe que K¢ es también un abierto,

limitado no vacio. Consideremos la aplicacién lineal afin T : R — R" definida como

T(z) =bzx+1, zeR"
de modo que la homotecia T es la restriccién de T sobre V. Ya que T es una biyeccion,
concluimos de (3.17) que
Sl (&

Definamos

A

S :=T74KS) y S :=T7YK)
de modo que
S¢ = {ze§: mx)>-1/b'}.

Para una idea visual de estos conjuntos, S y S¢ pueden ser vistos como “engrosamien-

tos”de S§, v Sy, respectivamente.

Observe que S¢ es abierto, no vacio y limitado porque K¢ lo es y T conserva tales
propiedades. Entonces la distribucién uniforme sobre S¢ es la medida de Lebesgue de

R™ restricta a S¢ y normalizada para ser probabilidad.

Lema 4.5. Para e € (0, ¢p), si Y es un vector aleatorio uniformemente distribuido sobre

S¢ entonces (V) estd uniformemente distribuido sobre Sy .
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Demostracion. Denotemos QAS :=10¢ donde i : V — R" es la inclusiéon de modo que
¢:R*" = R" con ¢(z)=o¢(x), V.

Para probar que ¢(Y¢) tiene distribucién uniforme sobre Sy bastard probar que la dis-
tribucién de ¢ (V) satisface las condiciones (i) y (ii) de la Proposicién 3.3. Como L tiene
medida de Lebesgue cero entonces P{Y“ € L} = 0. Eso implica, por el tercer item del
Lema 3.4, que

P{3(Y)eSy} = 1.

Por lo tanto, la distribucién de ¢(Y) satisface (i). Para probar que la distribucién de

o(Y) satisface (i) fijemos una isometria lineal
A:R" > R" talque Al1=1.
Del Lema 3.2 y del item (¢) del Lema 3.4 tenemos
n(Az) = p(x) vy pe(Az) = po(z), Vo eR™.

Se sigue de inmediato que A(I@e) C K. Ya que A~! es también una isometria lineal
que cumple con A~!'1 = 1, podemos usar para ella el mismo argumento y concluir la

inclusién contraria probando asi que
K= A(KS) . (4.3)
Por otro lado, dado que A1 = 1, se sigue que A y 7! conmutan:
AoT Y (z) = A1) (z—1)) = (1/0)(Az—1) = T o A(z) .

Usando esa observacién y (4.3) probamos que

AS) = AoTHKS) = TLo AK) = T7YKS) = S (4.4)
Gracias al Lema 9.4 del Anexo y a que la medida de Lebesgue es invariante por la
isometria A, podemos concluir de (4.4) que la distribucién uniforme sobre S¢ es invariante

por A, es decir
A(YS) ~ Y€ (4.5)
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Usando el primer item del Lema 3.4 tenemos
Aod(Y) = ¢oAYS) ~ ¢(Y).

Eso prueba que la distribucién de ¢(Y©) satisface (i) de la Proposicién 3.3 y eso termina

la prueba. O

Prueba de la Proposicion 4.4. Hacemos
¢ == min{(b—1)/7, ¢ }
de modo que si € € (0,¢) tendremos en particular que K¢ es no vacio y
e < min{l,(b—1)/7} (4.6)

porque ¢y < 1. Note que por definicién de I@e, z e K implica que

o) < Vbtbe—(1+€2 < Jb-1DA+e2 = V(1 + € (47)

donde recuerde de (3.15) que b’ := /b — 1. También por definicién de K¢, z € K¢ implica

que

o(z) > Vb+e—(1+2)2 = Vb—1—3e—4e?.

Gracias a (4.6), la ultima expresién es mayor que

\/(b_l)(l_ b7—€1) - b/(l_ b7—61) ‘

Es decir, z € Ke implica también que

ofx) > (1~ b7_€1) | (4.8)

Considere ahora un vector U uniformemente distribuido sobre Sj, y Y uniformemente
distribuido sobre S¢. Se sigue del Lema 4.5 que para cualquier funcién h : R™ — [0, oof
medible

Eh(U) =E [h(6(Y)) [ m(¢(Y)) > —1/b']. (4.9)

Es claro que
m(o(Y)) = o (V)™ (m(Y*) — u(Y")).
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Asi que
{m(e(Y)) > =1/b} = {m(Y*) > u(Y) = (1/0)o (Y)}.
Usando esta observacién en (4.9) tenemos

ER(U) =E [h(¢(Y)) [m(Y) > u(Y) = (1/0)o(Y)]. (4.10)

Ahora tome cualquier y € Se y sea r = T(y) En particular, x € Ke y podemos usar las
desigualdades (4.7) y (4.8) para o(x). Denotando

d =1 / b
tenemos

T (x)) = do(T™"(x))
p(d(z — 1)) = do(d(z — 1))
> de — d*V'(1+¢)

= —d,

wy) — do(y)

donde hemos usado (4.7) en la desigualdad. De lo anterior concluimos que
{m(Y?) > p(Y*) — do(Y*)} € {m(Y*) > —d}.
Usando este hecho en (4.10) obtenemos
Enr(U) = E[h(p(Y)) | m(Y) > u(Y) — do(YF), m(Y€) > —d] . (4.11)

Ahora, sea Z¢ uniformemente distribuida sobre S¢. Luego, la ley de Z€ es la ley de Y©

condicionada al evento {m(Y ) > —d}. Entonces de (4.11) se sigue que

EnU) = E[Me(Z)) [ m(Z°) > p(Z) — do(Z°)].

Dado que h es una funcién no negativa, se tiene que
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donde E = {m(Z) > u(Z°) — do(Z)}. Asi

E h(¢(Z°))

Eh(U) < P(m(Z) > p(Z°) — do(Z°))’

(4.12)

(si el denominador es cero, interpretamos el lado derecho como infinito). Sin embargo,

para cualquier y = T~ 1(z) € S se tiene que

w(y) —do(y) = d(u(z) —1) — d*o(x)
< 2de—d2b’<1— T )

b—1
- 2de—d(1—<b%>
- 2de—d<1—<1;—2>2)

= —d+ (2d + Td%)e,
donde hemos usado (4.8) en la desigualdad. De esta estimativa tenemos que
{m(Z) > —d+ (2d + 7d*)e} € {m(Z°) > u(Z°) — do(Z°)}. (4.13)

Asi de (4.12) y (4.13) se sigue que

EAU) < Bz f}i(f(f& e (4.14)
A partir de la definicién de la distribucién uniforme sobre K, es claro que
X ~T(U)
Por lo tanto, haciendo h = fo T en (4.14) tenemos
EfX) < ]P(m(ZIE; [i iz(f((i;)l]t Td3)e) (4.15)
Siendo T una homotecia tal que T'(S¢) = K¢ tenemos
T(Z) ~ X€ . (4.16)
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Ademas es fécil verificar que
¢poT(zx) = ¢(x), VzeR". (4.17)

Usando (4.17) y (4.16) en (4.15) obtenemos

E[foT o ¢(X)]

Ef(X) < P(m(Z¢) > —d + (2d 4 7d?)e) (4.18)
Por otro lado, m(T(Z¢)) = d—'*m(Z¢) + 1, asf que
{m(Z9) > —d+ 2d+ 7d*)e} = {d'm(Z°) +1> (2+ 7d%)e}
= {m(T(Z°) > (2+ 7d*)e}.
Entonces
P{m(Z) > —d + (2d + 7d*)e} = P{m(T(Z)) > (2 + 7d*)e}
= P{m(X°) > (2 + 7d?*)e}. (4.19)
Usando (4.19) en (4.18), se concluye que
ElfoTo¢p(X)] _ E[fop(X)]
EfX) < P(m(X¢) > Ce) B P(m(X¢) > Ce) ’
donde
U\~ e 2+b_il-
Eso concluye la prueba. O]

Las constantes de la Proposicién 4.4 serdn usadas sistematicamente en el trabajo, por

eso, a partir de ahora denotaremos como
c(b) == ¢ = min{(b—1)/7, ¢ }

y como

a dichas constantes.
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Proposicién 4.6. Existe una constante C5(b) > 0 dependiendo solamente de b de modo

que para todo € € (0,¢(b)) y g : R" — R para la cual existe L > 0 satisfaciendo

lg(x) —g(y)| < L méx |x; —y;| , para todo x,y € R"

1<i<n

se tiene
P(|lg(X¢) — a| > t — C3(b) Len)
P(m(X) > C(b)e) ’

P(lg(X) —a| >¢) <
para cualquier a,t € R.

Demostracion. Tome x € K¢. De y = ¢(x), se sigue que

@ = (@) = 1]

|z —yil = ’xz -

o(x
_|o(x) — b,x‘ b'u(z) —o(x)
= | ) R |
[(o(z) = V)x;| | V|p(z) =1 |V —o(z)]
= @ o | @
< Ce(l+x). (4.20)

para una constante C' que sélo depende de b. La ultima desigualdad en (4.20) se sigue
de (4.7), (4.8) y de que € € (0,¢(b)). Por otro lado,

<4 ij = nu(z) <n(l+2) < 3n. (4.21)
=1

Luego, tomando C5(b) = 4C, tenemos

max |z; —y;| < Ce(l+3n) ( gracias a (4.20) y (4.21) )

1<i<n
< Cs(b)en.
Asi, para todo x € K¢

l9(x) —g(¥(2))] < L méx |z; -y
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En particular, |g(¢(z)) — a| > t implica |g(x) — a| > t — LC5(b)en. Tomando f(x) :=

1{|g(x)—a|>t}» Obtenemos por la Proposicién 4.4 que

P(g(¢¥ (X)) —al > 1)
= P(m(Xe) > C(b)e)
P(|g(X€) — a|] >t — C3Len)
- P(m(X¢<) > C(b)e)

P(lg(X) —a| > 1)

que es el resultado que deseabamos. O

En lo que resta del trabajo seran usadas las constantes
c(b), C) y Cs(b)

que han sido introducidas en este capitulo.
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Capitulo 5

De K€ al vector Y

En este capitulo adaptaremos la Proposicién 4.6 para que la distribucién uniforme sobre
K¢ que aparece en la estimativa pueda ser reemplazada por la distribucién de un vector
aleatorio con coordenadas independientes, que llamaremos Y, condicionada al conjunto
Ke<. Al final del capitulo mostraremos, en el Lema 5.4, un resultado asintético sobre el

vector Y que usaremos en la prueba de nuestros teoremas principales.

5.1. El vector Y en la Proposicién 4.6

Definicién 5.1. Sea R := ( ]0,+o0[xR) U ({0}x]0,+o0[ ). Para cada (r,s) € R,
sea Grs la distribucion de probabilidad con densidad de probabilidad proporcional a

exp(—rz? — sz) sobre |0, ool.

Note que (r,s) € R si y sblo si exp(—ra? — sz) es integrable en ]0, oo[. De ahora en

adelante para simplificar el texto usaremos el siguiente abuso de lenguaje:

cuando digamos “para cualquier r,s” significard para cualquier (r,s) que

pertenece a esta region admisible R.

En lo que sigue, GZ7' denotara la medida producto sobre R™ cuyos factores son to-
dos iguales a G, . En particular, escribiremos Y ~ G;‘f? para querer decir que Y =

(Y1,Y5,...,Y,) es un vector aleatorio cuyas n componentes son variables i.i.d. con dis-

tribuciéon comun G, ;.
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El siguiente lema nos permitira conseguir estimativas acerca de la distribucién uniforme

sobre K¢ usando un vector del tipo Y ~ GZ7.

Lema 5.2. Sea ¢y como en el Lema 4.1 y considere Y ~ G7 para algin (r,s) € R.

Para todo € € (0,¢p) y cualquier funcién medible f : K¢ — [0, oo tenemos
B (X < B (f(V)|Y € KY) < PR f(X0),
donde B = 2br + 4]s.

Demostracion. Usando la expresién para la funcién de densidad correspondiente a fof?
tenemos
. x eiT’nIuQ(x)fsniu(x)dx
E(f(Y)|Y €K = Je (@) : (5.1)

To. e rma@ i)

Fijemos un = € K¢ arbitrario. De acuerdo a la expresién en (5.1) debemos encontrar

cotas para la funcién de densidad exp{—rnus(x) — snu(x)} que puede ser escrita como
exp{—rnb — sn} exp{—rn(uz(x) —b) — sn(u(x) — 1)} (5.2)
Como z € K¢ tenemos
e<pz(z)—b<be y e<upulx)—1<2e
de modo que el segundo factor en (5.2) tiene las siguientes cotas
exp{—rnbe — |s|n(2¢)}

o W e S St
< exp{—rne+|sln(2¢)} . (5.3)

Usando la notacién B = 2br 4 4|s|, podemos obtener de (5.3) las cotas
1 1
exp{—éBne} < exp{—rn(us(x) —b) — sn(u(x) — 1)} < e:np{ﬁBne} :

Usando esta estimativa para la expresién obtenida en (5.2) tenemos la estimativa que

buscabamos para la densidad:
1
exp{—rnb — sn — EBne} < exp{—rnpa(z) — snu(zx)}

1
< exp{—rnb—sn+ §Bne} . (5.4)
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Luego usando (5.4) en (5.1) se sigue que

. f Ef(x)e—Ben/Qe—rbn—sndx Ben .
B0 1Y €K 2 2 gy = ¢ ESXY

y que
. f . f(x>eBen/Ze—rbn—sn(ir . .
E(f(Y)|Y ek < Kf;c gyl PR f(X°)

lo cual completa la prueba. O

Recuerde las constantes ¢(b), C'(b) y C3(b) que fueron presentadas en el capitulo anterior.

Proposicién 5.3. Sea Y ~ GZI' para algin r,s. Para todo e € (0,¢(b)) y toda funcion

g como en la Proposicion 4.6 tenemos

P(lg(Y) —a| > t — C3(b)Len, Y € K°)
IP’(m(Y) > C(b)e,Y € ICG) ’

para cualquier a,t € R, donde B = 2br + 4]s|.

P(lg(X) —a|l > t) < &P

Demostracién. Haciendo f := 14 en el Lema 5.2 con A = {z : z € K |g(z) — a| >

t — C3(b)Len} obtenemos de la primera desigualdad que

e PP (|g(X¢) — al > t — C3(b)Len)
< P(lg(Y)—a| >t —Cs(b)Len | Y € K) (5.5)

Haciendo ahora f(z) := Lim(@)>c()ey en el Lema 5.2, obtenemos de la segunda desigual-

dad que

P(m(Y) > C(b)e|Y € K9) < PP (m(X9) > C(b)e) (5.6)

Luego, usando las desigualdades (5.5) y (5.6) en la desigualdad obtenida en la Proposi-
cién 4.6 se sigue que
P(|g(X<) —a|] >t — C3(b)Len)
P(m(X<) > C(b)e)

eBrP(|g(Y) —al >t — C3(b)Len | Y € K°)
- e BP(m(Y) > C(b)e| Y € K)
82Bm]P’(]g(Y) —a| >t — Cs(b)Len,Y € K¢)

P(m(Y) > C(b)e,Y € K¢)

que es lo que queriamos probar. O

IP’(|g(X) —al > t)

IN
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5.2. Un teorema local del limite central

Observe que si W ~ G, , entonces, para cualquier a > 0, tendremos aW ~ G,/ g
con ciertos (r',s") € R. Es posible por eso elegir (r,s) € R de modo que E(Y;) = 1.
Consideraremos ahora una sucesién de variables i.i.d. Y7, Y5, ... todas con distribucién
comun G, y de modo que

E(Y1,Y?) = (L,8) (5.7)

para algin [ > 0. Para terminar este capitulo probaremos el siguiente teorema local del

limite central para la sucesion de vectores aleatorios
Y, Y,2), n>1.

Lema 5.4. Suponga que para cada n € N tenemos ntumeros reales a,, < b,, a, </, tal

que existen numeros reales xg, yp € R, con

lim vn(a, —1) = lim /n(b, — 1) = zy,

n—oo n—oo
lim v/n(a, —B) = lim /n(b), — 3) = yo.
n—oo n—oo
Entonces
I P(an S %Z?:l}/; S bn’a’;z S %Z?:l }/;2 S b{n) _ ( )
ne 1(bn — an) (0, — al) Ty

donde p es una densidad Gaussiana no degenerada sobre R2.

Para probar este lema usaremos el siguiente resultado mas general cuya prueba se puede

encontrar en [2], pagina 190.

Proposicién 5.5. Sea {U, : n > 1} una sucesidn de vectores aleatorios i.i.d con valores
en R¥ y
EUl = 0, COU(Ul) = 2, (58)

donde ¥ es una matriz simétrica definida positiva. Sea @), la distribucion de
n VAU Uy + -+ U,), neN.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes :
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(A) Para todo n suficientemente grande, @, tiene densidad q, y

lim sup |g,(z) — ¢ox(z)| =0, (5.9)

n—00 xERk

donde ¢y x, es la densidad de una distribucion normal con media 0y covarianza X.
(B) Existe un entero m tal que Q,, tiene densidad acotada (en casi todo punto).
Queremos aplicar este resultado para
Up=(Y,—-1,Y>-p5), neN. (5.10)

Para ello, comenzaremos probando primero en el siguiente lema que U; tiene matriz de

covarianza definida positiva.
Lema 5.6. La matriz Cov(U;) es definida positiva.

Demostracién. Equivalentemente probaremos que la matriz de covarianza de (Y, Y}?)
es definida positiva. Ya que Cov(Y7,Y}?) es una matriz simétrica semidefinida positiva

es suficiente probar que
det[Cov(Y1,Y?)] # 0.

Supongamos que det[Cov(Y7, Y{)] = 0. En ese caso tendriamos que
P(Y, =aY? +0b) = 1. (5.11)

Fijemos un § € (0, %) Debido a la forma que tiene la funcién de densidad de Y;, para

cada k € {1,2,3} tenemos
0 <Pk-0<Yi<k+0d) = P(Ey), (5.12)

donde

By = {k—0 <Y <k+4}
= {k—-86<Y1<k+9, (k-0 <Y?<(k+06)°}

Por el supuesto (5.11) y por (5.12) tenemos
P(ExN{Yi=aY+b}) > 0. (5.13)
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Pero sobre el evento E, N {Y; = aY? + b} vemos que
k—0 <Y, = aY2+b < alk+0)*+b
yque a(k—0)2+b < aYP+b =Y, < k+9.

Para que sea estrictamente positiva la probabilidad de la afirmacién (5.13) se tendra

que cumplir entonces que
E—6 < alk+6)*+b vy que ak—06)>+b < k+90.
Ya que ¢ es arbitrariamente pequeno, haciendo ¢ | 0, concluimos que
k=ak’>+b.

Pero no existen a y b que puedan satisfacer esta ecuacién para k =1, k =2y k = 3.
Concluimos que det[Cov(Y1,Y?)] # 0y que entonces la matriz Cov(U;) es definida

positiva. O]

Probaremos ahora que el item (B) de la Proposicién 5.5 se cumple para m = 3 para la
sucesién U, definida en (5.10).

Lema 5.7. El par (Y1 + Ya + Y3, Y2 + Y2 + Y7?) tiene una densidad acotada en R?.
Demostracion. Fijemos un par de nimeros u,v € R y un § > 0. Consideremos
A= {1,y y3)  lyn +ye+ys —ul <68, |yi +ys+y3 —v| <6}
Ya que la densidad de probabilidad de (Y7, Y, Y3) es uniformemente limitada entonces
P((V1,Ys,Y3) € A) < Com?®(A) (5.14)

donde m3 denota a la medida de Lebesgue de R? y Cj es una constante que sélo depende

de r, s y por tanto sélo de b. Usando calculo simple podemos probar que
m’(A) < C'9° (5.15)
donde C’ > 0 es una constante universal. Si definimos el evento
Ey = {IVi+ Y +Ys —ul <08, V2 +Y+ V¢ —v| <6}
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entonces juntando (5.14) y (5.15) tenemos
P(Es) < C\m?*(Bs(u,v)) (5.16)
donde C} es una constante que s6lo depende de b, m? es la medida de Lebesgue en R? y
Bs(u,v) = {(z,y) €R? |z —u| <6, |y —v| <5} .

Dado que Es = {(Y1 + Yo+ Y3, Y2 + Y + V) € Bs(u,v)}, entonces hemos probado en
(5.16) que

p(Bs(u,v)) < Cgm?® (Bs(u,v)),
donde p es la ley del vector (Vi + Ys + V3, Y2 4+ Y + V) vy Cj no depende de u ni
de v. Ahora podemos aplicar finalmente el Lema 9.5 del Anexo para concluir que pu es
absolutamente continua con respecto a m? y que la derivada de Radon Nikodym

dp
dm?

es uniformemente acotada. OJ

f =

Recuerde que r, s fueron fijados de modo que E (U;) = (0,0) (ver (5.7)).

Lema 5.8. Para la sucesién de vectores aleatorios en R?

n n

Vo i=n"2(> (Yi—1),> (¥?=8), n>1

i=1 i=1
existe una densidad Gaussiana no degenerada p sobre R? tal que si p,, es la densidad de

probabilidad de V,,, entonces

lim sup |[pn(z,y) — p(z,y)| = 0. (5.17)

N0 (z,y)ER?

Demostracion. Observe que
n
V, = n_l/QZUi , n>1,
i=1

donde U, es la sucesion fijada en (5.10). Gracias al Lema 5.6 podemos aplicar la Pro-
posicién 5.5 para la sucesion (U,). El Lema 5.7 garantiza que se cumple el item (B)
de la Proposicién 5.5 para m = 3 y el {tem (A) nos permite concluir (5.17) como

queriamos. O
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La prueba del Lema 5.4 es ahora una consecuencia inmediata de este iltimo resultado.

Prueba del Lema 5.4. Sean p, como en el Lema 5.8 y

Entonces

]' - ! ]' - 2 / /
P(angﬁ;)ﬂgbn,angﬁ;)ﬁ Sbn> = P(V, € [un,vn] X [u,,0)])

= / / pn(,y)dydz.

(5.18)
Sean ahora
b= sup |pnle,y) — plz,)] (5.19)
(z,y)€R?
y
Tn 1= sup |p(z,y) — p(z0, yo)|- (5.20)

Up LT <vp, ul, <y<vy,
Entonces 9,, — 0 por el Lema 5.8, y 7, — 0 debido a la continuidad de p. Finalmente,

observe que

p(z,y) dyd:l:—n(b —an)(b' —a ) p(zo,y0)| =

(vn —un)(v —ul,

‘ / / R<P("”v y) = p(xo, yo))dydx

[ o) = ol dyde < b~ )0, - a)

~
<7n gracias a (5.20)

IN

< / / a2, y) = plz,y)| dydzx

<én gra(:las a (5.19)

< 5nn(bn - n)(b; - a’n)

’ /u:n /u:;L(pn(x’ y) = pla,y))dyde
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De las dos tltimas desigualdades dadas concluimos que

S for pa(, y)dydz
n(bn, — an)(b;, — ay,)

— p(zo,y0)| — 0 cuando n — oo,

y gracias a (5.18) esto completa la prueba. O
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Capitulo 6
Prueba del Teorema 2.3

En este capitulo terminaremos la prueba del Teorema 2.3. Comenzaremos probando el

siguiente resultado sobre la familia de distribuciones G, ; dada en la definicién 5.1.

Proposicion 6.1. Si 1 < b < 2 entonces existen r,s € R tal que la distribucion de

probabilidad G, s tiene media 1 y sequndo momento b.

Para probar este resultado, definamos 6 : R — R de la siguiente manera

E (W?)

O(r,s) = EW)E

(6.1)

donde W ~ G, y recuerde del capitulo anterior que R = (']0, +-00[xR)U({0}x]0, +oo] ).
Lema 6.2. La funcién 8 definida anteriormente es continua en todo su dominio.

Demostracion. Para W ~ G, s se tiene que su densidad es pw(z) = k(r, s)e_mj—“,
donde k(r,s) =1/ [;° ey que

EW :/ a:pw(x)dx:k(r,s)/ ze " 5
0 0
EW? = / prW(x)dm:k:(r,s)/ 22e S g
0 0

Entonces )
o — —
1 o .’13'2 e rre—sx d.ﬁl?

k(r,s) (fooo :Ee*”fLs’falx)2 .

O(r,s) =
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Para probar que 6 es continua, tomemos una sucesién arbitraria (r,,s,) en R, tal que

(Tny Sn) — (7, 8) . Mostraremos primero que k(-, ) es continua, es decir que

lim e_rng’z_s"xdx:/ e (6.2)
0 0

n—oo

En efecto, se sigue de inmediato que para todo x € [0, oo

hfm e*T'nil??*SnfE — 677'1275:5’ (63)
n—00 S=——— N——
fn(x) f(x)

77‘77‘1‘2 —SnT

pues e” es continua. Ahora acotemos f,(z) = e para usar el teorema de la
convergecia dominada. Para ello consideraremos los casos: r > 0,s € Ry r=0,5s >0
por separado.

Para el primer caso, es posible obtener un ny € N, tal que Vn > ng se cumpla

,
3 <Tn —$a< ls| + 1.

Luego de lo anterior se sigue que

fn(x) _ e—rnm2—snm < 6—512+(|s|+1)z ‘ (6.4)
~—
=gi1(z) integrable

Para el segundo caso, también es posible hallar un n; € N tal que Vn > ny se cumpla

que s, > 5y como 1, > 0 entonces se sigue que

folm) =TT < gmE (6.5)
= g2(z) integrable

Luego de (6.3), (6.4), (6.5) y aplicando el Teorema de la Convegencia Dominada, se

sigue el resultado deseado en (6.2). De forma muy similar podemos probar que

o 2 oo 2
lim ze T Ty = / e T T dy
o0 oo
, —rnz?— —rz?—
lim ple T Iy = zle " TS (6.6)
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Por lo tanto de las ecuaciones (6.2) y (6.6) se sigue de inmediato que

1 oo x2€—rnm2—snwdx
lim 6(r,,, s,) lim fO 2
n—o0 n—o0 k(rn’ 8n) (fOOO xefrnaﬂfsnxda:)

0 2 —rz?—sx
1 [ 2% dx

k(r,s) (fooo xe—”’Q—sxdx)z

Lo cual prueba la continuidad de 6. O

Prueba de la Proposicion 6.1. Como ya fue observado antes, si W ~ G, ; entonces para
cualquier a > 0, aW ~ G, ¢ para ciertos ', s’. Por lo tanto, es suficiente mostrar que

para cualquier b €]1, 2], existen r, s tal que si W ~ G, entonces
=b. (6.7)

Por el Lema 6.2 se tiene que 6 es una funcién continua de r, s. Es facil ver que 6(0,1) = 2,

pues si W ~ Gy entonces la densidad de W es

e—x

pw(z) = mze_z, x>0
0

yasi EW =1, EW? = 2. Para cada r > 0, sean W, ~ G,.; y Z, := /rW, de modo que

o(r,1) = — = d > O

Probaremos ahora que
lim O(r,1) = — (6.8)

r—00 2
Para ello, probaremos que, cuando r — oo, los momentos de Z, convergen a los momen-

tos de una variable Z con densidad

2
ez

= Too a2, — —~— wF s >0
pZ(Z) fo e—22dz \/7_1'6 z

y por tanto

EZ = y EZ? =

1
VLS
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probando asi (6.8). La densidad de Z, es

6_Z2_Z/\/;

er(Z) = fooo G—ZQ—Z/ﬁdZ ' zz 0 )

.2 _ .2 .
Como e * #/V7" 4 ¢=* cuando r 1 oo entonces por el Teorema de la convergencia

mondtona se sigue que

o0

lim ezzz/ﬁdz:/ e dz
0

7—00 0

por lo cual obtenemos, para cada k > 0y z > 0 que

lim 2%z, (2) = 2" pz(2) . (6.9)
Por otro lado,
2
6—2
#p2()] S =00, kENU, (6.10)
0

y dado que g es integrable sobre [0, o[, concluimos de (6.9), (6.10) y del Teorema de la

convergencia dominada que para cada k € N
EZF = / 2"pz (2)dz R / 2pz(2)dz = R Z".
0 0

Eso concluye la prueba de (6.8). Ya que 6 es continua y 6(0,1) = 2, por el Teorema del

valor intermedio concluimos de (6.8) que
{0(r,1), 0 <r < oo} 2 |n/2,2]. (6.11)

Observe ahora que Z ~ G y entonces

1 —2u s
9<1—u’1—u> =5 para u = 0. (6.12)

Para u € [0, 1], sea V,, con densidad
)2
o) e (- Z) oo
1—u

En otras palabras, V,, ~ G'/(1-u),—2u/(1—u) ¥

para u € [0,1] .

_ 2
9(1iu’1—22>:(115\‘2)2’
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Note que V} tiene la misma distribucion que Z. A continuacién probaremos que los
momentos 1y 2 de V,, convergen a 1 cuando u 1 1. En efecto, no es dificil verificar que

E |V,|F < oco. Ahora bien, sean k > 1y u, 1 1. Afirmamos que

E|V,, —u,|" — 0. (6.13)

Vi, —un

En efecto, ya que la densidad de W,, = A ©s

1 .
pw,, (w) = o ¢ Liws>——un_y,

o0 a2 .
donde ¢, = f “up, €Y dw, se tiene que
V1—un

E|V,, —u,/f = E

(6.14)

Haciendo n — oo en (6.14), se obtiene lo afirmado en (6.13). Luego si £ = 1 en (6.13)
se sigue que
EV, —1 (6.15)

cuando n — oo. Para k = 2 en (6.13), E|V,, — u,|*> — 0, es decir,
EV? —2u,EV,, +u, — 0.

Luego, gracias a (6.15) se sigue que

EV? — 1. (6.16)
De (6.15) y (6.16) concluimos que
1 —2u
If e( , ) —1. 6.17
Byl (617)

Por lo tanto de (6.12), (6.17) y el Teorema del valor intermedio tenemos que

{60(1/(1 —u),—2u/(1 —w)), 0<u<1} D |1,7/2]. (6.18)

Finalmente de (6.11) y (6.18) se obtiene la afirmacién hecha en (6.7). Esto completa la

prueba. O
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6.1. Prueba del Teorema 2.3, parte (a)

Para la prueba de la parte (a) del Teorema 2.3, elija 7, s tal que G, tenga primer
momento 1 y segundo momento b (esto es posible por la Proposicién 6.1). En esta prueba
C, C,, denotaran cualquier constante positiva que puede depender solamente de b,7 0 sy
no de otros parametros. (A priori, no sabemos atin que r, s son uinicamente determinados
por b, asi que los tratamos como parametros independientes). Sean ¢(b), C'(b) y Cs(b)

como en la Proposicién 5.3. Usaremos la notacién

Serd evidente de la prueba que el nimero 10 en el exponente no es esencial, cualquier

numero suficientemente grande serviria.

Usando el Lema 5.4, probaremos que para todo n suficientemente grande,
C;'ne* <P(Y € KY) < Oyné’. (6.19)
En efecto,

P(Y e K) = P(Y € K,m(Y) > 0)
— P(Y €K

pues P(m(Y) > 0) = 1. La ultima expresion es igual a
Ple<pu(Y)—1<2e €< ps(Y)—b< be)

1 1<y
_ P(e+1<ﬁ;n<2€+1, b+e<ﬁ;§fi <be+b>

1 & l &
:]P’(n<— Y, <b,, d <-— Y-2<b’>,

donde
1 2
an:e+1zm—l—1, bn:1—{—2€:1—|—ﬁ
y
/ 1 / b
an:b—i-e:b—i-ﬁ, bn:be—i-b:W—i-b.
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Es facil ver que

G, S bn ) a;’l/ S b;w
lim vn(a, —1) = lim v/n(b, — 1) =0,
n—o0 n—oQ
lfim v/n(aj, — ) = lm /n(b, - B) =0,
n—oo n—oo

donde 8 =EY? = b. Ahora aplicando el Lema 5.4 se tiene
P(Y € K9)
lim ——————~ = p(0,0),
S G

donde p es una densidad gaussiana no degenerada sobre R?, y escrito de otra forma

P(Y € K°)
lfm = =)
A~ Tne p(0,0),
Debido a que p(0,0) > 0, 3ng € N tal que Vn > ng se tiene

1 3 P(Y € K°)

— <
C = (b—1)ne — ¢

para alguna constante C' > 0, de lo cual

1
a(b —ne® < P(Y €K% < C(b—1)né® .
Asi
1
—ine* < P(Y e X)L Cine,
Ch
donde C; = méx{C(b—1), b_%} Note que esto prueba, en particular, que K¢ es no vacio.
Ahora, siY) < C(b)ey Y € K€ se tiene que Y3 >0y
=Y
—Clbn'e < —2 <0
n
—Y?2
—C(b)*n" ' < L <o,
n
de lo cual se sigue
1< Y3 .
=3V = pY)— —€ll+e—n"C(b)e, 1 +2¢[= 11, (6.20)
n n
i=2
1y Yy? -1 2 2
3V = m(Y) - elbte—nT'CO)PE b+ eb]= L. (6.21)
n n
=2
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Sea E el evento tal que los dos eventos anteriores suceden, es decir:

Y, Y2
E = {M(Y) — e, m) —71 € 12}.

Note de lo anterior que el evento {Y; < C(b)e, Y € K¢} implica el evento E. Luego

utilizando de nuevo el Lema 5.4, probaremos que
P(E) < Coné?, (6.22)

donde Cs es alguna constante positiva que depende sélo de b. En efecto,

Y, Y2
o= {utv)-Te f )~ Te
n n
n g n 2
P S S S

n—1 "= npn—-1

donde a,, = "Jr";;j(b)e, b, = 2i2< g = W”:—g(byez, b = "";1;? Es facil ver que
lim v/n(a, —1) = lim v/n(b, — 1) =0,
lim VA, — B) = lim VA, — ) =0,
n—00 n—00

donde 8 =EY? = b. Ahora aplicando el Lema 5.4 se tiene

P(a, <-1-S". Y, <b,,a <137 V2V
i B(E) — lm 0 S ar D Vi S b o S 5 Dy ) _ 0.0
n—00 n—00 o (ne+C(b)6> (ne(b—1)+lc(b)252)

n—1

donde p es como en el Lema 5.4. Luego, podemos hallar un ny € N tal que Vn > ng

P(E)

nm T

< 24(0,0),

o —i— , Ty = €< -(b—1) ) Luego P(E) < 2p(0,0)n 7o,
C(b )) 5 < €(2(b— 1) + C(b)?) para n € N adecuado, entonces

donde 71 = e(
pero 7 < €(2+

IN

P(E) 25(0,0)ne(2 + C(b))e(2(b — 1) + C(b)?)
= 2p(0,0)(2+ C())(2(b— 1) + C(b)*)ne

= Oynel.
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Dado que el evento E es independiente del evento (Y; < C(b)e) se sigue que

P(Y; < C(b)e,Y € K9) < P({Y; < C(b)e} NE)
= P(Y; < O(b)e)P(E) < Cné’, (6.23)

donde en la tltima desigualdad se ha usado (6.22) y que P(Y; < C(b)e) tiene cota
superior Ce. Combinando con (6.19) y observando que n?e* < ne?, afirmamos que para

n suficientemente grande,
P(m(Y) > C(b)e,Y € K¢) > C 'né’. (6.24)
En efecto, como

(Y eK) = (m(Y)>Cb)e,Y € KU (m(Y) < C(b)e,Y € K

= (m(Y)>C(b)e,Y € K)U CJ(YZ < C(b)e,Y € K,

=1

se sigue que

P(Y €K < P(m(Y)>Cb)e,Y € K)+ iP(Yi < C(b)e,Y € K9)

= P(m(Y) > C(b)e,Y € K) +nP(Y; < C(b)e, Y € K9,

luego de (6.19) y (6.23)

P(m(Y) > C(b)e,Y € K) > P(Y € K)—nP(Y; < C(b)e,Y € K9)
> Cr'ne® — nCné® = Cy'ne® — Cn?é®
1
=V fics (a 4 Cne)
> neé R (para n suficientemente grande)
2 . 20, p g
1
= n622—01 = (201)717162.

Sea h : R — R una funcién satisfaciendo |h(x)| < 1y |h(x) — h(y)| < L|x —y| para todo

z,y € R, donde L es alguna constante positiva. Defina g : R" — R como
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Note que |g(x) — g(y)| < Lméax |z; — y;|. Sea a := Eh(Y)). Luego por la desigualdad
de Hoeffding (9.7) para sumas de variables aleatorias acotadas independientes, tenemos

que para cualquier ¢t > 0
P(lg(Y) —a| > t) < 2e/2, (6.25)
pues como Eg(Y) =E (£ 3" h(Y;)) = £+ 31 | Eh(Y;) = a, entonces se tiene

n

P(lg(Y) —al >1) = P(jng(Y) - na| > nt)

- H(Eu-

_ 2n242 nt?2

< 28 4 =26 2.

> nt)

Por lo tanto se sigue de la Proposicién 5.3, (6.24) y de (6.25) que para todo t > C5(b) Len,
P(lg(X) —a| > t) < Cn~le 2 - Cs®)Len)®/2, (6.26)

pues

e2BnP(|g(Y) — a| > t — Cs(b)Len, Y € K°)
P(lg(X) — t) <
(g(X) —al>#) < P(m(Y) > C(b)e,Y € K9)
eQBenQe—n(t—Cg(b)Len)Qﬂ

IN

C—1ne?
< 262Bc«n—1€—2e—n(t—03(b)Len)2/2
- an_l6_26_”“_03(1’)]:5")2/2, 03 _ 26230

A continuaciéon probaremos que la cota superior en (6.26) decae rapidamente en el

1/2

régimen t > A(n"'logn)'/?, donde A es una constante adecuada que depende de b, de

lo cual es facil deducir que

logn

Elg(X)—a| <C (6.27)

n

En efecto, reemplazando ¢ = n~1% en (6.26) se sigue que
P(lg(X) —a| > t) < On—le—2e—n(t=Cs(b)Len)?/2 _ ane—n(t—%wz'

48
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Luego, es facil ver que 31y € N tal que Vn > [y, % < k’%. Luego si A = max{2C3(b), /20 x 8}

logn
n

Cs3(b)L A [logn
3O 2 J8T 49
n® = 2 n /2

y por lo tanto P(|g(X) — a| > t) < Cn'®e~")"/2. Ahora, para n > I, tenemos:

tendremos que Vn > lpy Vi > A

E|g(X)—al = /OOO]P(|g(X) —al > t)dt
/A\/W

0

[e.9]

P(lg(X) — >t)dt+/ P(lg(X) —a| > t)dt

1 & nt2
< Ay Ogn+/ Cne—"% dt. (6.28)
" aymE

Haciendo el cambio de variable ¢t = A4/ 105 s, se tiene que :

/ C’nlge_%dt = A4/ logn/ C’nlge_%Q(log”)Sst
logn n 1
— AC llogn /oo 61910g;n—‘%2(logn)32ds
no )1

IN

< AC llogn /OO 619(logn) 2—%2(10gn)52d8
n - Ji
S SUOKY logn /00 e~ (logn)s® g
n Ji
< ACY logn /00 e~ (1082)s% g g
n o Ji
MeER
1
= ACMy 25" (6.29)
n

Luego de (6.29) en (6.28) se sigue la desigualdad (6.27). Por otro lado, por la desigualdad

de Jensen tenemos

Elg(X)—al > [E(9(X)—a)
= |Eg(X) —al. (6.30)
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Ademaés por el Teorema 3.11 tenemos que h(X;) ~ h(X;) para todo i y por lo cual
Eg(X)=E (lzn:h(x,-)> - lZn:Eh(Xi) — Eh(X)). (6.31)
g o

Luego de (6.27), (6.30) y (6.31) se sigue que

EA(X) ~ BA(Y)| < 0y 2" (6.32)

Finalmente en la desigualdad anterior haciendo n — co tenemos que

Eh(Xy) — Eh(Y1),

y por la Proposiciéon 9.9, para k = 1, concluimos que X3 LN Y.

Para mostrar la convergencia en ley conjunta de X, X, ..., X, procedemos de la si-
guiente manera. En vez de una sola funcién h, consideramos k funciones hq, ..., hy, cada
una satisfaciendo |h;(z)| < 1y |hi(x) — hi(y)| < L|z — y|. Defina g1, ..., g5 y a1, ..., ag
como gp(z) == =30 hy(x;), y ar, = Ehy(Yy). Luego |g;| < 1, y por lo tanto por un

simple argumento telescépico obtenemos

E

k k k
Hgi(X>_Hai < ZE\gi(X)—aﬂ
i=1 =1 b

logn

< kmax E|g;(X) —a;| < Ck

1<i<k

(6.33)

Ahora, colocando A := Hle a; v usando la desigualdad de Jensen, afirmamos que

k
B[ [[a0-4) 2 |5 ¥ EmX)- () -4
> (B (hn(X2) - hi(X0) — A] + O(1/n). (6.34)
50
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En efecto,

E

Vv

ﬁgi(X)—A’

=1

k
E[[o(x) - IEJA‘
=1

= E(%ghl(&)x---x%ghk(&o—A‘
= iE( > hl(Xil)---hk(Xik))—A’

nk
1<i1,..0 <0
1
= | P E[hl(Xil)"'hk(Xi)_A]'. (6.35)
1<i1,0yip<n

Podemos dividir la sumatoria dada en (6.35) en dos sumatorias de la siguiente manera:

Y E[m(Xy) - hi(Xi,) - Al=S+R (6.36)

donde
S = Y Eh(Xy) - ha(Xy,) - A,

1<y, i <n
sin repeticién

1§i1,...,ik§n

A continuacion hallaremos una cota inferior conveniente para S. En efecto, por el Teo-
rema 3.11, (X, ..., X) ~ (Xi,, ..., Xi,) v por lo cual

hl(Xl) X - X hk(Xk) ~ hl(X“) X - X hk(sz),

donde i, # i, ,y asi

S = nn—1)(n—k+1)(E(h(X1) - he(Xi)) — A)
= (B (h(X1) - ha(Xy)) — A), (6.37)
donde ¢,y =n(n—1)---(n—k+ 1), pero
|en i (B (hi(X1) -+ hi(Xp)) = A)| = [(0* + cpp = n*)(E (i (X0) - - he( X)) — A)]
> nF|E (hy (X1) - - - i (X)) — A=
| (e — ) (E (7 (X0) - - hio(Xi)) — A)]. - (6.38)

o1
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Por lo tanto de (6.38) en (6.37) se tiene que

S| > n*[E (hy (X1) - hi(X3)) — Al—
|(Cnge — ") (E (ha(X1) -+ hi( X)) — A)|. (6.39)

Ahora hallaremos una cota superior para R.

R < Z E (h1(Xi,) - - - (X3, ) — A

1<iq, i <n
con repeticién

< Y EMa(X) (X)) + A
1§i1,...,i-k‘§’n
< ) El(Xa)-- (X)) + 1A
1§i1,4.4,i!€'§,n
< Y (1+]A) = (0F —car) A +A]). (6.40)

1<iq i <n
con repeticién

entonces de las desigualdades (6.39), (6.40) en (6.36), se sigue de (6.35) que

1
o

(ISI=IRl)

v

[E (B (X1) - - he(X)) — A=

‘(M_l (hl(xomhk(Xk))—A]’ (1—67’;—‘“) (1+1]Al)

= [E (h1(X1) - - hie( X)) — Al+
(55 1) (1 + A1+ [E (a(X0) -+ hal(X2)) = Al)
= |E (hy(X1) - hi(Xi)) — A + O(1/n). (6.41)

Luego de las desigualdades (6.33), (6.34) y la Proposicién 9.9 se concluye que (X7, ..., X)
converge en ley a (Y7, ..., Ys). Lo cual completa la prueba de la parte (a).

Finalmente, afirmamos que la convergencia en distribuciéon automaticamente prueba la

52
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unicidad de 7, s. En efecto, sean 7, s de modo que EY =1, EY? = b tal que

ley

X —=Y

y ', s de modo que EY' =1, E(Y’)? = b tal que

ley

X1—>Y/

entonces Y ~ Y’ de lo cual Y e Y’ tienen la misma funcién de densidad y asi r =1’y

s=s".

6.2. Prueba del Teorema 2.3, partes (¢) y (d)

Probaremos en esta seccién las afirmaciones hechas en (¢) y (d). Considere

g(x) = 121%);9:1

Para esta funcion se satisface que

l9(z) — g(y)| < méx |z; —y;|, z,y €R™.

1<i<n

Comenzaremos probando la afirmacion en (¢). Asumimos entonces que b < 2. Eso implica

que r > 0, dado que (0, s) = 2. En esta situacién no es dificil concluir que
P(g(Y) > t) < Cne */°. (6.42)

En efecto,

Pg(Y)>t) = P (méin > t)

1<i<n

< nP(Y; >1t)
= nP <6Y12/C > et2/c>
< pE(e"7/9)e /0,

Es posible hallar una constante C' adecuada tal que E (eylz/ ) < 0o. Veamos,

1 /OO er(l/Cfr)fswdx )
Cr,s 0

E(e"1/9) = Ci / e /Cemret gy =
78 JO

23
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Entonces podemos tomar C' > 1/r y asi obtenemos (6.42).

Por otro lado, de la Proposicién 5.3 y la estimativa (6.24) se sigue que, para todo

t> Og(b)ﬁn

e2BrP(|g(Y)| >t — C3(b)en, Y € K°)
P(m(Y) > C(b)e, Y € K¢)
e?PP(g(Y) >t — C3(b)en) ‘

P(g(X) > 1)

IN

< o (6.43)
Usando ahora (6.42), esta tultima expresion resulta menor o igual que
2B —(t—C3(b)en)?/C
e“PChne ( 3(b)en)”/ = 06726—(t703(b)6n)2/c (644)

C~1ne?

Finalmente, si escogemos una constante A, que depende de b, tal que A > v/80C, se

sigue que

lim P( méx X; > Ay/logn) =0, (6.45)

n— 00 1<i<n

pues

IP’( max X; > A\/logn) < Ce—2¢— (AVIogn—Cs(b)en)?/C

1<i<n

p—
< 06_26_ (A«/logn—%) /C

para todo n suficientemente grande y la ultima expresion es igual a

_ _ 2 _ A2
Ce2e (A2logn)/ac _ Cn205,~A2/4C

Luego haciendo n — oo se sigue (6.45) como queriamos.

Para probar ahora (d), supongamos que b = 2. En ese caso tenemos que r = 0, s = 1 por
la unicidad de r, s y del hecho de que 6(0,1) = 2. Luego repetimos el mismo argumento

—t2/C

anterior, excepto que en la estimativa obtenida en (6.42) debemos cambiar e por

e %% lo cual nos da logn en vez de \/logn en la estimativa enunciada en el teorema.

o4
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6.3. Prueba del Teorema 2.3, parte (b)

Probaremos ahora el item (b), primero para k = 1. Suponga que queremos probar la

convergencia del p-ésimo momento. Fije n y para x > 0 sea
h(z) := min{a?, (logn)*}.
Calculemos una constante de Lipschitz para h. En efecto,
» Siz > (logn)?ey > (logn)?, entonces h(x) — h(y) = 0.
» Siz < (logn)?ey < (logn)?, entonces
[h(z) = h(y)] = [2"—y"|

= |-yl + 2Py 4y
< p(logn)**|lz —y|.

» Finalmente si z < (logn)? pero y > (logn)?, entonces
h(z) = h(y)] = |h(z) — h((logn)*)
< p(logn)**|z — (logn)?|

< p(logn)* |z —y.

Por lo tanto podemos tomar L = p(logn)?~? como la constante de Lipschitz. Luego
definimos
1
H(z) .= —h(x).
@) = gy @)
Es facil ver que |H(z)| < 1y |H(x) — H(y)| < L'|x — y|, donde L' = Toamz - Ademas

definimos también G : R® — R como
1 n
Gla) =~ > H(w).
i=1

De nuevo es fécil ver que |G(z) — G(y)| < L' méax |z; — y;|. Ahora bien, sea a = E H(Y7),
luego usando la desigualdad de Hoeffding, dada en la Proposicién 9.7, podemos proceder

de manera similar a (6.25) para obtener
P(|G(Y) —a| > t) < 2e7"/2,

95
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Luego por la Proposicién 5.3 y (6.24) obtenemos para todo t > C5(b)L'en
P(|G(X) —a| > t) < Cn~le 2ent-Cs®len)?/2, (6.46)

De forma similar a (6.27) podemos probar que la estimativa (6.46) decae rapidamente

en el régimen t > A(n"'logn)'/? (donde A es una constante adecuada que depende de

1
E|G(X)—a| < Cy/ Oi”-

Por la desigualdad de Jensen y ya que las coordenadas de X son idénticamente distri-

b) v que entonces

buidas (Teorema 3.11) se sigue que
EH(X,) - EH(Y))| < E|G(X) — dl,

de lo cual,

ER(X,) ~ EA(Y)] < Cllogm)?y /25" (6.47)

Usando el Teorema de la convergencia monétona es facil ver que
Eh(Y:) —» EY?. (6.48)
Luego de (6.47) y (6.48) concluimos que
E min{X?, (logn)*} =Eh(X,) - EY? (6.49)

Ahora bien, usando la parte (¢) y del hecho que 1 < X; < n, probaremos que cuando

1<b<2,
IE min{X?, (logn)*} — E (X7)| — 0. (6.50)
Veamos, sea Z := min{ X7 (logn)*} — X7, luego
EZ| = ’/ ZdIP’+/ ZdP
{X¥P<(logn)?r} {X?>(logn)?r}
< / |(logn)? — XP|dP
{XT>(logn)?}
< / 2nPdP
{XP>(logn)20}
= 2n"P (X; > (logn)?) (6.51)
56
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donde la ultima desigualdad se cumple para todo n suficientemente grande.
En lo que sigue acotaremos P (X; > (logn)?). Para eso utilizaremos la desigualdad que
se sigue de (6.43) y (6.44) de la parte (c). Veamos,

IA

P (X; > (logn)?) P (111<1;’1<>; X; > (log n)2>

06_26_[(10g n)2—Cs(b)en]?/C

IN

9 _ 2_ (logn)? 1
Ce 2 [(logn) 5 /C

IA

(log n)*

Ce%e7 40 (6.52)

donde la ultima desigualdad se cumple para todo n suficientemente grande.
Usando (6.52) en (6.51), tenemos |E Z| < 2nPCe %e~ = ol Luego haciendo n — oo se
sigue lo afirmado en (6.50). Finalmente de las ecuaciones (6.49) y (6.50) se completa la

prueba para k = 1, es decir que E X? — EY?.

Suponemos ahora que k > 1. Definimos b; := E H;(Y}), H; : R — R como

1
Hi(z) := m min{z?, (logn)?'}, B L. %8
ogn)?pi
y G; : R" — R como
1 & 1 & min{a?, (logn)*}
Gi == - 5 :1,,k'
A e o ; (logn)*r: Z

Note que |G;(z)| < 1. Luego procedemos como en (6.33) de la parte (a) para obtener

1
< kmix E|Gi(X) —b| < Cky/ 21

1<i<n n

1
w5 (R Hi(X) - B
1<i1,..ip<n
> [E(Hi(X) - H(X0) - Bl + O(1/n)
donde B :=[]l_, bi. Y asi,

logn

IE (H\(X,) - Hy (X)) — B| + O(1/n) < Ck (6.53)

n

57
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Expresando (6.53) en funcién de h;, obtenemos la siguiente desigualdad

[E (ha(X1) -+ hi(Xi) = Al + [ [(Qogn)* O(1/n)

=1
i logn
< Cck|la iy [ 2 54
<cC H(Ogn) = (659)

donde A = []*_, E (h;(Y;)). Por otro lado, por el Teorema de la convergencia monétona

tenemos que

A= J[E®®) - [JEP), (6.55)
y asi de (6.54) y (6.55) se sigue que
E(hi(X1) - (Xy) — B ). (6.56)

Ahora bien, sea Dy, = ﬂle{Xi < (logn)?}. Luego,

[E (ha(X0) - e(X0)) — E(XP - X]Y)

‘/D f[hi(Xi)dIP—k/Cﬁhi(Xi)d]P’—/ ﬁXfidP—/DcﬁX{”d]P".

i=1 ki=1 Dy = ki=1

En la ecuacién anterior la primera integral con la tercera se anulan y asi

[E (71(X1) -+ hi( X)) — E(XT" - - X3))

£ ‘/z}ihi(Xi)dP_L

Podemos acotar superiormente el lado derecho de la ecuacién anterior del siguiente modo

‘/Cﬁhi(xi)dlp—/mﬁxﬁdp‘ < /Dcﬁyhi(xi)uxmfl)cﬁwfi

k=1 ki=1 k=1 k=1

k k
< / H(logn)Qpid]P)—k/ anid]P)

k i=1 Dy i=1

k
HXfidIP" (6.57)

c .
k 1=1

dpP

o8
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Para todo n suficientemente grande la tltima expresion es acotada superiormente por
2nP T PeP(DE) = 2P T PREP(X) > (logn)?)

probando asi que

| /D; ilihi(Xi)dP - /D

Entonces de (6.57), (6.58) y (6.52) se sigue que

k
HXi”id]P" < PP P(X, > (logn)?) (6.58)

c .
k 1=1

_ (logm)*

IE (Ry(X1) -+ h(X3)) —E(XTH - XP¥)| < 2bnPrtPeCe2e™ a0, (6.59)

Por lo tanto de (6.56) y (6.59) se sigue que

k
EXP---Xp) = [TE@),

i=1

lo cual completa la prueba.

29
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Capitulo 7
Prueba del Teorema 2.4

En este capitulo trataremos el caso b > 2. Como en el capitulo anterior C' y C,, denotaran

ciertas constantes que depende solamente de b. También establecemos la notacion
q = Vb—2

La prueba de la localizaciéon es inspirada por teorema de localizacion para el modelo

Hopfield p-spin.

7.1. Prueba del Teorema 2.4, partes (b) y (c)

Demostracion. Sean Y7,Ys, ... variables aleatoriasi.i.d ~ exp(l) yseaY = (Y1, Y5, ..., Y,,).

1

Tome € = n~ 1%, y definamos

a = 1/100,
Zi = El{yigna},
v = E(Z7).

Por la desigualdad de Hoeffding (9.7), tenemos

“

n

S (22 - v)

=1

>t) < 9e it (7.1)

60
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pues como Y7, ..., Y, son i.i.d entonces Zy, ..., Z, y Z%,..., Z2 también lo son, luego

n

Y (ZF-v) = znjzf —nv = anzf —nE Z?
=1 =1 =1
- yz-5(yz),
=1 =1

) -]

S 2 E (ZZE)‘ >t>
i=1 =1
S 26—2t2/D’donde D= Z(n2a>2 — n4a+1

i=1

y asi,

2 144a
.

Por lo tanto, si definimos

n

Sz -

=1l

|

entonces usando (7.1) obtenemos facilmente que

P(A) < 2exp (-”324a> . (7.2)

Ahora, sea B el evento tal que existe un conjunto I C {1,...,n} de tamafio k := [n(!=%/2]

> n5/6}7

tal que Y; > n® para todo I, es decir:

B:{wEQ

El conjunto B también puede ser expresado de la siguiente manera: definiendo I} :=
{I c{1,...,n}, |I| =k}, se tiene

JI(w) C{1,...,n}, con tamaiio k = [n(1=2/2]
y ademads Y;(w) > n®, Vi € I(w) '

B = [J{vi>n" Viel}

Iely
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Luego,
P(B) < > P(Y;>n" Viel)
IeI?
- (e
< phent
) n(1+a)/2
< _
o457
donde la ultima desigualdad es porque
nke—kn“ — ek: log ne—kna
_ ek(logn—n“)
< e”(lfaw(log"_na), (7.3)
logn ) .
y dado que — 0, se tiene que dly € N tal que si n > [y entonces

na
a

logn < % (7.4)

Luego de (7.4) en (7.3) se sigue que ¥n > :

nke—kn“ < en(l_“)/Q(—na/Q)

o inliF)/2

< ge b0t

Ahora sea D el evento tal que Y., ,Y; > qn'/? 4+ n®>=9)/4 para algiin subconjunto I C

icl
{1,...,n} de tamano menor que k, es decir:

D:{wGQ

El conjunto D también puede ser expresado de la siguiente manera:

D = O U {ZYl(w) > qn1/2+n(2_“)/4}.

Zie[yé(w) > qn1/2 + n(Z—a)/zL7
para algin I C {1,...,n} con |I| <k |
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Note que para cualquier j, Y . . Y; sigue una distribucién Gamma(j,1). Por lo tanto,

iel
para cualquier j > 2, t > 2,

J 0o g1
]P(;Y;>t) = /t (j—l)!e dx

00 t 7j—1
— / (I(L_—i_—)l)'e(“”)du (cambio de variable u = x — t)
0 J— L)

_ e—t /‘OO (u + t)j_l €_udu
- o (-1

00 9j=2(yi—1 4 4i—1

e_t/ (u +' )e_“du
0 (] - 1)-

< e—t(2j—2+tj—l)

IN

< i let,

donde la primera desigualdad anterior es porque f(x) = x™, x > 0 es convexa y en la
segunda desigualdad anterior se utilizé el hecho que f0+°° e *dx = n!.
Note que la desigualdad es también verdadera para j = 1. Por lo tanto, si n es suficien-

2—a)

temente grande de manera que k < n/2 y tomamos t := gn'/2 + n®>=9/4 entonces

P(D) < kz_i(@)%jlet

=1 \J
= Gilin e,

Y dado que k = [nU=9/?] y (1 —a)/2 < (2 — a)/4, afirmamos que

(2-a)/4
P(D) < Cexp <—qn1/2 - C ) !

a/4

En efecto, se tiene t = gn'/2 +n2=9/* = nl/2(g 4+ n=%*), luego como ¢ +n~%* converge

a ¢, entonces es posible hallar [1,l5 € N tal que
nognt2<t<2n'’? Yn>1ly

= logt <logn Vn > I,.

1—
¢ < pu-ap y dado que

Como k = [nU~%/?] entonces k < n'=%/2 ademds

% — 0 entonces 313 € N, tal que logn < an-9/4-(1=0)/2y n > [, Por lo
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tanto Vn > Iy = méx{l, ls,[3} obtenemos

Cknkthe=t = (elogktklogntklogt—t
< Ce 1= log n+n(1-9)/2 log nt-n(1-9)/2 log t—t
< C@Mlia)ﬂ log n+n(1=2)/21og n4n(1=a)/2jog n—gnl/2—p(2-a)/4
— 31T 2 logn—qn!/2—n(2-)/4
< Ce:sn(l*a)/?Xan(2fa>/4f(1fa>/2_qnl/z_n@fa)/4
— 063‘1”(27‘1)/4—qnl/Z—n(Q*“)/‘l
< Cebn® g2
< Qe G

donde Cy := max{2,C}. Ahora suponga que A°N BN DN {Y € K} sucede. Sea I el
conjunto de i tal que Y; > n® Dado que B¢ ha sucedido, se tiene |I| < k y dado que D¢

ha ocurrido tenemos que
Z Y; < gn'/? 4 n-9/4, (7.5)

el

De nuevo, dado que Y € K¢, tenemos

Xn:}/f—bn

=1

< nbe =bn"?, (7.6)

pues si

YeK = bte<pa(Y)<b+be

n
= nb+ne<ZYiQ<nb+nbe
i=1

= ne<ZYi2—nb<nbe

i=1

zn:Yiz—bn

=1

< nbe.

Pero debido a A€,
< n?, (7.7)

ZYiQ—vn

il
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pues

n

;(Zf —v)| < n5/6}

zn:Zf —nv| < n5/6}
=1

iZf + iZf —nv
— —

< n5/ 6}
i€l i1

_ {ZZZ—nv<n i {

igl zil

A =

I
—

—on

<n/}

Combinando las desigualdades (7.6) y (7.7) obtenemos

ZY2 (b—v)n

< bn—Q . 7’L5/6 < C’I’L5/6,

iel
pues
D YP—(b-vn| = D V- V?-bn+on
i€l i=1
igl
< 0+ n5/6
5 n5/6(bn759/6 + 1)
< n¥8(b1+1) = Cn®®.
Pero

a

v :/ e dr = 2 —/ e dx (pues/ e dr = 2),
0 na 0

por lo cual para n suficientemente grande

o0
lv—2] < / e dx
n
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Por lo tanto, bajo AN BN D°N{Y € K},

< Cn®, (7.9)

VP —(b-2)n

el

pues

S YP—(b-2)n

el

ZY;Z—(b—v)njLn@—v)

il
Cn®/® + n%e"a/2

< CTL5/6,

IN

donde la ultima desigualdad se cumple para n suficientemente grande. Sea ahora

MY .= mix Y;

1<i<n

y recuerde que ¢ := v/b — 2. Luego la desigualdad anterior (7.9) combinada con (7.5),
muestra que bajo AN BN D*N{Y € K} se tiene

¢*n — Cn®® < MY (qgn*/? + n3=0/4), (7.10)

pues como |Y°,; Y2 — (b—2)n| < Cn®/® entonces

qzn—C’n5/6 < ZY?
el
< MYVYY, (puesY?< MY )
i€l
< MY(qnl/2+n(2_“)/4),

donde en la dltima desigualdad se usé (7.5). Luego, dado que a/4 < 1/6, afirmamos que

MY > gn'/?(1 — Cn=%%). (7.11)
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En efecto, de (7.10) se sigue que

¢*n — Cnb/6
qnl/Z + n(2—a)/4

¢*n (1 - <C/q2>n1/ﬁ>

MY

qnl/Q 1 + n*‘l/4
q
qn'/?(1 — Csn=1/9)
1 -+ Cﬁn*“/‘* ’

donde C5 = q% y Cg = %. Luego probaremos que

1-— 057171/6
LSy Cﬁn_a/4

para alguna constante C' > 0, lo cual es lo mismo que probar

>1—Cn~4,

M 1 — Csn~1/6
Cn~¥*>1-— H—C—W’
para alguna constante C' > 0. En efecto,
1 i SCnal/g -l Cen~%* + Csn~1/6
1+ Cgn—a/4 1+ Cgn—9/4
n—a/4(06 e C5n—(1/6—a/4)>
B 1+ Cgn—9/4

< poolt (M) _ Cnalt
- 1

Pero bajo D¢ tenemos

MY < qn'/? 4 p-o/t (7.12)

pues D¢ implica que

ZYi < qn'/? 40 oYY < ZY; < qnl/? 4 p-a)/4,

i€l el

Luego, bajo AN B°ND*N{Y € K}, tenemos
|MY — gn'/?| < Cn2-9/4, (7.13)
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pues de las desigualdades (7.11) y (7.12) se sigue que

gn'/? — Cqn@ 9/ < MY < qn}/? 4 nC=9/1,

de lo cual

L@t < MY gt/ < o/
luego tomando C; = max{1, Cq} se tiene

_C7n(2—a)/4 < _an(Z—a)/éL < MY B qn1/2
< C7n(2—a)/4,

y asi |[MY —gn'/?| < Csn?~9)/4, Por lo tanto, de las cotas superiores para P(A), P(B), P(D)
obtenidas anteriormente y observando que la cota superior de P(D) domina a las otras

dos , afirmamos que

P (MY —qn'/?| > Cn® 9% Y € K9 < P(AUBUD)

= C
(7.14)

En efecto, de (7.13) tenemos que
{|MY — gn'?| > Cn*= 9%} c AUBUDU{Y € K},

de lo cual

{MY — gn'?| > Cn@= 9"\ {Y e K} C AUBUD

y asi

(MY —gn'? > Cn®> 9"y e Ky c AUBUD.
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Luego para n suficientemente grande

P(| MY —qn?|>Cn*9/4 Y € K9

< PAUBUD,)

< P(A)+P(B)+P(D)

< e*qnl/Z*M(C + C) ( pues los exponentes de e tienden a —c0 )
<

(2—a)/4

n

C —gn'/? — .
exp( qn O

Sea M) la segunda coordenada més grande entre las Y;, entonces bajo A°NBND°N{Y €
Ke}
My < ) Yi-MY

il
< qni’? 4 nCOM _ (qn}/? — Op-a/4)

On(Zfa)/47
donde en la segunda desigualdad se ha utilizado (7.5) y (7.13). Lo anterior implica
{MY > Cn@¥"YC AUBUDU{Y € K¢},

y asi
(M) >Cn* 9" Y eK}YCAUBUD.

Por lo tanto, de nuevo, tenemos

(2-a)/4
P (M) > Cn*/4y ¢ K) < Cexp (—qn1/2 _ 8 ) . (7.15)

Esto nos das cotas para el numerador en la Proposicién 5.3, excepto que tenemos que
evaluar la constante de Lipschitz L para M y M,. Para un vector x € R", denoten ¢ ()
y g2(x) las componentes primera y segunda més grandes de x respectivamente. Dado
que

l91(z) —a1(y)| = ’ml?ixwi — m?XZ/J < mz?iX|fL'z' — i, (7.16)
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se sigue que podemos tomar como constante de Lipschitz para ¢g; a L = 1. Usando la

misma légica que prueba la desigualdad en (7.16) tenemos que

| méx(z; + x;) — max(y; +y;)| < méx |(2; +25) — (yi +y5)|
1<j 1<J 1<J

La ultima expresion coincide con

max |(z; — i) + (25 — y5)]

1<J
< méx <|5Ei_yil+|xj_yj|>
i<j
< 2méx|[z; — yil.
1

Sin embargo, max(z; + z;) = g1(x) + g2(x), entonces
1<)

’

92(2) = g2(y)| = [(mdx(z; +25) — g1()) = (méx(y; +9;) — 01()|

1<

| HZ%X(% +x;5) — r?gx(yl +y;) + 91(y) — g1(z)]

< |méx(; + 2;) — méx(y: + )| +191(y) — 91(2)]
< 2méx|z; — y;| + méx|z; — il

3max |z; — ;.
(2

Por lo tanto, podemos tomar L = 3 para go. Ahora bien, por la Proposicion 5.3 obtene-

mos que

2—a
2-a  2BrP(|MY — qn'/?| > Cn 1 — Cs(b)en, Y € K°)

P(M — gn'/?| > on’T%) < TR EETY < k- (7.17)

2—a
2-a  e2BrP(MY > Cn 2t — Cs(b)3en, Y € K¢)
P(M. < .
(M >Cn 3) < P(m(Y) > C(b)e,Y € K¢)

Ahora bien, con el fin de poder utilizar (7.14), (7.15) y acotar superiormente (7.17) y

(7.18)

(7.18), consideramos n lo suficientemente grande tal que 3C5(b) < $n*~0/* y asf

2—a 2Benp(| MfY — 1/2 > c (2—0,)/47 Y € K¢
]P)(lM _ qn1/2| > (Cn 4 ) S € <| qan | 277/ )
P(m(Y) > C(b)e,Y € K¢)

(7.19)
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2-a 2Benip( \ Y > c (2—a)/47 Y € K¢
(M > On1") < S > 31 )
P(m(Y) > C(b)e,Y € K°)

(7.20)

Ahora aplicamos (7.14), (7.15) en las dos desigualdades anteriores lo que nos resulta

_ Cexp(—qn'/? — C~1nZ-a)/4)
P(IM — 1/2 C (2—a)/4y «
(M = qn™™| > ™0 < 5 Y S Gl v € K9

(7.21)

_anl/2 _ -1,(2—a)/4
P(M, > Cn(Q—a)/4) < Cexp(—qn C'n )

= P(m(Y) > C(be,Y € Ke) (7.22)

Comencemos ahora a trabajar con el denominador en las expresiones anteriores. Sea

d := C(b)e. Note que

P(m(Y)>6,Y €K) = PY € K |m(Y) > §P(m(Y) > 6)
= P(Y € K |m(Y) > 8)e " (7.23)

Dado que Y, Y3, ..., Y, son i.i.d ~ exp(1l), se sigue de la propiedad de falta de memoria
de la distribucién exponencial que la distribucién condicional de Y dado m(Y) > § es

la misma que la distribucién de Y 4 61. Es decir, que
P(Y e Km(Y)>0) =P(Y +01 € K. (7.24)
En efecto, consideremos la coleccion
F:={L x Iy x --- x I, donde I}, =|ty, +o0[, tx € R}.

Es facil ver que F es un mw-sistema y que F genera la coleccién de borelianos del R™. En

lo que sigue probaremos que
PY e Alm(Y)> ) =P(Y + 1 € A),
para todo A € F. Veamos, para A € F tenemos que
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PYeA, Y, >6..,Y,>0)
P(Y, > 6,....Y, > 6)
PYieh,..Y,€l,, Y1>90,..,Y, >0)
P(Y; > §)---P(Y, > 0)

P(Y € A|m(Y) >§) =

P(Y; € I,,Y; > 6) P(Y, € I,,,Y, > 0)
= X o .. X
P(Y; > 0) P(Y,, > 9)
P(Y; > t1,Y1 > 0) P(Y,, > t,, Y, > 9)
= X +o0 X ,
P(Y; > 0) P(Y, > 9)
(7.25)
y que
PY+d1€A) = PY +01€]|ty, 400 x -+ X |t,,+00[)
= PYi+d>t,..Yo+d>t,)
= PYi+0>t) % xP(Y,+0>t,). (7.26)

No es dificil verificar que si d < t; 0sid > t; Vi, entonces (7.25) y (7.26) son iguales. Luego
usando el Teorema 1.2.4 de [1] se sigue la igualdad deseada (7.24). Y por consiguiente
tenemos de (7.23) y (7.24) que

P(m(Y) >6,Y € K) =P(Y + 61 € K)e ™. (7.27)

Ahora acotaremos inferiormente a P(Y 4 01 € K¢). Para lo cual empecemos definiendo

el conjunto £ como sigue

E = {\u(y)— (1—5+§e)| <&, ua(Y) — (b—25+bgle)| <62},

y probaremos que para todo n suficientemente grande
E C{Y +41 € KY}. (7.28)
Comencemos primero notando que

p(Y +01) = u(Y) 406, pa(Y +061) = po(Y) 4 26u(Y) + 6%
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Ahora bajo F, se sigue que
3 2 3 2
1+§e—6 <pY)+d< 1+§6+e ,
y por lo tanto, si n es suficientemente grande tal que €2 < ¢/2, tenemos

I+e<pu(Y +61) <14 2e (7.29)

De nuevo, bajo F, tenemos

b+1
1Y)+ 200(Y) + 8 = (b+ T
b+ 1 ,
< (YY) — (b— 26 + > e +25|u(Y) =146
Snlle?,

y por lo tanto, si n es suficientemente grande, tenemos

b+1

b+e < b+ e—Cé?

b+1

< ue(Y+01)<b+ €+ Ce® < b+ be, (7.30)

y asi de (7.29) y (7.30) obtenemos la inclusion deseada (7.28), provisto que n es lo

suficientemente grande. Ahora definamos =~ y u, de la siguiente manera:
- 1 n r it n 4
) =3 Y () = SR
=2 =2

También definamos

Luego probaremos que
E'CFE (7.31)
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para todo n suficientemente grande. Veamos, bajo E’ se tiene que

b+1 _ Y2 b+1
o = ‘/LQ(Y)+71—(6—25+ €|

b+1 Y2
il ) +-L— (-2

2 (Y) — (b— 26 +

— () - (2-20+

_ b+1 1
< Jus (V)= (2—-25+ 5 e)|+;|Yf—n(b—2)]
- 1 2 1 €
3 N Do
< € (7.32)
De nuevo, bajo E’
Y2 — ¢*nl
Vi — anl/?| = Y7
| qn ‘ 1/1+qn1/2
1,\/ 1
< (2) (@)
— Con2e,

donde la primera desigualdad es porque Y; > 0y Y; ~ exp(1). Ademds

W) = (=64 29| = (V) + 22— (=54 )
Y,

= | (¥)-(1-d+ ge —qn™'?) + (— - gn='7?)]

< |w@)-(1-6+ ;e—qn‘m)\ + %‘YI — qn'’?|
1

1
b 2 =Olw
2 n

L[l C
BRRCRRTE

11
< & (5 + 5) = ¢ (7.33)

donde la tultima desigualdad se cumple para todo n suficientemente grande tal que
Cn~3/? < 1/2. Finalmente concluimos de (7.32) y (7.33) que E’ C E, lo cual prueba la

inclusién (7.31).
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Ahora procedemos a encontrar una cota inferior para P(E’). Para lo cual usamos el hecho
que Y; es independiente de (Ya,...,Y,), E(Y;) =1y E(Y;?) = 2. Y luego aplicando el

Lema 5.4 al par (u=(Y), u5 (Y')) concluimos que para todo n suficientemente grande
P(E') > C'n/28e " (7.34)
donde C es una constante adecuada que depende de b. En efecto, por comodidad sea

E* = {|,u(Y) —(1-6+ ge —qn'?)| < %8}

0{liz ) - -2+ 0] < 3¢}

Note que E’ implica E*, y ademads este 1ltimo conjunto es equivalente a :

2 3 N & 3

—%+1_5+§—qn-1/2 <p(V)=1y",vi< %+1—5+5€—qn’1/2,
€ b+1 ) 2 €2 b+1

<py (V)= %Zi:Q}/;'Q <

lo cual equivale a

mny

dondean:#(_Tg_i_l_é_i_&_qn—l/?)’bn:n1( +1_6+35 qn_1/2),a;1:
P (%62 +2-2§+ 41 ) b, = 2= ( +2-—2§+ 41 ) Es facil verificar que

. h/mn—H-OO\/ﬁ(an - 1) - h/mn—H-oo\/ﬁ(bn - 1) = —q,

v limy,ooy/n(al, — 2) = lim,, 4 oov/n(b), — 2) = 0.

Aplicando el Lema 5.4 se tiene que

P(E") Plan < A5 30, Y <bn, a4, < A5 30, V2 <)
lim = lim n n
n=too nEZe? ntoo ne2e2
= p(—=¢,0) >0,
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donde p es una densidad Gaussiana no degenerada, de lo cual se sigue que dng € N tal
que si n > ng, entonces
P(E*)

nel < 2p(_qa0)

En la primera desigualdad anterior es posible escoger una constante C' > 0 adecuada

0<

que depende de p(—q,0) tal que

1 P(EY)
C =~ net
Y asi,
P(E*) > C 'net, (7.35)
por consiguiente tenemos que
P(E) = P(E'N (Y- 'l < /2))
= P(E"P(|Y? — ¢’n| < €/2)
> C'ne'P(|Y? — ¢°n| < €/2). (7.36)
En lo que sigue mostraremos que el evento (|Y; — gn'/?| < C~'n='/2¢2) implica el evento

(|Y2 = ¢*n| < €2/2) y que la probabilidad del primer evento tiene como cota inferior a

Cn~1/2e2e="* En efecto, debido a la desigualdad
‘}/—12 = q2n‘ < (le . qn1/2)2 A 2qn1/2|Y'1 L qnl/2’7

~1/2¢2  entonces

se sigue que: si [Y; — gn'/?| < C~'n
V2= ¢’n| < C~ 2 'ét 4 2qn2C 1128
= C 7l +2071¢é?
22

= (2C°n~ 1 + 4C7 1)

< , (para C' adecuada).

| Mo o

Ahora procedemos a encontrar la cota inferior del primer evento. Para «, 8 € R, con

0 < B < 1, se tiene que

P(lYi—a|<p) = / elr=ele=edy
{lz—al<p}
> 6—(a+5)25

2
= 2e7PBe7* > Zpe .
e
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Luego tomando a = gn'/? y B = C~'n~/2¢% con n suficientemente grande tal que 8 < 1,

se obtiene que

P (|Y'1 . qn1/2| < O—ln—1/2€2) > 20—1n—1/2€26—qn1/2
(&

= COn e, (7.37)

y asi

P(|Y2 - ¢’n| < /2) > Cn~22e (7.38)

Luego de (7.38) en (7.36) se obtiene la cota inferior deseada para P(E’) dada en (7.34).

Por lo tanto utilizando convenientemente (7.27),(7.28), (7.31) y (7.34) tenemos que
P(m(Y) > 4,Y € K°) P(Y 461 € K)e™"

P(E)e™" > P(E')e™"

- —gnl/2 _
C 1n1/2€6€ qn’* o on

AV

Vv

- (C—ln—Goe—qn1/2)(nl/Qe—C(b)n_g)

C-1n—6067qn1/2€—0(b)

v

(CeC®))~1y=60g—an'/? (7.39)

Combinando (7.39) con (7.21), se tiene que

P(|M — qn1/2’ > Cn(Qfa)/4) < C,efcv—ln(z—a)m7

pues

7
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P(|M — qn'/?| > Cn-9/%)
C’exp(—qnl/2 _ C—ln(z—a)/4)

<
- Pm((Y)>C(b)e,Y € Ke)
- Cexp(—qn'/? — C~1n-a)/4)
- C—ln—ﬁoe—qn1/2
C exp(—C~1n-a)/4)
- 17,60
Cn60 C«—l
iy O ea)
(C‘l exp (CT_ln(2—a)/4)> eXp < 5 )
<

C_l
2C exp (—Tn(Q_“)/4>

CnGO

donde la ultima desigualdad es porque R G WP

'

Y dado que Cn~%* converge a 0, entonces (7.40) implica la convergencia en probabilidad

) tiende a 0. Hemos probado

asi que

W —1| > C’n_a/4) — 0. (740)

M
YD — 1 en probabilidad.

Similarmente de (7.22) obtenemos

P(My > Cn®9/4) < (e=C '™
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pues

P(M, > Cn*9/%)

C exp(—qn'/? — C~1n2-a)/)
P(m(Y) > C(b)e,Y € K¢)
Cexp(—qn'/? — C~1n=a)/4)
Cflnf6067qn1/2
C exp(—C~In2-a)/4)
C—1;—60

60 -1
_ & & <_C_n<2a>/4)
- C=! (2—a)/4
C—1exp (5-n-0)/4) 2

-1
< 2Cexp (—%n(Q“)/‘l)

IN

IN

C?’l60

c-1 exp(CT_ln@*a)/‘l

donde la ultima desigualdad es porque

) tiende a 0.
Hemos probado asi que

M2
P (72 > CQn_’W) — 0. (7.41)

Ya que C?n~%2 converge a 0, entonces (7.41) implica la convergencia en probabilidad

2
72 — 0 en probabilidad.

Esto completa la prueba de las partes (b) y (c). O

7.2. Prueba del Teorema 2.4, parte (a)

Procedemos exactamente como en la prueba de la parte (a) del Teorema 2.3. Sea h : R —
R una funcién satisfaciendo |h(z)| < 1y |h(z) — h(y)| < L|z — y| para todo z,y € R,

donde L es alguna constante positiva, definamos también una funcion g : R — R como

o(z) = % > i)

Sea a := E h(Y7). Luego usando la desigualdad de Hoeffding, obtenemos que para cual-
quier t > 0,
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Usando (7.39) y la Proposicién 5.3, obtenemos la siguiente analogia de (6.26):

P(|g(Y) — a| > t) < CeXVnent=Cs(b)Len)?/2
pues,

e*PrP(|g(Y) — a| >t — C3(b) Len)
P(m(Y) > C(b)e,Y € K¢)

62Bene—n(t—C3 (b)Len)? /2

O—ln—ﬁoe—qn1/2

2062Bn606qn1/26—n(t—C’3(b)Len)2/2

P(lg(X) —al > 1) <

1A gl

IN

CeCVn—n(t—Cs(b)Len)? /2 (7.42)

donde la ultima desigualdad se cumple para todo n suficientemente grande. Afirmamos
ahora que la cota cola en (7.42) decae répidamente en el régimen ¢ > An~'/*, donde A

es alguna constante que depende de b, y por lo cual

E|g(X) —a] < Cn~Y4 (7.43)

Pues,

Elg(X) —d = /Omp<rg<x>—a|>t>dt

An~—1/4 00
= / IP’(|g(X)—a|>t)dt+/ P(lg(X)—a| >1t)dt
0 An—1/4
<A An_l/4/ P (|g(X) —a| > An_l/4s) ds. (7.44)
1

Pero por (7.42)

P (|g(X) - CL| > ATL_I/4S) ds Cec\/ﬁe_”(An71/4S—Cs(b)Len)2/2

IN

CeC\/»ef\/ﬁ(AstB(b)Len1+1/4)2/2

1oV o=Vl As—42)2/2

IN

CeCfe—\/ﬁAQSQ/S

Cle~VA-CHA%2/8).
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donde la tltima desigualdad anterior se cumple para todo n suficientemente grande.

Entonces tomando A tal que f—; > (' se sigue que

h o 242 2.2
/ F (’g(X) B CL| = Anil/éls) ds < / Ce*ﬁ(*Ala +As )ds
' 1

< / C’e_%fds<oo. (7.45)

1

Finalmente de (7.44) y (7.45) se sigue (7.43). De manera similar como se obtuvo (6.32)
obtenemos,

IERh(X,) —a| < Cn V4,

Haciendo n — oo, se sigue que Eh(X;) — Eh(Y7), luego aplicando la Proposicién 9.9,

. !
para k = 1, concluimos que X; —% ;.

La distribucién conjunta de (X7, ..., X) es realizada también similarmente. Conside-
rando k funciones hq, ..., hy tal que |h;(z)| < 1y |hi(z) — hi(y)] < Lz — y|. También
definamos g1, ..., gx vV a1, ..., ax cOMO

1 n
gilw) =~ > hi(z;),
j=1
y a; = E h;(Y;). Luego por un argumento telescépico, de manera similar a (6.33), obte-

nemos

k k

[To(x) - Hai

i=1

E < k méx E|g;(X) — a;| < Ckn~4, (7.46)

1<i<n

y de forma similar a (6.34) obtenemos también

E Hgi<X) —A' = % Z [E(hl(Xil)"'hk(Xi )) —A]
> I (hy(X) - ha(X0)) — A] + O(L/n), (7.47)

donde A := [[f, a;. Y finalmente de (7.46), (7.47) y la Proposicién 9.9 se concluye la

prueba de la parte (a) del teorema.
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Capitulo 8
Prueba del Teorema 2.5

La prueba del Teorema 2.5 esta basicamente contenida en la pruebas anteriores. Comen-

cemos considerando el caso

1<b<2.

De forma similar a la prueba de la parte (a) del Teorema 2.3, es vez de tomar una h fija

tomemos

1 six < xg,
ho(z) =91 — (@ —zo)n® sizg<z<z(4+n2,
0 siz>xo+n?°,

donde zy > 0 es un ndmero real fijo pero arbitrario. Es facil verificar que |h,(z)] < 1
v |hn(x) — hy(y)| < n®lz — y| para todo z,y. De aqui en adelante podemos proceder

exactamente como en la prueba de (6.26) (tomando L = n®) y concluir que

Eh(X1) - Ehy(¥)] < 012" (8.1)

Ahora hallaremos una cota para [P(X; < x9) — P(Y; < @)|. Dado que 1j_o 2] < by
entonces 1{x, <z} < hy(X7) y ast

]P(Xl S $0) =E 1{X1SJ»‘0} S Ehn(Xl) (82)
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Por otro lado, hy, < 1j_og go1n-5) entonces hy, (Y1) < 1)_oo zg4n-51(Y1). Luego

E hn(Yl) < E 1}—0079&0—1—71*5] (Yl)
= E 1}—00,:1;0] (Yl) +E 1]10,330-&-71’5] (Y1>

o0

= PO )+ [ Doyt (0

— 00

:1:0+n_5
=Mnsm+/ o (1)t

Zo

xo—ﬁ-n*‘r’
< P(Y; <o)+ / Mdt (pues Y; tiene densidad acotada)

zo

= P(Y1 <) + Mn™°, (8.3)

Luego de (8.2), (8.1) y (8.3)

1
< Eha(Yi)+C Oi”
1
< P(Yi < 7o) + Mn~® + Oy 22
n
1
< P(Y; < 0) + (M +C) Oin. (8.4)

Ahora modifiquemos ligeramente la definicién de h,, reemplazando zy con g — n=°.

Llamemos esta nueva funcién h,,, donde

1 siz<xzg—n"°,
ho() = —(x —zo)n® sizg—n"<x<ag,
0 siz >z .

Luego (8.1) se cumple también para esta funcion. Ademds 1j_o 4, > hy, entonces
1{X1Sxo} > hn(Xl) y ast

P(X) <a9) = Elx,<a) > Ehn(Xy). (8.5)
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Por otro lado h,, > 1 —oo,50—n-5] entonces l;n(Yl) > 1L—co,29—n-5](Y1). Luego

Ehn(}/l) > El}foo,xofn_ﬂ()/l)
= E (1}700,10](}/1) - 1]:1:0—71*5,&00](}/1))
= E 1}—00,:(:0] (}/1) —E 1}330—71*5@0] (Yi)
= PO <) = [ Lt (B
Z0
— BMi<a)- [ pwd
rg—n—°
Zo
> P(Y; <) — / Ndt (pues Y] tiene densidad acotada)
xo—n~—5
= P(Y; <x9) — Nn~°. (8.6)
Luego de (8.5), (8.1) y (8.6)
P(X, <1z9) > Ehu (X))
~ 1
> Eha(Yi) — Cyf =2
n
1
> P(Y; < x9) — Nn~5 — Oy 21
n
1
> P(Y; < x) — (N +O) Oi”. (8.7)

De (8.4) y (8.7) se concluye que

IP(X; < @) — P(V < 20)| < éw/loi”, (8.8)

donde C' = méx{M + C, N + C}. Dado que o > 0 fue escogido arbitrariamente y no

depende de n, se sigue que

N
sup [P(X; < z) — P(Y; < xo)| < Cy/ Oi”, (8.9)
xo

lo cual prueba el teorema para k = 1. Para el caso general se procede de manera similar

a la prueba del Teorema 2.3, donde obtuvimos
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B (hi(X1) - hi(X)) = Ely (Y1) - - Ehy(Ye)| < Ok\/loin —0O(1/n).  (8.10)

.. . 1 k ) :
Fijemos ahora t4, ..., t; reales positivos y sean h7(1 ), e h%) sus funciones asociadas como

en el caso k = 1. Luego de la desigualdad
Uonorg <AD, i=1,.k,

se sigue que

k
mk,l{x<t}—H1{X<t}—H1] oo ,ti] H h(Xs),

y asi
P(X, St1,0Xe <t1) = Ely (xicr
< E ]ﬁ[hﬁf%X )
B (WX A()). (5.11)
Usando (8.11) y (8.10) se tiene

P(X: <ti,..Xp <t;) < E (MY(X1)-- h®(Xy))

n

< E (W) h9()) + Ok B2 —0(1/n)

(8.12)

Pero

IN

[P(Y; < t1) +Cin %] [P(Y), < tg) + Cen 2]
< P(Yi <ty) x - x P(Yy < 1) + CO(1/n),

E (b (Y1) 1P (V)

(8.13)

entonces de (8.12) y (8.13) se sigue que

P(X, < t1, ., Xp < 1) <Py < 1) % - x P(Y; < tk)+cm/1°g”+00(1/n) (8.14)
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&)

. . 7 (1
Ahora consideremos k funciones h% ), e como en el caso k = 1. Luego tenemos que

—ooti] = A para i = 1,2, ..., k. De lo cual se sigue que

k k
Lk (i<t} = Hl{m = [ 1-ceea(X0) = [T 25 (X0),
=1 1

y asi

P(Xy <t,.0 Xp 1) = Elo (vien
> E ﬁ A (X
i=1
- E (A;D(Xl) . hg’f)(xk)) . (8.15)
Usando (8.10) y (8.15) se tiene

P(X, <ty,.. Xy <t) > E (71 V(X)) -~~l€§f)(Xk))

E <;~Ln1)(y1)...ilglk)<y;€)> _ E (;tbgp(yl» X xE (;an(yk))
[P(Yi S tl) + Cln_5] X X [P(Yk < tk) —+ C’kn*E‘]
P(Y; <t)) x - x P(Yy <) + CO(1/n),  (8.17)

vV

v

entonces de (8.16) y (8.17) se sigue que

1
P(X) <ty X < 1) > P(Y; < 1) %+ x P(Yy < 1) — Chky/ Og"+00(1/n) (8.18)

Finalmente de las ecuaciones (8.14),(8.18) y de la arbitrariedad de t1, ..., t; se completa

la prueba.

Cuando b > 2, la prueba es exactamente la misma, excepto que la cota en (8.1) se

convierte en O'n~4,
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Capitulo 9
Anexos

En este capitulo trataremos de algunos resultados usados durante el texto. 2

Fijemos un espacio vectorial de dimension finita con producto interno

(Vo)

Denotaremos por ||v|| a la norma de cada vector v € V correspondiendo al producto

interno fijado. Por cada r > 0 definimos la esfera S, de radio v/r como
Sy = {xeV|{z,z)=r}.

Definicién 9.1. La aplicacion A : V — V es llamada una isometria lineal si A es lineal

y preserva la norma, i.e.
|Av|| = ||v|| , para todo v € V.

Claramente cada esfera S, es invariante por isometrias lineales. El siguiente resultado fue
usado para definir la distribucién uniforme sobre K. Considere el o-algebra de borelianos

By, que es el o-dlgebra generado por los abiertos segun la norma || - ||.
Teorema 9.2. Por cada r > 0 eziste una unica medida \ sobre (V, By ) tal que :
1. X(S,) =1.

2. X\ es invariante por todas las isometrias lineales, i.e. A o A~ = X para toda iso-

metria lineal AV — V.
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Demostracion. Comenzaremos probando la unicidad. Sean p, v dos medidas sobre V'

tales que cumplen las condiciones 1 y 2 del teorema. Considere la funcién caracteristica
o, de

pu(z) = /e“z’“"’%(dy)? reV.
1%

Afirmamos que ¢, es invariante por la acciéon de cualquier isometria lineal, es decir

(p“(A:I}) = (Pu(x)-

para toda A : V' — V isometria lineal. En efecto:

ouldo) = [ ey
v
[ ety
1
= / e A 1 dy)
v
= / A (dz)
.
= oul).
Dado que para todo par z,y € V tal que ||z| = ||y|| siempre existe una isometria lineal

A:V =V tal que Az = y entonces ,, debe ser constante en cada esfera S,. En otras

palabras, existe una funcién g : [0, co[— C tal que
pu(z) = g(lzl), VzeV.
Para la otra medida v podemos concluir del mismo modo que
po(z) = h(|zl]), VzeV.
para alguna funcién h : [0, co|— C. Para cualquier s > 0 arbitrario tenemos
sor) = [ eutsawntan) = [ eu(mvia)

debido a que ¢, es constante sobre S, y que la v-medida del complemento de S, es
cero. Usando la definiciéon de ¢, y luego el Teorema de Fubini tenemos que la iltima

expresion coincide con

/ / 1@ 1y (da) v (dy) / / He iy (dy)p(de) = /V pu(sz)p(dr) -
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Ya que la p-medida del complemento de la esfera S, es cero y ¢, es constante sobre S,

la ultima expresion coincide con

| edsomtdn) = nsr).

T

Juntando las iltima igualdades obtenemos
g(sr) = h(sr), Vs>0.

Se sigue que g = h y asi ¢, = ¢, lo cual completa la prueba de unicidad.

Para probar la existencia considere la medida de Lebesgue my sobre (V| By/) obtenida
como la medida inducida por la medida de Lebesgue sobre el espacio euclideano R",
de la misma dimensién de V', y cualquier isomorfismo lineal entre V' y R™. Ahora, para
cada D C S, definimos

I'(D) = {rx:xeD,Ogrgl}.

Es fécil verificar que si D € By entonces I'(D) € By y que I'(S,) es la bola unitaria
cerrada y por tanto tiene my -medida estrictamente positiva y finita. Estas observaciones

nos permiten definir

mv<F(E N S7«>)

MB) = = T

E € By .

Es simple verificar que X\ es en efecto una medida de probabilidad. Ademds, ya que m

es invariante por isometrias lineales y
F((A”E) N ST) = AT'I'(ENS,), EcBy

para cualquier isometria lineal A : V' — V| entonces A resulta también invariante por

isometrias lineales como queriamos. O]

Definicién 9.3. Una medida X : By — [0, 00], donde By es la coleccion de los borelianos
de V', se llama distribucion uniforme sobre la esfera S, si satisface las condiciones

1 y 2 del teorema anterior.
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El siguiente resultado fue también usado en la construccién de la distribucién unifor-
me sobre K. Nos dice que si una medida v es invariante por isometrias lineales y la
restringimos a un boreliano W que es invariante por las isometrias lineales entonces la

restriccion de v a W es también invariante por isometrias lineales.

Lema 9.4. Sean v una medida sobre (V,By), W € By y A : V — V una isometria
lineal tal que A(W) = W. Si vo A™! = v entonces

poAl =1,

donde
V(E) = v(ENW), E€By.

Demostracion. Sea B € By, entonces

voATN(B) = v(ATN(B)NW)
= v(AY(B)NA(W))
= vo AN BNW)
= v(BNW)
— (B).

]

El siguiente resultado fue usado al final de la prueba del Lema 5.7. Como no encontramos

una referencia preferimos escribir una demostracion en este trabajo.

Lema 9.5. Sean p una probabilidad sobre (R™, Bgn) tal que p(S¢) = 0 para algin
S € Bgrn. Supongamos que Vx € S, 39 > 0 tal que

w(B(z,r)) < Cm™(B(z,r)) Vr<d,

donde C' > 0 es una constante que no depende de x y m” es la medida de Lebesgue

sobre R". Entonces y < m™ y i <C m"-—ctp.

dm™
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Demostracion. Sea A un conjunto medible tal que m™(A) = 0. Denotemos A’ = AN S.
Entonces basta probar que p(A’) = 0. Fijemos € > 0 arbitrario. Ya que m"(A’) = 0
entonces 3G C R"™ abierto tal que

ACGE vy m'(G)<e.
Por hipétesis Vo € A’, 3 una bola B, de centro x tal que
B, CG y wB,) <Cm"(B,).

Llamemos a := p (Ume o Bx). Si a = 0 entonces no hay nada que probar. Supongamos

entonces que a > 0. Por el Lema 3.15 de [5] se sigue que 31, x9, ..., 2, € A’ tal que

a 1
BuU-UB,) > (2) 2,

donde B,,, ..., B,,, son bolas disjuntas. Ahora bien,

(§)-5 <Sum

A
™
Q

3
=
&

Eso prueba que

Como € es arbitrario, concluimos que p(A") = 0 probando que p < m".
Luego, por el Teorema de Radon-Nikodym, existe

du 1m0
= —— e L' (R*.m") .

Finalmente, gracias al Teorema de diferenciacién de Lebesgue (Ver Teorema 3.21 de[5])

se sigue que para m”-casi todo x,

7 1 / X (Br ('r))
flz :hm—/ fdm" = lim ——— < C,
D= e (B.0) S 1 (B, ()
donde la ultima desigualdad se sigue gracias a la hipotesis. O]
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Ahora probaremos la desigualdad de Hoeffding. Para ello, comenzaremos probando el
siguiente lema.

Lema 9.6. Sea X una variable aleatoria en el espacio de probabilidad ([a, b], B, 4, P).

Si X tiene media 0, entonces E !X < et*(0=a)*/8

Demostracion. Debido a la convexidad de e'*, tenemos que
e < Xe + (1 — N)e®,

donde z = Aa+ (1 — A\)b, A € [0,1]. Sea A = (b — x)/(b — a) entonces se sigue que

b—zx r—a
tx ta tb
e’ < ——e 3
~b—ua b—a
Tomando la esperanza en ambos lados de la desigualdad, obtenemos

b-EX ., EX-a,

E etX <

e
~ b—a b—a
b eta _ aetb
~ b-a
< 00?8,
Esta ultima desigualdad se demostrara a continuacién. Sea p = —a/(b — a), entonces
bet® — gett

_ (1 —p + pet(b—a))e—pt(b—a)

_ o)

b—a

donde u =t(b—a) y ¢(u) = —pu +log(1l — p + pe*). Dado que
p
¢, u) = —p < )
¥ p+(1=ple
por lo tanto ¢(0) = ¢/(0) = 0. Mds atin ¢”(u) < ;. Ahora por el Teorema de Taylor se

tiene que para algin 6 € [0, u]

s(u) = (0)+ug(0) + =" (6)

2
u
<
- 8
(b —a)?
B 8
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O

Proposicién 9.7. (Desigualdad de Hoeffding) Sean X, ..., X, variables aleatorias in-
dependientes acotadas tal que a; < X; < b; y sea S, = X1+ -+ X,,. Entonces para todo
e>0,

P(S,—ES,>¢)<e /P y P(S,—ES, < —¢) <e /P,

donde D =37 (b — a;)*.

Demostracion. Solo probaremos la cota inferior (la prueba para la cota superior es
similar). Sea Y; = X; —E X;, entonces las Y; son variables aleatorias independientes, con

media cero y rango [a; — E X, b; — E X;|. Para cualquier ¢t > 0, se sigue

P(S,—ES,>¢) = P(Y1+---Y, >¢)

(Y14 +Yn
- P(et(Y1+---Yn) > ete) < Ee( 1 )

ete ’

donde en la ultima desigualdad se ha utilizado la desigualdad de Markov. Luego por la

independencia de las Y; y usando el Lema 9.6 para cada Y;, obtenemos que

EetYi...[E ettt

ete
o (01-01)2/8 | . | ot (bn—an)?/8

P(S,—ES,>¢) <

S

ete

Finalmente, tomando t = 4¢/D concluimos que
P(S, —ES, >¢) < e 2/P.
O

Para terminar este capitulo, daremos la definicién de convergencia en distribucién de
vectores aleatorios y probaremos en la Proposiciéon 9.9 que podemos usar funciones

Lipschitz para probar la convergencia.
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Definicién 9.8. (Convergencia distribucional) Para k € N fijo, decimos que
(X1, Xy oo, Xi) % (Y1, Yo, o Vi)
siYay,...,a, € R tales que P(Yy = a1) =P(Ys = ag) = ... = P(Yy, = ax) = 0 se cumple
P(X:<ay,..Xip<a) = PY:<ay.. Y <a)

La siguiente proposicion fue usada para probar la convergencia en distribucién enunciada

en nuestros teoremas principales.

Proposicién 9.9. Sean hy, ..., h; : R — R k funciones lipschitzianas tales que |h;(x)] <
1, y (Y1, Y5, ..., Yy) un vector aleatorio, cuyas coordenadas tienen densidad proporcional

a exp(—ra? — sx) sobre [0, 00[. Si

entonces
le
(X1, Xz, ..., Xi) =5 (N1, Ya, ..., Ya).

Demostracion. Considerando k funciones hy, ..., hy : R — R definidas como:

1 stz <aj;
hi():=¢1—-3(x—qa;) sigj<x<a;+0
0 sixz>aj;+9,

para j = 1,...,ky ¢ > 0 fijo pero arbitrario. Dado que 1x;<4;; < hj(X;) paraj=1,... .k

entonces,

]P(Xl S as, ,Xk S ak) S E [hl(Xl)hQ(XQ) cee hk<Xk)] . (91)

Por otro lado,
E [hi(Y1)ho(Y2) - by (Ye)] P (Y1 < a1 +6,Ys < ag+6,..., Yy, < ap +9). (9.2)

Como
E [h(X1)he(X2) -+ hie(Xy)] = E [ha(Y1)ha(Ya) - - - hi(Yi)]
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se sigue de (9.1) y (9.2) que para § >0
limsupP (X7 < ay, ..., Xy <ap) <PY1<a1+6,Ys<ag+0,.... Y, < ap+9).
n—oo

Luego haciendo ¢ | 0, obtenemos

limsupP (X < ay, ..., Xy <ag) <P(Y) <ay,Ys <as, ...V <a). (9.3)

n—o0

Por otro lado, considerando £ funciones ﬁl, - izk : R — R definidas como:

1 siz <a; —0
iz](x) =q—3(z—a;) sia;—6<z<aqy
0 six > aj,

para j = 1,...,k y § > 0 fijo pero arbitrario. Dado que 1{x,<q;} > izj(Xj) paraj=1,... k

entonces,

P(Xi<ay,.... Xy <ap) > E [ill(Xl)Bz(Xz) ol (X)) - (9.4)
Por otro lado,
E [lm(Y)h(%) k()| 2P <@ -6V Sa =6, i Sax =), (95)

Como

E {hl(xl)ﬁz(xg---ﬁk()(k)} S E [izl(}q)ﬁz(}g)---ﬁk(yk)] ,
se sigue de (9.4) y (9.5) que para 6 > 0
IminfP(X; <ay, ... Xp <ap) 2P(Y1<a1—9,Yo<as—0,....Yr < a,—9).

Luego haciendo ¢ | 0, obtenemos

minf P (X < aq, .., Xg <ag) >P (Y] <ay,Ys < ag,..., Y < ag). (9.6)

n—oo

Finalmente de (9.3) y (9.6) se concluye que
]P)(Xl <ay, ,Xk < ak) — ]P)(Yi <ay, ,Yk < ak,).

Lo cual completa la prueba. O

95

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




Bibliografia

[1] Athreya, K. B., & Lahiri, S. N. (2006). Measure theory and probability theory.

Springer Science & Business Media.

2] Bhattacharya, R. N., & Rao, R. R (1986). Normal Approximation and Asymptotic

Expansion.

[3] Chatterjee, S. (2016). A note about the uniform distribution on the intersection of
a simplex and a sphere. arXiv preprint arXiv:1011.4043.

[4] Diaconis, P. and Friedman, D. (1987). A dozen de Finetti-style results in search of
a theory. Ann. Inst. H. Poincaré Probab. Statist. 23 no. 2, suppl., 397-423.

[5] Folland, G. B. (2013). Real analysis: modern techniques and their applications. John
Wiley & Sons.

[6] Grimmett, G., & Stirzaker, D. (2001). Probability and random processes. Oxford

university press.
[7] Rudin, W. (1987). Real and complex analysis. Tata McGraw-Hill Education.

[8] Rumpf, B. (2004). Simple statistical explanation for the localization of energy in

nonlinear lattices with two conserve quantities. Phys. Rev. E 69, 016618.

[9] Shakarchi, R., & Stein, E. M. (2009). Real analysis: measure theory, integration,

and Hilbert spaces. Princeton University Press.

96

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




