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Introduccion

Esta tesis presenta una visiéon global y practicamente autocontenida de los avances
que se llevaron a cabo en la décadas de los anos 1960 y 1970 con respecto al estudio de
las estructuras de contacto en variedades diferenciables. Nuestro objetivo principal serd
exhibir explicitamente estructuras métricas de contacto en las denominadas variedades de
Brieskorn, que surgen como el conjunto de ceros de los llamados polinomios de Brieskorn-
Pham intersecado con la esfera unitaria.

Para ello comenzaremos desarrollando a grandes rasgos los conceptos relaciona-
dos a la geometria simpléctica, la geometria compleja y las variedades de Kéhler. Luego
realizaremos un esbozo de prueba del teorema de Boothby-Wang, que constituye una gen-
eralizacién de la fibraciéon de Hopf. A continuacién presentaremos la construccién de es-
tructuras métricas de contacto, en particular, las denominadas estructuras de Sasaki. El
objetivo de ello es obtener estructuras de Sasaki en las variedades de Brieskorn, las cuales
exhibiremos en coordenadas a fin de obtener un procedimiento para construirlas en una va-
riedad de Brieskorn arbitraria. Por ltimo, relacionaremos lo estudiado con la fibracién de
Boothby-Wang para probar que las estructuras construidas pueden ser proyectadas como
hipersuperficies en el espacio proyectivo complejo. Debido a la naturaleza de las nociones
presentadas, se espera que el lector tenga un conocimiento elemental de la geometria rie-
manniana.

Quisiera agradecer a mis padres Carlos y Margarita y a mi hermana Modnica por
brindarme siempre su apoyo incondicional; a mi asesor Jaime Cuadros, por su paciente y
eficaz supervisién; a los profesores Alfredo Poirier y Richard Gonzales por sus comentarios
y criticas constructivas; y en general a todos los profesores de la Pontificia Universidad
Catolica del Perd que contribuyeron a mi formacién.
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Capitulo 1

Geometria simpléctica

1.1 Variedades simplécticas

Empezaremos definiendo un tipo de variedad diferenciable, llamada variedad simpléctica.
Los distintos tipos de variedades que estudiaremos luego seran generalizaciones del concepto
de variedad simpléctica en contextos diversos. Las variedades simplécticas son variedades
de dimension par que admiten una forma diferencial de grado 2 cerrada y no degenerada.
Mas adelante, generalizaremos esta nocién y definiremos formas simplécticas en variedades
complejas que admiten una métrica hermitiana.

Definicién 1.1.1. Sea el par (M,w), donde M es una variedad diferenciable de dimensién
par 2n, n € Z, y w es una forma diferencial de grado 2 definida globalmente en M. Se
dice que la variedad M es una variedad simpléctica y w es una forma simpléctica si
se satisfacen las siguientes condiciones:

(S1) la forma diferencial w es no degenerada; es decir, w A ... Aw # 0;
~—

n veces

(S2) la forma diferencial w es cerrada; es decir, la derivada exterior de w es idénticamente
nula.

Nuestro objetivo en este capitulo es caracterizar las variedades simplécticas. En esta
seccién nos restringiremos al caso de variedades reales. Veamos a continuacién el ejemplo
mas sencillo.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos el espacio de fases de un sistema de n particulas que

4
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5 1.1. VARIEDADES SIMPLECTICAS

no interactiian y cuyo movimiento estd restringido a una sola dimensién. El movimiento
de la i-ésima particula, 1 < ¢ < n, puede describirse mediante su posicién ¢; y su mo-
mento lineal p;. El espacio de fases del sistema puede ser descrito por las coordenadas
(q1s -+ QnsP1s-- -, Pn) € R, Si definimos la 2-forma

n
wo =Y dgi Adp;,
i=1

observamos que wy es cerrada y no degenerada. Por lo tanto wg es una forma simpléctica y
(R?", wy) es una variedad simpléctica. Observemos que si tenemos una funcién diferenciable
H : R?>™ — R, entonces se cumple dH = i x,w, donde iy, representa la contraccién por
el campo vectorial X, el cual estd dado por

" /OH & OH 9
XH_Z(apia_qi_ 0q; 3]01)'

o=

Sivy:R — R*™ con v(t) = (q1(t),...,qn(t),p1(t),...,pn(t)), es una curva integral de
X, entonces satisface (Xp),) = ¥(t). Al evaluar, obtenemos

. oH
bi = aqia
k OH
qi = 3]01"

es decir, se obtienen las ecuaciones de Hamilton para el sistema de particulas.

Ejemplo 1.1.3. Podemos generalizar el ejemplo anterior al contexto de una variedad
cualquiera. Sea X una variedad diferenciable de dimensiéon n, y sea M = T*X su fibrado
cotangente. Dado un elemento (g, p) de M, donde ¢ € X y p € Ty X (el espacio cotangente
en ¢), podemos elegir un sistema local de coordenadas (qi,...,qn,P1,-.-Pn) donde g,
i = 1,2,...,n, son las coordenadas de ¢ y p = >, pidg;. En M, definimos la forma
simpléctica w como

n
w= Z dg; N dp;.
i=1

Observemos que si definimos la forma de grado 1 mediante

n
a=> pidg,
i=1

entonces se tiene w = —da. A la 1-forma diferencial « se le denomina forma tautolégica
o forma de Liouville. A la forma w se le conoce como forma simpléctica candnica.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP 32‘{‘6&'}2’2‘“’

DEL PERU

1.2. APLICACION MOMENTO 6

Ademds observemos que en este caso la forma simpléctica w no solo es cerrada, si no
también exacta. Generalmente, las formas simplécticas no serdn exactas.

Definicién 1.1.4. Sean (M,w) y (M’',w') variedades simplécticas y ¢ : M — M’ un
difeomorfismo. Decimos que ¢ es un simplectomorfismo si se tiene p*w’ = w. Si existe
un simplectomorfismo ¢ : M — M’, decimos que (M, w) y (M',w’) son simplectomorfas.

De hecho, todas las variedades simplécticas son localmente simplectomorfas a R
con la forma simpléctica wy = Y- ; dg; Adp; dada como en el ejemplo 1.1.2. Este resultado
se conoce como teorema de Darboux. La demostracion de este hecho se puede consultar
en [Be01].

Definicién 1.1.5. Sea (M,w) una variedad simpléctica. Si H : M — R es una funcién
real de clase C'° definida sobre M, su derivada exterior dH es una forma de grado 1. En
[DS01] se prueba que las condiciones (S1) y (S2) implican que existe un campo vectorial
Xg de clase C*° de modo que se tiene ix,w = dH. A este campo vectorial se le conoce
como campo vectorial Hamiltoniano con funcién hamiltoniana H.

Proposicion 1.1.6. La funcion hamiltoniana H y la forma simpléctica w son invariantes
bajo la aplicacion del campo vectorial Hamiltoniano Xg; es decir, las derivadas de Lie de
H y de w en la direccion del campo X se anulan.

Prueba. Para H : M — R tenemos £x,H = dH(Xpy) = ix,w(Xy) = w(Xy, Xg) = 0.
Para la forma simpléctica w, usamos la férmula de Cartan y obtenemos

£XHw = iXHdw == d(iXHw) = d(dH) =0.

1.2 Aplicacién momento

Definicion 1.2.1. Sea M una variedad y sea X un campo vectorial completo en M; es
decir, las curvas integrales de X estdn definidas en todo R. La familia de difeomorfismos
generada por X es el conjunto de transformaciones de M {p, : M — M;t € R} tal que
para cada p € M, la funcién p¢(p) es la tinica curva integral de X que atraviesa p en ¢t = 0.
Equivalentemente, esta familia cumple dos condiciones:

(F1) po(p) = p;

dpy
(F2) E(p) = Xpi(p)-
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7 1.2. APLICACION MOMENTO

Como consecuencia de (F1) y (F2) se cumple psop; = psi¢. Una familia de transformaciones
que satisface esta condicién se denomina familia uniparamétrica de difeomorfismos.
Denotamos mediante exptX a la familia uniparamétrica de difeomorfismos generada por
el campo vectorial X.

Reciprocamente, una familia uniparamétrica de difeomorfismos {p; : M — M;t € R}
genera un campo vectorial X. Este campo vectorial estd definido de modo que, en cada
punto g € M, el vector X, es el vector tangente a la curva p.(¢). De forma equivalente, se

tiene
d

X, = —
p dtPt(Q) 'y

Ejemplo 1.2.2. Consideremos GL,(R) el grupo de matrices m x m reales invertibles.
Como GL,,(R) es un abierto de R™*™_ entonces es una variedad cuyo espacio tangente en
cada punto es el conjunto de matrices reales m x m, que denotamos mediante M,,(R). Sea
X una matriz en M,,(R) y consideremos el campo vectorial tangente a GL,,(R) constante
e igual a X en todo punto. Para hallar la familia de difeomorfismos generada por X, es
necesario resolver la ecuacién diferencial matricial

dpe

=X
dt

sujeta a la condicién inicial po(A) = A, donde A es un elemento de GL,,(R). Se observa

facilmente que se cumple

Ademas, ps(pt(A)) = ps(A+tX)=A+tX +sX =A+ (t+35)X = pst X.

Ejemplo 1.2.3. Sea X una matriz real m x m. Consideremos ahora el campo vectorial
Y : GLp(R) — TGL,,(R) dado por Y (A) = X-A. La familia de difeomorfismos generada
por Y se determina resolviendo la ecuacién diferencial

sujeta a la condicién inicial pg(A) = A. Luego, pi(A) = Aexp (tX), donde exp representa
la exponencial matricial. Nuevamente se verifica ps(pi(A)) = psti(A).

Definicion 1.2.4. Sea ¢ : G x M — M una accién de un grupo de Lie G sobre una
variedad simpléctica (M,w). Denotamos a los elementos de la imagen de la accién 9
mediante (g, m) = 14(m) = gm, donde el conjunto {1y, g € G} estd conformado por
transformaciones de M. Si para todo punto g en la variedad M se cumple que )4 es un
simplectomorfismo, decimos que v es una accién simpléctica. En particular, si G = R,
entonces la familia de simplectomorfismos de M dada por {¢4,t € R} genera un campo
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1.2. APLICACION MOMENTO 8

vectorial X en M en el sentido de la definicién 1.2.1. Decimos que % es una accién
hamiltoniana si existe H : M — R tal que dH = ixw.

Buscaremos extender la definiciéon de accién hamiltoniana para un grupo de Lie G
arbitrario. Para ello serd necesario entender cémo la familia {14, 9 € G} genera un campo
vectorial en M.

Definicion 1.2.5. Sea L la accién simpléctica de un grupo de Lie G sobre la variedad
simpléctica (M,w). Denotemos por g al algebra de Lie correspondiente a G, la cual puede
ser identificada con el espacio tangente T, G sobre el elemento identidad e del grupo G o con
el espacio de campos vectoriales invariantes por la izquierda en G. Para X € g, definimos
el campo vectorial o(X) mediante

d d
0(X)m = = (Lexprx (m))[t=0 = — (exp(tX)m)|i=o-
dt dt
Al campo vectorial o(X) se le denomina generador infinitesimal de la accién L en M
asociado a X.

El segundo ingrediente necesario para la generalizacién buscada, denominada apli-
cacién momento, es una condicién de equivarianza respecto a la representacién coadjunta
del grupo de Lie. Algunos autores no consideran que esta condicidn sea necesaria para la
definicién de aplicacién momento. Sin embargo, siguiendo [DS01], incluiremos la condicién
de equivarianza en la definicién ya que se cumple en todos los ejemplos importantes. Recor-
damos para ello algunas definiciones pertinentes relacionadas a la representacion de grupos
de Lie.

Definicién 1.2.6. Sea G un grupo de Lie y sea ¢, : G — G la operacién de conjugacion
por el elemento g € G; es decir,

Lot
ar—>gag_1.

La derivada de ¢4 en la identidad es una aplicacién lineal invertible de g en si mismo, que
denotamos por Ad,. La aplicacién

Ad:g — GL(g)
gr+—> Adg

se denomina representacién adjunta de G en g. Si g* es el espacio vectorial dual de g y
tenemos v € g*, definimos Adja mediante <Ad;a, X > = <a, Ady,1 X >, donde (, ) representa
la aplicacién de los elementos de g* sobre los elementos de g. Luego podemos definir la
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9 1.2. APLICACION MOMENTO

representaciéon coadjunta de G en g como

Ad* : g — GL(g")
gr+—> Ad;.

Teniendo en mente las definiciones anteriores, procedemos a generalizar el concepto
de accién hamiltoniana para la accién sobre una variedad de un grupo de Lie cualquiera.

Definicion 1.2.7. Una accién ¢ : G x M — M es hamiltoniana si existe una aplicacién
w:M—g*

tal que

(M1) se cumple du*X = io(x)w, donde pX : M — R estd definida por u~ (p) = (u(p), X),
para X € g.

(M2) p es equivariante con respecto a la accién ¢ y a la accién coadjunta Ad* de G en g*;
es decir, se cumple

poy = Adg o p.

A la aplicacién p se le denomina una aplicacién momento y a un (M, w, G, 1), G-espacio
hamiltoniano.

Ejemplo 1.2.8. Consideremos la accién por traslaciones de G = R3 sobre M = T*R? =
RS. Para ello tomemos (q1,q2, g3, 1, P2, p3) = (¢, P) coordenadas en M y consideremos la
forma simpléctica candnica w = Z?zl dg; A dp;. Sea @ = (a1, az,a3) un vector en R? = g.
Entonces la accién por traslacién estda dada por

Vg : R® x R — R®
(@,(7,p) — (7+a,p).
El generador infinitesimal asociado con @ es el campo vectorial constante (@,0), pues se
tiene
o(a)(gp) = %(QUr exptd, p)|=o = (@, 0).

Afirmamos que ¥ es una accién hamiltoniana y que la aplicaciéon p : M — g* dada por
w(q,p) = p es la correspondiente aplicaciéon momento. Para ello basta verificar que p
satisface las condiciones (M1) y (M2).

Observemos que p(q, ) estd dado por (u(q,p),d) = @.p. Luego du® = a;dp; +
azdps + azdps. Por otro lado, es directo verificar que se cumple i, ()w = a1dp; + azdps +
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azdps. Con ello hemos verificado (M1). Notemos ahora que se satisface p o ¥z(q,p) =
u(q@+ d,p) = p. Ademas, como G es conmutativo, a aplicacion Ad, es la identidad y se
cumple Ady(p) = p. Queda probado que p satisface la condicién (M2).

Ejemplo 1.2.9. Ahora, consideremos la accién por rotaciones sobre M = T*R? = R6. El
grupo de Lie que acttia sobre M es ahora el grupo especial ortogonal SO(3). La accién del
grupo 1 estd dada por
¥ :S0(3) x RS — RO
(4,(7,9)) — (Aq, Ap).
El 4lgebra de Lie s0(3) es el conjunto de matrices antisimétricas 3 x 3. Si X es una matriz
antisimétrica de la forma

0 —X3 I
X = T3 0 —x1 |,
—I2 e 0

entonces podemos identificarla biunivocamente con el vector X = (1,2, 23). En conse-
cuencia, 50(3) ~ R3. Ademsds la aplicacién del operador X sobre un vector ¢ es igual al
producto vectorial entre X y ¢; es decir, se tiene

X§=X xq.
Luego, si X € s0(3), entonces el generador infinitesimal correspondiente en el punto (p, q)

de RS est4 dado por
O’(X)(q,p) = (X X J,X Xﬁ).

Afirmamos que la acciéon ¢ es hamiltoniana y que
1R — R3 x 50(3)
(@:p) — qx P

— =

es una aplicacién momento para v. En efecto, tenemos p* (q,p) = det (q, p, X ). La derivada
exterior de u~ estd dada por

X = 23: {(X x @idpi = (X x Pidai }

i=1
En la expresién anterior, el subindice i representa la componente vectorial i-ésima. Un
célculo directo muestra

3
z’U(X)w = Z {(X X (T)idpi — (X X ﬁ)qul} .
i=1
Luego, se verifica la propiedad (M1) para p. Ademés powa(q,p) = Agx Ap = (det A)A(gx
p) = A(7xp). Por otro lado, se tiene Ad* (X) = AT-X-A con lo cual Ad% (7% p) = A(7xP).
Se verifica directamente (M2) y queda probada la afirmacién.
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1.3 Variedades complejas

En esta seccion y en la siguiente definiremos algunas estructuras adicionales que permitiran
relacionar las variedades simplécticas con la geometria compleja. De hecho, como veremos
a continuacién, las variedades simplécticas y las complejas son ejemplos particulares de
las denominadas variedades casi complejas. Si contamos con una métrica hermitiana es
posible definir, de manera sencilla, una forma diferencial de grado 2 no degenerada en la
variedad compleja. Si esta forma, denominada forma asociada, es cerrada, obtenemos una
forma simpléctica que denominamos forma de Kéahler.

Definicion 1.3.1. Una estructura casi compleja en una variedad M es un tensor J de
grado (1,1) tal que en cada punto p, la transformacién lineal J, : T,M — T,M satisface
Jg = —I. Al par (M, J) se le denomina variedad casi compleja.

Proposicién 1.3.2. Toda variedad simpléctica (M,w) admite una estructura casi compleja
J. Ademds, existe una métrica riemanniana g que cumple las siguientes condiciones.

(MC1) La métrica § es una métrica asociada a la variedad simpléctica (M,w) con es-
tructura compleja J; es decir, se cumple §(JX,Y) = w(X,Y) para X,Y campos
vectoriales tangentes a M .

(MC2) La métrica g es compatible; es decir, se tiene g(JX,JY) = g(X,Y) para X,Y
campos vectoriales tangentes a M .

Prueba. Toda variedad admite una métrica riemanniana. Sea g tal métrica. Definimos una
matriz A mediante

w(X,Y) =g(AX,Y).

Tal matriz existe ya que podemos expresar los elementos de la matriz A mediante la férmula
Al =%, wikg®, donde ¢g*7 son los elementos de la inversa de g. Tenemos asi

J(AX)Y) =w(X,Y) = —w(Y, X) = —g(AY, X) = —g(X,AY) = —g(ATX, Y).

Luego A = —A' y por tanto AAT = —A2. Este operador es positivo, hermitiano y diago-
nalizable con valores propios positivos. Podemos definir

J = (VAAT)'A

con lo cual se logra J2 = —I. Observemos que el tensor .J estd definido en toda la variedad.
Con ello hemos construido explicitamente una estructura casi compleja en una variedad
simpléctica cualquiera.
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Notemos de lo anterior que es posible definir una métrica ¢ mediante §(X,Y) =
g(AX,JY). La verificacién de que ¢ es una métrica riemanniana es relativamente sen-
cilla. Esta métrica g satisface §(JX,Y) = w(X,Y) vy g(JX,JY) = g(X,Y). En efecto,
observemos que de JI = —J y §(X,Y) = w(X, JY) obtenemos

G(JX,Y)=g§(X,-JY) =w(X,-J*Y) =w(X,Y)

G(JX,JY) = §(X,—-J*Y) = §(X,Y).
O

Definicién 1.3.3. Sea (M,J) una variedad casi compleja. Podemos complejificar el
fibrado tangente de M definiendo

TMC = TM ®f C.

Al fibrado vectorial complejo TMC se le denomina fibrado tangente complejificado.
Este fibrado puede separarse en la suma directa de los subespacios propios del operador
J correspondientes a los valores propios i y —i, a los cuales denotamos por 710 y 701
respectivamente. Explicitamente tales subespacios estan dados por

TYOM = {X —iJX,X e TM},

T9'M = {X +iJX,X € TM}.

Del mismo modo podemos definir el fibrado de formas diferenciales compleji-
ficado AcM = AM ®g C. Las formas diferenciales en este espacio son de la forma w — i,
donde w y 7 son formas reales en M. En particular definimos

AYM = {n e AcM,n(Z) =0 para todo Z € T"'M} = {w —iwo Jw € A'M},

AOLpr = {n e AcM,n(Z) =0 para todo Z € Tl’OM} ={w+iwoJwe AlM}.

El subfibrado de formas complejificadas de grado 1, denotado por ALM, es también la
suma directa de estos dos espacios.

Definicién 1.3.4. Una forma de tipo (I,m) es una forma diferencial en el espacio
generado por el producto exterior de [ formas de tipo (1,0) y m formas de tipo (0,1).
Decimos que una forma de tipo (I,m) en la variedad casi compleja (M, J) tiene grado
[ 4+ m y denotamos el espacio que generan por A M. Notemos que el espacio de formas
de grado k en (M, J), denotado por A¥ M, se expresa como suma directa

AFM = @ AG™) pr
I+m=k
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13 1.3. VARIEDADES COMPLEJAS

Observemos que la derivada exterior de una forma de tipo (I, m) con grado [+m = k
es una forma de grado k+ 1, pero no necesariamente podra expresarse como la suma de una
forma de grado (I + 1,m) con una forma de grado (I,m + 1). Sin embargo, como veremos
mas adelante, esto si sucede en una variedad compleja.

Definicion 1.3.5. Una variedad compleja M de dimensién m es un espacio topoldgico
de Hausdorff segundo-numerable junto con un atlas (U,, ps) que cumple las siguientes
propiedades:

(C1) los abiertos U, cubren M;

(C2) cada aplicacion ¢4 : Uy, — U, es un homeomorfismo entre U, y un abierto U, de
cm™;

(C3) si Uy NUg # 0, entonces la aplicaciéon cambio de coordenadas
Vo =0 0 0aT 1 a(Ua NUg) — wp(Uy N Ug)

es biholomorfa (holomorfa con inversa holomorfa).

Proposicién 1.3.6. Toda variedad compleja es casi compleja.

Prueba. Sea M una variedad compleja de dimensién m. Para probar esta proposicién
debemos construir un tensor J de tipo (1,1) cuyo cuadrado sea —I. En una carta (Uy, ©q)
alrededor de un punto p de M, definimos

Jo = (Soa)*_l © Jn © (Pa)#

donde j,, = ( 0 mem) y el diferencial de ¢, se entiende como la derivada en R?>™.

_]Imxm 0
Un célculo inmediato demuestra que se cumple J2 = —I. Luego, solo resta probar que J,
define un tensor. Si ¢g es otra carta que contiene a p, entonces se tiene

Js=(08)x" 0 dn o (98)x = (©8)s" © jn 0 (V8a)s © (Va)s-

Como g, es biholomorfa por (C3), entonces su diferencial (¢gq)« conmuta con j, ya que
las derivadas parciales cumplen con las relaciones de Cauchy-Riemann. Luego,

Js = (98)x" © (9ga)x 0 Jn © (Pa)x = (Pa)i ! © Jn 0 (Pa)s = Ja.

En resumen, hemos definido en M una estructura casi compleja. ]
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Podriamos preguntarnos bajo qué condiciones se cumple el reciproco de la proposicién
1.3.6. Esto equivale a preguntarse si la estructura casi compleja J proviene de una estruc-
tura compleja en la variedad M. De ser asi se dice que J es integrable. De hecho, el
teorema de Newlander-Nirenberg afirma que J es integrable si y solo si su torsion de
Nijenhuis N;, dada por

NJ(X,Y)=[X,Y]+ J[JX, Y]+ J[X,JY] - [JX,JY],

es idénticamente nula. Al ser un resultado cldsico, admitiremos este teorema sin de-
mostracién y lo usaremos libremente en adelante.

Deﬁpicién 1.3.7. Dada una variedad casi compleja (M, J), los operadores de Dolbeaut
9y 8 sobre A™) se definen mediante

9: AGmpr s AGHLm) pp

W — 7T(l+1’m)dw,

9: Abmpr s AGmt) pp

w —s plbmAD g,

donde 79 : AT — A(9) eg la proyeccién candnica de una forma de grado i + j sobre
su componente en el subespacio de las formas de tipo (7, j). Como se observé anteriormente,
en general no es cierto que d = 9+ 9. A continuacién demostraremos que la igualdad si se
cumple en variedades complejas.

Proposicion 1.3.8. En una variedad compleja M, la derivada exterior de una forma
diferencial de tipo (I,m) es igual a la suma de los operadores de Dolbeaut sobre Alm) - g
decir, se tiene d =0+ 0.

Prueba. Localmente en un abierto U C M, podemos complejificar el fibrado tangente:
T°U =TU ® C.

Tal fibrado complejificado estd generado por los subfibrados propios de la estructura com-

pleja J. El subfibrado T relativo al valor propio i estd generado por {%8%]4 - iaiyj};

el subfibrado TO’1 relativo al Valor propio —i, por {2 92, + i By; } Utilizamos la notacion
o _ 1 0 o)

672']- 2 Ox; By] y 821 = 28$J +i 6y]

De manera analoga, el fibrado cotangente es la suma directa de los fibrados AM°U y
A%1U generados respectivamente por {dz; +idy;} y {dz; + idy;}. Denotamos por dz; =
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dx; + idy; y dz; = dx; — idy; a las formas duales a los campos vectoriales % y %

respectivamente. En U, podemos escribir una forma w de grado k& como

w = Z CLJJ(diUJ/\dyK,
| 7|+ K| =k

donde J y K son multi-indices y los coeficientes aj x son funciones complejas definidas en
U. Luego, mediante un cambio de variable, reexpresamos w como

w = Z bJ7KdZJ/\dZK= Z Z bJJ(dZJ/\dZK
|J|+|K|=Fk I+m=k \|J|=L,|K|=m

Cada término Z|J|:l K |=m by kdzyANdZk es una forma de tipo (I, m). Tomamos la derivada
exterior de w y obtenemos

dw=3 > ObykdzgNdZk+ Y Obyxdzy AdEk | = 0w+ 0w
I+m=k \|J|=L|K|=m |J|=b|K|=m

ya que se tiene dbjx = Oby x + 0 7K DPor ser by una funcién compleja definida en U. [

A continuacién presentaremos un ejemplo no trivial de variedad compleja llamado
espacio proyectivo complejo. Este resultard ser una variedad de Kéhler seguin la definicion
que veremos en la seccion 1.4. Como se seguira trabajando con esta variedad, serd conve-
niente fijar una notacion para los abiertos de la cobertura del espacio proyectivo, las cartas
y las funciones de transicion.

Ejemplo 1.3.9. El espacio proyectivo complejo de dimensién n, denotado CP",
se puede visualizar como el conjunto de rectas en C"*!. Afirmamos que este conjunto
constituye una variedad compleja de manera natural. Para ello, formalizamos nuestra idea
intuitiva de la siguiente manera. Sean z y w elementos de C"*! — {0}, escribiremos z ~ w
si y solo si existe A € C — {0} = C* tal que z = Aw. Es sencillo ver que ~ define una
relacion de equivalencia. El espacio proyectivo complejo de dimensién n se define como

CP™ = (C"' —{0})/ ~={[2],» € C"*'}

donde [z] = {Az,z € C""' — {0} ,X € C*}. Dotamos ahora al espacio proyectivo de una
estructura diferenciable dada por las cartas (Uj, ¢;)i=0,1,... n- Los abiertos U; estan definidos
por

Ui :={[z = (20,21,...,2n)] € CP", 2z #0}.
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Evidentemente se tiene | J;, U; = CP™ con lo cual se cumple la condicién (C1). Las cartas
coordenadas g; : U; — V; C C™ se definen como
20 21 Zi—1 %i+1 Zj)
* 9

goi([zo,zl,...,zn]):(Z—i,z—i,..., el R

las mismas que son homeomorfismos; por tanto se cumple (C2). Por dltimo debemos
comprobar que los cambios de coordenadas son biholomorfos. Para ello basta observar que
la aplicacion de cambio de coordenadas ¢;; = ¢; o cpj_l VinV; — V;NV; esta dada
explicitamente por

Y * ) yrt

AL wi—1 1 w; wj Wi—1 Wit1 Wp,
cpij(wl,...,wn)— Ty e ey T NN — ] .
w; w; Wi Wi  Ws w; wj wj

Por lo tanto se cumple (C3) y queda constatado que CP"™ es una variedad compleja.

1.4 Variedades de Kahler

En la seccién anterior hemos demostrado que tanto las variedades simplécticas como las
variedades complejas se encuentran dentro de una familia mas amplia de variedades, lla-
madas variedades casi complejas. Resulta natural preguntarse, asimismo, si hay variedades
simplécticas complejas. De hecho, existen en abundancia y reciben el nombre de variedades
de Kéhler, en honor a Erich Kéahler quien fue el primero en introducirlas.

Definicién 1.4.1. Sea (M, J) una variedad casi compleja. Una métrica hermitiana es
una métrica riemanniana h compatible con la estructura casi compleja J; es decir, se tiene
h(JX,JY)=h(X,Y) para todo X, Y € TM. La forma fundamental () asociada a una
métrica hermitiana se define mediante Q(X,Y) = h(JX,Y).

Proposiciéon 1.4.2. La extension por linealidad compleja de una métrica hermitiana h al
fibrado tangente complejificado TMC cumple las siguientes propiedades:

(H1) W(Z,W) = h(Z,W), para todo Z,W € TME,

(H2) h(Z,Z) > 0, para todo Z € TMF,

(H3) h(Z,W) =0, para todo par de campos vectoriales Z,W tal que ambos son secciones
de TYOM o de TO' M.

Prueba. Probaremos (H3) ya que las demas propiedades se demuestran de manera similar.
Sean Zy W € TY9M. Entonces Z = X —iJX y W =Y —iJY para algunos X,Y € TM.
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Evaluamos y obtenemos

WZ,W) =h(X —iJX,Y —iJY) = h(X,Y) —ih(JX,Y) —ih(X,JY) — h(J X, JY)
= —ih(JX,Y) —ih(X,JY),

donde la ultima igualdad se sigue por compatibilidad. Ademads, usando nuevamente la
compatibilidad se observa h(X,JY) = h(JX,-Y) = —h(JX,Y). Por lo tanto, h(Z, W) =
0. En el caso que Z y W sean secciones de %' M se procede de manera similar. ]

En el caso de una variedad compleja M, escogemos coordenadas locales holomorfas

Zo. De manera andloga a la proposicién anterior, se demuestra que las componentes h,z =
( o) o)

-, 72— ) son reales, de modo que expresamos h localmente como
0za’ 0Zg ’

h=" hop(dze ® d2g + dzs @ dzp).
a8

Al ser % vector propio correspondiente al valor propio ¢ de J, obtenemos la expresién en
«
coordenadas locales de la forma fundamental asociada:

Q=10 hogdza N dZg.
a!/B

Definicion 1.4.3. Una variedad de Ké&hler es una variedad compleja M junto con una
métrica hermitiana h tal que la forma fundamental asociada a h es cerrada. Si w es la
forma fundamental asociada, al cumplirse dw = (0 + d)w = 0, observamos que también
es cerrada bajo la accién de los operadores de Dolbeaut 0 y 0. Si la forma fundamental
asociada a una métrica hermitiana es cerrada, entonces se le denomina forma de Kéahler.
La siguiente proposicién nos ayudara a obtener formas de Kéhler en una variedad compleja.

Proposicion 1.4.4. Sea M wuna variedad compleja y sea p : M — R una funcion de
clase C™ estrictamente plurisubharmonica; es decir, la matriz hessiana de p es definida
positiva en todo punto p € M. Entonces la forma

-

es de Kahler. A la funcion p se le denomina potencial de Kdhler global.

Prueba. Para probar que w es cerrada, observemos que al cumplirse d? = 9% + 02 + (90 +
90) = 0y como 0%, 9% y (90 + 09) actiian sobre diferentes subfibrados, tenemos que cada
uno de estos operadores de Dolbeaut de segundo orden es igual a cero. Luego se satisface

Oow = %825(.0 =0,

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP 32‘{‘6&'}2’2‘“’

DEL PERU

1.4. VARIEDADES DE KAHLER 18

5., _ Y505 _ _lapg
8w-2888w 28 Ow = 0.

A continuacion, debemos probar que w proviene de una métrica hermitiana h con la
cual es compatible. Para ello es preciso construir una métrica que cumpla las propiedades
(H1), (H2) y (H3). Es sencillo probar que una métrica con estas caracteristicas restringida
a vectores en T'M es una métrica riemanniana compatible con la estructura compleja. Defi-
nimos, con este objetivo, h(X,Y) = w(X, JY). Bastard probar que h tiene las propiedades
deseadas. Para ello podemos tomar coordenadas locales y escoger campos vectoriales X e

Y con coordenadas
0 -~ 0
X = Xo—+Xo— ),
; ( $ - azg>

0 - 0
Y = Yy»—+Y,— .
2 ( ol ”8,20)
Ao
Un célculo directo muestra que g(X,Y’) se expresa en estas coordenadas como

- o2 |
§(X,Y) = i08p(X, JY) = 3 (Tg’zﬁmyﬁ W),
af &

De esta expresion y recordando que p es plurisubharmonica, se obtienen directamente
las propiedades (H1), (H2) y (H3) y queda demostrado que h es la métrica hermitiana
buscada. O

De hecho, existe un reciproco para el teorema anterior, conocido como el lema i00.
Lo enunciamos a continuacién.

Proposicién 1.4.5. (Lema i09) Sea w una forma cerrada de tipo (1,1) en una variedad
compleja y seap € M. Entonces existe una vecindad U de p y una funcion real diferenciable
p:U— R tal que

w = i00p.

A p se le conoce como potencial de Ké&hler local. No demostraremos esta
proposicién, pero el lector interesado puede consultar [DS01] o [Mo07].

Fl siguiente ejemplo toma en cuenta lo expuesto anteriormente para demostrar que
el espacio proyectivo complejo es una variedad de Kéahler y para construir en él una forma
de Kahler explicita.
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Ejemplo 1.4.6. (Métrica de Fubini-Study) Definimos la funcién p : C" — C mediante
p(z) = log|z|> + 1 y afirmamos que es estrictamente plurisubarménica. En efecto, los
elementos Hj;, de la matriz hessiana H de la funcién diferenciable p estdn dados por

0? 0; 2i2k
L= 1 2 1) = J _ J
ik sz(%k( oglzl”+1) log|z]24+1 (log|z|? +1)%’
donde j,k =1,...,ny dj; es el tensor de Kronecker. Evaluamos vHv y obtenemos
2 - —
D (9,2) (0,2)

22 +1 (22 +1)%
Por la desigualdad de Cauchy, se obtiene

2 2|12 2
N 1 LI /R

vHv > =
l2 41 ([2]2+1)2  (J22 +1)2

para todo v # 0. Por lo tanto, la matriz hessiana de p es definida positiva y p es estricta-
mente plurisubarmonica. En consecuencia, definimos

Wps = iaélog(|z|2 +1).

La proposicién 1.4.4 garantiza que Wpg es una forma de Kahler en C”, la cual se denomina
forma de Fubini-Study en C". Ahora observemos que, segin nuestra definicién de ¢;;
en el ejemplo 1.3.9, tenemos

@i log(|2|* +1) = log(|2|* +1) + log A
(2

Luego, como dd1log |z|> = 0, se tiene

Y Ops = i@ég@fj log(|2)? +1) = igofj(‘?glog(\zF +1) = d0log(|z|> + 1);
es decir, pj;wps = wpg. Luego obtenemos p;wps = jwpg. Con ello resulta permisible
definir la forma de Fubini-Study en el espacio proyectivo CP", que denotamos por
wrg. Por tltimo, observemos que si 7w : C"* — {0} — CP" es la proyeccién usual al
espacio proyectivo complejo, podemos definir f; : cntt — {0} — C" por fi =pjom. Se
tiene entonces
log(1 + | £(2)*) = log |2|* — log |2;|?,

y por lo tanto f;(@é log(1 + |z|?) = 091og |z|?. Obtenemos asi T*wrg = 190 log |2|2.
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Capitulo 2

Geometria de contacto y fibracion

de Boothby-Wang

2.1 Variedades de contacto

En esta seccién estudiaremos un andlogo de dimensién impar de las variedades simplécticas,
denominadas variedades de contacto. En las variedades de contacto existen teoremas y
estructuras similares a las de las variedades simplécticas; pero ademés admiten un campo
vectorial con ciertas caracteristicas de interés, denominado campo vectorial de Reeb. Tanto
las variedades simplécticas como las de contacto cobraran importancia cuando estudiemos
mas adelante las variedades de Sasaki y, en particular, cuando construyamos variedades de
Brieskorn.

Definicién 2.1.1. Sea el par (M, «), donde M es una variedad de dimensién impar 2n + 1
v « es una forma diferenciable de grado 1 definida en M. Decimos que M es una variedad
de contacto si a A (da)™ es no degenerada (en particular, es un elemento de volumen). A
la forma « se le denomina forma de contacto.

Observemos que la forma « define en M una distribucién, denominada estructura
de contacto, dada por H : p — H, = kera,. Cada uno de los espacios vectoriales
H, C T),M tiene codimension 1.

Definicién 2.1.2. En una variedad de contacto (M, «), definimos el campo vectorial
de Reeb R asociado a la forma de contacto a como aquel que cumple las siguientes
condiciones:

20
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(Rl) .,EROZ = 0;
(R2) a(R) = 1.

Si 2n 4+ 1 es la dimensién de M, por la condicién de contacto o A (da)™ # 0, se
observa que da tiene rango 2n y por ende tiene nucleo de dimensién 1. Como Lgra =
d(iga) +ig(da) = 0 se tiene irda = 0. Asimismo da es invariante a lo largo de las curvas
del campo vectorial de Reeb, ya que se tiene £grda = d(igda) + igd?a = 0. Se sigue de
ello T, M = ker oy, @ ker doy, para todo punto p in M.

La condicién (R1) determina la direccién de R; mientras que (R2) normaliza Ry por
lo tanto ambas condiciones definen univocamente al campo vectorial de Reeb. De hecho,
el campo vectorial de Reeb existe para toda forma de contacto c. La demostracién de esta
afirmacién puede encontrarse en [BGOS8].

Ejemplo 2.1.3. Consideremos R?"*! con coordenadas (x1,...,2n,Y1,...Yn,2) y defi-
namos la forma ag de grado 1 mediante

n
ag = indyi + dz.
i=1
Tenemos que dag = Y, dz; Ady;, con lo cual (dog)™ = nl(dzi A ... Adxy, Adyr A ... Adyy)
y ag A (dag)™ =nl(dxi A ... dxy Adyr A ... Adyn, Adz). Luego ag es una forma de contacto
en R?™t1 4 la cual llamamos forma de contacto canénica. La estructura de contacto
H = ker o estd dada en cada punto por los hiperplanos

H(m,..‘,xn,yl,...yn,z) = {U = (al, ey Qp, bl, . . bn,C) & R2n+1 o Zbll‘l +c= 0}

(2

y el campo vectorial de Reeb es el campo unitario en la direccién positiva del eje z.

Ejemplo 2.1.4. Sea M una hipersuperficie de R?"*2 (dim M = 2n+1) tal que ninguno de
sus planos tangentes pase por el origen. Construiremos una estructura de contacto en M;
asi obtendremos abundancia de ejemplos de variedades de contacto. Para ello, tomemos
coordenadas (z1,...,T2,12) en R?"*2 y definamos

a = x1dre — xodT1 + ... + Tont+1dTont2 — Tont2dTon 1.

En el punto p = (p1,...,pon+2) de M, tomemos v1,...,va,+1 vectores linealmente inde-
pendientes y w = vy X ... X vap41 €l 2n + 1 producto vectorial de ellos. El vector w es
ortogonal al hiperplano generado por {vi,...,v2,41} y sus componentes estan dadas por

w; =(w,— )= det(—, Ul,y ... ,U2n+1) = (—1)z+1d£l?1/\. AN, ./\d$2n+2(’01, ce ,’1)2n+1),
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donde a— indica el vector unitario en la ¢-ésima direccion y d:JcZ indica omisién del factor
dx;. Ahora calculamos o A (da)™ y utilizando la misma notacién obtenemos

2n+2
A (da)™ = n! Z (—1)i+1x7;dxi A..oodx N ANdxopao.

Finalmente evaluamos en {v1,...,v2n11}, vectores que se encuentran en 7),M, para lograr
2n+2
(A (da)™)p(v1, ..., Vop41) =0l E Diw;.
i=1

Sii: M — R?F2 ¢ la inclusién, de la igualdad anterior y del hecho de que se tenga
(p,w) # 0 (ya que el plano tangente en p no pasa por el origen), deducimos que i*« no se
anula en T'M y por tanto es una forma de contacto en M.

Definicién 2.1.5. Sean (M, «) y (Mas, 8) variedades de contacto. Un contactomorfismo
f: M; — Ms es un difeomorfismo tal que f*8 = 7a, donde 7 : M7 — R es una funcién
real diferenciable que no se anula en ningin punto debido a la condicién de contacto.
Equivalentemente, f es un contactomorfismo si lleva la estructura de contacto H, relativa
a a a la estructura de contacto Hg relativa a 3; es decir, si X € H,, entonces f,X € Hp.

La equivalencia de ambas definiciones se verifica notando que 8(f. X) = f*5(X) =
Ta(X) = 0; y por otro lado si B(f«X) = 0, entonces f*5(X) = 0 lo cual a su vez implica
que f*f es proporcional a «. En caso exista un contactomorfismo entre dos variedades de
contacto M7 y Ms, se dice que estas son contactomorfas.

De manera andloga a la situaciéon en variedades simplécticas, existe un teorema de
Darboux de contacto que afirma que toda variedad de contacto es localmente contacto-
morfa a (R?*"*1 ag), como se defini6 en el ejemplo 2.1.3.

Proposicién 2.1.6. (Simplectizacién). Sea (M,«) una variedad de contacto y sea m :
M x R — M la proyeccion sobre M. Entonces (M x R,d(e'n*a)), donde t denota la
coordenada en R, es una variedad simpléctica.

Prueba. Sea dim M = 2n — 1 y pongamos w = d(e'n*a). Evidentemente w es cerrada, por
tanto basta probar que w™ no se anula. Calculamos el producto exterior

W = (d(e't*a))" = (e'(dt A T+ dr*a))™

=™ ((dt AT Q)" + (T) (dt Am*a)" P Adrta+ ...

n < n )(dtm*a) A (dr*a)" ! + (dﬂ*a)n)

n—1
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En esta expresion, el inico término que no se anula es el pentltimo, dado que los anteriores
involucran una potencia de dt que es una forma de grado 1, y el dltimo involucra a da™, que
es una forma de grado 2n sobre una variedad de dimensién 2n — 1. Al simplificar logramos

W = ne™dt Ao A (da)" 1 #£0,

y por tanto w es una forma simpléctica. A (M xR, w) se le conoce como la simplectizacién
de M. ]

Ejemplo 2.1.7. Siguiendo al ejemplo 2.1.4, en la esfera de tres dimensiones S3 C R*
tomamos coordenadas (x1,y1,x2,y2) y definimos la forma de contacto

a = z1dyr — y1dr + x2dys — yado.

El campo vectorial

R T 0
=Tig - — Yy TP — Y2

oy 0xq Oy2
restringido a puntos en S3 es tangente a S3. Observamos que si i es la inclusién de S3
en R*, entonces i*a es una forma de contacto en S3, como se vio en el ejemplo 2.1.4.
En consecuencia se tiene i*a(R) = 27 + 32 + 22 + y2 = 1 en la esfera. Ademds, como
da = 2(dx1 ANdyy + dza A dys), tenemos igda = —2(z1dxy +y1dxy + zodxs +yody2). Al ser
la forma de grado 0 dada por f(x1,y1, T2, y2) = 2 +y> + 23 +y3 constante en la esfera, se
tiene

df =0 =2(z1dz1 + y1dyr + x2dxs + yodx).

Por lo tanto (i*a)(R) = 1y £r(i*a) = 0. El campo vectorial R cumple con las condiciones
(R1) y (R2): en efecto R es el campo vectorial de Reeb correspondiente a la forma de
contacto i*a.

Las curvas integrales de este campo vectorial se corresponden con las fibras de la
fibracién de Hopf p definida por

p:S3cC?— CP!
(21, 22) V> [(21, 22)],

donde (z1,29) = (z1 + iy1, T2 + iy2). En efecto, p~([(21, 22)]) = {A\(21, 22), A € C, |A| = 1}
ya que (z],25) estd en la preimagen de [(z1, 22)] si y solo si (2], 25) = A(z1,22). Como
1= [2]12 4+ |2)? = [A2(|21]* + |22]?) = |M|?, se debe tener |A\| = 1. Luego la fibra es una
curva v en S parametrizada por v(0) = (21, e 2;). Los vectores tangentes a v son de
la forma

0 0 0 0
/ s . _ .. o _ _
¥ (0) = (iz1,i22) = 11 o 1 R + :Eg—ay2 yg—am R,

lo cual demuestra la afirmacién.
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2.2 Fibrados principales

En esta seccion desarrollaremos las herramientas necesarias para demostrar més adelante el
teorema de Boothby-Wang. Estudiaremos los denominados fibrados principales, los cuales
han encontrado aplicaciones diversas en la formalizacién de teorias de calibre en fisica.
Para ello sera necesario introducir conceptos de curvatura y conexion en estos fibrados.

Definicion 2.2.1. Sea P una variedad y sea R : P Xx G — P una accién por la derecha
de un grupo de Lie G sobre P. Denotamos R(g,p) = Ryp = p-g. Sean M = P/G el
espacio de orbitas de la accién y 7 : P — M la proyeccién natural de un punto de P a
su respectiva 6rbita. Decimos que (P, M, 7) es un G-fibrado principal si se cumplen las
siguientes condiciones:

(F1) la accién de G sobre P es libre; es decir, R(p,g) = p si y solo si g = e, donde e es la
identidad en G;

(F2) la proyeccién 7 : P — M = P/G es diferenciable;

(F3) el fibrado (P, M, 7) es localmente trivial: la trivialidad local significa que M ad-
mite una cobertura por abiertos U, asociados a una familia de difeomorfismos 1, :

7 (Ua) — Ua % G tal que ¢a(p, g) = (7(p), ga(p)), para todo p € 77! (Us) y para
alguna aplicacién equivariante g, : 7~ 1(U,) — G es decir go(p- g) = ga(p) - 9.

A la variedad P se le denomina espacio total; a la variedad M se le conoce como
espacio base y a G como grupo estructural. Dado X en g, el dlgebra de Lie del grupo
G, de manera andloga a la definicién 1.2.6 se puede definir el generador infinitesimal,
que también denotamos por o(X), como el campo vectorial dado por

d

d
o(X)p = a(Rexth(p))h:o = ﬁ(p exptX)|i=o

en cada punto p de P.

Definicién 2.2.2. Sea (P, M,w) un G-fibrado principal y sea p un punto de P. El
subespacio vectorial V,, = ker(my), C T, P se denomina espacio vertical en p. Un campo
vectorial X es vertical si X, € V,, para todo p € P. Notemos que la distribucién V' C TP
de espacios verticales es invariante bajo la accién R de G. Para verificar esta afirmacion,
observemos que para un campo vectorial vertical X se tiene (my),(X,) = 0. Ademds, como
mo Ry(p) = m(p), obtenemos

(4 )pg (Rg)«(Xp) = (7 0 Ry)+(Xp) = (me)p(Xp) = 0.
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Asi, (Ry)«(Vp) C Vpg. La inclusién contraria se demuestra de manera analoga. Por lo tanto
se tiene (Rg)«(Vp) = Vpg. Notemos ademds que si Y es un elemento del dlgebra de Lie g,

se satisface J

7.0p(V) = L (alp exptY o = & (x(p))e=o = 0.

La igualdad anterior indica que o(Y) es un campo vectorial vertical. De hecho, o, es un
isomorfismo entre g y el espacio vertical V.

Definicién 2.2.3. Sea (P, M, ) un G-fibrado principal y denotemos mediante R la accién
por la derecha de G sobre P. Una conexién es una distribucién diferenciable H de
subespacios H,, C T,,P complementarios a los espacios verticales V,, que es invariante bajo
la accién R de G; es decir, se tiene (Ry)«(Hp) = Hpy. Los espacios H) reciben el nombre
de espacios horizontales.

Como la dimensién de los espacios verticales es igual a k = dim G, los espacios
horizontales tienen dimensién dim P — k. Luego la conexién es el nicleo de k formas
diferenciales de grado 1 que podemos escribir como una 1-forma a con valores vectoriales
de k componentes. La imagen deberd ser un espacio vectorial de dimensién k; tomaremos la
imagen igual al dlgebra de Lie g de G. Definimos la forma de conexién « : P — AT, P, g)

como
L A X siY, =0,(X) para algin X € g
PAM7 71 0 siY), es horizontal.

Proposicién 2.2.4. Sea (P, M,n) un G-fibrado principal y X un elemento del dlgebra de
Lie de G. Entonces (Ry)«(0p(X)) = 0pg(ady—1(X)). En consecuencia, si o es la forma
de conexion asociada a una conerion H, se cumple Ryou,(Y) = adg—1 o ay(Y) para todo
Y € T,P.

Prueba. Para comprobar la primera afirmacién calculamos

(Rg)s(op(X)) = %(p exp(tX)g)|t=0 = %(pgg‘l exp(tX)g)li=o

d
= S (pgexp(tad, 1 X)) = apgfadyr (X)),
La segunda afirmacién se sigue de la primera. Si Y es un vector horizontal lo buscado es

trivial. Por otro lado, si Y = o(X) para algin X € g, se tiene

R;O‘pg(y) = apg((Ry)«(0(X))) = apg(apg(adg—l(X))) = adg—l(X) = adg_1 oap(Y).
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Definicién 2.2.5. Sea (P, M, 7) un G-fibrado principal y sea h : TP — TP la proyeccién
horizontal sobre una conexién H a lo largo de la distribucién vertical. Cada hy : T,P —
T,P es una aplicacién lineal que se anula en vectores verticales y es la identidad al res-
tringirse a vectores horizontales. Asimismo, sea « la forma de conexién asociada a H.
Definimos la curvatura w : P — A%(P,g) de la conexién como la 2-forma con valores en
el dlgebra de Lie g mediante

wp(u, v) = day(hu, hv).

De hecho, la curvatura w puede expresarse en términos de la ecuacién de estructura
) b
que se encuentra demostrada en [KIN63], a través de

1
w:da+§[a,a].

Hasta este punto hemos trabajado con G-fibrados principales sin imponer condi-
ciones sobre el grupo G. En la seccién 2.3 enunciaremos y desarrollaremos a grandes
rasgos el teorema de Boothby-Wang. Para comprender el teorema no es necesario conocer
toda la teoria de conexién y curvatura en G-fibrados; por lo tanto no sera desarrollada con
mayor profundidad. Recomendamos que el lector interesado consulte [DF84], ya que en
el capitulo 25 se expone el tema con amplio detalle. Nosotros nos enfocaremos en fibra-
dos cuyo grupo estructural es el circulo S' o cualquier grupo homeomorfo al mismo como
U(1) o SO(2). En este caso, lo expuesto arriba se simplifica notablemente y se relaciona
directamente con los conceptos definidos en la seccién 2.1.

Definicién 2.2.6. Un fibrado principal (P, M, ) es un fibrado circular si su grupo
estructural es S'. Usualmente presentamos S! como U(1) o SO(2). Observemos que el
algebra de Lie u(1) asociada a U(1) es igual a iR ~ R. Por tanto, no habra pérdida
de generalidad en considerar que el algebra de Lie asociada al grupo estructural de un
fibrado circular es R. Observamos que la forma de conexién y la curvatura asociadas a una
conexion H son formas diferenciales usuales con valores reales.

Proposicién 2.2.7. Sea (P, M, n) un fibrado circular con conexion H y sea & = o(1) el
campo vectorial que genera la accion de S' en M. Entonces la forma de conexion o cumple
las propiedades (R1) y (R2) con respecto al campo vectorial &.

Prueba. Para probar que o cumple (R2) basta ver que se tiene a(o(1)) = 1. Para demostrar
(R1), notemos que la condicién de equivarianza Rja = adg-1 o o (ver Proposicién 2.2.4)
se reduce a la invarianza de « bajo la acciéon del grupo; es decir, se cumple Rja = a.
Observemos ademads que la familia uniparamétrica de difeomorfismos generada por o(1) es
Rexp(r)- Luego se tiene
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O]

La proposicién anterior muestra que cuando el espacio total P es de dimensién impar
2n+1 y la forma de conexién a cumple con la condicién de contacto aA(da)™ # 0, entonces
(P, a) es una variedad de contacto y £ = (1) es el campo vectorial de Reeb asociado a a.
A continuacién veremos un ejemplo explicito de esta situacion.

Ejemplo 2.2.8. La fibracion de Hopf, introducida en el ejemplo 2.1.7, puede tratarse
como un fibrado circular. Esta vez extenderemos la fibracién de Hopf a dimensiones mas
altas. Sea 7 definida por

m:§*t ccrtt — cpn
(Zl, ) Zn+1) — [(Zl, — Zn+1)] o

Si consideremos la accién p de U(1) sobre la esfera 2n + 1 dimensional S?"*! ¢ C"*! dada
por

p: U(l) % S2n+1 SN S2n+1
ei@ X (zla 003 aszrl) == (67:021, s 7ewzn+1)7
se observa, de manera ansloga al ejemplo 2.1.7, que se tiene CP" = $?"*1/U(1). La accién
determina un fibrado circular donde el espacio total es S?" 1 el grupo estructural es U(1) y
el espacio base es CP". Sea p = (p1,...,pnr1) € S € C**1. El generador infinitesimal
de la accién U(1) es el campo vectorial R dado por

d ) .
Ry =0y(1) = T ((p1,- -, Pnt1)€") lt=0 = i(p1, - - -, Pnt1),

el cual determina el campo vectorial tangente a la esfera

R,=z 0 Y 0 +...+z Y 0
=Tim— — Y1+ ... 15— — Yntl
b oy 0z Oy T Orpsn
en coordenadas reales p; = x; +1y;. Luego, la forma de conexion expresada en coordenadas
reales es

a=zi1dyr —yidrr + ...+ Tpr1dYnt1 — Yn1dTn41-
En el ejemplo 2.1.4 se demostré que a A (da)™ es no degenerada, y por ende tampoco lo es

su restriccion a S?"*! Asimismo, de manera similar al ejemplo 2.1.7, se demuestra que R
es el campo vectorial de Reeb asociado a i*«, donde i es la inclusién de S+ en R?*+2.
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Observamos entonces que, en este caso en particular, la forma de conexién es una forma de
contacto y el generador infinitesimal de la accién de grupo es el campo vectorial de Reeb
asociado.

Si elegimos la distribucién horizontal como la distribucién ortogonal al fibrado lineal
generado por R, tenemos que, para u € T, pSQ"H, la proyeccién horizontal h estd dada por
hp(u) = u — (u, R), Ry. Al ser iga = 0, tenemos d(i*a)(h(u), h(v)) = d(i*@)(u, v). Luego
la curvatura estd dada por w(u,v) = d(i*a)(u,v). En coordenadas complejas podemos

expresar

. n+1
(3

ok = =5 Z 3
ra=g ;(Zjdzj — zjdz;) = 5(8 — 8)log |2

Por lo tanto se tiene
d(i*a) = %(a +8)(d — ) log |2|2 = iddlog |2|? = T wrs,

donde wrg es la forma de Fubini-Study en CP™. Se sigue que la curvatura asociada a la
distribucién horizontal elegida es m*wrg.

2.3 Teorema de Boothby-Wang

En esta seccién desarrollaremos el teorema de Boothby-Wang, el cual permite construir
variedades de contacto regulares a partir de variedades simplécticas. De hecho, tales va-
riedades serdn fibrados circulares sobre la variedad simpléctica. Boothby-Wang afirma,
ademas, que las unicas variedades de contacto regulares que existen son estos fibrados. El
teorema es en esencia una generalizacion de la fibracién de Hopf y puede ser usado para
construir variedades de contacto en abundancia. Para enunciarlo necesitaremos definir
algunas nociones previas.

Proposicién 2.3.1. (Teorema del flujo tubular). Sea M wuna variedad diferenciable de
dimension n y sea X un campo vectorial completo definido sobre M que no se anula en
ningun punto. Entonces en torno de todo p € M existe una carta coordenada (U, p) ye >0
tal que dentro de la caja de flujo

{(z1,...,2n) €R" : |z5| <e,parai=1...,n},
se cumple (p) =0 € R™ y ¢, (X) = 8%1

La prueba de este teorema es elemental pero técnica. El lector interesado puede
consultar [PM82].
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Definicion 2.3.2. Se dice que un campo vectorial completo X que no se anula en ningtn
punto de una variedad M es regular si para todo p € M existe una caja de flujo que es
atravesada como maximo una vez por cada curva integral de X. Decimos que una forma
de contacto es una forma regular si el campo vectorial de Reeb asociado es regular.
Observemos que si M es una variedad compacta y X es una campo vectorial regular,
entonces las curvas integrales son homeomorfas al circulo. Esto se debe a que las curvas
integrales de un campo vectorial completo son conjuntos cerrados dentro dentro de un
compacto, por lo tanto son compactas y no pueden ser homeomorfas a la recta real.

Utilizando el resultado de la proposicién 2.2.7, vemos que si la forma de conexién
de un fibrado principal circular (P, M, ) es una forma de contacto sobre P asociada al
campo vectorial de Reeb R, entonces las curvas integrales de R son las fibras de la accion
S1. Por la trivialidad local, estas fibras son disjuntas y difeomorfas al circulo, por lo tanto
R es una campo vectorial regular.

Para enunciar el teorema de Boothby-Wang necesitaremos un concepto adicional
relacionado con la teorfa de de Rham: el concepto de forma diferencial integral. Enun-
ciaremos algunas propiedades de las formas integrales en fibrados circulares, pero no las
demostraremos debido a que se nos alejarfamos mucho de nuestro objetivo. El lector puede
profundizar en este tema en [DP77].

Definicion 2.3.3. Sea M una variedad diferenciable y sea w una forma diferencial cerrada
de grado k definida en M. Decimos que w es una forma diferencial integral si para todo
cociclo diferenciable v de orden k la integral fvw es un numero entero. Si (M,w) es una
variedad simpléctica y w es integral, decimos que w es una forma simpléctica integral.

El concepto anterior puede formularse en términos de cohomologia; sin embargo,
para nuestro propdsito, solamente necesitaremos la siguiente observacién. Sea (P, M, )
un fibrado circular principal y a una forma de conexién. Como vimos en la proposicién
2.2.7, si R, representa la accién por la derecha de un elemento g € S 1 entonces se cumple
Rjda = da. Por lo tanto se induce una forma w en el espacio base M tal que da = 7*w.
En este caso, por ser S! abeliano, la ecuacién de estructura nos indica que la curvatura es
precisamente 7*w. Sin embargo, abusando un poco del lenguaje, también denominaremos
curvatura a w. Si w es la curvatura asociada a la forma de conexién «, entonces w/27 es
una forma entera y la clase de cohomologia determinada por ella, denominada clase de
Euler, estd relacionada biunivocamente con el tipo de isomorfismo del fibrado. Ademads,
cualquier forma entera de grado 2 definida en el fibrado se encuentra en la clase de Euler.
A partir de estas definiciones y observaciones formulamos la siguiente proposicién.

Proposicién 2.3.4. Sea (M,w) una variedad simpléctica, donde w/2m es una forma
simpléctica integral. Sea (P, M, ) un fibrado circular con clase de Euler [w/2r|. Entonces
existe una forma de contacto reqular o sobre P cuya curvatura asociada es w. Ademds,
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el campo vectorial de Reeb R asociado o la forma de contacto o coincide con el generador
infinitesimal de la accién de S* sobre P.

Prueba. Por la observacién realizada en la definicion 2.3.2 y por la proposicién 2.2.7, basta
probar que existe una forma de contacto « sobre P cuya curvatura es w. Para ello tomemos
una forma de conexién o’ cualquiera. Entonces existe w’ tal que do/ = 7*w’. Como W’ /27
es una forma entera, se encuentra en la misma clase de cohomologia de w. Esto quiere
decir que existe una forma diferencial 8 de grado 1 definida sobre M tal que

w—w =dB.

Luego, si tomamos o = o/ + 7*(3, comprobamos que « es una conexién 1l-forma so-
bre el fibrado. Esto se debe que para todo Y € u(1) se tiene a(c(Y)) = o/(a(Y)) +
B(mwo(Y)). Pero, al cumplirse m.o(Y) = 0 por ser o(Y) un campo vectorial vertical, ten-
emos a(o(Y))d/(o(Y)) =Y. Asimismo, da = do/ 4+ d(7*8) = do/ + 7*w — 7*w’ = 7*w; es
decir, la curvatura asociada a « es w. Por ultimo, debemos comprobar que a cumple la
condicién de contacto. En efecto, se satisface

aA(da)" =aATW" #0

por ser w una forma simpléctica. O

El teorema de Boothby-Wang proporciona las condiciones para que se cumpla el
reciproco de la proposicion anterior. Especificamente, establece que toda variedad de con-
tacto compacta cuya forma de contacto sea regular es el fibrado circular de una variedad
simpléctica con forma simpléctica entera. A continuacién enunciaremos el teorema y ex-
hibiremos, a grandes rasgos, los pasos involucrados en la su prueba.

Teorema 2.3.5. (Fibracién de Boothby-Wang). Sea (P,a’) una variedad de contacto
compacta y coneza, de dimension 2n + 1 y con forma de contacto regular . Entonces
existe una forma de contacto o = 7o/, donde 7 : P — R es una funcién que no se anula
en ningin punto de M, cuyo campo vectorial de Reeb genera una accion libre de S sobre
P. Asimismo, existe una variedad simpléctica M de dimension 2n con forma simplética
integral w, y una aplicacion diferenciable 7 : P — M tal que (P,M,7) es un fibrado
circular. Ademds, o es una forma de conexion en este fibrado cuya curvatura asociada es
w.

Prueba. Dada la variedad de contacto (P,a’) con forma de contacto regular ', tenemos
por definicién que el campo vectorial de Reeb R’ asociado a o’ es regular. Luego, como se
mencioné en la definicién 2.3.2, al ser P compacta las curvas integrales maximales de R’
son homeomorfas al circulo. Un resultado de Palais en [Pa57] afirma que el conjunto M de
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curvas integrales maximales de R’ con la topologia cociente es una variedad diferenciable
de dimensién 2n. Ademds, la proyeccion natural m : P — M es diferenciable y la terna
(P, M, ) constituye un fibrado.

A continuacién demostraremos que la curvas integrales de R’ generan en P una
accién libre de S!. Para ello, probaremos que las curvas integrales maximales de R’ tienen
periodo constante. Sea entonces {¢; : P — P,t € R} la familia uniparamétrica de difeo-
morfismos generada por R/, como en la definicién 1.2.1. Definimos A : P — R de modo
que A(p) es el periodo de la curva integral de R’ que pasa por p € P. Formalmente se define
A(p) =inf {t,t > 0,(m) = m}. Este periodo existe debido a que las curvas integrales de
R’ son homeomorfas a circulos; es decir, son cerradas en P. Observemos ademés que la
funcién A tiene una cota inferior positiva. En efecto, como P es compacta, entonces puede
ser cubierta por un nimero finito de cajas de flujo (ver definicién 2.3.1). En cada caja de
flujo, la funcién periodo A estd acotada inferiormente por el lado 2¢ de la misma.

Demostraremos a continuacion que la funcién A es constante en P. Sea k una métrica
riemanniana en M. Definimos una métrica g sobre P via g = 7%k + o/ ® o/, donde ® es el
producto tensorial de formas diferenciales. Observemos que R’ es un campo vectorial de
Killing de magnitud unitaria respecto a g; es decir, se cumple £gg =0y g(R',R') = 1.
En efecto, se tiene

g(R\R)=m"k(R,R)+ o @ (R, R) = k(m.R,mR) + (R)d(R) =1

va que m(R') =0y o/(R") = 1. Por otro lado, como 7*k es constante a lo largo del flujo
de R/, tenemos £z 7*k = 0. De ello se desprende

L£rg=Lpm'k+ Lrpd ®d +d' ® Lra =0,

por ser R el campo vectorial de Reeb asociado a o’. Afirmamos que las curvas integrales de
R’ son geodésicas. Para ello basta demostrar que se tiene VR’ = 0. Primero observemos
que, por la condicién de norma unitaria, tenemos 0 = Vxg(R', R') = 29(Vx R, R), donde
la primera igualdad se debe a que g(R', R) es constante y la segunda igualdad se obtiene al
combinar la simetria y la compatibilidad de la métrica. Ahora, para todo campo vectorial
diferenciable no nulo X en P, se tiene

0= (£rg)(R,X)=Vrg(R,X) - g(£p R, X) - g(R, £LpX)
=Vrg(R,X)—g(R, £pX)
=g(Vr R, X)+9(R,VrX)—-g(R ,VrX)+g(R, VxR
=g(Vr R, X).

Luego inferimos Vi R’ = 0 y las curvas integrales de R’ son geodésicas. Para un punto
q € P, denotaremos la curva integral de R’ que contiene a ¢ mediante ;. Escojamos
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arbitrariamente un punto p en la variedad P. Por la definicién de la funcién periodo
A, tenemos pyp)(P) = Py ¢i(p) # p para todo 0 < ¢t < A(p). Por la condicién de
regularidad, existe una caja de flujo B alrededor de p de manera que sea atravesada por
cada curva integral de R’ como méximo una vez. Tomemos x € B que no se encuentre
en 7, y tracemos la geodésica c; que une = y v,. Las geodésicas c, y 7, son ortogonales
en el punto de intersecciéon z. Notamos que ¢)(,) es una isometria, ya que ¢ es el grupo
uniparamétrico de difeomorfismos asociado al campo vectorial de Killing R’. Por lo tanto,
la imagen de la geodésica c, es ella misma. Ademas, por la condicién de regularidad, para
todo punto g en c; se tiene que @y, (q) se encuentra en v,. Asi, se tiene @y, (7) = z
y el periodo es constante al ser P una variedad diferenciable conexa. No habra riesgo de
confusion si denotamos el periodo constante mediante .

Para obtener la forma de contacto buscada, definamos la forma a = %O/ y R= AR
Notemos que a es una forma de contacto cuyo campo vectorial de Reeb asociado es R.
Las curvas integrales de R tienen periodo unitario constante. De este modo, el grupo
uniparamétrico de difeomorfismos vy de R depende solo de la clase de equivalencia médulo
1 de t; por ende, el campo vectorial R genera una accién libre de S'. Queda demostrado
que, bajo esta accién de S, se satisfacen las condiciones (F1) y (F2) en (P, M,7). La
prueba de (F3) también hace uso de la regularidad de R’ e implica la construccién de las
funciones de transiciéon. Para mayores detalles al respecto, referimos al lector al capitulo 3
de [Be01].

En el fibrado S'-principal construido, el espacio vertical ker 7* coincide con el fibrado
lineal generado por R. Elijamos, de manera natural, la distribucién ker o como distribucién
horizontal en el fibrado. Por ser a una forma de contacto y por la condicién S, esta
distribucién es invariante bajo la accién por la derecha de S'. Ya hemos visto que el
algebra de Lie de S' puede ser identificada con R y que se tiene R = o(1). Ya que « es una
forma de contacto, de la condicién (R2) vemos que se satisface a(o(1)) = 1. De hecho, se
cumple a(o(x)) = = para todo = € R. Tenemos entonces que « es una forma de conexién.

Sea ahora w la curvatura de la forma de conexién a. Como S' es un grupo abeliano,
la ecuacién de estructura se reduce a da = 7*w. Es directo observar que se tiene 7*dw = 0,
por lo tanto obtenemos dw = 0. Ademds (7*w)™ = (da)™ # 0, lo cual implica w™ # 0. Asi,
w es una forma simpléctica sobre M. Ademas, el hecho de que las funciones de transicién
en el fibrado tengan valores reales médulo 1 implica que la forma simpléctica es integral.
No daremos detalles al respecto, pero el lector interesado puede consultar [Ko56].

O
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Capitulo 3

Geometria riemanniana en

variedades de contacto

3.1 Estructuras métricas de contacto

Empezaremos ahora con el estudio de la geometria riemanniana en las variedades de con-
tacto. Para ello, estudiaremos ciertos tipos de métricas con propiedades de compatibilidad,

de manera muy similar al caso de las variedades casi complejas estudiadas en la seccion
1.3.

Definiciéon 3.1.1. Sean M una variedad diferenciable de dimension impar, o : M —
AY(M,R) una 1-forma diferencial, R : M — T'M un campo vectorial y ¢ un tensor de tipo
(1,1) sobre M. Decimos que (M, ¢, R, «) es una variedad casi de contacto si se cumplen
las siguientes condiciones:

(CC1) ¢*> = -1+ a® R,
(CC2) a(R) =1.
En tal caso, decimos también que (¢, R, ) es una estructura casi de contacto

sobre la variedad M. En la siguiente proposicién veremos algunas propiedades adicionales
que se desprenden de esta definicién.

Proposicién 3.1.2. Sea (M, ¢, R, o) una variedad casi de contacto de dimension 2n + 1.
Entonces se cumple ¢(R) =0 y awo ¢ = 0. Ademds, el rango de ¢ es 2n.

33
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Prueba. De las condiciones (CC1) y (CC2) tenemos
¢*(R) = —R+a(R)R=—-R+ R =0.

Por lo tanto, o bien ¢(R) = 0 o ¢(R) es un vector propio de ¢ con valor propio nulo. Si se
diera la segunda situacién, tendriamos

0= ¢*(¢(R)) = —¢(R) + a($(R))R;
es decir, se tendria ¢(R) = a(¢(R))R. Si ¢(R) fuera no nulo, de esta tultima igualdad se
tiene a(¢p(R)) # 0. Luego,
0= ¢°(R) = a(¢(R))$(R) = a(¢(R))*R # 0.
Por contradiccién, ¢(R) debe ser nulo.

Para demostrar que a o ¢ es idénticamente nulo, evaluemos ¢(X) para un campo
vectorial X de dos maneras:

¢*(X) = ¢*(¢(X)) = —d(X) + a(¢(X))R
$°(X) = p(¢*(X)) = 6(—=X + a(X)R) = —¢(X) + a(X)$(R) = —¢(X).

Igualando ambas ecuaciones obtenemos que a(¢(X)) = 0 para X arbitrario.

Finalmente, si R € ker ¢, donde R’ es no nulo, entonces 0 = ¢?(R') = —R'+a(R)R.
Asi, todo R’ € ker ¢ es paralelo a R, lo cual implica que ker ¢ tiene dimensién 1 y que la
imagen de ¢ tiene dimensién 2n. O

Definicién 3.1.3. Sea (M, ¢, R, «) una variedad casi de contacto y g una métrica rie-
manniana definida sobre M. Se dice que g es compatible con la estructura de contacto
(¢, R, cv) si satisface

9(¢X,9Y) = g(X,Y) — a(X)a(Y).

Cuando definimos una métrica compatible g sobre la variedad de contacto (M, ¢, R, «v),
decimos que (¢, R,«,g) es una estructura métrica casi de contacto. De manera
analoga a la definicion 1.4.1, definimos la 2-forma ® asociada a esta estructura como

O(X,Y) =g(¢X,Y).

De la proposicién 3.1.2 se deduce que una métrica compatible g cumple con g(X, R) =
a(X). Esta condicién cobrard importancia en la definicién 3.1.4, en donde se introducird
la nocién de estructura métrica de contacto.
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Definicién 3.1.4. Sea (M, a) una variedad de contacto con campo vectorial de Reeb R.
Decimos que una métrica riemanniana g es una métrica asociada si existe un tensor
¢ de tipo (1,1) de modo que (¢, R, «,g) sea una estructura métrica casi de contacto y
9(¢X,Y) = da(X,Y). En tal caso decimos que (¢, R, «, g) es una estructura métrica
de contacto.

Proposicién 3.1.5. Sea (M, «) una variedad de contacto y sea R el campo vectorial de
Reeb asociado. Entonces existe una estructura métrica casi de contacto (¢, R, a, g) tal que
9(¢X,Y) = da(X,Y).

Prueba. Sea k' una métrica riemanniana en M. Definamos la métrica riemanniana k
mediante

E(X,Y) =K (=X + a(X)R, =Y + a(Y)R) + a(X)a(Y).

La verificacion de que k es definida positiva y simétrica es directa; ademas cumple con
E(X,R) = a(X). Sea H = kera la estructura de contacto asociada a «. Entonces da
restringida a H define una forma de grado 2 cerrada y no degenerada, al ser a A (da)™ #
0. Al copiar el procedimiento utilizado en la proposicién 1.3.2, podemos encontrar una
estructura casi compleja ¢’ definida en H y una métrica g compatible con ¢’ tal que
(@' X)Y) =da(X,Y).

Podemos extender ¢’ a un tensor ¢ definido en todo M, si notamos que se tiene
T,M = H,®ker day, y que ker da es el espacio de una dimensién generado por R. Definimos
¢ por la féormula
_J #(X) siXp,cH,
Pp(X) = { 0 si X, € ker day,

De este modo se tendrd ¢(R) = 0. Se verifica directamente ¢? = —1 + a ® R.

También podemos extender ¢ a una métrica g, al definir

[ p(X)Y) si XY, € H,
gp(X,Y) = { E(X,Y) siX,e€kerday, oY, € kerda,.

Esta métrica g es compatible con ¢ en la distribucién H debido a que ¢ lo es. También
es compatible en la direcciéon de R, ya que se tiene g(¢(X),¢(R)) = 0 = k(X,R) —
a(X)a(R) = g(X,R) — a(X)a(R). Ademds, es una métrica asociada a da ya que § es
una métrica asociada a ¢’ en H, y cumple g(¢R, X) = 0 = da(R,X) y g(¢(X),R) =
a(¢(X)) = 0 = da(s(X), R). O

Ejemplo 3.1.6. Consideremos el espacio euclideano R?"*! con coordenadas (z1, .. ., Zn, y1,
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.+ Yn, ) provisto de la forma de contacto usual o dada por

n
o= Z x;dy; + dz.
i=1

En este caso el campo vectorial de Reeb estd dado por R = %. Definimos la métrica

riemanniana g mediante

g=a®@a+ Z ((dz)? + (dyi)?)
i=1

Asimismo definimos el tensor de orden (1,1) por

6= (dyi ®
=1

0 0
—dxi®8‘yi+xidxi®8z>.

Ty

A continuacién, veremos que (¢, R, a, g) es una estructura métrica de contacto en

R?"+1 Primero comprobamos que el tensor ¢ que acabamos de definir cumple con la
condicién (CC1). Para ello basta evaluar en la base (8%1, e %—, aiyl, e %,z). En
efecto, obtenemos

19, 15) 0 0 0 0
¢<%;>:W”az ‘*5(5;;):5?; ¢<az) b

De estas igualdades podemos calcular el valor de ¢? en la base y comparar:

42 0 b 0 L 0 N 0 D 0 ta 0 0
8xk N oY Koz ) drr Oz oxy ) 0z
——

Luego tenemos ¢?> = —I+a ® R.

Ahora procedemos a comprobar que la métrica g es compatible con ¢ y asociada a
da. Para ello evaluamos en dos campos vectoriales U y V arbitrarios, que expresamos en
coordenadas como

- ) ) )
— T Y z
U= — (Uk Oz, Uk 8yk) U 82’
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- ) ) B,
_ r_ Yy z_—
V= ; (Vk Oxy, +Vy ayk> v 0z

De este modo podemos evaluar, por ejemplo,

La férmula para ¢(V') es andloga. Luego, al tenerse a o ¢ = 0, obtenemos

n n

g(e(U), (V) = ((dz:)? + (dyi)?) ($(U), (V) = > _ (UVY + UFV{)

i=1 i=1
=9(U, V) —aU)a(V)

con lo cual g resulta compatible con ¢. Adema&s se cumple

n n

V)= (UVY = UVF) =D (dwi Adys) (U, V) = de(U, V)
i=1 i=1

con lo cual g es una métrica asociada a a. Queda probado, entonces, que (¢, R, a, g) es una

estructura de contacto en R?”. Si bien se ha definido una estructura métrica de contacto
en R?"*1 debemos advertir que esta no es la tinica que existe en el espacio euclideano.

Ejemplo 3.1.7. Consideremos ahora la esfera de dimensién impar $?"*! como subvariedad
de R?"*2_ en el cual especificamos coordenadas rectangulares (1, ..., Tpi1, Y1, - - Yntl)-
Como se vio en el ejemplo 2.1.4, la 1-forma

n+1

@ = Z (xidy; — yidx;)

=1

restringida a la esfera es una forma de contacto en S?"*!. Denotamos a la forma de
contacto en la esfera por i*«, donde i es la inclusién natural de $?"*+1 en R?"*!. Sea R el
campo vectorial sobre R?"*2 dado por

n+1 n+1

R = Z$z Zylal‘

Al restrigir este campo a la esfera, obtenemos campo vectorial tangente a ella que resulta
ser el campo vectorial de Reeb asociado a i*a.

Sea J la estructura casi compleja usual en R?"*+2, dada por

0 I
=(50)
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donde I es la matriz identidad (n+1)x (n+1), y sea 7 : R?"*+2—{0} — $?"*! la proyeccién
radial. Definimos ¢(X) = m.(J(X)). Como J(R) es normal a la esfera, tenemos ¢(R) = 0.
Dado un punto y un vector v € R?"*2 se cumple J(z) = —R (al identificar a = como
vector). La expresion para el tensor ¢ es

¢z(v) = Jv — g(z, Jv)ﬁ,

donde ¢ es la métrica euclideana en R?"*2. En particular, si z € §2"*! y v € T,8%" 1
tenemos

P2 (v) = ¢(Jv — g(x, Jv)x) = J(Jv — g(z, Jv)z) — g(x, J(Jv — g(z, Jv)z))x
=—v+g(z,Ju)R — g(x,—v + g(z, Ju)R) Jx.
0

Este ltimo término es cero debido a que v y R son tangentes a la esfera, mientras que z
es un vector normal. Notemos que se cumple g(z, Jv) = a;(v), luego la expresién anterior
se simplifica a

#*(v) = —v + a(v)R.

De ello se obtiene que la terna (¢, R, i*«), donde ¢ y R estan restringidos al espacio tangente
a la esfera, constituye una estructura casi de contacto en S2"+1.

Si consideramos la métrica inducida g en la esfera, probaremos a continuacién que
(¢, R,i*, g) una estructura métrica de contacto. Para ello debemos comprobar que g es
compatible con ¢ y es una métrica asociada a. En efecto, para u,v € T,S?" 1!, se tiene

9(@z(u), ¢z(v))

g(Ju — gx(z, Ju)z, Jv — g(x, Jv)z)
g(Ju, Jv) — g(z, Jv)g(Ju,x) — g(z, Ju)g(x, Jv) + g(z, Ju)g(x, Jv)
g

(u,v) — az(u)ag(v).

Equvalentemente, escribimos g(¢(X),#(Y)) = g(X,Y) — a(X)a(Y) para X,Y € T.S*+1;
es decir, g es compatible. Ademas se tiene

gw(gbxua U) = gx(un - gx(ZL‘, un)ZL‘, U) = gx(Jua 'U) = dam(ua U),

como puede comprobarse al calcular en coordenadas locales. Asi, se tiene g(¢(X),Y) =

da(X,Y). En resumen, (¢, R,i*«,i*g) resulta ser una estructura métrica de contacto en
g2n+1

Ejemplo 3.1.8. Dada (P,«) una variedad de contacto compacta con campo vectorial
de Reeb R regular, consideremos 7 : P — M la fibracién de Boothby-Wang como en el
teorema 2.3.5, con (M, w) variedad simpléctica. Sea H una distribucién horizontal asociada
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ala fibracién. Como 7. |g, es biyectiva, para todo campo vectorial X en M existe un campo
vectorial 7X en P tal que se cumple 7X € H y 7(m.X) = X.

Sea ¢ una métrica asociada para w y J la estructura casi compleja correspondiente.
Podemos definir, para X un campo vectorial en P, el tensor ¢ de tipo (1,1) dado por
#(X) = 7(Jm.X). Notamos que, si X es horizontal, se tiene ¢?(X) = —X; mientras que
si X € kerm, es vertical, se cumple ¢?(X) = 0. Como el campo vectorial de Reeb R es
vertical, tenemos ¢? = —I + a ® R.

Definamos ahora una métrica riemanniana g mediante
A
g=T g+aQa.

Eata resulta compatible con ¢ por ser § compatible con J. Ademds, recordando que se
cumple da = 7w, tenemos

gp(0X,Y) = Qﬂ(p)(JW*X, i = Wr(p) (me X, YY) = (m"w)p(X,Y) = dayy (X, Y).

Luego (¢, R, a, g) es una estructura métrica de contacto en P. Observemos que en este
caso R es un campo vectorial de Killing, ya que al satisfacerse m, R = 0, 7*g es constante
en la direccion de R. Una estructura métrica de contacto cuyo campo vectorial de Reeb es
un campo vectorial de Killing recibe el nombre de estructura de K-contacto.

Proposicién 3.1.9. Sea (M, ¢, R, «, g) una variedad métrica de contacto. Entonces las
curvas integrales de R son geodésicas.

Prueba. Sabemos que se cumple a(X) = g(X, R). En particular, se tiene g(R, R) = 1. Por
lo tanto, para todo campo vectorial X, tenemos 0 = Vxg(R, R) = 29(VxR, R). Ademas,
por la condicién (C2) de la definicién 2.1.1, tenemos

0= (£ra)(X) = R((X)) — a(£rX) = Vrg(X,R) — g(VRX — VxR, R)
- g(VRX, R) + g(Xa VRR) - g(VRX, R) +g(vXR7 R) = g(Xv VRR)

Luego se satisface VR R = 0 y las curvas integrales de R resultan geodésicas.

3.2 Variedades de Sasaki

En esta seccién ampliaremos el concepto de estructura métrica de contacto para definir
las estructuras de Sasaki. Estas son estructuras de contacto con la propiedad adicional de
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normalidad, lo cual significa que la estructura de contacto es en cierto modo integrable. Al
tomar en cuenta la condicién de que la 2-forma asociada a la estructura métrica de contacto
coincide con la derivada exterior de la forma de contacto, las estructuras de Sasaki repre-
sentan un paralelo de las variedades de Kahler en geometria de contacto. Empezaremos
por definir normalidad en estructuras casi de contacto.

Definicién 3.2.1. Sea (M, ¢, R, o) una variedad casi de contacto y consideremos la varie-
dad M x R. Podemos escribir los campos vectoriales en M x R como (X, f %), donde t es
la coordenada en R y X es un campo vectorial en M. La funcién f: M x R — R es de
clase C*. En M x R podemos definir el tensor J de tipo (1,1) mediante

d

I = (¢<X> y fR,a(X)dt> |

Notemos que se cumple

d

Pt 1) = 7 (600 = .00 ) = (6600 = 17) — ()R ao(x) — 1))

d
=(—X,—f—).
(-X,~f5)
Por lo tanto J es una estructura casi compleja en M x R.

La torsién de Nijenhuis N4 para un tensor diferenciable A de tipo (1,1) definido
sobre una variedad diferenciable M se define mediante

Na(X,Y) = —A%[X,Y] + A[AX,Y] + A[X, AY] — [AX, AY].

No es dificil probar que la torsién N4 de un tensor A es un también un tensor. En
particular, si ¢ : M — R es una funcién de clase C°°, entonces se cumple

Na(pX,Y) = Na(z,0Y) = pN4(X,Y).

Si la torsiéon de Nijenhuis de A es idénticamente nula, decimos que A es integrable. Si
la estructura casi compleja J es integrable, decimos que la estructura casi de contacto
(¢, R, ) es normal.

En la siguiente proposiciéon, buscaremos expresar la condicién de normalidad en
funcién del tensor estructural ¢.

Proposicién 3.2.2. Sea (M, ¢, R, ) una variedad casi de contacto. La estructura casi de
contacto (¢, R, ) es normal si y solo si

N¢—da®R:0,

donde Ny es la torsion de Nijenhuis del tensor ¢.
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Prueba. Ya que Ny es un tensor de tipo (1,2) que es antisimétrico, este queda totalmente
determinado al ser evaluado en dos pares de campos vectoriales en M x R de la forma
((X,0),(Y,0)) v ((X,0),(0, %)). Con ello, buscamos expresar la torsién /N; en términos
de Ny. Tenemos

N (.00, (v.0) = [(0). o)+ 7 (| (0,000 ) (120)])

1 (| (s $)]) - [ (eram ) (ornam )]

Podemos expresar el primer sumando como
([Xa Y]a 0) - (_¢2([Xa Y]) = Oé([X, Y])Ra 0)

Para expandir el segundo y el tercer sumando, observemos primero que se tiene

(o000 ) 1.0 = (0x). 71, -¥ia(x) g ).

Al evaluar, obtenemos para el segundo término

7 ([(exra00%) o] ) = (6160011 + YR aolx). YD ).

Podemos trabajar de manera andloga para expandir el tercer término y obtenemos

7 (o (601,05 )|) = (61,607 - Xa@) R X 00D 5 )

Desarrollamos ahora el cuarto sumando:
(600005 ). (9,000 5 )] = (166060 (G0 (@(1) - )0t ).

Sumamos todos los términos y utilizamos las férmulas intrinsecas para la derivada exterior
y la derivada de Lie. La suma se reduce a

d
NS((61),0) = (No(XY) = dalX. V)R (L) (X) = (L@ (V) )
Si N; es nulo, entonces los tensores definidos por

NO(X,V) = Ny(X,Y) — da(X,Y)R

NO(X,Y) = (Lyrya)(X) = (£gx)a)(Y)
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también se anulan. Con esto se ha probado que N; = 0 implica que N(I) = Ny —da®@ R
se anula.

Para probar la implicacién contraria, evaluamos primero N;((X,0), (0, %)). Como

en el cdleulo anterior, se tiene
N300, 0 ) = 7| (0000005 ) (0.5 )] + 1Cx0). (- r0)

- (s00.000%) R0

yva que [(X,0), (0, %)] = 0. Evaluamos los corchetes de Lie en cada término para obtener

(oxra0g) (04)] =0 1000 (-R0) = (-[x.RL0)

qu(x) a(X)i) (— RO)] (—[qﬁ(X),R],R(a(X));i).

Ademdés, se tiene J(—[X, R],0) = — ((¢([X, R]), o([X, R])%). Sumando todos los términos,
y utilizando la férmula intrinseca de la derivada de Lie, la expresién buscada se reduce a

NH(X,0),(0, 5)) = ~((£r6)(X), (£r0) (X)).

Definimos ahora los tensores
N®(X) = (£re)(X);
NW(X) = (£ra)(X).
Observemos que J es integrable si y solo si todos los N son nulos. La proposicién quedar

probada si demostramos que NV = 0 implica N = 0 para i = 2,3, 4.

Primero probemos que N = 0 implica N = 0. Para ello evaluamos N (1)(X , R)
y obtenemos
0=NW(X,R) = Ny(X,R) — d(X,R)R
= —¢°[X, R] + ¢[6(X), R + R(a(X))R + a([X, R)R
= [X, R] — o([X, R]) + ¢[¢(X), R] + R(a(X))R + a([X, R])R
= [X, R] + ¢[o(X), R + R(a(X))R.

Al aplicar « a la ultima igualdad, y si tenemos en cuenta que o ¢ =0y X(a(R)) =0,
usando la féormula de derivada exterior obtenemos

= o([X, R)) + R(a(X)) = —da(X, R) = —inda(X).
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Por la féormula de Cartan, se tiene
(£ra) = d(ige) +irda = 0.
0

De ello se concluye N = 0.

Ahora demostramos la igualdad N®) = 0. Por el clculo anterior notamos que se
cumple

0=NY($(X),R) = [¢(X), R] — ¢[X, R] = ¢((£r)(X)) = —(£r$)(X) = —N®(X).

Por tltimo, demostramos N(?) = 0. Para ello notamos que, como a0 ¢ = 0, se sigue
a(Np(p(X),Y)) = a(—[¢*(X), ¢(Y)]. Luego,

Luego la expresion anterior se reduce a
0=a(ND($(X),Y)) = (£40)@)(X) = (£4x)) (V) = NP (X,Y),
y queda probada la implicaciéon buscada. O
Ser4 1itil en el futuro tener en cuenta las definiciones de los tensores N, N(2) N(3)

y N® que se especificaron en la demostracién anterior. Reescribimos a continuacién las
expresiones para cada uno de ellos con el objetivo de tenerlas a la mano.

NO(X,V) = Ny(X,Y) — da(X,Y)R;
NO(X,Y) = (Lo ) (X) — (L)) (Y);
NO(X) = (£ro)(X);

NW(X) = (£Lra)(X).
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De hecho, podemos caracterizar las estructuras métricas de contacto mediante N2 NG
y N@ de la siguiente manera.

Proposicién 3.2.3. Sea M wuna variedad de contacto y sea (¢, R, g) una estructura
métrica de contacto asociada a M. Entonces los tensores N y N@ se anulan. Ademds,
st la estructura es de K-contacto, es decir, el campo vectorial es de Killing, entonces NG
también se anula.

Prueba. En una estructura métrica de contacto (¢, R, «v, g), se satisface £ra = 0, ya que
a es la forma de contacto y R es el campo vectorial de Reeb asociado a ella. Asi, por
definicién, N (X) = 0. Ademas, se cumple

(£ox))(Y) = ¢(X)(a(Y)) — a(£4x)Y) = da(¢(X)Y).
Por lo tanto, se obtiene

NO(X,Y) = da(¢(Y), X) = da($(X),Y)

=g9(Y —a(Y)R, X)+g(—X + a(X)R,Y)

=gV, X)—g(X,)Y) — aY)a(X) + a(X)a(Y) = 0.
Si la estructura es de K-contacto, y como £ grda = 0, se tiene
0= (£rda)(X,Y) = R(da( Y)) —da(£rX,Y) —da(X, £RY)
R(g(p(X ) Y)) = 9(¢(£rX),Y) — g(6(X), £RY)
= R(g9(¢(X),Y)) = g(£LrO(X),Y) + 9((£r9)(X),Y) — g(¢(X), LRY)
= (£r9)(9(X),Y) + g((£r9)(X),Y) = g((£r¢)(X),Y).

Como la igualdad se cumple para Y arbitrario, tenemos N (X) = (£r¢)(X) = 0. O

Definicién 3.2.4. Sea M una variedad diferenciable y (¢, R, a, g) una estructura métrica
de contacto. Decimos que (M, ¢, R, «, g) es una variedad de Sasaki si (¢, R, o, g) es normal.
En tal caso, a la estructura métrica de contacto se le conoce como estructura de Sasaki.

A continuacién daremos algunos ejemplos de variedades de Sasaki. Los siguientes
ejemplos demostraran que las estructuras métricas de contacto definidas en R?7+1 y §2n+1
en los ejemplos 3.1.6 y 3.1.7, respectivamente, son de Sasaki.

Ejemplo 3.2.5. Para demostrar que la estructura métrica de contacto (¢, R, o, g) definida
en el ejemplo 3.1.6 es Sasaki, debemos probar que se cumple Ny = do ® R. Para calcular
Ny, al ser este un tensor antisimétrico, basta evaluar las compenentes

0o 0 0o 0 0o 0 0o 0 0o 0
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De hecho, todas ellas se anulan excepto la tercera. Debido a que los calculos son muy
similares, calcularemos solo esta componente, cuyo célculo es el méas elaborado. Tenemos
asi

o 0 o 0 0 0 0 0 0 0
:0+¢[_a+x.aa]+¢{a a]_[a+ 9 a]

Ty =i vl I il el Bl il el v
0 0
) o 9.9
= b= = da(oey ) -
i5: = G0, 8y B2

Como se tiene R = %, se demuestra la condicién de normalidad. Por lo tanto, la estructura
es de Sasaki.

Ejemplo 3.2.6. Ahora demostraremos que la estructura métrica de contacto definida en
527 +1 en el ejemplo 3.1.7 es de Sasaki. Para ello usaremos una estrategia diferente que
en el ejemplo anterior. Consideremos S?"t1 x Rt ~ R27"+2 — {0}. Probaremos que la
estructura casi compleja usual J en R?"*2 — {0} coincide con

i (x.15) = (600 - 100 %)

cuando X es un campo vectorial tangente a S?"tl y f % es normal a la esfera, donde
f:R?2 _ {0} — R es una funcién real de clase C*°. Para ello consideremos un punto
r € R?"*2 y un vector v € TR?"*2, Descompongamos v en su componente tangencial v;
y su componente normal v, al hiperplano determinado por z. Estas componentes estdn
dadas, respectivamente, por

X
Ve =170 _g(xvv)W7

x
v = g(x, U)W

Tenemos Jv = J (v + vy,). Asi,

x R T
Ju = (Jv — g(Jv,x)W + g(az,v)W, g(J’U,ZE)W)
= (¢(v) + v R, a(v)) = (¢(vr), a(v))

donde el primer término en el paréntesis representa la componente tangencial y el segundo
la componente normal al hiperplano normal a x. Asimismo se tiene

Jup, = (—vpR,0).
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Por lo tanto se consigue Jv = (¢(v;) — voR, a(v)) = Jv. Como J es integrable, por la
definicién 3.2.1 queda probado que la estructura definida en la esfera es de Sasaki.

Es natural preguntarse si la estructura métrica de contacto definida para la fibracion
de Boothby-Wang en el ejemplo 3.1.8 es de Sasaki. De hecho, en general, no lo es, si bien
ya hemos probado que es de K-contacto. En [Mo64] se demuestra que esta estructura es
de Sasaki si y solo si la estructura simpléctica del espacio base proviene de una forma de
Kahler. El siguiente ejemplo corrobora esta afirmacion.

Ejemplo 3.2.7. Sea (P, «) una variedad de contacto compacta y regular de dimensién
2n+1 y sea R el campo vectorial de Reeb asociado a a.. Por el teorema de Boothby-Wang,
P es el espacio total de un fibrado circular principal sobre una variedad simpléctica (M, w).
Sea 7 la proyeccién de este fibrado y J una estructura casi compleja sobre M. Definimos
¢ y g sobre P de la misma manera que en el ejemplo 3.1.8, de modo que (P, ¢, R, a, g)
resulta una variedad métrica de contacto. Al tenerse £r¢ = 0, se logra

Ny(R, X) = =¢*[R, X] + ¢[R, p(X)] = —6((£ro)(X)) = 0.

Recordemos que el tensor estructural ¢ fue definido mediante ¢ = 7wJm,, donde 7
es la inversa de 7, restringida a ker a.. Calculamos el tensor N asociado a ¢. Para X, Y
campos vectoriales horizontales en P tenemos

NO(X,Y) = Ny(X,Y) — da(X,Y)
= 721, X, Y] + 7 ) w7 2 (X), Y]
+ 727z, 72 (V)] = [T m(X), 721 (V)] — da( X, Y).
Si notamos la igualdad 7[X, Y] = h[7(z), 7(Y)], donde h es la proyeccién horizontal, pode-
mos descomponer el factor [7J%7,(X),7J?m.(Y)] en su componente horizontal 7[Jm,(X),
Jr.Y] y vertical o[ J?m.(X), 7?7 (Y)])R. Luego la expresién anterior se reduce a
NO(X,Y) = 7Ny(X,Y) — a([7]%m (X), 7?7 (V)R — da(X,Y).

Pero, como se observa directamente de la féormula intrinseca para la derivada exterior y
la compatibilidad de la métrica, se tiene a([¢(X),d(Y)] = —da(X,Y). Asi, obtenemos
N = 7N;. Se deduce que ¢ serd normal si y solo si J es integrable. Por lo tanto, en una
fibracién de Boothby-Wang, un espacio base de Kéhler estd asociado a una estructura de
Sasaki en el espacio total.

3.3 Simplectizacion cénica y cilindrica

En esta seccién daremos una definicién alternativa de variedad de Sasaki en términos del
cono métrico. La definiciéon de normalidad en la seccién anterior puede interpretarse como
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equivalente a que el cilidro métrico sea una variedad compleja. Nuestro objetivo sera
relacionar ambas definiciones; para ello comenzaremos por deducir algunas propiedades
de cono métrico de una variedad diferenciable en funcién de las estructuras de contacto
definidas en ella.

Definicion 3.3.1. Sea M una variedad diferenciable con una métrica riemanniana g
definida sobre ella. El cilindro métrico asociado a (M, g) es la variedad riemanniana
(K (M), gr), donde K(M) =M xR y gx = dt*> + 7*g, donde t representa la coordenada
real y 7 es la proyeccién del cilindro sobre M. Analogamente, definimos el cono métrico
asociado a (M, g) como la variedad riemanniana (C'(M),gc), donde C(M) = M x Ry y
gc = dr? 4+ r?1*g, donde r es la coordenada real positiva. No habré riesgo de confusién si
denotamos también por 7 la proyeccién del cono sobre M.

Observemos que en el cono métrico podemos definir un grupo uniparamétrico de
homotecias {1))}cr que actia por la izquierda en el cono mediante

(x,7) — (2, Ar).

Es directo comprobar que la métrica conica go es homogénea de grado 2 bajo ), pues
satisface Y gc = A2gc. Como la accién del grupo es en esencia multiplicacién por un
ntumero, el dlgebra de Lie es la recta real. La accién del grupo estd generada por

2 d
U(pyT)(l) = a(p7 etr)lt:O = (0,7’) — T%,

Proposicién 3.3.2. Sea M una variedad diferenciable de dimensién impar y sea (¢, R, a, g)
una estructura métrica casi de contacto definida en M. Entonces se cumple lo siguiente:

(1) eziste una estructura casi compleja J en K(M), de modo que gk es hermitiana y
compatible con J;

(2) existe una estructura casi compleja I en C(M), de modo que gc es hermitiana y
compatible con I.

Ademds, si la estructura casi de contacto es normal, tanto J como I son integrables.
Prueba. Para demostrar (1), basta, como es usual definir

TX, %) = (6(X) ~ FR.a(X) %),
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Ya hemos comprobado, en la definicién 3.2.1 que J es una estructura casi compleja. Clara-
mente gx es una métrica riemanniana. Solo debemos probar la compatibilidad:

gK(J(Xa f%)a J(Y> h%))

a(X)a(Y) +9(¢(X) — fR,¢(Y) — hR)
a(X)a(Y) +9(X,Y) —a(X)a(Y) + f - g

G0V 4 F g = grl(X S5, (V.h ),

La demostracion de (2) es andloga si definimos la estructura casi compleja I en C(M)
mediante

I(X, fr) = (6(X) = [R, a(X)r ),

Si la estructura casi de contacto es normal, las estructuras casi complejas definidas
son integrables por la definicién 3.2.1. O

A continuacién veremos que, bajo ciertas condiciones, el reciproco de la proposicion
anterior también se cumple.

Proposicién 3.3.3. Sea (M, g) una variedad riemanniana y supongamos que el cilindro
métrico (K(M), gi) y el cono métrico (C(M), gc) admitan estructuras casi complejas J e
I compatibles con las métricas respectivas. Denotemos, como es usual, la coordenada real
del cilindro por t y la coordenada real del cono por r. Entonces se cumple lo siguiente.

(1) Si R = J(%) es un campo vectorial tangente a M que no se anula en ningin punto,
entonces M admite una estructura métrica casi de contacto.

(2) Si R= I(rd%) es un campo vectorial tangente a M que no se anula en ningin punto,
entonces M admite una estructura métrica casi de contacto.

Prueba. Con R = J(%), definimos en el cilindro la forma diferencial 4(X) = gx (R, X).
Observamos que se cumple &(R) = gx (R, R) = gK(%, %) = 1. De forma natural, podemos
definir la forma a = i*& sobre M, donde 7 es la inmersién de M en su cilindro. Si Ly es

el fibrado de rectas generado por R, tenemos T K (M) = ker a @ Lg. Definimos

 J(X) siX €kera
¢(X)_{O si X € Lg,
y observamos que se cumple ¢? = —I+ o ® R. Asi, como en la proposicién 3.1.2, se tiene

ao¢p =0y ¢(R)=0. Para probar (1) debemos comprobar la igualdad g(¢(X),#(Y)) =
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9(X,Y) — a(X)a(Y). Para ello, supongamos primero X,Y € keraNTM. Por la compa-
tibilidad de gx tenemos entonces

9(X,Y) = g (J(X,0), J(X,0)) = g(6(X), 6(Y)).

Ahora, si X € kera N TM, tenemos ¢g(X,R) — a(X)a(R) aX) —a(X) =0 =
9(¢(X),#(R)). Por tltimo, obtenemos g(R, R) — a(R)a(R) =0 = g(¢(R), p(R)).

En el caso del cono,para R = I(r-), definimos &(X) = L9c(R, X). La forma o y
el tensor estructural ¢ se definen manera totalmente analoga al cilindro. La demostracién
para el cono resulta ser, entonces, casi idéntica al caso del cilindro. ]

La ventaja de utilizar el cono métrico radica en que podemos calcular la forma casi
de contacto « de la siguiente manera. Definamos en el cono una 1-forma & mediante

A = d°logr = I(dlogr) = i(0 — ) log,

donde d°B = I o 8 para una forma diferencial 5 de grado 1. De hecho, & es la misma forma
diferencial definida en la proposicién anterior. En efecto, tenemos

I(dlogr)(R) = T (-1(R) = L (r-2y =1 = a(R)
I(dlogr)(X) = Cff“( L 20—l sl el
I(dlogr)(r3) = T (R) =0 = a(r).

Finalmente se tiene o = i*&, donde i es la inmersién de la variedad en su cono métrico.

En la proposiciéon 2.1.6 vimos que el cilindro M x R de una variedad de contacto
(M, «) es una variedad simpléctica. Es directo constatar que, al revertir los pasos involu-
crados en la proposicién, se obtiene el reciproco. Ademsds, se tiene una simplectizacién
similar para el cono que veremos a continuacion.

Proposicién 3.3.4. (Simplectizacién).Dada una variedad M y una 1-forma diferencial o
definida en M. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(1) (M, «) es una variedad de contacto.

(2) (K(M),d(etn*a)) es una variedad simpléctica, donde t representa la coordenada en R
ym: K(M)— M es la proyeccion natural.

(3) (C(M),d(r*m*a)) es una variedad simpléctica, donde r representa la coordenada en R
ym:C(M)— M es la proyeccion natural.
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Prueba. Ya hemos probado la equivalencia entre (1) y (2). Probaremos ahora la equivalen-
cia entre (1) y (3). Por un lado, si dim M = 2n + 1, bastara probar que se tiene w™*! = 0.
En efecto, un caculo directo conduce a

W' = (PPldr*a + 2rdr A T a)" T = e P2dr A o A (dita)™ # 0.

La implicacién contraria se demuestra de manera similar, simplemente revirtiendo los pasos
en los calculos. 0

Nos interesa ahora saber qué estructura tiene el cono métrico de una variedad
métrica de contacto, en particular cuando la variedad es de Sasaki. La siguiente proposicion
nos muestra la relacién buscada entre este tipo de variedades y su cono métrico.

Proposicién 3.3.5. Se tiene que (M,®,R,,g) es una variedad métrica de contacto si
y solo si existe una métrica compatible g en M de modo que la métrica cénica go =
dr?+12§ es una métrica asociada en el cono simpléctico (C(M), 3d(r’*m*a)). Por lo tanto,
la variedad métrica de contacto es de Sasaki si y solo si el cono simpléctico es una variedad

de Kdhler.

Prueba. Sea la estructura de contacto (¢, R, «, g) en M. Tomemos la métrica g sobre M
dada por g = § + %oz ® «. Al ser g compatible y asociada a «, es decir, al satisfacerse
9(¢(X),Y) = da(X,Y), resulta que § también es compatible y cumple §(¢(X),Y) =
%da(X ,Y). Por lo tanto, podemos expresar § como

1
Q=a®a—§da0(¢®ﬂ).

Si definimos la estructura casi compleja I como en la proposiciéon 3.3.2 y observamos que
se cumple g(R,Y) = a(Y), tenemos
(X r ), (¥ b)) = go((6(X) ~ FR.a(X)r-), (v, e &

:;wﬂa@xy+r%%da@&1q fa(Y))

7))

=rdr N7 a(l(X, ng)v (Y, hra))
2, d d
— S da(I(X, froo), (Y, hr—2)).

Por lo tanto se tiene

2
1
geco(I®I)=rdr N7"a+ %w*da = id(r27r*a)
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Ademaés gc es hermitiana como se vio en la proposicién 3.3.2. En particular, si I es
integrable, es decir, si (¢, R, «, g) es de Sasaki, entonces el cono simpléctico es una variedad
de Kéhler. Al recordar la igualdad

m*a = dlogr = i(0 — 0)logr,

la forma de Kéahler w en el cono puede calcularse mediante

1 _
w = d(r*d®logr) = d(rd°r) = §dd6r2 = i00r,

La afirmacién reciproca se demuestra al definir ¢, @ y R de la misma manera que
en la proposicién 3.3.3, y trabajando por casos. Por ejemplo, si X € ker «, tenemos

7,2
gC(I(X7 0)7 (K 0)) = TQQ(Iva) = T2g(¢(X)7Y) s Eda(X7Y)'

Se procede de manera similar si X estd en el fibrado lineal generado por R. Al definir
g = 2§ — a ® «a, se obtiene que (¢, R, a, g) es una estructura métrica de contacto sobre
M. O
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Capitulo 4

Estructuras de contacto en

variedades de Brieskorn

4.1 Links en hipersuperficies complejas

FEn esta seccion introduciremos el concepto de link en una hipersuperficie compleja. FEs-
tos estan constituidos por la intersecciéon de una variedad algebraica con esferas de radio
pequeno alrededor de un punto singular. Si el radio es suficientemente pequeno, veremos
que el teorema de fibracién de Milnor nos garantiza que la interseccién es una variedad
diferenciable compacta y conexa. En algunos links es posible construir estructuras de
Sasaki como la restricciéon natural de la estructura en la esfera. Esto serd posible, en par-
ticular, en las variedades de Brieskorn que surgen como el link asociado a los polinomios
de Brieskorn-Pham.

Definicién 4.1.1. Sea f un polinomio en n + 1 variables complejas (21, 29, ...,2n41) €
Cn*+1, de modo que las derivadas parciales % no son idénticamente nulas para todo i =
1,...,n+ 1. El conjunto de ceros del poliné)mio es denotado por Vy y constituye una
hipersuperficie compleja en C**!. Sea w un punto en Vi y sea S+l () la esfera de radio

€ centrada en w. La interseccion
Ly =VynS2H (w)

recibe el nombre de link asociado a f de radio €. En su tratado sobre singularidades en
hipersuperficies complejas, Milnor prueba que el link asociado a un polinomio f es una
variedad diferenciable compacta. Enunciamos a continuacién su famoso teorema que ad-
mitimos sin demostracién. La teoria que se debe desarrollar para demostrar este resultado

52
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es extensa y puede consultarse en el texto original de Milnor [Mi68].

Teorema 4.1.2. (Fibracién de Milnor). Sea f un polinomio en n + 1 variables com-
plejas (21,22, .., 2n41) € C*L tal que sus derivadas parciales de primer orden no son
idénticamente nulas . Sea Ly(e) el link de radio ¢ asociado a f y sea w € Vy, donde
Vi es el conjunto de ceros de f. Entonces ewiste § tal que para todo € < ¢ la aplicacion
¢:S2TL — Ly(e) — ST dada por

_ f(?)

|F(2)l
es la aplicacion proyeccion de un fibrado diferenciable, donde en particular cada fibra es
diferenciable. Si w es un punto singular de f, cada fibra F tiene el tipo de homotopia de
un bouquet de esferas de dimension n y es homotdpicamente equivalente a su clausura F.
El borde OF es igual a L¢(e) y es una variedad compacta, diferenciable, (n — 2)—coneza de
dimension 2n — 1.

¢(2)

No serd necesario utilizar el teorema de fibracién de Milnor en su totalidad. Serda
suficiente notar que este teorema garantiza que el link asociado a un polinomio f es una
variedad diferenciable y compacta de dimension 2n — 1. De hecho, es posible construir
estructuras de Sasaki en una gran variedad de links; en particular contruiremos este tipo
de estructura en las llamadas variedades de Brieskorn.

Definicion 4.1.3. Un polinomio de Brieskorn-Pham en n + 1 variables complejas
z=(21,...,2n+1) es un polinomio de la forma p(z) = 2{* +--- + ZZTil, donde aq, ..., an+1
son enteros positivos. Un link de radio unitario asociado a un polinomio de Brieskorn-Pham
recibe el nombre de variedad de Brieskorn. Las variedades de Brieskorn son diferencia-
bles y compactas. Ademé&s una variedad de Brieskorn de dimensién 2n — 1 es subvariedad
de la esfera unitaria S?"*!. Si una variedad de Brieskorn B de dimensién 2n — 1 es el
link unitario asociado al polinomio p(z) = z* +--- + ZZTEI, entonces la denotaremos por

BQnil(ab s 7an+1)'

Ejemplo 4.1.4. Veremos a continuacién un ejemplo de variedad de Brieskorn de dimensién
1. Estas representan curvas de dimensién 1 en R*. Consideremos B'(2,1) como subvariedad
compleja de C2. Un punto (z1, 29) € B'(2,1) debe cumplir las ecuaciones

z% + 29 =0,
2121 + 2929 = 1.

Si consideramos las variables reales (z1,z2,y1,%2), donde z1 = x1 +iy1 y 22 = 2 + iy,
tenemos que para (x1,T2,¥y1,y2) € BY(2,1) se cumple

2i — Y + 32 = 0;
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22191 +y2 = 0;
i+ a5+ +ys =1
Al reemplazar y simplificar, obtenemos
(2 +y7)” +af+yi = 1.

Observamos que B'(2,1) es una curva regular cerrada en R* parametrizada por las ecua-
ciones

1 = V\cosf
T9 = Acos?20
y1 = VAsin6
Yo = —Asin26,

donde 0 € [0,27] y A = ‘/52_1.

Ejemplo 4.1.5. B3(1,1,1) es una hipersuperficie compleja de dimensién real 3 en C3. En
efecto, como en el ejemplo anterior, un punto (z1, 29, 23) € B3(1,1,1) cumple

21+ 204+ 23 =0,

2121 + 2222 + 2323 = 1.

Asi, si zj = xj + 1y;, para j = 1, 2,3, tenemos

1 +x9+2x3=0

y1+y2+ys=0

wi+ el +al byl +u+yi =1
Por lo tanto, al reemplazar y completar cuadrados llegamos a
() S e ) B

No existe una parametrizacién global para B3(1,1,1). Sin embargo, es posible cubrirla con
parametrizaciones locales. Por ejemplo, en el abierto de B3(1, 1, 1) dado por su interseccién
con

U= {(:z:l,yl,asg,yg,xg,yg) eRC 2 >0,y >0,i= 1,2,3}

podemos expresar una parametrizacién mediante

T = %cosﬁcos@—\/gcosﬁsinﬁ
Ty = \/%cosﬁsine
T3 = —% cos 1 cos 0
Yy = %sinﬂcosn—\/gsinﬁsinn
Yo = \/gsin'&‘sinn
ys = —2isindcosn,
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donde ¥ € (0, g), 0 c (g —tan~! \/g, T)yneE (% —tan~! \/g, ).

Nuestro interés principal serd obtener estructuras de Sasaki en las variedades de
Brieskorn. Para ello, podemos valernos del siguiente resultado de Okumura dado en
[Ok68], en cuak afirma que bajo ciertas condiciones la restriccién de una estructura métrica
de contacto a una subvariedad es una estructura métrica de contacto sobre la misma.

Proposicién 4.1.6. (Okumura). Sea (M, ¢, R, o, g) una variedad de Sasaki y N una
subvariedad diferenciable inmersa en M. Sea i : N — M la inclusion de N en M.
Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones.

(OK1) El campo vectorial R restringido a N, denotado por R|n, es tangente a N.
(OK2) ¢(T,N) C T,N para todo punto p € N.

Entonces (N, ¢|n, R|n,i*a,i*g), donde ¢|n representa la restriccion de ¢ a la subvariedad
N, es una variedad de Sasaki.

Prueba. Las condiciones (OK1) y (OK2) garantizan que las restricciones ¢ y Ry estan
bien definidas en N. También quedan bien definidos i*« y i*g. Ademads, por tratarse de
restricciones a una subvariedad inmersa, Ry, ¢n, t*« y i*g satisfacen las mismas relaciones
que ¢, R, a y g. Por lo tanto constituyen una estructura de Sasaki en V. ]

Notemos que podriamos haber usado esta propiedad para demostrar que la esfera
de dimensién impar es de Sasaki. Sin embargo, resulté ilustrativo construir a estructura de
Sasaki de manera explicita. Esto resultara particularmente ttil porque las variedades de
Brieskorn heredaran la estructura de Sasaki de la esfera en donde estan inmersas. Sin em-
bargo, en general, la estructura de Sasaki que construimos en el ejemplo 3.2.6 no cumplira
(OK1) y (OK2) con respecto a la variedad de Brieskorn. No obstante, serd posible defor-
mar la estructura de manera que las condiciones se cumplan, como veremos en la siguiente
seccion.

4.2 Deformaciones de estructuras de Sasaki

En esta seccién se desarrollard el método seguido por Takahashi en [Ta78| para construir
nuevas estructuras de Sasaki en una variedad a partir de una estructura de Sasaki pre-
existente. El proceso recibe el nombre de deformacién de estructuras de Sasaki, y es de
particular utilidad para construir estructuras de este tipo en subvariedades inmersas. En
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particular, el método nos permitird construir estructuras de Sasaki en las variedades de
Brieskorn.

Proposicién 4.2.1. (Takahashi) Sea (M, ¢, R, v, g) una variedad de Sasaki y sea S un
campo vectorial diferenciable sobre M que satisface las siguientes condiciones.

(TK1) £59 =0
(TK2) [S,R] =0

(TK3) 14 a(S) >0

Entonces la estructura ((5, R,d,g) dada por
R=R+ S5,

i = (1+a(S) o,
9(X) = 6(X — a(X)R),
3(X,Y) = (L+al8)g(X — &(X)R,Y — &(Y)R) + &(X)a(Y),

donde X e Y son campos vectoriales diferenciables en M, es también una estructura de
Sasaki. Diremos que (¢,R a,g) es la estructura deformada asociada a (¢, R, g)
generada por campo vectorial S.

Prueba. Es evidente que & es una forma de contacto sobre M. Para demostrar que la
estructura ((b, R, & ,§) es de Sasaki bastard verificar una a una las siguientes condiciones:
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donde X e Y son campos vectoriales diferenciables arbitrarios en M y N 3 es la torsion de

Nijenhuis de é La demostracion de la proposicién se realizara paso a paso.
Demostracion de (1): Evidente de la definicién.

Demostracion de (2): Demostraremos primero que se cumple £ 3¢ =0y £z = 0. Como
en la demostracién de la proposicién 3.2.3, y al usar (TK1), se observa que se tiene

(£de)(X,Y) = g((£30)(X),Y).

Si tomamos X € kera, se comprueba de manera directa que se cumple (izda)(X) =
do(X, R) = a(Ng(X,R)) = 0. Un argumento similar muestra (izda)(R) = 0. Entonces
se obtiene £ zda = d(igda) = 0. Asi, inferimos £z¢ = 0. Por la linealidad de ¢ y por
(TK2), conseguimos

— (£360)(X) = £ga(X)R+ a(X) [R, R];
——
0
por lo tanto, se satisface £z = 0. Se desprende la igualdad £zd = (1+a(S)) "' £za =0.

Demostracion de (3): Tomemos X € kera@ = kera. En tal caso, y como se cumple
¢(X) = ¢(X) v ¢(X) € ker @, tenemos P*(X) = ¢*(X) = —X. Por otro lado, tenemos

#(R) = ¢(R — a(R)R) = ¢(R — R) = 0. Con ello el tensor ¢ queda determinado.

Demostracion de (4): Debemos probar que g es compatible con 6. Observemos que se
cumple

§(3(X),d(Y)) = (1+ a(9)) " g(d(X) = a($(X)), o(Y) — &d(Y))) + &$(X))a(S(Y)).
Al cumplirse & o ¢~5 = 0, tenemos
§(H(X),0(Y)) = (1+a(5) ' 9(d(X), (V) = (1 + (8) "' g(¢(X — &(X)R, (Y — a(Y)R))
=(14a(9) ' g(X —a(X)R,Y —a(Y)R) — a(X — &(X)R)a(Y — d(Y)R)] .

La ultima igualdad se deduce de la compatibilidad de g. Ahora, notemos que al satisfacerse
a(X —a(X)R=a(X) - a(X)a(R+S) = a(X) — a(X) — a(S)a(X) = 0, tenemos

3(0(X),6(Y)) = (1 + () g(X — &X)R,Y — &(Y)R) = §(X,Y) — &(X)a(Y).
Asi, g resulta compatible con q~5

Demostracion de (5): Tomemos X, Y € ker a. Entonces se tiene
da(X,Y) = —a([X,Y]) = (1 + a(5)) " a([X,Y]) = (1 + a(5)) "'g(4(X),Y)
= (1+a(9) '9(d(X),Y) = §(4(X),Y).
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Por otro lado, para X € kerca, se tiene dd(R,X) = —a([R, X]) = (£pa)(X) = 0 =
9(o(R), X).

Demostracion de (6): Tomemos X, Y € ker a. Entonces, dado que se cumple ¢(X) = ¢(X)

y (V) = ¢(Y), tenemos
Ny (X,Y) = — X, Y]+ ([6(X), Y]) + &([X, 6(Y)]) — [6(X), (Y)]
= Ny(X,Y) — o([X,Y]))R - a([X,Y]) R — ¢(&([6(X), Y]) R+ a([X, 6(Y)])R)
= —a([X,YDR+ (14 a(9) 'N?(X,Y)¢(R) = da(X,Y)R,

donde N es el tensor definido en la proposicién 3.2.2. Por otro lado, si X € kera,
entonces se verifica

Ny (R, X) = [R, X] - 6([R, $(X)]) = &((£30)(X)).
Bastara probar entonces que se tiene £ RQNS = 0. En efecto, se cumple

(£30)(X) = £30(X — a&(X)R) — ¢([R, X])

= (£30)(X — &(X)R) +6([R, X — &(X)R]) — ¢([R, X]) — a([R, X)) R) = 0
——
0 0
O
Ejemplo 4.2.2. Tomemos coordenadas (Z1,...,Tni1,¥1,- -, Ynr1) en R2"2. Recordemos
que en la esfera S"t! C R?27+2 Ja estructura de Sasaki usual (¢, R, a, g) estd dada por

¢ = 77*‘]’

donde 7 : R?"2 — §2n+1 5 1a proyeccién radial,
s n+1 ) )
— ! 8yl Yi 8:102

n+1

a=> " (zidy; — yida;)

=1

por la restriccion a la esfera de

y la restriccién de la métrica euclideana g en R?"*2. Los campos vectoriales de la forma
xk% — yk% son campos de Killing de g. Asi, al definir

n+1
0 0
= i— D)\ Tig——vig— )
g ;(r )<x yi y3$i>
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donde los r; son nimeros reales, observamos directamente que se cumplen (TK1) y (TK2).
Si exigimos

n+1

i=1
se cumplen las condiciones de la proposicién 4.2.1 y por lo tanto la estructura deformada
asociada a S serd también una estructura de Sasaki sobre la esfera.

4.3 Estructuras de Sasaki en variedades de Brieskorn

En esta seccién utilizaremos el resultado de Takahashi para mostrar que existe una estruc-
tura deformada en la esfera que induce una estructura de Sasaki sobre las variedades de
Brieskorn inmersas en ella. Con este resultado, procederemos a dar ejemplos explicitos de
tales estructuras.

Proposicion 4.3.1. Toda variedad de Brieskorn admite una estructura de Sasaki.

Prueba. Consideremos el polinomio de Brieskorn-Pham dado por F(z) = z{* + --- +
zzril, donde z = (z1,...,2n+1). La variedad de Brieskorn asociada estd dada por B =

B Yay,...,an11) = S?H N F~1(0). En el ejemplo 4.2.2 se vio que

n+1
0 0
5= 36 = (o )

(2

donde A es el minimo comun multiplo de los enteros a;, genera una deformacién de la
estructura de Sasaki usual en la esfera, que denotamos por (¢, R, a, g). Tomamos en S2"+1
la deformacién de la estructura de Sasaki asociada al campo vectorial S, y denotamos a la
estructura deformada por (¢, R, & ,§). En este caso podemos expresar Ry & por

n+1
~ A 0 0
= Z ( ayz 4 a$2>

i:1

a= Z Hzidy; — yidw;)
A o
donde K = 31" 1, (l‘ +y?2). Probaremos que la restriccién de esta estructura deformada

a la variedad de Br1eskorn es una estructura de Sasaki. Para ello bastara probar las
condiciones (OK1) y (OK2). Para comprobar (OK1), por el teorema de la preimagen,
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verificar Rp(F ) = 0 para todo p € B. Sea P la parte real de F' y @ la parte imaginaria.
Entonces se tiene

1 - A 8 a a An+1 701 =i
RP) = 53 (g v, ) G S )
_é a An+l _ za1 _ . _ zGn —_A

De manera andloga se obtiene R(Q)) = AP. Asi, para p € B, se obtiene R,(P +iQ) =
—AQ(p) + 1AP(p) = 0.

Denotemos al conjunto de ceros de F' mediante Zr. Denotemos también por (QAS, ];?, &, §)
a la estructura deformada en la esfera restringida a B. Como F' estd definido por una
ecuacién holomorfa, si tomamos X € T),Zr, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann y el
teorema de la preimagen, tenemos que se cumple

T(X)(F) = (F.T)y(X) = i(E)p(X) = 0,

donde J es la estructura compleja en C"*'. Por lo tanto J(TZp) C TZp. Ademss,
en ker & se cumple $|kerd = q;\kem = (b]kem = Jlkera- En un punto p € B, se tiene
ker é, = ker ay, N T, Zp. Como ¢(R) = ¢(R) = 0, basta probar la inclusién ¢ ker & C ker é.
Notemos que se tiene ¢(ker a) C kera. Como J deja invariante a T'Zp, deja invariante
también ker &. Queda probada la condicién (OK2) y con ello que la estructura ((;5, R, & ,§)
es de Sasaki en B. I

Ejemplo 4.3.2. En este ejemplo usaremos nuestra construccién de la estructura de Sasaki
en la esfera dada en el ejemplo 3.1.7 para expresar en coordenadas la estructura deformada
construida en la proposicién anterior. En consecuencia, podremos expresar estructuras de
Sasaki explicitamente para una variedad de Brieskorn dada. Sea B = BQ"_I(al, ey Qpt)

A
una variedad de Brieskorn, y definamos w; = —, donde A es el minimo comtn multiplo de
a;

A1y ey Opg1. S (QNS, R, &, g) esla estructura deformada definida en la proposicién anterior,
ya sabemos que las expresiones de & y R en coordenadas (1, ...,Zo,2) de R?"*2 estén
dadas por

n+1 9

w; | =
Z i ( i ” —Yi 8.%1) )
n+1
o= K™ (z;dy; — yidz;)
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En uso de la estructura ¢ definida en el elemplo 3.1.7, podemos expresar ¢. Sean
g la métrica euclideana y J la estructura casi compleja usual en R?"*2. Entonces en un
punto z = (x1,...,ZTon4+1) € B se tiene

1 (0. g ) =5 (Hg0) = oo e = G IR sl (R ).

9 i = 0 0
Si tomamos en cuenta que se cumplen d(ax ) = _%’ J(R) = Z?:Jrll w; (% i yi>
y 9(X, JR) = K, obtenemos

g (é(aii), 5%) \ yz‘(t}l}(ﬂﬁ)j

con (wx); = wjz;. De manera analoga, al poner (wy); = w;y; y con d;; el tensor de
Kronecker, calculamos

O0x;"" 0y, K
~, 0 g\ zi(wz);
g (¢(8y1)7 3_33J> 51] K )
~ 0 ¢ e _:zi(fwy)j
g<¢(0xi)’8—az;> = K

Asi, se obtiene

n+1
;N diwa); 0 (o vy, o O
gbx—z % d1:1®8xj-|- Oiimale % dz; ®

+ <5ij _ M) 0 zi(wy); 0

ij=1
dy; @ — — 22y @ —.
K yz@axj K yl@ayj

Ahora calculamos en coordenadas la métrica deformada g. Para ello evaluamos en
x = (x1,...,Zp+1) € B para obtener

(0 0 1 0 0 .~ 0 0 = .0 .., 0
7 (e 8) — 9 (5 - AR, = - a(agcj)R) +al G0

De g(z5: B) = —(wy)i y 9(R, R) = Y75 ((wa)? + (wy)?) obtenemos

K

@

g 0 1 YilYj YiYs = 2 2
9 0n ) = dij — 7 (wi +wj —1) + e (wz) + (wy)ip)-
’ J k=1
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De manera analoga se tiene
~ 0 0 ) < 0 0 > TjiYi TjiYq i 2 2
I\55 ) =975 )= 55 (Witw; —1)— wx)p + (WY)k);

(axi dy; dyy 0 ) = k2 Wit wi ) 2 ((wa)i + (wy)i)

o 0 1 Ls xzx]( n 1+ i n+1(( )2 N )2)
8% 8y] K i 700 w; + w; — we)j, wyY)i)-

Con las expresiones anteriores, tenemos a la mano un procedimiento directo para
exhibir explicitamente estructuras de Sasaki en una variedad de Brieskorn. Por ejemplo,
para B3(2, 3,5), tenemos wy = 15, we = 10 y w3 = 6. De este modo logramos

K = 15(z% + y7) + 10(23 + y3) + 6(23 + 3),

(widy; — yidax;),

==
i\

~ 0 0 0 0 0 0
R=15 e 10 — = 6 — —
<$1 8 Y1 ol 81’1 ) + (:C2 8y2 Y200, 8x2 > % <$3 8:1/3 a 8:133)
Hallar todos los elementos de las matrices que representan a q~5 y g en coordenadas es
mas trabajoso, ya que se debe escribir 16 elementos diferentes en cada caso. Entre otros,

tenemos 9 9 10
7 _ 1UT2y1
g<¢(a$1)78$2> —— K 9

(0 0 241/1212 Y1y2 2 2 2 2 2 2
((%17 8902) =~z T i3 (100(x7 + yi) + 225(x3 + y3) + 36(23 + u3)) -

Ejemplo 4.3.3. Consideremos el caso B= B?>(ay,...,an.1) en donde a = ay =ay =
. = ap41. Tomemos la accién U(1) como en el ejemplo 2.2.8 y definamos Z = B/U(1).
Al ser el polinomio de Brieskorn homogéneo, Z es una subvariedad de CP".

B i g2n+1

= b

z 1 cpP
Sii: B — S?"*1 es la inclusion de B en la esfera y a es la forma de contacto usual en la
esfera, es facil ver que i*« es la forma de contacto en B, ya que en este caso la deformacion

es trivial, y es igual a i00 log |z|> como se vio en el ejemplo 2.2.8. Asf, si 7 : C*"*! — CP"
es la proyeccién natural, d(i*a) o es igual a la forma de Fubini Study wpg restringida a la
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hipersuperficie Z. Por lo tanto la accién U(1) determina una fibracién de Boothby-Wang
de B sobre una variedad de Kahler, lo cual confirma que B es de Sasaki.

El argumento anterior puede generalizarse para una variedad de Brieskorn B =
B?"(ay,...,ans1), donde ay,...,a,11 no son necesariamente todos iguales. Para ello,
al poner w; = f, con A igual al minimo comun multiplo de a1, ..., a,+1, definimos una

T

accién o de C sobre C"T1 mediante

o:CxCrtl — cnt!

AX (21,00 2ng1) — (A 20,00 A 2 00).

El cociente CP(w) = C"*!/C bajo la accién o, donde w = (w1, .. ., w,41), recibe el nombre
de espacio proyectivo complejo ponderado. Es importante observar, sin embargo, que
CP(w) no es una variedad diferenciable; de hecho, no es siquiera una variedad topoldgica.
Por ejemplo, basta observar que, en los vértices, las vecindades no son difeomorfas a C™,
sino al cociente de C"/G, donde G es un grupo finito. Una entidad de este tipo recibe el
nombre de orbifold.

No es dificil demostrar que, para todo elemento en [z] = [(z1,...2,+1)] € CP(w),
existe un representante u = (uy, ..., u,41) de modo que se tenga [u] = [z] y u € S?"*+! C
C"*L. Por ello, podemos construir CP(w) como el cociente de una accién U(1) sobre $27+1
dada por

s:U(1) x §2ntt 5 g2t

€0 X (21, 2ne1) — (€W, ... Pty ).

Se puede demostrar que CP(w) es un orbifold de Kéhler, en el sentido que admite una
2-forma similar a la forma de Fubini-Study. Sin embargo, esta forma no es, en general,
definida positiva. Existen subespacios de CP(w) donde la 2-forma se anula, por lo cual
una posible métrica asociada también se anularia en dichos subespacios. No exploraremos
esta métrica singular de tipo Fubini-Study en este trabajo. Referimos al lector interesado
a [RT11].

Si definimos Z = B/U(1) C CP(w) con la accién definida arribay si f(21, ..., znt1) =
2{'+...+2z,71" es el polinomio de Brieskorn-Pham asociado a B, entonces Z es una hiper-
superficie en CP(w) dada por

Z=A{[z1,...,2n41] € CP(w), f(21,...,2n+1) = 0}.
La hipersuperficie Z estd bien definida ya que se tiene f(A*1zy,... AWtz 1) =

M F(z1,...,2p41). Sin embargo, esta no es necesariamente una variedad diferenciable dado
que podria heredar las singualaridades del orbifold CP(w). Esto evidentemente genera
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problemas si uno desea usar el teorema de Boothby-Wang para garantizar la existencia de
fibrados principales del circulo cuyos espacios totales sean variedades de Brieskorn. En este
sentido, no es extender de manera directa el diagrama dado arriba al nivel de orbifolds. Para
lograr esta extension debemos trabajar en una categoria mas general. En este escenario, la
2-forma simpléctica es representada como una clase racional (no necesariamente integral) y
se debe apelar a una extensién del teorema de Boothby-Wang disefiada para encajar dentro
de este nueva situacién. El lector interesado puede encontrar una discusién en detalle de
este punto de vista en [BGO8]. Nosotros preferimos apelar a la construccién de estructuras
Sasaki via el cono métrico para atacar este problema.

Ejemplo 4.3.4. En este ejemplo construiremos la estructura deformada de Takashi uti-
lizando el cono métrico introducido en la seccién 3.3. Como C"T!—{0} es el cono métrico de
S§2n+1 nosotros estamos interesados en definir una forma de Fubini-Study en C**!—{0} que
genere la estructura de Takahashi en la esfera, con el método introducido en la proposicion
3.3.5. Siguiendo de cerca a Sparks en [Sp11], definimos 7 : R**! — R mediante

n+1
b 2/w;
Tz(pl?"'apn—l-l E Pi s

donde z; = p;e’®. Afirmamos que 72 es una funcién estrictamente plurisubarménica en

Cntl. En efect,o el elemento H jk de la matriz Hessiana H de 72 est4 dado por

1/“’] 1/wk
k .

Hj, = 5]1:
W35 Wi
es decir, H es una matriz diagonal con entradas positivas. Por lo tanto H es definida
positiva.

Definimos la forma de Fubini-Study ponderada en C"*! mediante &pg = 10072.

Entonces, para
9 n+1 )
F— = Wi P5 =
T Z ipi 8,01'

=1

definimos
_ n+1 n+1 9
R= szpzae sz <$1 yza z)

donde z; = z;+1y;. Podemos hallar la forma de contacto en la esfera como en la proposicion

3.3.3:
n+1

G=i(0—0)logi=3 %;ﬂ/wrldm.

i=1 °

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP g:_:)éﬁﬁggmo

DEL PERU

65 4.3. ESTRUCTURAS DE SASAKI EN VARIEDADES DE BRIESKORN

Asi, se observa directamente la igualdad @(R) = 1. Ahora, denotemos por la forma de
contacto usual en la esfera mediante «. Recordemos que se tiene X € kera si y solo si
J(X) es tangente a M. Lo mismo sucede para un campo vectorial X € ker &. Al determinar
la misma estructura de contacto, entonces existe una funcién diferenciable f : M — R
tal que se tiene & = fo. Evaluando en R se obtiene

- o
o= ———,

a(R)
que es justamente la forma de contacto deformada de Takahashi.

Ahora definimos (x)
J(X) si X € kera
(X) { 0 siX el R

y 9(X,Y) = da(¢(X),Y). De este modo hemos obtenido, con un método distinto, la
estructura deformada de Takahashi. Esta estructura es de Sasaki, ya que wpg es una
forma de Kahler en el cono.

Refiriéndonos al ejemplo 4.3.3, cabe mencionar que la estructura de Kihler en C"**!
es heredada por el espacio proyectivo complejo ponderado a través de la accion C* in-
ducida por el campo vectorial de Euler F%. Un ejercicio interesante consiste en exhibir las
estructuras de contacto que se generan en B a partir de las distintas generalizaciones de la
métrica de Fubini-Study, obteniendo asi diversidad de estructuras de Sasaki en las varie-
dades de Brieskorn diferentes a la estructura de Takahashi. También se podria trabajar en
exhibir explicitamente la forma simpléctica racional generada en Z y la forma de Kéhler
en CP(w) en coordenadas locales.
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