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L’étude approfondie de la nature est la source la plus féconde des décou-
vertes mathématiques.

JEAN-BAPTISTE JOSEPH FOURIER (1768-1830)
Prefacio a la Théorie Analytique de la Chaleur (1822).

Mathematics seems to endow one with something like a new sense.

CHARLES ROBERT DARWIN (1809-1882)

To surrender to ignorance and call it God has always been premature, and
it remains premature today.

IsaAac AsIMOV (1920-1992)
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Resumen

El trabajo consiste en el estudio de un modelo de valuacién de opciones europeas de
compra, el cual asume que la dindmica del precio del activo financiero subyacente estéa
caracterizada por un proceso de Lévy simétrico. El modelo busca capturar la evidencia
empirica mostrada por los precios de los activos financieros. Este modelo es trabajado en
[12], articulo que sera seguido de cerca. La particularidad del modelo consiste en incorporar
procesos estocasticos de salto con distribuciones marginales simétricas, lo cual reproduce
de manera maés fiel la realidad.

En este trabajo, primero se revisa en detalle los principales resultados obtenidos en
[12], méas precisamente, se revisa la definicion de medida martingala equivalente natural
en el contexto del modelo. Se estudia la existencia y unicidad de la medida martingala
equivalente natural (MMEN). Luego, se usa esta medida para obtener el precio de la
opcion y calcular los parametros de la distribucion simétrica bajo esta medida MMEN vy
asf obtener una formula generalizada tipo Black-Scholes. Ademas, se realizan aplicaciones
con procesos de Lévy especificos tales como Varianza Gamma Simétrico, Normal Inverso
Gaussiano Simétrico. Segundo, para extender las aplicaciones proporcionadas en [12], se
propone una aplicacion adicional. Asi, se elige el proceso de Meixner Simétrico (MS) para
describir la dinamica del activo subyacente y obtener el precio de la opcién de compra
europea en el contexto del modelo MS. Finalmente, se realiza simulaciones numéricas del
precio de las opciones europeas bajo los tres modelos estudiados, para luego comparar

dichos precios con el precio obtenido en el modelo clasico de Black-Scholes.
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Introduccion

En la actualidad el modelo méas usado para valuar opciones en finanzas es el mode-
lo de Black-Scholes, el cual se obtiene cuando el precio del activo financiero es descrito
mediante un proceso Browniano Geométrico y el logaritmo de los retornos del activo se
distribuye como una normal. Sin embargo, existe una extensa literatura tales como los de
[7] ¥ [20] que mediante técnicas empiricas muestran que las distribuciones empiricas de
dichos retornos frecuentemente no son del tipo normal, aunque son simétricas con colas
diferentes a una normal. Diversos trabajos en valuacién de opciones han utilizado proce-
sos de Lévy para describir la dindmica del activo subyacente. Asi por ejemplo, en [3] y
[8] se propone el uso de procesos de salto puro de actividad infinita para caracterizar el
movimiento del precio del activo financiero. Por su parte, en [4] se propone un modelo
de valuaciéon de opciones basado en procesos de difusion de saltos con riesgo de salto
sisteméatico para mostrar que el desplome de la bolsa de valores de todo el mundo en 1987
fue no predecible. Por otro lado, en [11] se desarrolla un modelo de valuacion de opciones
de compra en tiempo discreto basado en distribuciones marginales log-simétricas para
los retornos y muestra que el modelo de Black-Scholes subestima el precio de la opcion.
De esta forma, hay una extensa literatura que proponen diferentes modelos para valuar
opciones haciendo diferentes supuestos sobre el proceso de precios del activo subyacente,
sobre el proceso de la tasa de interés y sobre la aleatoriedad en la volatilidad de los retor-
nos. Considerando las evidencias empiricas mostradas en diversos trabajos, asumir una
distribucién simétrica para los retornos de los activos financieros es mas apropiado.

Asi, en este trabajo estudiamos un modelo de valuacion de opciones europeas de compra
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en tiempo continuo, en el cual se relaja el supuesto de normalidad de los retornos del
activo y se remplaza con un supuesto mas general de simetria, pero se mantienen dos de
los supuestos del modelo clasico de Black-Sholes: la independencia y la estacionariedad de
los retornos. Estos supuestos conducen a elegir procesos estocasticos de Lévy simétricos
para describir la dinamica de precios del activo. Més precisamente, el proceso de precios
del activo es dado por {S; = Spe*; t > 0}, donde {Y;; ¢t > 0} es un proceso de Lévy
simétrico. En este contexto, definimos un proceso de Lévy simétrico como un proceso que
en cada instante de tiempo tiene una distribuciéon simétrica, es decir, para cada t > 0, la
variable aleatoria Y; es simétrica.

Otro concepto importante con lo que trataremos es el de medida equivalente natural
(MEN). En términos generales, el concepto mateméatico de cambio de medida es relevante
para la teoria de valuacion de opciones. Formalmente, dos medidas P y () son equiva-
lentes si: P(A) =1 < Q(A) = 1, es decir, ambas definen el mismo conjunto de posibles
escenarios. En el presente trabajo, si Y es un proceso de Lévy simétrico bajo P, definimos
una medida equivalente () como natural si, Y; sigue siendo un proceso de Levy simétrico
y la distribuciéon de Y; permanece dentro de la familia de distribuciones simétricas bajo la
nueva medida (). Adicionalmente, al requerimiento de que () sea natural, se agrega una
condicion adicional, la cual es que el proceso de precios descontados {e " S; t > 0} sea
una martingala bajo la medida @), en cuyo caso a la medida @) se le denomina medida
martingala equivalente natural (MMEN).

Cabe resaltar que la medida equivalente () no es tinica. Matematicamente, hay muchas
distribuciones equivalentes a la original P. Sin embargo, para el caso de procesos de Levy
con distribuciones simétricas hay una tnica MMEN. La existencia de una medida mar-
tingala equivalente esta relacionado a la ausencia de arbitraje, mientras que la unicidad
de la misma estd relacionado a la completitud del mercado. La existencia de una MME
nos permite valuar el precio de una opcién de un activo riesgoso, no con respecto a la
medida P, sino con respecto a la medida () mediante el calculo de los valores esperados

de los pagos descontados de la opciéon. En términos econdémicos, cuando trabajamos bajo
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@ se dice que estamos en un mundo de riesgo-neutral porque en dicho mundo el valor
esperado de los retornos de todo activo riesgoso es igual al retorno libre de riesgo de la

cuenta bancaria €. Formalmente, se denota:

EQ [St|F0] = 6”50.

En sintesis, los objetivos de este trabajo son:

1) Primero, fundamentar la existencia y la unicidad de una medida equivalente natural

(MEN).

2) Segundo, fundamentar la unicidad de una medida martingala equivalente natural

(MMEN).

3) Tercero, fundamentar el modelo propuesto en [12] para valuar opciones europeas de

compra.

4) Finalmente, replicar las aplicaciones del enfoque tedrico desarrollado en [12], pre-
sentar una aplicacion adicional usando el proceso de Meixner Simétrico y luego
comparar el precio de la opcién europea de compra obtenido mediante este modelo

con el modelo clasico de Black-Scholes.

La organizacion de este trabajo es la siguiente.

En el capitulo 1, se presentan algunas definiciones y resultados clasicos sobre procesos
de Lévy y se estudian algunos resultados principales de transformacion de medida para
procesos de Lévy que nos permitirdn encontrar la medida equivalente bajo la cual el
proceso de Lévy continua preservando las caracteristicas de un proceso de Lévy. De esta
forma, sentaremos las bases para la busqueda formal de la MEN.

En el capitulo 2 se caracteriza un proceso de Lévy simétrico y se realiza la prue-
ba de existencia y unicidad de la MEN. La prueba de existencia se divide en dos casos

interesantes. Primero, si el proceso tiene un componente gaussiano, entonces es posible
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obtener una MEN. La existencia de esta medida se caracteriza cambiando el parametro
de posiciéon de la distribucion simétrica de Y;. Segundo, si el proceso es de salto puro o, en
otras palabras, no tiene el componente gaussiano entonces se obtiene una MEN siempre
y cuando la medida de Lévy bajo la medida de probabilidad inicial sea equivalente a la
medida de Lebesgue. Si asumimos que se cumple dicha condicién entonces una MEN se
obtiene cambiando el parametro de escala de la distribucion de Y;. Asimismo, la prueba
de unicidad depende de dos casos particulares. Primero, si el proceso tiene un componente
gaussiano entonces se encuentra una tnica MEN. Finalmente, se realiza un estudio deta-
llado de la unicidad de la MEN estudio de unicidad también toma una forma dicotémica.
Estos resultados de unicidad y existencia son de vital importancia para el desarrollo de
los capitulos posteriores.

En el capitulo 3, se agrega una condicion a la medida equivalente natural, la cual es
que sea martingala, es decir una medida tal que el proceso de precios e Sy, t > 0, sea
una martingala. Cuando se agrega esta condicion a la MEN, se consigue que la medida
martingala equivalente natural (MMEN) sea tnica en los dos casos mencionados lineas
arriba. A partir de esta nueva medida, se obtiene la féormula de valuacién de opciones
de compra europea usando cambio de numerario. De esta forma se obtiene una féormula
cerrada de valuacion de opciones cuando los retornos del proceso de precios es modelado
con un proceso de Lévy simétrico.

En el capitulo 4, aplicaremos los resultados del capitulo anterior para obtener una
formula de valuacién de opciones europeas de compra cuando el proceso de precios de
los activos es un proceso de Varianza Gamma Simétrico (VGS). Un resultado importante
en este capitulo es que la formula de Black-Scholes es un caso particular de la formula
obtenida bajo el modelo VGS. Este resultado se obtiene porque el exceso de curtosis
es un parametro que se puede controlar en dicho modelo. Posteriormente, se realizan
simulaciones del precio de la opcién obtenido mediante el modelo VGS y se compara con

el obtenido en el modelo clasico de Black-Scholes.
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En el capitulo 5, aplicaremos los resultados del capitulo 3 para obtener una férmula
de valuacion de opciones europeas de compra cuando el proceso de precios de los activos
es modelado como un proceso Normal Inverso Gaussiano Simétrico (NIGS). Al igual que
en el capitulo anterior, en este capitulo, la formula de Black-Scholes es un caso particular
de la formula obtenida bajo el modelo NIGS. Este resultado se obtiene porque el exceso
de curtosis es un parametro que se puede controlar en el modelo NIGS. Asimismo, se
realizan simulaciones del precio de la opcion obtenido mediante este modelo y se compara
con el obtenido en el modelo clasico de Black-Scholes.

Finalmente en el capitulo 6, aplicaremos los resultados del capitulo 3 para obtener
una férmula de valuacion de opciones de compra cuando el proceso de precios de los activos
es un proceso de Meixner Simétrico (MS). Un resultado importante en este capitulo es
que la formula de Black-Scholes es un caso particular de la formula obtenida bajo el
modelo MS. Este resultado se obtiene porque el exceso de curtosis es un parametro que
se puede controlar en este modelo. Asimismo, se realizan simulaciones del precio de la
opcién obtenido mediante este modelo y se compara con el obtenido en el modelo clasico

de Black-Scholes .
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Capitulo 1

Procesos de Lévy

En el presente capitulo, salvo se mencione lo contrario, (£2, F, P) representara un
espacio de probabilidad donde todos los procesos estocasticos con los que trabajemos
estaran definidos. Para cada tiempo t > 0, la variable aleatoria - — Y'(¢, ) sera denotada
por Y; vy Y(t). Ademas, cada proceso estocéstico Y : [0,00) x 2 — R serd denotado
por (Y;) v {Y;; t > 0}. Por otro lado, en este capitulo enunciaremos algunos resultados
importantes de procesos de Lévy, que seran necesarios para el desarrollo de los siguientes
capitulos. Las pruebas de dichos resultados seran omitidas en el presente trabajo, pero

muchos de ellos pueden encontrarse en [1].

1.1. Funciones caracteristicas

A continuacién recordaremos algunos conceptos y resultados importantes de funcio-
nes caracteristicas que se utilizardn a lo largo del presente trabajo. Asimismo, fijaremos

algunas terminologias que se seran usadas.

Definiciéon 1.1. Sea X una variable aleatoria. La funcion caracteristica vx : R — R de

X es definida por
¥x(u) = Elexp(iuX)] = / edLy(z),

R
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donde Lx es la ley de X (es decir, Lx(A) = P(X € A), para todo A € B(R) !).
Observaciones 1.

a) La funcion caracteristica de una variable aleatoria caracteriza completamente su dis-
tribucion. Es decir, si dos variables aleatorias tienen la misma funcién caracteristica

entonces tiene la misma ley.

b) La funcion caracteristica de una variable aleatoria es siempre continua y verifica que

Px(0) = 1.

Proposicion 1.2. Sean X, Xo, -+, X, variables aleatorias independientes. La funcion
caracteristica de S, = X1+ Xo +---+ X, es el producto de las funciones caracteristicas

de las variables aleatorias X1, Xo, -+ , X!

Vs, (u Hle ,  para todo u € R. (1.1)
Demostracion.
Vs, (u) = Elexp(iuS,)] = Flexp(iu(X1+- - -+X,,))] = Elexp(iuX;) exp(iuXy) - - - exp(iuX,)]
como las variables aleatorias X7, X, -+, X,, son independientes, se tiene que
s, (u) = Elexp(iuXy)]|Elexp(iuXs)] - - - Elexp(iuX,) wa

O

Sea X una variable aleatoria con funcion caracteristica 1x. Dada la observacion 1.a)

hecha anteriormente, 1)x(0) = 1 y ¢ x es continua en u = 0, entonces ¥ x(u) # 0 en un

!Denotamos por B(R) a la menor o-algebra sobre R que contiene a los abiertos de R. B(R) es conocida
como el o-algebra de Borel sobre R. Los elementos de B(R) se denominan borelianos de R y cualquier
medida en (R, B(R)) se denomina medida de Borel o medida boreliana.
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entorno de u = 0. Por tanto, podemos definir una version continua del logaritmo de 1 x.

Asi, existe una tnica funcion continua ¢x tal que
ox(0)=0 y ¢x(u)=e’*®  en un entorno de u = 0. (1.2)

Definiciéon 1.3. La funcion ¢x es llamada funcion generatriz de cumulantes de X.

Los cumulantes de X son definidos (en caso existan las derivadas de ¢x) mediante:

10"
fn(X) = in au’j(

(0) (1.3)

Los cumulantes estan relacionados con los momentos de X. En efecto, si asumimos que los
momentos de X, my = E[X*] existen, para k = 0,1,2....n, el enésimo cumulante puede

ser expresado como una funcién polinomial de my.

Ejemplo 1.

ki(X) = m(X) = E[X],
ko(X) = ma(X) —mi(X)? = Var(X),

k3(X) = ma(X) — 3ma(X)my(X) + 2m,(X)?2.

Observaciones 2.

a) Versiones de cumulantes libres de escalas pueden ser obtenidas normalizando k,, por

la enésima potencia de la desviacién estandar

ks

s(X) = W’

El niimero s(X) es llamado coeficiente de sesgo de X y la variable aleatoria X tiene
sesgo positivo si s(X) > 0. El nimero ¢(X) es llamado curtosis de X y la variable

aleatoria X es leptocurtica o de cola pesada si ¢(X) > 0.

13
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b) Si X tiene distribucion normal, ¢y es un polinomio de segundo grado, en conse-
cuencia para n > 3, k, = 0. Este resultado permite ver que s(X) , ¢(X) y otros

cumulantes de mayor orden son una medida de desviacién de normalidad.

¢) Por construccion, el sesgo y la curtosis son invariantes al cambio de escala:

s(AX) =s(X) ¢(AX) =c(X), paratodo>0.

El siguiente resultado se puede deducir facilmente de (1.1).

Proposicion 1.4. La funcion generatriz de cumulantes de una suma de variables alea-
torias independientes es la suma de cada funcion generatriz de cumulantes. Es decir, si

Xy, Xo, ..., X, son variables aleatorias independientes, entonces :

X1+ Xt 4 X, (U) = Z ox, (u) -
i=1

1.2. Divisibilidad infinita

La convolucién de medidas de probabilidad sera ttil para caracterizar la propiedad de

divisibilidad infinita de una variable aleatoria.
Definicion 1.5. Sean L, y Ly dos medidas de probabilidad que pertenecen a M;(R)?, la

convolucion de Ly y Ly es la funcion Ly * Ly : B(R) — R definida por

(L1 % Lo)(A) = /RLl(A —x)Lo(dz), para todo A € B(R) , (1.4)

donde A—x={y—x:y¢€ A}

Teorema 1.6. La convolucion Ly x Ly es una medida de probabilidad en (R, B(R)).

2 Denotamos como M (R) al conjunto de todas las medidas borelianas de probabilidad en R.
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Demostracion. Se conoce que (L x Ly)(A) > 0 para todo A € B(R). Ademaés si A = R,
se cumple que (L; * Lg)(A) = 1. Ahora tomemos una sucesion (A,;n € N) de conjuntos
disjuntos en B(R). Luego, para todo x € R, la sucesion (A4, — x;n € N) también es de

conjuntos disjuntos. Asi se tiene que

Ll*L2<UAn> = /RL1 :(UAH>—x]L2(dx)

neN neN

_ /R L U(An—x)] Lo(dz)

L neN

- /R S Li(Ay — 2)La(da)

neN

S /R L1(Ay — 2)Lo(de)

neN

= ) Li*Ly(A,)

El intercambio de la integral por la sumatoria se justifica a través del teorema de la

convergencia monotona. O

Teorema 1.7. Si f es una funcion de BoreP acotada en R, entonces para cualesquiera

L; e M;(R), i = 1,2,3, se cumple que:
[ £ L)) = [ [ 5o+ )Ll Latao
2. Ly % Lo = Lo x Lq;
3. (Ly % Ly) * Ly = Ly # (Lo % Ly).
Demostracion. Ver [1], p. 22-23. O

Definicién 1.8. Para cada medida de probabilidad L € M;(R), sea L*" = L*...x L (n
veces). Decimos que Lg tiene raiz n-ésima bajo convolucidon, si existe L € My(R) una

medida, para la cual (L)*" = Lq. Si existe tal medida, serd denotada por Lé/".

3Una funcién de Borel o funcién boreliana es una funcién medible respecto al o-algebra de Borel.
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A continuacion se presenta la definicion, asi como propiedades y algunos ejemplos de

distribuciones infinitamente divisibles.
Definicién 1.9. Sean L € M;(R) una distribucion y X una variable aleatoria.
1. Se dice que L es infinitamente divisible si, para todo n € N, existen variables alea-
torias Yl("), o Yn(") independientes e idénticamente distribuidas tales que la suma

VARSI 14 (1.5)

tiene distribucion L.
2. Se dice que X es infinitamente divisible, si su distribucion es infinitamente divisible.

Proposicion 1.10. Sean X wuna variable aleatoria, Lx la ley de X y ¢x la funcion

caracteristica de X. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:
1. X es infinitamente divisible.

2. Para todo n € N, Lx tiene raiz n-ésima bajo convolucion, la cual es a su vez la

distribucion de una variable aleatoria.

3. Para todo n € N, ¥x tiene raiz n-ésima, la cual a su vez es la funcion caracteristica

de una variable aleatoria.

Demostracion. Demostraremos primero (1.) = (2.). Dado n € N, existen variables alea-
torias Y™ + - - + ¥, i.id. tales que Ly ~ Y™ +--- + Y, Es claro que la distribucién

comtn de las Y™

5 es la convolucion raiz n-ésima requerida.

Ahora probaremos que (2.) = (3.). Sea Y una variable aleatoria con distribucion (Ly )/

Se tiene de la Proposicion 1.7, que para todo u € R,

x (u) = /R o /R e (L) ™ (dyy) - (L) " (dyn) = (y (w))"
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donde ¢y (u) = [ e™(Lx)""(dy).
Finalmente (3.) = (1.). Sean Y™ v\ ... V" copias independientes de la variable

aleatoria cuya funcion caracteristica es la raiz enésima de ¥ x(u). Luego, se tiene

EleX] = E[eiuyf"))] o E[ez‘uYTE"))] _ E[ez‘u(yl(">+y2<")+~-+YTE"))]‘

De acuerdo a la observacion 1.a), deducimos que Y™ + Y™ + -+ + ¥, tiene la misma

distribucion que X. O

La proposicion anterior sugiere una forma equivalente de definir divisibilidad infinita

de una distribucion.
Corolario 1.11. L € M (R) es infinitamente divisible si y solo si para todo n € N eziste
LY™ € My (R) tal que

Yr(z) = [Wpm ()™, para todo x € R.

Demostracion. La prueba es inmediata a partir de la proposicion anterior. ]

En lo que sigue se presentan algunos ejemplos de distribuciones infinitamente divisi-
bles. Los ejemplos corresponden a la distribucién normal, la distribuciéon de Poisson y la
distribucion de Poisson compuesta. Es importante resaltar que la funcion caracteristica

tiene un rol fundamental en la propiedad de divisibilidad infinita.
Ejemplo 2.

Sea X una variable aleatoria que tiene una distribuciéon normal con media p y varianza

o?. Entonces X es infinitamente divisible. En efecto, la funcién caracteristica de X es

] , para todo u € R.

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_}\éELl}g?AD

DEL PERU

Entonces
2,2
n _ o'y
U =e u— —
[0 (u)] m[n %r
con lo cual, X es infinitamente divisible tomando Yj("),j =1,2,---,nii.d. con distribu-

cion comtin N (4, 2),
n n
Ejemplo 3.
Sea X una variable aleatoria que tiene una distribuciéon de Poisson con pardmetro A > 0.

Entonces, X es infinitamente divisible. En efecto, la funcion caracteristica de X es

Vx(u) = exp[A(e™ —1)], para todo u € R.

Entonces
AR
wwww=“4#W—4’
con lo cual, X es infinitamente divisible tomando Y;-(n),j =1,2,---,nii.d. con distribu-

cién comin Poisson(2).

Definiciéon 1.12. Sean & = (£(n);n € N) una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas con distribucion comin Le y N una variable aleatoria
independiente de £ tal que N ~ Poisson(\). Se dice que una variable aleatoria X sigue

una distribucion de Poisson compuesta con pardmetro X > 0 y L¢ st

En este caso, utilizaremos la notacion X ~ PC(, Lg).

Proposicién 1.13. La funcion caracteristica de X ~ PC(\, Lg) es
¥x(u) = exp [/(ewy - l)ALg(dy)] ., para todo u € R.
R

18
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Demostracion. Sea v¢(u) = [, ™Y L¢(dy) la funcion caracteristica de cada &(n). Luego,

por independencia encontramos que

n=0
_ Z E[e(iu£(1)+...+iu§(n))|N _ n} e—A&
— n!

o= (M (u))™
—eZOij!”

= exp[A(¢e(u) = 1)].

]

Proposicion 1.14. Si X es una variable aleatoria que tiene una distribucion de Poisson

compuesta con pardmetros X > 0 y L¢, entonces X es infinitamente divisible.

Demostracion. Se verifica que X es infinitamente divisible tomando Y;-(n),j =1,2,3,i.i.d.

con distribucion comin PC(2, Le). O

A continuacién revisaremos el Teorema de Paul Lévy y A. Ya. Khintchine, que fue
establecido en 1930, el cual da una caracterizacion de variables aleatorias infinitamente
divisibles a través de sus funciones caracteristicas. Pero, primero es necesario presentar

una definicién importante.

Definicion 1.15. Sea v una medida de Borel definida sobre R — {0} = {y € R,y # 0}.

Se dice que v* es una medida de Lévy si

/ (1 A )(dy) < oo (1.6)
R—{0}
Proposicién 1.16. Si L es una medida de Lévy y 0 < e < 1, entonces se cumple que

L((—€,€)) < oo, para todo € > 0.
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Demostracion. Se tiene que

21.(d 2 A VL(d 2 A 1VL(d o
/(e’e)cy <y)§/(e’e)c(y A ) (y)é/ (y AN ) (y)<

R—{0}
O
Proposicion 1.17. Toda medida de Lévy en R — {0} es o-finita*
Demostracion. La prueba es inmediata a partir de la Proposicion 1.16. O

Existen caracterizaciones alternativas para (1.6), siendo una de ellas

/_ lyl* v(dy) < oco. (1.7)

Proposicién 1.18. Las condiciones (1.6) y (1.7) son equivalentes.

Demostracion. Basta verificar que para todo y € R,

1 _|i/||2|2 < |y\2 A1 < 2%-
O
Teorema 1.19 (Lévy-Khintchine). Sea L € M (R).
1. Si L es infinitamente divisible, entonces
cAu? ,
(u) = exp {iu,u — + /R—{O} [e’“y -1- @'ule(y)] u(dy)] , uelR; (1.8)

donde p € R, ¢ >0, v es una medida de Lévy en R — {0} y D = {y € R;|y| < 1}.

2. La representacion de ¢(u) en (1.8) mediante u, ¢, y v es unica.

4 Sea (9, F) un espacio medible, una medida L en (S, F) es o-finita si existe una sucesién (A4,;n € N)
en F tal que S = U5, A, vy L(A,) < oo para cada n € N.
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3. Reciprocamente, st ¢ > 0, u € R y v es una medida de Lévy, entonces existe una

distribucion infinitamente divisible L € My (R) cuya funcion caracteristica estd dada

por (1.8).
Demostracion. Ver [1], p. 61-62. O

Sea X una variable aleatoria infinitamente divisible. Entonces (por el resultado ante-

rior) su funcion caracteristica se puede escribir como

donde

2. .2
AM=W—ﬂﬁ/.kw4—wbwwm ueR
2 R—{0}

Definicion 1.20. La funcion A : R — C es conocida como simbolo de Lévy de X.

Definicién 1.21. La terna (u,c,v) del Teorema de Lévy-Khintchine es conocida como

terna generadora de L.

1.3. Definicién y propiedades basicas de los procesos de
Lévy

Definicion 1.22. Sea Y = {Y;; t > 0} un proceso estocdstico definido en el espacio de
probabilidad (2, F, P). Se dice que Y es un proceso de Lévy si se cumplen las siguientes

condiciones
1. Yo =0 c.s.;
2. Y tiene incrementos independientes, es decir, para tiempos 0 < t; <ty < ... <t, ¥y

para cada n € N, las variables aleatorias

V(1) Y (t2) = Y1), V() = Y (ta 1)

21
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son independientes;

3. Y tiene incrementos estacionarios, es decir, para cada par de tiempos t y s con

0 < s < t, las variables aleatorias

Y;ﬁ_Y; Y Y;Efs_YE):Y;fs

tienen la misma distribucion;

4. Hay un Qo € F con P[Qo| =1 tal que, para cada w € Qo, la funcion t — Yi(w) es

continua por la derecha y tiene limites por la izquierda.

Proposicion 1.23. Sea Y un proceso de Lévy. Entonces, para cada t > 0, Y, es infinita-

mente divisible.
Demostracion. Ver [1], p. 43. O

Lema 1.24. Si H = {H;;t > 0} es un proceso estocdstico continuo en probabilidad®

entonces la funcion t — g, (u) es continua para todo u € R.
Demostracion. Ver [1], p. 44. O
Proposicion 1.25. Sea Y un proceso de Lévy en R. Entonces, existe una funcion continua
AR — R, tal que:
Uy, (u) = E[e™Y] = @ para todo u € R.
La funcion A es llamada el exponente caracteristico de Y. Note que A es el simbolo de
Lévy de Y;.

Demostracion. Ver [1], p. 44-45. O

5 Para cada a > 0 y cada s > 0, %1_r>nP(|Yt—YS| >a) = 0.
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Cabe resaltar que el inico grado de libertad que nosotros tenemos para especificar un
proceso de Lévy es mediante la especificacion de la distribucion de Y; para un solo tiempo
(por ejemplo t = 1).

El siguiente resultado es importante en la teoria de procesos de Levy y es conocido como

la representacion de Lévy-Khintchine para procesos de Lévy.
Teorema 1.26.

1. SiY es un proceso de Lévy en R entonces

2,2
Ele™] = exp |t| ipu — L _|_/ [ei“y N 4 iuy1|y|<1(y)} v(dz) ||, (1.10)
2 e )
donde p € R, ¢ > 0 y v es una medida de Lévy en R — {0}. La terna p, ¢ y v estd

unicamente determinado por Y .

2. Sip€eR, c>0yv es una medida de Lévy, entonces existe un proceso de Lévy Y

que satisface (1.10). Dicho proceso Y es tnico en Ley.

A la terna (p, ¢, v) se le denomina terna generadora del proceso Y y algunas veces se

le llama a Y como el proceso generado por (u, ¢, v).
Demostracion. Ver [18], p. 65. O

Proposicion 1.27. Sea Y un proceso de Lévy en R con terna caracteristica (p,c,v). Las

stquientes proposiciones son equivalentes:
1. Para algin t > 0 el n-ésimo momento de Y:, E[|Y:|"] es finito.

2. Para todo t > 0, el n-ésimo momento de Y;, E[|Y:|"] es finito.

3. flylzl ly|"v(dy) < oo.
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En este caso los momentos de Y; pueden ser obtenidos a partir de su funcion caracteristica

por derwacion. En particular, la varianza de Y, estd dada por

Var(Y;) = t(02 + /RyZV(dy)) (1.11)

Demostracion. La prueba de este resultado se puede encontrar en [17], p. 103-104. ]

1.4. Saltos de un proceso de Lévy, medida de salto y
medida de intensidad

Definiciéon 1.28. Sea Y un proceso de Lévy con terna caracteristica (u,c,v). Se defi-
ne el salto del proceso Y en el instante t > 0, como AY(t) = Y (t) — Y (t—), donde
Y (t—) = limyy Y (s). Asimismo, se define el proceso de salto AY = {AY(t); t > 0}. Si

sup |AY (t)] < C < o0 c.s. donde C € R, diremos que el proceso Y tiene saltos acotados.
>0

Proposicion 1.29. Sea Y un proceso de Lévy con saltos acotados. Entonces, E[|Y (t)|"] <

oo para todo m € N.
Demostracion. Ver [16], p. 14-15. O

En lugar de explorar todos los saltos AY de un proceso de Lévy Y, resulta maés
favorable contar los saltos del proceso que tengan un cierto tamano. Sea By, la familia de
borelianos U C R cuya clausura U no contiene a {0}. Para 0 < ¢t < ooy U € By, nos

interesa describir y estudiar las propiedades de
N(t,U)=#{0<s<t; AY(s) € U}.
Definicién 1.30. Sea Y un proceso de Lévy, la medida de salto se define como

N:Q xR, xBy - N
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(w,t,U) — N(w,t,U)= > 1y(AYi(w)).

0<s<t
N(w,t,U) = N(t,U) representa el nimero de saltos de tamano A(Yy) € U que ocurren
antes del tiempo t. La forma diferencial de esta medida se escribe como N(dt,dz).
Proposicion 1.31. La medida N(t,U) es finita para todo U € By.
Demostracion. Ver [5], p. 1-2. O

Corolario 1.32. La funcion de conjuntos U — N(w,t,U) define una medida o-finita
para w y t fijos.

Demostracion. Ver [5], p. 3-4. O
Definicién 1.33. Definimos la medida de intensidad de Y o medida de Lévy como la

funcion v : By — N dada por

v(U) = E[N(L,U)],

donde E = EY denota esperanza con respecto a P.

Teorema 1.34. Si U € By entonces NV = {N(t,U); t > 0} es un proceso de Poisson

con intensidad X\ = v(U).
Demostracion. Ver [1], p. 102-103. O

Teorema 1.35. Si Uy, Us, ..., U, € By y son disjuntos, N(t,Uy), N(t,Us), ..., N(t,Uy,,) son

mdependientes.
Demostracion. Ver [1], p. 104-106. O

Definicion 1.36. Sean (X,;n € N), una sucesion de variables aleatorias i.i.d. con
distribucion comin Lx, = Lx, y N = {N(t);t > 0} un proceso de Poisson con in-
tensidad A > 0 e independiente de (X,; n € N). El proceso de Poisson compuesto,

Z ={Z(t); t > 0} se define como

Z(t) =) X(i), t>0. (1.12)
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Proposicion 1.37. El proceso de Poisson compuesto es un proceso de Lévy.
Demostracion. Ver [1], p. 50. O

Proposiciéon 1.38. La medida de intensidad del proceso de Poisson Compuesto Z dada

en (1.12) es v = ALx.
Demostracion. Ver [1], p. 50. O

El resultado anterior muestra que un proceso de Lévy puede ser representando por un

proceso de Poisson compuesto si y solo si su medida de Lévy es finita.

1.5. Integraciéon de Poisson y Descomposiciéon de Lévy-

Ito

En esta seccion, se considera que el proceso {N(t,U); t > 0} con U € By, es inducido

por un proceso de Lévy Y. Es decir,

Asimismo, es importante resaltar que en algunas ocasiones se utilizara vy para denotar

la restriccion sobre U de la medida v.

Definicién 1.39. Sea Y un proceso de Lévy, U € By y f : U — R una funcion de Borel

en U. Entonces, para todot > 0 y w € 1, definimos la integral de Poisson de f como
| 10N = X f@N )
xzelU

Como N(t,{z}) # 0 < AY(s) = z para al menos un 0 < s < ¢, se tiene

/Uf(x)N(t,dx): S HAY)1p(AY)). (1.13)

0<s<t
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Se puede obtener otra representacion 1til de las integrales de Poisson utilizando la sucesion
de tiempos en que ocurren los saltos del proceso N(t,U). Obviamente, dichos tiempos de

salto o llegada son inducidos por el proceso de Lévy Y subyacente.

Definicion 1.40. Si U € By, la sucesion de tiempos de llegada 7V = (¥, n € N) se define

como

=inf{t>0;AY(t)e U}
UV =inf{t >V ;AY(t) e U}, paran>2.

Con lo cual, a partir de (1.13), se tiene que

/Uf(x)N(t,d:v S HAY (P 1pg(7Y). (1.14)

neN

A continuacion se enunciaran algunas propiedades de la integral de Poisson.
Teorema 1.41. Sea U € B,.

1. Para todo t > 0, [, f(x)N(t,dx) tiene una distribucion de Poisson compuesta.

Ademds, para todo u € R,

[exp (zu / f(x)N(t,dx) )} = exp {t /R (€™ —Vvpp(de) |,

donde vy (A) = v(U N f7LHA)).

E[ /U f(w)N(t,dx)] — ¢ /U F@)v(de

2. Si f e L\U, wvy),

3. Si feLXU,vy),

N(t,dx)

var(| [ )|) =t [ ropvas)

Demostracion. Ver [1], p. 107-108. O
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Teorema 1.42. Sean Uy y Uy conjuntos disjuntos que pertenecen a By. Entonces, los dos

procesos J' = (JL(t),t > 0) y J*> = (J%(t),t > 0) dados por

JH(t) :/U xN(t,dx) = Z AY (s)1y, (AYY),

0<s<t

P = [ aNd) = ¥ AY()1,(AY),

0<s<t
son procesos de Lévy independientes.

Demostracion. Ver [1], p. 116-117. O

Definicién 1.43. Sean U € By y f : R — R una funcion boreliana. La sucesion de

variables tamario de salto (Z7 (n);n € N) se define como
24w = [ F@N.dx) = [ F)N G da).
Lo que también es equivalente a
Z7(n) = f(AY (7)), para todo n € N.

Proposicién 1.44. Las variables aleatorias ZfU(n), n € N son i.i.d. con distribucion
comin dada por

v(UN f1(A4))

(0 para todo A € B(R).

P(Z{(n) € A) =

Demostracion. Ver [1], p. 108. O
Teorema 1.45. { [, f(z)N(t,dz);t > 0} es un proceso de Poisson compuesto.
Demostracion. Ver [1], p. 109. O

Definicion 1.46. Sea U € By, f € L*(U,vy) y para todo t > 0, se define la integral de
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Poisson compensada como

/f N(t, da) /f tdx)—t/Uf(x)u(dx

Proposicion 1.47. La integral de Poisson compensada tiene las siguientes propiedades:

1. La integral de Poisson compensada es una martingala con respecto a la filtracion

natural de N(t,dx).

2. La funcion caracteristica de la integral de Poisson compensada es:

cad {t /U e _ 1 —z'ux]yf,U(dx)},

donde viy(A) =v(UN f71(A)) yueR.

8. Si f € L*(U,vy) entonces

tdx

]—t/If 2w (de).

Demostracion. Ver |1], p. 109-110. O

Uno de los principales resultados en la teoria de los procesos de Lévy es la descom-
posicion de Lévy-Ito. Este resultado permite descomponer los caminos muestrales de un
proceso de Lévy en una parte continua y otra de saltos. Debemos recordar que la medida

de saltos N se encuentra asociada a un proceso de Lévy Y, el cual se quiere descomponer.

Definicién 1.48. Para todo a > 0, sea el proceso de Poisson Compuesto,

{ /Iwza eN (¢, dz)it 2 0},
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Definimos un nuevo proceso estocdstico Y* = {Y(t);t > 0} dado por
Yt) =Y(t) —/ zN(t,dz), para todot > 0.
lz|>a

Sean {7,;n € N}, los tiempos de llegada del proceso de Poisson N (¢, A°), t > 0, donde

A ={y e R;|y| < a}. Entonces

Y (1) S0<t<m,
Y(Tl—) sit= 71,
V() = ¢
Y(t)—Y(Tl)+Y(T1—) si T1 <t<T2,

Ya(TQ—) Sit:TQ,

y asi recursivamente.
Teorema 1.49. Fl proceso estocdstico Y es un proceso de Lévy.
Demostracion. Ver [1], p. 120. O

Definicién 1.50. Para cualquier a > 0, definimos el proceso de Lévy compensado de

eliminacion de saltos, Yo = {Y*(t); t > 0}, donde

A~

Ya(t) = Yo(t) — E[Y°(t)].

Teorema 1.51. El proceso compensado de eliminacion de saltos es una martingala cadlag®

centrada y cuadrado integrable.

Demostracion. ver [1], p. 120-121. O

~

A partir de ahora consideraremos a = 1 y a los procesos Y!' e Y! como Y e Y,

respectivamente.

5Por cadlag entendemos caminos continuos por la derecha y que tiene limite por la izquierda.
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Teorema 1.52. Para todo t > 0,

A~

Y(t) =Ye(t) + Yt),

donde Y°¢ y Y? son procesos de Lévy independientes, Y tiene caminos muestrales conti-

nuos y

Demostracion. ver [1], p. 121-122. O

Proposicion 1.53. Para todot >0 y u € R

E[e™"®)] = exp {t/ [ —1 — zux]u(dx)}
lz|<1

Demostracion. Ver [1], p. 123. O

Definicién 1.54. El proceso de Wiener o movimiento browniano estandar es un proceso

estocdstico {Wy;t > 0} con valores en R definido para todo t € [0,00) tal que
a) Wo =0 c.s.;
b) Los caminos muestrales t — Wy son continuos c.s.;

¢) Para cadan € N, tiempos 0 <ty <ty < .... < t, y conjuntos de Borel Ay, ..., A, CR
se cumple que

P(W(tl) c Ay, Wity € An) _

:/ / p(t1,0,21)p(te — t1, 1, 22)..p(ty — tn_1, Tpn_1,Tp)dxy...dTy,
Al n

donde
1 _(==y)?

p(t,z,y) = \/2—me 2

estd definido para todo x,y € R yt > 0. Ademds p(t,z,y) es llamada densidad de

transicion.
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Teorema 1.55. Se cumple una de las siguentes condiciones:

a) Y =0, para todo t > 0.

b) Eziste o > 0 tal que g, t > 0 es un movimiento browniano estindar.
Demostracion. Ver [1], p. 123-126. O

Teorema 1.56. Sea Y un proceso de Lévy. Entonces, existen b € R, un movimiento
browniano estindar B, (con Var(B,(t)) = at) y una medida de Poisson N en Ry x (R —

{0}) independiente de B,, tal que para todo t > 0,

Y (t) = bt + B,(t) + / xN(t,dz) + / zN(t,dz).
|z|>1

lz|<1

Demostracion. Este es un resultado directo de combinar los Teoremas 1.52 y 1.55. Los
detalles de la prueba estan en [1], p. 126.
O

El proceso de Lévy Y puede ser considerado como una variable aleatoria en el espacio
D = D([0,00),R) de caminos muestrales cadlag, equipado con su o-algebra Fp', la
cual nos da informacién de cuales eventos son medibles o no. En otras palabras, que
declaraciones pueden ser hechas sobre estos caminos muestrales. La distribucion de Y
induce una medida de probabilidad P en este espacio de caminos muestrales. Ahora si
consideramos otro proceso de Lévy X, este induce otra medida de probabilidad @) en el
espacio D. En lo siguiente, analizaremos condiciones bajo las cuales P y () son medidas
de probabilidad equivalentes, en el sentido que ellas definan el mismo conjunto de posibles

escenarios:

P(A) =1sQA) =1

Si Py () son equivalentes, entonces los modelos estocasticos X y Y definen el mismo con-

junto de posibles evoluciones. La construcion de un nuevo proceso en el mismo conjunto de

"Fp es el o-dlgebra generado por {ys; 0 < s < oo}, donde y; : [0,00) x D — R es la funcién de
cordenadas.
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sendas mediante la asignaciéon de nuevas probabilidades a eventos, es decir reponderando
las probabilidades, es llamado cambio de medida.

Dada una medida de probabilidad P en el espacio D = D([0,T),R), medidas equivalentes
podrian ser generadas de muchas formas. Por ejemplo, dada una variable aleatoria Z > 0
en D con EF[Z] = 1, la nueva medida de probabilidad Q definida mediante un ajuste a

la probabilidad de cada w € D por Z(w), es decir,

Q(A) = E*[Z1,], paratodo A € Fp,

es equivalente a P. Si restringimos a eventos que ocurren entre 0 y ¢, entonces cada camino

muestral entre 0 y ¢ es reponderado por Z;, = E[Z|F,|:

dQ

5| = Z,, equivalentemente Q(A) = E¥[Z,14], para todo A € F;. (1.15)

s
Por construcién, Z; es una martingala estrictamente positiva que verifica E[Z;] = 1.
Reciprocamente, cualquier martingala estrictamente positiva (Z;)icjo.r) con E[Z] = 1

define una nueva medida en el espacio de caminos muestrales mediante (1.15). Aunque,
los procesos definidos por P y () comparten los mismas sendas, ambos pueden tener
diferentes propiedades analiticas y estadisticas. En general, si P define un proceso de
Lévy Y, el proceso X definido por () no es necesariamente un proceso de Lévy, porque
podria tener incrementos que no cumplan con ser independientes y/o estacionarios.

En la siguiente seccién analizaremos el cambio de medida equivalente para procesos de

Lévy.

1.6. Transformacién de medida para procesos de Lévy

Por conveniencia, en lo que sigue de esta seccion fijaremos un espacio medible (€2, F).
Denotamos a un proceso de Lévy {Y;; t > 0} definido sobre un espacio de probabilidad

(Q, F, P) mediante ((Y;), P). Para cada medida de probabilidad P sobre el espacio me-
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dible (£2, F), nos referiremos a un proceso de Lévy con respecto a P como P-proceso de
Lévy y a todas las caracteristicas del proceso antepondremos P para denotar que dichas
caracteristicas estan definidas bajo la medida de probabilidad P.

Sea D = D([0,00),R), el espacio de funciones w : [0,00) — R continuas por la derecha con
limite por la izquierda. Sea la funcién de cordenadas definida por y; : [0,00) x D — R.
Sea JFp, el o-algebra generado por {y,; 0 < s < oo} y F;, el o-adlgebra generado por
{ys; 0 < s < t}. Todo proceso de Lévy ((Y;), P) induce una medida de probabilidad PP
sobre (D, Fp) tal que ((y;), PP) es un proceso de Lévy idéntico en ley con ((Y;), P). Asi
cuando decimos que ((y;), PP) es un proceso de Lévy en R, estamos diciendo que PP es
una medida de probabilidad sobre (D, Fp) y (y;) es un PP-proceso de Lévy.

En esta seccién es importante tener en cuenta que cuando consideramos dos procesos de
Lévy ((y), P) vy ((y), @), D, Fp y (y;) son comunes y solamente las medidas Py @ son
diferentes.

Los siguientes resultados consideran procesos de Lévy de la forma ((y;), P) donde P es
una medida de probabilidad sobre (D, Fp). Ademas, dichos resultados proporcionan una,
clase de medidas equivalentes que preserva la estructura del proceso de Lévy.

Antes de enunciar los resultados, recordemos algunas definiciones y notaciones. Sean p; y

p2, dos medidas sobre un espacio medible (M, Fy).

= Se dice que p; es absolutamente continua con respecto a po, si
{B € Far; p2(B) = 0} C{B € Far; pi(B) = 0}

Denotaremos esto mediante p; < po.

= FEn el caso anterior, existe una funcién medible g : M — R tal que

p1(A) = / g(w)p2(dw), para todo A € F.
A

Esta funcion es conocida como la derivada de Radon-Nikodym de p; con respecto a
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dp1

p2 v es denotada por Don”

= Se dice que p; es equivalente a po, si p; < pa v p2 <K p1. Denotaremos esto mediante
P1 = P2-

= Si p; &= py, entonces g% es estrictamente positiva y finita p;-c.s. o , equivalentemente,
Pa2-C.S.

Lema 1.57. Sean ((y;), P) un proceso de Lévy en R con terna caracteristica (jp,cp,vp).

Seann € R y ¢ : R — R una funcion medible positiva que satisface

(y)

/R(e2 —1)°up(dy) < co. (1.16)

Entonces, se cumplen las siguientes afirmactones:

a) Para cada t >0, el limite

ti | 30 o(du) -t [

0<s<t |y‘>8
[Ays|[>e

<e¢<y> 4 1) vp(dy) (1.17)

existe y la convergencia es uniforme en t sobre cualquier intervalo compacto, P-c.s.

b) El proceso ((Dy), P) definido como

2c4t :
D; = nyf — il 2P —nppt + llg(l) ( Z o(Ays) — t/ (e¢(y) - 1> Vp(dy)> ;
c 0<s<t |y|>"E

[Ays|>e

(1.18)
donde ((y§), P) es la parte continua de ((y;), P), es un proceso de Lévy en R con

terna caracteristica (pp, cp,vp) expresada por

pp = —%7720?3 - /}R (ey —1- y1{0<|y\§1}(y)) (VPWl)(dy),
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¢) El proceso ((Dy), P) definido en b) satisface

EPeP] =1, para cadat € (0,00). (1.19)
d) Para cada u € R,

F(u) = /R (e — 1 = duyl <1y (9) = D(y) Ly (6()) ) v (dy).

es finito.

e) Para cada u € R,
EP quyt+ Dy 1 2 2
] = exp (¢ — Seb
+ / (eiuy 11— iuy1{|y|§1}(y))e¢(y)up(dy)
R

+ dupp + iucpn + Zu/ y(e¢(y) — 1) Vp(dy)>] .
ly|<1

Demostracion. Ver [18], p. 221-225. O

Lema 1.58. Sean ((y;), P) un proceso de Lévy en R y ((Dy), P) el proceso dado por (1.18).

Si0<s<tyAeF, entonces
EP[QDtlA] = EP[GDslA] .

Demostracion. Ver [18], p.221. O

Lema 1.59. Para cada t > 0, sea (Q; una medida de probabilidad en el espacio medible

(D, F;). Supongamos que

Qi|lr, = Qs, para cualesquiera 0 < s < t.
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Entonces, eziste una unica medida de probabilidad Q) sobre (D,JF;) tal que
Qlr, = Q, para todo t > 0.

Demostracion. Ver [18], p.221. O

Estos dos tltimos resultados garantizan que existe una tnica medida de probabilidad

Q" en (D, F;) tal que
Q" = E”[eP'1,], para cualesquierat >0y A € F,. (1.20)

En particular,

Q"?|5, ~ P|r,, paratodot>0. (1.21)
Lema 1.60. (y;) tiene incrementos estacionarios e independientes bajo la medida Q2.
Demostracion. Ver [18], p-225. O

Teorema 1.61. Sean ((y:), P) un proceso de Lévy en R con terna caracteristica (ip, cp,vp),
neER y¢:R— R una funcion medible positiva que satisface (1.16). Si Q"% = Q es la
medida de probabilidad dada por (1.20) entonces ((y:), Q) es un proceso de Lévy con terna

caracteristica (f1g, cq,vq) erpresada por

vo(dy) = e®Vvp(dy),
cQ = Cp, (1.22)
pHQ = pp + / y(vo — ve)(dy) +ncp.
ly|<1
Ademds, se tiene que

Q|7 = Plz, paratodot € [0,00). (1.23)

Demostracion. La ecuacion 1.23 es consecuencia inmediata de (1.20). Ahora probaremos

que (y) es un Q-proceso de Lévy con terna caracteristica (ug, cg,vg) dada por (1.22).
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Por el Lema 1.60, (y;) tiene incrementos independientes y estacionarios bajo ). Ademas,
de (1.20) y del hecho que (y;) tiene trayectorias estocésticamente continuas bajo P, se
tiene que (y;) tiene trayectorias estocasticamente continuas bajo @ y yo = 0. Esto muestra
que ((y;), Q) es un proceso de Lévy.

Por el Lema 1.57 parte e), la Q-funcion de distribucion de y; es

. . 1
@ = E9e™] = EP[e" P = exp lt< - 50?3(@4)2
+ / (e"“y ]l — iuyl{\mgu(y))6¢(y>Vp(dy)
R

+ dupp + iuckn + @u/ y(e¢(y) - 1> Vp(d@/))] ,
ly|<1

la cual se reduce a
ng = E’Q[ezuyt] — EP[ezuyt+Dt] = exp [t( — §C2Q'U,2 o iNQU

i /R (emy — W?ﬂﬂmsu(y)))wg(dy))] .

Asi, por el Teorema 1.26, la terna caracteristica de y; bajo () esta determinada por ¢y = cp,

(1.24)

vo(dy) = e*Wup(dy) y pg = pp + / y(vg — vp)(dy) + cpn. O

lyl<1
Proposicion 1.62. Sean P y ) dos medidas de probabilidad sobre un espacio medible
(0, Fo). Sea (0, Fo) otro espacio medible y sea X : © — © una variable aleatoria medible
con respecto a Fo y Fo. Sean Pxy Qx las medidas de probabilidad sobre © inducida por

X bajo P y Q respectivamente. Si P =~ () entonces Px ~ Q)x.

Demostracion. Notamos que si P ~ @, entonces, para todo B € Fg, Px(B) = P[X €
Bl =0y Qx(B) =Q[X € B] =0 son equivalentes. O

Lema 1.63. Sean ((y:), P) y ((y), Q) procesos de Lévy en R generados por (up,cp,vp) y
(ug, co,vg) respectivamente. Si P|r, = Q|z,, para cada t > 0 y la funcion ¢ estd definida

. d . . .
mediante ¢ = In ((hl:—g), entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

38

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP ol UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

a) vp R Ug.
s 2
b) (e 2 — 1) vp(dy) < oo.
R
Demostracion. Ver [18], p. 225-229. O

Lema 1.64. Sean ((v:), P) y ((y:), Q) procesos de Lévy en R con ternas caracteristicas
(up,cp,0) y (pg,cq,0) respectivamente. Si P|lr, = Q|r,, para algin t > 0, entonces se

cumplen las siguientes afirmaciones:
a) cp = cg.
b) Sicp =0 entonces ug = pip-
Demostracion. Ver [18], p. 229-230. O

Teorema 1.65. Sean ((y:), P) y ((y:), Q) procesos de Lévy en R con ternas caracteristi-

cas dadas por (up,cp,vp) y (g, co,vq) respectivamente. Son equivalentes las siguientes

afirmaciones:
1. Plg, = Q|# para todo t € (0,00).

2. Se cumplen las siguientes cuatros condiciones:

(a) cp = cq;
(b) vp = vg;

(¢) La funcion ¢ = In (ZZ—i) satisface

(d) Eziste n € R tal que
pQ — pp + /| y(vg — vp)(dy) = ncp. (1.25)
y|<1
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Demostracion. (2.) — (1.). Si se cumple la afirmacion (2.), cp = cg, vo(dy) = e*@vp(dy)
y existe n € R tal que pug = pup + f|y‘<1 y(vg — vp)(dy) + nck. Por el Teorema 1.61, Q y

Q™ (dada por (1.20)) tienen la misma terna caracteristica. En particular,
Q[B] = Q™ = E"[eP'1p] para t € [0,00), B € F¢,

donde D; es dada por (1.18). Con esto queda mostrada la afirmacion (1).

(1.) — (2.). Supongamos que (1.) se cumple, es decir, asumimos que P|r, ~ Q|r, para
cada t € [0,00). Se mostrara que la afirmacion (2.) se cumple. En efecto, por el Lemma,
1.63 se cumplen 2(b) y 2(c). Ahora, consideremos ((y;*), P) v ((y,°), Q) como las partes
continuas de ((y), P) y ((y:), @) respectivamente. Dichos procesos de Lévy tienen ternas
caracteristicas dadas por (up,cp,0) y (ug,co,0) respectivamente. Denotemos por P,y
Q). las medidas inducidas sobre (D, Fp) por ((y;*), P) v ((y;"), Q) respectivamente. Por
la Proposicion 1.62 se tiene que P.|r =~ Q.|z. La terna caracteristica de ((y,”), Q) es
(ke — Ji<1 ¥(vQ — vp)(dy), cq, 0).

Por el Lemma 1.64, co =cp y po = pp +/ y(vg — vp)(dy) + cpn para algin 7 € R.
Con esto queda finalizada la prueba del teorlge/flla. n
Corolario 1.66. Sean ((y;), P) y (), Q) procesos de Lévy en R con ternas caracteristicas
dadas por (pup,cp,vp) y (lg, ¢, Vo) Tespectivamente. Suponga que se cumple la condicion
(1) (y por tanto también la condicion (2)) del Teorema 1.65. Seann € R y ¢ : R — R
la funcion dada por ¢ = In (jly,_i)- Entonces, la medida Q"% construida en (1.20) coincide

con la medida ().

Demostracion. (y;) tiene incrementos estacionarios e independientes bajo @ y bajo Q7.
Por tanto, para probar que Q y Q™ coinciden, basta probar que la Q-distribucién y la
Qm¢-distribucion de y; coinciden para todo t > 0. Esto altimo se cumple ya que (por los

Teoremas 1.61 y 1.65) ((v:), Q) v ((v:), Q™) tienen la misma terna caracteristica. O
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Con el objetivo de que Y preserve la propiedad de simetria bajo la nueva medida
equivalente (), se mostrara que una condicidén necesaria y suficiente es que la funcion ¢

dada en el Teorema 1.65 parte (c), sea par.
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Capitulo 2

Procesos de Lévy Simétricos

A lo largo de este capitulo Y representara a un proceso de Lévy definido en el espacio
de probabilidad (2, F, P) y que toma valores en el espacio de los niimeros reales. Ademas

se asumira que:
1. {Fi; t > 0} es la filtracion natural generada por el proceso Y;
2. o({Fut >0}) = F;
3. Y] es cuadrado integrable;

4. La terna caracteristica del proceso Y es (u,c,v).

2.1. Caracterizacion de un proceso de Lévy Simétrico

Definiciéon 2.1. Se dice que una variable aleatoria X tiene distribucion simétrica si existe

algin numero real 0 tal que las variables aleatorias
(X—=0) y —(X-0)

tienen la misma distribucion.
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Note que si X es integrable y simétrica entonces (en la definicion anterior) 6 debe ser

la media de X.

Lema 2.2. Sea X una variable aleatoria simétrica cuadrado integrable con medida p
y varianza o*. Entonces existe una tinica funcidn ¢ : [0,00] — R tal que la funcion

caracteristica de X es dada por

u?o?

2

Yy (u) = ei““gz)( ), para todo u € R. (2.1)

Demostracion. X es simétrica con media p. Entonces, por la definicion anterior X = X —p

y —X = —(X — y) tienen la misma ley y se cumple que

Yx_pu(u) = E[ewj(] = Y_(x—p)(u) = E[eiu_x], para todo u € R.

Por su parte
E [emx} = E[COS(UX)] + iE[sen(uX')],

E [e“‘_x] = E[cos(uf()] —iF [sen(uf()].

Entonces E[sen(uf()] = 0. Por tanto, E[ei“X] = E[ei“—f(] e R.
Con esto concluimos que ¥y, toma valores reales y es par. Entonces existe un tinico

¢ : [0, 00] = R tal que

2
Yx_, = go(u 7 ), para todo u € R.

Con esto queda probado que la funcion caracteristica de X es dada por (2.1). O

En la situacion del Lema 2.2, la ley de X se denotara por S(u,o?, ). Los parametros
i, 0%y ¢ son llamados posicion, escala y generador caracteristico de la familia simétrica,
respectivamente.

Acerca de las distribuciones simétricas es importante notar que, si ¢ es un generador
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caracteristico entonces ¢(0) = 1. A continuacion, se muestran algunos ejemplos de varia-
bles aleatorias con distribuciones simétricas, las cuales han sido estudiadas y utilizadas
en areas como finanzas y economia.

Ejemplos 1.

1. Distribucién Normal:

Una variable aleatoria X con distribucion N (u,o?) tiene como funcion caracteristica

E[eiuX] — ei,uuef 5

Y

y su generador caracteristico es p(s) = e".

2. Distribucién Varianza Gamma:

Una variable aleatoria X con distribucion VG(6, A, o) tiene como funcion caracte-

A
uX 1
SE\ iyl
N

A
Si # = 0, su generador caracteristico es dado por p(s) = (pié) )
A

ristica

Proposicion 2.3. Sea X una variable aleatoria simétrica con distribucion S(u, 02, ).
Suponga que X liene momentos exponenciales finitos, es decir, E[e"X] < oo, para todo

u € R. Entonces el generador caraceristico de X puede ser extendido de manera analitica

a todo R.

Demostracion. Por (2.1) se tiene que

—220'2

Ele™™] = ez"gp< 5 ), para todo z = ui, u € R.

Probaremos que la funcion h : C — C dada por h(z) = E[e**1] esta bien definida y es

holoforma en C.
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Siz=a+bi € C entonces

|

o] = B[] < e

zX

Esto prueba que e** es integrable y, por tanto, h esta bien definida.

Por otro lado, fijemos z € C. Para cada w € (2,

|
e n:
k
X n
NG )
k—o00 n!
n=0

Sea Si(w) = Zfz:() %, entonces

n!
n=0
L 2X (W)
<2

n!

Como X tiene momentos exponenciales finitos, entonces E[e‘Z|X(“) + e"z‘X(“’)] < oo.

Ademas, por el teorema de convergencia dominada,

klggo E[S] = g (E[;;(n])z" = E[ezx], para todo z € C.

Con ello queda garantizado que la funcién h(z) = E[e**] es holoforma en C.
Por tanto, la funcion F[e*¥1]e™** también es holomorfa en C. Finalmente, de (2.1) con-

cluimos que ¢ posee una extension analitica a R. O

Ahora en lo restante del presente capitulo, asumiremos que Y; ~ S(u, 0%, ). Entonces
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la varianza de Y; esta dada por la Proposicion 1.27,

o =Var(Y)) =+ /RyQV(dy) (2.2)

De la expresion anterior se infiere que el comportamiento de las colas de la distribucion
de un proceso de Lévy y sus momentos estan determinados por la medida de Lévy. Por
otro lado, dado que Y] tiene distribuciéon simétrica, con pardmetro de posicion p y escala

o2, por (2.1) la funcién caracteristica de Y; toma la forma

u?o?

2

Wx(u) = e“”%o( >, para todo u € R. (2.3)

Definicién 2.4. Se dice que Y es un proceso de Lévy simétrico si tiene distribuciones
marginales simétricas. Es decir, si para cada t > 0, la variable aleatoria Y; tiene distribu-

cion simétrica.

Teorema 2.5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Y es un proceso de Lévy simétrico.
2. Y] es simétrica.

3. La medida de Lévy es simétrica, es decir,
v(—B)=v(B), para todo B € B(R),

donde —B = {z € R; —x € B}.

Demostracion. (1.) — (2.). Por definicién, si Y es un proceso de Lévy simétrico entonces
Y] es simétrico.

(2.) = (3.). Las variables aleatorias

Mi—p) y —M—np)
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son infinitamente divisibles. Ademas, como Y7 es simétrica e integrable entonces dichas
variables aleatorias tienen la misma distribucién. Por la representacion de Lévy-Khintchine
dichas variables aleatorias tienen respectivamente ternas generadoras (0,c,v) v (0, ¢, %),
donde v*(B) = v(—B) para todo B € B(R). Por la unicidad de la terna generadora
v(dy) = v*(dy) = v(—dy). Por tanto, la medida de Lévy v es simétrica.

Finalmente (3.) — (1.). Fijemos ¢ > 0. Las variables aleatorias Y; — ut y —(Y; — ut) son
infinitamente divisibles. Ademaés, por la representacion de Lévy-Khintchine, sus ternas
generadoras son (0,tc,tv) y (0,tc, tr*) respectivamente. Como la medida de Lévy v es
simétrica, entonces v = v*. Por el Teorema de Lévy-Khintchine, Y; — ut y —(Y; — ut)
tienen la misma la distribucion. Esto prueba que el proceso de Lévy Y es simetrico.

]

Teorema 2.6. 5i Y es un proceso de Lévy simétrico, entonces su exponente caracteristico

es de la siguiente forma:

A(u) = tup — %CZUQ — 2/ (1 — cos(uy))v(dy). (2.4)

[0,00)
Demostracion. De la formula de Lévy-Khintchine se tiene que:

: 1 b :
Au) = iup — §c2u2 + /(e Y—1 —iuylyy>1y)v(dy)
R

= qup — %CQUQ + /R(cos(uy) — Dv(dy) + /R(z sen(uy) — iuylyy>1y)v(dy)

1
= jup — 502u2 +/ (cos(uy) — 1)v(dy),
R

donde la ultima igualdad se debe a que la funcion h(u) = i(sen(uy) — uylyy>1}) es impar
y que la medida de Lévy v es simétrica. Finalmente, dado que g(u) = cos(uy) — 1 es una

funcion par y que la medida de Lévy v es simétrica obtenemos

A(u) = iup — %c2u2 — 2/ (1 — cos(uy))v(dy).

[0,00)
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El siguiente resultado es importante porque relaciona la terna caracteristica de un

proceso de Lévy simétrico Y con los parametros de la distribucion simétrica de Y7.

Proposicién 2.7. S5t Y es un proceso de Lévy simétrico entonces Y, tiene distribucion

S(p, 0%, ), con

o> = Var(y) ZCQ+/Ry2V(dy) (2.5)

o(v) = exp{ G 2/[0’00) {1 4 r <y\@ﬂ y(dy)}, para todo v > 0. (2.6)

o
Ademds, para todo t > 0, Y; tiene distribucién S(ut, o’t, ;) con

v

o= (5(2))" stz o

t

Demostracion. La afirmacion (2.5) es consecuencia de la Proposicion 1.27. Tomando ¢

como en (2.6) tenemos que

= Yy, (u), para todo u € R,

donde la ultima igualdad se obtiene de (2.4).

Finalmente, por la Proposicion 1.27, Var(Y;) = ot. Ademés por la Proposicion 1.25,

2,,2

ol = B = (1) =00 (5 ZgE) ) = e (),

O

El siguiente teorema describe como los nuevos parametros de la familia simétrica se

transforman bajo el cambio de medida.
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Teorema 2.8. Suponga que Y es un P-proceso de Lévy simétrico.
Sean n € R, ¢ : R — R una funcion medible que satisface (1.16) y Q = Q"® la medida

en (1.20). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Y es Q-proceso de Lévy simétrico.
2. ¢ es una funcion par, v-c.s.

Ademds, si se satisface alguna (y por tanto ambas) de estas afirmaciones y se cumple que

/ y2e® Wy (dy) < oo, (2.8)
ly|>1
entonces Yy tiene Q-distribucion S(ji, 2, @), con

1+ A (2.9)

A 02+/y2e¢(y)1/(dy) (2.10)
R

P(v) = exp {C;—;) — 2/[0’00) (1 — COS (y\é%>) e¢(y)y(dy)} (2.11)

Demostracion. (1.) — (2.) Por el Teorema 2.5, las medidas de Lévy 7 y v son am-

=
Il

bas simetricas. Ademads, por el Teorema 1.61, Y tiene Q-terna caracteristica (fi, ¢, 7) con

7(dy) = e*Wuv(dy). Entonces,

Il
®
=
<
<
—
U
<
\./

En resumen,

/ (6¢(—y) — e¢(y)>y(dy) —0.
B
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Esto nos permite concluir que (e?(=%) — e?®W)) = 0, v-c.s., por lo que ¢(—y) = ¢(y), v-c.s.
(2.) — (1.) Dado que se cumple 7(dy) = e*Wv(dy), es claro que si ¢ es una funcién par
v la medida de Lévy v es simetrica, entonces la medida de Lévy 7 es también simétrica.
Asi, por el Teorema 2.5 el proceso Y es un (Q-proceso de Lévy simétrico.

Ademés, por el Teorema 1.61, se cumple que

fi — pu +/|<1y(17 —v)(dy) = 1

y dado que las medidas de Lévy 7 y v son ambas simétricas, se tiene que

/|yl§1yﬁ(dy) B A”SlyV(dy) =0.

Por tanto, fi = u + ¢*n. Por su parte, el parametro % es obtenido de la ecuacion (2.2) y

el generador caracteristico ¢ de la familia simétrica de Y3 es obtenido de (2.6). O]

2.2. Cambio de Medida Equivalente Natural

A lo largo de esta secciéon, Y representard a un P-proceso de Lévy simétrico fijo y ¢

a su generador caracteristico.

Definicion 2.9. Sea QQ una medida de probabilidad en el espacio medible (0, F). Se dice
que Q es una medida equivalente natural (MEN) para el P-proceso de Lévy simétrico Y

st se cumplen las siguientes condiciones:
1. Q|x = P|#, para todo t > 0.
2. Y es un Q-proceso de Lévy simétrico.
3. El Q-generador caracteristico de Y1 es igual a .

A continuacién se presentan dos teoremas principales acerca de la existencia y unicidad

de las medidas equivalentes naturales. En la busqueda de estas medidas surge un hecho

20
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interesante. La medida equivalente natural toma una forma dicotémica que depende de

la presencia del componente browniano.

Definiciéon 2.10. Dada p medida de Borel y 5 > 0, definimos
A
ps(A) = p<E>, para todo A € B(R). (2.12)

Teorema 2.11.

1. Suponga que ¢ # 0. Si ¢o : R — R es la funcion idénticamente nula (¢(x) = 0 para
todo x € R) y n € R entonces la medida Q = Q" dado por (1.20) es una MEN.
En este caso, la Q-terna caracteristica de Y es de la forma (fi,c,v), con ji = u+c*n

y la Q-distribucion de Yy es S(ji, 02, p).

2. Supongamos que ¢ = 0. Sea > 0 tal que vz (definido en (2.12)) es equivalente a

v.S5ineRy¢=1In (%f*) entonces la medida Q = Q™ dada por (1.20) es una

MEN vy la Q-terna caracteristica de Y es de la forma (u,0,vg). En este caso, la
Q-distribucion de Yy es S(u, (B0)?, p).

Demostracion. Por el Teorema 2.8 y las ecuaciones (2.6) y (2.11), podemos concluir que

las siguientes afirmaciones son equivalentes
a) Q = Q"% es una medida equivalente natural.

b) ¢ es una funcion par y, para todo v > 0, se cumple la siguiente ecuacion:

yv2 v — — cos yv2 v
fo [ (220 ) = (1o (25 )t

(1) Consideremos el caso ¢ # 0. Como ¢ = 0 se cumple que 7 = vy por (2.10), ¢ = o. Por

tanto la ecuacion (2.13) se cumple. La @Q-terna caracteristica de Y esta dada por (f, ¢, 1)

o1
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conji=pu+cnyv=uv.

12

(2) Consideremos el caso ¢ = 0. Sea ¢ = In (Cilﬁ), podemos verificar que la ecuacion (2.13)
se cumple.

En efecto, si ¢ = 0 entonces para garantizar (2.13) basta probar que

Vv V3o
o (o) = [ (1-m (55t

Note que e?@v(dy) = vg(dy). Ademés, de (2.10) y de (2.5) se tiene que

Entonces 6 = So. Con este resultado se tiene que

Ry V2o
/[0700) (1 — cos (y &2 )) Wy (y) = Am) 1 — cos (y 52 )) vs(dy)
i eos Byv2v ,
_/[o,oo> 1 ( ~ )) (dy)

= — cos yv2u v
_/[OW) 1 cos (12 )) (dy).

Con esto garantizamos que la ecuacion (2.13) se cumple. Ademas, la Q-terna caracteristica

de Y es (u,0,vp). O

Corolario 2.12. Supongamos que ¢ =0 y v es equivalente a la medida de Lebesque \ en

(R, B(R)). Para todo B > 0, se cumple la conclusion de la parte (2) del teorema anterior.
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Demostracion. Basta probar que vz < v. En efecto, sea A € B(R),

1

V(A):0<—>/\(A)=O<—>)\<B

A) — 06 V(%A) = v5(A) = 0.

Con esto se prueba que v es equivalente a v. O

Entonces, se puede concluir que la existencia de una MEN () depende de la presencia
del componente browniano y eso implica cambiar la media de Y; en un caso y cambiar la
medida de Lévy en el otro.

Antes de mostrar el teorema de unicidad, presentaremos el siguiente resultado que sera

de utilidad en la prueba de dicho teorema.

Lema 2.13. Sean v una medida de Lévy, n € R y ¢ : R — R una funcion medible que
satisface (1.16) y (2.8). Sean o y & dadas por (2.5) y (2.10) respectivamente. Entonces
se cumple que

lim = [(1 — cos (y@)) e?W (1 — cos (y@))] v(dy) = 0. (2.14)

vV—00 [0700) v o g

Demostracion. Para cada y > 0y cada v > 0, sea

foly) = % [(1 — cos (@)) e?®) _ (1 — cos (y@))] )

Para cada valor de y fijo,

lim f,(y) =0

vV—00

2

Como 1 —cos(z) < %~ para todo z € R, se tiene que,
y2e®W) 2
|fo(y)] < = - ol G(y) , paratodo v > 0.

Como Y] es P-cuadrado integrable, por la Proposiciéon 1.27 y por ser v una medida de
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Lévy, se cumple que

/ y*v(dy) < +oc.
R

Ademas, por (2.8) y ya que U es una medida de Lévy, se cumple que

/y217(dy) < +o00,
R

por tanto Y] es (Q-cuadrado integrable también.
Entonces, G es una funcién positiva integrable y, por el teorema de convergencia dominada,

se tiene que

lim fo(y)v(dy) = 0.
V—00 [0700)
m
Lema 2.14. Sean Z y Z wvariables aleatorias positivas en el espacio de probabilidad

(Q, F, P) tales que

E[/\—I—;Z] = E[ﬁlz], para todo A > 0.

Enmtonces, Z y Z tienen la misma ley.
Demostracion. Ver [14]. O

Lema 2.15. Sean v y v dos medidas en (0,400) con seqgundos momentos finitos:
k= /OoonV(dy) <400 y k= /Ooonﬁ(dy) < +o00,
Sean [ = \/% y vg dada por (2.12). Suponga que
/[ooo) (1 — cos(wy))v(dy) = / (1 — cos(Bwy))v(dy), para todo w > 0. (2.15)

[0,00)

Entonces U = vg.
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Demostracion. Calculamos primero las transformadas de Laplace a ambos lados de la

ecuacion (2.15).

(- costnpptan) ae) = [ ([T - o)) ta)
- (o)

/@,oo] — ( /[O - 008(500?/))V(dy)) d(w) = / o ( /O e cos(ﬁwy))(dw)) v(dy)
- [ (oimm) v

En ambos calculos se utiliz6 la siguiente idéntidad

2

A (1 — cos(w w:y—.
/[Om)e (1= cos(e) d(w) = 57

Esto muetra que

/ Y 5(ay) / i do )
—* = ——7— —y(dy), paratodo \ > 0.
0,00) A2 + 12 v 0,00) (A% + B%y?) Sy

Sean, L y L las medidas de probabilidades con soporte en (0,+4o00). Dichas medidas
estan dadas por L(dy) = “y*0(dy) v L(dy) = ty°vs(dy), respectivamente. Sean XyX
las variables aleatorias con distribucion L y L, respectivamente. Entonces, de la altima

ecuacion se deduce que

1 1
Fl——|=EFE|— .
{)\2 +X2} {)\2 +X2} , paratodo A >0

Por el Lema 2.14, X y X tienen la misma ley. En particular, L = L y U =uvg. 0

Teorema 2.16. Sea (Q una MEN. Entonces existen n € R y ¢ : R — R que satisface

(1.16) tales que Q = Q"®. Mds precisamente,

EE yo=0v-cs.

C

1. Sic#0, la Q-distribucion de Yy es S(fi,o,), n =

95
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2. Sic =0, la Q-distribucion de Yy es S(u,0,¢), ¢ = In (%), con f = % ynes

cualesquier nimero real.

Demostracion. Como Y es un Q-proceso de Lévy y Q|7 =~ P|z, para cada t > 0, por el
Teorema 1.61, existen n € Ry ¢ : R — R, tales que Q = Q"?. Ademas, por el Teorema
1.61 y (2.9), la Q-terna caracteristica de Y esta dada por (fi,c,0) con i = u+ c*ny
7(dy) = e*Wuv(dy).

Como Y es un @-proceso de Lévy simétrico, por el Teorema 2.8, ¢ es una funciéon par y,
usando las expresiones (2.6) y (2.11), se puede notar que ) es natural si y solo se satisface
la ecuacion (2.13). Dividiendo la ecuacion (2.13) por v y luego tomando limite cuando

v — 00, se obtiene por (2.14) que

(1 1
3 (5 - §> =0 (2.16)

Entonces, por (2.13) tenemos que para todo v > 0,

/[o,oo> [(1 A * (@)) -y (1 . & (y\(/,%>>] v(dy) = 0. (2.17)

(1) Consideremos el primer caso, cuando ¢ # 0, de la ecuacion (2.16) se obtiene o = 4.

Reparametrizando la ecuacion (2.17) usando w = Y22 = ¥2% conseguimos que

/ (1 = cos(wy))i(dy) = / (1= cos(wy))v(dy), para todo w > 0.
[0,00)

[0,00)

Por el Lema 2.15, se obtiene que #(dy) = v(dy). Entonces ¢(y) = 0 v-c.s. y n = E54. (2)

c2
Finalmente, consideremos el caso cuando ¢ = 0.

VA= \/7271 Entonces

Qe

Podemos notar que ji = p + ¢®n = p. Sean 3 =

/[0 | (1 —cos(\y))v(dy) = / (1 —cos(Ay))vs(dy), para todo A > 0.

[0,00)
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Por el Lema 2.15, se obtiene que 7(dy) = vg(dy). En este caso ¢ = In (C%*) O
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Capitulo 3

Modelo Generalizado de Black-Scholes

En el presente trabajo se considera el siguiente modelo para el precio del activo fi-
nanciero S; = Spe'*, t > 0, donde Sy es una constante y representa el precio del activo
en el instante cero y {Y;;t > 0} es un proceso de Lévy simétrico. Ademas, se define la
medida martingala equivalente natural (MMEN) como la medida equivalente natural para
el P-proceso de Lévy simétrico Y tal que el proceso de precios e, 0 < ¢t < T, es una
martingala bajo dicha medida.

La MMEN es un concepto importante en este trabajo porque con ella podremos valuar
el precio de una opcion. Para valuar una opcién se utiliza el cambio de numerario, el cual
es una unidad de cuenta en la cual otros activos son medidos. Un modelo de valuacion
de opciones puede ser complejo o simple dependiendo de la elecciéon del numerario para
el modelo. En principio, podemos tomar cualquier activo cuyo valor sea positivo en todo
instante del tiempo como numerario y nominar a los otros activos en términos del nume-
rario elegido. Asociado con cada numerario tendremos una medida de probabilidad @), es

decir, si la cuenta de ahorro 8, = €™ (con r > 0 fijo) es el numerario, entonces el precio

St

ert

S; del activo financiero es expresado en unidades del numerario y el proceso es una
martingala bajo ). Sin embargo, nosotros también podemos elegir el precio del activo 5,
como numerario, entonces debemos cambiar la medida martingala equivalente (MME) @

a una nueva MME ;. Dicha medida hace que g—z sea martingala. Por tanto, el precio de

o8
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una opcion en el instante t = 0 con pago H en el tiempo T es C = E@ (%) Pero también
puede ser calculado como EQl(%).
A lo largo de este capitulo Y representara a un P-proceso de Lévy simétrico definido en el

espacio de medida (€2, F) y que toma valores en el espacio de los ntimeros reales. Ademés

se asumird que:

—_

. Sy es una constante y representa el precio del activo financiero en el instante cero;
2. r > 0 es fijo y representa la tasa de interés;

3. By =-¢e" t >0, es la cuenta de ahorro;

4. S, = Spe¥t, t > 0, es el proceso de precios del activo financiero;

5. {Fi; t > 0} es la filtracion natural generada por el proceso Y y todas las martingalas

consideradas en este capitulo son con respecto a esta filtracion;
6. F=o({Fi;t=>0});
7. La P-terna caracteristica del proceso Y es (u,c,v);r

8. Para cadat > 0, Y; tiene P-momentos exponenciales finitos. Es decir, E¥'[e"¥1] < oo,

para todo u € R.

A continuacién se enuncian y se prueban algunos resultados importantes para luego
mostrar un teorema que muestra la forma de cambiar medidas y expresar los precios de

una opcion bajo diferentes numerarios.

Lema 3.1. Sean Q) y P dos medidas de probabilidad definidas sobre el espacio (2, F) y
G un sub o-dlgebra de F. Suponga que Q < P con dQ) = £dP y que X es una variable

aleatoria Q-integrable. Entonces X es una variable aleatoria P-integrable y Q-c.s.,

E"[X¢|G]

E9[X|G] = EPEIG]

(3.1)
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Demostracion. Recordemos que Z = E9[X|G] si y solamente si se cumple que Z es
medible respecto a G y
E°lYX] = E°[Y E[X]d]],

para toda variable aleatoria Y medible respecto a G talque Y X es Q-integrable
Si Y es una variable aleatoria G-medible entonces

| EPX

= EP g&y
EPE|g]

E"[X¢|d]
ET[E|G]

EPXE[G),.

Q
B ErE)

= E”|E7[¢|]] Y

= E"[B7[X¢|G]Y]

= EP[X¢Y] = E9[XY].
Esto muestra (3.1). O

Lema 3.2. Sean P una medida de probabilidad sobre el espacio (U, F) y {&;t > 0} una
P-martingala positiva tal que E¥[¢p] = 1. Definimos la nueva medida de probabilidad Q

mediante la relacion dQ) = EpdP. Entonces, si X es una variable aleatoria Q-integrable,
E°[X] = E¥[erX],

EQ[X|F] = EF [%X‘ft} . (3.2)

Ademdas, si X es F;-medible, entonces para s < t,
EQ[X|F)] = BF [?X‘f} . (3.3)

Finalmente, 1/, 0 <t < T es una Q-martingala.

Demostracion. De la ecuacion (3.1) se deduce la ecuacion (3.2). Por tanto queda por
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mostrar la ecuacion (3.3). De la ecuacion (3.2) se tiene que

EOX|7) = B[ X|7) = BT {EP 4 x17] m]
_EﬂxgEﬂ&uﬂg]_Eﬂ%Xu4

S

Finalmente, probaremos que 1/&, 0 < ¢t < T es una @-martingala. En efecto, por la

ecuacion (3.2),

1
Fl=-
7=

&r 1
55 gT

Con ello queda finalizada la prueba. O

[tir] -]

Definicion 3.3. El precio, C, en el instante t < T de un reclamo contingente H con

(i)

donde @) es una medida de probabilidad martingala equivalente.

tiempo de maduracion T es

Teorema 3.4 (Cambio de Numerario). Suponga que %, 0<t<T, esuna Q-martingala

positiva. Sea Q1 dada por

d@Qy fr = St/So
Xl —fr =
dQ Br/Bo
entonces g—i es una Q1-martingala. Ademds, el precio en el instante t de un reclamo

contingente H con pago tiempo de maduracion T es dado por

)

Demostracion. Para cada 0 <t < T, sea & = % El proceso &, 0 <t < T, es una

()-martingala positiva con Eg(&r) = 1. Entonces, por el lema anterior,

St
=E9| —H
o (ST

1 B/B
= , 0<t<T,
& Si/So

es una Q;-martingala. En particular g—i, 0 <t < T, es una @;-martingala. Por el Lema

61
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3.2,

(5enl7) - les Al -2 s

3.1. Valuacién de Opciones con una MMEN

En la presente seccion, se asume que Y; tiene momentos exponenciales finitos, es decir,
EleuY;] < oo, para todo u € R. Recuerde de la Proposicion 2.1 que bajo este supuesto, el

generador caracteristico se puede extender de forma analitica a R.

3.1.1. Medida Martingala Equivalente Natural

Segtin los teoremas fundamentales de las finanzas, las opciones de acciones son va-
luadas usando una medida martingala equivalente ) bajo la cual el proceso de precios
descontados ¢S, , 0 < t < T, es una martingala. En este trabajo Q no sélo es una

medida equivalente martingala, sino también natural.

Definiciéon 3.5. Se dice que QQ es una MMEN si se cumple las siguientes afirmaciones:
1. Q) es una MEN para el P-proceso de Lévy simétrico
2. El proceso de precios descontados e™™S,, 0 <t < T es una Q-martingala Y.

El siguiente resultado proporciona la relacion entre los parametros de la distribucién

de Y] bajo las medidas @) y P y las condiciones para la existencia y unicidad de Q.

Teorema 3.6. Sea ) una MMEN para el P-proceso de Lévy simétrico Y con P-terna ca-
racteristica (i, ¢, v). Entonces, la siguiente relacion entre los pardmetros de la Q-distribucion

de Y1 debe cumplirse.

ﬂ+lngo<—%2> =r. (3.4)
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Demostracion. Por la propiedad martingala de e="'S; bajo @, se tiene que,

ERle S| F,] = e "S,, para0<s<t
E< [GYt—Ys |}—S] _ er(t—s)
E< [eYt—Ys] _ er(t—s)
E [GYFS] — =)

Se utilizd el hecho que el proceso Y; — Y es independiende de F; y la propiedad de
incrementos estacionarios, es decir, Y; — Y, ~ Y;_,. Por otro lado, la distribucion de Y;

bajo la MMEN Q es S(f1,52, ¢), con lo cual se tiene:

no| Y

¢ = Bqle] = o -

).

la cual equivale a (3.4). O
Corolario 3.7. Bajo las condiciones del teorema anterior
1. Si hay un componente Browniano (¢ # 0) entonces

2

ﬂzr—lngp(—%). (3.5)

Ademds, @) es unica.

2. Si no hay un componente Browniano (¢ = 0) entonces & es una raiz de la ecuacion

v |

lng0<— )zr—,u. (3.6)

Ademds, r > u. En este caso, si & es la dnica raiz positiva de la ecuacion (5.6)

entonces () es inica.

Demostracion. Note que la ecuacion (3.5) y (3.6) es consecuencia de (3.4) y del Teorema

2.16.
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Si ¢ = 0. Por la desigualdad de Jensen se obtiene Egle'] > e, por tanto u < r. En
este caso, si & es la unica raiz positiva de la ecuacion (3.6) entonces por la parte 2.) del
Teorema 2.16, () es tnica.

Si ¢ # 0, la unicidad de ) es consecuencia de la parte 1.) del Teorema 2.16 y de la ecuacion

(3.5). O

3.1.2. Valuacién de opciones con una MMEN

De acuerdo al método de valuacidén por ausencia de arbitraje, el valor de una opcién

en el tiempo 0 estd dado por el valor esperado de la funcién de pagos:

Co = e "TEgl(Sr — K)*], (3.7)
donde T es el tiempo de vencimiento, K es llamado precio de ejercicio (strike price), y @
es una MMEN. Definimos (); como la medida de probabilidad dada por

dQl 3 67TTST

dq So

(3.8)

Note que bajo () el proceso %, 0 <t < T es una martingala.
A partir de la formula (3.7), escribimos la formula de valuacion de opciones usando

cambio de numerario, obteniendo

Co=e"TE?[(Sp — K)7]
= e "TE°[(S7 — K)1{s;5k)] (3.9)

= S0Q1[(Sr > K)] — e "TKQ[(St > K)).

Retornos para procesos de Lévy simétricos con componente browniano

Sea Y un proceso de Lévy simétrico con P-terna caracteristica (u, ¢, v) tal que ¢ # 0.

Sea S(u, 02, ¢) la P-distribuciéon de Y} y @ la MMEN para Y. Entonces, bajo Q, YV
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continua siendo un proceso de Lévy con terna caracteristica (i, ¢, v) y la distribucion de

Y; se convierte en S(fi, 02, ¢), donde

_ o’
uzr—lngp(—;).

Proposicion 3.8. Sea T' > 0, denotemos por Fr a la P-funcion de distribucion de la

(Yr—pT) ;
vt decir,

variable estandarizada
Fr(y) =P (YT < oVTy+ uT) .
Suponga que Fr es continua. Entonces

Fr(y) = Q(YT < a\/Ty+ﬂT>.

Ademds, la formula de valuacion de la opcion (3.9) se transforma a

Co = So@u[(Sr > K)| — e TK Fy (m(%) +(r—In ¢(_§))T)>

oVT

Demostracion. Como ) es MMEN, las distribuciones de las variables aleatorias

iy .V O N [
ovT =~ oVT

bajo P y @, respectivamente, son las mismas. Ademaés, son simétricas.

Por la continuidad de Fr, 1 — Fr(a) = Fr(—a), para todo a > 0. Por tanto, se tiene que

Q(Sy>K) = O YT>1n5>
So

Yr —poT hlgﬁo_ﬂT
>
oVT ovT

 (Yr—aT  [In(3)+aT
- ¢ —\/T<<T>>
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Con ello queda probada la proposicion. O]

Retornos para procesos de Lévy simétricos sin componente browniano

Ahora, consideremos el caso cuando Y es un proceso de Lévy simétrico con P-terna
caracteristica (u,0,v). Supongamos que la tasa de interés r es mayor que el parametro de
posicion i . Sea S(p, 02, ) la P-distribucion de Y; y @ la MMEN para Y. Entonces, la
Q-distribucion de Y; resulta S(u, 52, ¢), donde & es la solucion a la ecuacion (3.6).

Para casos especificos considerados en el presente trabajo (Varianza Gamma simétrico,
Normal Inversa Gaussiana simétrico y Meixner simétrico) es posible identificar las distri-

buciones de YT ”T bajo Q y la de YT ‘“T bajo Q.

Sean Fr y F} sus respectivas funciones de distribucion. Por tanto, podemos escribir

Co = S()Ql[(ST > K)] — €_TTKQ[(ST > K)]

1-— F,} <_w> e "TKFy <ln()—+’UT> .
o

A
0 g 9 VT
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Capitulo 4

Modelo de Varianza Gamma Simétrico

En este capitulo consideramos que la dinamica del precio del activo esti caracterizada
por un proceso de Varianza Gamma simétrico (VGS). El proceso de precios del activo es
modelado como {S; = Spe¥*;t > 0}, donde {Y;;t > 0} es un proceso de Varianza Gamma
(VG), con marginales simétricas (es decir, la variable aleatoria Y; es simétrica para todo
t>0).

El proceso VG es un ejemplo de un proceso de salto puro con un ntimero infinito de saltos
en cualquier intervalo de tiempo finito, muchos de los saltos son arbitrariamente pequenos
con s6lo un nimero finito de saltos de cualquier tamano predefinido. La distribucion
marginal del proceso VG fue dada originalmente en [8] en términos de funciones especiales
tales como funciones de Bessel modificadas de segundo tipo y la funcién hipergeometrica
degenerada. En el caso particular del proceso VGS las distribuciones marginales resultan

ser distribuciones de Bessel simétricas. Esto conlleva a una férmula elegante.

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T g:\l_:_\éliﬁ(s:l‘t\)AD

DEL PERU

4.1. Procesos de Varianza Gamma Simétrico

Definiciéon 4.1. Sea X una variable aleatoria. Se dice que X tiene distribucion de Bessel

con pardmetros a, b, m, si su funcion de densidad es dada por

)e’%Km (m) . para todo x € R,

1 — 2m+% m
fa) = L=l :

= /T (4 L

conb >0, |a] <1, m>1y donde

Koe) X R K /[1 (GRS

" 2T (m+ 1)
es la funcion de Bessel modificada de sequndo tipo.

Dicha distribucion es denotada por B(a,b,m). Para esta distribucion, la funcion ge-

neradora de momentos es
M) = [(1—a)1 = (c—th)2)~Y™"? (4.1)

Las expresiones explicitas para la media, varianza, coeficiente de asimetria y curtosis de

esta distribucion son

Media = (2m + 1)ba(a® —1)7! (4.2)
Varianza = (2m + 1)b*(a® +1)(a® —1)72 (4.3)
Coeficiente de Asimetria = 2a(a® + 3)(2m + 1)_%(a2 + 1)_% (4.4)

Curtosis = 3+ 6(a* +6a*+1)(2m + 1) '(a® +1)72 (4.5)

Definiciéon 4.2. Sea X una variable aleatoria. Se dice que X tiene distribucion de Bessel

simétrica con media p1, varianza o* y pardmetro de forma X, si X — p ~ B(0, \/Lﬁ, A— %)

En este caso usaremos la notacion X ~ Bsim(u, 02, \) para la distribucion de X. Su
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funcion caracteristica es de la forma

1
-

y su funcién de densidad es

o) =2 ( %) R (z@)

Ademaés, esta distribucion coincide con S(u, 0?2, ) cuyo generador caracteristico es

o) = (13 ) (46)

1+¢

A
) para todo u € R,

N|=
—_

La evidencia empirica muestra que grandes movimientos en los precios de los activos
ocurren con mayor frecuencia de lo que supone el modelo clasico de Black-Scholes con
incrementos de los retornos distribuidos normalmente. Esta caracteristica esta referida
al exceso de curtosis o a las colas pesadas. Esta es la principal razén para considerar
modelos con saltos. Una forma de medir este comportamiento de colas pesadas es observar
la curtosis. Para la distribucion normal (mesocurtica), la curtosis es 3. Si la distribucion
es plana en la parte superior (platicirtica) la curtosis es menor a 3, y si la distribucion
tiene pico alto (Leptocurtica), la curtosis es mayor a 3.

Nosotros notamos que la curtosis de la distribucion simétrica de Bessel es 3+ %, por tanto
el parametro A\ esta relacionado al exceso de curtosis mediante A = %, este resultado es
debido a que el exceso de curtosis de una variable aleatoria Y es v = E[(};—Z“w - 3.

Las marginales de un proceso VGS Y tienen funcion caracteristica:

) ) 1
B(e) = e ( o
1 + 2

At
) , para todo t > 0. (4.7)

Inspeccionando la funcion caracteristica tenemos lo siguiente:
Proposicion 4.3. Para cada t > 0, la distribucion marginal en el instante t de un
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proceso VGS'Y es dada por Y; ~ Bsim(ut,c*t,\t). En particular, para cada t > 0,

Y; ~ S(ut, %, @) con el generador caracteristico dado por

w0 = () - (5) 3

4.1.1. Valuacién de opciones con un modelo VGS

Determinamos las distribuciones de Y; bajo las medidas martingalas equivalentes ()
y Q1. Por el Teorema 2.16 y el Teorema 3.6, si p < r, la ()-distribucién de Y; es

Bsim(11, 2, \). De las ecuaciones (4.6) y de (3.6) se tiene que
F2=2A1—e" 7> ). (4.9)

La @;-distribucion de Y] esta determinada por el siguiente resultado.

Proposicion 4.4. Sea g la Q-densidad de Y; ~ Bsim(ut,5t,\t). Entonces, la Q-

densidad de Y, (dada por ey_’”tfg (y)) es dada por

¥ () = fly — ut),

donde f es la funcion de densidad de la distribucion B(—V%, %,)\t —3).

Demostracion. De (4.9),

At—2
2) My —pt)?) ° 1 Ay — ut)?
eyfrtf%(y) — eyrt\/m}Z (\/ (y252/ﬂf) ) m A (2 %) (4.10)

Usando el generador caracteristico en (4.8) para la distribucion simétrica de Bessel, se

[

tiene que

o\ M
eV =V ] — 0—2 : (4.11)
2\
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Sea y* = y — ut. Usando (4.11), la expresion (4.10) se convierte en

At—1
ot 4@1 N g G\ [ 2A Ay=)2) ° 1 Ny )?
e "y (y) =e (1—ﬁ> \/m}2 \/2&2 WK”’Q 20/ e | (412)

Seanm:)\t—%,a:— %yb:\/g. Obtenemos

1=

) met 1 (lyx\™ 1 |y * |
y—rt = pY* ]__ 2 +2 K
e fr(y) = e (1 - a?) bﬁ( 2b> D(m+1) m< b

1 - % m+l g ay*
~ Sl (1)), (113)
V/m2momHlm + 5 b

]

Paracadat > 0, sea Y;* = Y,—put. De (4.13), Y;* tiene distribucion B (—, [T T N

2N

%) Asi de (4.9), (4.2) y (4.3) tenemos que,

BIYf] = po=2Me 725 1); (4.14)
VAR[Y?] = &2=2xe" = —1)(2e" 5" —1). (4.15)

En particular, la media y la varianza de Y; = Y,* + ut bajo Q; son ut + uit y o3t,
respectivamente.

Denotamos con By(y) a la Q-funcion de distribucion de la variable aleatoria it:/f y B}, (y)

., . . ., . . Yi—ut—
a la Q;-funcién de distribucion de la variable aleatoria %\ﬂ“”
1

Con lo visto anteriormente, podemos concluir el siguiente resultado.

Proposicion 4.5. Suponga que Y; ~ Bsim(ut,o%t, M) y u < r. Entonces, el precio libre

de arbitraje de una opcion de compra europea usando MMEN estd dado por

M) (416

T In(
Co = So —e " KByr T

Q (X[

Bl (_m(%) + uT + u1T>
5\VT

—(r—p)

—1)yc?=2X1—-e"x ).

(r—p)

donde p; = 2X\(e” x

(r—w) (r—u)
X

—1)(2e >
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4.2. Comparaciones Numeéricas

Con el objetivo de hacer algunas comparaciones numeéricas, aproximaremos la distri-

bucién estandarizada de Bessel de la variabla aleatoria YZ\_/%T por la distribucion estandar

normal, es decir cambiamos Byy por ®. Asimismo, la distribucién de Bessel que aparece
en el modelo trabajado es aproximada por una normal estandar porque tiene un grado
de asimetria minimo que puede ser despreciable. Asumiremos que el valor del coeficiente

de asimetria es pequeno. Por otro lado recordamos que el parametro de forma A\ y el

J
3

parametro de exceso de curtosis de la distribucién de Bessel estan relacionados por A =
De esta manera, obtenemos una férmula generalizada tipo Black-Scholes para la valua-
cién de opciones que toma en cuenta el exceso de curtosis. La formula generalizada tipo

Black-Scholes para el modelo VGS es

In(%2) + pT + T In(52) + pT
Com Sy @ (B THT T TN | or g, (1GR) £ 4T (4.17)
51VT VT
6, (r=wx ~9 6 (r=m (r—p)y ~9 6 —(r—p)y
donde py = 2(e" 3 —1),671=2(e 3 —1)(2e 3 —1)ys’=2(1—-e"3 ).

Es importante observar que la formula de Black-Scholes es un caso particular de (4.17),

ya que cuando v — 0 se tiene lo siguiente:

6, -wn
S T vy N
6 r—p)y —(r—p)y
R e R ()
7
6 -
=2 _ ;(1_ ( H)V)—>2<T—M>

La formula para valuar una opcion de compra en el modelo Black-Scholes (BS) es la

siguiente:

o [q) <1n(%) +(r+ §)T>

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_:_\gﬁglimo

DEL PERU

En el modelo clésico de Black-Scholes, 2(r — u) = o2 bajo la medida Q (1 y o son cons-
tantes). Por tanto, se puede ver que la formula de BS se obtiene cuando gamma tiende a
cero.

Podemos concluir que el modelo VGS es una generalizacion del modelo de Black-Scholes
porque considera que la distribucion del logaritmo de los retornos bajo la medida mar-
tingala equivalente natural presenta un parametro adicional que es el exceso de curtosis;
es decir, toma en cuenta los saltos de los precios, lo cual no es considerado en el modelo
clasico de BS. Asimismo, podemos notar que para valores pequenos de exceso de curtosis
el modelo de VGS coincide con el modelo BS. En el siguiente grafico, comparamos el pre-
cio de una opcioén europea de compra usando los dos modelos de valuacion en un periodo
corto de un ano. Podemos notar que para el mismo conjunto de parametros, la diferencia
entre el precio de la opcion obtenido bajo el modelo VGS respecto al obtenido bajo el
modelo BS aumenta a medida que el periodo de maduracion de la opcién aumenta. Los

precios exactos y las diferencias porcentuales son presentadas en la Tabla 4.1.

Valuacion de opciones europeas de compra

--- VGS
--- BS

Precio de la opcidn
00 05 10 15 20
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

T- tiempo de maduracion de la opcion

Figura 4.1: Precios de una opciéon europea de compra obtenido con los modelos VGS y BS. Los
valores de los parametros usados son: So = K = 10, r = 0,06, 0 = 0,19, u = 0,03, v = 4.
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Tiempo de Maduracién (Anos) 2/52 12/52 22/52 32/52 42/52 1
Modelo BS (i) 0.160 0.434 0.622 0782  0.927 1.062
Modelo VGS (ii) 0192 0511  0.724 0.903 1.064 1.212
Diferencia (ii- 1) 20.00 17.74 1640 1547 1478 14.12

Tabla 4.1: Diferencia porcentual del precio de la opcién europea de compra bajo el modelo
VGS respecto al modelo BS. Los valores de los parametros usados son: So = K = 10, » = 0,06,
oc=0,19, u=0,03, vy =4.
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Capitulo 5

Modelo Normal Inverso GGaussiano

Simétrico

En este capitulo, consideramos que la evolucion del precio del activo subayacente esta
caracterizada por un proceso Normal Inverso Gaussiano Simétrico (NIGS). Es decir, el
proceso de precios del activo es modelado como {S; = Spe¥*; ¢ > 0}, donde {Y;;t > 0} es
un proceso Normal Inverso Gaussiano (NIG), con marginales simétricas. Para modelar las
colas pesadas, este modelo es el adecuado porque las colas decrecen méas lentamente que la
distribucién gaussiana. En el modelo NIG los incrementos del proceso estan distribuidos
como una distribucién normal inversa gaussiana.

La distribucién marginal del proceso NIG fue originalmente estudiado en [2] como una

sub clase de la distribucion generalizada hiperboélica (con parametro de forma, A = —%)
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5.1. Proceso Normal Inverso Gaussiano

Definicién 5.1. Sea X una variable aleatoria. Se dice que X tiene distribucion normal
mversa gaussiana con pardametros o, B, 0, p, si su funcion de densidad es dada por

Ko (o017 (527)
O ain/ad B4 Bly—u) 50

fy(y) = - . para todo y € R,
1+ (522

conp €R,6<0y0< || <aydonde

Ba(@) = 4 o ‘x/ ‘tt*—%<1+ t)”
T) =4 |———=¢ e — ,
g 20TA+ 3" Jiooo) 21

es la funcion modificada de Bessel de tercer tipo con indice ).

Dicha distribucion es denotada por NIG(«, 5,6, 1) y su funciéon caracteristica es

() = ™ R (5.1)
u) = e gl .
6& [ a?—(B+iu)?

Las expresiones explicitas para su media, varianza, curtosis y su coeficiente de asimetria

son

35

Media = /L—i-\/ﬁ (52)
2
Varianza = O‘—53 (5.3)
(Vo)
: Lo 3p
Coeficiente de Asimetria = (5.4)

1
Q@ ((5\/042 — 52) ’
Curtosis = 3|14+ ———
( a?d/a? — 32
Definicién 5.2. Sea X una variable aleatoria. Se dice que X tiene distribucion normal

moversa gaussiana simétrica si y solo si f = 0.
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En este caso denotaremos a la distribucion NIG(«, 0,0, u) por NIGS(«, d, ). Su fun-

cion de densidad esta dado por

fly) = —e (5.6)

y su funcion caracteristica es
¢(u) = eiuﬂeaé(lf 1+(%)2)' (57)

< . . § . 3
Ademas, de (5.2), (5.3) y (5.5), su media es p, su varianza es ¢ y su curtosis es 3 + =.
Por una simple inspeccion de la funcion caracteristica podemos notar que el generador

caracteristico de esta distribuciéon es
A 20
o) = eaé(l 1+ ), (5.8)

Un proceso NIG no tiene componente browniano y su terna caracteristica esta dado por
(m,0,vN1¢), donde
200 (! ~
m = — [ senh(By)K;(ay)dy (5.9)

™ Jo

5.1.1. Valuacién de Opciones con un modelo NIG

Supongamos que p < r. Note que la Q- distribuciéon de Y] es NIGS(Q,S, i), donde

= 2. De las ecuaciones (3.6) y (5.8) se tiene

Q |on

5—2:2(r—u)—<r_“>2. (5.10)

Bajo la medida Q, Y; ~ SNIG («, ot, ut) con media ut y varianza 6%t = 3¢, La distribucion

T«

de Y; bajo la medida () es determinada con el siguiente resultado.

Proposicién 5.3. Para cada t >0, la Qy distribucion de Y; es NIG(a, 1, ot, ut).

7
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Demostracion. Del cambio de numerario definido en (3.8), se puede notar que la densidad

de Y; bajo Q1 esta dada por

o . I
—rt £Q _ y—pt—adttitv/a? 1Y abt (
e’ fyt(y) =’ —€

" L ()
(5.11)
Y—pty2
— ey—,ut-l-gt\/aQ—la (aét ( ot ) )
T ey
Esto muestra lo requerido. O
Este ultimo resultado, (5.2) y (5.3), nos permiten concluir que
Q1 o? ~2
B ] =m=p+/—5—0 (5.12)
Q o’ }
Var9 W]l =¢2= | —— | & 5.13
[ 1] 1 <m) ( )

Denotamos por Fygs(y) a la Q-funcion de distribucion de la variable aleatoria estan-

darizada Y= \[ y por Fyia(y) a la @Q;-funcion de distribucion de la variable aleatoria

estandarizada X \’}t Dadas ambas funciones de distribuciéon se obtiene la formula expli-
cita para valuar una opciéon de compra europea cuando el proceso de los precios es un

proceso NIGS.

Proposicion 5.4. Sea Y; ~ SNIG(«, 6t, ut) y i < r. Entonces, el precio libre de arbitraje

de una opcion de compra europea usando MMEN estd dado por

In + T In(52) 4+ uT
1—FN1G< ( ) > — e "TKFoniq <M>7 (5.14)

Co= S
0 0 0'1\/_ 5'ﬁ

3
donde jis =+ 556% 3 = (25 ) 62 9 6* = 20— ) — (52)"
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5.2. Comparaciones Numéricas

Con el objetivo de hacer algunas comparaciones numeéricas, aproximaremos la distri-

., . . . Yo—uT . . ., .
bucion estandarizada de la variabla aleatoria == \/‘Ti por la distribucién estandar normal,

es decir cambiamos Fy;gs por ®. Asimismo, aproximaremos la distribucion estandariza-
da de la variable aleatoria YTT_\/“T}—T, por la distribucién normal, es decir cambiamos Fiy;q,
por @, porque tiene una grado de asimetria positivo minimo que puede ser despreciable.
Por tanto asumimos que el sesgo es cero. Ademas, el pardmetro de forma ( = «ad y el
pardmetro de exceso de curtosis v de la distribuciéon simétrica normal inversa gaussiana
estan relacionados por v = % Asi, obtenemos una férmula modificada tipo Black-Scholes
(BS) para la valuacion de opciones que toma en cuenta el exceso de curtosis. La formula

para el modelo NIGS es

ln(i)+u1T
Com Sp |@| —EL——

. ln(%) + uT
— e TK® (T) , (5.15)

resultados se obtuvieron del hecho que:

a? a?o? ad 3

a?—1 a202—-02 ad—o02 3—ro?

(5.16)

Es importante observar que la formula (5.15) es un tipo de generalizacion de BS, ya que

cuando v — 0, 6% — 2(r — pu) y # — 1. Asi se tiene que
o= pty a0 = 2(r—p)

3
3
5 = | ———] = 2(r—
1 3= o? (r—p)

67 = 2r—p) — 4 —p)? =2 - p)
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Se puede notar que el modelo NIGS a diferencia del modelo BS, considera que la distri-
bucion del logaritmo de los retornos presenta valores moderados de exceso de curtosis.
Asimismo, podemos notar que para valores cercanos a cero de exceso de curtosis el modelo
NIGS converge al modelo Black-Scholes. En el siguiente grafico, la brecha entre el precio
de la opcion obtenida bajo el modelo NIGS y el obtenido en el modelo BS aumenta a
medida que el periodo de maduracion de la opciéon aumenta. Los precios exactos y las

diferencias porcentuales son presentadas en la Tabla 5.1.

Valuacion de opciones europeas de compra

--- NIGS
--- BS

Precio de la opcion
00 05 10 15 20
|

T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

T-tiempo de maduracion de la opcion

Figura 5.1: Precios de una opcién europea de compra obtenido con los modelos NIGS y BS.
Los valores de los pardmetros usados son: So = K =10, »r = 0,06, 0 = 0,19, 4 = 0,03 , v = 4.

Tiempo de Maduracién (Afios) 2/52 12/52 22/52 32/52 42/52 1
Modelo BS (i) 0.160 0.434  0.622 0.782  0.927 1.062
Modelo NIGS (ii) 0195 0519 0.735 0916 1.079 1.229
Diferencia (ii- 1) 21.91 1951 1818 17.18 16.36 15.66

Tabla 5.1: Diferencia porcentual del precio de la opcién europea de compra bajo el modelo
NIGS respecto al modelo BS. Los valores de los pardmetros usados son: So = K = 10, r = 0,06,
=019, p=0,03 ,v=4.
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Capitulo 6

Modelo de Meixner

En este capitulo, mostramos el caso cuando el proceso de precio del activo subyacente
estd caracterizado por un proceso de Lévy cuyas distribuciones marginales son distribu-
ciones de Meixner simétrico. A dicho proceso se le denomina proceso de Meixner Simétrico
(MS). Para valuar derivados financieros, en particular opciones, es crucial tener un buen
modelo de la distribucion de probabilidad del activo subyacente. El mas famoso modelo
en tiempo continuo es el de Black-Scholes (BS), el cual usa la distribuciéon normal para
modelar los log-retornos del subyacente. En este modelo el precio del subyacente esta dado

por el movimiento Browniano Geométrico.

2
. o
Sy = Spelb= T,

donde W;,t > 0 es un movimiento browniano, es decir W; tiene una distribucién normal
con media 0 y varianza t. Es ampliamente conocido que los log-retornos de muchos activos
financieros tienen una curtosis mas grande que la de la distribucion normal. Por tanto, en
este capitulo se propone un modelo que controla el exceso de curtosis y esta basado en la
distribucion de Meixner.

La distribucién de Meixner pertenece a la clase de distribuciones infinitamente divisibles

y da lugar a un proceso de Lévy. El proceso de Meixner fue introducido por primera vez
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en las finanzas teoricas y propuesto como un modelo de data financiera en [19]. Ademas,

este proceso se origind en base a la teoria de polinomios ortogonales presente en [15].

6.1. Proceso de Meixner Simétrico

Definiciéon 6.1. Sea X una variable aleatoria. Se dice que X tiene distribucion de Meix-

ner con pardmetros «, 3, 6, m, si su funcion de densidad estd dada por
iz —m
) (5 ie=m) >)
«

Esta distribucion es denotada por M(«, 5,0, m). El parametro m es de posicion, mien-

2

f(z) = . para todo x € R,

(2cos(5)* [B(m—m)]
2amT'(20) X a

cona>0, |8 <m, d>0ymeR.

tras o y 0 tienen influencia en la forma puntiaguda de la distribucién. Asimismo, [ es el
parametro de forma el cual influye en la asimetria de la distribucion.
Su funcion caracteristica esta dada por

2)

Y(u) = em (%ﬁ;ﬂ)) . (6.1)

2

Las expresiones explicitas para su media, varianza, curtosis y el coeficiente de asimetria

son

Media = m+ad tan(g) (6.2)
Varianza = a?) COSQ<§> (6.3)

: o By 2
Coeficiente de Asimetria = sen(g) 5 (6.4)
Curtosis = 3+ (2 = cos($)) (6.5)

Definiciéon 6.2. Sea X una variable aleatoria. Se dice que X tiene distribucion de Meix-

ner simétrica si y solo si f = 0.
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En este caso denotaremos a la distribucion M (a, 0,4, ) por MS(a,d, p). Su funcion

F<5+ —i(x;m)>

Ademaas, de (6.2), (6.3) y (6.5), su media es m, su varianza es ‘”72‘5 y su curtosis es 3+ §.

de densidad esta dado por

2

f(z) (6.6)

225
= 2anT(20)"

Por una simple inspeccion de la funcion caracteristica dada en (6.1), podemos notar que

el generador caracteristico de la distribuciéon simétrica de Meixner es

1 20
p(v) = (W) : (6.7)

6.1.1. Valuacién de opciones con un modelo de Meixner Simétrico

Supongamos que p < r. En este caso, la Q-distribuciéon de Y] es dada por MS(«, 5, m),

donde %‘; = 2. De la ecuacion (3.6) y de (6.7) se tiene

1
5% = (arc cos.(e’(?"’m)"‘))2 -, (6.8)
K

a2

donde k = o3

Bajo la medida @, Y; ~ MS(a, St, mt) con media mt y varianza 6t = %‘gt. La distribucion

de Y; bajo la medida () esta determinada por el siguiente resultado.
Proposicion 6.3. Para cada t > 0, la @ distribucion de Y; es M(«, a, 575,,ut).

Demostracion. Del cambio de numerario definido en (3.8), se puede notar que la densidad

de Y; bajo () esta dada por

5 2
24t ~ ; _ t)
eyfrt Q _ eyfmtef(rfm)t _ ot + 7'(3/ m
) 2amT'(20t) a
. 2
_ oyt (2 Cos(%))%’5 5t - i(y — mt)
2arl'(20t) a
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Se ha usado el generador caracteristico (6.7) para la distribucion simétrica de Meixner y

S\ \ 2
cosh — = e m
20
S\ \ 2
cos 7 = e m
20
26
(cos (% = e r=m),

Esto muestra lo requerido. O

25 ~
el hecho que 22 = 52

Este tltimo resultado, (6.2) y (6.3), nos permiten concluir que

2
E9'Y)] =m; =m+ = tan (%)52 (6.9)
a
AR =2 (6.10)
14 cosa
~2 —(r—-m)k 21
5% = (arccos(e ) =, (6.11)
K
donde kK = %. Denotamos por Fys(y) a la Q-funcion de distribucion de la variable
aleatoria estandarizada Yg—\}?t por Fy(y) v ala @i-funcion de distribucion de la variable
aleatoria estandarizada % Dadas ambas funciones de distribucion se obtiene la for-

mula explicita para valuar una opcion de compra europea cuando el proceso de los precios

es un proceso MS.

Proposicién 6.4. Sea Y; ~ MS(«,0t,mt) y p < r. Entonces, el precio libre de arbitraje

de una opcion de compra europea usando MMEN estd dado por

In(52 T In(52 T
1—PM<—HWJ+m1> —fﬁKﬂm<£Qiiﬁ;>, (6.12)

Co =S k) TS
00 VT 5T

— 2 952 52 = 2 i
donde my =m+ o tan(2)0 » 01 = 14+cos o

=

5% y 6% = (arccos(e”""mx))
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6.2. Comparaciones Numeéricas

Con el objetivo de hacer algunas comparaciones numéricas sobre el precio de la opcion

bajo los modelos Black-Scholes y Meixner Simétrico, aproximaremos la distribucion de

ij?/?T por la distribucion estandar normal,

Meixner de la variable aleatoria estandarizada
es decir cambiamos Fj;g por ®. Asimismo, aproximaremos la distribucion de Meixner
de la variable aleatoria estandarizada YTU_—\/”’TJT por una distribucién normal estdndar, es
decir cambiamos F); por ®, porque tiene una grado de asimetria minimo que puede ser
despreciable. Ademas se tiene que el pardmetro de forma ¢ y el pardmetro de exceso de
curtosis de la distribucion de Meixner estan relacionados por v = %. Asi, obtenemos una

formula modificada de Black-Scholes para la valuacion de opciones que toma en cuenta el

exceso de curtosis. La formula modificada de Black-Scholes para el modelo MS es

B In(52) + m, T T In(52) + mT
oo (BEERT)] L rgamtizer)

donde m; = m+ § tan (a@) 2= COS%(/\)G'Q, 5% = (arc (:os.(e‘(V"‘m)%))2 tyr=0y/3.
Podemos notar que el modelo MS converge al modelo de Black-Scholes cuando el para-
metro de exceso de curtosis 7 tiende a cero. En el siguiente grafico se aprecia la diferencia
a través del tiempo en los precios de una opcion de compra europea bajo los dos modelos
de valuacion usando el mismo conjunto de pardmetros. La brecha entre el precio de la
opcion obtenida bajo el modelo MS y el obtenido en el modelo BS aumenta a medida
que el periodo de maduracion de la opcidon aumenta. Los precios exactos y las diferencias

porcentuales son presentadas en la Tabla 6.1.
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Valuaciéon de opciones europeas de compra

-- MS
-- BS

Precio de la opcion
00 05 10 15 20
|

| | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

T- tiempo de maduracion de la opcion

Figura 6.1: Precios de una opcién europea de compra obtenidos con los modelos MS y BS. Los
valores de los parametros usados son: So = K =10, r = 0,06, 0 = 0,19, p = 0,03 , v = 4.

Tiempo de Maduracién (Afios) 2/52 12/52 22/52 32/52 42/52 1
Modelo BS (i) 0160 0.434  0.622 0.782  0.927 1.062
Modelo MS (ii) 0195 0.519 0.735 0916 1.079 1.229
Diferencia (ii- 1) 21.88 19.59 1817 17.26 16.40 15.73

Tabla 6.1: Diferencia porcentual del precio de la opcién europea de compra bajo el modelo
MS respecto al modelo BS. Los valores de los pardmetros usados son: So = K = 10, r = 0,06,
=019, p=0,03 ,v=4.
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Conclusiones

1. La propiedad de simetria de las distribuciones marginales del proceso de Lévy con-
sideradas en el presente trabajo es una caracteristica crucial para poder determinar
la distribuciéon marginal del proceso de Lévy simétrico en un instante de tiempo ¢
bajo la medida martingala equivalente natural (MMEN) Q. La Q-distribuciéon de
Y,, nos permite obtener una féormula cerrada de valuaciéon de opciones europeas de

compra mediante el uso de cambio de numerario.

2. En el estudio de la existencia y la unicidad de la medida equivalente natural (MEN)
surgen dos hechos importantes. Primero, si el proceso de Lévy simétrico posee un
componente browniano entonces siempre es posible encontrar dicha medida. Asimis-
mo, dado el supuesto de simetria de la variable aleatoria Y;, la existencia de una
MEN se caracteriza cambiando el pardmetro de posiciéon de la distribucién simétri-
ca de Y. Segundo, si el proceso de Lévy simétrico no tiene componente gaussiano
entonces la existencia de una MEN depende del supuesto de equivalencia entre la
P-medida de Lévy y la medida de Lebesgue. Si se consideran procesos de Lévy simé-
tricos cuyas medidas de Lévy satisfacen dicho requerimiento entonces la existencia
de una MEN se caracteriza cambiando el parametro de escala de la distribucion de

Y:. Ademas, se concluye que para cada proceso de Lévy simétrico existe una tnica

MEN.

3. Para valuar un reclamo contingente, en el caso del presente trabajo, una opcién

europea de compra se requiere una medida equivalente tal que el proceso de precios
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del activo subyacente sea martingala respecto a dicha medida. A dicha medida se le
denomina medida martingala equivalente. in este contexto, si se consideran procesos
de Lévy simétricos de salto puro, la MMEN podria no ser tinica, incluso podria no

existir.

4. En casos especificos (modelo de Varianza Gamma Simétrico, modelo Normal Inverso
Gaussiano Simétrico y modelo de Meixner Simétrico) considerados en este trabajo,

es posible asegurar la unicidad de la MMEN.

5. Los modelos que se estudian en este trabajo son: el modelo de Varianza Gamma
Simétrico, el modelo Normal Inverso Gaussiano Simétrico y el modelo de Meixner
Simétrico. En la situacion de estos tres modelos se obtiene una formula generalizada
o modificada para valuar opciones de compra, que contempla a la formula de Black-
Scholes como un caso particular. Estos modelos nos permiten tener control sobre el
parametro de exceso de curtosis, que es importante para controlar el comportamiento

de las colas de la distribucién.

6. Mediante simulaciones numéricas del precio de la opciéon bajo los tres modelos sena-
lados lineas arriba y bajo el modelo clasico de Black-Scholes, se llega a la conclusion
que el precio de la opcién obtenido con la formula modificada en cada uno de los
tres modelos trabajados es mayor al precio obtenido con la formula clasica de Black-
Scholes. Ademas, la brecha entre dichos precios aumenta a medida que el periodo
de maduraciéon de la opciéon aumenta. El andlisis se realiza para periodos cortos no

mayores a un ano.
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