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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es concluir la prueba del teore-
ma de Hasse Minkowsky (de manera especifica, los casos n =4 y n > 5)
iniciada en mi tesis de pregrado [2]. Adicionalmente, regresaremos a resul-
tados cuya prueba queddé pendiente en aquella tesis. Es mas, como gran
parte de las definiciones y resultados que necesitamos se encuentran ahi,
haremos multiples referencias a [2] a lo largo de este trabajo.

En el primer capitulo nos ocuparemos del teorema de Chevalley, pe-
ro principalmente buscamos como relacionar este resultado con el lema de
Hensel. Ello nos permitira obtener un mecanismo para encontrar condicio-
nes bajo las cuales una forma cuadratica representa a cero. La ventaja de
semejante desarrollo reside en que solo se necesita trabajar con ecuaciones
sobre cuerpos finitos (en este caso Z/pZ), en donde encontrar soluciones
resulta menos laborioso que en Q,,.

En el segundo capitulo definimos el simbolo de Legendre, una he-
rramienta necesaria para la prueba de la bimultiplicidad del simbolo de
Hilbert (resultado que qued6 pendiente en la tesis de pregrado). Como
aplicacion del concepto y propiedades del simbolo de Legendre probare-
mos la ley de reciprocidad cuadratica, la cual es 1til por mérito propio.

En el tercer capitulo probaremos la bimultiplicidad del simbolo de
Hilbert, el primer resultado de relevancia en esta tesis. Lo que en realidad
haremos sera establecer una férmula que nos permita hallar el simbolo de
Hilbert de cualquier par de nimeros p-adicos; a partir de ésta, la bimulti-
plicidad del simbolo resulta obvia. Cerramos el capitulo con la prueba de
una proposicién que vera utilidad cuando se ataque el teorema de Hasse-
Minkowsky:.

En el cuarto capitulo exhibiremos algunas propiedades topoldgicas
del cuerpo Q,. La més notable es el teorema de aproximacién débil, que
serd utilizado para tratar el teorema central.

En el quinto capitulo trabajaremos con simbolos de Hilbert aplicados
al cuerpo global Q. Ademas, se probara un segundo resultado de rele-
vancia, la formula producto de Hilbert. Luego se desarrollardn ejemplos
ilustrativos sobre ecuaciones y sistemas de ecuaciones con simbolos de Hil-
bert, lo que dard lugar a un resultado auxiliar que sera empleado en la
prueba del teorema de Hasse-Minkowsky.
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El sexto capitulo es basicamente una extensién del capitulo 5 de [2].
Nos limitamos a presentar algunos resultados adicionales y a probar una
proposicién que queds pendiente en [2].

En el sétimo capitulo concluimos la prueba del teorema de Hasse-
Minkowsky para los casos n =4 y n > 5.

El octavo y ultimo capitulo es aplicativo. Utilizaremos el teorema de
Hasse Minkowsky para clasificar formas cuadréticas sobre los racionales.

Por ultimo, quisiera reiterar mi agradecimiento a mis familiares y seres
queridos por su apoyo incondicional. Como siempre, un agradecimiento
especial al Dr. Alfredo Poirier por su tiempo y sus valiosas sugerencias.

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_}\éELl}g?AD

DEL PERU

Indice General

INtroducCiON ..ot 1

El teorema de Chevalley ..........cccoooiiiiiiiiiiiiii )

El simbolo de Legendre y la ley de reciprocidad cuadratica ................... 9

Propiedades locales del simbolo de Hilbert .......................coocoiiiiiiiiiiinni. 18
Algunos aspectos topolégicosde Q ...............cocoi 27
Propiedades globales del simbolo de Hilbert ......................ccccciiii 30
Formas cuadraticas sobre Q, ....................... 41
Teorema de Hasse MinkowsKy .........ccoooiiiiiiiiiiiiiiii 45
La clasificacién de las formas cuadraticas sobre Q ......................ccceenn. 48
Bibliografia ... 53

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx_:_\ée'ﬁgﬁmo

DEL PERU

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

Capitulo 1

El teorema de Chevalley

Una de las herramientas que requerimos para la prueba de la bimul-
tiplicidad del simbolo de Hilbert es un método para asegurar la existencia
de soluciones en ecuaciones sobre los p-adicos. La primera meta sera tra-
bajar un criterio para confirmar la existencia de soluciones no triviales
sobre cuerpos finitos, por ejemplo Z/pZ.

Vamos a probar un conocido resultado debido a Chevalley. Trabaja-
mos en el contexto de un cuerpo finito F' con ¢ elementos. Antes de ello
abordaremos un par de lemas.

Lema 1.1. Sea f(xq, -+ ,x,) € Flxy, -+, z,] un polinomio de grado me-
nor que q en cada una de sus variables. Si f se anula en todo wvalor,
entonces es idénticamente nulo.

Prueba. Trabajaremos por induccién. Si se tiene n = 1y f posee g raices
distintas, al ser f de grado menor a ¢, no queda otra que sea idénticamente
nulo. Ahora suponemos que el lema ya fue probado para n — 1. Es claro
que todo polinomio f de n variables en el contexto puede escribirse cual

f(l'l, tee 7xn) == 23;01 gi<x17 =~ 7xn—1)xiw

donde g; es un polinomio de grado menor que ¢ en cada una de sus n — 1
. o qg—1 ;
variables. Tomemos a = (a1, ,a,—1). Resulta que > 7" g;(a)x}, es un
polinomio de una variable que posee g raices distintas, con lo que éste es
idénticamente nulo. Por hipétesis inductiva g; es idénticamente nulo y lo

mismo ocurre para f. O

Recordemos que dos polinomios f, g € F[X] son equivalentes si se
verifica f(a) = g(a) para todo a € F[X].

Lema 1.2. Todo polinomio f(xq,--- ,x,) € Flxy,--- ,x,] es equivalente
a un polinomio de grado menor que q en cada una de sus variables.
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Prueba. Al tratarse de un cuerpo con ¢ elementos se tiene que 9 es equiva-
lente a z. De aca facilmente se sigue que para d > ¢ se cumple z?¢ = z4-9t!
y el resultado se sigue por induccion.

Para un polinomio de n variables la cuestién se reduce a analizar cada
monomio que lo conforma. Es claro que por la observacion anterior el grado
de cualquiera se puede reducir a uno menor que g en cada variable. O

Teorema 1.3 (Chevalley). Sea f(z1, - ,x,) € Flxy, -+, 2, un poli-
nomio homogéneo de grado d < n. Entonces f tiene al menos dos raices.

Prueba. Al ser f un polinomio homogéneo, tiene a 0 como raiz. Suponga-
mos que ésta sea la tinica solucién. De ser asi, es claro que f97!(x) toma el
valor 1 para todo x salvo 0. De esta forma, el polinomio u(x) = 1— f77!(z)
(cuyo grado es d(q — 1)) vale 1 para x = 0 y 0 para el resto de puntos.
Pero lo anterior también se cumple para el polinomio

cuyo grado en cada variable es ¢ — 1. Ahora, por el Lema 1.2, u es equi-
valente a un polinomio u' de grado menor a ¢ en cada variable. De esta
manera, el polinomio w(z) = u/(x) — v(z) tiene grado menor a ¢ en cada
variable y se anula para todo x. Como w cumple las hipétesis del Le-
ma 1.1, resulta ser idénticamente nulo. Se satisface entonces la relacion
u'(x) —v(x) = 0y se tiene que el grado de u' resulta ser igual a (¢ — 1)n.
Por otro lado se tiene también grad(u') < grad(u) = d(¢ — 1) con lo cual
se concluye n < d, lo que contradice la hipdtesis. O

Corolario 1.4. Todas las formas cuadrdticas f(xy,--- ,x,) sobre Z/pZ,
con n al menos 3, tienen un cero no trivial.

Prueba. Las formas cuadraticas son polinomios homogéneos de grado 2,
menor que n. [

El corolario del teorema de Chevalley asegura que una forma cuadrati-
ca de al menos 3 variables con coeficientes sobre Z/pZ representa a cero.
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Si bien éste es un resultado util, necesitamos una herramienta que nos
asegure la existencia de ceros de formas cuadraticas sobre Q,. La idea es
la siguiente: podemos asegurar la existencia de una solucién no trivial en
Z/pZ y luego encontrar condiciones para que ello implique la existencia
de una solucién en Q,,.

A continuacién enunciamos la version generalizada del lema de Hen-
sel, el cual asegura la existencia de ceros de polinomios sobre Z; bajo
ciertas condiciones. Acto seguido presentamos dos corolarios que seran de

utilidad para nuestros propoésitos.

Teorema 1.5. Sea f € Zp[xy,- -+ ,x,]. Sea x € Z; sujeto a
f(z) =0 (méd p**1),

y de modo que para alguna derivada parcial se tenga también

of .\ _ AN
8_m,»(x) =0 (mdd p°),
pero se cumpla
af 4 s+1
B () Z 0 (mod p*tt),

donde s > 0. Entonces existe un cero T € Z, de [ que es congruente a
mddulo p**t.

Prueba. Los detalles de la prueba se pueden revisar en la tesis de Condori

3]. 0

A continuacion se probaran dos corolarios que aplican el resultado del
teorema anterior al caso de formas cuadréticas regulares. Recordemos que
una forma cuadrética f(zy, -+ ,2,) = a;2? + -+ + a,x es regular si su
discriminante dy = a; - - - a,, es distinto de cero. Nos remitimos a [2] para
mas detalles.
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Corolario 1.6. Sea p primo impar. Sea f(xy,- - ,z,) una forma cuadrdti-
ca reqular en Z,, (interprétese, cuyo discriminante es invertible en Z,). Sea
T € Z, tal que al menos una de sus componentes no es divisible por p y
que satisface f(x) =0 (mdéd p). Entonces f representa a 0.

Prueba. Puesto que se cumple dy # 0 (méd p), ningtn a; es divisible por

p. Como se tiene = 2a;x;, y al menos un x; no es divisible por p, al

8.277;

menos una derivada parcial no se anula. Finalmente, el Teorema 1.5, para
s = 0, nos permite concluir que existe y € Z; de tal forma que se tiene

fly) =0. 0

Corolario 1.7. Sea p =2 y f(x1, -+ ,x,) una forma cuadrdtica regular
en Zo (en el sentido utilizado por el corolario anterior). Sea x € Z4 tal
que al menos una de sus componentes no es divisible por 2 y que satisface
f(xz) =0 (mod 8). Entonces f representa a 0.

Prueba. Basta aplicar el Teorema 1.5 para s = 1. Para asegurar que al
menos una derivada parcial no es congruente a 0 médulo 4 basta con
tener que al menos una de las componentes de = no sea divisible por 2 y
aprovechar que se tiene dy # 0 (méd 2). O]

Los corolarios del Teorema 1.5 seran de utilidad para verificar si una
forma cuadratica representa a 0. Basta invocar el corolario del teorema de
Chevalley y verificar que se cumplen condiciones adicionales.
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Capitulo 2

El simbolo de Legendre y la ley
de reciprocidad cuadratica

El primer resultado de relevancia en este trabajo es la prueba de la
bimultiplicidad del simbolo de Hilbert. Para ello es necesario introducir al-
gunos conceptos previos en aras de facilitar el desarrollo de dicha prueba.
Dedicamos éste capitulo a introducir el simbolo de Legendre y la nomen-
clatura asociada con la demostracion de la conocida ley de reciprocidad
cuadratica. Remitimos al lector a la tesis de Edwin Villogas [8], en donde
se amplian los resultados de este capitulo.

Sea p primo impar y u entero médulo p. El simbolo de Legendre

de u, denotado por | — |, es una aplicacion definida como
p

1 si u es un residuo cuadratico modulo p,
u 3 . o z
(—> = ¢ —1 siwu no es un residuo cuadratico médulo p,

0 si u es divisible por p.

[lustramos esta idea con un ejemplo sencillo. Para p = 7, el simbolo
de Legendre de 11 es 1 puesto que se cumple 11 = 7-1+4. De igual forma,
el simbolo de Legendre de 31 es —1 pues se tiene 31 = 7-4+ 3 y 3 no
estd en la lista {1,2,4} de los cuadrados médulo 7.

Cabe mencionar que el simbolo de Legendre es una funcién multi-
uv u\ (v

plicativa, es decir, cumple (—) = <—) (—) La demostracién de este
p p p
hecho es sencilla a partir de un resultado més general. Previamente recor-

demos que Fy = (Z/pZ)* es un grupo multiplicativo ciclico (en nuestro
caso de orden igual a p — 1) y que IF;’? es un subgrupo del mismo.

Proposicién 2.1. Para p primo impar, se cumple [Fy ]F;;Q] = 2. Ademds
F2? es el miicleo del homomorfismo f(x) = ®~Y/2 definido sobre .
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Prueba. Empezamos demostrando la segunda afirmacion. Cabe mencionar
que el nticleo de f estd conformado por todos los elementos de Z/pZ* cuya
imagen es 1. Se sabe que siempre se cumple zP~! = 1, motivo por el cual
se tiene z®~1/2 = +1. Observamos que la ecuacién z®~/2 = 1 solo

. p
soluciones, por tanto, para los valores restantes

puede tener P

se tendra x®~1/2 = —1. Si se cumple = € IF;Q entonces existe y en F)
tal que z = y2. De esta manera se satisface z®~1/2 = y»=1 = 1. Por
otro lado, todo # € Nu(f) satisface ®~1/2 = 1. Si ponemos = = 3?, se
tiene (y*)®~/2 = yp=1 = 1. Asf logramos y € F; y con ello z € F;2. Con
esto hemos demostramos que el niicleo coincide con IF;‘,Q. Finalmente, como
F*/F*2 es isomorfo a {£1}, el indice de F;? resulta 2. O

Esta proposicién nos permite escribir el simbolo de Legendre para u
de manera explicita con la férmula (E) = w12 (méd p) = +1 . Visto
p

asi, la condicion de ser una funciéon multiplicativa es inmediata.

Ahora definimos dos funciones auxiliares que serviran para simplificar
notacién. Cuando n es un entero impar ponemos

n—1

e(n)ET(méd 2>:{O sin=1 (mdd 4)

1 sin=3(mdd 4)

in==+1(md
(mod 2) — 0 s% n (m(?d 8)
8 1 sin =45 (mdd 8).

Proposicion 2.2. La funcion € es un homomorfismo del grupo multipli-
cativo F} sobre el grupo aditivo Fy y w es un homomorfismo del grupo
maultiplicativo F§ sobre el grupo aditivo Fy.

Prueba. Veamos primero el caso de €. Es obvio que se cumplen las igual-

dades
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Resulta asi que € es un homomorfismo.

Para w las igualdades a verificar son

w([£1][£1]) = w([£1]) =0 =0+ 0 = w([£1]) + w([£1]),
w([£1][£5]) = w([£5]) =1 =0+ 1 = w([£1]) + w([£5]),
w([£5][£5]) = w([£1]) =0 =141 = w([5]) + w([£5])

De nuevo, resulta claro que w es un homomorfismo. O

A manera de ejemplo hallaremos el simbolo de Legendre para ciertos
numeros.

1
Ejemplo 2.3. Siempre se tiene <—) = 1P=Y/2 — 1. Por otro lado, el
p
sfmbolo de Legendre de —1 es el valor —17~9/2_Sj p— 1 es multiplo de 4,
entonces se tiene (_—) = 1, caso contrario se logra — ) = —1. Como
p

un numero primo impar es congruente a 1 modulo 4 o bien a 3 médulo 4,

-1
obtenemos la férmula (—) = (—1)@,
p

Ejemplo 2.4. Para p primo impar, hallaremos el simbolo de Legendre de
2. Sea a un nimero que satisface a* = —1 en alguna extensién de Z/pZ.
Una primera observacién indica que se tiene

(@®+1/a?)?=a*+2+1/at=—-1+2-1=0,

y con ello a? + 1/a? = 0. Al poner y = a + 1/« notamos que se cumple
y? =a?+2+1/a? = 2. Como trabajamos en un cuerpo de caracteristica
p vale la expresion y? = (a+ 1/a)P = of + 1/aP. Identificamos dos casos.
Primero, si p = £1 (mdéd 8), es claro que se cumple
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yP = ySREL = oBREL 4] kL = o FL 4] /oFl = g,

Luego, de y? = 2 se consigue

2
(2_9) — op=1)/2 _ (yQ)(p—l)/Q _ yp_l —1

Por el contrario, si p = 45 (méd 8), se cumple y? = a® +1/a”. Y a
partir de o* = —1 conseguimos la igualdad

®+1/a®=—(a+1/a)=—y.

2
De esta manera se tiene y? = —y, lo que conduce a (—) =Pl = 1.
p

2
Todo lo anterior puede resumirse en la férmula <—> = (—1)~®,
p

Nota 2.5. A pesar de que el simbolo solo fue definido para numeros
enteros, es posible extender la definicion para unidades p-adicas siempre
que se tenga p # 2. Recordemos que en [2| se demostré que u = ug +
wp + ugp® + -+ € Q, es un cuadrado perfecto para p # 2 si y solo si

u u

ug también lo es. En consecuencia la relacion <—) = (—0) queda bien
p p

definida. Es decir, el simbolo de Legendre de una unidad p-adica coincide

con el de su reduccion médulo p. También es posible extender la definicion
de las funciones € y w en Z3. En el caso de € basta evaluar en la reduccién
modulo 4 y en el caso de w, en la reduccién médulo 8.

Si bien la férmula para el calculo del simbolo de Legendre obtenida
a partir de la Proposicion 2.1 resulta ser 1til, su aplicacién puede resultar
engorrosa para un valor de n grande. A continuaciéon probaremos el lema
de Gauss, que proporciona otra féormula para el célculo del simbolo de
Legendre.

Primero hagamos una observacién. Sea a € F; con p primo impar.
El conjunto R = {ry,ra, - ,r(p_l)/g} se define de tal forma que r; es

la reduccion médulo p del valor ai para ¢ = 1,--- ,’%1. Definimos los
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siguientes subconjuntos: M, = {ai,as, -+ ,ax}, formado de aquellos r;
menores a p/2 y N, = {by,--- ,b,}, formado por los r; mayores a p/2. Es
claro que M, y N, son disjuntos y ademés se tiene R = M, U N,.

Lema 2.6 (Lema de Gauss). Para p primo impar y a € F7, se cumple

(ﬂ) = (—1)", donde n es la cardinalidad del subconjunto N, mencionado
p
arriba.

Prueba. A partir de N, formamos un nuevo subconjunto S, = {s1, - , S, }
con s; = p — b;. De b; > p/2 se obtiene s; < p/2. Vamos a comprobar que
M, y S, son disjuntos. Supongamos se tenga s; = a; para ciertos i y j.
Entonces se tiene p—b; = a; y asi b; +a; = 0 (mdd p). Recordemos que se
cumple a; = acv (méd p) y b; = aff (méd p) para ciertos a, f < (p —1)/2.
Asi tenemos b;+a; = a(a+ ) =0 (mdd p). Pero a+5 < (p—1)/2+ (p—
1)/2 =p—1 < p fuerza a tener a = 0 (mdéd p), con lo que llegamos a una
contradiccion. Ahora, como M, y S, son disjuntos, su unién M, U S, es un
conjunto con (p—1)/2 elementos, todos ellos menores a p/2. Es inmediata

-1
entonces la igualdad M,US, = {1,2,--- | pT} De esta manera tenemos

—1
al"'ak(p_bl)"'(p_bn):al"'aksl"'sn:(pT)!-

Es claro que el producto (p—by) - -+ (p—b,,) es congruente a (—1)"b; - - - by,
(méd p). Al reemplazar esto en la equivalencia anterior llegamos a

Por definicién se tiene r; = ai (méd p); se logra entonces

(-1)a(a-2)-(a- (p—1)/2) = (5 )1 (méd p)

(—1)ra 2D = (B2 nd p),
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y con ello

(=1)"a® D2 =1 (méd p).

De esta manera se deriva (—1)" = a?~1/2 (méd p). Como se tiene (2) —

aP~ Y72 (méd p), concluimos la igualdad (;—;) = (=)™ N

Vemos que el lema de Gauss gira en torno al valor n (la cardinalidad
del conjunto N, definido anteriormente). En realidad, basta conocer la
paridad de este nimero para zanjar el asunto del célculo del simbolo de
Legendre. El siguiente lema arroja mayor luz sobre cémo hallar este valor.

(p—1)/2
t
Lema 2.7. Para a € F,, impar y positivo se cumple n = Z [;a] (maod
t=1

2), acd [m] es la funcion mdzimo entero de m.

Prueba. Usaremos todas las definiciones y resultados que giran en torno
al lema anterior. Primero, es inmediato que se tiene

(p—1)/2 k n
Z ry = Z a; + Z bj.
t=1 =1 j=1

Dada la naturaleza de los r; también se cumple
g
re=ta—p|—|.
p

De esa manera tenemos

(p—1)/2 (p—1)/2 (p—1)/2 "
re=a t—op Z [—]
t=1 t=1 t=1 p

Asi conseguimos la igualdad
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Zaﬁ-Zb =a Z t—p Z

(p—1)/2 (p—1)/2
it

—1
Por otro lado, gracias a M, U S, ={1,2,--- ’pT} se cumple

(p—1)/2
%
=1l 7

3

[
e

a; ‘|—
= (2)

+pn—2b

I
Mw

=
I
_.

Si sumamos las ecuaciones (1) y (2) logramos

(p—1)/2 (p—1)/2 y
]

k
2Zai+np (a+1) Zt P
i=1

=il t=1

Como se tiene que a + 1 es par, al reducir modulo 2 se obtiene
(p—1)/2 (p—1)/2 ta
n=np=-p { ] = {—] (méd 2),
2 2 |5

con lo cual queda demostrada la afirmacion. n

A continuacién presentamos un ultimo lema previo a la demostracion
de la ley de reciprocidad cuadratica.

Lema 2.8. Dado p,q primos distintos, la funcion f : {0,--- ,p— 1} x
{0,--- ,q— 1} — Z definida por f(x,y) = qx — py es inyectiva.
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Prueba. Supongamos f(z,y) = f(2',y'). Entonces se tiene q(z — z') =
p(y — ') y por ende se cumple x — 2’ =0 (mdd p) y y — ¢y = 0 (méd q).
De ahi es claro que se tiene x = 2’ e y = ¥/. ]

Teorema 2.9 (Ley de reciprocidad cuadratica). Para p y q primos

impares distintos se cumple (E) (Q) = (=1)Wea)
q p

Prueba. El lema de Gauss (Lema 2.6) nos permiten escribir

(¢-1)/2 y (p—1)/2
con m = Z {—p} (méd 2) y n = Z [%} (méd 2). De esta forma
q

() -

Ahora, como x e y toman valores de 1 a (¢ —1)/2y (p—1)/2, respectiva-
p—1lg—1

se tiene

valores

mente, la funcién f(z,y) definida en el Lema 2.8 toma

no nulos distintos (por la inyectividad). Para tales x e y definimos los
conjuntos A = {(x,y) con f(z,y) >0}y B = {(z,y) con f(z,y) < 0}.

Por definicién resulta la suma de las cardinalidades de A y B.

Ahora, es claro que se tiene f(x,y) = pr — qy > 0 si y solo si px/q > v,

tienen

o equivalentemente si [px/q] > y, puesto que ni p ni 1,--- | g

factores comunes con ¢. De esta manera, para un z fijo, el entero [pz/q],
resulta ser la cantidad de valores y que cumplen [pz/q] > y. Se tiene en-
(¢-1)/2

x
tonces que {—p} es la cardinalidad de A. De igual forma, se satisface

q

=1

f(z,y) < 0siysolosix > qy/p, o equivalentemente [qy/p] < x. Entonces
(p—1)/2 [

el valor Z

y=1

%] es la cardinalidad de B. Concluimos la igualdad
p
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p—1q—1 (q=1)/2 - "
et E ]
=1 y=1
y queda confirmado el teorema. O
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Capitulo 3

Propiedades locales del simbo-
lo de Hilbert

Si bien en [2] ya fueron demostradas gran parte de las propiedades del
simbolo de Hilbert que operan sobre los cuerpos locales Q, y R, quedd pen-
diente la prueba de la bimultiplicidad. En este capitulo abordaremos dicha
tarea.

La primera labor sera encontrar una féormula cerrada que nos per-
mita obtener el simbolo de Hilbert de dos ntmeros a,b € Q, para p =
2,3,---,00. Cabe subrayar que el caso p = oo es trivial, pues la ecuacion
2% — ax? — by? = 0 no posee solucién tinicamente en el caso a,b < 0. Por

ende se tiene (a,b) =1sia>00b>0y (a,b) =—1sia,b<0.

Teorema 3.1. Sean a,b € Q. Escribamos estos nimeros en la forma
a=p"uyb=p"v conm,n €Z yu,v € L, Entonces se cumple

@y {C(5) (3) dr-2

(_1)e(u)e(v)+mw(v)+nw(u) sip=2.

Vale mencionar que algunas de las herramientas que necesitamos pa-
ra la prueba ya fueron trabajadas en [2]. Probaremos un lema previo al
teorema.

Lema 3.2. Sea v unidad p-ddica. Si la ecuacion z*> — px® — vy? = 0 tiene
una solucion no trivial en Q,, entonces posee una solucion (zo, o, Yo) con
Zo € Yo unidades p-ddicas y xo entero p-adico.

Prueba. La Proposicién 6.1 de [2] asegura la existencia de una solucién
(20, %0, Yo) con zy, To, Yo € Z, donde al menos uno de estos valores no es
miltiplo de p. Si esta solucién no cumple lo deseado se tiene y = 0 (mdd
p) o z =0 (mdd p). Gracias a esto, dado que se cumple 22 —vy? = 0 (méd
p), y como v es unidad p-ddica, tanto y como z resultan simultdneamente
miultiplos de p. Es més, dado lo anterior, se tiene que 22 — vy? = pa? es
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multiplo de p?, con lo cual, necesariamente,  debe ser multiplo de p, lo
que resulta absurdo por lo asumido. O

Ahora abordaremos la prueba del Teorema 3.1.

Prueba (del Teorema 3.1). Es claro que basta realizar la prueba cuando
m y n valgan 0 6 1. Empecemos con p impar.

Caso 1: m = n = 0. Acd todo se limita a probar que se cumple (u,v) =
1. Si reducimos la ecuacién 2% — uz? — vy? = 0 médulo p, el Corolario
1.4 garantiza la existencia de una solucién no trivial en (Z/pZ)*. Como
el discriminante de esta forma cuadratica es wv (unidad p-ddica), queda
asegurado que es distinto de 0 modulo p. De esta manera se satisfacen
las condiciones del Corolario 1.6, y existe una soluciéon no trivial para

22 —ux? —vy? =0 en Q,.

Caso 2: m = 1,n = 0. Esto se reduce a probar la igualdad (pu,v) =
(2) Como ya sabemos que se cumple (u,v) = 1 (caso anterior), por
p

la Proposicién 5.4 de [2] se tiene (pu,v) = (p,v). Si v es un cuadrado,

v
es inmediata la igualdad (p,v) = 1 = [ — |. Por el contrario, si v no es
p
v
un cuadrado, se tiene (—) = —1. Asi, de existir una solucién para la
p

ecuacién 22 — pr? — vy? = 0 es claro que z o y deben ser miiltiplos de p,
por lo que es imposible que ambas variables sean unidades p-adicas. El
Lema 3.2 nos permite concluir que no existe una soluciéon no trivial de

2% — pr? — vy? = 0, motivo por el cual se tiene (p,v) = —1 por definicién.

Caso 3: m =0,n = 1. Esto es idéntico al caso 2.

Caso 4:m = 1,n = 1. Ahora se debe probar (pu, pv) = (—1)<® <E) (9)
p p
Por la Proposicién 5.1 de [2] se tiene (—pu, pu) = 1y por la Proposicién

5.4 de [2], parte 1, se satisface también

(pv, pu) = (—pv - pu, pu) = (—p*uv, pu) = (—uv, pu).
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—uv
De acé, por el caso 2, se tiene (pu, —uv) = (—) . Como ya se probo que
p

-1
el simbolo de Legendre es multiplicativo y que se cumple <—> = —1W)
p

se tiene lo pedido.

Ahora probaremos el teorema para p = 2. Se repiten los mismos
subcasos de antes.

Caso 1: m = n = 0. Debemos probar que se cumple (u,v) = (—1)<®<®),
Es claro que se satisface (—1)“®<") = —1 tinica y exclusivamente si se tiene
e(u) = €(v) = 1; por ende, se desprenden dos casos. Supongamos primero
que se tiene v = 1 (méd 4) de modo que €(u) = 0. Esto se desdobla en
dos subcasos: o bien v = 1 (mdd 8) o en su defecto v = 5 (mdd 8). En
la primera vertiente, todo u que satisface v = 1 (méd 8) resulta ser un
cuadrado perfecto en Q y se tiene (u,v) = 1 de manera automética. En
la segunda opcién se tiene u = 5 (mdd 8). Como se cumple o bien v = 1
(méd 4) o en su defecto v = 3 (mdd 4) se obtiene siempre 4v = 4 (mdd 8).
Entonces, es inmediato que se cumple u+4v = 1 (méd 8), por lo que este
valor resulta ser un cuadrado perfecto. Luego, como se tiene u + 4v = a?
para cierto a € Q3, resulta que el vector (a, 1,2) es una solucién no trivial
de 22 — uz? — vy? = 0. Asf se consigue (u,v) = 1 y queda liquidado el
primer caso pues v = 1 (mdd 4) implica lo mismo. Ahora supongamos
u = v = 3 (méd 4), la tnica posibilidad para tener e(u) = e(v) = 1.
Suponemos que se cumple (u,v) = 1, es decir, existe una solucién para
2% —uz? — vy? = 0. Dado esto, la Proposicién 6.1 de [2] afirma que existe
una terna (z,z,y), con z,z,y € Zs, donde algin término es una unidad 2-
dica, de tal forma que resulta ser solucién para 2% —ux? —vy? = 0. Luego,
como se tiene u = v = —1 (mdéd 4) es claro que se cumple 22+ 3> + 22 = 0
(mdd 4). Recordemos que médulo 4 los cuadrados son solo 1y 0. De esta
manera se tiene z = y = x = 0 (méd 2), lo cual es absurdo puesto que
alguno de esos valores tiene que ser unidad 2-adica. Como la contradiccién
nace de suponer (u,v) = 1, se tiene obligadamente (u,v) = —1 y queda
confirmada la aseveracion.

Caso 2: m = 1,n = 0. Aqui debemos probar (2u,v) = (—1)Wew)+w) F]
primer paso serd establecer la igualdad (2,v) = (—1)“™). Supongamos se
cumpla (2,v) = 1, es decir, aceptemos que la ecuacién 2% — 22?2 — vy? =
0 admite una solucién no trivial en Q,. Asi, el Lema 3.2 asegura que
existe una solucion (zy, zo,yo) con 2y e yo unidades 2-adicas y z, entero
2-ddico. Ya fue probado en [2] el hecho de que todas las unidades que
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son cuadrados perfectos en Qs son congruentes a 1 mdédulo 8. Con esto
se cumple y?> = 22 = 1 (méd 8) y asf se llega a 1 — 222 — v = 0 (m6d
8). Es claro que todo cuadrado perfecto médulo 8 cumple z? = {0, 1,4}
(mdd 8). De esta forma se obtiene v = £1 (mdd 8), es decir w(v) = 0.
Reciprocamente, para v = +1 (méd 8) abordamos dos casos. Si v = 1
(méd 8), éste resulta cuadrado perfecto y se verifica inmediatamente la
igualdad (2,v) = 1. Por el contrario, si v = —1 (méd 8), reemplazamos
este valor en la ecuacién z? — 222 — vy? = 0 y logramos 22 — 22% +y* =
(mdd 8). Es claro que la terna (1,1,1) es una solucién no trivial de esta
ecuacion. Asi, el Corolario 1.7 asegura la existencia de una soluciéon para
2% — 222 —vy? = 0 y de esta forma se satisface nuevamente (2,v) = 1. Con
esto hemos probado que (2,v) = 1 equivale a v = +1 (mdd 8), o lo que es
lo mismo a (2,v) = (—1)“®).

El siguiente paso sera probar que se cumple (2u,v) = (2,v)(u,v). Si
(2,v) =1 0 (u,v) = 1, esto resulta inmediato de la Proposicién 5.4 de

[2]. Ahora supongamos que se tiene (2,v) = (u,v) = —1. Por lo anterior
se cumple v = £5 (mdd 8) o de manera equivalente v = 5 6 3 (méd
8). Ademads, por el Caso 1 se tiene u = v = —1 (mdd 4) o de manera

equivalente u = v =3 6 —1 (mdd 8). De esta forma se tiene v =3y u =3
6 —1 (méd 8). Verificamos cada una de las opciones. Si v = 3 (mdd 8)
y u = —1 (méd 8), la ecuacién 2? + 222 — 3y*> = 0 (mdd 8) tiene como
solucién (1,1,1). Por otro lado, si v = =5 (méd 8) y u = 3 (méd 8), la
ecuacién 2% — 622 +5y? = 0 (méd 8) también tiene como solucién (1,1, 1).
Por el Corolario 1.7 se concluye que la ecuacién z? —2uz? —vy? = 0 admite
solucidén; por consiguiente, se cumple (2u,v) = 1.

Caso 3: m = 1,n = 0. Esto es idéntico al caso 2.
Caso 4:m = 1,n = 1. Aca se debe probar (2u, 2v) = (—1)cWe@)Fwltw)

Por la Proposicién 5.4 de [2] se tiene (2u, —2u) = 1, y por lo tanto, en uso
reiterado de la Proposicion 5.4, se satisface también
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Luego, como € es homomorfismo, se tiene e(—uv) = e(—1)+€e(u) +€(v). Es
claro que se cumple ¢(—1) = 1. Es mads, si €(u) = 1, entonces se satisface
e(u)(1 4+ €e(u)) = 1-0 = 0, mientras si e(u) = 0, se logra e(u)(1 + €(u)) =
0(1 4 0) = 0. De esta forma se consigue

e(u)e(—uv) = e(u)(1 + e(u) +€(v)) = e(u)e(v).

Ahora, w también es homomorfismo y por lo tanto se cumple w(—uv) =
w(—1) + w(u) + w(v). Es evidente que se tiene w(—1) = 0, por lo que
concluimos la igualdad

e(u)e(—uv) + w(—uv) = e(u)e(v) + w(u) + w(v).

O

Observacion 3.3. Si algtin a, b € Q) resulta ser unidad p-adica, las formu-
las del Teorema 3.1 se simplifican drasticamente. Es mas, si ambos nime-
ros son unidades p-adicas se tiene

1 sip>2
a,b) =
(a,0) {(_1>e<a>e<b) sip=2.

Teorema 3.4 (bimultiplicidad del simbolo de Hilbert). Sea K = Q,
conp=2,3,---,00. Para a,b,a’ € K* se cumple (ad’,b) = (a,b)(d’,b).

Prueba. En el caso p = oo, hay 5 posibilidades.

Caso 1: b > 0: como b es positivo se tiene (aa’,b) = 1, (a/,b) = 1,
(a,b) = 1.

Caso 2: b< 0y d,a>0:se tiene (ad',b) =1, (d/,b) =1, (a,b) = 1.

Caso 3: a,b < 0y a' > 0: se tiene (ad’,b) = —1, (a’,b) = 1, (a,b) =
—1.

Caso 4: a/;b < 0y a > 0: se tiene (ad',b) = —1, (d’,b) = —1,
(a,b) = 1.
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Caso 5: a,d’,b < 0: se tiene (ad’,b) =1, (a’,b) = —1, (a,b) = —1.
Ahora, si p es un primo numérico basta trabajar con las formulas ya

probadas en el Teorema 3.1. Ponemos a = p™u, o’ = p™u' y b = p®v. Si
p = 2 se tiene

Mientras que si p es impar se consigue

I\ S n+m
ad’, b) = (—1)+mew) (%) (2)
(ad’,b) = (=1) " ’

— (—1)(nelp)me) (%) s (%) s (%) 1 (%)m

Proposicién 3.5. Dado ¢ € Q;; con ¢ ¢ Q7

(b,c) = —1.

existe b € Q) que satisface

Prueba. Sip = oo la hipétesis ¢ ¢ Q;Z es equivalente a ¢ < 0; en este caso

es claro que la forma 22 — cy? + 22 no representa a cero. Es decir, se tiene
(¢,—1) = —1.
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Si p > 2 ponemos ¢ = p"u. Como ¢ no es cuadrado, o bien n es impar

u
o bien se tiene | — | = —1. Si n es impar, por el Teorema 3.1 se tiene
p

v
(v,¢) = <—>, para v unidad p-adica; entonces basta elegir v de tal forma
p

v
que se tenga | — | = —1 y hacemos b = v. Si n es par se tiene de inmediato
p

(E) = —1; basta elegir b = p para que se cumpla (p,u) = <E> =—1.
; p

Si p = 2 ponemos ¢ = 2"u. De nuevo, como ¢ no es cuadrado o bien
n es impar o en su defecto u no es un cuadrado de Q3, es decir v no
es congruente a 1 modulo 8. Si n es impar, por el Teorema 3.1 se tiene
(5,2 u) = —1€W<E+6) Y como se cumple €(5) = 0 y w(5) = 1, se logra

(5,2-u) = —1. Basta elegir b = 5. Si n es par se tiene de inmediato que u
no es congruente a 1 médulo 8. Si u = 3 6 5 (mdéd 8) se tiene w(u) =1y
por el Teorema 3.1 se cumple (2,u) = —1cW<W+e@) — 1 G§j 4 = 7 (méd
8) queda claro que se tiene e(u) = 1. Como se cumple €(—1) = 1y u es
unidad 2-4dica, se obtiene (—1,u) = —1°1D<™ = —1. Ac4 basta hacer
b=—1. [

La proposicién anterior es equivalente a la siguiente expresion: si exis-
te b € Q, que cumple (a,b) =1 para todo a € Qy, entonces b es cuadrado
perfecto. Si hablamos en términos del grupo cociente Q;/ ;27 esto significa

b=[1].

En [2] se defini6 el simbolo de Hilbert como una aplicacién ( , ) :
Q; x Qp — {£1} con p = 2,3, ,00. Sin embargo, dado que aparece
invarianza por multiplicacién de cuadrados en los argumentos de la fun-
cién, ésta se puede redefinir como (, ) : Q5 /Q:* x Q5 /Q#* — {£1}. La
ventaja de esta presentacién radica en el hecho de que Qy/ Q;Q es un gru-
po finito respecto a la multiplicacién (ver Proposicién 3.3 de [2]). De esta
observacion se desprende un resultado que nos sera de utilidad. Antes de
presentar su demostracién haremos unas precisiones.

Lema 3.6. Para a € Q}/Q;? distinto de 1, la aplicacion h, : Q}/Q5* —
{£1} definida por
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es un homomorfismo cuyo nucleo tiene tantos elementos como la mitad de
la cardinalidad del grupo Q;/Q;Q.

Prueba. Esto es obvio por la bimultiplicidad del simbolo de Hilbert y el
hecho de que los grupos (Q;/Q;?)/Nu(h,) y {1} son isomorfos (como
consecuencia directa de la Proposicion 3.5). ]

Observacion 3.7 Si nos limitamos a los primos numéricos p = 2,3, - - -,
la Proposicién 3.3 de [2] afirma que la cardinalidad de Q;/Q:? es igual
a8 sip=2eigual a4 sipesimpar. De esta manera, el nucleo de h,
tiene cardinalidad 2 si p # 2 y 4 si p = 2. Con esto se puede concluir
que para p # 2 hay 2 valores de z € Q;/ Q;‘f que resuelven la ecuacién
(x,a) = 1. Evidentemente, el mismo nimero de valores de x satisfacen la
ecuacién (x,a) = —1. Si p = 2, seran 4 los valores de z que satisfagan la
relacion anterior. Por comodidad vamos a llamar s, a la cardinalidad del
grupo cociente Q) / Q;Q con p primo racional. De esta forma, si a # 1, hay
sp/2 elementos de Q;/Qs? que resuelven la ecuacién (a,x) = 1. Los s,/2
elementos restantes son los que resuelven (a,z) = —1.

Por 1ltimo cabe notar que no hemos comentado el caso a = 1. Aca es
rivial veri ion uacion
trivial verificar que todos los x € Qj ;2 son soluciéon de la ecuacid

r) = ir A== mite s uciones). En revan
1, 1 (es decir, (1, 1 admite s, soluciones). En revancha, la
ecuacién (z,1) = —1 no admite solucion.
Proposicién 3.8. Sean a;,b;,c; € Q5 /Q3?,
primo racional. Consideramos las ecuaciones

con it = 1,2, donde p es un

(x7a1) - (bl’cl)v
(JI,CLQ) = (bQ,Cg).

Sean M y N el conjunto de los valores en Q;/Q;;Z que resuelven la primera
y sequnda ecuacion, respectivamente. Si M y N son no vacios, entonces
se tiene MNN =0 si y solo si a; = ag y (by,c1) = —(bg, c2) (esto equivale
a decir que ambas ecuaciones son contradictorias).

Prueba. El regreso es trivial. Si se tiene a; = as v (b1,c1) = —(ba, ¢2), €s
claro que se cumple M NN = ().
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Ahora suponemos se tenga M N N = (). La estrategia consiste en ir
descartando posibles valores de a; y (b;, ¢;) utilizando reduccién al absur-
do. Empezamos probando que, dadas las caracteristicas del problema, se
cumple a; # 1 parai = 1,2. Supongamos sin pérdida de generalidad que se
tenga a; = 1. Entonces, o bien todos los elementos de Q;/ @;‘2 son solucion
de (z,1) = (b1,¢1) o bien (z,1) = (b1, ;) no admite solucién. Si se tiene
lo primero se logra x € M N N pues N es no vacio. Si se tiene lo segundo,
entonces M es vacio. De cualquier forma se llega a una contradiccion. A
continuacion, si se tiene (by,c;) = (be,c2) = 1 es claro que se satisface
1 € M NN lo cual es una contradiccién. Si se tiene (b, ¢1) = (bg, ¢3) = —1
es claro por la Observacién 3.7 que tanto M como N poseen s,/2 elemen-
tos, todos ellos distintos de 1. De esto ultimo se concluye M NN # 0, lo
cual de nuevo es una contradiccion. Asi, necesariamente se debe cumplir

(b1, ¢1) = —(ba, c2). Con ello, el sistema de ecuaciones queda cual
(fL‘, (11) =1,
(x,a9) = —1.

Ahora, si M NN = () entonces para todo z se tendrd (z,a;) = 1, (z,a2) =

1 o en su defecto (z,a;) = —1, (z,as) = —1. De cualquier forma se
tendrd siempre (x,ajas) = 1 para todo z. Segin la Observacién 3.7, esto
solo es posible con [ajas] = 1, es decir con [a;] = [as). O
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Capitulo 4

Aspectos topologicos de Q)

Recordemos que R y Q, son compleciones de Q. Ello los convierte en
espacios topoldgicos localmente compactos respecto a alguna topologia no
discreta. En el caso de R, ésta resulta ser la topologia métrica inducida por
la distancia euclidiana usual, mientras que para Q,, la métrica esta dada
por la norma p-adica. Por definicion Q siempre es denso en Q,. Es més,
la Proposicién 3.1 de [2] asegura que todo entero p-ddico es limite de una
sucesiéon de Cauchy de enteros, por lo que Z es denso en Z,. En este
capitulo exhibiremos otras propiedades topoldgicas de subconjuntos de

Qp.

Describamos los abiertos de Q,. Sea a € Q, y € > 0. La bola abierta
centrada en a de radio ¢ es el conjunto B,(x,€) = {z, |z — al, < €}.
Como siempre, un conjunto U C Q, es abierto si para todo a € U existe
d que cumple B,(x,0) C U.

Proposicién 4.1. El anillo Z,, es abierto en Q,.

Prueba. Dado a € Z, y © € B(a, 1) se tiene |a| <1y |z —a| < 1, con ello
se logra || < méx {]a|, |z — a|} < 1. Es decir se tiene x € Z,. O

Teorema 4.2. El grupo Q;Q es abierto en Q.

Prueba. Primero tratemos el caso p = 2. Sia = 2"u € Q32 es claro que n es
pary u =1 (méd 8). Si z € B(a,1/2""3), por la desigualdad ultramétrica
se tiene |x|; = 27" pues se satisface |z — aly, = 1/2""3 < 1/2" = |al,.
Luego, al poner x = 2™v se tendrd |u — v|y < 1/23. Asi, al tenerse u = 1
(méd 8) se cumple también v = 1 (méd 8) y es posible extraerle raiz
cuadrada a z.

Sea ahora p > 2. Si a = p"u € Q;Q, resulta que n es par y se tiene
u = a?® (méd p) con a € Z. Sea x € B(a,1/p™™!), si ponemos y = x — a =
p" o, se tiene x = p"™(u + vp). Con ello se cumple u + vp = a? (méd p) y
se logra x € Q;‘f. O
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Corolario 4.3. Para todo x, € Qy, el conjunto xp(@;z es abierto en Q.

Prueba. Como Qf es abierto y multiplicar por x;, € Q es un homeomor-
fismo reversible, resulta que ZL‘pQ;2 es abierto. O

Como ya se dijo, Q es denso en Q,,, para p = 2,3, - -- , 00. Probaremos
que también resulta ser denso en el producto cartesiano de un nimero
finito de estos Q,. Antes, un lema preparatorio.

Lema 4.4. Dado m > 1, el conjunto Q = {il :z€Z yleN} es denso
m
en R.

Prueba. Esto es equivalente a que dados a,b € R exista ¢ € @ sujeto
a a < q < b. Para ello multiplicamos a,b por un m! lo suficientemente
grande como para asegurar la desigualdad (a — b)m' > 1. De este modo
existe ¢ € Z que cumple am! < ¢ < bm!. Es evidente entonces que se
satisface a < ¢/m! < b. O

Teorema 4.5 (Teorema de aproximacioén débil). Sea P un subconjun-

to finito de {2,3,- -+ ,00}. Entonces Q es denso en H Q, (con la topologia
peEP
producto, donde la incrustacion es diagonal).

Prueba. Antes que todo pongamos las cosas en perspectiva. Lo que se pide

probar es que para todo T = (ZTp,, Tpys - ,Tp,) € H Qp, v € > 0 existe
piEP
x € Q que para todo p; cumple simultaneamente

|l‘ - ‘rpi|pi <€

Sin perdida de generalidad podemos suponer la inclusién oo € P a fin de
tener T = (Too, Tpys Tpy, - -+ 5 Tp, ). También se puede asumir z,, € Z,, tras
multiplicar por un nimero entero adecuadamente elegido a fin de limpiar
denominadores. Sea ¢ > 0 y k un entero positivo que cumple 1/pF < ¢
para todo p; € P — {oo}. Llamamos a; € Z a la reduccién médulo pf de
zp,. En tal caso, el teorema del resto chino asegura la existencia de a € Z
que cumple a = a; (méd pF). Por ende se tiene también a = x,, (méd pk)
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y con ello |a — z,,|,, < 1/pF < €. Si hacemos x = a se tiene lo pedido para
los valores z,,. Falta asegurar que esto también puede forzarse para z.
Sea p > 2 primo con p ¢ P. Por el Lema 4.4 existe un racional de la forma
r=>b/p', con b € Zyl €N, que pertenece al intervalo abierto

(:roo—e—a xoo—l—e—a)
pipk ok )

De este modo se tiene
Too—€<a+rpl--pk <z +e,
o equivalentemente
k

la+rph---pk —a2,] <e

‘ : i k k
Con estos arreglos, el nimero racional s = a+7rpf - - - p; cumple |s—Zoo|oo <
€. Queda comprobar que este nuevo nimero cumple también |[s—z,,|,, < €.
Y en efecto, del hecho de que se tiene

|S B xpz‘|pi ., max {|a - ‘,L'Pi|pw |7ﬂpllc o 'pﬁlpi} < l/pi'c <€,

se deduce lo pedido. n
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Capitulo 5

Propiedades globales del simbo-
lo de Hilbert

En el Capitulo 3 establecimos férmulas para tabular el simbolo de
Hilbert de un par de nimeros p-adicos con p = 2,3,--- ,00. No hicimos
mencion a Q por el simple hecho de que éste resulta ser un subcuerpo
de @, en todos los casos. Sin embargo, cabe recordar que a € Q* tiene
una representaciéon distinta en cada uno de los Q, (ver Capitulos 2 y 3
de [2]). En consecuencia, para el cdlculo del simbolo de Hilbert de dos
racionales no nulos, debemos expresar ambos niimeros como expansiones
p-adicas para luego aplicar las formulas que ya estudiamos. Para a,b € Q*,
se denota por (a,b), al simbolo de Hilbert de las expansiones p-adicas de
a v b. En este capitulo nos concentraremos en importantes propiedades
que giran en torno al simbolo de Hilbert de dos niimeros racionales.

Empezamos probando la conocida férmula producto de Hilbert. Antes
una observacion.

Observacién 5.1 Dados a,b € Q, existen ¢,d € Z que cumplen m =
ac?,n = bd*> € 7. Por las propiedades del simbolo de Hilbert se cumple
(a,b), = (m,n),. Es més, podemos descomponer m y n en factores primos
cual m = (=1)"my ---my, y n = (—1)*ny - - - ny. Por la bimultiplicidad del
simbolo de Hilbert se tiene entonces

(0,0, = J] (@b)p I] (=0 T (=17 006((=1)" (=1)")s

=1,k =1, k j=1,w0 1

Para s o r pares los productos H (ai, (—1)%),, H ((=1)",bj)p v
i=1,ee =1yl

((=1)",(=1)%), son trivialmente iguales a 1. De esta manera el calculo

de (a,b), se reduce a analizar simbolos de Hilbert del tipo (g,t),, donde

q,t son iguales a un primo o a —1.

Teorema 5.2 (Férmula producto). Dados a,b € Q* se cumple (a,b), =
1 para casi todos los p=2,3,--- ,00, ademds de H (a,b), = 1.

P=2,3,,00
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Prueba. Por la observacion anterior solo es necesario analizar la situacion
cuando a, b sean primos o iguales a —1.

Caso 1: a = b = —1. Es claro que se tiene (a,b)oo = —1. Si p = 2 se
cumple =1 =1+1-2+41-224+1-23--. con lo que se tiene —1 = 3 (mdd
4) y —1 =7 (méd 8). Por ende se consigue

(_1’ _1)2 — (_1)6(—1)6(—1)+0w(—1)+0w(—1) _ (_1)1 - 1.

Sip > 2 se tiene que —1 = (p—1)+(p—1)p+(p—1)p?> +- - es unidad p-
adica. De nuevo, por la Observacién 3.3 es obvia la igualdad (—1, —1), = 1.
De aqui es evidente que se cumple

I (-1,-1),=(=1,-1)2(-1,-1)s (=1,-1), = —1.-1.1=1.

p:2,3,"'00 p:3757

Caso 2: a = —1 y b = 2. Este caso es trivial pues la terna (1,1, 1) siempre
resuelve 2 + y? — 222 = 0.

Caso 3:a = —1 yb=gq con q# 2. Si p= oo es que obvio que se tiene
(—1,¢) = 1 pues q es positivo. Si p = 2 se tiene que ¢ es unidad 2-adica,
por ende se cumple

(—1)g)."= (_1)6(—1)E(Q) = (_1)€(Q)'

Si p # ¢,2 resulta que ¢ es unidad p-adica y se tiene (—1,¢), = 1. Si

-1
p = ¢ se tiene (—1,q), = (—) = (—1)“@. Ahora resulta evidente que el
q

producto H (a,b), es igual a 1.

p:2737'" ,O0

Caso 4:a =s yb =1 con s, primos. Si p = oo es obvio que se tiene
($,7)0o = 1. Si p = 2 tenemos cuatro casos posibles. Si s = r = 2 se tiene

(2,2)y = (—1)WeFete) — (_1)0 =1,

Sis=2yr=#2se tiene
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(2,7”)2 —_ (_1)6(1)e(r)+w(7‘)+0w(1) — (_1)w(r)

Asf también, si 7 = 2y s # 2 se cumple igualmente (s, 2); = (—1)“*). Por
ultimo, si s, # 2 resulta que ambos son unidades p-adicas y por ende se
tiene

(5,7)2 = (1) 0.

Si p > 2 tenemos diez casos a tratar. Si s = r = 2 resulta que ambos
son unidades p-ddicas y por ende se tiene (2,2), =1. Sis =2y r # 2,p,
también es claro que éstas son unidades p-ddicas y asi tenemos (2,7), = 1.
Sis=2yr=pse tiene

o (Y (-2

Luego, por el Ejemplo 2.3, sabemos que se cumple (2,7), = (—1)“"). Si
r =2y s # 2, p, ambos son unidades y se cumple (s,2), =1. Sir=2y
s = p, por lo ya visto antes, se tiene (s,2), = (=1)*®). Si s = r # 2, p,
ambos son unidades p-ddicas y por ende (s,r), = 1. Si s = = p se tiene

(b, p)p = (~1) (;) (;) _gf

Si s # r = p se tiene que s es unidad p-ddica y por ende cumple

o= ().

De igual forma, si r # s = p se cumple (s,7), = (C> Por ultimo si
s
1

s, # p,2, ambos son unidades y se cumple (s,r), = 1. Es claro que el
producto queda cual

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_}\éELl}g?AD

DEL PERU

r S

(a,B)p = (=1)7) (=1)0) (— )0 (1) (1) (1) (2)

- (5 3)

Finalmente, por ley de reciprocidad cuadréatica se cumple (C) (§> =
s/ \r
(=1)®<(") v en consecuencia se tiene H (a,b), = 1. O
p:2,37"'700

Si bien hasta ahora hemos resuelto el problema de hallar el simbolo
de Hilbert de dos numeros, es posible plantear un problema novedoso:
resolver la “ecuacién” (a,x), = (—1)® con p primo, z,a € Q* y s € Z/27Z.
[lustramos con un ejemplo.

Ejemplo 5.3. Hallaremos x que resuelva la ecuacién (250,x); = —1.
Ponemos x = 5™, con | unidad 5-addica. Como se tiene 250 = 2 - 53,
w(5) =1y €(5) =0, usamos la férmula del Teorema 3.1 para obtener

De esta manera, con m = 1 y [ = 1, se resuelve la ecuacién. Es obvio que
x = 5 puede ser elegido.

Sin embargo, es posible encontrar otros x que resuelvan la ecuacion
planteada en el ejemplo anterior. Surge entonces otra interrogante: dado
un “sistema”de ecuaciones, jserd posible encontrar al menos un z que lo
resuelva? Vamos a ilustrar la situacion con dos ejemplos.

Ejemplo 5.4 (un “sistema” de ecuaciones). Vamos a hallar z que
resuelva el sistema
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(8,.T)3 = —1
(15,2)5 = 1.

Es claro que se cumple (8,z)3 = (2,2)3. Ponemos = 3™v con v unidad
3-adica. Al ser 2 una unidad 3-4dica se tiene

(2,2)3 = (2,3™p) = (g)m

%
Y como se cumple (§> = (=1)*®) = —1, tenemos (2,z); = (—1)".

Vemos que basta con elegir m impar para resolver la ecuaciéon. Ahora,
ponemos = = 5" con [ unidad 5-adica. Como se cumple €(5) = 0, se tiene

(15, 2)5 = (5- 3,5") = @)n (é)

Puesto que 3 no es residuo cuadratico médulo 5, resulta

(15,2)7 = (1) (é)

En resumen, vemos que basta con tener n impar y que [ no sea residuo
cuadratico modulo 5 para poder resolver la ecuacion. Por ejemplo x =
60 = 4 -3 -5 resuelve el sistema pues 12 = 2 (méd 5) no es residuo
cuadratico moédulo 5.

Ejemplo 5.5 (una ecuacién que barre los primos). Busquemos un
x que resuelva la ecuacién (p — 1,z), = 1 para p = 2,3,---. Esto 16gi-
camente representa un conjunto infinito de ecuaciones (pero que esté en
concordancia con el Teorema 5.2). El caso p = 2 es obvio pues la terna
(1,1,0) resuelve la ecuacién a® — b* — xc®> = 0. Si p > 2 resulta que p — 1
es siempre unidad p-adica, y asi basta que x sea unidad p-adica para todo
p > 2 (por ejemplo x = 4) y quedaré liquidado el asunto.

Notemos que se puede reemplazar los valores 41 del lado derecho de
las ecuaciones por simbolos de Hilbert. La ecuacién del ejemplo anterior
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pudo escribirse como (p — 1, ), = (—1,2),. A continuacién presentamos
un ultimo ejemplo sobre el particular.

Ejemplo 5.6 (un sistema que barre los primos). Vamos a estudiar
el sistema infinito

con p = 2,3,---,00. Para (—1,3), es claro que se tiene (—1,3)s = 1,
(—1,3)s = (—-1,3)3 = —1y (—1,3), =1l parap = 5,7,---. Si p = 00, es
clara la igualdad (2,2)s = 1. Si p = 2 ponemos x = 2™v y se tiene

(2,2); = (—1)cDe@+muDrwE) = 1w,

Por consiguiente, se necesita tener v = £5 (méd 8). Si p = 3, resulta que
2 es unidad y si ponemos x = 3"u se consigue (2, )3 (% . Como 2 no
es resto cuadratico médulo 3 se tiene de inmediato (2, )3 = ; por lo
que se necesita que n sea impar. Sip = 5,7, - resulta d uevo que 2 es
unidad p-ddica y al poner z = p™w tenemos (2, z), = z—j , por lo que

necesitamos n,, par cuando 2 no sea residuo cuadratico médulo p. Por otro
lado, es claro que se tiene (3,4), = 1 pues 4 es cuadrado perfecto. Es obvio
también que se tiene (1,2) = 1. Asi, cualquier z satisface (1,z), = (3,4),.
En suma, el valor x = 3 (que es unidad p-adica para p > 3) resuelve el
sistema.

Vamos a probar un teorema que brinda condiciones bajo las cuales
se puede garantizar la existencia de una solucién para sistemas como el
dado en el Ejemplo 5.6. Previamente enunciamos dos lemas auxiliares y
probaremos uno de ellos.

Lema 5.7 (Teorema de Dirichlet sobre primos en series aritméti-
cas). Sean a,m enteros positivos no nulos y primos entre si. Entonces,
existen infinitos primos p que satisfacen p = a (mdéd m).
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Prueba. El tratar de probar este resultado elemental nos apartaria de las
metas establecidas. El lector interesado puede consultar Apostol [1], Serre
[7] o la tesis de Jorge Dioses [4] O

Observacién 5.8. Para introducir el segundo lema se requiere cierto tra-
bajo preparatorio. Consideramos el sistema (a;, ) = (m;,n;) con a; € Z*,
mg,n; € QY i=1,2,--- kyp=2,3,---,00. Vale la pena aclarar que este
sistema es similar al del Ejemplo 5.6, salvo que en este caso trabajaremos
no solo con dos, sino con k ecuaciones. El Teorema 5.2 asegura que se cum-
ple (m;, n;), = 1 para casi todos los p = 2,3, - - - | 00. Por consiguiente, hay
solo un nimero finito de primos para los que se satisface (m;,n;) = —1.
En vista de ello, nombramos N al conjunto de primos p = 2,3,---,00
que cumplen (m;,n;), = —1 para cierto i. Por otro lado, la Observacién
5.1 afirma que el calculo del simbolo de Hilbert de dos enteros se reduce
al andlisis en sus divisores primos o —1, por lo que es deseable identificar
tales divisores primos. En concordancia con esto, nombramos D al con-
junto de primos impares positivos que son factores de algin a;. Es claro
que ambos N y D son subconjuntos finitos de p = 2,3,--- ,00 . El primo
p = 2 no debe preocuparnos pues siempre merece un analisis aparte.

En el siguiente lema utilizaremos la notaciéon anterior.

Lema 5.9. §i NN(DU{2,00}) = 0 y existe x, € Q} que cumple (a;, v,), =
(mi,ni)p para todo p =2,3,--- ,00, entonces existe un primo q tal que el
valor x = aq, con a = H t, resuelve el sistema.

teN

Prueba. Empezamos identificando un candidato a q. Ponemos m = 8 H .
leD
Como NN (DU{2,00}) =0 es claro que m y a = H t son primos entre

teN
si. Con ello, por el teorema de Dirichlet, existen infinitos primos ¢ que

satisfacen ¢ = a (méd m). Como el conjunto N U D U {2} es finito, existe
un primo ¢ que cumple el teorema de Dirichlet y no estd en N U D U {2}.
Afirmamos que este ¢ es el valor buscado, pues © = aq resuelve el sistema.

Ahora pasamos a verificar que efectivamente x resuelve el sistema. Por
la definicién de N y D, asi como por la hipdtesis N N (D U {2,00}) = 0,
lo que debemos comprobar se reduce a cinco condiciones.
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1. Si p = oo se tiene (a;, 7)o = 1,

2. sl p =2 se tiene (a;,x)y = 1,

3. si p € D se tiene (a;, ), =1,

4. sip ¢ NUDU{2,00,q} se tiene (a;, ), =1,

5. sip € NU{q} se tiene (a;,x), = (m;, n;)p.

Caso 1. Si p = oo es claro que se cumple (a;, 7)o = 1 pues x es positivo.

Caso 2. Sea p = 2, como se tiene 2 ¢ N, es claro que a es unidad 2-adica.
Es maés, como g # 2, se tiene que x = aq también es unidad 2-adica. Como
se tiene x = aq = a? (mdéd m) y 8 divide a m, se satisface z = a? (mdd 8).
Es més, como a es impar, se cumple a> = 1 (mdd 8). Asf tenemos z = 1
(mdd 8) con lo que x resulta ser cuadrado en Q3; de aqui es claro que se
cumple (a;,x)s = 1.

Caso 3. Sea ahora p > 2 con p € D. Como se tiene p ¢ N, es claro que a
es unidad p-adica. Es més, como g ¢ D, el valor x = ga también es unidad
p-ddica. Como p divide a m, se cumple z = a® (méd p). Precisamente, al
ser x un resto cuadratico modulo p se tiene que  es un cuadrado de Qj y
por ende se cumple (a;, ), = 1.

Caso 4. Cuando se tiene p ¢ D U N U {2,000, ¢}, tanto a; como a son
unidades p-adicas (pues los divisores de a; estan en D U {2} y a es el

producto de elementos de V). Es mds, al ser a unidad p-adica, x también
lo es. Para y = p"ru, € Qy, por formula tenemos

= (%)

Si ponemos y = z, se tiene n, = 0 y por ende se cumple (a;,y), = 1.

Caso 5. Sip € N es claro que se tiene x = pu, y que se cumple (a;, ), =

a.
(—Z). Por hipétesis existe x, = p™ru, € Q, sujeto a (a;, ), = (M4, 1),
p
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np
a/‘
para p = 2,3,--- ,00. Es mds, se tiene (a;,x,), = i) . Al tenerse
p € N existe i con el que se satisface (m;,n;), = —1, por lo que se exige
Q;
que n, no sea par. De este modo se cumple (a;, x,), = ;) y se logra

(@0 = (%) = @)y = O,

p

para todo p € N. Por tultimo, sea p = ¢. Por la férmula producto se
satisface

Por lo ya demostrado, se cumple

H(mi> ni)P = H(ai’ a;)P'

P#£q PF£q

Es claro entonces que se satisface (m;,n;), = (a;, x)q. O

Observacién 5.10. La prueba del lema muestra que la familia (m;, n;),
puede ser reemplazada por cualquier otra familia de valores b;, = +1

siempre y cuando se satisfaga la férmula producto Hbi:l’ = 1 para to-

P
do i = 1,--- ,k (notemos que en la prueba anterior, ésta fue la unica

propiedad de la familia (m;, n;), que se utilizo).

Teorema 5.11. Sea el sistema (a;,x), = (Mmi,n;), con a;,;mi,n; € Q
yp = 2,3,---,00. Para que exista x € Q* que resuelva el sistema es
necesario y suficiente que evista x, € Q5 que cumpla (a;, Tp)p = (M4, 1),
parap=2,3,--- ,00.

Prueba. Lo que dice el teorema es claro: para que exista una solucion en
Q* (campo global), el sistema debe poder resolverse en cada uno de sus
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lugares (R y los p-ddicos). Es una idea similar a la del teorema de Hasse
Minkowsky. Légicamente basta probar la implicacion de regreso.

Una observacién inicial es importante: como se satisface a; = b;/¢;
para ciertos b;, ¢;, se tiene (a;, z), = (d;, z), con d; = a;c; € Z*. Con esto,
el sistema (a;,x), = (di,x), = (m;,n;), resulta ser el mismo del Lema
5.9. Sin embargo, aun no podemos hacer uso de este resultado pues la
condicion N N (D U {2,00}) = 0 no se satisface necesariamente. Lo que
haremos sera buscar un sistema auxiliar sobre el que si se pueda aplicar
el lema.

Por hipétesis existe x, € Q5 que cumple (a;,7y,), = (M4, 1;),. Aho-
ra, como D U {2,00} es finito, el Teorema 4.5 asegura que Q* es denso
en H Q, vy por consiguiente se interseca con cualquier abierto de

peDU{2,00}

H Q. Por otro lado, el Corolario 4.3 asegura que pr;;Q es abierto
peEDU{2,00}
en Q) y por consiguiente H mp(@f es abierto en H Q. Asi,

peDU{2,00} peDU{2,00}

por el Corolario 4.3 existe un racional no nulo r que cumple r € xp@;;z
para p € D U {2,00}. Si ponemos y, = r/z, resulta que y, es cuadrado
perfecto y por tanto cumple (d;,y,), = 1. De esta manera se tiene

(di, T)p = (d;, ypxp)p = (d;, yp)p(dia xp)p = (my, ni)m

para todo p € DU {2, 00}. Detengdmonos en el producto (m;,n;),(d;, r),,
ahora para un p arbitrario. Es evidente que se tiene (m;, n;),(d;, r), = £1.
Es més, si p € DU{2, 00}, este producto resulta ser 1. Ademds por férmula
producto se tiene

H(mi,ni)p(di,r)p = H m;, n; pH (di,7r)p
P P

p

para cada ¢ = 1,--- k. De esta manera, por la Observacion 5.10, ya
tenemos el candidato a sistema auxiliar que buscamos, el cudl sera

(di7 x)p = (mi’ ni)p(d’i’ T)P‘
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Ahora comprobamos que este nuevo sistema satisface las condiciones del
Lema 5.9. Primero, como se tiene (m;,n;),(d;,7), = 1 para p € D U
{2, 00}, los subconjuntos N y D de este nuevo sistema satisfacen NN (DU
{2,00}) = 0. Ademds, el valor x;, = x,r cumple (d;, x;,), = (M4, ), (di, ),
para todo p = 2,3, .-+ ,00. En consecuencia se puede aplicar el Lema 5.9
(més bien la Observacién 5.10) al sistema auxiliar y aseguramos asi la
existencia de un racional z que satisface (d;, 2), = (m;,n;)p(d;, ), para
todo p=2,3,---,00. Si ponemos x = 2r se tiene

(div'x)p = (dla r)p(dh Z)p = (dla T)P(mhni)p(di’ r)l) = (mi7ni)p'

Y x cumple el cometido. O
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Capitulo 6

Formas cuadraticas sobre

Este apartado es el complemento del Capitulo 5 de [2] y por tanto
nos remitimos a €l a lo largo de esta seccion.

Proposicién 6.1. Toda forma cuadrdtica regular de 3 o mds variables
sobre Q representa a 0 sobre Q, salvo para un nimero finito de primos
p:2737"' y 0.

Prueba. Sea f una forma cuadratica regular de n > 3 variables. Si multi-
plicamos f por cierto entero a conseguimos una forma af con coeficientes
enteros. Sea D el conjunto de todos los divisores primos de los coeficientes
de af. Sea p primo con p ¢ D. Reducimos af médulo p y tenemos una
forma regular en I, que, por el Corolario 1.4, posee un cero no trivial.
Luego se puede aplicar el Corolario 1.6 y resulta que f representa a 0 en
Q, para todo p salvo, posiblemente, aquellos que pertenecen al conjunto
finito D junto con p = 2. O

A partir de este punto y en lo que resta del capitulo trabajaremos con
formas cuadraticas regulares sobre Q) / Q;Q conp=2,3 - (no considera-
mos el caso real, salvo que se indique lo contrario). El siguiente resultado
es el Lema 5.13 de [2], cuya prueba quedé pendiente hasta contar con las
herramientas necesarias para este fin.

Proposicién 6.2. Sea f(ry, - ,74) = a12? + -+ + a2z una forma
cuadratica reqular. Entonces f representa a cero unica y exclusivamen-
te en los siguientes dos casos: bien d # [1] o bien d = [1] y e = (—1,—1).

Prueba. El Lema 7.1 (cuya prueba trivial se desarrolla en el préximo
capitulo) asegura que f representa a cero si y solo existe a € Q5 que
es representado simultaneamente por las formas

9(z1,70) = 123 + agxrs y  h(x3,m4) = —azri — ayri.
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Por el Corolario 5.11 de [2] esto se cumple si y solo si existe a € Q}/Q3?
sujeto a las igualdades

(a,—ajas) = (a1,a2) vy (a,—azay) = (—asz, —ay).

Supongamos que no existe a que satisface lo anterior. Sean M y N el con-
junto de valores x € Q5 / Q;f que satisfacen respectivamente las ecuaciones
(x,—araz) = (a1,a2) y (x, —asays) = (—as, —a4). Es claro que M y N son
no vacios, pues los valores x = a; y £ = —as resuelven la primera y segun-
da ecuacion respectivamente. Es més, la condicién de no existencia de a es
equivalente a tener M N N = (). Entonces, por la Proposicién 3.8, esto se
da si y solo si se cumple tanto a;as = agay como (aq,as) = —(—as, —ay).
De la primera condicién extraemos ajasagas = [1]. Por otro lado tenemos

Finalmente, usando la relacién (a, as) = —(—as, —a4) se concluye e; =
—(—1,-1). O

Observacién 6.3. De la proposicién anterior se desprende que las tinicas
formas cuadraticas de cuatro variables que no representan 0 son aquellas
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cuyo discriminante es 1 en Qj/ Q;;Q y cuyo invariante de Hasse resulta ser
—(=1,-1).

Sea la forma cuadratica
f(xy,- -+ x4) = af — axj — bag + abaj.

Es claro que se tiene dy = —a - —b-ab = (ab)* =1 € Q}/Q;?. Es mas, se
cumple también

e = (1,—a)(1,—=b)(1, ab)(—a, —b)(—a, ab)(—b, ab).

Y como se satisface (1, —a) = (1,—b) = (1, ab) = 1, logramos

e = (—1,—b)(a,—b)(ab, ab)
ef = (—1,-1)(=1,b)(a, —1)(a, b)(ab, ab)
ef = (—1,—-1)(a,b)(—1, ab)(ab, ab)
ef = (—1,—1)(a,b)(—ab, ab)
ef = (—1,-1)(a,b).
Entonces, si elegimos a, b de tal forma que se tenga (a,b) = —1, f resulta

ser una forma cuadratica de 4 variables que no representa a 0. Se prueba
que es la unica salvo equivalencia.

A continuacién verificaremos que todas las formas cuadraticas de 5
variables representan 0. El resultado se desprendera del siguiente lema.

Lema 6.4. Todas las formas cuadraticas regulares de dos o mds variables
representan al menos 2 clases distintas de Qy/ (@;2.

Prueba. Es suficiente hacer la prueba para formas de dos variables. El
Corolario 5.11 de [2] afirma que una forma f de dos variables representa a
a€cQy/ Q;;Q si y solo si se cumple la relacién (a, —d) = €. Observemos que
con d = —1 se fuerza a tener € = 1. Si p = 2, la Observacién 3.7 asegura
que la ecuacién (x,1) = 1 posee 8 soluciones si d = —1. Si d # —1, la
ecuacién (x, —d) = €s posee 4 soluciones independientemente del valor de
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€. Si p # 2, de nuevo por la Observacién 3.7, aseguramos que la ecuacion
(x,1) = 1 posee 4 soluciones sid = —1. Sid # —1, la ecuacion (z, —d) = ¢;
posee 2 soluciones independientemente del valor de €. O]

Proposicién 6.5. Todas las formas cuadrdticas de 5 o mds variables en
Q, (con p # o0) representan a cero.

Prueba. Probaremos el resultado para una forma f de 5 variables, el caso
general se desprende trivialmente. El Lema 6.3 asegura que f representa
al menos a un par elementos de Q;/Q;Q. Como son dos, uno de ellos,
digamos a, serd distinto de dy. De este modo sabemos que f representa
a a # dy. La Proposicién 4.6 de [2] garantiza la existencia de una forma
g de 4 variables tal que f es equivalente a az? + g. De esta manera se
tiene dy = a - dg4. Al tenerse a # d, se cumple dy # 1. De esta manera, la
Proposicién 6.2 garantiza que g representa a 0. Al anadir z = 0 obtenemos

que f también representa a cero. O]
Corolario 6.6 Sea f(z1,- -+ ,2,) = @123+ - -4a,22 una forma cuadrdtica
de 4 o mas variables. Si a € @;/ ;2, entonces [ representa a a.

Demostracidn. La forma cuadrdtica f'(zy,--- ,x4,2) = f—az? representa
a 0 Unica y exclusivamente si f representa a a. Como f’ es de 5 variables
se tiene el resultado pedido. O

Observacién 6.7 La Proposicién 6.5 falla para formas cuadraticas sobre
Qu. La forma f(xy, -+ ,x5) = 22+ - -+ 2% no representa a —1 en Q7_/Q*2.
Es éste el argumento que falla en la prueba de la Proposicion 6.5.
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Capitulo 7

Teorema de Hasse Minkowsky

En este capitulo terminaremos la prueba del teorema de Hasse Min-
kowsky iniciada en [2]. Probaremos un par de resultados previos.

Lema 7.1. Sean f(z1, - ,%n) = @123+ +a,22 y g(y1, -+, Ym) = b1yi+

<o+ byy?, dos formas cuadrdticas requlares. Entonces f — g representa a
0 si y solo si existe a € Q;‘) que es representado tanto por f como por g.

Prueba. El regreso es obvio. Supongamos que f — g representa a 0. De ser

asi, existen vectores u = (x1,--+ ,2,) y v = (Y1, ,Ym) que satisfacen
f(u) = g(v). Si f(u) # 0, hacemos a = f(u). Si f(u) = 0, ambas formas
J vy g representan a 0 y con ello, a todos los elementos de Q. O]

Lema 7.2. Sean a,b,c € Q*. Si se cumple la igualdad (¢, —ab), = (a,b),
para p = 2,3,--- ,00, entonces la forma ax® + by? representa a c en Q.

Prueba. Por bimultiplicidad del simbolo de Hilbert es claro que se cumple

(Ca _ab)p = (C7 _1)p(C> a)p(cv b)P'

Al multiplicar (—1,a),(—1,b), a ambos lados de (¢, —ab), = (a,b), se
consigue

(C, _1>P<c7 a)p(cv b)P(_17 a)P(_17 b)p = (a7 b)P<_17 a)p(_la b)P7
de donde se pasa a

(_1> abc)p = (a7 b)p(_lv a)p(_lv b)p(ca a)p(ca b)p

= (a7 b)P(av _C>P(b7 _c)p'

Para la forma f'(z,y, z) = ax® + by? — cz? se tiene
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e = (a,b)p(a, —c)p(b, —c), y dety = —abe.

Por tanto, el Teorema 5.10 de [2] indica que f’ representa a cero en Q,

para p = 2,3,--- ,00. Como esta forma es de 3 variables, el teorema de
Hasse Minkowski asegura que también representa a cero en Q*. Debido a
esto, la forma ax? + by? representa a c en Q*. O

Teorema 7.3 (Hasse Minkowsky). Sea f una forma cuadratica reqular
sobre Q. Entonces f representa a cero en Q si y solo si representa a cero
en Q, parap =2,3,--- ,00.

Prueba. Recordemos que ya realizamos la prueba para formas de has-
ta tres variables y que solo se necesita probar el retorno. Sea la forma
floy, -+ z) = a3 + - - + a,x2.

Caso n = 4. Ponemos f(zy, -+ ,x4) = a123 + agwi — (—azzi — asri).
Como f representa a cero en @Q,, el Lema 7.1 asegura que existe y, que
es representado tanto por g(xy,xs) = a12? + apx3 como por h(wsz,x4) =
—azr3 — auzri para p = 2,3, -+ ,00. El Corolario 5.11 de [2] asegura que
una forma regular £ de 2 variables con discriminante dj, representa a y, si

y solo si se satisface (y,, —di) = €. De esta manera se tiene

(Yp, —a102)p = (a1,02)p, ¥ (Yp, —G3a4)p = (—03, —Q4)p.

Este resulta ser un sistema como el del Teorema 5.10, asi que existe a € Q*
sujeto a

(a, —alaz)p = (a17a2)p y (a, —a3a4)p = (—a3, —a4)p-

Con esto y el Lema 7.2 queda garantizado que las formas a;z? + ayx3 =
g(z1,x0) y —azx? —asx? = h(ws, z4) representan a a en Q*. Como se tiene
f =g — h es claro que f representa a cero en Q*.

Cason > 5. Haremos la prueba por induccién. Sea f(z1,- -+, x,) = a173 +
<t a,r? = (a2t + agrd) + (azri + - - -+ a,x2). Ponemos g = a12? + asw’
v h = azx3+- -+ a,z?. Definimos el conjunto N = {p primo tal que h no
representa a cero en Q,}. Por la Proposicién 6.1, N es finito. De aqui se
desprenden dos casos.
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Caso 1. Si N = (), entonces h representa a cero en Q, para todo p =
2,3, ,00. Por hipétesis inductiva h representa a cero en Q. Si g repre-
senta a a € Q, h representa a —a y por ende f representa a 0 en Q.

Caso 2. Sea N # (). Como f representa a cero en Qy, existe a, € Q) que
cumple

9(@1p, Tap) = ap ¥ h(T3p, - -+, Tp) = —ap.

Recordemos que ap(QQ;Z2 es abierto en Q5. Por tanto, el Teorema 4.5 asegura
la existencia de x1, 2 € Q que satisfacen g(x1,22) = a con a € apQ;Q para
todo p € N. Sea entonces a = a,u; con u, € Q. Sea la forma cuadrdtica
k(z,23,- - ,2,) = az* + h(x3,--- ,z,) de n — 1 variables, que cumple
k = az® + h. Al evaluar k(1/u,, 23y, ,Tnp) notamos que k representa
cero en Q, para p € N. Como h representa a cero para todo p ¢ N,
la forma %k también lo hace. De esta manera k representa a cero en Q,
para p = 2,3,--- ,00. Por hipétesis inductiva k£ representa cero en Q. De
aqui h representa a —a en Q. Como ¢ representa a a en Q, se tiene que f
representa a cero en Q. m
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Capitulo 8

La clasificacion de las formas
cuadraticas sobre

El teorema de Hasse Minkowsky tiene multiples aplicaciones. En este
capitulo final, el mencionado teorema nos servira para abordar el estudio
de la clasificacién de formas cuadraticas sobre los racionales. Recordemos
que en [2] se realizé la clasificacién de formas cuadraticas de hasta tres
variables sobre Q, con p =2,3,--- , 00.

Los siguientes resultados complementan al Teorema 5.14 y Teorema
5.15 (ambos en [2]), respectivamente.

Teorema 8.1. Dos formas cuadrdticas requlares sobre Q, conp = 2,3, - --
son equivalentes si y solo si tienen el mismo discriminante (sobre Q;/Q]’f)
y el mismo invariante de Hasse.

Prueba. El Teorema 5.14 de [2] prueba el caso para formas de hasta tres
variables. Para formas de 4 o mas variables se sigue el mismo argumento
inductivo que se utilizé en aquel teorema. O

Teorema 8.2 Sea f una forma cuadrdtica reqular de 4 o mds variables
sobre Q, conp =2,3,---. Entonces, el nimero de clases de formas equi-
valentes es 8§ sip > 2 y 16 sip = 2.

Demostracion. La idea es exactamente la misma del Teorema 5.15 de [2]:
hallar las combinaciones de €5 y dy que no se asocian a ninguna forma
cuadratica. En este caso la tarea es probar que existe una forma cuadratica
de 4 o mds variables cuyos invariantes son €y y dy, sin importar el valor
que estos tomen. Entonces, sean €5 y dy dados. Por el Teorema 5.15 de
2] existe una forma cuadratica de tres variables f’ que cumple dp = dy y
€y = €7. Luego, es claro que la forma cuadrdtica f = f' + x5+ - + 22
tiene como invariantes dy y €. [

Observacién 8.3 La clasificacion de formas cuadraticas reales de hasta
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tres variables fue tratada en el Capitulo 5 de [2]. Vimos que los invariantes
dy y €y eran suficientes para clasificar las formas. Sin embargo, para formas
cuadraticas de 4 o mas variables, la clasificacién basada en el discriminante
y el invariante de Hasse es insuficiente. Sean f(xq,--- ,xy4) = 22+ -+ + 27
v g(xy, - ,x4) = —x? — --- — 22 formas cuadraticas reales. Es evidente
que se cumple € = ¢, = 1y dy = d, = 1. Sin embargo f y ¢g no son
equivalentes pues no tienen la misma imagen. Se tiene entonces que para
formas cuadraticas reales de 4 o mas variables debe especificarse tam-
bién la signatura (en el ejemplo anterior, la signatura de fy ges 0y 4
respectivamente).

Para abordar la clasificacién de formas regulares racionales necesita-
mos algunos preparativos.

Lema 8.4 Sea f : V — K una forma cuadrdtica reqular sobre un cuerpo
de caracteristica distinta de dos y B la forma bilineal asociada. Si existe
y € V que satisface B(y,y) # 0, entonces la aplicacionr : V — V' definida
B
cual ry(x) = x — Q%y es una transformacion lineal invertible que
Y,y
cumple B(u,v) = B(r(u),r(v)).

Prueba. Para u,v € V y a, 5 € K, se tiene

ry(au + fv) = au+ Bv — 2B<ag(‘y" 5;& y)
—qu— 2By g, 2B
T By U v Bly,y)

= ary(u) + fry(v),

y asi tenemos que r, es una transformacion lineal; es mds, resulta ser una
involucién pues se tiene
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) = (o) — 272,

L pBy) 280258y
B(y,y) B(y,y)

Y 2B(v,y)y B QB(UJJ) + B(—2§E2j§§y,y)
B(y,y) B(y,y)

Y- (CY) \o i S 2528 B(y,y)
B(y,y) B(y,y)

_ N\ QB(v,y)y _ o Blvy) —2B(v,y)
ggy,yg " 1)3(3/, Y)

v,y v,y
=B’ T By’ T

Por ultimo probamos que se tiene B(u,v) = B(r(u),r(v)), es decir B es
r—invariante. En efecto, se tiene la siguiente secuencia

B(r(w),r(v)) = B(u— 228Y), o, o800

B(y,y)” B(y,v)
-yt b
B(u’y) B(”?ZJ)
+ B(—2B(y7y)y, —QB@,y)y)
S L R
B(u,y) B(v,y)
+ 4B(y’ y) B(y, y) B(y, y)
= B(u,v)

]

Proposicién 8.5 Sean f,g: V — K formas cuadraticas requlares equi-
valentes de n variables sobre un cuerpo que no es de caracteristica dos. Si
se tiene f = f'+az%,g =g +az?® con f' y g formas cuadrdticas de n — 1
variables, entonces f' es equivalente a ¢'.

50
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Prueba. Como [’y ¢ pueden ser diagonalizados, debemos probar que la
equivalencia de

flay, - an) = @i+ + ap125_y + ax)
y

gy, - 1) =bixt+ -+ by’ | +ax?
implica la equivalencia de f'(zy, - ,%p_1) = a12% + -+ + @122 | y
g(xy, 2y q) = bzt + -+ b,122 . Como f y g son equivalentes

entonces se expresan como se indica arriba respecto a la misma forma
bilineal B, pero en distintas bases, digamos By = {uy, -+ ,u,} v By =

{v1,- -+ ,v,}. Ahora, como la matriz asociada a las formas estd diagonali-
zada se tiene u# =< Uy, U1 >=Uy v# =< v, ,Up—1 >= V. De
este modo, lo que se debe probar es la existencia de una base {wy, - - -, w,}

de U en la cual la forma restringida resulte ser ¢’. Si se tiene u, = v, en-
tonces no hay nada que probar pues se tiene U = V' y la base buscada es
{v1,-+ ,vn_1}. Si u, es distinto a v,, entonces se tiene debido a la condi-
cién de regularidad B(u,, — vy, u, — v,) # 0. Luego, mediante el cambio
de base r,, _,, propuesto en el Lema 8.4 se pasa de la base {v, -+ ,v,} a
la base {7y, —v, (V1) , Tup—v, (Un—1), un }. Notemos que se tiene

B(T,—vy, (k) Un) = BT, —v, (Uk)s T —vy, (Un)) = B(vg, vy) =0,

para todo k = 1,--+ ., n — 1. Asi, {ry, v, (1), ,Tu,—v,(Vn_1)} €s un
conjunto de n — 1 vectores linealmente independientes que pertenecen al
complemento ortogonal de u,, por lo que {r,, o, (v1), " ,Tu,—v,(Vn-1)}
resulta ser una base de V, precisamente la base buscada. O

Teorema 8.6 Sean f y g formas cuadrdticas requlares de n variables
sobre Q. Para que f y g sean equivalentes en Q es necesario y suficiente
que sean equivalentes en Q, parap =2,3,--- ,00.

Demostracion. La ida es trivial. Para probar el regreso procedemos por
induccién sobre n. Si n = 1 se tiene f(z1) = a1z} y g(r2) = aszi. Como
f v g son equivalentes en Q, representan a los mismos elementos. Con
ello, se cumple que h(xy,z2) = a123 — agr representa a 0 en Q, para
p = 2,3,---,00. Por el teorema de Hasse Minkowsky h representa a 0
en Q y hemos conseguido a,b € Q que satisfacen f(a) = g(b). Luego,
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como se tiene aya® = bib?, se cumple ay = a;(b/a)?. Con ello obtenemos
g(z2) = ay(b/axs)? y resulta que g es equivalente a f.

Ahora, sean f y g de n variables. Como antes, se cumple que la
forma h = f — g representa a cero en QQ, y por Hasse Minkowsky también
representa a 0 en Q. Con ello, existe k € Q que es representado por ambas
formas f y g. La Proposicién 4.6 de [2] nos permite escribir f y g cual

f=f+kz?2 y g=g+k2?

con f’, ¢’ formas cuadréticas de n — 1 variables. Luego, por la Proposicién
8.5, resulta que [’y ¢’ son equivalentes sobre Q,. La hipdtesis inductiva
permite concluir que [’ y ¢’ son equivalentes en Q y por consiguiente f y
g también lo son. O
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