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Resumen

Se estudian las lineas de curvatura de superficies compactas, orientables y conexas del
espacio euclidiano. La estrategia consiste en usar las ideas de la Estabiliad Estructural y
dar condiciones suficientes para la estabilidad de las lineas de curvatura cuando la superficie
se perturba en la topologia C?. Para tal efecto se estudia los puntos umbilicos Darbouxiano
y sus separatrices, al igual que los ciclos hiperbdlicos. La estructura de las lineas principales
cerca de estos puntos serd establecida, reduciendo su andlisis a los puntos hiperbdlicos
singulares de los campos de Linea en el plano. Con esto se busca crear condiciones para
que el conjunto de superficies compactas 3(a, b, ¢, d) sea estructuralmente estable y abierto

en el sentido C3.

Graduando: Alan Ysique Quesquén
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Introduccion

El estudio de las lineas de curvatura y puntos umbilicos en superficies, tiene sus raices
historicas en la Geometria y en las Ecuaciones Diferenciales. Las idea de Estabilidad
Estructural y Generacidad en Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, aunque ya se conocian,
fueron impulsadas por los trabajos de Mauricio M. Peixoto (Referencia [GS82])

En este trabajo, se pretende estudiar la dinamica de las lineas de curvatura en pequenos
entornos de los puntos umbilicos, al igual que su estabilidad a causa de ligeras perturbaciones
de la superficie en estos puntos; los cuales buscaremos que sean del tipo Darboux. Para ello,
se partird de algunos resultados clasicos de Geometria y Ecuaciones Diferenciales hacia
resultados mas unificados, como los de Estabilidad Estructural. Con esto, se busca estudiar
condiciones suficientes para la estabilidad de las lineas de curvatura cuando la superficie se
perturba en la topologia C3.

Haremos una revisién a fondo del problema y se plantea el escenario para resolverlo. Para
tal efecto se estudia los puntos umbilicos Darbouxianos y sus separatrices. La estructura de
las lineas principales cerca de estos puntos son establecidos, reduciendo su andlisis a las
singulares hiperbdlicas de los campos de Linea en el plano.

Tratamos con lineas de curvatura cerradas, llamadas ciclo limite principal por ser el ciclo
limite de una linea principal. Todas las superficies con las que trabajaremos seran suaves
conexas, compactas y orientadas. Asi, denotaremos por X(a, b, ¢, d) al conjunto de este tipo

de superficies que ademds verifican las condiciones (a), (b), (¢) y (d) siguientes:
(a) Todos los puntos umbilicos son Darbouxianos,
(b) Todos los ciclos limite son hiperbdlicos,

(c) Los conjuntos limites de toda linea principal estdn contenidos en el conjunto de puntos

umbilicos o ciclos principales de la superficie, y
(d) Todas las separatrices umbilicales son separatrices de un punto umbilico singular.

El problema fundamental en este trabajo consiste en probar que esta clase es un conjunto
abierto y cada uno sus elementos es C®—principal estructuralmente estable. Es decir, el

trabajo consiste en asumir estabilidad en una superficie y evaluar que condiciones deben
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prevalecer para que, por medio de una ligera deformaciéon de la superficie original, la
estabilidad se mantenga. Estas condiciones son las descritas en (a), (b), (¢) y (d).

A la pareja de foliaciones principales junto con los puntos umbilicos se le conoce como
la configuracién principal de la superficie. Un resultado de este trabajo consiste en probar
que, en funcién del campo vectorial asignado, existen tres clases genéricas de configuraciones
principales, llamadas configuraciones Darbouxianas. Estas resultan ser abiertas en el espacio
de las configuraciones principales con la topologia de C3, aunque también resultan ser densas.
Esto tltimo se expone al final como un resultado, el cual detalla en [GS9§ capitulo 5.

El capitulo 1 introduce los conceptos bésicos que seran utilizados a lo largo del trabajo,
también establece notaciones y presenta algunos resultados técnicos necesarios.

El capitulo 2 esta enfocado al estudio de las configuraciones principales de la superficie.
La configuracién principal retine las propiedades cualitativas de las foliaciones principales en
una superficie y representa la forma en que sus lineas se aproximan al conjunto umbilical.
Naturalmente esto es analogo al retrato de fase de un campo vectorial sobre una superficie.
Se establecen las definiciones bésicas y terminologia en relacién con las lineas de curvatura
principales.

El capitulo 3 estd enfocado al estudio de los puntos umbilicos. En un punto umbilico,
las curvaturas normales son constantes y su direccién principal es indeterminada. Nuestro
interés principal se centra entonces en las lineas de curvatura, es decir, las curvas integrales
del campo de direccién de la curvatura determinada por las direcciones principales. Lo que
se busca es ver el comportamiento de las lineas de curvatura en la vecindad de un punto
umbilico genérico (Darbouxiano). Claramente, lejos de un umbilico estas lineas de curvatura
pueden ser modelados localmente por lineas v = constante, v = constante en el (u, v)—plano.

El capitulo 4 estd enfocado al estudio a la construccion de ciclos hiperbolicos para ciclos
principales; requisito para el Teorema de Estructura. Asi mismo, se estudia la variacién
infinitesimal de las lineas principales minimas pasando a través de un punto, bajo una
deformacion de la superficie en dicho punto, y se culmina con un estudio sobre las lineas
principales de curvatura constante, al igual que su conjunto limite.

El capitulo 5 estd enfocado a la prueba del Teorema de Estructura. Se empieza dando
una descripcién detallada de los tipos de regiones (regiones canénicas) presentes en este tipo
de superficies, para luego, mediante, un proceso de continuacién natural con aproximaciones
(3, extender propiedades: de un punto umbilico y separatrices, a los elementos de la clase

> ala cual pertenece la superficie.
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Capitulo 1

Definiciones previas

En el presente capitulo se presentan definiciones, se establecen notaciones y resultados
previos referentes a curvaturas principales que son el punto de parida en el entendimiento
de las configuraciones principales, los cuales se veran en el siguiente capitulo. Luego, se hace
una construccién de la llamada Carta de Monge, la cual origina una descripcién explicita
local de la superficie. Finalmente, se culmina este capitulo con la ecuacion que verifican las

curvaturas principales y la ecuacion que verifican sus direcciones principales asociados.

1.1 Curvaturas principales

Sea S una superficie con las propiedades requeridas (suave, conexa, compacta y orientada),
p € S un punto de la superficie y T,,S el espacio tangente a la superficie en el punto p. A
continuacion se definen las curvaturas y vectores principales asociados a la superficie en este

punto.

1.1. Sea S' C T,S, circulo unitario formado por los vectores o € T,S, con ||7]] = 1.
La curvatura normal k,(p) al ser continua en S', alcanza sus valores extremos minimo
y maximo, y se les llama curvaturas principales de S en p. La minima se denotada
por k1 = ki(p) y la mdxima por ke = ka(p), respectivamente. Las correspondientes
direcciones +€7(p) y +€>(p) en cual se da los valores extremos k1(p) y k2(p), son llamados
vectores principales minimo y maximo de S en p, respectivamente. Estos estdn
bien definidos y son mutuamente ortogonales (vea proposicién [ATH) fuera de un conjunto
Us = {q € S: ki(q) = k2(q)} al cual llamaremos conjunto de puntos umbilicos de S.

Es decir,

k1 = la curvatura normal minima en p,
= mln“g”:l II(’U),
ke = la curvatura normal méxima en p,

= méJX”f;”:l II(’L_f)

3
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Proposicién 1.2. Sea —DN,, : T,S — T,5, con DN, la diferencial normal de Gauss. Existe

una base ortonormal {€1,} de T,S tal que,

—DNp(gl) = klgl Yy — DNp(gg) = kzgg )
donde ki = II,(€1) < ko = II,(€2) son respectivamente los valores minimo y mdzximo de
II, en el circulo S* = {v : ||v|| =1} C T, (vea[AD).
Demostracion. A consecuencia de parte c), existe {€1;€>2} una base ortonormal del
T,S. Es decir, existen A1, A2 talque DN, (€1) = A1€1 y DN, (€2) = A2€7. As, se tiene que

ki = IIp(e1) = (€1, —DNp(€1)) = (€1, —Mi€1) = — Ay,

con lo que se obtiene
—DNy(é1) = k1é1.

—

Anélogamente, al usar A2 se obtiene —DN,(€3) = k€. O
1.3. Con la base de la proposicién [LZ2 se escribe

_DE) = BE A0
—DNp(gg) = 051-|—k2€2,

siendo ki y k2 los autovalores de DN,,. Asi, la matriz asociada al endomorfismo —DN,, (vea

[AZ23)), respecto a esta base ortonormal {€7, €2} , se simplifica a:

ki O
0 ke

Entonces, la curvatura gaussiana K y la curvatura media H, tienen la forma

G, = det(—DNp) = k’lkg s
(1.1)
H = %traza(—DNp) = iz ;kQ .

Note que los autovalores k1 y ko son los ceros del polinomio
P(k) = k* — tr(A) + det(A), con A = [~DN]. (1.2)

Es decir:

ky = ko

)

_tr(A) — \/tr2(A) — 4det(A) _tr(A) + \/tr2(A) — 4det(A)
2 B 2

asu vez, usando la ecuacién ([l), se identifican como:

kh=H-+VH?-K y kk=H++vH?>-K.
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1.1.1 Clasificacién geométrica de los puntos de una superficie.

1.4. Sea p € S. Segin el signo que asuman las curvaturas principales k1 (p), k2(p) en ese

punto, estos se clasifican en:

Punto Eliptico: k;(p).k2(p) > 0.

Punto Hiperbdlico: ki(p).ka(p) < 0.

Punto Parabdlico: ki(p).k2(p) =0, donde 6 k1(p) # 0 6 ka(p) # 0.
Punto Planar: k;(p).k2(p) =0, donde k1 (p) =0y ko(p) = 0.
Punto Umbilico: k1(p) = ka2(p).

Una superficie S es llamada plana en p si K(p) = 0. Asi p es un punto plano si y sélo si

es o p parabdlico o es planar.

Ejemplo 1.5. (Vea figura Q) Sea S = S% = {p : |p|| = r} la esfera de radio r > 0,

como en el ejemplo ejemplo A T4, en la cual se elige a N(x1,12,73) = M como
T1,T2,T3

o L . . U
la aplicacion normal unitaria. Su derivada DN, (V) — hace que sus curvaturas
r

U
2l
principales sean negativas; es decir, las secciones normales se doblan en sentido contrario a

la de la normal. Asi,

II(¥) = Zcurvatura de la seccion normal en direccion de U,
1
= <U, —DNp(ﬁ)> = ——<U, U> = —curvatura del circulo mdzimo,
- r
Por tanto h
k‘l = mfn||g||:1 II(’U) = —;,
- . 1
k‘z = maX”/[)"l:l II(’U) = —;,

Pot tanto, en vista de que el punto elegido es arbitrario, todo punto de la esfera ademds de

ser punto eliptico, es un punto umbilico.

1
Observacion 1.6. Algebraicamente, se tiene que el operador DN, = ——1d, tiene como tinico
r
1
autovalor a ——, para cualquier ¥ € T},S.
r
Ejemplo 1.7. (Figura [[3) Sea S = C, = E x SL(C E?) el cilindro circular recto de

radio r > 0, como en el ejemplo [AT] Si v = (27(0),x5(0),25(0)), un vector en su espacio

tangente, entonces se pueden resaltar los siguientes casos:

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




UNIVERSIDAD
TESIS PUCP CATOLICA

DEL PERU

Figura 1.1: Todo punto de S? es umbilico.

= / /

e Cuando ¥ es paralelo al hiperplano {0} x E?, es decir cuando ¥ = vy = (0,25(0), 24(0)),

. o V2 ,
se tiene que DN, (Vo) = ——. Asi:
r
1I(¥) = Zcurvatura de la seccion normal en direccion de Us,
- . L . .
= <’02, —DNp(v2)> = —<v2, ——> = curvatura del circulo de radio r,
r
1
%

e Cuando T es paralelo a la recta B x {0} x {0}, es decir cuando ¥ = o = (21(0),0,0),

se tiene que DN, (7)) = 0. Ast:

1I(71) = Zcurvatura de la seccion normal en direccion de vy,
= curvatura de la linea,

= 0.
e Cuando U # V1, U, se obtiene:
I1(¥) = curvatura de la elipse* que contiene a p.

La elipse que pasa por p, tiene menor curvatura que la del circulo de radio r, que contiene
a p. Esto se debe a que el circulo se dobla mds en el sentido de la normal a la superficie en

p (vea figura[LI0). As7, las curvaturas varian de 0 a %, es decir

0 < II(%) <

1
—» bara todo v € T}, S,

tener en cuenta que ||U]] = 1, segin se expuso en [l Por tanto

, . 1
k2 = maX”g”:l II(’U) = ;,
k‘l = ml’n||17||:1 II(’L_f) = 0.

LAqui la elipse estd generada por la seccién normal a la superficie en p (vea proposicion A28).
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De aqui, cualquier punto del cilindro es de tipo parabdlico. Ademds en el cilindro C,, se

tiene que:

Figura 1.2: Curvaturas principales en el cilindro circular recto C,..

Observacion 1.8. Lo anterior también es visto desde un punto de vista algebraico, para ello
se procede a calcular los autovalores del operador DN,,. En efecto, consideremos la siguiente

parametrizacion del cilindro:
v v
®(u,v) = (u,rcos(=),rsen(=)).
r r
Los célculos de sus derivadas parciales, son:

ot s
o, =(0,0,0),
o, =(0,0,0),
o 0, —sen(2),cos(2)),
[0}

0, —Lcos(2), —2sen(2)).

Asi, la normal unitaria queda definida por:

i yi k
N(u,v)=| 1 0 0 = (0,—cos(;),—sen(g)).

0 —sen(?) cos(?)

Al calcular los coeficientes de las formas fundamentales resulta que:
E=1,F=0,G=1,e=0, f=0,yg=
Ademss, por [[L3] resulta que la matriz asociada al operador diferencial D, N es:
0 0
1
0 =
,

7
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Figura 1.3: Paraboloide hiperbdlico

1
De aqui resulta que los autovalores son k; = 0 y ko = —, los cuales son justamente las
r

curvaturas principales.

Ejemplo 1.9. (Figura [I3) Consideremos el paraboloide hiperbélico S = {(x,y,z) € E3 :
2z = y? — 2%}, a fin de calcular sus curvaturas principales ki y ko en p = (0,0,0). Para

ello, consideremos a S como el valor reqular de f(x,y,2) = z — y* + 2%, y con normal

unitaria a N(z,y,2z) = % (gradiente como en [AId) con lo cual su derivada
es DN = % En el punto p = (0,0,0) el vector normal a la superficie es

N(p) = (0,0,1). Esto nos indica que la curvatura minima se obtiene en la direccion del
vector 1 = (1,0,0), y la mdzima en la direccién del vector U3 = (0,1,0). A su vez, se tiene

que DN, = (2,-2,0). As,

II(é;) = =curvatura de la seccidn normal en direccion de €s,
= +curvatura de z = 12,
= <1727_DNp(62)> = <(031)0)7_(23_271)>)
ke = 2.
De modo similar se obtiene I1(€1) = k1 = —2. Con ello, se tiene:

ki =-2=1II(e1) < II(¥) < II(€) =2 = ky, para todo U € T,S.

Por tanto, el punto p = (0,0,0) es un punto hiperbdlico o punto silla.

Observacion 1.10. Lo anterior también es visto desde un punto de vista algebraico, para ello
se procede a calcular los autovalores del operador DN,,. En efecto, consideremos la siguiente

parametrizacién del paraboloide hiperbdlico (figura [[3):

®(u,v) = (u,v,v* —u?).
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Los célculos de sus derivadas parciales, son:

o, =1(1,0,—2u),

o, =(0,0,-2),

@, =(0,0,0),

o, =(0,1,2v),

o, =1(0,0,2).

Asi, la normal unitaria queda definida por:
i j k
Nu,v)=1 1 0 —2u | =(2u,—2v,1).

01 2o

Al calcular los coeficientes de las formas fundamentales resulta que:
E=1+4u? F=—4uw, G=1+4?% e=-2, f=0yg=2.
Ademas, por [L3F resulta que la matriz asociada al operador diferencial D, N es:

-2 0
0 2
De aqui resulta que los autovalores son k; = —2 y k3 = 2, los cuales son justamente las

curvaturas principales.

Proposicion 1.11. El conjunto de las curvaturas normales a un punto py € S es el intervalo
[k1(po), k2(po)]; v si k1(po) < ka(po), entonces el minimo y mdzimo de esas curvaturas
normales son precisamente las curvaturas principales en po, las cuales ocurren en los vectores

principales asociados a los autovalores ki(po) y k2(po), respectivamente.

Demostracion. Sea « una curva en S tal que y(sg) = po y {€1, €2} una base ortonormal de
T,S formada a partir de los autovectores de —DN,,. Escribiendo /(so) = aé€y + bés, donde

a® + b% =1, se tiene

kn(7'(50)) = (aé + bé, —DN,,(aé) + béz))

= a2<€17 _DNPO (51)> + b2<€27 _DN:DO (€2)>

|
IS
N
o
A
_|_
=
o
o~
)

Asi se obtienen las desigualdades
kl = kl(aQ + b2) < k‘n(’yl(SQ)) < k2(@2 + b2) = k’g. (13)

De este modo las curvaturas normales cubren todo el intervalo [k, k2]. Ademds si k1 < ko,
resulta que la curvatura minima solo es alcanzada en v'(sg) = €1 (es decir cuando b =10 )

y la méxima solo cuando 7/(sg) = £&5 (es decir cuando a = 0). O
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Observacion 1.12. Maés adelante, se muestra una forma alternativa de hallar las curvaturas
normales en funcién al d&ngulo que forme el vector tangente a la curva con el vector principal

minimo; esta es conocida como férmula de Euler (ILZ4).

1.2 Carta de Monge

1.13. Una superficie S que es vista como el cero de una funcién f(z,y,z) = 0, donde f es

una funcién diferenciable con derivadas parciales continuas de todo orden, es el conjunto

Si f.(xo0,Y0,20) # 0, por el teorema de la funcién implicita se sabe que existe un entorno D
del punto p = (0, Yo, 20) de manera que en ese entorno se puede ver la superficie como la
grafica de una funcién h(z, y) con (z,y) € D. Esto es, se tiene una representacién paramétrica

de la superficie de la siguiente forma

DCE? — E3
(1.4)
(z,y) — (z,9,h(z,9))

Dicha representacién, induce lo que se denomina carta de Monge o representacién explicita

de S.

Proposicion 1.14. Sea S una superficie y p € S, un punto, donde €1 y €3 son los vectores
principales en p, de tal manera que {€1,€2, N(p)} forme una base ortonormal positiva. Por

una traslacion y orientacion de la superficie se puede asumir que:
p=(0,0,0) y N(p)=(0,0,1).

Entonces, cerca a p = (0,0,0) la superficie es el grdfico de una funcidn z = h(z,y), definida
por

z = Zkia® + 3key? + términos de grado mayor,
donde h : V C E? — E es suave y h(0,0) = 0. Con esta funcién h, la carta inducida por
([CA) se denomina carta de Monge.

Demostracion. La serie de Taylor de grado 2, para la funcién h : V2 € E2 — E (dado por

el teorema de la funcién implicita) alrededor del (0, 0) es:

z = h(0,0) + hy(0,0)x + hy(0,0)y + $hee(0,0)x% + hey(0,0)zy + $hyy(0,0)y%+

+ términos de grado mayor.
(1.5)

Al considerar la representacién dada en la ecuacién ([Cd), con p = (0,0,0) y N(p) = (0,0,1),

la superficie puede ser expresada como el gréfico de una funcién diferenciable z = h(u,v).

10
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Asi, la carta inducida

z = h(u,v).
satisface ®(u,v) = (u, v, h(u,v)). Sean
v = ®,=(1,0,h,),
UQ = (I)’U = (07 17 hv)7

®, x D, (=huy, —hy, 1)
= N = = vea B
T~ iz e G

Al elegir
N(p)=(0,0,1) = hy,=h,=0, =

A fin de simplificar los calculos, considere las coordenadas N = (N*, N2, N3) :

hy
1+h2+h2
N? = — i

VI+hZ +h2’
1
VI+hZ+h2

N' = —

N3 =

Entonces,
—(1+ hd)huu + huhohuy

(1+h2+h2)32 7

N2 — _(1 + hi)huv + hohuhyy
y 1+h2+m2pr 07

IENEER T 4

y también
= _(1 ar h%)huv + huhvhvv
v (I+h2+h2)32 7

N2 = Aoyt hubohuy
v L+ h2 +h2)3/2 7

_(huhuv + hvhvv)
(1+h2 +h2)3/2

Con esto, el Jacobiano de N parau =0y v =0, es

NE =

—hy(0,0)  —hyw(0,0)

DNP = —huv(0,0) _hvv((]; 0) . (16)
0 0
11
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Por otro lado, un vector v € T),S C E3, en la base {1, >} de T},5, se escribe ¥ = aé) + bés,
donde a y b € E; es decir en la base {€1, €2}, ¥ = (a,b). De modo que si ¥ = €;. Entonces de

la proposicién y de la ecuacién [LH, se obtiene:
—k1€hr = DNy(€1) = —hyuu(0,0)&1 — hyy(0,0)és,
= k1 = hyu(0,0) A hyy(0,0) =0.
Del mismo modo,
—ko€y = DN,(€2) = —hyy(0,0)€1 — hyy(0,0)es,
= hyw(0,0) =0 A k2 = hyy(0,0).
Finalmente, la prueba concluye al sustituir lo obtenido en el Polinomio de Taylor. O
Observacion 1.15. La matriz Hessiana de la funcién (para mayores detalles vea [Zor(9])
z = kx4 tkey? 4+ término de grado mayor,

paraz =0y y=0es
ki 0

0 ke

Hz(oa 0) -

De aqui, AH,(0,0) = k1ks. Y con ello,

Si AH,(0,00)>0 = p=1(0,0,0) es un extremo maximo o minimo relativo,

dependiendo del signo de k.

Si AH,(0,00<0 = p=(0,0,0) es un punto silla.

1.3 Curvaturas principales y sus vectores asociados

Inicialmente se estudia el angulo entre dos curvas para caracterizar las curvas principales.

1.16. Sean Cy y Cy dos curvas en la superficie que se interceptan en un punto p € S. Si
w;, 1 =1,2 es el vector tangente a C; en p. Entonces el angulo 0 que forman las dos curvas
es el dngulo que forman sus respectivas rectas tangentes en p. Por tanto,

(wh,wa) 1p (W, W)

Tall@l ~ (@, @) 2L (dn, d) 72

cost) =

de aqui, las curvas C; y Cy son ortogonales si § = 7/2. Cuando se elige C; = ®(u,vg)
y Co = ®(up,v) como las curvas paramétricas (vea Figura [A4) sus vectores tangentes
asociados 1w = (1,0) = ®,,, y wy = (0,1) = ®, muestran? que

.

EG’

2En la primera forma fundamental (vea AId), use w1 = (1)®y + (0)®y) y W2 = (0)®y + (1)Py.

cost) =
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Por tanto,

F=0 & C;=%(u,v9)y Cy=®(ug,v) son ortogonales.
1.17. La curvatura normal en la direccién de ¥ = ~/(t), con y(t) = (u(t),v(t)), se puede
calcular (vea [AZ3]) como:

ei(t)® + 2fu(t)o(t) + go(t)?
Bu(t)? 4+ 2Fu(t)o(t) + Go(t)?

kn (4(t), 0(t)) =

Por lo tanto,
. .9
e+2fz+g7

kn(laE == . DR
W pyort 4Gl

o 2 .
ed” 4+ 2f% 4
kn(21) = 1)2—fvg
Ez" +2F7 +G
En consecuencia, en un punto umbilico p € S, donde sus direcciones son iguales, se obtiene
que
€ 9

Observacion 1.18. A partir de [LTM es facil ver que en un punto umbilico p, las formas

fundamentales son proporcionales; esto es
I1,(7) = ky(0)I,(V) = knI,(¥), para todo ¥ € T,S.

Como la segunda forma fundamental es definida en términos de —DN, se tiene que si p
es un punto umbilico, entonces —DN,,/T,S es un multiplo por un factor k = k1 = ko del
operador identidad en 7,,S. Por tanto, en un punto umbilico la curvatura normal es igual en

todas las direcciones, y todas las direcciones son principales (de acuerdo con [L4]).

1.3.1 Ecuacién de los vectores principales.

1.19. Sea p € S. Elijamos un vector ¥ € T,,S con ||T|| = 1; que en la base {®,, P, } de T,S
—_—
se expresa U = (a,b) (vea[AI3)). La curvatura normal a la superficie en p, en funcién del

—
vector (a, b) esta dado por (vea [A3TI)

) IT,((a,b))  ea®+2fab+ gb?
Ip((a, b)) Ea? + 2Fab + Gb?

Como la funcién curvatura es continua y ademds estd restricta a S!, entonces

Ok, —= 2

0 = —((a,b)) = —=— ((ea+ fb) — (FEa+ Fb)k,),
7o ((@.0) X0 ( )
Ok, — 2
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Por ello, los vectores principales deben satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones

ea+ fo= (Fa+ Fb)k,

(1.8)
fa+gb= (Fa+ Gb)ky,.
Despejando k,, en ambas ecuaciones, se obtiene la triple igualdad
k, = catfb _ fatgb (1.9)
Ea+ Fb Fa+ Gb
P —
Por tanto, para que un vector (a,b) € T),S sea un vector principal debe satisfacer
(Fg—Gf)b?> + (Eg — Ge)ab+ (Ef — Fe)a®> =0, (1.10)
que es lo mismo a decir que
b? —ab a®
E F G |=0 (1.11)

Ry NN &
Hay que notar que la ecuacién (CI0) desaparece para el caso de puntos umbilicos; a

consecuencia de lo visto en [CTd y lo que se vera en

Observacion 1.20. Aprovechando la ecuacién ([LIM), se establece otra forma alternativa de
probar que los vectores principales son ortogonales (vea [AI8). En efecto, si se opta por la

—_—
direccién (1, A = a/b), entonces la ecuacién ([CI0) se escribe como un polinomio en A,
P(\) = (Fg—Gf))\*>+ (Eg— Ge)A+ (Ef — Fe) = 0.

Si Fg — Gf # 0, con las soluciones A\; y A2 del polinomio P(\), se tienen dos vectores
—_s —
principales (1, 1) y (1, A2). Estos dos vectores son ortogonales, pues

L((1,A),(1,A2)) = E+F(A1+ )+ G,

FgE—Ge GEf—Fe

=, /7,
N E e Fg-Gf

= 0.

A su vez, son los autovectores de —DN, en la base {¢y,¢,} de T,S (como en la

proposicién [[2).

Ejemplo 1.21. Para el siguiente ejemplo, considere la parametrizacion de la esfera en

coordenadas esféricas:
®(u,v) = (rsen(v) cos(u), rsen(v)sen(u), r cos(v)), (1.12)

donde wu € [0,27], v € [0,7] yr > 0.
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e En la esfera S de radio r del ejemplo [AIA, consideremos un vector (a,b) € T,,S, son
a’?+b? =1, siendo p = (0,7,0) y {¢py = (r,0,0), ¢, = (0,0, —7)} es la base que genera
T,S. Se tiene ademds, que la normal unitaria en ese punto es N(0,7,0) = (0,1,0), y

los coeficientes de las formas fundamentales son:
E=r% F=0, G=1* e=-r, f=0y g=-r
Reemplazando en la ecuacién ([LIO), se tiene
(Eg — Ge)ab = (—r® + 1r3)ab = 0.

Por tanto, (a,b) pueden asumir cualquier vector unitario. De aqui, el porqué cualquier

—_—
vector unitario (a,b) € T,,S, es una direccion principal.

e Andlogamente, en cilindro del ejemplo [A_T], consideremos un vector (a,b) € T,S,
donde p = (0,7,0) y {¢, = (1,0,0), ¢, = (0,0,1)} es la base que genera T),S. Ademds,

los coeficientes de las formas fundamentales son (vea [LI0):

Reemplazando en la ecuacidn ([CIN), se tiene

1
FE.g.a.b= ;ab =0.

Por tanto, se tiene que (a,b) = (1,0) 6 (a,b) = (0,1). As7, se tienen dos direcciones

principales en el espacio tangente al cilindro en el punto p = (0,7,0).

1.3.2 Ecuacion de las curvaturas principales

—_—

1.22. Si en [T elegimos la direccién del vector (1, A), la ecuacién ([C3) se escribe

axy = etfr - Fftgr
AN Vg E+F)\  F+GX\

De esto ultimo, obtenemos el sistema en la variable k,,

(e+ fA) —kn(E+ F)) =0;
(f+9A\) = Eku(F+GX) = 0.

Y después de despejar y eliminar A se obtiene la ecuaciéon que buscamos
(EG — F*)k2 — (Eg+ Ge — 2F f)k, +eg — f* = 0. (1.13)

cuyas soluciones k; y ko son las curvaturas principales®.

3Note que a partir de las ecuaciones (L) y (L), se obtiene directamente la curvatura Media y Gaussiana
obtenido en [AZ23] esto es:
Ge—2Ff+ Eg

_eg— f?
2(EG — F?) K0 = peF

H(p) = = )
(») BG _F?
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Ejemplo 1.23. Para el siguiente ejemplo, considere la parametrizacion de la esfera dada

en la ecuacion (CI12).

e En la esfera S” de radio r, al reemplazar los coeficientes de las formas fundamentales:

en la ecuacion ([LI3), se tiene
EGK2 — (BEg+ Ge)kn + eg — f2 = 14k2 + 2r%k,, + 12 = 0.

Como r > 0, las curvaturas principales son las raices de la ecuacion (rk, + 1) = 0.

Ast, las curvaturas principales resultan ser iguales, k1 = kg = —%.

o Andlogamente, en cilindro circular recto,al reemplazar los coeficientes de las formas

fundamentales:

en la ecuacion ([LI3), se tiene
1
k2 — =kn =0.
L

1

7O

Ast, las curvaturas principales son k1 =0 y ko =

1.4 Formula de Euler

1.24. Consideremos una representacion paramétrica regular ® en que las lineas de curvatura
sean las lineas paramétricas, es decir, ®(ug,v) v ®(u,vp) son las lineas de curvatura en el
—

—_—
punto ®(ug,vo). Por tanto, (1,0) y (0,1) son las direcciones principales. Y las curvaturas

principales son

B

E F G |=0, (1.14)
g

F = 0 (pues las lineas principales son ortogonales), y como (1,0) es una direccién principal.

Se tiene

0
0=| F

e

- O O

1
G | =Ef.
g
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—
También como (0, 1) es la otra direccién principal, se tiene

1
0=| FE

- o O

0
G |=-ar.
g

e
Pero G > 0y E > 0 (ecuacién [AF)), entonces se concluye que

F = 0%

—_
Por tanto, la curvatura normal en la direcciéon de un vector (m,n) es

k"((m—ms) = IIP((WL_’”)) _ em? + gn?

Ip((m, n)) Em?2 + Gn?

e _em® g __ g0
E Em?2+Gn? G Em?2+Gn?’

. ’ e B - .
Y si 6 es el dngulo que forma el vector (m,n) con el vector (1,0), entonces se tiene

—_—
" Ip((m, n), (1, 0)) Em?
cos“0 = S s e
Ip((m, n))Ip((1,0)) i =
Gn?
- 4D
S 6 = 1—COS29 = m

Y con ello, se obtiene la formula de Euler

—_—

kn((m,n)) = ky cos® 0 + ko sen?.

1.5 Campos de direcciones principales.

Definicién 1.25. Un campo vectorial en un conjunto abierto V' C R? es un aplicacién que
asigna a cada ¢ € V un vector w(q) € R2. Se dice que el campo vectorial w es diferenciable
si escribiendo ¢ = (u,v) y w(q) = (a(u,v),b(u,v)) las funciones a y b serén diferenciables en
V. Un campo de direcciones R en un conjunto abierto V' C R? es una correspondencia
que asigna a cada ¢ € V una recta R(q) en R? que pasa por ¢. Se dice que R es diferenciable
en ¢ si existe un campo vectorial diferenciable y no nulo w, definido en un entorno V, C V
de ¢ tal que para cada g € V,, w(g) # 0 es una base de R(q); R es diferenciable en V si es

diferenciable en cada punto g € V.

Observacion 1.26. (No siempre existe un campo diferenciable.) A cada campo
vectorial diferenciable y no nulo w en V. C R? le corresponde un campo de direcciones

dado por R(q) = Recta generada por w(q), ¢ € V. También, por la propia definicién, cada

4 Por tanto, f = 0 = f es una condicién necesaria y suficiente para que un vector sea principal.
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campo de direcciones diferenciable da lugar, localmente, a un campo vectorial diferenciable.
Sin embargo, no siempre existe un campo diferenciable asociado a un campo de direcciones.
Por ejemplo, consideremos el campo de direcciones en R?\{0} dado por las rectas tangentes
a las curvas de la figura [[Zk vemos que no es posible orientar a las curvas a fin de obtener

un campo vectorial diferenciable tangente a cada uno de ellos.

Z\\

Figura 1.4: Un campo de direcciones no orientable en R?.

Ejemplo 1.27. Para una superficie S, considere S\Ug como el conjunto donde en cada uno
de sus puntos existe un par de direcciones bien definidas, que ademds son ortogonales. Para
esto basta considerar Us = { conjunto de puntos umbilicos} y las direcciones principales.
Los vectores principales {€1,e2} dada en la proposicion [LA satisfacen ki(p) = IL,(€1) <

I1,(&) = ka(p). Luego, las lineas que se generan
Li(p) = R(£€1) y La(p) = R(£&),

estan bien determinadas; y son llamadas las direcciones principales minima y mdzxrima

de S en p, respectivamente. Sobre estas lineas se puede definir campos de linea suaves
Li:p— Li(p) y L2:p— La(p),

mutuamente ortogonales® llamados campo de linea minima y campo de linea mdximal

de S en p, respectivamente.

1.28. Si m € T,S es un vector principal, la ecuacién (CI0) caracteriza las pendientes
a/b o b/a de estos campos de lineas como funciones suaves en el dominio de las cartas
(u,v) de S\Ug. Los campos de linea L;, i = 1,2 del pardgrafo anterior coinciden con los
autoespacios de el operador —DN,/T,S, correspondientes a los autovalores ki1 (p) v kz2(p).
Esto es por causa de la simetria de la segunda forma y de su expresién en términos de DN,.

Esto tultimo es conocido como la ecuacion de Rodrigues:

(DN + kN7 =0, (1.15)

5Esto sucede cuando el punto p es no umbilico.
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Figura 1.5: Direcciones principales Ly y Lo.

que caracteriza a los vectores ¢, y curvatura principales k (vea observacién [[L20). En S\Ug
las curvaturas principales k1 y k2 son suaves; y en todo S son continuas. Al hacer una
interpretacién de los autovalores (curvaturas) del sistema dado por la ecuacién ((CIH), resulta

que:
ko=H—-+H?-K y kh=H++VH?-K |,
donde H = %(kl + k2) y K = ky.ko son la curvatura Media y Gaussiana, respectivamente.

Observacion 1.29. Al analizar el discriminante H? — K = [(]“1—;]“2)]2, vemos que los puntos

umbilicos estén caracterizado por los ceros de esta funcién no negativa (vea [L3).
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Capitulo 2

Configuraciones principales

La configuraciéon principal reune las propiedades cualitativas de las foliaciones
principales en una superficie y representa la forma en que sus lineas se aproximan
al conjunto umbilical. Naturalmente esto es andlogo al retrato de fase de un campo

vectorial sobre una superficie.

2.1 Foliaciones Principales

2.1. Una curva integral del campo de linea L; (resp. Lo) es llamada una curva principal

minima! (resp. una maxima) de S. Es decir una curva regular v en S\Us que cumple:

(a) en cada uno de sus puntos es tangente a L (resp. a Lo). Es decir, el vector tangente

v'(t) genera Ly (resp. L), y
(b) si existe otra curva con esta propiedad, entonces sucede que 7 la contiene.

La condicién de tangencia de una curva integral v a un campo de linea L;, ¢ = 1,2, es
también expresado diciendo que, cuando estd parametrizada por la longitud de arco, esta
es una curva solucién del campo vectorial local €;. Es decir, es una curva solucién de la
ecuacion diferencial

v =¢(y), i=12
En términos de una carta (u,v), en donde la curva es localmente escrita de la forma
v = (u(t),v(t)) € S\Us (vea figura [F). La condicién para ser una curva principal

estd caracterizada por la ecuacién ([CIT)

(Fg— Gf)(9)* + (Eg — Ge)uv + (Ef — Fe)(i)* = 0. (2.1)

1Si la forma de la ecuacién diferencial es la que origina las lineas de curvatura, entonces la curva integral

coincide con la linea de curvatura, al menos en su parte suave.
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2.2. Por el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales; por cada punto p €
S\Ug se tiene una tnica curva principal minima v;(p) y una tnica curva principal méxima
~2(p), ambos en S\Ug y con la propiedad (b) de ZIl Y por el teorema de dependencia
suave, con pardmetros y condiciones iniciales; si la curva y1 = v1(p, s) estd orientada y
parametrizada por la longitud de arco s, empezando en p, en su intervalo maximo de
definicién J(p) = (a—(p), a4 (p)). Entonces para cualquier subintervalo compacto K de J(p),
se tiene una vecindad V' (p) de p en S tal que la curva principal minima 71 (¢) = 71(g, s) en
V' empezando en ¢ puede ser orientada y parametrizada por la longitud de arco empezando
en g, asf su intervalo méximo de definicién J(¢q) = (a—(g),a + (¢)) contiene al intervalo K

y la aplicacién v1 : V x K — ~1(q, s) es suave. Lo mismo sucede con la curva méxima s.

Definiciéon 2.3. La familia de curvas principales mdzimas y minimas serdn llamadas
respectivamente las foliaciones principales mdximas y minimas de S\Ug y serdn

denotadas por F1 y Fy, respectivamente.

Observacion 2.4. Note que las foliaciones principales son definidas solo en S\Ug. Los puntos

umbilicos forman la parte singular de las foliaciones.

Definicién 2.5. Una curva regular conexa C' C S es llamada una linea de curvatura si

en cada punto g € C, la respectiva recta tangente es una direccién principal.
Ejemplo 2.6. Una circunferencia mdzima en S> C R3 es un ejemplo de linea de curvatura.

2.7. En S\Ug los vectores principales €1 y € pueden ser elegidos a fin de definir campos
vectoriales suaves (vea ejemplo [LZA). La ecuacién (CI0) determina las componentes de
estos campos vectoriales en el dominio de sus cartas. Los vectores principales, sin embargo
no pueden definir globalmente campos vectoriales; la razén es que los campos de linea
L;-" = RT(€;), i = 1,2 generados por estos vectores principales pierden su orientabilidad
alrededor de los puntos umbilicos (vea figura[[l). Por esta razén las formulaciones globales
son hechas en términos de los campos de linea Ly y Ls. Sin embargo, la prueba de muchos

resultados serdn reducidos localmente a los vectores principales €1 y €2 o directamente a la

ecuacién (CI0).

2.1.1 Ecuaciones diferenciales para las lineas Principales

Proposicién 2.8. La curva regular v = y(s), con ||[¥/'(s)|| = 1, es una linea de curvatura

en la superficie S si y solamente si

[/, N,DN] =0;

=2

i.e. (DN +KkI)y =
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Demostracién. [«] : Si la condicién [y, N, DN] = 0 es verdad, entonces se probard que la

curva 7 = y(s) es una linea de curvatura en la superficie S. Para ello, note que
[7’,N,DN] = ['y’,DN,N] =0 = (yYxDN,N)=0. (2.2)

De aqui, 7' x DN = 0; es decir para cada punto de v se tiene que 7/(s) esta contenida en una
direccién principal y por tanto, 7'(s) es un autovector de DN, (s); esto es, DN, ) (7' (s)) =
—k+'(s), con lo cual se tiene que 7 es una linea de curvatura.

[=:] Si ¥ = ~(s) es una linea de curvatura de la superficie .S, entonces

(DN + kI)y' =0. (CIH)

De aqui se obtiene DN+ = —k~', para luego sustituir en [y, N, DN| = [y, DN, N| = 0.

Esto concluye la prueba. O

2.9. Las ecuaciones diferenciales mas comunes para las lineas principales son las siguientes:

a. Forma implicita: Parap € S'y dp = (dz, dy, dz), la interpretacién de los autoespacios
de las lineas principales dados por la férmula de Rodrigues (CIH), pueden ser

establecidos como

(N(p), DNp(dp) Adp) =0, (N(p),dp) = 0.

De manera mds explicita, para una superficie S = {f = 0}, la igualdad anterior es

equivalente a
(Vf(p), DV f(p).(dp) Adp) =0, (Vf(p),dp)=D0.

b. Para una carta local: Por lo visto en [[LT9 , dada una carta local (u,v) para S, la
condiciéon que tiene que satisfacer las componentes du, dv de una direcciéon principal

esta caracterizada por
(Fg —Gf)dv® + (Eg — Ge)dudv + (Ef — Fe)du® = 0. (2.3)

c. Para una carta de Monge: De acuerdo a la seccién [LZ, usando la carta de Monge
(x,y), con (z,y)~t = ®(x,y), en donde la superficie puede ser expresada como el
grafico de la funcién z = h(z,y), los coeficientes de las formas fundamentales I y IT

para superficie estdn dadas por (vea ejemplo [A20)):

E=(®,,®,) =14h, F=(P:,®)=hshy, G=(0,,®,)=1+h],

e:<¢mm7N>:$7 f:<(bzy7N>:#
\/1+h2 + h? \/1+h2+h2
h
9:<q)yy7N>:¢-
\/1+h2 + h?
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Por tanto, después de sustituir los coeficientes en la ecuacién (Z3), la ecuacién

diferencial de las lineas principales se convierte en
Ady* + Bdxzdy + Cdz® = 0, (2.4)

donde:
A= _(1 + hi)hwy + hwhyhyya

B= (14+h2)hyy —(14+hd)hee y

C= (1+h2)hey — hohyhes.

Teorema 2.10. (TERQUEM-JOACHIMSTHAL.) Sean S1 y Sa dos superficies no
disjuntas en E3; y ¢ una curva en S1 N S, tal que ¢ es linea de curvatura en Sy. Entonces
c es un linea de curvatura en Sy si y solo si S1 y Se se interceptan en un dngulo constante

a lo largo de ¢ (es decir, las normales de S1 y S2 tienen el mismo dngulo a lo largo de c).

Demostracion. Si N; es el campo normal unitario sobre S;, entonces

%<N1 (c(s)), N2 (c(s))> = <(%N1 (c(s)), N2 (c(s))> + <N1 (c(s)), %Ng (c(s))>,

= ()% Na(el) )+ (M (e(s)). o el

por ser c¢ linea de curvatura de S1,

d

= 0+ <N1 (c(s)), %NZ (C(S))>,

por ser ¢ una curva en Ss.

[=] Si ¢ es una linea de curvatura en Sy entonces por ¢ una curva en Sy, se tiene que
el segundo lado de la igualdad anterior es igual a 0, y por eso <N1 (c(s)), N2 (c(s))> es
constante.

[<] Si S; y S se interceptan en un dngulo constante a lo largo de ¢, es decir si
<N1 (c(s)), N2 (c(s))> tiene derivada 0, entonces dNz(c(s)/ds es perpendicular a Ny. Por
otro lado dN>(c(s))/ds también es perpendicular a Np. Si N; y N son linealmente
independientes entonces dNz(c(s))/ds es un multiplo de ¢/(s)?, y por la igualdad de
Rodrigues, ¢ es una linea de curvatura de S3. Si N; y Na son linealmente dependientes
entonces N2 (c(s)) = £ Ni(c(s)) para todo s, y por eso ¢ también es una linea de curvatura

de 52. O

2pues de lo contrario, no se cumpliria la ortogonalidad de dN» (c(s))/ds con N1 y No
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2.2 Configuraciones Principales.

Definiciéon 2.11. La configuraciéon principal en una superficie S es definida por la
terna Ps = P(Ug, F1, F»), donde Ug es el conjunto de puntos umbilicos, Fy y F» denotan
respectivamente las foliaciones principales minima y mdxima en S\Us. Dos superficies S
y Sa con  configuraciones principales  P(U(1),U(1),U(1)) y P(U(2),U(2),U(2))
tienen la misma estructura cualitativa, con respecto a las foliaciones principales, si son
P—equivalentes (principally equivalent): es decir, si existe un homeomorfismo H : S; —
Sa, que envia U(1) en U(2), las lineas de Fy(1) en F1(2), y las lineas de F5(1) en F5(2). A
dicho homeomorfismo H se le llama una P—equivalencia (principal equivalence) entre Sy

ySQ.

Ejemplo 2.12. Las configuraciones principales triviales se obtienen de la esfera S* y del
pano Il : ax + by + cz + d = 0, pues en cada una de estas superficies todos sus puntos son
umbilicos (vea ejemplos LA y [A3). Por tanto, sus configuraciones principales se reducen

a Us.

Proposicién 2.13. Si S C E? es una superficie coneza, en donde todos sus puntos son

umbilicos, entonces S es parte de un plano o una esfera.

Demostracion. Sea p € S y ®(u,v) una parametrizacién de S en p, tal que V = &(U),

U C [E2, sea conexo. Como todo ¢ € V es umbilico, tenemos que para todo
w=c1P, + 2P, € T,,S, dN(w) = A(q)w,

donde A = A(g) es una funcién real, diferenciable en V. Como todo punto es umbilico, es

légico concluir que A(q) es constante. En efecto, de las igualdades dadas arriba, se tiene que
ANy + caN, = 1 AP, + AP, con A = A(u, v),
de donde, por la arbitrariedad de w se sigue que
N, =\, N, =\®,,

derivando respecto a v y u respectivamente se tiene

Nuv = )\v(bu + )\(I)uva
Nyw =A@y + ADyy.

Restando miembro a miembro estas dos tltimas igualdades se obtiene
0=X®y — Ay @y
Como {®,, ®,} es una base de T,(S5), se sigue que
A =X =0, Vge,
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y siendo V' conexa, entonces, A =constante en V. Ahora, si A = 0, entonces N, = N, = 0.
Por tanto, N = constante para todo g € V, y asi, todos los puntos ®(u,v) de V estén en el

mismo plano. Si A # 0, entonces consideremos

O (u,v) — lN(u,v) = g(u,v),

A

se tiene que g(u,v) es constante, pues

lN(u,v)} .

1 1
{®(u,v) = <N(u,v)} = u_XNu =0 = {‘D(u,v)—)\ Y

)\ u

Como |<I>(u, v) — g(u,v)}2 se sigue que todos los puntos de V estdan contenidos en

1
= F’
una esfera de centro g y radio W

vecindad conexa de un punto p € S. Para extender el resultado a todo punto de S, basta

. El teorema esta demostrado localmente, esto para una

notar que, como S es conexa, dado otro punto cualquiera ¢ € S, existe una curva continua
v :[0,1] = S, con g(0) = py g(1) = ¢q. Para cada punto y(t) € S de esa curva, existe
una vecindad V; de S, contenida en un plano o en una esfera y tal que la imagen inversa
v~ 1(V4) es un intervalo abierto de [0, 1]. Como [0, 1] es compacto es posible cubrirlo con un
nimero finito de vecindades g=1(V;). Si para dos tiempos ¢,t; son tales que V;,V;,, estdn
contenidos en planos, entonces estdn contenidos en el mismo plano y todos los deméas puntos
de la curva estan contenidos en el mismo plano. Esto es debido a la diferenciabilidad de S.
Ahora, si para dos tiempos t,t; son tales que V;, V4, , estdn contenidos en esferas, el mismo
argumento demuestra que Vi, V;,, estan en la misma esfera, y por lo tanto todos los puntos

de la curva. O

Ejemplo 2.14. (Movimientos rigidos) En E3, un movimiento rigido M = T + R ,
donde T es una traslacion y R es una rotacion representada por una matriz ortogonal, para
cualquier superficie orientable S, con normal positiva N, induce una P—equivalencia sobre
su imagen M(S). Cabe indicar que cuando el movimiento rigido la orientacion se preserva,

y por tanto las curvaturas principales.

Ejemplo 2.15. (Homotecia) Sea S una superficie y p € S un punto. Una homotecia
Hy : S — H)(S), definida por Hx(p) = Ap, es una P—equivalencia, a pesar de no preservar

las curvaturas principales, pues se ven afectados en proporcion al valor de .

Ejemplo 2.16. (Traslaciones paralelas) Sea r € R, y S una superficie orientable. La

traslacion paralela T, : S — S, definida por
Tw(p) =p+rN(p),

conp € S, es una P—equivalencia de S sobre su imagen S,, a pesar que este caso tampoco
se preservan la curvaturas principales. Pero, esto no significa un problema pues para que sea

una P—equivalencia, se necesita que el homeomorfismo preserve las lineas principales.
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Figura 2.1: Movimiento rigido en la esfera.

Figura 2.2: Homotecias en la esfera.

Ejemplo 2.17. (Inversiones) Sea S una superficie y p € S un punto. La funcion

p . 02 . .
G(p) = ) es llamada una inversion de S con respecto a la esfera unitaria centrada
b, p
en 0. Esta funcion, es un homeomorfismo que preserva las lineas principales; sin embargo
invierte la orientacion cambiando las foliaciones principales. Por tanto, es un ejemplo de

un homeomorfismo que no es una P—equivalencia.

Figura 2.3: Inversion en el cilindro.
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Figura 2.4: Inversion del elipsoide triaxial: con 1 >a > b > ¢ > 0.

2.2.1 Sistema triple ortogonal de superficies y superficies regladas
Sistema triple ortogonal de superficies.

2.18. Un resultado interesante sobre lineas de curvatura corresponde a los triples sistemas
ortogonales de superficies. Estos son triples familias de 1—parametro de superficies con
la propiedad de que en cada punto, los planos tangentes a las superficies de cualquier par

de familias son perpendiculares. Algunos ejemplos triviales son los siguientes:

Ejemplo 2.19. (Curvas planas) Sea v = (v1,72), cualquier arco regular parametrizada
por la longitud de arco u y con normal positiva b, en un plano con mnormal positiva
n(u) = (v1,7%)(u), i.e. tAm = b, donde v’ = t. Una cdlculo directo prueba que las siguientes

superficies:
T,: tubos de radio v > 0 y centrados en v;
N,: planos normales a v en vy(u);

A, : superficies regladas generadas por los rayos positivos sobre la normal Ny, en la direccion
de el vector unitario

a(u,v) = cosvn(u) + senvb.
constituyen un sistema ortogonal de superficies.

Ejemplo 2.20. Cuando cada familia consiste de los planos paralelos a uno de los ejes

coordenados.

Ejemplo 2.21. Cuando la primera familia consiste de planos paralelos a el (x,y)—plano, la
sequnda consiste de cilindros circulares con el eje z como eje en comun y la tercera consiste

de planos que contienen al aje z.

Ejemplo 2.22. Cuando la primera familia consiste de todas las esferas centradas en el 0;
la segunda consiste de todos los conos contenidos en R3\(0,0,0), formados al girar alrededor
del eje z todas las rectas que pasan por el 0; y la tercera consiste de planos que contienen al

aje z.
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2.23. (Sistema de coordenadas Elipsoidal).Un ejemplo menos trivial es el formado por
el conjunto de todas las superficies que satisfacen la ecuacién

22 y? 52 s )
g(A) = a2—)\+b2—)\+02—)\ = 1, 0<c”<b® <a’. (2.5)

Observe que cuando A < ¢? se obtiene elipsoides, cuando ¢ < A < b? se obtiene hiperboloides
de una hoja y para b?> < A < a? se obtiene hiperboloides de dos hojas. Para cualquier (z,y, 2),
con x,y, z # 0, la funcién que asigna a cada A — g()\) — 1 es continua excepto en a?, b2, c?, y
un analisis directo muestra que esta funcién pasa de +0o0 a —oo, cuando pasa de la izquierda
a la derecha ya sea de a2, b? 6 ¢2. Ademss, g(A\) —1 — —1 cuando A\ — —oo y al +oo. Por

tanto, la funcién que definimos como g(A\) — 1 se anula en tres solo en ocasiones:
M < A<h<b? vy b?<Ag<d

Es decir, g(A\;) —1 =0, ¢ = 1,2,3; lo cual puede ser visto como los ceros de una ecuacién
cubica en A. A su vez, si se define una funcién real F' en variables x,y,z y A, como
F(z,y,2,A) = g(\) — 1, con la imagen inversa del valor regular 0 € R, F'~1(0), se tienen tres
superficies bien determinadas. Observe que estas superficies son ortogonales, es decir, para

cada punto (z,y, z) de la superficie g(\;) = 1, el vector normal tiene la direccién

iy g 0 0 nya an Y z
L 5(%9(/\1)7 8_yg(/\l)a &90‘1)) = <a2 VLN Y )\i)v

con lo cual, en cada punto (z,y, z) perteneciente a la interseccién de las superficies g(A\;) = 1

VF

y 9(Aj) = 1, el producto intero <VF|)‘_,VF|>\_> se anula, esto es:

x? Y 22 _ 9 -

it (>‘J)
@@= T @)

g
=0.
(€ = Xi)(c® = Aj) Ai = Aj

Por tanto, el sistema es ortogonal.

Observacion 2.24. Observe que siempre se puede tener un elipsoide del tipo

2 2 2
T Y z
s R ENL

en la ecuacion Ahora, al fijar dicho elipsoide, y hacemos variar las otras dos familias
ortogonales, se obtiene sobre el elipsoide un retrato de fase formado por las lineas de

curvatura.

2.25. Describiremos la configuracién principal sobre el elipsoide, trabajando directamente
sobre la ecuacién diferencial de las lineas principales de curvatura. Consideremos el elipsoide
E = f71(0), donde

1

ptaz b a>b>c

T,Y,2) =
flay,2) =~
La ecuacién diferencial de las lineas principales en su forma implicita esta dada por (vea

2.9
(Vf(p), DV f(p).(dp) Ndp) =0, (Vf(p),dp)=0.
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Aqui,

20 2y 2z

Vi) = (o35 7)) DV (p).(dp) = (22, 200 22

22 02) y dp = (dz,dy,dz).

En la carta (x,y) la ecuacién diferencial queda expresada por:

—a?c(b? — A)zydy® + (a® — A)b*Eryds*+

(2.6)
+[b%c2(? — a?)x? + 2a?(b? — ?)y? + a?b*c(a® — b?)|dady = 0.

Reescribiendo las coordenadas por x = Au, y = Bv,con A > 0, B > 0, la ecuacién diferencial
se reduce a
wvdv® + (u? — v* — \?)dudv — uvdu® = 0,

donde:

_a?(b* —*)B?

e 2 @)

Para efectos de calcular los puntos umbilicos, se tiene en cuenta que estos estdn dados por
las singularidades de la ecuacion diferencial; siendo asi, elijamos v = 0. Con ello, se obtiene
que (A, 0) y (=X, 0) son singularidades y el intervalo < —A, A > x{0} puede ser considerado
como una elipse degenerada. Los intervalos < —oo, —A > x{0} y < A, 00 > x{0} puede ser
considerados como hipérbolas degeneradas (figuraZH). La parametrizacién explicita para el

elipsoide E, estd dado por:

M(u,v,a) M (u,v,b) M(u,v,c)
o(u,v) = (i \/W(a,b, c) ’i\/W(b,a,c)’i\/W(c,a,b)>’

donde,

M (u,v,w) = w?(—u + w?)(—v +w?), W(a,b,c) = (a® — b*)(a® — c?),

u€e< b >, yve<ba®>.

Miés adelante, estos puntos umbilicos, se clasificadas como del tipo D; (vea[BI2) y son:

[a? — b2 [ — b2
(:I:a 7@2_02,0,:& 702—a2>'

Figura 2.5: Familia ortogonal con foco comun. [GS09]
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(~1% =)

Figura 2.7: Puntos umbilicos en el Elipsoide. [GS0Y)

Teorema 2.26. Las lineas de interseccion de las superficies de un sistema triple ortogonal

son las lineas de curvatura de las superficies.
Demostracion. Referencia pég.300]. O

Teorema 2.27. (Darbouz). Supdngase que dos familias de superficies ortogonales se
interceptan a lo largo de una linea de curvatura. Entonces existe una tercera familia de

superficies ortogonales a las primeras dos familias.

Demostracion. Referencia [GS09). O

Superficies regladas.

2.28. Una familia uniparamétrica (diferenciable) de rectas {a(t),w(t)}® es una
correspondencia que asigna a cada t € I un punto «(t) € E? y un vector
w(t) € E3, w(t) # 0, de tal forma que, tanto a(t) como @(t) son diferenciables respecto
a t. Para cada t € I, la recta L; que pasa por a(t) y es paralela a w(t) se denomina recta

de la familia en ¢. Dada una familia {«a(t),W(t)}, la superficie parametrizada por
o(t,\) = a(t) + MB(t), teI,A€R, (2.7)

se denomina superficie reglada generada por la familia {«a(t),W(¢)}. Las rectas L; se
denominan generatrices, y a la recta «(t) una directriz de la superficie ¢. Hay que notar

que la superficie ¢ puede tener puntos singulares, es decir puntos (¢, A), donde ¢ A ¢y = 0.

3Cada recta pasa por un punto de la curva a : t € I — a(t) € Sy tiene como vector direccién a w(t).
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Ejemplo 2.29. Sea S': 22 + 4% =1, y sea a(t) una parametrizacion de S* por la longitud
de arco. Para cada s, sea wW(s) = o'(s) + €3, donde €3 es paralelo al eje z. Entonces el trazo
de

d(s,\) = als) + A/ (s) + €3)
es una superficie reglada. Al escribir

d(s,A) = (coss — Asin s, sin s + Acos s, \),

se observa que x2 +y? — 22 = 1+ X2 — A2 = 1. Por tanto, el trazo de ¢ es un hiperboloide

de revolucion.

Figura 2.8: Hiperboloide de revolucién 22 + 3% — 2% = 1.

Observacion 2.30. Un célculo directo a partir de la ecuaciéon () muestra que en una

superficie reglada, la curvatura gaussiana puede ser expresada como
. VNN 0%
EG — F? EG — F? (o + t’) x |2

Teorema 2.31. (BONET.) Una curva ¢ en S es un linea de curvatura si y solo si la

superficie S formada por las normales a la superficie a lo largo de c es plana.
Demostracion. La superficie S puede ser parametrizada por
65 X) = e(s) + AN (c(s)),
(vea ecuacién (). Un célculo directo prueba que
(c'(t), N(c(s)) x dN(c(s))/ds) = 0.

Asi, segtin la observacion 230, la curvatura Gaussiana K = 0. Por tanto, la superficie S es

plana (vea [L4). O

2.3 Problema planteado en este trabajo

En esta seccién se daran algunas definiciones importantes para enunciar el principal resultado
de esta investigacion. Para ello, se debe de tener en cuenta que las superficies consideradas

seran suaves, compactas y orientadas.
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2.32. Una sucesién S,, de superficies suaves converge a una superficie S en el sentido C”
si existe una sucesién de funciones reales f,,, definidas en S, tal que S, = (I + fIN)(S),
donde f,, tiende a 0 en el sentido C". Para la convergencia en el sentido C", se debe tener en
cuenta que para cada carta (u,v), con parametrizacién inversa X, se tiene que tanto f, o X
como sus derivadas parciales de orden r convergen 0, en cada parte compacta de el dominio

de X.

Definicién 2.33. Un conjunto ¥ de superficies se dice abierto en el sentido C” si, para
cada sucesiéon de superficies S, que convergen a S € ¥ en el sentido C”, se tiene que para un
n suficientemente grande .S,, € ¥. Un conjunto ¥ de superficies se dice denso en el sentido
C" si, para cada superficie S € 3, existe una sucesién de superficies S, en 3 convergiendo

a S en el sentido C”.

Definicion 2.34. Una superficie S se dice C"-principal estructuralmente estable si para cada
sucesion S, convergiendo a S en ¥ en el sentido C”, se tiene una sucesién de homeomorfismos
H,, desde S,, sobre S, convergiendo a la identidad de S, tal que para n suficientemente grande,

H,, es una equivalencia principal (P—equivalencia) entre S, y S.

2.35. Principal Problema de Estabilidad Estructural. Caracteriza a las superficies
compactas orientadas en E2 que son C” principal estructuralmente estables, para r > 3.
Una solucién parcial para este problema plantea condiciones suficientes, las cuales seran
sintetizadas en el Teorema 37 Llamemos X(a, b, ¢, d) al conjunto de superficies compactas

orientadas S que verifican las condiciones a, b, ¢ y d siguientes:
a) Todos los puntos umbilicos son Darbouxianos.
b) Todos los ciclos principales son hiperbdlicos.

¢) El conjunto limite de cada linea principal estd contenida en el conjunto de puntos

umbilicos y ciclos principales de S.
d) Toda separatriz umbilica es separatriz de un solo punto umbilico.

Separatrices que no cumplen con la propiedad (d) son llamadas conecciones umbilicas;

un ejemplo de esto, son las separatrices umbilicas en el elipsoide de tres ejes diferentes (vea

figura 220)).

Definicién 2.36. El conjunto a-limite (resp. w-limite) de una linea principal orientada
7, definido en su intervalo méximo Z = (w—_, w4) y parametrizada por la longitud de arco s,
es la coleccién a(7y)-limite (resp. w(7y)-1imite) de puntos de una sucesién de la forma (s,),
convergiendo en S, cuando s,, tiende al extremo izquierdo (resp. derecho) de Z. El conjunto

limite de v es el conjunto Q = a(vy) Uw(y).
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Teorema 2.37. (Estabilidad Estructural de las Configuraciones Principales). El
conjunto de superficies X(a,b,c,d) es abierto en el sentido C* y cada elemento es C3-

principal estructuralmente estable.

La prueba de este teorema sera desarrollada en el capitulo 5. El conjunto de superficies
¥(a,b,c,d) es ademds denso en el sentido C2, el cual no serd desarrollado en este trabajo,

sin embargo, el lector interesado puede recurrir a [(GS98] para mayores detalles.

Teorema 2.38. (Densidad de Superficies Principales Estructuralmente Estables).

El conjunto X(a,b,c,d) es denso en el sentido C*.

2.39. Un estudio similar forma parte del trabajo presentado en [Gui8S|, considerando formas
diferenciales cuadraticas positivas de clase C" sobre variedades compactas orientadas de
dimensién 2, busca describir una clase de formas en la cual cada uno de sus elementos tiene
configuracién estable, para probar que bajo pequenas perturbaciones que es estructuralmente
estable, C3-abierto y C2-denso en el espacio C°° de formas diferenciales cuadraticas

positivas.

Definicién 2.40. Una forma diferencial cuadrdtica de clase C" en S es un elemento de
la forma w = "7 | ¢;b;, donde ¢, v son 1-formas de clase C" en S. Si (z,y) : U C S — R?,
entonces (z,y)*(w) = a(z, y)dz? +b(z, y)drdy+c(z,y)dy?, donde dz,dy son las proyecciones
candnicas dx(z,y) = x,dy(z,y) =y, siendo a,b,c: (z,y)(U) — R de clase C". Una forma
diferencial cuadrdtica positiva en S es una forma diferencial cuadrdtica en S tal que

para cada punto p € M el subconjunto w='(p) de T,S es una de las siguientes opciones:
a) La unidn de dos lineas transversales (en cuyo caso p es llamado punto regular de w).
b) Todo T,,S (en cuyo caso p es un punto singular de w).

Observacion 2.41. [Gui88| Sea w una forma cuadratica diferencial de clase C™ en S. Entonces

las siguientes propiedades son equivalentes:
(a) w una forma cuadratica diferencial positiva de clase C" en S.

(b) Para cada p en S, existe una carta local en p, (z,y) : U — R? tal que si
(z,y) * (W) = a(z,y)dy? + b(z, y)dzdy + c(z,y)dz? entonces b*> — dac > 0 en (z,y)(U)
y (b% —4ac)™1(0) = a=1(0) Nb~1(0) N c=1(0).

(¢) Para cada punto p en S, lo afirmado en (b) es cierto para cada carta local en p.
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Capitulo 3

Puntos umbilicos

En una superficie suave de un espacio euclidiano, genéricamente la mayoria de
los puntos (todos salvo un conjunto discreto) tienen dos direcciones principales,
las direcciones correspondientes a los valores maximos y minimos de curvatura
normal. Estas direcciones principales, que surgen como vectores propios de una matriz
simétrica, son ortogonales. Sin embargo, en un punto umbilico las curvaturas normales
son constantes y su direccion principal es indeterminada. Nuestro interés principal se
centra entonces en las lineas de curvatura, es decir, las curvas integrales del campo
de direccion de la curvatura determinada por las direcciones principales. Lo que
se busca es ver el comportamiento de las lineas de curvatura en la vecindad de
un punto umbilico genérico (Darbouxiano). Claramente, lejos de un umbilico estas
lineas de curvatura puede ser modelado localmente por lineas u = constante, v =
constante en el (u, v)—plano. Se empieza el capitulo haciendo una clasificacién genérica
de las ecuaciones diferenciales binarias, para culminar haciendo una clasificacion
de los puntos umbilicos. Luego se hace una clasificacion similar, a partir de una
Carta de Monge, y se culmina haciendo un estudio sobre la configuracion principal y

generacidad de estos puntos umbilicos darbouxianos.
3.1 Ecuaciones diferenciales binarias

3.1. Para estudiar el comportamiento de una aplicacién en la vecindad de un punto,
resulta ttil la nocién de germen!. Por medio de f : (R",0) — (RP, f(0)), se denota
a un germen en 0 € R™. El conjunto de gérmenes suaves f : (R”,0) — (R, f(0)) en 0,
definen un anillo, el cual denotaremos por O(x1, ..., z,). Este anillo tiene un ideal maximal
MR™) = M(x1,...,2,) C O(x1,...,2,), generado por las funciones coordenadas z1, . .., zp

y formado por los gérmenes en 0 suaves f : (R”,0) — R con f(0) = 0 (vea [dPWO9H]), es

1Llamamos germen en un punto x, de una funcién continua (diferenciable) f definida en un entorno
abierto de z, a la clase de equivalencia de todas las funciones continuas (diferenciables) definidas en entornos

abiertos de z, que coincidan con f en algin entorno de z.
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decir, esta formado por aquellos gérmenes que admiten al origen como un cero. Por ello, al

estudiar ecuaciones diferenciales binarias de la forma
a(z,y)dy* + 2b(z, y)dydz — a(z,y)dz* = 0, (3.1)
donde a y b son funciones suaves 0(€ R?), supondremos que se anulan en 0, es decir,
(a,b) € M(R).
Ahora se mostrara una propiedad importante referente a los campos vectoriales que

satisfacen esta ecuacién diferencial binaria.

Figura 3.1: Soluciones ortogonales de la ecuacién Bl en cada punto (z,y) € R? — {0}.

Lema 3.2. Si el origen es un cero aislado de (a,b) € M(R*,0). Entonces, se cumple:

a) La forma cuadrdtica a(x,y)dy?+2b(z, y)dydz —a(x,y)dx? es positiva en R?\(0,0) (vea
observacion [Z71)).

b) La ecuacion B define dos campos de direcciones suaves, mutuamente ortogonales

en R2\(0,0).

Demostracion. Para la parte a), basta observar que 4b> — 4a(—a) > 0, como en [Gui88,
pag.479]. La prueba para b) se hard para el caso cuando a(z,y) # 0; pues si a(z,y) = 0

d
y b(z,y) # 0 la demostracién es similar usando d—z en la ecuacién BIl). Si a(z,y) # 0, la

. dy ]
ecuacién (B se puede resolver para —— haciendo:

dx

a(x,y)(Z—Z)Z + 2b(x,y);l—i —a(z,y) =0, (3.2)

y obtener como solucién

1y (W) V@ )
do a(z,y) '

. d .
Estas dos soluciones para d—y son localmente suaves y se verifica que el producto de estas
x

es —1. Esto concluye la prueba. O

Observacion 3.3. Si a(z,y) = a1z + a2y + O(2) y b(z,y) = biz + bay + O(2), donde O(2)
muestra términos de orden mayor o igual a dos. Entonces, la condicién aijby # asb; es
equivalente a decir que (a,b) € M(R*) admiten un cero aislado, como en el lema anterior.

Ademéds cada uno genera a M (R?).
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3.4. El conjunto
M = {((z,y% [a, 3]) € R? x RP' : a3? 4 2ba3 — ac® = 0}7

es un subconjunto del fibrado tangente proyectivizado; determinado por la ecuacién (B e
incluye a (0,0) x RP!. En cada punto (z,y) € R? se construye un espacio proyectivo afin,
y siempre que « # 0, resulta un conjunto formado por todos los p = dy/dx. El cual es un

espacio vectorial: R? con coordenadas (,y, p). En este espacio solo es de interés la superficie
M = {(:z:,y,p = dy/dz) cap? +2bp —a = 0}.

Cuando @« = 0 y 8 # 0, se construye un espacio para ¢ = dx/dy, obteniendo el

(z,y,q = dx/dy)—espacio. También, en este espacio solo es de interés la superficie

M = {(z,y,9) a+ 2bg — ag® =0}.

[ala 51]

(xy

[anv ﬁn]

Figura 3.2: Proyectivo afin en cada punto (z,y) € R2.

Lema 3.5.
(a) La superficie M es suave.

(b) La proyeccién natural IT : M — R? definida por (x,y,p) — (x,y), es un difeomorfismo
local lejos de (0,0,p), y satisface II-1(0,0) = (0,0, p).

Demostracion. (a) Si se define F :(z,y, p)—espacio— R como F(z,y,p) = ap® + 2bp — a,
entonces se ve que {F = 0}, el nivel cero de F, es justamente M. Por eso, basta probar que 0
es un valor regular para F. Asi, si 0F/0p = 2ap+ 2b = 0 se obtiene p = —b/a, pero a la vez,

—b+ Va2 + b2
a

la solucién en p de ap® +2bp—a=0es p = , v por el Lema B2 resuta que
a® + b2 = 0. Esto implica que a = b = 0, ocasionando que z =y = 0. Cuando z =y = 0 se
tiene que 6 OF/0x # 0 6 OF /0y # 0, pues de lo contrario se tendria que a1 = ag y by = by,
pero esto no puede darse porque a1by # asb; (vea observacién B3)). Por eso M es suave.

(b) El tnico caso donde II no serfa un difeomorfismo, es en aquellos puntos (z,y,p) donde
0/0p es tangente a M, pero por la parte (a) esto sucede cuando OF/dp = 0; es decir solo en

(0,0,p). Por eso II71(0,0) = (0,0, p). O
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3.6. Ahora se construird un levantamiento del campo de direcciones suaves (mutuamente
ortogonales), a uno de una sola direccién en M. Tener en cuenta que en el (x,y)—espacio,

la direccién (dz, dy) en el punto (x,y) se expresa como (1,p), siempre que dz # 0 como en

B4

(dx/dy,1)
S 1 /?d/x'v dX)

(L.dyrdx) = (1,p)

(xy)

Figura 3.3: (dz,dy) en la forma (1, p).

Proposicion 3.7. El campo vectorial
& =2(ap+b)0/0zx + 2p(ap + b)0/dy — (OF/dx + pdF/dy)d/Ip
es el mejor levantamiento en la superficie M.

Demostracion. Como ya se dijo, necesitamos una sola direccién, pero que sea paralela a
la direccién (1,p) = (1,p,0) en R?, y que sea ortogonal al gradiente de F, es decir, que
sea ortogonal tanto a (—p,1) = (—p,1,0) como al VF. Por eso, solo basta con hacer una

multiplicacién vectorial

d/0x  9/oy  I/0p 0/0x  9/0y 0/0p
—p 1 0 = —p 1 0
OF/0x OF/d0y OF/0p OF/0x OF/0y 2(ap+0)
para obtener el campo &. O

3.8. Los ceros del campo & tangente a la superficie M, es decir los puntos singulares del

campo &, estan dados por
ap* +2bp—a = ap+b = OF/0x+pdoF/oy = 0. (3.3)

Las dos primeras ecuaciones implican que 2 = y = 0 (como en la demostracién del Lema
B3). Si a(z,y) = a1z + a2y + O(2) y b(x,y) = biz + bay + O(2) (como en BI), entonces

para x = y = 0 la tercera expresiéon OF/0xz + pOF/dy se escribe como una ecuacién cibica

de la forma:
o(p) = (ap? +2b1p — ar) + p(azp® + 2bap — a2),
= agp® + (2b2 + a1)p® + (—az + 2b1)p — ay. (3.4)
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Esta ecuacidn ctibica tiene o bien 1 rafz multiple o 3 raices (todas distintas o presentar una
raiz doble). Asi, el campo vectorial ¢ tiene o bien 1 o 3 ceros (singularidades). En la siguiente

proposicién se busca linealizar el campo.

Proposicién 3.9. ([BERY]) La parte lineal del campo vectorial & en los ceros (0,p1) (p1 es

una raiz de ¢) estd dado por:
(ony + aa(p — p1))9/0x + (Bry + B2(p — p1))d/dp,

donde ay = 2{asp}+(a1+b2)p1+b1}, as =0, f1 = —{Fpu+2Fyp1+Fyypi}, B2 = —¢'(p1),

siendo oy y B2 sus valores propios.

Demostracion. En los ceros del campo se usaran las coordenadas locales (x, p) en M, siempre
que en estos puntos OF/Qy # 0, por eso se puede usar el teorema de la funcién implicita. Pero
si OF /9y = 0, entonces OF/0x = 0 (vea ecuacién ([B3)). Lo que implicaria que a1b2 = agbs,
condicién que por hipdtesis ha sido excluido. Asi, escribiendo y = g(z,p) se tendria que
F(x, g(z,p), p) = 0. Por ello, como el gradiente de F' es ortogonal al campo, y en funcién de

la regularidad, se tiene que
OF/0x + 0F/0y.0g/0x = 0 = O0F/0y.0g/0p+ OF/0p. (3.5)
Ahora al proyectar el campo é sobre el (z, p)—plano se obtiene
£ =0F/0p.0/0x — (OF/0x + pdF/8y)d/dp.

Para calcular la parte lineal del campo é en (0,p1), se procede a aproximar por serie de
Taylor (hasta orden 2) tanto de dF/8p como de —(0F/dx + pdF/0y)d/dp. Para el primer
caso la aproximacion lineal es 9F/9p(0, p1)+ [02F/0pdxz(0, p1)]z+ [0*F/0p*(0,p1)] (p—p1),

donde
0F/0p(0,p1) = 0, por ser tangente al plano,

0’F/0pdx = 0%F/0pdx + 0*F/0pdy.0g/dx + 8*F/0pop|0],
O?’F/0pdp = O?F/0p?[0] + 0?F/0pdy.0g/0p + 0*F/0p*[1].
En el segundo caso, si hacemos H (z,p) = —(0F/dx + pdF/dy), la aproximacién lineal es

H(0,p1) + [0H/0x(0,p1)]x + [0H/0p(0,p1)] (p — p1),

donde
H(0,p1) = 0; por condicién (vea ecuacién E3)),
OH/0x = — {62F/6x2 + 92F/0xdy.0g) 0 + 02 F 9z dp[0]+
+p(02F/0ydz + 02 F/0y?.0g/0x + 02 F/dydp|0]) }
OH/Op = —{82F/8x8p[0] + 02F/020y.0g/0p + 82 F/0xdp[1]+

OF /0y + p(02F/dydp|0] + 02F/dy?.0g/0p + 02F /dydp|1]) }
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Por tanto, ¢ se escribe como

£ = (az+az(p—p1) +0(2))3/0x + (brz + Ba(p — p1) + O(2))0/0p,

donde
a1 = 02F/dpdx + 02F/dpdy.0g/dx)(0,p1),
ay = (02F/0pdy.0g/0p+ 0*F/0p*)(0,p1),
G = —{82F/8x2 + 02F/920y.09/0 + p(02F/dydx + 82F/8y2.8g/8:z:)}(0, 1),
Bs = —{82F/8x8y.8g/8p + 02F/020p + OF /0y + p(02F/0y2.0g/dp + 0*F | dydp) }(o, p1).

Desde que 0F/0x 4+ pOF /0y = 0 en los ceros de &, a partir de la ecuacién [BH), se tiene
que —OF/dydg/dx + pdF/dy = 0, y de esto dg/dz = p;. También 9?F/0p* = 0 = OF/0p,
asi a partir de la ecuacién ([BH), se tiene que dg/dp = 0, pues OF/dz # 0. Con lo que las

ecuaciones de arriba se simplifican a las siguientes:

ap = 2{(‘11171 + b1) + p1(azp1 +b2)}7

as = 0,

e —{62F/8:r2 + 29192 F /Oy + p§a2F/ay2},

fa = —{2@11?1 + 2b1 + azp? + 2bapy — az + p1(2a2p1 + 2b2) }7

—{3a2p§ +2(ar + 2b2)p1 + (2b1p1 — a2) }
O
3.10. En la proposicién anterior se ve que los ceros aq, 32 del campo & estan determinados

por las partes lineales de a y b, y estos ceros son los autovalores del campo. Es decir, los

autovalores del campo son los autovalores de la matriz

a; O
B B2
Segun las raices de ¢ (dada en la ecuacién B4)), los ceros del campo £ pueden ser de tres
tipos:
TipoI.  Lemon : el campo £ tiene solo un cero que es un silla.
Tipo II. Star : el campo £ tiene tres ceros: todos sillas.

Tipo III. Monstar : el campo £ tiene tres ceros: dos sillas y un nodo.
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Algunos ceros de & tienen la p-direccién como uno de los autovectores. El otro autovector o,

més bien su proyeccién al (z,y)-plano, se denominard una direccién singular.

Observacion 3.11. Todos estos resultados locales fueron inicialmente estudiados en el caso
de formas cuadréticas positivas, por V. Guifiez en [Gui94], donde aparecen las singularidades
semi-simples. En esta misma direccidn, en el trabajo [FNBI2] se han introducido las llamadas
formas totalmente reales de grado n, donde también aparece una clasificacion genérica de

las singularidades.

Singularidades aisladas de ecuaciones diferenciales de grado n

Quadréatica lemon Quadrética monstar Quadrética star

Figura 3.4: Singularidades aisladas de la ecuacién binaria, [FNB12].

3.2 Puntos umbilicos Darbouxianos.

3.12. Sea qp € S un punto umbilico. Se sabe (vea [ALI0) que un entorno de gy se puede
expresar como la grafica de una funcion diferenciable; es decir, se puede considerar una
carta de Monge (u,v) : (S,q0) — (R?%,0) alrededor de este punto, en donde la superficie es
la grafica de la funcién w = h(u,v). Con las condiciones asumidas en la proposicién [CT4, el

desarrollo de Taylor (hasta grado 3) de h alrededor de go = (0,0, 0) seré:

o= ) B g+ S0 Ol + 7Y, (3:0)

donde k = k; = ko (por ser go umbilico), a = hyuyuw(0,0), b = hyw(0,0), ¢ = hype(0,0).
Aqui, w es obtenido proyectando S sobre Ty, S a lo largo de la normal N(qo) y eligiendo una

carta ortonormal (u,v) en el cual el coeficiente del término ciibico u?v desaparece.

Definicién 3.13. Un punto umbdlico es llamado Darbouziano si en la ecuacion [BH), se

satisface las dos siguientes condiciones:

T) Condicion de Transversalidad: b(b— a) # 0,

D) Condicion del Discriminante: Una de las siguientes ocurre
Dy :a/b> (c/2b)? + 2;
Dy : (¢/2b)* +2>a/b> 1,a # 2b;

Ds : a/b< 1.
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3.3 Invarianza de las condiciones T y D.

3.14. De acuerdo a lo obtenido en la ecuacién ), las lineas principales para w, a partir

de la ecuacién ([BH) estdn dados por la ecuacién

Adv?® 4+ Bdudv + Cdu® =0,

donde:
A = _(1 + w%)wuv + Wy Wo Weyy = — Wyv — wgwuv + W, Wy Wy y
B = (1+w)wy — (1 + 0W)wyu = Wyy — Wy + WEWHy — W2Wy,
Cc = (1 + wz)wuv — Wy Wy Wy = Wyy + wzwuv — Wy Wy Wyus Y
Wyy = 2k + au + Oy, Wyy = bv+ O(4) o, Wyy =k+bu+cvo+ O4)y,.

Luego de sustituir, y agrupando convenientemente la parte lineal en A, B y C, la ecuacién

de las lineas principales se escribe asi:
[bv + L]dv* — [(b— a)u + cv + M]dudv — [bv + N]du® = 0, (3.7)

donde L, M, N son suaves de orden O(u? + v?)?].

3.3.1 Condicién T.

3.15. Siendo pp un punto umbilico entonces cualquier direccién es principal; razén por
la cual las lineas principales en este punto son mutuamente transversales. Por eso, en la
ecuacién [B), para que se pueda dar la transversalidad en cualquier direccién basta que
dos curvas se anulen en pg. Es decir, la condicién de transversalidad muestra que las curvas

bv+ Ly (b—a)u+ cv+ M se anulan,
bv+L=0 y b—a)u+cv+M =0,

y sus intersecciones seran los puntos umbilicos. Ademds, para que la superficie sea regular,
se requiere que las curvas que se definen arriba sean regulares y mutuamente transversales
0 = (0,0). Para ello, solo basta ver que los vectores gradientes a estas curvas en (0,0) son

linealmente independientes, esto es

el 9 0
ou ov  Odw
b—a ¢ O

Por eso, la condicién de transversaliadad exige que b(b — a) # 0.
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3.16. El conjunto
_ TS\O

~

= = {[(qlaﬁ)] e STe qus},

es el llamado fibrado tangente proyectivo de T'S sobre la superficie S. Note que este
conjunto ha sido construido removiendo la seccién cero? O del fibrado tangente, y sus
elementos se identifican via la relaciéon de equivalencia ~ del siguiente modo: si [(ql,ﬁ)],

[(g2,)] son dos elementos en PS, entonces

—

[(q1,7)] ~ [(g2,W)] siysolosi g1 =goy¥xw=0, estoes ¥y & son paralelos.

PS es naturalmente una variedad diferenciable. La idea es proyectar PS sobre la superficie
Sy aqui elegir abiertos U que sean dominio de cartas (u,v). Es decir, si P : PS — S es
la funcién proyeccién, entonces en P~1(U) se puede definir un par de cartas paramétricas
ortogonales (u,v,p) y (u,v,q), con p = dv/duy ¢ = du/dv; ademds sus dominios constituyen
un cubrimiento abierto de P~1(U). Es asi como al variar los dominios U en S, PS tiene

estructura de variedad diferenciable; més atin P~1(S) es un variedad diferenciable.

3.17. Sea LS C PS, el conjunto formado por las soluciones de la ecuacién B). Este conjunto
esta definido por la ecuacién de las direcciones principales (vea ecuacién [Z3))), en la que si
se divide entre du? o entre dv? se tendrian dos ecuaciones equivalentes con la misma solucién
LS. Por eso, LS es una superficie que en la carta (u,v;p = dv/du), LS puede ser escrita
como

£(u,v;p) = [bv+ L]p* — [(b—a)u—l—cv—!—M]p— [bv + N,

donde LS = £( —1)(0,0;0). Con la carta (u,v;q = du/dv), LS se escribe
£(u,v;q) = [bv+ L] — [(b— a)u+ cv + M]q — [bv + Nlg*.

Fuera de P~1(Ug), LS es una subvariedad regular de P~1(S), por eso, se tiene un cubrimiento

regular doble de S\Us.
Lema 3.18. LS es también regular en Ug.

Demostracion. Parauw =0, v =0y para algin p en el tangente a py = (0,0,0) € S; se tiene

que si se tuviera que
Lo=0b-ap=0y L,=bp>—cp—b=0,

entonces
Si p = 0 entonces b = 0, lo cual no es posible por condicién T. Si p # 0 entonces b — a = 0,

también esto no es posible.

cE V2 + 4b?
b

Sib#0yp= BT entonces b — a = 0, lo cual no es posible por condiciéon T. O

28e llama seccién cero O = sg de un fibrado tangente de una superficie (o variedad) a la seccién de la

proyeccién del fibrado que hace corresponder a cada punto m € S el vector cero 0 € Ty, S. La seccién cero

es un campo vectorial: el campo vectorial nulo.
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Observacion 3.19. Un argumento similar en la demostracion de la lema anterior, muestra
que el resultado también es valido si se utiliza la coordenada q. Por eso, la condicién de
transversalidad solo depende de la superficie LS y no de la carta usada para escribir las

direcciones principales en la ecuacién B).

Observacién 3.20. En una carta arbitraria (u,v) en donde la ecuacién ) se escribe como
Adv® + Bdudv + Cdu® = 0,

los puntos umbilicos estdn caracterizados por A = B = 0, y la condicién de transversalidad
d(A, B)

eSZm#O

3.3.2 Condicion D.

3.21. Como en B8l se procede a construir un campo Lie-Cartan £, que sea paralelo a
(1,p) y ortogonal al gradiente de £, es decir, ortogonal tanto a (—p, 1) como al V£, esto es,

tangente a LS. Con un célculo directo se obtiene
£y =2plbv+ L] — [(b— a)u+cv + M]|.

Asi, el campo £’ estd dado por:

2/

I
|
S
—
=

= £,0/04 + pL,0/0, + ( — = pﬂv)(‘?/ap.

SN 5,

Si se define P& : LS — S como la funcién proyeccién del campo; entonces se ve que
en el complemento de Ug, este genera los campos de linea principales de S; esto es, para
cada (u,v) # 0, las dos p-preimégenes (u, v, 1), (u,v,72) verifican que P.£'(u,v,r;) generan
lineas principales con direccién r; (la demostracién es similar al Lema BZ). Pero en Ug el

campo P, £’ desaparece.
Lema 3.22. Las singularidades de £' son los ceros de p'.
Demostracion. Considere las siguientes notaciones

w(u,v,p) = £, = 2plbv+ L] — [(b— a)u+ cv + M];
v'(u,v,p) = pL, = p{2p[bv+L]—[(b—a)u—i—cv—i—M]};

pl(u7v7p) = (_Eu _p£v)
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Entonces, para (u,v) = 0 se verifica que tanto w' como v’ se anulan. Por tanto, las
singularidades del campo £’ son los ceros de p’ en el p-eje, es decir, los ceros del polinomio

de tercer grado (polinomio separatriz)

(b —a)p —p(bp® — cp — b) = —p[bp® — cp + (a — 2b)] =0,

cuyas raices son:

po = 0,
p1 = ¢/2b—/(c/2b)2 —a/b+2, y (3.8)
p2 = ¢/2b+/(c/2b)2 —a/b+2.

O

3.23. Las raices de p’ representan las posibles direcciones mediante las cuales las lineas
principales se aproximan al punto umbilico. En el (u,v)-plano las lineas principales que se
aproximan al punto umbilico son semirectas de la forma v = pu, donde p es una direccién
principal. Por tanto, si una curva C! de la forma v = pu + O(u?) es una solucién de ([E7);

entonces p es alguna de las raices de p’ dadas en la ecuacién ([BF)).

Vi
V= pu
p
] U
0 1 -

Figura 3.5: Linea principal en el (u,v)-plano.

3.24. Por la condicién T (vea definicién BI3) se tiene que
a/b # 1 lo que implica que o bien a/b > 1 o bien a/b < 1.
Y del producto de p; con py se obtiene: p;.ps = a/b — 2. Por tanto,
Si  a/b>1 entonces p1.ps =a/b—2> —1, (3.9)

Si  a/b< 1 entonces p1.p2 =a/b—2< —1. (3.10)

Denotemos por I = {(u,pu) : u > 0}, I; = {(u,p;u) : w < 0} los rayos (semirectas), y
por [; la correspondiente linea completa que las contiene en el (u,v)-plano tangente. Estas

lineas y rayos pertinentes permiten la siguiente traslacion geométrica de la condicién D:
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e Condicién Dy,

a/b> (c/2b)? + 2,

muestra que solo la recta g = 0 es real y que es la tnica linea de posible direccién para
la linea principal de aproximacién al punto umbilico, es decir, en un punto umbilico
del tipo D7 no pueden existir las direcciones p; y po, pues segin la condiciéon D; se

tiene que estas son imaginarias.

Figura 3.6: Punto umbilico Darbouxiano: tipo D;.

e Condicién Ds,

(c/2b)* +2 > a/b> 1 con a # 2b,

muestra que se tienen tres lineas reales y distintas, ademas de un sector angular derecho
que contienen los rayos li+ ,t=10,1,2. En un punto umbilico del tipo D> se exige que
a/b > 1. Por tanto, sus pendientes verifican que p1.p2 > —1 (vea (BH)). Ademds en
términos de (a, b, c), se presentan dos casos: cuando a/b > 2 y cuando 2 > a/b > 1.
Para ello, supéngase que ¢/2b > 0; luego cuando a/b > 2 se tiene que p1 > 0y pa > 0;

ysi2>a/b>1 setiene que py <0y py > 0.

e Condicién Ds,

a/b <1,

muestra que se tienen tres lineas reales y que no se tiene sector angular derecho que
contenga los tres rayos l;" ,¢ =0,1,2. En un punto umbilico del tipo D3 se exige que
a/b < 1. Por tanto, sus pendientes verifican que p1.ps < —1 (vea (BI0)). Ademds en

términos de (a, b, ¢), cuando ¢/2b > 0, se tiene que p; < 0y p2 > 0.
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&

Figura 3.7: Punto umbilico Darbouxiano: tipo Ds.

— . 3

Figura 3.8: Punto umbilico Darbouxiano: tipo Ds.

3.25. Una vez que la condicién de transversalidad T es satisfecha, la condicién D, asi como
los tipos D1, Dy y D3, no dependen de la carta (u,v) usada. Esto serd de gran ayuda a la
hora de clasificar las singularidades del campo £', y poder hallar la configuracién principal

de la superficie en puntos umbilicos Darbouxianos.

Proposicion 3.26. Si la condicion de transversalidad T es satisfecha, entonces la condicion

D, asi como los tipos D1, Do, D3, no dependen de la carta (u,v) usada.

Demostracion. Sea (u',v") otra carta definida alrededor del mismo punto umbilico go; en la
cual la superficie, vista localmente como la gréfica de una funcién w’ = h(u/,v’), es de la

forma

a b d, o, . c
AR R+
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la cual, no obstante (vea B.IZ), esta relacionada con la carta (u,v), por una rotacién:
u=1u'cosf —v'sinb, v =1u'sinf + v cosb.
Por esto, w’ se escribe

k
w = 3 [(u' cos® — v'sin6)? + (u'sin 6 + v’ cos )]+
—I—%(u' cosf — v’ sin )3 + g(u' cos@ — v’ sin @) (v sin 6 + v’ cos 0)*+

—l—g(u’ sinf 4 v’ cos 0)® + O[(u*v?)].

Haciendo las cuentas, se ve que el coeficiente del término (u’)?v’ debe ser justamente d’/2,
esto es

d' = —acos® 0sin @ + 2bcos® @ sin§ — bsin® 6 + c¢sin? 6 cos 6.
Ademss, si se supone que cosf # 0, después de unos arreglos se llega a la forma siguiente
d = —7cos®br? — cr + a — 2b],

donde 7 = sin#/cos f; de otro modo d’ = —(a — 2b) # 0, por condicién Ds. Puesto que en la
carta (u,v) elegida inicialmente, d’ = 0, resulta que los dngulos de posibles rotaciones son

precisamente las raices p; (vea ([B)) de la ecuacién
d = —7[br® = cT +.a — 2b).

La interpretacion geométrica de esto, por de la condicién D3 en términos de los angulos,
es que los rayos l;" contenidos en un angulo agudo son preservados por las dos posibles

rotaciones. Otras demostraciones muestran que
(c/26") 2 +2>d' /b > 1,d" # 2V,

por ello, la condicién Dy no depende de la carta (u',v"); donde el coeficiente del término

(u")?v" desaparece. Similarmente para la condicién Dj. O
3.4 Configuraciones principales en umbilicos
Darbouxianos.

3.27. Gracias al lema B8 se puede pensar al igual que en B8 que £, # 0, y por tanto,
usar las coordenadas locales u, p en LS para los ceros de £'. Es decir escribiendo v = g(u, p)
se tiene que £(u, g(u,p),p = %) = 0. Por eso, al proyectar el campo £’ sobre el (u, p)—plano,

este campo se escribe como £/ = £,0/9u — (£, + pL,)d/dp. De aqui el Jacobiano de £ es

'qu ,Qpp
_(Eu +p£v)u _(Eu +p£v)20
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Por tanto, el determinante del Jacobiano de £ en p;, i =0,1,2 es A= —(b—a)(2b —a), 0
que es lo mismo A = —b%(1 — a/b)(2 — a/b).

3.28. Las configuraciones ilustradas en las figuras B8 By B8 estdan hechas por el siguiente

analisis:

e En el caso D;, analizar que tipo de singularidad es py es sencillo, pues en pg el
determinante Jacobiano A es negativo, y por ello, de acuerdo a lo analizado en
en un punto umbilico del tipo Dy, solo hay una direccién posible dada por pg, con lo

cual se tiene una tunica singularidad de £’ de tipo silla.

e En el caso Ds, se tienen tres singularidades. Si se analiza en particular, que tipo
de singularidad es pg, es también sencillo, pues en py el determinante Jacobiano A
también es negativo, con lo cual se tiene que pg es una singularidad de £’ de tipo silla.
Para las otras dos singularidades p;,7 = 1,2, considere la carta (u’,v") que tome este
punto como el origen, es decir, que considere la direccién p; = pj como la direccién pg.
Ademiés, como la condicién D3 no depende de esta, entonces el determinante Jacobiano
en términos de esta carta es A = —(b/)?(1—a’/b) (2—a'/V'), que en pj, = 0 es negativo.
Por tanto, en un punto umbilico del tipo D3 todas las singularidades del campo £’ son

de tipo silla.
e En el caso Do, se tienen dos posibilidades para pg :

1. si 1 < a/b < 2, entonces A > 0. Por tanto, py es una singularidad de tipo nodo,
pues la traza no puede anularse ya que no se tienen trayectorias periédicas, es

decir los p;,7 = 0,1, 2 son todos reales.

2. sl a/b > 2 entonces A < 0. Por tanto, py es una singularidad de tipo silla.

Cualquier punto del campo £', por una carta apropiada, puede ser llevado al origen,
y a su vez la condicién Dy no depende de esta carta. Por eso, por el andlisis previo,
se tiene que una de las singularidades de £/, la que se encuentra en el medio, debe ser

un nodo, y las otras dos sillas. (vea figura B).
Observacion 3.29.

1. La interpretacion de la condiciéon T' junto la apertura de cada una de las condiciones
D;,i =1,2,3, implican que el punto umbilico del tipo D; depende continuamente de

pequeiias perturbaciones C3.

2. Las separatrices umbilicales asociadas dependen continuamente sobre cada parte
compacta de la superficie, al igual que las separatrices de sus levantamientos £, que

se definen por proyeccion.
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3.5 Generacidad de las condiciones Darbouxianas

3.30. Sea S una superficie compacta que posee puntos umbilicos. El conjunto umbilical Ug
resulta ser: (1) un conjunto finito discreto, e.i. los puntos umbilicos son aislados, como es
el caso del vértice en un paraboloide de revolucién, del elipsoide triaxial de Monge, etc, (2)
un conjunto infinito formando una curva en la superficie, en la cual la curvatura principal
(k = k1 = k2) es variable a lo largo de la curva, como es el caso de la superficie de Vieira
S = (e* cosucosv, e senucosv, e senv), —4 < u < 2, =5 < wv < F, o (3) una regién
bidimensional en la superficie, como es el caso de una esfera o un plano. Por tanto, este
puede ser cubierto por un ndmero finito de dominios de cartas de Monge (u, v), centradas en
el umbilico, cuyas imdgenes son discos, y donde la vecindad parametrizada es la gréfica de
una funcién h(u,v) (vea proposicién [CTA y BT2). Asi, sea S la superficie que es la grifica
de una funcién suave h : (U,0) — (R, 0) definida en un subconjunto abierto U € R2.

Denote por S, ,, = S; ,,(h) la superficie que es la gréfica de la funcién

h=h 1
h = h(h;u,v;e, ) = h(u,v) + euv + Shu.

con (g,p) € R? y (u,v) € R%
Lema 3.31. Sean D C U un disco compacto en donde se cumple:

apg = Uhvhvv + Uhuhvv i 2Uhvhuv . — (hv)2 7é 07 )

bo = 2uhyhey — 1 — (hy)2 # 0,

y T = T(D) el conjunto de puntos (g, ) con la cual todo punto umbilicos de la superficie
S.,. en (u,v)"1(D), satisface la condicién T de transversalidad. Entonces, existe r > 0

pequenio tal que la interseccion de T con el disco de radio r tiene medida total de Lebesgue.

Demostracion. Al igual que en B4l las lineas principales de la superficie S, ,, descrita por

h en términos de la carta (u,v), estan dadas por
Au,v; e, p)dv? + B(u,v; e, p)dudv + C(u, v e, p)du® = 0,

donde

A= A(hju,v;e,u) = —(1+ Bz)ﬁw + hyhyphos,

B = B(h;u,v;e, 1) = (14 h2)hyy — (14 h2) hyvu,

C = C(h;u,vie, 1) = (14 h2)huy — huhyph.
Aqui, C no juega un rol esencial en la transversalidad como se vio en y en la

observacién B.20
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Los ceros comunes de las funciones A y B; es decir, el conjunto
U, =Uz(h) = {(u,v;a,u) : A(u,v;e, 1) =0y Blu,v;e,pu) = 0}

representan los lugares donde la superficie S, ,, tiene puntos umbilicos. Justamente en los
umbilicos transversales, Uy es regular y, localmente, es un grafico sobre el (u,v)—plano. En
d(A, B)
d(u,v)
J(A, B

( ) > 0.
d(u,v)

Por su parte, si (g, u) es lo suficientemente pequeno, Ug también es regular en los puntos

este sentido,

# 0, en particular se supondra que ag < 0y by < 0, con lo cual se

tendra

umbilicos no transversales, sobre D. Aqui los niveles A(h;u,v;e,u) =0y B(h;u,v;e,u) =0
son mutuamente ortogonales a lo largo de de la superficie Uz (h).

Un célculo directo muestra que

Alhsu,vie ) = (hay + v+ pu)(hy 4+ cu)hyy — (14 (hy 4 €u)?) (huw + €)

(huhvhvv - (1 + hv)Q)huv +
+ e(vhohwy + p* by + whyhey — 2uhyhay — 1 — (hy)?) +

+ €2(uvhyy — U2hyy — 2uhy,) — 302,
Esto implica que en D, se tiene que:

Ac(h;u,v;0,0) = vhyhyy + whyhyy — 2uhyhyy — 1 — (hy)?,

ag <0,

Au(hyu,v;0,0) =0.

También,

B(h;u,v;e,p) = (1 + (hy +ev+ ,uu)Q)hw — (1 + (hy + 5u)2) (Pyw + 1),

(14 hu +€0)?) how — (1 + (ho + )?) hyu+

+ u[2uhuhw —1— (hy)? = 2euh, — (5u)2] + 12U Ry

Esto implica que en D,

B.(h;u,v;0,0) = 0,
Bu(h;u,v;0,0) = 2uhyhy, —1— (hy)?,

= by <0.
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d(A, B)
d(u,v)

Por tanto, con esto se concluye la suavidad de Usx.

Esto muestra que > 0, para ||(, u)|| < r lo suficientemente pequefio, con (u,v) € D.

Para finalizar la prueba, se puede notar que el conjunto 7 se puede identificar con
el conjunto de valores regulares de la proyeccién ortogonal de Uz sobre el (e, u)—plano.
Finalmente, a consecuencia del Teorema de Sard, se tiene que el conjunto de valores regulares

T tiene medida total. Esto concluye la prueba. O

e mlf <7

Figura 3.9: Perturbacién de un punto umbilico no Darbouxiano a un umbilico Darbouxiano.

Proposicién 3.32. ([G589]) El conjunto de superficies compactas suaves donde todos sus

puntos umbilicos son Darbouzianos es C® abierto y denso.

Demostracion. El conjunto LS es una subvariedad de P=1(S), siendo P : PS — S, definida
en PS. Requiriendo en el proceso que la funcién definida en B30l admita derivadas hasta de
orden 3. Por eso, el conjunto S, ,, es C®—abierto.

Para demostrar la densidad, la idea es usar la técnica de perturbaciones de cada disco,
usada en el lema anterior, garantizando que los puntos umbilicos sean del tipo Darboux y
que en cada uno de estos se cumpla a condicién de tranversalidad. Aqui, una vez satisfecha la
condicién T', en todo punto umbilico, la condicién D puede ser obtenida haciendo pequenos
cambios locales, en un numero finito, al coeficiente “a” en cada punto umbilico. Ademads
que, el conjunto constituido por los puntos (u, ) tiene medida total. Por tanto, el conjunto

de superficies S. ,, es C-denso. O
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Capitulo 4

Ciclos Principales

Este capitulo, esta enfocado al estudio de los ciclos hiperbdlicos. Se empieza definiendo
un ciclo hiperbdlico, para Iuego hacer la construccion de ciclos hiperbdlicos para ciclos
principales; requisito para el Teorema de Estructura. Las referencias sobre el contenido

del presente capitulo son [GS98, [G587)].
4.1 Cartas Principales y la aplicaciéon de transicion.

4.1. Un arco de curvatura de una linea principal minima v, es decir de Fj, es una
porcién de una linea principal minima, que une un punto p; a un punto py en S. Se puede
establecer que puede ser orientado; esto se debe a que se puede elegir un campo vectorial
e1 de vectores tangentes en una vecindad de ;. Sean I'; y I's lineas principales de Fb,
parametrizadas por las longitudes de arco s1 y so, respectivamente, y orientadas de modo
que ea(p1) v e2(p2) junto con e; induzcan la misma orientacién en la superficie S; donde
p1 € I'1 y p2 € T's. Esto se logra restringiendo el campo vectorial e; a una vecindad de ;. Las
integrales primeras u de e; y v de eg, en la vecindad de 71, definen una carta (u,v); siendo
u =constante y v =constante, lineas coordenadas de F} y Fj respectivamente. Esta carta es
llamada carta principal, que en términos de las formas fundamentales esta caracterizada
por las ecuaciones F' = 0y f = 0 (vealLI). Con el propdésito de poder medir la variacién de
la longitud de la curva a 'y (p1), cuando es trasladada hacia T's(p2), se define la aplicacién

de transicién, como sigue:

Definicion 4.2. Sean 1, un arco de una linea principal minima que une un punto p1 a
un punto pa en S, y sean I'y y Iy lineas principales de Fy con las propiedades descritas

anteriormente. La aplicacion de transicion de T'1(p1) a T'2(p2),

IT: Ti(p1) — Ta(p2),

denotada por so = Il(s1), en parametrizacidn de longitud de arco, es definida por lineas de

F1 en una vecindad de 7y1; es decir, por el flujo del campo vectorial e alrededor de ;.
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Usando la carta principal (u,v), en donde se asume que las coordenadas w en 1 y v en
I’y son las longitudes de arco. Esto es, E(u,0) =1y G(0,v) = 1, que después de reemplazar

en la primera forma fundamental, se obtiene una forma maés explicita de la aplicacién de

transicion:
so=1(s1) = / vV G(l,v)dv,
[0,81]

donde [ es la longitud de arco de ;.

4.2 Derivada de aplicacién de transicion

4.3. Para obtener la derivada de s3 = II(s1), se tiene en cuenta:

(i) Gy = 2( Xy, Xy),

(11) Nuv = Nypu, ¥
(iii) Ecuacién de Rodrigues (DN — kI)v = 0.

Usando (iii), se obtiene las Ecuaciones de Rodrigues
(4.1)

Nu = _leu y N'u = _kQX'w

Derivando con respecto a u y v, respectivamente, se obtiene:
Nvu = _kZUXv oy kQXvu-

Nuv = _kleu T leuva y

wu, S€ obtiene:

Igualando, N, =
klv kZu qu

Xuv = Xu et
kg = kl k2 - kl

Sustituyendo en (i),
klv k‘zu k2u
Gu: 2 Xu_ vaXv = -2 vaXv 3
<k2_k1 ko — k1 ) k2—k1< )
u k U
a1t (4.3)

G  Tka—k1

Integrando en cada punto de cualquier curva -, en la vecindad de ;, se obtiene
_k2u

G, /
v _ [ 9 ,
LG ke — Ea

_kQu

1
—lnGz/ ,
2 k2 =k

y por propiedad de la funcién logaritmo,

_k2u
G :ex/ .
R Ay —

Por tanto, la derivada de la aplicacién de transicién

s =1II(s1) = A ek
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en una vecindad de 1, queda definida asi:

dSQ _kQu
— = . 4.4
d81 exp/), kg — kl ( )

Observacion 4.4. Si se quiere evaluar el comportamiento mirando las lineas de Fb, se hace
el mismo anélisis, cambiando F; por F5. Asi, la aplicacién de transicion actia a lo largo de

una linea principal v2 de F5. También se usa la expresién E, = 2({X,,, X,,), para finalmente

@—QX/ klv =eX dkl
d81 P ,Ykg—kl P ,Ykg—kl.

4.3 Ciclos Principales Hiperbdlicos

obtener

Definicion 4.5. Sean 71, un ciclo principal minimo orientado, y I'1, Ty lineas principales
de Fy (como en la definicion [[z3). Cuando I'y = T'y, se tiene la Aplicacion de Retorno
o Aplicacion de Poincaré asociado a 1. La aplicacion de primer retorno de Poincaré 11
esta definida por lineas de la foliacion a la cual v, pertenece, definido en un segmento de una
linea ortogonal a la foliacidn a través de 0 en v1. El exponente hiperbdlico n = n(v1),
asociado a 71, se define como el logaritmo de la deriwvada de la aplicacion de transicion
so = I(s1), definido en lineas vy de Fy, en una vecindad de 1, esto es, siguiendo la direccion
del campo vectorial ey a lo largo de un recorrido positivo. Luego, usando la ecuacion (D),

se tiene una expresion para el exponente hiperbdlico n = n(v1) asociado a v, :

dks
= log IT’ = — .
n(m) = logII'(0) /7 DT

También, se puede expresar en la forma equivalente

, dH
n(m) = logIl'(0) = _[y\/ﬁ’
donde H = %(kl + ka) es la Curvatura Media y K = ky - ko es la Curvatura Gaussiana.
Un ciclo es llamado de tipo H o hiperbdlico siIljy # 1, y de tipo SH o semi-hiperbdlico si
Iy =1 y I # 0 (vea figura[-1)). En términos del exponente hiperbdlico, un ciclo principal

es llamado ciclo principal Hiperbdlico si su exponente hiperbdlico no se anula.

DosciclosH. Unciclo SH. Ningun ciclo hiperbdlico

Figura 4.1: Ciclo hiperbdlico y semi-hiperbdlico.
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4.3.1 Construccién de un Ciclo Principal Hiperbélico

Definicién 4.6. Sea 7; un ciclo principal minimo, y sea T = T'(mw,r,71) una vecindad
tubular asociada a ;, donde 7 es la funcién proyeccién y r es el radio. En E® se define el

conjunto de aplicaciones
D.:E®* — EB
p+ 3e6(BE) ki (w(p) [p — 7(p) "N (x(p)), pET:
P, pgT

siendo llamado cada D., deformacién de la vecindad tubular asociada a ;. Aqui, v; esta

p —

orientado por la eleccién del campo tangente e;. Por ello, k] adquiere la notacién estandar

(:’1-]{}1 del-el.

4.7. Para ¢ pequeio, sea D, un difeomorfismo tal que S. = D.(S) es una superficie tangente
a S, a lo largo de ;. De ahi que 7; también es un ciclo principal en S.. Las curvaturas

principales a lo largo de S;, estan dadas por
ki(e,s) = ki(s), ka(e,s) = ka(s) + eki(s).

Con ello, el exponente hiperbdlico! n(v1, €) asociado a 1 (vea definicién BEH) en la superficie
Se, queda dado por
ky
'I’](’Y]_,E) = /y kg B kl +€k'/1
Esta expresién puede ser reescrita del siguiente modo
14 \ o —
ko — k1 ~|—8k/1 ko — k1
e (k)’
(k2 = ]{:1)2 + (k‘z = kl)Eki ’

la cual también puede ser reescrita como

Ry

donde R; =

_ ()
oy )
(k)"
(kg — k1)3 + (kz - k1)2€k’/1

Finalmente, la expresién del exponente hiperbélico asociado a 71, en S¢, queda expresada

D

donde Ry =

- o).

por

[ H (k1)* .
n(%’g)_/vkg—kl +[y (ks — k1) o6, 9

Esto demuestra que si
k1 |71 no es identicamente constante, (4.6)

~1 es un ciclo principal hiperbélico de Se, para € # 0 pequeno (vea definicién EEH).

1La tangencia de las superficies S y Se, a lo largo de 1, origina que la perturbacién de las lineas principales
se vean afectadas principalmente en F». De ahi que usa la relacién equivalente del exponente hiperbdlico

dada en la observacién Bl
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Observacion 4.8. La condicién obtenida en L6l serd llamada la propiedad de curvatura
vartable a lo largo de 71 ; este resultado sera importante cuando se quiere aplicar el método
de hiperbolizacién de ciclos principales, es decir, obtener mediante pequenas deformaciones
(perturbaciones) ciclos principales hiperbdlicos a partir de ciclos principales no hiperbdlicos.
Al final de esta seccion se vera el alcance que tiene esta propiedad para todo ciclo principal,

por una pequena deformacién de la superficie.

La siguiente proposiciéon muestra el camino para pasar de ciclos principales a ciclos
principales hiperbdlicos. Una versién més analitica, de este resultado se encuentra en [GS83,

corolario 3.2.4].

Proposicion 4.9. Sea ~; un ciclo principal minimo con multiplicidad n. Si 7, tiene
multiplicidad? n par (resp. impar) y k1|, no es idénticamente constante, entonces existe
una vecindad Uy de ; tal que para € pequeno, de signo apropiado, la deformacion del
difeomorfismo D, tiene en Uy un solo ciclo principal diferente (resp. no tiene ciclo principal

diferente) de 71, la cual es ademds hiperbdlico.

Demostracion. El en caso que vy tenga multiplicidad par, corresponde a un ciclo principal
semiestable, en este caso se procede a realizar la deformacién D, (definicién EEH), con signo
apropiado de €, para el ciclo atractor. Obteniendo de esta forma un tnico ciclo hiperbélico
repulsor en la vecindad de 7.

Para el caso que v tenga multiplicidad impar, se puede asumir que v sea un atractor, en
cuyo caso se tendrd que elegir el signo de € para hacer de este, por medio de la deformacién
D¢, un ciclo hiperbdlico atractor. Aqui, ¢ es elegido adecuadamente para asegurarse de no

producir otro ciclo principal en las inmediaciones de 7 a causa de la deformacién. O

4.4 La variacion infinitesimal

El objetivo de esta seccion es obtener una expresién para la variacién infinitesimal de las
lineas principales minimas, pasando a través de un punto, bajo una pequena deformacién

de la superficie en dicho punto.

4.4.1 Calculos preliminares

4.10. Sea S una superficie y (u,v) : (U, D) — (V, I x I), una carta principal; donde U C S,
V es el conjunto de lineas principales de U, e I = [—1, 1]. Considerar ademds que las lineas

principales minimas estdn dadas por v = ¢ y que la orientacién de la carta es positiva: la

2BEs decir, TT"(0) # 0 y IT*(0) =0, i = 1,2,...5 — 1. Aqui IT : Ly — L es la aplicacién de Poincaré de
primer retorno de «y, definido en el arco transversal Lo C L que cruza Lg en 0, y que es definido por la

foliacién minima de .
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normal positiva es el vector dado por

2y
N(U,’U): %

Sea ¢ una funcién suave en U, y supéngase que para todo r pequeno,
U, = (I +reN)(U)

es una superficie.

Denétese por

E = E(u,v;r), F = F(u,v;r), G = G(u,v;r),
a los coeficientes de las formas fundamentales en relacién a la carta (u,v) en U,. La

parametrizacién inversa X, de la carta (u,v) en U,, estd dada por
X = X(u,v;r) = X(u,v;0) + ro(u, v) N (u, v). (4.7)

4.11. La v—coordenada, v = v(u, g;r), del punto donde la linea principal minima de U,;
pasando por ¢, = ¢+ rpN en {u = —1} N {—1 < v < 1}, se encuentra con la curva de

abscisa {u}, satisface el siguiente problema de Cauchy (i.e. Valor Inicial) con pardmetro r

(vea ecuacién (Z))):

dv dv

(@)Q[Fg—GfH(@)[EQ—GeH[Ef—Fe]=0; v=(-Lr)=v(g.  (48)

Siendo (u,v) una carta principal en Uy, resulta que

(%)W,q; 0) =0, e(;;0) = E(;0)k1(50),

9(50) = GLOk(:0) vy F(:0)=f(50) =0,

(4.9)

(vea [LZ4)). Al derivar con respecto a r la expresién dada en la ecuacién ([H), en el punto

(u, v(q); T‘) , se obtiene:

2SN (Do) rg — 1)+ [Fg Gl + (S0) By — Gel+
+(5)[Bg = Gel, + [Ef = Fel, = 0; v,(~1) = 0.

Luego de evaluar en r = 0, usando la ecuacién [ET) se reduce a lo siguiente:

(ZZ)[FQ_GH +[Fg—Gfl, =0; v.(=1) =0.

Usando las restantes ecuaciones en EEQ se obtiene:

dv, Ef.— F.e

@~ B — (@0 (1) =0 1
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4.12. Este pardgrafo, estd enfocado en la obtencién de una expresién para v,.(u). A partir

de la parametrizacién inversa X, de la carta (u,v) en U,, (vea ecuacién EI)), se obtiene:

Xu(57m) = (1 = rk19) Xu(50) + rou N,

(4.11)
Xo(57) = (1 —rkaw) X, (5;0) + 1o, N.

A partir de aqui, se obtiene una expresién para F(-;r) = (X, X,); esto es:

F(ir) = (L=rkip)(1 — rkap)(Xu(50), X0 (5;0)) + (1 — rk10)rpo(Xu(;0), N)+
+rou(l = rk2p)(N, Xo(50)) + T2<Pu90v (N,N),

F(;r) = 720400(N,N).

Con esto, se ve que cuando se evaliia en (u,v(q);0), se anula. Por tanto, su aporte en la
obtencién de v, (u) es nula (vea ecuacién ([IM)). Ahora se obtendrd una expresién para f;.
Usando la ecuacién [A7), se tiene que f, coeficiente de la segunda forma fundamental, se

obtiene mediante

XuNX
W= (A = <|Xu7/\X:|’XW>’

de aqui,

| Xu A Xy | f = (Xu A Xy, Xuw)-
Derivando esta tltima igualdad respecto a 7, se obtiene:
Xu A Xo| 4| Xu A Xo|fr = (Xur A Xoy Xuw) + (Xu A Xor, Xuw) + (Xu A Xo, Xuor ),
al evaluar en (-;0), se obtiene:
| X0 A Xo|fr = (Xur A Xy Xuw) + (Xu A Xop, Xuw ) + (X A Xo, Xuwr),
la cual, usando lo obtenido en la ecuacién (A, se tiene:
VEGf, = (Xur A Xu, Xuw) + {Xu A Xors Xuo) + (Xu A Xy, Xuor)- (4.12)

Para hacer esto més explicito, es necesario conocer X, (+;0), Xypr(+;0), Xur(50) v Xy (+50).

En la ecuacién [{2), se encontré una expresién para X, con lo cual,

klv k2u

Xuw(50) = Xu(50) — X, (+0). 4.13
(30) = T2 Xaul50) = 22X, (50) (413)
A partir de la ecuaciones [I2) y ([TIT), se tiene:

Xum" - _kl@Xuv('; 0) + Sﬁqu + rﬁﬁqur - Sﬁuk2Xv(7 0) + T@uk2er('; 0)+

_(klv‘tp + kl‘Pv)Xu('? 0) — 7’(klv%’ + kl‘Pv)Xur('? 0),
Xur = (k19)Xu(:50) + (1 = 7k190) Xour (50) + pu N + 10, N,
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Xor = (ko)X (550) + (1 — rk2) Xor (550) + 0o N 4+ 1o, N

Luego de evaluar para r = 0, y sustituir X (-;0), se obtiene:

klv k2u
Xu'ur = —k Xu B k Xv 3
r=0 190](32 — kl ( 0) + l(pkg — k‘l ( 0)+
+80qu - qukQXv('; 0) + (—klvﬁﬁ - klﬁﬁv)Xu('; 0)7
Xur 0 = _klﬁﬁXu('Q 0) + @uN,
y
Xor o —kopX,(+;0) + o, N.

Con todo esto, se procede a efectuar cada sumando de la ecuacién [EIZ),

<Xur A va Xuv>

= <Xur7Xv /\Xuv>

)
r=0

=0
klv
= (- BP0+ el X (50) A X GO,
K1y
= (o, X0 A KGO,
@uklv
= ——VFEG.
ko — kq ¢
(4.14)
k1o kay
(Xu A Xor, Xu)| = (= kooVEGN + 0, X, (50) AN, — 22— X, (-;0) — —“—X,(50)),
r=0 kQ—kl kQ—k
klv kZu
= o Xu (' N, Xu(50) — Xo (5
(o Xl A N, (50— 2 (50)
— . klv . kZu .
= —(N ApuXu(+0), P Xu(+0) =T X,(+0)),
k1o kay
= ~(N,0uXu(0) A === Xu(:0) = ==X (5 0)]),
] ko — Ky ko — Ky
- —<N,—<pvk Q"k VEGN),
2 —
vak/‘2u
= VvV EG.
ko — k1 ¢
(4.15)
klv kQu
Xu AN Xy, Xuor = Xu(s Xo(50), — Xu(s Xo(
(K A Xawr)| = (K50 A X 50), a2 X 50) 4 ka2 X 00+
+PupN — qukQXv('; 0) + (—klvﬁﬁ - klﬁﬁv)Xu('; 0)>7
= (VEGN, pu,N),
= ewVEG.
(4.16)
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Finalmente, al sustituir en la ecuacién IZ) lo obtenido en las ecuaciones @Id), EID) y

([EETH), se obtiene:
_ vakQu - Sﬁuklv + quv(k2 - kl)

fT}T:O = T — k1 . (4.17)

Sustituyendo la ecuacién D) en la ecuacién ([EID), esta queda asi:

dvr vku_ ukv+ uvk_k
%(u,v(q);O) — Yol f}@ 1_ kl)iG( 2 ) (u,v(q);O). (4.18)

Luego, se integra entre —1 y u,

“ (P'uk2u - (Puklv + @uv(kQ - kl)
(u) = — du. 4.1
o)== [ e u (419)

Aqui, se puede integrar por partes a:

v (Puklv /u klv ] [ onl'u
B L Uy S TR, T R U
/_1 (ks — k1)2G ¥ l(k2 " k)G (ks — £1)2G

< u L

1

u u ] i u
Puv 1 Pu

- = ol VE VLN | P |
[ wm il l(kz—kl)a 4 (kQ—kl)GL

< u L

Sustituyendo estos dos resultados en la ecuaciéon EEI7, se obtiene:

Y 1 1
w= <, %{ [m] - [m }‘*‘*

_/u(p klv g . Pov
7| (2 — k1)2G RICEINE

A su vez, usando lo obtenido en la ecuacién 3), la primera integral en la ecuacién [E20),

(4.20)

pk1y

d A e
U T — k)G

u

se puede reescribir asi:

1 D 1 _ —Gulle—k) = Glhau—hw) _, 1
(k2 = k)G | (k= k1)2G | [Gks — k1)) Gk — k1) |
 2Gkay — Glkzu — k1) — koG
; [G(ka — k1)]? ’
_ klu
N G(ko — k1)?’

Es asf, como finalmente se obtiene una expresién para v, (u),

B u 1 u klv
'Ur(u) = /_1 Yok [(kg — k1)2G] du /_1 @[(k2 — k’1)2G udu+
(4.21)
+ onl'u o Do
(ks kPG| |Ta k)G |
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4.4.2 Foérmula para una variacion infinitesimal

4.13. Sea S una superficie y (u,v) : (U,D) — (V,I x I) una carta principal de S, con
I = [-1,1]; donde se asume que las lineas principales minimas estdn dadas por las curvas
{v = ¢} y que la carta es positiva. El siguiente lema caracteriza la férmula para la variacién
infinitesimal de una linea principal, bajo una ligera deformacién de la superficie, la que

estd dada por la ecuaciéon {EZI)).

Lema 4.14. Sea ¢ una funcidn suave sobre U que se anula cuando {u = £1}. Si para todo
r pequeno, U, = (I +roN)(U) es una superficie. Entonces las lineas principales minimas
de U, sobre D, = I + roN)(D), que pasan por q en {u = -1} N{-1 < v < 1}, cruzan el
segmento de abscisa {u} en un punto gr(q,u), cuya v—coordenada tiene derivada respecto a

r es:’

du+

Lge(u,v)| _ = /“ . L VR PP /u . ke
dr P Ir=0 —1 (k2 — k1)2G 1| (k2 = k1)?G

u

Sokl'u

Yre e

_ VA
RICEAE

-1

Demostracion. Siv(—1;0) =qy v(—1;r) = ¢, como en ELTI], entonces la relacién obtenida
en la ecuacién ([EZI), a partir de las condiciones y resultados obtenidos en EETOL BTl y
prueba el lema. O

Observacion 4.15. Note que las evaluaciones obtenidas en la ecuacién ([EZI)) se anulan

cuando u = 1. Por tanto, la expresién para v, (u) se simplifica a:

d S k1w 1 kiy

Ear(w,0)], = /_1 Pu [m du — /_1 @ [m
Lema 4.16. Sea S una superficie y (u,v) : (U, D) — (V,I x I) una carta principal de esta,
donde I = [—1,1]. Sea ¢ = {u = =1} N {v = 0} y supdngase que dk1|r, # 0 sobre D. Si

du.

u

existe una funcion suave ¢ : S — [0,1] con soporte compacto en D tal que, sic > 0 es lo
bastante pequerno, entonces para cada p1 en [—e,€|, S, = (I + peN)(S) es una superficie
y los arcos principales minimos para S,, sobre D, = (I + pupN)(D), que pasando por q se
encuentran con el segmento {u = 1} en un punto r,(q), generan la aplicacion p— v(r.(q)),

la cual es estrictamente creciente.

Demostracion. Sea m : I — [0,1] una funcién suave con valores en [0,1]; que es
idénticamente igual a 1 en una vecindad de 0 y con suporte compacto en (m(:l:l) = 0). Si
se define a ¢ como

¢ = ¢(u,v) = bum(u)m(v),
donde b # 0, se tiene que para € > 0 lo suficientemente pequeno, S, es una superficie suave,

para cualquier p € eI. Ademds, en D, se tiene que dk1|r, # 0, lo cual implica que ki, # 0
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y ¢, = 0. Al derivar ¢ respecto a v y luego evaluar en (u,0), se obtiene
wu(u,0) =bm(u) =0
Asi, existe un ¢ > 0 tal que:

! klu
/_1 bm(u) [(kg — k1)2G

donde G es el coeficiente de dv? en la (u,v)-expresién de la primera forma fundamental de

(u,0)du = ¢,

S. Sea v(u),u € I, la v—coordenada del arco principal minimo en D, = (I + pupN (D)) tal
que, v(—1) = q. Como ¢(u,0) = 0, se sigue del Lema EEI2P y de la observacién ELTH que

ov

%(u)|u:1 =c>0.

Esto prueba que v(r,(q)) es estrictamente creciente. O

4.5 Curvatura variable en lineas principales

El propédsito de esta seccion es hacer un estudio sobre las lineas principales de curvatura

constante, al igual que su conjunto limite.

Lema 4.17. Sea S una superficie conteniendo una linea principal minima «, tal que klia

es idénticamente constante e igual a c. Entonces se cumple que:

1
1. Sic#0 (resp. ¢ =0), se tiene una esfera de radio ﬂ (resp. un plano) tangente a S
c

a lo largo de la clausura de a.
2. Sitambién en o se tiene dk; [L = 0, entonces existe un plano que cruza ortogonalmente
a la superficie S a lo largo de la curva . Ademds, si ¢ = 0 (resp. ¢ # 0) «

. . , . , 1
estd contenido en una linea recta (resp. en una circunferencia de radio i ).
c
3. « estd incrustada en S.

4. Si la superficie es S es analitica, a es un ciclo principal o su conjunto limite consiste

de puntos umbilicos.

Demostracion. Sea o = a(t); t € I una parametrizacién regular de la linea principal minima
«, y con curvatura igual a ¢. Como k; |a es idénticamente constante e igual a ¢, segiin nuestra
experiencia se tendrd que « es una linea recta (que no presenta curvatura alguna; es decir su
curvatura es cero puesto que no se dobla en absoluto) o es una circunferencia (que se dobla
lo mismo en todos sus puntos; es decir su curvatura debe ser la misma en todos sus puntos).

[ . . .1
En el caso que la curvatura ¢ # 0, se tendrd una circunferencia de radio — tangente a «, y

le]

3Aplicado a la familia de superficies D,, = (I + ugpN(D)) dependientes del pardmetro p).
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como « es la linea principal minima, se tendra una esfera envuelta por la superficie S y que

solo es tangente a lo largo de a. Esto es, por la férmula de Rodrigues, se tiene que

%(N(a(t)) + ca(t)) =0 = %(1]\[(04(75)) + a(t)) =0.

c
Por tanto, existe un punto p € E2, centro de la esfera, tal que
1 1
~N(a() + a(t)) =p = a@)=p-_N(a(t).
Lo cual implica que la superficie S es tangente al conjunto

1
{x: |z —p| = H;xza(t), te[}

a lo largo de «, y por consiguiente también es tangente a lo largo de la clausura de «.

Anélogamente, si ¢ = 0, el conjunto

(2= alto), N(a(®) ) =0,

donde ty € Dom(«), es un plano que contiene a a y por tanto tangente a S a lo largo de la
clausura de a. Esto prueba lo afirmado en 1.
Sean p € Sy (u,v) : (U/D,p) — (V,I x I), un punto y una carta principal de S,

respectivamente; donde I = [—1, 1]. Conociendo que
1o (w, 0)]| = G*/2(u,0),

se tiene que después de derivar respecto de v, la identidad

Xy (u,0)
[ X0 (u, 0)[”

al reemplazar en esta lo obtenido en las ecuaciones ([ET1]) y ([E33), teniendo en cuenta que «

es una linea principal minima y que ademas dk; |L = 0, esta se anula; esto es:

i( X, (u,0) )  Xou(u,0)GY2(u,0) = $ X, (u, 0)G™/2(u,0)G,, (u, 0)
du \ [ Xy (u, 0) G(u,0)

Asi X, (u,0)/]| Xy(w,0)]] = b (movimiento constante) y « estd contenida en un plano
ortogonal a b, y por tanto, ortogonal a S. Ademds por el item 1, si ¢ = 0 « estd contenida
en una linea recta, pero si ¢ # 0, « estara contenida en una circunferencia de radio H Con
esto se concluye la prueba de 2.

Para probar que « esta incrustada en S, se demostrara que su conjunto limite esta contenido
en S. Supdngase que el conjunto limite de v esté contenido en la linea principal minima (3. Sea
(u,v) : (U, D) — (V,IxI), una carta principal de S, donde I = [—1, 1], tal que {v =0} C (.

Entonces se tienen dos posibilidades:
a) Existaun e > 0 tal que aN{—e <v <e} ={v =0}, 0 que
b) Exista una secuencia {v,} en I convergiendo a 0 tal que, para cada n, {v =v,} C S.
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Si ocurre a), como « estd contenida en su propio conjunto limite, entonces ocurre que
a = [3, en cuyo caso se tendrd que « es un ciclo principal minimo. Por el contrario, si b)
ocurre, en cuyo caso se tendria que « no es un ciclo principal, entonces para cada n € N,
k1(u,v,) = ¢, y por consiguiente ki (u,0) = c. Asi, k1, (u,0) = 0, y por el item 2, se concluye
que [ esta contenida en una linea estacionaria cuando ¢ = 0, o estd contenida en una
circunferencia plana de radio 1/|c| cuando ¢ # 0. Finalmente, para ambos casos se tendria «
estd incrustada en 3, pues minimo en ambas se tendria un punto en comun, y en particular
se puede suponer que o = 3. Esto prueba del item 3. Para la prueba del item 4, supéngase
que S es analitica y que, como arriba, lo afirmado en b) se cumple. Entonces, por el item 1,
S es tangente o a una esfera o a un plano. Sea @) el conjunto formado por estos puntos de
tangencia; es decir el conjunto formado por {v =0} U{v=v,/n=1,2,...} CaUfS. Asu
vez, como la superficie S es analitica, se tiene que S = @ lo cual es una contradiccién. Esto
prueba que si la superficie S es analitica y a no es un ciclo principal, entonces su conjunto

limite consiste solo de puntos umbilicos. Con esto concluye la prueba del lema. O

En el siguiente Lema se establece la apertura, en el sentido C2, de la condicién de

hiperbolicidad de los ciclos principales.

Lema 4.18. Sea S una superficie conteniendo una linea principal minima « tal que klia
es idénticamente constante e igual a c. Dada una carta principal (u,v) : (U,D) — (V,I x I)

de S, donde I = [—1,1], tal que {v =0} C a y una de las dos condiciones se cumple:
(a) para todo w € I, ky,(u,0) # 0,
(b) para todo u € I, k1, (u,0) =0,

entonces, existe € > 0 y una funcion suave ; con soporte en D, tal que, para todo
r €]—¢,0U)0,e[, U = (I+19N)(U) es una superficie y, a lo largo de {v = 0}, la curvatura

principal minima de U, no es constante.

Demostracion. Sea v : R — [0,1] una funcién suave con soporte en I, la cual es igual a 1
en (1/2)1I y tal que, para u < 0, ¥’'(u) > 0. Denote por ¢(u,v) = ¥(u)p(v). Sea € > 0 tan
pequenio que, para todo r € [—¢,¢], U, = (I + roN)(U) es una superficie.

La idea de la prueba, consiste en crear condiciones como las dadas en EETT] afin de poder

aplicar los resultados que se obtuvieron. En primer lugar, como ¢ restricto a
D' ={-1/2<u<1/2}n{-1/2<v<1/2} CD
es idénticamente igual a 1, se probara que

y ast ki, (u,0;0) = 2, (4.22)

D'\ ki(57) = ——
en ) 1(,7") ].—’f‘k]_,
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donde k1 (u,v;r) es la curvatura principal minima de U, y k1 = ki(u,v;0). En efecto, a

partir de lo obtenido en las ecuaciones I, en D', se cumple que
Xu(5r) =1 —=rk1)Xu(50), X,(57) =1 —rke)X,(;0), v N(;;r)=N(;0).

asi:

F(;r) =0, BE(sr) = (1-71k)?E(50), e(;7) = (1 —rk)e(0), ¥

También, por lo visto en la ecuacién (I, se tiene que f = 0. Por tanto, restricto a

| —1/2,1/2[x] —1/2,1/2], la aplicacién
(u,v) = X(u,v) + reN(u,v)

es una carta principal de U,.. En la cual se cumple la relacién

e(vr) =1 —rke(;0) = (1 —rk)ki E(+;0),
klE( ,’I’)
(1 - ’I“k'l) 1
con ello, se concluye la prueba de [@22) (vea [24).

Ahora, se procederd a la prueba del lema; es decir, a lo largo de {v = 0}, la curvatura

principal minima de U, no es constante . Considerando el caso (i), bastard con probar que

d
e (k1(0,0(0,7);7)|._, >0, (4.23)
donde v = v(u, r) denota la v—coordenada del punto p(u,r) donde la linea principal minima
de U,, pasando por p, se encuentra con la curva {u}. En efecto, como para todo u € I,
wu(u,0) =0y wup(u,0) =0, a partir de lo obtenido en la ecuacién [EIF), se tiene que a lo

largo de {v = 0},
dv'r‘ ) . Spuklv

% u) = (k2 _kl)QG(uaoaO)a

donde v, = %2(u, r)|T:O. Aqui, como por hipétesis k1, (u,0;0) # 0 y @, (u,0) > 0, se tiene

que ‘fﬁ: (u) no es idénticamente 0. Sustituyendo lo obtenido en la derivada

L (k1(0,0(0,7);7)) |,y = k10(0,0;0)v,-(0) + k1,(0,0;0),

0
Pukiv
= klv(070; 0)/; {m} (U,O, O)du + 02 > 0.

Esto prueba el lema para el caso (a).

Consideremos el caso (b). Como ki, (u,0) = 0, ¢,(u,0) = 0y @uu(u,0) = 0, se tiene que a
partir de las ecuaciones ([1) y 1), a lo largo de {v =0}, F(u,0;0) =0y f(u,0;0) = 0.
Esto implica que {v = 0} también es un arco principal minimo de U, (vea ET]). Asi, por el
item 2 del Lema LT para todo r pequeno, existe un plano P ortogonal a U conteniendo el

arco de linea principal de U, siguiente:
Briu— X = (u,0;7) = X(u,0;0) + r¢(u)N(u,0;0), con u e I.
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De aqui, por la ecuacién (D) resulta que
X’u = (U, 0; T) = (1 - Tka(u))X’u(ua O; 0)7

pues ¥, (u) = 0. Ahora, como para todo u € I, P contiene a N(u,0;0) y X, (u,0;0), se
concluye que para todo r pequeno, P es ortogonal a X, (u,0;0) y por tanto, por la ecuacién
de arriba, ortogonal a X, (u, 0;r). Esto implica que N (u,0;) estd contenido en P. Es decir,
para todo r pequeno, P es ortogonal a U, a lo largo de (.. Sin embargo, a partir de la
forma de la parametrizaciéon de (., si r # 0 se sigue que 3, no es una linea recta, ni una
circunferencia de radio constante. Lo cual, como consecuencia del item 2 del Lema BT, se
concluye que la curvatura principal minima de U, a lo largo de 3, no es constante. Esto

finaliza la prueba del lema. O

Definicién 4.19. Se dird que una linea principal minima « esta constantemente curvada si

para alguna constante c € R, k; |a =c.

Proposicion 4.20. Sea n € N. Ezxiste una superficie S compacta que es el C"-conjunto
limite de una sucesidn de superficies {Sp}, cuyas curvaturas principales minimas no son

constantes a lo largo de un arco de una linea principal minima.

Demostracion. Para empezar, que tiene que una superficie compacta {f = 0} puede ser
C"-aproximada por una analitica. En efecto, esto resulta a partir de aproximaciones de la
funcién f por funciones polinémicas g, usando el Teorema de C"-aproximacion de Weirestrass
[Loj8g].

Todos los supuestos sobre la superficie S, que acontinuacién se indican, se pueden obtener

aplicando apropiadamente el teorema de aproximacién mencionado.
(a) Asumir que en la superficie todos sus puntos umbilicos son Darbouxianos.

(b) Por el Lema asumamos que el conjunto de lineas principales minimas con

curvatura no constante, es no vacio y que contiene separatrices minimas.

(¢) Por el Teorema de CT"-aproximacién de Weirestrass [Loj88], asumamos que S es

analitica.

Asumamos que la superficie S es un toro, que no tiene puntos umbilicales y que tiene lineas
principales minimas curvadas constantemente; que por el item 4 del Lema EET1, debe ser un
namero finito de ciclos principales a1, as, ... a,. En efecto, de no tener las lineas principales
minimas curvadas constantemente, por la analiticidad de la superficie S, todas sus lineas
principales minimas tendrén ciclos curvados constantemente, lo cual es probado por (b).

Considere (u,v) : (U,D) — (V,I x I), donde I = [—1,1], una carta principal de S y p;
un punto en «;. Usando el Lema EETH, la superficie S puede ser C" —aproximada por una

superficie S’. Asi, S\\S’ es una vecindad pequetia de {p1, pa, ..., pn} tal que, cada a;\V es no
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vacio y la linea principal de S/, conteniendo «;\V, no estd curvada constantemente. Observe
que como la superficie es S es analitica, si a & {a;;4 =1,2,...,n} estd es una linea principal
minima de S. Entonces, ningin sub-arco de a esta curvado constantemente. Por tanto,
las lineas principales minimas de S’, conteniendo a;\V, no estdn curvados constantemente.
Ahora, si V es lo suficientemente pequeno, S’ es la aproximacién requerida de la superficie,
y se estaria probando la proposicién cuando S es un toro que no presenta puntos umbilicos.
Supéngase ahora que la superficie S posee puntos umbilicos. Entonces, como la superficie S

es analitica, se tiene

(d) S tiene solamente un numero finito de ciclos principales minimos curvados

constantemente.

En efecto, de no ser asi, estos estaran empilados formando cilindros de acumulacion hacia

las sepatrices umbilicas, lo cual no es posible segiin lo descrito en [(b)].
(e) S tiene solo una cantidad finita de lineas principales minimas curvadas constantemente.

En efecto, a consecuencia del Lema ETI7A si una linea principal minima curvada
constantemente « no es un ciclo, entonces su conjunto limite consiste de puntos umbilicos.
Ademss por (b), a no es una separatriz umbilica y asi, a consecuencia del item 4 del Lema
ETIA su conjunto limite contiene un punto umbilico ¢ del tipo Ds. esto implica que si
« acumula por lineas principales minimas curvadas constantemente, entonces la linea de
curvatura principal minima a lo largo de todas estas es la misma que k1 (¢q). Por analiticidad,
k1 es constante a lo largo de cualquier linea que se acerca a ¢ y, en particular, a lo largo de
las separatrices de ¢. Sin embargo, esto no es admitido por (b). Por tanto, « estd aislada por
otras lineas principales minimas curvadas constantemente. Con esto se culmina la prueba
de [(e)].

De manera explicita, de [(e)] se puede concluir que la superficie S puede ser C" —aproximada
por una superficie que satisface los requerimientos de esta proposicién, y usar el Lema
para eliminar lineas de curvatura principal curvadas constantemente, como en el caso del

toro dado. O

Corolario 4.21. Sea v un ciclo principal minimo de la superficie S y V(v) una vecindad de
~ en S. Entonces e, el ciclo principal minimo (resp. mdximo) de S en V() es hiperbdlico;
es decir, cada ciclo principal minimo (resp. mdximo) se aprozima por medio de ciclos

hiperbdlicos.

Demostracion. Sea v un ciclo principal minimo de la superficie S, y 7. un ciclo principal
minimo de S;, en la vecindad V(y) de y en S. Por lo visto en el pardgrafo Ll una pequena
variacién € > 0 del ciclo principal minimo -, origina una ciclo principal 7. en S, el cual,
por la ecuacién (), es un ciclo hiperbélico de Se. Esto demuestra que todo ciclo principal

minimo de S es aproximado por ciclos hiperbdlicos de S¢ en V(7). O
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Capitulo 5

El teorema de estabilidad

Este capitulo esta enfocado a la prueba del Teorema de Estabilidad, que establece que la clase
> =3 (a,b,c,d) de superficies compactas, suaves y orientadas, definidas en una vecindad

de la superficie S, que satisfacen las cuatro condiciones:
a) todos los puntos umbilicos son Darbouxianos,
b) todos los ciclos principales son hiperbélicos,

¢) el conjunto limite de todas lineas principales son puntos umbilicos o ciclos principales,

y

d) todas las separatrices umbilicales, como separatrices, tienen solo en uno de sus puntos

extremos, a un solo punto umbilico,

constituye un conjunto abierto, y cada uno de sus elementos es estructuralmente estable, en
el sentido C3.

Un problema sin resolver es poder establecer (o refutar) que las superficies en » | son las
tinicas en ser C3-estables.

En el teorema, las condiciones a), b) y d) son necesarias para tener C3-estabilidad, es
decir, toda superficie en Y, es estructuralmente estable si cumple con estas condiciones y
el conjunto > serd estructuralemente estable con la topologia C3. A su vez, al incluir la
condicién ¢) se establece toda linea principal que satisface estd condicién es densa en su
superficie, y el conjunto Y es denso (Teorema de Densidad) en el sentido de la topologia
C? unicamente para superficies suaves orientadas compactas. Esto al parecer proviene de las
propiedades geométricas de la superficie, derivado de las formas fundamentales, pues ellas
dependen de la segunda derivada. Sin embargo, esto es una conclusién débil concerniente
a estabilidad principal pues las condiciones a) y b) estdn dependiendo, como ellas son, de
las terceras derivadas, no son ni siquiera C?-abierto. De aqui, se puede demostrar que no

existen superficies compactas C2-estable con puntos umbilicos o ciclos principales.
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En las siguientes secciones, se establecen definiciones sobre las regiones que separan cada
punto umbilico, llamadas regiones canénicas; las cuales serdn las tnicas presentes en este

tipo de superficies, y se establecen condiciones para que la clase Y sea un conjunto abierto.

5.1 Regiones candnicas

Definicién 5.1. Sea > el conjunto de superficies que satisfacen las condiciones a), b),
¢) y d) dadas en 238, y sea S una superficie en Y. Una region candnica minima
(resp. mdzima) de S es una componente conexa del complemento de los conjuntos Ug, de
puntos umbilicos, C (resp. Ca), de ciclos minimos (resp. mdximos), y de Z1 (resp. Zs3), de
separatrices umbilicales minimas (resp. mdzimas). Se tienen dos tipos de regiones candnicas:
paralelas y cilindricas. Las regiones paralelas estan caracterizadas por el hecho de que, en
estas, L1 (resp. La) es topoldgicamente equivalente a % (resp. 8%) en R2. En las regiones

G ) ) . . o) ) 2
cilindricas, la equivalencia topoldgica requerida es con ug, +vg, en R \{0}.

Figura 5.1: Regién paralela

Figura 5.2: Regién cilindrica

5.2. Se tienen solo dos tipos de regiones candnicas para una superficie en Y . Esto se debe a
dos motivos, por un lado la conexidad de cada regién obliga que el conjunto limite de todas
las lineas en cada regién sea la misma: un ciclo principal o un punto umbilico del tipo Do
(a través de su sector parabdlico). Por otro lado, el campo de linea en esta es orientable,
es decir, en el fibrado tangente el campo de linea es orientable en la vecindad del punto

umbilico.
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Una regién es del tipo paralela cuando hay separatrices umbilicales en su frontera. Si
intercepta al sector parabédlico de un punto umbilico D, esta debe ser también de este tipo.
Si la frontera de una regién candnica consiste solo de ciclos principales, entonces esta es de
el tipo cilindrica. En las figuras Bl y se muestran algunos ejemplos tipicos de estos dos
tipos de regiones. En las figuras las lineas punteadas representan las secciones cruz de las
foliaciones de cada regién, las cuales estan dadas por la foliacién ortogonal.

En una regién cilindrica de una foliacién principal, puede suceder una de las siguientes

opciones:
a) todas las lineas de la otra foliacién cruzan la regién, como en la Figura B2,

b) la regién contiene al menos un ciclo principal de la otra foliacién, como en la

Figura b.

Definicién 5.3. Las regiones cilindricas mdzimas (resp. minimas) del caso a) son llamadas
regiones candnicas mdximas (resp. minimas) transversalmente irreducibles. Las
del caso b) son descompuestos en la unidn de un ndmero finito de regiones candnicas minimas
(resp. mdzimas) irreducibles y dos semiregiones mdzimas irreductible transversalmente. La
frontera de una semiregion mdxima (resp. minima) irreductible consta de la union
de un ciclo mdximo, a la que tienden las lineas principales mdzimas, y un ciclo minimo, a

la cual la foliacion es transversal.

Ejemplo 5.4. En la figura [E2 aparece una region cilindrica candnica mdxima (resp.
minima) descompuesta en wuna regidn candnica minima (resp. mdxima) irreducible

transversalmente y dos semiregiones mdzimas (resp. minimas) irreducibles trasversalmente.

5.2 Continuacién Natural y Apertura

Para demostrar la apertura del conjunto >, = > (a,b,c,d), en la cual cada superficie
satisface las condiciones a), b), ¢) v d) dadas en EL3H partiremos por usar un método
que extiende propiedades de una regiéon de una superficie, a otras regiones de superficies
vecinas. Finalmente, para extender este proceso a toda superficie en Y, se hard por medio
de la construccién de una equivalencia principal, la cual se dara en la siguiente seccion.

En lo que sigue se usarédn las foliaciones principales minimas, pues de forma anéloga, se

obtienen los mismos resultados con las foliaciones principales maximas.

5.5. Sea S una superficie en Y, Ug el conjunto de sus puntos umbilicos y C; el conjunto de
sus ciclos principales minimos. Se tienen vecindades V(Ug) y V(C1) tal que cada componente
conexa V; de V(Ug) es un disco, con frontera suave, que contiene un tinico punto umbilico
Darbouxiano u; y arcos de las separatrices umbilicales minimas o;;, donde j varia en {1},

{1,2} 6 {1, 2,3}, de acuerdo al tipo de punto umbilico Darbouxiano D;, D2 o D3 que conecte
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(vea FiguraB.3)). Estos arcos cruzan transversalmente la frontera 0V; de V; en los puntos en
los puntos b;;. Ademads, para el caso que se tenga un punto Ds, b;1 ¥ b se unen mediante

un segmento que es parte del sector parabdlico a la cual F} es transversal (vea Figura BA).

U2

Figura 5.4: D2: Arco transversal

Por otro lado, cada componente conexa Vj; de V(Cjy) es un anillo, con frontera dVj

a la cual F; es transversal, y contiene solo un ciclo principal hiperbélico minimo ~y; (vea

Figura B.3).

- - - -

Ciclo de multiplicidad impar Ciclo de multiplicidad par

~ -

Figura 5.5: Ciclo principal minimo: multiplicidad del ciclo principal

5.6. Apertura de la clase ) . Sea N la normal positiva a la superficie S, con S € Y,
y Sn = (I + frN)(S) una sucesién de superficies construidas a partir de S. Cuando S,
converge a S en el sentido C®, los conjuntos Uns, convergen a Ug, es decir, para n lo
suficientemente grande y para t € [0, 1], se tiene un dnico punto umbilico Darbouxiano

ui(t,n) de S,(t) = (I + tfn,N)(N)(S) en cada componente conexa V;. El punto w;(t,n)
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resulta ser del mismo tipo que u;, y sus separatrices umbilicales o;;(¢,n) cruzan la frontera
0V; de V; en los puntos b;;(t,n). Por tanto, por lo visto en la seccién B2 a consecuencia
de la interpretacién de la condicién de transversalidad y la apertura C* de la condicién D,
u;(t,n) y b;;(t,n) son suaves en t.

Anélogamente, cuando S,, = (I + f,N)(S) tiende a S, en cada componente conexa Vj,
de V(C1), los ciclos principales 7 (¢,n) de S, tienden al ciclo principal hiperbélico ~;. Por
tanto, a consecuencia de la apertura C® de las condiciones hiperbélicas (vea Lema EEIR) y
de su interpretacién en términos de la transversalidad (diagonal) de la aplicacién de retorno,
se tiene para n lo suficientemente grande y para ¢ € [0, 1], vk (¢,n) es una funcién suave en

t, con lo cual v, (t,n) resulta ser del mismo tipo que 4 (¢).

Definicién 5.7. En >, el proceso de extender una region candnica de una superficie S
a otra region de otra superficie S; mediante Hy, aproximaciones C3, serd conocido como

continuacion natural.

La continuacion natural extiende propiedades de una regién a otra, es decir, la nueva
regién es del mismo tipo que la original. Mediante este proceso se realiza la continuacién
natural de puntos umbilicos y separatrices, al igual que para ciclos y para la interseccién de
separatrices y ciclos con los mismos elementos para la foliacién ortogonal.

Esto demuestra la apertura de la clase ) y establece a través de continuacién natural
una correspondencia de uno a uno entre regiones candnicas de las foliaciones principales
minimas y sus fronteras de S con los mismos objetos para S,,. Este proceso de continuacién
estd unicamente determinado solo en las esquinas de interseccién las regiones minimas con las
regiones candnicas maximas; dicho proceso es denotado por H;. Para completar la prueba,
se tiene que extender esta aplicacién al resto de S, asi como a cada S,,, via equivalencias
principales. Este proceso sera completado en la siguiente seccién a través de etapas sucesivas

para cubrir todas las situaciones admisibles.

5.3 Construccion de la equivalencia principal

Ahora se a construir (o se extenderd) una equivalencia topoldgica entre una superficie S € 3,
y los elementos de una secuencia S,, convergiendo a esta en el sentido C3. Esta construccién
se hard por medio de 5 etapas, a fin de considerar todas las posibles regiones canénicas para

efecto de realizar la extensién de la equivalencia principal de la seccién anterior.

5.8. Etapa 1. Definicién en la interseccién de regiones candnicas paralelas
maximas y minimas.
En cada regién candnica paralela minima A; de S, se elige una seccién cruz S, que puede

ser asumido como un arco de una separatriz umbilical maxima o. Definimos por
Ht ;S — St
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al homeomorfismo que realiza la continuacién natural de S a §t. De este modo, los extremos
aybde SN A; tienen continuacién natural Hi(a) y H(b) en S, que puede ser asumido
como el arco oy, con esto se tiene que la continuacién natural de o es oy.

Anédlogamente, H; se aplica para arcos 7 elegidos en separatrices minimas T que son
secciones cruz de las regiones paralelas maximas Bg de S.

Sea p € A1NBs. Denote por o(p) (resp. 7(p)) al punto de interseccién de la linea principal
paralela minima (resp. méxima), que pasa por p, con la seccién transversal S (resp. T ).
El conjunto A; N By estd compuesto por componentes conexas C, con las caracteristicas
indicadas en la definicién Bl En cada componente conexa C de Ay N B, se define el
homeomorfismo H; de C en su continuacién natural C;. Este homeomorfismo est4 definido en
las esquinas de C, los cuales pueden ser o puntos umbilicos o intersecciones de las foliaciones
minimas con las foliaciones méximas. Para un punto p de C' se define H;(p) como un punto
en Cy, que estd en la interseccién de la linea principal minima que pasa a por Hy (o(p)), con
la linea principal méxima, que pasa por Hy(7(p)). Vea Figura B0l
Observacion 5.9. Dicho procedimiento de correspondencia punto a punto, define ya una
equivalencia topolégica entre S y S, en el caso que los ciclos no sean ciclos principales, pues

falta atin evaluar la conjugacion entre ciclos principales.

Figura 5.6: Etapa 1

5.10. Etapa 2. Definicién en los ciclos principales maximos (resp. minimos) y en
las regiones cilindricas maximas (resp. minimas) de tipo a) que estin contenidas

en la unién de regiones paralelas minimas (resp. maximas).

Observacion 5.11. Por lo visto en la Etapa 1, H; también estaria definido en ciclos
principales, esto es, cada punto de un ciclo principal contenido en una regién paralela,
es visto como un intercepto de entre arco minimo o méximo, con una seccién transversal.

Sin embargo, falta ver que H; sea una conjugacién topolégica entre ciclos principales.
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Sea R una regién cilindrica del tipo a). También H; estd definido en R, de acuerdo con
la Etapa 1 y la observacién previa. Son por estas razones que existe una correspondencia
uno a uno o9 — o1 entre las lineas de F1g|R y su correspondiente F1;|R;, donde R; es
la continuacién natural de R. Es as{ que para un arco ayg de Fig|R, también se establece
una correspondencia uno a uno con su correspondiente ay; de Fi¢| Ry, esto es, se define
H; : 0190 — o1+ como una conjugaciéon entre las aplicaciones de retorno Iy, inducida en
o10 por Foo|R, y II;; inducida en o714 por Foi|R;. Esta aplicacién extiende R\aig a su
continuacién natural R;\ay, de modo que el arco [p,IIo(p)] de Fip sea llevado al arco
[H¢(p),11;(H¢(p))] de Fy;, por la construccién en la Etapa 1 sobre regiones canénicas

paralelas minimas. Vea Figura B

R
// /TION

Figura 5.7: Etapa 2, b)(JGS82])

5.12. Etapa 3. Definicién de los ciclos principales méaximas (resp. minimas) y de
las regiones cilindricas méximas (resp. minimas) de tipo a) que estan contenidas
en la unién de regiones cilindricas minimas (resp. maximas) del tipo b).

Sea Ry una regién canénica cilindrica minima del tipo b) de S. Definimos H; como
el homeormorfismo de un ciclo principal minimo 7y contenido en Ry y su continuacién
natural 7, contenido en R;. Dicho homeomorfismo, define una correspondencia uno a uno
entre las lineas de Fig, en Ry y aquellas de Fiy, en R;. A su vez, si Ry contiene regiones
cilindricas méximas del tipo a), se define H; siguiendo el procedimiento descrito en la Etapa

2, conjugando sus aplicaciones de retorno. Vea Figura B8

5.13. Etapa 4. Definicién en las regiones semi-transversales irreducibles minimas
(resp. méaximas) que estdn contenidas en regiones candnicas cilindricas minimas
(resp. maximas) del tipo b).

Sea Ry una region semi-transversal irreducible contenida en una regién cilindrica del
tipo b). Se tiene que el borde ORy de Ry estd contenido ya sea en en la unién de regiones

candnicas paralelas o en una regién canénica cilindrica méaxima del tipo ), y por lo visto en
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Ro

Figura 5.8: Etapa 3, [GS82]

las Etapas 2 y 3, H; estd definido en ORy. Ahora, para los puntos p que se encuentran en el
interior de la regién Ry, son vistos como las intersecciones de curvas que cruzan la frontera
minima de Ry, con curvas que cruzan la frontera méxima de Ry. Es decir, sean p; y pa,
respectivamente, puntos sobre los ciclos principales minimo y méximo del borde 0Ry de Ry.
Definamos p1; = H¢(p1) asi como par = Hi(p2), los cuales estdn dependiendo continuamente
de (p1,t) v (p2,t), respectivamente. Sean a14(p1) y o (p2), respectivamente, las curvas de
F1: y For que pasan por py; y par, entonces para cualquier p en aqg(p1) Naeo(p2) se tiene un

tnico punto p; en aq¢(p1)Nasg:(p2) que es continuacién natural de p. Asi, se define Hy(p) = p;

(vea Figura BE3).

Figura 5.9: Etapa 4

5.14. Etapa 5. Definicién en las regiones candmicas cilindricas méximas (resp.
minimas) que se interceptan con ciclos principales minimos (resp. maximas).
Sea Ry una regién canénica méxima (resp. minima), la cual se intercepta con un ciclo
minimo (resp. méximo) 7p. Para una componente conexa Ay de y9N Ry, se define H¢| A\, como
en la Etapa 2, usando la aplicaciéon de Poincaré. Esto es, si R; y A; son, respectivamente, las
continuaciones naturales de Rg y Ao, se tiene que H; : A\g|A\; es una conjugacién topoldgica
entre las aplicaciones de retorno inducidas en g por las foliaciones maximas de la superficie

S, vy que inducen en \; la foliacion méxima Fo; en S;.

Observacion 5.15. Note ademdas que regiones candnicas paralelas minimas y regiones
canonicas cilindricas médximas pueden solo interceptarse con regiones candnicas cilindricas

minimas Sy del tipo considerado en la presente etapa.
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Definamos H; en una componente conexa de la intersecciéon de Ry con la regiéon candnica
paralela minima, por el mismo proceso visto en la Etapa 2. Ahora, sea Sy una regién canénica
cilindrica minima que se intercepta con Ry. Denote por oy la seccién cruz global de Sy
en la cual H; queda bien definida con las descripciones dadas arriba. Dado un punto p en
(Ro\X0)N(So\0o), este se encuentra en una linea as(p) de Fa y a1 (p) de F1, que se intercepta
respectivamente con A\g y og en las orbitas de la respectiva aplicacién de retorno. Las lineas
ao(p) de Fop y ag¢(p) de F1y determinadas por las Hi-imégenes de estas érbitas, en Ay y
o, son curvas continuas que se interceptan solamente en p;, que pasa por p en t = 0. Asi,
se define Hy(p) = p;. Vea Figura BEI0

Es asi, como finalmente se han considerado todas las posibles regiones canénicas para
poder realizar la extensién de la equivalencia principal entre una superficie S € ¥ y los

elementos de una secuencia S,, convergiendo a esta en el sentido C8.

||
'lg Y0

So

Figura 5.10: Etapa 5

Todas estas herramientas, sirven para fundamentar la prueba del siguiente teorema.

Teorema 5.16 (Teorema de Estabilidad Estructural de las Configuraciones Principales).
Sea X(a, b, c,d) el subespacio de superficies suaves, compactas y orientadas, definidas en una

vecindad de la superficie S, tales que satisfacen:
a) Todos los puntos umbilicos son Darbouzianos,
b) Todos los ciclos limite son hiperbdlicos,

¢) Los conjuntos limites de toda linea principal esta contenido en el conjunto de puntos

umbilicos o en ciclos principales de la superficie, y

d) todas las separatrices umbilicales, como separatrices, tienen solo en uno de sus puntos

extremos, a un solo punto umbilico.

Si el espacio total estd provisto de la topologia C3, entonces Y(a,b,c,d) es abierto y cada

uno de sus elementos es P—estable en la topologia C3
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Demostracion. Sea S una superficie y X(a,b,c,d) el subespacio de superficies suaves,
compactas y orientadas definidas en una vecindad de la superficie S, las cuales satisfacen las
condiciones indicadas en el teorema. En la seccién il se demostré que las regiones canénicas
son las dnicas regiones existentes en estas superficies, y en la seccién .2 se demostré que
la clase X(a, b, ¢, d) es un conjunto abierto y establece, mediante el proceso de continuacién
natural C2, que las foliaciones de las regiones canénicas y sus fronteras, se extienden a todos

las demads superficies pertenecientes a la clase X(a, b, ¢, d). O

En este teorema una superficie es P-estable, cuando admite una vecindad en la topologia
3, donde cada superficie admite la misma estructura dindmica a partir de las lineas de

curvatura.

La continuacién de estos estudios, fueron realizados por Jorge Sotomayor y Carlos
Gutiérrez, llegando a demostrar que las superficies estructuralmente estables son C2-

topologicamente densas.

Teorema 5.17 (Densidad de los principales superficies estructuralmente estables). FEl

conjunto Y(a,b,c,d) es denso en el sentido de la topologia C?.

La prueba de este teorema se encuentra en [GS98, [GS83].
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Apéndice A

Geometria en espacios

euclidianos

A continuacion se presentan conceptos basicos que seran utilizados a lo largo
del trabajo, también establece notaciones y presenta algunos resultados técnicos
necesarios. Se empieza hablando de diferenciabilidad pues trabajaremos con
estructuras diferenciables, y luego estudiamos la estructura métrica de las superficies.
Se analiza la geometria diferencial de curvas y superficies en E3, y para efectos de
simplificar los calculos se usaran superficies regulares. Estudiar la forma que tiene una
superficie en el espacio obliga a hacer uso de un elemento “externo a la superficie”: la
aplicacion generada por los vectortes normales a la superficie. Para usar tal aplicacion

en toda la superficie, es necesario trabajar con superficies orientables.

A.1 El espacio euclidiano E?

A.1. El espacio E? esta definido en el R—espacio vectorial dado por las ternas de ntimeros
reales con las operaciones usuales: R® = {(.’131,.’1?2,1'3) D X1,%,T3 € R}. Un elemento de
aquel espacio es una clase [ﬁ]’] formada por segmentos orientados de la forma p¢ (flechas que

empiezan en p € R? y terminan en ¢ € R?), donde la relacién de equivalencia ~ satisface
— —
AB€[pjl e AB~pj< B—A=q—pecR>.

—_—
Cada [AB] tiene un unico representante que empieza en el origen (0,0,0) y termina en

(a,b,c) € R3, por eso se identifica

—

E* 5 [AB] «— (a,b,c) € R>.

— —
Gracias a esta identificacién, descrita en la Figura [Al la clase [AB] se escribe [(a, b, ¢)],

y asf, E? se torna en un R—espacio vectorial, cuando las operaciones (heredadas de R?) se
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\ e A2 a

Figura A.1: vector es una clase (color) que se identifica con una terna

definen del siguiente modo:

(@1, 2, 23)] + [(Y1,y2,93)] = [(Z1 + Y1, T2 + Y2, T3 + y3)]

a-[(x1,z2,23)] = [(ax1,ax2,ax3)], a€R.

En este espacio tridimensional se tiene la nocién de longitud de un vector

——
p = (21,32, 23) = (21,22, 73)],

usualmente llamado norma ||p|| de p y definido por ||p|| = /2% + 23 + z3. Andlogamente,
a E3 se le puede dotar de un producto interno; por ejemplo, el producto interno
candnico (-, ) (también llamado usual) el cual satisface (p, ¢) = z1y1 + Z2y2 + x3y3, cuando

p = (z1,72,73) y ¢ = (y1,¥2,y3) estan en E3. Este espacio con producto interno
E® = (R?)’ +5 <" >)

tiene una base ortonormal ordenada {éi, €2, €5} — donde €; = (1,0,0),é> = (0,1,0) y €5 =
(0,0,1) — llamada base usual (o candnica), con la cual cualquier elemento p = (z1, 22, 23) €

E? se puede escribir de la forma p = 161 + 2265 + 13€5.

A.2. El conjunto E3 = {(p,?); 7 € E*}, con p € E? es llamado espacio tangente de E?

en p (o espacio afin); este conjunto es un R—espacio vectorial, si

(p, V) + (p, W) = (p, v+ W) y a-(p,v) = (p,av).

Como @ = [0] € E? es una flecha que empieza en 0 y termina en v; un vector @, = (p,v) € E>
representa una flecha con la misma direccién y longitud (de ¥ = [¢]), pero ahora su punto de
partida es p (vea la figura [A22)). De esta forma, el punto p es el cero 0, de IE?,. Este espacio
estd estrechamente vinculado con E? y ambos tienen propiedades anilogas. Por ejemplo, el
producto interno usual (-, -),, en E3, definido por (), w,), = (¥, @) hace que (€1), = (1,0,0),

(€2)p = (0,1,0) y (€3), = (0,0,1) formen una base ortonormal de E2.
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Figura A.2: p, cero del espacio E2.

A.3. Cada espacio tangente IE?, genera el espacio dual (Eg)* que estd formado por todas
las funciones lineales ¢ : Ef; — R. Una base para (Ef;)* se obtiene usando la derivada de la
proyeccién z; : E* — R, dada por p — (p, é;). Especificamente, la base ordenada de (E3)*
es el conjunto {(daci)p; 1< < 3} y satisface

0, % sl li7 ;

1, si i=j.

(dz;)p(€5) =

Por lo tanto, {(dxi)p}?zl es la base dual canénica de {(é’i)p}le y escribimos

) 0x;
(dzi)p(€5) = 9z, Vp = (21,22, x3).

A.2 Elementos del algebra exterior

A.4. Sea V un R—espacio vectorial con producto interno y V* el producto cartesiano

V x V x --+ x V, k—veces. Una aplicacién f : V¥ — R es un k—tensor (o k—lineal),
si f es lineal en cada factor; es decir: si ¥ = (vy, -+ ,vg) y @ = (w1, ..., wg) son elementos
de € V¥ entonces para cada a, 3 € Ry j = 1,...,n, se verifica
flor +wi,...,qv; + pwj,..., v +wp) = af(vi,...,0-1,95,Vj41,...,0)+
+ﬁf(wl7 sy Wi—1, Wy, Wity .- - ,U)k).

De este modo, el espacio
F*(V)y={f: V¥ = R: f es k — tensor sobre V'}
es un R—espacio vectorial, y satisface
FV)y=v~
Més atin, si S € J¥(V) y T € 3'(V), el producto tensorial de ambos

®: V) xJ(V) — (V)
(T, S) — T®S: VM — R
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es definido usando
T®S(V1,.e Uk, Vg1 - Vkgt) = T(01, 0o, V) S (Vkt1, -+ o5 Vktt)-

Observe que ® no es conmutativo.

Proposicién A.5. Seaey,..., e, una base ortonormal (ordenada) para V. Si dxq, ..., dx, es
la base dual asociada, el conjunto de todos los productos dz;, ®---®@dx;, conl <iy,..., 0 <

n forman una base para J*(V'), por eso la dimension de J¥(V') es n*. En particular,
{dr1 ® dx1;dx) @ dro;dre @ dry;drs ® due}

es una base de J2(V).

Demostracion. Observe que la base dual cumple dz;, (e;,) = 6;,,5,, donde cada d;, ;, € {0,1}

satisface d;, ;, = 1 y 0 en otro caso. Por eso

dxh®"'®d$ik(ej17"-vejk) = 5i17j1"'6ikyjk7

1, Sijlzil,...,jk:ik;

0, en otro caso .

De esto se obtiene la independencia lineal de {dz;, ® --- ® dx;, con 1 <'iy,...,ix < n}. Por
la misma razén, cada T' € J?(V) se puede escribir como una combinacién lineal de elementos
de {dz;, ® -+ ®dx;, con 1 <iy,... i < n}, pues si wy,...,wy son k—vectores en V, con
wi = X ai5e5, y T € JF(V), se cumple

n

T(wl,...,wk) = Z ai,j; ...akyjkT(ejl,...,ejk),
JiyeesJe=1
n
= Z T(eil,...,eik)dxil®~~®dazik(w1,...,wk).
i1yt =1
Para mayores detalles vea el primer volumen de pag.279]. O
A.6. Una aplicacién k—lineal w : V¥ — R es alternada' cuando w(¢y, ..., &) = 0 siempre

que & = &; para algin ¢ # j. El conjunto
AR(V)={w: V¥ S R: k— lineales y alternadas},
con las operaciones usuales es un espacio vectorial, para el cual

AL V) =34 (V) = v

1De manera similar podemos tomar una funcién w con w(p) € AF(V,),p € V; tal funcién es llamada una

k—forma, o simplemente una forma diferenciable.
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Por ejemplo, en el k-ésimo producto cartesiano de V' = RF sus elementos se escriben
& = (&14s- -5 &k,) y la funcién determinante usual, hace de la asignacién
i1 S - Sk

89 el =t | B F2 S

Ee1 Ck2 oo Ckk
una aplicacién k—lineal alternada. Observe que si w € A¥(V) y n € AY(V), entonces el
producto cartesiano w ® 7 (definido en [AZ4)) usualmente no estd en A*/(V); para superar
esto se define el producto cuna w A n € A¥*(V) haciendo
WAL &y Sy Elr s Sprl) = ﬁ Z sign(o)w @ N(€s(1),€o(2)s - -+ Eaht))s
o€S (k)
donde S(k,l) es el conjunto de todas las permutaciones de {1,...,k + [} tales que®
ol) < - < ok)yolk+1) < -+ <ok +1), ysign(o) es el signo de la respectiva

permutacién. Cuando k =1=1

w1 Aws(&1,&2) = wi(&1)wa(§2) — wa(€1)wi(€2);

ademds, para las 1—formas wy, .. .,wr € AY(V), se cumple

(Wi Ao Awg) (&, -58k) = det

wp(€1) we(2) .. wirr)

Proposicion A.7. Sea e1,...,e, una base ortonormal para V. Si dxq,...,dx, es la base

dual asociada, el conjunto
{(dxil)p/\.../\(dxik)p: 1< <ig < - <1 <ip S’I’L}

es una base para A*(V;). En consecuencia, la dimension de AF(V¥) es dada por las

combinaciones

n n!

k  kl(n—k)
Demostracion. Como en la prueba de la proposicién [AZ5 lo esencial es ver que Ak(Vp*) es
generado por {(dzs, )p A ... A (dxi,)p 2 1 < iy <idg < -+ < ip_1 < ip < n}. Para ello, se
sabe (dz;)p(e;) = 0 cuando i # j, y (dz;)p(e;) = 1. Por eso

0, si (i1, yik) # (J1,- -y Jk);

(dzﬁ)p/\-'-/\(dxik)p(ej1v'-'vejk): ) o ) ) )
sign(o), st (i1,...,0) = (J1,-- -, Jk),

20bserve que en la definicién de S(k, 1) sus elementos son unicamente determinados por {o(1),...,o(k)},
k+1
l

y asi la cardinalidad de S(k,1) es
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donde o es una permutacién, o(i;) = j;. La independencia lineal se consigue a causa de esta

igualdad. También, si w € A¥(V*) y o € S(k), entonces

W(§;(1)7 e 75;(1@)) = sign(o)w(y, - - ., &)

Por tanto,
w= Z w(e:‘,(l), ... ,e;(k))dxc,(l) A N ATy
oc€S(k,n—k)
para cualquier k—forma. Para mayores detalles, vea [MT97, pag.12], [Carr2. O

A.8. Una forma exterior de grado 1 (o campo de forma lineal) en V' es una aplicacién

w que a cada p € V le asocia w(p) € V. Por la proposicién [A7 tal w se escribe

wp) i=w= Z a;dz; = ai1(p)(dzy)p + - - - + an(p)(dzp ) p,
i=1

donde los a; son funciones definidas en V' y tomando valores en R. Cuando las funciones a;

son C* se deduce que w es una forma diferencial de grado 1.

n
A.9. Sea {v1,...,v,} una base para V y w € A"(V). Si w; = Z a; ;v; Son n vectores en
j=1
V', entonces

w(ws, ..., wy) = det(a; ;)w(vi, ..., vy).

Asi, cada forma w € A™(V) \ {cero} divide a las bases de V en dos grupos, de acuerdo al
signo de w(wy,...,wy), es decir dos bases {vi,...,vn} v {w1,...,w,} estdn en el mismo
grupo, o poseen la misma orientacion, cuando el determinante de la matriz cambio de
base satisface det(a;;) > 0. La orientacién a la cual pertenece la base {vi,...,v,} (que es
independiente de la forma elegida, w) se denota por [v1,...,v,] y la otra por —[v1, ..., vy].
En particular, w = ©g = dx1 A ... AdZT, se la llama forma de volumen en V inducida por
la base dual y cumple

@o(w1, ..., wn) = det(a;, ;).

Esto es una generalizacién de lo conocido por dlgebra lineal ([Lim98, pdg. 314]), pues
el volumen usual de un paralelepipedo, con aristas @ = (u1,us,usz), ¥ = (v1,v2,03) ¥

W = (w1, we, ws), satisface
w1 W2 w3
<’lL X v, w> = det U1 Vg U3

Up U2 U3

y se define usando la forma wy = dx A dy A dz inducida por la base dual de la base canénica,

definida en [A1]
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A.3 Superficies orientables en E3.

Las bases orientadas descritas en permiten extender el concepto de orientacién en la

superficie.

A.10. Considere el espacio EJ con la orientacién usual [(€1),, (€2),, (€3),], inducida por
la base candnica. En particular, la orientacién en E? se relaciona con la siguiente forma de
volumen: wy = dx Ady Adz, inducida por la base dual de la base canénica ®. Una superficie
de clase C" en E3 es un subconjunto, S # () localmente C" —difeomorfo* al plano: cada punto

p € S admite un abierto A C E3 y un difeomorfismo de clase C”
(u,v) :U=AN S —V CE* (carta),

con V un abierto en E? (vea figura [Al). Cuando la parametrizacién ® = (u,v)~! siempre
satisface® ®, A @, # 0 se dice que la superficie es regular. Por ejemplo, si h: V — E es C!

y V C E? abierto, la grafica

{(x,y,h(m,y)) D (zyy) € V}

es una superficie regular de clase C!'. Una superficie regular también se define como un
conjunto S # B que localmente es la inversa de un valor reqular: cada p € S estd en un abierto

A C E? que es el dominio de una funcién de clase C" la cual satisface ANS C f~1(f(p)) y

V() = (f2(q), fy(@), f-(q)) #0, VYge ANS.

En particular, la superficie regular {(x,y, h(z,y)) : (x,y) € V} es f~1(0), con cero un valor

regular de
f(xvya Z) =z = h(l’, y)

En este trabajo se usan las superficies regulares de clase C*° a las que se denominan suaves.
Esto es necesario pues en se usaran las secciones normales como curvas regulares

(admiten una reparametrizacién por longitud de arco).

3La base canénica de E3 es ortonormal respecto al producto interno (.,.) y la base dual {dz,dy, dz}
satisface
p=(@y2) €E — (&,(z,y,2)=2=ds(p)
= (@, (2,y,2)) =y = dy(p)
= (@, (2,9,2)) = 2 = dz(p)

4La diferenciabilidad estd asociada a funciones definidas en conjuntos K C E3 (que pueden no ser
abiertos): g : K — E es de clase C" si existe un abierto A D K de E3 y una aplicacién G : A — E tal

que G es de clase C" y la restriccién G| x = 9g- En general (ver figuraAA)) se usan las funciones coordenadas.
5, y ®, son vectores que se obtienen usando las respectivas derivadas parciales de la funcién

(u,v) — ®(u,v) = ((]bl(u, v), p2(u, v), Pp3(u, v))
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N(p) / N(a)

Figura A.3: La aplicacién de Gauss

A.11. La aplicacién normal unitaria N : S — S? de una superficie regular se define por

AN

N =% v
(U,’U) ||(I>u A (I)vH’

(A1)

donde ® = (u,v)~! es la inversa de la carta (u,v) definida en U (vea la figura [A3). Si la
superficie es suave, N es C*°. En particular, cuando localmente la superficie es la grafica de
la funcién z = h(z,y) se obtiene ®(u,v) = (u,v,h(u,v)) = (2,y,2) y en consecuencia

(_%’ _2_27 ]-)

N(z,y,2) = m- (A2)
)’ y )

Esto implica que si localmente la superficie satisface f(z,y, z) = 0 con f(z,y, 2) = z—h(z,y),

af of @
(fff)

x>’ Dy’ Dz

= 1/ 0f Of OF\("
(5L, 55, 5Dl

N(z,y,2) (A.3)

Una superficie S C E? es orientable si puede ser cubierta por los dominios de una familia
de cartas, donde la superposicién de los dominios implica que el cambio de coordenadas
tiene jacobiano positivo en cada punto de la interseccién, es decir la correspondiente
aplicacién normal unitaria asociada coincide para ambos. En este sentido, la orientabilidad
de la superficie es equivalente a la continuidad de la aplicacién normal unitaria®, la cual
serd diferenciable automéaticamente.([dCdLI0, seccién 2.6]). Por ejemplo, orientables son las
superfies globalmente definidas por la inversa de un valor regular: la superficie se expresa
S = f~1(0), donde f es una funcién suave de valor real y definida en un conjunto abierto
A de E3 tal que S C Ay Vf(p) = (f2(p), fy(p), f-(p)) # 0 para todo p € S (esto es D f(p)
es sobreyectiva para cada p € S). Aqui la orientacién positiva es definida por la aplicacién
normal N = %. Observe que cada superficie es localmente orientable pero la orientacién
es una propiedad global en el sentido que involucra a la totalidad de la superficie, tal como
muestra la clasica Banda de Moebius ([dCALI0), seccién 2.6]) que no es orientable porque no

admite una aplicacién normal unitaria y continua, globalmente definida.

6La superficie es orientable cuando existe una aplicacién normal no degenerada y definida en cada uno de
sus puntos. No es necesario esta aplicacién sea unitaria. Pedimos que sea unitaria tan sélo para posteriormente
relacionarla con la aplicacién de Gauss. En cualquier punto p € S se tienen dos vectores normales unitarios,

que difieren solo por el signo. Asi la normal unitaria es la eleccién de uno de estas dos, en cada punto p.

10
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A.4 La primera forma fundamental

La estructura métrica, descrita en esta secciéon enriquece la nocién de superficie y permite

una clasificacién maés fina que aquella dada por los difeomorfismos.

A.12. Dada una superficie S C E3, un vector tangente a S en p € S es el vector velocidad
7'(0) € E? de una curva diferenciable v : (—&,e) — Sconv(0) =p.Si®: VCRZ—-UCS

es una parametrizacién de S, como en [A-T0), y ¢ € V entonces el subespacio bidimensional
d®,(R?) C B}, C E?

genera el conjunto de vectores tangentes a S en ®(q) e induce un plano que pasa por ®(g),
independiente de la parametrizacién ®. Este es el plano tangente a S en ®(q) = p que se

denota por T,,S. Por
T,5 = {(p, @) : (&, N(p)) =0} =p+ N(p)* CE}.

En consecuencia, TS es un subespacio vectorial de E? y su cero 0, € T,S se identifica con
p. De este modo, la eleccién de (u,v) — ®(u,v) genera
0 0
{ga=%5% =%
la base de 7,5 asociada a ®. En esta base, las coordenadas de w € T,S se determinan del
siguiente modo: o es el vector velocidad +/(0) de una curva v = ®o 3, donde 5 : (—e,e) = V
se expresa por 3(t) = (u(t),v(t)), con B(0) = g = ®~*(p), asi

d d

= 2 (20 5)(0) = = &(u(t), v(t))(0) = Lu(q)i(0) + v (g)2(0),

@ =~'(0) =

donde %(0),9(0) son las derivadas reales de u y v en cero.

B ‘q b vcs d VCR? D, (u=up)
e o
+€ / \ /—\
0 v =g (/ Q(Uo;fjb)
—€ T = ‘I)U(U = Ug)
L——//TJ, = Up

Figura A.4: Base de T},S asociada a ®.

A.13. Una familia de cartas {(U;, ¢;)}ier que cubren la superficie (U;U; = S) es un atlas
si cada vez que el dominio de dos cartas se superponen (U;; = U; NU; # 0,0 # j), entonces
ambas cartas son compatibles entre si (¢;; = ¢; o ¢j_1 2 ¢;(Uij) — ¢i(Usj) es un C"-
difeomorfismo). Un atlas maximal (o estructura diferenciable) es un atlas que contiene a
cualquier otro que sea compatible con él. Este atlas maximal permite describir el fibrado

tangente a S definido por
TS ={(p,0):pe S, T€T,S}

11
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y su estructura diferenciable resulta ser de dimensién” cuatro. Esto es verdad pues cuando
{(UA, (ux, 'UA)) })\ es una estructura diferenciable para S y {%, %} la base asociada a los
planos tangentes en los puntos de ®(V)), donde &) = (uy, U)\)_l : V), — U, es la respectiva
parametrizacién (vea[AT2), entonces existe la parametrizaciéon Wy : Vy x R?2 — T'S para el
fibrado, dada por

0 0
Uy (ur, vy, a,b) = (q),\(U,\,U,\%a— +

g 2
D b@w\)’ (a,b) € R® y (ux,vy) € Vy.

Esto significa que las coordenadas de un punto (p, W) € T'S, usando la carta \I/;\l, se obtienen
)

al anadir a las coordenadas ®y(uy,vy) de p, las coordenadas de W en la base {%, For S
Por lo tanto {(VA x R2 ¥ >\) }}\ es una familia de parametrizaciones que cubre T'S y genera
una estructura diferenciable para el fibrado tangente. Este fibrado es 1til para definir las

formas fundamentales que daremos a continuacion.

A.14. La primera forma fundamental de S en p € S es la forma bilineal simétrica

definida positiva dada por,
I,:T,SxT,S — R
(U,@) I;D(ﬁv w) = (7, u_;>p?
donde (-, -), es la restriccién a T),S del producto interno usual en E3, descrito en[AZ2l Cuando

W = ¥, usaremos la notacién

Si ®(u,v) es una parametrizacién de S y a(t) = ®(u(t),v(t)) es una curva diferenciable,

entonces

T (& (1), &/ (1)) = (a(t) Py +0(t) Py , W(t)Pu+0()Pw) = Eu(t)’+2Fu(t)o(t)+Go(t)?,

a(t)

donde

E(u,v) = <(I)u’(bu><1>(u,v)’ F(u,v) = <(I)“’(I)”>q>(u,v) y G(u,v) = <(I)v’(1)v><1>(u,v)' (A4)

Estas funciones suaves F, F y G son los coeficientes® de Ip(u,p) para la parametrizacion
®(u,v). La carta (u,v) : U — V, definida en un conjunto abierto U de S hacia el
conjunto V abierto de R? induce una base {du,dv} para el espacio de formas lineales.

Este conjunto {du, dv} es la base dual de la base {2 = ®,, & = ®,} del espacio tangente,

"La dimensién de una estructura diferenciable es igual a la dimensién algebraica del espacio vectorial

donde estan las imagenes de las cartas.

E F
8Observe que la matriz asociada a Ig(y,v) Tespecto a la base {Py, Py} de T (u,0)S es ( ) , pues
F

E F\
Ip(uw)(-) = () ( oG ) -

12

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




lN;lHCIA

TESIS PUCP RIT\CISELI}E.:I‘?AD

DEL PERU

donde ® = (u,v)™! : V — U es la aplicacién inversa (parametrizacién) de (u,v). Por la
Proposicién[A la base {du, dv} genera una nueva base {du ® du, du ® dv, dv ® du, dv ® dv}
para el espacio de formas bilineales. Por tanto, la primera forma fundamental (por ser una

forma bilineal), se puede escribir en la forma:
I =Fdu®du+ Fdu ® dv+ Fdv ® du + Gdv ® dv,

donde ® denota el producto tensorial de las 1-formas.

A.5 Geometria de la aplicacion de Gauss

Figura A.5: T,,S y TN(p)82 planos paralelos

A.15. Dada una superficie orientable y conexa’ S, la aplicacién normal de Gauss, se

define con la aplicacién normal unitaria N : S — S? (vea ecuacién ([BJ) y figura [A3):
G(p) = punto final del vector N(p), p € S.

La aplicacién normal de Gauss no depende de la carta que define N y es diferenciable.
Su derivada, llamada la diferencial normal de Gauss (DN), queda entonces definida
sobre toda la superficie; y para cada p € S la respectiva DN, es una aplicacién lineal de
T,S =p+ N(p)* en Tn()S* = N(p) + N(p)* (vea[AT2). Como T,,S y T (,)S? son planos
paralelos, pues ambos son el complemento ortogonal de la recta generada por N(p), se tiene

que DN, puede ser identificado como una aplicacién lineal de T),S en T,,S (Figura [AJ),

DN, : T,S — T,S.

9El ntimero de orientaciones que posee una superficie orientable es el doble al ntimero de componentes
conexas que posea; de aqui si es conexa posee dos orientaciones, en la cual podemos fijar solo una para

determinar la orientacién.
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Las superficies orientables inducen una orientacién en cada plano tangente. Si N satisfece

[AZ11] se define una base {01, 02} € T),S como positiva cuando

(Th x T, N) > 0.
Y, por [AZ9 el conjunto de todas las bases positivas definird una orientacién para 7),S.
Ejemplo A.16. En la esfera de radior > 0,S =S2 = {p: ||p|| = 1}, se escoge la asignacion

S*>pr N(p =2
®) =1

0]

que define una aplicacion normal de Gauss en S? y satisface DN,(T) = —. En efecto, sea
r

p = (w1,22,23) €S? y T € T,S%, entonces existe una curva v : (—e,¢) — S? tal que y(0) = p
y ¥'(0) = ¥. Si hacemos v(t) = (w1(t), z2(t), x3(t)), entonces al derivar ||y(t)|| = r respecto
de t se obtiene que

{(7(0),7'(0)) =0,
esto muestra que p = § es un vector normal a S2 en el punto p. Por esto, podemos elegir

como normal unitaria a S2, a la aplicacion definida por

(@1, 22, 23)
N(zy,z9,23) = ————
(1’ 2y 3) ||(:L'1,x2,x3)||’
X Ta, T
o también la otra orientacion T1,T2,x3) = EyASQEY’ - N or tanto, la diferencia
también la ot jentacion N HEl’Z’g;”Pttld' jal
X1,T2,T3

normal de Gauss en p queda definida como DN,(?) (si se elige el otro sentido

I
—
ol

—

para la normal, entonces DN, (T) = —9).
T

Ejemplo A.17. En el cilindro circular recto de radio r >0, S = C, = E x S}(C E?), dado

por

2 2 2
332~|—333=’r',

(07 xo, l’g)

si se escoje como aplicacion normal a N(x1,22,x3) = — . Su aplicacion normal de

(0, 5(0), 25(0))

7
sea U € TS, entonces existe una curva v : (—¢,e) — C, tal que v(0) = p y 4'(0) = 0. Si

Gauss satisface DN, (V) = — ;v = (21(0),25(0),25(0)) € T,S. En efecto,

hacemos (t) = (z1(t),z2(t), z3(t)), donde z3 + x3 = 12, entonces al derivar x5 + 23 = r?
respecto de t se obtiene
xo(t).ah(t) + z3(t).25(t) = 0.

Esto sugiere elegir como aplicacion normal unitaria a la aplicacion definida por

(0,(E2,$3) (0,(E2,$3)
N(x1,22,23) = — =— ,
(P10220%) = 770,20, 20)] "
-, . s X (071"271:3) .. . s
o también la otra orientacion N(x1,x2,23) = ———— . Elijamos como orientacién a
[1(0, w2, z3)|
(0,29, 73) . ) o )
N(z1,29,23) = T entonces la diferencial de la normal unitaria queda definida
0, 25(0), z5(0
por DN,,(7) = —M, donde 7 = (2, (0), 5(0), 24(0)).
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Proposicién A.18. Seap € E? y 8 = {&1, €2, €3} una base ortonormal de E*. Entonces:
a) El diferencial DN, : T,S — T,S es un endomorfismo autoadjunto'®.

b) La matriz relativa a la base 3 es simétrica.

c) E? posee una base ortonormal formada por los autovectores de DN,,.

Demostracion. a) Sea ® una parametrizacion local de la superficie, como en [AT0l Haciendo

N(u,v) = N o ®(u,v), la regla de la cadena muestra
Nu = DN@(U)U) ((I)u) y Nv = DN@(%U) ((I)v). (A5)

Derivando las igualdades <<I>u, N > =0y <<I>v, N > = 0, en relacién a v y u respectivamente,
se obtiene

(Do N) + (Do, Ny =0y (D, N} + (D, N,) = 0.

Sustrayendo miembro a miembro y sabiendo que ®,,, = ®,,,,, se obtiene (®,,, N,,) = (D, N,,).

Reescribiendo esta igualdad segun (AH) se obtiene

<(I)u7DN<I>(u,U)((I)v)> == <(I)U’DN<I>(u,v)((I)u)> = <DN<I>(u,v)((Du)a(I)v>a

y al ser {®,,®,} una base de T(yu.)S, resulta que para cualquier par de vectores

Wi, Wy € To(u,w)S, se cumple
(@, DN () (W2)) = (W2, DNg () (11))-

Por tanto, DN, es un endomorfismo lineal autoadjunto de 7},S relativo al producto interno
(-,)p- Esto demuestra a).
b) Para probar esto, recordemos que si § = {é’l,é'z,é'g} es base ortonormal de E?,

entonces la matriz asociada al endomorfismo DNV, se escribe

(ai7j)1§i,j§3’ donde ai,j = <é'l,DNp(é'J)>

Por a),
am = <(:_’;,DN(€J)> = <DN(é;),é}> = aj7i.
Por tanto, la matriz asociada a DN es simétrica y b) es verdad.
a ¢
c) Sea la matriz (simétrica) de DN, relativa a una base ortonormal de T},S.

c b
Los autovalores de DN, son las raices del polinomio caracteristico P(A\) = A\? — (a + b)A +

10En general un endomorfismo lineal L : E — E de un espacio vectorial real de dimensién finita provista

de un producto interno < -, - > se dice autoadjunto (o simétrico) si para cada w1, w2 € E se tiene

< w1, L(w2) = L(wi), w2 > .
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2 cuyo discriminante A = (a — b)? + 4c? es no negativo > 0. Si A = 0 entonces

ab — ¢
c =0y a=b, lo que muestra que DN es una homotecia, y entonces cualquier base de
E? esta formada por autovectores de DN. En el caso que se tenga A > 0, DN, posee
dos autovalores reales distintos A1, A2, a los que estan asociados vectores unitarios €7, €s,

entonces €7, €5 son necesariamente ortogonales,
Atler, e2) = (DNp(€1), €2) = (€1, DNp(€2)) = Az (e, e2),

= ()\1 — A2)<é'1,é'2> =0= <€1,€2> =0.

Por lo tanto c) es verdad y se concluye la prueba de la proposicién. O

A.6 La segunda forma fundamental

A.19. A un endomorfismo L : E — E autoadjunto'! se le asocia una aplicacién bilineal
B :V xV — R definida por B(¥,w) =< ¥, L(W) >, que ademds es simétrica, pues L
es autoadjunto. Por la proposicién [AI8, —DN, (ojo con el signo) es un endomorfismo
autoadjunto en relacién al producto interno en 7},S, por consiguiente admite una aplicaciéon
bilineal asociada. Esta es la segunda forma fundamental de Senp , II : T,SxT,S — R.

Especificamente 1 satisface

11,(7, W) = (¥, —DN,(W))p, (A.6)
donde (-,-), es la restriccién a T,S del producto interno usual en Ef) (descrito en [AZ2I).
Cuando % = ¥ usaremos la notacién

IIp(ﬁv U) = IIP(U) — <17’ _DNP(H»P = _<177 DNP(U»P’

para la segunda forma fundamental en el punto p y siguiendo la direccién v. Por otro lado,
si ®(u,v) es una parametrizacién de S y a(t) = ®(u(t),v(t)) es una curva diferenciable,

entonces

IIa(t) (Oz/(t)) = <a(t)(1)u + @(t)q)v’ _DNa(t) (u(t)q)u + b(t)q)v»a(t)a
= u(t)*(Py, ~DNu)(Pu))a(r) + @) () (Pus —DNag) (Po))ace)
+ 0(t)u(t)(Py, —DNu 1) (Pu)) ey + 0(t)* (Po, =D Ny (Po))at)

= ea(t)? + 2fa(t)o(t) + gi(t)?,

11En general un endomorfismo lineal L : E — E de un espacio vectorial real de dimensién finita provista

de un producto interno < -, - > se dice autoadjunto (o simétrico) si para cada w1, w2 € E se tiene

<L w1, L(wz) >=< L(w1), w2 > .
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donde e, f y g (que son funciones suaves de (u,v)) son denominados coeficientes de la

segunda forma fundamental'? y cumplen'3

e = <<I>ua_DNa(t)(<I)u)> = <<I>ua_Nu> = <(I>uu7 N>7
[= <<I>u, _DNa(t)((I)v)> = <(I>vv _DNa(t)(CDu» = <(I>uv7 N), (A'7)
g = <<I>U, —DNa(t)(fl)v» = <<I>U, —Nv> = <<I>m,, N>

En términos de la carta (u,v) : U — V y la base {du ® du,du ® dv,dv ® du,dv @ dv} del

espacio de formas bilineales, la segunda forma fundamental se puede escribir en la forma:
Il =edu®du+ fdu® dv + fdv ® du + gdv ® dv,

donde ® denota el producto tensorial de las 1-formas (vea proposicién [AZ).

Ejemplo A.20. Sea h : E2 — E de clase C*. Calcular los coeficientes de la primera y
sequnda forma fundamental para S = {(u,v, h(u,v)) : (u,v) € E?}. Por [AIA, ®(u,v) =
(u,v, h(u,v)) es una parametrizacion de S, definida en E2. De (B&4) y [AT) se obtiene:

E = (9,,9,) = ((1,0,h,),(1,0,h,)) = 1+h2,
F = <q)u7<pv> - <(1707hu)7(0717hv)> = hum
G = @,8) = (0,1,h),(0,1,h)) = 1+A2

Haciendo w = h(u,v). Entonces

e h
e = <(buu7N(ua'an)> = <(0)03 huu)) A> = ¢7
i | (=82, -2, 1)
(_%7_%’1) P
f = (@uv,N(u,v,w» — <(0903 huv)7 = o > =
M- 2l (=22, —32, 1)
(_%7_%71) P
g = <©UU7N(uvvvw)> = <(07 07 hvv); s - > =
(=52, -2, 1)]| (=22, -3, 1)

Teorema A.21. Sea Q@ C R? un conjunto abierto, conexo y simplemente conexo.

Consideremos las dos formas fundamentales I = Edu® + 2Fdudv + Gdv?, II = edu?® +

e
120bserve que la matriz asociada a I1g(y ) respecto a la base {®u, Py} de T (u,0)S €s ( ! , pues
!

g
uyu,m(..):(..)( ¢« )(z»
f g

131,a expresién para f usa la invarianza en el orden de las derivadas parciales, lo que demuestra la simetria

de I1.
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2fdudv + gdv?, siendo I definida positiva. Supéngase que las funciones E, F y G son de
clase C? ye, f y g son de clase O satisfaciendo la compatibilidad de las ecuaciones dadas

por
eg— f? _ o1, . oTt,
EG—-F?2  Ou ov

conocida como ecuacion de Gauss Weingarten, y por

+ T, =TT, + T, —THTS,,

d
% - a_q]: = e+ (T —T1) — T},
af o
a_£ — 52 = elhy+ (I3, —Tiy) — g%,

llamadas ecuaciones de Codazzi; donde Iy que aparecen en las ecuaciones son los usuales
simbolos de Christoffel. Entonces se tiene una inmersion o : Q — R? de clase C3
teniendo a I como primera forma fundamental y I1 como sequnda forma fundamental, i.e,

E = <O[u,au>, F = <O[u,O[U>, G = <05v704v>7 € = <auqua>7 f = <a’U.U7NOL>7 g = <avv7Na>7 y
Na _ (auAhaw)

T lewAas |l

Demostracion. Vea [dCALI0], [KTi83] y [Stol9]. O

Teorema A.22. Sea Q C R? un conjunto abierto, conexo y simplemente conexo. Sea
a:Q—R3ya:Q— R3 dos inmersiones de clase C® con formas fundamentales asociadas
I, = Edu? + 2Fdudv + Gdv?, 11, = edu® + 2fdudv + gdv?, I5 = Edu?® + 2Fdudv + Gdv?,

115 = edu? +2fdudv+§dv2. Supongase que I, =I5 y 11, = I15. Entonces se tiene que

existe un vector v € R y una matriz ortogonal M : R® — R? tal que & = Mo + v.

Demostracion. Vea [dCALI0], [KTi®3] y [Sto]9]. O

La continuidad de la inmersién « con respecto a las formas I, = Edu? + 2Fdudv + Gdv?
y IT, = edu? + 2fdudv + gdv?, para alguna topologia natural apropiada en el espacio de
funciones, para mayores detalles consulte [Cia02]. Este teorema fundamental, de existencia

y unicidad, en el caso donde I es solo de clase C! y II sea de clase C° esta desarrollado en

[HW50)] y en [HW53].

A.7 Curvatura gaussiana y curvatura media

N
™

A.23. La matriz . asociada al endomorfismo —DNg(,,.), con respecto a la base

b
{®y, @y} de Tp(y,)S, se obtiene haciendo el siguiente proceso:

(o

-N, = a®d, + &b,
—N, = &b, +bd,.

Si efectuamos un producto interior de cada uno de estas con ®, y ®,, se obtiene:

e = aE+éF f = aF+eG
f = F+bG g = ¢F+bG
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que en la forma matricial se escribe

e f| | EF a ¢
f g Falleobdl
despejando
- -1
a ¢ FE F e f
¢ b F G f g
O lo que es lo mismo
B 1 G -—F e f B 1 Ge—Ff Gf—Fg (A8)
EG-F*| _p g fg| EG-I?| _FetEf —Ff+Eyg '
En particular
det “c —769_‘)02 traza § _—Ge—2Ff+Eg
5] BG-F 7 34 (EG — F?)

Con esto, se define la curvatura Gaussiana K (p) de una superficie S en un punto p € S,

como el determinante de la matriz asociada a la aplicacién lineal —DN), :

eg— f?
EG— F?

Y la curvatura media H(p) es la semitraza de la matriz asociada a —DN,,:

K(p) = det(-DN,) =

Ge —2Ff+ Eg

H(p) = % traza(—DN,) = 2BC - F?)

Ejemplo A.24. Siguiendo el ejemplo [A20 se calcula H(p) y K (p) para todo p € S.

huuhvv e hqzw
I(—5%, — &, 1|2 Pty = 1y

K = = ’
) A+ h2)1+h2) —h2, (L+h2+ h2)?
9 huu h’12w 2 hm}
H(p) _ ||( du’  ov’ )H ||( ou’ ouv’ )H ||( u’ v’ )H

2[(1+h3)(1+h3) — hZ, ]

huu + huuh% - 2hq2“; + hvv + hfihvv
(14 h2 + h2)3/2 '

A.8 Curvatura y seccion normal

~—

su vector

it

A.25. Sea t — A(t) una curva regular sobre la superficie S, y T'(t) = ||7’Et)||
Y

tangente unitario. La curvatura normal de 4 en #(t), denotada por k,(7,t), es la
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14 ~//(t> — Tl((t))

componente del vector curvatura “* ¥ a lo largo de la normal unitaria N

17 @
en (t), es dedir:
kn(%,t) = componente normal del vector curvatura,
= (N GO)) = (2 N G0) ) = LDy (50)) ) cos,

@ I @l

= kcos#,
donde @ es el dngulo entre el vector curvatura 7" y la normal a la superficie!®> N. Si k # 0
entonces, podemos introducir la normal principal 77 de ~, por la ecuacién T’ = kfi, en este

caso 6 es el dngulo entre N y 7.

Figura A.6: Curvatura normal

Proposicién A.26. Sea t — F(t) una curva regular sobre la superficie S. La curvatura
normal de % en v(t) se calcula mediante

kn(1,t) = (7'(1), N(/(t)) = Iy /)( ')

(
7@l

it
Demostracion. Sea N(t) = N o~(t) y T(t) = ”:; E g” , €l vector tangente unitario a 4 en ¢.
Derivando la igualdad <T N(t)) = 0 se obtiene (T"(t), N(t)) = —(T(t),N'(t)), ysia

esta igualdad se divide entre ||’y( )|| se llega a que

<II§’((:)>II’N@)> g! _<||aT'((2||’N'(t>> \ ‘<L(t>|27N'(t)>.

11, (v ()

= D) RO

Observacion A.27. A partir de las definiciones no es dificil ver que:

e La aclaracién sobre el signo (—) que se incluyé en el [A-T9 es para asegurarnos que

I11(V) resulte +k, (en lugar que —k,,).

e El resultado de esta proposicién muestra que k, solo depende del vector tangente;

resultado que se probard a continuacién.

1 Notemos que no depende de la orientacién de la curva.
15k, da una medida de cuanto la curva v se esta doblando en la direccién perpendicular a la superficie.
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Proposicién A.28. La curvatura normal k,(v,s) en y(s) solo depende de la direccion de
la tangente a la curva en el instante s. Es decir, si v y 0 son dos curvas en S que son

tangentes una a la otra en y(so) = B(to) = po; entonces kn (7, s0) = kn(B,t0).

Demostracion. Es inmediato si se hace v = v/(s9) = §'(to). Pues por la proposicion [A20,

resulta
11y, (v'(s0)) _ 1Ip,(8'(t0))

17 (so)ll> 13 (to) 12

kn (7, 80) = kn(po) = = kn(B,t0).

O

A.29. Sea p € Sy ¥ € T,5. Una seccién normal a la superficie S en la direccién de
¥, es una curva regular v que resulta de la interseccién de S con el plano II, generado
por 7y N(p) (vea figura [A29). A consecuencia de la proposicién [A28 se puede definir la
curvatura normal de una curva regular usando solo las secciones normales; y si se quiere, se
puede pensar que estas ya estan parametrizadas por la longitud de arco. Por eso, usando la

proposicién [A28 se define:

I1,(%)

curvatura normal de la seccién normal -y

= G

= kcosb,

donde 6 es el dngulo entre N y T". Puesto que ~y se encuentra en el plano II, el vector T’ es
tangente a II, y como T" es perpendicular a ¥, se sigue que 7" es un multiplo de N. Y con
ello # =0 o0 # = m, por tanto
1) = =k
= = curvatura de la seccién normal en p en la direccion de .

El signo de la curvatura normal k, en el punto p, va a depender de la concavidad de la

Figura A.7: Seccién normal

seccién normal en el punto; es decir si la concavidad esta dirigida en el sentido de la normal
N, o en el sentido opuesto. Por ejemplo, si k,,(p) > 0 entonces 77 = N (p), esto nos indica dos
cosas : que la seccién normal se flexiona en el sentido de N(p), y que a su vez la superficie

en direccién del vector tangente se esta flexionando en el sentido de N (p).
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Ejemplo A.30. Dado el plano I1 : ax + by + cz + d = 0, el vector normal unitario
(a,b,¢)

N(p) = m es constante, para todo p € 11, por tanto DN, = 0. Mds ain, las secciones
a,b,c
normales son rectas, y por consiguiente todas las curvaturas normales son cero.
A.31. Para curvas que no estan parametrizadas por la longitud de arco, la curvatura normal
k., segin la proposicién [A28, se escribird
_ILG/(0) _ IL,G/1) a9
v®l= LK)’

donde p = y(¢). Y si la curva esta expresada en coordenadas locales v(t) = ®(u(t),v(t)), la

kn(v,t)

curavatura normal quedaria escrita como

_en(t)? + 2 fu(t)o(t) + go(t)?
- Bu(t)? +2Fu(t)o(t) + Go(t)2”

kn(v,1)

Ademés, por la observaciénlA21 (item 2), se puede escribir k,, en funcién del vector tangente
~" en la base {®,, ®,} del espacio tangente, asi

eu(t)? + 2fu(t)o(t) + gi(t)* .
Eu(t)2 + 2Fu()o(t) + Go(t)2’

i (i(8), () = (A.10)

o por
edu® + 2 fdudv + gduv*
kn(du, dv) = - %
Edu® + 2Fdudv + Gdv
dv

o e 1. . 2 o1 . .z ’
Dividiendo el numerador y denominador por du”, y escribir k;, en funcién de la razén 47,

se consigue
2
dv, e+2f§—z +g§—z
Ddu' piopds 4 ge®

la cual permite caracterizar los valores extremos de k,,, los cuales inducen las curvaturas

principales que estudiaremos a continuacion.

A.8.1 Interpretacion geométrica de la curvatura Gaussiana.

A.32. Sea p € S. Se sabe por [L3 que
K(p) = det(—DN) = Fki(p).ka(p).

La curvatura Gaussiana, es una propiedad intrinseca de la superficie, esta nos

permitira conocer localmente la forma de la superficie, es decir:

1. Si K > 0 < ky y ko tienen el mismo signo < las secciones normales, en las direcciones

principales €1 y €5, se doblan ambas en la misma direccion.

e 2 = az? + by?, donde a y b tienen el mismo signo (paraboloide eliptico). Si

p=1(0,0,0), entonces K = ab > 0.

2. Si K <0< k; y ko tienen diferente signo < las secciones normales, en las direcciones

principales €7 y €5, se doblan en direcciones opuestas.
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e z = ax? + by?, donde a y b tienen diferente signo (hiperboloide parabélico). Si

p=1(0,0,0), entonces K = ab < 0.
También, de los ejemplos vistos, se puede decir que:

Si K >0enp = lasuperficie localmente en p 6 es céncava 6 convexa,

Si K <0enp = lasuperficie localmente en p es de tipo silla.
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Apéndice B

Comentarios historicos sobre

lineas de curvatura

B.1 Momentos histéricos [SGO08|, [Sof]

B.1.1 Los momentos antes de Poincaré: Euler, Monge y Dupin.

B.1. Leonhard Euler (1707-1783), cre6 la teorfa de curvatura de superficies. El defini6 la
curvatura normal k,(p, L) sobre una superficie orientada S en una direccién tangente L
a un punto p como la curvatura, en p, de la curva plana de intersecciéon de la superficie con
el plano tangente generado por la linea L y la normal positiva unitaria N a la superficie
en p. Las curvaturas principales en p son los valores extremos de ky(p, L) cuando L
varia en las direcciones tangentes a través de p. Por tanto, las curvaturas normales son:
k1(p) = kn(p,L1) la curvatura normal méxima y kx(p) = kn(p,L2) la curvatura
normal minima, obtenidas a lo largo de las direcciones principales: L;(p), la maxima,
y La2(p), la minima.

La férmula de Euler expresa la curvatura normal k,(f) a lo largo de una direccién
haciendo un &ngulo # con la direccién principal minima Ly como k, () = k;sin?(f) +
ko cos?(6).

Euler, sin embargo parece no haber considerado las curvas integrales de los campos
de linea L;(p) : p — L;(p), ¢ = 1,2,y sobre todo del rol de los puntos umbilicos en la

cual las curvaturas principales coinciden y los campos de linea son indefinidos.

B.2. Garpar Monge (1746-1818), creé la familia de curvas integrales de los campos de
linea principales L;,i = 1,2, para el caso del ellipsoide triaxial
2 2 2

x Y z
E"rb—z'i‘g, a>b>c>0.
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Figura B.1: Direcciones principales L; y Lo.

Haciendo, por integracién directa de las ecuaciones diferenciales de los campos de las lineas de
curvaturas principales, Monge lleg6 al primer ejemplo de una foliacién con singularidades
sobre una superficie que (de ahora en adelante) serd llamado la configuracién principal
de una superficie orientable. Las singularidades consisten de los puntos umbilicos, término
matematico para designar a aquellos puntos donde las curvaturas principales coinciden y los
campos de linea son indefinidos.

El Elipsoide, equipado con ésta configuracion principal, sera llamado Elipside de Monge.

Figura B.2: Configuracién el Elipsoide de Monge.

B.3. El elipsoide mostrado en la figura [B:2 contiene algunos de los resultados tipicos de la

teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales como:

e Puntos singulares y separatrices. Los puntos umbilicos juegan el rol de puntos
singulares de las foliaciones principales, cada uno de ellos tiene una separatriz para
cada foliacién principal. Estas separatrices producen una conexién con otro punto
umbilico de el mismo tipo, para la cual esta es también una separatriz. En tal caso, se

dice que es una conexion separatriz umbilical.

e Ciclos. La configuracién principal tiene ciclos principales. En realidad, todas las lineas
principales, con la excepcion de cuatro conexiones umbilicales, son periédicas. Los

ciclos llenan cilindros o anillos, para cada foliacién.
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Esta particularidad es comin en todos los ejemplos clasicos, donde ninguna superficie
conocida exhibe ciclos aislados conocidos. Esto se deriva de la simetria de la superficie
considerada, o por la integrabilidad que esta presenta en la aplicacién del Teorema de

Dupin para familias triplemente ortogonales de superficies.

Se obtiene que la generacidad de los ciclos principales para una superficie suave son

ciclos limite hiperbdlicos.

e Estabilidad estructural. Las foliaciones principales no sufren cambios cualitativos
bajo pequenas perturbaciones en los coeficientes de el polinomio cuadrédtico que

describe la superficie.

e Bifurcaciones. Los cambios drasticos en la configuracines principales exhibidas por
la transicién de una esfera, a un elipsoide de revolucién y a un elipsoide triaxial (como
en Fig.[B2), que después de una muy pequena perturbacién, esta es una forma simple

de un fenémeno de bifurcacion.
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