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con mi trabajo. Además quisiera agradecer todo el apoyo durante la maestŕıa
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vs ∆m2, usando la data de antineutrinos de MINOS, en los
casos en que γ2 = 0 4.11 y γ2 = 4γ4 4.10. En la Figura a), b),
c) y d), la dependencia energética es n=1, n=-1, n=2 y n=-
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vs sin2 2θ para n = 0, usando la data de neutrinos de MINOS,
en los casos en que γ2 = 0 4.11 y γ2 = 4γ4 4.10. Se muestra
además el efecto de fijar un ∆m2 distinto del best-fit, tomando
los valores más extremos dentro del intervalo de confianza de
68% Ec. 4.1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.8 Curvas de exclusión al 99% del parámetro de decoherencia γ4
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cilaciones estándar (p = 2). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4.5 Valor del Criterio de Información de Akaike (AIC) para os-
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Caṕıtulo 1

Introducción

En general, se sabe que una gran variedad de sistemas abiertos pueden ser
descritos como subsistemas en interacción con un sistema más grande, lla-
mado ambiente o entorno [1]-[4]. El entorno suele ser considerado un sistema
mucho más grande, prácticamente imperturbable ante las interacciones con
el sistema abierto, por lo cuál, es tomado como invariante en el tiempo. Esto
concentra el interés, exclusivamente, en la evolución del subsistema abierto
o también llamado reducido. El sistema total, suma del subsistema reducido
y entorno, se considera que es un sistema aislado que sigue las reglas usuales
de la mecánica cuántica, es decir, realiza una evolución unitaria que conserva
la probabilidad. Sin embargo, la evolución del subsistema abierto, sin el en-
torno, ya no es unitaria, porque al existir interacción con el otro subsistema
se desarrollan efectos de dispersión e irreversibilidad. Cuando no hay una
correlación inicial entre el subsistema, el entorno y sus interacciones se la
considera débil y puede ser descrita en términos de los llamados semigrupos
dinámicos cuánticos. Estos son mapeos de la evolución en el tiempo que
encierran requerimientos f́ısicos generales como: incremento en la entroṕıa,
la composición del tiempo(propiedad de los semigrupos) y positividad com-
pleta.

La descripción de sistemas abiertos originalmente fue desarrollada para sis-
temas ópticos-cuánticos. Sin embargo, en este trabajo, nos serviremos de esta
teoŕıa para estudiar efectos de decoherencia, en el marco de part́ıculas elemen-
tales. Las motivaciones originales para investigar en este camino se deben

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

a que esta podŕıa ser una forma de observar posibles efectos de gravedad
cuántica [5]-[16]. Gravedad cuántica postula la existencia de fenómenos no
estándar, como agujeros negros virtuales, los cuales son agujeros negros que
existiŕıan temporalmente como resultado de una fluctuación del espacio-
tiempo [7]. Teóricamente, estos agujeros tienen una masa del orden de la

masa de Planck, mP ≡
√

~c
G
≈ 1.229 × 1019GeV/c2, y un tiempo de vida

alrededor del tiempo de Planck, tP ≡
√

~G
c5
≈ 5.39 × 10−44s (G es la con-

stante gravitacional). La interacción de estos agujeros negros virtuales con
part́ıculas masivas se postula que podŕıa ser una posible causa de decoheren-
cia. Asimismo, algunos trabajos postulan que también string theory podŕıa
llevar a fenómenos parecidos [17] [18] [19]. En general, algunos art́ıculos han
tratado acerca de estas interacciones y el efecto de “fricción” que sufriŕıan las
part́ıculas en su viaje a través del espacio-tiempo debido a estas, sin embargo,
sin importar cuál sea la dinámica “microscópica” de la interacción se puede
estimar la magnitud de estos nuevos efectos utilizando la teoŕıa de sistemas
cuánticos abiertos.

Las motivaciones acerca del uso de neutrinos para el estudio de efectos de de-
coherencia son: Primero, porque se estima que son muy pequeños a enerǵıas
inferiores a la masa de Planck. Por lo cuál, se considera imposible observarlos
en part́ıculas cargadas, debido a que antes de recorrer una distancia apre-
ciable interaccionaŕıan con el ambiente. Segundo, en el caso de la part́ıculas
neutras, se hizo un estudio sobre la posibilidad de medir decoherencia en neu-
trones y kaones, no obstante, la medición está muy restringida por el tiempo
de vida de estas part́ıculas. Por lo que, los neutrinos son un caso especial, ya
que, por un lado se tiene que son part́ıculas neutras que atraviesan imper-
turbablemente grandes distancias sin decaer ni interaccionar, mientras que
por otro, debido a sus oscilaciones funcionan como interferómetros de gran
escala, tal que, los posibles efectos de decoherencia pueden ser maximizados
volviéndolos medibles. En los últimos años, se están realizando varios exper-
imentos de neutrinos, por lo que es una buena oportunidad para medir estos
posibles efectos disipativos.

En este trabajo, vamos a establecer el Marco Teórico en el Caṕıtulo 2, en
el cuál, se expondrá el mecanismo de las oscilaciones de neutrinos inducida
por la diferencia de masas y el formalismo de sistema cuánticos abiertos. En
el Caṕıtulo 3, se presenta la evolución de un sistema de neutrinos como un
sistema abierto en interacción con un baño térmico, y usando los la teoŕıa
de sistema cuánticos abiertos se parametrizará los efectos de la interacción.
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En este análisis, no se considerará ningún baño en espećıfico, sino que se
realizará un análisis fenomenológico sobre las probabilidades de oscilación.
Además, aún siendo desconocida la forma microscópica de la interacción se
tomará ciertas consideraciones generales, como exigir completa positividad,
para obtener restricciones sobre los parámetros de decoherencia. Luego, us-
ando las restricciones se expondrán ciertos escenarios de decoherencia rele-
vantes, tanto dentro del modelo de dos sabores, como en el de tres neutrinos.
Posteriormente, en el Caṕıtulo 4, se realizará un análisis para ver si es posible
observar efectos de decoherencia en el experimento de MINOS. Además, se
discutirá cómo modifica la decoherencia a la composición del flujo de neu-
trinos astrof́ısicos medidos en IceCube. Finalmente, en el Caṕıtulo 5, se
presenta un resumen de los resultados obtenidos y algunas conclusiones al
respecto. El anexo A muestra un breve resumen acerca de algunos aspectos
básicos de la mecánica cuántica.



4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN



Caṕıtulo 2

Marco Teórico

2.1 Mecanismo de oscilación de neutrinos

El neutrino es una part́ıcula elemental del tipo fermiónico, neutra, que in-
teractúa sólo v́ıa fuerza débil y tiene una masa muy pequeña. Desde que fue
propuesto por primera vez en 1930 por el f́ısico austriaco Wolfgang Pauli,
esta part́ıcula ha sido encargada de revelarnos muchas cosas acerca de la
f́ısica más fundamental que rige el mundo. Su nombre se lo debe a que fue
postulado como una part́ıcula neutra y de masa muy pequeña, la cuál, deb́ıa
llevar parte de la enerǵıa y el momentum que se perd́ıa en el decaimiento
beta del neutrón. La comprobación experimental de su existencia no llegó
hasta 1956, cuando Clyde L. Cowan y Frederick Reines en un experimento
de reactor lograron medir el decaimiento beta inverso.

El sabor es una propiedad que clasifica a las part́ıculas elementales en famil-
ias, en el caso de los neutrinos, se ha probado que existen tres sabores de
neutrinos que corresponden a cada una de las familias leptónicas: electrónico,
muónico y tauónico, más sus antipart́ıculas correspondientes.

Inicialmente, se consideró al neutrino como una part́ıcula sin masa, debido a
que esta es muy pequeña y no es contemplada dentro del modelo estándar.
Sin embargo, múltiples experimentos, a lo largo de los años, han determinado

5
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que los neutrinos si poseen masa, aunque hasta hoy no se conoce el valor
exacto de esta. Existen ĺımites para el valor de la masa del neutrino, los
más restrictivos indican que es menor que la diez milésima parte de la de
un electrón, Ref. [23]. Una prueba que certifica que los neutrinos tienen
masa es que estos oscilan debido a la diferencia de sus masas cuadradas. La
oscilaciones de neutrinos es un fenómeno que se observó por primera vez en
los años 60 cuando el f́ısico norteamericano Ray Davis en el experimento de
Homestake encontró un déficit del 34% en el flujo de neutrinos solares que
se observaban en la Tierra, a esto se le denominó como el problema de los
neutrinos solares. El problema fue resuelto por el mecanismo de oscilación
de neutrinos el cuál indica que el flujo de neutrinos solares no disminúıa,
sino que estos cambian de sabor a lo largo de su viaje. Es decir, en lugar
de observar los neutrinos electrónicos que se esperaba, estos oscilan a otros
sabores.

El mecanismo de oscilación inducido por diferencia de masas, fue propuesto,
por primera vez, en 1957 por Bruno Pontecorvo en analoǵıa a las oscilaciones
de K0− K̄0. La idea central detrás de este mecanismo es que las oscilaciones
son producidas por la interferencia coherente de diferentes neutrinos masivos.
Es decir, lo autoestados del Hamiltoniano libre o autoestados de masa no
tiene correspondencia de uno a uno con los los autoestados de interacción,
sino que a un estado de sabor definido le corresponde una superposición de
diferentes estados de masa [20] [21].

De modo que, se puede formar dos bases ortonormales, una de autoestados de
interacción o de sabor |να〉 (α = e, ν, τ) y una de autoestados de masa |νi〉 (i =
1, 2, 3, ...). Ambas bases se encuentran conectadas por una transformación
lineal unitaria U , la cuál es conocida como la matriz de mezcla. Hay que
notar que es estándar considerar sólo tres autoestados de masa, tal que la
matriz unitaria es una matriz cuadrada 3× 3.

En forma general, se puede escribir los autoestados de interacción en función
de los autoestados de masa de la siguiente forma,

|να〉 =
∑
k

U∗αk|νk〉 (α = e, µ, τ). (2.1)
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E inversamente, un autoestado de masa en función de autoestados de sabor,

|νk〉 =
∑
α

Uαk|να〉. (2.2)

Definiendo los autoestados de masa y sabor como dos bases ortonormales, se
cumple,

〈νk|νj〉 = δkj (2.3)

〈να|νβ〉 = δαβ. (2.4)

Y dado que la matriz de mezcla es una matriz unitaria,

U †U = 1 ←→
∑
α

U∗αkUαj = δjk. (2.5)

Los autoestados de masa están definidos como los autoestados del Hamilto-
niano,

H|νk〉 = Ek|νk〉, (2.6)

con autovalores,

Ek =
√
~p2 +m2

k. (2.7)

La evolución de estos estados se puede calcular a través de la ecuación de
Schrödinger.

i
d

dt
|νk(t)〉 = H|νk(t)〉 (2.8)

Hay que hacer notar que los neutrinos son fermiones relativ́ıstas, por lo
que, los estados que los describen son estados biespinoriales, soluciones de la
ecuación de Dirac. Sin embargo, es posible ignorar la estructura espinorial y
recuperar la forma de la ecuación de Schrödinger con un Hamiltoniano rela-
tiv́ısta, haciendo algunas aproximaciones, véase Ref. [21] [22]. La evolución
de un autoestado de masa será la siguiente:

|νk(t)〉 = e−iEkt|νk〉. (2.9)

Conociendo esto, el estado de sabor a un tiempo t se puede calcular fácilmente,

|να(t)〉 =
∑
k

U∗αk|νk(t)〉. (2.10)
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Entonces, la probabilidad de que un neutrino producido como un neutrino
de sabor α, luego de un tiempo t, sea detectado con sabor β es

Pνα→νβ = |〈νβ|να(t)|2 =

∣∣∣∣∣
3∑

i,k=1

U∗αkUβi〈νi(0)|νk(t)〉

∣∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∑

k

U∗αkUβke
−iEkt

∣∣∣2
=
∑
k,j

U∗αkUβkUαjU
∗
βje
−i(Ek−Ej)t.

(2.11)

Considerando que los neutrinos son ultrarelativ́ıstas y que su masa es muy
pequeña, se puede considerar la siguiente aproximación:

Ek ' E +
m2
k

2E
(2.12)

Donde

E = |~p| (2.13)

es la enerǵıa del neutrino despreciando la variación por la masa. De modo
que,

Ek − Ej '
∆m2

kj

2E
Donde ∆m2

kj ≡ m2
k −m2

j (2.14)

Finalmente, la probabilidad de que un neutrino α sea detectado como un
neutrino β es:

Pνα→νβ(t) =
∑
k,j

U∗αkUβkUαjU
∗
βj exp

(
−i

∆m2
kjt

2E

)
. (2.15)

Usualmente es más útil conocer la probabilidad luego de una cierta distancia
recorrida, como los neutrinos que se suelen estudiar son neutrinos ultrarrel-
ativ́ıstas, esto se reduce a realizar sólo el siguiente cambio L ≈ t,

Pνα→νβ(L,E) =
∑
k,j

U∗αkUβkUαjU
∗
βj exp

(
−i

∆m2
kjL

2E

)
(2.16)

Además, si se define la longitud de oscilación como la distancia a la cuál la
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fase oscilatoria es 2π,

Losckj =
4πE

∆m2
kj

. (2.17)

Se puede reescribir la probabilidad de oscilación, como:

Pνα→νβ(L,E) =
∑
k

|Uαk|2|Uβk|2 + 2Re
∑
k>j

U∗αkUβkUαjU
∗
βjexp

(
−2πi

L

Losckj

)
(2.18)

Otra forma conveniente de expresar la probabilidad es la siguiente:

Pνα→νβ(L,E) = δαβ − 4
∑
k>j

Re[U∗αkUβkUαjU
∗
βj] sin2

(∆m2
kjL

2E

)
+ 2

∑
k>j

Im[U∗αkUβkUαjU
∗
βj] sin

(∆m2
kjL

2E

)
(2.19)

La probabilidad de oscilación es llamada probabilidad de supervivencia cuando
α = β, mientras que si α 6= β, es conocida como probabilidad de transición.

El caso de antineutrinos, es análogo al caso de neutrinos, en ambos se tiene
que la base de autoestados de interacción o sabor y los de masa están rela-
cionados v́ıa una matriz de mezcla. Sin embargo, las relaciones son las com-
plejas conjugadas de los neutrinos:

|ν̄α〉 =
∑
k

Uαk|ν̄k〉 (α = e, µ, τ) (2.20)

Asimismo, la probabilidad de oscilación para antineutrinos es análoga a la
de neutrinos, salvo que las matrices de mezcla son las complejas conjugadas,

Pν̄α→ν̄β(t) =
∑
k,j

UαkU
∗
βkU

∗
αjUβj exp

(
−i

∆m2
kjt

2E

)
. (2.21)
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Reescribiendo esta probabilidad se tiene,

Pν̄α→ν̄β(L,E) = δαβ − 4
∑
k>j

Re[U∗αkUβkUαjU
∗
βj] sin2

(∆m2
kjL

2E

)
− 2

∑
k>j

Im[U∗αkUβkUαjU
∗
βj] sin

(∆m2
kjL

2E

)
. (2.22)

La única diferencia con la probabilidad con la de neutrinos, Ec. 2.19, es que
el término imaginario lleva el signo opuesto.
Resultados idénticos pueden ser obtenidos considerando un ensemble de neu-
trinos descritos por una matriz densidad ρ = |ν〉〈ν|. La evolución de la
matriz densidad, cuando no existen efectos de disipativos o de decoherencia,
está dada por la ecuación de Liouville:

d

dt
ρ = i[Heff, ρ] (2.23)

En el Caṕıtulo 3, se va a trabajar con este formalismo para calcular la proba-
bilidad de oscilación, no obstante, se le añadirá un término disipativo añadido
para representar la interacción del neutrino con un entorno.

2.1.1 Oscilación de neutrinos en dos generaciones

La aproximación de dos sabores consiste en considerar solo dos neutrinos
masivos que están asociados a dos autoestados de sabor por una matriz
real 2 × 2. Esta es una aproximación muy útil, ya que, permite que las
probabilidades de oscilación sean mucho más simples y dependan de menos
parámetros que en el caso de tres sabores. Además la gran mayoŕıa de
experimentos no son sensibles a la influencia de la mezcla de los tres neutrinos.
Por lo que, para un análisis simple puede usarse un modelo efectivo de dos
sabores. La matriz de mezcla se puede parametrizar por un ángulo de mezcla:

U =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
(2.24)
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El ángulo se encuentra entre 0 ≤ θ ≤ π/2. Mientras que sólo habrá una
diferencia de masas al cuadrado, la cuál producirá la interferencia.

∆m2 ≡ ∆m2
21 ≡ m2

2 −m2
1 (2.25)

Reemplazando en la ecuación 2.22, la probabilidad de transición queda como,

Pνα→νβ(L,E) = sin2 2θ sin2 ∆m2L

4E
(α 6= β). (2.26)

Asimismo, la probabilidad de supervivencia es,

Pνα→να(L,E) = 1− sin2 2θ sin2 ∆m2L

4E
. (2.27)

La longitud de oscilación en este caso será única,

Losc =
4πE

∆m2
. (2.28)

2.1.2 Oscilación de neutrinos en tres generaciones

El caso de tres generaciones, es más complicado que el de dos sabores, la
matriz de mezcla es una matriz compleja 3× 3. La parametrización de esta
matriz dependerá de si, los neutrinos son part́ıculas de Dirac o de Majorana.
En el caso de oscilaciones estándar, no se puede distinguir entre ambos,
en este estudio, se tomará a los neutrinos como part́ıculas de Dirac. Una
matriz de mezcla unitaria general de part́ıculas de Dirac n × n puede ser
parametrizada por n(n−1)/2 ángulos de rotación y n(n+1)/2 fases complejas
de las cuáles 2n− 1 pueden ser absorbidas redefiniendo los campos [23] [24].
Para una matriz 3 × 3, se tienen entonces tres ángulos de mezcla θ12, θ13 y
θ23, y una fase compleja δCP. A esta matriz de mezcla de tres neutrinos se
la conoce como la matriz PMNS (Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata), fue
introducida por primera vez por Ziro Maki, Masami Nakagawa y Shoichi
Sakata en 1962 para explicar las oscilaciones de neutrinos propuestas por
Bruno Pontecorvo. La parametrización estándar de esta matriz se puede ver
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a continuación,

U =

1 0 0
0 c23 s23

0 −s23 c23

 c13 0 s13e
−iδCP

0 1 0
−s13e

iδCP 0 c13

 c12 s12 0
−s12 c12 0

0 0 1


=

 c12c13 s12c13 s13e
−iδCP

−s12c23 − c12s13s23e
iδCP c12c23 − s12s13s23e

iδCP c13s23

s12s23 − c12s13c23e
iδCP −c12s23 − s12s13c23e

iδCP c13c23


(2.29)

Como se ha visto, las oscilaciones son generadas por la diferencia de masas
al cuadrado. A diferencia del caso de dos neutrinos donde sólo hay una
diferencia de masa, en el caso de tres neutrinos hay tres: ∆m2

21, ∆m2
31 y

∆m2
32, aunque sólo dos son indepedientes. Justamente esto coincide con las

dos escalas de oscilaciones que han sido observadas: la escala atmosférica
(∆m2

ATM) y la solar (∆m2
SOL). Las oscilaciones atmosféricas fueron obser-

vadas, por primera vez, por el experimento de Super-Kamiokande en 1998
[25], mientras que las oscilaciones de neutrinos solares fueron detectadas por
primera vez en Homestake en los años 60 y son confirmadas en 2002 por el
experimento de SNO (Sudbury Neutrino Observatory) [26]. Las escalas de
las oscilaciones son bien diferenciadas, una diferencia de masas cuadradas es
mucho mayor que la otra, Ref. [27],

∆m2
SOL (7.5× 10−5 eV2)� |∆m2

ATM| (2.457× 10−3 eV2). (2.30)

De modo que, cuando se busque medir la diferencia de masas a escala at-
mosférica, ∆m2

ATM, las oscilaciones de escala solar, ∆m2
SOL, no serán rele-

vantes. Y viceversa en experimentos de escala solar, neutrinos solares o de
reactor, las oscilaciones debido a ∆m2

ATM son tan rápidas que no pueden
ser medidas y deben ser promediadas. El signo de ∆m2

ATM no ha sido de-
terminado aún con los experimentos actuales, aunque probablemente con
experimentos como T2K, NOνA o DUNE pueda llegar a ser definido.

En el caso de tres generaciones existen dos posibilidades de ordenar el es-
pectro de masas, con jerarqúıa normal (NH), m1 < m2 < m3, o jerarqúıa
invertida (IH), m3 < m1 < m2, como se muestra en la Figura 2.1. Es conve-
niente asignarle números a la diferencia de masas.

∆m2
SOL = ∆m2

21, ∆m2
ATM = |∆m2

31| ≈ |∆m2
32| (2.31)
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Figure 2.1: Espectro de masas de los neutrinos con jerarqúıa normal y con

jerarqúıa invertida. Figura tomada de la referencia [27].
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2.2 Sistemas cuánticos abiertos

El estudio de los sistemas cuánticos abiertos usualmente está asociado a
la óptica cuántica o al estudio de sistemas cuánticos termodinámicos, sin
embargo, ésta es una teoŕıa que, en general, permite describir la evolución
de un sistema en interacción con otro. En este trabajo, se utilizará la teoŕıa
de sistemas cuánticos abiertos para simular la interacción de un sistema de
neutrinos en interacción con un reservorio y de esa forma estimar la magnitud
de los efectos de la decoherencia en la oscilación de neutrinos. Para esto,
a continuación se hará una revisión básica de la dinámica que decribe la
evolución de estos sistemas. Hay que notar que existe una extensa biliograf́ıa
que abordan este tema de distintos enfoques, véase [1]-[4].

2.2.1 Mapeos Dinámicos

En términos generales, un sistema abierto es un sistema S, llamado sistema
reducido, que se encuentra en interacción con otro sistema B, conocido como
entorno o ambiente. La suma de estos dos subsistemas genera el sistema
total S + B. El espacio de Hilbert del sistema completo S + B es dado
por el producto tensorial de los dos espacios: H = HS ⊗ HB. Un imagen
esquemática del sistema total se puede ver en la Figura 2.2.

El Hamiltoniano total se escribe de la siguiente forma,

H(t) = HS ⊗ IB + IS ⊗HB + ĤI(t). (2.32)

Donde HS es el Hamiltoniano libre del sistema abierto S, HB es el Hamiltoni-
ano libre del ambiente B y ĤI es el Hamiltoniano que describe la interacción
entre los sistemas.

La evolución de la matriz densidad de un sistema aislado, se sabe que es dada
por la ecuación de Liouville

d

dt
ρ(t) = Lρ = −i[H(t), ρ(t)] (2.33)



2.2. SISTEMAS CUÁNTICOS ABIERTOS 15

Figure 2.2: Representación esquemática de un sistema cuántico abierto.

y su solución puede ser escrita en función de los operadores unitarios de
evolución U(t, t0).

ρ(t) = U(t, t0) ρ(t0)U †(t, t0) (2.34)

Donde

U(t, t0) = e−iH(t−t0) (2.35)

Para introducir el concepto de mapeo dinámico, se considerará que se puede
preparar un sistema desacoplado a tiempo t = 0, tal que, el estado inicial del
sistema total S +B pueda ser escrito como:

ρ(0) = ρS(0)⊗ ρB. (2.36)

Donde ρS(0) es el estado inicial del sistema reducido S y ρB representa al es-
tado del ambiente. El sistema total es considerado como un sistema cerrado,
tal que, el estado a un tiempo t es

ρ(t) = U(t, 0) [ρS(0)⊗ ρB]U †(t, 0). (2.37)
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Sin embargo, en el estudio de un sistema abierto, el estado del sistema total
no es de interés, sino que interesa concretamente la evolución del estado
reducido,

ρS(t) = trB[ρ(t)]. (2.38)

De modo que, la evolución del sistema S a un tiempo t > 0 puede ser escrita
de la forma

ρS(0) � ρS(t) = V (t)ρS(0) = trB[U(t, 0)[ρS(0)⊗ ρB]U †(t, 0)]. (2.39)

En el caso de un sistema abierto, se tiene que el entorno, usualmente asoci-
ado a un sistema de infinitos grados de libertad, es tomado como un sistema
que no evoluciona temporalmente, por ejemplo, un baño térmico. Esta con-
sideración permite definir un mapeo del espacio S(HS) de matrices densidad
del sistema reducido en el mismo,

V (t) : S(HS) ←→ S(HS) (2.40)

A este mapeo, que describe el cambio del sistema abierto en el tiempo, se lo
llama mapeo dinámico.

Ahora, la matriz ρB del entorno usando se puede escribir usando su descom-
posición espectral.

ρB =
∑
α

λα |ψα〉〈ψα|. (2.41)

De modo que, el mapeo dinámico se pueda descomponer en la llamada suma
de Krauss o integral de Krauss, en el caso continuo,

V (t)ρS =
∑
α,β

Wαβ(t) ρSW
†
αβ(t). (2.42)

Donde los operadores de Krauss, Wαβ, son operadores del espacio de Hilbert
del sistema reducido, HS.

Wαβ(t) =
√
λβ 〈ψα|U(t, 0)|ψβ〉. (2.43)

Además, se puede probar fácilmente que los operadores de Krauss satisfacen
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la condición:∑
α,β

W †
αβ(t)Wαβ(t) =

∑
β

λβ 〈ψβ|U †(t, 0)

(∑
α

|ψα〉〈ψα|

)
U(t, 0)|ψβ〉 = IS. (2.44)

La cuál nos lleva a que la traza es preservada,

tr[V (t)ρS ] = tr

[
ρS
∑
α,β

W †
αβ(t)Wαβ(t)

]
= tr[ ρS ] = 1. (2.45)

Por ende, nos asegura que al usarlos no haya pérdida de probabilidad, ya
que, como se conoce, la traza de la matriz densidad da la suma de las prob-
abilidades del sistema.

2.2.2 Semigrupos dinámicos completamente

positivos

En general, la dinámica del sistema reducido puede ser definido exactamente
por la ecuación 2.39. Sin embargo, bajo la condición de que el tiempo de
correlación de la interacción con el ambiente es relativamente corto, se puede
considerar que la evolución del sistema es markoviana, no guarda memoria,
y puede ser descrita por un semigrupo dinámico completamente positivo.
En la siguiente sección, 2.2.3, se ahondara un poco más en la discusión de
las condiciones f́ısicas precisas que implican esto. Dicho esto, veamos cuáles
son las caracteŕısticas de estos semigrupos y porqué son importantes para
representar la evolución de un sistema f́ısico.

Según el formalismo de los semigrupos de un parámetro t, t ≥ 0, un semi-
grupo puede ser escrito de la siguiente forma:

V (t) = eLt (2.46)
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o asimismo

d

dt
ρ(t) = Lρ(t) (2.47)

Donde L es el generador del semigrupo y representa a un superoperador.

Las caracteŕısticas de un semigrupo dinámico completamente positivo son:

1. Propiedad fundamental de un semigrupo:

V (t2)V (t1) = V (t1 + t2), t1, t2 ≥ 0. (2.48)

Esto dice que la evolución de un sistema no depende de su estado
pasado, sino que sólo depende del estado actual. En suma, es un sistema
sin memoria o Markoviano, como ya habiamos anticipado.

2. Continuidad,

lim
t→0

V (t)ρ(0) = ρ(0). (2.49)

3. Preserva la traza,

Tr[ρ] = Tr[V (t)ρ]. (2.50)

Requerimiento importante, pues supone la conservación de la probabil-
idad.

4. Completa Positividad,

ρ ≥ 0⇒ V (t)ρ ≥ 0. (2.51)

Mientras la positividad asociada a una matriz Hermı́tica significa que
los autovalores de la matriz son positivos, positividad de un mapeo
significa que el mapeo V (t) lleva una matriz positiva a otra matriz
positiva. Es decir, serán mapeos positivos aquellos que conserven la
positividad de una matriz.

Sin embargo, cuando se trata con sistemas entrelazados cuánticamente,
se debe cambiar la condición de postividad por una más fuerte, com-
pleta positividad. Esta condición restringe la posibilidad de que el
sistema reducido esté acoplado a algún otro sistema remoto. Para ex-
plicar esto, se tomarán dos sistemas ρ(1) y ρ(2), ambos evolucionan por
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los mapeos dinamicos positivos V1 y V2, respectivamente. La acción
de cada uno de estos debeŕıa ser independiente y no afectar al otro
sistema, sin embargo, no siempre es aśı, logrando que se dé el caso en
que la acción conjunta de ambos mapeos sobre el sistema total ρ(1)(2)

no sea positiva.

V1 ⊗ V2 ρ
(1)(2) � 0 (2.52)

Por esto, cuando se exige completa positividad, se pide que el sistema
de estudio ρ1 no vaŕıe por la evolución de ningún otro sistema,

V1 ⊗ I2 ρ(1)(2) ≥ 0 (2.53)

Una interpretación f́ısica que se le puede dar a la completa positividad
es de la siguiente forma, tenemos el sistema ρ(1) que pudo haber inter-
actuado en el pasado con el sistema ρ(2). Luego de que haya terminado
la interacción y antes de que empieze la evolución de ρ(1) quedan cor-
relaciones estad́ısticas entre los sistemas, que estan incorporadas en el
sistema total ρ(1)(2). No obstante, cuando comienza la evolución del
sistema reducido el mapeo o la transformación que afecte a ρ(1) debe
dejar invariante a ρ(2), el entorno.

Ahora, usando la definición de la derivada en la ecuación 2.47 se puede con-
struir la forma más general del generador infinitesimal L

d

dt
ρS = LρS

= lim
ε→0

1

ε
(ρS(t+ ε)− ρS(t)) = lim

ε→0

1

ε
(V (ε)ρS(t)− ρS(t))

(2.54)

Considérese el caso más simple de un espacio de Hilbert HS de dimensión
finita, dimHS = N . El espacio correspondiente espacio de Liouville es un
espacio complejo de dimensión N2 en el cuál se elegirá una base completa de
operadores ortonormales Fi, i = 1, 2, ..., N2 con producto interno,

(Fi, Fj) ≡ tr[F †i Fj] = δij. (2.55)

Por conveniencia, se elige un elemento de la base proporcional a la identidad,
y se denotará como FN2 = (1/N)1/2IS, tal que, los otros operadores de la
base tengan traza cero, trFi = 0, para los i = 1, 2, ..., N2− 1. De esta forma,
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se puede escribir los operadores de Krauss en esta base de operadores,

Wαβ(t) =
N2∑
i=1

(Fi,Wαβ(t))Fi. (2.56)

Y a su vez, se puede reescribir la ecuación 2.42,

V (t)ρS =
N2∑
i,j=1

cij(t)FiρSF
†
j . (2.57)

Donde los coeficientes son

cij ≡
∑
α,β

(Fi,Wαβ(t)) (Fj,Wαβ(t))∗. (2.58)

Nótese que la matriz de los coeficientes c = (cij) es Hermı́tica y que para
cualquier vector complejo v de dimensión N2 se tiene que:∑

i,j

cijv
∗
i vj =

∑
α,β

∣∣∣(∑
i

viFi,Wαβ(t))
∣∣∣2 ≥ 0 (2.59)

Lo que prueba que c es positivo definido.

De la definición del generador L, ec 2.54, y usando tanto la ecuación 2.42,
como la definición de FN2N2 , se puede reescribir L de la siguiente forma,

LρS = lim
ε→0

1

ε
(ρS(t+ ε)− ρS(t)) = lim

ε→0

1

ε
(V (ε)ρS(t)− ρS(t))

= lim
ε→0

{
1

N

cN2N2(ε)−N
ε

ρS +
1√
N

N2−1∑
i=1

(ciN2(ε)

ε
Fi ρS

+
cN2i(ε)

ε
ρS F

†
i

)
+

N2−1∑
i,j=1

cij(ε)

ε
Fi ρS F

†
i

}
.

(2.60)

A continuación, los coeficientes aij, están definidos de la siguiente forma,

aN2N2 = lim
ε→0

cN2N2(ε)−N
ε

, (2.61)
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aiN2 = lim
ε→0

ciN2(ε)

ε
, i = 1, ..., N2 − 1, (2.62)

aij = lim
ε→0

cij(ε)

ε
, i, j = 1, ..., N2 − 1. (2.63)

las cantidades

F =
1√
N

N2−1∑
i=1

aiN2Fi (2.64)

y

G =
1

2N
aN2N2IS +

1

2
(F † + F ), (2.65)

aśı como el operador Hermı́tico

H =
1

2i
(F † − F ). (2.66)

Nótese que la matriz formada por los coeficientes aij, i, j = 1, 2, ..., N2− 1 es
Hermı́tica y positiva definida. Con ayuda de las definiciones anteriores, se
puede escribir el generador como

LρS = −i[H, ρS] + {G, ρS}+
N2−1∑
i,j=1

aijFiρSF
†
j (2.67)

Esto aunado al requerimiento de que el semigrupo preserva la traza, se tiene
que para cualquier matriz densidad ρS

0 = trS

[(
2G+

N2−1∑
i,j=1

aijFiF
†
j

)
ρS

]
, (2.68)

donde se puede deducir que

G = −1

2

N2−1∑
i,j=1

aijF
†
j Fi. (2.69)
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Con esto, se llega a la primera forma estándar del generador,

LρS = −i[H, ρS] +
N2−1∑
i,j=1

aij(FiρSF
†
j −

1

2
{F †j Fi, ρS}) (2.70)

Dado que la matriz a = (aij) es positiva puede ser diagonalizada con la
apropiada transformación u,

u a u† =


γ1 0 ... 0
0 γ2 ... 0
0 0 ... 0
0 0 ... γN2−1

 . (2.71)

Donde los autovalores γk son no negativos. Finalmente, introduciendo los
operadores

Fi =
N2−1∑
k=1

ukiAk, (2.72)

se obtiene la forma diagonal del generador. Esta ecuación es conocida como
la ecuación de Lindblad.

L ρS = −i [H, ρS] +
N2−1∑
k=1

γk

(
Ak ρS A

†
k −

1

2
A†k Ak ρS −

1

2
ρS A

†
k Ak

)
(2.73)

Tal que, los autovalores γk son no negativos y los operadores Ak son op-
eradores de dimensión N × N . Esta ecuación describe la dinámica de un
semigrupo dinámico complemente positivo.

En el cálculo del generador infinitesimal, no se indica nada acerca del sig-
nificado f́ısico de los operadores Ak. Sin embargo, estos tendrán distintos
significados de acuerdo al contexto que se estudie, podrán ser operadores
spinoriales cuando se estudie un sistema de spines o una descomposición
de del operador dipolar atómico en el caso de un átomo de dos niveles en
interacción con un campo eléctrico, Ref. [1].
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2.2.3 Derivaciones microscópicas

No obstante, ya se ha obtenido la ecuación de Lindblad para describir la
evolución de un semigrupo dinamico completamente positivo, es de interés
poder obtener el generador de este semigrupo, a partir de la dinámica Hamil-
toniana del sistema total. En esta sección, se estudiará dos de los ĺımites bajo
los cuales es válido considerar que el sistema es Markoviano y su evolución
puede ser descrita por un semigrupo dinámico completamente positivo. Estos
dos ĺımites son: el weak coupling limit y el singular coupling limit.

Ambos ĺımites sirven para implementar la evolución según un semigrupo
dinámico y responden, a groso modo, a que la razón entre τR/τB es grande,

τR � τB. (2.74)

Donde τR es el tiempo de variación t́ıpica de ρ(t) o tiempo de relajación,
mientras que τB es el tiempo de decaimiento de las funciones de correlación
en el ambiente. La diferencia entre estos dos ĺımites es la forma de generar
el ĺımite de la ecuación 2.74. Por un lado, el weak coupling limit es válido
para casos en los que τB tiene un valor finito, sin embargo, τR es muy grande.
Mientras que el singular coupling limit es válido cuando τB es muy pequeño y
τR es finito. Cabe en este punto, hacer la pregunta: ¿Alguno de estos ĺımites
es válido para el caso de los neutrinos?. La respuesta es: Śı, ambos ĺımites
lo son. Porque en el caso de un neutrino identificamos τR como el tiempo de
vida de un neutrino, y dado que no hay evidencia de que un neutrino decaiga
en otras part́ıculas, τR →∞, por tanto, cumple con ambos ĺımites.

2.2.3.1 Weak Coupling Limit

El estudio de estos ĺımites, se realizará en la imagen de interacción, en el
anexo A se puede encontrar una breve revisión acerca de la imagen de in-
teraccion. Ahora, la forma cómo se hab́ıa definido el Hamiltoniano total de
sistema es, H = HS + HB + ĤI y la ecuación de Liouville en la imagen de
interacción mantendrá su forma,

d

dt
ρI(t) = −i[HI(t), ρI(t)]. (2.75)
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Esta se puede expresar en forma integral,

ρI(t) = ρI(t0)− i
∫ t

t0

ds[HI(s), ρI(s)]. (2.76)

Sin embargo, el Hamiltoniano no es el mismo, el Hamiltoniano en la imagen
de interacción está definido como,

HI(t) = U †0(t, t0)ĤI(t)U0(t, t0), (2.77)

donde U0(t, t0) es el operador evolución definido anteriormente, Ec. 2.35. Tal
que el operador unitario en la imagen de interacción está definido como,

UI(t, t0) ≡ U †0(t, t0)U(t, t0). (2.78)

La evolución de la matriz densidad guarda la misma estructura que en la
imagen de Schrödinger, pero con otros operadores evolución,

ρI(t) = UI(t)ρ(t0)U †I (t, t0). (2.79)

En adelante, se trabajará en la imagen de interacción salvo que se especifique
lo contrario, se quitará el sub́ındice I, ρI = ρ y trB(ρI) = ρS. Reemplazando
en la ecuación de evolución, se tiene,

d

dt
ρ(t) = −

∫ t

0

ds trB[HI(t), [HI(s), ρ(s)]]. (2.80)

Aqúı se se asume que

tr[HI(t), ρ(t0)] = 0. (2.81)

Como parte de desligar la evolución del sistema reducido de la del mbiente,
se toma la aproximación de Born, la cuál indica que el estado del ambiente
no cambia en el tiempo. Esta aproximación asume impĺıcitamente el weak
coupling limit, es decir, la interacción o acoplamiento entre los dos sistemas
es lo suficientemente débil para considerar que la influencia de la interacción
en el entorno es despreciable, dejando a este último invariable.

ρ(t) ≈ ρS(t)⊗ ρB. (2.82)

Sin embargo, hay que recalcar que, a pesar de esta aproximación, śı existe
interacción entre el ambiente y el sistema S, pero se considera que ésta es
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atenuada rápidamente en comparación con la escala de tiempo con la que
evoluciona el sistema.

d

dt
ρ(t) = −

∫ t

0

ds trB[HI(t), [HI(s), ρS(s)⊗ ρB]] (2.83)

Luego, se hace la aproximación Markoviana, esta indica que la variación del
sistema sólo depende del estado actual. Para esto, se reemplazará ρS(s) por
ρS(t) y aśı se obtiene la llamada ecuación de Redfield, que aunque es local
en el tiempo aún depende de como fue preparado a tiempo t = 0,

d

dt
ρ(t) = −

∫ t

0

ds trB[HI(t), [HI(s), ρS(t)⊗ ρB]] (2.84)

Esto implica que todav́ıa no se puede representar la dinámica del sistema
por un semigrupo dinámico porque la evolución aún no es completamente
Markoviana. Para lograr que lo sea, se cambiará s por t − s en la integral
y el ĺımite de la integral a t = ∞, esto es posible porque el integrando
desaparece rápidamente para s � τB. La aproximación Markoviana, por lo
tanto, es justificada si la escala de tiempo τR sobre la cual el sistema vaŕıa
apreciablemente es grande a comparación de la escala de τB sobre la cual las
funciones de correlación del reservorio decaen. De modo que se obtiene,

d

dt
ρ(t) = −

∫ ∞
0

ds trB[HI(t), [HI(t− s), ρS(t)⊗ ρB]]. (2.85)

Esta ecuación es conocida como the Markovian Quantum Master Equation
(MQME). A pesar de las aproximaciones hechas, no se puede aún confirmar
que la evolución es dada por un semigrupo. Se debe hacer la rotating wave
approximation para eliminar términos que oscilen muy rápido. Primero, se
escribe la forma más general del Hamiltoniano de interacción en la imagen
de Schrödinger,

ĤI =
∑
α

Aα ⊗Bα. (2.86)

Donde se define los operadores,

Aα(ω) ≡
∑
ε′−ε=ω

Π(ε)AαΠ(ε′). (2.87)
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Con Π(ε) proyectores sobre el espacio de autovalores de HS con autovalor ε.
De manera que,

eiHStAα(ω)e−iHSt = e−iωtAα(ω)

eiHStA†α(ω)e−iHSt = e+iωtAα(ω).
(2.88)

Entonces, usando la relación de completitud,
∑

ω Aα(ω) = Aα, el Hamiltoni-
ano de interacción en la imagen de Schrödinger se puede escribir como,

ĤI =
∑
α,ω

Aα(ω)⊗Bα =
∑
α,ω

A†α(ω)⊗B†α. (2.89)

Y en la imagen de interacción,

HI(t) =
∑
α,ω

e−iωtAα(ω)⊗Bα(t) =
∑
α,ω

e+iωtA†α(ω)⊗B†α(t) (2.90)

Reemplazando este Hamiltoniano en la MQME, se obtiene,

d

dt
ρS(t) =

∫ ∞
0

ds trB[HI(t− s) ρS(t) ρBHI(t)−HI(t)HI(t− s) ρS(t) ρB] + h.c.

=
∑
ω,ω′

∑
α,β

ei(ω
′−ω)t Γαβ(ω)

(
Aβ(ω) ρS(t)A†α(ω′)

− A†α(ω′)Aβ(ω) ρS(t)
)

+ h.c.

(2.91)
Donde

Γαβ(ω) ≡
∫ ∞

0

dseiωs〈B†α(t)Bβ(t− s)ρB〉 (2.92)

Y las funciones de correlación del reservorio están definidas como:

〈B†α(t)Bβ(t− s)〉 ≡ tr[B†α(t)Bβ(t− s)ρB] (2.93)

Sin embargo, de acuerdo a la aproximación de Born, el ambiente no es de-
pendiente del tiempo, por lo que, se puede eliminar cualquier dependencia
temporal de la MQME.

〈B†α(t)Bβ(t− s)〉 = 〈B†α(s)Bβ(0)〉 (2.94)

Se denota como τS ∼ |ω′−ω|−1 a la escala de tiempo de la evolución intŕınseca
del sistema. Los términos ω′ 6= ω oscilan muy rápido, tal que, promediados
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en el tiempo de relajación τR, son despreciables. De esta forma, quedan sólo
con los términos ω′ = ω de la integral,

d

dt
ρS(t) =

∑
α,ω

Γαβ(ω)

(
Aβ(ω)ρS(t)A†α(ω)−A†α(ω)ρS(t)Aβ(ω)

)
+h.c. (2.95)

Ahora es posible descomponer la transformada de Fourier de las funciones
de correlación de la siguiente forma,

Γαβ(ω) =
1

2
γαβ(ω) + i Sαβ(ω) (2.96)

Donde

Sαβ(ω) =
1

2i
(Γαβ(ω)− Γ∗αβ(ω)) (2.97)

γαβ(ω) = Γαβ(ω) + Γ∗βα(ω) =

∫ +∞

−∞
ds eiωs〈B†α(s)Bβ(0)〉 (2.98)

Reemplazando las anteriores definiciones se puede reescribir la MQME de la
misma forma que se escribió la ecuación de Lindblad,

d

dt
ρS(t) = −i[HLS, ρS(t)] +D(ρS(t)). (2.99)

Donde se define el Hamiltoniano Lamb-Shift,

HLS =
∑
ω

∑
α,β

Sαβ(ω)A†α(ω)Aβ(ω) (2.100)

Y el término disipativo,

D(ρS) =
∑
ω

∑
α,β

γαβ(ω)
(
Aβ(ω)ρSA

†
α(ω)− 1

2
{A†α(ω)Aβ(ω), ρS}

)
(2.101)

Finalmente, se puede observar que la dinámica que describe el sistema en el
weak coupling limit es la misma que la que describe la ecuación de Lindblad.
Aśı que, se puede concluir que es válido describir el sistema con el formalismo
de los semigrupos dinámicos completamente positivos.

d

dt
ρS(t) = −i [HS +HLS, ρS(t)] +D(ρS(t)) (2.102)
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2.2.3.2 Singular Coupling Limit

En el weak-coupling limit, se asume que la perturbación causada por la inter-
acción del sistema reducido con el ambiente es pequeña. Este caso es análogo
al anterior, solo que ahora se toma el siguiente Hamiltoniano

H = HS + ε−2HB + ε−1HI (2.103)

Donde el Hamiltoniano de interacción es escrito como:

HI =
∑
α

Aα ⊗Bα (2.104)

Con Aα y Bα Hermı́tico. El procedimiento será el mismo que se hizo para el
weak coupling limit, salvo que se considera el ĺımite ε → 0 y ahora no será
necesario hacer la rotating wave approximation. El resultado de la derivación
es el siguiente,

d

dt
ρS(t) = −i[HS +HLS, ρS(t)] +

∑
αβ

γαβ(Aβ ρS(t)Aα −
1

2
{AαAβ, ρS(t)})

(2.105)
Donde el Hamiltoniano Lamb shift, es

HLS =
∑
αβ

SαβAαAβ. (2.106)

Con Sαβ definido como antes y

γαβ =

∫ +∞

−∞
ds 〈Bα(s)Bβ(0)〉 (2.107)

la matriz γαβ es Hermı́tica y positiva.



Caṕıtulo 3

Decoherencia en la oscilación

de neutrinos

Como evolución Hamiltoniana se conoce a la evolución temporal de un sis-
tema f́ısico descrito por la ecuación de Schrödinger, en el caso de ensembles
puros, o por la ecuación de Liouville, en el caso de los mixtos. Este tipo de
evolución es caracteŕıstica de los sistemas aislados y viene representada por
el grupo de transformaciones continuas U(t) = e−iHt. La existencia de una
inversa del generador infinitesimal H, nos indica que los procesos en un sis-
tema aislado son reversibles. Por otro lado, como se ha visto anteriormente,
la evolución de un sistema abierto está caracterizada, por el contrario, por la
presencia de efectos disipativos que provocan una evolución no Hamiltoniana
con procesos irreversibles. Por lo tanto, la evolución de un sistema abierto
no está caracterizada por un grupo, sino que es descrita por los llamados
semigrupos cuánticos dinámicos.

De acuerdo a lo visto en la sección 2.2, el fenómeno de decoherencia en
sistemas Markovianos, es descrito por la ecuación de Lindblad. Donde el
generador infinitesimal L, definido por su acción en la matriz densidad ρ(t),
es,

Lρ(t) =
∂ρ(t)

∂t
= −i[Heff, ρ(t)] +D[ρ(t)], (3.1)

29
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Donde el factor disipativo tiene la siguiente estructura,

D[ρ] = −1

2

∑
j

(A†jAjρ+ ρA†jAj) +
∑
j

AjρA
†
j. (3.2)

Es necesario hacer notar que de acuerdo a la forma cómo se crea el generador
infinitesimal, el número de operadores Aj que puede haber depende de las
dimensiones del sistema. Para un sistema de N niveles el número de Aj’s
serán n2 − 1 porque es el número de elementos de una base linealmente in-
dependiente sin contar la identidad.

A continuación, en la sección 3.1 se presenta una revisión del fenómeno de
decoherencia en la evolución de un sistema de neutrinos considerando un
modelo simplista de sólo dos sabores. Mientras que en la sección 3.2, se
aborda el estudio del caso con 3 sabores.

3.1 Decoherencia en el modelo de dos

generaciones

Tal como se ha revisado en la subsección 2.1.1, el modelo de dos generaciones
sólo considera dos neutrinos de sabor que están relacionados con dos neutri-
nos de masa mediante una matriz de mezcla real. En este caso, se tomará
un sistema de neutrinos ultrarrelativ́ısticos de dos sabores, electrón y muón,
modelados en un espacio de Hilbert de dimensión 2. Las matrices densidad
asociadas a un neutrino puramente electrón o muón en base de sabor, pueden
ser escritas de la siguiente forma,

ρνe =

(
1 0
0 0

)
ρνµ =

(
0 0
0 1

)
(3.3)

Mientras que en base de los autoestados de masa serán,

ρνe =

(
cos2 θ cos θ sin θ

cos θ sin θ sin2 θ

)
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ρνµ =

(
sin2 θ − cos θ sin θ

− cos θ sin θ cos2 θ

)
= 1− ρνe . (3.4)

Donde θ es el ángulo de mezcla. En la ecuación de Lindblad, Ec. 3.1, se puede
notar que la evolución depende de un Hamiltoniano efectivo independiente
del tiempo, Heff, éste es el que produce el patrón oscilatorio y el cuál, de no
existir decoherencia, lleva a las ecuaciones estándar de oscilación. En el caso
de los neutrinos que se propagan en el vaćıo, el Hamiltoniano efectivo libre,
en la base de autoestados de masa puede ser escrito como,

Heff =

(
ω 0
0 −ω

)
= hµσµ h0 = h1 = h2 = 0 / h3 = ω. (3.5)

Donde ω = ∆m2/4E, E es la enerǵıa media de un neutrino y ∆m2 es la
diferencia de masas. En el caso que el neutrino atraviese altas densidades
de materia, a este Hamiltoniano se le deberá sumar un potencial electrodébil
[28] [29].

Por otro lado, en el segundo término los operadores Aj son operadores n×n,
donde n es el número de dimensiones del sistema, n = 2 en este caso .
Este término además debe cumplir completa positividad y la entroṕıa debe
siempre incrementar. Lo primero está impĺıcito en la estructura del término
disipativo, y lo segundo se implementa exigiendo que los operadores Aj sean
hermı́ticos, para más información véase [30] [31]. De modo que,

D[ρ] = −1

2

∑
j

(AjAjρ+ ρAjAj) +
∑
j

AjρAj (3.6)

La forma de D[ρ] se puede expresar expĺıcitamente expandiendo en términos
de las matrices de Pauli: σi y la identidad σ0. Tal que, ρ = ρµσµ = ρ0σ0 +
ρ1σ1 + ρ2σ2 + ρ3σ3, µ = 0, 1, 2, 3. Los operadores se pueden descomponer de
igual forma en base de las matrices de Pauli, Aj = ajµσµ, donde los vectores
de tres componentes se pueden escribir ~aα = (aj)α.

D[ρ] = −1

2

[
(~aα · ~aβ)σασβρµσµ + ρµσµ(~aα · ~aβ)σασβ

]
+ (~aα · ~aβ)ρµσασµσβ. (3.7)

Usando el anticonmutador de las matrices de Pauli,

[σα, σβ] = 2iεαβγσγ. (3.8)
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El término disipativo toma la siguiente forma,

D[ρ] = ρµDµνσν . (3.9)

Donde

Dij = 2(~ai · ~aj)− 2δij

3∑
k=1

(~ak · ~ak) i, j = 1, 2, 3. (3.10)

La ecuación de Lindblad queda de la siguiente forma,

∂ρ(t)

∂t
= −i[Heff, ρ(t)] +D[ρ(t)]

∂ρµ
∂t

σµ = −i(hτστρµσµ − ρµσµhτστ ) + ρµDµνσν .
(3.11)

Y ya que las matrices de Pauli junto a la identidad forman una base lin-
ealmente independiente de matrices 2 × 2, la expresión anterior se puede
reescribir un función de las componentes,

∂ρµ
∂t

= 2hτρνετνµ + ρνDνµ (3.12)

La forma exacta del término disipativo Dµν , como se explicó inicialmente,
depende del fenómeno que cause la decoherencia. Al no tener una teoŕıa
comprobada que explique el fenómeno de decoherencia, lo más útil es traba-
jar de una manera independiente de un modelo usando una matriz general.
Sin embargo, aún considerando una matriz arbitraria, a partir de exigir que
la evolución cumpla completa positividad, se puede encontrar ciertas condi-
ciones para Dµν que usaremos para poder parametrizarla.

Primero, en la Ec 3.10, fácilmente, se puede notar que Dij, i, j = 1, 2, 3, se
trata de una matriz simétrica. Esto reduce el número de parámetros libres de
16 a 13 parámetros. Segundo, el mapeo conserva la traza, es decir, el término
disipativo no debe modificar el valor de la traza. El primer término de la
ecuación de Lindblad corresponde a una evolución netamente Hamiltoniana
que no modifica el valor de la traza. Además, las matrices de Pauli tienen
traza cero, por ende, las componentes ρ1, ρ2, ρ3, no contribuyen a la traza,
la única forma de que el término disipativo modifique la traza, es que la
componente asociado a ρ0 evolucione en el tiempo, es decir, ∂ρ0

∂t
6= 0. De

modo que, para asegurar que la traza se conservará se debe asegurar que
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D0µ = 0. Tomando en cuenta esto se puede escribir Dµν como,

Dµν = −2


0 0 0 0
m a b c
n b α β
p c β γ

 . (3.13)

Tercero, se exige que se mantenga la positividad. Una matriz densidad, en
general, puede ser escrita de la siguiente manera,

ρ = (ρ0I + ~ρ · ~σ) =

(
ρ0 + ρ3 ρ1 − iρ2

ρ1 + iρ2 ρ0 − ρ3

)
(3.14)

Una matriz 2 × 2 es positiva cuando la traza es positiva y el determinante
también. Lo primero está garantizado por la definición de la matriz densidad,
mientras que para cumplir lo segundo se tiene la siguiente relación,

0 ≤ Det[ρ] = ρ2
0 −

3∑
i=1

ρ2
i (3.15)

Para cumplir la positividad a lo largo de la evolución, se tiene que garan-
tizar que el determinante sea positivo en cualquier instante. Una forma de
garantizarlo es que la variación del determinante en el tiempo, también sea
positiva.

0 ≤ d

dt
Det[ρ] = 2(ρ0ρ̇0 −

3∑
i=1

ρiρ̇i)

= −2
3∑
i=1

ρiρ̇i

(3.16)

Reemplazando ρ̇i en la ecuación de Lindblad,

0 ≤ d

dt
Det[ρ] = −2iω

3∑
i,j=1

ρjρiε3ji − 2
3∑

µ=0

3∑
i=1

ρiρµDµi = −2
3∑

µ=0

3∑
i=1

ρiρµDµi

≤ −2[
3∑
i=1

ρiρ0D0i +
3∑

i,j=1

ρiρjDji].

(3.17)
Nótese, en la primera ĺınea, el primer término se anula por que es la multi-
plicación de un tensor simétrico, al cambio i↔ j, con uno antisimétrico. Si
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se considera que la matriz densidad inicial ρ tiene ρi → −ρi, se obtiene la
siguiente desigualdad,

0 ≤ −2[−
3∑
i=1

ρiρ0D0i +
3∑

i,j=1

ρiρjDji]. (3.18)

Sumando ambas desigualdades, la condición necesaria para que se conserve la
positividad es 0 ≥

∑3
i,j=1 ρiρjDji. Entonces por definición −D es una matriz

semidefinida positiva.

−Dji ≥ 0 (3.19)

De modo que, a b c
b α β
c β γ

 ≥ 0. (3.20)

Lo cuál, implica que los elementos de la diagonal serán positivos: a, α y γ ≥ 0,
[2]. Sin embargo, además de la anterior condición, existe cierta contribución∑3

i=1 ρiρ0D0i para la cuál 0 ≥ d
dt

Det[ρ], la condición suficiente para que la
evolución sea siempre positiva es que además se cumpla D0i = 0, m,n, p =
0. Esta última condición, también está relacionada a que la entroṕıa no
disminuya, véase [35]-[37]

Considerando que la evolución conserva la traza y siempre es positiva, se
puede escribir el término disipativo de la siguiente forma,

Dµν = −2


0 0 0 0
0 a b c
0 b α β
0 c β γ

 . (3.21)

Finalmente, dado que los ~ai, son vectores, hay ciertas condiciones fundamen-
tales que deben cumplir: la norma tiene que ser positiva y deben cumplir las
desigualdades de Cauchy-Schwarz. Primero, escribamos los parámetros de
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decoherencia en función de los vectores ~ai.
a = ~a2 · ~a2 + ~a3 · ~a3

α = ~a1 · ~a1 + ~a3 · ~a3

γ = ~a1 · ~a1 + ~a2 · ~a2


b = −~a2 · ~a1

c = −~a3 · ~a1

β = −~a3 · ~a2

(3.22)

La desigualdad de Cauchy-Schwarz es

|~ai · ~aj| ≤
√
~ai · ~ai

√
~aj · ~aj (3.23)

Entonces las siguientes relaciones deben cumplirse siempre:
2|~a1|2 ≡ α + γ − a ≥ 0

2|~a2|2 ≡ a+ γ − α ≥ 0

2|~a3|2 ≡ a+ α− γ ≥ 0


γ2 − (a− α)2 − 4b2 ≥ 0

α2 − (α− γ)2 − 4c2 ≥ 0

a2 − (α− γ)2 − 4β2 ≥ 0

(3.24)

Más en profundidad se puede ver en la referencia [36].

Cabe hacer notar que estos parámetros de decoherencia encierran distintos
conceptos f́ısicos (tiempo de vida, tasa de populación, etc.) que vaŕıan de
acuerdo al sistema. Por ejemplo, en resonancia magnética nuclear se mide
el tiempo de relajación o tiempo que demoran los procesos por los que la
magnetización nuclear recupera el equilibrio tras ser sometido a un pulso
de un campo magnético externo. Esos sistemas se pueden describir usando
mapeos dinamicos completamente positivos y los parámetros de la diagonal
a, α y γ, son asociados a los tiempos de relajación transversal y longitudinal,
Ref. [2].

Una vez establecidas las relaciones que deben cumplir los parámetros de
decoherencia, sólo queda calcular la probabilidad de oscilación. Para esto, se
reescribirá la ecuación 3.12 de la siguiente manera,

d

dt
ρν = −2ρµHµν . (3.25)
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Donde

H =


0 0 0 0
0 a b− ω c
0 b+ ω α β
0 c β γ

 (3.26)

La matriz densidad de un neutrino electrónico en base de las matrices de
Pauli:

ρνe(0) =
1

2

(
1 sin 2θ 0 cos 2θ

)
σ0

σ1

σ2

σ3

 = ρµνeσµ (3.27)

y el estado evolucionado a un tiempo t es dado por:

ρ(t) = ρ(0)M(t) (3.28)

Donde

M(t) = e−2Ht (3.29)

Si {λ1, λ2, λ3} y v1,v2,v3 los autovalores y autovectores de H, respectiva-
mente, entonces la matriz D, con entradas Dij = (vi)j, diagonaliza a H.

H′ = D−1HD = diag{λ1, λ2, λ3} (3.30)

De modo que aplicando la transformación inversa se tiene que,

M(t) = e−2Ht = De−2H′tD−1 (3.31)

Entonces la matriz densidad de neutrino electrónico a un tiempo t es:

ρνe(t) = ρµνeMµνσ
ν (3.32)

Finalmente, la probabilidad de transición en función de los elementos de la
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matriz M queda,

Pνe→νµ(t) = Tr
[
ρνµ(0)ρνe(t)

]
=

1

2

[
M00 + sin 2θM01

− sin 2θ(M10 + sin 2θM11 + cos 2θ(M13 +M31))

− cos 2θ(−M03 +M30 + cos 2θM33)
]

(3.33)

Una manera de comprobar que esta expresión es correcta, es anulando todas
los parámetros de decoherencia, a = b = c = α = β = γ = 0. Al hacer eso,
los elementos de la matriz M toman los siguientes valores,

M11 = cos 2ωt M13 = M31 = 0 M33 = 1
M00 = 1 M01 = M10 = 0 M30 = M03.

(3.34)

Y se recupera la probabilidad de transición en vaćıo para el modelo de dos
sabores, Ec 2.26,

P (0)
νe→νµ(t) = sin2 2θ sin2 ωt (3.35)

Donde:

ω = 1.27c
∆m2(eV2)

E(GeV)
(3.36)

Como se puede ver en la ecuación 3.33, el cálculo de la probabilidad de
mezcla radica en obtener la matriz M , Ec. 3.31. Sin embargo, esto puede
no ser siempre un cálculo sencillo de realizar, de hecho puede llegar a ser
muy complicado trabajar con todos los parámetros de decoherencia. Por
esto, es que nos enfocaremos en calcular la probabilidad de oscilación para
ciertos escenarios, donde a partir de algunas asunciones se puede simplificar
la cantidad de parámetros libres.

Como se mencionó anteriormente, trabajar con la fórmula general, Ec. 3.33,
puede resultar ser algo poco útil para la comparación con datos experimen-
tales. Puesto que para realizar un análisis estad́ıstico hay que considerar
cada parámetro de decoherencia como una variable libre, limitada sólo por
las relaciones de completa positividad Ec. 3.24. Esto significa que se tendrá
un total de 8 parámetros libres: 6 parámetros de decoherencia más los 2
parámetros de las oscilaciones estándar (∆m2, θ). Esta es una cantidad rela-
tivamente grande de parámetros libres, por esto, es que la búsqueda de una
expresión expĺıcita más manejable con menos parámetros libres, se vuelve
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algo importante. A continuación, se revisarán algunos posibles escenarios de
decoherencia.

3.1.1 Escenario 1 - 2ν

En este escenario, se considerará que los parámetros fuera de la diagonal de
Dµν son nulos. De modo que, sólo se tendrá como parámetros libres a, α y
γ.

Pνµ→νe(t) =
1

2

{
cos2 2θ[1− e−2γt]+

sin2 2θ
[
1− e−(a+α)t

(
cos(2Ω0t)−

(a− α)

2Ω0

sin(2Ω0t)
)]}

. (3.37)

Donde

Ω0 =
√
ω2 − (a− α)2/4 (3.38)

Se debe hacer notar que este no es el Escenario de decoherencia más simple y
que los tres parámetros no son completamente libres ya cumplen las relaciones
de Cauchy-Schwarz. Es interesante apreciar que usando estas condiciones
se puede simplificar la expresión de la probabilidad como se notará en el
Escenario 2.

3.1.2 Escenario 2 - 2ν

En este escenario, usando ciertas asunciones se buscará disminuir el número
de parámetros libres.
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Caso 2.1)

En este caso, se tomará γ = 0. Observando las relaciones de la ecuación 3.24,
eso garantiza automáticamente que c = β = 0 y además que b = 0 y α = a.
Se obtiene entonces una expresión dependiente de un solo parámetro:

Pνµ→νe(t) =
1

2
sin2 2θ

[
1− e−2αt cos 2ωt

]
(3.39)

Esta es la expresión más simple para denotar efectos de decoherencia y es
el caso que ha sido más estudiado, en este se puede ver la presencia de una
exponencial multiplicada al término oscilatorio. El efecto de la decoheren-
cia será la atenuación de las oscilaciones, lo cuál es su caracteŕıstica más
resaltante.

Caso 2.2)

Otro caso también dependiente de un sólo parámetro, ocurre cuando se toma
α = 0, esto restringe a que a = γ, entonces,

Pνµ→νe(t) =
1

2

{
cos2 2θ[1− e−2γt]+

sin2 2θ
[
1− e−γt

(
cos(2Ω′t)− γ

2Ω′
sin(2Ω′t)

)]}
(3.40)

Donde

Ω′ =
√
ω2 − γ2/4 (3.41)

Esta expresión es muy interesante porque no solo modula la amplitud de las
oscilaciones, sino que también modifica la frecuencia de estas.
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3.1.3 Escenario 3 - 2ν

En el escenario 3, se considerará c = β = 0 con lo que la expresión de la
probabilidad de transición resulta,

Pνµ→νe(t) =
1

2

{
cos2 2θ[1− e−2γt]+

sin2 2θ
[
1− e−(a+α)t

(
cos(2Ω0t)−

(a− α)

2Ω0

sin(2Ω0t)
)]}

. (3.42)

Donde

Ω0 =
√
ω2 − (4b2 + (a− α)2)/4 (3.43)

Se puede ver que esta expresión tiene 4 parámetros ”independientes” a, α, γ
y b, o escritos de otra forma: (a + α), (a − α), γ y b2. Se ha colocado entre
comillas independientes para resaltar que a pesar que pueden tomar distintos
valores, siempre tendrán que cumplir las inecuaciones 3.24.

Es interesante notar que los parámetros de la diagonal cumplen un rol de
atenuar las oscilaciones, mientras que los términos de fuera de la diagonal
modifican la frecuencia de oscilación.
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3.2 Decoherencia en el modelo de tres

generaciones

Aśı como en la sección anterior se estudió cómo se implementaba la deco-
herencia en un sistema de dos neutrinos, en esta sección, se trabajará bajo
la misma idea, salvo que ahora se considerará los tres neutrinos de sabor:
neutrinos electrón, muón y tauón. Para este sistema, es necesario definir
un espacio de Hilbert 3 × 3, donde se tiene una base de matrices Fµ, con
µ = 0, ..., 9. Esta nueva base se puede escribir en función de los generadores
del álgebra de SU(3),

F0 =
1√
6
I3 Fi =

1

2
Λi (i = 1, ..., 8) (3.44)

Donde los Λi son las matrices de Gell-Mann. La base de matrices Fµ cumplen
con el algebra de Lie,

[Fi, Fj] = i
∑
k

fijkFk 1 ≤ i, j, k ≤ 8 (3.45)

Donde fijk son las constantes de estructura de SU(3). Ahora se escribirá
todos los operadores en función de esta base, aśı como en el caso de dos
sabores se escribió todo en función de las matrices de Pauli. El Hamiltoniano
libre H en tres generaciones en base de los autoestados de masa es,

H =

E1 0 0
0 E2 0
0 0 E3

 ≈

p+

m2
1

2p
0 0

0 p+
m2

2

2p
0

0 0 p+
m2

3

2p

 (3.46)

La expansión de H en la base de los Fµ es de la siguiente forma,

H =
1

2p

√
2

3
(6p2+

∑
m2)F0+

1

2p
(∆m2

12)F3+
1

2
√

3p
(∆m2

13+∆m2
23)F8 (3.47)

Donde
∑
m2 = m2

1 +m2
2 +m2

3. Sin embargo, la forma completa del Hamilto-
niano no será relevante en cálculo de oscilaciones, sino que se puede definir
un Hamiltoniano efectivo que no contenga el término asociado a la identidad,
dado que este no contribuye en la evolución del estado. Por otro lado, al igual
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que con el modelo de dos generaciones, se escribirá tanto la matriz densidad,
como los operadores Aj, en base de los F ’s.

Heff =
∑
µ

hµFµ ρ =
∑
µ

ρµFµ Aj =
∑
µ

ajµFµ (3.48)

El cálculo de la ecuación de probabilidad de oscilación se realizará en la base
de autoestados de masa. Por lo tanto, cuando se escriban los elementos ρi se
debe tener cuidado de que estén definidos en la base correcta. Entonces la
matriz densidad de un sabor α definida en la base de masa, ραm, está definida
de la siguiente forma,

ραm = U †ραU (3.49)

Donde ρα es la matriz densidad definida en la base de sabor, y U es la matriz
PMNS. Parametrizando a U de la siguiente forma,

U =

U11 U12 U13

U21 U22 U23

U31 U32 U33.

 (3.50)

Entonces, se obtiene,

ραm = U∗αiUαj =

 |Uα1|2 U∗α1Uα2 U∗α1Uα3

U∗α2Uα2 |Uα2|2 U∗α2Uα3

U∗α3Uα1 U∗α3Uα2 |Uα3|2

 Donde α = e, µ, τ = 1, 2, 3

(3.51)
Ahora, escribiendo ραm en base de las matrices Fi,

ραm = ραi Fi + ρ0F0. (3.52)
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Donde,

ρα0 =

√
2

3

ρα1 = U∗α1Uα2 + U∗α2Uα1

ρα2 = i(U∗α1Uα2 − U∗α2Uα1)

ρα3 = |Uα1|2 − |Uα2|2

ρα4 = U∗α1Uα3 + U∗α3Uα1

ρα5 = i(U∗α1Uα3 − U∗α3Uα1)

ρα6 = U∗α2Uα3 + U∗α3Uα2

ρα7 = i(U∗α2Uα3 − U∗α3Uα2)

ρα8 =

√
3

3
(|Uα1|2 + |Uα2|2 − 2|Uα3|2)

(3.53)

El término disipativo de la ecuación 3.1, se tiene un caso similar al que ya
vimos anteriormente en dos generaciones,

D[ρ] = −1

2

∑
j

(A†jAjρ+ ρA†jAj) +
∑
j

AjρA
†
j =

∑
µν

DµνρµFν . (3.54)

Donde,

Dij =
1

2

∑
k,l,m

(~am · ~ak)fimlflkj, (3.55)

salvo que el vectores tendrán 8 componentes, ~aµ = {a(1)
µ , a

(2)
µ , ..., a

(8)
µ }.

Ahora, Dµν será una matriz de dimensiones 9 × 9. Donde, los términos
diagonales se definirán de la siguiente manera,

Dii ≡ −γi ≡ −
1

2

∑
k,l,m

(~am · ~ak)fimlfikl. (3.56)

y los términos no diagonales,

Dij ≡ −βij ≡ −
1

2

∑
k,l,m

(~am · ~ak)fimlfjkl. (3.57)

Como en el caso de dos generaciones, es necesario asegurar que el término
disipativo cumpla ciertas condiciones: la traza no debe cambiar y la positivi-
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dad se debe mantener a cualquier tiempo t. Lo primero se lo puede lograr
usando el mismo argumento que en el caso de dos generaciones,

Dµ0 = 0. (3.58)

Para lo segundo, definamos una matriz densidad general,

ρ =


ρ0√

3
+ ρ3

2
+ ρ8

2
√

3

ρ1
2
− iρ2

2
ρ4
2
− iρ5

2
ρ1
2

+ iρ2
2

ρ0√
3
− ρ3

2
+ ρ8

2
√

3

ρ6
2
− iρ7

2
ρ4
2

+ iρ5
2

ρ6
2

+ iρ7
2

ρ0√
3
− ρ8√

3

 (3.59)

La implementación de la positividad, seguirá la misma metodoloǵıa que en
el caso de dos sabores. Primero, los autovalores deben ser positivos, por lo
tanto, la traza debe ser positiva y Det[ρ] ≥ 0,

Det[ρ] =
ρ0√

3

(ρ2
0

3
− 1

4

8∑
i=1

ρ2
i

)
+

ρ8

4
√

3

(
ρ2

1 + ρ2
2 + ρ2

3 −
1

2
(ρ2

4 + ρ2
5 + ρ2

6 + ρ2
7)− ρ2

8

3

)
+
ρ3

8
(ρ2

4 + ρ2
5 − ρ2

6 − ρ2
7)

+
1

4
(ρ1ρ4ρ6 + ρ2ρ5ρ6 + ρ1ρ5ρ7 − ρ2ρ4ρ7) ≥ 0.

(3.60)

y se debe garantizar que esto se mantendrá a lo largo de la evolución,
d
dt

Det[ρ] ≥ 0, para lograr esto, se usará la fórmula de Jacobi,

d

dt
Det[ρ(t)] = Det[ρ(t)] Tr

[
ρ−1dρ

dt

]
(3.61)

Reemplazando el generador infinitesimal, se obtiene,

d

dt
Det[ρ(t)] = Det[ρ(t)] Tr

[
− iρ−1[Heff, ρ] + ρ−1D[ρ]

]
(3.62)

El primer término dentro de la traza será anulado por tratarse de un conmu-
tador,

Tr[ρ−1[Heff,ρ]] = Tr[H −H] = 0 (3.63)
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Reemplazando todo, se tiene que,

d

dt
Det[ρ(t)] =− ρ0

2
√

3
ρiρµDµi

+
1

4
(ρ4ρ6 + ρ5ρ7 +

2ρ1ρ8√
3

)ρµDµ1

+
1

4
(ρ5ρ6 − ρ4ρ7 +

2ρ2ρ8√
3

)ρµDµ2

+
1

8
(ρ2

4 + ρ2
5 − ρ2

6 − ρ2
7 +

4ρ3ρ8√
3

)ρµDµ3

+
1

4
(ρ3ρ4 + ρ1ρ6 − ρ2ρ7 −

ρ4ρ8√
3

)ρµDµ4

+
1

4
(ρ3ρ5 + ρ2ρ6 + ρ1ρ7 −

ρ5ρ8√
3

)ρµDµ5

+
1

4
(ρ1ρ4 + ρ2ρ5 − ρ3ρ6 −

ρ6ρ8√
3

)ρµDµ6

+
1

4
(−ρ2ρ4 + ρ1ρ5 − ρ3ρ7 −

ρ7ρ8√
3

)ρµDµ7

+
1√
3

(
ρ2

0

3
+
ρ2

1

2
+
ρ2

2

2
+
ρ2

3

2
− 1

4
(ρ2

4 + ρ2
5 + ρ2

6 + ρ2
7 + ρ2

8))ρµDµ8 ≥ 0

(3.64)
Como en el caso de dos generaciones las condiciones necesarias y suficientes
para que se cumpla lo anterior son: D0i = 0, esto se exige además para que
la entroṕıa no disminuya. Luego, fijando lo anterior y usando una matriz
densidad inicial con, ρi → −ρi, se llega a la segunda condición:

ρ0

2
√

3
ρiρjDji ≤ 0 (3.65)

Esto se cumple si −Dij es una matriz semidefinida positiva, −Dij ≥ 0, y, lo
cuál, implica que los términos de la diagonal serán positivos, γi ≥ 0
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i = 1, .., 8. Finalmente, tomando todo esto en cuenta, se puede escribir Dµν ,

Dµν = −



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 γ1 β12 β13 β14 β15 β16 β17 β18

0 β12 γ2 β23 β24 β25 β26 β27 β28

0 β13 β23 γ3 β34 β35 β36 β37 β38

0 β14 β24 β34 γ4 β45 β46 β47 β48

0 β15 β25 β35 β45 γ5 β56 β57 β58

0 β16 β26 β36 β46 β56 γ6 β67 β68

0 β17 β27 β37 β47 β57 β67 γ7 β78

0 β18 β28 β38 β48 β58 β68 β78 γ8


(3.66)

Tal como en el caso de dos sabores, se pueden obtener relaciones entre los
parámetros de decoherencia usando dos propiedades generales de los vec-
tores: norma positiva y que cumplan las desigualdades de Cauchy-Schwarz.
Sin embargo, en este caso, el trabajo no es tan trivial como en el caso de dos
generaciones, ya que el número de parámetros ha aumentado considerable-
mente, ha pasado de 6 a 36 parámetros libres, por lo tanto, el número de
relaciones también aumentarán. Realizar este trabajo a mano es una tarea
muy ardua, como vemos en la definición de Dij, Ec. 3.55, por cada i, j, se
tiene una iteración sobre tres ı́ndices k,l,m que pueden tomar valores de 1 a
8, lo que significa que para cada Dij será igual a la suma de 512 términos.
Para realizar este cálculo, se usó el software Wolfram Mathematica, y para
implementar la acción de las constantes de estructura, se usó una propiedad
de la multiplicación éstas, que permite pasar de las constantes antisimétricas
de estructura, fiml, a las constantes simétricas de estructura, dabc.

fabefcde =
2

3
(δacδbd − δadδbc) + (dacedbde − dbcedade) (3.67)

De este modo, es posible escribir todos los bilineares (~ai · ~aj) en función de
los parámetros de decoherencia γi y βij. A partir de exigir que la norma de
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los vectores ~ai sea positiva, obtenemos las siguientes desigualdades,

|~a1|2 = −1
2
γ1 + 1

2
γ2 + 1

2
γ3 − 1

6
γ8 ≥ 0

|~a2|2 = 1
2
γ1 − 1

2
γ2 + 1

2
γ3 − 1

6
γ8 ≥ 0

|~a3|2 = 1
2
γ1 + 1

2
γ2 − 1

2
γ3 − 1

6
γ8 ≥ 0

|~a4|2 = −1
2
γ4 + 1

2
γ5 + 1

3
γ8 + 1√

3
β38 ≥ 0

|~a5|2 = 1
2
γ4 − 1

2
γ5 + 1

3
γ8 + 1√

3
β38 ≥ 0

|~a6|2 = −1
2
γ6 + 1

2
γ7 + 1

3
γ8 − 1√

3
β38 ≥ 0

|~a7|2 = 1
2
γ6 − 1

2
γ7 + 1

3
γ8 − 1√

3
β38 ≥ 0

|~a8|2 = −1
6
γ1 − 1

6
γ2 − 1

6
γ3 + 1

3
γ4 + 1

3
γ5 + 1

3
γ6 + 1

3
γ7 − 1

2
γ8 ≥ 0

(3.68)

De estas condiciones, rápidamente, se puede deducir algunas relaciones,

γ1 ≥ 1
3
γ8 ≥ 1√

3
|β38|

γ2 ≥ 1
3
γ8 ≥ 1√

3
|β38|

γ3 ≥ 1
3
γ8 ≥ 1√

3
|β38|

(3.69)

Además, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

|~ai · ~aj| ≤
√
~ai · ~ai

√
~aj · ~aj, (3.70)

se obtienen las siguientes relaciones,

4β2
12 ≤

(
γ3 − γ8

3

)2

−
(
γ1 − γ2

)2

4β2
13 ≤

(
γ2 − γ8

3

)2

−
(
γ1 − γ3

)2

4β2
23 ≤

(
γ1 − γ8

3

)2

−
(
γ2 − γ3

)2

β2
45 ≤

(
γ8
3

+ β38√
3

)2

−
(
γ4
2
− γ5

2

)2

β2
67 ≤

(
γ8
3
− β38√

3

)2

−
(
γ6
2
− γ7

2

)2

3
(
γ4 + γ5 − γ6 − γ7 − 2√

3
β38

)2

≤ (3γ1 + 3γ2 − 3γ3 − γ8)×
×(−γ1 − γ2 − γ3 + 2γ4 + 2γ5 + 2γ6 + 2γ7 − 2γ8)

(3.71)
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1
4

(
− β14 + β25 − β36 − β68√

3

)2

≤ |~a1|2|~a4|2

1
4

(
β14 − β25 − β36 − β68√

3

)2

≤ |~a2|2|~a5|2

1
4

(
− β14 − β25 − β36 + β68√

3

)2

≤ |~a3|2|~a6|2

1
12

(
− β14 − β25 + β36 − 5β68√

3

)2

≤ |~a6|2|~a8|2

1
4

(
− β15 − β24 + β37 + β78√

3

)2

≤ |~a2|2|~a4|2

1
4

(
− β15 − β24 − β37 − β78√

3

)2

≤ |~a1|2|~a5|2

1
4

(
− β15 + β24 − β37 + β78√

3

)2

≤ |~a3|2|~a7|2

1
12

(
− β15 + β24 + β37 − 5β78√

3

)2

≤ |~a7|2|~a8|2

1
4

(
β16 − β27 − β34 − β48√

3

)2

≤ |~a3|2|~a4|2

1
4

(
− β16 − β27 + β34 − β48√

3

)2

≤ |~a1|2|~a6|2

1
4

(
− β16 − β27 − β34 + β48√

3

)2

≤ |~a2|2|~a7|2

1
12

(
− β16 + β27 − β34 − 5β48√

3

)2

≤ |~a4|2|~a8|2

1
9

(
β17 + 2β26 − β35 − 2β58√

3

)2

≤ |~a3|2|~a5|2

1
9

(
β17 − 2β26 + 2β35 − 2β58√

3

)2

≤ |~a2|2|~a6|2

1
9

(
− 2β17 + 2β26 + 2β35 − 2β58√

3

)2

≤ |~a1|2|~a7|2

1
27

(
− 4β17 + β26 + β35 − 10β58√

3

)2

≤ |~a5|2|~a8|2(
1√
3
β18 − 1

2
β46 + 1

2
β57

)2

≤ |~a4|2|~a6|2(
1√
3
β18 + 1

2
β46 − 1

2
β57

)2

≤ |~a5|2|~a7|2(
− 1

3
β18 + 1√

3
β46 + 1√

3
β57

)2

≤ |~a1|2|~a8|2(
1√
3
β28 − 1

2
β47 − 1

2
β56

)2

≤ |~a5|2|~a6|2(
− 1√

3
β28 − 1

2
β47 − 1

2
β56

)2

≤ |~a4|2|~a7|2(
− 1

3
β28 − 1√

3
β47 + 1√

3
β56

)2

≤ |~a2|2|~a8|2

(3.72)

Una vez obtenidas las anteriores relaciones, se debe hacer notar que la can-
tidad de parámetros con los que se trabaje, son 36 parámetros los cuales
no tienen valores fijos, aunque respetan ciertas relaciones. Trabajar con esa
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cantidad de parámetros es ciertamente complicado y muy poco práctico para
realizar un test estad́ıstico. Algunos trabajos han estudiado los efectos de la
decoherencia en la oscilaciones de tres generaciones bajo ciertos escenarios
de decoherencia [38]-[41]. Sin embargo, la forma del término disipativo fue
impuesta y no se consideraron las relaciones que existen entre parámetros.
En este trabajo, se analizará algunos escenarios en los cuales bajo ciertas
asunciones y con ayuda de las relaciones obtenidas, el número de parámetros
disminuye considerablemente.

3.2.1 Escenario 1 - 3ν

En este escenario, se toma por hipótesis que todos los parámetros fuera de
la diagonal son cero, mientras que el valor de los elementos de la diago-
nal, no está fijado. Esta posibilidad, ya ha sido contemplada en un trabajo
anterior [43], sin embargo, no se hizo énfasis en que los parámetros de deco-
herencia deben cumplir las relaciones de completa positividad.

Definiendo:

∆ij =
∆m2

ij

2p
i, j = 1, 2, 3. (3.73)

Ω12 =
√

4∆2
12 − (γ2 − γ1)2 (3.74)

Ω13 =
√

4∆2
13 − (γ5 − γ4)2 (3.75)

Ω23 =
√

4∆2
23 − (γ7 − γ6)2 (3.76)
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La probabilidad de transición en el caso que 2|∆ij| ≥ |∆γkl| es,

Pνα→νβ =
1

3
+

1

2

{[
(ρα1ρ

β
1 + ρα2ρ

β
2 ) cos (

|Ω12|t
2

)

+
(2∆12(ρα1ρ

β
2 − ρα2ρ

β
1 ) + ∆γ12(ρα1ρ

β
1 − ρα2ρ

β
2 )

Ω12

)
sin (
|Ω12|t

2
)
]
e−

1
2

(γ1+γ2)t

+
[
(ρα4ρ

β
4 + ρα5ρ

β
5 ) cos (

|Ω13|t
2

)

+
(2∆13(ρα4ρ

β
5 − ρα5ρ

β
4 ) + ∆γ45(ρα4ρ

β
4 − ρα5ρ

β
5 )

Ω13

)
sin (
|Ω13|t

2
)
]
e−

1
2

(γ4+γ5)t

+
[
(ρα6ρ

β
6 + ρα7ρ

β
7 ) cos (

|Ω23|t
2

)

+
(2∆23(ρα6ρ

β
7 − ρα7ρ

β
6 ) + ∆γ67(ρα6ρ

β
6 − ρα7ρ

β
7 )

Ω23

)
sin (
|Ω23|t

2
)
]
e−

1
2

(γ6+γ7)t

+ e−γ3tρα3ρ
β
3 + e−γ8tρα8ρ

β
8

}
(3.77)

Donde ∆γij = γj − γi. En el caso que 2|∆ij| ≥ |∆γkl|, sólo hay que cambiar
las funciones senos y cosenos por sus correspondientes hiperbólicas.

3.2.2 Escenario 2 - 3ν

La hipótesis central en este escenario, es que el parámetro γ8 = 0. Esta es
una condición importante, ya que, el parámetro γ8 es el que más aparece en
las relaciones de completa positividad. Al fijar γ8 igual a cero, se desprenden
ciertas consecuencias inmediatas, β38 = 0, γ4 = γ5, γ6 = γ7. Con esto,
tenemos que |~a4|2 = |~a5|2 = |~a6|2 = |~a7|2 = 0, por lo que, βij = 0 para todo
i, j diferente de 1,2 ó 3.

Dentro de este escenario, asimismo, se pueden tomar ciertos casos que sim-
plificarán aún más la cantidad de parámetros libres.
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Caso 2.1) : γ1 = 0 y γ4 = γ6

En este caso, el número de parámetros se reduce a sólo dos, γ2 = γ3 y
γ4 = γ5 = γ6 = γ7, el resto de parámetros se anulan. Al fijar γ1 = 0,
se cumple que |~a2|2 = |~a3|2 = 0, esto nos lleva a que, βij = 0 para todo
i, j. Además, los dos parámetros de decoherencia no son completamente
aleatorios, sino que comparten una relación: γ2 ≤ 4γ4. De este modo, la
matriz Dµν adopta una forma diagonal, tal como en el Escenario 1, pero con
sólo dos parámetros.

Dµν = −



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 γ2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 γ2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 γ4 0 0 0 0
0 0 0 0 0 γ4 0 0 0
0 0 0 0 0 0 γ4 0 0
0 0 0 0 0 0 0 γ4 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


(3.78)

La probabilidad de oscilación, en este caso, es la siguiente,

Pνα→νβ =
1

3
+

1

2

{[
(ρα1ρ

β
1 + ρα2ρ

β
2 ) cos (∆12t)

+
(2∆12(ρα1ρ

β
2 − ρα2ρ

β
1 ) + γ2(ρα1ρ

β
1 − ρα2ρ

β
2 )

Ω12

)
sin (
|Ω12|t

2
)
]
e−γ2t

+
[
(ρα4ρ

β
4 + ρα5ρ

β
5 ) cos (∆13t) + (ρα4ρ

β
5 − ρα5ρ

β
4 ) sin (∆13t)

]
e−γ4t

+
[
(ρα6ρ

β
6 + ρα7ρ

β
7 ) cos (∆23t) + (ρα6ρ

β
7 − ρα7ρ

β
6 ) sin (∆23t)

]
e−γ4t

+ e−γ2tρα3ρ
β
3 + ρα8ρ

β
8

}
.

(3.79)

Donde Ω12 =
√

4∆2
12 − γ2

2
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Caso 2.2) : γ2 = 0 y γ4 = γ6

Al igual que en el caso anterior, el número de parámetros se reduce a sólo
dos γ1 = γ3 y γ4 = γ5 = γ6 = γ7. Y estos cumplen una relación análoga,
γ1 ≤ 4γ4. La matriz Dµν queda de la siguiente forma:

Dµν = −



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 γ1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 γ1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 γ4 0 0 0 0
0 0 0 0 0 γ4 0 0 0
0 0 0 0 0 0 γ4 0 0
0 0 0 0 0 0 0 γ4 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


(3.80)

La probabilidad de oscilación es,

Pνα→νβ =
1

3
+

1

2

{[
(ρα1ρ

β
1 + ρα2ρ

β
2 ) cos (∆12t)

+
(2∆12(ρα1ρ

β
2 − ρα2ρ

β
1 )− γ1(ρα1ρ

β
1 − ρα2ρ

β
2 )

Ω12

)
sin (
|Ω12|t

2
)
]
e−γ1t

+
[
(ρα4ρ

β
4 + ρα5ρ

β
5 ) cos (∆13t) + (ρα4ρ

β
5 − ρα5ρ

β
4 ) sin (∆13t)

]
e−γ4t

+
[
(ρα6ρ

β
6 + ρα7ρ

β
7 ) cos (∆23t) + (ρα6ρ

β
7 − ρα7ρ

β
6 ) sin (∆23t)

]
e−γ4t

+ e−γ1tρα3ρ
β
3 + ρα8ρ

β
8

}
(3.81)

Donde Ω12 =
√

4∆2
12 − γ2

1

Caso 2.3) : γ3 = 0 y γ4 = γ6

Al igual que en los casos anteriores, el número de parámetros se reduce a sólo
dos γ2 = γ1 y γ4 = γ5 = γ6 = γ7. Y se cumple que γ2 ≤ 4γ4. La matriz Dµν

queda:
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Dµν = −



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 γ2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 γ2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 γ4 0 0 0 0
0 0 0 0 0 γ4 0 0 0
0 0 0 0 0 0 γ4 0 0
0 0 0 0 0 0 0 γ4 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


(3.82)

La probabilidad de oscilación en este caso es la siguiente,

Pνα→νβ =
1

3
+

1

2

{[
(ρα1ρ

β
1 + ρα2ρ

β
2 ) cos (∆12t) + (ρα1ρ

β
2 − ρα2ρ

β
1 ) sin (∆12t)

]
e−γ2t

+
[
(ρα4ρ

β
4 + ρα5ρ

β
5 ) cos (∆13t) + (ρα4ρ

β
5 − ρα5ρ

β
4 ) sin (∆13t)

]
e−γ4t

+
[
(ρα6ρ

β
6 + ρα7ρ

β
7 ) cos (∆23t) + (ρα6ρ

β
7 − ρα7ρ

β
6 ) sin (∆23t)

]
e−γ4t

+ ρα3ρ
β
3 + ρα8ρ

β
8

}
(3.83)

Todos los casos que se han considerado en este escenario llevan a una forma

diagonal de Dµν , aśı como, en el Escenario 1 salvo que en este caso hemos

logrado reducir el número de parámetros. Finalmente, Escenario 2 se puede

resumir en el siguiente esquema,

Si γ8 = 0



β38 = 0

γ4 = γ5

γ6 = γ7

βij = 0 ∀ i, j 6= 1, 2, 3

Si


γ3 = 0 , γ4 = γ6 → γ1 = γ2 ≥ 0 ∧ 4 γ4 ≥ γ1 ∧ βij = 0 ∀ i, j

γ2 = 0 , γ4 = γ6 → γ1 = γ3 ≥ 0 ∧ 4 γ4 ≥ γ1 ∧ βij = 0 ∀ i, j

γ1 = 0 , γ4 = γ6 → γ2 = γ3 ≥ 0 ∧ 4 γ4 ≥ γ2 ∧ βij = 0 ∀ i, j
(3.84)
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3.2.3 Escenario 3 - 3ν

En este escenario, se realizarán dos hipótesis, la primera es,

γ1 = γ2 = γ3 =
γ8

3
. (3.85)

Esto inmediatamente, provoca que, |~a1| = |~a2| = |~a3| = 0, y β12 = β13 =
β23 = 0. Y la segunda, será,

γ4 = γ5 γ6 = γ7 (3.86)

Esto permite una disminución del número de parámetros, la caracteŕıstica
más resaltante en estos casos, será los resultados exóticos que presentan,
veamos estos casos,

Caso 3.1) : β38 = 0 y γ4 = γ6

En este caso, se toma,

β38 = 0 (3.87)

Lo cuál, implica,

2γ4 ≥ γ8 |β45| ≤
γ8

3
|β67| ≤

γ8

3
(3.88)

y

γ4 = γ5 = γ6 = γ7 (3.89)

Además, si se escoge γ4 = γ8
2

, quedan estas desigualdades,∣∣∣ 1√
3
β18 − 1

2
β46 + 1

2
β57

∣∣∣ ≤ γ8
3∣∣∣ 1√

3
β18 + 1

2
β46 − 1

2
β57

∣∣∣ ≤ γ8
3

− 1√
3
β18 + 1

2
β46 + 1

2
β57 = 0

(3.90)
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3
β28 − 1

2
β47 + 1

2
β56

∣∣∣ ≤ γ8
3∣∣∣ 1√

3
β28 + 1

2
β47 − 1

2
β56

∣∣∣ ≤ γ8
3

− 1√
3
β28 + 1

2
β47 + 1

2
β56 = 0

(3.91)

Ahora, a pesar de que β18, β46, β57, β28, β47 y β56 pueden tomar valores rel-
ativamente arbitrarios, se los considerará como cero. Es decir, fijaremos
β18 = β46 = β57 = β28 = β47 = β56 = 0, de esta forma, se reduce todo a sólo
tres parámetros de decoherencia: γ8, β45 y β67. De forma que

Dµν = −



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 γ8

3
0 0 0 0 0 0 0

0 0 γ8
3

0 0 0 0 0 0
0 0 0 γ8

3
0 0 0 0 0

0 0 0 0 γ8
2

β45 0 0 0
0 0 0 0 β45

γ8
2

0 0 0
0 0 0 0 0 0 γ8

2
β67 0

0 0 0 0 0 0 β67
γ8
2

0
0 0 0 0 0 0 0 0 γ8


(3.92)

y la probabilidad de oscilación queda,

Pνα→νβ =
1

3
+

1

2

{[
(ρα1ρ

β
1 + ρα2ρ

β
2 ) cos (∆12t) + (ρα1ρ

β
2 − ρα2ρ

β
1 ) sin (∆12t)

]
e−

γ8
3
t

+
[
(ρα4ρ

β
4 + ρα5ρ

β
5 ) cos (

|Ω13|t
2

) + (ρα6ρ
β
6 + ρα7ρ

β
7 ) cos (

|Ω23|t
2

)

−
(2(β45 −∆13)

Ω13

ρα4ρ
β
5 +

2(β45 + ∆13)

Ω13

ρα5ρ
β
4

)
sin (
|Ω13|t

2
)

−
(2(β67 −∆23)

Ω23

ρα6ρ
β
7 +

2(β67 + ∆23)

Ω23

ρα7ρ
β
6

)
sin (
|Ω23|t

2
)
]
e−

γ8
2
t

+ e−
γ8
3
tρα3ρ

β
3 + e−γ8tρα8ρ

β
8

}
(3.93)

Donde

Ω13 =
√

4∆2
13 − 4β2

45 Ω23 =
√

4∆2
23 − 4β2

67 (3.94)
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Caso 3.2)

Este caso, resulta de asumir γ8 =
√

3 β38, debido a esta igualdad se tiene que,
|β45| ≤ 2

3
γ8, y todos los términos fuera de la diagonal se anulan salvo β38 y

β45

Dµν = −



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 γ8

3
0 0 0 0 0 0 0

0 0 γ8
3

0 0 0 0 0 0
0 0 0 γ8

3
0 0 0 0 β38

0 0 0 0 γ4 β45 0 0 0
0 0 0 0 β45 γ4 0 0 0
0 0 0 0 0 0 γ6 0 0
0 0 0 0 0 0 0 γ6 0
0 0 0 β38 0 0 0 0 γ8


(3.95)

Usando esta parametrización del factor disipativo, se obtiene la probabilidad,

Pνα→νβ =
1

3
+

1

2

{[
(ρα1ρ

β
1 + ρα2ρ

β
2 ) cos (∆12t) + (ρα1ρ

β
2 − ρα2ρ

β
1 ) sin (∆12t)

]
e−

γ8
3
t

+
[
(ρα4ρ

β
4 + ρα5ρ

β
5 ) cos (

|Ω13|t
2

)

−
(2(β45 −∆13)

Ω13

ρα4ρ
β
5 +

2(β45 + ∆13)

Ω13

ρα5ρ
β
4

)
sin (
|Ω13|t

2
)
]
e−γ4t

+
[
(ρα6ρ

β
6 + ρα7ρ

β
7 ) cos (∆23t) + (ρα6ρ

β
7 − ρα7ρ

β
6 ) sin (∆23t)

]
e−γ6t

+
[
(ρα3ρ

β
3 + ρα8ρ

β
8 ) cosh (

γ
′
8

3
t)

+
(γ8

γ
′
8

(ρα3ρ
β
3 − ρα8ρ

β
8 )− 3

2

β38

γ
′
8

(ρα3ρ
β
8 + ρα8ρ

β
3 )
)

sinh (
γ

′
8

3
t)
]
e−

2γ8
3
t
}

(3.96)
Donde γ

′
8 =

√
γ2

8 + 9β2
38

Estos casos, son muy exóticos ya que presentan rompimiento de la śımetŕıa

CPT, tal como, se la conoce en oscilación de neutrinos. Lo cuál, podŕıa

ser debido a la interacción con el baño, la cuál rompe automáticamente la

simetŕıa temporal. Sin embargo, en ninguno de los casos anteriores acontece

una rompimiento de simetŕıa CPT. En este trabajo, no obstante, sólo nos

limitaremos a mencionar estos casos y analizar los casos que Dµν es diagonal.

No obstante, hay que resaltar la basta y resaltante fenomenoloǵıa que se
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puede obtener de un estudio de casos con parámetros fuera de la diagonal.

A continuación, un esquema del Escenario 3:

Si γ1 = γ2 = γ3 =
γ8

3



β12 = β13 = β23 = 0

(γ4 + γ5) + (γ6 + γ7) ≥ 2γ8

(γ4 + γ5)− (γ6 + γ7) = 2√
3
β38

Si γ4 = γ5 ∧ γ6 = γ7



γ4 + γ6 ≥ γ8

γ4 − γ6 = 1√
3
β38

Siβ38 = 0



γ4 = γ6

2γ4 ≥ γ8

|β45| ≤ γ8
3

|β67| ≤ γ8
3

Si γ8 =
√

3β38


|β45| ≤ 2γ8

3

γ4 ≥ 2γ8
3 ∧ γ4 − γ6 = γ8

3

βij = 0 6= β45 6= β38

(3.97)
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Caṕıtulo 4

Análisis y Resultados

4.1 Estudio de decoherencia en el experimento

de MINOS

MINOS

Main Injector Neutrino Oscillation Search, MINOS, es un experimento de
neutrinos de acelerador que está diseñado para observar el fenómeno de os-
cilaciones a escalas atmosféricas. MINOS trabaja con un haz de neutrinos
generado por el Neutrino Main Injector, NUMI, en Fermilab y consta de dos
detectores: el detector cercano (near detector) se localiza dentro de Fermilab,
mientras que el detector lejano (far detector) se ubica a 734 km en un labora-
torio subterráneo en Soudan al norte de Minnesota. Actualmente, MINOS es
el experimento de oscilaciones con la mayor distancia entre su near detector
y su far detector. Por sus dimensiones, es considerado como un experimento
de Long BaseLine (LBL). Su diseño, planificación y construcción tomó lugar
entre los años 1999 y el 2004. MINOS funcionó desde el 2005 hasta el 2012,
y a partir del 2013 ha comenzado a funcionar MINOS+ que tendrá una toma
de datos de 3 años.

NuMI fue construido en Fermilab para proveer de un haz de neutrinos al
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experimento de MINOS [45] [46] [49]. Sin embargo, ha sido usado también
para los experimentos de MINERνA, ArgoNeuT, y más recientemente por
NOνA y MINOS+. NuMI produce neutrinos impactando un haz de protones
de 120 GeV sobre un blanco de grafito de aproximadamente 1 metro. De la
interacción entre los protones con los núcleos del blanco, se producen una
cascada de hadrones que son enfocados por dos magnetic horns, como se
muestra en la Figura 4.1. La mayoŕıa de los hadrones que se generan son
piones con una componente significativa de kaones a altas enerǵıas. Estos
hadrones cargados enfocados por los campos magnéticos viajarán a través de
un decay pipe de 675 m, donde decaerán y de su decaimiento se producirá
un haz de neutrinos predominantemente muónicos. El campo magnético
puede tomar dos polaridades, en un polaridad enfoca hadrones positivos los
cuáles generan un haz de mayoritariamente de νµ, mientras que en la otra,
se enfocan los hadrones negativos y se tendrá un haz con una componente
incrementada de ν̄µ.

Figure 4.1: Esquema de NuMI que muestra las diferentes fases del proceso

de generación del haz de neutrinos. Figura tomada de la referencia [49]

MINOS tiene dos detectores, estos han sido diseñado con los mismos mate-
riales y operan idénticamente [47] [48] [50] [51] . En la Figura 4.2 se puede
ver el diseño de los detectores. Ambos están hechos de placas alternantes
de plástico centelleador de 1 cm de espesor y placas de hierro de 2.54 cm de
espesor. Los neutrinos que atraviesan el metal interactúan con los núcleos
del hierro y las part́ıculas cargadas resultantes viajan a través del material
centellador depositando su enerǵıa, la cuál, es léıda como luz. La luz, a
su vez, es transportada por unas fibras Wave Length Shifting (WLS) hasta
ser léıdas por Tubos fotomultiplicadores (PMTs) los cuáles se encargarán de
amplificar la señal y convertirla en un pulso medible.
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Figure 4.2: Vistas superior y transversal del Near Detector de MINOS, donde

se aprecian las regiones que tiene. Figura tomada de la referencia [48]

Además, las placas de metal están magnetizada por una bobina que produce
aproximadamente 3 T, de modo que, es posible distinguir entre las interac-
ciones de corriente cargada de νµ y ν̄µ. El near detector tiene una masa de
0.98 kton, este detector se encarga de reconstruir el espectro de enerǵıa del
flujo de neutrinos previo a las oscilaciones. La geometŕıa del near detector
tiene una sección de choque octagonal de 3.8 m × 4.8 m y una longitud
de 16.6 m. El near detector tiene dos secciones distintas la primera consta
de 120 placas todas instrumentadas, y es usada para definir el vértice de
interacción y medir la enerǵıa de la cascada hadrónica que se produce. La
segunda sección consta de 162 placas, una de cada cinco es instrumentada.
Esta región se encarga de realizar la detección de los muones creados en las
interacciones.

El far detector está completamente operativo desde Julio del 2003 y se en-
cuentra a 735 km del near detector. Se ubica a 705 m debajo del suelo, tiene
una masa de 5.4 kton y tiene dimensiones mayores que el near detector. El
far detector reconstruye el espectro de enerǵıa del haz de neutrinos luego de
que estos oscilan, además se encarga de determinar la composición del flujo.
Similar que el near detector, el far detector consta de dos secciones cada una
de 15 m de longitud que están separadas por 1.5 m de aire.

Análisis en la probabilidad de supervivencia

MINOS está diseñado para ser sensible a oscilaciones producidas por la difer-
encias de masas al cuadrado, ∆m2

13 y ∆m2
23. Las oscilaciones generadas por
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∆m2
12 no serán visibles ya que la fase oscilatoria es muy pequeña. Tomando

esto en cuenta, podemos simplificar la expresión de la probabilidad. En
primer lugar, considerando que dada la diferencia en la escala,

cos (∆12t) ≈ 1 sin (∆12t) ≈ 0 (4.1)

En esta tesis, sólo se trabajará dentro del Escenario 2. A escala atmosférica,
tanto el Caso 2.1 y 2.2 se reducen a la misma expresión, salvo que de un caso
a otro cambia de γ2 a γ1.
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Reescribiendo la probabilidad en función de los elementos de la matriz PMNS,
se tiene,
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(4.3)

Es necesario recalcar que tanto en el Caso 2.1 o el 2.2, los parámetros deben
cumplir que γ2 ≤ 4γ4 o γ1 ≤ 4γ4. Con la finalidad de obtener unas ex-
presiones simples para la probabilidad, vamos a realizar la siguiente aproxi-
mación.

∆13 ≈ ∆23 ≡ ∆l3 (4.4)

Al desestimar completamente el efecto de ∆m2
21, se ha evitado tratar con la

fase de violación CP. En caso se busque hacer un análisis del efecto de deco-
herencia en la violación CP, esa aproximación no debe ser hecha. Aunque, a
su vez, es necesario hacer notar que para hacer una análisis de violación CP,
el Escenario 3 presenta casos dramáticos de violación CP, donde incluso hay
violación CPT.
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De este modo, en la escala atmosférica, las probabilidades de oscilación son:
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MINOS mide la oscilación de neutrinos y antineutrinos muónicos. La proba-
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bilidad usada comúnmente para estimar los parámetros de oscilación, véase [52],
es la siguiente

Pνµ→νµ = 1− sin2 2θd sin2
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4E

)
. (4.6)

Donde

sin2 θd ≡ sin2 θ23 cos2 θ13 (4.7)

Ahora, la probabilidad de supervivencia con decoherencia para neutrinos
muónicos es
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Esta expresión, usando la definición del sin2 θd, se puede reescribir de la
siguiente manera,
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o también,
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Claramente se puede notar que fijando el parámetro γ2 = 0, la ecuación
anterior toma la forma de la expresión del Caso 2.1) de decoherencia en el
modelo de dos sabores, Ec 3.39.

Pνµ→νµ = 1− 1

2
sin2 2θ(1− e−γL cos

∆m2L

2E
) (4.11)

Este resultado valida el trabajo realizado por varios autores quienes usaron
el modelo de dos sabores para establecer ĺımites experimentales al parámetro
de decoherencia [42], [53]-[57]. Estos ĺımites corresponden, por lo tanto, a
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un caso muy particular del término disipativo. Sin embargo, aún en el caso
particular que se está trabajando, γ2 puede tomar un valor distinto de cero.
En este trabajo, se buscará determinar cuantitativamente el impacto de γ2

distinto de cero.

El escenario en el cuál el parámetro γ2 tendrá mayor impacto, naturalmente,
será cuando tome el mayor valor permitido, esto es, cuando γ2 = 4γ4. Al
hacer esto, la fórmula de probabilidad se convierte en una probabilidad con
sólo un parámetro de decoherencia, lo que facilitará a que computacional-
mente el análisis estad́ıstico sea más sencillo de realizar. El análisis es-
tad́ısitico se realizará en el experimento de MINOS, el cual, es ideal para
realizar tests de decoherencia, ya que, actualmente, la longitud de oscilación
es la más grande para un experimento de neutrinos de acelerador. Esto sig-
nifica que el neutrino tendrá un mayor recorrido y, por lo tanto, el efecto de
la decoherencia, de existir, se verá magnificado, en caso contrario, se podrán
establecer mejores ĺımites.

El parámetro de decoherencia no tiene restricciones respecto a la dependencia
energética que pueda tener. Por esto, redefiniremos el parámetro para incluir
una dependencia general n.

γ4(n) = γ4(E)n (4.12)

Donde E es la enerǵıa y n será el orden de la dependencia de la enerǵıa.

Para el aná́lisis estad́ıstico, se usaron 41 puntos correspondientes al experi-
mento de MINOS, 27 de neutrinos y 14 de antineutrinos. La definición del
χ2 es la siguiente,

χ2 =
∑
i

(P i
exp − P i

theo)2

σ2
i

. (4.13)

Donde P i
exp es el ratio entre número de eventos observados y el número de

eventos esperados en el bin ”i”,

P i
exp =

Nobs
νµ

Nno-osc
νµ

. (4.14)

Además, P i
theo es la probabilidad media correspondiente al bin, y σi, la in-

certidumbre. Los valores de P i
theo y σi fueron tomados del paper de Oliveira
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et al, [53].

Para probar que el análisis se ha realizado correctamente, se verificó con
los resultados de oscilaciones estándar, Tabla 4.1. Los resultados obtenidos
coinciden dentro de la región de 68% tanto con los resultados de Oliveira
como con los obtenidos por la colaboración de MINOS.

Parámetros de Oscilación Estándar

νµ ν̄µ νµ + ν̄µ

∆m2(10−3 eV2) 2.34+0.13
−0.13 2.68+0.54

−0.73 2.35+0.13
−0.13

sin2 2θ 0.92+0.07
−0.07 0.95−0.24 0.92+0.06

−0.06

χ2
min 19.04 20.10 39.72

Table 4.1: Resultados a 68% para oscilaciones estándar.

Ahora, al añadir efectos de decoherencia se obtuvo una expresión, Ec. 4.10,
dependiente de dos parámetro: γ2 y γ4. Al considerar γ2 = 0 se puede
regresar a la expresión netamente de dos sabores que ya ha sido estudiada
extensamente, Ec. 4.11. Los resultados obtenidos para este caso se muestran
en la Tabla 4.2. Mientras que los resultados obtenidos cuando γ2 toma el
máximo valor permitido, γ2 = 4γ4, se encuentran en la Tabla 4.3.
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Oscilaciones estándar + Decoherencia con γ2 = 0

n = 0 γ(10−23 GeV) ∆m2(10−3 eV2) sin2 2θ χ2
min

νµ 3.0+4.6 2.22+0.18
−0.17 0.99−0.09 17.87

ν̄µ 4.2+14.1 2.56+0.76
−0.93 0.99−0.30 19.60

νµ + ν̄µ 3.3+4.3 2.22+0.18
−0.16 0.99−0.08 37.95

n = 1 γ(10−23) ∆m2(10−3 eV2) sin2 2θ χ2
min

νµ 0.4+0.9 2.28+0.18
−0.16 0.95−0.08 18.37

ν̄µ 0.6+1.1 2.59+0.74
−0.89 0.96−0.29 17.00

νµ + ν̄µ 0.5+0.6
−0.4 2.28+0.18

−0.16 0.95−0.08 35.89

n = 2 γ(10−23 GeV−1) ∆m2(10−3 eV2) sin2 2θ χ2
min

νµ 0.+0.1 2.34+0.17
−0.17 0.92−0.08 19.07

ν̄µ 0.1+0.1 2.70+0.68
−0.86 0.86−0.26 17.68

νµ + ν̄µ 0.1+0.1 2.37+0.16
−0.18 0.90+0.08

−0.08 38.41

n = −1 γ(10−23 GeV2) ∆m2(10−3 eV2) sin2 2θ χ2
min

νµ 6.9+13.3 2.22+0.17
−0.16 1.−0.08 18.52

ν̄µ 0.+40.0 2.68+0.67
−0.88 0.95−0.30 20.10

νµ + ν̄µ 6.9+12.4 2.24+0.16
−0.17 1.−0.08 39.27

n = −2 γ(10−23 GeV3) ∆m2(10−3 eV2) sin2 2θ χ2
min

νµ 0.+19.1 2.34+0.17
−0.17 0.92−0.08 19.04

ν̄µ 0.+40.0 2.68+0.67
−0.88 0.95−0.30 20.10

νµ + ν̄µ 0.+18.2 2.35+0.16
−0.16 0.92−0.08 39.72

Table 4.2: Resultados obtenidos para oscilaciones con decoherencia con-

siderando γ2 = 0, Ec. 4.11.
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Oscilaciones estándar + Decoherencia con γ2 = 4 γ4

n = 0 γ(10−23 GeV) ∆m2(10−3 eV2) sin2 2θ χ2
min

3 νµ 1.1+1.4 2.23+0.17
−0.17 0.92−0.10 17.86

ν̄µ 1.7+5.3 2.50+0.81
−0.88 0.90−0.35 19.60

νµ + ν̄µ 1.2+1.1 2.24+0.17
−0.17 0.91−0.10 37.93

n = 1 γ(10−23) ∆m2(10−3 eV2) sin2 2θ χ2
min

νµ 0.1+0.3 2.28+0.17
−0.16 0.93−0.09 18.35

ν̄µ 0.2+0.4 2.56+0.74
−0.85 0.93−0.30 17.11

νµ + ν̄µ 0.2+0.2
−0.1 2.25+0.17

−0.16 0.94−0.09 35.93

n = 2 γ(10−23 GeV−1) ∆m2(10−3 eV2) sin2 2θ χ2
min

νµ 0.+0.1 2.34+0.17
−0.17 0.92−0.08 19.07

ν̄µ 0.+0.1 2.63+0.72
−0.84 0.95−0.29 20.11

νµ + ν̄µ 0.+0.1 2.36+0.16
−0.17 0.92−0.08 39.74

n = −1 γ(10−23 GeV2) ∆m2(10−3 eV2) sin2 2θ χ2
min

νµ 5.7+6.0
−4.7 2.22+0.16

−0.16 0.89−0.12 18.61

ν̄µ 0.+32.3 2.63+0.72
−0.84 0.95−0.29 20.12

νµ + ν̄µ 4.7+5.6
−4.4 2.25+0.18

−0.18 0.88−0.11 39.4

n = −2 γ(10−23 GeV3) ∆m2(10−3 eV2) sin2 2θ χ2
min

νµ 0.+14.3 2.34+0.17
−0.17 0.92−0.08 19.04

ν̄µ 1.4+38.6 2.66+0.71
−0.87 0.93−0.30 20.08

νµ + ν̄µ 0.+13.7 2.36+0.16
−0.17 0.92−0.08 39.74

Table 4.3: Resultados obtenidos para oscilaciones con decoherencia con-

siderando γ2 = 4γ4, Ec. 4.10.

Los resultados presentados fueron calculados usando el test de Pearson que
consiste en minimizar el valor de χ2 y a partir de este punto calcular interva-
los de confianza en el espacio de parámetros. En los resultados, se puede ver
que en algunos casos el χ2 es minimizado cuando el parámetro de decoheren-
cia es distinto de cero. Esto podŕıa significar una señal de decoherencia, sin
embargo, hay que darse cuenta que si bien el χ2 se minimiza en un valor de
γ4 distinto de cero, eso no necesariamente significa que hay una prueba signi-
ficativa de que existen efectos de decoherencia en la oscilación de neutrinos.



4.1. ESTUDIO DE DECOHERENCIA EN EL EXPERIMENTO DE MINOS69

Para poder decidir si es que el agregar un parámetro más a la fórmula de
oscilaciones es justificado, se realizará una prueba estad́ıstica sencilla. Se
usará el criterio de información de Akaike, el cuál, permite la selección entre
modelos con diferente número de parámetros, véase [58] [59] [60] [61]. El AIC
(Akaike Information Criterion) está definido de la siguiente forma:

AIC = χ2 + 2p+
2p(p+ 1)

N − p− 1
(4.15)

Donde p es el número de parámetros y N es el número de bins. El método de
decisión es la minimización del AIC. Aquél modelo que minimize el AIC será
el modelo preferido. El valor de AIC para el modelo de dos parámetros ∆m2

y sin2 2θ se encuentra en la Tabla 4.4, mientras que en las Tablas 4.5 y 4.6 se
muestran los resultados para los dos casos del modelo de decoherencia que
se están estudiando.

Oscilaciones Estándar

νµ ν̄µ νµ + ν̄µ

AIC 23.54 25.19 44.03

Table 4.4: Valor del Criterio de Información de Akaike (AIC) para oscila-

ciones estándar (p = 2).

OE + Decoherencia con γ2 = 0

AIC νµ ν̄µ νµ + ν̄µ

n = 0 24.91 28. 44.60

n = 1 25.41 25.4 42.54

n = 2 26.11 26.08 45.06

n = −1 25.56 28.5 45.92

n = −2 26.10 28.5 45.92

Table 4.5: Valor del Criterio de Información de Akaike (AIC) para oscila-

ciones estándar más decoherencia con γ2 = 0 (p = 3).
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SO + Decoherence with γ2 = 4γ4

νµ ν̄µ νµ + ν̄µ

n = 0 24.90 28. 44.58

n = 1 25.39 25.51 42.58

n = 2 26.11 28.51 46.39

n = −1 25.65 28.52 46.39

n = −2 26.08 28.48 46.39

Table 4.6: Valor del Criterio de Información de Akaike (AIC) para oscila-

ciones estándar más decoherencia con γ2 = 4γ4 (p = 3).

Comparando los valores de AIC se puede concluir que el modelo de oscila-
ciones estándar es preferido antes que cualquier de los dos modelos con de-
coherencia tratados (γ2 = 0 y γ2 = 4γ4), salvo en el caso que el parámetro de
decoherencia tiene dependencia energética lineal (n = 1). Este resultado, sin
embargo, no parece ser lo suficientemente relevante, ya que, el AIC es apenas
ligeramente menor que en el caso estándar (es menor en 3.29%) y sólo lo es
cuando se considera la suma de la data de neutrinos y antineutrinos, mas
no en ninguno de los dos por separado. Además hay que recordar que el
análisis realizado es un análisis simplificado, en el cuál no se ha considerado
efectos de materia ni de la fase CP, por lo que, los resultados podŕıan cambiar
ligeramente debido a estas condiciones.

Dado que los resultados para los casos de decoherencia tratados muestran
ser estad́ısticamente rechazados, se cambiará de paradigma y en lugar de
buscar un valor para el parámetro de decoherencia, se buscará establecer
ĺımites para el valor de este. El método para establecer los ĺımites ya ha
sido usado en anteriores trabajos, y consiste en establecer que los puntos
del espacio de parámetros que minimizan el valor de χ2 son aquellos en que
no hay decoherencia γ4 = 0. Asumiendo esto se puede tanto trazar curvas
de exclusión, como establecer ĺımites numéricos. Para hacer lo primero, se
fijará uno de los dos parámetros, por ejemplo, se fija el sin2 2θ en su best-
fit, considerando sólo oscilaciones estándar, Tabla 4.1. Una vez hecho esto,
se toma un valor de ∆m2 se calcula su χ2 cuando γ4 = 0 y se asume que
éste será el mı́nimo, χ2

min(∆m2). Luego, se calcula el valor del γ4 que tiene
χ2 = χ2

min(∆m2) + ∆χ2. El valor de ∆χ2 usado será 9.21, que corresponde
a una probabilidad acumulada del 99% para dos parámetros libres (ya que
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se fijó uno, sin2 2θ en este caso), véase [62]. Finalmente, se procede a variar
sobre todos los valores de ∆m2, trazando de esta manera un curva la cuál se
conoce como curva de exclusión.

La curva de exclusión divide el plano en dos regiones: la región excluida y
la no excluida. La región excluida es aquella en la cuál con cierto porcentaje
de confianza se puede afirmar que la teoŕıa, que se está limitando, no se
encuentra. Por ejemplo, en la Figura 4.3 se puede ver cómo la curva de
exclusión divide el plano en dos. El semiplano superior es la región excluida
y significa que dentro de este espacio se descarta la decoherencia con una nivel
de confianza de 99%. Mientras que el semiplano inferior es región no excluida,
aquella donde no hay suficiente estad́ıstica para decidir si hay decoherencia
o no.

Los resultados se pueden ver a continuación Figuras 4.3 - 4.10. Las gráficas se
han realizado de modo que se pueda ver comparativamente la diferencia entre
los dos modelos: γ2 = 0 y γ2 = 4γ4 para distintas dependencias energéticas
del parámetro de decoherencia. Además, también se puede observar el com-
portamiento de la curva de exclusión cuando se vaŕıa el valor del parámetro
fijo dentro del intervalo de 68% confianza.
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Figure 4.3: Curvas de exclusión al 99% del parámetro de decoherencia γ4 vs

∆m2 para n = 0, usando la data de neutrinos de MINOS, en los casos en que

γ2 = 0 4.11 y γ2 = 4γ4 4.10. Se muestra además el efecto de fijar un sin2 2θ

distinto del best-fit, tomando los valores más extremos dentro del intervalo

de confianza de 68% Ec. 4.1.
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(c) (d)

Figure 4.4: Curvas de exclusión al 99% del parámetro de decoherencia γ4 vs

∆m2, usando la data de neutrinos de MINOS, en los casos en que γ2 = 0

4.11 y γ2 = 4γ4 4.10. En la Figura a), b), c) y d), la dependencia energética

es n=1, n=-1, n=2 y n=-2, respectivamente. Se muestra además el efecto de

fijar un sin2 2θ distinto del best-fit, tomando los valores más extremos dentro

del intervalo de confianza de 68% Ec. 4.1.
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Figure 4.5: Curvas de exclusión al 99% del parámetro de decoherencia γ4 vs

∆m2 para n = 0, usando la data de antineutrinos de MINOS, en los casos

que γ2 = 0 4.11 y γ2 = 4γ4 4.10. Se muestra además el efecto de fijar

un sin2 2θ distinto del best-fit, tomando los valores más extremos dentro del

intervalo de confianza de 68% Ec. 4.1.
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Figure 4.6: Curvas de exclusión al 99% del parámetro de decoherencia γ4 vs

∆m2, usando la data de antineutrinos de MINOS, en los casos en que γ2 = 0

4.11 y γ2 = 4γ4 4.10. En la Figura a), b), c) y d), la dependencia energética

es n=1, n=-1, n=2 y n=-2, respectivamente. Se muestra además el efecto de

fijar un sin2 2θ distinto del best-fit, tomando los valores más extremos dentro

del intervalo de confianza de 68% Ec. 4.1.
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Figure 4.7: Curvas de exclusión al 99% del parámetro de decoherencia γ4

vs sin2 2θ para n = 0, usando la data de neutrinos de MINOS, en los casos

en que γ2 = 0 4.11 y γ2 = 4γ4 4.10. Se muestra además el efecto de fijar

un ∆m2 distinto del best-fit, tomando los valores más extremos dentro del

intervalo de confianza de 68% Ec. 4.1.
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Figure 4.8: Curvas de exclusión al 99% del parámetro de decoherencia γ4 vs

sin2 2θ, usando la data de neutrinos de MINOS, en los casos en que γ2 = 0

4.11 y γ2 = 4γ4 4.10. En la Figura a), b), c) y d), la dependencia energética

es n=1, n=-1, n=2 y n=-2, respectivamente. Se muestra además el efecto de

fijar un sin2 2θ distinto del best-fit, tomando los valores más extremos dentro

del intervalo de confianza de 68% Ec. 4.1.
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Figure 4.9: Curvas de exclusión al 99% del parámetro de decoherencia γ4 vs

sin2 2θ para n = 0, usando la data de antineutrinos de MINOS, en los casos

que γ2 = 0 4.11 y γ2 = 4γ4 4.10. Se muestra además el efecto de fijar

un ∆m2 distinto del best-fit, tomando los valores más extremos dentro del

intervalo de confianza de 68% Ec. 4.1.
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Figure 4.10: Curvas de exclusión al 99% del parámetro de decoherencia γ4 vs

sin2 2θ, usando la data de antineutrinos de MINOS, en los casos en que γ2 = 0

4.11 y γ2 = 4γ4 4.10. En la Figura a), b), c) y d), la dependencia energética

es n=1, n=-1, n=2 y n=-2, respectivamente. Se muestra además el efecto de

fijar un sin2 2θ distinto del best-fit, tomando los valores más extremos dentro

del intervalo de confianza de 68% Ec. 4.1.
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Por otro lado, en este trabajo se ha establecido, ĺımites numéricos los cuales
pueden ser útiles para posteriores estudios. Estos valores fueron calculados
siguiendo la misma lógica que las curvas de exclusión, salvo que en este caso se
fijó tanto sin2 2θ como ∆m2 en sus best-fits. La Tabla 4.7 muestra los valores
ĺımites con un nivel de confianza de 99% del parámetro de decoherencia y
su variación de acuerdo a la dependencia energética, usando sólo data de
neutrinos. Mientras que la Tabla 4.8 fue calculada tomando sólo data de
antineutrinos.

Limites de decoherencia usando la data de neutrinos

γ4 ≤ γ2 = 0 γ2 = 4γ4

n = 0 1.10× 10−22 GeV 2.98× 10−23 GeV

n = 1 2.21× 10−23 5.85× 10−24

n = 2 2.81× 10−24 GeV−1 0.84× 10−24 GeV−1

n = −1 2.46× 10−22 GeV2 1.08× 10−22 GeV2

n = −2 3.55× 10−22 GeV3 3.12× 10−22 GeV3

Table 4.7: Ĺımites al 99% obtenidos para el parámetro de decoherencia en

los casos que γ2 = 0 y γ2 = 4γ4 usando data de neutrinos.

Limites de decoherencia usando la data de antineutrinos

γ4 ≤ γ2 = 0 γ2 = 4γ4

n = 0 3.84× 10−22 GeV 1.54× 10−22 GeV

n = 1 5.45× 10−23 1.52× 10−24

n = 2 7.61× 10−24 GeV−1 1.27× 10−24 GeV−1

n = −1 1.80× 10−21 GeV2 0.96× 10−21 GeV2

n = −2 9.01× 10−21 GeV3 4.90× 10−21 GeV3

Table 4.8: Ĺımites al 99% obtenidos para el parámetro de decoherencia en

los casos que γ2 = 0 y γ2 = 4γ4 usando data de antineutrinos.
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4.2 Estudio de decoherencia en el experimento

de IceCube.

Neutrinos Astrof́ısicos

Uno de los escenarios más excitantes para la búsqueda de f́ısica no estándar,
en la actualidad, son los neutrinos astrof́ısicos. Estos neutrinos, provenientes
de fuentes extra galácticas, son creados en interacciones de rayos cósmicos
ultra energéticos con otras part́ıculas masivas o fotones. Al tratarse de
part́ıculas neutras atraviesan el universo en ĺınea recta desde donde son orig-
inados hasta la Tierra sin ser desviados por los campos magnéticos cósmicos.
Y a diferencia de la radiación gamma proveniente también de estas reacciones,
los neutrinos no serán absorbidos en su viaje. Lo cuál, significa que estos son
una señal primigenia de la fuente y contendrán información acerca de ésta, aśı
como del proceso que los originó. Hasta ahora no se ha determinado la fuente
exacta de estos neutrinos, sin embargo, existen ciertos candidatos como, Ac-
tive Galactic Nuclei (AGN) [63], Gamma-Ray Bursts (GRB) [64], starbust
galaxies [65], galaxy clusters [66], remanentes de supernova, microquasars o
pulsar wind nebulae [67] [68] [69].

No obstante, a pesar de que no se conozca la fuente exacta, existen principal-
mente dos mecanismos por los cuales se generan neutrinos ultra energéticos.
El primero es por el decaimiento de piones cargados, protones o núcleos carga-
dos acelerados colisionan con hadrones o fotones, generando piones cargados
y neutros. Luego, los piones cargados decaen de la siguiente forma,

π+ → µ+νµ → e+νe ν̄µ νµ π− → µ−ν̄µ → e−ν̄e νµ ν̄µ. (4.16)

Se produce entonces neutrinos con un ratio entre el número total de neutrinos
o antineutrinos electron, muón o tauón (νe : νµ : ντ ), de la siguiente forma:
(1 : 2 : 0). El segundo mecanismo de creación de neutrinos es a partir del
decaimiento de neutrones, los neutrones generan antineutrinos electrónicos
v́ıa el decaimiento beta,

n→ p+e−ν̄e. (4.17)

En este caso, el ratio de neutrinos o antineutrinos que se producen es: (1 : 0
: 0). Hay que hacer notar que en el caso de decaimiento de piones cargados
se producen tanto neutrinos como antineutrinos, mientras que en el caso de
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decaimiento de neutrones sólo se producen antineutrinos electrón.

Las distancias que recorren los neutrinos astrof́ısicos hasta su llegada a la
Tierra son cósmicas, del orden de kilopársecs (∼ 3 × 1016 km), [70]. Lo
cuál, los convierte en una oportunidad ideal para poder observar efectos de
f́ısica nueva que dependan de la distancia recorrida, tal como, decaimiento de
neutrinos, nuevas interacciones o decoherencia, [71], [72] . En este caṕıtulo,
se realizará un breve análisis de los posibles efectos de decoherencia cuántica
en la composición de sabor del flujo de neutrinos que se recibe en la Tierra.

IceCube

IceCube es un detector de part́ıculas ubicado en el Polo Sur, este experimento
funciona como un telescopio de neutrinos y está diseñado para detectar neu-
trinos provenientes de fuentes astrof́ısicas. El proceso de detección se realiza
en las profundidades del hielo, por debajo de 1 km. A esta distancia, la luz
proveniente de la superficie es bloqueada completamente, de modo, que la
única fuente de luz es la radiación Cherenkov producida por las part́ıculas
cargadas que se generan en la interacción de neutrinos con núcleos atómicos
del hielo o de muones que logran atravesar la superficie.

El experimento de IceCube surge como sucesor de AMANDA, Antarctic
Muon And Neutrino Detector Array. AMANDA funcionó por más de una
década y consist́ıa en unas cadenas de sensores ópticos enterradas a una pro-
fundidad de 800 y 1000 metros dentro del hielo. Estas cadenas se encargaban
de detectar la interacción de rayos cósmicos con el hielo. El diseño de IceCube
es muy similar, consta de 5160 digital optical modules (DOMs) distribuidos
en 86 cadenas que se encuentran enterradas a profundidades entre 1450 y
2450 metros en hielo natural Antártico. Los DOMs se localizan espaciados
a 17 m verticalmente y horizontalmente están regularmente espaciados por
125 m, este arreglo está diseñado para optimizar la detección de neutrinos
ultra energéticos con enerǵıas por encima de los 100 GeV. En la Figura 4.11,
se muestra la disposición del arreglo de cadenas.

Dentro del arreglo de 79 cadenas en IceCube, 73 son consideradas estándar,
mientras que 6 corresponden al DeepCore. El DeepCore es un sub arreglo más
denso, de 6 cadenas, que rodean a la cadena central de IceCube, la cadena
36. Las 6 cadenas se distancian menos de 75 m entre ellas y hay un espacio
libre en cada cadena que se ubica 7 m debajo del dust layer y 10 m sobre esta,
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como se muestra en la Figura 4.12. DeepCore constituye un núcleo denso de
cadenas ubicadas en la parte más limpia del hielo, este arreglo está diseñado
para incrementar la sensibilidad a neutrinos de “bajas” enerǵıas, por debajo
de 100 GeV. Además los fotomultiplicadores de los DOMs del DeepCore han
sido cambiados por unos de mayor eficiencia.

Figure 4.11: Diseño del experimento de IceCube ubicado en el Polo Sur.

Figura tomada de [73]

IceTop es uno de los sub detectores de IceCube, consiste en un par de tanques
ubicados en la parte incial de cada cadena, cada tanque esta espaciado 10
m entre śı y contiene dos DOMs. La meta de IceTop no es la detección de
neutrinos, sino de las part́ıculas cargadas generadas por la interacción de
rayos cósmicos con la atmósfera. IceTop es usado para poder clasificar los
eventos de neutrinos extra terrestres con los atmosféricos. Ya que, en caso de
ser un neutrino originado en la atmósfera, se esperaŕıa, con seguridad, que
además de una señal en IceCube, se presente una señal en IceTop distanciada
apenas por centésimas de milisegundos producida por las part́ıculas cargadas
que se generaron en la misma reacción.
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Figure 4.12: Vistas superior y lateral de IceCube. Con puntos negros está in-

dicadas las posiciones de las cadenas estándar, mientras que las del DeepCore

son señaladas con aspas rojas. Figura tomada de [74]

Los DOMs son la bloques centrales de IceCube, cada DOM está compuesto
de una esfera de vidrio presurizada, un Hamamatsu R-7081 photo multiplier
(PMT), una fuente de alto voltaje para el PMT de 2 kV y un DOM Main
Board (MB). El PMT es de 25 cm de diámetro y tiene un poder de amplifi-
cación de 107, logrando la detección de incluso un sólo fotón. En el caso del
DeepCore, los PMTs son cambiados por unos HQ PMTs (Higher Quantum
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PMT) que aumentan la eficiencia en un 40%. Los DOMs de IceCube funcio-
nan como módulos independientes que digitalizan la información del pulso
dentro del hielo. Todos estos son controlados y sincronizados remotamente
mediante un master clock system, el reciprocal active pulsing system, RAP-
cal. Una vez que una señal es digitalizada en un DOM es enviada a un digital
string processors (DSPs), existe un DSP por cadena y todos estos reportan
las señales a un central trigger processor donde pasan por un procesos de
filtración. IceCube fue terminado el 18 de Diciembre del 2010. Luego de
dos años de acumulación de datos, el 2013, IceCube publicó el art́ıculo que
muestra los resultados de la primera detección de neutrinos astrof́ısicos, [75].
28 eventos con enerǵıas depositadas entre 30 y 1200 TeV fueron encontrados
con un background de 10.6+5.0

−3.6 eventos provenientes de muones y neutrinos
atmosféricos. En el 2015, mediante un nuevo análisis se consiguió filtrar los
eventos de neutrinos astrof́ısicos con enerǵıas > 35 GeV, [76]. Los resulta-
dos fueron, 129 eventos tipo shower y 8 tipo track provenientes de neutrinos
astrof́ısicos. En el mismo art́ıculo, además, se muestra los resultados del
análisis que busca modelar el flujo de los neutrinos astrof́ısicos.

(a) (b)

Figure 4.13: Las Figuras a), [76], y b), [77], muestran los resultados de

IceCube para el modelo de flujo de tres tipo de neutrinos. La Figura a),

es resultado de un análisis usando la data recolectada desde 2010 al 2013 y

tomando en cuenta todos los eventos con enerǵıas mayores a 35 TeV. Por

otro lado, la Figura b) es producto de una análisis combinado de distintas

mediciones realizadas desde el 2009 hasta el 2013.
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Los resultados que muestran la composición de sabor del flujo de neutrinos
usando un modelo de tres tipos distintos de neutrinos, se encuentran en la
Figura 4.13. En esta se muestran las regiones de exclusión los niveles de
exclusión representados por distintas tonalidades de color. Por ejemplo, en
la figura a) la región roja representa la región que concuerda mejor con la
data, mientras que las regiones azules muestran las zonas más exclúıdas.
Para la figura b) es exactamente igual salvo que las regiones más exclúıdas
son las blancas.

Análisis de la composición del flujo

En el caso de neutrinos astrof́ısicos, la distancia que viajan es mucho mayor
que la longitud de oscilación, de modo que, la detección del neutrino será
incoherente. En este ĺımite, las oscilaciones pueden ser promediadas. De
modo que, 〈

sin

(
∆ijt

2

)〉
≈ 0

〈
cos

(
∆ijt

2

)〉
≈ 0 (4.18)

Aún, en caso, algún parámetro de decoherencia modifique la fase de os-
cilación, siempre que la oscilación estándar sea dominante, 4.18 se cumplirá.
En el caso de la probabilidad estándar, tenemos que al considerar la detección
incoherente de los neutrinos, la probabilidad queda como,

〈
Pνα→νβ

〉
=

1

3
+

1

2

{
ρα3ρ

β
3 + ρα8ρ

β
8

}
(4.19)

Una vez que se tiene la probabilidad de transición, se puede calcular el flujo
de neutrinos que será recibido en la Tierra, φ⊕β ,

φ⊕β =
1

∆E

∫
∆E

∑
α

Pνα→νβ φ
s
α dE (4.20)

Donde ∆E es el intervalo de enerǵıa, en el cuál, se integra el flujo y φsα es
el flujo proveniente de la fuente con sabor α. Y la dependencia energética
observada de este flujo es de la siguiente forma,

φ⊕β = fβ,⊕ φ
⊕
0

(
E

100TeV

)−γ
. (4.21)
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fβ,⊕ es la fracción de cada sabor que llega a la Tierra, φ⊕0 es el flujo medio
de neutrinos y antineutrinos ultra-energéticos (E > 100 TeV) que llegan a
la Tierra, y γ es el ı́ndice espectral. Además la fracción está normalizada,∑

α fα,⊕ = 1. También se puede escribir el flujo de la fuente como φsα =
fα,sφ

s
0.

Ahora, considerando que la probabilidad sea independiente de la enerǵıa, se
puede escribir la fracción de sabor del flujo, de la siguiente manera,

fβ,⊕ =
φ⊕β∑
σ φ
⊕
σ

=

∑
α Pνα→νβfα,s

1
∆E

∫
∆E

φs0 dE∑
σ,τ Pνσ→ντfσ,s

1
∆E

∫
∆E

φs0 dE
′

=
∑
α

Pνα→νβfα,s.

(4.22)

De modo que, la proporción entre el flujo de neutrinos será independiente del
ı́ndice espectral, sólo dependerá de la fracción con que cada sabor se forma
en la fuente y de la probabilidad. Hay que recalcar que esto es válido sólo
cuando la probabilidad es independiente de la enerǵıa.

Como se ha visto, existen dos mecanismos de generación de neutrinos, de-
caimiento de piones cargados y decaimiento de neutrones, ambos generan
neutrinos de ciertos sabores en distintas proporciones. Por lo tanto, si con-
sideramos sólo los best-fits de los ángulos de mezcla, para cada mecanismo
de generación va a existir una fracción de neutrinos que se observarán en
Tierra. Sin embargo, la probabilidad va a depender de los ángulos de mezcla,
los cuáles poseen incertidumbres, si se considera la variación de los ángulos
de mezcla dentro de cierto intervalo de confianza, se puede trazar regiones
permitidas dentro de las cuáles se esperaŕıa observar la composición de los
flujos medidos en la Tierra. En la Figura 4.14, se muestra la regiones permi-
tidas para oscilaciones estándar. En la Figura a) se ha considerado que los
neutrinos astrof́ısicos pueden ser generados en cualquier proporción, es decir,
se consideró un flujo genérico (x, y, 1-x-y), tal que, x ε [0,1] e y ε [0,1-x].
Por otro lado, en la Figura b) se muestra las regiones permitidas para ciertas
proporciones definidas. Tenemos que (1, 0, 0) es la proporción de acuerdo a
decaimiento de neutrones y (1, 2, 0) debido a decaimiento de piones, a pesar
de que esas son las más aceptadas, se toman otras composiciones como (0 , 1
, 0) que representa un mecanismo que genera solamente neutrinos muónicos,
y (0, 0, 1) el cuál es un escenario exótico donde sólo se generaŕıan neutrinos
tauónicos.
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Ahora, dado que la probabilidad es modificada si se consideran efectos de
decoherencia, se espera que la composición del flujo también lo sea. A contin-
uación, se analizará algunos de los escenarios que se trabajó en la Sección 3.2.
Hay que hacer notar que, en este trabajo, no se tomará en cuenta la depen-
dencia con la fase CP, por lo tanto, esta se fijará en cero, δCP = 0. La
probabilidad de tres generaciones en el Escenario 1, Ec. 3.77, al considerar
las oscilaciones promediadas y que no hay violación CP, queda de la siguiente
manera,

Pνα→νβ =
1

3
+

1

2

{
e−γ3tρα3ρ

β
3 + e−γ8tρα8ρ

β
8

}
(4.23)

Como vimos anteriormente, la expresión 4.22 sólo se cumple cuando la prob-
abilidad no depende de la enerǵıa, en caso contrario habŕıa que realizar la
integral usando un flujo de neutrinos. Sin embargo, para simplificar el análisis
sólo se considerará el caso en que el parámetro de decoherencia es independi-
ente de la enerǵıa. En la Figura 4.15, se puede observar la región permitida
cuando se considera la anterior probabilidad. En la Figura a) y c) se mues-
tra el efecto de la decoherencia parcial, cuando γ3t ≈ γ8t ≈ 1, mientras que
en la Figura b) y d) se puede observar el efecto de decoherencia completa
γ3t ≈ γ8t→∞. Como era de esperarse, cuando se analiza la probabilidad, se
puede notar que el efecto de decoherencia completa hace que la probabilidad
sea 1

3
para todos los sabores lo que lleva, a su vez, a que el flujo esperado sea

un punto de coordenadas (1 : 1 : 1).

En el Escenario 2, sin embargo, el parámetro γ8 = 0. Nuevamente, elimi-
nando los términos oscilantes de la nueva probabilidad, tenemos:

Pνα→νβ =
1

3
+

1

2

{
e−γ2tρα3ρ

β
3 + ρα8ρ

β
8

}
(4.24)

La región permitida se muestra en la Figura 4.16. Como en el caso anterior,
en las Figuras a) y c) se muestran la decoherencia parcial, mientras que en
las Figuras b) y d), la decoherencia total. En este escenario, la decoherencia
total no lleva a un único punto, sino que también lleva a una región permitida.

Comparando las Figuras 4.15 y 4.16, se puede apreciar que existe algunas
diferencias entre las regiones permitidas para los dos escenarios de decoheren-
cia estudiados. La diferencia más resaltante ocurre cuando la decoherencia
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es completa. En el Escenario 1, la región se reduce a un punto, mientras que
en el el Escenario 2, todav́ıa queda una región. También en caso de deco-
herencia parcial, las regiones vaŕıan considerablemente. Sin embargo, algo
que se puede notar en ambos escenarios respecto a la región de oscilaciones
estándar es que ésta se ve reducida en área debido a que la decoherencia
elimina términos que depende de los ángulos de mezcla.

Ahora, si se considera las regiones totales en las cuales no se distingue entre
ninguna composición de la fuente, las región de oscilaciones estándar y las
de decoherencia están superpuestas. Es decir, las regiones se encuentran
degeneradas. Esto puede llevar a que sea muy dif́ıcil determinar la existencia
de decoherencia en caso no se fije la composición de la fuente. Por ejemplo,
en el caso de decoherencia total en el Escenario 1, la composición (1 : 1 : 1)
está dentro de la región total permitida para oscilaciones estándar, pero no
se encuentra dentro si se toma como mecanismo de generación al decaimiento
de neutrones, (1 : 0 : 0). De hecho, esta composición está siendo exclúıda
por los resultados de IceCube en más del 95%, Figura 4.13 b). Sin embargo,
esta composición puede ser salvada si se considera decoherencia como en el
Escenario 1.

Lo efectos de la decoherencia entonces llevan a cambios en la región permi-
tida. Un análisis estad́ıstico podŕıa llevar a un resultado más preciso acerca
de cuánta es la diferencia. Sin embargo, este análisis de forma cualitativa
muestra la naturaleza de los efectos y muestra que los efectos de decoherencia
aún no pueden ser limitada por la data actual de IceCube. ya que las re-
giones de decoherencia caen dentro de la región de exclusión de IceCube. Sin
embargo, se espera que estas regiones, más adelante, permitan obtener una
mayor información acerca de la existencia de efectos de la decoherencia en
neutrinos astrof́ısicos. Por otro lado, es necesario hacer notar que no se tomó
en cuenta efectos de violación CP, la inclusión de este término podŕıa variar
ligeramente la composición de los flujos, con los resultados de experimentos
futuros se obtendrá mayor información acerca del valor de esta fase y puede
permitir un análisis más extenso.
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(a)

(b)

Figure 4.14: Regiones permitidas a 1σ y 3σ considerando oscilaciones

estándar. La Figura a) muestra toda la región permitida considerando

cualquier composición de la fuente. La Figura b) muestra las regiones per-

mitidas considerando cuatro posibles composiciones.
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(a) (b)

H
(c) (d)

Figure 4.15: Regiones permitidas a 1σ y 3σ considerando oscilaciones

estándar más decoherencia de acuerdo al Escenario 1. Las Figuras de la

izquierda muestran los efectos de una decoherencia parcial y a la derecha se

muestran los efectos de una decoherencia total.
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(a) (b)

H
(c) (d)

Figure 4.16: Regiones permitidas a 1σ y 3σ considerando oscilaciones

estándar más decoherencia de acuerdo al Escenario 2. Las Figuras de la

izquierda muestran los efectos de una decoherencia parcial y a la derecha se

muestran los efectos de una decoherencia total.
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Conclusiones

El formalismo de sistemas abiertos fue originalmente concebido para el es-
tudio de sistemas en interacción con un ambiente en Óptica Cuántica. Sin
embargo, la generalidad de este formalismo permite su uso, no solamente en
ese contexto, sino que también puede ser utilizado en la f́ısica de part́ıculas.
En los últimos años, varias teoŕıas como Gravedad Cuántica o Teoŕıa de
Cuerdas han propuesto posibles efectos de decoherencia cuántica que afectan
a la propagación de las part́ıculas en el espacio. Sin embargo, por lo general,
todas ellas convergen a que estos fenómenos debeŕıan ser observados en la es-
cala de enerǵıa de la masa de Planck. Esa magnitud de enerǵıa, se encuentra
muy por encima de los ĺımites actuales y de los que, con certeza, alcanzará
la humanidad. No obstante, es posible, desde un punto de vista optimista,
que a la escala actual de enerǵıa se puedan observar pequeños efectos debido
a decoherencia cuántica.

La oscilación de neutrinos es una escenario ideal donde medir decoherencia
cuántica debido a que atraviesan grandes distancias sin sufrir gran variación
y, además, debido al mecanismo de oscilación, se comportan como inter-
ferómetros capaces de magnificar efectos que pueden ser pequeños. Es de
esta manera, que el estudio de decoherencia se abre como una ventana donde
explorar distintos modelos de decoherencia cuántica y f́ısica no estándar.

Varios autores, ya han hecho estudios acerca de los efectos de decoherencia
en la oscilación de neutrinos. Modelar a estos como un sistema cuántico
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abierto suele ser el camino que se ha utilizado debido a que no se sabe a
ciencia cierta cómo es el efecto de la interacción de un neutrino con los
fenómenos causantes de la decoherencia. La teoŕıa de sistema cuánticos per-
mite un estudio fenomenológico de los sistemas abiertos, considerando que
la evolución del sistema no es Hamiltoniana, sino que presenta efectos de
disipación, pérdida de información e irreversibilidad. Esto tipo de evolución
puede ser descrito usando el formalismo de los semigrupos dinámicos comple-
tamente positivos. Dentro de este formalismo, al exigir completa positividad
lleva a ciertas condiciones que se deberán cumplir.

La meta principal de este trabajo es extender las condiciones de completa
positividad para el formalismo de decoherencia en tres generaciones, y a
partir de estas, estudiar los escenarios más resaltantes. El estudio de la
completa positividad en un sistema de dos neutrinos ha sido la motivación
de varios trabajos y esto ha sido extensamente revisado en la literatura. No
solo desde un punto de visto teórico, sino también desde la fenomenoloǵıa
que presenta este modelo. Se han establecido ĺımites para el valor de la
decoherencia usando data experimental. Sin embargo, el modelo de tres
generaciones, no ha sido revisado con tanta profundidad debido a la gran
cantidad de parámetros libres que corresponden a la decoherencia.

En esta tesis, sin embargo, hemos estudiamos casos en los cuales, usando
las relaciones de completa positividad, el número de parámetros se llega a
reducir significamente. De esta forma, la fenomenoloǵıa resulta más accesible,
tal que, se pueden hacer análisis estad́ısticos para intentar medir el valor de
la decoherencia.

El experimento de MINOS resulta ideal para hacer un análisis de decoheren-
cia, ya que, es el experimento de acelerador que mayor baseline posee. Y
dado que la magnitud de la decoherencia depende de la distancia que recorra
el neutrino, MINOS se presenta como una oportunidad para medir algunos
casos de decoherencia. En este trabajo, se hizo un análisis en el cuál se
estableció que el modelo con decoherencia era estad́ısticamente menos acep-
tado que el modelo sin decoherencia. Esto obligó a cambiar el paradigma del
análisis y, en lugar de buscar un valor para los parámetros de deocherencia se
procedió a establecer ĺımites usando la fórmula de probabilidad de dos gen-
eraciones y la que se obtuvo para tres. La comparación entre ambas, muestra
que los ĺımites pueden variar notablemente para ciertas dependencias con la
enerǵıa.
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Finalmente, se hizo un análisis cualitativo de decoherencia en el caso de
neutrinos astrof́ısicos. IceCube ha realizado, recientemente, mediciones de
neutrinos astrof́ısicos. Estos son provenientes de fuentes extra galácticas y
recorren enormes distancias antes de ser detectados en la Tierra. Además
poseen enerǵıas mucho mayores a las que se pueden alcanzar en la Tierra.
Por esto, es que estos son también una oportunidad importante de testear
decoherencia. En la actualidad, no hay suficiente estad́ıstica para establecer o
negar casi ningún modelo de nueva f́ısica en IceCube, sin embargo, se esperan
resultados importantes cuando se tenga mayor data. No obstante, es bueno
mencionar que aunque sea cualitativamente la naturaleza de los efectos de la
decoherencia en esta escala.
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Anexo A

Aspectos básicos de la

mecánica cuántica

De acuerdo a la mecánica cuántica un estado |ψ(t0)〉 evoluciona en el tiempo
de acuerdo a la ecuación de Schrödinger:

i
d

dt
|ψ(t)〉 = H(t)|ψ(t)〉 (A.1)

Donde H(t) es el Hamiltoniano del sistema y la constante de Planck se ha
tomado ~ = 1. La solución de la ecuación de Schrödinger puede ser represen-
tada por un operador de evolucion U(t, t0) que lleva al estado de un tiempo
t0 a uno t

U(t, t0) = exp

[
−i
∫ t

t0

dsH(s)

]
(A.2)

De modo que, el estado a un tiempo determinado es:

|ψ(t)〉 = U(t, t0)|ψ(t0)〉 (A.3)

Sin embargo, si se considera que el sistema puede estar dado por un estado
mixto, estados que no pueden ser descritos por un solo ket, es necesario
utilizar el formalismo de la matriz densidad ρ. Asumiendo que al tiempo t0
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el estado inicial ρ(t0) en su forma más general puede ser escrito como:

ρ(t0) =
∑
α

ωα|ψα(t0)〉〈ψα(t0)| (A.4)

Donde ωα son pesos positivos y |ψα(t0)〉 son estados normalizados. La evolución
de la matriz densidad está dada de la siguiente manera:

ρ(t) = U(t, t0)ρ(t0)U †(t, t0) (A.5)

Diferenciando se obtiene la ecuación de Liouville:

d

dt
ρ(t) = −i[H(t), ρ(t)] (A.6)

Que puede ser escrita de la siguiente manera:

d

dt
ρ(t) = L(t)ρ(t) (A.7)

Donde L es el super-operador de Liouville. La solución de ésta ecuación
puede ser escrita en analoǵıa a la de Schrödinger:

ρ(t) = exp

[∫ t

t0

dsL(s)

]
ρ(t0) (A.8)

En la imagen de Schrödinger, la matriz densidad es gobernada por la ecuación
de Liouville, sin embargo, una equivalente descripción de la mecánica cuántica
es obtenida yendo a la imagen de Heisenberg o a la imagen de interacción,
en realidad, la imagen de Schrödinger y Heisenberg son casos ĺımites de la
imagen de interacción. Veamos en qué consiste, primero se divide el Hamil-
toniano del sistema de la siguiente manera:

H(t) = H0 + ĤI(t) (A.9)

Donde H0 es el Hamiltoniano que representa la enerǵıa interna del sistema
sin considerar las interacciones con otros sistemas. ĤI es el complemento de
H0 y representa la enerǵıa propia de estas interacciones. En la imagen de
Schrödinger, se considera que los estados son los que evolucionan mientras
que los observables son invariantes en el tiempo. Por otro lado, en la im-
agen de Heisenberg se toma a los estados invariantes mientras que son los
observables los que evolucionan. Sin embargo, cualquiera que sea la imagen
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en la que se este trabajando, el esperado de un observable A(t), que puede o
no depender del tiempo, debe ser el mismo. En la imagen de Schrödinger es
obtenido de la siguiente manera:

〈A(t)〉 = tr[A(t)ρ(t)] = tr[A(t)U(t, t0)ρ(t0)U †(t, t0)] (A.10)

La operación de la traza es la sumatoria sobre todos los grados de libertad
del sistema. Definamos los operadores unitarios de evolución:

U0(t, t0) ≡ exp[−iH0(t− t0)] (A.11)

UI(t, t0) ≡ U †0(t, t0)U(t, t0) (A.12)

De modo que, con ayuda de las propiedades de la traza, el valor esperado de
A(t) se puede escribir como:

〈A(t)〉 = tr[U †0(t, t0)A(t)U0(t, t0)UI(t, t0)ρ(t0)U †I (t, t0)]

= tr[AI(t)ρI(t)]
(A.13)

Se define entonces el observable AI(t) en la imagen de interacción

AI(t) = U †0(t, t0)A(t)U0(t, t0) (A.14)

y la matriz densidad en la imagen de interacción:

ρI(t) = UI(t)ρ(t0)U †I (t, t0) (A.15)

Además se puede notar que en el caso ĺımite de ĤI(t) = H(t), U0(t, t0) = 1
y UI(t, t0) = U(t, t0), se regresa a la imagen de Schrödinger. La ecuación de
Liouville en la imagen de interacción toma la siguiente forma:

d

dt
ρI(t) = −i[HI(t), ρI(t)] (A.16)

Donde el Hamiltoniano en la imagen de interacción está definido de la sigu-
iente manera,

HI(t) = U †0(t, t0)ĤI(t)U0(t, t0) (A.17)
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Usualmente la solución en la imagen de interacción se escribe de la siguiente
equivalente manera:

ρI(t) = ρI(t0)− i
∫ t

t0

ds[HI(s), ρI(s)] (A.18)
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