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Resumen

En este trabajo desarrollaremos dos aspectos de Dinamica: El primero
que trata sobre la dindmica de funciones que van de un intervalo en si mis-
mo, introduciremos las cadenas de Markov y algunos resultados previos para
alcanzar al final el teorema de Sharkovsky demostrado con grafos, el cual lo
haremos en la primera parte de este trabajo. La segunda parte de este tra-
bajo tratara sobre la teoria ergddica, nos enfocaremos en dos de los teoremas

fundamentales que son el teorema de recurrencia de Poincaré y el teorema
de Birkhoff.
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Introducciéon

En este trabajo se presenta, de forma autocontenida, una disertacién es-
crita sobre uno de los teoremas mas importantes y hermosos de la dindmica
unidimensional. Se trata en realidad de una coleccién de resultados debidos
al matematico ucraniano Oleksandr Sharkovsky (1936—) publicados inicial-
mente en ruso en el ano 1964, y que en la actualidad son reunidos con el
nombre de Teorema de Sharkovsky. El teorema de Sharkovsky permanecio
sin conocerse fuera de la Europa Oriental hasta la segunda mitad de la década
de 1970, cuando aparece publicado el articulo [LY75] de Tien Yien Li y Ja-
mes A. Yorke. En este articulo se demuestra parcialmente un caso particular
del Teorema de Sharkovsky, no obstante, se introduce, sin nombre, la nocién
de conjuntos “scrambled”, los cuales dan origen a lo que hoy se conoce con
el nombre de Caos en el sentido de Li-Yorke.

Lo mas llamativo de la teoria de sistemas dinamicos discretos es su nove-
dad. Es en la segunda mitad del siglo XX (mds especificamente en la década
de los 60) cuando se despierta la curiosidad en la dindmica discreta, después
del descubrimiento de el teorema de Sharkovsky y el caos en el sentido de
Li-Yorke. Por otro lado, los ordenadores modernos jugaron también un im-
portante rol, ayudando a descubrir impresionantes fenémenos matematicos
que habian estado ocultos hasta entonces. En la primera parte del trabajo
veremos mas a fondo el teorema de Sharkovsky:.

Para la segunda parte trataremos sobre el teorema de recurrencia de

Poincaré para eso veremos una pequena motivacion: Supongamos que desea-
mos estimar la cantidad de peces de una laguna. Para tal efecto, echamos
una red en un lugar determinado de la laguna, A, y sacamos por ejemplo
1000 peces, que pintaremos de un color, esta vez no téxico, y volveremos a
echar al agua. Esperaremos un tiempo razonable para que naden libremente,
volvemos a echar la red en el lugar A y sacamos 1000 peces. La idea del algo-
ritmo de estimacion era contar cuantos peces de color se encontraban ahora
en A, y de acuerdo a ese porcentaje, interpolar el porcentaje total de peces
en la laguna, deduciendo el nimero de peces. Por ejemplo, si en A encon-
tramos 10 peces, o sea el 1 de la muestra, eso nos estaria diciendo que 1000
eran aproximadamente el 1 de los peces de la laguna, que serian entonces
aproximadamente 100.000. Buenisimo, ahora, qué nos asegura que algin pez

vuelva a caer en la red?, y si ningin pez volviera a pasar nunca por A? En

VIII
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ese caso, nuestro algoritmo estaria mal, ya que nos estaria diciendo que los
1000 peces coloreados de la muestra es el 0 de los peces del lago Veamos si
podemos contestar a las preguntas vuelve algin pez coloreado a caer en la
red?, cuantos vuelven? cuantas veces vuelven?

El otro teorema que trataremos en esta parte, es el teorema de Birkhoff.
Uno de los grandes objetivos de los sistemas dindmicos busca describir el
comportamiento de las 6rbitas {T™(x) : n > 0} de una transformacién 7" :
X — X, donde T°(x) = Id y T"** =T o T" paran > 0. Este estudio
incide en medir las cantidades f(7"(z)) para alguna funcién f : X — R
particularmente en términos de la media

= ;

— T7(x)).

= ;f (T7(x))
Una cuestion basica de la teoria ergddica es la existencia de esta media cuando
n — oo. Es claro que tal media existe siempre que x sea un punto periodico,
esto es, cuando T*(z) = x para algun k& > 1. En 1931 Birhkoff (Birkhoff,
George David (1931), Proof of the ergodic theorem, Proc Natl Acad Sci USA
17(12): 656-660) probé un resultado que asegura que si 7" tiene una medida de
probabilidad invariante u, esto es, u(T '(A)) = u(A) para todo A medible,
y f es integrable con respecto a pu, entonces estas medias existen para todo
x € X(esto es exceptuando un conjunto de medida nula con respecto a la
medida p). Este resultado es conocido como el teorema ergédico de Birkhoft.
Una condicién necesaria y suficiente para que el valor del limite sea el mismo
en casi todo punto de X es no exista ningiin medible A con 0 < u(A) <1y
T-'(A) = A. En estas condiciones

n—oo M

lim L3 F(19(2) = /X fdu

en casi todo punto de x € X.

La transformacion 7' se dice en este caso que es ergdédica. De un punto de vista
de aplicaciones practicas, puede ser interesante saber si el reciproco de este
resultado también vale: es decir si se da la igualdad, podremos decir que T'
es ergddica? Buczolich(Measures and functions with prescribed homogeneous
multifractal spectrum Zoltan Buzcolich Volume 1, Issue 3, 2014, pp. 295 —
333) muestra que la respuesta es en general, negativa. Pero si f < 0 el

reciproco también es verdadero.

IX
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Capitulo 1

Nociones de entropia topolégica

Deseamos conocer un poco sobre las cadenas de Markov, las cuales seran
utilizadas mas adelante en nuestras demostraciones, y ademas dar una pe-
quena idea de lo que es la entropia topoldgica. La principal referencia de
este capitulo son los libros [KH95. [dMvS93] y ademds para anélisis del libro

[Lims1).

Definicién 1.1. Tomemos N > 2 el espacio
Qv ={w=_(..,w_1,wp,ws,...) w; €{0,1,...,N — 1} para i € Z}.
Andlogamente
QF = {w = (wo, w1, wy, ...)/w; €{0,1,...,N —1} para i€ {0,1,...}}.

Fijemos enteros ny < ng < ... < ng y numeros
ap,ag,...,a € {0,1,... N — 1} y llamemos al subconjunto

N1,N2,0 N _ s
Colnztk ={w € Qn/wp, = o parai=1,2,...,k}

un cilindro y el nimero k de digitos fijos es el rango de ese cilindro. Los
cilindros en el espacio Q¥ son definidos similarmente.

Definicién 1.2. Decimos que un cilindro es simétrico si es de la forma

OmUREy

Q_pyeeeyQn

Una forma de definir la topologfa en el espacio Qy (y similarmente en Q%)
es declarando que todos los cilindros son conjuntos abiertos y estos forman
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una base para la topologia. Entonces cada cilindro también es cerrado debido
a que
(Cprmzetk )€ = fw € Qn/wy, # o; parai=1,2,... k}

Q1,002,...,0k
k
= w & /fu, # )
i=1
ahora bien veamos que {w € Qy/w,, # a;} es abierto ya que
{w € Qn/wy, # a;} ={w € Qn/w,, =0} U{w € Qn/w,, =1}...

W{w € Qn/w,, = a;—1}0{w € Qn/w,, = a;+1}10. . . U{w € Qn/w,, = N—1}

esto quiere decir que cada elemento de la interseccién es unién numerable de
cilindros, por lo tanto cada elemento de la interseccién es un cilindro. Como
el complemento de un cilindro es interseccion finita de estos elementos que
sabemos que son abiertos, entonces el complemento de un cilindro es abierto.
Con lo cual concluimos que el complemento de un cilindro es abierto, enton-

ces el cilindro es cerrado. Entonces un cilindro es abierto y cerrado a la vez.

Definicién 1.3. La transformacion shift también conocida como el despla-
zamiento hacia la izquierda en Qy, se define de la manera siguiente

on:Qn = Qn; on(w)=w" = (..., w'o,w'y,...) donde W', = w,iy

Observe que oy es uno a uno (inyectiva) pues si
o(w) = o(t) esto significa que w’ = t' donde w!, = w,11 y t,, = tpi1

esto significa que w, 1 = t,41; Vn € Z de donde
W, =t,; VYn € Z de donde w = t. Y lleva cilindros en cilindros ya que

o(Crvr2-k) = g({w € Qy/w,, = a; parai=1,2,...,k})

Q1,020,000

_ Cn1+1,n2+1,...,nk+1
T Yan,a,.,0k

={w € Qn/wp,41 = a; parai =1,2,... k}
Como o es continua entonces es un homeomorfismo ya que es continua, in-
yectiva, lleva abiertos en abiertos y cerrados en cerrados, ademés su inversa

tambien es continua. A veces el oy es llamado ”topological Bernoulli shift”.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

Definicién 1.4. Definimos el shift de un solo lado como
ol QR QR por QR (wo,wi,...) = (wy,w,,...)

Lema 1.0.1. Los puntos periddicos de los shifts on y o® de periodo n son

densos en Qn y QR correspondientemente, ademds Py(oy) = Py(o®) = N™.

Demostracion. Las orbitas periddicas para shift son secuencias periddicas,

esto es,

(on)™w = w si y solo si Wy = w, ¥n € Z y similarmente para o
Con el fin de probar la densidad de los puntos periédicos es suficiente encon-
trar un punto periédico en cualquier cilindro. Desde que cualquier cilindro
en )y contiene un cilindro simétrico de rango 2m + 1 para algin m como
c e, =0, donde v = a_yyy, . . ., @y, basta con considerar solo estos ci-
lindros. Pero la sucesién se obtiene por simple repeticion de la sucesién finita
Oy« -+ y Oy, €8 decir, w donde w,, = o,y para | n’ |< m, n' = n(mod 2m+1),
obviamente se encuentra en nuestro cilindro y tiene periodo 2m + 1. Cual-
quier sucesion periodica w de periodo n es unicamente determinada por las
coordenadas wy, . .., W,_1.

Y como sabemos existen N™ diferentes sucesiones finitas (wo, ..., w,—1). O

Definicién 1.5. La restriccién de shift on o o& a cualquier subconjunto ce-

rrado, invariante de Qy o QL respectivamente es llamado sistema dindmico

stmbolico.

1.1. Cadenas de Markov

Aqui vamos a considerar una clase en especial (aunque probablemente
la mas importante) de sistemas dindmicos simbdlico. Sea A = (aij)gj_:lo una
matriz N x N cuyas entradas a;; son o bien ceros, o bien unos (que llamamos
0 — 1 matriz).

Sea

Q4 ={w e Qy/aw,w,,, = 1 paran € Z}.

En otras palabras la matriz A determina todas las transiciones admisibles
entre los simbolos 0,1,..., N — 1. El conjunto 24 es obviamente invariante
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por shift.

Ejemplo:

Si tenemos la siguiente matriz

_ o O O

1
1
1
1

S O O =
S O O =

Esto dice que, el punto x; esta relacionado con x5, x3 v x4; el punto x5 solo
esta relacionado con el punto x3; el punto x3 solo esta relacionado consigo

mismo; y el punto x4 esta relacionado con z; y 3

Definicién 1.6. Sea X un espacio métrico compacto con la funcion distancia

dy f: X — X. La sucesion creciente de métricas dl,n =1,2,..., iniciando

f f ‘ 7 %
desde di = d por dl, = N n d(f*(z), [*(y)).

En otras palabras, d/ mide la distancia entre los segmentos de la drbita

I =Az, f(x),.... @)} y 1.
Denotemos la bola abierta {y € X/d!(x,y) < €} por B;(z,€,n). El conjunto
E C X es llamado (n,€) cubridor si X C U By(z,€,n).

el
Sea S4(f,€,n) la cardinalidad minima de un (n, €) cubridor,

half, &) = T = log Sulf, e, n)

n—oon

Definicién 1.7. Se define la entropia topologica como:
half) = 1w hy(f. )
Lema 1.1.1. Sea d’ otra métrica en X. Entonces hg (f) = ha(f)

Demostracion. Sea D, = {(z1,22) € X x X/d(x1,22) > €} (como D, es
cerrado y esta incluido en X x X entonces se concluye que D, es compacto).
Como d’ es continua en X x X entonces posee un minimo en D,

=3 wT,IS/d’(wT,xS) = 5(6) < d/(h;%) V($1,$2) € D,
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Afirmo que d(¢) > 0, ya que si
d(e) =0=d'(z7,23) = 0= ] = x3.

Como X es compacto, entonces alcanza su minimo en D.. Entonces

lo cual es una contradiccion.

Afirmo que d'(x1,x2) < 0(€) = d(x1,22) < €, ya que caso contrario si
d(z1,x9) > € = (x1,22) € D, = 0(€) > d'(x1,22) > ()

lo cual es una contradiccion.

Esto significa que
By (w1,6(€)) C Ba(w1,€) = Byys(1,0(€)) C By (21,€)

Be Sd’(f> 6(6)7 n) > Sd(fa €, n) = hd’(f7 5(6)) > hd(f? 6)

Ahora si vemos a ¢ como una funcién esta seria monoténa, decreciente aco-
tada inferiormente y continua. Entonces existe hm [y o(e) > 1. Ademas

nos damos cuenta que si € < € entonces hg(f,€) 2 hd( f.€). En particular
lll% hd(.fa E) > hd(fv EI) = hd’(f7 l) > hd’(f7 5(6))

lf_r)% hd’(f7 6) > hd’<f7 5(6»
En resumen:
a) EIHH&(S(E) =1, 6(e) >1
€—>
b) Si l = 0 se cumple que hqy(f) > hq(f), basta con tomar limite
c) Sil >0 como d(e) > 1= hg(f,d(e)) > hq(f,€e) ademds por las observa-

ciones hechas tenemos que
hd’(f) = lll%hd’(uﬂ E) > hd(fa l) > hd(fa 6)

Con lo que demostramos una desigualdad, para demostrar la otra, basta
invertir los papeles de d y d’, asi podemos decir que la entropia topolégica
estd bien definida.

O
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Corolario 1.1.1. La entropia topologica es invariante por conjugacion to-

pologica

Demostracion. Sea f: X — X, g: Y — Y topologicamente conjugado via
el homeomorfismo h : X — Y. Fije la métrica d en X y defina d’ en Y como

d'(y1,y2) = d(h™ (11), b~ (1))

Entonces h se convierte en una isometria, ya que, 3xq, x2/h(z1) = y1; h(zs) =
Y2 tendriamos que d'(h(z1), h(z2)) = d(y1, y2) ast ha(f) = ha(g) 0

Definicién 1.8. El mapeo g : N — N es un factor (o factor topolégico) de
f M — M si existe un mapeo continuo sobreyectivo h : M — N tal que
hof=gqgoh.

Lema 1.1.2. Si g es un factor de f, entonces hiop(g) < hiop(f).

Demostracion. Sea f: X - X, g: Y =Y, h: X =Y, hof=goh,
h(X) =Y y dx,dy sus metricas correspondientes, h es uniformemente con-
tinua (ya que es h continua en el espacio compacto X) esto es

Ve > 0 36(e > 0)/dx (w1, 125) < 6(€) = dy (h(xy), h(z2))
= Bx(21,6(€)) C By (h(z1),€) = Sax(f,d(€),n) = Say (g:€,1)
* Piop(X) = hyop(Y).
]

Definicién 1.9. Definimos Dy(f,€,n) como el minimo nimero de conjuntos

cuyo diametro en la metrica d es menor que € y cuya union cubre a X .

Vemos que

Dd(f, 26, n) S Sd(f, €, n)

Sa(f,e;n) < Da(f,€,n)
lo primero es obvio ya que las bolas de radio € son conjuntos de radio 2e.

Para lo segundo si suponemos que Sy(f,e,n) > Dy(f,€e,n) y sabiendo que
B(z, §) tienen didmetro e tendriamos que

Sa(f,e,n) > Dy(f,e,n) > Sa(f,€e,n)

lo cual es una contradiccion.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

1
Lema 1.1.3. Para todo € > 0 el limite lim —log Dy(f,€,n) eziste.

n—oo N

Demostracion. Vamos a demostrar la desigualdad
Dd<f767m+n) < Dd(f767n) ’ Dd(f7€>m) vman eN.

La sucesion a,, = log D4(f,€,n) es subaditiva, es decir, apin < apm + a, 1o

sz ’. n .
cual nos diria que lim — existe.
n—,oo N,

Sea A un conjunto con df-diametro menor que ¢ y B un conjunto con

d! -diametro menor que € entonces mostraré que AN f~"(B) es un conjunto
de dfn+n—diametro menor que €. Sea z,y € AN f~"(B) como z,y € A =
di(z,y) < e

(es decir d(f*(z), f'(y)) <econ 0 <i<n—1).Como z,y € f~(B) lo que
es lo mismo decir que f™(x), f*(y) € B entonces

df (f"(x), f"(y)) < e = d(f"(x), f(y)) <econ0<i<m—1

= d(f*), ffly)) <econ0<k<m+n—1
= dfn—&—n(xa y) <€

Entonces AN f~"(B) es un conjunto d,{l +n-diametro menor que e.

Sea U una cobertura de X por Dy(f,e,n) conjuntos de df-diametro menor
que € y D una cobertura de X por Dy(f,e,m) conjuntos de d/ -diametro
menor que €, la cobertura de todos los conjuntos AN f~"(B), donde

A € U, B € D contiene no més que Dy(f,€e,n)- Dy(f, €, m) conjuntos, y estos
f

m+n

U Anf®B=JAnr"(|UB=xnX=X.

AeU,BeD AeU BeD

cubren X por conjuntos con d;, . ,-diametro menor que €, ya que

Es decir
Dd(.fa €, n) : Dd(fveam) 2 Dd(f7€7m + TL)

De aqui se concluye lo que se quiere. O
Definicién 1.10. Definimos nh_}n;@ % log Da(f,€,n) = ha(f,e).
De las observaciones hechas tenemos que
ha(f,€) 2 ha(f.€) = ha(f. 2¢).

7
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Lema 1.1.4.

(1) Sea A C X cerrado. Entonces hiop(f) > hiop(f | A).
(2) Sea A; coni=1:m cerrados, tal que |J;", A; = X. Entonces

11;11.{%)51 hiop(f | Ai) = hiop(f)-

Demostracion. (1) Como A C X, A cerrado, y X compacto entonces A com-
pacto, sabemos que

Sd(fa €, ’I’L) Z Sd(f | Aa €, n)
Dividimos entre %, tomamos limite superior, y hacemos ¢ — 0 y obtenemos
htop(.f ‘ A) S htop(f)

(2) Sea Dy(f | As,e,n). Es claro que
i=1

yva que en la segunda expresion tenemos un numero de conjuntos que cubre
n

a UAZ' = X(ya que cada sumando cubre a A;) y en la primera expresién
i=1
tenemos el minimo nimero de conjuntos que cubren a X. Es decir

i/ Da(f | Ay, ,m) > %Dd(f, )

log Dalf | Avesn) o, g-Dalfiem) —logm 70

n n—0o0 n

= 12%% htop(f | Az) Z h'top(f)'

h(f | A €) = lim

La otra de desigualdad se obtiene aplicando la parte (1) del lema, con lo cual
tendriamos que

11%1@% huop(f | Ai) = huop(f)-
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1.2. Teorema de Sharkovsky

Definicién 1.11. Considere el mapeo continuo f : I — I, decimos que J C I
cubre a K C I (bajo f) si K C f(J) y lo denotamos por J — K. Si J cubre
exactamente a K lo denotamos por J ~— K. Un intervalo cuyos extremos
estan en un ciclo O de f es llamado O-intervalo. Si contiene solo dos puntos
de O entonces diremos que es un O-intervalo bdsico, y que estos puntos son
adyacentes.

Lema 1.2.1. 5@ J,K son intervalos, K es cerrado y J — K entonces existe
un intervalo cerrado L C J tal que f(L) = K.

Demostracion. Sea K = [c,d] sabemos que [¢,d] C f(J) entonces definimos
el siguiente conjunto

C={we J: f(w)e{ed}=(f"{Huf"{d))nJ
Sabemos que C' # ¢, tomamos a = inf C, como o € C'y C es un conjunto
cerrado (ya que f es continua) entonces a € C' de donde f(«) € {¢, d} ahora
definimos

D={weJ/f(w)=dw>a}.

Observamos que D # ¢ ya que si f(«) = d no tenemos nada que probar. Si
f(a) = ¢; como sabemos que existe un y € J tal que f(y) = d, de donde
y € C entonces y > inf C' = o de donde y € D. Supongamos sin pérdida de
generalidad que f(a) = ¢. Tomo § = inf D, como D es un conjunto cerrado
entonces f € D, de donde f(5) = d. Definimos L = [«, 5] y afirmo que
f(L) =K = e, d].

Sea y € [c,d], como f(a) =cy f(S) = d por el teorema de valor intermedio
existe x € [, 5] = L tal que f(x) =y entonces K C f(L).

Sea y = f(x) con x €< o, >, siy > d, f(a) = ¢, f(x) > d entonces
por el teorema de valor intermedio existe ' € [a, z] tal que f(z') = d pero
¥ <x < [ dedonde 2’ € D(—+) ya que (8 es el minimo elemento de D.

Si y < ¢ hacemos la prueba andloga y llegaremos a una contradiccién de

donde f(< «,8 >) C [c,d] y sabiendo que f(a) = ¢, f(8) = d entonces
f([e B]) C e, d]. =

Lema 1.2.2. Si f : J — J entonces f tiene un punto fijo x € J.
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Demostracion. Sea J = [a,b] como J — J entonces J C f(J) de donde como
a € J entonces a € f(J), de aqui se tiene que existe ¢ € J tal que f(c) = a,
andlogamente existe d € J tal que f(d) = b.

Definimos g(x) = f(z)—x, de aqui g(c) = f(c¢)—c = a—c < 0, analogamente
g(d) = f(d) —d =b—d > 0 entonces tenemos que

g(c) <0 <g(d),

de donde por el teorema de valor intermedio existe e € J tal que g(e) = 0, lo

cual es equivalente a decir que f(e) = e, de donde se concluye lo pedido. [

Lema 1.2.3. Si Iy, - [, — I,... — I, entonces ﬂf’i(Ii) contiene un
intervalo A, tal que f"(A,) = I,,. J

Demostracion. Tenemos que Iy — I; lo cual es equivalente a decir que
I, C f(Iy) entonces existe A; C Iy tal que f(A;) = I;. Como I} — I
entonces [o C f([;) entonces existe do C I; tal que f(d2) = I,. Como
dy C I1 = f(A) entonces por definicion A; — J5 entonces existe Ay C Ay
tal que f(Ay) = & entonces f2(Ay) = I,. Nuevamente repetimos el mismo
procedimiento, como Iy — I3 lo que es lo mismo decir que I3 C f(I3) en-
tonces existe 03 C I, = f?(As) tal que f(d3) = I3. Ademds sabemos que
A, —7* 55 entonces existe Ag C A, tal que f2(A3) = 65 de lo cual se ve que
F2(A3) = I3.

Asi siguiendo inductivamente tendremos un A, tal que f"(A,) = I,y
ademéas dado un 0 <7 < n tenemos que

De donde tenemos que

A, C f7U(L); Vie{o,1,...,n}.

De aqui concluimos que A,, C ﬂ f7%(I;) de donde lo cual demuestra el lema.
=0

O

El siguiente resultado es llamado lema del itinerario, el cual nos dice

que si tenemos un lazo de longitud n que comienza y termina en el mismo
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intervalo entonces existe un punto en ese intervalo tal que se cumple dos
cosas, primero la orbita de ese punto recorre el lazo en orden y segundo ese

punto tiene periodo n:

Lema 1.24. Sily - I, — Iy — ... = 1,1 — Iy (esto es llamado un
lazo o un n-lazo de intervalos) entonces existe x tal que f"(x) = x y ademds
filz)e I para0<i<n-—1

Demostracion. Aplicando el lema anterior tenemos que A, C Iy, f"(A,) =

Iy y ademds que A, C ﬂf‘z(ll) de donde f(A,) C I; Vi. Ademds como
i=0
A, C Iy = f"(A,) entonces A, — A, entonces existe x € A, tal que

f™(x) =z y por la propia construccién tenemos que f'(z) € I;.
]

Proposition 1.2.1. Suponga que f : [0,1] — [0,1] tiene un punto periddico
de periodo tres. Entonces f posee puntos de todos los periodos.

Demostracion. La prueba esta en [KH95]. Supongamos que

{z1 < x9 < x3} sea la érbita de ese punto periédico, tomamos [} = [x1, 23] ¥y
Iy = [z, x3]. Supongamos sin pérdida de generalidad que f(z5) = x3 entonces
f?(x) = 21, f(x3) = 2 entonces Iy = w9, x3] — I} = [x1, 2] ya que

f(za) = x3, f(x3) = x1 de donde se obtiene que I; C f(I5). Ademds

[Ty, x3] = Iy — Iy = [x2, 23] ya que f(xg) = z3 y f(x3) = 1 de donde se
obtiene que Iy C f(l2), I1 = [x1,72] — Iy = [12,23] ya que f(r1) = 22y
f(za) = x3. De aqui obtenemos que Iy C f(I;) (si f(z2) = x; llamamos
a I} como I, y viceversa y obtendremos la misma conclusién), haciendo su
diagrama de Markov obtenemos que

I, SO I, paratodon € N

entonces se tiene
[1-)]2-)]2%...—)[2—)[1

(para n-1 ocurrencias de Iy),supongamos que n > 3, luego por el corolario
existe

ve iy f(x), fA(x),.... [l () € I
Caso 1: Supongamos que x ¢ {1, 2, x3}, sabemos que parai =1,2,...,n—1

tenemos que f*(z) € I,. Si para alguno de estos "i's” tuvieramos que fi(x) €
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{xq,z3} entonces fI(z) € {x1,xq9, 23} Vj > i entonces f"(x) € {x1, 2,73}
entonces f"(z) # x(—<)

o Vi=1,2,...,n —1 tenemos f'(x) € [L\{xo, x5}

= fir)¢ L = fi(z)#x Vi=1,2,....n—1

pues fi(x) ¢ I, y x € I; de donde se deduce que z tiene periodo n.

Caso 2: ¢ € {x1, 29,23} entonces © = x1 0 & = x5 ya que x € [} y x tiene
periodo tres. Como f™(z) = z deducimos que n es multiplo de 3, es decir
n = 3k, k € N (en particular n > 6 ya que n # 3)

Caso 2.1: z = x1 = f(x) = 19, f2(x) = a3, f3(x) = 11 & L(—+).

Caso 2.2: © =z = f(x) = x3, f2(2) = 71 & LL(—+)

.. Existen puntos de periodo n, Vn > 3.

Por lo tanto el caso 2 no se puede dar, con lo que nos quedamos con el caso
1.

Existe punto de periodo n = 3 por hipdtesis, ademés existen puntos periodi-
cos de periodo n = 1 ya que I, — I, y aplicando el lema anterior encon-
traremos que f tiene punto fijo y de periodo n = 2 ya que I; — I, — I
mediante f. De donde I; — I; mediante f2, de aqui aplicando el corolario

anterior tenemos que
dz € I tal que f*(z) = z; f(z) € L.

Si f(x) =x y como f(x) € I y x € I tenemos que x € [} N Iy = {x3}, de
donde se tiene que x = w5 pero esto no puede ser ya que x, tiene periodo

tres. Por lo tanto
Jz € Li; f(x) =1y f(x) # .

Esto implica que x tiene periodo 2, por lo tanto de todo ,lo hecho anterior-

mente podemos deducir que existe punto de cualquier periodo. O
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Capitulo 2

Teorema de Sharkovsky

En esta capitulo, usaré de referencia el libro [Rud87] y [BC92] Los resulta-
dos de la dindmica unidimensional que conforman lo que en la actualidad se
conoce con el nombre de teorema de Sharkosvky involucran una funcién con-
tinua del intervalo en si mismo, y un orden en los enteros positivos llamado
el orden de Sharskovsky el cual esta dado por:

35T ... >2X3>2X5> .22 %x3>22x5> .22 >22>2 20 = 1.

Dado que todo numero entero positivo puede ser escrito de manera tunica
en la forma 2™(2n + 1) para algunos enteros m,n > 0, el orden definido
anteriormente es un orden total. Ademas se escribe m>1 o [ <<m, si m esta
a la izquierda de [ y este orden también puede ser definido formalmente por:

2%(2b4+ 1) > 2%(268 + 1) si y solo si

a<ay0<bpfo
a=ayl0<b<fo
a>ay0=b=0.

La lista comienza con los niimeros impares mayores que 1 ordenados de for-
ma creciente. Luego se repite la secuencia con cada impar multiplicado por
2, después la secuencia inicial es multiplicada por 22, después por 23 y asi

sucesivamente. Al final se colocan las potencias de 2 en orden decreciente.
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Definicion 2.1. Una cola del orden de Sharkovsky es un conjunto I' C N tal
que s>t para todo s ¢ T.

Hay tres tipos de colas: {m} U {l € N : [ < m} para algin m € N, el
conjunto {...,2% 23,22 2, 1} de todas las potencias de 2 y ¢.
Ya habiamos definido anteriormente I — J mediante una funciéon f, si
J C f(I), ahora complementaremos la anterior definicién

Definicién 2.2. Decimos que I cubre exactamaente a J y lo denotaremos

por I — J siJ= f(I).

Definicién 2.3. Un intervalo cuyos extremos estan en un ciclo O es llamado
O—1intervalo. Si contiene solo dos puntos de O diremos que es un O—intervalo
basico, y que estos dos puntos son adyacentes.

Nuestro objetivo en esta parte es demostrar que si tenemos una funciéon

continua de un intervalo sobre si mismo tenemos que

Teorema 2.0.1. Si m es un periodo para f y m > [, entonces | también es
un periodo para f.

Este es el resultado principal de esta parte, y para hacerla necesitamos
varias herramientas que iremos demostrando a lo largo de esta tesis, comen-

cemos por:

Lema 2.0.1. Sean g : J — R una funcion continua e I C J un intervalo
compacto. Si I — I, entonces g tiene un punto fijo en I.

Demostracion. Sea I = By, £1]. Dado que I C g(I), existen g, oy € I tales
que g(a;) = f; para i =0,1. Asi ap — g(ag) =g — o > 0y oy — g(ay) < 0.
Dado que g es continua por el Teorema de valor intermedio, se tiene que
g(x) — z = 0 para algin x entre o y ;. Por lo tanto, g(z) = = para algin
rel O

Lema 2.0.2. Sean f: J — J una funcion continua y I, I, ... una sucesion
de intervalos compactos con I,, C J e I,+1 C f(I,) para todon > 0. Entonces
existe una sucesion de intervalos compactos {Qn} tal que Qni1 C Qn C Iy y
f™(Qn) = I, para todo n > 0. Ademds para cualquier x € QQ = NQ,, se tiene
f™(x) € I, para todo n >0

14

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

Demostracion. La demostracion la realizaremos por induccion.

Definamos Qo = I. Entonces f°(Qq) = Iy.

Primero veamos que se cumple para k = 1, sabemos por hipétesis que Iy C J,
e I) C f(Iy), entonces por un lema anterior existe Q; C Iy = Qo tal que
f(@Q1) = 1.

Supongamos ahora que el lema se cumpla para k < n — 1, esto es, que existe
Qn_1 tal que "1 Qn 1) = -1 (Qun_1 C Qu_o C ... C Iy). Veamos que se
cumple para k = n. Como f*"1(Q,_1) = I,,_; entonces por hipétesis sabemos
que I, C f(I,—1) = f"(Qn_1). Aplicando un lema anterior a g = " en Q,,_1,
se tiene que existe @, C @, tal que f"(Q,) =1,y

QnC Qpn1C ... CQuC Qo =y,

Ahora sea z € ) = N;~,Q,, entonces x € (), para todo n > 0, y dado que
f™(Qn) = I, para todo n > 0. Entonces f"(z) € I,, para todo n > 0. O

Definicién 2.4. Diremos que un punto p sigue al lazo Jg — ... = J,_1 — Jy
si satisface el lema del itinerario. Note que si p sigue a un lazo de longitud

n entonces su periodo debe ser divisor de n.

Deseamos asegurar que el periodo del punto p encontrado en el lema del
itinerario es n y no un divisor propio de n, tal como ocurre en el siguiente
caso. Sea el 2-lazo [—1,0] = [0, 1] de f(z) = —2x el cual es seguido solo por

el punto fijo 0, entonces para evitar esto anadimos un nuevo concepto.

Definicién 2.5. Se dice que un lazo de intervalos Jo — ... = J,_1 — Jy es

elemental si cada punto p que lo sigue tiene periodo n.

Con la definiciéon anterior, empleando el lema del itinerario obtenemos el
siguiente resultado:
Si tenemos un lazo elemental Jy — --- — J,_1 — Jy implica la existencia de
un punto periodico p con periodo n que sigue al lazo.

Lema 2.0.3. Un lazo Jy — ... = J,_1 — Jo de O—intervalos es elemental

st no es sequido por un punto de O y el interior de Jy (int(Jy)) es disjunto
de cada J; con1 <i<n—1{Unt(Jo))NJ;=¢; 1<i<n-—1).
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Demostracion. Supongamos que el lazo Jy — ... = J,_1 — Jy no es seguido
por puntos de O. Asi, si f*(p) = p y p sigue al lazo entonces p € Jy y
p ¢ O, ademds como es un lazo de O—intervalos, significa que los extremos
de Jy son puntos de O. Esto significa que p no es ninguno de los extremos
de Jy. Por tanto, p € int(Jy). Si 1 < i < n — 1 entonces f'(p) ¢ int(Jy)
(ya que fi(p) € J; parai = 1,2,....,n — 1). Asi, f'(p) # p para 1 < i < n.
Luego, p tiene periodo n. O

Sea O un ciclo de f con longitud m. Demostraré que hay érbitas de perio-
do [ para todo [<im, para ello encontraré [—lazos elementales de O—intervalos
para todo [ <im y luego deduciremos la existencia de ciclos de esas longitudes.
Si O es un ciclo no trivial; es decir, sim > 2. Sean p = max{z € O : f(z) > z}
y q el punto de O que estd inmediatamente a la derecha de p. Entonces, sa-
bemos que f(p) > p y como ¢ es el punto que estd inmediatamente a la
derecha de p entonces f(p) > q > p. Ademds ¢ > f(q) ya que caso contrario
q > f(q) lo cual contradecirfa la maximalidad de p. Sabiendo que f(q) € O,
recordando ademas que p es el punto de la 6rbita que esta inmediatamente a
la derecha de ¢ entonces f(p) > g > p > f(¢). De aqui tenemos que f(p) > ¢
y p > f(q). Consideremos I = [p, q], de donde se ve claramente que I — 1.
Tomemos un punto fijo y arbitrario ¢ € Int(I)(por ejemplo podemos tomar
el punto medio de I). Para € O denotamos por O, el conjunto de puntos
de O en el intervalo cerrado acotado por z y c.

Definicién 2.6. Diremos que x € O cambia de lado si x y f(x) estdn a
distintos lados de c.

Los extremos del intervalo I, p y ¢ cambian de lado, ya que

f(p)ZQ>c=]%>pi(q).

Observacion: Si todos los puntos de O cambian de lado, entonces f es una
biyeccién entre Of v O donde L := min O y L := max O. Para demostrar
estos veamos, primero recordemos que ¢ ¢ O pues ¢ estd entre p y ¢ y estos
eran puntos de la érbita consecutivos. Ahora veamos

O, ={2€ 0 :z¢€[Lc}yOr ={z¢€ 0O :z¢€ [¢R]} como todos
los puntos cambian de lado, y ¢ ¢ O entonces f(Op) C Og. Ya que si
sea z un punto de Oy y sabiendo que este cambia de lado entonces f(z) ¢
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Oy, de donde se concluye que f(z) € Og. Ademds sean x,y € O tal que
f(z) = f(y), recordando que O es una 6rbita periddica de periodo m entonces
(@) = fmH(f(y)) de donde

f™x) = f™(y) y como x,y € O, se tiene f™(z) =z =y = f"(y), por lo
tanto f es inyectiva. Sea z € Op entonces en particular como z € O y los
elementos de O tienen periodo m entonces

2= () = F(f"N (=) = f(w) donde w = " (2).

Ahora si w € Og habria una contradiccién, ya que w, f(w) = z € Og y esto
no se puede dar, pues sabemos que todos los puntos cambian de lado. Por lo

tanto w € Op, en resumen hemos tenemos que
Vz € Og Jw € Oy, tal que z = f(w),

lo cual con lo anterior quiere decir que es sobreyectiva. Por lo tanto

f : Op — Op es biyectiva. Ahora bien sabemos que la cantidad de puntos
de la érbita es la cantidad de puntos de la érbita que estan en Oy, unido con
la cantidad de los puntos de la 6rbita que estén en Og, recordar que ¢ ¢ O,
pero como f es una biyeccién entre Oy y Og. En particular tienen la misma
cantidad de elementos entonces la cantidad de elementos de O, que hemos
llamado m, es el doble de la cantidad de puntos de la 6rbita que estan en O,
en particular m es par.

Proposicion 2.1. Si un m—-ciclo O con m > 2 contiene un punto que no
cambia de lado, entonces hay un l—lazo elemental de O—intervalos para cada
l<am

Demostracion. Comencemos contruyendo puntos xg, x1,..., rx de puntos de
O que "salen en espiral”tan rapido como sea posible.

Seleccionemos xy y x; tales que sean los extremos de I (osea p y q) tal que
f(x1) # . Esto es posible ya que supongamos sin pérdida de generalidad
que xg = py x1 = ¢, si f(g) = p entonces O = {p, ¢}. Entonces todos los
puntos cambiarfan de lado, pues f(p) > ¢ > ¢ = 1% > p > f(q) lo cual
claramente es una contradiccion.

Extendemos por induccién, de la siguiente manera:

Sii > 1y todos los puntos de O,, cambian de lado, entonces x;, es el punto

de f(O,,) que estd mas lejos de ¢; en otro caso, ;41 no esta definida.
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Notese que este proceso acaba en algin momento, ya que hay al menos un
punto de O que no cambia de lado. Ademads, se ve que los términos con-
secutivos de esta secuencia esta en lados opuestos con respecto a ¢, ya que
supongamos que z; < ¢ entonces O,, = {z € O : z € [x;,c|} y sabemos que
todos los puntos de O,, cambian de lado eso significa que Vz € O, f(z) > c.
En particular x;11 > ¢, ya que ;41 € f(O,,). Es decir xg, xo, ..., Ta;, ... estdn
a un lado de ¢, y x1, 23, ..., T9;11, ... estan al otro lado de c.

Para continuar, comencemos haciendo un lema.

Lema 2.0.4. El punto x;1o estd mds lejos de ¢ que x; si ambos estan defini-
dos.

Demostracion. Para ¢ = 0 se ve ya que recordando que xg = p, x; = ¢, como
sabemos

Oy, =0,={2€0:2¢€[c,q}={q}.

Y como ¢ cambia de lado entonces x5 = f(q). Ademds sabemos que entre ¢
y p = xy no existe ningun punto de O. Como z5 = f(q) estd en el mismo
lado que zg = p entonces xs = f(q) tiene que ir detrds que p. Si i > 1 con

Ti+1 Y Tipo estan definidos, todos los puntos de O, y O cambian de lado

zit1
y tenemos la inclusion f(O,,) C O, v f(Os,y,) C Oy, se cumple. Ya
que supongamos que z; < c esto significa que todos los elementos de O, se
ubican a la izquierda de ¢ y sea w € f(O,,). Como todos los elementos de O,,
cambian de lado entonces todos los elementos de f(O,,) se ubican a la derecha
de ¢. En particular w, ademds w < z;47 ya que ;41 = max f(O,,) esto
significa que w € [¢, z441]. De aqui f(O,,) C @41, y ademds f(O,,,,) C Tito
de donde f%(O,,) C O

f2(x) = f4(y), con z,y € O y recordando que O tiene periodo m entonces

2irs- Como f? es inyectiva en O, pues si

v = ["(x) = @) = W) = ) =

Se tiene que O tiene tantos puntos como O,,, por lo tanto z;;» esta al

Ti+2
menos tan lejos de ¢ como z;.

Por otro lado no podemos tener que x; = x;,o porque sino entonces tendria-
mos que

f(Oxi U Owi+1) = f(Omz) U f(OmiH) - Ox¢+1 U Oa:¢+2 = Owi uo

Ti+1*
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Pero O,, U O

cambian de lado, pues x;11 vy x;12 estan definidos, pero O posee un punto

zisn 7 O pues sabemos que todos los puntos de O,, y O,,.,

que no cambia de lado. Por lo tanto no pueden ser iguales, O

Corolario 2.0.1. Los puntos xg, x1,... son distintos y este proceso termina

para algun x; con k < m.

Ahora construimos una secuencia de O—intervalos para la cual tenemos
relaciones de cubrimiento que produciran lazos de longitud especifica. Serdn
lazos de longitud 1, longitud [ para todo nimero para [ < k y longitud [ para
todo | > k excepto posiblemente para m.

Emplearemos el lema para verificar que estos lazos son elementales.

Como k < m (m > k+1), este conjunto de longitudes incluye 1, todo nimero
par [ < m, y todo [ > m, esto es, [ < m.

Una eleccion simple de intervalo que produce las relaciones de cubrimientos
deseadas (pero no permite aplicar el lema) es la siguiente:

Para 1 < ¢ < k, sea J; el O—intervalo mas corto que contiene a O,, y a
ambos extremos del intervalo 1.

Del lema anterior, se sigue que como Oy, |, D Oy, o D Oy, ... Yy Oy , D
Oy, DO ... entonces Jy_1 D Jp—3 D Jpo5 D ... ¥ Ji—2 D Jp—a D ...

Sea Jj el O—intervalo mas corto que contiene a O,,. Con esta eleccién tene-

1mos:

1. Jl — Jl,
2. Ji = Jipiparal <i <Kk,

3. Jk — kal-

Obtenemos 1, pues J; = I — I, como vimos anteriormente,

pues O, = O, ={2 € O : z € [c,q]} = {¢q} como J; es el menor intervalo
que contiene a O,, = {q}. Entonces J; = I = [p,q|, ya que como sabemos
P, q son puntos de O adyacentes.

Obtenemos 2 pues primero, supongamos sin perdida de generalidad que

x; < ¢, J; contiene los puntos extremos de I y el punto y; € O,, para el cual
f(y;) = z441. Como f es continua y J; un intervalo, entonces f(.J;) es un
intervalo. Ademas recordando que todos los puntos de O,, cambian de lado
obtenemos que [c, z;11] C f(J;) de donde O,,,, C f(J;). Ademds como

p,q € Ji= fp), f(9) € F(Ji) = [p.ql < [f(a), F(p)] C F(Ji),
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de donde p,q € f(J;), de aqui f(J;) contiene a O,,,, vy ap,q. Ast f(J;) D Jij.
Obtenemos 3 pues, supongamos sin pérdida de generalidad que z; < ¢, sa-
bemos que O,, D O,, ,. Ademés Jj contiene un punto y,_, que cambia de
lado, y tal que f(yx—2) = xk_1. Pero J tiene un punto z € O que no cambia
de lado, se sigue que f(Ji) contiene a xx_1 y a f(z) el cual esta al otro lado
de ¢ desde z;_1. Ya que como z < ¢ no cambia de lado entonces f(z) < cy
como Yy—2 € Oy, , C Oy, C Ji, tenemos de aqui que yx_», 2 € Ji. De aqui

Ou,, = [c;z11] CT[f(2), flyr—2)] C f(Jr)

ya que f es continua y Ji es un intervalo. Ademas recordando que
f(2) € O = f(z) < pentonces p,q € f(Ji). Por lo tanto J, — Ji_1. ]

Ahora restringimos los intervalos J; a intervalos I; que tienen todas las
propiedades deseadas. Para 1 < ¢ < k sea I; el O—intervalo més corto que
contiene a y; y a ambos extremos del intervalo I. Sea I el O—intervalo
acotado por yr_o y el punto z senalado anteriormente. De la definicion se
tiene que I; C Jyparal <i< ky L =J, = 1.

Con la misma idea que hicimos para los J; podemos demostrar algo similar
para los [;, tendriamos que

4. I = 1,

5. L -1 —--— 1, =1

6. In — Ij_1, 1} 3,...

Ahora demostraremos un lema
Lema 2.0.5. I; Nint(Ix) = ¢ para 1l <i<k.

Demostracion. El punto z esta mas lejos de ¢ que xj_s pues el punto z no
cambia de lado y sabemos que todos los puntos de O que estdn entre c y
Tp_o si cambian de lado. Por lo tanto Int(Iy) estd al lado opuesto de xj_o
respecto a c. Por otro lado J;_5 U Ji_1 estan en el mismo lado que x;_5 con
respecto a ce I; C JyoU Jyg paral <i < k(Jr—1 D Jr_3 D ..., Jr_2 D
Jk_43Jk_6...). O

Las relaciones 4 — 6 seran graficadas a continuacién:
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Del cual obtenemos los siguientes lazos:
7. I, =~ 1
8 Iy — Iy—q—1) = Iy—q—2) = -+ = Iy_o — Iy_1 — I}, para [ < k par
9. hy - L —-L---— 1 —-I,—---— I, 1 — I} con j apariciones de [,
El lazo de 7 es elemental pues tiene longitud 1.
Los lemas anteriores nos dicen que los lazos en 8 y 9 son elementales una vez
hayamos probado que no pueden ser seguidos por un punto de O.
Este es el caso para los lazos en 8 porque tienen longitud | < k < m.
Los lazos en 9 son seguidos por un punto de O en los siguientes casos:

= j =1, ya que este ciclo tiene longitud k£ < m,
» j =2y k<m—1, ya que este lazo tiene longitud k£ + 1 < m,

= j > 2, ya que estos lazos tienen al menos tres repeticiones de I;.

El caso excepcional es j =2 y k= m —1 en el que el lazo de 9 tiene longitud
m y no necesariamente produce un punto periédico. El lazo en 7 tiene lon-
gitud 1. Los lazos en 8 tienen todas las longitudes pares hasta k(menores o
iguales a k). Los lazos elementales en 9 tienen todas longitudes I > k, excepto
posiblemente m.

Note que si [ <<m entonces 6 [ = 1,1 > m 6 [ < m y [ es par. Luego, hay

lazos elementales de longitud [ para todo [ <t m.
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Definicién 2.7. Una relacion de cubrimiento de I — J de O—intervalos
se dice que es O—forzada si J esta contenida en el intervalo cuyos puntos
extremos son los puntos mas a la izquierda y mas a la derecha de f(I N O);
es decir, J C [min f(I N O),méx f(I NO)]. Un lazo de O—intervalos se dice
que es O—forzado si cada relacion de cubrimiento es O— forzada.

Ejemplo: Consideremos la funcién f : [1,6] — [1, 6] cuyo gréfico es:

B 1 23 &5 6

0 = b W O 1o

Entonces f es continua, y viendo el grafico tenemos que

F(1) = 35 £(2) = 5 £(3) = 45 f(4) = 2 (5) = 1; £(6) = 3. De aqui vemos
que f5(1) = f4(3) = f3(4) = f?(2) = f(5) = 1. De donde decimos que 1
tiene periodo 5y O ={1,3,4,2,5}. Ademés:

= [1,2] — [3,4], es una relacién de curbimiento O—forzada pues

[3,4] C [3,5] = [min f([1,2] N O),max f([1,2] N O)], y

» [3,4] - [2,6] pero esta relacién de cubrimiento no es O—forzada pues

2,6 ¢ [2,4] = [min £([3,4] N O), méx f([3,4] N O)].

La siguiente proposiciéon lo haremos mediante un argumento inductivo, en el
cual es importante notar que todos los lazos obtenidos en la anterior propo-
sicién son O—forzados. Es mas cualquier relaciéon de cubrimiento derivada
sobre la dindamica de O sera O—forzada.
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Ahora para terminar nuestra prueba comenzaremos haciendo una proposi-

cion:

Proposicion 2.2. Un m—ciclo O tiene un l—lazo elemental O—forzado de

O—1ntervalos para cada | <t m.

Demostracion. Usaremos induccion sobre m. El enunciado es cierto para

m = 1 pues no existe [ tal que [ < 1.

Supongamos que la proposicién se cumple para todos los ciclos de longitud
menor que m.

Sea O un m—ciclo. Si hay un punto que no cambia de lado, entonces la
conclusion de la proposicion se sigue de la proposicion anterior y de nuestra
observacion que la proposiciéon produce lazos O—forzados.

Por otro lado, si todos los puntos cambian de lado, por la observacién echa
anteriormente, se tiene que m es par y f es una biyeccion de O y Og donde
L:=min0Oy R=méxO.

Para la segunda iterada, f2, O y Og son ciclos de longitud %,y por la
hipétesis inductiva podemos aplicar la proposicién a cualquiera de estos, en
particular a Og. Por lo tanto f? tiene un k—lazo elemental Or—forzado de
Ogr—intervalos para cada k < 7.

Resta deducir a partir de esto que f tiene un 2k—lazo elemental O—forzado
de O—intervalos para cada k < % ademas de un 1—lazo elemental.

En consecuencia la siguiente proposicién concluye la induccion:

Proposicion 2.3. Sea O un ciclo de f tal que todos sus puntos cambian de
lado, y supongamos que el ciclo Or de f? da origen a un k—Ilazo elemental
Ogr—intervalos para f*. Entonces hay un 2k—Ilazo elemental O—forzado de

O—intervalos para f. Ademds, hay un 1—lazo elemental O—forzado para f.

Demostracion. El 1—lazo se obtiene del O—intervalo que estda en el me-
dio, que estd comprendido entre el punto de Oy que esta mas a la derecha
(max O, = p) y el punto de O mas a la izquierda (min Op = q).

Como f(méxOr) > minOg y f(minOg) < maxOyp, se tiene dado que
I = [max O, min Og] = [p, q| se cumple que [ = 1.

Para un k—lazo elemental

J0—>J1—>J2"'—>Jk71—>Jk—>J0
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de Or—intervalos para f2.

Sea J; el intervalo mas corto que contiene a f(J; N1 O) C Oy. Los intervalos
Ji ., J,;_l estan a la izquierda de ¢, donde c es el punto medio del intervalo
I = [p,q] con p =max{zr € O : f(x) > z} y q el punto de O que esta
inmediatamente a la derecha de p.

Como la relacién de cubrimiento .J; — J;;; es Or—forzada para f2 se tiene
que Jiy1 C [min f2(J; N O), max f2(J; N O)].

Dado que J; = [min f(J; N O), méx f(J; N O)], entonces

min f2(J; N 0),méx f2(J; N O) € f(J;).

Por tanto, si y € [min f2(J; N O), méx f2(J; N O)], existe x € J; tal que
f(z) = y. Luego Jiy; C [min f2(J; N O), méx f2(J; N O)] C f(J;). En conse-
cuencia .J; — J;11 para f, y esta relacién de cubrimiento es O—forzada. Asf,
obtenemos un 2k—lazo O—forzado para f:

JooJyohoJ = s haod o —=d (%)

Un punto periddico p para f que sigue el lazo anterior es un punto periédico

para f? que sigue el lazo elemental
Jo—=> S —=>d = T = Ty = D

y por tanto tiene periodo k con respecto a f2.
Como los intervalos en (x) estdn alternativamente a la derecha y a la izquierda
del centro, también lo estdn los iterados de p bajo f. Por lo tanto, p tiene

periodo 2k con respecto a f, y el lazo en (k) es elemental. O]

Por tanto hemos dividido la prueba en dos grandes casos, primero si existe
al menos un punto que cambia de lado, y luego cuando ningin punto cambia
de lado. En ambos casos concluimos que existe un lazo elemental O—forzado,

lo cual termina la prueba. n
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Capitulo 3

Teorema de recurrencia de
Poincaré y de Birkhoft

3.1. Nociones preliminares

Para este capitulo, usaré de referencia inicial el libro [Ash72] Primero va-
mos a recordar algunas nociones fundamentales de la teoria de la medida.
Sea X un conjunto. Un og—algebra de subconjuntos de X es la coleccion ¥

de subconjuntos de X que satisface:

1. XeX

2. BeY=DBeX

+o0
3. BneE;n21:>UBneZ.

n=1

Nosotros entonces llamaremos (X, ) un espacio medible. Un espacio de me-
dida es la tripleta (X, X, m), donde X es un conjunto, X es un o—algebra de
subconjuntos de X, y m es una funcién m : ¥ — R que satisface

m(| ) Bn) =Y m(B,).

donde B,, es una sucesion de elementos disjuntos dos a dos de . Nosotros
llamaremos (X, Y, m) un espacio de probabilidad o espacio de medida nor-
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malizado, si m(X) = 1. Usualmente trabajaremos en estos espacios.

La coleccion T de subconjuntos de X es un algebra si:

1. XeX

2. AcT= A°cT

n
3. A, Ay €T = JAieT
i=1
Una clase monoétona de subconjuntos de X es la coleccién C' de subconjuntos
de X tal que si
+o0

E,C Ey;C ... donde E; € C', Vi > 1 entonces UEZ eC
i=1

y si
+oo

Fiy D F,... donde F; € C, Vj > 1 entonces ﬂFjGC’.

J=1

Un subconjunto Borel de R es un elemento del o—algebra generada por los
conjuntos abiertos.
Sea (X, 3, m) un espacio de medida, f : X — R es medible si

Ve eR, fi(< ¢, 400 >) € X.

Una funcién simple es una funcién de la forma E a;x4,, donde a; € R,
i=1
ademdas A; son elementos disjuntos de X, y x4, denota la funcién carac-

teristica de A;. Las funciones simples son medibles. Nosotros definiremos la
integral sobre funciones simples como:

n n

/(Z aixa)dm =" a;m(4;).

i=1 i=1
Suponga que f es medible y que f > 0; entonces existe una secuencia de
funciones simples f,, T f, por ejemplo nosotros tomaremos
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Se define [ fdm = lim / fndm, notemos que la definicion es independiente

n—-+o0o
de la secuencia f,, que se escoja.

Suponga que f : X — R es medible; entonces f = f* — f~ donde
fH(z) = max{f(z),0} >0

[~ () = max{—f(x),0} > 0.
Se dice que f es integrable si [ ftdm, [ f~dm < +oo,y se define

/fdmz/f*dm—/f‘dm.

Teorema 3.1.1. Teorema de la convergencia monodtona de Lebesque
Suponga que f, una sucesion de funciones medibles, f, — f c.t.p. y existe
una funcidén integrable g tal que | fn(x) |< g(x) en c.t.p para todo n, entonces
fy cada f, son integrables y

/fn dm—>/fdm.

3.2. Transformaciones que preservan medida

3.2.1. Ejemplos
Suponga que (X, X1,mq) y (X, X2, my) son espacios de probabilidad.

Definicién 3.1. 1. T : X; — X, es medible st T~'(33) C ¥y (es decir,
By, €3y = T_1<Bg) S 21>

2. T: Xy — Xs preserva medida si T es medible y

ml(T_1<B2)) = mg(Bg) \V/BQ S 22.

3. Diremos que T : X1 — X5 es una transformacion que preserva medida
e invertible, si T preserva medida, es biyectiva y T~ también preserva
medida.

Teorema 3.2.1. Suponga que (X1,31,m1), (X2, X2, ma) dos espacios de pro-
babilidad y T : X1 — X5 un mapeo. Sea Ay un dlgebra generado por 5. Si
as € Ay = T71(ay) € By entonces T preserva medida.
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3.3. Teorema de recurrencia de Poincaré

Teorema 3.3.1. Sea T una transformacion que preserva medida del espacio
de probabilidad (X,%,m). Sea E € ¥,m(E) > 0. entonces casi todos los

puntos de E retornan infinitamente a E para una iteracion positiva de T .

+oo
Demostracion. Para N > 0 sea Ey = U T7"(E). Se tiene que

n=N
“+o0o “+oo +o0o
T E =T (JTE)=J T E) = J T7(E) = Evn.
n=N n=N n=N+1
Y ademas para todo n > 1 se cumple que
+oo +o00o
Eya= |J 7@ =7"""Yu |JTE)=T""(E)UEy.
n=N-1 n=N

Entonces Eny C FEn_1, en general aplicando repetidamente este resultado
obtenemos que:
Exy C Ey_1 CEN_oC---CE,.

También que tenemos que E C Ey pues T°(E) = E, y
m(Eny1) = m(T HEy)) = m(Ey), YN >0,

la dltima se da gracias a que 7' preserva medida. De aqui para N = 1 se
deduce que m(Es) = m(E;); y para N = 0 tenemos que m(E;) = m(Ep) de
donde m(E;) = m(Ey). Asi aplicando repetidamente este proceso tenemos
que m(Ey) = m(Ey) VN > 0, ademés sea [y = ES. Como es un espacio de
probabilidad y 1 = m(X) = m(Exy UE$) = m(ExUFy) = m(Eyx) +m(Fy)
de donde m(Fy) = 1 —m(Eyx) y como Eyyq C Ey entonces Fry C Finyg.
Ademas
m(Fy) =1—m(Ey) =1—m(Ey) = m(F)

entonces por propiedad de medida

m(| ) Fv) = lim m(Fy) = lm m(Fy) =m(F).

N—+oo N—+oo

De donde N
N=0
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—+00

—m((|J Fw)9) = m( () F§) = m([) En)-

N=0

De esto tenemos que
—+00
N=0

De aqui
+oo oo

+oo
Nev=UT"E
N=0 N=0n=N
que es el conjunto de todos los puntos que entran infinitamente a menudo

bajo una iteracién positiva de T.

+oo
Ahora llamo F = EN( ﬂ Ex) que es el conjunto de puntos de E que entran
N=0
+oo
a F mediante una iteracién positiva de T. Como ﬂ Eyxy C Ey y ambos
N=0
conjuntos tienen la misma medida,
+oo
m(F) =m(EN () Ex) = m(E N Ey) = m(E).
N=0

Falta demostrar que un punto de F' vuelve infinitamente a F' mediante T.
Sea x € F entonces 3 0 < ny < ny... 2 T (z) € E, Vi.

Consideremos T™ (x) € E y sigue en E infinitamente mediante iteraciones
positivas de T, llamemosla no — ny,n3 — nq, ... donde

Tri=m(T™(x)) = T (z) € E esto es T™ € F. Similarmente se muestra que
T(x)™ € F, Vi. O

3.4. Preliminares para el teorema de Birkhoff
Definicién 3.2. T: (X, X, m) — (X, X, m) es ergddica respecto a m si para

todo BEY, yque T"'(B)=B = m(B)=00om(B)=1.

Teorema 3.4.1. Las siguientes proposiciones son equivalentes paral’ : X —
X que preserva medida:

(a) T es ergodica,
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(b) m(T~*(B)AB), B€ X = m(B)=0o0m(B) =1,
(c) Para todo A,B € ¥, m(A),m(B) >0 3In>0; m(T"(A)NnB)>0.
Demostracién. (a) = (b) Suponga que m(T~*(B)AB) = 0. Sea
By = ﬂ U T'(B) € X. Entonces
n=01i=n
By = [(BUT YB)UT3(B)...)n(T"YB)UT? mﬂ UT‘Z
n=2i=n

Nos damos cuenta que uno de los dos elementos encerrados en corchete esta
incluido en el otro. Por lo tanto

By = (THB)UT2(B)U.)N(T*B)UT*B)U...)N...

- U ) - U e -1 UT@) = 755

n=0i=n+1 n=0 j=n n=0j=n

Llamemos ahora A, = U T~"(B) nosotros probamos en el teorema anterior

i=n
que

m(Bso) = m([ | An) = m(Ag) =m(BUT(B)UT *(B)U...).

n=0

Pero sea Z,, = U D) om0 Zyg@ Znt1.
7=0

Primero como m(TY(B)AB) =0 = m((T"'(B)\B) = m(B\T'(B)) = 0.
Ademads demostraré por induccién que m(7T-"(B)AB) = 0, primero para
n = 1 cumple por dato, ahora supondré que cumple para n y demostraré que
cumple para n + 1

m(T~" Y (B)AB) < m(T~""YB)AT™(B) + m(T""(B)AB)

= m(T~YB)AB) + m(T™(B)AB) =0+ 0 = 0.

Donde la primera igualdad se da ya que T preserva medida y la segunda por
hipétesis inductiva. Ahora bien

= m(LnJ T(B)) <m(B) +m(T"Y(B)AB) +--- +m(T~"(B)AB)
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m(Z,) <m(B)+0+0+---+0=0= lim m(Z,) < m(B)

n—-+o0o

y como B C Z, Vn entonces m(B) < lim m(Z,) de donde

n—-+00

m(B) = nl_lirfoom(Zn). De aqui que

m(B) = lim m(Z,) = m(Bx)

n—-+oo
entonces m(Bw) = 0 0 m(By) = 1, por lo tanto m(B) =0 o m(B) = 1
(2) = (3) Sea m(A),m(B) > 0 y supongamos que (3) es falso, es decir

Vn>0 m(T "(A)NB)=0.
Entonces m((U T7"(A))N B) = 0. Llamemos A’ = U T7"(A) € ¥ ya que
n=1

n=1
T es medible. Entonces

T A) =T (T @) =T ') =T

De donde se obtiene que T-*(A") ¢ A"y m(A") = m(T"}(A4")) ya que T
preserva medida, entonces
m(THA)AA) = m(A'\T 1 (A)) =m(4) —m(T(A)) =0.

Luego por (2) se tiene que m(A’) = 0o m(A") = 1. Pero T71(A) C A
entonces 0 < m(A) = m(T7*(A)) < m(A’) entonces m(A’) = 1. De aqui
m(A"U B) =1 ya que estamos en un espacio de probabilidad. Entonces

m(A'NB) =m(A")+m(B) —m(AUB)=1+m(B)—1=m(B) >0
lo cual es una contradiccio’n ya que antes habiamos obtenido que

m(A'N B) U T =)

(3) = (1) Supongamos que (1) es falso, es decir, 3 B € X, T (B) =By

0 < m(B) < 1. Entonces por induccién probaré que T-"(B) = B, Vn. Para
n = 1 se cumple la condicién. Supongamos que se cumpla para n, ahora
demostraré que se cumple para n + 1;

T~ By =T""YB)=T"Y(T"(B)) =T'(B) = B.

Entonces lo hemos demostrado.
Ahora T™"(B)N (X \ B) = BN (X \ B) = ¢, Vn entonces
m(T~™(B)N (X \ B)) =0, ¥n lo cual contradice (3). O
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Sea T : (X,%,m) — (X,X, m) una transformacion que preserva medida.

Definamos el operador Ur de funciones de valores complejos en X por

Se tiene Up(LP(m)) C LP(m).

Teorema 3.4.2. Sea U : LL(m) — L}, un operador lineal positivo con norma
menor o iqual a 1. Sea N > 0 un entero, defino

fo=0,fa=f+U)+U(f)+..+ U (f),

Fy = max >0
yrn OSnSan_

Entonces

/ fdm > 0.
{x:Fn(x)>0}

Demostracion. Claramente Fly es una funcion integrable (ya que es el maxi-
mo de funciones integrables) y es mayor o igual a 0. Entonces Fiy € Lk (m).
Para 0 < n < N se cumple que f, < Fy entonces Fy — f, > 0 como U
es un operador lineal positivo entonces U(Fy — f,) > 0 y como U es lineal
U(Fy) > U(f,). Entonces

U(Fn) 2 U(f) + U*(f) + .. + U(f) = farr = f,
de donde U(Fy) + f > fni1. Por lo tanto

U(FN(.%))—G—f(l’) > méx fn-i-l(x) = méx fn(x) > méx fn(x)

= 0<n<N 1<n<N+1 ~ 1<n<N
cuando Fiy(x) > 0 esto implica que existe ng € {0, 1,..., N} tal que
fro(z) > 0 = fo(x) entonces RS i i fn(z). Entonces

U(Fy(z))+ f(z) > méx f,(zr) = Fy(z) cuando Fy(z) > 0.

~ 0<n<N

Estoes f > Fy —U(Fy) en A= {x: Fy(z) > 0}, esto es

AfdeAFNdm—AU(FN)dm.

Sabemos que como Fy > 0y Fy > 0 en A entonces Fiy = 0 en X \ A de

/AfdmZ/AFNdm+O—/AU(FN)dm

32

aqui que

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

:/FNdm+/ FNdm—/U(FN):/FNdm—/U(FN)dm
A X\A A X A

Y como Fy > 0y U es operador lineal positivo entonces U(Fy) > 0 de aqui

/X U(Fy)dm > / U(Fy).

A

Colocando esto en la desigualdad anterior tenemos que

[ gam= [ Fvam— [ oEganz [ Fyan- [ o |
A X X X X
> [ Ew dm= [ JUN Fy dmz [ ) Fy 0O .
X X X
Como || U ||<1=1— || U ||> 0 por lo tanto tenemos que:

/fdm z/ | Fy |l (1= || U [)dm > 0.
A X
]

Corolario 3.4.1. Sea T : X — X wuna transformacion que preserva medida.
Sig € Li(m) y
n—1

B,={reX: supl Z g(T™(z)) > a}.

n>1 M
= m

entonces

/ gdm > am(B, N A)
BaNA
siT 1 A)=A ym(A) < oc.

Demostracion. Primero probaremos el resultado bajo las siguientes hipétesis
m(X) <ooy A= X. Sea f =g — a entonces

n—1
1
B, ={re€ X :sup— ™ (x)) >
{z ngl;nn;g( (z)) > o}
1 n—1
By={reX (sl Y g(T"(x)) —a>0)

n>1 T m=0
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n—1
n
= e X: (T™( —ax—>0
= {x (sup - Zg (#))) = a x ~ >0}
n—1
Ba={reX: g(T™(2)) — a) > 0}
{x iglfnz (x)) — @) > 0}

=0

Entonces por definicién de f tenemos que g(7™) — o = f(T™)

n—1

B,={re X :sup— Zme x)) > 0}.

n>1 T
Ahora recordando que U(f) = f(T') entonces
fo=F AU+ U () + o 2 UTHE) = 4+ F(T) + F(T?) + o+ f(T").

Reescribiendo nuestra anterior desigualdad tendremos

B, ={x € X :sup fn( ) > 0}.

n>1 M

1
Sea = € B, entonces sup — f,(x) > 0 por lo tanto
n>1 N

1
= ng > 1 tal que _fno(x) >0
1o

De donde F,,(z) > fn,(z) > 0 de donde obtenemos que

x € U{x Frn(z) > 0}.

Ahora sea z € U {z : Fy(z) > 0} entonces
N=0

I ny > 0 tal que f,,(x) > 0.

Primero ny # 0 pues si ng = 0 entonces fy(z) = 0 > 0, lo cual es una
contradiccién, por lo tanto ng > 1, ahora bien entonces

SUP  fo(@) > fro() > 0.

n>1 N
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De donde concluimos que x € B, entonces

1
B, ={r e X :sup—fn(x)}.
n>1 TN
Entonces por el teorema anterior

/ fdm >0 = (g —a)dm >0

Baq

/ gdm Z/ adm = am(By).

Para hacer el caso general solo basta, usamos simplemente 7" |4 en lugar de
T, el resto de la prueba se sigue de modo similar. Con lo cual demostraremos
que

/ gdm > am(AN By,).
ANBq

3.5. Teorema de Birkhoff

Teorema 3.5.1. Suponga T : (X,X,m) — (X,X,m) es un operador que

n—1

preserva medida y f € L'(m). Entonces %Zf(T“(x)) converge a casi todo
i=0

punto a g € L'(m). Mds aiin folT =T en casi todo punto y si m(X) < oo,
[gdm=[f dm.

Demostracién. Nuestra referencia para este teorema es el libro [Ash72]. Es

suficiente probar el teorema para f € LL(m).

Sea f*(x) = lim sup % Z f(TH () y fulx) = h;{girolf % Z f(T*(x)). Se tiene
=0 i=0

n—oo

n—1
que f*oT = f*y fu.ol = f. ya que sea a,(x) = %Zf(Tz(x)) Enton-
i=0

ces an(T(@)) = 132 J(T(T(@) = = 30 (T (@) = = 3 F(T(@). ¥
=0 =0 =1
n+1—1 n
ademds 2a, ;= L x LS f(Ti(z) = %Z F(T'(T(x)). De donde
=0 =0
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1 — an(T(2)) = 1) Tomando limite superior a esta tltima igualdad

(se hace de forma andloga con el limite inferior) lim sup a,,1(x) —a,(T(x)) =
n—oo
0. De donde limsup a,41(z) = limsupa,T(z) pero como limsupa,(z) =
n—00 n—00 n—r00

lim sup a,41(x). Entonces tenemos que
n—oo

lim sup a,,(z) = limsup a,,(T'(z)) de donde f* = f*oT.

n—o0 n—o0

Para los niimeros reales § < «. Sea
E.p={reX: fizx) <B,a< f(x)}

Entonces T (Enp) = Eap y

n—1
1 .
E.pN{zx € X :sup— E f(T"(x)) > a} = Eqp.
=0

n>1 T <
= i

Primero probaré que m(E, 3) < oo para aplicar el anterior corolario.
Suponga que a > 0. Sea C' C E, g con m(C) < oco. Entonces
h = f — axc es integrable y por el teorema maximal ergddico

0o (f—axc)dm > 0 (Hy esta definido analogamente como
U {z : Hy(z) > 0}
N=0
Fy en el teorema maximal ergddico). Pero C' C U {z : Hy(z) > 0} esto
N=0

es [y | f [= am(C). Por lo tanto m(C) < * [ <| f | dm para todo
subconjunto de E, s con medida finita y por lo tanto m(E,z) < oo. Si
a < 0 entonces 5 < 0 asi que podemos aplicar lo anterior con —f y —f
reemplazando f y a para obtener m(E, ) < 0.
n—1
1 .
Sea B, = {r € X :sup— Z f(T"(x)) > a}. Entonces aplicando el corolario
n
=0

n>1
anterior

/ fdm = / fdm > am(E, 3N B,) = am(Eyp).
E.p E.,gNBa

Es decir,

/ fdm > am(E,g)....(1)
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Si reemplazamos f,«, 8 por —f, —a, —f respectivamente obtendremos que

(_f>*:_ *a(_f)*:_f* y
/E fdm < Bm(E,p)....(2)

Asi, si a > 8 entonces m(E, 5) = 0, y desde

{z: fulz) < f*(z)} C U E.p con a,  racionales

B<a
tendremos m{x : f.(z) < f*(z)} = 0. Es decir, f*(z) = f.(z) en casi todo
n—1

punto. Por lo tanto %Z f(T%(z)) en casi todo punto.
=0
Para mostrar que f* € L'(m) usamos la parte del lema de Fatou para funcio-

nes integrables no negativas g,, lim inf / gndm < oo implica que liminf g,
n—oo n—oo
es integrable. Sea

n—1

golz) =| = S F(Ti@) |

i=0
Entonces

/gndm=/|%§f<m>>\dms/rfldm,

esto es lim inf g,dm < co. Y por el lema de Fatou liminf =| f. | es integrable.
n—oo n—oo

Por lo tanto f, es integrable.
Queda por demostrar que [ fdm = [ f*dm si m(X) < co.
Sea Dp = {z € X : £ < f*(z) < '} donde k € Z,n > 1. Para cada ¢ > 0

se tiene que D} N Br__ = D} y por el corolario anterior

€

fdm > (% —e)m(Dy)

Dy

esto es

fdm > Em(D’,;)(B)
Dy n

Entonces

k+1 1
/D frdm < %m(DZ) < ﬁm(DZ) +/D fdm por (3).

n n
k k
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Sumando sobre k € (Z) obtenemos que

/fd < M2 /fdin>1

Por tanto [, f*dm < [, fdm ya que m(X) < oo. Aplicando esto para — f
en lugar de f obtenemos que

Jx(=f)dm < [, —fdm, es decir, — [, fudm < — [, fdm. Como f, = f*
en casi todo punto, tenemos que fX f*dm > fX fdm.

Por lo tanto, [ f*dm = [ fdm.

3.5.1. Aplicaciones del teorema de Birkhoff

Teorema 3.5.2. Sea (X, %, m) un espacio de probabilidad y T : X — X una
funcion que preserva medida, entonces T es ergodica si y solo si para todo
A, B € ¥ se cumple que

n—1

% S m(T(4) N B) = m(A)m(B).

=0

Demostracion. (=) Suponga que T es ergédica. Poniendo f = x4 en el
n—1

teorema anterior, se tiene Z xa(T'(z)) = m(A) en casi todo punto. Mul-

i=0
tiplicando por yxp tenemos que

n—1
1 )
— g xa(T*(x))xs — m(A)xp en casi todo punto.
n
i=0
Por el teorema de la convergencia dominada si nosotros integramos obtene-

mos que
n—1

% S (T (A) 1 B) = m(A)ym(B).

=0

(<) Sea T™Y(E) = E,E € 3. Sea A= B = E. Entonces
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Pero también sabemos que

% i m(E) = m(E)
de donde m(E) = (m(F))? entonces m(E) =0 o m(E) = 1. O

Teorema 3.5.3. Sea 1 < p < oco. Sea T una funcion que preserva medida
en un espacio de probabilidad (X,¥,m). Si f € LP(m),3g € LP(m);goT =T

en casi todo punto y

n—1

S HT@) - o)

=0

— 0.

p

Demostracion. Si g es acotada y medible entonces g € LP Vp y por el teorema
ergddico tenemos que

n—1
1 !
— g g(T*(x)) — g* en casi todo punto.
n

=0

Claramente g € L>(m) y por lo tanto ¢* € LP(m).

n—1

También, | £ Z g(T"(x)) — g*(z) [P~ 0 en casi todo punto. Y por el teorema

=0
n—1

de convergencia dominada(acotada), ||+ Z g(T'(x)) — g*(z)|| — 0 es decir,
i=0 »

Ve >03N(e,g), si n>N(e,g)y k>0

LS P R S TEEo)

n—1
Sea f € LP(m), y M,(f)(z) =2 Z f(T*(z)). Nosotros vamos a mostrar que
1=0

{M,(f)} es una secuencia de Cauchy en LP (m). Note que
I Mo (f) <]l f [l Elegimos g € L=(m), || f — g [|l,< §; entonces

| M (f) = My () lp<Il Mi(f) = Mn(9) [lp + [| Mn(g) = Moi(9)

€ € €
+ | Mutx(9) — Myii(f) [[p< 1 + 3 + i €.
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Sin > N(5,9) y k>0, tenemos que f*oI" =T en casi todo punto ya que

D ()~ 1)@ = L2
con lo cual concluye la prueba. O]
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3.5.2. Aplicaciones del teorema de Birkhoff

Se dice que un nimero irracional z es normal en base 10 si la frecuencia

L

.5+ Dicho de otro modo, si

relativa en cada digito en su expresion decimal es

T = Z ai@) con a;(z) € {0,1,...,9} decimos que x es normal si para todo

l e {071,...,9} se tiene que

lim Card({i : 1 < i< n,a(x) =1}) _ i)
n—00 n 10

donde Card(A) denota el nimero de elementos de A.
Definicién 3.3. Sea na(z) = min{n € N: T"(z) € A}.
Aplicacion 1:

Casi todos los nimeros del intervalo [0, 1] son normales

Demostracion. Tomamos X el conjunto de nimeros irracionales con la o-
algebra de Lebesgue y la medida de Lebesgue y consideramos la transforma-
cion

7:X — X, 7z = 10z(mod 1)

como se sabe 7 es ergddica y conserva medida.

o [e.e]
Por otra parte, si x = Z %Of) entonces 10x = Z ?6(19_63, y por lo tanto

i=1 =,

o = (IZ(Z’) . i __ = al(:E)
TX = Z i1 Y generalizando este hecho tenemos que 77z = Z 107"

=2 i=7+1
Por lo tanto

. I I+1
Card{i:1<i<n=az) =1} =Card{i: 1 <i<n, 7'z c {1_()’—; >}

De aqui decimos que

Card{i: 1 <i<nm,a(z) =1} 1 i1 1 2
= 2 ) D = 5 LX)

n

Tomando limite cuando n — oo y aplicando el teorema de Birkhoff (para 7
ergddica) tenemos que

Card{i : 1 <i < mn,a;(x) =1} _ /XX[ >(x)dm 1

= — para casi todo z.

lim
10

n—00 n

]
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Aplicacion 2:
Sea T una aplicaciéon que preserva medida en el espacio de probabilidad
(X, X, u). Suponga que B € X. Entonces para casi todo punto z € X, la
frecuencia con que la 6rbita de X se encuentra en B es pu(B), es decir

1 .
lim —Card{j € {0,1,...,n—1} tal que 77(x) € B} = p(B) en casi todo punto

n—oo 1

Demostracion. Solo basta aplicar el teorema de Birkhoff a f = xp. O

Aplicacion 3:
Sea T : X — X una transformacién ergddica medible en el espacio de pro-
babilidad (X, Y, 1) y A un conjunto medible, p(A) > 0. Entonces ny € L'y,
para el primer retorno na(x) para cualquier z € A,

/A () () = @ e / na(@)duz) = 1
Y 1 1
Jim -~ > na(T"(x) = W(A)

Demostracion. Para todo x € A consideremos la érbita de x bajo Ty, esto es
P P TP i AP -]

La cantidad 7 := Z na(T(x)) mide el tiempo de los primeros N retornos

0<n<N
de x bajo T al conjunto A, es decir:

S xa(T™(@) = N.

0<n<T

Aplicando el teorema de Birkhoff para T'y T4 (cuando N — oo y t — 00),

tenemos que

=3 Yo @) (/X xady ) - ﬁ
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Aplicacion 4:
Sea T :[0,1 >— [0,1 > la transformacién de Gauss definida como T'(x) = 0
siz=0,yT(x)=1—[L] siz#0.Siz+#0 tenemos que
1

Tr =
a +

.. 1
an+T"™(z)

Sea () .
Pn T

=lay,...,a, = ——————

[ay ] o

1
1
An—1t+g,

con p,(x), q,(x) primos relativos. Para casi todo x con respecto a la medida
de Lebesgue se tiene que:

1. lim ¢ar . an ﬁ(1+ Ly
. lim ay.oa, = og
n—00 L i ]{,‘2—|—2k‘
log ¢n w?
2. i = )
Arod n 12log 2

Para demostrar estas ecuaciones usaremos el hecho de que T' es p—ergodica
donde p es definida en los borelianos por

Dl / dx
T log2 Jul+2

Para hallar 1 vemos que a;(z) = k < T""'(z) € [, 7). Sea f :< 0,1 >> R

R+l
definida por f(z) = logk para z € [k%l, 2).

3 logas = = Y S(T())
i=1 1=0

1(A)

converge a

1 [ flx)d — log k 141
f(x)xzzog log +]f .
log2 J, 1+ - log 2 1+ —
Y para hallar 2 haremos lo siguiente

pn(x):[a a]: 1
qn(x) Lo fn ar + ag, ..., ay)
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1 gn1(T'(2))

1+§Z e " 0101 (T(@) + pur (T ()

Las fracciones de la izquierda y la derecha no se pueden simplificar por lo
tanto p,(z) = ¢,—1(T(z)). Entonces

(@) por(T(z))  p(T" () 1
() g1 (T(2)) " (T (x)  galx)’

de donde B
—1 Pn—i TZ( )))
—10 qn(x (— i
& Z Gni(TH(z))

=0
Se demuestra por induccién que para n > 3 se cumple que

3- pn(x> = an(*T)pn—l(x) +pn—2(x)

4~ qn(z) = an(2)gn-1(2) + ¢n-2()

lo que implica que las sucesiones p,(x), ¢, () son crecientes. Hagamos el paso
inductivo

Pnt1(z) = ¢u(T(2)) = an(T(2))gn-1(T (2)) + gn—2(T'(z))
= an1(2)pn(®) + pu-1(T'(z))
Gn+1(2) = a1(2)¢n(T(2)) +pu(T'(2)) = a1(2)(an+1(2)gn—1(T(2)) +@n—2(T'(2)))

‘H]fn-i-l(x)pn—l(T(x)) + pn—2<T($)) = an—1($)Qn($) + QH—l(x)'

Utilizando 3 y 4 se demuestra facilmente por induccién que p, > 2°% y
Qk>2 > para k > 1. Como

_ Pntl _ Pn __ 4nPn—1"Pndn-1 __ 4n-1 (pn—l 2 Iﬁ)
dn+1 qn qn+19n dn+1 *qn—1 Gn’’

Gn+1 > Guo1 y 25 > £ se tiene que {2} es creciente y que {21} es

decreciente.

Utilizando 5 se sigue facilmente por induccién que

IN

Gn—14n '

Similarmente se prueba por induccién que

ponle) _ - pana()

Q2n($) QQn—1($)
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v luego
el B o e Ee ot
De donde
|- o (E280)|

n—1 ; i n—1
T (2)gn—i(T"(2)) H 1ie
< log . -1 <) 2 <2,
N =) 2
Por lo tanto
log ¢, (z) — -1 /1 log = 2
lfm —2 9 i == N log(Ti(x)) = dr —
it Jim — Z #(T"(@) =123 | T42% = 21082
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