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RESUMEN DE LA TESIS

Sandro Wilfredo Sosaya Salazar

Matemaética

ASPECTOS GEOMETRICOS DE LA IRRESOLUBILIDAD DE UNA
ECUACION DE GRADO CINCO

En el presente trabajo estudiaremos que es imposible obtener una férmula a base
de operaciones fundamentales (adicién, sustraccién, division, multiplicacién, poten-
ciacién y radicacién) que nos dé las soluciones de una ecuacion algebraica gene-
ral de grado n > 5. Este problema fue resuelto por el matematico Niels Henrik
y por Evariste Galois. Daremos una demostracién algo “méas geométrica” que la
clasica demostracion via la teoria de Galois. La idea central serd el estudio de las
« ) R ¢ g : :
deformaciones” que sufren las raices de un polinomio como consecuencia de una

“deformacion” del polinomio.
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Introduccion

En el presente trabajo tratamos uno de los mas grandes problemas que tuvo la
matematica, encontrar una “férmula” que dé las soluciones (resolver) de la ecuacién
algebraica general a, 2" + ... + a1 + agp = 0 de grado n € N. Antes de iniciar
con nuestro trabajo daremos una breve historia de los intentos por encontrar las
soluciones (dar una férmula que las provee) de las ecuaciones algebraicas, para més
informacion ver [12],[8], [10]. Una de la férmulas més conocidas en las Mateméticas
es la que provee las soluciones de una ecuacién algebraica de segundo grado (n = 2).
Los babilonios fueron los primeros que resolvieron estas ecuaciones (llamadas ecua-
ciones cuadraticas) empleando el método conocido actualmente como “completar el
cuadrado”. También encontraron las soluciones para algunas ecuaciones de grado 4,
tratandolas como ecuaciones cuadraticas “disfrazadas” y resolverlas como tales. Por
ejemplo, si deseamos obtener las soluciones de z* + 522 +4 = 0, podemos considerar
y = 2, obteniendo la ecuacién y* + 5y + 4 = 0. Posteriormente, los griegos y los
arabes consiguieron resolver ecuaciones de segundo grado utilizando, también, el
método de completar el cuadrado con la aplicacion del concepto de area; se valieron
de representaciones geométricas para mostrar hechos algebraicos, como se evidencia
en el libro IT de los Elementos de Euclides.|[IT]

La férmula que permite encontrar las soluciones de cualquier ecuacion paran = 3
(ecuacién cibica) no se encontré sino hasta el siglo XVI, en Italia. Una ecuacién
cibica es de la forma aszxz® + as2x? + a1 + ag = 0 donde ag, a;, as y as son nimeros
cualesquiera, con az # 0. Spicione Del Ferro(1465 - 1526) encontré un método para
encontrar las soluciones de 22 +a,2+ = ag. De hecho todas la ecuaciones ciibicas pue-
den ser reducidas a esta forma (ver capitulo 2) si permitimos a a; y ag ser negativos,
pero los nimeros negativos no eran conocidos por aquel entonces. En 1530 Niccolo
Fontana (1500-1557) conocido como Tartaglia recibié dos problemas en ecuaciones
cibicas y anunci6 que podia resolverlos (uno de estos era x> +a;z+ = ag). Mas ade-
lante Gerolano Cardano(1501-1576) convenci6 a Tartaglia de que revelara su secreto

para resolver ecuaciones cubicas. La férmula que permite conocer las soluciones de
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una ecuacion cubica es conocida con el nombre de “Férmula de Cardano”, por que
Cardano estudié a detalle las soluciones de Tartaglia y Del Ferro, luego fue quien
publicé la férmula por primera vez en un gran tratado sobre resolucion de ecuaciones
titulado “Ars Magna”. Cardano habia notado que el método de Tartaglia requeria
de raices cuadradas de nimeros negativos; por consiguiente, incluyé estos calculos
en Ars Magna. Rafael Bombelli (1526-1572) estudi6 este problema en detalle y por
esto es considerado como el descubridor de los niimeros complejos. El método para
encontrar las soluciones de una ecuacion algebraica de grado cuatro fue dada por
Lodovico Ferrari (1522-1565) y fue publicado en Ars Magna en 1545.

A lo largo de la historia fueron muchos los matematicos que intentaron conseguir
una formula que diera las soluciones de una ecuacion algebraica de grado 5 y superior
(desconociendo que esto era imposible lograrlo). Paolo Ruffini(1765-1822), haciendo
uso de los trabajos sobre “permutaciones” de Joseph Louis Lagrange (1736-1813),
fue el primero en acertar con la estrategia utilizada para demostrar la “irresolubili-
dad por radicales” de una ecuacién algebraica de grado 5 a mas, problema que seria
finalmente resuelto por Niels Henrick Abel (1802-1829) en 1823. Abel publicé una
prueba detallada en 1826 en el Journal de Crelle(Journal fir die reine und ange-
wandte Mathematick). Este trabajo fue conocido por Evariste Galois (1811-1832). A
diferencia del trabajo de Abel, Galois da una solucién completa sobre exactamente
qué ecuaciones son resolubles por radicales. La demostracién de Galois es la ahora
clasica demostracién hecha cuando se estudia “La teoria de Galois”. El objetivo de
este trabajo es demostrar, de una forma algo més geométrica, la irresolubilidad de
la ecuacién general de grado 5, veremos mas adelante que demostrar esto es sufi-
ciente para decir que una ecuacién general algebraica de grado n no es resoluble por
radicales para n > 5.

En el primer capitulo iniciamos con algunos conceptos basicos que se deben tomar
en cuenta para una mejor comprension de nuestro trabajo. En el capitulo 2 daremos
una definicion de qué es ser “resoluble por radicales”. En el capitulo 3 estudiaremos
el comportamiento de las raices de un polinomio a medida que hacemos variar sus
coeficientes. En el capitulo 4 estudiaremos el comportamiento de las de los “radica-
les intermedios” usando resultados del capitulo 3; por ultimo, demostraremos por
razonamiento por del absurdo la irresolubilidad de una ecuacion algebraica
de grado 5 de una forma simple basandonos en resultados obtenidos a lo largo de

este trabajo.
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Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo, discutiremos algunos tépicos que seran utiles para la continua-

cién de los demds capitulos. Para mas detalles pueden revisar [3],[5] y [4].

1.1. Grupos Simétricos y Alternados

Daremos inicio con el siguiente concepto simple que junto a otras ideas sera de
mucha utilidad para el desarrollo de nuestro trabajo .

Sea n € N. Definimos .S,, como el conjunto de las biyecciones
o:4{1,2,...n} = {1,2,...,n}.

Este conjunto S, junto con la operacion usual de composicion de funciones forman
una estructura de grupo (S,,-), llamado Grupo Simétrico de grado n. A una
biyeccién o € S, le llamaremos permutacion y a los elementos del dominio le lla-
maremos indices de la permutacién. Por motivos de simplicidad en la definicién de

o, denotaremos a o por

que resume toda la informacion de la permutacion o.

Sea o, T € S,. Definimos o - 7 por
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Observacion 1.1. Debemos hacer notar que (o - 7)(i) = 7(0(i)). Denotaremos a
la permutacion identidad mediante 1d. Esta permutacion es el elemento neutro del

grupo Si,.

Ejemplo 1. Sea n = 3. Los siguientes elementos de S3:
o:{1,2,3} = {1,2,3} tal que o(1) =2,0(2) =3,0(3) =
7:{1,2,3} = {1,2,3} tal que 7(1) = 3,7 1

se pueden denotar por

1 2 3 1 2 3
o= y T= .
2 31 31 2
y su producto es

(1 2 3) (1 2 3) (1 2 3) ,
O a— . = :'ld
2 3 1 3 1 2 1 2 3
1.1.1. La Simplicidad de los Grupos A,, n > 5

Recordemos que en la teoria de grupos, un grupo es llamado simple si no tiene
subgrupos normales propios [5]. En esta seccién probaremos la simplicidad de A,
n > 5, que sera el principal motivo por la cual una Ecuacién algebraica general de
grado n > 5 no puede ser resoluble por radicales.

Antes de definir el grupo A, y probar su simplicidad para n > 5, precisamos

desarrollar algunas definiciones y proposiciones sobre permutaciones.

Definicién 1.1. Decimos que una permutacion o € S, es un ciclo de longitud r > 1

si existen iy, 1, ..., 1, elementos distintos de {1,2,...,n} tales que:
1. o(iy) = ig, o(iz) = i3,...,0(ir—1) = i, (i) =14
2. 0(j) =7 para todo j € {1,2,...,n} \ {i1,12, ..., 0 }.
En este caso usaremos la siguiente notacion simplificada:
a:QlﬁmiJe&

Observacion 1.2. De acuerdo a la definicion anterior también podemos expresar

un ciclo de la siguiente forma

o= (k olk) . o '(h)).

donde k = min {i/ o (i) # i, siendo i un indice de o}.
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Observemos que cada vez que expresamos una permutacion como un ciclo debe-
mos hacer notar a que grupo simétrico pertenece, ya que esto podria causar confu-

sion.

Ejemplo 2. Sea 0 = (2 4 5) un ciclo. Observar que no indicamos a que grupo

simétrico pertenece, con lo cual se puede suponer que:

1 3
1. st 0 € S5, entonces 0 = ,
1 4 3 5 2

5 6
2 6/

Definicién 1.2. Sean o,7 € S, ciclos de longitud r > 1, decimos que:

[\
W
ot

1
1

N
SN

2. st o € Sg, entonces 0 = (

1. el conjunto Sop(a) = {i/o(i) # i, siendo i un indice de o} es el soporte de o.

2. o es una transposicion si es un ciclo de longitud 2; y es dicha transposicion
simple si es una transposicion tal que su soporte es {i, i+1} para algin indice

1< n.
3. o y T son ciclos disjuntos si sus soportes son disjuntos.

Ejemplo 3. En S, tenemos lo siguiente:

1 2 3 4 o
1. = (2 4) es una transposicion.
1 4 3 2

1 2 3 4
2. T = (4 5 1 3) no es un ciclo pero se puede escribir como producto de

transposiciones, observemos que

(26090

1 2 3 4 S
3. = (2 3) es una transposicion simple.
1 3 2 4

Proposicién 1.3. Si o es un ciclo de longitud r > 1, entonces 0" = 1d.

Demostracién. Por la observacién , tenemos que o = <k o(k) .. U’"_l(k)>,

siendo &k = min Sop(c). Sea h un indice de o, demostraremos para cada caso:
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Si h ¢ Sop(o), entonces es claro que o”(h) = h. Si h € Sop(o), entonces h = o°(k)

para algin s < r y, por lo tanto se tiene que

o' (h) = 0" (0°(k)) = o°(0"(k)) = o°(k) = h.
Lo que prueba la proposicién. O
Proposicion 1.4. Si dos ciclos son disjuntos, entonces conmutan.

Demostracion. Sean o4y opg dos ciclos de soporte disjuntos A y B. Si & es un indice

fuera de ambos soportes, entonces queda fijo por ambos ciclos y
oa-op(h) =h=o0p-0a(h).

Por otro lado, si h € A, entonces ni o4(h) ni h son elementos de B y quedan fijos
por op. Asi,

O'A'O'B<h) :O'A(h) :O'B'O'A(h).

El mismo razonamiento se aplica a los indices h € B. O

Visto el item 2 del ejemplo anterior, demostraremos un teorema relativo a esta

idea de representar una permutacion como producto de ciclos disjuntos.

Teorema 1.5. Toda permutacion o € S, diferente de id puede ser escrita de manera

unica (salvo el orden) como producto de ciclos disjuntos.
Demostracion. Demostraremos este teorema por induccion sobre n.

= Paran = 2 tenemos S, = {z’d, (1 2) } Observemos que la tinica permutacion

de Sy (distinta de la identidad) ya es una transposicion.

= Supongamos que se cumple hasta cierto n > 2, entonces debemos probar que

se cumple para n + 1.

Como o # id, entonces h # o(h) para algin h € {1,...,n + 1}. Podemos suponer

que dicho indice h es igual a 1. Con esto podemos formar el conjunto

{1,0(1),0%(1),...,0%(1),...}

que tiene por lo menos 2 elementos distintos y a lo mas n + 1 elementos distintos.

Entonces existe un k£ minimo tal que

of(1) € {1,0(1),0%(1),...,0" 1 (1)}.
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Afirmacién: 0*(1) = 1. En efecto: Sabemos que o*(1) = 07(1) para algtin
0<3<k—-1

Sij>1=oc"11)=0"11) = ... = o 7(1) = 6°(1) = 1 (=<«). Por lo tanto
j = 0. Con esto tenemos la siguiente informacion con respecto de la permutacién o

tal como se muestra en la figura|l.1

o1 1
a(1) a(1)
o*(1) o*(1)

kal(l) kal(l)
1k 1k
In+1 Tn+1

Figura 1.1: Definicién de o- Una parte.

Ademas, o se puede expresar como producto de g; y g9, donde

.| (@) paraie{1,0(1),0*(1),...,0" (1)}
= o) =9 ‘ . \ y
) para i € {ix,...,Int1}

n 0'2(2') =

i para i € {1,0(1),0%(1),...,0"*1(1)}

{ o(i) para € {ik,...,0nq1} '
Observemos que o es un ciclo de longitud & cuyo soporte es

{1,0(1),0%(1),...,0"1(1)}. Hasta ahora hemos demostrado que

o=(1 o) (1) ... *(1)) o

Solo nos faltaria demostrar que o, se puede expresar como producto de ciclos dis-

juntos. Definamos
=1, tg1:=2, i, +1l:=n—-k+1.

Estos indices son los tinicos que cambian por la permutacion o5, y podemos verlo
como una permutacién de S, 1. Como 2 < n —k+ 1 < n+ 1, entonces (por

hipétesis) podemos expresarlo como producto de ciclos disjuntos. O

Proposicion 1.6. Sea o € S,, una permutacion distinta de id, entonces o se puede

escribir como producto de transposiciones.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T g:\l_:_\éliﬁ(s:l‘t\)AD

DE. PERU

Demostracidn. Por el teorema [I.5] serd suficiente probar que un ciclo de longitud
r> 2, (z’l i9 13 ... ir>, es producto de transposiciones y esto se sigue inmedia-

tamente de la igualdad:

(i1 iy iy . ir>=<i1 z) (z'2 i ) (z,_l z)

Ahora introduciremos el subgrupo A, C S,.[5]

Sea P = p(x1, ..., x,) el siguiente polinomio en las variables z1, ..., z,

P =(x; —x3)(xy — 3)...(01 — ) (22 — 23)...(X2 — Tp) .o (Tyoq — )

el cual denotaremos por

1<i<j<n

Si o € S,,, denotaremos por P? al siguiente polinomio:

P = ] @t —2oi)-
1<i<j<n
Si P? = P decimos que la permutacién ¢ es una permutacién par y si P7 = —P
decimos que o es una permutacion impar. Es facil verificar que si o, 7 € .S,, entonces
(P?)T = P?7 y de aqui se sigue inmediatamente que el conjunto de las permutacio-
nes pares A, es un subgrupo de S,,. Este subgrupo es llamado grupo alternante

de grado n.

Observacién 1.7. Notar que |S,/A,| = 2; es decir, se trata de un subgrupo de
indice 2 (de aqui se tiene por ejemplo que |As| = 60). El grupo alternante adquiere
relieve por mo poseer subgrupos mormales propios, para n > 5; entre olras conse-
cuencias, este hecho dard conclusiones al intento de resolver la ecuacion algebraica

general de gradon (n >5).

Por el momento sabemos que se puede descomponer una permutacion cualquie-
ra como producto de transposiciones. Tenemos muchas formas de descomponer una
permutacion en transposiciones, supongamos que se descompone en k transposicio-
nes, jsera cierto que la descomposicién en producto de transposiciones mantiene la

paridad de k7. Observemos lo siguiente:

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_}\éELl}g?AD

DIi1. PERU

Supongamos que 0 = T1- Ty - ... Toi, s€ puede escribir como producto de una cantidad

par de transposiciones. Tenemos que si

P=P(xy,...z))= ] (2:i—)

1<i<j<n

entonces P° = (—1)%* . P = P y por lo tanto o € A,,.
Nuestro interés es escribir toda permutacién como producto de transposiciones
simples, lo cual demostraremos en el siguiente corolario.

Corolario 1.8. Toda permutacion diferente de la identidad es producto de un nime-

ro finito de transposiciones simples.

Demostracion. Sea o € .S,,. Por la proposicion [1.6] se tiene que o se puede escribir
como producto de transposiciones. Ahora, sélo demostraremos que cada transpo-
sicién se puede escribir como producto de transposiciones simples. Observemos lo

siguiente:

1. (1 2) Vol (ISR SRR sinplc|
(1) =(12) (2 3)(1 2).
(1 4)=(12)(2 3)(3 4) (1 3)(2 3).

4. y asi se puede observar que

(1 &)=(1 2)(2 8) (k-1 %) (1 £-1)(2 k=1)... (k-2 K-1).

Anélogamente podemos generar factores de transposiciones simples para otras trans-

\)

©

posiciones. En efecto:

1. (2 3) ya es una transposicién simple,
(2 4)=(2 3) (3 4) (2 3).
(2 5)=(23) (3 4) (4 5) (2 4) (3 4).

4. y asi se puede observar nuevamente que

(2 k)=(23)(3 4)u(k-1 k) (2 k-1)(38 k-1) (k-2 K-1).

De manera analoga podemos descomponer las demas transposiciones. O

o

b
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Tenemos que las transposiciones simples de S5 son (1 2), (2 3), (3 4) y

(4 5).

Definamos las siguientes permutaciones de Ss:

1 5 1
¢1 - (5 1) ) ¢2 - (1
1 5 1
@Z)?) = (1 3) ) ¢4 = (1

Con esto podemos mostrar el siguiente teorema que serd muy tutil para la demos-

NN N DN
ot W w w
~ &~ ~
NN (G20 )
w w w w

tracion del objetivo principal de la tesis.

Teorema 1.9. Cualquier permutacion de Ss puede ser representada como producto

de los v; definidos anteriormente.

Demostracion. Tenemos que

b = (575 0)=02)
bdnde = (1 gy, 4)=09)
b = (1, 4)=69)

O R B ()

son las transposiciones simples de S5. Por el corolario toda permutacién de Ss

puede expresarse como producto de los ;. O

Lema 1.10. A, (n > 3) estd generado por los ciclos de longitud 3.

Demostracion. Puesto que Az es ciclico de orden 3, se puede suponer n > 3. Ahora
toda permutacion par es producto de un nimero par de transposiciones. Agrupando

de 2 en 2, cada pareja mueve cuatro indices o tres. Ahora bien

(@ b)(c d)=(a cv)(a cb)(acd)faca)
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oo ) (0 )= (o 1) (o c )

son productos de ciclos de longitud 3. [

Suponemos al lector familiarizado con lo que es un subgrupo normal (para més

informacién ver [2]) para dar paso al siguiente lema.
Lema 1.11. Si A,,(n > 5) posee un subgrupo normal N con un 3-ciclo, N = A,,.

Demostracion. Se verd que N contiene cualquier 3-ciclo.

En efecto, sean (a b c) € Ny (z J k:) otro 3-ciclo. Sea o € S, tal que
o(a) =i, 0(b) = j, 0(c) = k,.... Entonces, o (a b c) ol = (z Jj k) Si o es
par, (z j k:) € N; en caso contrario sea a = (l m) ,L,m ¢ {i,j,k}; entonces

Qo es par' y ao (a b c) & loy == (z j k:) O

Recordemos algo sobre el conmutador de dos elementos de un grupo

Definiciéon 1.3. Sean ot € A,,. Llamaremos conmutador de o y 7 a

o,7]=0-7- 071771

Observacion 1.12. Si C' = {[o,7]|/o,7 € A,}, entonces el conjunto
(C)= [Anv Ay)

generado por C es un subgrupo normal de A,. La prueba de esta afirmacion la

podemos encontrar en [J].
Teorema 1.13. A, (n >5) es simple, y en consecuencia A, = [An, Ayl

Demostracion. Sea {id} # N < A,. Probaremos que N = A,. Consideraremos dos
casos:

Caso 1: Si N contiene un ciclo de longitud 3 entonces N = A,, por lema [I.11]
Caso 2: Si N no contiene un ciclo de longitud 3, entonces vamos a producir un
ciclo de longitud 3 para N. Como N # id podemos escoger 7 € N, 7 # id, fijando
el maximo nuimero posible de simbolos. Vamos a demostrar que 7 es un ciclo de
longitud 3.

Supongamos (por el absurdo) que 7 no es un ciclo de longitud 3. Asi; por lo menos
4 simbolos apareceran en la representacion de 7 como producto de ciclos.

Por lo tanto tenemos dos posibilidades
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1.T:<a b ¢ d f ...)...(yaque(a b ¢ d)gZAn)é

27=(a 0)(c d)..

Ahora sea o = (c d e) € A,,. Entonces tenemos,

1.
7'1:(7'7"0'71:<C d f)(a b c d f )(c e d)

~(abd e ).enN

2. 7'1:O"T~0'_1:(a b) (d f)...EN

L. 7, € N. Tenemos que ~y

En ambos casos 7 # 7. Ahora consideraremos v = 7~
fija mas elementos que 7 lo que es una contradiccion. por lo tanto 7 es un ciclo de
longitud tres y por el caso 1 se prueba la primera parte del teorema. Es facil observar

que [A,, A,] es un subgrupo normal de A,,. Por lo tanto [A,, A,] = A,. O

1.2. Funciones Holomorfas de Varias Variables
Complejas

En esta seccion estudiaremos algunos conceptos del andlisis en varias variables
complejas. Nuestro objetivo sera dar forma y demostrar el teorema de la funcion
implicita para el caso de los complejos. Para lograr el objetivo usaremos el Teore-
ma de la funciéon implicita en R”, el cual sélo enunciaremos. Su demostracion
se puede encontrar en libros del curso de andlisis en varias variables reales [4]. Su-
ponemos al lector familiarizado con algunos conceptos fundamentales del andlisis en

R™, en todo caso puede revisar los libros citados en la descripcion bibliografica.

Teorema 1.14 (Teorema de la Funcién Implicita en R"). Sean f : U C
R™ x R® — R"™ de clase C*, para k > 1 y (a,b) € U tal que Dyf(a,b) : R* — R"
es isomorfismo. Entonces, existen: Un abierto 1y C R™, a € Qy; un abierto 2y C R"

, b€ Qy yuna funcion g : 0, — Qy de clase C* tales que:
= g(a) =b.
» Para cada x € Qy: g(x) es el unico punto en Qs tal que f(x,g(x)) = f(a,b).

» Dof(x,y) es isomorfismo, para todo (z,y) € Q1 X Qs .
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Ahora daremos algunas definiciones basicas que seran tutiles para lograr el obje-

tivo de esta seccion.

Definicién 1.4. Derivada Compleja en un Punto y Funcién Holomorfa.
Sea [ : Q C C — C una funcion de variable compleja. Decimos que f(z) es derivable
en zo st existe el limite siguiente, llamado derivada de f en zj:

o 12 = £ ()

2—20 Z— 2

= ['(20)
También decimos que f es holomorfa en Q) si es derivable en zy para todo zy € ().

Ahora, daremos una condiciéon necesaria y suficiente para que una funcién com-

pleja de variable compleja sea holomorfa en un subconjunto abierto de C.

Teorema 1.15. Ecuaciones de Cauchy-Riemann.
Sea f:Q C C — C tal que f(z,y) = u(z,y) + w(z,y) para algunas funciones
u,v : R? — R. Entonces, f es holomorfa en € si y solo si u y v son diferenciables

en todo punto de Q) y cumplen las ecuaciones siguientes:

2u—ﬁv 2u——gv ara todo z = x + iy ~ (x,y) € )
ax _ay7 y ay - ax p — yN )y )

llamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Sea U C C" un abierto y sea f : U — C una funcién compleja. Decimos que
f es de clase C° si f es de clase C'™ cuando se interpreta como una funcién de
U C R*" en R?

Observacién 1.16. El isomorfismo C ~ R? se hace via la identificacion x + iy ~
(z,y). Lo que se quiere decir es que un elemento z = x + 1y de C se puede ver o

tomar como un elemento de R2.

Es facil verificar que todo polinomio en las variables zy, ..., z, € C define una

funcién de clase C>® de R?" en R2.

Ejemplo 4. Sea P : C?* — C tal que P(z1, 25) = z12+292. Se tiene que z; = x1+1iy,

Y 29 = XTo + 1Yo, de donde se tiene que
P(x1,y1,22,92) = (x1 + iy1)2 + (22 + Z'192)2

= (27 —yi + 25— y3) + (2m1y1 + 220ys)i
~ (27 — yi + 25 — ys, 20141 + 220y2) € R?

Con esto se puede expresar P como una funcién de R* en R?, definida por la ecua-

cion anterior.
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Definicién 1.5. Sea f: U C C* — C de clase C*. Decimos que f es holomorfa

respecto de la variable z1 si, fijados as,as, ...,a, € C, la funcion

f: {z1 € C;(z,0a9,...,a,) €U} —C

21 — f~(21) = f(Zl, as, ..., an)

es holomorfa. Andlogamente definimos que f es holomorfa respecto de la variable z;

para j = 2,...,n.

Definicién 1.6. Sea f: U C C* — C de clase C*°. Decimos que f es holomorfa

si f es holomorfa respecto de la variable z;, para todo j =1,...,n.

Definicién 1.7. Derivadas Parciales Complejas.

Sea f : U C C™ — C una funcién holomorfa. Definimos 2L : U — C, llamada

0z;
derivada parcial de f con respecto de la variable z;, como el siguiente limite
0 flar, ...;a; + h,...,a,) — fla, ..., ap)
. S 1/ 9 Y (2 ) 7 n ) ) n
0% flag, ... an) Ko h

Observacion 1.17. Para calcular %f(al, ..y Gp) se puede hacer constantes las va-
1

TIaDlES 21, oy Zi 1y Zit1y oes Zn € GQUAlES @ Ay, ..., A1, Ai11, ..., An Y derivar la funcion

flay, ..., ai 1,z i1, .oy an) que es funcion de una variable compleja. Finalmente se

evalta en a;.

Observaciéon 1.18. Sea f : U C R™ xR" — R" diferenciable. Entonces se tiene que
df (a,b) : R™ x R™ — R" es lineal, y define la aplicacion dyf(a,b) : R™ — R" tal que
dyf(a,b).v = df(a,b).(0,v) donde 0 € R™. De acd se concluye que dyf(a,b) es un
isomorfismo si el conjunto de vectores {dof(a,b).eq,...,dsf(a,b).e,} es linealmente
independiente, o mejor dicho, cuando el conjunto de vectores

{a%lf(a, b), 8%2 (a,b), ..., % (a, b)} es linealmente independiente.

Observacién 1.19. (Derivada Compleja y Derivada Real).

Sea f: Q C C — C holomorfa. Considere a € Q2 y suponga que f'(a) = a+if € C.
Esta derivada compleja se relaciona con la derivada real de la manera siguiente. Si
pensamos que f es una funcién real f : U C R? — R2?, la derivada de f ena € U
es una transformacion

df(a) :C—C

que es R-lineal. Entonces df (a) es la multiplicacion por el complejo f'(a), o sea:

df (a).(h) = f'(a).h
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para todo h € C. En particular tenemos

5 (@) = df(a)(er) = df(a)(1) = f(a) - 1= f'(a) y

7, = ¥(@)(e2) = df (a)(0) = f'(a).4.

A partir de lo anterior, para el caso de una funcién f : U C C* — C holomorfa
tenemos lo siguiente:
of

af n
821( )hl + ...+ 8_zn( )hn, V(hl, ,hn) e C".

Teorema 1.20. Funcién Implicita en Complejos.
Sea f: U C C" x C — C holomorfa. Denote los puntos de U por (z,y) € C" x C
Y suponga que g—i(a, b) # 0. Entonces, existen abiertos V; C C*, Vo C C, a € Vi,

df (a).(hy, ... hyn) =

b e Vs, y existe una funcion g : Vi — V5 holomorfa tales que:
= gla)=b
» Para todo x € Vy: g(x) es el unico punto en Va tal que f(z,g(x)) = f(a,b).

Demostracion. Tenemos f : U C C" x C — C, si pensamos C" =~
R?, entonces Dy f(a,b) : R? — R? es un isomorfismo si {a f(a,b), %f(a b)
linealmente independiente (aqui (z,y) € C" x C, y = y; + iya).

0 0 0 .0
{3_y1f’5_’y2f} = {a_yf(avb)’la_yf(avb)}

0 :
2 a_ylf(aa b) {17 Z}

Se tiene

linealmente independiente ya que 8%1 f(a,b) #0.
Por la observacion [1.18y por teorema [1.14] existen V; C C*, Vo, C C,a € Vi, b e 1,
y existe g : V} — V5, tal que

= g€C%, g(a) =0
» Para todo z € V}: g(z) es el unico punto en V; tal que f(z, g(x)) = f(a,b) = ¢

. g—i(x,g(:r)) #0 Ve e V.
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Ahora solo nos queda demostrar que g es holomorfa, en efecto:
Como f(x,g(x)) = ¢ para todo z € V; siendo x = (z1,...,2,) con x; = § + it;

derivando f, por la regla de la cadena se tiene que

df (x, g(x)) - dh(z) = 0 (1.1)
donde h(z) = (z,g9(z)) y
dh(z)-v = %h(m)
0 . 0

con lo cual

0
dh(x) - e; = ah(x)
o 0

— (52, 2-9())

0
= (1,0,...,0, %g(x))

y reemplazando en ([1.1]) se tiene

0 0 0 0

Por lo tanto

9 )= /(@ 9(@))

Os /(@ 9(2))
Anélogamente, de df (x,g(x)) - dh(z) - e2 = 0 se obtiene que

0 el @)

ot o fx,g(x))
Entonces,

0 .0

o) = i—g(a)
que son las ecuaciones de Cauchy Riemann, por lo tanto g es holomorfa respecto de
Ty =S+ it.

Anélogamente se puede probar para s, ..., x,, con lo cual queda demostrado que g

es holomorfa. 0
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1.3. Caminos Continuos y el Indice de un Camino

Respecto de 0 € C.

En esta seccién consideraremos funciones continuas v : [a,b] — A C Cy diremos
que 7 es un camino en A definido en el intervalo [a, b]. Diremos que el camino v es
cerrado si y(a) = v(b) (en este trabajo consideraremos un “lazo” como un camino
cerrado). Sea v un camino en C* definido en algin intervalo [a, b]. Entonces existen

funciones continuas p : [a,b] — (0,400) y 0 : [a,b] — R, tales que:

7(t) = p(t)e”” (1.2)

Observacion 1.21. p es dnico; pues, p(t) = |y(t)|. Pero, 8 no es unico, ya que
0 =0+ 2k, para algin k € Z, también satisface la igualdad (1.2). Cada vez que
nos referimos a un camino en A, daremos por sobrentendido que esta definido en el

intervalo [a,b], a menos que indiquemos lo contrario.

Observemos que si v es un camino cerrado en C* y lo expresamos como en la
igualdad (|1.2)) (para algunos p y ), se tiene

pla) = p(b) y 6(b) — 0(a) = 2k 7w para algun k € Z.

Definiciéon 1.8. El numero k € Z es llamado indice de 7 respecto de 0 y serd
denotado por k = Ind(~,0).

Observacién 1.22. Obviamente

0(6) — 0(a)

Ind(v,0) = 3

Teorema 1.23. Sea 7 : [a,b] — C* un camino de clase C' por partes. Entonces,

1 dz
Y 72'

Ind(v,0)

Demostracion. Tal como vimos al inicio de la seccién, podemos escribir v(t) =
p(t)e? @ para algunas funciones continuas p y 6. Como v es C'! por partes, es facil

verificar que p y @ son también de clase C' por partes.
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Con esto tenemos

Teorema 1.24. Sean 7, y 72 caminos cerrados en C* tales que |y (t) — 72(t)] <
|71 ()| para todo t € [a,b]. Entonces, Ind(vy1,0) = Ind(~,,0).

Demostracion. Podemos escribir

para ciertas funciones reales py, ps, 01 v 6, C' por partes. Fijemos ¢t € [a,b] por

hipdtesis tenemos que
72(t) € B,y (m(2)).

De la figura observemos que el angulo «(en valor absoluto) formado por los

vectores 71 (t) y 72(t) es menor que 7.
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Afirmacién: Dado f € R, existe un tnico k € Z y un tnico a € (—m, 7] tal que
0 = 2k + «.

Con esta afirmacién podemos escribir
01(t) — 02(t) = 2k + ()

con ky € Zy aft) € R tal que —7m < a(t) < 7. Por la observacién anterior obtenida
de la ﬁgura deducimos que |a(t)| < § para todo t € [a, b].
Afirmacién: a es continua. En efecto: Como |a(t)| < 7, segiin cual sea el valor de

K, tenemos las siguientes posibilidades:

Si k=0 —0i(t) —6s(t) € (—g, g)

Si k=1 —0,(t) —6a(t) € 21 — g,Qﬂ + g)
O sea, se tiene que 0 (t) — 65(t) pertenece a
T i 7r
U <_§7 5) U (27'(' = 5,27'(' ~- 5) U...,

siendo todos los intervalos abiertos disjuntos dos a dos.
Ahora; como (6, —03)([a, b]) es conexo, entonces 0, (t) —0(t) € (2km—7F,2km+7) pa-
ra un unico k € Z y para todo t € [a, b]. De aqui se obtiene a(t) = 0;(t) — 0(t) — 2k

funcién continua.

Volviendo a la prueba del teorema, tenemos que

Gl(b) — 01((1) _ 92(()) — 92(&)
2 2

_ (01(b) — 02(b)) — (01(a) — 92(60))‘

[Ind(7y1,0) — Ind(72,0)| =

2T
| @k 4+ a(b) — (2k7 4 a(a)) ‘
27

Como los indices son ntimeros enteros, entonces deducimos que

Ind(v1,0) = Ind(,,0).
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La demostracion del siguiente teorema la pueden encontrar en [6].

Teorema 1.25. Sea V' un conjunto abierto de C cuya frontera OV es una curva
de Jordan C' por partes. Sea f : U — C funcién holomorfa tal que V C U. Sean
ay,....a, € V los ceros de f en V' y suponga que f no tiene ceros en V. Sean

ma, ..., my, las multiplicidades de los ceros aq, ..., a, respectivamente. Entonces,

mp+mo+...+m S f(z)dz
T i oy f(2)

Observacion 1.26. Si OV es parametrizada por y(t), t € [a, b], entonces

1o fiade 1 ()Y ()de
omi Jou  f(z)  2mi f(v(t))
_ L ( )’ (t)dt
 2mi (fon(t)
1 %

211

foy #

= Ind(f 0,0)

O sea; el numero de ceros (contado con sus multiplicidades) es igual al indice de

f oy respecto de 0 € C.

Teorema 1.27. Teorema de Rouché. Sea V' un abierto en C tal que OV es una
curva de Jordan C* por partes. Sean f y g dos funciones holomorfas en un dominio
que incluye a V. Si |g(¢) — f(C)| < |£(C)| para todo ¢ € OV, entonces f y g tienen
el mismo numero de ceros contados tantas veces como indica sus multiplicidades en

la region interior a la curva OV .

Demostracion. Por el teorema tenemos

#ceros(fly) = Ind(f o dV,0)
#ceros(gly) = Ind(go dV,0).

Sea (), t € [0, 1], una parametrizacién de V. Entonces,
N=[folypp=gob

son las parametrizaciones de f(9V) y g(0V') respectivamente.
Como |f(¢) — g(¢)] < |f(¢)| para todo ¢ € V, entonces

[£(6(2)) = g(6(1))] < [£(6(1))]
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para todo t € [0, 1]. Luego,
|71(t) — y2(t)| < |11 ()| para todo ¢ € [0, 1].
Y por el teorema tendremos

Ind(~,0) = Ind(72,0)
— Ind(f(0V),0) = Ind(g(0V),0)
—  #eceros(fly) = #ceros(g|v)
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Capitulo 2

Formulas Radicales.

2.1. Resolucion de Algunas Ecuaciones Genera-

les.

En esta parte recordaremos las formulas para la obtencién de las soluciones de
ecuaciones algebraicas generales de grado 2, 3 y 4.
Ecuacién general de grado 2:
Conocida también como ecuaciéon cuadratica, esta ecuacién es de la forma
ar® + bx + ¢ = 0. Una forma de encontrar una férmula general para calcular las
soluciones es mediante el método de completar cuadrados, lo que conlleva a despejar

x de la siguiente manera:

ar’ +br+c=0

Este resultado es la formula general de una ecuacion cuadratica.
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Ecuacién general de grado 3:
Conocido también como ecuacién cubica, esta ecuacién es de la forma
224 ax’+bx+c = 0. El primer paso para resolver esta ecuacion cibica es haciendo la
siguiente sustitucion que permite simplificarla o reducirla: x = y — ¢ reemplazando

en la ecuacién cubica tenemos:

0= (1=3) 0 -8) (s )

a® 20> ab
0= 3 h— — [ER—— . 2.1
y+( 3>y+<27 3+c> (2.1)
Si definimos p = b — % yq= (% — %b + ¢), entonces podemos escribir la ecuacién
2.1l de la forma:
v +py=q.

Ahora consideraremos la siguiente identidad (algebraica) conocida
(r —s)®+3rs(r —s) = — s

Si se eligen r v s de modo que 3rs = p y r®* — s® = ¢, entonces la identidad algebraica

se puede reescribir como
(r—s) +p(r—s)=q

De este modo, * = r — s sera una solucién de la ecuacion cibica reducida. El
problema de resolver la ecuacion cubica reducida se transforma en el problema de

resolver el sistema de ecuaciones simultaneas:
P — g (2.2)

rs==. (2.3)

Para lograrlo, se eleva al cuadrado la ecuacién (2.2]) y la ecuacién (2.3) se eleva al

cubo y se multiplica por 4. Luego se suman ambas para obtener

4 3
(P + %) =10+ 2953 + 0 = > + —2])7
o bien
4p3
3 3 __ 2
r° 4+ s = + —.
LT
Ahora, si resolvemos las ecuaciones
4p3
33 _ 3.3 ]2
re—s = rt+ 80 = + =
qy q o7
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Por consiguiente, como x =r — s

_3/q - Nl Mg ¢ p?
x\/2+\/4+27 \/2+\/4+27

Esta es la férmula conocida como “Foérmula de Cardano”.

Ecuacién general de grado 4: La solucién de esta ecuacion se resolverd en el

siguiente teorema.[13]
Teorema 2.1. (Ferrari) Las raices de la ecuacion
4 3 2 al
r4+azr’+bx"+cx+d=0. (2.4)

vienen dadas por

Q+t\/Q*—4(P—R) a —Q++\Q*—4(P+R) a
pr— _ — x fr— R —
2 4+ 2 4’
donde, llamando
8b — 3a? 8c — 4ab + a3 256d — 64ac + 16a%b — 3a*
p=—m— =, T = , (2.5)
8 8 256
P es una raiz de la ecuacion
4 2
p-tp_py P4, (2.6)
2 8
y Q, R se determinan mediante las ecuaciones
p=2P —Q?* ¢=—2QR, r=P*— R (2.7)

En la prueba veremos, de forma més concreta , que, si ¢ # 0, la primera ecuacion
de (2.7) es redundante, de modo que, a partir de una solucién P de ([2.6)), la tercera
ecuacion de (2.7) nos da un valor para R, necesariamente no nulo, y la segunda

ecuacion nos da un valor para () que necesariamente cumplird la primera ecuacion.
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Si g = 0 el sistema ([2.7)) tiene también una solucién facil de calcular, pero enseguida
veremos que en este caso hay un procedimiento mas rapido para encontrar las raices

de la ecuacién. En efecto, el cambio de variable

,_ @
r=t——
4
nos lleva a la ecuacion incompleta
th4pt? + gt +1r =0, (2.8)

donde p, ¢, r son dados por ([2.5)). Asi, si ¢ = 0, tenemos lo que se conoce como una

ecuacion bicuadrada, cuyas raices cumplen:

% = _pi\/lﬁ.
2 Y

luego las 4 raices de (2.4) son

a:z:l:\/—pi\/pQ—r—%.

Demostracion. Ya hemos visto que basta resolver la ecuacion incompleta (2.8]). Para

ello observamos que
>+ P)? — (Qt+ R)? =t* + (2P — ¢*)t* — 2QRt + P* — R?

Por lo tanto, si encontramos valores P, (), R que cumplan ({2.5]), las soluciones de
(2.8]) seran las mismas que las de la ecuacién

(> + P)® = (Qt + R).
Esta puede descomponerse en dos ecuaciones cuadraticas:
t? + P=+(Qt + R).
Equivalentemente,
t*—Qt+P—-R=0,*+Qt+P+R=0,

y las raices de estas ecuaciones son las indicadas en el enunciado.

Asi pues, s6lo hemos de encontrar una solucién de (2.5)). Para ello despejamos

2 2

_9 Q2: q
2R’ 4R? 4(P2—r)’
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con lo que la primera ecuacién se convierte en
2

q
=2P— ——
b (P2 =)
0, equivalentemente, en la ctbica
4(P?=1)(2P —p) = ¢ (2.9)

que se simplifica hasta ({2.6]).

De este modo, podemos tomar una raiz cualquiera P de , luego una raiz cual-
quiera R de r = P> — R? y, por 1ltimo, si R # 0, hacemos Q = —5%. Asi, las dos
ultimas ecuaciones de (2.5)) se cumplen por las elecciones de () y R, mientras que la
primera se cumplen porque es equivalente a ([2.6)).

Si nos encontramos con R = 0 es porque P> —r = 0y, a la vista de , para
que esto pueda suceder ha de ser ¢ = 0. Mas ain, en tal caso, esta misma ecuacién
muestra que las raices de son P =./r o bien P = p/2 y, tomando R =0 en el
primer caso o () = 0 en el segundo, encontramos igualmente una solucién de .
En cualquier caso veremos que cualquier raiz P de se puede completar (ficil-

mente) hasta una solucién (P, @, R) del sistema ({2.5)). O

2.2. Ecuaciones Resolubles por Radicales.

Sean € N, entendemos por ecuacién algebraica general de grado n a una ecuaciéon

de la siguiente forma
"+ ap 12" T+ ... +a1z+ay=0.

En este capitulo daremos una definicion precisa de lo que significa que una ecuacion
sea “resoluble por radicales”. Empezaremos con ecuaciones conocidas para darnos

una idea de lo que se quiere hacer. Empezaremos con la ecuacion cuadratica
22 +bx+c=0. (2.10)

Vimos en la seccién anterior que las soluciones de la ecuacién cuadrética (2.10]) son

—b+Vb2— s ’
%40; pero, también se puede encontrar las raices

halladas por la férmula x =
por medio de una sucesion de féormulas que contienen las operaciones de suma, resta,
multiplicacion, divisién y potenciacién; donde evitamos colocar el simbolo “, /7,

de la siguiente manera:

] = b —4c
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En este sistema de ecuaciones b y ¢ son conocidos. Con estos valores se puede
encontrar nimeros complejos x; usando férmula de la raiz cuadrada de ntmeros
complejos. Ahora teniendo x;(2 valores) conocidos, se tiene dos valores para ;.
Estos ultimos valores son las soluciones de la ecuacion .

Ahora podemos hacer lo mismo con la ecuacién general de grado 3 (ecuacién
cibica)
2* 4+ az® +bx + ¢ = 0. (2.11)

Como vimos en la seccion anterior la solucién esta dada por la férmula

_s/q B Y L3/ N
z'j_\/er\/27+4 \/2+ ST

De la misma forma que la ecuacion anterior se puede obtener las raices por medio

una sucesion de ecuaciones, de la siguiente manera:

3 2
2 p q
= — [
! 27 4
3 q
Ty = —+=x
2 92 1
3 q
r3 = ——-+x
3 9 1
Ty = T9 — I3.

Los valores de p y ¢ estan en términos de a, b y ¢ tal como vimos en el capitulo
anterior. Con p y ¢ conocidos tenemos como maximo 2 valores para x;. Ahora
conocido el valor de z; tenemos como maximo 3 valores para xs y x3. Por ultimo
36 valores como méaximo para x4. De estos ultimos valores solo 3 de ellos podrian
ser las soluciones de la ecuacion .

Formar tales sistemas de ecuaciones sera la idea que usaremos para definir cuando
una ecuacion general de grado n es resoluble por radicales. Con esto podemos definir

lo siguiente
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Definicién 2.1. Sean € N. Decimos que la ecuacion general de grado n es resoluble
por radicales si existen polinomios p1,...,pn de coeficientes complejos (en n, n +
1,..., n+ N —1 variables respectivamente) y enteros positivos ky, ..., ky, tales que:

para cualquier polinomio fijado
P(z) =" + a2 '+ ...+ a1z + ag (2.12)

con ay,....a,_1 € C y para cada raiz v de P |, existen x1,....,xny € C tales que

satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones

k1 __
x - p1<a'07a17"'7an—1)
ke
x5 = polag,ar,..., a1, T1)
kn
Iy = pN(ao,G1,~-;an—1, Tiye-ny 9CN—1),
sitendo xn = r. Llamaremos a los valores x1, xa, ..., xn radicales intermedios.

Ejemplo 5. Como vimos al inicio de la seccion, los polinomios generales de grado

2 y 3 son resolubles por radicales. También lo son los de grado 1 y 4.

Observacion 2.2. Podemos formar “clases” de ecuaciones algebraicas consideran-

do que las constantes ag, a1, ..., a,_1 por lo menos uno sea variable.

Definiciéon 2.2. Sea ¢ : C* — C" definida por

1(z) = (11(2), t2(2), .y, tn(2))

de tal forma que o 1;(z) = constante o 1;(z) = z;, donde z = (z1,...,2z,) € C™".

Definimos
P ={P(1(2)) == 2" 4+ t,(2)2" " + .. 4+ 12(2)x +11(2) =0/2 € C"}

y decimos que P es una clase de ecuaciones algebraicas y P(1(z)) es una clase de

polinomios.
Ejemplo 6. Sea t: C° — C® definida por
va, z2, 23,24, 25) = (a, 1, 0, 01).

Entonces P* es una clase ecuactones algebraicas cuya clase de polinomios son de la
forma
P(a,1,0,00)=2°+z+a

donde a € C.
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Observacién 2.3. Sea 1 : C° — C° definida por
L(Ca 22, 237ba 25, 26) = (Ca 07 Oa ba 07 0)

Tenemos que las raices de la clase de polinomios P(u(z2)) = x® + bx® + ¢ = 0 con

z = (c, 29, 23, b, 25, 26) € C® se pueden obtener por el siguiente sistema de ecuaciones

] = b —dc

b x
3 _ 2,7
= Tyt

siendo xs (no todas en algunos casos, tal como se observa en el problema de la

ecuacién cibica) las raices para x° + bz + ¢ = 0.

Definicién 2.3. Sea ¢ como en la definicion[2.4 Sea P* una clase de ecuaciones al-
gebraicas. Decimos que P* es resoluble por radicales si existen polinomios py, ..., PN
de coeficientes complejos (enn, n+ 1,..., n+ N — 1 variables respectivamente) y
enteros positivos ki, ..., ky, tales que: para cualquier z € C" fijado y para cada

raiz v de P(1(2)) , existen xy,...,xn € C tales que satisfacen el siguiente sistema de

ecuaciones
$lf1 = pl(l/1<z)7l/2(2>7'"7Ln(z))
xéa = pQ([,1<Z),L2(Z>,. . .,Ln('z)ﬂ xl)
= p(u(z) () w(z), @ ),

stendo xty = T.

Observacion 2.4. La definicion serd igual a la definicion |2.1] en caso de que
las funciones componentes de 1 no sean todas constantes. O sea, Si t(21, 22, ..., Zn) =
(21, 29, ..., 2n), entonces tenemos que P(1(z)) = 0 representa a la ecuacidon algebraica

general de grado n, donde z = (21, 22, ..., z,) € C.

Proposiciéon 2.5. Sea n € N. §i la ecuacion algebraica general de grado n es
resoluble por radicales, entonces P' es resoluble por radicales para cualquier ¢ :
C" — C™ como en la definicion |2.2.

Demostracion. Directamente de la definicién 2.11 O
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Nuestro objetivo principal es demostrar que la ecuacion algebraica general de
grado 5 no es resoluble por radicales. Para conseguir nuestro objetivo principal,
bastard encontrar una clase de ecuaciones algebraicas P* que no sea resoluble por

radicales para luego aplicar la proposicion

5

Teorema 2.6 (Teorema principal). La clase de ecuaciones z° — x4+ a =0 no es

resoluble por radicales, donde a € C.

La prueba de este teorema se dard en el capitulo 4. Necesitaremos mas herra-

mientas para tal objetivo, lo cual estudiaremos en los siguientes capitulos.

Corolario 2.7. La ecuacion algebraica general de grado n > 5 no es resoluble por

radicales.

Demostracion. Sea n € N arbitrario mayor que 5. Podemos expresar n = ny+5 para
algtin ny € N. Supongamos que la ecuacion algebraica general de grado n es resoluble
por radicales. Por proposicién 2.5] la clase de ecuaciones P* , con ¢ : C"0+® — Cno+5

definida por
1(21, 22, 23y « oy Gy Zng+25 Zng+3s Zng+ds Zne+5) = (0,0,0,...,a,—1,0,0,0),
debe ser resoluble por radicales. Observemos que
P(i(2)) = 2™ — g™ 4 2™ = 2™ (2° — z + a),

con lo que las raices de esta clase de polinomios se encontraria por medio de un
sistemas de ecuaciones segun la definicién [2.1] el cual debe incluir las raices del

polinomio z° — = + a contradiciendo al teorema O
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Capitulo 3
Deformaciones de un Polinomio

Seann € Ny P(z) = 2" + a,_1 2" ' + ... + a17 + ap un polinomio en C[z].
. Que ocurre con las raices de P cuando varian los coeficientes ag, ..., a,_1 de forma
continua? ; Varian las raices de manera continua con respecto a la variacién de los
coeficientes?. En esta seccion daremos respuesta a estas preguntas para la “mayoria”

de los polinomios.

3.1. Variacion Continua de las Raices de un Po-
linomio

Sea ¢ : C" — C™ definida por i(z1, 29, ..., 2n) = (21, 22, .., 2n). Recordemos por
observacion [2.4] P* representa a una ecuacion algebraica de grado n. Sea P, el
conjunto de los polinomios P(i(2)). Este conjunto se puede identificar con el espacio
C"™ de la siguiente manera: a cada

z = (21,22, ..., 2n) = € C" se le puede asociar el polinomio
Plz)=z+zmz+.. +z,2" 42" en P,.
Es claro que la funcion

c" =P,
a — P(a)

es una biyeccion.

Daremos una definicién muy conocida acerca de las raices de polinomios

Definicién 3.1. Sea P € P, y r raiz de P. Se dice que:

31
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1. r es raiz simple de P siy sélo si (x—r)*1 P, 0 sea P = (z—71)Q con Q(r) # 0.
A nwwel de factorizacion de P, esto significa que el factor irreductible v — r

aparece en la factorizacion de P con potencia eractamente 1.

2. 1 es raiz miltiple de P si y sélo si (x —1)* | P, 0 sea P = (z —r)?Q A nivel
de factorizacion de P, esto significa que el factor irreductible x — r aparece en

al factorizacion de P con potencia estrictamente mayor que 1.

3. 1 es raiz de multiplicidad exactamente k de P si y solo si (x —r)¥ | P pero
(x — r)** { P. A nivel de factorizacion de P, esto significa que el factor

wrreductible x — r aparece en la factorizacion de P con potencia exactamente
k.

Ejemplo 7. —2 es raiz de multiplicidad exactamente 3 de
P(z) = (z + 2)*(z* + 1).

Ahora, definimos G,,, el conjunto de los polinomios en P, que tienen todas sus
raices simples. A los elementos de G, le llamaremos polinomios genéricos de

grado n.

Proposicion 3.1. Sea P € P,. Entonces,

1. r es raiz maltiple de P si y solo si r es simultineamente raiz de P y P’

Fquivalentemente, r es raiz simple de P si y solo si P(r) =0y P'(r) # 0.

2. r es raiz de multiplicidad ezactamente k de P (k > 1) si y sélo sir es raiz de

P y ademds es raiz de multiplicidad exactamente k — 1 de P'.

Demostracion. En esta prueba denotaremos P(z), Q(z) y H(x) simplemente como
POY H.

1. (=) P=(z—r)’Q,luego P' =2(x—7)Q+(z—7)Q = (z—7)2Q+ (z —1)Q’)
y se verifica P(r) = P'(r) = 0.
(<) Como r es raiz de P, se puede escribir P = (z — 1)@, y se quiere mostrar
entonces que Q(r) = 0, o sea x —r | Q, para asf probar que (x —r)? | P: Se
tiene P’ = Q + (v — r)Q’ y la condiciéon P'(r) = 0 implica inmediatamente
que Q(r) = 0.
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2. (=) P=(z—7r)kQ con Q(r) # 0, luego P’ = k(z — r)*'Q + (z — r)*Q' =
(x — )1 (kQ + (x — r)Q') y, tomando H := kQ + (x — r)Q’, se verifica que
P' = (z—7)**H con H(r) # 0 (pues Q(r) # 0, k # 0).

(<) Como 7 es raiz de P, tiene una cierta multiplicidad k; > 1 como raiz. Se
pretende probar que ky = k:

Sea P = (x —7)"Q con Q(r) # 0. Luego P’ = (x — )" (k,Q + (z —r)Q’). Si
definimos H := k1Q + (z — r)Q’, resulta que P’ = (x —r)**"1H con H(r) # 0,
por consiguiente r es raiz de multiplicidad exactamente k1 — 1 de P’, pero por

hipodtesis esa multiplicidad es k— 1, por lo tanto k1 —1 = k—1, es decir k| = k.

]

Definicién 3.2. Sea n € N. Definimos S,, = {a € C" / P(a) € G,}.
S,, puede presentarse también de la manera siguiente.

Proposicién 3.2. Sea n € N. Entonces,
S, ={a e C"/(P(a))(r) # 0 para toda raiz r de P(a)}.

Demostracion. La prueba es consecuencia directa del punto 1 de la proposicion (3.1
aplicado a P(a) € G,. O

Proposicion 3.3. Sean S,, abierto en C" y a € S,. Sean ry,...,r, € C raices de

P(a) € G,,. Entonces, existen:

1. una bola B C C" centrada en a,

2. discos Dy, ..., D, C C centrados en r1, ..., T, respectivamente y disjuntos dos a

dos,
3. funciones holomorfas f; : B — D; coni=1,...,n,

de manera que para todo a € B, el punto fi(a) es la Gnica raiz de P(a) en D;
(i=1,...,n).

Demostracion. Definamos F': C" x C — C tal que F(a,z) = P(a)(x). Tenemos que
F' es holomorfa, F(a,r;) =0 parai=1,...,ny ademés
OF ,_ _ .
O (a.r) = (P@)) (1) £ 06 = 1,...m)
x
por la proposicién [3.2] Aplicando el teorema de la funcién implicita [I.14] se tiene

que existen:
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1. una bola B C C" centrada en a,
2. discos Dy, ..., D,, C C centrados en 1, ..., 7, respectivamente,

3. funciones holomorfas f; : B — D; parai=1,...,n,

de manera que para todo a € B, el punto f;(a) es la unica raiz de P(a) en D;(i =
1,...,n). Como los discos D; estén centrados en puntos diferentes dos a dos y las
funciones f; son continuas, podemos, reduciendo B si es necesario, suponer que los

discos D; son dos a dos disjuntos. O]

Si B € C™ es como en la proposicion anterior tenemos que, dado a € B,
los puntos fi(a),..., fn(a) son las n raices del polinomio P(a). Como estas raices
pertenecen a los discos disjuntos Dy, ..., D,, concluimos que P(a) tiene n raices
diferentes y por lo tanto P(a) tiene todas sus raices simples. Esto muestra que

a € S, y entonces tenemos el siguiente corolario.
Corolario 3.4. S,, es abierto.

Veremos ahora como es la “variacion” de la raices cuando el parametro a describe

un camino en S,,.

Teorema 3.5. (Dependencia Continua) Sean v : [0, 1] — S,, un camino continuo
Y T1,y ..., Ty, las raices de P(y(0)). Entonces, ezisten caminos continuos o, ..., 0y, :
[0,1] = C con a;(0) = 21, ..., a,(0) = z,, y tales que los puntos a(t), ..., a,(t)
son las raices diferentes de P(y(t)) para todo t € [0,1]. Ademds, estos caminos son

unicos salvo permutacion.
Demostracion. Sea a = v(0). Por el corolario [3.3| existen:
1. una bola B C 8™ centrada en a,
2. discos Dy, ..., D, C C centrados en z1, ..., r, respectivamente,
3. funciones holomorfas f; : B — D; tales que fi(a) =z; (i =1,...,n),

de manera que para todo y(t) € B, el punto f;(7(t)) es la tinica raiz de P(~(t)) en
D; (i=1,...n).

Por la continuidad de 7, para la bola B existe ¢¢ > 0 tal que v(t) € B para
todo t € [0, €]. Con esto definimos «;(t) = f;((t)) para todo t € [0, ¢). Es claro
que ay(t), ..., a,(t) son las raices de P(v(t)) para todo t € [0, €. Ahora sea E el
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conjunto de todos los € € [e, 1] tal que «; se extiende continuamente a [0,¢€] y
P(~(t))(a4(t)) = 0 para todo t € [0,¢]. Obviamente E # () (¢o € E) y es acotado
superiormente por 1. Sea 7 = sup E. Afirmamos que 7 = 1. Supongamos que 7 < 1
y tomemos s < 7. Por la definicién de supremo existe ¢ € E tal que s < € < 7.
Por la definicién de E se tiene que ay, ..., q, se extienden continuamente a [0, €]
de manera que «a4(t), ..., a,(t) son las raices de P(~(t)) para todo t € [0,¢]. De
esto, como € es arbitrariamente proximo a 7, se puede deducir que aq, ..., q, se
extienden continuamente a [0, 7). Sea @’ = y(7) y sean 11, ..., 7, las raices de P(a).
Por la proposicion existen:

1. una bola B’ centrado en o/,
2. discos D} centrados en r; respectivamente (i = 1, ...,n) disjuntos dos a dos,
3. funciones gy, ..., g, : B' — D} holomorfas tal que g;(a') = r;,

de manera que para todo y(t) € B’ el punto ¢;(7(t)) es la tnica raiz de P(y(t)) en
D;. Nuevamente por la continuidad de v existe 6 > 0 tal que v(¢) € B’ para todo
t € [ — 6,7 + 0]. En particular para t € [7,7 + J) se tiene que y(t) € B’. Por con-
siguiente g1(y(t)), ..., gn(7(t)) son la raices de P(vy(t)) para todo t € [r,7 + J).
Considere oy y fije t € [1 —9,7).Tenemos que «y(t) es raiz de P(y(t)), luego
ar(t) € {g1(v()),...,g.(7(t))} y por ultimo ay(t) € Dy U Dy U ... U D, pa-
ra todo t € [t —4,7). Como a;([r —J,7))es conexo y esta contenido en Dy U
Dy U ... U D,, entonces oq([T —6,7)) C Bj para algin j = 1,...,n. Supongamos
que ay([r—=9d,7)) C By. Sit € [T —0,7), entonces a;(t) es raiz de P(y(t)) y
por lo tanto ay(t) € {g1(y(t),...,gn(7(t)}. Pero ay(t) € By, lo que implica que
ai(t) = g1(y(t)) Vt € [ — 9§, 7). Si definimos

ay(t) si tel0,7)

g(y() st 7<t<T+90

se ve claramente que @; es una extension continua de «;. Repitiendo el argumento
podemos extender as, ..., a, al intervalo [0, 7 + ) y esto contradice la definicién
de 7. Por lo tanto 7 = 1 y aq,...,q, se extienden continuamente a [0,1). Sea
a” = ~(1) y suponga que 71, ..., 7, denotan ahora las raices de P(a”). Nuevamente

por la proposicién |3.3| existen:

1. una bola abierta B” centrada en a”,
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2. discos DY, ..., D} centrados en 71, ..., 7, respectivamente y dos a dos disjuntos,
3. funciones holomorfas hy, ..., h, : B” — D/ tales que h;(a”) = r; respectiva-
mente,

de manera que para todo (t) € B”, el punto h;(7y(t)) es la tnica raiz de P(v(t)) en
D!. Si tomamos ¢” > 0 adecuado tal que y(1 — 6", 1] C B”, entonces
hi(y(t)),. .., hy(y(t)) son laraices de P(y(t)) Vt € (1 — 6", 1]. Por lo tanto siguiendo

los mismos pasos de antes y reordenando los h; si es necesario podemos concluir que
a;(t) = hi(~(t)) vt € (1-0".1].

Por ultimo, si definimos

a;(t) =
hi(y(t)) st t=1
Se concluye que ag, ..., a, se extienden a [0, 1].
Unicidad:
Suponga que 6y, ...,0, : [0,1] — C son otros caminos continuos de las raices de

P(~y(t)). Como 6,(0) es raiz de P(y(0)), entonces 6;(0) = «;(0) para algin j €
{1,...,n}. Reordenando los 6; podemos suponer que 6;(0) = a;(0). Probemos que
01(t) = ay(t) para todo t € [0,1]. Por conexidad, sera suficiente demostrar que el

conjunto no vacio

A={te[0,1] : §it) = au(t)}
es abierto y cerrado en [0, 1]. Claramente A es cerrado ya que 0 y a; son continuas.
Probemos que A es abierto en [0, 1]. Sea ty € A. Por proposicién existen:
1. una bola B centrada en ag = 61(0) = a4(0),
2. discos Dy, ..., D, disjuntos dos a dos y centrados en las raices ry, ..., r, de P(a),

3. funciones holomorfas h; : B — D, tales que h;(ag) = r;,

de manera que, para todo a € B, el punto h;(a) es la unica raiz de P(a) en D;.
Como 6, y «a; son continuas en tg, existe una vecindad conexa J de ty en [0, 1] tal
que (t) € B para todo t € J. Entonces, para todo t € J, los puntos h;(y(t)) son
las raices de P((t)) y estas raices estan contenidas en Dy, ..., D,,.

Reordenando los h; podemos suponer que 6(ty) = ai(ty) = hi(v(ty)). Entonces,
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repitiendo el argumento de la conexidad hecho anteriormente podemos concluir que
01(t) = hi(7y(t)) para todo t € J. De la misma forma tendremos a4 (t) = hy(7(t))
para todo t € J y por lo tanto J C A, lo que muestra que A es abierto en [0, 1].
Repitiendo los argumentos anteriores para 6, ...,6, podemos concluir que, salvo

reordenacion, 0; = «; para todo j =1,...,n. O

3.2. Lazos y Permutaciones

Por el teorema[3.5] si v es un camino continuo en §,,, entonces existen aq, ..., o,
caminos continuos de las raices de P(7(t)) para todo t € [0, 1]. En este caso diremos
que ~ produce los caminos continuos ay, ..., o, de las raices de P(y(t)) o también
podemos decir que ay, ..., o, son caminos de las raices de P(y(t)) (teniendo en cuenta
que los «; fueron producidos por 7). Podemos pensar que los caminos aq, ..., a,
representan movimientos para las raices de P(v(t)): Sea r; una de las raices de
P(v(0)), digamos 1 = a1(0).Cuando ¢ varia de 0 a 1, la raiz r; “se mueve” siguiendo
el camino a4 (t). Al final del movimiento, podemos pensar que la raiz r; de P(y(0))
“se transforma” en la raiz a;(1) de P(y(1)). En este caso podemos decir también
que el camino v “transforma” la raiz r; de P(7(0)) en la raiz a;(y(1)) de P(~(1)).
Denotemos a;(y(1)) = r;. Considere ahora dos caminos i, 72 : [0,1] — Sz con
los mismos extremos, o sea, v1(1) = 72(1) = b, Dada r, raiz de P(a), entonces v,
transforma r; en la raiz " de P(b). De la misma manera, v, transforma la raiz
ry de P(a) en la raiz r;7 de P(b). Més aun, si rq,...,r, son las raices de P(a),

tendremos que 7; transforma estas raices en
Tl’yl, ...,T’n’yl
respectivamente. Por otro lado, 7, transforma ry,...,r, en 72, ..., r,72. Claramente
{r™ o = 2}

ya que ambos son el conjunto de raices de P(b). ;Pero el orden de las raices
se respeta? O sea, (Es cierto que r,"* = r;727. Pues jesto no es cierto en ge-
nerall. Veamos un ejemplo. Considere los polinomios P(a) = 2 + a para todo
a € C*. Es facil ver que P(a) € Sy para todo a € C*. Considere los caminos
1 (t) = €™, yo(t) = e t € [0,1]. Claramente v;(0) = 2(0) = 1 y las raices de
P(1) son i y —i. v1(t) “produce” el camino ie's para la rafz i y el camino —ie s

para la raiz —i. Entonces, v; transforma las raices ¢ y —¢ en las raices —1 y 1 de
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P(—1) = 2* — 1. Por otro lado, 7, produce los caminos e 5" y —ie~s" para iy —i

respectivamente. Luego estas raices se transforman en la raices 1 y —1 respectiva-

mente.

Denotemos por R(P(a)) al conjunto de las raices de P(a).

Definicién 3.3. Sea v un camino en S, tal que v(0) = a yy(1) = b. Sean aq, ..., oy,

caminos de las raices de P(y(t)). Entonces definimos una biyeccion
Gap(7) - R(P(a)) = R(P(b)) por
Pap(0i(0)) = ai(1).

coni=1,..,n. En este caso decimos que v induce la biyeccion ¢qp. Cuando a = b,

v induce una permutacion de las raices de P(a).

Definicién 3.4. Sean vy, y o caminos continuos en S, tales que: v1(0) = a, y1(1) =
Y2(0) = b y 72(1) = c. Definimos

v1(2t) si tel0,3]
V2(2t —1) si te(31]

(71 % 72)(t) = {

Observar que solo se trata de la yuxtaposicion de caminos en S, .

Proposicién 3.6. Sea v, y v2 caminos continuos en S, tales que v1(0) = a, y1(1) =

72(0) = b y v2(1) = ¢. Entonces

¢a,c(71 & 72) = ¢b,c(/72) © ¢a,b(71)-

Demostracion. Sean aq,...,a, :[0,1] = Cy pi,..., B, : [0,1] — C caminos de las

raices de P(v1(t)) y P(72(t)) respectivamente. Entonces tenemos que :

Gap(71)(ci(0)) = (1)
¢b,c(72)(5i(0)) = @‘(1)'

Ademas por la definicién [3.4] se tiene que:

71(2t) si te(0,3]
(71 % 72)(t) = . 2
Y2t —1) si te(3,1]
Por el teorema aplicado a 71 * 72 existen caminos wy,...,w, : [0,1] — C tales
que wi(t),...,wy(t) son las raices de P((7y1 * y2)(t)). Pero observemos que:

- ;i (2t) si telo, %]
ci(t) { Bi(2t—1) si te <%7 1]
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con j escogido adecuadamente tal que «;(1) = 5;(0) y para que ¢; sea continuo en

[0, 1]. Por lo tanto se tiene que:

¢a,0(71 * 72)(041'(0)) = 6]'(1)'

Dados a,b € S,,, definimos:
Lop:={v:[0,1] = S, continuo /v(0) =ay y(1) =b}.

Definicién 3.5. Sean 71, v2 € Lap. Decimos que 1 y v2 son homotdpicos en S, si

existen una familia {Us}se[o,l] € L,y de caminos continuos, tales que:
Lno=mym=m
2. La funcion F :[0,1] x [0,1] = S,, definida por F(s,t) = ns(t) es continua.

Cuando se cumple la condicion 2, diremos que {ns}scpp,1) €s una familia continua de

caminos de L.

Observacion 3.7. Rigurosamente, esta es la definicion de caminos homotopicos

con extremos fijos

Sean i, V2 € Lqp. (Que relacion deben cumplir ambos caminos para que con
seguridad induzcan la misma biyeccién?. Daremos respuesta a esta pregunta con el

siguiente teorema importante.

Teorema 3.8. Si vy, 72 son homotopicos en S, , entonces Gap(71) = Pap(V2). En

particular, si a = b, dos caminos homotopicos en S, inducen la misma permutacion
en R(p(a)).

Demostracion. Como 7y, es homotépico a ., existe una familia {ns}scp,1 tal que:
Lono=7,m=7
2. La funcién F(s,t) = n,(t), s,t € [0,1] es continua.

Fije r € R(P(a)). Para cada s € [0, 1], por el teorema [3.5] existe un tnico camino
(s [0,1] — C tal que

(s(0) =y G(t) € R(P(ns(t))) para todo ¢ € [0,1].
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Afirmacion:
La funcién H(s,t) = (,(t); s,t € [0,1], es continua. En otras palabras {(}scjo,1) s
una familia continua de caminos de L.

En efecto: Fije s € [0, 1]. Sea

A={tc0,1]/3U D> {so} x [0,] abierto en [0, 1]* tal que H|y es continua}.
Por el teorema |3.3} existen:

1. una vecindad D de n,(0) = a,

2. vecindades Dy, Dy, ..., D,, de las raices de P(a) disjuntas dos a dos,

3. funciones f, : D — Dy, ..., fn : D — D,, holomorfas tales que
{fi(2), ..., fu(2)} = R(P(z)) para todo z € D.

Como {fi(a), ..., fu(a)} = R(P(a)), podemos suponer que fi(a) = r.

Por continuidad de F' en (sg,0), existe U abierto en [0, 1]? tal que n4(t) € D para
todo (s,t) € U. Podemos suponer que U = (s — €, so+€) X [0, €) para cierto € > 0.
Sea (3, t) € U un punto arbitrario. Considere « : [0,¢] — C definido por

at) = fi(ns(t)) = f1(F(5, 1)).

Tenemos que « es continua; ademds, a(t) € Dy para todo ¢ € [0, ].
Como «a(0) = f1(n5(0)) = fi(a) = ry a(t) € R(P(ns(t))), por la unicidad del
teorema deducimos que o = (5/p, 4. Luego

G(t) = a(t) = fi(ns(?)).

En otras palabras: H(5,¢) = f1(F(5,t)) para todo (5,t) € U. Pero

g = f10 F|y es continua, por lo tanto H|y es continua. Luego, como U es vecindad
de {so} x [0, 5], vemos que § € A (en realidad es obvio que [0, §] C A]). Por lo tanto
A0

Como A es acotado y no vacio, existe 7 = sup A. Supongamos que 7 < 1. Sea
¢ = 1ns,(7). Ahora aunque no se trata de los mismos objetos usados antes, usaremos
la misma notacién para una mejor comprension de los argumentos.

De nuevo, por la proposicién aplicado a ¢, existen:
1. una vecindad D de n,, (1) = ¢,

2. vecindades Dy, Ds, ..., D,, de las raices de P(c) disjuntas dos a dos,
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3. funciones f; : D — D1, ..., f, : D — D,, holomorfas tales que
{fi(2),..., fu(2)} = R(P(z)) para todo z € D.

Definamos (existe) ahora K = [sq — €, 50 4 €] X [T — 8,7 + 8] tal que F(s,t) € D
para todo (s,t) € K.

Como 7—0 € A, existe una vecindad U de {so} x [0, 7—4] tal que H |y es continua, en
particular (sg,7—3d) € U. Como U es abierto, reduciendo € si es necesario, podemos
suponer que [so—¢, sot€|x{T7—0} C U. Consideremos J = H([sg—¢€, so+€|x{T—0})
y observemos que J es conexo. Si z € J, entonces z = H(5,7 — 0), donde § €
[so—€, so+€]. Con esto tenemos que z = (5(7—0) € R(P(ns(T7—9))); pero, recuerde
que n3(1—0) = F(5,7—06) € D. Porlo tanto z € {f;(F(57—9))}j=1,..n C D1U...UDy;
asi, J C Dy U...UD,. Como J es conexo, entonces podemos suponer que J C Dx;
luego,

H(s,7—0) = fi(F(s,7 —9)) para todo 5 € [sg — €, s¢ + €].

Fije 5 € (so — €, so +€). Sea a: [T — 6, T + 6] — C definido como
a(t) = fi(F(s,t)).
Observemos que « es continua,
a(t—0) = fi(F(5, 7—9)) = H(5,7—9) = (s(1 — 9)
y a(t) € R(P(ns(t))) paratodot € [T—4, 7446]. Luego, por el teorema[3.5] (unicidad):

Oé(t) - C§| [T—0, 7+4]

entonces H(S,t) = a(t) = fi(F(5,t)) para todo t € [t — d, 7 + §]. Como § €

[so — €, 50 + €] es arbitrario, entonces
H(s,t) = f1(F(s,t)) para todo (s,t) € [so — €, so+ €] X [T =3, T+ 4]

Luego, si denotamos V' = (sg—¢, so+€) X (1—3, 7+9) tenemos que H|y es continua.
Si definimos U = U UV, vemos que {so} x (0,7 + 9 c Uy H|U es continua. Por

lo tanto 7 + g € A(contradiccién). Luego 7 = 1.

Probemos ahora que 1 € A. Para evitar abuso de notacién y para mejor com-
prension del trabajo emplearemos nuevamente las mismas notaciones de los objetos
usados anteriormente, teniendo en cuenta que no se tratan de los mismos. Nueva-

mente, por la proposiciéon aplicado a b, existen:
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1. una vecindad D de n,,(7) = ¢,
2. vecindades Dy, Dy, ..., D, de las raices de P(c) disjuntas dos a dos,

3. funciones f, : D — Dy, ..., f, : D — D,, holomorfas tales que
{f1(2)s e Ju(2)} = R(P(2)) para todo = € D,

definimos (existe) K = [sy — €, so + €] x [1 — 0, 1] tal que F(s,t) € D para todo
(s,t) € K. Como 1 —6 € A, existe una vecindad U de {so} x [0,1 — J] tal que
H|y es continua, en particular (sg,1 —0) € U. Como U es abierto, reduciendo € si
es necesario, podemos suponer que [syp — €, So + €] X {1 — ¢} C U. Consideremos
J = H([so—¢€, so+ €] x {1 —0d}) y observemos que J es conexo. Si z € J, entonces
z = H(5,1 —0), donde 5 € [sg — €, sop+ €]. Con esto tenemos que z = (5(1 — 0) €
R(P(ns(1 —9))); pero, recuerde que

ns(1—0) = F(5,1-9) € D. Porlo tanto z € {f;(F(51—0))};=1
JcC DyU...UD,. Como J es conexo, entonces podemos suponer que J C Dy; luego,
H(5,1-0) = f1(F(5,1—0)) paratodo § € [so—¢, so+¢€]. Fije § € (so—¢, sp+¢). Sea
a:[1 =46, 1] — C definido como «a(t) = f1(F(5,t)). Observemos que « es continua,

n C D1UUDn 1ASI/7

.....

a(l=0)) = fi(F(5,1-0)) = H(5,1 = 6) = (5(1 = 9)
y a(t) € R(P(ns(t))) para todo t € [1 — 6, 1]. Luego, por teorema [3.5] (unicidad):

a(t) = Cslp-s 1

entonces H(5,t) = a(t) = fi(F(5,t)) para todo t € [1 — 4, 1]. Como

5 € [so — €, 50 + €] es arbitrario, entonces
H(s,t) = f1(F(s,t)) para todo (s,t) € [sg — €, so + €] x [1 — 9, 1].

Luego, si denotamos V' = (sg — €, so + €) x (1 — 6, 1] tenemos que H|y es continua.
Si definimos U = U UV, vemos que {so} x [0,1] € U y H|U es continua. Por lo
tanto 1 € A.

Hasta el momento tenemos que existe una vecindad U de {so} x [0, 1] tal que H|
es continua. En particular: H|; es continua en (so,tp) cualquiera que sea ¢y € [0, 1].
Como U es un abierto en [0,1]?, concluimos que H es continua en sg,t;. Como

S0, to € [0, 1] son arbitrarios, hemos demostrado que H es continua.
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Ahora, si definimos la funcién f : [0,1] — C tal que f(s) = (s(1) para todo
s € [0, 1] tendremos que f es continua. Como f toma valores en el conjunto finito

R(P(b)), concluimos que f = cte. Por lo tanto 4 y 2 producen la misma biyeccién.
[

3.3. El Grupo 7(S,,a) y las Permutaciones Indu-

cidas en las Raices de P(a).

Sea 71,72 € Lqp. Decimos que

Y1 = 7o si y s6lo si y; y ¥2 son homotoépicos en S,,.

“—»

Proposicion 3.9. La relacion “=7 es de equivalencia.
Demostracion. Probaremos las siguientes condiciones:

1. Definamos F' : [0,1] x [0,1] — S, tal que F(s,t) = v(t) para todo s,t € [0,1].
Tenemos que esta funcion es continua. Por lo tanto v = ~. Lo cual prueba que

la relacién es reflexiva.

2. Si 71 = 7, entonces existe una familia {7, }sc[0,1) ¥ una funcién
F :[0,1] x [0,1] — S, continua, talque: 79 = 71 y m1 = 72. Definamos
G :[0,1] x [0,1] — S, tal que G(s,t) = F(1 — s,t). Observemos que esta
funcion es continua y ademas G(0,t) = vo y G(1,t) = ;. Por lo tanto 7y, = 7.

3. siy1 =72 ¥ 72 = 73, entonces existen familias de caminos continuos {7;}sco,1],
{is}tsep) en S, y funciones F(s,t) = n,(t), G(s,t) = us(t) tales que: no = 1,
M = Y2, o ="7Y2 ¥ H1 = 3. Definamos

h(t) = { 1s(2¢) s? t,s€[0,1]
ps(2t —1) si t,s € [3,1]

Entonces es facil ver que {h;}scjo,1) €s una homotopia entre v; y 3.

Como = es una relacion de equivalencia podemos definir el conjunto
T1(Snap) = Lap/ =

formado por las clases de equivalencia obtenidas por la relacion =.
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Definicién 3.6. Sean [v1] € m1(Sy, a,b) y [y2] € m1(Sn, b, ¢). Definimos

Y1l - [v2] = 71 * el

Proposicién 3.10. Sean [v1] € m1(Sn,a,0) y [12] € m1(Sn,b,¢). El producto *-”

esta bien definido.

Demostracion. Siy; = vy 75 = 72, entonces existe una familia continua {7} scjo1]

¥ {#s}sepo,1] que pertenecen a L, y Ly tales que

Mo =" T =71, Ho =" Y 11 = Yo

Definamos la familia de caminos continuos {7, * fis}sco,1] € La,c. Como se trata de

solo la yuxtaposicién de caminos continuos, se tiene que:

L. (ns * Ms)(0> = a,

\)

(s xps)(1) =,

w

- (o o) (t) = (71 * 1) (1) ¥
4o (m* ) (t) = (11 % 72) (1)

Por lo tanto [y1 * v2] =[] * 75]. O

3.3.1. El Grupo 7((S,,a).

De ahora en adelante denotaremos a £, , simplemente como L, ( cuyos elementos

seran llamados lazos basados en a) y a m(Sy, a, a) como (S, a).

Proposicién 3.11. El producto -7 hace de m(S,,a) un grupo, llamado grupo

fundamental de S,, basado en a.
Demostracion. Se debe probar las siguientes condiciones:

1. Cerradura: Sea [y1], [12] € m1(S,,a). Observemos que

v1(2t) si tel0,41]
Y1 *Y2 = ) 1
(2t —1) si te[s,1]

Donde se obtiene que (71 * 72)(0) = (71 % 72)(1) = a. Por lo tanto
(] - [re] € m1(Sn, a)
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2. Asociativa: En efecto:
([va] - [ral) - [va] = [y % v2) x 93] = [y % (e x 3)] =[] - (] - [s)-

3. Existencia de elemento inverso: Notar que la inversa de [y] es [y~!] defi-
nido por
70 =0 -1
para t € [0, 1].

4. Existencia del elemento neutro: observemos que el camino constante

0(t) = a para todo t € [0, 1] es el elemento neutro.

3.3.2. El Grupo 7((S,,,a) y las Raices de P(a).

Hasta el momento tenemos lo siguiente: Sea [y] € m1(S,, a). Sean
T1, Ta, ..., T las raices de P(v(0)). Por el teorema [3.5] aplicado a v € L,, existen

caminos continuos ay, as, ..., &, : [0, 1] — C, tales que
1. a1(0) = z1, a2(0) = 29, ..., (0) =z,
2. ay(t), as(t), ..., a,(t) son las raices de P((t)) para todo t € [0, 1].

Se definié

R(P(a)) *Y R(P(a))

a;(0) = a;(1)
y vimos que ¢, () es biyeccién. En este caso, como 7 es un lazo basado en a, vemos
que ¢, () se trata de una permutacién de raices. Con lo cual podemos relacionarlo
con el grupo simétrico S,, de la siguiente manera: Sea j € {1,2,...,n} dado. Como
a;(1) € R(P(a)), entonces (1) € {a1(0),...,a,(0)}. Luego existe un tnico i €

{1,...,n} tal que a;(1) = ;(0). Definimos ¢., como sigue
L= év(])
Ahora por el teorema gz~57 solo depende de [v] en m1(S,,, a). Asi, podemos definir

una aplicacién

@Sn

’/Tl(Sn,G,)
N — ¢

donde S,, es el grupo simétrico de grado n.
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Proposicién 3.12. &, es un homomorfismo de grupos.

Demostracion. Para todo [y1], [12] € m1(Sn,a) se tiene que

Do([1]) - Ballr2]) = an ) &w = (5'71*72 = O, ([71 *72]) = Pul[n] - [12),

usando la proposicion (3.6} O
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Capitulo 4

Movimiento de la Raices del

Polinomio X° — X + a.

En este capitulo demostraremos el resultado principal de la tesis, o sea, la irreso-
lubilidad por radicales de la ecuacién general de grado 5. Para esto estudiaremos las
deformaciones de una clase especial de polinomios de grado 5, que son polinomios

de la forma
L X

con a € C, que es obtenido con ¢ tal como se define en el ejemplo [6] Por supuesto,
para poder aplicar los teoremas que hemos visto sobre deformaciones de polinomios,

consideraremos “movimientos” a lo largo de caminos v : [0,1] — S donde
S={aeC/(a,—1,0,0,0) € S5}.
Observemos que cada a € § define un polinomio
P(a) = P(a,—1,0,0,0) = 2° — z + a;

con esta notacion trabajaremos de aqui en adelante.

4.1. Un Lazo Particular Basado en 0.

Estudiaremos la permutacién que induce un lazo especifico que lo definiremos
mas adelante. Por ahora enunciamos las siguientes afirmaciones que seran ttiles a

lo largo de esta seccion.

5

Lema 4.1. Si b es una raiz miltiple de P(a)(z) = 2° — x + a, entonces 5b* = 1.

47
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Demostracion. Tenemos que (P(a)) (z) = 5xz* — 1. Ahora, como b es una rafz multi-
ple de P(a), entonces se tiene que (P(a)) (b) = 0. Por lo tanto 56* —1 =10 O

44

Proposicién 4.2. Si el polinomio P(a) tiene raices mailtiples, entonces a* = =55

en

otras palabras
4 4i

+ o * .

5v5 5V6
Demostracion. Sea b la raiz multiple de P(a), entonces por Lema tenemos que
50 =1.Perol® —b+a=0=a=0b—-0" = a* = (b—0°)* = a* =1 - b")* =

C4t o4

OTIH

Corolario 4.3. S =C — {:i:s—ff\/—g, :tﬁi\;_g}'

Demostracion. Directo de la definicion de S y proposicién 4.2, Es facil verificar que
S es abierto en C. |

Proposicién 4.4. Siag = ﬁ, entonces el polinomio P(ag) tiene una raiz multiple
bo € RY de multiplicidad 2, dos raices [a, f1 ¢ R y una raiz f3 € R™.

Demostracion. Por la proposicién [4.2] P(ao) tiene alguna rafz multiple by. Entonces
by — by + ap = 0 y por el lema tendremos 503 = 1. De estas dos ecuaciones

obtenemos by = C/g y entonces es facil verificar que

P(ag)(bo) = P(ao)'(bo) = 0y P(ag)"(bo) # 0,

o sea, by tiene multiplicidad dos.

Tenemos que P(ag)(0) = ag > 0y P(ag)(—5¢/ag) = —5°ap + 5/ag + ap < 0.
Entonces por el teorema del valor intermedio existe una rafz 33 € (—5y/ao,0). E
claro que 3 € R™.

Tenemos hasta el momento 3 raices reales tinicas en todo R. Por lo tanto las otras

dos raices 5 y (84 son complejas conjugadas. O

Es fécil verificar que [y es la tnica raiz en RT y (33 es la tnica raiz en R~ Sea

F:CxC — Ctal que F(z,y) = y° —y+2z. Aplicando el teorema de la funcién

implicita a I con los puntos (ag, B2), (ao, B83), (a0, 54), ya que F(ag, 52) =0,
F(ag,3) =0, F(ag,Bs) =0y 6yF(a0,B]) # 0 (j=2,3 y 4) se tiene que: existen un

disco D centrado en aq y funciones holomorfas fo, f3, fs : D C C — C tales que

L. f2(a0) = [, fa(ao) = By f4(ao) = fs.
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2. Para todo y € 0 tenemos que fo(y), f3(v), fa(y) son raices de y° —y +x = 0.

Sean D, D5, Dy v Dy discos centrados en S5, 85, B4 v by respectivamente. Suponga
que estos discos son pequenos de manera que sean disjuntos y tal que Dy y Dy no
contengan numeros reales. Por continuidad, podemos suponer D pequeno suficiente
de manera que fo(D) C Do, f3(D) C Dsy f(D) C Dy.

Denotemos por §; y 7 los radios de D y D; respectivamente.

Proposicién 4.5. Dado D un disco compacto en C, existe n > 0 tal que: si

5_ 24 a son tales

la — ao| < n, entonces las funciones f(z) = 2° —z+ag y h(z) = 2
que

£(¢) = W] < |f(¢)] para todo ¢ € OD.

Demostracion. |f| : 0D — R tiene un maximo y un minimo valor por tener como
dominio un conjunto compacto en C. Sea 1 este minimo valor. Luego, si |a—ao| < 7,

tenemos
|£(0) — h(Q)] = |a — ao] < 1 <|f(¢)] para todo ¢ € dD.
]

Ahora, aplicando la proposicion al disco compacto Dy, existe n > 0 tal que:

5

si |a — ag| < n, entonces la funciones f(z) = 2° — 2z +ag y h(z) = 2° — 2z + a son

tales que

£(¢) — h(OI < [f(¢)] para todo ¢ € 9D

Entonces, por el teorema [1.27] se concluye que f y g tienen la misma cantidad de

5

raices en la regién interior de D;. Como f(z) = 2° — z + qo tiene una raiz b de

multiplicidad dos, entonces g(z) = z° — z + a tiene 2 raices en el interior de D;.

Lema 4.6. Eziste € > 0 tal que: si |z| < €, entonces
lc3 23+ cq 2t + 2] < |ep 27

Demostracion. Tenemos que

) 0323+C4z4+z5
lim = 0;

z—0 Co 22

entonces para € = 1, existe € > 0 tal que: si |z| < €, entonces

323+t + 20

o 22 < 1.

Obteniéndose la prueba del lema. O
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Figura 4.1: Grafico de s

Sea & = min{l, 01, 1, , €, |ap|}, donde € es dado en el lema . Definimos
vs : [0,1] = S Camino especial 75 tal que

C1(t) = 3t(ag — 9) si 0<t<3
) =l T el ol si 1<t<?
Cs(t) = (3—3t)(ap—d) si 2<t<1

tal como se muestra en la figura

Se estudiard la permutacién que produce s en el conjunto de raices de 2° — z. Para
esto serd necesario analizar el comportamiento de las raices de P(7s(t)) a medida
que t varfa en [0, 1].

Empezaremos analizando la cantidad de raices reales que tiene P(v5(t)) € R[z]
para t € [0,3]. Para este objetivo graficaremos P(vs(t)) mediante algunos con-
ceptos y teoremas cldsicos del célculo diferencial. Sea ¢ € [0, %] fijo, tenemos que
(P(v5(t))) (z) = bz* — 1 e igualando a 0 tenemos que z = i%. Reemplazando z

en la ecuacién se tiene que

(5) - ()= \f)
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para todo t € [O, %] Es facil verificar que P(7s(t)) tiene un méximo local en —%
y un minimo local en % Ahora analizaremos los intervalos de monotonia de
P(3t(ap — 6)). Tenemos por calculo sencillo que
(P(3t(ap — 9))'(0) < 0, (P(3t(ap — 9))' (1) > 0y (P(3t(ag — 9))'(—=1) > 0, por lo
tanto P(v5(t)):

1. En (—oo, ——4\}—5> es estrictamente creciente,

2. En (—%, %) es estrictamente decreciente,

3. En <%,+oo> es estrictamente creciente

Figura 4.2: Gréfico de P(vs), t € [0, 3]

para todo t € |0, %], tal como se muestra en la figura . Por lo tanto, cuando

¢ varia en [0, 5] el polinomio P(v5(t)) = 2 — x + 3t(ap — §) tiene exactamente 3

raices reales.
Por el teorema aplicado a s y {1, i, —1, —i, 0} raices de P(v5(0)), existen

caminos continuos ar, ..., a5 : [0, 1] — C tales que:
1. 041(0) = 1, 042(0) = ’i, 043(0) = —]_, O[4(0) = —1 y 055(0) =0
2. ay(t),...,a5(t) son las raices diferentes de P(v;5(t)) para todo ¢ € [0, 1].

Lema 4.7. ay(t), as(t), y as(t) € R para todo t € [0, 3].
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Demostracion. Sea
1
A= {s € {O, g} Jai(t), as(t) y as(t) € R para todo t € [0, s]} :

Como A C [0, %] v A# (0(0 € A), entonces existe 7 = sup A. Probemos primero que
7 € A. Por definicién de supremo existe una sucesion (s,) C A tal que s, — 7.

Si ¢ € {1,3,5}, por continuidad tenemos lim, o a;(s,)) = a;(7). Pero a;(s,) €
R Vn € N, entonces, como R es un conjunto cerrado en C, tendremos que «;(7) € A.
Por lo tanto 7 € A. Ahora sera suficiente demostrar que 7 = % Suponga que T < %
Entonces, podemos aplicar el teorema de la funcién implicita real y concluir que

existe € > 0 tal que [1,7 + €] C A, lo que es una contradiccion. O

Corolario 4.8. ay(t),as(t) ¢ RVt € [0, 3].

Lema 4.9. Se cumplen las siguientes afirmaciones
1. as: |0, %] — R es decreciente,
2. a5 1 [0,3] — Res creciente y
3. ay :[0,3] = Res decreciente.

Demostracion. Daremos la prueba para «q, la prueba para los demés puntos sera
de forma andloga. Del gréfico observamos que a1(0) > ay(3). Entonces basta
demostrar que o4 es inyectiva. Supongamos que no, entonces existen ty # t; tal que

aq(tg) = ai(tq), entonces

0= P(v5(t1))(cu(to)) = a”(to) — au(to) + 3ti(ag — 9)
= CVB(t()) — Oél(t[)) + 3t0((10 — (5) + 3t1(a0 - 5) - 3t0(a0 — 5)
= 3t1(a0 - 5) - Sto(ao - 5)

obteniéndose t; = to( contradiccién). O

Podemos ver claramente este hecho ya que solo se trata de trasladar el grafico de
P(0) hacia arriba cuando t varia de 0 a %, tal como lo muestra la figura . Recordar
que ¢ usado en la definicién de 5 es menor que ¢;. Por lo tanto ’)/5(%) € D, con lo

cual se tiene que

() em a0 (2) e aln(2) on
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Como {fs (7s (%)) , f3 (s (%)) , fa (s (%))} son rafces de 2 — 2 + 75 (3) = 0, en-

tonces
1 1 1
{fz (’75 (g)) e (’Ya <§)) o Ja (’Y& (g))}
c 1 1 1 1 L
a1 3 , Q2 3 , A3 3 , Q4 3 y 05 3 .
Con todo lo dicho anteriormente se puede verificar facilmente que:

s fy (% (%)) ¢ R y tiene parte imaginaria positiva,

)) ¢ R y tiene parte imaginaria negativa,

Wl

" fi (%(
f3 (

)) no tiene parte real positiva,

W=

’Y&(

LR % es real y positivo mayor que by,

| C]{Q(
"y (% ¢ R y tiene parte imaginaria negativa,

)

1) ¢ R y tiene parte imaginaria positiva,
)
)

% € R y es positivo menor que by,

u a5
= a3(3) € Ry es negativo.

e f(u(3))=ea(3) 2 (6(3)) = (3) ¥
s(v(3)) - (3)

Recuerde que 75(t) € D para todo ¢ € [%, 2]. Luego fa(y5(t)) es rafz de P(vs(t))
para todo ¢ € [5,2]. Como fo(7s(3)) = aa(3), por la unicidad del teorema

12

373

t € [3,2]. Andlogamente tendremos a3(t) € D3 y ay(t) € Dy para todo t € [£, 2].
373 373

Sit € [3,%], entonces 5(t). Luego P(7s(t)) tiene exactamente dos raices en D,

tendremos que fo(75(t) = ao(t)) paratodo t € [z, 5] y entonces as(t) € Do para todo

justamente a1 (t) y as(t) ya que as(t), as(t) y ay(t) estan en los discos Do, D3y Dy.
Como 75(3) = 75(3), entonces P(75(3)) vy P(7s(3)) son el mismo polinomio, asf que

tienen las mismas raices en D;. Entonces

t () ()} =1 G) = ()

Afirmacién al(%) = a5(§) y oz5(%) — Oé1(§)
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Demostracion. Definamos
F(z) = 10032 + 10b32° + byz* + 2°

y hi(t) = ai(t) — by, camino en C* definido en [3, 2]. Como ay(t) = by + hy(t) es

raiz de P(75(t)), entonces (bg + h1)® — (bg + hy1) + ag — 6e%™ = 0. Luego,
(F o hy)(t) = 1063R3(t) + 106303 (t) + Bbohi(t) 4+ b3 (t) = 557,

obteniéndose por ultimo que F(hy(t)) = §e™*. Observemos que

1 = Ind(F o hy,0). Supongamos que oy (é) = ( ) Entonces

() @)y oemE)-ren (),

concluyéndose asi que hy y Fohy son caminos cerrados en C*. Como § < € ( obtenido
del lema [4.6)), entonces

|F(ha(t)) — 1005(h1)?(8)] = [1005(h1)*(£) + bo(ha)* () + (7n)* ()] < [10b5(hn ) (1))
Luego, por el teorema |1.24] se tiene

1 = Ind(F o hy,0) = Ind(10b3(h1)?,0)

1 3 (1063(h)2(t))dt
_2m/ 1063 (h1)2(t)

_ L [ oo
271 J1 1063 (h1)2(t)

3

= 2Ind(h,0),

entonces Ind(h;,0) = 1 (contradiccién), ya que el indice de hy con respecto de 0 es

entero. Por lo tanto, o (3) = as(3) v a5(3) = au(3)- ]

Hasta el momento se tiene la siguiente figura (mirando dentro de D), que

nos da una visualizacién de los caminos de las raices a medida que t varia en [0, %]

Para finalizar todo sobre el comportamiento de las raices de P(v5(t)) a medida

que t varia de 0 hasta 1, usaremos la siguiente observacion

Observacion 4.10. Sean v, n: [0,1] — S dos caminos continuos tales que n(t) =
v(1 =t). Sean «; : [0,1] = C ,coni =1,...,5, caminos continuos de las raices de
P(~(t)). Entonces By, Ba,...,05 : [0,1] = C definidos como B;(t) = a;(1 — 1), son

los caminos continuos de las raices que produce P(n(t)).
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Plano de S

] a()u'

O _api

Figura 4.3: Movimiento de las raices a medida que ¢ varia en s en [0, %]

Con esta observacion tenemos la siguiente informacién que buscdbamos:

&1(0) = 042(0) = @3(0) =—-1 044(0) = —1 045(0) =0

\ \ \ \ \
041(%) =0, 0 03 04 a5(%) =05
i 1 \ \ \
061(%) =05 0 03 04 045@) =6
1 \ \ \ \

Lograndose demostrar que

1 2 3 45
Teorema 4.11. ® = .
ol[7s]) (5 5 3 4 1)

4.1.1. Permutaciones de las Raices de z° — = + a Inducidas
por (S, a)

5

Proposicién 4.12. Las raices del polinomio P(ia)(z) = x° — x + ia son obtenidas

5

de las raices del polinomio P(a)(x) = x°> — x + a por multiplicacién por i.
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Demostracion. Sir una raiz de P(a), entonces r> — r 4+ a = 0. Luego se tiene que:

(ri)°® — (ri) +ia = °r° —ri+ia
= i(r® —r+a)
=0
Lo que demuestra la proposicion. n

Corolario 4.13. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

L%wwz(izgiz>

2%WMF(1z§j§>

3%@%#(12??3-

Demostracion. Por el teorema [4.11] se se tiene que

¢(s) - R(P(0))  — R(P(0))

Luego aplicando el teorema [3.5] a iy; junto a las raices de P(iv5(0)) existen caminos
continuos fi, ..., B5 de las raices de P(ivs(0)). Luego aplicando la proposicién [£.12]

y reordenando si es necesario se tiene que

1. 31(0) = ias(0) = 1, B2(0) = iany (0) = 4,
B5(0) = ian(0) = —1, B4(0) = ia3(0) = —i v B5(0) = ias(0) = 0

2. Bi(t) = i (t) son las raices diferentes de P(ivs), eligiendo 7 y j adecuadamente

tal que se cumpla el punto nimero 1.

Observemos que

Bi(1) = B1(0), B2(1) = B5(0), B3(1) = B3(0), Ba(1) = Ba(0) vy B5(1) = B2(0).
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Movimiento de la variable "a"

O]

Figura 4.4: Todos los movimiento de a y variacion de raices

Con esto podemos decir que

20 (i) = (1 ~5 2)

Anélogamente se pueden probar las afirmaciones restantes. O]

Corolario 4.14. &y : m(S,0) — S5 es sobreyectiva.

Demostracion. Sea o € Ss. Por teorema [1.9] o se puede escribir como producto de

U1 = o([vs]), w2 = Po([ivs]), 3 = Po([i*75]) ¥ Ya = Po(i*y5). Lo que prueba el
corolario. O

Hasta ahora solo se ha logrado demostrar la sobreyectividad de ®,. Si conside-
ramos lazos basados en a # 0 @, sera también sobreyectiva?.
Observemos que la definicion de ®, depende de la eleccion del orden de las raices.
En el caso de @, las raices de P(0) son {1, 7, —1, —i, 0}, de tal forma que al deno-
tar 1:=1,i:=2, —1:=3, —i:=4y 0:= 5y al definir un camino v € L, tenemos

que ®y([v]) € Ss. Es logico pensar que si hubiéramos dado otro orden o denotado
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o -1
R(P(a)) m R(P(0)) M> R(P(0)) M R(P(a))
" 1 1 r1
s 5 1 >l ——— 5
ra —i —i r4

Figura 4.5: Diagrama de ¢q0(c), ¢o(711) ¥ doa(a™t)

de otra forma a las raices de P(0), ®o([7y]) serfa otra permutacién de Ss.

Por tanto; debemos dar un orden fijo a las raices de P(a). Sean {ry, ro, r3, 74, 75}
sus raices (ya definidos en orden). Sea o € L, y supongamos que ¢, o(a) esta de-
finido tal como se muestra en la figura [£.5] también podemos observar la definicién

de ¢oq(a™t). Sea y; € Ly tal que

Bo([n]) = (; j g j‘ Z)

esto quiere decir que ¢g(;) estd definida tal como se muestra en la figura

Observemos que si 72 = « * ¥, * a1, entonces por el diagrama de la figura se

Ba([a]) = (; 2 i ‘1‘ Z)

Seria ideal encontrar caminos que pertenecen a L, de tal forma que induzcan cual-

tiene que

quier permutacién. Debemos de notar un problema: no sabemos como esta definido
bao(e) al ser elegido av € L, jy si supiéramos como esta definido ¢, g, es posible
encontrar v; € Ly adecuado de tal forma que v, = a*y; *x a induzca la permutacion
deseada?. jEso es posible!, en efecto:

Sea vo = axvyyxa € L,, el objetivo es encontrar una definiciéon para ~; de tal forma

que 7, induzca una permutacién o cualquiera. En otras palabras debemos obtener

L T R N
ao([2]) = o(1) o(2) o(3) o(4) o5)

Esto quiere decir encontrar 7, de tal manera que ¢,(72) esté definida por

Ga(V2)(11) = To)s Pa(12)(r2) = To(2), Pa(12)(r3) = 7o), Pa(V2)(Ta) = To) ¥
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¢a(72)(7“5) = To(5)-
Es facil verificar que 9 : R(P(0)) — R(P(0)) definido por

cumple con nuestro objetivo. Observemos que es posible encontrar un camino 7, tal

que ¢o(v1) = ¥ por la sobreyectividad de ®y. Con esto podemos afirmar lo siguiente,

Proposicion 4.15. Sea a # 0 € S. Entonces,

O, : m(S,a) — S5 es sobreyectiva.

4.2. Variaciéon de a y Permutacion de Radicales

Intermedios
Supongamos que la ecuacién algebraica general de grado 5
a+az+...+art+z°=0
puede resolverse por radicales. Como vimos en el capitulo 2 se puede encontrar:
= polinomios de coeficientes complejos py, ..., Py,

= naturales ki, ..., ky,

tales que, dado un polinomio ag + a;x + ... + agz* + 2° = 0 y dado una raiz r de

este, existen complejos x1, ..., xxy = r tales que

xlfl = p1(ao; -, as)

Ty~ = ﬁg(&o, ..y Ay, iL‘l)

J?N = ]5]\](0,0, vy Uy, T, ...,I’N).

En el caso particular de la familia 2° — 2 + a, esta supuesta resolucién por radicales

nos dice los siguiente: Dada una raiz r de 2% — x + a, existen
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x1,...,xny =1 tales que

Denotemos

pl(a) = ﬁl(av _1a 07 0)
pQ(a7 (L'1> = ﬁ?(av _]-7 O) 07 xl)

pN(a, L1y eeny fol) = ﬁN(a, —1, O, 0, L1y eeny QIN,l)

5

Entonces, para la familia de polinomios ° — x 4 a la resolubilidad por radicales

viene expresada por el sistema:

2yt = pia)

IJQCQ = pl(a7 xl)

= py(a,z1, .., TN). (4.1)

A continuacién discutiremos algunas hipotesis que pueden ser asumidas en rela-

cién al sistema [4.1]

Hipdtesis 1. En el sistema (4.1) podemos asumir que los ndmeros ki, ..., ky
son primos: Supongamos que k; = ab con a,b > 1, a,b € N. En este caso podemos
retirar la linea

k.
ry = (x?)b =pj(a, z1,...,xj1)

del sistema (4.1]) y colocar en su lugar el par de lineas siguiente:

o

T j(a,...,xj_l)

<
I
=

T

<Le
Il
Kl
.

Es facil ver que el sistema (4.1)) modificado de esta forma satisface los requeri-

mientos de una “resolucion por radicales”. De manera sencilla: Si k£ = ab, “una raiz
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k — ésima” es equivalente a “una raiz a — ésima’” seguida de “una raiz b — ésima”.
La aplicacién sucesiva del argumento anterior nos lleva a un sistema como (4.1]) pero

con todos los k; primos.

Hipdtesis 2. Para cada linea
(*)xfg =pjla,x1, 21, ..., 1)
del sistema(l4.1)) es posible encontrar valores a, 1, ...,z;_1 que cumplen todas las
lineas anteriores a () y tales que
pila, 1, ...,z;-1) # 0.

La justificacion de esta hipotesis es la siguiente: Caso contrario, en la linea j —ésima
obtendriamos siempre x; = 0. En este caso podemos simplemente “borrar” la linea

J — ésima y reemplazar x; = 0 en los polinomios p; + 1, ..., pn.

hipétesis 3. Para cada linea
k;
r;’ =pjla,r1,..., 75 1)
se tiene una de las siguientes posibilidades:

1. o bien p; es constante e igual a 1,

2. o bien x;’ — p; es irreductible.

Justificacion: Suponga que :v?j — p; es reductible. Como k; es primo (hipdtesis 1),
entonces se sabe que existe d = d(a, x1, ..., zy) tal que

p; = d"( [2] ). Entonces tendremos x; = (d, donde ( es alguna raiz k; — ésima de
1. En este caso podemos modificar el sistema (4.1) sustituyendo la linea x?j = pj

por ¢* =1y sustituyendo z; = (d en todas las lineas siguientes; asi obtendremos:

zt = pi(a)
kj1 _

Tio1 = pj—l(a; L1y eeny xj—Q)
=1

k.
x]i‘—ll = pj-i—l(aa Ty eeey Lj—15 (d)

kjyo
Tito = Pj+2(a, L1,y Tj-1,(d, $j+1)

kny _
IN = pN(a,xl, ...,LEj,l,Cd, Xj+1, ...,JIN,l)
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Naturalmente acd podemos cambiar la letra “¢” y volver a colocar “z;”. Asi ten-
dremos un nuevo sistema que define una resolucién por radicales.

Comenzaremos ahora con la idea que finalmente nos permitira demostrar la irreso-
lubilidad de la ecuacion de grado 5. Lo que haremos serd “variar” el complejo a a lo
largo de un camino cerrado en S. Sabemos que, fijada una raiz r de x° — x + v(0),
entonces 7 induce un “movimiento” continuo de la raiz r. Pero ;Qué ocurre con
los valores intermedios x1,...,xxy_1 cuando a varia sobre 7 ;Sera cierto que estos
puntos describen movimientos continuos? Veamos primero que ocurre con xj. Si
p1(7(t)) no se anula, entonces el teorema garantiza que x; varia continuamente

describiendo un camino a4 (t). {Qué ocurre en caso contrario?. Tenemos dos casos:

1. p1(y(t)) se anula V¢t € [0,1]. A pesar de tratarse de una situacién stper de-
generada, en este caso el punto x; describe un camino continuo: el camino

constante es igual a cero.

2. p1(y(t)) no es idénticamente nulo, pero se anula para ciertos valores de ¢. En
este caso 7y pasa por algunas de las finitas raices de p;. Entonces, como lo que
nos va a interesar es la permutacion de raices que induce v, nos permitiremos
“cambiar”  por otro camino 7, préximo suficiente a 7 de manera que am-
bos sean homotdpicos, pero que v, no pase por ninguna raiz de p;. Con esta
modificacién tendremos que z; describe un camino continuo «;. veamos que
pasa con xs. Esta vez tenemos
25 = py(71(t), ay(t)). Si pa(71(t), ay(t)) nunca se anula entonces, de nuevo por
el teorema x9 describe un camino continuo as. Supongamos que pa(7vy1, )

se anula para algunos valores de t. Analizaremos los 2 casos siguientes:

a) py es constante igual a 1. Entonces p;(y(t)) = 1 y el camino «a; serd
constante igual a una raiz k — ésima de la unidad, digamos a; = (; lue-
go pa(m(t),ax(t)) = pa(11(t), (). Si pa(m(t),¢) = 0, entonces tendremos
as = 0. Caso contrario, tendremos que y; pasa por algunas de las finitas
raices de pa(z,(). Luego,como antes, podemos deformar v; “un poqui-
to”de manera que pa(7;,() nunca se anule y aplicamos el teorema

para obtener as(t) continua.

b) p1 no es constante igual a 1. Entonces, segiin la hip6tesis 3 tendremos que

2% —py es irreductible. Si py(71(t), ay(t)) se anula para t = tg, tendremos
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que b = 71(to) pertenece al siguiente conjunto

B ={beS/pi(b) #0y existe x; € C con z}* = p;(b)
y tal que py(b, z1) = 0}.
O sea: pa(71,aq) se anula cuando ; pasa por algun punto de b. Ahora
sera suficiente demostrar que B es discreto, ya que entonces podremos
deformar ; “un poquito” de manera que ahora ps(y1, @1) nunca se anula
y entonces tendremos que xp varia continuamente por el teorema

Suponga, por contradiccién, que existen b,(n € N) puntos en B tal que

b, — b € B. De aqui, existen z, € C tal que

a2 = pi(b,) v pa(bn, 2,) = 0 para todo n € N.

n

Como py(71) # 0, entonces p;(b) # 0 y aplicando teorema existen:
1) Un disco D = D.(b)

2) Funciones holomorfas g1, go, ..., gk, : D — C tales que ¢1(2), ..., g, (2)

son las soluciones de
2™ = pi(2) para todo z € D.

Pasando a subsucesiones, podemos suponer que b, € D para todo n € N,
entonces

xn € {g1(bn), -, g, (by)} para todo n € N.

Nuevamente, pasando a subsucesiones y reordenando si es necesario pode-
mos suponer que z, = ¢g1(b,) para todon € N, entonces p; (b, g1(b,)) =0

y por el Principio de Identidad se tiene
p1(z,91(2)) = 0 para todo z € D.

Definamos los siguientes conjuntos

C={(z,x) € C?/zt = pi(2)}
C1 = {(z,11) € C*/pa(z,21) = 0}
A ={(z9z))/ = € D}.
Observe que A es un abierto de la curva algebraica irreductible C. Ademas

A C C. Luego, por el teorema de Ceros de Hilbert tendremos que

7' — p1(2) es un factor de po(z, z1).
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Figura 4.6: Eleccion de 7; y 72 en base de vy

En otras palabras: si (a, ;) son soluciones de ' = p;(a), tendremos
autométicamente que en la siguiente ecuacién 2 = py(a, 71) necesaria-

mente o = 0, ya que

paa, 1) = (x]fl —p1(a)Q(z1,a) = 0.

Esto contradice la hipétesis 2. Este argumento a requerido el uso de la
teoria de conjuntos algebraicos y teoremas especializados como el Teo-
rema de los Ceros de Hilbert[I7]. Como el propésito de este trabajo
es mostrar las ideas geométricas que estan detras de la resolucién por

radicales. Simplemente asumiremos como hipdtesis

Proposicién 4.16. Dado v : [0,2] — S, existe 7 arbitrariamente prdzimo a =y
en S tal que, si v es una raiz de x° — x + Y(0) y xq,...,xx = 7 son los valores
intermedios dados por la resolucion por radicales (Sistema (4.1))), entonces existen

caminos aq, ...,ay : [0,1] = S continuos tales que
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Ademds, para cada j = 1,...,N se tiene que p;(t) = p;(3(t), a1(t),...,a;-1) es no
nulo para todo t € [0, 1] o entonces nulo para todo t € [0,1]. O sea: O a; es no nulo
Vte[0,1], 0o a; =0.

Observacion 4.17. Esta observacion dice que, a medida que a describe el camino 7,
cada valor intermedio x1,...,xn (de una raiz v dada) describe un camino continuo.

A estos caminos los llamaremos caminos intermedios producidos por 7.

Observacion 4.18. Si~ es cerrado y basado en 0 € C, es posible que 4 no sea mas
basado en 0 € C estamos interesados en aplicar esta proposicion a varios caminos
“simultdneamente”; entonces, dados v, ...,k encontraremos caminos Yy, ..., Vg- Si
los o son cerrados y basados en 0 € C, entonces se puede conseguir que y; estdn

basadas en un mismo punto a € C prozimo de 0 € C.
Para facilitar la exposicion definamos lo siguiente.

Definicién 4.1. Sea G un grupo. Diremos que o € G es un 1-conmutador si existen
a1, a9 € G tal es que

o 11 W
Sin €N, diremos que a es un n—conmutador si existen (n — 1)—conmutadores a;

y ag en G tal es que

o= alozgozl_la;l.

Claramente, si @ es un n—conmutador, entonces a es un m—conmutador para

todo m < n.

Lema 4.19. Sea k € N y sean v1 y 2 caminos cerrados en C* basados en un mismo

punto ag € C*. Suponga que el pardametro a en la ecuacion
F —a=0
se mueve a lo largo del camino

¥ =72y 5

Entonces v induce la permutacion identidad en el conjunto de raices de

2> —ag = 0.

Demostracion. Definamos 6y, 60, : [0,1] — C** por 6;(t) = (—(1),0, ...,0,1). Obser-
vemos que P(0;(t))(x) = x* —~;(t), por el teorema[3.5 existen af, ..., a4 : [0,1] — C

caminos continuos de las raices de P(6;(t)). Definamos
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Bi(t) = a’i(t)em(fzil), es facil verificar que [i(t) es rafz de P(6;(t)). Ahora por la
unicidad del teorema 3.5 se tiene que, reordenando si es necesario,
2mwi(j—1)

o' (t) = af'(t)e” » para todo t € [0, 1].

Tenemos lo siguiente, si o} (1) = a}(0), entonces

2mwi(n—1)
k

(1)

( ) 27ri(£,—1)

(0)6 27ri(1:—1) 62777;(:—1)
(0)

2nwi(n+r—1)
k

1

+(0), entonces

de la misma forma se puede probar que si (1) = «

2

a2(1) = al,,_1(0). Con lo cual tenemos que

CL/}Z(O) — ai-ﬁ-n—l(O) - a72"+n+5—2(0)

- | ag+n+s—s+1—2(0) — ai—r—l—&-n—&-s—s—i—l—Q(O) == a’}L(O)

De aqui, 0,050,105 " induce la permutacién identidad, pero como 6; solo depende de

v:, podemos decir que v induce la permutacion id. O

Proposicién 4.20. Si [y] € m1(S,0) es un N—conmutador, entonces

Do([y]) = id.

Demostracién. Paso 1. Como [v] es N—conmutador, entonces [7y] es un
1—conmutador, asi que [y] = [1][y2][71]7*[72] . Teniendo en cuenta la proposiciéon
4.16| podemos suponer que 7y, Y2 estan basados en a € C proximo de 0 € C. Ademas,

fijada una raiz r, tendremos que v, v, producen los caminos intermedios

respectivamente. Se vé facilmente que a; es un camino cerrado. Si N = 1, ya que
a1 = ay describe el movimiento de la raiz r, tener oy cerrado significa que r vuelve
a su lugar, o sea, ®,([v])(r) = r. Esto implica que ®,([7]) = id y esto demuestra la
proposicion para el caso N = 1.

Paso 2. N > 2. Como [y] es N—conmutador, entonces [y] es 2—conmutador. Po-

demos repetir el paso 1, pero esta vez asumir que y; y 72 son l—conmutadores.
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Repitiendo los argumentos del paso 1 para «; (j = 1,2) en lugar de 7 tendremos
que o ( = 1,2) es cerrado.

Observe que

pa(v, 1) = pa(reyy e aras(ag) M ad) )
= po(v1, a1)p2(v,0)p2 (1 Y, (1) M )p2(st (af) )
= pa(71, o7)p2(7,03) [p2 (71, a7)] 2 (e, o)) 7

y en esta expresion los caminos pa(y1, o) y p2(7,a) son cerrados. Entonces el camino
pa(7y,01) es 1—conmutador y de nuevo por el lema m, ya que af? = po(vy, o)
tendremos que ap es camino cerrado. Si N = 2, entonces ay = «y seria cerrado y
la proposicién estaria demostrada. Si N > 3 seguimos con el paso 3.

Paso 3. N > 3. [y] es 3—conmutador. Esta vez tendremos que 1,7, son
2—conmutadores. repitiendo el paso 2 con y; y ¥, en lugar de v obtenemos que a3

y a3 son cerrados. Luego

pz(%Oél,OéQ) :Pz(’h,04%7045)133@2,04%7063)[173(71,0&704%)]*1[273(72704%7043)]71

es 1—conmutador y por lo tanto as es cerrado. Si N = 3, acabd. Caso contrario,

podemos proseguir un ntmero finito de pasos hasta demostrar que ay es cerrado. [

Observacién 4.21. FEl lema requiere que el camino v = Y1y2Y; Yy este en
C*. Sin embargo, nosotros lo hemos aplicado sin ninguna preocupacion. Como lo
que queriamos demostrar es que cada o es un camino cerrado, cuando no se puede
aplicar el lema es porque o es constante igual a cero y por lo tanto también

es cerrado.

Considere o € As. Por aplicaciones sucesivas del teorema tenemos que « es

n—conmutador Vn € N.

Proposicién 4.22. Para todo n € N, eziste un n—conmutador [y] € m(S,0) tal

que ®o([7]) = .

Demostracion. Como a es 1—conmutador, entonces
. -1 -1 A
O = Q0 Oy, ], (2 € As

. Por el teorema ® es sobreyectiva, entonces existen

), (2] € m(8,0) tal que ®o([v;]) = oy (j = 1,2). Luego v = 17271 75" es
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1—conmutador y es tal que ®q([y]) = a. Por lo tanto la proposicién vale para n = 1.
Suponga que la proposicion vale para n = k. Como « es (k+1)—conmutador,existen
a1, a0 € A, k—conmutadores tal que a = ajasa; ‘o, . Por la hipétesis inductiva
existen k—conmutadores vy, v2 € m1(S,0) tal que

o([v4]) = a;j (j = 1,2). Luego, v = 11727, 75 es un (k + 1)—conmutador tal que
Po([7]) = a. O

4.3. Demostracion del Teorema Principal

Ver teorema [2.6] Fije a € Aj tal que o # id. Por la proposicién [4.22] existe
[v] € m1(S,0) tal que [y] es N—conmutador y ®¢([]) = «. Luego, por la proposicién
tendremos que ®([y]) = id, lo que es una contradiccién.
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