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RESUMEN

El método de elementos de contorno (MEC) es una herramienta numérica para
la resolucion de problemas de ingenieria, y en particular para la solucion de problemas
de analisis estéatico lineal de pdrticos sometidos a diferentes configuraciones de cargas
y condiciones de borde; el pértico es una estructura conformada por vigas, columnas

y losas.

La formulacion del MEC para el analisis del comportamiento de vigas y losas
se inicia con la aplicacion de la teoria de elasticidad y resistencia de materiales, para
obtener las ecuaciones gobernantes, seguidamente se obtiene las ecuaciones integrales

y finalmente se resuelve numéricamente las ecuaciones integrales.

La implementacion de un cddigo computacional facilita los célculos
numéricos, por lo que se desarrolla el cddigo de programa denominado MBEM en el
lenguaje de programacion Matlab, en base a las expresiones mostradas a lo largo del

presente trabajo, el cual sirve para el analisis estatico lineal de losas.

El MEC es una herramienta robusta para el analisis de losas porque reduce el
namero de elementos durante la descomposicién de la estructura; ademas, reduce
recursos computacionales y tiempo de andlisis. Por otra parte, el analisis de vigas

mediante el método prescrito es una alternativa frente los métodos clasicos.
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INTRODUCCION

El poértico es una estructura conformada por vigas y columnas, que son
simplificados por modelos unidimensionales. Las vigas son estudiadas considerando
la teoria de Euler-Bernoulli. Por otra parte, la losa es muy empleada en la ingenieria

estructural, la cual se analiza en base a la teoria de Kirchhoff-Love.

Primeramente, se obtiene las ecuaciones diferenciales que relacionan las
propiedades mecanicas del material, las fuerzas y los desplazamientos, las cuales son
denominadas ecuaciones gobernantes; ademas, es necesario comprender lo siguiente:
(1) la descripcién cinematica representa la configuracion del cuerpo mediante
rotaciones y traslaciones, (2) el campo de deformaciones es la configuracién de cambio
de forma, (3) el campo de esfuerzos es la configuracion de la distribucion de los
esfuerzos internos y (4) la ley constitutiva establece la proporcionalidad entre

tensiones y deformaciones.

Seguidamente, se obtiene las ecuaciones integrales a partir de las ecuaciones
diferenciales, en base al empleo de la identidad de Rayleigh-Green que es la expresion
matematica del teorema de reciprocidad de Maxwell-Betti; la cual relaciona dos
sistemas, el primero representa las condiciones reales de carga y el segundo representa
la solucion fundamental, este dltimo es el comportamiento de una estructura sometida

a una carga unitaria.

Asimismo, el andlisis estructural mediante el MEC consiste en descomponer el
contorno de la estructura en elementos y luego se forma un sistema de ecuaciones que
se organiza en forma matricial y se soluciona numéricamente. Luego, se obtienen los
desplazamientos en los grados de libertad mediante ecuaciones integrales de contorno.
Por ultimo, se obtienen los desplazamientos y las fuerzas internas en los puntos de

interés del dominio.

Finalmente, se implementa un codigo computacional para aplicar el MEC al
estudio del comportamiento de elementos estructurales tipo losas. Se emplea el entorno
Matlab conjuntamente con el lenguaje de programacion M para la implementacion del
codigo sefalado.
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CAPITULO 1. ASPECTOS PRELIMINARES

1.1. Introduccién

El método de los elementos de contorno viene siendo aplicado en diversas areas de la
ingenieria, siempre que brinda bondades al realizar la descomposicion de la estructura,
lo cual conlleva al empleo de menor memoria computacional; y ofrece buenos
resultados especialmente para el analisis de losas.

En ese contexto, se desarrolla la formulacion del método de los elementos de contorno
para la resolucion de elementos estructurales unidimensionales (vigas y columnas) y
bidimensionales (losas), para posteriormente interpretar el comportamiento en
términos de desplazamientos y fuerzas.

1.2.  Objetivos y justificacion

Obijetivo general:

Analizar el comportamiento estatico lineal de elementos estructurales de pdrticos de
concreto armado mediante el método de los elementos de contorno.

Obijetivos especificos:

A) Formular e implementar un codigo computacional del método de los elementos
de contorno para barras y losas.

B) Aplicar el método de los elementos de contorno para el anélisis estructural
estatico lineal de un portico compuesto por losas, vigas y columnas.

C) Interpretar y comparar los resultados obtenidos mediante el método de los
elementos de contorno con los obtenidos mediante soluciones exactas.

Justificacion:

El presente trabajo pretende difundir la metodologia del método de los elementos de
contorno para el andlisis estatico lineal de estructuras de concreto armado tipo pértico,
el cual estd conformado principalmente por tres elementos estructurales: vigas,
columnas y losas. A fin de tener mayor conocimiento de las bondades que tiene el
método numérico en mencion.

1.3.  Organizacion del trabajo

En el capitulo 1 se exponen el estado de arte y antecedentes del método de los
elementos de contorno; ademas, se describe definiciones relacionados con el método
numérico en mencion.

En el capitulo 2 se describen los aspectos preliminares de matematicas y la teoria
clasica de la viga de Bernoulli; asimismo, se revisa la descripcion cinemaética, ley
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constitutiva, ecuacion de equilibrio y la ecuacion gobernante de las vigas sometidas a
fuerzas axiales, torsion y flexion. Posteriormente, se determina las ecuaciones
integrales para vigas a partir de la ecuacion gobernante empleando el método de
integracion por partes y el teorema de funciones de residuos ponderados (solucion
fundamental de la ecuacion gobernante de la viga). Finalmente, se emplea el método
de los elementos de contorno para determinar los desplazamientos y las fuerzas
internas en el dominio de la viga.

En el capitulo 3 se describe la teoria de losas, considerando el comportamiento elastico
conforme a las hipotesis de Kirchhoff-Love; asimismo, se revisa la descripcién
cinematica, ley constitutiva, ecuacion de equilibrio y la ecuacion gobernante de las
losas. Seguidamente, se determina la ecuacion integral a partir del teorema de Betti y
la solucién fundamental de la ecuacion gobernante. Finalmente, se emplea el método
de los elementos de contorno para determinar los desplazamientos y fuerzas internas
en el dominio de la losa.

En el capitulo 4 se expone la metodologia del método de los elementos de contorno
para la resolucion de problemas en la ingenieria estructural.

En el capitulo 5 se aplica el método de los elementos de contornos a problemas de
vigas sometidas a fuerzas axiales, torsion y flexion; ademas, se expone la aplicacion
del método para el andlisis estructural de losas.

Finalmente, en el capitulo 6 se exponen las conclusiones y recomendaciones recogidas
de la elaboracion del presente trabajo.

1.4. Estado del arte

En los ultimos afios la mecanica tedrica y aplicada ha experimentado un gran
desarrollo, principalmente debido al perfeccionamiento de las computadoras y la
disponibilidad de nuevos métodos de célculo, dando paso a la denominada mecénica
computacional, esta nueva disciplina combina la mecénica tedrica y aplicada con los
métodos numeéricos y la informatica.

Los métodos numéricos se emplean para resolver problemas de ingenieria que son
formulados en base a ecuaciones diferenciales o ecuaciones integrales. Los métodos
numéricos con mayor alcance en las diferentes areas de la ingenieria se detallan en la
fig. 1.1.

1.4.1. Antecedentes

En el desarrollo del denominado método de “elementos de contorno” tenemos como
precursores a Somigliana (1885), Fredholm (1903), Kupradze (1956); igualmente,
Jaswon y Symm (1967) desarrollaron el método de ecuaciones integrales de contorno
para problemas de potencial eléctrico usando la tercera identidad de Green (Jaswon y
Symm, 1977).
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PROBLEMA DE INGENIERIA

l

Modelo Matematico

A 4 A 4

Ecuaciones Diferenciales Ecuaciones Integrales
(EDO/EDP) (EN)

v v v v

Soluciones Analitica Soluciones Numeéricas Soluciones Analiticas Soluciones Numericas

I I
v v v v v v v
Diferencias Elementos de Nudos de

Elementos Finitos Finitas Meshfree Otros CoRia Coniote) Otros

Fig. 1.1 Dos rutas diferentes en la mecanica computacional (Liu, 2009)

A partir de los trabajos mencionados precedentemente, Rizzo (1967) y Cruse (1969)
desarrollaron técnicas para la solucion de ecuaciones integrales de contorno de
problemas dimensionales y tridimensionales de elastostatica usando la identidad de
Somigliana, y presentaron una formulacién para elastodinamica empleando la
transformada de Laplace (Gaul et. al, 2003).

El término “método de los elementos de contorno” se utilizd por primera vez en 1977
en publicaciones de Banerjee y Butterfield (1977) y Brebbia y Dominguez (1977). Al
afio siguiente, Brebbia publico el primer libro sobre el método de los elementos de
contorno (Cheng et. al, 2005).

Seguidamente, en 1980 surgieron varias actividades de investigacion sobre el método
de los elementos de contorno, las principales aplicaciones fueron en la mecanica de
solidos, elasticidad, acustica y electromagnetismo. Fue ampliamente aplicado porque
posee ciertas ventajas, las cuales son: simplicidad, menor empleo de mallas, menor
recurso computacional y mayor exactitud para modelar problemas bidimensionales y
tridimensionales (Boresi et. al, 2011).

Se puede destacar diversas investigaciones realizadas hasta la actualidad, como las de
Venturini (1983) que empled el método de los elementos de contorno en geomecanica,
Kichimoto et. al (1983) realizaron el andlisis de mecénica de fractura mediante
combinacién de elementos de contorno y elementos finitos, Tanaka (1985) empled el
método para estructuras de placa sujetas a cargas arbitrarias y Ciskowski (1991) realiz6
avances en acustica (Brebbia, 1998). Mas recientemente, Pereira et. al (2012)
desarrollaron una formulacion del método en mencion para el analisis dinamico de
losas gruesas.

1.4.2. Método de los elementos de contorno (MEC)

El método de los elementos de contorno (MEC) es una técnica numérica para resolver
ecuaciones lineales en derivadas parciales que son formuladas como ecuaciones
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integrales. Para el estudio de problemas de ingenieria el método mencionado considera
el contorno para la descomposicion; pero, no el dominio. Por tanto, se puede convertir
problemas bidimensionales en unidimensionales (Wolf, 2003).

1.4.3. Solucién fundamental

La solucién fundamental para un operador diferencial con derivadas parciales L es
una formulacion en el lenguaje de la teoria de distribuciones proveniente de la antigua
idea de la funcion de Green (Kythe, 1966). En términos de la funcion delta de Dirac

5(X), una solucién fundamental F es la solucién de la ecuacién no homogénea.
LF =5(x)
Donde F es la distribucion de Schwartz.

Este concepto fue ampliamente conocido para el Laplaciano en dos y tres dimensiones,
fue investigado por Marcel Riesz. La existencia de la solucion fundamental para
cualquier operador de coeficientes constantes fue demostrada por Malgrange y
Ehrenpreis.

1.4.4. Ecuacion integral

En matematica, una ecuacion integral es una ecuacion en la cual la funcion incégnita
aparece dentro de una integral. Existe una conexion estrecha entre las ecuaciones
integrales y las ecuaciones diferenciales. Asimismo, algunos problemas de ingenieria
pueden formularse con ecuaciones diferenciales o equivalentemente como ecuaciones
integrales.
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CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE VIGAS Y
ECUACIONES INTEGRALES DE VIGAS

2.1. Introduccién

Una viga es definida como una estructura que tiene una de las dimensiones mucho méas
larga que las otras dos. El eje de la viga esté definida en la direccion més larga, y una
seccidn transversal normal a este eje es asumido para resolver variaciones a lo largo
de la luz o longitud de la viga. Las estructuras en ingenieria civil son un ensamblaje o
red de vigas con variadas secciones transversales.

La mecanica de solidos cominmente referido a “teoria de vigas”, juega un papel
importante en el analisis estructural porque ayuda al disefiador analizar numerosas
estructuras. Los modelos de viga son generalmente empleados para realizar
predisefios, porque proveen resultados significativos del comportamiento de la
estructura. EI modelo es util cuando se necesita validar soluciones puramente
computacionales.

Se desarrollaron varias teorias basadas en hipotesis y niveles de exactitud. Una de las
teorias comunmente empleadas es la teoria descrita por Euler y Bernoulli. La principal
hipotesis de la teoria sefiala que la seccidn transversal de la viga es infinitamente rigida
en su propio plano y no existe deformaciones en el plano de la seccion transversal.
Consecuentemente, el desplazamiento en el plano puede ser representado simplemente
por dos cuerpos rigidos en traslacion y un cuerpo rigido en rotacion. Ademas, la
seccidn transversal permanece plana y perpendicular al eje de la viga deformada.

2.2.  Preliminares de matematicas

2.2.1. Operador adjunto y adjunto propio

El operador diferencial k -esimo esta definido por la ecuacién (2.2.1). Donde R" denota
el espacio Euclidiano de espacio n y el grado k =(k1, K,,..., kn) son ndmeros enteros

no negativos maltiplos de los indices de dimensién n; ademés, |k| =k, +...+k, .

) 8“(‘ 8k1+---+kn
D™= oxk o oxk . oxn
1 n 1 n

x=(x,...,x,)eR" (2.2.1)

Ademaés, si una componente de k es cero, la derivada parcial con respecto a esa
variable es omitida, entonces se obtiene la ecuacion (2.2.2).

_oMu(xy,..x,)

D* = 2.2.2
u(x) OX{e - - Ok (@22)
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El operador diferencial lineal L deorden p en n variables independientes X;,..., X,
se denota por la ecuacion (2.2.3).

L=L(D)=> a,(x)D* (2.2.3)

Donde los coeficientes a, (X): a(kl,kz,...kn)(xi’ Xyyeens Xn) son funciones arbitrarias.

Para el operador diferencial lineal L (2.2.3), se designa el operador adjunto L*, que
se define por la ecuacion (2.2.4).

Lv=">(-1)'D*(a) (2.2.4)

[kl<p

Si ak(x): a, son constantes, luego L'(D)=L(D). El operador se denomina adjunto propio
si L=L".

Considerar las ecuaciones (2.2.5) y (2.2.6), las cuales representan un problema con
valores en la frontera:

L(Du(x)=f(x) en QcR" (2.2.5)
Bu)=0 en aQ=T (2.2.6)
Donde la ecuacion (2.2.6) representa las condiciones de frontera.

La ecuacion (2.2.7) representa el producto interno de dos funciones f, y f, en el
espacio Euclidiano Q< R".

(fy, £)= [ £,00f,(x)de (2.2.7)

Q

Seguidamente, mediante la integracion por partes, se cambia todas las diferenciales
actuantes en el dominio € en funcién U a la funcién W, se obtiene (2.2.8).

(Lu,w) = (u, L'w)+ [ [E(w)N (u) - N (u)E(w)jdr (2.2.8)

La ecuacion (2.2.7) representa la formulacién de variaciones de la ecuacién (2.2.5),
donde E(u) genera las condiciones de frontera esenciales, mientras N(u) genera las

condiciones de frontera no esenciales.

Después, la solucién fundamental u*(x,f) es el resultado de (2.2.5) para el caso especial
cuando f(x) es reemplazado por s5(x,&), denominada la funcion delta de Dirac.

L(D)u"(x,&)=5(x,&) (2.2.9)
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La funcion u*(x,&) es Gnica solamente para una funcién w’(x,&) que es la solucion

de la ecuacién homogénea L(D)w" =0, la funcién u” +w" es también una solucién
fundamental para el operador L(D):

L(D)u" (x,&)+w' (x,&))= LDN" (x,&)+ LOW (x,£)=5(x.&)  (2.2.10)

2.2.2. La funcion delta de Dirac

Esta funcién simbdlica o distribucion tiene las siguientes propiedades bésicas:
5(x,&)=0 para x=#¢& (2.2.11)

En general esta funcion de las distancias entre dos puntos X y &:
5(x,8)=38(x~&)=8(x, ~&)o(x, = &,)...(% = &) (2:2.12)
[o()5(x,&)=0(¢) para e (2.2.13)

Q
Para una funcion continua a(x). La ecuacion (2.2.13) es la propiedad de seleccion
que significa que la funcion o cuando participa en un proceso de integracion con otra
funcion, selecciona el valor de la otra funcién en el punto donde &(x—&) tiene
argumento cero. Para el caso especial a(x)=1, la ecuacion (2.2.13) resulta:

[o(xepQ=[o(x-&)=1 para ¢eQ (2.2.14)

2.2.3. La funcién delta de Dirac y la funcion Heaviside

La funcién delta de Dirac en R*puede ser manejable algebraicamente como si fuera
una funcién ordinaria; pero, siempre debe interpretarse toda ecuacion que contenga
&5(x) como si la funcion es multiplicada por una funcion continda f (x). La integral

de la funcion en un intervalo [a,b] es:

Ta(x—g)f (x)dx ={fg§g:;r2i[ea[1’]b] (2.2.15)

a

Esto es valido solo para funciones ordinarias, si se considera g(x)=(x—&)f(x), se
obtiene:

b

[o(x=&)g(x)dx=g(&)=0 para &elab] (2.2.16)

a

Similarmente se tiene:
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X)o(x—-&)=0 i x=¢£)=0 (2.2.17)

Ademas, las técnicas familiares de integracion tal como integracién por partes y
sustitucion, pueden ser aplicadas a integrales con la funcién delta. Considerar:

| = +fa(g(x))f (x)dx (2.2.18)

Donde f(x) es una funcién arbitraria continua y g(x) es una funcién monoténica.
Escribir y=g(x) entonces tomando la derivada dy=g'(x)dx. Reemplazar en la
integral (2.2.18), se tiene:

1= 500t (X)dx= [yl (y)dy=p(©0)= ") (2.2.19)
Consecuentemente, si se tiene g(x=£)=0:

5(g(x))= 52%(;5) (2.2.20)

Como un caso especial de la ecuacion (2.2.20) se obtiene:

(2.2.21)

Por integracion por partes se obtiene:
b

jaa(gx_g) f (x)dx = —i s(x—&)f' (X)dx=—f'(§) para &£ela,b](22.22)

a

Al lado de la funcion de delta de Dirac puede ser derivado la funcién unitaria de
Heaviside H , definido como:

1, x>¢&

H(X—§)={O i< (2.2.23)

Aplicar integracién por partes (a < & < b) para obtener:

8X X=a

T Hex-¢) f(x)dx =[H(x=&)f ()F2 — [H(x— &) (x)dx

= f(b)—jb' f'(x)dx (2.2.24)
(
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La ecuacion (2.2.24) comparamos con la ecuacion (2.2.15), se obtiene:

aH(aXX—f) _s(x—¢) (2.2.25)

2.2.4. La funcion Green para problemas con valores en la frontera

Un problema con valores en la frontera se describe por una ecuacion diferencial:
L(Du(x)=f(x) en QcR" (2.2.26)
Asociado a condiciones de frontera, en T =1, UT,:

E(u(x))=u(x) para xeT;

NU()=d(x) para xeT, (2.2.27)

Denominamos funcion de Green a G*(x, &) de un problema con valores en la frontera
esta definido como una solucion fundamental:

L(D)G*(x,&)=5(x,&) (2.2.28)
La cual satisface la condicion de la frontera que son prescritos en el problema actual:

E(G*(x,£))=0 ara xel.

( ( 5)) p € 1 (2-2.29)
E(G*(x,£))=0 para xeT,

2.2.5. Solucion fundamental de ecuaciones diferenciales ordinarias

Consideremos una solucion fundamental de una ecuacién diferencial ordinaria de
orden n con coeficientes constantes:

[ R 40 P redatup du’ .
L(D)u (X,f)— i +a v + +an_1d—x+anu —5(X,§) (2.2.30)

Y u” esta dado por:
u*(x,&)=H(x=&w(x,&) (2.2.31)

Donde W(x,&) e C"(Rl) satisface la ecuacion diferencial homogénea L(D)w(x,&)=0
con las siguientes condiciones:

d"'w
dX n-1

_dw

dw __dTw
dx

- an—Z

x=¢

w(x=¢) =1 (2.2.32)

x=¢

x=¢

Mediante las ecuaciones (2.2.25) y (2.2.16) se obtiene:
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du'(x¢) _ H(x=&W(x.8)...., 4" (x¢) _ Hx=¢w™(x¢)  (2.2.33)

dx dx"*

d"u(x, )
dx(né)=5(x—§)+ H(x—&w(x,¢) (2.2.34)
De las reglas de las ecuaciones (2.2.20) y las condiciones (2.2.21), las soluciones

2 3
fundamentales de los operadores L, = (;j+ a, L,= (;jz+a2 y L, :(;ja+a3 estan dadas
X X X

por:

u; (x,&)=H(x— &) (2.2.35)
Donde para n=1, w, = g9 que satisface la ecuacion diferencial homogénea
(j)'(v+ aw = 0 Y las condiciones d:(\(/)v =w(x=¢)=1, mientras que para n=2y n=3

x=£
las soluciones fundamentales son las ecuaciones (2.2.36) y (2.2.37), respectivamente.

u;(x,&)=H(x —§)W (2.2.36)
sith a(x—¢)

us(x,&)=H(x-¢) (2.2.37)

Cuando la constante « , de los operadores L, y L,, tiende a cero se obtiene el
operador L de la barra de constante de rigidez EA:

d’u(x) _ p(x)
u(x)= =——2=f(x 2.2.38
LX) == 5 =2 = (%) (22.38)
La solucion fundamental para la solucion de f(x)= &(x — &) se estima considerando
el limite:

) =He- i MU0 @239)

La solucion fundamental del operador L, __, considerando la ecuacion (2.2.38):

bar !

Ui (0,) = (k= D (x=&) = (x =€) = (x- M (x- ) -1]
(2.2.40)

N
N =

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

\‘\1ENE,3%

§‘. s - | PONTIFICIA

2 T @, % | UNIVERSIDAD
CATOLICA
DEL PERU

Donde sgn(x—¢&)=1 para x>¢& Y sgn(x—¢&)=-1 para x<¢&. Por lo tanto
(x=&)s(x—-¢£)=0Y:

3 . L T S _
S U (08)= 2 5 = Hx =)=+ (x—£f2s(x—¢)]

o°

o7 e = 3(x=¢) (2.2.42)
La solucién fundamental de la ecuacion diferencial de una viga con constante de
rigidez a flexion El .

L= S2b0) 6 2243)
Es:
Uil 8)= T (2:2.44)

2.3. Fundamentos de vigas sujetas a tension

Considerar una viga sujeta a carga distribuida axial p,(x), y una carga axial
concentrada p,, aplicada en el extremo de la viga, por ejemplo en la fig. 2.3.1. La viga
se deforma, resultando el desplazamiento igual a u(x, ). Cuando solamente se aplican
fuerzas axiales a las vigas, la estructura es llamada barra en vez de viga.

l,
T p.(x) P, i

| : |
) 1
Fig. 2.3.1 Viga sujeta a carga axial

2.3.1. Descripcién cinematica

Segun la hipétesis de Euler-Bernoulli es razonable asumir que la carga axial cause
desplazamiento axial de la seccion. Los desplazamientos descritos en la fig. 2.3.2 se
reducen a la ecuacion (2.3.1).

(2.3.1)
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ElI(XW)
Fig. 2.3.2 Desplazamiento distribuido axial

2.3.2. Campo de deformaciones

Y la correspondiente deformacion axial es:

gl(XUXZ’XS):gl(Xl) (2.3.2)

La deformacion axial es uniforme sobre el area de la viga, tal como se muestra en la
fig. 2.3.2.

2.3.3. Campo de esfuerzos

El esfuerzo que actla en un elemento diferencial es de tipo axial. La convencion de
signos se muestra en la fig. 2.3.3.

O, O,

dx,

Fig. 2.3.3 Esfuerzos actuantes en un elemento diferencial a cargas axiales

2.3.4. Ley constitutiva

En este punto, se asume un comportamiento linealmente elastico, material isotropico
que obedece la ley de Hooke. Los esfuerzos actuante en el plano de la seccién

transversal, o, y o5, son pequefios tal que el esfuerzo axial o,,0,<<o;.
Consecuentemente, los esfuerzos de la componente transversal son pequefios o, ~ 0
y o, = 0. Para el estado de esfuerzos expuesto, la ley generalizada de Hooke se reduce
a

(X, Xy, %)= E&1(x,) (2.3.3)

La fuerza axial en la viga puede ser obtenida por introduccion el esfuerzo distribuido
axial.

Ny () = [ 0,0, %, %, JIA = { [ EdA}:l(xl) =Sa(x) (2.3.4)

A
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La rigidez axial de la viga es definida como:

S= j EdA (2.3.5)

Si la seccion es de material homogéneo de médulo de elasticidad E , la rigidez de la
seccion viene a ser S=EA.

La relacién (2.3.3) es la ley constitutiva de la viga a comportamiento axial. Esto
expresa la proporcionalidad entre la fuerza axial y la deformacion axial, con una
constante de proporcionalidad Ilamada rigidez axial.

2.3.5. Ecuacion de equilibrio

Para completar la formulacion es necesario la ecuacion de equilibrio. Se considera un
elemento infinitesimal de la viga de longitud dx , ver la fig. 2.3.4. En esta figura la

fuerza axial N,(x,) actUa en la seccion transversal y en la direccion x, . Empleando

una expansion de la serie de Taylor, la fuerza actuante en la seccion transversal de
ubicacion x, +dx, Se obtiene N, +(dN, /dx, )dx , l0s términos restantes de la expansion

son de orden superior.

Aplicando la primera condicidon de equilibrio de las fuerzas axiales, que se representan
en la fig. 2.4.3, se tiene:

dN,
— 2.3.6
s (236)
2.3.6. Ecuacion gobernante

Finalmente, la ecuacién gobernante del problema es obtenido reemplazando la
ecuacion (2.3.4) en la ecuacién de equilibrio (2.3.6), se obtiene:

d [.du(x)]
dx{s df( )| -p.(x,) (2.3.7)
1 1
N, +
N, )d (dN,/dx,) dN,
pl(xl Xl -
I

dx,

Fig. 2.3.4 Fuerza axial actuante en un elemento infinitesimal de la viga

2.3.7. Ecuacion integral para vigas sujetas a tension

Convertir la ecuacion diferencial (2.3.7) a una ecuacion integral para determinar las
reacciones de la ecuacion (2.3.7) para el desplazamiento axial u.(x,) de una barra
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elastica con comportamiento elastico de longitud | y seccion transversal A, sometida
a una carga axial prescrita p(x ). Asimismo, la fuerza resultante N,(x,) es

linealmente relacionada al desplazamiento axial u.(x), mediante la relacion

du
N,(x )= EAJ)Elxl)-

La ecuacion (2.3.7) es multiplicada por la solucién fundamental Gf(xl,ej):%,

considerada como una funcién de ponderacién, y luego integrando en el dominio de la
vigade x, =a a x, =b, se obtiene:

z(d us(x) , Pl )j (%, E)dx, (2.3.8)

)i 0, = P, b0, @39)

X

Ahora, el lado izquierdo de la ecuacion (2.3.9) es integrado por partes, dos veces:

% d?u(x dui(x,) - \ au (x.,& au (x,,&
_! d;gl g)d)(l: dl)fll)ul(xlig)-ul(xl = .ful l 11 )
(2.3.10)

Donde la segunda derivada de la solucion fundamental es la funcion de Dirac §(x,, &)
y la integral en dominio de & <[a,b] es:

T“l( A= Tln, ugz(x“é) Iul(x )5(x,, &) = s (&) (2.3.11)

Por lo que a partir de las ecuaciones (2.3.11) y (2.3.10), la ecuacion (2.3.9) se
transforma en una ecuacion integral:

_T plE(zl)uI(Xl’f)Xm = [dtg)fj(l)uf(xl,g)—ul(xl)aula(xxll’g)} +ui(&)

a a

o) - Pk, | 4005, 6)-) M09 @

a

La primera derivada de la solucion fundamental esta dada por:
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aui(x,,&) 1
CH(x —e) L 2.3.13
o (a=¢)-3 (23.13)
Emplear (2.3.13) y N,(x,)= EAdudl)Exl) , Y se obtiene:

is(0)= | MU, ) o) M) | RS g (50

a

Reemplazar £=a y & =b en(2.3.14), obteniéndose:

us(a)=—"1 ()‘b 8 wb) w@) k), g0 (2315)
2 2 2 12EA

us(b)= Ny(a)ja—b) + al(b)+ W) pl(xl)}xl —bldx, (2.3.16)
EA 2 2 2 - 2EA

Las expresiones (2.3.15) y (2.3.16) se pueden ensamblar en forma matricial, y se
obtiene (2.3.17).

| u(a)

1o -1y Nl(a) i (Xl—a)pl(xl)
S VRN, O
1 g o ub) | EA! {( —Xi)pl(xi)}dxl (2.3.17)
> N, (b)

2.4.  Fundamentos de vigas sometidas a torsion

Considerar una viga de longitud |, homogénea, solida o cilindro hueco sujeto a torsion
en su extremo Q,, de igual magnitud y direccion opuesta, como se representa en la fig.

2.4.1. La seccion transversal del cilindro puede ser un circulo de radio R, o un circulo
anular de radio interno y externo R, y R, , respectivamente.

Ql ' <}' Q\
- P 7 —»
I3 N i1

Cilindro - Anillo

s circular I circular
i,

Fig. 2.4.1 Viga circular suleto a torsion en sus extremos

Este problema es caracterizado por dos tipos de simetria. Primero, la simetria respecto
al eje iy, una rotacion del cilindro o tubo alrededor del eje i, no cambia la estructura ni
la carga; por tanto, la solucion debe permanecer sin cambios. Segundo, como se ilustra
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en la fig. 2.4.2, la estructura cilindrica es simétrica con respecto a un plano, la cual
atraviesa el eje i;. Se representa en esta figura dos puntos A y B, ambos ubicados en
el circulo de radio r <R. El plano de simetria seleccionado para es perpendicular al
segmento medio de estos dos puntos. Por la simetria del sistema, el esfuerzo de corte
debe ser de magnitud constante a lo largo del circulo, mientras que la estructura es
simétrica al plano, las cargas son antisimétricas con respecto al plano en mencion;
consecuentemente, la solucion debe ser antisimétrica con respecto al plano.

Fig. 2.4.2 El plano de simetria del cilindro circular

Primeramente, considerar un desplazamiento axial en los puntos A y B, denotado
por u? y u?, respectivamente. Por la simetria del cilindro el problema implica que
u? = u? . Porotro lado, la antisimetria del problema con respecto al plano implica que
u? = —u?. Para que exista una tnica solucion es requisito que u® =u?® =o0; tal que los
desplazamiento axiales tiendan a ser nulos en toda la seccidn transversal.

Seguidamente, se considera los desplazamientos en la seccién transversal de los
mismos puntos. El desplazamiento debe ser compatible con la simetria cilindrica del
problema, tal como una rotacién de un cuerpo rigido de la seccidn transversal alrededor
de su propio centro. Esto es facil para mostrar que esta rotacion también presenta el
requerimiento antisimétrico en un plano que pasa a través del eje i;.

En resumen, para un cilindro circular, cada seccidn transversal rota en su propio centro
como un cuerpo rigido; esto es solamente la deformacidén compatible con la simetria
del problema.

2.4.1. Descripcion cinematica

La deformacion inducida por la torsién en un cilindro circular consiste en la rotacion
de un cuerpo rigido de cada seccidn transversal, su movimiento es totalmente descrito
por un angulo de rotacion «,, como se muestra en la fig. 2.4.3. La rotacion provoca
que un punto arbitrario A de la configuracion referencial se traslade al punto A’ de
la configuracion deformada. La fig. 2.4.3 también muestra la coordenada polar r y «
que define la posicion del punto A.

Como siempre, los desplazamientos y rotaciones son asumidos como pequefios; por
tanto, la distancia de A a A’ puede ser aproximada como rdd,, mostrada en la
figura 2.4.3. Los desplazamientos de la seccion transversal pueden ser escritos como
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la proyeccion del vector desplazamiento a lo largo de la direccion i> y is,
respectivamente, para encontrar:

Fig. 2.4.3 Desplazamiento en la seccidn transversal para un cilindro circular
U, (x,,r,a)=—rd,(x )sin a, Uy(x,r a)=rd,(x )cosa (2.4.1)

Porque la seccion transversal no se deforma fuera de su plano, el desplazamiento axial
debe desaparecer. El desplazamiento fuera del plano descrito por la deformacién
torsional del cilindro circular viene a ser:

Uy (X, X,, X;)=0 (2.4.2)
Donde los desplazamientos en la seccidn transversal estan dadas por:

UZ(Xl’ Xy Xs): —X3®1(X1)

(2.4.3)
U, (X1’ X31 X3 ) = qu)l(xl)
2.4.2. El campo de deformaciones

De la relacién desplazamiento-deformacidn, las correspondientes deformaciones son
obtenidas como:

51=%:0
OX,
52:%20’ 83:%: ’]/23:8&4-%:0
OX, OXq OXy  OX,
ou, ou, ou, ou,
=_ 4+ —_xxlx , =—4+ —=XK,\X 24.4
V12 X, ox 3 1( 1) Y13 ox, X, 2 1( 1) ( )

Donde la razon de giro de la seccion es definida como:

— dq)l
ax,

K, (x,) (2.4.5)
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La razon de giro de la seccion x; , mide la deformacion del cilindro circular. Se tiene

que la razén de un angulo constante implica una rotacion de un cuerpo rigido del
cilindro en su eje.

Las deformaciones no son faciles de visualizar en coordenadas rectangulares porque
las componentes cartesianas », y ,, actian en los planos ii—i, Yy i1—is,

respectivamente. En vista de la simetria cilindrica del problema en mano, es méas
natural describir sus deformaciones en coordenadas polares (r, ). En este sistema, las

componentes de deformacion son » y , , donde el segundo subindice se refiere al
eje ir. Por simplicidad, estos componentes pueden ser denotados como ,_ Y y, .

La relacion entre las componentes de deformacion en coordenadas cartesianas y
polares puede ser expresada, para una rotacion « respecto al eje i;, empleando los
cosenos directores, se obtiene:

Ve =01,C0Sax+ySina, y, =—y,SINn o+ y,;CO0sSx (2.4.6)

Introduciendo los componentes de deformacion por corte en coordenadas cartesianas,
ecuacion (2.4.4), conduce a:

yr(xl,r,a):O, 7a(X1’r1a)=rK1(X1) (247)

El componente de la deformacion circunferencial por corte ,  es pequefia, la cual es
proporcional a la razon de rotacion «,, y varia linealmente desde cero, siendo en el
centro de la seccion el valor maximo R« . Por supuesto, ello es independiente de la

variable «, la deformacion se representa en la fig. 2.4.4. Cada seccion transversal
experimenta una pequefia rotacion da,, dando lugar a la deformacion por corte

circunferencial ;. Como se ilustra en la fig. 2.4.4, la deformacion por corte se obtiene

COMO 5 =rd®,/dx, =rx;-

is
Fig. 2.4.4 Visualizacion de la deformacion de corte fuera del plano en coordenadas polares

2.4.3. El campo de esfuerzos

Considerar la viga de un material linealmente elastico que obedece la ley de Hooke.
En vista del campo de deformaciones, ecuacion (2.4.4), los componentes importantes
son los siguientes:
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7y, = —GXei (X, ), 735 = GXok (X, (2.4.8)

Donde G es el mddulo de corte del material. Una vez mas, las coordenadas polares
son mas convenientes para la visualizacion de los esfuerzos, los cuales son obtenidos
de la ley de Hooke como:

7. (x.r.a)=0, ,(x,ra)=Grr(x) (2.4.9)
Donde z, y r, son los esfuerzos cortantes radial y circunferencial, respectivamente.

La distribucion del esfuerzo de corte circunferencial sobre la seccion transversal se
muestra en la fig. 2.4.5. Dos caracteristicas son notables en la distribucién; primero,
en todos los puntos los esfuerzos de corte actuante en la direccion circunferencial y la
componente radial son pequefios. Segundo, la magnitud del esfuerzo varia linealmente
con respecto a la direccion radial, tal como se muestra en la fig. 2.4.5.

Cilindro
circular

Anillo
circular

Fig. 2.4.5 Distribucion del esfuerzo cortante circunferencial sobre la seccién transversal

2.4.4. Ley constitutiva

La torsion actuante en la seccion transversal en un punto dado es facilmente obtenida
por integracion del esfuerzo cortante circunferencial 7,, multiplicado por el brazo de
momento I, se obtiene:

M,(x )= [z,rdA (2.4.10)

A

Introduciendo el esfuerzo cortante circunferencial, se obtiene:
M, (%)= IGrZKl(Xl)dA = |:IGr2dA:|Kl(X1) = Hyunq (%) (24.11)
A A
Donde la rigidez torsional de la seccion es definida como:
H,, = [GridA (2.4.12)
A

Si la seccion es de un material homogéneo de médulo de corte G, la rigidez torsional

sera H,, =GJ , donde J =Ir2dA es conocido como momento polar.
A
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2.4.5. Ecuacion de equilibrio

La ecuacion de equilibrio asociado con el comportamiento torsional puede ser
obtenido considerando un elemento diferencial del cilindro de longitud dx, como se

representa en la fig. 2.4.6. Empleando la expansion de la serie de Taylor, el momento
actuante en la cara del lado derecho es M, (x, +dx, )= M,(x,)+(dM, / dx, )dx, , donde

las diferenciales de orden superior son obviados. Aplicando la ecuacion de equilibrio
en el eje i; se obtiene:

dM,
dx,

=—q (2.4.13)

E—
q,(x) dx,

M, +
(dM/dx,) dx,
—

R dx,
Fig. 2.4.6 Cargas de torsidn actuantes en un elemento infinitesimal

2.4.6. Ecuacion gobernante

Finalmente, la ecuacion gobernante del comportamiento torsional se obtiene al
reemplazar la ecuacion (2.4.11) en la ecuacion de equilibrio (2.4.13), de la siguiente
forma:

d[,, do
L U 2.4.14
X1|: 11 Xm :| ql ( )

2.4.7. Ecuacion integral para vigas sometidas a torsién

Convertir la ecuacion diferencial (2.4.14) en una ecuacion integral para determinar las
reacciones del sistema para el giro axial @, de una barra elastica con comportamiento
elastico de longitud | y seccién transversal A, sometida a una torsién q,(x,).

Asimismo, la fuerza resultante M, (X, ) es linealmente relacionada al giro axial @,

mediante la relacion Ml(X1)= GJ dc};lx(xl)
1

La ecuacion (2.4.14) es multiplicada por la solucion fundamental ®:(x,, &)= %
considerada como una funcion de ponderacion, y luego integrando en el dominio de la
vigade X, =a a x, =b, se obtiene:
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I( o oy [Pl el =0 (2.4.15)
@)
I 1 (%, &), = j L@ (%, ), (2.4.16)

Ahora, el lado izquierdo de la ecuacion (2.4.16) es integrado por partes, dos veces:

[ wa{“ﬁ“qm@%qmﬁﬁ%fi+yam“§$f’

X, :
(2.4.17)

Donde la segunda derivada de la solucion fundamental es la funcion de Dirac 5(x,, &)
y laintegral en dominio de & e[a,b], es:

a0 “209) o ), )0 24t

Por lo que a partir de (2.4.17) y (2.4.18), la ecuacion (2.4.16) se transforma en una
ecuacion integral:

_bql(xl) * _ dq)l(xl) * \ GQ)I(xl,f) b
!ﬁq)l(xpf)d)ﬁ— dx, q)l(xlvf) (Dl(xl)axl a+q)1(§)

q(g):—i%:(xl,g)dxl—[W@xxl,f)—@l(xaw}b(2.3.19>

dx, 0%,
La primera derivada de la solucion fundamental esta dada por:

0P (%, &) _ |,

= 2.4.20
o =Hb=9)- . (24.20)
dd
Emplear la ecuacion (2.4.20) y Ml(xl): GJ dl(xl) y se obtiene:
1
M, (x,) " tgx)
= | 1\ p¥ — (X ) X~

®,(§)=- 7L 0 (0, 6)-i(x) I o "o, 2421

Reemplazar £ =a y £ =b en la ecuacion (2.4.21), obteniéndose:
,(2)=— M,(b)|b—a| 4 q>1(b)+ D,(a) ch(xl)‘xl—a‘dxl (2.4.22)

Gl 2 2 2 ZGJ
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M,(a) [a—h| . @,(b) N @(a) | ql(xl)}xl ~bldx, (2.4.23)

@, (b)=
) Gl 2 2 2 4 2G]

Las expresiones (2.4.22) y (2.4.23) en forma matricial se puede escribir como:

CI)l(a{

1 0 -1 |— N|I_l|(a 1 b (Xi_a)Q(Xl)

L S o) o) [ TTh, ﬂw—xl)qi(xl)}dxl (2424)
M,(0)
L H11 i

2.5. Fundamentos de vigas sometidas a flexion

2.5.1. Descripcion cinematica

La Fig. 2.5.1 representa la idealizacion de una viga con propiedades constantes a lo
largo de la luz, la cual esté sujeta a dos momentos flectores, ambos de magnitud M,
aplicados en los extremos. Este tipo de carga es denominada como “momento flector
puro”. La seccion transversal de la viga es simétrica respecto al plano de la figura, y
los momentos estan aplicados en ese plano de simetria.

Fig. 2.5.1. Viga infinitamente larga sometido a momento flector en los extremos

El momento flector y las propiedades fisicas son constantes a lo largo de la luz de la
viga. Por tanto, la deformacién de la viga debe ser idéntico en todos los puntos a lo
largo de su eje con una curvatura constante. Sin embargo, se considera las hipétesis
siguientes:

- Laseccion transversal es infinitamente rigido en su propio plano.

- Laseccion transversal permanece plano después de la deformacion.

- Laseccion transversal después de la deformacion es perpendicular al eje de la
viga deformada.

Estas suposiciones son conocidas como las hipotesis de Euler-Bernoulli para vigas.
Resultados experimentales muestran que tales hipdtesis son validas para vigas esbeltas
de material isotrépico con seccion transversal solida.

Las tres hipotesis discutidas en la seccidén previa son aplicables y ademas son
razonables para asegurar que la carga transversal solamente cause desplazamiento
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transversal y curvatura de la seccidn. EI campo de desplazamientos se reduce a la
ecuacion (2.5.1).

ul(xl’ X35 Xs) ==X

U, (X, X, X3 ) = U2(x,) (2.5.1)

Uz
U3(X1,X2,X3) 0

2.5.2. El campo de deformaciones

Las deformaciones pueden ser evaluadas en términos de desplazamientos definidos
por la ecuacion 2.5.1:

=22, AL = 0,
& X, #3 X, & X, OX,
ou, ou, ou, | du,
He oX, OX s OX; OX (252)

_au, dui(x) _ d?us(x)  dPuz(x)
& =_"= — X > X% 2
0%, dx, dx; dx;

En este punto es conveniente introducir la siguiente notacién para las deformaciones,
las cuales dependen solamente de la variable x, :

— du d*u d’u
i) =), )= ) )T sy
Reemplazando la ecuacién (2.5.3) en la ecuacion (2.5.2) se tiene:
51(X1’X21X3):51(X1)+X3K2(X1)_X2K3(X1) (2.5.4)

2.5.3. El campo de esfuerzos

La meta de la teoria de vigas es desarrollar un modelo unidimensional de la viga
tridimensional de la estructura, empleando solamente propiedades de la seccion,
dependiente de la variable X .

Para lo cual se definen las fuerzas cortantes v,(x,) de la siguiente forma:

Vz(Xl)Zfrlz(Xl,Xz,X3)dA (2.5.9)

A

Asimismo, se define también dos momentos resultantes como:

M,(x,)= —_[ X,0, (X, X, , X, JdA (2.5.6)
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El signo menos en la definicion de m,(x,) €s necesario para obtener un momento

flector equivalente positivo. La convencion de signos de fuerzas y momentos son
mostrados en la Fig. 2.5.2.

Fig. 2.5.2. Convencion de signos para los esfuerzos resultantes

Los momentos flectores son determinados con respecto al origen de los ejes. En
algunas situaciones es ventajoso determinar el momento flector con respecto a ejes

paralelos. EI momento determinado en un punto P de coordenadas (X,p, Xsp ) €n la
seccion transversal, se definen como:

Msp(xi):_[(xz _XZP)O-l(Xl’XZ’XS)dA (2.5.7)

2.5.4. Ley constitutiva

Se asume que la viga estd hecha de un material linealmente el&stico.
Consecuentemente la ecuacion 2.5.4 queda de la forma &(x,X,,X,)=—Xz,(x) vy al
emplear la ley de Hooke, la distribucion de esfuerzos viene a ser:

7, (X, Xy, X5 ) = —EX, 5 (X,) (2.5.8)
2.5.5. Ecuacion de equilibrio

La ecuacion de equilibrio es empleada para completar la formulacion, se considera un
elemento infinitesimal de la viga de longitud dx, como se representa en la fig. 2.5.4.

El momento flector M,(x) y la fuerza cortante Vz(xl) estan actuando en la seccion
transversal, a una distancia x, . Las correspondientes fuerzas actuantes en la seccion
ubicada a x, + dx,, han sido evaluadas usando la serie de Taylor, donde los términos
de orden superior son ignorados.

Del diagrama de cuerpo libre de un elemento infinitesimal (fig. 2.5.3) de la viga, se
obtiene las siguientes dos ecuaciones de equilibrio:

av,

X = _pz(Xl)

L (2.5.9)
dM, +V, =0

X
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M, +
p,(x,) dx, (dM,/dx,) dx,

T )—=

V, V,+
dV./dx,) dx,
g1 (V)

X
Fig. 2.5.3. Equilibrio de elemento infinitesimal de la viga.

Donde la primera ecuacion expresa el equilibrio en la direccion vertical y la segunda
expresa el equilibrio de momentos con respecto al punto O.

La fuerza cortante v, es eliminada de estas dos ecuaciones de equilibrio para obtener
la siguiente ecuacion:

d’M,

R ACY (25.10)

2.5.6. Ecuacion gobernante

La ecuacion gobernante para la deflexién transversal de la viga es determinada al
reemplazar la relacibn momento-curvatura, ecuacion (2.5.7), a la ecuacion de
equilibrio (2.5.10), se obtiene:

d’ d’u
dxlz[Hacs dxfz} = p,(x) (2.5.11)

Son necesarias cuatro condiciones de contorno para resolver la ecuacién (2.5.11), dos
en cada extremo de la barra.

2.5.7. Ecuaciones integrales de vigas

La deflexién u, de una viga eléstica bajo una distribucién de momentos M,(x,), tienen

que satisfacer la ecuacion diferencial no homogénea de segundo orden, ecuacién
(2.5.7):

iaz __ MS(Xl)

e Z Q={x/x [abla-b=1} (2.5.12)

Esta ecuacion es multiplicada por la solucion fundamental J’;(xl,g):% como una

adecuada funcion de ponderacion, luego integramos sobre el dominio de la longitud
de lavigapara x, =a a x, =b, Y el resultado sera igual a cero:
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" d Gz(X) M (xl) e
I{ dx? * E, uz(x, & )x, =0 (2.5.13)
0
rd?ua(x,) 5M(x,). .
Izlegxl)uz(xl,é‘)dxl = —_fE(le)u2(x1,§)dxl (2.5.14)

Ahora, el lado izquierdo de la ecuacion (2.5.14) se integra dos veces por partes para
expresar las dos ecuaciones diferenciales en funcion de la solucion fundamental

conocida uz(x,,&):

o e | i )

a a

| )01, 05 | o) T

B j‘ d az(Xl) GUZ(X, é:)Xm

dx, 0%,

dx; OX?
(2.5.15)

En la segunda integral de la ecuacién (2.5.15) la solucion fundamental esta dado por

la ecuacion (2.2.40) U’;(x,g)zg, y el resultado de la integral para &<[a,b], €s

simplemente el valor de u. en funcion de ¢:

T “Z(Xl)azlg)((l)z(l’f)dxl = Tu2(x1)5(x1,§)dx1 =U,(&) (2.5.16)

Por tanto, al reemplazar las ecuaciones (2.5.16) y (2.5.15) en la ecuacion (2.5.14) se
transforma en una ecuacion integral de contorno:

00(6)= | 222, ) 22 S|

Jdx, (2.5.17
o i, o (25.17)

m'—.c'

ous

Explicitamente, con la ecuacion (2.2.41), e ;z sgn(x—¢&), y al
Xl

evaluar la integral (2.5.15), se obtiene:

)i, 0,00 o) s 2)- 0 ) ) s (o) )

(2.5.18)

Reemplazar £ =ay & =ben la ecuacion (2.5.18) para obtener lo siguiente:
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u2(§)=§u2(a)+ ;U (a)+2u2(b)—7 _([ |3E| f‘x £ldx, (2.4.19)

La ecuacion (2.5.19) es valida para todos los puntos interiores cuando & <[a,b] y todas

las combinaciones de frontera; pero, es posible evaluar la expresion para todas las
reacciones de frontera.

Para este propdsito, el punto ¢ ha sido reemplazado en la frontera, en las dos fronteras
£=ay &=Db, paraobtener dos ecuaciones para los dos valores de frontera conocidos.
Se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones (b —a =1):

g oo 5D

De acuerdo a la teoria de Euler-Bernoulli, la deflexion u. de una viga elastica esta
descrito por una ecuacion diferencial de cuarto orden, como muestra la ecuacién
(2.5.21):

d? d?u
de{Hgg dxfz} p,(%) (2.5.21)

Para una viga de seccion constante, la ecuacion (2.5.21) se puede expresar de la
siguiente manera:

dx'  Hg

La ecuacion integral para la viga mediante el método de residuos ponderados, se
expresa en la ecuacion (2.5.23):

IHCduz Uz, ), = [ p, (% iz (0, &), (2.5.23)

0

Donde la funcion de residuos ponderados GZ(X1,§) tiene que ser la solucion
fundamental de la ecuacion diferencial (2.5.21), y esta dada por la ecuacién (2.5.24).

r3

— 2.5.24
12Hg, ( )

uz(x, &)=

Para obtener la integral de contorno se aplica la integracidn cuatro veces por partes en
la ecuacidn (2.5.23), mediante la primera integracion por partes se obtiene la ecuacion
(2.5.25):
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dx’ o,
(2.5.25)

'I[H;dwz(xi)u;(xl,f)dxl {HC d u2(x1)u2(xl’§)} jH?»%d *Ua(x,) duz(x,, g)dx

Aplicar por segunda vez la integracion por partes para obtener la ecuacion (2.5.26):

j HS

uz(%, &)dx, = { () (%, &)~ Hscsd;z(xl)au’é(xl,i)}
X% o506

J‘Hcd U22 6U(2j()§1 5) X1
X

Aplicar por tercera vez integracion por partes para obtener la ecuacion (2.5.27):

T 9005 £, [, 0, £+ M, ) £) -2 o, )

1
|

_IHC duz(x,) o u2(xl,§) d,

3
0 Xl

(2.5.27)

Finalmente la cuarta integracion por partes para obtener la ecuacion (2.5.28)

JH“’“Z )53 0, )i, [vz(x1>62(x1,§>+M3<x1>az-<x1,§>—az-<x1>M;<x1,f>L

) 5U2 } IH33U25 i

- —v2<xmz<xl,fs>+M3<x1>uz-<x1,¢>}'
[~ u2"(x M3 (%, &)+ u20 V5 (%, €) ],
+JH33U (Xi)é( Cé:)dx
(2.5.28)
Por lo tanto, tomando el efecto filtro de la funcion delta de Dirac, se llega a la ecuacion
(2.5.29):
01 6) =V 00 03 0,6) - Mo 0, ) 020 M3 (5, )~ 0 V5 (5, )
' . (2.5.29)
+_[ pz(x1)"'2(x1’§)dx1

Explicitamente la ecuacion (2.5.29) se puede expresar como la ecuacion (2.5.30):
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u(§)=V,(02(1,§)-V, (02 (0,£) - u2(1V; (1) +u2(0); (0.)
=M (1)uz'(1,€)+ M;(0)uz'(0,€)+u2" (M3 (1, §)-u2' (0M;(0, )

En esta ultima ecuacion, cuatro de las ocho condiciones de contorno son conocidas y
las cuatro son las reacciones no conocidas. Evaluando las ecuaciones en dos puntos de
contorno, especificamente para £=0+¢ y &=1-¢, Se obtiene las dos ecuaciones

integrales de contorno (2.5.31) y (2.5.32):

(2.4.30)

;u<o>—;u<n)—v2<n>12'H§3+M3(|>4'H§3 jpz(xl) o 0% (2531
12 )
(o)+ u(I)+V (0)12H§3 Ms(o)m— — —jp2 dx1(2532)

La ecuacion integral para la pendiente de la viga, se consigue mediante la ecuacién
(2.5.22) donde la funcion residuo se deriva respecto a ¢, directamente mediante el

método de residuos ponderados, se tiene la ecuacion (2.5.33):

[iyo dUa(x)oua(x,&) o | ouz(x, &)
!Hss i oc dX—g P) == 2="dx (2.5.33)

Considerando la solucién fundamental (2.5.24), podemos determinar la derivada de la
solucion fundamental con respecto a £, como se muestra en la ecuacion (2.5.34):

s oy 0%, E)  ow(, &) 1 o el
uz (x, &)= T 4ch3(x Efsgn(x—¢&)  (2.5.34)

Realizando integracién por partes en la ecuacion (2.5.33), para la primera integracién
por partes se obtiene la ecuacion (2.5.35):

[Hg Sy dux(lxi) (4,6)= [H‘:d ;flxl) (x4, é)} —Ifoadszilgxi)aui(xf’f)d&

0 0 0

3

oy (o2 e dPua(x) ous’ (%, &)
P ] - [g Sy oy

(2.5.35)

Realizar la segunda integracidn por partes para obtener la ecuacion (2.5.36):
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e )i, 21 v, )

27%2
+_[H§3d u2£x1)6 us (;(1,§)O|X1
2 dx; 24

{—Vz(xl)uzz(xpf)—Ma(xl)auzz(xl 5)} j e, ¢ “;(Xi)azuzz(xl"f)dxl
(2.5.36)

Finalmente, la tercera integracidn por partes, se obtiene la ecuacion (2.5.37):

R R e ]

0%, dx, ox;

(2.5.37)

Consecuentemente, la ecuacion integral para u,'(¢) en un punto interior £ <|o,l],
entonces de (2.5.37) reemplazando en (2.5.33), resulta la ecuacion (2.5.38):

0=l o ) ) ) O )

(2.5.38)

La evaluacion de la ecuacién (2.5.38) en dos puntos del contorno sirve para obtener
dos ecuaciones para determinar las cuatro condiciones de contorno no conocidas:

Para £ =0+¢&(s —»0):

10— 0]+ V), ~Mall) o = J'pz(xl X (25.39)

4H3.C3 2HS, 4HS

Para &=1-&(e —0):
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1, — 12
Acoplando el sistema completo de las ecuaciones integral para las deflexiones y
pendientes determinadas en (2.5.31), (2.5.32), (2.5.39) y (2.5.40), se obtiene la
ecuacion (2.5.41):

_ ) s u0)] 3]
; 0 0 0 _21 '2 4:453 12_|L§3 ugv((o)) pz(&)lzﬁgss
.
—21 ‘2' 4:{3(:3 12IH§3 ; 0 0 (Z I\\;I;((OO)) :.I —pz(&)(ﬁeg
0 ; 0 cl 0 _21 2;'3% 4||4§3 3:((?) 0 —pz(Xl)L“Xj%
0 T g VB VLD __“\fzs(,l))_ _pZ(Xl)(ﬁl;g
(2.5.41)

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP ' gR‘-%Eﬁf:fAD

DEL PERU

CAPITULO 3. FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE LOSAS Y
ECUACIONES INTEGRALES DE LOSAS

3.1. Introduccién

Este capitulo muestra una coleccion de conceptos y formulaciones matemaéticas que
son empleadas para el desarrollo de la teoria de losas. Ademas, estd dedicada a deducir
formulas y presentar conceptos concernientes con la mecanica de solidos y la teoria de
elasticidad.

Existe dos teorias ampliamente utilizadas para el estudio de losas, la primera fue
desarrollada por Kirchhoff y la otra fue desarrollada por Reissner. La teoria de
Kirchhoff es adecuada para el analisis de muchas aplicaciones en ingenieria; sin
embargo, para problemas que presentan concentracion de esfuerzos y agrietamiento,
no dio buenos resultados (Aliabadi y Wen, 2011).

3.2. Fundamentos tedéricos de la teoria de losas

La teoria de losas incluye cuatro clases de ecuaciones segun el modelo de mecénica de
solidos, la ecuacion de movimiento, ley constitutiva, ecuacion de deformacion unitaria
y desplazamiento y compatibilidad de desplazamiento.

Empezamos con el bien conocido concepto de tensor de esfuerzo, deformacion unitaria
y el vector de desplazamientos. Estos tensores y vectores caracterizan el estado de
esfuerzo y deformacion dentro de un elemento infinitesimal en un punto de interés
dentro del cuerpo.

X, X

(Xl’ X2 Xs)

X3, X5

Fig. 3.1 Desplazamiento de un punto en el sistema cartesiano

Se considera una particula en un sistema de coordenadas rectangulares en tres
dimensiones. Dos tipos de coordenadas pueden ser usadas para caracterizar la posicion
de la particula. La coordenada de la particula en la posicion no deformada (original)
del cuerpo es (x,,x,,x,), mientras la coordenada desplazada con la particula a una
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nueva localizacion del cuerpo deformado vy referido a una coordenada deformada es
(%, %,,%,)- En consecuencia, uno puede referirse a dos sistemas de coordenadas no

deformadas (x,,x,,x,) Y deformadas (x,,x,,,), la forma de definir la posicion de la

particula antes de la deformacién y la segunda referida a la posicion de la misma
particula después de la deformacién. EI desplazamiento del punto producido por una
carga externa se expresa en la ecuacion (3.1).

ul(X1'X2’X3) X1()(1’)(2')(3)_)(
u= UZ(Xl,Xz,X3) = XZ(XI,XZ,X3)—X
X

U3(X1,X2,X3) X:-s(xl’lexa)_ 3

1

3.1)

N

Donde U; identifica un desplazamiento en el eje X; .

Mientras (3.1) especifica el desplazamiento en el sistema de coordenada no deformada,
esto también es posible definir usando la coordenada deformada:

ul(XpYz’-Xs) 5(1 —Xl(Yl,XZ,X3)
u= uz(Xl,Xz,X3) =% - XZ(Xl,YZ,X’3) (3.2)
u3(X1'X2'X3) X3 _XS(Xl'XZ'X3)

Las ecuaciones (3.1) y (3.2) implican que el vector desplazamiento puede ser
determinado si la transformacion de la posicion deformada y no deformada o viceversa
son conocidas, i.e.

X = Xi(xj), X = xi(xj), I,j=123 (3.3)

La deformacion unitaria en el punto representa el alargamiento y la contraccion
relativa a lo largo de la direccion correspondiente y el cizallamiento en el plano
formado por un par de ejes coordenados.

Mientras que el concepto de deformacion unitaria lineal es bien conocido, es Util
indicar que la deformacion unitaria de corte es simplemente el cambio del angulo entre
las coordenadas que son mutuamente perpendiculares en el estado no deformado; pero,
cambia su orientacion como un resultado de deformacién.

La deformacion unitaria es derivada de acuerdo a la aproximaciéon de Lagrange o
Euler. El tensor Lagragiano de deformacion unitaria en el sistema de coordenada no
deformada (este tensor es también llamado tensor Green).

Por otro lado, el tensor Euleriano de deformacion unitaria es introducido en el sistema
de coordenadas del cuerpo deformado (este tensor es algunas veces llamado tensor
Cauchy). En términos de desplazamiento el tensor Green y Cauchy esta dado por:
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; 3 (34)
gij:ﬁzl i+aui+z au, ou, n=12,3
2 21 0% OX; ol OX OX
Y
3 2
- ou; +£Z ou,
X, 245\ X
(3.5)

i ou; R
5':ﬁ=£4+au'+z o, U, n=123
2 2|0x  oOX, 45\ 0% OX

]

Notar que en el caso de una formulacion geométricamente lineal la diferencial en el
tensor Lagrangiano y Euleriano desaparecen y las deformaciones unitarias son
definidas como:

ou,
&i =
oX
3.6
vi 1{ou; au, (3.6)
8i':7:7 — 4+
P2 2lox ox

En caso de efectos ambientales, tal como la temperatura o humedad estan presentes, la
relacion deformacion unitaria y desplazamiento es modificada para reflejar la
contribucion correspondiente.

Mientras existen seis componentes del tensor de deformaciones, ellos dependen en tres
desplazamientos solamente. Ademas, las restricciones adicionales deben ser impuestas
para asegurar que el proceso de integracion conlleve a soluciones Unicas de
desplazamientos. Por ejemplo, en el caso de deformacion infinitesimal, las 81
ecuaciones de compatibilidad en un sistema de coordenados cartesianos son:

sy azgkl 82<9ik e

i -0 ijkl=123 (3.7)
XX, OXOX; OX,0%  O%0X,

Como un resultado de simetria de las deformaciones, solamente seis ecuaciones de la
ecuacion (3.7) son independientes. Los cuales son:
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0’e,, _ e, 0%y  0°g,
OX,0X,  OX,O%;  OXF X0,
82822 B 82823 _82513 82812
OX,0X; OX0X, OX:  OX,0,
0’y _ 0’6y O%ey . 0’ey
OX,0X, OX,0%  OX:  OX,0%,
0’e, 0%&, 0ty

xox, ox2  ox

0’ey, 0°c,, 0’y

XX,  OX2 X

0’c,, 0'gy O'ey

Xox, OXE  OX

(3.8)

La ecuacion de compatibilidad de deformaciones es remplazada por esfuerzos a través
de la relacién constitutiva lineal la cual es Ilamada ecuacion de Beltrami-Mitchell.

El analisis de esfuerzo dentro del dominio ocupado por un cuerpo requiere la
formulacién de la ecuacion de movimiento (o ecuacion de equilibrio, en el problema
estatico). Comenzamos por el estado de esfuerzos en un punto. Naturalmente,
matematicamente es imposible identificar el esfuerzo en un punto, entonces dibujamos
un elemento paralelepipedo representativo al punto en cuestion. Los esfuerzos
actuantes en la cara de este elemento reemplazan al denominado diagrama de cuerpo
libre. Como se muestra en la Fig. 3.2, existe tres componentes aplicados a cada cara,
incluyendo un componente perpendicular a la cara y dos componentes de corte
perpendiculares mutuamente.

oo,
oy + . 12
X
O3
I' G
Vs 11
o, *--7 o, + o dx,
1 . X,
T I*4
O; 2* oo.
X2 1013 + 871* dX
Xy

X3

Fig. 3.2 Esfuerzos actuantes en un elemento infinitesimal con dimensiones dx,, dx, , dx,-

La ecuacion de movimiento puede ser derivado del principio de conservacion de
momento lineal del cuerpo denominada segunda ley de Newton. De acuerdo a la ley,
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la razon de cambio del momento lineal del cuerpo es igual a la fuerza aplicada.
Matematicamente, esta ley puede ser expresada en el sistema tridimensional de
coordenadas (x,, x,, x,) COMO sigue:

X, =p Dti (3.9)

Donde X; son las proyecciones de las fuerzas de cuerpo en los ejes coordenados x;,

£ es ladensidad de masa, V; es el componente del vector velocidad, t es el tiempo,

y %\:i es la razon de cambio de la velocidad con respecto al tiempo. En la formulacion

Lagrangiana, si el movimiento es analizado usando el sistema no deformado de
coordenadas; se tiene:

Dv, ov, o,

Dt ot ot

(3.10)

En la descripcion Euleriana se considera que la velocidad es heterogénea y la expresion
para la aceleracion incluye términos adicionales, introduciendo la componente
convectiva.

El principio de conservacion del momento angular del cuerpo es igual a la suma de
momentos externos aplicados. El resultado del principio es que el tensor de esfuerzos
es simétrico, entonces se tiene:

O. =0 (3.11)

El principio de conservacion de masa implica que la masa permanece dentro de un
cierto dominio ocupado por el material, y el cambio de este dominio es transformado
a una nueva posicion como resultado del movimiento del cuerpo. La ecuacién de
continuidad puede ser derivada a partir de este principio.

3.2.1. Ley constitutiva

La relacion entre el esfuerzo y la deformacion unitaria es la relacion constitutiva que
describe el comportamiento del material que pueden ser isotrépico o anisotrépico,
fisicamente lineal o no lineal, etc.

La relacion esfuerzo-deformacién de un material anisotropico excluyendo los efectos
de humedad y temperatura, puede ser escrito como:

{O-ij}: [Cijli{gkl }’ i Jk1=123 (3.12)

Como resultado del principio de conservacion del momento angular, los elementos del

tensor de esfuerzo y deformacion son simétricos. De acuerdo a, 0j; =07, &y =& Y

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\‘\WNE&%

§r T - r% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs gx_}\gﬁgﬁmn

DEL PERU

el numero de elementos independientes del tensor de esfuerzo y deformacion es
reducido a 6. El orden de la matriz de rigidez de un material isotrépico es también
reducido a 6. Ademas, la simétrica que se observa con respecto a los dos primeros y

dos ultimos subindices se tiene que Cy, =Cjy , Cyy =Cyy que también sigue la
condicion de conservacion de energia.
Una convencional notacion reducida para el esfuerzo, deformacion y rigidez es:

0, =0y 0, =02 O3 =03y

O, =T, =0. O =T,, = O; O, =7,, =O.

4 23 23 5 13 13 6 12 12 (3 13)

& =én & =&y &3 = &3
Ey =V =26y E5=)13 =263 & =), =26,

Los elementos de la matriz de rigidez se reducen como sigue:

Ciw—C,ill>l 2252, 333 23-4, 1355 126 (3.14)
Por tanto la ley constitutiva es la ecuacion (3.15).
fo.}=[C.fes (3.15)

Un material isotropico tiene las mismas propiedades en todas las direcciones y posee
un infinito numero de planos de simetria. Tal que, tiene solo dos constantes elasticas
independientes.

o, C, C, C, 0070 5
7 C, Cy C, 00 0jjg
o3| _|Cp, Cp Cy 0 0 0))e
o (=@ 6 o0 c0 o]y, (3.16)
o 0 0 0 0 C 0}y
o) |0 0 0 0 0 C|lry

Para un material isotropico las constantes elasticas son inmediatamente disponibles en
términos de las constantes de Lame A y G el segundo es el médulo de corte del
material, alternativamente se puede expresar en términos del moédulo de elasticidad E
y coeficiente de Poisson U

C11 B C12

G(2G-E) E
C,=A+2G C,=4 C="u—2 -2 =) G-_= _
w=At . 2 E-3G 2a+uf310
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3.2.2. Relacion deformacién-desplazamiento para losas y suposiciones

cinematicas

Se considera un sistema de coordenadas rectangulares, mostrado en la Fig. 3.3, donde
x e y son coplanares al plano medio de la losa. Los desplazamientos correspondientes
a lo largo de los ejes son denotados por u y v respectivamente. La coordenada z es
contado desde el plano medio y la deflexion de la losa en la direccion z es denotado
por w.

= x(u)

Fig. 3.3 Sistema de coordenadas rectangulares

La cinematica y la relacion deformacidn-desplazamiento no restringen explicitamente
la eleccion del material de la losa, pero refleja las caracteristicas geométricas y un
espesor relativamente pequefio. Sin embargo, la eleccion de estas relaciones puede ser
influenciada por las propiedades del material, tal como bajo médulo de corte
transversal. Estas relaciones son parametros para desarrollar la teoria de losas
especificando el rango de validez de una teoria en particular.

Las consideraciones cinematicas de la teoria de losas determina la exactitud adoptada
para describir sus deformaciones en todo su espesor. La teoria clasica es la mas simple,
asume que los desplazamientos estan representados por una funcién lineal de la
coordenada del espesor. Adicionalmente, el espesor de la losa no es afectada por la
deformacion. Tal consideracion se refiere a las suposiciones de Kirchhoff-Love que
representa una extension de la teoria de viga de Euler-Bernoulli a losas, también se
Ilama teoria de primer orden.

El analisis de losas delgadas fue desarrollado por Kirchhoff-Love, que supone que la
seccidon de la losa perpendicular al plano medio permanece plana después de la
deformacion (Fig. 3.4). Por supuesto, esto implica que en el desplazamiento en el plano
es una funcion lineal de curvatura y espesor. Ademas, el espesor de la losa es constante,
la deformacion normal en la direccién perpendicular al plano medio es igual a cero.

De acuerdo a las hipoétesis de Kirchhhoff-Love, los desplazamientos en un punto
arbitrario de la losa se describen de acuerdo a la ecuacion (3.18).

Donde u,(x,y) ¥ V,(x,y) son desplazamientos en el plano medio. La primera
ecuacion (3.18) inmediatamente sigue las consideraciones de la Fig. 3.4.
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Z y—
OX
u0

Fig. 3.4 Deformacion en plano XZ de acuerdo a la hip6tesis de Kirchhoff-Love.

Uy (X —ZLN(X’y)
)] o) M e
(X, Xy, X3 ) b =4 V(X, Y, 2) b = vo(x,y)—zéy’y (3.18)
i) (6] | ey

Las deformaciones en el plano medio pueden ser obtenidos como funcion lineal de los
desplazamientos de (3.6) o como funcion no lineal siguiendo las definiciones de
Lagrange o Euler, las definiciones (3.4) y (3.5), respectivamente. En particular,
combinando (3.4) con (3.18) se obtiene:

ou, _o*w 1 (aujz (av)z (awjz
e = s \\| + | = [\ | =
OX OX 2|\ OXx OX OX

gy:%——zaz—vzv+l (auj +(8vj +[8Wj (3.19)
oy oy 2\ oy oy oy
Yy E%+%—228W ou ou avav OW OW
oy oOX oxoy axay 8x8y 8xay

g =77
vo2 02

Las expresiones no lineales para la deformacion pueden ser simplificadas, entonces las
ecuaciones de geometria no lineal que son adoptados para la teoria de losas delgadas
son:

ou, _o*w 1(6Wj2
& =—2-1
OX

ox? 2\ ox
2
f 2O, 1(6wj .20
oy oyt 2oy
Ty _ auo Ny, W owow
A T axay OX 0y

Las deformaciones dadas por la ecuacion (3.20); ademas, pueden ser separados en dos
componentes; estos ocurren en el plano medio de la losa y dependen de la distancia :
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entre el punto donde son evaluados y el plano medio, las deformaciones en el plano
medio son:

X X 2\ ox
2
g0=No y L[ oW (3.21)
oy 2\oy
o _ Ty _L(0u, v, owow
o2 2oy ox ox oy

Los componentes de la deformacion dependientes de la coordenada z estan dadas por:

2 2
e(2)=1x,=—2—— gy(z):ZKyz—za—W g =K __, OW (3.22)

ayZ Xy 2 axay

Fisicamente x,, x, Y «,, son los cambios de curvatura en el plano xz e yz ambos en

el plano medio. Se considera un elemento del plano medio de la losa en el plano xz
(Fig. 3.5). Previa a la deformacion, la longitud del elemento es igual dx. Como
resultado de la deformacion, la losa adquiere una deformacién w(x, y), entonces en el

plano xz(y =const) esta deflexion es simplemente w(x). Se puede caracterizar la
posicién deformada del elemento por w(x) y por la curvatura local dada en el plano
medio. El radio de curvatura local en el plano xz esta denotado por p,. El radio es
determinado usando la definicion de curvatura de una curva w=w(x):

d’w
| o P
EP e 8o W i (3.23)

px 2 dXz
{“[dwj }
dx

Conocidas las deformaciones en un punto de la losa, las tensiones correspondientes
pueden ser determinadas a partir de la Ley de Hooke, expresada por la ecuacion (3.24).

o] W

dx

Wl W+@dx
15)

X
Px

Fig. 3.5 Elemento del plano medio en el plano XZ antes y después de la deformacion
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Sustituyendo las expresiones (3.22), se obtiene:

E (azw azwj
o, =— + z

|4
o1-vilext o oy?
E (d°w o°w
Oy :_1—1/2 oy tv ox’ z (3.25)
2
T =toe Uk
OXoy

3.2.3. Esfuerzos resultantes y pares de deformacion

El estado tridimensional de esfuerzos en una estructura puede ser analizado
resolviendo la ecuacion de equilibrio (o ecuacién de movimiento) en cada punto. Sin
embargo, en la teoria de losas es conveniente analizar el equilibrio, reemplazando la
distribucion de esfuerzos en una estructura delgada que dependan solamente de su
plano medio.

Se considera que el dominio ocupado por una losa, donde el vector de esfuerzos en el
plano para cada punto en el sistema cartesiano esta dado por:

o,(x.y,2)
o={oc}= ay(x, y,2) (3.26)

7, (% y,2)

Considere que la siguiente notacién tipica de la teoria de losas para el sistema de
coordenadas 1—2 — 3 referidas anteriormente es reemplazada con el sistema X—Yy -z

(Fig. 3.3).

Como un resultado de la simetria, en el plano de esfuerzos de corte 7,, =7,,. Los

esfuerzos referidos en la ecuacion (3.24) y se aplica un elemento infinitesimal de la
losa, como se muestra en la Fig. 3.6.

Se reemplaza el sistema actual de esfuerzos con las llamadas fuerzas resultantes y
momentos que se representan por integrales de los esfuerzos con respecto al plano
medio. Estas integrales son tomadas a través del espesor de la losa. De acuerdo a lo
anterior, las fuerzas resultantes en el plano se representan en la (3.27).
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Fig. 3.6 Esfuerzos actuantes en un elemento infinitesimal con dimensiones dx , dy , dz .

N(6y)] 8 [0 v.2)
INF={NJ=1N, (0 y) = [ {0, (x,y,2){dz (3.27)
ny(xi y) 7% Txy(xlyiz)
El vector de par de esfuerzos es:
M (xy)| 5 [ou(xy.2)
Mi=Mi={M,(xy) = [0,(xy.2)pzdz (3.28)
Mxy(x1y) ‘; Txy(x’y’z)

Notar que el esfuerzo de corte en el plano 7,, y 7, produce esfuerzos resultantes y
pares de esfuerzo.

El esfuerzo de corte transversal 7,,, 7,, puede ser reemplazado por el vector de
esfuerzo de corte transversal:

74(X,,2)
N\ 1 Z)}dz (3.29)

El momento del esfuerzo de corte transversal con respecto al plano medio es igual a
cero. El esfuerzo normal o, es usualmente pequefio comparado con el esfuerzo de

corte transversal.

Las fuerzas resultantes y momentos en el sistema rectangular son mostrados en la Fig.

3.7. Es claro que las fuerzas resultantes N,, N, , Q, y los momentos M, M son

aplicados a la seccidn transversal.

Se considera una losa delgada cuando el vector de esfuerzos es relacionado con el
vector de deformaciones por el sistema de ecuaciones similares a (3.15) y (3.18). Este
sistema es reducido a tres ecuaciones en el plano, que son de la forma:

{o}=I[Cke} (3.30)
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Donde [C| es la matriz de coeficientes de rigidez.

De acuerdo a discusion previa, las fuerzas resultantes y momentos son:

{N}= f[c]{g}dz M}= f[c]{g}zdz (3.31)

_h
2

De acuerdo a la teoria de losas delgadas y de primer orden, las deformaciones por corte
estan representadas por una funcion lineal a lo largo de su espesor, entonces se puede

representar por:

le}={c"}+ 2{ic) (3.32)

Reemplazar la ecuacion (3.30) en (3.29), se obtiene:

1
| =

— | T

Clz fh[c]zdz

{50} (3.33)
K

A —
< z
i S W
Il
|
NS

[Clzdz  [[C]z%dz

e L=
C—— N | T

NES

NS

ot | TuL
M, << M, x e
yi y Mx+aa'\1xdx
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e w J iTQy*l //+®dx

. )
_________ 10 Lo dy
oy

Fig. 3.7 Fuerzas resultantes y momentos actuantes en la losa

Para el caso de una losa delgada isotrépica, reemplazar las ecuaciones (3.14), (3.13),
(3.21) y (3.22) en (3.30) se obtiene:

Eh |au, 1(8Wj2 ov, 1fowY
N, = =2+ | ol 2+ —
1-v° | ox 2\ oXx

Eh |ov, 1(aw) |[au, 1(6w]2_
N, = e e s e [t
1-v° oy 2oy ox 2\ ox

__Eh (auo v, awawj

(UL SEED | Mo [ Y
20+v)\ y  x  ox oy
2 2
M, =-D| IV, , oW
OX oy
2 2
M, _D(gyvngvjj (3.34)
X
o*w
M,, =-D(1-
o =D )axay

3

E
Donde: D = ,en S.l. suunidad es N.m.
1211—:)2 i

3.2.4. Ecuacion gobernante

Se asume que la carga que actla sobre la losa es normal a su superficie y las flechas
son pequefias en comparacion con el espesor. Respecto al contorno, se asume que los
bordes tienen libertad para moverse en el plano de la losa; en estas condiciones las
reacciones en los bordes son normales a la losa. Con estas hipOtesis se pueden
despreciar las deformaciones en el plano medio de la losa durante la flexion.

Ademas de los momentos flectores M, y M los momentos torsores M, que se

consideran en la flexion pura, hay fuerzas cortantes verticales que acttian en las caras
del elemento (Fig. 3.7). Los valores de estos esfuerzos cortantes por unidad de longitud
paralela a los ejes x e y se denominan Q, y Q, .
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Debe considerarse también una carga distribuida sobre la cara superior de la losa. Se
denomina g la intensidad de esta carga, de modo que la carga que actta sobre el

elemento es qdxdy.

Proyectando sobre el eje z las fuerzas que actlan sobre el elemento (Fig. 3.7) se
obtiene la siguiente ecuacion de equilibrio:

0
Q, dxdy + Q dy +qdxdy =0
OX oy
De donde:
Q, &,
“+—+0=0 3.35
ox oy a (3:35)

Tomando momentos con respecto al eje x de todos los esfuerzos que acttan sobre el
elemento se obtiene la ecuacion de equilibrio:

oM, oM
Y -—1+Q,=0 (3.36)
OX oy

Del mismo modo tomando momentos respecto al eje y se tiene:

oM
yX _I_aMx

oy OX
Puesto que no hay fuerzas en las direcciones x € y ni momentos con respecto al eje

z, las tres ecuaciones (3.33), (3.34) y (3.35) determinan totalmente el equilibrio del
elemento. Al eliminar las fuerzas cortantes Q, y Q, de estas ecuaciones, despejar las

—-Q,=0 (3.37)

ecuaciones (3.34) y (3.35) y sustituyéndolos en la ecuacion (3.33), se obtiene:

o°M. 0O°M O°M,
PV ayzy -2 axayy =—(q (3.38)

Para escribir esta ecuacion en funcion de los desplazamientos w de la losa, se acepta
aqui que las ecuaciones de (3.32), desarrolladas para el caso de flexion pura, puedan
usarse también para el caso de cargas transversales.

Sustituyendo las expresiones (3.32) en (3.36) se obtiene:

o'w o'w  o'w g
s P T S
ox* Taxtyt | oyt D

(3.39)

Esta Gltima ecuacion puede escribirse en forma simbdlica:
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Viw = % (3.40)

4 4 4
Donde el Laplaciano V*(...)= aai‘; )42 §x2(5'y2 + 851 ‘;') en coordenadas cartesianas.

Para determinar los esfuerzos cortantes se emplea las ecuaciones (3.34) y (3.35), de
las cuales:

X

oM 2w o
w  OM Da(aw awj

= = — - 7+7
Q. oy  ox ox\ ox*  oy°
3.41
M, oM, ofow ow (4)
Q=5 Pl o o
oy OX oy | ox oy
O usando la forma simbdlica:
X=—D2(V2W)
X (3.42)

Los esfuerzos resultantes con respecto a un sistema ortogonal de coordenadas n—t,y
la rotacion de un angulo « con respecto al eje x, pueden ser manejables por la
transformacion de esfuerzos. Asi, considerando las condiciones de equilibrio se

obtiene:
M, =M, cos” @ +Msin’ a—2M, sin acosa (3.43a)
M, =M, sina+M, cos® o +2M,, sin a.cosar (3.43b)
M, =M, (cos’ a—sina)+(M, - M, Jsin acosa (3.43c)
Q, =Q,cosa+Q,sin (3.43d)
Q =-Q,sin @ +Q, cosx (3.43¢)

Reemplazar las ecuaciones (3.34) y (3.42) en (3.43) para obtener los esfuerzos
resultantes en la seccion inclinada:

o’'w  o’w
oIw, 0w 3.44p
M, =-D e +uan2 (3.44b)
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M, =D(1-v)" 3.44c
«=D(-v)~ (3.440)
0 o2
Q, =-D - V?w (3.44d)
on
Q =-D 2 vaw (3.44e)
! ot

La convencion de signos se detalla en la fig. 3.8.

v

Q, M,
Fig. 3.8 Esfuerzos resultantes en la seccion transversal inclinada

3.3.  Ecuacién diferencial para losas

La ecuacion gobernante para losas puede ser facilmente obtenida considerando las
condiciones de equilibrio de un elemento infinitesimal de la losa en la direccién z. Sin
embargo, en esta seccion se deriva la ecuacion gobernante mediante el principio de la
energia potencial minima y empleando la herramienta matematica del calculo de
variaciones.

Una losa con un contorno arbitrario y esquinas sujetas a cargas transversales de
densidad f(x,y) y cargas laterales M y V.. Ademas, una carga transversal

concentrada R (k =1,2,...,k) puede ser aplicada en las esquinas.

El contorno de la losa puede ser un soporte eléstico con rigidez traslacional k. (s) y
rigidez rotacional k,(s). Las esquinas pueden estar sobre un soporte elastico con
rigidez k.

La energia potencial total I'T de una losa es la suma de la energia de deformacion U,
obtenido por la flexion, la energia elastica del soporte elastico U, y la energia
potencial V de las cargas externas.

[m=u, +U,+Vv (3.45)

Considerar la teoria de losas delgadas, la energia de deformacion debida a la flexion
estd dada por la integral de volumen:
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Uy = (o8, + 0,8, + 77, BV (3.46)
2

\

Reemplazar las ecuaciones (3.24) y (3.25) e integrando a través del espesor de la losa
la ecuacién (3.46):

Uy = [0, + i, + 20w m, + 2000, Jio (347)

Q

Por ser conveniente, las derivadas son denotadas por subindices precedidos por una
coma.

La energia elastica debido a los apoyos flexibles de los soportes es expresado como:
U, = 1_[(k w2 +K Wz)ds+ 12k(k)W2
s T E T R"n E - c k (348)
r

Mientras que la energia potencial debido a las cargas externas esta dada como:

V = fwd -~ [ (v, w—M;w, s - > Riw, (3.49)
Q k

r

La ecuacidn (3.45) se escribe de la forma siguiente:

n=| F (W, Wi, W, W, JdQ + %J'(kTw2 + kw2 )ds + %Zkék)wkz —J'(Vn*w— M w, Jds — > R;w,
r k T k

Q
(3.50)
. D 2 2 2
Donde: F = 2[vv.XX + W2, + 20w, W, + 2(1— u)vv.xy]— fw

El equilibrio de la losa requiere que la primera variacion del potencial oI'T sea nulo.
Aplicar el operador & en la ecuacion (3.50):

51—[:]' ﬁﬁ/"“Li&N'xx‘Fi"‘iény do
Q a\N avv')()( aW'yy 'xy

+ [ (ke ww + kg w, S, )ds (3.51)

_I(\/n*&v_ M:&N-nbs +Zk:[kc(k)wk — R;]&NK =0
r

—

Considerar lo siguiente:

LR (3.52a)
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N D(w,, +ow, )=—M, (3.53b)
oF
aVTW: D(W.yy +UW.XX)=—My (3.53c)
ﬁ:zD(l—u)w.Xy =2M,, (3.53d)
a\N'Xy

La ecuacion (3.52) puede ser escrito de la siguiente manera:
A1 = [ (=M, S, +2M, S, — M S JQ
Q
+I(k WAW + KW, dw,, )ds —j fowdQ (3.54)

}va/v MéW)ds+Z[k . —R o, =0

La ecuacion (3.54) expresa el principio de trabajo virtual para una losa sometida a
flexion. Las integrales de dominio en la ecuacion pueden ser integradas por partes, dos
veces, empleando el teorema de Gauss-Green para eliminar las derivadas de la
variacion dw,,, dw,, y dw,, . Luego empleando las ecuaciones (3.43d, €) y tomando

Xx 1

en cuenta lo siguiente:
W, = W,, COSar —W, Sin o (3.55a)
W, =W, Sin & + W, COS & (3.55b)
La ecuacion (3.54) se puede escribir de la siguiente forma:

+2M M, — f JowdQ

X'XX

1= [(-M

Q

+.|.[(_ M, +ksw, +M :)&Nn + M, o, }js (3.56)
r

+'[(Qn thaw-Vy )aNdS + Z[kc(k)wk _R:]&Nk =0
r k

Ademas, sefialando que w, =w, y M, es discontinuo en las esquinas, la integracion
por partes del ultimo término en la integral de linea de la ecuacién (3.56) seré:

(3.57)

il

[Mdw,ds =~ M. .dwds —>"|M
T r k

Donde M|, = M) — M) representa el salto de discontinuidad del momento torsor

en las esquinas. Asi, la ecuacion (3.56) sera:
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on:j—lvl.+2|v| M. —flwdQ

X'XX xy'xy — Viyyy

Q
+,”(— M, +kgw,, + M:)aN.n + (Qn ~M . +kW=V" )dw]ds (3.58)
r
+Z[k§k)wk =My _R:]‘i"’k =0
k
Las cantidades dw, dw, y Sw, son arbitrarias, y a partir de la ecuacion (3.58) se
obtiene la ecuacion diferencial de Euler-Lagrange:
Mo —2M . + M, =T (3.59)

XXX

Y las condiciones de contorno son los siguientes:

Q,-M, . +kw=V ow=w en I (3.59a)
M, —kw, =M’ 0o W, =W, en T’ (3.59Db)
kék)W—HMmHk =R 0 W, =W, en laesquina k (3.59¢)

Fisicamente, la cantidad M| representa una fuerza concentrada ficticia, que se

expresa en la ecuacion (3.59c¢). En base a la fig. 3.9, Kirchhoff dio una interpretacion
heuristica de esta fuerza ficticia. La direccion de las fuerzas ficticias es opuesta al eje
Z . La fuerza concentrada puede también crecer en puntos donde generalmente el
momento de torsor a lo largo del contorno es discontinuo.

nt R( )
[ R=R“R'=[M,],
Fig. 3.9 Dispositivo de Kirchhoff para interpretar la fuerza ficticia

La cantidad:

V,=Q, —M (3.60)
3.4. Las condiciones de contorno

La condicién de contorno (3.59a, b) para la teoria de losas delgadas puede ser escrito
de la siguiente forma:

oW+ a VW=, en I’ (3.61a)
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A g\:]/+,82MW =pf,enT (3.61Db)

Donde o, = ;(s), B = (s)(i =1,2,3) son funciones especificas en el contorno T
y M, V son operadores diferenciales definidos como:

M :—D[Vz +(u—1)§t22} (3.62)
0 o2 o( o
v _—D{anv _(U_l)as(anatj (3.63)

Las cantidades Mw y Vw representan el momento flector M vy la fuerza cortante
equivalente V,_, respectivamente. Las condiciones de contorno (3.61a, b) son

condiciones para las losas con un comportamiento lineal. Las condiciones
convencionales son obtenidas de las condiciones de soporte.

Las funciones «; y g, son discontinuos en los puntos con cambios. Entonces, para

que exista solo una solucién en la ecuacién de losas, las condiciones de contorno
(3.61a, b) deben ser suplementadas por las condiciones de esquina.

Cy W Cyy ‘“WH =Gy (3.64)

Donde ¢, (i =1,2,3) son constantes especificas en las esquinas k y T es un operador
diferencial definido como:

62
oncot

T=D(-v) (3.65)

Por lo tanto, Tw es el momento torsor, M, es el momento en el contorno y [Tw|,
representa los saltos de discontinuidad en las esquinas.

Para los contornos curvos es conveniente emplear la coordenada intrinseca s y n, la
longitud de arco s y la coordenada n que es normal al contorno, ver fig. 3.10.

contorno

p= radio de curvatura

4

X

Fig. 3.10 Coordenada intrinseca
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Las coordenadas curvilineas y las derivadas en el contorno son expresadas por la
siguiente relacion:

ow _ow (3.66a)
ot 0s
LW (LWM% (3.66b)
ot st o '

o'w _o'w  ow

et aset K‘g (3.66¢)

Donde x = x(s) es lacurvaturaen el punto s, la cual es evaluada mediante la siguiente
relacion:

_d¢ _dg/dp _ xy-yx
ds ds/dp (.2 .ZJW

(3.67)

X +Yy

Donde x(p) y y(p) son las ecuaciones paramétricas del contorno. Aqui los puntos
representan la derivada con respecto al parametro p . Si el contorno se expresa por la
ecuacion y = y(x), la ecuacién (3.67) se expresa de la siguiente forma:

—__ N (3.683)

3/2

(1+ y'z)

La ecuacion tiene el signo menos porque el vector n esta en direccion opuesta al vector
normal principal de la curva. Ademas, si el contorno es definido en coordenadas
polares, la ecuacion (3.67) sera:

r +2r
(e )3/

Emplear la ecuacion (3.66) para obtener los esfuerzos resultantes en el contorno:

(3.68D)

2
M, =-D| V’w+(v-1 ‘lﬁ’w@ (3.69)
0s oS
2
V. =D Sviw_(p-1) 0 [ IW _, W (3.69b)
on 0s\ oson oS
2
M, =-D(v-1 OW | M (3.69¢)
8san 0s
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2
M, :-D{uvzw—(u—l)(‘g‘gvmawﬂ (3.69d)

S on
3.5.  Formulacion directa del método de los elementos de contorno para losas
3.5.1. Identidad de Rayleigh-Green

Considerar el dominio Q en el plano Xy ocupado por una losa. EI dominio es
delimitado por K +1 curvas sin intersecciones I;, I, ..., I, que forman el contorno

I =Uf_ T, de lalosa, las cuales pueden formar losas con esquinas.

La obtencion de la representacion integral de la solucion para la ecuacion de la losa
requiere el establecimiento de una identidad reciproca para el operador biarmonico.
Por ello se empleara la identidad de reciprocidad de Green, considerar las siguientes
funciones u=u(x,y) y u=u(x,y).

f(quu —uv2uhQ = I(u il ¢ aujds (3.70)

- =\ on on

Emplear la ecuacion (3.70) para u=V°w y u = V?v:

I(VV4W—V2WV2V)dQ = I(vavzw—vzwa\/)ds (3.71)
5 T on on
Similarmente, reemplazar u=w y u = V?v:
j(VZVVZW—WV4V)dQ = j(vzvaw—wavzvjds (3.72)
5 T on on
Sumar las ecuaciones (3.71) y (3.72), para obtener:
_[(uV“w— wV“v)dQ = I(Vévzw— w vy Nyoyy aszvjds (3.73)
o =\ on on on on

La ecuacion (3.73) es la identidad de reciprocidad de Green para un operador
biarmonico. La cual es conocida como la identidad de Rayleigh-Green, que también

puede ser derivada integrando por partes la integral ij“wdQ empleando el teorema
Q
de Gauss-Green.

La ecuacion (3.74) representa las funciones v y w, las cuales son cuatro veces
diferenciables en el dominio Q y tres veces en el contorno I". La integral de la mano

derecha incluye las cantidades w, aw/on, V’w y avV?w/on. Donde la funcion w
representa la deflexion de la superficie media de la losa, ow/on es la pendiente en la
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direccion normal al contorno. Las cantidades V’w y 6V?w/on representan el
momento flector y la fuerza cortante, respectivamente.

La ecuacion integral de contorno (3.73) se puede convertir en la siguiente forma,
empleando los términos de contorno Mw, Mv, Vw y Vv en la integral de contorno:

I(vavzw—wavzw— N Viw+ 8szv]ds =
=\ on on on on
1 o ow (3.74)
—j(VVW—WVV—MW+MVj+ I
DY on on

Donde:

(3.75)

o 0*w 0 0°v ovoPw  ow d3v
e =@-Df| oS C 0w CY VT A Tas
0S onot os onot  on ot on ot

r

Seguidamente, integrar la ecuacion (3.75) por partes, emplear la ecuacion (3.65), y

N ow o°w v _ 9% . : I
sefialar que —, ——, — y —— son discontinuos en las esquinas:
on onot on ~ onot

1 OV OW OW oV

= 5 0w, i, 0-0)3 S-S

(3.76)

k

La ecuacion (3.76) puede ser reducida debido a que los términos de la segunda
sumatoria son nulos. Asi, considerar la fig. 3.11 para obtener:

£‘W(+) i %Com b a?g)sm a (3.772)
a?(/\*l) 3 —(,;W()Sin a+ a?\(N)cosog (3.77h)
a?é) i %Cosa " a?i)Sin o (3.77¢)
5?1) ) _aivﬁs"‘ a* a?/)COSa (3.77d)

Al emplear las ecuaciones (3.77a, b, ¢, d), la segunda sumatoria de la ecuacién (3.76)
se escribe de la forma:

VoW _owov| _
on ot on ot
(3.78)
(av 8W_6V GWJ_(ﬁv 0\N_8V a\Nj
on™ a® &™) on™ ) on at)  att) ant)
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Fig. 3.11 Las esquinas K en el dominio T°

En base a las ecuaciones (3.76) y (3.78), la ecuacion (3.74) se convierte en:

ov oW
Dz[ (VV4W— WV4V)dQ = —_l. (VVW— WVV — o Mw + n Mvjds + Zk:(vﬂ'wk —WTV|, )

(3.79)

La identidad de reciprocidad (3.79) es conocida como la identidad generalizada de
Rayleigh-Green. La integral de contorno contiene las variables de deflexiones,
rotaciones, momentos flectores y fuerzas cortantes. Después de reorganizar los
términos, la ecuacion (3.79) puede ser escrito como:

gJ;V(DV4 wldQ + .rf (VVW— % ijds - Zk:vHTWHk = S_[ w(DV*v)dQ + lJ:(WVV - % Mv)ds - Zk:w\ﬂ'ka
(3.80)

3.5.2. Lasolucion fundamental

La solucién fundamental de la ecuacién gobernante de losas es una solucién particular
singular a la ecuacion siguiente:

DV*v=5(Q~P) (3.81)

Donde 5(Q—P) es la funcién delta de Dirac que representa la densidad de carga de
un punto Q:{&,7} debido a una fuerza unitaria concentrada en un punto P:{x, y}.
Fisicamente, la solucién de la ecuacién (4.81) es una funcién v=v(Q,P) que
representa la deflexion en el punto Q debido a la fuerza concentrada en el punto P
en una losa infinita de rigidez a la flexién D . La solucién fundamental de v(Q, P) es

simétrica con respecto al punto P y puede ser establecida empleando un
procedimiento analogo; el que consiste en transformar la ecuacion (3.81) en
coordenadas polares con origen en el punto P :

vi(vay) =19 [ d)taf vl (3.82)
rdr\ dr)jrdrl dr
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Donde r=Q-P|=|(&-x)f +(m—y) " es la distancia entre los puntos P y Q.
Integrando reiteradamente la ecuacion (3.82); se obtiene:

v(r)=C,r’Inr+C,r’ +C,Inr +C, (3.83)
Donde C, (i =12,3, 4) son constantes que pueden ser determinados empleando las
consideraciones fisicas siguientes:

i) v(r) debe ser finitoen r =0.

ii) V(") debe ser delimitada en el infinito.
iii) La fuerza transversal en un elemento infinitesimal de la losa, incluido la
fuerza unitaria concentrada debe estar en equilibrio.

Buscamos una solucion particular que se puede establecer como C, =0. Ademas, las
condiciones (i) y (ii) requieren que C, y C, sean nulos. Asi, la solucion (3.83) sera:

v(r)=C,r’Inr (3.84)

Si I, denota el contorno de un pequefio dominio Q, que incluye el punto Q luego la
condicion (iii) requiere que:

IVvds => v, +1=0 (3.85)
I, k

En base a la ecuacion (3.63) y (3.65), se obtiene:

w=-Dv2y_91y (3.86)
on 0s

Y la ecuacion (3.85) queda de la siguiente forma:

0
IETVdS e Z\ﬂ'ka +1=0

I k

- DJ.EVZVdS—
7 0S
Tomar en consideracion lo siguiente:

J £ Tvis =Y,

7 08 X

Se obtiene:

- Djivzvdsﬂ:o (3.87)
7on
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Entonces, la ecuacion (3.87) para algun punto en el contorno T, con forma llana o

curva. Se determina el momento flector y la fuerza cortante a partir de la ecuacion
(3.84):

1d[ dv
r dr r

Viv=" rdj =4C,(L+1Inr)

0

V?v =4C, Ern
on r

Por conveniencia r, denota la derivada de r,, . La derivada normal se considera con
respecto al punto (&,7). La fuerza cortante puede ser expresada de la siguiente forma:

0

a—nvzv —Gn fcos¢, ¢=2(r,n)

Para generalizar, se considera un dominio Q, de un circulo pequefio en P(r =0) con

unradio p (ver lafig. 3.12). Considerar ¢ =0, por consiguiente la ecuacion (3.87) es
descrito como:

0=2r1 4

-DC, | —pdo+1=0
=0

De donde se obtiene:

C,=—— (3.88)

Fig. 3.12 Dominio circular Q, de radio p con centro P

Con el valor de C, la solucion fundamental (3.84) se obtiene:

vt Phr (3.89)
87D
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La solucion fundamental (3.89) es simeétrica con respecto a los puntos P y Q, se
cumple que v(P,Q)=v(Q,P).

3.5.3. Larepresentacion integral de la solucion

Se emplea a representacion integral de la solucion de losas (3.39) y las ecuaciones
(3.62), (3.63) y (3.65), para obtener las funciones de nucleo a partir de la ecuacion

(3.79):
1 .

v=—"rr’Inr (3.90a)

87D

ov 1
— = 3.90b
e ™ @1+2Inr) ( )
Mv = — 81[2(1+ v)Inr+(3+0)r? +(1+30)r2] (3.90c)

T

O o)r, —ar)rZ - r? 3.90d
Vv o [2rn +(@-o)r, K'r)(rn r, )] ( )
Tv= 1 (@ o)r (3.90¢)

A

Donde:
r, = a = C0S ¢ (3.91a)
on,
or .

n=—=-sin 3.91b
a, ¢ ( )
r=lg-P, q:{&njel, P:{xyjeQ (3.91c)

Considerar un punto P en el interior del dominio Q. Las funciones de nucleo son
continuos en todo el dominio, excepto en P donde r =0. Entonces se considera un
dominio reducido Q" que es el resultado de restar al dominio € un dominio pequefio
en forma de circulo Q, con unradio p con centro en P . El radio escogido pertenece

al dominio Q eQ (fig. 3.13). Aplicar la ecuacion (3.79) para el dominio

Q= Q-Q se obtiene:
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Fig. 3.13 Dominios Q" y Q |y notaciones.

_[vfdQ + I(VVW— wwv— Y pw + M Mvjds — Z(VHTWHk —W[Tv], )+ I. =0(3.92)
o v on on X g

Donde:

1.\ I(VVW— WVV — N Mw + al Mvjds (3.93)
©or on on

Para puntos { correspondientes al dominio I', con las siguientes caracteristicas r = p

, ¢=n,r,=-1, =0y x=-1/p. Por tanto, las ecuaciones (3.90a, b, c, d, e) se

convierten en:

1

v=—"-—p°In 3.94a
B S i (3.94)

ov 1
=== p(1+2In 3.94b
= "o p) (3.94b)
Mv =—81[2(1+ v)n p+(3+v)] (3.94c)

T
w= 1 (3.94d)

27 p
Tv=0 (3.94e)

Evaluar el limite de la ecuacion (3.93) para p — 0. En este caso, el dominio Q , se

reducira a un punto y Q" — Q. Después de aplicar el limite en la ecuacion (3.93), los
términos de la integral son evaluados empleando el teorema del valor medio. Asi,

denotar por w,, @Wj , (Mw),, (Vw), los respectivos valores en un punto g, €T, y
n 0

observar que IimO g, =P y ds=pd6,0< 0 <27, se obtiene:
P
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lim | vVwds=lim
p—0 p—0
P

2z 1
Vw), [=—==p°In ppd@}:O (3.95a)
{ ! 87D

fim, | w\vds= im |:W0 j—— pde} = lim W(qo) w(P) (3.95h)

P

2z

im [ Mwds = fim {(MW) j . ﬂé p(L+2In p)pd@} (3.95¢)

—0 —0
P r, an P 0

im g\gMVds:limej T[(2+u)lnp+(3+u)]pd9} 0 (3.950)

p—0 »-0| \ on
T,

Sustituir las ecuaciones (3.95) en la ecuacion (3.93), y se obtiene como resultado lo
siguiente:

lim I. =-w(P) (3.96)

p—o0 P

Y la ecuacién (3.92) es la representacion integral de la solucion en el dominio € de
la siguiente forma:

= j v(P,Q)f (Q)de,

[ w(e.aywta)-wlavP.a)- 2 D wn(a) D (e, ) s, @57

on, a

_ ; (V(P, d, )HTqW(qk )H— W(qk )HTqV(P’ Qi )H)

Donde P,QeQ,qel. Los subindices en las diferenciales dQ, ds y en los

operadores 66, M, V, T indica los puntos con respecto al cual se integran o
n

diferencian. Los argumentos de las funciones y subindices de la ecuacion (3.97)
pueden ser omitidos. Entonces la ecuacion (3.97) se escribe de la forma:

- j gj; vfdQ + Jr. |:VVW— W\Wv— gz Mw + Z\;IV Mv}ds - Zk:<vﬂ'wk —WiTv|, )(3.98)

3.5.4. Ecuaciones integrales de contorno

La ecuacion (3.98) permite la evaluacion de las deflexiones w(P) en el punto P en el
interior de la losa si; los valores de la deflexion w, la pendiente normal éwj/on, el
momento flector Mw y la fuerza cortante Vw en el contorno I', y las fuerzas en las
esquinas [Tw|, son conocidos. Sin embargo, en problemas de losas solo se conocen
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dos de las cuatro condiciones. Consecuentemente, es necesario determinar las dos
condiciones desconocidas, esto se logra mediante la formulacion de dos ecuaciones
integrales de contorno acopladas que permite determinar las condiciones
desconocidas.

3.5.4.1. Primera ecuacion integral de contorno

La primera ecuacion integral de contorno se obtiene por la formulacién de la ecuacion
(3.79) en términos de las funciones w y v, y considera el punto P en un punto p

ubicado en el contorno I'. Para generalizar, suponer que el punto p estd en una

esquina con un angulo interno igual a as, para puntos donde el contorno es liso el
valor de a =1.

Cuando el punto p se ubicaen el dominio I', ladistancia r esnulo cuando  coincide
con P . De las ecuaciones (3.94a, b) se concluye que los nicleos v y év/on son nulos
para r=0. Por lo tanto, las integrales de contorno son regulares. Ademas, para
¢—+mx/2 como r—0, debido a la ecuacion (3.94e) da Tv=0. Asimismo, los
nacleos Mv y Vv son singulares cuando r—0. Como se trabajo anteriormente se
considera un dominio reducido Q" es el resultado de la diferencia del dominio Q y
Q , el cual incluye todos los puntos de €2 dentro de la distancia d < o (fig. 3.14).

Fig. 3.14 Dominios Q" Q , paraunpunto P en el contorno y notaciones

Aplicar la identidad de reciprocidad (3.79) para el dominio Q". El punto p se ubica
fuera del dominio Q’, y se obtiene:

0= [vido+ | [VVW— v s Mvjds e =3l —wiT, ) |
J

rr, on n o

(3.99)

Donde:
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I, = [ (VVW— ww— Y mw + Mv)ds (3.100)
g r, on on
Hp =tm( e+ ) (3.101)

() representa los términos adicionales en las nuevas esquinas k) y k) (fig.

315y Z denota la suma de los términos de las esquinas sin la contribucion del
=

punto p .

En el limite cuando p — 0 se cumple lo siguiente:

lim [ ()ds = [ ()ds (3.102a)
lim [()ds = [()ds (3.102b)
ETo(el ~0,))=ar (3.102c)

- @)

(«,)
Tangentg n

Fig. 3.15 Dominios Qp para esquinas y notaciones

En base a las ecuaciones (3.94), se obtiene:

0.
. » 1, ~
fim, [vViwds= L@O[(VW)O ! oo P In o (- G)Zl—0(3.103a)

P

0,
im [wvvds=lim | w, [ = * pd(~0) |= - lm (6, -0, (g, )] = % w(p) (3:103b)
p—0 : p—0 B 2 o, 271 p—0 2

P09 0n p—0
T,

jim [ Y Mwds = fim [(MW)0 JZS;) p(L+2In p)pd(- 9)} =0(3.103c)
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lim 2WMvds=Iim KZ"V) T;[(Zﬂ))ln p+(3+u)]pd(—9)] (3.103d)

p»OFp n p—0 n 0,
Sustituir (3.103) en la ecuacion (3.100):

| =—%W(p) (3.104a)

Ademas, de las ecuaciones (3.94a, e) se observa que limv=0 Yy lim Tv=0. Entonces
p—0 p—0

la ecuacion (3.101) vale cero.

||, =0 (3.104b)

Tomar en consideracién las ecuaciones (3.104a, b) y la ecuacion (3.99) para obtener
lo siguiente:

ZW( p)= z[vfdQ + l(va— WV — g\r: Mw + g\g Mvjds - Zk:(vﬂ'wk ~wTv|, )(3.105)

Las ecuaciones (3.98) y (3.105) puede ser combinado para obtener lo siguiente:

e(PW(P)= gj; vidQ+ l(VVW— WV — g Mw + Z\;V Mv)ds - Zk:(vﬂ'wk —w[Tv], )

(3.106a)
Donde £(P) es un término libre definido como:
1 P dentro Q
¢(P)= 02( P=penl (3.106b)
0 P fuera Q

3.5.4.2. Segunda ecuacion integral de contorno

La obtencién de la segunda ecuacion integral de contorno, requiere mayor atencion
porque la derivada direccional de la deflexion expresada en la ecuacién (3.98) es
considerada con respecto a un punto P en una direccion fija m(mx,my).
Seguidamente, el punto P se aproxima al punto p en I' y la direccion m que
coincide con la normal al contorno v(vx,vy). Por ello se formula la identidad de
reciprocidad (3.79) en términos de la funcion w=w—w(p) y v. Debido al
comportamiento singular de las funciones de nucleo en el contorno, se considera un
dominio Q" como se define en la fig. 3.14.
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0= IvfdQ+ I{VVW w—w(p )}\/V—MW+MV}dS+ I
on on
(3.107)
—Z(V\FWHk ~w(p)JTvi,)-| |,
Notar que en la relacion (3.107) se considera lo siguiente:
0 0 ow
W= a?[w w(p)]= o (3.108a)
Mw = M|[w—w(p)]= Mw (3.108b)
W =V [w—w(p)]=Vw (3.108c)

Al derivar la ecuacion (3.107) con respecto a la direccion v, se obtiene lo siguiente:

0= Iv fdQ+I{vVW [w—w(p)\y, ~ M+ Moy vl}ds+lrp
on on (3.109)

—Z(l\FWHk ~[w=w(p)Jrwil,. )= |,

Las funciones del nacleo considerados en la ecuacion (3.109), se obtienen derivando
las ecuaciones (3.94a, b, c, d) con respecto a la direccién v.

v, = SiDrrV @+2Inr) (3.110a)
%:;D[Z(rnrv+rtrr)ln r+3r,r, +rr| (3.110b)
My, = —Ajzr[(l+ o), +21-v)rrr.] (3.110c)

Vi :_A;rz{[(—3+u)+ 20—o)2|r,r, —rr. )+ 40— o)r, —&r)rrr,} (3.110d)

Tv, = 147: (r —r; )r (3.110e)

Seguidamente, evaluar el limite de la ecuacion (3.109) cuando p — 0. Asimismo,
asumir que p es un punto ubicado en la esquina, fig. 3.15. Se considera ¢ =7,
rr=-1, =0, x=-1/p parael punto q que pertenece al dominio I". Por tanto, las
ecuaciones (3.110a, b, c, d, e) se convierten en las siguientes ecuaciones:

1
vV, =—p(1+2In p)r, 3.111a
) 8ﬂDp( o, ( )
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2‘2: * (3+2Inp)
r

le:_l-i_iui"

Ar p

— I
Y 3+v .

Adr  p

-ur
TVl:_livi

A p

De acuerdo a la fig. 3.15 se tiene la ecuacion:

oy —|w, (q)cos6+w. (q)sin 6]
on,
Expandir la expresiébn W en series de Taylor en el punto p :

w=w-w(p)=|w, (p)cos0+w, sin 8]p+0(p?)

V, =C0sS® Yy Vv, =sin @
Los cosenos directores de un vector v en el punto p:

r,=nLV, +ryv, = —(vX cos 6 +v, sin 0)

(3.111b)

(3.111c)

(3.111d)

(3.111e)

(3.112)

(3.113)

(3.114)

(3.115)

Ademas, escoger @=0 por lo que r, =r, =—cosé y evaluar el siguiente limite:

A, =—lim [[w-w(p)Mvds

p—0

=—lim J.[(Wx(p)cosewv.ysin 0)p+0(p? )~ 3+U 12( cos@)pd (- 6)
p—0 P
. (3.116)
:3: (w,(p)cos? 6+ w, (p)sin Hcos0)d6
T
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B, =lim 8WMvds

p—0 K on

3 dr  p

(3.117)
= (w, (q)cos? 0+ w. (q)sin Ocos )40
T

1*”{ )( o} + Lo za]fjw ( Lrcos ze]fj}
En la obtencion de la tltima expresion se establece como:
lim w, (a)=w,(p) ¥ lim w, (q)=w,(p)

Sumado las ecuaciones (3.116) y (3.117), el resultado es el siguiente:

(1) =A+B,= 1{ ()( 6] + [sun20]f)+w(p)(—i[cosze]f}(s.ﬂs)

Considerar w= /2, por lo que r, =

=-sin @ y realizar los procedimientos anteriores,
se obtiene:

1

(Irp)y:E{W.X(p{—i[cosze]fj+w.( )( [6] - [sm 20]12)} (3.119)

Si el vector v tiene una direccion arbitraria (vx,vy), por lo tanto | se puede expresar
P
de la siguiente forma:

: w, (p ){([9]12 ~[sin 20]fjv —1[c0520]12vy} (3.120)
27r 2
- >{ ~oos20pv, +[6f ~ L[sin 26 }
T
Evaluar la contribucion distinta de cero de los términos de esquina k) y k):

(w—w, JTw,l, ., = [w, (p)cosq, +w, (p)sin & ]p{ im; ,ro 4;rp -k }(3.121)
B _14_7;)[W'x(p)003 91 + W‘y(p)Sin 01][1+ (rt2 - r“Z )]rT
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(W—wp }ﬂ'vﬂ\w = [W.X(p)COS 0, +w,,(p)sin 6, ]p{lll;:(rf —r? )rT + Y

=1l (p)oos, +w, (p)sin 0, ]2 - 17 +1)r

De acuerdo a la fig. 3.15:
flim [rf - rnz]: —lim cos2¢ =1 (3.123)
p—0 p—0
r. =r,(—sin w)+r, cosw=v, cos@—v,sin &
Emplear las ecuaciones (3.121) y (3.122):

EToH o =— 12_—7;)[V\/.X(p)(cos2 v, —cosd, sin oV, )+ W.y(p)(sin 6,cos 6, —sin? B, )]

LITOH o) = 12_”0[W.X(p)(cos2 6,v, —c0s 6, sin B,v, )+ w, (p)sin 6, cos 6, —sin? 6,v, )]

Por lo tanto:

1, =m o +] )

p0
- 12_7[“{w.x(p)([cos2 a]fvy - ;[sin 26’]12ij + vv.y(p)(;[sin 20% v, - [sin? ofv, H
(3.124)
Considerar que:
[0F =6,-6,=-ax (3.125a)
[cos 20F =[1—2sin20f =—2[sin?6f (3.125b)
[cos? 6 =—sin? of (3.125c)
Asimismo, emplear las ecuaciones (3.120) y (3.124):
I, =1 1, ==loew, (p)+ o, w, (p)] (3.126)
Donde:
a, =%y, —U[lsin 26V, +sin? a/yr (3.127)
2 % 2r|2 .
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a,=_V,—_—|sin" &, —_sin 26y, (3.128)
2 27 2 .

Finalmente, considerar la ecuacion (3.102a) y emplear las ecuaciones (3.126) y (3.109)
para obtener:

axW'x(p)+ ayvv'y(p) = J.Vl fdQ
Q

+ j (VIVW— [w—w(p)Mv, - aa‘;l Mw + g‘r’:’j ds  (3.129)

T

=2l - - w(p)lTy, |
3.5.5. Esfuerzos resultantes

Una vez determinada las ecuaciones integrales de contorno se realiza la solucién de la
ecuacion mencionada, los desplazamientos en cualquier punto de la losa P(x,y) es

evaluado con la ecuacién (3.98) y los momentos flectores M,, M v Y |\/|Xy y las

fuerzas cortantes Q, y Qy enel punto P son evaluados mediante las ecuaciones (3.34)
y (3.41), respectivamente.

Primeramente se emplea la representacion integral (3.98), y por conveniencia se
escribe de la forma:

w(P)= I vfdQ - D I (VW2w, —wv2v, —v, V2w-+w, V2V ds (3.130)
Q r

En la ecuacion (3.130) las variables de contorno w y w,, son conocidos, en base a la

solucion de la ecuacion integral de contorno, mientras V?w y V2w, no son conocidos,
los cuales pueden ser determinados de la siguiente forma.

Tomar el Laplaciano de la ecuacion (3.130) y considerar que V*v=0, V*=v, =0:

V2w(P)= I VAvfdQ - D _[ (Vovv2w, — Vv, Vewds (3.131)
Q r
Considerar que P — p T en las ecuaciones (3.130) y (3.131):
1 _ _ 2 2y, 2 2
EW(P)-ijdQ Dj VAW, —WVA, —V, VAW+ W, VAV)ds  (3.132)
Q r

;vzw(P) = jvzvfdQ -D j (vzvvzw.n - vzv.nvzw)ds (3.133)
Q r
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Donde V y V, estan dadas por las ecuaciones (3.90a, b):

Vi = i(In r+1)
27D

1

n

Vi, =~
27D r

(3.134)

(3.135)

Las ecuaciones (3.132) y (3.133) son dos ecuaciones integrales de contorno, las cuales
resuelven las cantidades de V’w y V2w, . Entonces la segunda y tercera derivada es

obtenida mediante la derivada directa de la ecuacion (3.130). Entonces se obtiene lo

siguiente:

w, (P)= J'v.XX fdQ— DJ-(V.XXVZW.n —WVV,, + W, V2V, Jds
Q I

w,, (P)= [v,, fd2-Df (v, V2w, WV, +w, V2v, )ds
Q r

w,, (P)= jV-W fdQ — DI(V.XYVZW.n —WVAv,,, +W, V3, Ms
Q r

vw, (P)= IVZV.X fdQ— DI(VZV.XVZW.n —V2v,, V2wids
Q r

Vw, (P)= Ivzv.y fdQ-D j (Vv V2w, — Vv, VAw)ds
Q r

Donde las funciones nlcleo de la representacion integral estan dadas por:
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V. =

XX

i(2 Inr+2r?+1)
87D

%(2 Inr+2r} +1)

.

47D 7
11

TF(r” + 2rxryrt)
11

%F(rn 2rxryrl)
11

a0 K
1r

27D r

(3.136a)

(3.136h)

(3.136¢)

(3.136d)

(3.136¢)

(3.137a)

(3.137h)

(3.137¢)

(3.137d)

(3.137¢)

(3.137f)

(3.1379)
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Ve, = %% (3.137h)
VA, = ZiD rjr—zrx (3.137i)
Vi, = g - j (3.137)
Vi, =— =) (3.137K)
VA, = “;;_D:”zr* (3.1371)
vav,, = % (3.137m)
V., = ﬁ[rn (rx2 xl ryz)— 2rxryq] (3.137n)
VWV, = ﬁ[rn (r? =r2)+2rr1] (3.1370)
V. = ﬂ[:)Lr?’ [rt (rx2 X ry2)+ 2rxryrn] (3.137p)

3.6. Solucion numérica de la ecuacion integral de contorno

3.6.1. Método de los elementos de contorno con elementos constantes

Las ecuaciones integrales de contorno (3.105) y (3.129) son resueltos empleando el
método de los elementos de contorno. Y el contorno es dividido en N elementos de
contorno, los cuales pueden ser constantes, lineal o parabdlico.

El contorno es dividido en N elementos, la distribucion de las cantidades w, w,, Mw

y Vw son considerados como constantes en cada elemento e igual al valor en puntos
nodales, los cuales son diferentes en el punto medio del elemento. Se asigna valores

de estas cantidades en los nodos i- enésimo como w', w\, M!, Vi(i=12,...,N) y
w', R“(k=1,2,...,N,), que representan los desplazamientos y fuerzas concentradas
en las esquinas, respectivamente.

(i) Considerar N ecuaciones para la ecuacién (3.105) cuando se aplica para N puntos
nodales.
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;Wi+i[\/v]”wJ i[MV]‘JW' Z\ﬂ'vH'k k=

";1 ‘N . (3.138)
VPvwi - Z[ JMw! =S VIR + F
j=1 E k=1

(if) Considerar N, ecuaciones para la ecuacion (3.105) cuando se aplica N, puntos de
esquina.

NC
Ziwl + ZN:[VV]” w! - ZN:[MV]” w, - kZFV'kWE
=1

T i=1 j=1

NN _ SN
> vPvw! =S v, Pmw! =S [v]R* + F)
=i =i =}

k=1

(3.139)

(iii) Emplear N ecuaciones para la ecuacion (3.129) cuando se aplica N puntos
nodales.

N
fwi'1+2[\/v1 P'w My, ' w) ZHTVlH'k k=
=1

" ’N N (3.140)
Sl Y Mw - [ R +
j=1 j=1 k=1
Anteriormente se demostraron las siguientes expresiones:
i ij 8V pi ! q
[v]J :!v(pi,q)dsq 5 [Vn]J =lj(am])d5q (3.141&, b)
[Mv]’ _[ Mv(p,,q)ds, » [Vv]' J'Vv(p. (3.141c, d)
l—‘J l—‘J
i ovi(p;,
= [w(p.a)s, > Ml = | lgr'f'q)dsq (3.141e, T)
I, L) q

My, ' = jM v,(p; a)ds, » [, ] jv v(p.q)ds, (3.141g,h)

v =m(poa ), [T =M(pna,) (3.141i,j)
= [ v(p, Q) (3.141K)
- I fu(p;, Q)dQ, (3.1411)
= [ (P, QO (3.141m)

Las ecuaciones (3.138), (1.39) y (1.40) puede ser ensamblada en forma matricial:
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AR
H=| [w] +75
_ o

-
o= M -
_[Vl]” _[Vl]lk
Fl
F=<F
F3
R =

{Fli }N x1 1 FZ = {FZI }chli F3

Hiw, =GR +F
w, M

- D
- )

-

.
gl
- [Vln ]”

(2N+N¢ )x(2N+N,)

i

_ | — gl
W= {W }le! Wc = {WC}NCxll Wn - {Wn}le

V= {\/wi}le,

R= {Rk}chp M= {MWi }le

i 1
- [le]J + 55”
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(3.142)

(3.143)

(2N+Ng )x(2N+N,)

(3.144)

(3.145)

(3.1464, b, ¢)
(3.146d, ¢, f)

(3.146g, h, i)

Asimismo, aplicar la ecuacion (3.61) para los N puntos nodales y la ecuacién (3.64)

para los n_ puntos de esquina.

Donde:
a, 0
H=l0 ¢
0 0
o,

N, xN,.
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w \
Hiw, t=G{R¢+F
w, M
0 a, 0 0
0/,G=[0 ¢, O],
B 0 0 5

(3.147)
2
F=lc, (3.148a, b, c)
B,

i(i =1 2) Son matrices diagonales de NxN y C; es una matriz diagonal de
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Las ecuaciones (3.142) y (3.147) son combinados para resolver las variables de
contorno W, W.,, WV, R y M, los cuales son empleados en la ecuacion (3.98)

para obtener las deflexiones en algin punto P(x,y) en el dominio €. Emplear los
mismos elementos divididos, y la ecuacion (3.98) se convierte:

w(P)= F 3 (Vv —vlwi —f, w3 R [ )3.149)

j k=1
3.6.2. Evaluacion de las integrales de linea
La formulacion de las matrices G y H que fueron definidos en las ecuaciones (3.143)

y (3.144) requieren la evaluacion de las integrales de linea (3.141a-h). Se distingue dos
casos:

(1) Los elementos que no corresponden a la diagonal de la matriz, i = j

En el presente caso el punto p, (xi, yi) se ubica alejado al elemento j-enesimo (ver fig.

3.16), el cual tiene una distancia I =(q— p,

; sequidamente, la integral es regular.
(i) Los elementos corresponden a la diagonal de la matriz i = j

En este caso los nodos p; coinciden con el nodo p; y la distancia es nula.

Consecuentemente, la integral puede ser singular o hipersingular. Por tanto, su
evaluacion requiere un especial cuidado.

1 - elemento
Fig. 3.16 Localizacion de puntos nodales y notacion de los elementos de la descomposicion

3.6.3. Evaluacion de las integrales de superficie

Las integrales de dominio (3.141k, |, m) pueden distinguirse por los siguientes casos:

(i) La losa esta sujeta a cargas concentradas F en un punto Q,, en este caso las cargas
pueden ser representadas por:

f(Q)=FsQ-Q,) (3.150)
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(if) La losa esta sujeta a momentos concentrados M, en un punto Q,, el cual actGa en
la direccion normal del vector  m(m,,m, ).

(iii) La losa esta sujeta a una carga lineal f (s) que actta en la linea L". En este caso
las integrales de dominio se convierten en integrales de linea de la siguiente forma:

[vfda = [vf(s)ds (3.151a)
Q L
[v fdQ = [v, f*(s)ds (3.151b)
Q L

(iv) La losa esté sujeta a cargas distribuidas uniformemente y con variacion lineal en
unarea Q* = Q delalosa. En el caso mas practico, se considera la relacion v2f —o
y la integral de dominio puede ser facilmente convertido en una integral de linea en
I'* al emplear la identidad de Green.
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CAPITULO 4. METODOLOGIA PARA LA APLICACION DEL
METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO EN LA
INGENIERIA ESTRUCTURAL

4.1. Introduccion

El método de los elementos de contorno esta comprendido por las siguientes fases:
preprocesamiento, procesamiento y  posprocesamiento. Las metas del
preprocesamiento son: desarrollar una apropiada divisién de mallas, asignar las
propiedades del material y aplicar las condiciones de frontera como son las
restricciones y cargas. Asimismo, en el procesamiento a menudo se requiere recursos
computacionales. Por ultimo, el posprocesamiento consiste en el estudio de los
resultados del analisis.

4.2. Fases

4.2.1. Preprocesamiento

En el preprocesamiento, el objetivo es obtener una apropiada malla de elementos, lo
cual se obtiene al dividir la estructura en elementos, sobre el cual se encuentran los
nodos. Asimismo, las propiedades de los materiales requeridos varian con el tipo de
solucion, un analisis estatico lineal, por ejemplo, requiere del médulo de elasticidad,
el coeficiente de Poisson y la densidad del material.

En la presente fase es necesario conocer lo siguiente:

(1) La descomposicion de la estructura (discretization o meshing) consiste en dividir
la estructura en partes denominados elementos, por ejemplo, para el andlisis de
porticos y losas se emplea elementos lineales.

(2) Las propiedades de los materiales son: el moédulo de elasticidad, modulo de corte,
maodulo de Poisson y coeficiente de dilatacion.

(3) Las secciones transversales mas empleadas son: rectangulares, te (T), circular y
otros.

(4) La geometria del modelo en los porticos pueden definirse de acuerdo a las
distancias entre vanos y las alturas de las columnas.

(5) Las condiciones de apoyo, las mas empleadas son: empotrado, apoyo simple, apoyo
restringido y apoyo elastico.

(6) Las condiciones de carga pueden ser de tipo distribuida o puntual.
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4.2.2. Procesamiento

En esta fase a menudo se emplea un proceso por partes y es necesario el empleo de
recursos computacionales. Las ecuaciones que rigen se ensamblan en forma de matriz
y se resuelven numéricamente. Para el caso de un andlisis estructural estatico lineal, la
ecuacion de ensamblado es de la forma GU = H, donde G es la matriz de las
condiciones de dominio, U es la matriz de las condiciones de contorno y G es la matriz
de las condiciones de carga.

En la presente fase es necesario realizar lo siguiente:
(1) En el método de los elementos de contorno se necesita realizar lo siguiente:

- Modelo matematico: se emplea la teoria de la elasticidad y la resistencia de materiales
para obtener relaciones entre el comportamiento de la estructura y las condiciones de
la estructura (tipo de materiales, condicion de apoyo y condicién de carga).

- Ecuaciones diferenciales: son las ecuaciones que relacionan variables dependientes
e independientes y sus derivadas.

- Solucion fundamental: es la solucion de la ecuacidn diferencial no homogénea, en la
cual la funcién particular es una funcién delta de Dirac.

- Ecuaciones integrales: son las ecuaciones que relacionan variables dependientes e
independientes, la solucion fundamental y sus integrales.

- Solucion numérica: las ecuaciones integrales formuladas necesitan ser resueltas,
sujetas a las condiciones obtenidas del problema para determinar las incognitas
involucradas.

(2) En la solucion del sistema lineal, las ecuaciones formuladas en la etapa anterior
necesitan ser resueltas y para elaborar los calculos numéricos se recurre
frecuentemente al uso del computador.

(3) El célculo de las reacciones y deformaciones son las primeras incognitas a
determinar, las cuales se obtienen de la solucion del sistema de ecuaciones.

(4) El célculo de las fuerzas y los momentos, en el dominio de la estructura, se obtienen
al reemplazar las incognitas determinadas en la fase anterior en la matriz inicial.

4.2.3. Posprocesamiento

Después, de la preparacion del modelo se ha aplicado las condiciones de contorno y el
modelo se ha resuelto, ahora es el momento para investigar los resultados del analisis.
Esta actividad se conoce como la fase de posprocesamiento. En esta fase se inicia con
un control minucioso de los problemas que pueden haber ocurrido durante la solucién.
La mayoria de los solucionadores proporcionan un archivo de registro, en el cual se
debe buscar advertencias o errores.
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En esta fase es necesario realizar lo siguiente:
(1) Desplazamientos y rotaciones: es la representacion de la estructura deformada.

(2) Diagrama de momentos flectores: (3) diagrama de fuerzas cortantes, (4) diagrama
de fuerzas axiales, para elementos unidimensionales el momento flector se define
como una funcion a lo largo del eje neutro del elemento y para elementos
bidimensionales se representa por curvas de nivel.

En lafig. 4.1 se detalla los procedimientos anteriormente mencionados, los cuales son
aplicables para la solucion de problemas de ingenieria estructural.
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CAPITULO 5. APLICACION DEL METODO DE LOS
ELEMENTOS DE CONTORNO

5.1. Introduccién

En la actualidad, no es comin el empleo de los métodos de los elementos de contorno
en los programas comerciales para el analisis estructural. En esa situacion, se pretende
difundir el analisis de estructuras mediante el método en mencidn; el cual se aplicara
a vigas, portico simple, emparrillado y losas.

Las estructuras que se analizaran fueron estudiadas mediante métodos analiticos
durante los siglos XIX y XX, y permitieron el establecimiento de las infraestructuras
necesarias para el desarrollo industrial y social que se produjo en esos siglos.

5.2.  Aplicacién en problemas unidimensionales

5.2.1. Viga simple empotrada

En la fig. 5.1 se muestra un modelo de la estructura, denominada viga simple con los
extremos empotrados; asimismo, los datos geométricos, carga y propiedades del
material se muestran en la tabla 5.1.

Tabla 5.1 Datos geométricos, carga y propiedades del material

Geometria Cargas Propiedades del material
\ Modulo de
Seccién A (mz): 0.25x0.50 p2 (N/m) 10,791.00 elasticidad E (MPa) 23,000.00
Longitud | (m): 6.00 I\godulo de Poisson 015
P> (-’CL )
7 N\
IR, Y
A7 B
7 N\
7 AN
- .
X, i
—

Fig. 5.1. Viga simple empotrada en sus dos extremos

Definicién de grados de libertad:

i3 i6
5 5

Primeramente al emplear la ecuacion (2.4.51), se obtiene:
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u2(0) |
u2'(0)
05 0 0 0 -05 3 150E-7 -3.00E-7]M,(0) [ 0.00486 (5.1)
-05 -3 150E-7 3.00E-7 05 0 0 0 v, (0) 0.00486 |
0 05 0 0 0 -05 -501E-7 150E-7 | u,(1)| | -0.00324
0 -05 501E-7 150E-7 0 05 0 0 Ju.'(1)| [ 0.00324
M,(1)
L V. ()]
Las condiciones de frontera para una viga empotrada en los extremos, son los
siguientes:
u2(0)=0
u2'(0)=0 (5.2)
uz(1)=0
uz'(1)=0

Reemplazar (5.2) en (5.1) y resolver el sistema de ecuaciones para determinar las
variables desconocidas:

M,(0)=-32,373.00N.m

V,(0)=32,373.00N (5.3)
M,(I)=-32,373.00N.m

V,(1)=-32,373.00N

Para determinar los momentos flectores, fuerzas cortantes, giros y desplazamiento en
el dominio de la viga reemplazar (5.3) en la ecuacion (2.4.51), de la siguiente manera:

0
0

05 0 0 0 05 % 417E-9x* -139E-9x° | _32373.00| T 0.00486 ] (O-4)
~05 -X 417E-9x* 139E-9x° 05 0 0 0 8231300 | _| 000486
2 , uz(x) -0.00324
0 05 0 0 0 05 -B3E-0x AE-O | 0.00324
0 -05 B835E-9x 417E-7x* 0 05 0 0

- M 3 (X)
V,(x)

Resolver el sistema de ecuaciones (5.4) para obtener las expresiones (5.5), con las
cuales se procede a plantear los diagramas de fuerzas internas y deformaciones, fig.
5.2.

uz(x)=0.00027x* —0.00009x° + 7.51E — 6x*
uz'(x)=0.00054x — 0.00027x* +0.00003x°
M,(x) = —32,373.00 + 32,373.00x — 5,395.50x>
V,(x)=32,373.00 -10,791.00x

(5.5)
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32.4 kN.m 32.4 kN.m
16.2 kN m

Momentos flectores

32.4kN

AN

Fuerzas cortantes

Deformada
Fig. 5.2. Leyes de fuerzas internas y deformacién de la viga simple empotrada

En la Tabla 5.2 se muestra una comparacion de las fuerzas internas y los
desplazamientos en el extremo de la viga y el centro de la luz, obtenidos con el MEC
y el software SAP 2000 para el andlisis de la viga simple empleando elementos tipo

frame.
Tabla 5.2 Comparacién de resultados
Punto Método de los elementos de contorno SAP 2000
Deflexién (m) Momento (KN.m) Deflexién (m) Momento (kN.m)
Extremo A-B 0.00 32.40 0.00 32.40
Medio A-B 0.002 16.20 0.002 16.20

5.2.2. Viga continua

En la fig. 5.3 se muestra un modelo de la estructura denominada viga continua, los
datos geométricos, carga y propiedades del material se detallan en la tabla 5.3.

Tabla 5.3 Datos geométricos, carga y propiedades del material

Geometria Cargas Propiedades del material
B N/m): Médulo de
Seccién A (mZ): 0.25x0.50 p2 ( m) 10,791.00 elasticidad EC (MPa) 23,000.00
Modul Poi
Longitud |, (m): 6.00 U°d“ 0 de Poisson 0.15
Longitud |, (m): 5.00
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—> Pz(xl)

ST S

SIS

LSS

Fig. 5.3. Viga de dos vanos
Definicion de grados de libertad de las barras:

Barra 1

2 5
As As
ﬂl ‘4
> >
J J
Barra 2

5
A6

8

A9
4 7
=~ }
Primeramente, empleamos la ecuacion (2.4.51) para las dos barras y se obtienen las
ecuaciones (5.9) y (5.10):

[ u2(0)

uz'(0)
05 0 0 0 -05 3 150E-7 -3.00E-7 M,(0) 0.00486
-05 -3 150E-7 3.00E-7 05 O 0 0 V,(0) 0.00486
0 05 0 0 0 -05 -501E-7 150E-7 | w(,)| | -0.00324
0 -05 501E-7 150E-7 0 05 0 0  Jluz(l,)| | 0.00324

M,(1,)

LVa(l) |
(5.9)

[ az(ll) |

azl(ll)
05 0 0 0 -05 25 104E-7 -174E-T7| M,(,) 0.00234
-05 -25 104E-7 174E-7 05 0 0 0 Vv, (1) 0.00234
0 05 0 0 0 -05 —417E-8 1.04E-7 | u,(l,+1,)| | -0.00188
0 -05 417E-8 104E-7 0 05 0 0 Juz(l,+1,)| [ 0.00188

M3(|1+|2)

_VZ(I1+|2)_
(5.10)
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Las condiciones de frontera para la viga continua de dos vanos propuesta, son los
siguientes:

uz(l, +1,)=0 (5.11)
|

Reemplazar las condiciones de frontera (5.11) en (5.10) y (5.9), seguidamente resolver
el sistema de ecuaciones para determinar las variables desconocidas:

u2'(0)=0.00098rad

V,(0)= 25,951.43N
uz'(l,)=-0.00033rad
M(I,)=—38,528.40N.m
V,(l,)" =-38,794.56N
V,(1,)" =-31,791.95N

M, (I, +1,)=—14,457.17N.m
V, (I, +1,)=-22,163.05N

(5.12)

Para determinar los momentos flectores, fuerzas cortantes, giros y desplazamientos en
el dominio de la viga continua, reemplazar (5.12) en la ecuacion (2.4.51). Los
diagramas de fuerzas internas y desplazamientos de la viga continua se muestran en la

fig. 5.4.
38.3 kN.m
14.7 kN.m
O ©/
® O — ©
() 8.2 KN.m
31.3kN.m Momentos flectores
38.8 kN
22.3kN
it
A
® ®
it it
25.9kN 31.7kN

Fuerzas cortantes
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Deformada
Fig. 5.4. Leyes de fuerzas internas y deformacién de la viga contintia

En la Tabla 5.4 se muestra una comparacion de las fuerzas internas y los
desplazamientos en los apoyos y los centros de luz de la viga continua, obtenidos con
el MEC vy el software SAP 2000 para el andlisis de viga se continua empleando
elementos tipo frame.

Tabla 5.4 Comparacion de resultados

Punto Métodq de los elementos de contorno ' SAP 2000
Deflexion (m) Momento (kN.m) Deflexion (m) Momento (kN.m)
Extremo A 0.00 0.00 0.00 0.00
Extremo B 0.00 38.30 0.00 38.30
Extremo C 0.00 14.70 0.00 14.70
Medio A-B 0.0030 31.30 0.0030 31.30
Medio B-C 0.0008 8.20 0.0008 8.20

5.2.3. Pdrtico simple

En la fig. 5.5 se muestra un modelo de la estructura, denominada pértico simple con
las bases empotradas; asimismo, en la tabla 5.5 se detalla las caracteristicas del pdrtico.

Tabla 5.5 Datos geométricos, carga y propiedades del material

N
N
N
N
A
N
N

e

Geometria Cargas Propiedades del material
. Médulo de
Seccion A, (m?): 0.25x0.50 | p, (N/m): 21,582.00 | glasticidad E.(MPa) 23,000.00
Seccion A, (md): 0.50%0.50 '\l")"d”'o de Poisson 0.15
Longitud | (m): 6.00
Longitud N (m): 4.20
A | ———— 1
1 1
1 1
1 1
1 1
! ! 0.50 0.50
h 1 1
1 1
1 1 fe—— fe————|
! ! 0.25 0.50
" i Viga Columna

y
v

[
Fig. 5.5. Portico simple de un vano

Los porticos simples son simétricos respecto al eje vertical. Por tanto, las reacciones
como leyes de esfuerzo deben ser simétricas respecto al eje de simetria; esto reduce el
grado de hiperestatismo del problema. La fig. 5.6 muestra la simplificacion de la
estructura con carga simétrica:
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ez b ez

Fig. 5.6. Simplificacion del pértico por simetria
Definicion de los grados de libertad de las barras:

6 A4
Vl)S

4 7
3 t 1
?
Primeramente, emplear las ecuaciones (2.3.17) y (2.5.51) para la columnay la viga, se
obtiene el sistema de ecuaciones (5.13) y (5.14):

[ :(0) |
u2(0)
u,(0)
1 0 0 0 0 0 -1 0 0 7.30E-10 0 0 | N()] [oO
0 05 0 0 0 0 0 -05 21 0 -515E-8 3.68E-8 | V,(0)| |0
0 -05 -21 0 515E-8 3.68E-8 0 05 0 0 0 0 M,(0)| |0
-1 0 0 -7.30E-10 0 0 i W@ 0 0 0 0 w() | |0
0 0 05 0 0 0 0 0 -05 0 3.75E-8 -250E-8| u.(h)| |0
0 0 -05 0 3.75E-8 250E-8 0 0 05 0 0 0 Ju,h)| [o
N, (n)
V(h)
[Ms(h)]
(5.13)
[ w(0)
u2(0)
u’, (0)
1 0 0 0 0 0 -1 0 0 1.04E-10 0 0 N,(0) 0
0 05 © 0 0 0 0 -05 15 0 —-3.76E-8 3.76E-8 | V,(0) 0.00061
0 -05 -15 0 376E-8 376E-8 0 05 0 0 0 0 M,(0) | | 0.00061
-1 0 0 -104E-10 0 0 1 0 0 0 0 0 w/2)| | o
0 0 05 0 0 0 0 0 -05 0 3.76E-8 —250E-8| ux(1/2)| |-0.00081
0 0 -05 0 376E-8 250E-8 0 0 05 0 0 0 Juw,(72)| | 0.00081
N,(1/2)
V,(1/2)
[Ms(1/2)]
(5.14)
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En la columna:

u(0)=0
62(0)= 0
uz'(0)=0

Las condiciones de frontera para el portico simple, son los siguientes:

En la viga:

uz'(h)=uz'(0)
uz'(1/2)=0
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(5.15)

Reemplazar (5.15) en (5.13) y (5.14) y resolver el sistema de ecuaciones para
determinar las variables desconocidas:

N,(0)= —64,746.00N
V,(0)=-19,679.60N
M,(0)=27,551.50N.m
N, (h)=—64,746.00N
V,(h)=-19,679.60N
M, (h)=55103.00N.m
uz(h)=0.00002m
u2'(h)=-0.000047rad
uz'(h)=-0.000047rad
N,(1/2)=—-19,679.60N
V,(1/2)=0.00N

M, (1/2) = 42,016.00N.m
uz(1/2)=0.0019m

(5.16)

Para determinar los momentos flectores, fuerzas cortantes, fuerzas axiales, giros y
desplazamientos en el dominio del portico se emplea los resultados (5.16) y las
ecuaciones (2.3.17) y (2.5.51):

55.1 kN.m

<
Q

0.00002m
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\ﬂ
64.7 kN -]~ 19.3 kN

Fuerzas axiales Fuerzas cortantes
Fig. 5.7. Leyes de fuerzas internas y deformacion del pértico simple

En la Tabla 5.6 se muestra una comparacion de las fuerzas internas y deflexiones en
la viga y la columna del pértico simple, obtenidas con el MEF y el software SAP 2000
para el analisis estructural del portico, empleando elementos tipo frame.

Tabla 5.6 Comparacion de resultados

PUNto Métodq ’de los elementos de contorno _ SAP 2000
Deflexion (m) Momento (kN.m) Deflexion (m) Momento (kN.m)
Extremo A 0.00 27.55 0.00 26.20
Extremo B 0.00002 55.10 0.000021 54.70
Extremo C 0.0019 42.01 0.0019 42.40

5.2.4. Parrilla empotrada en los extremos

En la fig. 5.8 se muestra un modelo de la estructura, la cual es denominada viga V con
los extremos empotrados; asimismo, en la tabla 5.7 se detallan los datos geométricos,
cargas y propiedades del material.

Tabla 5.7 Datos geométricos, carga y propiedades del material

Geometria Cargas Propiedades del material
- Médulo de
Seccion A, (m?): 0.25x0.50 | p, (N/m): 21,582.00 | gasticidad E_(MPa) 23,000.00
C
. Médulo de
Longitud |, (m): 6.00 elasticidad G, (MPa) | 10:000.00
Modul Poi
Longitud |, (m): 4.20 U°d“ 0 de Poisson 0.15

Para calcular el momento polar de la seccion rectangular se emplea la siguiente
relacion:

3, =kh’

oo 122 5 2]

5
7o b7z n
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Fig. 5.8. Parrilla empotrada en los extremos
h :Peralte de la seccidn
b :Base de la seccion

Determinar el valor de k para una seccion de 0.25x0.50 m?:

k:l{l—g@ 3 %tanh(o'%””ﬂ:o.zzsas

1.00

Determinar el momento polar:
N = 0.22868(0.50)3 (0.25)=0.00179

Definicion de grados de libertad de las barras:

5
A6
1 \4
>>
4

7
>

Nl

Primeramente empleamos las ecuaciones (2.4.24) y (2.5.51) y para los dos tramos se
tiene:
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(
1 0 0 0 0 0 -1 0 0 335E-7 0 0 M, (0) 0.00
0 05 0 0 0 0 0 -05 3 0  -301E-7 150E-7 || V,(0) | | 0.00973
0 -05 -3 0 301E-7 150E-7 0 05 0 0 0 0 M, (0)| | 0.00973
-1 0 0 -336E-7 0 0 1 0 o0 0 0 0 o, (1)| | 000
0 0 05 0 0 0 0 0 -05 0 1B0E-7 -5.01E-8 | u,(l,) | |-0.00648
0 0 -05 0 150E-7 501E-8 0 0 05 0 0 0 w(l)| L 0.00648

M, (L)

Va (L)

[Ma (L))
(5.9)

[ @,(0) ]

u2(0)

uz'(0)
1 0 0 0 0 0 -1 0 0 235E-7 0 0 M, (0) 0.00
0 05 0 0 0 0 0 05 21 0  -103E-7 7.36E-8 || V,(0) | | 0.00233
0 05 -21 0 103E-7 7.38E-8 0 05 0 0 0 0 M, (0) | | 0.00233
-1 0 0 -23E-7 0 0 1 0 0 0 0 0 o,(,) || 0.00
0 0 05 0 0 0 0 0 05 0 7.36E-8 -351E-8|| u,(l,) | [-0.00222
0 0 -05 0 7.36E-8 351E-8 0 0 05 0 0 0 0(,) | L 000222

M, (1)

VZ(IZ)

[Ms (1)
(5.10)

Las condiciones de frontera para una parrilla empotrada en los extremos son los
siguientes:

Viga de longitud |, :

(1)1(0):0
u=0
Uz'=

Viga de longitud 1,:

0
,)=0 (5.11)
l,)=0

Reemplazar (5.11) en (5.10) y (5.9) y resolver el sistema de ecuaciones para determinar
las variables desconocidas:
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M, (0) = —28,500.90N.m
V,(0)=108,278.00N

M, (0)=-241,518.00N.m
M, (I,)=-28,500.90N.m
V,(I,)=-21,213.70N

M, (1,)=19,675.80N.m

@, (I,)=-0.00957rad
uz(l,)=0.027m
u2'(l,)=0.00463rad

M, (l,)=-19,675.80N.m
V,(l,)=111,857.00N
M,(I,)=-307,952.00N.m

(5.12)

Para determinar los momentos flectores, fuerzas cortantes, giros y desplazamientos en
el dominio de la parrilla se emplea (5.12) y la ecuacion (2.3.33):

307.95 kN.m

241.51 kN.m

&

M 1067knm  285KNm

Momentos flectores

O,
%

28.5 kN.m X

19.67 kN.m

Momentos torsores

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




‘\ﬂNEgﬂl
PONTIFICIA

)
Yl %
TESIS PUCP g gs égi_\géiﬁgﬁm

111.86 kN

21.21 kN
. 1l
Ul
108.28 kN Fuerzas cortantes

AN\

0.0096rad

0.0046rad

Deformada
Fig. 5.9. Leyes de fuerzas internas y deformacion de la parrilla

5.1.  Aplicacion en problemas bidimensionales

5.2.1. Losa cuadrada empotrada en sus bordes

En la fig. 5.10 se muestra un modelo de la estructura denominada losa delgada con los
extremos empotrados; ademas, en la tabla se presentan los datos geométricos, cargas
y propiedades del material.

Tabla 5.8 Datos geométricos, carga y propiedades del material

Geometria Cargas Propiedades del material
N Médulo de
Lado @ (m): 0.25x0.50 | g (N/m?): 5,000.00 | gjasticidad £ (MPa) |  23.000.00
C
Modul Poi
Espesor h (m): 095 Uodu o0 de Poisson 0.15

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




‘\ﬂNEgﬂl

S+l % UNIVERSIDAD
TESIS PUCP % UNIVERSID

DEL PERU

O e

Q
o
>
TR AR R AR R A A XA AR X
=

S e

PLADTAR AN L DA A A A LA

-
% *|

o

Fig. 5.10 Losa cuadrada

Primeramente, el programa MBEM desarrollado en el Matlab (revisar el anexo B),
solicita los datos geométricos, cargas y propiedades del material. De la misma forma,
solicita el nimero de elementos para la divisién del contorno de la losa, la
descomposicion de la losa se muestra en la fig. 5.11.

10 %

oF +
8t +
% +
6F +
5% +
4¥ +
3t +
2% +
1+ . +
0 + + + + + + + + +

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. 5.11 Descomposicion de la losa cuadrada por 40 elementos linea

Asimismo, el programa MBEM desarrolla la metodologia del método de los
elementos de contorno para el analisis estructural de las losas, la cual fue descrito en
el capitulo 3, obteniendo como resultados las fuerzas internas y las deflexiones en el
dominio de la losa, en las figuras 5.12 y 5.13 se muestra el diagrama de desplazamiento
y el diagrama de momentos flectores, respectivamente.
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1 2 i 4 H b 1 §

Fig. 5.12 Diagrama de los desplazamientos W (m)

0 1 l b 4 § i i § § 1

Fig. 5.13 Diagrama de los momentos flectores M, (kN.m)

En las tablas 5.9 y 5.10 se muestran una comparacion de los desplazamientos,
momentos flectores y fuerzas cortantes obtenidas con el MEC y el software SAP 2000
para el andlisis de la losa, empleando elementos tipo plate.

Tabla 5.9 Comparacion de resultados

Meétodo de los elementos de contorno SAP 2000
Punto - Momento Mx -, Momento Mx
Deflexion (m) (KN.m) Deflexion (m) (KN.m)
A 0.0021 11.45 0.0022 11.55
B 0.00 -7.75 0.00 -7.70
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Fig. 5.14 Diagrama de las fuerzas cortantes QX (kN)

Tabla 5.10 Comparacion de resultados

Meétodo de los elementos de contorno SAP 2000
Punto Momento My Momento My
(kN.m) Cortante Qy (kN) (kN.m) Cortante Qy (kN)
A 11.45 0.00 11.55 0.00
B -25.90 30.16 -25.65 31.10
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CAPITULO 6. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
6.1. Conclusiones

Del presente trabajo se desprenden las siguientes conclusiones:

1. Elmétodo de los elementos de contorno desarrollado para el analisis estructural
de elementos estructurales unidimensionales y bidimensionales es eficiente
porque los desplazamientos y las fuerzas internas son similares a los obtenidos
mediante métodos analiticos.

2. El método de los elementos de contorno para el estudio de elementos
estructurales unidimensionales no presenta ventajas con respecto a los métodos
clésicos de analisis de vigas.

3. El método de los elementos de contorno es robusto para el estudio de losas
porgue reduce el nimero de elementos en la descomposicién de la estructura,

la cantidad de la capacidad de memoria computacional y el tiempo de analisis.

6.2. Recomendaciones

A partir de las conclusiones obtenidas, se recomienda las siguientes lineas de

desarrollo futuro:

1. El método desarrollado es recomendado para el desarrollo de andlisis de losas
con espesor variable.

2. Implementacion del programa MBEM para el analisis de losas con formas
circulares, elipticas y de formas arbitrarias mediante la teoria de NURBS
(NonUniform Rational B-Spline).

3. Implementacién del método de los elementos de contorno mediante la filosofia

de la programacion paralela.
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