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RESUMEN

El presente trabajo de investigacion tiene por objetivo analizar las creencias sobre
demostracion matematica que poseen profesores de Educacion Secundaria. Para alcanzar este
objetivo desarrollamos la investigacion con doce profesores de Matematica de colegios de
secundaria de distintas ciudades del Perd, que cursan una maestria en una universidad privada.
Nos basamos en Reid & Knipping, Godino y Recio, Hersh, Stylianides, de Villiers, Hanna,
entro otros como marco tedrico y en Martinez, Ponte, Herndndez, Fernandez & Baptista y
Andrade entre otros como marco metodoldgico. En cuanto a la metodologia del estudio de
casos, los datos son obtenidos por medio de entrevistas semiestructuradas en dos etapas. En la
primera etapa las entrevistas con preguntas abiertas sobre las demostraciones matematicas, su
importancia y roles en la ensefianza en la educacidon secundaria y la segunda etapa con
preguntas cerradas sobre la evaluacion de argumentos que demuestran tareas especificas, con
el fin de analizar sus coincidencias o contradicciones en ambas etapas. Observamos que los
docentes expresan significados sobre la demostracion matematica diferentes a los expresados
cuando valoran argumentos demostrativos. Finalmente los docentes reconocen algunos de los

roles que desempefia la demostracién matematica en su trabajo de ensefianza en la escuela.

Palabras clave: Demostracion matematica, Creencias de profesores, roles de la demostracién

matematica.
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ABSTRACT

This research aims to analyze beliefs about mathematical proof that middle and high school
teachers have. To achieve this objective we develop research with twelve high school
mathematics teachers from different cities of Peru who are pursuing a master's degree in a
private university. We rely on Reid & Knipping, Godino and Recio, Hersh, Stylianides, de
Villiers and Hanna, among others as a theoretical framework and Martinez, Ponte, Hernandez
Fernandez & Baptista and Andrade among others as a methodological framework. As for the
study of the methodology cases, data is obtained through semi-structured interviews in two
stages. In the first stage, the interview consists of open questions about mathematical proofs,
its importance and role in middle and high school teaching. The second stage consists of
closed questions on the evaluation of arguments that demonstrate specific tasks, in order to
analyze their similarities or contradictions in both stages. We also noted that teachers express
different meanings about mathematical proof than when they’re assessing the demonstrated
arguments. Finally teachers recognize some of the roles played by mathematical proof in their

teaching job at the school.

Keywords: mathematical proof, Beliefs Teachers’, roles of mathematical proof.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : gx_}\éeagﬁmn

DEL PERU

LISTA DE FIGURAS

Figura 1. Tres demostraciones para "impar + impar = Par” ........ccccccovveevenieeresieeseesesieeseeneens 27
Figura 2. Demostracion qUE VEITICA .........cceiieiiiie et 29
Figura 3. Demostracion qUE EXPIICA . .......cceivririiiieiresieie e 30
Figura 4. Demostracion qUE EXPIICA .........ceiviiriirieiiesieie e 30
Figura 5. Demostracion qUE XPIICA........c.ciueiieeieeie e eic st sre e 30
Figura 6. Demostracion para la suma de los “n” primeros enteros poSitivos...........ccvevverveennens 40
Figura 7. Demostracion para la suma de los “n” primeros enteros positivoS..........cccevververenenn. 41
Figura 8. Demostracion para la suma de los “n” primeros enteros positivoS..........cccocververeeene. 41
Figura 9. Demostracion para la suma de los “n” primeros enteros positivoS..........cccueeevrereennn 42
Figura 10. Demostracion para la suma de los “n” primeros enteros positivos ............cceevveeenne 42
Figura 11. Demostracion para la suma de los “n” primeros enteros positivos.............cc.cee.... 43
Figura 12. Demostracion para la suma de los &ngulos interiores de un tridngulo.................... 44
Figura 13. Demostracion para la suma de los angulos interiores de un tridangulo.................... 44
Figura 14. Demostracion para la suma de los angulos interiores de un triangulo.................... 45
Figura 15. Demostracion para la suma de los &ngulos interiores de un tridngulo................... 45
Figura 16. Demostracion para la suma de los &ngulos interiores de un tridngulo.................... 46
Figura 17. Demostracion para la suma de dos nimeros naturales pares es par............ccccoeeu... 46
Figura 18. Demostracion para la suma de dos nimeros naturales pares es par............ccceeu... 46
Figura 19. Demostracion para la suma de dos nimeros naturales pares es par..........cc.ccceeueeee. 47
Figura 20. Demostracion para la suma de dos nimeros naturales pares es par..........c.c.cccceue.ee. 47
Figura 21. Demostracion para la suma de dos nimeros naturales pares es par............ccceeu... 47
Figura 22. Demostracion para la suma de dos nimeros naturales pares es par............cccceeu... 48
Figura 23. Demostracion para la suma de dos numeros naturales pares es par...........cc.ccoeeeeene 48
Figura 24. Respuesta de Orlando a la segunda pregunta. ..........coceveieninenieiene e 49

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : gx_}\éeagﬁmn

DEL PERU

LISTA DE TABLAS

Tabla 1. INformacion Personal............cocoiiiiiiiiiieie e 37
Tabla 2. Escala de valoracion para 10S ArgUMENTOS..........cc.eieerieeiieiiieseerieseeseesie e 39
Tabla 3. Respuesta a la primera PreguNTa........o.ooeiieiieieeee s 50
Tabla 4. Respuesta a 1a Segunda PreguNTa...........cooeiirerieieiieiee s 51
Tabla 5. Respuesta a la tercera PregUNTa ........cccveieeeeiieieeieceese e 53
Tabla 6. Respuesta a la cuarta PreguNTa .........ccvecveieieeieee e 54
Tabla 7. Respuesta a la quinta PregUNTA ..........cooreriiiiieiee e 55
Tabla 8. Respuesta a 1a SEXta PreQUNTA .........cceiiiiriiiiieieie e 56
Tabla 9. Respuesta a 1a 0Ctava PregUNTA...........cceiieieiieieeie ettt 57
Tabla 10. Respuesta a la pregunta 1 del Participante 4 ..........ccccoveveiieiieieiic s 59
Tabla 11. Respuesta a la pregunta 2 y 3 del participante 4 ...........cccoovviiiiieieienc e 60
Tabla 12. Respuesta a la pregunta 4 del participante 4 ............cccovvrievieeienieseene e 61
Tabla 13. Respuesta a la pregunta 5 del participante 4 ...........cccocevveivevesesecce e 61
Tabla 14. Respuesta a la pregunta 6 del participante 4 ............ccoooevveveeie s 62
Tabla 15. Respuesta a la pregunta 7 del Participante 4 ..........cccccvvveiniineie s 63
Tabla 16. Respuesta a la pregunta 8 del participante 4 ...........ccccvevveieiiieieseseee e 63
Tabla 17. Respuesta a la pregunta 9 del Participante 4 ............ccooovv i 64
Tabla 18. Calificacion al argumento 1.1 del Participante 4 .............cccoovveveiieieece e, 65
Tabla 19. Calificacion al argumento 1.2 del Participante 4............ccocooevveieineneneeeennn. 65
Tabla 20. Calificacion al argumento 1.3 del Participante 4 .........cccooveeiereincierne e 66
Tabla 21. Calificacion al argumento 1.4 del Participante 4 ..........c..cccovveveiicveece e, 66
Tabla 22. Calificacion al argumento 1.5 del Participante 4 .............cccooveveiieveecece e, 67
Tabla 23. Calificacion al argumento 1.6 del Participante 4 ..........ccocvvvivieieienese e 67
Tabla 24. Calificacion al argumento 2.1 del Participante 4 ..........ccocvvvvevinieienesc e 67
Tabla 25. Calificacion al argumento 2.2 del Participante 4 .............cccooveveiieveece e, 68

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : gx_}\éeagﬁmn

DEL PERU

Tabla 26. Calificacion al argumento 2.3 del Participante 4 .........cccooeiereneieiseneeeseee 68
Tabla 27. Calificacion al argumento 2.4 del Participante 4 .........cccooeieriine e 68
Tabla 28. Calificacion al argumento 2.5 del Participante 4 ..........c.ccccovvevevievieece s 68
Tabla 29. Calificacion al argumento 3.1 del Participante 4 ..........ccccccovvveveiienieene e 69
Tabla 30. Calificacion al argumento 3.2 del Participante 4 .........cccooeierineneineneeesee 70
Tabla 31. Calificacion al argumento 3.3 del Participante 4 .........cccoeeieriincieineneeeseee 70
Tabla 32. Calificacion al argumento 3.4 del Participante 4 ..........c.ccccvveveiievieene e 70
Tabla 33. Calificacion al argumento 3.5 del Participante 4 ..........c..cccooveveviieiieece s 70
Tabla 34. Calificacion al argumento 3.6 del PartiCipante 4 .........cccooevereiincinnseneeesee 71
Tabla 35. Calificacion al argumento 3.7 del Participante 4 ..........cccoooeverenenenneneeesee 71
Tabla 36. Calificacion al argumento 4.1 del Participante 4 ..........cc.cccvvveveiiievieeve e 72
Tabla 37. Respuesta a la pregunta 1 del Participante 10 ..........cccevviieiieie i 73
Tabla 38. Respuesta a la pregunta 2 del Participante 10 ..........ccccovvvieiieviniieneee e 73
Tabla 39. Respuesta a la pregunta 3 del Participante 10 ........cccccovviiiiieienieneee e 74
Tabla 40. Respuesta a la pregunta 1 del Participante 10 ..........cccoceiieiieieiiicseece e 75
Tabla 41. Respuesta a la pregunta 5 del Participante 10 ..........cccocviviiieie i 75
Tabla 42. Respuesta a la pregunta 6 del Participante 10 .........ccccovvviiiiierenieseere e 76
Tabla 43. Respuesta a la pregunta 1 del Participante 10 ..........cccovvviriienesieneee e 76
Tabla 44. Respuesta a la pregunta 8 del Participante 10 ........cccccevvvieiiieresiieseere e 77
Tabla 45. Respuesta a la pregunta 9 del Participante 10 ..........cccoeviiiiieie e 78
Tabla 46. Calificacion al argumento 1.1 del Participante 10 ...........cccocveveiiieiiece e, 79
Tabla 47. Calificacion al argumento 1.2 del Participante 10 .........ccccooeiereiiiiinneeneseeeee 79
Tabla 48. Calificacion al argumento 1.1 del Participante 10 .........cccoovviviiinienenc e 79
Tabla 49. Calificacion al argumento 1.4 del Participante 10 ...........cccooveveiieiiece e, 79
Tabla 50.Calificacién al argumento 1.5 del Participante 10 ..........c.cccoovveveiiieiieie e, 80
Tabla 51. Calificacion al argumento 1.6 del Participante 10 .........c.ccoovvovvieinienesc e 80

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




5 % | Roan
TESIS PUCP % CATOIICA
Tabla 52. Calificacion al argumento 2.1 del Participante 10 .........ccccooeieriiineiiinireeeeee 80
Tabla 53. Calificacion al argumento 2.2 del Participante 10 .........ccccooeieriiiiiiiisereneeeee 81
Tabla 54. Calificacion al argumento 2.3 del Participante 10 ...........ccccocveveiievieene e 81
Tabla 55. Calificacion al argumento 2.4 del Participante 10 ...........ccccocveveiiieiieene e 81
Tabla 56. Calificacion al argumento 2.5 del Participante 10 ..o 82
Tabla 57. Calificacion al argumento 3.1 del Participante 10 .........ccccoeieriiiniininieneeeree 82
Tabla 58. Calificacion al argumento 3.2 del Participante 10 ...........ccccocveveiievieene e 82
Tabla 59. Calificacion al argumento 3.3 del Participante 10 ...........ccccocveviiieiieere e 83
Tabla 60. Calificacion al argumento 3.4 del Participante 10 .........ccccoceieieiniinneineeeeee 83
Tabla 61. Calificacion al argumento 3.5 del Participante 10 .........ccccocevereiinieienniinereee 83
Tabla 62. Calificacion al argumento 3.6 del Participante 10 ............ccccceveiiieieere e, 84
Tabla 63. Calificacion al argumento 3.7 del Participante 10 ...........cccccveieiiieieeie e 85
Tabla 64. Calificacion al argumento 4.1 del Participante 10 .......ccccooeieriineinisineeeeee 86

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




s'\-\‘_}:w;-s%% PONTIFICIA
TESIS PUCP % UNIVERSIDAD

DEL PERU

INDICE
LISTA DE FIGURAS ...ttt et e et s e e e e e e e e eeraneeaeens 6
LIS T A DE T AB L AS .ottt e e et r e e e ee s e eeeenaaaeeeeens 7
INDICE. ... ettt ettt ettt ettt et ettt et et e et et eteeeee e eeenene 10
CONSIDERACIONES INICIALES ...t a e 11
CAPITULO 1: PROBLEMATICA ..o oo eeeeeer e e 12
1.1 Y AN g (Lot [ a1 TR 12
1.2 0TSy ] 0= T [0 o PR 18

CAPITULO II: ELEMENTOS TEORICOS Y METODOLOGIA

EMPLEADOS. ...t 23
2.1 DemostraCion MAEMALICA ..........cervrreiiieiiieeieie sttt 23
2.2 Roles de 1a demMOSLIACION. .........cciiiiiiiiciie e 28
2.3 Metodologia de INVESHIGACION ........cceeveiieiiieieiiecie et sre e 34

CAPITULO 111: EXPERIMENTO Y ANALISIS ..o, 37
3.1 Descripcién de los participantes del eStudio ...........cocveieiiiiiciic i 37
3.2 ReCOIECCION AE TALOS.......cuiviiiiieiiicic e 38
3.3, ANALISIS & 10S JALOS.......coiviiiieiieeie e 49

CONSIDERACIONES FINALES ... 88

RETEIENCIAS ...t 89

ANIEXOS ..ttt 93

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : gR'%Eﬁ?:fAD

DEL PERU

CONSIDERACIONES INICIALES

En esta investigacion estamos interesados en analizar las creencias que poseen profesores de
matematica de educacion secundaria sobre demostracion matematica. Dado que, las
demostraciones matematicas son consideradas en las recientes reformas curriculares en
diferentes paises, pensamos que realizar una investigacion sobre este tema es pertinente ya
que en el Peru deberia ser tomado en cuenta este tema de manera mas visible en la Educacion

Basica Regular.

Para el desarrollo de este estudio presentamos la siguiente estructura que consta de tres
capitulos:

En el primer capitulo presentamos el problema de investigacion en el cual se evidencian
investigaciones relacionadas con nuestro objeto de estudio las demostraciones matematicas,
los cuales nos exponen las concepciones y creencias que tienen los docentes respecto de ellas,
ademas revisamos investigaciones sobre las creencias en investigacion matematica; también
mostramos la justificacion del tema de investigacion, que contiene la revision de los

documentos oficiales de la Educacion Basica Regular del Per(, la pregunta y los objetivos.

En el segundo capitulo presentamos los elementos tedricos y metodoldgicos. En cuanto a los
aspectos teoricos, presentamos aquellos que se relacionan con nuestro objeto de estudio y
nuestros objetivos, las diferentes perspectivas de las concepciones de las demostraciones
matematicas y los roles que éstas cumplen. Sobre la metodologia de la investigacion,

presentamos los aspectos del estudio de casos que utilizamos en la tesis.

En el tercer capitulo presentamos primero la descripcion de los sujetos participantes en la
investigacion, la técnica de recolecciébn de datos, las respuestas esperadas a las
argumentaciones evaluadas por los docentes con los respectivos argumentos que demuestran
los problemas planteados y finalmente la organizacién de los datos recogidos y sus

respectivos analisis.

Por Gltimo, presentamos las consideraciones finales del estudio en concordancia con los

elementos tedricos y metodoldgicos, la pregunta de investigacion y los objetivos.
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CAPITULO I: PROBLEMATICA

En este capitulo presentamos la problematica de investigacion relacionada con nuestro objeto
de estudio. Para ello, presentamos investigaciones sobre concepciones y creencias de la
demostracion matematica por docentes de educacion secundaria realizados previamente y en
el contexto de otros paises. Ademas, realizamos una revision del Disefio Curricular Nacional
(DCN) en la parte de la fundamentacion del area de matematica y en la organizacion de las
capacidades transversales de razonamiento y demostracion, con los contenidos para analizar
la relacion con nuestro objeto de estudio. Revisamos también, la fundamentacion del area y
los roles del docente y estudiante en la Guia de Orientaciones para el trabajo Pedagdgico
(OTP). Ademas, presentamos un resumen de los resultados de la evaluacion efectuada por la
Unidad de Medicion de la calidad (UMC) del PerG a estudiantes del quinto afio de secundaria
(estudiantes entre 15 y 16 afios de edad). Finalmente, presentamos la pregunta de
investigacién y sus respectivos objetivos.

1.1 Antecedentes

Exponemos los antecedentes organizados en dos partes: la primera parte, esta formada por
investigaciones en Educacion Matemética que tratan sobre demostracion matematica. La
segunda parte, contiene definiciones de creencias en investigaciones del area y que

tomaremos como base en nuestro estudio.
Investigaciones sobre demostracion matematica

La demostracion matematica es un tema de interés para la comunidad de educadores
matematicos a nivel internacional tales como Reid & Knipping (2010), Hanna & de Villiers
(2012), Stylianides (2007) entre otros. Es asi que eventos de alto prestigio como los grupos
Theory of Mathematics Education (TME), Psychology of Mathematics Education (PME),
Congress of European Research in Mathematics Education (CERME), Interamerican
Conference on Mathematics Education (ICME), tiene entre sus grupos de trabajo uno
denominado “Topic Study Group” cuyos miembros se encargan de presentar y discutir
investigaciones enfocadas en el Razonamiento y la demostraciébn matematica y que son

Ilevadas a cabo por educadores matematicos de distintas partes del mundo.

Respecto a los docentes, también se ha venido investigando cémo conciben ellos las
demostraciones matematicas para que ello determine en los estudiantes sus propias
concepciones de las matematicas y de su propio aprendizaje, como es el caso de Mingus y
Grassl (1999), Knuth (2002), Furinguetti y Morselli (2009), Frasier (2010), entre otros.
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Hanna y De Villiers (2012) nos presentan algunos estudios sobre las concepciones y creencias
de las demostraciones matemaéticas de los docentes en ejercicio y también de los matematicos,
realizados por algunos investigadores. Es el caso de Mingus y Grassl (1999; citado en Hanna
y de Villiers, 2012) quienes realizaron un estudio con 30 maestros en pre servicio de la
escuela de primaria y 21 estudiantes de la carrera de educacidn secundaria con especialidad en
matematicas. Los investigadores pidieron a los participantes que expresen lo que constituye
una demostracion y les preguntaron sobre el rol de la demostracion en matematicas. En sus
definiciones de la demostracion, los docentes de educacion secundaria destacaron el poder
explicativo, mientras que los docentes de educacion primaria lo centraron en la verificacion.
La mayoria de los participantes también sefialaron la importancia de la demostracion para
ayudar a los estudiantes a comprender las matematicas que estan haciendo. Por otra parte, los
docentes de educacion secundaria también consideraron el rol de la demostracion para el
mantenimiento y la promocidn de la estructura de las matematicas (p. 177). Ademas, el 69%
de los profesores en formacion en dicho estudio abog6 por la introduccién de la demostracion
antes de clases de geometria del décimo grado. Y el primer grupo de profesores de primaria
reconocio que la falta de exposicion al razonamiento formal en sus estudios de secundaria y

preparatoria afect6 su capacidad de aprender a leer y construir demostraciones" (p. 178).

Otro estudio revela diferentes creencias sobre el rol de la demostracion. Furinguetti y Morselli
(2009) investigaron como los profesores de secundaria tratan las demostraciones en el aula, y
qué factores (especialmente las creencias) afectan a ese tratamiento. En un estudio cualitativo
de diez casos a través de entrevistas individuales, semiestructuradas, los docentes investigados

manifiestan como primer punto para entender si la demostracion se trata en el aula

Nueve de los diez maestros declararon que tratan la demostracién en el aula. El Gnico
maestro que declar6 no tener que lidiar con la demostracion dijo que la prueba no se
trata, porque la geometria euclidiana no esta en el programa de su tipo de escuela.
También otros docentes se refieren principalmente a la geometria euclidiana, como el
dominio mas adecuado para la ensefianza de la demostracion. Esto pone en evidencia
la presencia de creencias sobre la demostracion y la geometria: la geometria es el
dominio ideal para la ensefianza de la demostracién, la ensefianza de la demostracién
se limita a la geometria. (Furinguetti y Morselli, 2009, p.170)

El siguiente punto a entender es como se trata la demostracién. Se han identificado dos
tendencias: la demostracion en la ensefianza de teoremas, frente a la ensefianza de como
demostrar y ensefiar a través de la demostracion. En el primer caso, observan la demostracion
como medio de hechos matematicos convincentes y sistematizados, mientras que en el

segundo caso la demostracion es principalmente un medio para promover la comprension
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matematica. De acuerdo a su marco tedrico, manifiestan que el primer enfoque se centra en la

demostracion como un producto, mientras que, en el segundo, se centra en el proceso (p. 170)

Furinguetti y Morselli (2009), sefialan en su estudio de casos que la ensefianza de la
demostracion se ve influenciada por las creencias especificas sobre la demostracion y por una
gama de creencias. Ademas indican que los maestros que entrevistaron se encuentran
sumamente influenciados por sus creencias sobre la naturaleza de las matematicas y otros
estan influenciados por sus creencias sobre la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

Los autores, sefialan que la investigacion sobre las creencias acerca de la demostracion no
solo debe centrarse en las creencias de deteccion, sino también en la comprension de sus
origenes. Recalcan ademas que las creencias que afectan a la ensefianza de la demostracion no
estan limitadas a las creencias acerca de la demostracion. Como consecuencia al respecto se
refieren a los programas de formacion del profesorado. Por un lado, parece complejo ensefiar
a demostrar y por otro, la ensefianza de la demostracion debe ser el foco de cualquier
programa de formacion docente, ya que representa afrontar a la ensefianza de las matematicas
desde un punto de vista eficiente. Por tal razén la investigacién sugiere que las
demostraciones deben ser tratadas con mayor intensidad en programas de desarrollo

profesional del docente.

Por otro lado, Knuth (2002a) realiz6 una investigacion a dieciséis docentes de matematicas de
educacién secundaria sobre sus concepciones de la demostracién, recogiendo los datos a
través entrevistas y de respuestas escritas a ejercicios disefiados por el investigador, enfocados

en la demostracion matematica.

El autor, hall6 que los maestros especifican que las demostraciones matematicas juegan varios
roles, como, por ejemplo, para explicar que un enunciado es verdadero, para crear, comunicar
y sistematizar las matematicas, etc. (p. 399). Esto indica, segun el investigador, que los

docentes si tenian una poderosa comprension de los roles de la demostracion, la que concluye

Tal vez si los maestros prestaran atencion explicita a estos roles durante su
instruccién, proporcionarian a sus estudiantes experiencias en el aula con la
demostracion que les permitirian ir mas alla de las concepciones limitadas de
demostracién que los estudiantes han desarrollado tradicionalmente. (Knuth, 2002a,
p. 399)

Por otro lado, el investigador encontr6 que los maestros mencionan, quizd algo mas
importante pedagdgicamente, la promocién o desarrollo de la comprensién matematica como

una de las funciones de la demostracion, la que, entre los roles, esta ausente y que tiene que
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ver con sus experiencias como docentes (p. 399). Estas experiencias deben ser fortalecidas en

los docentes desde su formacion, como lo manifiesta el investigador

Los maestros necesitan, como los estudiantes, experimentar la demostracién como una
herramienta significativa para el estudio y aprendizaje de las matemaéticas. Las
experiencias de esta naturaleza pueden influir en las concepciones de la demostracion
que desarrollan como maestros, y estas ideas, a su vez, pueden influir en las
experiencias con la demostracion que sus estudiantes encontrardn en su aula de
matematicas de la escuela secundaria (Knuth, 2002a, p. 403).

De acuerdo con la cita, las demostraciones matematicas deben estar incluidas en la formacion
del profesorado para que sus concepciones cambien en bien posterior del estudiante.
Finalmente, el investigador agrega, “La investigacion futura debe explorar mas a fondo las
concepciones de la demostracion que los maestros deben tener, ya que ayudan a los

estudiantes a aprender a razonar matematicamente” (Knuth, 20022, p. 404).

También, tenemos a Frasier (2010) quien realizé un estudio a 374 profesores de matematica
de secundaria en servicio con el propdsito de investigar las concepciones de los profesores y
de sus préacticas con la demostracion matematica. Con la intensién de obtener datos
cuantitativos sobre el problema a investigar, con la expectativa de la disponibilidad de los
docentes a proporcionar informacién para generalizar los resultados a una poblacion mayor

para lo cual nos indica:

Existe una necesidad en la comunidad de la educacion matematica para desarrollar una
medida cuantitativa de la medida en que los problemas identificados y descritos por
Knuth son representativos de todos los profesores de matematicas de secundaria en
servicio. Ademas, se sabe poco acerca de como los maestros utilizan la demostracion
en su ensefianza, con qué frecuencia los maestros usan la demostracién en su
ensefianza, y qué factores (incluyendo sus concepciones) estan relacionados con cémo
los profesores utilizan la demostracién en su ensefianza (Frasier, 2010, p. 6).

Teniendo como hallazgos en esta investigacion cuatro aspectos importantes los cuales nos

manifiesta en la siguiente cita

Los hallazgos de este estudio sugieren que las concepciones de la demostracién de los
profesores se componen de cuatro componentes principales: (i)la capacidad los
docentes de comprender, producir y apreciar el valor de las demostraciones
matematicas, (ii) la importancia de las concepciones de la demostracion en los
docentes de matematicas, (iii) las percepciones de los profesores sobre la capacidad de
los estudiantes para entender la demostracion, (iv) la conciencia intelectual de los
maestros sobre la filosofia, la historia y las normas de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. Practicas en el aula de los docentes reportados con la demostracion
parecen variar de acuerdo con el nivel de habilidad académica de los estudiantes, asi
como la sub-disciplina matemaética en particular que se ensefia. Estos hallazgos tienen
implicaciones para los profesores, formadores de profesores, autores de libros de
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texto, y los que crean las normas de ensefianza y aprendizaje, asi como la
demostracion patrocinada por el gobierno (Frasier, 2010, p.iii).

Frasier (2010) resume sus hallazgos en los siguientes puntos, abordando concepciones de la
demostracion de los docentes de matematicas de secundaria en la educacion matematica, (a)
se encontraron concepciones de los maestros, de la importancia de la demostracion en la
educacion matematica a estar intimamente relacionado con los profesores, concepciones de la
importancia de la demostracion en la disciplina de las matematicas, asi como a los
concepciones de los profesores de la posibilidad de la demostracion como un medio para
ayudar a los estudiantes a desarrollar sus habilidades de pensamiento logico, (b) las
concepciones de los profesores sobre la importancia de la demostracion en la educacion
matematica fueron diferentes segun los niveles académicos de los estudiantes, (c) los maestros
informaron que ellos creian que una porcion de la poblacion estudiantil son intelectualmente
incapaces de comprender la demostracion matematica (d) los maestros creian que hay
estudiantes que son intelectualmente capaces de entender la demostracion, pero en realidad no
la logran comprender, (e) los profesores perciben que sus estudiantes tienen actitudes
negativas hacia la demostracion en general, (f) las concepciones de la importancia de la
demostracion varia segun el tema matematico particular que los profesores estan ensefiando,
(9) los maestros informaron que fueron convencidos de utilizar la demostracion en muchas
diferentes maneras, (h) los maestros informaron que en general estaban satisfechos con la
forma en que sus libros de texto direccionan la demostracion matematica, (i) los maestros
informaron que utilizaron la demostracion en su ensefianza en una variedad de maneras, (j) el
formato de dos columnas se observo que fue el formato dominante para el registro de los
argumentos de demostracion, (k) alrededor de la mitad de los participantes informaron que
utilizan el software de geometria dindmica en sus aulas, (I) los maestros informaron que en
general estan interesado en aprender méas acerca de la demostracion matematica, VY,
finalmente, (m), mientras que los miembros del NCTM eran méas propensos que los no
miembros estén familiarizados con las recomendaciones del NCTM relativos a la
demostracion, de que no eran méas propensos que los no miembros se pongan de acuerdo con

esas recomendaciones (p. 95).
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Creencias en investigaciones en Educacion Matemética

El término creencia ha sido definido y estudiado por muchos investigadores, entre los cuales
vemos coincidencias o diferencias para su significado. A continuacion mostramos algunas
definiciones de creencias y su relacién con el conocimiento que conciernen con nuestro

trabajo tomando finalmente una postura sobre ello.

Para Callejo & Vila (2003) Las creencias tienen componentes cognitivos, afectivos y la

definen como:

(...) un tipo de conocimiento subjetivo referido a un contenido concreto sobre el cual
versan; tienen un fuerte componente cognitivo, que predomina sobre el afectivo y
estan ligadas a situaciones. Aunque tienen un alto grado de estabilidad, pueden
evolucionar gracias a la confrontacién con experiencias que las pueden desestabilizar:
las creencias se van construyendo y transformando a lo largo de toda la vida. (p.181)

Como los autores lo manifiestan, las creencias pueden ir progresando cuando un docente esta
sujeto a nuevas experiencias que haran que éstas se desequilibren. Por lo tanto, las creencias

se van edificando y variando a lo largo de toda la vida.

Thompson (1992), subraya que es imposible distinguir las creencias de los conocimientos, ya
que "los profesores tratan a sus creencias como conocimiento” (p 127.), Y que es importante
tener en cuenta dos tipos de creencias: creencias sobre las matematicas y las creencias acerca
de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. Estos dos tipos de creencias estan
evidentemente vinculadas a conocimiento de los contenidos y el conocimiento didactico del
contenido y, como explica Thompson, puede tener un papel crucial para influir en la practica

docente de los profesores.

Por otro lado, Cabassud, Conner, Iscimen, Furinghetti, Jahnke, & Morselli (2012) En cuanto a
las creencias y conocimientos, asumen la posicion que es expresada por el siguiente pasaje
por Leathan (2006):

De todas las cosas que creemos, hay algunas cosas que "sélo cree" y otras cosas que
"mas que crea la conocemos" Esas cosas que "mas que creemos" que nos referimos
como el conocimiento y esas cosas que "simplemente creemos” nos referimos como
creencias. Asi creencias y conocimientos de manera rentable pueden ser vistos como
subconjuntos complementarios de las cosas que creemos (p. 175).

Segun los autores, el conocimiento lo asumen como "“cosas que sabemos, son aquellos que se
basan en un acuerdo social dentro de una comunidad determinada (para las matematicas, la

comunidad de matematicos)” (p. 175)
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Ademas, siguen la misma linea de, Philipp quien “describe el conocimiento como "creencia
con certeza o creencia verdadera justificada. Lo qué es el conocimiento para una persona
puede ser creencia por otra, dependiendo de si uno tiene la concepcién como fuera de toda
duda™ (2007, citado en Cabassud, Conner, Iscimen, Furinghetti, Jahnke, & Morselli (2012) p.

175). Philipp pasa a describir las creencias como:

Psicolégicamente entendimientos mantenidos, premisas o proposiciones sobre lo que
es el mundo, aunque sean verdaderas. Las creencias son mas cognitiva, se hacen sentir
con menos intensidad, y son mas dificiles de cambiar que las actitudes. Las creencias
pueden ser consideradas como lentes que afectan la vision de uno de algun aspecto del
mundo o como disposiciones hacia acciones. Las creencias se diferencian de los
conocimientos, podran celebrarse con mayor o menor conviccién y no son
consensuales. Las creencias son mas cognitiva de las emociones y actitudes (ibid., p.
175) (Traduccién nuestra)

Ademas los autores examinan creencias sobre la naturaleza y el papel de la demostracién en
las matematicas, creencias sobre el papel de la demostracidn en la escuela, creencias acerca de
las dificultades para demostrar, creencias acerca de como la demostracion se les debe ensefar
en la escuela y creencias sobre uno mismo como pensador matematico en el contexto de la

demostracion.

En la presente investigacion tomamos la postura de Callejo & Vila porque consideramos que
por los componentes cognitivos y afectivos que poseen las creencias se relaciona con nuestro

trabajo de investigacion.
1.2 Justificacion

En Peru (2008), el Disefio Curricular Nacional (DCN) de la Educacién Bésica Regular (EBR)

es el documento principal el que

[...] Sintetiza las intenciones educativas y contiene los aprendizajes previstos que todo
estudiante de Educacion Basica Regular debe desarrollar [...] Propone competencias a
lo largo de cada uno de los ciclos, las cuales se logran en un proceso continuo a través
del desarrollo de capacidades, conocimientos, actitudes y valores debidamente
articulados, que deben ser trabajados en la institucion educativa con el fin de que se
evidencien en el saber actuar de los estudiantes (Peru, 2008, p. 16).

En el DCN el area de matemaética se organiza en tres componentes NUmero, relaciones y
funciones, Geometria y medicion y Estadistica y probabilidad. Ademas de tres capacidades
que “[...] involucran los procesos transversales de Razonamiento y demostracion,
Comunicacion matematica y Resolucion de problemas, siendo este ultimo el proceso a partir
del cual se formulan las competencias del area en los tres niveles” (Perd, 2009, p. 316). Y con

respecto a nuestro trabajo en la capacidad de Razonamiento y demostracion, el DCN ha
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establecido “(...)para formular e investigar conjeturas matematicas, desarrollar y evaluar
argumentos y comprobar demostraciones matematicas, elegir y utilizar varios tipos de
razonamiento y métodos de demostracion para que el estudiante pueda reconocer estos

procesos como aspectos fundamentales de las matematicas” (Perd, 2009, p. 317).

Por otro lado la Guia denominada Orientaciones para el Trabajo pedagogico (OTP) en el &rea
de Matematica del PerG (2010), distribuido a los docentes de Matematica del nivel secundario,

manifiesta en la fundamentacion

Que los futuros ciudadanos tendran seguridad al resolver situaciones problematicas,
mostrando actitudes como la honestidad y transparencia al comunicar procesos de
solucion y resultados; perseverancia para lograrlos; rigurosidad para representar
relaciones y plantear argumentos; iniciativa, capacidad de trabajo en equipo,
curiosidad por los nuevos avances, capacidad para afrontar diferentes problemas y
dificultades (Peru, 2010, p. 6).

Es decir, Pert (2010) encontramos que como propoésito del area de matematica el estudiante
debe aprender a razonar matematicamente. El trabajo en el area debe admitir que el estudiante
desarrolle su habilidad para crear y contrastar conjeturas, exponer contragjemplos, continuar
argumentos logicos, juzgar la validez de un argumento, construir argumentos sencillos. Y en
la OTP sefiala como rol del docente, permitir que los estudiantes aclaren y justifiquen sus
ideas oralmente y por escrito. Ademas como el rol del estudiante que investiguen, realicen
conjeturas, validen soluciones y respuestas apoyandose en demostraciones y argumentos
matematicos (Peru, 2010, p. 54)

La Unidad de Medicion de la Calidad (UMC) es la instancia técnica del Ministerio de
Educacion del Perd responsable de disefiar e implementar evaluaciones nacionales de
rendimiento. Estas evaluaciones constan de un conjunto de pruebas y cuestionarios, y
proporcionan informacion acerca del nivel de rendimiento académico de los estudiantes de las
escuelas del Peru. El dltimo informe fue publicado el afio 2005 y las pruebas fueron aplicadas
a los estudiantes en el afio 2004, En este informe la UMC, clasifica los resultados de la prueba

en tres niveles de desempefio: Suficiente, Basico y previo y arrojo que,

[...] solo el 2,9% de los estudiantes de quinto grado de secundaria pertenece al nivel
suficiente, nivel considerado como el esperado para todos los estudiantes del grado.
Lo preocupante de esta situacion es que el resto de estudiantes (97,1%) muestra no
haber desarrollado las capacidades matematicas requeridas para terminar su
escolaridad. [...] los resultados de la Evaluacion Nacional UMC 2004, permiten
inferir que la didactica de la matematica de nuestro pais responde a un enfoque
centrado en la ensefianza de reglas y algoritmos. Esta afirmacién se basa en la
constatacion de que las preguntas en las que los estudiantes tuvieron mayor éxito
fueron, precisamente, aquellas que solo demandaban un aprendizaje reproductivo
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relacionado con la aplicacion de algoritmos convencionales o con ejercicios tipicos”
(Perd, 2005, p. 219).

Ademas en el informe de la UMC encontramos que solo en dos ejercicios se le solicita al

estudiante que justifique, argumente o demuestre ejercicios o problemas matematicos.

Como lo dice el mismo informe de la UMC, la ensefianza de las matematicas en nuestro pais
se esta dando de forma tradicional, no se esta considerando a las demostraciones matematicas
en ellas sino més bien a la ensefianza de reglas y algoritmos, las que obviamente no llevaran

al logro de las capacidades planteadas en el DCN.

En nuestro trabajo realizaremos un estudio de caso con profesores de secundaria en ejercicio
porque son ellos los que tienen alguna experiencia en trabajos con demostraciones, segun lo
contemplado en el DCN, OTP u OMC. Estas experiencias pueden haber formado en los
docentes sus creencias sobre la ensefianza aprendizaje de las matematicas y sobre las mismas

demostraciones matematicas y sus roles.

A nivel internacional tenemos a investigadores como Reid y Knipping (2010) quienes nos
manifiestan “Como ensefias la demostracion depende de lo que entendamos por
"demostracion” y lo que piensas para qué son las demostraciones”. (p. 211) (traduccion

nuestra). Y afirman que,

Mas fundamentalmente, la investigacién debe abordar la cuestion de lo que los
profesores deben saber la demostracion con el fin de ensefiarla con éxito. ;Cémo se
debe ensefiar a los profesores para ensefiar la demostracion? ¢Los profesores
actualmente en la escuela han comprendido suficiente de la demostracion para ensefiar
de otra manera? si no, entonces la comprension del estudiante de la demostracion
podria ser ideales para mejorar la comprension de los profesores que tratan de la
demostracion primero. (p.222).

Ademas, Knuth (2002) recalca la importancia de la investigacion futura de las concepciones
de los profesores porque son los que ayudan a los estudiantes a razonar matematicamente
(p.404).

Por otra parte, EI Consejo Nacional de Profesores de Matematicas (NCTM) como uno de sus

estandares de Procesos de Razonamiento y demostracion proponen

El razonamiento matematico y la demostracion ofrecen poderosos caminos
para desarrollar y expresar comprensiones en un amplio rango de fendmenos.
Las personas que piensan y razonan analiticamente tienden a ver patrones, estructuras
o regularidades tanto en  situaciones matematicas como en el mundo real. Ellos
se hacen preguntas acerca de si los patrones son accidentales o si ocurren por alguna
razén. Ademads, ellos establecen e investigan conjeturas matematicas; desarrollan y
evallan argumentos y demostraciones matematicas, que son las maneras formales
de expresar tipos particulares de razonamiento y justificacion. De tal forma,
explorando fenémenos, justificando resultados y utilizando conjeturas matematicas
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en todas las éareas de contenido—y con diferente complejidad—en todos los
niveles y grados, los estudiantes deben ver y sentir que las matematicas si tienen
sentido. (p. 5)

Por todo lo expuesto anteriormente el rol del docente es importante para promover estas
capacidades en los estudiantes, es necesario entonces determinar los conocimientos y sus
creencias sobre las demostraciones matematicas, como lo dice Reid y Knipping dependera de
lo que los profesores piensen y entiendan sobre demostraciones matematicas para que

determine como ensefiaran las demostraciones matematicas (p. 211)

Como vemos tanto el DCN (Pert, 2008) como La OTP (Perd, 2010), documentos emanados
por el Ministerio de Educacion del Per(, posteriores a la Gltima prueba Nacional de la UMC
(Perq, 2004), consideran a las demostraciones, argumentaciones, justificaciones, etc. En la
formacion de estudiantes Criticos, reflexivos, racionales, investigador e informado (Peru,
2008, p. 34). Si esté justificado estos logros con los estudiantes, también se justifica el trabajo
de investigacion con los docentes como lo manifiestan también investigaciones y documentos

internacionales.

Por todo lo anteriormente presentado, es decir, las investigaciones que se han desarrollado
sobre demostracién matematica, especificamente sobre como los docentes la conciben, las
definiciones de creencias relacionadas con la investigacion en ensefianza de las matematicas y
la justificacion en base a documentos oficiales del Per( estamos interesados en responder la

siguiente pregunta:

¢Qué creencias sobre demostracion matematica poseen profesores de educacion

secundaria?
Para dar respuesta a la pregunta nos planteamos los siguientes objetivos.
Objetivo general:

Analizar las creencias sobre demostracion matematica que poseen profesores de educacion

secundaria.
Objetivos especificos:

1. Describir los significados, que atribuyen profesores de educacion secundaria, a la
demostracion matematica de acuerdo a las perspectivas incluidos en los elementos
teoricos del presente trabajo de investigacion.

2. ldentificar, de acuerdo a las perspectivas y roles de la demostracion matematica, las

creencias que poseen profesores de educacion secundaria sobre demostracién matematica.
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En el siguiente capitulo presentamos los elementos teoricos y la metodologia empleados en

esta investigacion.
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CAPITULO Il: ELEMENTOS TEORICOS Y METODOLOGIA
EMPLEADOS

En este capitulo presentamos los elementos tedricos que se relacionan con la fundamentacion
y descripcién del problema que es objeto de estudio, asi como la metodologia de investigacion

que seguiremos para el desarrollo de este trabajo de investigacion.

2.1  Demostracion matematica

El significado del verbo demostrar en el diccionario de la Real Academia Esparfiola, para el
que demostrar es “(m)ostrar, hacer ver que una verdad particular esta comprendida en otra
universal, de la que se tiene entera certeza.”, o “Probar, sirviéndose de cualquier género de
demostracion”. Mientras que por demostracion se manifiesta que es una “(p)rueba de algo,
partiendo de verdades universales y evidentes.” O una “(c)omprobacion, por hechos ciertos o
experimentos repetidos, de un principio o de una teoria.” O el “(f)in y término del

procedimiento deductivo”.

Reid & Knipping (2010), en su libro, hacen un estudio completo acerca de la demostracion
matematica y de algunos procesos afines como la argumentacion. Como una de las
consideraciones que ellos incluyen, centran su atencion en el aspecto puramente gramatical de

la palabra demostracion, para el cual distinguen los siguientes usos:

1) El uso del término "demostracion” en su forma singular, sin el uso de un articulo
para referirse a un concepto. 2) El uso del término "demostracion” con el uso de un
articulo o en su forma plural para referirse a un objeto. 3) El uso del verbo "demostrar"
para referirse a una accion o a un proceso.” (p. 28) (traduccion nuestra).

La definicion de demostracion matematica se da de acuerdo al contexto en el que se pretenda
utilizar. Matematicos, profesores de matematicas y educadores matematicos podrian llegar a
tener diversas opiniones y creencias de lo que constituye una demostracion. A continuacion
comentamos algunas de estas perspectivas, asi como las respectivas concepciones de

demostracion matematica para cada una de ellas.
Perspectiva en el contexto de la vida cotidiana

De acuerdo a Reid & Knipping (2010), la concepcién de demostracién, desde la perspectiva
de la vida cotidiana, tiene como ingrediente principal el convencimiento. Los autores
manifiestan que en la vida cotidiana “‘demostracion’ y ‘demostrar’ pueden referirse a
convencer a alguien de algo, o en probar algo para ver si es correcto” (p. 25) (traduccion

nuestra).

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : gx_}\éeagﬁmn

DEL PERU

Por otro lado Godino y Recio (2001) manifiestan que en la vida cotidiana “se suele usar una
argumentacion informal,..., dependiente del contexto e incluso de la propia situacion
emocional del sujeto.” (p. 410). La concepcion de demostracion desde esta perspectiva esta
enfocada en la argumentacion como un proceso mas general y subjetivo. De esta manera, los

argumentos producidos no necesariamente nos conducen a una verdad absoluta.
Perspectiva de la I6gica y fundamentos de la matemética

Crespo y Ponteville (2005) definen a la demostracion matematica dentro de esta perspectiva

como sigue en la cita:

En matematica, “desde el punto de vista formalista, una demostracion en una teoria es
una secuencia de proposiciones, cada una de las cuales o bien es un axioma, o bien
una proposicion que ha sido derivada de los axiomas iniciales por las reglas de
inferencia de la teoria. Desde esta dptica, un teorema es una proposicion asi derivada
por una demostracion. Esta concepcién de las demostraciones, se basa en aspectos
sintacticos, haciendo hincapié en la aplicacion de reglas de inferencia precisas y a
veces sin hacer uso de la intuicion. Desde esta perspectiva, la verdad se reduce a la
coherencia dentro de un sistema axiomatico. (p. 309)

Godino y Recio (2001), desde la perspectiva de la l6gica y fundamentos de la matematica,
manifiestan que “la nocion de demostracion esta intimamente ligada a las nociones de
deduccion y de sistema axiomatico (o formal)” (p. 407). En este sentido, podemos ver a la
matematica como un edificio, el cual se construye a partir de un conjunto de enunciados
verdaderos, llamados axiomas, y que vendrian a constituir de acuerdo a nuestra analogia la
base de dicho edificio. En este proceso el lenguaje formal, simbdlico, asi como el rigor juega
un papel importante. Asi mismo, las reglas de inferencia l6gica, gracias a las cuales se
organiza coherentemente este edificio. Observemos que, a diferencia de las “verdades”
obtenidas de acuerdo a la perspectiva de la vida cotidiana, desde esta perspectiva, las verdades
matematicas son universales y no dependen del momento en que estas son obtenidas.

Reid & Knipping (2010) refuerzan esta idea diciendo que, desde la perspectiva de los
fundamentos de las matematicas, “las demostraciones dan a los teoremas ‘una validez
universal e intemporal’, ‘cllas (las demostraciones) descansan en la validez de las reglas
l6gicas usadas’, ‘se requiere el uso de lenguajes formales’ (p. 26) (traduccion nuestra)

En esta perspectiva la demostracion matematica es vista desde una mirada rigurosa, como el
resultado de secuencias deductivas para las que se han empleado reglas logicas bien
establecidas y lenguaje formal, de tal manera que su validez es universal y que no depende del

tiempo en que se presente.
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Perspectiva de las ciencias

En este contexto, Reid & Knipping (2010) mencionan que “cuando los cientificos
‘demuestran’ algo ellos ofrecen evidencia convincente, pero esa evidencia debe ser de un tipo

especial adecuada a la ciencia”. (p. 26) (traduccion nuestra)

Ademés Godino y Recio (2001) se refieren especificamente al caso de las ciencias
experimentales, para las que sefialan que la demostracion esta basada primordialmente en
“practicas argumentativas de tipo sustancial” (p. 409), aludiendo a practicas de tipo “empirico
inductivas” o “analdgicas”. De esta manera los autores indican que desde esta perspectiva es
posible aceptar como verdadero y de manera general en un determinado “universo” lo que es
verdadero para algunos miembros de dicho universo, o que, lo que es verdadero para una
situacion, también es posible que esto ocurra para una situacion similar a la primera. En
ambos casos se hace referencia a un valor de verdad basado en situaciones semejantes.

Observemos que desde esta perspectiva la concepcion de demostracion difiere mucho de la
concepcion anterior, de la logica y fundamentos de la matematica, bajo la cual no se

aceptarian argumentos de tipo “empiricos” o “analdgicos”.
Perspectiva de la comunidad matematica

Para Lakatos (1978, citado en Reid & Knipping, 2010, p. 9) “Los matematicos que trabajan en
los fundamentos de la teoria de la demostracion reconocen esta distincion, y el uso de la
‘demostracion formal® para referirse a las demostraciones que estudian, y ‘demostracion
social’ para referirse a las demostraciones de los matematicos convencionales”. Lakatos
(1978, citado en Reid & Knipping, 2010, p. 9) utiliza “formal” en el mismo sentido que los
formalistas: Una secuencia de simbolos que permite ‘decidir mecanicamente de cualquier
supuesta demostracion dada si realmente era una demostracion o no’. Por "preformal” que
significa una demostracion que es aceptado como tal por los matematicos, convincente, pero

no una prueba formal.

Davis & Hersh (1981, citado en Reid & Knipping, 2010, p. 27) desde esta perspectiva nos
describen una demostracion matematica coincidiendo con la descripcion de ‘demostraciones
formales’ tal como lo menciona Lakatos (1978, citado en Reid & Knipping, 2010, p. 9) lo
que los matematicos ‘ideales’ y aquellos que trabajan en fundamentos de las matematicas
realmente no realizan en su trabajo diario. Las demostraciones que ellos realizan son
‘semiformales’ porque son aceptados como tal por matematicos que conocen el tema, por

consiguiente Davis & Hersh aclaran:
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Lo que haces es, anotar los axiomas de tu teoria en un lenguaje formal con una lista
dada de simbolos o alfabeto. Luego anotar las hip6tesis usando el mismo simbolismo.
Finalmente mostrar que puedes transformar las hipdtesis paso a paso, utilizando las
reglas de la logica, hasta llegar a la conclusion. Eso es una demostracion. ... Oh, por
supuesto que nadie realmente hace eso. jTomaria la eternidad! ... [Una demostracion
es en realidad] un argumento que convence a alguien que conoce el tema. (pp. 39-40)

Hersh (1993), por su lado, menciona que los teoremas no poseen el "caracter de verdades
absolutas y necesarias”, la forma como se valida una demostracion es mediante la evaluacion

del argumento hecha "por jueces cualificados” (p. 389)

Godino y Recio (2001) sefialan que para el caso de la matematica profesional, “las
demostraciones son deductivas pero no formales, se expresan mediante el lenguaje ordinario

completado con el uso de expresiones simbdlicas.” (p. 408).

Desde esta perspectiva se observa que las demostraciones matematicas son principalmente
argumentos considerados verdaderos hasta que se demuestre lo contrario, pero lo mas

importante es que sean aceptados por la comunidad matematica o por jueces cualificados
Perspectiva de la comunidad matematica escolar

Stylianides (2007) define demostracion matematica en un contexto de la escuela con el fin de
que el ‘argumento’ que presenta un estudiante cuente como ‘demostracion’. Para ello realiza
un marco teodrico desarrollando dos principios: el de ‘honestidad’ y el de ‘continuidad’ con
los cuales garantiza la conceptualizacidén de demostracién en todos los grados de la educacion

matematica en la escuela. Por lo tanto define demostracién matematica como

(U)n argumento matematico, una secuencia conectada de afirmaciones a favor o en
contra de una afirmacién matematica, con las siguientes caracteristicas:

1. Usa afirmaciones aceptadas por la comunidad de la clase (conjunto de afirmaciones
aceptadas) que son verdaderas y que estan disponibles sin mayor justificacion;

2. Emplea formas de razonamiento (modos de argumentacion) que son validas y
conocidas por, o dentro del alcance conceptual de, la comunidad de la clase; y

3. Es comunicada con formas de expresion (modos de representacion de los
argumentos) que son apropiadas y conocidas por, o dentro del alcance conceptual
de, la comunidad de la clase (p.291).

El autor ademas declara que el objetivo de esta definicion es promover “un significado
coherente de la demostracion en todos los grados que conserva algunos elementos
fundamentales y, al mismo tiempo, se adapta con flexibilidad a las caracteristicas de una
comunidad de la clase dada “(Stylianides 2007; p. 294). De esta manera se permite diferentes

argumentos matematicos para ser vistos como demostraciones, como es el caso de los
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argumentos genéricos, por tener un carécter general y explicativo sin embargo los argumentos

empiricos no son aceptados como demostraciones.

Como un ejemplo ilustrativo de argumentos que califican, de acuerdo a esta definicién, como

demostracion incluimos los tres siguientes argumentos (tomados de Stylianides y Stylianides,

2008) para la propiedad “La suma de dos nimeros impares es un numero par”. En este

ejemplo se puede observar la demostracion de una misma tarea empleando tres formas

diferentes de representacion de los argumentos.

Demostracion
usando el lenguaje
cotidiano:

Los numeros impares
son los nimeros tales
que si los agrupas de
dos en dos, hay uno
que sobra.

Los mimeros pares
son los numeros tales
que si los agrupas de
dos en dos, sobra
nada.

Si sumas dos
numeros impares, los
dos unos que sobran
hardn otro grupo de
dos.

El mimero resultante
puede ser agrupado
de dos en dos sin que
sobre algo, de este
modo, es un nimero
par

Demostracién
usando algebra:

Los numeros impares
son aquellos dela
forma 2n + 1, donde
T 8§ Un Numero
natural.

Los numeros pares
son aquellos dela
forma 2n. donde n es
un numero natural.

Si sumas dos
numeros impares,
obtienes: (2k + 1) +
(2m+1)=(2k+
2m)+(1+1)=
2.(k+m+ 1)

Demostracion usando dibujos:

Los numeros impares son de la forma:

- ] =

Los mimeros pares son de la forma:

Numero impar numero impar

o AiLmber O] i

Figura 1. Tres demostraciones para "impar + impar = par"
Fuente: Stylianides y Stylianides (2008, p. 108). (traduccion nuestra)

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : gR'%Eﬁ?:fAD

DEL PERU

2.2  Roles de la demostracion

Las demostracion matematica puede cumplir varios roles, aunque tradicionalmente ha sido
vista principalmente como medio de verificacion de la veracidad de una afirmacion
matematica (de Villiers, 2001).

Presentamos las siguientes funciones de la demostracion, vistas por autores tales como Bell
(1976); de Villiers (1990, 1999); Hanna y Jahnke (1996); Hanna (2000), entre otros. Entre
estas funciones o roles tenemos: verificacion, explicacién, falsacion, sistematizacion,
descubrimiento o creacion, medio de comunicacion y transferencia, los cuales describimos a

continuacion de acuerdo a las diferentes posturas de los autores.
El rol de Verificacion/Conviccién

Una de las funciones tradicionales de la demostracion matematica, que no se ha dejado de
mencionar por distintos investigadores, es el de verificacion, y es el que “Se da cuando se
establece la verdad de una afirmacion dada” (Bell, 1976 citado en de Villiers, 1999). Knuth
(2002) menciona que son pocos los investigadores que cuestionan este rol como demostrar la
exactitud de un resultado o la verdad de una declaracion. Dentro de este rol de Villiers (1999)
agrega a la conviccién como la que proporciona una motivacion para una demostracion; dado
que en investigacion matemética no existe la certeza absoluta y la conviccion personal
depende de una combinacion de intuicién, verificacion cuasi empirica y la existencia de una
demostracion logica. Sin embargo estas consideraciones no pueden de ninguna manera quitar
importancia a la demostraciéon como método util de verificacion especialmente en el caso de
resultados no intuitivos o dudosos. Stylianides (2009) considera que los métodos de
demostracion directos y las demostraciones por contradiccion caben en el propoésito de

verificacion de demostracion. (p. 269).

Aqui, de acuerdo con Hanna (1990), un ejemplo de demostracion que cumple el rol de

verificacion para demostrar que la suma de los n primeros enteros positivos, S(n), es igual a

nn+1)

, es el siguiente:
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Una prueba que prueba

Demostracidn por induccién matemitica:
Paran =1el teorema es cierto

Supongamos que es cierto para un k arbimario.
Entonces considere:

S(k+l) = S(k) + (k+l) = nin+) + (n+l) = [n+lin+2)
2 2

Por lo tanto, la afirmacién es cierta parak +1, si bien es ciertoparak

Por el teorema de la inducdon, la afirmacién es ciertaparatodo n,

Figura 2. Demostracion que verifica
Fuente: Hanna (1990, p. 10) (traduccién nuestra)

El rol de Explicacién

Segun de Villiers (1990, 1999) y Hanna (1990, 2000), esta funcion de la demostracién se
cumple cuando se muestra porqué es verdadera o falsa una afirmacion. Ademas Steiner (1978,
citado en Reid & Knipping, 2010) nos menciona que una demostracion explicativa “hace
referencia a una propiedad caracteristica de una entidad o estructura mencionada en el
teorema, de tal manera que de la demostracion es evidente que el resultado depende de la
propiedad” (p. 75). de Villiers (1990) afirma que no todas las demostraciones son igualmente
explicativas asi que es posible diferenciar demostraciones que verifican y demostraciones que
explican. Por su parte Hanna (1990) nos manifiesta que una demostracion por induccién
matematica, por ejemplo, o aquellas que solo se centren en consideraciones sintacticas cumple
el rol de verificacion, pero una demostracion que explica requiere de justificaciones de las
propiedades matematicas involucradas que afirmen que el teorema matematico es cierto. En el
contexto educacional, Hanna (2000) indica que “solo es natural ver a las demostraciones
primero y principalmente como explicaciones, y en consecuencia valorar mucho mas esas

demostraciones que ayudan a explicar” (p. 8).

Como ejemplos de demostraciones que cumplen el rol de explicacion para demostrar que la

suma de la n primera entera positiva, S (n), es igual a @ (resultado que fue usado para el

ejemplo del rol anterior), tenemos los siguientes tres ejemplos dados en Hanna (1990).
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Demostracion de Gauss es el siguiente
Sn)=1 + 2 4+ v+ on
Sm)=n+n—-1)+ .. +1

25=(14+n)+(n+1)+--4+(n+1) = nn + 1)

Figura 3. Demostracion que explica
Fuente: Hanna (1990, p. 10) (traduccién nuestra)

TR B

1 1+2 1+2+3 1+2+3+4

En la figura

Los puntos son triangulos rectangulos isosceles que contienen
Sn)=14+2+4+34+4+4+--+n puntos

Dos sumas tales como S(n) +S(n) dan un cuadrado que tiene n? puntos

v n puntos adicionales debido ala diagonal n se cuenta dos veces. Entonces
25(n) =n? +n

5(‘]’1} - n® +n - nintl)

o 2
Figura 4. Demostracion que explica
Fuente: Hanna (1990, p. 11) (traduccién nuestra)

Otra prueba explicativa seria la representacion de los primeros
n enteros en forma de escalera. El drea deun rectangulo conladosnvn +1

esta dividido por una linea en zigzag | 11':‘1 ‘
T T

Todaelareaesn(n +1L v 5

.

el area en forma de escalera. es: 4

1+2+3+. ..+ nsolamente la mitad. " 3

nin+1)
por lo tanto, s -

T

Figura 5. Demostracion que explica
Fuente: Hanna (1990, p. 11) (traduccién nuestra)
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De esta manera Hanna (1990) recalca el valor educativo de las demostraciones explicativas

para la ensefianza de la demostracion matemaética en el salon de clase.
El rol de falsacion

Este rol es mencionado en Stylianides (2009) y se da “cuando se establece la falsedad de una
afirmacion dada” (p. 269). La demostracion también puede ser un argumento en contra de una
afirmacion. Asi, de acuerdo con la definicion de demostracion que asume el autor, y que estéa
de acuerdo con la definicion de Stylianides (2007), incluida aqui en el apartado (demostracion
matematica desde la perspectiva de la Comunidad Matematica escolar. P 25) es posible
considerar este rol en forma separada de los roles tradicionalmente considerados en la

literatura.

Un ejemplo de demostracion que cumple el rol de falsacién es la demostracion por
contraegjemplo. Como muestra de ello, presentamos el siguiente caso extraido de Gonzales
(2005):
En el universo de los nimeros enteros positivos, demostrar la proposicion: “la suma de
dos cuadrados perfectos es también un cuadrado perfecto.”

Recordemos que un entero positivo X es un cuadrado perfecto si puede encontrarse
otro entero positivo y tal que x = y°.

Entonces la proposicion escrita en forma simbdlica es Vm, v n [(p (m, 0) A p(n, 0)) —
p (m, n)]
Y un contraejemplo, da, d b: [p(a, 0) A p (b, 0) A =p(a, b)]

Es decir, “pueden encontrarse dos enteros positivos a y b tales que sean cuadrados
perfectos y que, sin embargo, su suma no lo sea”

Pues bien, elijamos dos cuadrados perfectos arbitrariamente, por ejemplo el 25y el 36.
Entonces, 25 + 36 = 61 61= y*Vy

Por lo tanto, y de acuerdo con la definicion de cuadrado perfecto dada, 61 no es un
cuadrado perfecto. Asi pues, ya tenemos el contracjemplo “25 y 36 son, ambos,
cuadrados perfectos y, sin embargo, su suma, 25 + 36, no lo es”

Consecuentemente, la proposicién propuesta es falsa. (p. 79)

El rol de sistematizacion:

La demostracion sirve para la organizacion de los resultados en un sistema deductivo de
axiomas, definiciones y teoremas de Villiers (1990), Hanna (2000). de Villiers (1990) ademas
sefiala algunas de las mas importantes funciones de una sistematizacion deductiva de
resultados conocidos. Entre ellas: “ayuda a la identificacion de inconsistencias,...; unifica y
simplifica teorias matematicas; proporciona una perspectiva global util de un topico...; es util

para las aplicaciones tanto dentro como fuera de las matematicas...” (p. 20-21) Por otro lado,
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Herbst, Miyakawa y Chazan (2002) indican que el rol de sistematizacion de la demostracion
puede servir a un docente como justificacion del tiempo invertido en demostrar tomando
diferentes afirmaciones como postulados y con ello demostrar diferentes teoremas. Por
ejemplo mencionan que “en la historia de ‘Postulados y teoremas sobre linecas paralelas’ se
ilustra un tipo de trabajo que podria explicarse o justificarse recurriendo a esta funcion de
sistematizacion de la prueba” (p.23). En esta historia el docente solicita a sus estudiantes
dandoles como postulado la afirmacion de que una transversal que interseca dos lineas
paralelas crea angulos correspondientes congruentes para demostrar el teorema de la
congruencia de angulos alternos internos determinados por una linea transversal que cruza
lineas paralelas. Posteriormente en la misma sesion de clases el docente solicita a sus
estudiantes no tomar en cuenta el ejercicio anterior y ahora tomar como postulado que los
angulos alternos internos determinados por una linea transversal que interseca a dos lineas
paralelas son congruentes para demostrar el teorema de las lineas paralelas intersecadas por
una transversal determina angulos correspondientes congruentes. Observamos aqui que el
docente propone a sus estudiantes que tomen como postulado un teorema y viceversa. De este
modo esta historia muestra que la demostracion establece una relacion ldgica de deducibilidad
entre postulado y teorema, agregando conocimientos sobre la organizacion de la teoria
matematica en la que la probabilidad de los enunciados depende de la verdad de otras

afirmaciones.

El rol de descubrimiento o creacion:

La historia de las matematicas se sustenta con numerosos ejemplos que los nuevos resultados
fueron descubiertos o inventados de forma puramente deductiva, para de Villiers (2001) los
matematicos profesionales encuentran en las demostraciones un medio de verificacion a

posteriori ademas de andlisis, descubrimiento e invencion (p. 21)

Reid (2011) aclara “El papel de la prueba en el descubrimiento de las geometrias no
euclidianas es un ejemplo de importancia histérica de la prueba como medio de

descubrimiento” (p. 17) y presenta un ejemplo mas sencillo:

En la demostracion de la suma de ‘dos niimeros impares consecutivos es par’ se podria
verificar utilizando la induccion matematica, la cual no explica, se puede usar un ejemplo
geneérico: 7+ 9 =7 + 7 + 2, que debe ser aun porque 7 + 7 debe ser uniforme y 2 es par. Puede

utilizarse el algebra: 2n - 1 + 2n + 1 = 2 (2n), ambas verifican y explican la demostracion,
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pero esta demostracion final no solo demostré que el resultado es par (mdaltiplo de 2) sino que
se descubrio que también es maltiplo se 4.

Hay muchas maneras de demostrar que la suma de dos nimeros impares consecutivos es par.
El més simple es tener en cuenta que la suma de dos nimeros impares (consecutivos 0 no) es
par. Esto verifica la declaracion y lo explica. También es posible verificar la afirmacion con
una prueba usando induccién matemaética, si usted cree en ella, produciendo una prueba que
verifica pero no explica. Se puede usar un ejemplo genérico: 7+ 9 =7 + 7 + 2, que debe ser
aun porque 7 + 7 debe ser uniforme y 2 es par. Esta prueba de ambos verifica y explica. O
usted podria hacer un poco de algebra: 2n - 1 + 2n + 1 = 2 (2n), que es par. La prueba final le
permite descubrir algo mas que usted estaba tratando de probar. 2 (2n) es 4n, por lo que la

suma de dos numeros impares consecutivos es no sélo incluso, es un maltiplo de cuatro.
(p.17).

Knuth (2002b) también es uno de los investigadores que hace referencia a este rol y explica
que “A través de sus exploraciones, los estudiantes generan conjeturas y luego tratan de
verificar la verdad de las conjeturas al producir pruebas deductivas. En este caso, los
estudiantes estan utilizando la prueba como un medio para crear nuevos resultados”. (p. 65).
Afiade ademas, que los estudiantes son independientes siempre y cuando tienen la capacidad
de construir su propio conocimiento cuando validan sus propias afirmaciones y la de sus
comparfieros. Por lo tanto, este rol de la demostracion concede a los estudiantes a ser

productores de conocimiento y no consumidores de los conocimientos de otros.

Vemos la importancia de este rol de la demostracidbn matematica pues conduce a que se
obtengan nuevos resultados, logrando asi que los estudiantes, docentes o matematicos

adquieran autonomia al pensar y trabajar las matematicas.

El rol de comunicacion:

Este rol es considerado por investigadores como de Villiers (1990), Hanna (2000), Reid y
Knipping (2010), entre otros. De acuerdo a este rol, la demostracion matematica es una
manera de transmitir conocimientos matematicos. La demostracion es una forma de
interaccidn social en la que se involucra los significados de los conceptos concernidos y los

criterios para una argumentacion aceptable.

Herbst, Miyakawa y Chazan (2002) mencionan que las demostraciones para ser publicadas en

alguna revista incluyen ciertas negociaciones, por ejemplo la historia reciente sobre el
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teorema de Fermat reclamado por Andrew Wiles en una conferencia en 1993 fue aceptada
finalmente al publicarla en un articulo por Richard Taylor y Andrew Wiles en 1995, llenando un

vacio en la demostracion original
El rol de Transferencia:

Hemmi, Lepik y Viholainen (2011) incluyeron la funcién de transferencia en su
investigacion, el que “se refiere a la idea de que las demostraciones pueden introducir nuevas
técnicas Utiles en otros problemas en matematica u ofrecer comprension de algo diferente del

contexto original dentro o fuera de las matematicas.” (p. 3)

Hanna (2010) dentro del contexto de la clase de matematica afirma siguiendo la tesis de Rav
(1999) que las demostraciones tienen la capacidad de transmitir a los estudiantes, métodos,
estrategias, herramientas y conceptos para la resolucion de problemas, y esto es lo que la hace
valiosa porque son de vasta aplicabilidad en las matematicas y permite extender nuevas

direcciones matematicas.

2.3  Metodologia de investigacion
Nuestro trabajo se enmarca dentro del enfoque cualitativo de investigacion porque busca
explorar las creencias de un grupo de docentes respecto a las demostraciones matematicas y

ademas porque cumple con las caracteristicas de este enfoque segun los investigadores.

Segun Hernandez, Ferndndez & Baptista (2010) la investigacion cualitativa es exploratoria y
descriptiva, es decir el investigador extrae datos de un investigado, describe analiza y luego
concluye, entrevista a otro y realiza el mismo proceso, es decir va de lo particular a lo general.

Busca el entender o interpretar las acciones de las personas o instituciones, ademas agrega:

El enfoque cualitativo se selecciona cuando se busca comprender la perspectiva de los
participantes (individuos o grupos pequefios de personas a los que se investigard)
acerca de los fendmenos que los rodean, profundizar en sus experiencias, perspectivas,
opiniones y significados, es decir, la forma en que los participantes perciben
subjetivamente su realidad. También es recomendable seleccionar el enfoque
cualitativo cuando el tema del estudio ha sido poco explorado, o no se ha hecho
investigacion al respecto en algin grupo social especifico. (p. 364)

Por otro lado Martinez (2006) nos manifiesta que “la investigacion cualitativa trata de
identificar la naturaleza profunda de las realidades, su estructura dindmica, aquella que da
razon plena de su comportamiento y manifestaciones.” (p.128). Agrega ademas que estudia

cualidades integradas constituyendo una unidad de analisis de una persona o una entidad
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aungue también puede estudiar una cualidad especifica siempre que se tengan en cuenta que

es la parte de un todo, los cuales le dan significacion propia. (p.128)
Estudio de caso

Un método cualitativo es el estudio de casos. Nosotros adoptaremos esta metodologia porque
presentada la oportunidad de explorar un conjunto de casos buscaremos un caso

representativo en donde aprenderemos de ello.

Martinez (2006) nos manifiesta que “el método de estudio de caso es una herramienta valiosa
de investigacion, y su mayor fortaleza radica en que a través del mismo se mide y registra la
conducta de las personas involucradas en el fendmeno estudiado” (p.167). Ademas, agrega
que se pueden obtener los datos de fuentes, tanto cualitativas como cuantitativas; esto es,
documentos, registros de archivos, entrevistas directas, observacion directa, observacion de

los participantes e instalaciones u objetos fisicos.

El autor agrega que el método de estudio de caso tiene un propdsito descriptivo, si lo que se
pretende es identificar y detallar los distintos factores que influyen en el fenémeno estudiado,
y exploratorio, si con ellas se pretende conseguir un acercamiento entre las teorias inscritas en

el marco teorico y la realidad objeto de estudio.

Ponte (2006) nos manifiesta, “En la educacién matematica, estudios de casos se han utilizado
para investigar los problemas de aprendizaje de los estudiantes, asi como conocimientos y
practicas profesionales de los maestros, programas de formacion inicial y continua de los

maestros, proyectos de innovacion curricular, nuevos planes de estudio, etc.” (p. 4)

Segun Hernandez, Fernandez & Baptista (2010) el investigador o investigadora emplea
técnicas para la recoleccion de datos como son: la observacion no estructurada, las entrevistas
abiertas, la revision de documentos, la discusion en grupo, la evaluacién de experiencias
personales, entre otras. Evalla el desarrollo natural de los sucesos y no hay manipulacién ni

estimulacion con respecto a la realidad.

Andrade (2008) nos manifiesta que “Antes de iniciar la construccion de un instrumento para
la recoleccion de datos, es interesante evaluar la posibilidad del uso de un instrumento ya
desarrollado ya aplicado, que se adapte a la necesidad del estudio” (p. 22). En nuestro caso
concreto, emplearemos instrumentos adaptados que han sido utilizados en diferentes

investigaciones, incluyendo la investigacion de Knuth (2002).
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Para esta parte, tomamos la postura de Ponte (2006) sobre estudio de casos porque estamos
interesados en investigar las creencias de profesores de secundaria sobre demostracion
matematica. En la entrevista que realizamos como parte de la metodologia de investigacion,

escogimos la entrevista semiestructurada que explicamos a continuacion.
Entrevista Semiestructurada

La entrevista semiestructurada cumple con las caracteristicas de acuerdo con nuestros
objetivos de investigacion.

En ese sentido, Martinez (2006) sefiala que las entrevistas semiestructuradas, cuentan con una
amplia gama de contextos verbales que permiten aclarar los términos, descubrir las
ambigledades. El contexto verbal permite, asimismo, motivar al interlocutor, elevar su nivel
de interés y colaboracion, reconocer sus logros, estimular su memoria, aminorar la confusion
0 ayudarle a explorar, reconocer y aceptar sus propias experiencias vivenciales. Y en cada una
de estas posibles interacciones también es posible decidir la amplitud o estrechez con que

debe plantearse el problema, permitir que las preguntas se cierren o se amplien.

Para Peldez, Rodriguez, Ramirez, Pérez, Vasquez & Gonzales (2013) la entrevista
semiestructurada no es considerada una conversacion normal, sino una conversacion formal,
con una intencionalidad, que lleva implicitos objetivos englobados en una investigacion.

Se determina de antemano cual es la informacion relevante que se quiere conseguir. Se
hacen preguntas abiertas dando oportunidad a recibir mas matices de la respuesta,
permite ir entrelazando temas, pero requiere de una gran atencion por parte del
investigador para poder encauzar y estirar los temas. (Actitud de escucha) (p. 3).

Segun Hernandez, Fernandez & Baptista (2010), en las entrevistas semiestructuradas, el
entrevistador tiene una guia de preguntas o asuntos preparados pero tiene la libertad introducir
preguntas adicionales para precisar conceptos u obtener mayor informacién sobre los temas
deseados (es decir, no todas las preguntas estan predeterminadas). Por ello, el orden de las
preguntas depende de los participantes y el tiempo de la entrevista es flexible, no tiene un

tiempo definido.

En el siguiente capitulo presentamos el experimento y el anélisis del presente trabajo de

investigacion.
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CAPITULO I11: EXPERIMENTO Y ANALISIS

En este capitulo presentamos una descripcion de los sujetos participantes del estudio, el
analisis de los datos y finalmente, mostramos el resumen sobre la exploracion de las
creencias de profesores de matemaéticas sobre la demostracion matemaética, su importancia y

roles.
3.1 Descripcion de los participantes del estudio

Los participantes de este estudio son doce profesores de Matematica de colegios de
secundaria de distintas ciudades del Pais. Los maestros fueron seleccionados por su
disposicion en la participacion en el estudio, son participantes de un programa de becas
denominado Maestria en Ciencias de la educacion otorgado por un organismo del Estado del
Pert llamado Programa Nacional de Becas PRONABEC en la mencién Ensefianza de las
Matemaéticas de Secundaria en una Universidad Privada. Vale la pena sefialar que dichos
docentes han sido evaluados rigurosamente para acceder a estos estudios siendo elegidos a
nivel nacional de un namero considerable de postulantes. En la tabla mostramos algunos de

sus datos generales Identificando a los docentes participantes por niUmeros.

Tabla 1. Informacién Personal

s - —
N° de afios Grados que Te[na} de la Instltucm_r] de Grado
N© de ~ 2 Ultima Formacion -
N enseno - Académico
experiencia capacitacion Docente
17 40 UESETEl i Universidad Licenciada
1 Educativa
2 20 poyge | Didacticadela | ;0 Gag Maestria
Matematica
3 28 10,20y 3° Estrateglgs Universidad Licenciada
Metodolbgicas
Talleres de
4 20 3Py 4° experiencias Universidad Maestria
Matematicas
5 13 10y20 Pronafcap Universidad Licenciada
1°ab%y Analisis de
6 27 pre- funciones en el Universidad Maestria
universitaria plano
1°a 5%y Inclusion de
7 18 pre- nifios con Universidad Maestria
universitaria discapacidad
Secundaria Gestion
8 13 y pre- Universidad Maestria
universitaria
9 18 19 a5° Materl_ales Universidad Licenciado
educativos
10 7 1°a5° Pronafcap Pedagdgico Licenciado
11 11 1°a5° Estrategias para Pedagdgico Bachiller
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la ensefianza de
resolucion de
problemas
20 Rutas del

12 3°,4°y R0 L Universidad Maestria
aprendizaje

3.2 Recolecciéon de datos

Teniendo en cuenta que deseamos obtener informacion sobre los significados y creencias que
poseen los docentes de educacion secundaria sobre la demostracion matematica, su
importancia y roles, la fuente de obtencion de datos es la entrevista semiestructurada, la que
consta de un cuestionario con preguntas abiertas que permitira obtener respuestas de los
docentes. Las entrevistas serdn grabadas en audio y posteriormente transcritas textualmente.
Los datos en esta investigacion son las respuestas dadas por los docentes, participantes del

estudio los que seran descritos y analizados.
La entrevista semiestructurada se realizo en dos etapas:

Primera etapa

la primera etapa consiste en preguntas abiertas, empezando con informacién personal de los
sujetos de estudio, para generar un ambiente de confianza, y luego con preguntas cuyo
objetivo era averiguar si las demostraciones matematicas eran trabajadas en el aula y qué
significado tiene para ellos las demostraciones matematicas y los roles que cumplen, éstas

preguntas permitieron guiar las preguntas posteriores. Las preguntas son las siguientes:

Preguntas de Informacion Personal: Los docentes fueron informados del objetivo de la
investigacion y que sus respuestas solo serviran para esos fines y su identificacion se

mantendran en absoluta reserva

¢ Cual es su nombre?
¢ Cuantos afios de experiencia tienen en la ensefianza de la matematica?

¢Qué niveles educativos ha ensefiado? ;En qué nivel educativo ensefia actualmente?

1
2
3
4. ¢En qué Institucion ha sido formado: Universidad, Instituto pedagdgico (algun otro)?
5 ¢Con que nivel académico cuenta?

6

¢ Cuando fue la ultima vez que ha recibido capacitacion y en qué temas?
Preguntas de Investigacion: (Desde su punto de vista, no el punto de vista de sus alumnos)

1. ¢Alguna vez ha trabajado demostraciones matematicas en su educacion?

2. ¢ Qué es para Ud. una demostracion matematica?
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3. ¢ Qué caracteriza una demostracion matematica?

4. Segun su apreciacion, ¢desde qué nivel es posible trabajar demostraciones en clases
de matematicas?

5. ¢ Qué campo de las matematicas favorecen el trabajo con demostraciones en el aula?
¢ Cuél? ¢ Alguno? ¢Ninguno?

6. Desde su perspectiva, ¢Qué rol /funcion /papel juegan las demostraciones en las
clases de matematicas?

7. Ud. ¢ Trabaja demostraciones en sus clases de matematicas?

8. ¢ Qué resultados / propiedades ha demostrado con sus estudiantes por ejemplo? ¢Por
que esos y no otros? ¢Con qué proposito /fin?

9. Ud. ¢Cree gque es importante ensefiar demostraciones matematicas en la escuela

secundaria? ¢Por qué?
Segunda etapa

La segunda etapa consiste en la evaluacion de argumentos de demostracion de tres problemas
matematicos, argumentos que variaban en cuanto a su validez como demostracion, los
maestros encuestados no debian entretenerse en realizar las demostraciones, sino se solicito a
los entrevistados una evaluacion de los argumentos ya elaborados, en una escala del 1 al 4 el
que especificamos lineas abajo. Posteriormente a este andlisis deberian elegir un argumento
de cada tarea que le convenza y otro de su preferencia. De esta manera la valoracion de los
argumentos realizados por los profesores, proporcionan informacion sobre sus creencias de la
demostracion matematica, lo que los docentes encuentran convincente y si son conscientes de

los roles de la demostracion.

Entendemos por argumento a una secuencia conectada de afirmaciones por medio de reglas
correctas de inferencia (modus ponens, modus tollens, etc.) y entendidas en el contexto de las

matematicas actuales (Stylianides, 2009 p. 265)
Evaluacion de los Argumentos para cada Problema:

La siguiente tabla contiene la escala de valoracion con la cual los docentes evaluaron los

argumentos presentados

Tabla 2. Escala de valoracion para los Argumentos

Escala Criterio

1 Significa que el argumento no califica como una demostracion
matematica para el docente entrevistado.
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2 Significa que al argumento le faltan muchos ingredientes para
calificar como demostracion matematica.

3 Significa que al argumento le falta algin ingrediente para
calificar como demostracion matematica

4 Significa que el argumento si califica como una demostracion
matematica para el docente entrevistado.

La evaluacion de los argumentos seran realizados por los docentes entrevistados, los cuales va
a depender de la nocion de demostracion que posea, comparandola con las perspectivas

presentadas en nuestro marco tedrico e identificadas en la primera etapa de la entrevista.

Presentamos los problemas y sus respectivos argumentos:

. . +1) 99
Problema 1: “Demostrar que la suma de los n primeros enteros positivos es M+ 1)

Para la demostracion de este problema se presentan 6 argumentos:

Argumento 1.1

101 +1])

Para n = 1 escierto,vaque 1 = —

Supongamos que esto es cierto para algin k arbitrario, esto es, S(k) = k(kﬂ— 1)
Luego:

kik+1 k+ 1)(k+2
Sk + )= 5(K) + (k+ 1) = % sk =t 3'2( )

Por lo tanto la afirmacion es verdadera para k+ 1 en el caso que sea clertapara k

(134

Figura 6. Demostracion para la suma de los “n” primeros enteros positivos
Fuente: Hanna (1990, p. 10) (traduccién nuestra)
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Argumento 1.2

Cnnsideralasuma1—2—3—4—5—6—?—8—9—10|

Ahora escribo esta suma, vla “inversa’, v sumamos:
l1+2+3+4+-5+6+7+8+9+10
10+9+8+7+6+5+4+3+2+ 1

11+11+11+11+11+11+11+11+11+11= 10 X 11

Ya que la suma se hace dos veces, dividimos 10 ¥ 11 por 2 para obtener la suma.

Figura 7. Demostracion para la suma de los “n” primeros enteros positivos
Fuente: Reid & Knipping (2010, p. 134) (traduccion nuestra)

Argumento 1.3
Sn)=1+ 2 <+ 3 + .. +n
Sm=n+m-1)+n-2)+ .. +1

Tomando la suma de estas dos filas

25(m)= (14 W)+ [2+(— D]+ [3+ (= )]+ +(n+1)
28m =n+ 1)+ n+ 1)+ n+1)+ .. +(n+1)

28m) = n(n + 1

Porlo tanto, 5(n) = 2= L

-

Figura 8. Demostracion para la suma de los “n” primeros enteros positivos
Fuente: Knuth (2002a, p. 384) (traduccién nuestra)
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Argumento 1.4

7 es o bien par o bien impar.

Primero, considero que n es impar, por ejemplo 7. Entonces lasumaes 1+2+3+4+5+ 6+
7. Observa que puedes reorganizar los sumandos en 3 parejas: 1+ 7, 2+ 6, 3+ 5, todas las

parejas suman8, con ¢l 4 en el medio que quedd fuera. Asi que lasumaes 3X8+4,0en
general [(’%1) n+1)+ (HTH)] que se simplifica como [@]

Luego considero que n es par, por ¢jemplo 8. De aqui que lasumaes1+2+3+4+5+6+
7 + 8. Observa que puedes reorganizar los sumandos en 4 parejas: 1+8, 2+7, 3+6, 4+ 5,

todas las parejas suman 9. Asi que la suma es 4 X 9, o en general [G) (n+ 1)] que se

n(n+1)].

simplifica como [ >

€C_ 9

Figura 9. Demostracion para la suma de los “n” primeros enteros positivos
Fuente: Reid (Documentos inéditos) (traduccion nuestra)

Argumento 1.5

5i me pidiesen calcularla suma 1 +2+3+4+5+6+ 7+ & vo dibujaria una piramide,
v cada numero para mi es un numero de cuadraditos puestos uno sobre el otro, como la

piramide amarilla que he dibujado abajo.

Dibujo otra piramide igual, pero la
pinto de azul v la coloco como en la
figura, formando un rectangulo con mi
piramide amarilla.

En el rectangulo hawv 8x9 cuadraditos,

entonces en mi pirdmide amarilla hav

|+

BxS .
— = 36 cuadraditos.

As se puede hacer en todos los casos.

Mi  rectangulo tendria n(n+ 1)
cuadraditos, v mi pirdmide tendria

nintl)

— cuadraditos.

[T 2]

Figura 10. Demostracion para la suma de los “n” primeros enteros positivos
Fuente: Reid (2011 p.16) (traduccion nuestra)
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Argumento 1.6

Podemos representar la suma de los n primeros enteros positivos como nimeros

“triangulares”.
-
- L
- L - - -
- LN L - .
1 1+2 1+2+3 1+2+3+4
n=l1 n=2 n=3 n =4

Loz puntos forman triangulos rectangulos e isdsceles con el  n-ésimo triangulo

conteniendo;
Sn)=1+2+3 +4+...+n puntos

Al superponer un segunde triangulo rectingule e isosceles del mismo tamafio de tal
manera que 1as diagonales coincidan produce un cuadrado que contiens n? puntos, mas
n puntos adicionales, por las diagonales que se superponen. Para tlustrar esto, la figura
de abajo representa 2l cuarto triangulo rectangulo e isosceles v otro triangule del mismo
tamafio superpussto de tal manera que las diagonales coinciden. En este caso, =@
produce un cuadrado que comtiens 4° puntos, mas 4 puntos adicionales, debido a la
superposicion de las diagonales:

Por lo tanto, en el caso general (utilizando 2] n-ésimo triangulo), el numero de puntos
producidos por los dos triangulos superpusstos es2 28m) =n‘+ n . por lo que

(mien) 1]
5{11] _ +n _ nin+1]

-

Figura 11. Demostracion para la suma de los “n” primeros enteros positivos
Fuente: Hanna (1990, p. 10) (traduccion nuestra)

Problema 2: “Demostrar que la suma de las medidas de los angulos interiores de

cualquier triangulo es igual a 180°
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Argumento 2.1

Corté los angulos del triangulo obtuso v los puse juntos (como se muestra a
continuacion}

Los angulos se unieron como una linea recta, que hace 1807, Hice tambien lo mismo
con un triangulo agudo, asi como con un triangulo rectangulo v sucedio lo mismo. Por

lo tanto_la suma delas medidas delos angulos interiores deun triangulo esigual a

180=.

Figura 12. Demostracion para la suma de los angulos interiores de un triangulo
Fuente: Knuth (2002b, p. 69) (traduccidn nuestra)

Argumento 2.2

Imagina que rotas los lados AB v AC de un triangulo ABC en direcciones opuestas
alrededor de los vertices B v C, respectivamente, hasta que los angulos con el segmento
BC sean 90°. Mira mis dibujos a v b. Esta accion transforma al triangulo ABC en la
figura A'BCA™, donde A'B v A”C son perpendiculares al segmento BC. Para recrear
el triangulo original, los segmentos A'B v A7°C son inclinados el uno hacia el otro de
tal manera que los puntos A° v A™" se unen de nuevo en el punto A. Mira mi dibujo c.
Observa que cuando hice esto perdi dos pedazos de los angulos B v C iguales a 90°
iperdi los angulos A'BA v A”'CA) pero al mismo tiempo vo gane estos pedazos al crear
el angulo A. Esto se puede ver mejor si dibujamos AQ perpendicular a BC: el angulo
A'BA es congruente a BAQ, v el angulo A”CA es congruente a CAC. Mira mi dibujo

d. Por eso es que la suma de los angulos del triangulo ABC es 180°.

Y At

Figura 13. Demostracion para la suma de los &ngulos interiores de un triangulo
Fuente: Harel & Sowder (1998, p. 259) (traduccidn nuestra)

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD
CATOLICA
DEL PERU

Argumento 2.3

Dibujé una linea paralela a la base del triangulo

5eque n = a por ser angulos altermos entre dos lineas paralelas v son congruentes. Por

la misma razon, también sé que m = b.

Dado que la medida de un dangulo llano es 180:, sé que n + ¢ + m = 180° Sustituvendo
npara a, v b para m, tenemos que a +b + c= 180%

Por lo tanto, la suma de las medidas de los angulos interiores de un triangulo esigual a

130°.

Figura 14. Demostracion para la suma de los &ngulos interiores de un tridngulo
Fuente: Reid & Knipping (2010, p. 139) (traduccion nuestra)

Argumento 2.4

Si caminas todo el camino alrededor del borde de un trangulo, tenminas donde v tal

como comenzaste. Debes haber girado entonces un total de 360°.

Puedes ver que cada angulo exterior cuando se suma al angulo interior debe dar 180°,

va que hacen una linea recta. Esto hace un total de 540° v que 540° — 360° = 130°

Figura 15. Demostracion para la suma de los angulos interiores de un tridngulo
Fuente: Reid & Knipping (2010, p. 44) (traduccion nuestra)
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Argumento 2.5

Dibuje un teselado de triangulos v marqueé todos los angulos iguales.

5é que los angulos alrededor de un punto suman 3607

Figura 16. Demostracion para la suma de los angulos interiores de un tridngulo
Fuente: Reid (2011, p. 21) (traduccidn nuestra)

Problema 3: “La suma de dos niimeros naturales pares es un nimero par”

Argumento 3.1

5itenemos un numero par, entonces tendra la forma: 2a con a un numero natural.

Y silo sumo con otro numero que tambien es par, tendre: 2a + 2a = 4a, que también

25 1 NUIMero par.

Figura 17. Demostracion para la suma de dos nimeros naturales pares es par
Fuente: Reid (Documentos inéditos) (traduccion nuestra)

Argumento 3.2

Dados dos nimeros pares A v B, se gque:
A = 2a, para algun natural a

E = 2b, para algin natural b

51 sumo A v B, obtendré:
A+B=2a+2b = 2{a+b)

que &5 un numero par tamhbién.

Figura 18. Demostracion para la suma de dos nimeros naturales pares es par
Fuente: Reid (Documentos inéditos) (traduccién nuestra)
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Argumento 3.3

Los numeros pares terminan en 0, 2, 4, 6 u 8.
Cuando sumas cualquiera de estos numetros, la respuesta terminard también en

0,2.4,6ul

Figura 19. Demostracion para la suma de dos nimeros naturales pares es par
Fuente: Reid (Documentos inéditos) (traduccidn nuestra)

Argumento 3.4

5¢ que siempre serd par porque cada vez que sumo dos numeros pares, el resultado

me da un numero par.
4 +6 =10

8+ 8 =16

36 + 400= 436

Asipuedo seguir dando parejas de nimeros pares, v seguiré obteniendo un nimero

par como resultado.

Figura 20. Demostracion para la suma de dos nimeros naturales pares es par
Fuente: Reid (Documentos inéditos) (traduccién nuestra)

Argumento 3.5

Los numeros pares son nimeros que pueden ser divididos (exactamente) por 2. Cuando

sumas numeros con un factor comuin, 2 en este caso, la respuesta tendrd el mismo factor

COMUL.

Figura 21. Demostracion para la suma de dos nimeros naturales pares es par
Fuente: Reid (Documentos inéditos) (traduccion nuestra)
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Argumento 3.6

Su respuesta serd aun un nUmero par porque estamos utilizando numeros pares, que son

numeros que se pueden agrupar en parsjas. Por gjemplo, mira mi dibujo de los numeros

10 v 16:

A 10 lo pude agrupar en pargjas (sefialando los cubos amarillos), v este otro numero

(16) tambien lo pude agrupar en parejas (sefialando los cubos de color negro), v cuando

los junto, el resultado también se seguird agrupando en parsjas. Asi se podra hacer esto

siempre que tome dos numeros pares.

Figura 22. Demostracion para la suma de dos nimeros naturales pares es par
Fuente: Reid (Documentos inéditos) (traduccién nuestra)

Argumento 3.7

{Este argumento esta basado en la definicion de division como reparticiones equitativas,

maximas v naturales).

Tomaré los nimeros pares A vB.

O sea a cada una de las 2

personas le dov la misma

A B
/\ /\ cantidad de objetos ¥
n n m m

cuando termino mi

Al repartirlo entre 2

reparticion me sobra nada.
Sobrad  Sobral

Y no he roto ninguno de

Entonces: ATB=n+n-+m-+m mis objetos.
Y reparto estos objetos entre 2 personas.
n n
m m
A + B = n+m n+m Y sobra 0 o sea A+B es par tambien

Figura 23. Demostracion para la suma de dos nimeros naturales pares es par
Fuente: Vallejo (Documentos inéditos) (traduccion nuestra)
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Problema 4: “; Es verdad que cualquier nimero es divisible por 1?”

Argumento 4.1

5i porque todo se lo darian al 1

Por gjemplo

m|1
0 ©

Figura 24. Respuesta de Orlando a la segunda pregunta.
Fuente: Ordorfiez (2014, p. 320)

3.3. Andlisis de los datos

Desarrollamos nuestro andlisis de la siguiente manera: (3.3.1.) Analisis de las respuestas de
los doce participantes, para el cual nos enfocamos Unicamente en las respuestas de los doce
participantes para la primera etapa de la recoleccion de datos: las nueve preguntas abiertas.
No se realiza el anélisis de las respuestas de la segunda etapa para los doce participantes, pues
algunos no justificaron sus respuestas y solo optaron por darle un calificativo; y (3.3.2.)
Analisis completo de las respuestas de dos de los participantes, En este caso se analizara las
respuestas de dos de los participantes seleccionados por presentar respuestas mas completas a
las dos etapas de la recoleccion de datos, descritas en el apartado anterior (3.2). Nos referimos
a un andlisis completo porque abarca el andlisis de las dos etapas de recoleccién de datos. Con
este fin nos concentramos Unicamente en las respuestas dadas por dos de los doce
participantes. Aqui se incluirdn las respuestas completas de ambos participantes (en esto

también se diferencia con lo realizado en 3.3.1)

Para cada uno de los dos analisis diferenciados descritos previamente, seleccionamos
fragmentos de las respuestas textuales ilustrativas, que nos ayudan a agrupar mejor las
respuestas de los participantes para a su vez identificar, particularmente en el caso de los dos

participantes seleccionados, sus creencias acerca de la demostracion matematica.

A continuacion presentamos el desarrollo de nuestros analisis.
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3.3.1. Analisis de las respuestas de los doce participantes

Presentamos los resultados de la investigacion organizado por 9 preguntas abiertas de la
primera etapa de la entrevista a los docentes. Los datos se obtuvieron de cada maestro, pero
informaremos los resultados en forma grupal en cuadros de frecuencia para los 12
encuestados asi como fragmentos ‘representativos’ de las entrevistas de los docentes

identificados por un nimero.

Primera pregunta: ¢Alguna vez ha trabajado demostraciones matematicas en su

educacion?

Teniendo en cuenta que los sujetos de nuestra investigacion son docentes que estan cursando
una maestria en ensefianza de la matematica y que en una de las asignaturas se han trabajado
demostraciones matematicas, se les ha solicitado que su respuesta sea respecto a su formacion

académica anterior.

Tabla 3. Respuesta a la primera pregunta

¢Alguna vez ha trabajado demostraciones Respondio
matematicas en su educacion? Si
En la escuela 4
En pregrado 7
En alguna capacitacion 1
Total 12

De acuerdo a los datos recolectados observamos que efectivamente los doce docentes
encuestados han trabajado demostraciones matematicas, uno de ellos las ha trabajado recién
en un curso de capacitacion, cuatro en la secundaria y siete en su formacion como docentes en

pregrado.

Entre algunas respuestas mostramos la del docente N° 1: “En mi formacion docente (pre
grado), si me han hecho hacer bastante demostraciones y he padecido bastante. Pero no lo
realizo con mis alumnos™. Y la del docente N° 9: “En secundaria en lo que es algebra en lo

que es productos notables”, es representativa para las respuestas de la categoria escuela.

Por lo manifestado por ocho de los docentes encuestados, vemos que en la escuela no se le da
mucho énfasis al trabajo con demostraciones matematicas. Resaltamos la respuesta del
docente que declaro trabajarlo en la secundaria, en lo que respecta al area de las matematicas,

afirmando que lo trabajo en algebra.
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Segunda pregunta: ¢Qué es para Ud. una demostracién matematica?
Mostramos las respuestas del docente N° 1:

“Una secuencia de pasos logicos basados en axiomas, teoremas que sirven para demostrar. Es

la verificacion de un teorema matematico”.
Y la del docente N° 8:

“Usa axiomas para poder demostrar  matematicamente un determinado teorema o
proposicion. Una demostracion se inicia en los axiomas para llegar a demostrar alguna

propiedad o algun teorema cumple la funcion de comprobar y demostrar”.

Estos docentes expresaron una vision de la demostracion desde la perspectiva de la l6gica y
fundamentos de la matematica (ver Capitulo Il p. 23) en la que las demostraciones organizan
las matematicas a partir de verdades llamadas axiomas. Esto lo vemos cuando manifiestan
‘Una secuencia de pasos logicos basados en axiomas, teoremas...” o ‘Usar axiomas...un
determinado teorema o proposicion... una demostracioén se inicia en los axiomas’. Por lo
expuesto, pensamos que dichos docentes tienen una nocion de la demostracion matematica

similar a la mencionada en la perspectiva de la l6gica y fundamentos de la matematica.

Asi mismo, esta vision esta relacionada con los roles de sistematizacién y el de verificacion
de la demostracion, cuando expresan “Una secuencia de pasos logicos basados en axiomas,
teoremas...” en caso del otro docente citado ‘Una secuencia de pasos logicos basados en
axiomas, teoremas...” y ademas cuando manifiestan “es la verificacion de un teorema

matematico” y “cumplen la funcion de comprobar...”, (ver Capitulo 11 p. 23).

Tabla 4. Respuesta a la segunda pregunta

¢ Qué es para Ud. una demostracion matematica? Elrj(;?:;grgse

Relacionada con las perspectiva de nuestro marco teérico:

- Pasos logicos basados en axiomas, postulados, propiedades 4

- Formalismo 1

- Uso de reglas l6gicas 2

- Deduccion (argumentos deductivos) 1

- Validacion de teoremas 4
Relacionada a los roles de la demostracion

- Verificacién 7

- Sistematizacion 5
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En la tabla 4 se muestra un resumen de las diferentes categorias en las que se han agrupado

las respuestas de los doce docentes preguntados acerca de las demostraciones matematicas.
Tercera pregunta: ¢Qué caracteriza una demostracion matematica?
Para esta pregunta mostramos la respuesta del docente N° 6:

“Lo que la caracteriza es que se hace (...) valida de modo general y también lo que uno puede
destacar es que en una demostracion implica la utilizacion de muchos procedimientos: sea

ecuaciones, simplificacion, factorizacion, para llegar a lo que se quiere demostrar”.

En la tabla 4 de resumen de las respuestas, la categoria para esta respuesta es ‘validez’ y

‘lenguaje simbolico’

En este caso, por lo que el docente manifiesta creemos que tiene una nocién de la
demostracion matematica desde la perspectiva de la logica y fundamentos de la matematica

(ver Capitulo Il p. 23)
Esta respuesta es la del docente N° 7

“Creo que seguir un método. Respetar un método ir de algo general a algo particular o al

revés de algo particular a algo general”.

En la tabla de resumen de las respuestas la categoria para esta respuesta es deduccion e
induccion

Por lo expresado por el docente pensamos que la nocién de demostracion que posee es desde
una perspectiva de las ciencias experimentales, pues el docente acepta el método inductivo,
(ver Capitulo Il p. 22). Pero ademas observamos que el docente también considera a las
demostraciones como el seguimiento del método deductivo, en este caso la perspectiva en la
pensamos se encuentre no estd muy clara pues, la comunidad matemaética, la comunidad
matematica escolar y la l6gica y fundamentos de la matemética definen a las demostraciones

como deductivas (ver Capitulo Il p. 23).
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Tabla 5. Respuesta a la tercera pregunta

¢ QuEé caracteriza una demostracién matematica? Namero de
profesores
Rigor 2
Formalismo, lenguaje formal, simbdlico 1
Uso de reglas logicas 3
Deduccién 2
Induccion 1
Verificacion de teoremas, propiedades 3
Argumentos verdaderos. Validez 4

La tabla 4 muestra un resumen de las diferentes categorias en las que se han agrupado las
respuestas de los docentes acerca de las caracteristicas de las demostraciones matematicas.
Para este caso se cuentan mas de doce profesores porque en algunas respuestas los

entrevistados mencionaron mas de una caracteristica.

Las caracteristicas de la demostracion matematica expresadas por los docentes son muy
variadas, vemos que son pocos los que coinciden en sus respuestas, pero pensamos que de
alguna manera se observa que los docentes son conscientes de lo que caracteriza una
demostracion matematica y que se requiere conocimientos de axiomas, postulados,
propiedades, etc., que debe haber rigor, secuencialidad, y validacion general de las

afirmaciones, y los modos de representacion deben ser en lenguaje matematico.

Cuarta pregunta: Segun su apreciacion, ¢desde qué nivel es posible trabajar

demostraciones en clases de matematicas?
Presentamos la respuesta del docente N° 2:

“Yo he trabajado con nivel secundario, pero me parece que desde el nivel anterior se pueden
ir trabajando cosas basicas, de repente para que luego cuando lleguen a secundaria tengan
una idea, continten con esas. Inicios de demostraciones me parecen que desde quinto grado y

sexto grado de primaria deben tener esa nociones”.

Observamos que el docente cree que las demostraciones matematicas se deben trabajar desde

los ultimos grados de la educacion primaria.

Y la respuesta del docente N° 1.
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“En secundaria a partir de 4°. Segun el DCN se debe trabajar en cuarto grado de secundaria”.

En el caso del docente N° 1 vemos que considera recién trabajar con demostraciones en los
ultimos grados de la secundaria, haciendo referencia a lo que se indica en el Disefio Curricular
Nacional de la educacion basica del Perl. Pensamos que el docente cree que las
demostraciones matematicas solo pueden ser trabajadas por alumnos de los Gltimos grados de

la secundaria.
En la siguiente tabla mostramos un resumen de las respuestas de los docentes entrevistados.

Tabla 6. Respuesta a la cuarta pregunta

Segun su apreciacion, ¢desde qué nivel es posible trabajar | Numero de profesores
demostraciones en clases de matematicas?

Desde primaria 2

Desde 5° y 6° de primaria 3

Toda la secundaria 3

Desde 3° de secundaria 3

Desde 4° de secundaria 1

Total 12

Esta tabla nos da la informacion de que todos los docentes entrevistados aprecian que se debe
trabajar las demostraciones matematicas en la escuela, en su mayoria piensan que debe ser en
la secundaria pero hay un numero significativo de ellos que opinan deben ser desde la

primaria.

Quinta pregunta: ¢(Qué campo de las matematicas favorecen el trabajo con

demostraciones en el aula?

Presentamos a continuacion la respuesta del docente N° 6

“El campo que mas favorece es la geometria, hay mas que demostrar en geometria”
La siguiente es la respuesta del docente N° 8

“En general todos, pero yo casi siempre me he abocado en geometria porque aparecen
bastantes teoremas y propiedades que merecen ser demostrados. Muchas veces el alumno solo
los crea pero supongo que hay demostraciones en algebra, aritmética pero en geometria he

Visto bastantes propiedades para demostrar”.
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Notemos que ambos docentes mencionaron que el campo de la geometria favorece més el
trabajo con las demostraciones, uno de ellos ademas declar6 que todos los campos de la

matematica pero que mas se ha dedicado a trabajarlo con temas de geometria.
La siguiente tabla muestra el resumen de las respuestas de los docentes entrevistados:

Tabla 7. Respuesta a la quinta pregunta

¢ Qué campo dedlas matem_éticas favorecen el trabajo con NGmero de profesores
emostraciones en el aula?
Solo geometria 6
Geometria y aritmética 2
Geometria y algebra 1
Geometria y trigonometria 1
Algebra 1
Todos los campos 1
Total 12

A excepcion de un docente todos los docentes entrevistados consideran que el campo de la
matematica que favorece el trabajo con las demostraciones matematicas es la geometria. Solo
uno de los encuestados mencion6 que todos los campos favorecen el trabajo con

demostraciones matematicas.

Sexta pregunta: Desde su perspectiva, ¢Qué rol /funcion /papel juegan las

demostraciones en las clases de matematicas?
Presentamos la respuesta del docente N° 2

“Un rol importante porque ahi el alumno va a reforzar su conocimiento y si son
demostraciones de propiedades el alumno va a adquirirlas con mayor seguridad y eso le va a
servir para continuar con otros estudios donde se necesite esa propiedad y va a aplicarlas con
mayor éxito”. Segun lo manifestado por el docente, le atribuye el rol de transferencia (ver
Capitulo 1l p. 33) cuando expresa que “eso le va a servir para continuar con otros estudios

donde se necesite esa propiedad y va a aplicarlas con mayor éxito
La respuesta siguiente es la del docente N° 7

“Justificar la validez de lo que estamos proponiendo de las propiedades que usamos, de los

teoremas que usamos, justificar si son validos o no, si estan dentro de una estructura I6gica de
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razonamiento, de pensamiento”. En lo manifestado por el docente de acuerdo a nuestro marco
tedrico (p. 27), pensamos se le puede atribuir al rol de sistematizacion cuando manifiesta
textualmente “dentro de una estructura logica de razonamiento...” y verificacion porque

segun manifiesta textualmente “justificar la validez de (...) propiedades, (...) teoremas...”
La respuesta siguiente es la del docente N° 6

“Yo tuve un docente en la UNI que me dijo que una clase de matematica sin demostracion no
era buena clase de matematica, me quede con esa idea que se debe hacer por lo menos una
demostracion en la clase de matematica. Juegan un rol muy importante, porque aqui hay mas
entendimiento para el alumno, lo inclinas a que use propiedades, que argumente cosas, que no
acepte los teoremas como verdades absolutas, sino que diga porqué es verdad. Con el proceso
de demostrar se aprovechan situaciones donde el alumno aplica procedimientos que si son

bien aprovechadas, yo creo que es el camino correcto para ensefiar”

Segun lo manifestado por el docente interpretamos que se puede atribuir el rol de explicacion
cuando manifiesta: “(...) que use propiedades, que argumente cosas, que no acepte los

teoremas como verdades absolutas, sino que diga porqué es verdad...” (ver Capitulo 1l p. 33).

La tabla siguiente muestra el resumen de los roles que le atribuyen a las demostraciones

matematicas los docentes entrevistados, hay algunas respuestas que atribuyen mas de un rol:

Tabla 8. Respuesta a la sexta pregunta

Desde su perspectiva, ¢Qué rol /funcion /papel juegan las Numero de
demostraciones en las clases de matematicas? profesores
Explicacion 4
Transferencia 1
Sistematizacion 2
Verificacion 3
Menciona otros aspectos que no son considerado roles por los investigadores. 4

De los doce docentes ocho reconocen uno o mas roles que cumplen las demostraciones
matematicas en las sesiones de clases. Pero de los doce hay cuatro entrevistados que no
reconocen los roles que los investigadores plantean como tales y mencionan aspectos que no
lo hemos podido vincular directamente con algunos de los roles que hemos explicado en el

capitulo 11 (p. 26) de nuestro Marco tedrico.
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Séptima pregunta: ¢Ud. trabaja demostraciones en sus clases de matematicas?

En las entrevistas, once de los docentes preguntados mencionaron que trabajan con
demostraciones en sus clases pero en pocas oportunidades. Lo que nos hace pensar que los
docentes no practican aquello que consideran importante segun lo que ellos mismos

manifiestan.

Octava pregunta: ¢Qué resultados / propiedades ha demostrado con sus estudiantes por

ejemplo? ¢Por qué esos y no otros? ¢ Con qué proposito /fin?
Presentamos las respuestas del docente N° 11:

“Propiedades y resolucion de problemas en geometria. Hago un procedimiento y explico las
propiedades y en algunos problemas que te exigen aplicar estrategias para justificar”

Y aqui las respuestas del docente N° 12:

“Si en el teorema de Pitagoras, funciones trigonométricas, identidades trigonométricas, coémo

se cumplen y se demuestran, y en algebra con las formulas para llegar a la demostracion.”

Las respuestas de los docentes reflejan que la asignatura en la que trabajan mas las

demostraciones es la geometria, reiterando las respuestas que dieron a la sexta pregunta.

La tabla N° 8 muestra el resumen de los temas expresados por los entrevistados como

ejemplos de resultados o propiedades trabajados en sus clases de matematica:

Tabla 9. Respuesta a la octava pregunta

¢Qué resultados / propiedades ha demostrado con sus estudiantes por | NUmero de
ejemplo? ¢Por qué esos y no otros? ¢ Con qué proposito /fin? profesores

En Triangulos. Suma de los angulos internos de un triangulo. Teorema de | 9
Pitagoras. Propiedades de los triangulos

Simetria 1
Suma de términos de una P.G. 2
En logica 1
En geometria: Rectas paralelas, Teorema de la base media o mediana 2
En algebra: productos notables 2
En trigonometria 1
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En este cuadro se observa que los docentes han trabajado en la mayoria de los casos en temas
de geometria.

Notamos que el total de frecuencias es mayor que 12 (numero de docentes entrevistados) es

porqgue alguno de ellos mencion6 mas de uno de los temas que incluimos en nuestra tabla.

Novena pregunta: ¢Ud. Cree que es importante ensefiar demostraciones matematicas en

la escuela secundaria? ¢Por qué?
Presentamos la respuesta del docente N° 3

“Si es importante en ambos niveles (primaria y secundaria) porque ayuda a desarrollar lo que
es la habilidad de su razonamiento l6gico, porque muchas veces nosotros no sabemos que a
través de preguntas podemos conectarlos a ellos con el nuevo aprendizaje, con ello se sienten

mas seguros de poder resolver y poder razonar y dar sus puntos de vista”.

Pensamos que en su respuesta el docente esta conectando la importancia de las
demostraciones con el rol de la transferencia de la demostracion matematica cuando expresa
que “podemos conectarlos a ellos con el nuevo aprendizaje...”. Segin lo expresado en
capitulo Il (p. 33) de los roles de la demostracion. Ademas el docente declara como
importante el ‘desarrollo de la habilidad de su razonamiento logico’, en este caso
interpretamos que tiene relacion con la nocion de demostracion desde la perspectiva de la
matemaética escolar (p. 25).

Y la del docente N° 6:

“Si, es importante. Primero porque juegan el papel que el estudiante no crea todo lo que
escucha si no que el estudiante sea un critico de la matematica en el sentido de que si dices
esto a ver demuéstralo. Yo siempre le he dicho a mis alumnos haganse la idea de que estamos
en un juicio donde el abogado da recursos en defensa, pero demuéstralo; el juez que pide al

abogado que lo demuestre, el estudiante también debe pedir al profesor que lo demuestre”.

La respuesta del docente nos hace pensar que relaciona la importancia de las demostraciones
matematicas con el rol de la verificacion cuando expone que ‘el estudiante no crea todo lo que
escucha si no que sea un critico de la matematica, es decir, que se muestre evidencia de la

afirmacion presentada.

Todos los docentes entrevistados reconocen la importancia de la demostracion matematica. La
mayoria menciond que ayuda al razonamiento logico de los estudiantes, para que lo “ayude en

su creatividad” y “no se mecanice con las operaciones matematicas”, y que le sirva para
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“continuar con otros estudios”. Observamos que asocian las razones que le atribuyen a la
importancia de las demostraciones con algunos de los roles atribuidos por los investigadores,
o con los significados de algunas de las perspectivas mencionadas en nuestro trabajo (ver
Capitulo 11 p. 22).

Teniendo en cuenta que la entrevista aplicada a los docentes se realizd en dos etapas: Una
primera etapa con preguntas abiertas que nos permitird describir los significados que los
profesores encuestados le dan a las demostraciones matematicas y otra segunda parte con
preguntas cerradas que nos permitira valorar las calificaciones de argumentos sobre
demostraciones matemaéticas que realizan los docentes encuestados, luego es necesario
contrastar ambas partes de la entrevista para interpretar las coincidencias o contradicciones
que expresan los docentes respecto a sus creencias sobre las demostraciones matematicas.
Presentamos al analisis de las respuestas de la primera etapa de dos participantes elegidos por
tener respuestas mas completas en ambas etapas de la entrevista el participante nimero 4 y el
participante namero 10.

3.3.2. Analisis completo de las respuestas de dos de los participantes
Respuestas del Participante N° 4

Mostramos las siguientes tablas que contienen las repuestas del participante N° 4 a las
preguntas de la primera etapa de las entrevistas semiestructuradas llevadas a cabo. En la
primera columna de las tablas, especificamos las preguntas principales que rigen el desarrollo
de esta primera etapa de la entrevista; mientras que en la segunda columna, incluimos las
respuestas textuales del participante, pero ademas en negritas y cursivas las preguntas
adicionales realizadas por el entrevistador. Al final de cada una de las tablas presentamos

nuestra descripcion y analisis.

Tabla 10. Respuesta a la pregunta 1 del Participante 4
PREGUNTA N°1 RESPUESTA DEL PARTICIPANTE N° 4

¢Alguna vez ha trabajado demostraciones | Alguna cosas, si. Algunos puntitos, algunos puntos.
matematicas en su educacion? _ L _ . .
¢En qué nivel? ¢ En secundaria o en superior?

No, no. En secundaria.

¢En secundaria? Ah ya, desde secundaria has visto.

En secundaria, algunas demostraciones puntuales de
algunos ejercicios. Bueno, como venian en los libros.
Algunas demostraciones, y esas simplemente las
trabajdbamos

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : gx_}\éeagﬁmn

DEL PERU

El docente manifiesta que trabajé solo algunas demostraciones en su educacion secundaria.
En su respuesta destacamos la importancia del uso de los libros de texto en la ensefianza
aprendizaje de las matematicas, ya que de acuerdo a lo manifestado por el participante, parece
haber sido una herramienta referencial en su aprendizaje de las demostraciones matematicas.

Segun indica, su profesor las trabajaba en clase tal como figuraba en los libros de texto.

Tabla 11. Respuesta a la pregunta 2 y 3 del participante 4
PREGUNTAS N°2y 3 RESPUESTA DEL PARTICIPANTE N° 4

¢Qué es para Ud. una demostracion matemdtica? | Bueno, una demostracion son argumentos
deductivos, que empleamos, ¢/no? Que para €so
empleamos a veces axiomas, definiciones,
teoremas... para poder, demostrar algo si es
verdadero, para demostrar, bueno, lo que se
quiere demostrar, ;no? Si se quiere demostrar
algo entonces yo empleo definiciones, axiomas,
otros teoremas para poder demostrar. Por eso
son... y en si son argumentos pues que VvOy
deduciendo, argumentos deductivos.

¢Qué caracteriza una demostracion matematica? | ;La caracteristica principal?

¢O qué caracteriza una demostracion para ti?
¢;Qué  caracteristica  debe tener una
demostracion?

Primero que tiene que ser, eh..., las deducciones
tienen que ser formales, sin nada de empirismos,
¢no? Tengo que basarme en algo para ir
demostrando deductivamente, me tengo que estar
basando en cosas ya formales, establecidas ya
formalmente.

¢ Ya demostradas?
Claro, ya teoremas.
¢ Qué quieres decir con formalismo?

El formalismo tiene que ver con el uso de
lenguaje simbdlico o matemético y que se da
cuando las demostraciones van secuencialmente
probando primero casos particulares y luego hasta
generalizar.

El docente afirma que las demostraciones son “argumentos deductivos”, para lo que se
emplean verdades matematicas en la forma de “axiomas, definiciones, teoremas”, a lo que el
participante también hace referencia como “cosas ya formales, establecidas ya formalmente”.
Ademaés destacamos en su respuesta lo siguiente: “las deducciones tienen que ser formales,

sin nada de empirismos”.
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En este caso el docente expresa que las “deducciones” que caracterizan a una demostracion
tienen que ser formales, poniendo énfasis en este Gltimo punto: El formalismo. Asimismo
destacamos la forma como el participante percibe la matematica: que se origina en axiomas,
definiciones, teoremas ya demostrados, etc., y que a partir de deducciones se pueden ir
demostrando nuevos teoremas. También hacemos notar sobre la forma como el participante

N° 4 asocia al formalismo con el lenguaje simbolico o matematico, tal y como €l indica.

Tomando en cuenta las respuestas del participante a las preguntas 2 y 3 de la primera etapa de
la entrevista, percibimos que el docente tiene una nocién de demostracion matematica similar

a la dada desde la perspectiva de la légica y los fundamentos de la matematica (ver capitulo

I, p. 21).
Tabla 12. Respuesta a la pregunta 4 del participante 4
PREGUNTA N° 4 RESPUESTA DEL PARTICIPANTE N° 4

Segln su apreciacion, ¢desde qué nivel es | Segun el grado de la demostracion, creo yo, {no?
posible trabajar demostraciones en clases de | Hay demostraciones, donde, eh..., que para ser
matematicas? demostradas implica (el uso de) bastantes pasos:
varias definiciones, otros teoremas, algunos
axiomas, entonces es... (Inaudible).... Pero para
demostrar algunas donde solamente se va a
emplear algunos, pocas definiciones o pocos
teoremas, ¢no?, o pocas deducciones, entonces yo
creo que se puede emplear desde tercer grado.

¢De Secundaria?
Si, desde tercero de secundaria.

El participante asocia el desarrollo de demostraciones matematicas con “la cantidad” de
conocimiento matematico acumulado, en la forma de definiciones, axiomas, teoremas, etc. De
acuerdo a su respuesta, para hacer demostraciones mas “sofisticadas”, se requiere de una
mayor acumulacion y uso de este tipo de conocimiento. El sugiere asi que es posible trabajar
demostraciones “simples” (en el sentido de que se empleen pocos conocimientos para ellas),

desde tercer grado de secundaria.

Tabla 13. Respuesta a la pregunta 5 del participante 4
PREGUNTA N°5 RESPUESTA DEL PARTICIPANTE N° 4

¢Qué campo de las mateméticas | Bueno, el campo, creo que, donde se emplean més las

favorecen el trabajo con demostraciones | demostraciones, creo que es el campo de la geometria.

en el aula? ¢ Cuél? ;Alguno? ;Ninguno? . ) .
¢ ¢Ag ¢NIng ¢ Geometria es en donde mas se trabaja?

Si es donde mas se trabaja.
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El docente manifiesta que, desde su punto de vista, la geometria es el campo que propicia el
trabajo con demostraciones. Y que, segin él, es ese el campo donde méas se trabajan

demostraciones matematicas en el aula.

Tabla 14. Respuesta a la pregunta 6 del participante 4
PREGUNTA N° 6 RESPUESTA DEL PARTICIPANTE N° 4

Desde su perspectiva, ¢Qué rol /funcion /papel | Las  demostraciones en las clases de
juegan las demostraciones en las clases de | matematicas...

matematicas? £ Qué rol juegan?
... juega el papel de mmm... de hacer mas formal
un conocimiento, de profundizar el conocimiento
y hacerlo mas formal. O sea, si es demostrable,
estamos demostrando que se cumple esto, jah!,
entonces el alumno va a ver que no le estoy, como
decir, que no lo estamos engafiando, va a ver que
ese concepto si se puede cumplir basando en un
paso, deduciendo uno, un teorema 0 una
definicion y se cumple. Entonces yo creo que el
de formalizar la matematica, formalizar el
contenido.

Eso de que se cumpla algo, ¢como le llamarias
ta? ¢Verdad?

Claro, si. Demostrar las verdades. Si eso

Observemos que nuevamente en este caso nuestro entrevistado expresa el caracter formal de
las demostraciones. El participante menciona explicitamente que, desde su punto de vista, las
demostraciones juegan el papel de “formalizar la matematica, formalizar el contenido”. De
acuerdo a nuestros elementos teoricos, el rol atribuido en este caso, parece hacer referencia al
rol de sistematizacion (ver Capitulo Il, p. 30). ...Como evidencia de ello, destacamos lo
sefialado por el participante en las siguientes frases: “Hacer mas formal un conocimiento”,
“deduciendo un teorema”, “formalizar la matematica, formalizar el contenido”. Esto ultimo
parece indicar que el participante ve en la demostracion un medio para organizar la

matematica y particularmente el contenido, como él sefiala.

Otro rol al que hace referencia es el de la verificacion de un concepto cuando expresa “el
alumno va a ver que no le estoy, como decir, que no lo estamos engafiando, va a ver que ese
concepto si se puede cumplir, basando en un paso, deduciendo uno,...’. Este caso es el rol que
generalmente ha sido reconocido por los investigadores como rol de verificacion de las

demostraciones.
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Tabla 15. Respuesta a la pregunta 7 del Participante 4
PREGUNTA N°7 RESPUESTA DEL PARTICIPANTE N° 4

Ud. ¢Trabaja demostraciones en sus clases de | Como te digo, algunas veces lo hacemos. No,
matematicas? siempre. Algunas que vemos, que son importantes
y que los alumnos ¢no? nos puedan entender,
entonces, esas las trabajamos.

¢En qué grados sobre todo?
En cuarto grado.
JEn cuarto...?

De secundaria

El docente expresa haber trabajado con las demostraciones en cuarto de secundaria, es decir,
casi al finalizar nuestra educacién basica. Para esto él recalca que para trabajar las
demostraciones, se requiere determinar aquellas (demostraciones) que son importantes, y
aquellas que podrian ser entendidas por los estudiantes, asumiendo de esta manera que no

todas las demostraciones pueden ser entendidas por estudiantes de la educacion bésica.

Tabla 16. Respuesta a la pregunta 8 del participante 4
PREGUNTA N° 8 RESPUESTA DEL PARTICIPANTE N° 4

¢Qué resultados / propiedades ha demostrado | Teoremas por ejemplo de rectas paralelas,
con sus estudiantes por ejemplo? ¢Por qué esos | basandome en los axiomas, en varios axiomas,
y no otros? ;Con qué proposito /fin? entonces para demostrar algunos conceptos sobre
todo de la geometria plana, entonces... hemos ido
buscando. A ver este teorema, lo podemos, se
puede demostrar, si, viendo los pasos, uno, dos
pasos, tres pasos entonces el alumno ahi poquito a
poquito si. Los que se meten de lleno a la
matemdtica a veces lo comprenden, lo
comprenden.

Aqui nuevamente se observa que las demostraciones son para el docente mejor aprovechadas

en geometria, para que el estudiante comprenda las matemaéticas.

Notamos nuevamente la perspectiva del participante respecto a lo que entiende por
demostracion, cuando dice: “Teoremas de rectas paralelas, basindome en varios axiomas...

un paso, dos pasos. El alumno ahi poquito a poquito...”
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Tabla 17. Respuesta a la pregunta 9 del Participante 4
PREGUNTA N°9 RESPUESTA DEL PARTICIPANTE N° 4

¢Ud. Cree que es importante ensefiar | Yo creo que si, si es importante, si es importante.
demostraciones matematicas en la escuela

) " ; Alguna razén mas aparte de lo que ya nos
secundaria? ¢Por qué? ¢Ad P que y

dicho que el alumno va a entenderla?

Como te digo que... este... afianza los
conocimientos matematicos en el alumno, porque
se van tocando, ¢no? Para ir demostrando y en
€s0s pasos se van tocando axiomas se van
tocando teoremas entonces va afianzando los
conocimientos y conceptos matematicos en el
alumno

Observamos que el docente expresa que la importancia de las demostraciones matematicas
tienen que ver con la utilizacion de los axiomas, teoremas matematicos empleados por el
estudiante. Aqui igualmente el participante expresa su perspectiva de la demostracion vista
desde la logica y fundamentos de la matematica. También se puede interpretar que asocia a

las demostraciones con el rol de sistematizacion de las matematicas.

En esta primera etapa en la que hemos mostrado las respuestas del participante N° 4,
encontramos que el docente (por lo que manifiesta ‘tedricamente’) tiene una vision de la
demostracion similar a la vista desde la perspectiva de la logica y fundamentos de la
matematica (ver capitulo 11, p. 22). Interpretamos lo dicho anteriormente, por los significados
que observamos ha otorgado el docente y hemos detallado en el analisis de las respuestas del
participante a cada pregunta realizada en los segmentos anteriores.

Evaluacion de los argumentos por el docente N° 4:

Mostramos la siguiente tabla, que especifica en la primera columna el nimero asignado al
argumento de cada problema calificado por el docente, en la segunda columna el calificativo
que el docente le otorgd a dicho argumento (que puede ser del 1 al 4) y en la tercera columna
mostramos la justificacion otorgada por el docente, agregando en negrita y cursiva las
preguntas complementarias que el investigador cree por conveniente para entender cuales son
los aspectos adicionales para las consideraciones que hacen los participantes acerca de sus

calificaciones y finalmente nuestra apreciacion o analisis de dicha calificacion o justificacion.
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Tabla 18. Calificacion al argumento 1.1 del Participante 4

Problema 1

N° Calificacion Justificacion del participante

Argumento

11 4 Si es demostracion, cuatro. Yo digo que es una demostracion
por induccion, es una demostracién inductiva cuando se parte
de la minima expresion que es 1y, afirmo para un “n” y tengo
que ver si se cumple para un “n+1”

Asigna calificativo 4: compatible con su perspectiva manifestada en la primera etapa de la
entrevista. De acuerdo a su perspectiva de la demostracion vista desde la ldgica y
fundamentos de la matematica (ver p. 22) el docente le da un calificativo esperado, pues la
demostracion muestra esquemas simbdlicos y es un método de demostracion conocido y
aceptado. Ademas ante la pregunta de cual argumento elige para esta tarea, el participante

eligid este arguemnto.

Tabla 19. Calificacion al argumento 1.2 del Participante 4

1.2 1 Hasta aqui es una comprobacion de algo.

¢No es una demostracién?

No es una demostracién es una comprobacion
¢Entonces le pondrias un calificativo?

¢uUno dices no?

Uno es cuando no es... Ya uno.

T sabes que puedes usar la escala del uno al cuatro.
Ya uno entonces. Pero aqui hay una cosita, 0 es 0 no es.

O sea t0. Depende algunos me dicen 2 porque tiene algo de la
demostracién, tres porgue le falta un poquito.

Es que tiene algunos pasos de la demostracion, pero no es una
demostracion porque solamente lo estd calculando para un
namero finito, ;no?, pero por ejemplo lo decimos con el otro es
para un “n” ;no?

Asigna calificativo 1, compatible con su perspectiva mostrada en la primera etapa. El docente
reconoce que el argumento tiene un proceso que puede permitir generalizar la demostracion,
pero carece de la generalizaciéon formal vista desde dicha perspectiva, le da un calificativo

minimo.
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Tabla 20. Calificacion al argumento 1.3 del Participante 4

1.3 4 Si. Si, es demostracion.
¢4 entonces? Si 4.
Porque estd usando el “n”

Parte de una situacion de suma ;jno? Hay una suma hasta “n”
términos, hace la misma suma ¢no? en forma inversa, y luego
hace la misma suma de los dos. Una suma y por lo tanto llega a
una afirmacion.

Asigna calificativo 4: compatible con su perspectiva puesto que el argumento muestra una
forma de representacion simbolica, formal y generaliza el problema. Ademas, sefialo que este

argumento es el seleccionado frente a la pregunta de ¢cual argumento le convence méas?

Tabla 21. Calificacion al argumento 1.4 del Participante 4

1.4 3 Aca me esta diciendo solamente cuando n es par o impar nada mas no es
en forma general ¢no?, aca es en forma general (el participante sefiala la
hoja donde esta escrito el problema planteado) para cualquier n la suma es
esta.

Como es nUmeros enteros positivos.

Pero aca me dice solamente me dice n es bien par o impar solamente para
uno de estos casos Y acé, estd probando para el impar y el par Me parece
que es un caso particular.

¢Entonces le pondrias cuanto?

A ya td quieres que lo califique

Que lo califiques del 1 al 4.

Yo le pondria un tres

¢Un tres porque te parece un caso particular?

porque me parece un caso particular, como te digo la duda es ahorita 7, yo
seguiria probando por ejemplo aqui han probado para un siete, el tiempo
faltaria que tal para un... qué tal para un 9, como pasa, o para un 10,
entonces de ahi ya voy generalizando al menos que ti me digas que si se
cumple para un 9 o que si se cumple para un 11, la cuestion es que de aqui
sacar esta férmula, de aqui como llega a esta formula, para otro nimero,
para 9, para 11, para 13. entonces por €so no lo veo

Asigna calificativo 3: No es compatible con su perspectiva mostrada en la primera etapa.
Interpretamos que el docente a pesar de su perspectiva de demostraciéon matematica mostrada
en la primera etapa, y de no aceptar los argumentos de tipo genérico como una demostracion;
reconoce que este argumento tiene un proceso demostrativo, por tal razén le otorga un

calificativo de 3 a dicho argumento.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : gx_}\éeagﬁmn

DEL PERU

Tabla 22. Calificacion al argumento 1.5 del Participante 4

1.5 1 Ya esto no es una demostracion.
¢No es?

Es una comprobacion, pero no es una demostracion, estd comprobando
simplemente que se cumple esto.

¢Le pondrias un uno? Un uno

Asigna calificativo 1: compatible con su perspectiva mostrada en la primera etapa.
Interpretamos que el docente no reconoce un argumento genérico como demostracion

matematica.

Tabla 23. Calificacion al argumento 1.6 del Participante 4

1.6 2 ¢ Qué es para ti?, si no entiendes algo me preguntas.

Esto, el procedimiento para mi estd bien se entiende el
procedimiento, llega a esto un poco jalado, llega. Esta comprobando
la férmula por medio de estos triangulos estd comprobando pero no lo
estad demostrando. Yo le pongo un 2.

Es una comprobacion también ¢no? ¢Porque no uno, que
explicacién darias?

Bueno aca todavia trabaja con....he...este aqui estamos, yo todavia
estoy con una duda. Para mi estas son comprobaciones, no son tan
formales para una demostracion.

Asigna calificativo 2: No es compatible con su perspectiva. En este caso el docente expresa su
nocion de demostracién, que debe ser formal, pensamos que para €l debe ser escrito de forma
simbolica, por ello no le otorga el calificativo esperado al argumento desde su perspectiva
mostrada, pero se contradice al otorgarle el calificativo 2, pues deberia ser 1 para dicha

perspectiva.

Tabla 24. Calificacion al argumento 2.1 del Participante 4

Problema 2

2.1 4 Es una demostracion gréfica.
Entonces ¢si es demostracion?, ;un 4?

Si estd demostrando graficamente, Siempre y cuando se cumpla esto
¢no? (sefala en la figura del argumento la linea recta formada por los
tres angulos) Todo lo que tu me dices, una linea recta, los argumentos
dados...

Asigna calificativo 4: no es compatible con su perspectiva. En este caso, pensamos que él
docente esta contradiciendo la perspectiva mostrada, recalca que si se cumple que los angulos
forman la linea recta, pero para el caso de las matematicas no califica como demostracion

puesto que es un caso particular.
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Tabla 25. Calificacion al argumento 2.2 del Participante 4

2.2 4 (lee el argumento) Pero aqui graficamente es la duda porqué... no sé si
el triangulo estd bien dibujado (se refiere a los lados) (uno quedaria
mas arriba que el otro) porque aca lo presentas...pero no sé... Asi esta
¢no? bueno en el dibujo no se nota tanto. Son perpendiculares nada
mas, correcto. (lee el argumento) (Se le explica el argumento) Si es
una demostracion, 4

Asigna calificativo 4: No es compatible con su perspectiva. El docente duda y recalca las
condiciones que se requiere para reconocerla como demostracion, a pesar de no observar un
proceso expresado de forma meramente simbolica lo acepta como demostracion. Ademas,

este argumento es el que eligio de entre los presentados para el presente problema.

Tabla 26. Calificacion al argumento 2.3 del Participante 4

2.3 4 (lee el argumento) Acéa si me convence .4 (sefiala el dibujo)
pero acd, sefiala el texto (lee) (se le explica el argumento) Si

¢ También es demostracion? Si.

(Comentario después de la evaluacion del argumento). Esta
es de una manera un poco mas empirica, se podria decir, pero lo
estd demostrando. Y ahorita me estoy.... es una demostracion
mas grafica una comprobacion grafica. después me vas a
preguntar con cual me quedo)

Asigna calificativo 4: No es compatible con su perspectiva. El docente reconoce el argumento
como demostracion, contradiciendo la perspectiva que muestra tener en la primera etapa de la
entrevista. Le llama empirico pues el esquema no es muy formal y se expresa una buena parte
de la demostracion en lenguaje verbal. Ademas, El participante eligié este argumento como el

mas convincente de los presentados para el presente problema.

Tabla 27. Calificacion al argumento 2.4 del Participante 4

2.4 3 (lee el argumento, trata de entenderlo) Es una demostracion
grafica, no es demostracién. Le pongo un tres.

¢ Qué le falta para que sea un 4?
Debe convencerme mas, no me convence tanto.

Asigna calificativo 3: No es compatible con su perspectiva. Interpretamos que el docente al no
ver una forma de presentacion simbolica como él cree que deben presentarse las
demostraciones no le asigna el calificativo 4, pero tampoco le otorga el calificativo 1 de

acuerdo a su perspectiva, se contradice y reconoce procesos demostrativos en el argumento.

Tabla 28. Calificacion al argumento 2.5 del Participante 4

25 3 (lee el argumento) (Se le explica el argumento) Por ejemplo aca ha
sefialado uno ¢no? (al triangulo seleccionado en la figura)... Claro lo
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esta demostrando graficamente Si es demostracion pero califica un 3.
¢Solo tres?

Si, igual no me convence.

Asigna calificativo 3: No es compatible con su perspectiva. En este caso, igualmente como en
el caso del argumento 2.4, Pensamos que el docente al no ver una forma de presentacion
simbolica como €l cree que deben presentarse las demostraciones no le asigna el calificativo
4. Pero se contradice con su perspectiva mostrada pues reconoce procesos demostrativos en el

argumento.

Tabla 29. Calificacion al argumento 3.1 del Participante 4

Problema 3

3.1 1 (lee el argumento) Pero ahi me esta diciendo que es el mismo
numero con el mismo a tiene que ser un b por ejemplo y seria
dos b y si seria un dos b mira...entonces seria asi supongamos
¢no?

(Le muestro el argumento 3.2) ¢ Seria asi? Aja
Entonces ya esté lo que pensaste

Si entonces yo tendria un “2(a+b)” y esto seria par ;no? Por
lo tanto la suma de dos nimeros naturales pares es otro numero
par, entonces, Esto por lo que esta... esto por lo que esta aca
no lo veo, madre, como te puedo decir serd... seria una
demostracidn para esta (tarea)

O seria de repente para otro caso ¢no?
Claro puede ser para otro caso
¢Por ejemplo que caso seria para ti?

A ver para dos nimeros pares iguales pero para esa (muestra el
escrito del problema presentado) generalmente no.

¢Entonces para ese que calificativo le pondrias al 3.1?
A ya tl quieres que le ponga un calificativo.
Sidel 1al 4

El uno porque no se presta simplemente.

Asigna calificativo 4: Compatible con su perspectiva. El docente reconoci6 que el argumento
esta denotado simbolicamente pero no satisface las condiciones del problema, que son para
dos numeros naturales pares, pero no especifica que dicha representacion simbdlica es para

nameros iguales.
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Tabla 30. Calificacion al argumento 3.2 del Participante 4

3.2 4 (lee el argumento) Si es.
JEsa sies?, es un...

cuatro

Asigna calificativo 4: compatible con su perspectiva. En este caso el argumento si satisface
las condiciones del problema, lo que es reconocido por el docente. Ademas, este argumento es
el elegido por el docente de entre los presentados para la tarea y también fue el sefialado como

el mas convincente de todos los argumentos.

Tabla 31. Calificacion al argumento 3.3 del Participante 4

3.3 4 (Lee el argumento) Puedo escribir ¢no?
Si.
Le pongo un tres.
Que le falta para que sea 4.
Es forma general ponle 4.
Cambiaste

Bueno al menos trabaja generalmente porque todos terminan
en 2,4,6,

Asigna calificativo 4: compatible con su perspectiva. ElI docente a pesar de haber dudado,
suponemos por su perspectiva de demostracion que muestra tener, reconoce que €s un

argumento que demuestra de forma general la propiedad y le otorga el calificativo respectivo.

Tabla 32. Calificacion al argumento 3.4 del Participante 4

3.4 1 Es una comprobacién méas que una demostracion
¢Qué le pones?

uno

Asigna calificativo 1: compatible con su perspectiva. El docente reafirma su perspectiva de la

demostracion desde la légica y fundamentos de la matematica.

Tabla 33. Calificacion al argumento 3.5 del Participante 4

35 4 Que te puedo decir, mas que una demostracion, esta es una explicacion de este
caso, (coge el argumento 3.2 y lee) por lo tanto, no sé, mas que demostracion esto
viene a ser una descripcion de esta demostracion esto viene ser una descripcion.

¢No es lo mismo? una esta dado un poco mas en simbolos y la otra en
palabras.

Si pues.
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A esa de allé que le has dicho que es.
Que es una demostracion.
Y esta que no.

Si pero claro esta seria la demostracion seria la seria la verbalizacion de esta
demostracion.

Ya entonces por lo que me dices no te parece demostracion seria una
explicacion ¢como lo calificarias?

No sé a ver, esto es o mismo que esto entones esto en una demostracion también
porgue tiene los mismos argumentos deductivos de la demostracién. Le pongo 4.

Asigna calificativo 4: no es compatible con su perspectiva. Interpretamos que el docente, tiene
de acuerdo a su perspectiva mostrada en las preguntas de la primera fase, un esquema de
demostracion simbolica, podria decirse formal en su nocion de demostracion, y le cuesta
aceptar otra forma de representacion, pero lo acepta, y finalmente le asigna el calificativo de

demostracion.

Tabla 34. Calificacion al argumento 3.6 del Participante 4

3.6 2 Es una propiedad de los nimeros pares.
¢No es demostracion?

No es demostracion.

¢Qué le pondrias?

dos

Asigna calificativo 2: No es compatible con su perspectiva. El docente reafirma su
perspectiva de demostracién y no reconoce que el argumento mostrado es un argumento

genérico y que califica como demostracion matematica.

Tabla 35. Calificacion al argumento 3.7 del Participante 4

3.7 3 (Lee el argumento. Se le explica un poco) La cuestion es
también ver que propiedad estd empleando porque, Bueno acé
no lo dice pero se supone que esta aplicando la propiedad
conmutativa.

A claro para separar

Para separar y entonces.

Lo hace de una manera visual.

Claro sin justificar mucho.

Su justificacion es que esta dividiendo

Le pondria un tres.

Un tres por lo que falta justificar dices ¢no?
Claro, separa sin justificar.
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Asigna calificativo 3: No es compatible con su perspectiva, el docente participante se
contradice y reconoce que hay generalidad para demostrar en el presente argumento, por tal

razon le otorga un calificativo muy cercano al que representa una demostracion matematica.

Tabla 36. Calificacion al argumento 4.1 del Participante 4

Problema 4

4.1 4 ¢Colmo asi? ;,Como una demostracion?

Si.

Como una demostracion no lo, no lo....

¢No lo ves codmo demostracion?

No lo veo como una demostracion de repente...

Algo abstracto, el simbolo infinito porque esto es el infinito que
implica.

ya muy buena pregunta, ya te explico un poco el nifio que
hizo esta demostracion para el su idea de ndimeros, cualquier
numero era el infinito era su forma de generalizar

(1394

ayaesun‘n

Un “n” para él si no como no sabia poner n puso infinito
porque él sabe que todos los numeros son infinitos, ¢no? no
termina nunca, ¢qué dices? (Califica como una
demostracion?

Claro como una demostracién porque esta aplicando un criterio
de la division. Le pongo 4

Asigna calificativo 4: No es compatible con su perspectiva, reconoce la generalidad de la

demostracion después de la explicacion por el uso de “n”, pero se contradice con la

perspectiva mostrada en la primera etapa.

En esta segunda etapa en la que hemos mostrado las respuestas del participante N° 4, a los
argumentos presentados, encontramos que el docente (por lo que manifiesta en la “practica”)
tiene una vision no definida de la demostracion de la demostracion matematica (ver capitulo
I1, p. 22). Interpretamos lo dicho anteriormente, por las justificaciones que otorga el docente a
cada argumento presentado y detallado en el andlisis de sus respuestas. Interpretamos que el
docente reconoce argumentos expresados de diferentes formas y no solo de la forma rigurosa
y formal de las matematicas que, segun sus respuestas en la primera etapa, deberian ser

expresadas las demostraciones matematicas.

En suma la creencia que posee el participante de las demostraciones matematicas es que debe
tener un caracter formal, expresado simbolicamente, pero acepta en algunos casos, las

demostraciones con argumentos geneéricos, aunque no le otorga el total crédito de ser una
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demostracion matematica. Reconoce los roles de sistematizacion y verificacion de la
demostracion matemaética. Ademas de tener la vision de que las demostraciones matematicas

son favorecidas cuando se trabajan en el campo de la geometria.
Respuestas del participante N° 10.

Mostramos las siguientes tablas que muestran las repuestas otorgadas por el participante N°
10 a las preguntas de la primera etapa de las entrevistas semiestructuradas llevadas a cabo. En
la primera columna de las tablas, especificamos las preguntas principales que regian el
desarrollo de esta primera etapa de la entrevista; mientras que la segunda columna incluimos
las respuestas textuales del participante, pero ademas en negritas y cursivas las preguntas
adicionales realizadas por el entrevistador. Al final de cada una de las tablas presentamos

nuestra descripcion y analisis.

Tabla 37. Respuesta a la pregunta 1 del Participante 10
PREGUNTA N° 1 RESPUESTA DEL PARTICIPANTE N° 10

¢Alguna vez ha trabajado demostraciones | ¢En mi formacion? Si.
matematicas en su educacion? .
¢En el colegio?

En el colegio no recuerdo, creo que muy poco.

En mis estudios superiores si he trabajado.

El docente afirma no recordar haber trabajado demostraciones matematicas en la escuela o en
todo caso las ha trabajado poco. Pero si manifiesta haber trabajado demostraciones

matematicas en su educacion superior.

Tabla 38. Respuesta a la pregunta 2 del Participante 10
PREGUNTA N° 2 RESPUESTA DEL PARTICIPANTE N° 10

¢Qué es para Ud. una demostracion matematica? | Ya, bueno hablando de un teorema. Yo pienso
gue es una demostracién si es que sigue un
proceso légico deductivo partiendo de las
premisas, de las hipétesis. Partimos de las
hipotesis, a partir de esos procesos l6gicos
Ilegamos a demostrar las tesis entonces para mi
eso es demostracion.

Y esos pasos que tu dices que no deben faltar, en
es0s pasos ¢qué estd involucrado? ¢Hay algo
involucrado? O sea... porque tu mencionaste
hace un rato que se tiene que utilizar axiomas.

Si, para mi los axiomas, por ejemplo, son los
argumentos. Pero esos argumentos tienen que
estar debidamente justificados, pues yo digo,
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utilizo esto y de repente estoy utilizando esta
propiedad y por qué, tiene que ir siempre
justificado diciendo por qué se esta utilizando esa
propiedad.

Ya, y cuando tu dices argumentos deductivos
¢dices eso no? Argumentos deductivos, ¢en qué
sentido deductivo? Porque deductivo es una
palabra bastante sofisticada.

Ya... En cuanto a deductivo yo me estaba
refiriendo a toda la demostracién como proceso
deductivo. No precisamente solamente a un
argumento... sino a toda la demostracion.

¢, Qué es Deductivo?

Deductivo, yo entiendo que voy llevando una
secuencia logica. A partir de ciertos pasos yo voy
a llegar a una conclusién.

Y como es la conexidn entre dichos pasos

Tienen que guardar estrecha relacion. No pueden
estar desvinculados, tienen que depender entre
ellos. Tiene que haber una dependencia.
Individualmente no pueden ser analizados

Cuando el participante menciona “siguiendo un proceso logico deductivo” interpretamos que
puede tener una nocién de demostracion desde cualquiera de dos perspectivas mencionadas en
nuestro marco tedrico, que son: Perspectiva matematica o Perspectiva de la matematica
escolar. Pero en las respuestas dadas por el participante a las nuevas preguntas planteadas,
pensamos que su perspectiva se aclara y deja entrever que tiene una nocion de la
demostracion desde la perspectiva de la matematica escolar cuando expresa que, “siguiendo

ciertos pasos (...) que guardan estrecha relacion (...) llegara a una conclusion” (ver cap. Il.

P. 25).

Tabla 39. Respuesta a la pregunta 3 del Participante 10
PREGUNTA N°3 RESPUESTA DEL PARTICIPANTE N° 10

¢Qué caracteriza una demostracion matematica? | Bueno creo que una estructura de la demostracion
matema@tica esta dado en forma de un condicional
donde la primera parte representaria la hipotesis o
conjunto de hip6tesis que vienen a ser enunciados
verdaderos y a partir de ellos logramos demostrar
la tesis.

¢Importa que la demostracion tenga la forma
clasica, la forma algoritmica rigurosa o puede
ser contextualizado dependiendo del problema?

Creo que tendria que tener en cuenta también el
contexto... porque previamente a mi estudiante
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tendria que haberle ensefiado eso también... y
hacer una generalizacion.

Digamos que desde tu punto de vista no
necesariamente tiene que tener el rigor de los
simbolos.

Claro siempre y cuando guarde relacion con lo
que se sabe que es demostracion. El alumno
puede no acordarse los simbolos pero describe el
proceso.

El docente manifiesta que las demostraciones tienen una estructura gque empieza con
“hipdtesis que vienen a ser enunciados verdaderos” a partir de los cuales se logra la
demostracion. También resaltamos en su respuesta lo siguiente: “siempre y cuando guarde
relacion con lo que se sabe que es demostracion. EI alumno puede no acordarse los simbolos

’

pero describe el proceso”.

Interpretamos en esta respuesta que nos otorga el participante N° 10, que tiene una nocion de
demostracion similar a la dada desde la perspectiva de la matematica escolar (ver cap. Il p.
25)

Tabla 40. Respuesta a la pregunta 1 del Participante 10
PREGUNTA N° 4 RESPUESTA DEL PARTICIPANTE N° 10

Segln su apreciacion, ¢desde qué nivel es | En Cuarto grado los teoremas de Geometria, en
posible trabajar demostraciones en clases de | tercer grado también en cuanto a ldgica. En
matematicas? quinto grado. Incluso en los grados de 2° también.

¢En segundo ya pueden hacer demostraciones?

Si algunas demostraciones no en todas porque
también tenemos que tener en cuenta que su ritmo
de aprendizaje de los estudiantes en zona rural es
muy diferente que en zona urbana

El docente manifiesta que si se puede trabajar las demostraciones desde segundo de
secundaria, teniendo en cuenta el “ritmo de aprendizaje de los estudiantes” y su contexto

social.

Tabla 41. Respuesta a la pregunta 5 del Participante 10
PREGUNTA N°5 RESPUESTA DEL PARTICIPANTE N° 10

¢Qué campo de las matematicas favorecen el | Teoremas en geometria es en donde se puede
trabajo con demostraciones en el aula? ¢(Cudl? | trabajar mas las demostraciones.

; 2 ;Ni 2
¢Alguno? ¢Ningunor ¢Por qué, porque es donde se puede trabajar

mas?
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Porque...

¢Es mas facil? ¢Qué cosa es lo que favorecen
digamos que se trabaje mas demostraciones en
geometria?

Ya, porque en geometria uno le puede dar, los
axiomas, enunciar los axiomas y a partir de eso
vamos encontrando propiedades, Ilegamos a los
teoremas y se les indica que el estudiante tiene
que utilizar esos axiomas, otros teoremas que
anteriormente hemos estudiado, para que ellos
puedan hacer la demostracion.

El docente afirma desde su punto de vista, que el campo de la geometria es el que contribuye
al trabajo con demostraciones, Y de acuerdo a lo que manifiesta resaltamos que el participante
reconoce el rol de sistematizacion de la demostracion pues organiza los resultados en

axiomas, propiedades, teoremas (ver capitulo Il, p. 30).

Tabla 42. Respuesta a la pregunta 6 del Participante 10
PREGUNTA N° 6 RESPUESTA DEL PARTICIPANTE N° 10

Desde su perspectiva, ¢Qué rol /funcién /papel | Lo que a mi me interesa es que el estudiante sea
juegan las demostraciones en las clases de | un poco... aprenda a argumentar, aprenda a
matematicas? justificar sus procesos y eso creo que lo hace mas
independiente. Y pienso que el estudiante que
aprende a hacer una demostracion, incluso puede
investigar por él mismo y puede ir afianzando
mejor sus aprendizajes, no se hace repetitivo
porque mayormente en secundaria lo que a mi me
han ensefiado es darme la féormula y ya la
utilizas. Y eso en cualquier momento la memoria
te puede fallar pero si sabes como se deduce, o
como se demuestra, creo que es un aprendizaje
mas significativo.

El docente entrevistado en su respuesta enfatiza que las demostraciones matematicas sirven
para que “el estudiante...aprenda a argumentar aprenda a justificar sus procesos” de
acuerdo a nuestros elementos tedricos el rol atribuido para este caso es el de explicacion (ver
Capitulo 11, p. 28). Otro rol al que hace referencia aunque no de manera explicita cuando
manifiesta “puede investigar por ¢l mismo y puede ir afianzando mejor sus aprendizajes” es

el rol de transferencia (ver cap. Il, p. 33).

Tabla 43. Respuesta a la pregunta 1 del Participante 10
PREGUNTA N° 7 RESPUESTA DEL PARTICIPANTE N° 10

¢uUd. trabaja demostraciones en sus clases de | Sitrabajo demostraciones en mis clases.
matematicas?
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El participante expresa si trabajar las demostraciones en sus clases de matematicas.

Tabla 44. Respuesta a la pregunta 8 del Participante 10
PREGUNTA N° 8 RESPUESTA DEL PARTICIPANTE N° 10

¢Qué resultados / propiedades ha | Para teoremas en cuarto grado, los teoremas de Geometria, en
demostrado con sus estudiantes | tercer grado, también en cuanto a ldgica, en tercer grado trabajo
por ejemplo? ¢Por qué esos y no | la parte de Idgica y ahi trabajamos las demostraciones. En quinto
otros? ¢Con qué propdsito /fin? grado también.

¢,De qué tipo de demostraciones?
Teoremas, algunas propiedades
¢Propiedades de que méas o menos te acuerdas?

Si, propiedades de los nimeros naturales, propiedades de los
nUmeros enteros.

¢ Eso desde 3° de secundaria?
Incluso en segundo grado también
¢Ya pueden los estudiantes hacer demostraciones?

Si algunas demostraciones no en todas porque también tenemos
que tener en cuenta que su ritmo de aprendizaje de los
estudiantes en zona rural es muy diferente en zona urbana.

Pero... dices que si hacen en 2° de secundaria.
Si, pero algunas

¢Qué tipo de demostraciones tu le haces mas o menos por
ejemplo desde segundo grado? ¢Qué tipo de preguntas les
haces? ¢ Qué tipo de argumentos esperas que ellos muestren?

Ya, en primer lugar damos las propiedades y esperamos que
utilicen estas propiedades para hacer alguna demostracion.

¢ Te acuerdas de alguna en particular? En segundo sobre todo,
ya que dices que en ese grado si se puede ¢no?

Por ejemplo para demostrar la propiedad transitiva. Por ejemplo
esta la propiedad distributiva en segundo grado ya con los
nlmeros enteros, entonces nosotros podemos empezar haciendo
algunas conjeturas tomando algunos casos particulares y
posteriormente hacer la generalizacion.

Ah ya, ya de casos particulares tl lo que buscas es que ellos
hagan esto general.

Si, que lo hagan general, porque para los alumnos darles asi
nomas, ellos lo aprenden pero es un aprendizaje memoristico,
repetitivo en cualquier momento pueden olvidarse, pero si
trabajan con casos particulares y después hacemos la
generalizacion, ellos ya no se olvidan.

El docente muestra nuevamente que trabaja con temas de geometria en sus clases, también

menciona ejercicios de logica y de propiedades de numeros. Interpretamos, cuando el docente
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expresa “(...) podemos empezar haciendo algunas conjeturas tomando algunos casos
particulares y posteriormente hacer la generalizacién”, que tiene una nocion de la
demostracion matematica similar a la dada desde la perspectiva de la matematica escolar.
Ademas, acepta la generalizacion a partir de casos particulares tomados como representativos
de un caso general, esto nos indica que el participante acepta argumentos genéricos como

productores de demostracion (ver capitulo 1, p. 25).

Tabla 45. Respuesta a la pregunta 9 del Participante 10
PREGUNTAN°9 RESPUESTA DEL PARTICIPANTE N° 10

¢Ud. Cree que es importante | Si, creo que es muy importante como mencioné, hace que el
ensefar demostraciones | estudiante sea mas independiente, que pueda justificar todo sus
matemaéticas en la escuela | procesos, no sea solamente repetitivo lo que hace, no lo haga
secundaria? ¢ Por qué? mecanicamente mas bien lo que hace, sea de una manera razonada y
utilizando  propiedades, teoremas, axiomas Yy sobre todo
argumentando todos los procesos,

El docente expresa que las demostraciones sean “de una manera razonada” Interpretamos aqui
nuevamente la nocion de demostracion matematica similar a la perspectiva de la matemaética
escolar que expresa que, los modos de argumentacion emplean formas de razonamiento y
ademds, cuando menciona “utilizando propiedades, teoremas, axiomas” como aspectos
importantes de las demostraciones, también se hace referencia a la misma perspectiva pues

éstas se consideran afirmaciones aceptadas por la comunidad de la clase. (Ver cap. Il p. 25).

En esta primera etapa en la que hemos mostrado las respuestas del participante N° 10,
observamos que el docente (por lo que manifiesta ‘tedricamente’) tiene una vision de la
demostracion desde la perspectiva de la matematica escolar (ver capitulo I, p. 25).
Interpretamos lo dicho anteriormente, por los significados que observamos ha otorgado el
docente y hemos detallado en el analisis de las respuestas del participante a cada pregunta

realizada en los segmentos anteriores.
Evaluacion de los argumentos por el docente N° 10:

Las tablas siguientes, que especifica en la primera columna el nimero asignado al argumento
de cada problema calificado por el docente, en la segunda columna el calificativo que el
docente le otorgo a dicho argumento (que puede ser del 1 al 4) y en la tercera columna
mostramos la justificacion otorgada por el docente, agregando en negrita y cursiva las

preguntas complementarias que el investigador cree por conveniente para entender cuales son
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los aspectos adicionales para las consideraciones que hacen los participantes acerca de sus

calificaciones y finalmente nuestra apreciacion o analisis de dicha calificacion o justificacion.

Tabla 46. Calificacion al argumento 1.1 del Participante 10

Problema 1

N° Argumento | Calificacion | Justificacion y Andlisis

1.1 4 Le pongo un cuatro. Si es demostracién. Es el método inductivo.

El docente le da un calificativo esperado para este argumento pues, esta es una demostracion
efectuada por el método de Induccion matematica, que es conocido y aceptado en la
comunidad matematica. Este tipo de demostracion es compatible con su perspectiva mostrada
en la primera parte de la entrevista. Ademas, este es el argumento elegido por el docente de

entre los presentados para el problema, también fue el seleccionado como el més convincente.

Tabla 47. Calificacion al argumento 1.2 del Participante 10

1.2 1 Para mi no es una demostracion porque estamos restringiendo
solamente a los 10 primeros numeros naturales. Le pongo un
uno.

Asigna un calificativo 1: no es compatible con su perspectiva mostrada en la primera parte de
la entrevista. ElI argumento tiene procesos demostrativos y le podria haber asignado un

calificativo mayor a uno, aunque no cuatro porque aun le falta generalizar.

Tabla 48. Calificacion al argumento 1.1 del Participante 10

13 4 Pienso que si es una demostracion. Le pongo 4. Porque ya no
estamos restringiendo como en el caso anterior solamente a 10
numeros, sino para un “n”. Me esta diciendo para la suma de
los primeros “n” nimeros naturales. Aca se puede sumar
utilizando la propiedad conmutativa y al sumarlos puede llegar
a esta conclusion y ya estoy demostrando la suma de los “n”

primeros numeros naturales.

Asigna un calificativo 4: Aceptado para todas las perspectivas de la demostracion matematica.
El docente reconoce la generalidad de la demostracion en el argumento y le asigna el

calificativo esperado.

Tabla 49. Calificacion al argumento 1.4 del Participante 10

1.4 2 Creo que también son dos casos particulares nada mas. Es un 2.

¢Porgue no uno?

Es un analisis para cada caso pero aun asi con un caso particular no podriamos
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hacer una generalizacion.

¢Cuantos casos particulares mas necesitarias para generalizar? Porque me
decias que con casos particulares si llevas a tus alumnos a generalizar.

Hay ciertas propiedades que se pueden hacer generalizaciones pero yo esperaria
por ejemplo que se pueda hacer la demostracion con induccion matematica.

Asigna un calificativo 2: Contradice su perspectiva mostrada en la primera parte de la
entrevista, que es la de la demostracion matematica vista desde la escuela (ver cap. Il p. 25),
en ella se acepta argumentos que a partir de casos particulares que tienen caracter general y
explicativo generalizan un problema también general, por lo tanto interpretamos que el
docente al no reconocer este tipo de argumento llamado genérico (ver capitulo Il p. 26) le

otorga un calificativo menor al esperado desde su perspectiva mostrada.

Tabla 50.Calificacion al argumento 1.5 del Participante 10

15 3 Si es una demostracion.
¢Oseaun 4?

Aungue es un caso particular también o sea toma el rectangulo
para demostrar ;no? Y te hace un caso como el 8 si es un caso
particular creo que también deberia ser un..., y esta tomando
solamente 8 nimeros podria trabajarse quizas con una cantidad
impar de numeros también para poder generalizar. Le pondria
un 3.(cambia)

Asigna un calificativo 3: Muy cercano al 4, al igual que en su respuesta anterior, no hay total
compatibilidad con su perspectiva mostrada, este argumento califica como genérico, es decir
si es una demostracion desde la perspectiva de la matematica escolar (ver capitulo Il p. 26)

Tabla 51. Calificacion al argumento 1.6 del Participante 10

1.6 3 Se parece bastante a la induccién matematica. Pero también se
estd generalizando a partir de casos particulares. Un tres
también.

Asigna un calificativo 3: Muy cercano al 4, similar a su respuesta anterior, no lo califica como
demostracién matematica de acuerdo a su perspectiva mostrada en la primera parte de la
entrevista. Este argumento califica como genérico, es decir si es una demostracion desde la

perspectiva de la matematica escolar (ver capitulo 11 p. 26).

Tabla 52. Calificacion al argumento 2.1 del Participante 10

Problema 2

2.1 2 Lo calificaria con un 2.

¢Por qué no 1 que tiene?
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Y0 veo que acé es una prueba mas que una demostracion.

Al recortar estamos probando que al unir los tres angulos
suman 180° pero una demostracion creo que tendria un
poquito méas. Pasos mas elaborados para sustentar

Asigna un calificativo 2: No es compatible con su perspectiva. Este argumento es un caso
particular, el docente lo reconoce cuando afirma “Al recortar estamos probando”, sin
embargo el docente le asigna un puntaje que contradice su perspectiva mostrada en la primera

parte de la entrevista.

Tabla 53. Calificacion al argumento 2.2 del Participante 10

2.2 3 le pondria un 3 esta también probando nada mas que la suma
de los angulos internos es 180

Asigna calificativo 3: No muestra total compatibilidad con su perspectiva mostrada. El
docente manifiesta que solo es un caso particular. Pensamos que de acuerdo al calificativo
otorgado, le falta muy poco para reconocerla como demostracion, es decir, acepta argumentos

expresados en lenguaje verbal como argumentos demostrativos.

Tabla 54. Calificacion al argumento 2.3 del Participante 10

2.3 4 Si es una demostracion.
JEso califica con un con un...?

Cuatro. Porque ya se estd basando en otros teoremas imagino
gue ensefiados anteriormente

Claro si ahi hay que suponer que todo lo que estd empleando
el alumno ya lo ha visto, lo ha demostrado y lo conoce, se esta
tomando como cierto

Ya, Estd argumentando otras proporciones que ya son
verdaderas. Ya entonces es cuatro.

Asigna calificativo 4: Es compatible con su perspectiva. ElI argumento califica como
demostracion y el docente lo acepta. Esta aceptando argumentos que tengan parte grafica y

verbal como demostracion. Ademas este argumento es el elegido de entre los presentados para el

problema y también es el seleccionado como el mas convincente.

Tabla 55. Calificacion al argumento 2.4 del Participante 10

2.4 3 Le daria un tres. También le das un tres creo que esta
organizando una prueba

Asigna calificativo 3: No es totalmente compatible con su perspectiva mostrada en la primera

parte de la entrevista. EI docente reconoce procesos de demostracion pero no le otorga el
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calificativo esperado para una demostracion matematica. Entendemos que es por la forma

verbal en que esta expresado el argumento.

Tabla 56. Calificacion al argumento 2.5 del Participante 10

2.5 3 ¢ Qué calificacion le pones ahi?

3 también porque es prueba nada mas,

¢ Qué le falta para que sea 4?

Yo creo que es una prueba, con un caso particular

¢Para ti que es una prueba y que la diferencia de una
demostracién?

Para mi una prueba es con casos particulares tratar de demostrar
que se cumple el teorema.

Asigna calificativo 3: No es totalmente compatible con su perspectiva. En este caso,
igualmente como en el caso del argumento 2.4, Pensamos que el docente reconoce procesos
demostrativos en el argumento. No lo califica totalmente como demostracion porque ain no

reconoce argumentos genéricos como demostracion matematica.

Tabla 57. Calificacion al argumento 3.1 del Participante 10

Problema 3

3.1 1 Le pongo uno porque estd sumando para el mismo numero,
para para los mismos nimeros pares.

Asigna Calificativo 1: Compatible con su perspectiva mostrada en la primera parte de la
entrevista. El participante reconoce que el argumento no cumple con las condiciones del

problema.

Tabla 58. Calificacion al argumento 3.2 del Participante 10

3.2 4 Si yo pienso que si es una demostracion.
le pone 4

Porque esta sumando dos numeros pares si todos tienen factor
2 cuando lo suma al final también tienen el factor 2. Dado que
todo namero par tiene como un factor 2. Ya puedo decir de
manera general la suma de dos nimeros pares siempre me va a
dar un nimero par

Y Qué diferencia los dos argumentos? (el 3.1y el 3.2)

La diferencia es aca estoy tomando solamente un nimero y aca
estoy tomando dos numeros diferentes
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Asigna Calificativo 4. Compatible con su perspectiva mostrada en la primera parte de la
entrevista. El participante reconoce que el argumento demuestra de manera general el
problema presentado y lo distingue del anterior. Ademas, este argumento es el que fue elegido
por el docente de entre los presentados para el problema y también el que segun el

entrevistado es el mas convincente.

Tabla 59. Calificacion al argumento 3.3 del Participante 10

3.3 1 No creo que también sea una demostracion, un 1. Porque mas
bien yo estaria acd... estoy comprobando que si yo sumo dos
numeros pares, su resultado va a ser otro ndmero par pero no
estoy haciendo una generalizacion todavia, no esta diciendo
para todo numero n para todo numero natural par.

¢No se esta tomando para todos los niUmeros pares?

Al tomar un nimero y otro y sumar estaria como tomando casos
particulares

Asigna Calificativo 1: No es compatible con su perspectiva mostrada en la primera parte de la
entrevista. El participante no reconoce que el argumento cumple con las condiciones del
problema y que lo hace de manera general, lo toma como casos particulares, por tal razén le

otorga un calificativo como si no fuera una demostracion matematica.

Tabla 60. Calificacion al argumento 3.4 del Participante 10

3.4 1 También pienso que aln no es una demostracion, como el caso
anterior un caso particular. Un uno.

Desde tu punto de vista este es parecido a la de aca entonces,
o0 sea en como tu las valoras, para... (sefiala el argumento 3.3

y 3.4)

Si porque précticamente aqui estoy sumando un ndmero que
podria terminar en 4 o que termine en 6, y el resultado va a
terminar en O

Asigna Calificativo 1: Es compatible con su perspectiva mostrada en la primera parte de la
entrevista. El participante reconoce que el argumento esta mostrando casos particulares, por
tal razon le otorga el calificativo previsto para este tipo de argumento que no califica como

una demostracion matematica.

Tabla 61. Calificacion al argumento 3.5 del Participante 10

35 4 Si es demostracién es igual que el argumento anterior
solamente que esta dicho de otra forma (explica)

¢ Qué calificativo le pondrias?

Un4
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Asigna calificativo 4. Compatible con su perspectiva mostrada en la primera parte de la
entrevista. Interpretamos que el docente, de acuerdo a su nocién de demostracion matematica,
si acepta argumentos expresados de forma verbal. Por consiguiente le asigna el calificativo

previsto para una demostracion matematica.

Tabla 62. Calificacion al argumento 3.6 del Participante 10

3.6 3 Aqui se ha agregado el grafico. Pienso también que como una
demostracién, no podria decirlo.

¢Has leido todo?

Puede ser que también en lo que esta escrito diga algo. Si. si
Por tomar un caso nada mas pienso que no... no estaria en
demostracidn, pero si tiene mucho, porque se esta diciendo...
de que si juntamos dos ndmeros pares, también su resultado
puede ser agrupado en parejas y lo de parejas implica que
tendriamos el factor dos ... Pero por ser un caso particular le
pondria un tres.

El tres estd cerca al 4 y el 4 es que si es demostracion o sea
casi casi tu le consideras que si es una demostracién

Pero de repente haciendo una generalizacion, diciendo ya para
cualquier numero...

Pero aca dice asi se podra hacer esto siempre que tome dos
nameros pares, o falta algo mas.

Pero siempre y cuando... digamos para todos los numeros
naturales, para todos se cumple...

Es lo que alli dice, ¢Por qué 3? el profesor debe estar
preparado para argumentar también porqué le puso 3y no 4

He puesto 3, porque solamente esta tomando un 10 y un 16 esta
tomando dos casos y estoy representando un 10 y estoy
representando un 16, entonces para mi este es un caso particular

Entonces ¢ porque no uno?
Por lo que describe
¢ Qué esta describiendo?

Describe que toma... al menos representa un numero de esa
forma y cuando vamos a sumar esos nimeros, también vamos a
tenerlos en parejas y eso implica que el alumno esta notando
que hay la presencia del factor 2.

Ya

Por esa restriccion yo le pondria un 3

Asigna Calificativo 3: No es totalmente compatible con su perspectiva mostrada en la primera
parte de la entrevista. Pensamos que el participante no reconoce que el argumento cumple con

las condiciones del problema, y que lo hace de manera general, tal vez sea por estar
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representado de forma gréfica, lo toma como casos particulares, por tal razén le otorga un

calificativo muy cercano pero no el previsto para una demostracion matematica.

Tabla 63. Calificacion al argumento 3.7 del Participante 10

3.7 4 El argumento es con la nocion de division como reparticiones
equitativas, maximas y naturales. La nocion del nimero par es
que esta dividido en dos partes iguales. Si el nimero puede ser
expresado como suma de dos numeros iguales y el otro también
por lo tanto al sumarle también va a tener la presencia de un
factor 2.

¢ Cuanto le pondrias?
Cuatro

¢Importa que la demostracion tenga la forma clésica, la
forma algoritmica de Euclides? Riguroso. O que la division se
trate de manera diferente, como reparticiones con un proceso
contextualizado, ¢importa para ti para como sea una
demostracion?

Tendriamos que tener en cuenta el contexto, y como estamos
hablando de ac& de un contexto de divisibn como reparticion
maxima, equitativa y natural creo que tendria que tener en
cuenta también el contexto, porque previamente a mi
estudiante tendria que haberle ensefiado eso también y yo veo
que aca ademas esté haciendo una generalizacion porque yo veo

que acé esta trabajando para un “n” y un “m” como factores de
los nimeros Ay B

¢ 0O sea que para ti mas importante que el contexto, es esto que
pone simbolicamente, que pone los simbolos ny m?

las dos cosas

Asigna calificativo 4: Es compatible con su nocién de demostracion matemética que
pensamos tiene, similar a la de la perspectiva de matematica escolar (ver capitulo 11 p. 26). El
participante reconoce que hay generalidad en la demostracion, sin importar su forma de
expresarlo que es dentro de un contexto de la division. Dejando entrever que también es

importante la forma simbdlica para expresar argumentos demostrativos.
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Tabla 64. Calificacion al argumento 4.1 del Participante 10

Problema 4

4.1 3 En este Ultimo problema, este alumno maneja el concepto de
division como reparticion y estos alumnos aprenden que un
namero es divisible por otro si la division es exacta o sea
sobra cero objetos al finalizar mi reparticion equitativa y
maxima.

Le pongo un 3 falta generalizar para todo n.

Entonces este nifio asocia los numeros con que hay infinitos,
hay todos estos, él lo asocia de esa manera.

¢El asocia este simbolo entonces como si yo dijera cualquier
nUmero natural?

Si, pero ¢Qué pasa si solo te muestran la parte verbal, es
demostracién?

Si solo hubiese dado esto. Como una demostracion no lo
calificaria.

No, ¢porque no?

Porque da una respuesta a una pregunta, no es una
demostracidn (no se entiende)

Asigna calificativo 3: No es compatible con su perspectiva mostrada en sus respuestas a la
primera parte de la entrevista. Notamos que el participante tiene en su nocién de demostracion
la idea o creencia que siempre debe escribirse simbolos, a pesar de reconocer la forma verbal
de expresar un argumento, Por tal razén no le otorga el calificativo esperado sino uno muy

cercano que en este caso es el tres.

Finalmente esta segunda etapa, en la que hemos mostrado las respuestas textuales del
participante N° 10, a los argumentos presentados, Hallamos que el docente (por lo que
manifiesta en la “practica”) tiene una vision no definida de la demostracion matematica (ver
capitulo 11, p. 22). Interpretamos lo dicho anteriormente, por las justificaciones que otorga el
docente a cada argumento presentado y detallado en el andlisis de sus respuestas.
Desciframos que el docente reconoce argumentos expresados de diferentes formas pero no le
da el calificativo como demostracion matematica, que segin su perspectiva mostrada en la

primera etapa, si son aceptadas como demostraciones matematicas.

En suma la creencia que posee el participante de las demostraciones matematicas es que debe
tener un caracter general, expresado simbdlicamente o verbalmente de acuerdo al contexto,
porgue acepta en algunos casos, las demostraciones con argumentos genéricos, aunque no le

otorga el total crédito de ser una demostracion matematica. Reconoce los roles de explicacion

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




‘\ﬂNEgﬂl

SR J‘r% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs gx_}\gﬁgﬁm

DEL PERU

y transferencia de la demostracion matematica. Ademas de tener la vision de que las

demostraciones matematicas son favorecidas cuando se trabajan en el campo de la geometria.

Los docentes, le dieron calificaciones de 3 a argumentos que no del todo que cumplen con sus
propias perspectivas de la demostracion, pero que no obstante si son demostraciones en la

perspectiva de la matematica escolar.

Los docentes consideran a la Geometria como el campo que favorece el trabajo con
demostraciones matematicas, esto también indica la coherencia con la creencia de trabajar las

demostraciones con estudiantes de los Gltimos grados de la secundaria.
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CONSIDERACIONES FINALES

En base a los antecedentes presentados y la justificacion de la investigacion, las creencias y
conocimientos sobre demostraciones matematicas son importantes para el trabajo de los
docentes con sus estudiantes, pues los docentes estan muy influenciados por ellas. En la
presente investigacion se observa que hay coincidencia con lo encontrado en Furinguetti y
Morselli (2009) Cuando los docentes creen que la geometria es el dominio ideal para la
ensefianza de la demostracion, pero no coincide en que sea el Gnico campo de las matematicas
que favorece el trabajo con demostraciones matematicas. En Knuth (2002), encontramos
coincidencias en cuanto a que los maestros especifican que las demostraciones matematicas
juegan algunos roles, como, por ejemplo, para explicar que un enunciado es verdadero y para
sistematizar las matematicas, pero ademéas hemos encontrado que los docentes reconocen el
rol de transferencia de la demostracion matematica. Es la razén por el interés en el desarrollo

de la investigacion.

En los documentos oficiales se debe considerar con mayor énfasis la capacidad de
“Razonamiento y demostracion” 'y debe ser transversal para todos los contenidos y todos los

grados.

Con respecto a nuestros objetivos los docentes le dan a la demostracion matematica,
significados compatibles con las de nuestro marco tedrico, pero sus creencias hacen que su
perspectiva no este determinada, teéricamente expresan tener un significado diferente al que
reconocen en la préctica; es decir Hay diferencias entre el convencimiento personal y
psicoldgico (creencia) y el estar convencido matematicamente. Los docentes identifican
algunos roles que las demostraciones matematicas cumplen, no la totalidad de roles
considerados por los investigadores. Todo lo anteriormente manifestado nos hace pensar que
el trabajo con los estudiantes en clases de matematica no aprovecharian los beneficios de
trabajar con las demostraciones matematicas, como: el descubrimiento de nuevos

conocimientos, los modos de razonamiento, expresarse siguiendo una secuencia légica, etc.

Por lo tanto, si los profesores fortalecieran las creencias y conocimientos del rol de las
demostraciones matematicas en las aulas, a continuacion, su trabajo con los estudiantes

mejoraria.

De tal modo que las investigaciones futuras tendrian que explorar ain mas las creencias y
conocimientos de la demostracién matematica que los maestros deben tener ya que con ello

ayudaria a sus estudiantes a aprender a razonar matematicamente.
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ANEXOS

Anexo 1: Entrevista Personal

INFORMACION PERSONAL.:

Esta entrevista es muy importante para nuestra investigacion, por favor responda con
sinceridad. Sus respuestas solo serviran para fines de la investigacion y se mantendrén en

absoluta reserva. Muchas gracias.

¢ Cual es su nombre?

¢ Cuantos afios de experiencia tienen en la ensefianza de la matematica?

¢ Qué niveles educativos ha ensefiado? ¢En qué nivel educativo ensefia actualmente?

¢En qué Institucion ha sido formado: Universidad, Instituto pedagogico (algun otro)?

¢Con que nivel académico cuenta?

¢Cuando fue la ultima vez que ha recibido capacitacion y en qué temas?

PREGUNTAS DE INVESTIGACION:

(Desde su punto de vista, no el punto de vista de sus alumnos)

¢Alguna vez ha trabajado demostraciones matematicas en su educacion?

¢Qué es para Ud. una demostracion matematica?

¢ Qué caracteriza una demostracion matematica?

Segln su apreciacion, ¢desde qué nivel es posible trabajar demostraciones en clases de
matematicas?

¢Qué campo de las matematicas favorecen el trabajo con demostraciones en el aula? ¢Cual?

¢Alguno? ¢Ninguno?
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Desde su perspectiva, ¢Qué rol /funcién /papel juegan las demostraciones en las clases de

matematicas?

Ud. ¢ Trabaja demostraciones en sus clases de matematicas?

¢Qué resultados / propiedades ha demostrado con sus estudiantes por ejemplo? ¢Por qué

€s0s y no otros? ¢Con qué proposito /fin?

Ud. ;Cree que es importante ensefiar demostraciones matematicas en la escuela secundaria?

¢Por qué?

INSTRUMENTOS ESCRITOS: (Preguntas para cada problema y cada argumento) (siempre

desde su punto de vista no el de sus alumnos)

¢Como calificaria usted del 1 al 4 el siguiente argumento?

1 significa que NO es una demostracion, mientras que 4 significa que Sl es una

demostracion.

¢Por qué?

¢ Cudl fue el criterio que empleo para la calificacion que asigno?
Si coloca 1: ¢Por qué no es una demostracion desde su punto de vista?
Si coloca 2: ¢ Por qué no considero el puntaje 1? ;Por qué 2?
Si coloca 3: ¢ Por que considera que no debe recibir el puntaje 4?

Si coloca 4: ¢ Por qué es una demostracion?

PREGUNTA PARA CADA PROBLEMA (Después de haber visto todos los Argumentos)

Si usted tuviese que elegir solo una de estas demostraciones ¢cudl elegiria? ;Por que?

(PREGUNTA OPCIONAL, DESPUES DE HABER VISTO TODOS LOS
ARGUMENTOS)

¢ Cual de los argumentos presentados le parece mas convincente?
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ARGUMENTOS
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Anexo 2: Problema 1

Demostrar que la suma de los “n”
primeros enteros positivos es igual a:

nn+1)
2
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Anexo 3: Argumento 1.1

1(1 + 1)
2

Para n = 1 escierto,yaque 1 =

k(k+1)
2

Supongamos que esto es cierto para algun k arbitrario, esto es, S(k) =

Luego:

k(k +1)

Stk +1)=Sk)+ (k + 1) = >

+ (k + 1)

e+ D&k + 2)
B 2

Por lo tanto la afirmacion es verdadera para k + 1 en el caso que sea cierta

para k.
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Anexo 4: Argumento 1.2

Consideralasumal+2+3+4+4+54+6+7+8+9+4+10
Ahora escribo esta suma, y la “inversa”, y sumamaos:
1+2+3+4+54+6+7+8+94+10

10+9+8+7+6+5+4+3+2+ 1

11+11+11+11+11+11+11+11+ 11+ 11
= 10 x 11

Ya que la suma se hace dos veces, dividimos 10 X 11 por 2

para obtener la suma.
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Anexo 5: Argumento 1.3

Sm)=1+ 2 + 3 + .. + n

Sm) =n+n-1)+ n-2)+ ... +1
Tomando la suma de estas dos filas
2S=(N14+n+[2+n-D]+[3+(n—=2)]++1n+1
2S =n+1D+ 0+ + M+ D+ ...+ (n+1)

2S nn + 1

nn+1)
2

Por lo tanto, S(n) =
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Anexo 6: Argumento 1.4

n es o bien par o bien impar.
Primero, considero que n es impar, por ejemplo 7.
Entonces la suma que se tienees: 1+2+3+4+5+6+7.

Observa que puedes reorganizar los sumandos en 3 parejas: 1+ 7, 2+ 6, 3+ 5, todas las parejas suman

8, con el 4 en el medio que quedo fuera.

Asi que lasumaes 3 x 8 + 4, 0 en general [(”7_1) n+1)+ ("“)], que se simplifica como [

L n(n+1)].

2

Luego considero que n es par, por ejemplo 8.

De aqui que la suma que se tienees: 1+2+4+34+4+54+ 6+ 7+ 8. Observa que aqui también puedes

reorganizar los sumandos en 4 parejas: 1+ 8, 2+ 7, 3+ 6, 4+ 5, y todas las parejas suman 9. Asi que
n(n+1)]
|

lasumaes 4 X9, o en general [(g) (n+ 1)], que se simplifica como [
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Anexo 7: Araumento 1.5

Si me pidiesen calcular la suma: 1+2+3+4+ 5+ 6+ 7+ 8, yo dibujaria una piramide, y
cada nimero para mi es un numero de cuadraditos puestos uno sobre el otro, como la piramide
amarilla que he dibujado abajo. Dibujo otra piramide igual, pero la pinto

L4 24 34 44 5+ 64 74 8 de azul y la coloco como en la figura,

formando un rectangulo con mi piramide

\ amarilla.

En el rectangulo hay 8 x 9 cuadraditos,

V
[+

entonces en mi piramide amarilla hay

% = 36 cuadraditos.

/ Asi se puede hacer en todos los casos. Mi
B+ T+ 6+ 5+ 4+ 3+ 2+ 1 rectangulo tendria n(n 4+ 1) cuadraditos, y
T — — nn+1)

mi piramide tendria cuadraditos.

n
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Anexo 8: Araumento 1.6

Podemos representar la suma de los n primeros enteros positivos como niimeros “triangulares”.

£ e 0

Y o o ® * o ® & o 0
1+2 1+2+3 1+42+3+4

Si n=1 n=2 n=3 n=4

Los puntos forman triangulos rectangulos e isésceles con el n-ésimo triangulo conteniendo:
Sm)=1+2+ 3+ 4+...+n puntos.

Al superponer un segundo triangulo rectangulo e isdsceles del mismo tamario de tal manera que las diagonales coincidan produce un cuadrado que
contiene n? puntos, mas n puntos adicionales, por las diagonales que se superponen. Para ilustrar esto, la figura de abajo representa el cuarto triangulo
rectangulo e is6sceles y otro tridngulo del mismo tamafio superpuesto de tal manera que las diagonales coinciden. En este caso, se produce un cuadrado
que contiene 42 puntos, mas 4 puntos adicionales, debido a la superposicion de las diagonales:

Por lo tanto, en el caso general (utilizando el n-ésimo triangulo), el nimero de puntos producidos por los dos triangulos superpuestos es:

_ (n?+n) _ n(n+1)

2S(m) =n%?+ n,porloque S(n) .
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Demostrar que la suma de las
medidas de los angulos
Interiores de cualquier triangulo

es igual a 180°
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Anexo 10: Argumento 2.1

Corté los angulos del triangulo obtuso y los puse juntos (como se

muestra a continuacion)

Los angulos se unieron como una linea recta, que hace 180°. Hice
también lo mismo con un triangulo agudo, asi como con un triangulo
rectangulo y sucedio lo mismo. Por lo tanto, la suma de las medidas de
los angulos interiores de un triangulo es igual a 180°.
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Anexo 11: Argumento 2.2

Imagina que rotas los lados AB y AC de un triAngulo ABC en direcciones opuestas alrededor de los vertices B
y C, respectivamente, hasta que los angulos con el segmento BC sean 90°. Mira mis dibujos a y b. Esta accion
transforma al triangulo ABC en la figura A’BCA’’, donde A’B y A’’C son perpendiculares al segmento BC.
Para recrear el triangulo original, los segmentos A’B y A’’C son inclinados el uno hacia el otro de tal manera
que los puntos A’ y A’ se unen de nuevo en el punto A. Mira mi dibujo c. Observa que cuando hice esto perdi
dos pedazos de los angulos B y C iguales a 90° (perdi los angulos A’BA y A’’CA) pero al mismo tiempo yo
gané estos pedazos al crear el angulo A. Esto se puede ver mejor si dibujamos AO perpendicular a BC: el
angulo A’BA es congruente a BAO, y el angulo A”’CA es congruente a OAC. Mira mi dibujo d. Por eso es
que la suma de los angulos del triangulo ABC es 180°.
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Anexo 12: Argumento 2.3

Dibujé una linea paralela a la base del triAngulo

O Qx O
O
n\c m

Sé que n =a por ser angulos alternos entre dos lineas paralelas y son
congruentes. Por la misma razon, también sé que m = b.

Dado que la medida de un angulo llano es 180°, sé que n + ¢ + m = 180°.
Sustituyendo a paran, y b para m, tenemos que a + b + ¢ = 180°.

Por lo tanto, la suma de las medidas de los angulos interiores de un triangulo
es igual a 180°.
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Anexo 13: Argumento 2.4

Si caminas todo el camino alrededor del borde de un triangulo,

terminas donde y tal como comenzaste. Debes haber girado
entonces un total de 360°.

Puedes ver que cada angulo exterior cuando se suma al angulo
Interior debe dar 180°, ya que hacen una linea recta. Esto hace un
total de 540°, y que 540° — 360° = 180°
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Anexo 14: Argumento 2.5

Dibuje un teselado de triangulos y marqué todos los angulos iguales.

N \/

Y
""b‘"v
N

Sé que los angulos alrededor de un punto suman 360°.
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Lasuma de dos
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pares es un numero
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Anexo 16: Argumento 3.1

Si tenemos un numero par, entonces tendra la

forma: 2a, con a un numero natural.

Y si lo sumo con otro numero que tambiéen es par,

tendré: 2a + 2a = 4a, que también es un numero

par
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Anexo 17: Argumento 3.2

Dados dos numeros pares Ay B, sé que:

A = 2a, para algun natural a

B = 2b, para algun natural b.

Sisumo A y B, obtendreé:
A+B=2a+2b = 2(a+b)

gue es un numero par tambiéen.
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Anexo 18: Argumento 3.3

Los numeros pares terminan en 0,
2,4,6uU8.

Cuando sumas cualquiera de estos
numeros, la respuesta terminara

tambienen 0, 2, 4, 6 u 8.
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Anexo 19: Argumento 3.4

Sé que siempre sera par porgue cada vez que sumo
dos numeros pares, el resultado me da un numero

par.
4 + 6 =10

8 + 8 = 16
36 + 400 = 436

Asi puedo seguir dando parejas de numeros pares, y

seguire obteniendo un numero par como resultado.
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Anexo 20: Argumento 3.5

Los numeros pares son numeros
gue pueden ser  divididos
(exactamente) por 2. Cuando
sumas numeros con un factor
comun, 2 en este caso, la

respuesta tendra el mismo factor
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Anexo 21: Argumento 3.6

Su respuesta serd aun un nlmero par porque estamos utilizando nimeros pares,

que son numeros que se pueden agrupar en parejas. Por ejemplo, mira mi dibujo
de los numeros 10 y 16:

A 10 lo pude agrupar en parejas (sefialando los cubos amarillos), y este otro

numero (16) también lo pude agrupar en parejas (sefialando los cubos de color

negro), y cuando los junto, el resultado también se seguira agrupando en parejas.

Asi se podra hacer esto siempre que tome dos nUmeros pares.
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Anexo 22: Argumento 3.7

(Este argumento estad basado en la definicion de divisibn como reparticiones
equitativas, maximas y naturales).

A B

/\ /\ O sea a cada una de
i Al repartirlo entre 2 nn m. m las 2 personas le doy
Sobra 0 Sobra 0 la misma cantidad de
objetos y cuando
Entonces: A+B=n+n+m+m termino mi reparticion
Y reparto estos objetos entre 2 personas. me sobra nada. Y no
he roto ninguno de
/\ mis objetos.
n n
m m
\} l

y sobra0 O sea A+B es par tambien
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Anexo 23: Problema 4

¢ ES verdad que cualquier

numero es divisible por 1?
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Anexo 24: Argumento 4.1

Si, porque todo se lo darian al 1.

Por ejemplo:
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