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RESUMEN

La presente tesis tiene por objetivo la elaboracion de un algoritmo para el analisis
cinematico inverso de mecanismos en el espacio, el cual abarcar mecanismos clasicos y
mecanismos empleados en la actualidad, tales como brazos robéticos. Con el fin de
realizar el analisis cineméatico de diversos mecanismos usando el mismo algoritmo, se
plantea el uso de un método iterativo para la evaluacién de las ecuaciones de movimiento.
En este proceso se usan los parametros de Euler como sistema de coordenadas
generalizadas, asi como la pseudo-inversiébn para la resolucion de la inversion del
jacobiano y el método de Newton-Raphson como método de minimizacién. Ademas, se
presenta una libreria de juntas para el modelamiento de diferentes tipos de juntas entre
eslabones, permitiendo el estudio de diversos mecanismos. El algoritmo se implementa
en el programa de Matlab, emplea archivos tipo texto para el ingreso de informacién y
ofrece una interfaz tipo GUI para la obtencién de diversas gréaficas requeridas por el
usuario. Durante la elaboracion del algoritmo se presentaron dificultades en la eliminacion
de restricciones redundantes y evasion de singularidades del mecanismo, en especifico
en mecanismos contenidos en un plano. Esta dificultad fue superada empleando modelos
depurados por parte del usuario. Para la validacion del algoritmo se desarrollaron dos
ejemplos de aplicaciébn, un mecanismo clasico Biela-Manivela-Corredera y un brazo
robético tipo esférico. Los resultados obtenidos en estos ejemplos usando el algoritmo
implementado y los obtenidos por otros autores son similares, apreciandose una
adecuada correspondencia en los valores de posicion, velocidad y aceleracion. El
algoritmo elaborado e implementado presenta subrutinas especificas y una libreria de
juntas que pueden ser empleados en un programa para el analisis cinematico y dinamico

de mecanismos espaciales a ser desarrollado en un futuro.

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gm\éﬁﬁg\mn

DEL PERU

\‘x’\iN[EQ/R
&

Sn: PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU
e FACULTAD DE CIENCIAS E INGENIERIA

M

TEMA DE TESIS PARA OPTAR EL TITULO DE INGENIERO MECANICO

TITULO DESARROLLO DE UN ALGORITMO QUE PERMITA LA
IMPLEMENTACION FUTURA DE UN SOFTWARE
PARA EL ANALISIS CINEMATICO INVERSO DE
MECANISMOS EN 3D

AREA Disefio t 263

PROPUESTO POR Dr. Rosendo Franco Rodriguez ""‘n'f,,”“,',ff.f.."?ﬁ"ih.':f?.:,f "
ASESOR Dr. Rosendo Franco Rodriguez

TESISTA Angel Agustin César Peinado Bravo

CODIGO 20064760

FECHA 22 de septiembre de 2014

DESCRIPCION Y OBJETIVOS:

El analisis cinematico inverso es un paso previo al analisis dinamica inverso, que tiene por
finalidad obtener el conjunto de fuerzas necesarias a aplicar sobre un mecanismo para
obtener un movimiento deseado. Estos analisis son de gran interés en la ingenieria debido
a su aplicacion en temas de investigacion y en la solucion de problemas reales de la
industria, como es el control y optimizacion de mecanismos y brazos roboticos. Una vez
resuelto el problema cinematico inverso resulta relativamente sencillo resolver el
problema dinamico inverso, por lo que el presente trabajo se enfocara en el primero de
ellos. Existen diversos enfoques para resolver el problema cinematico inverso, entre los
cuales se destacan los métodos de solucion de forma cerrada o especifica y los métodos
iterativos. En el presente trabajo se pretende realizar una busqueda y revision exhaustiva
de los métodos existentes y seleccionar los mas apropiados para realizar la modelacion
cinematica inversa de diversos mecanismos. El objetivo de la tesis es desarrollar un
algoritmo coherente y programable que permita la implementacion futura de un software
para realizar el analisis cinematico inverso de mecanismos en tres dimensiones. Con la
finalidad de validar el algoritmo propuesto se realizara una implementacion basica que

sera aplicada en el analisis cinematico inverso de mecanismos tipicos
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INTRODUCCION

Los mecanismos son la base de la industria y se han ido desarrollando a lo largo de la
historia. Su desarrollo puede datar desde antes de la época del renacimiento con
Leonardo Da Vinci, el cual disefio un robot con forma humana usando principalmente
poleas. Por lo que su estudio se ha desarrollado por bastante tiempo siendo uno de
sus principales investigadores el Ingeniero mecanico Franz Reuleaux, que define un

mecanismo como una:

“‘combinacién de cuerpos resistentes conectados por medio de
articulaciones moéviles para formar una cadena cinematica cerrada con un

eslabon fijo, y cuyo propdsito es transformar el movimiento” [1]

Segun la definicion de mecanismos del ingeniero Reuleaux no se incluye los robots
dentro de estos, ya que son cadenas cinematicas abiertas. En la presente
investigacion se va a modificar la definicion de mecanismos para poder incluir a los
robots. Por ello, los mecanismos son una combinaciébn de cuerpos resistentes
conectados por medio de articulaciones moviles para formar una cadena cinematica

con un eslabén fijo, y cuyo proposito es transformar el movimiento y fuerzas.

Segun la definicion anterior se puede concluir que el principal objetivo de los
mecanismos es transformar el movimiento, por lo cual el primer paso en el estudio de
ellos es el andlisis del comportamiento cinematico, posteriormente se procede a

analizar el comportamiento dinamico de los eslabones y juntas.

Dentro del andlisis del comportamiento cinematico existen dos estudios principales en

el area de los mecanismos:

e Cinematica Directa, cuyo fin es obtener la cinemética del actuador final teniendo el

comportamiento de todos los eslabones motrices.
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e Cinematica Inversa, cuyo fin es obtener la cinematica de todos los eslabones
motrices para obtener la cinematica del actuador final.

La aplicacién principal de la Cineméatica Inversa es desarrollar el comportamiento
cinematico de todos los eslabones motrices. Otra aplicacién es el estudio de todos los
eslabones que pueden componer el mecanismo, facilitando el estudio de dindmica en
el mecanismo. Una aplicacién muy interesante en el estudio de la cinemética inversa
es el comportamiento del cuerpo humano al realizar ciertas actividades, como en el

deporte de tenis [2].

Existen diversos programas que realizan el analisis cinematico de mecanismos y
sistemas multicuerpo, entre los cuales destaca el programa ADAMS. En la actualidad
se desarrollan los modelos cinematicos inversos de sistemas multicuerpo en tesis o
investigaciones, usando diversos métodos para lograr una mayor eficiencia en el

algoritmo.

Existen diversas formas de realizar el andlisis cinematico de mecanismos entre los
cuales destaca “Soluciones de Forma-Especifica” (Closed-Form Solutions). Siendo
este método el mas usado en la actualidad debido a la velocidad de respuesta y la
identificacion de todas las soluciones posibles [23]. Debido a ser un andlisis que
depende de la topologia y las caracteristicas del mecanismo, son Unicos o especificos
para cada uno de ellos. Por lo que no son versatiles para el analisis de diferentes
mecanismos en un mismo algoritmo [23]. En la actualidad, se han desarrollado
diversos métodos para agilizar la obtenciébn de las caracteristicas cinematicas
necesarias para obtener el movimiento deseado, desarrollando diversos algoritmos
usando métodos numéricos; basandose en generalizar ciertos tipos de juntas y
teniendo una biblioteca general de juntas con facilidad de expansion. Siendo su
principal desventaja la complejidad matematica que pueden llegar a tener y la
sensibilidad del jacobiano o método de resolucién. Sin embargo, con el avance de la
tecnologia se ha popularizado este método en programas versatiles, permitiendo el

estudio de diversos mecanismos.
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En el presente trabajo se desarrolla un algoritmo eficiente de facil implementacion y
uso. Siendo su principal objetivo facilitar el célculo en mecanismos en diversas
aplicaciones de automatizacion y control de equipos. Ademdas, como objetivo
secundario se buscaria la motivacion de desarrollo de tesis en este ambito y en las
aplicaciones que se le pueden dar en el campo de la biomecanica o animacién por

computadora.

La tesis se estructura en tres capitulos. El Capitulo 1 se hace una revisién de las
definiciones y estado actual tanto de los mecanismos, formas de programacion y del
estudio de la cinematica inversa. De esta manera, se podra definir, seleccionar y
desarrollar el método de analisis y los tipos de entradas que se deben de considerar.
En el Capitulo 2, se realiza un andlisis detallado sobre el método seleccionado para
realizar el modelo cinematico inverso, el desarrollo del algoritmo para su
implementacion. En el Capitulo 3 se desarrollara una implementacion bésica del
algoritmo obtenido, usando el programa Matlab como base, ademéas se desarrollan
ejemplos de aplicacién y se comparan los resultados con otros métodos ya existentes.

De acuerdo a lo planteado anteriormente, en la presente tesis se proponen los

siguientes objetivos.

El objetivo general de la tesis es:

e Establecer un algoritmo coherente y programable que permita desarrollar un
software para realizar el analisis cinemético inverso de mecanismos

tridimensionales.

Como objetivos especificos se tiene:

e Seleccionar el método mas eficiente y sencillo para la obtencion del modelo

cinematico inverso.
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e Establecer las entradas que debe tener el algoritmo para realizar el analisis

cinematico inverso de formar correcta.
e Desarrollar una libreria de juntas.
¢ Realizar una implementacion basica del algoritmo usando Matlab.

¢ Desarrollar un ejemplo de un mecanismo clasico y de una aplicacion en la actualidad

de un brazo robotico.
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CAPITULO 1

ESTADO DEL ARTE

En el presente capitulo, en primera instancia se dard una resefia historia de la
evolucién de los mecanismos y sus andlisis hasta la actualidad. Posteriormente se
procedera a definir a que nos referimos con mecanismos y maquinas; la definicion de
pares cinematicos, restricciones, cadenas cinematicas y como se clasifica cada uno de
ellos. Se dara un énfasis en la definicion de coordenadas generalizadas y se analizara
las desventajas y ventajas entre las coordenadas segun los angulos de Euler y los

parametros de Euler.

Teniendo definido lo basico, se detallara el andlisis cinematico de mecanismos y sus
métodos de andlisis. Dando un énfasis en el analisis cinematico inverso, el desarrollo
del jacobiano y su inversion; y los métodos de minimizaciéon usados en la actualidad

para obtener el modelo cinematico inverso de mecanismos.

1.1 Resefia Historica

A lo largo de la historia se ha desarrollado diversos mecanismos y maquinas desde la
época de AristOteles hasta la era actual. Muchas de las maquinas y mecanismos
desarrollados en la antigiiedad fueron maquinas de guerra, tales como catapultas.

Cabe destacar que ademas de maquinas de guerra, se desarrollaron mecanismos

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP ' gR‘-%Eﬁf:fAD

DEL PERU

ingeniosos e interesantes tales como los relojes de agua de Ctesibius, desarrollados
en la época del apogeo de la ciudad de Alejandria.

Desde la época del renacimiento se vio un incremento en el desarrollo y estudio de las
maquinas y mecanismos, con las famosas escuelas de las ciudades de Siena y
Florencia, ltalia. En esta época vivio Leonardo da Vinci, Taccola y Francesco di
Giorgio Martini quienes fueron grandes ingenieros, en el campo de desarrollo de

maquinas de guerra en especifico.

En los posteriores siglos al renacimiento se incrementé el interés y el desarrollo de
maquinas no tan aplicadas a la guerra, entre los cuales puede destacarse mecanismos
aplicado a bombas desarrollados por Besson, en su libro Theater of Machines.
Posteriormente llega la época de la revolucién industrial en la cual tanto las maquinas

como los mecanismos llegan a su apogeo.

Con respecto al analisis de los mecanismos, en la antigliedad no se buscaba entender
su movimiento méas bien se buscaba entender la relacion de fuerzas que generaban,

por lo que no se entendia por completo los mecanismos.

Durante el periodo (1750-1900) se desarrollaron el analisis de maquinas y
mecanismos sin el uso de mateméatica compleja y potente por diversos ingenieros tales
como James Watt, J.A. Borgnis, Haton de la Goupillie’re, Julius Weisbach, Franz
Reuleaux, M.J. Calion, entre otros. Siendo el mas destacado Franz Reuleaux a quien
se le considera como el padre de la cinematica de mecanismos. Sus publicaciones
mostraban un andlisis de los mecanismos y maquinas desde un punto de vista

geomeétrico mas que de un analisis dinamico [6].

En el siglo XX se desarroll6 mas a fondo el analisis de la vibracion y balanceo en
méquinas y mecanismos debido a la llegada del automévil, los generadores eléctricos
y otros equipos que requerian generar grandes velocidades. Entre sus principales
exponentes se encuentran Steven Timoshenko con su libro Vibration Problems in

Engineering y James B. Hartman quien publico Dynamic of Machinery [6].
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Con la llegada de la computadora se ha incrementado el interés en la generacion y
resolucion de las ecuaciones de movimiento de sistemas multicuerpos
interconectados. Se ha desarrollado en diversos programas que lograr ese objetivo
tales como DAP, DADS, ADAMS, COMPAMM y SIMPACK [7]. Cuya principal
diferencia es el método de célculo, el tipo de coordenadas y la forma de manejo de los

tipos de junta.

El programa ADAMS es reconocido como uno de los programas mas completos en el
analisis de sistemas multicuerpos, siendo este el mas usado para el calculo y disefio
de estos [15]. Fue desarrollada en la década de los 70’ por Orlandea y Chace pero
salio a la venta en 1980 en Estados Unidos. El programa tiene como entrada el
nimero de cuerpos que compone el sistema mecénico modelado. Siendo estos
cuerpos considerados como eslabone o cuerpos independientes a los cuales se le
debe definir sus propiedades y si son rigidos o flexibles. En el cual se debe especificar
el tipo de junta, ya que este dato define el grado de libertad de un cuerpo con respecto
a otro. Ademas, se puede agregar suspension, resortes entre otros elementos. El
programa genera la ecuacion matematica que define o gobierna el movimiento del
mecanismo, con la cual calcula la simulacién para cada paso establecido, genera una
imagen del comportamiento del mecanismo en 3D. Cuando se concluye la simulacién
se puede obtener todas las fuerzas y momentos que actian en cada elemento del

sistema mecénico analizado [15].

Por lo que el programa ADAMS es una de las herramientas mas importantes para el

analisis cinematico y dinamico de cualquier sistema mecanico a analizar.

Otro programa importante es AUTOSIM que genera unos codigos computacionales
para simular el comportamiento cinematico y dindmico del sistema multicuerpos. En
sus inicios se desarrollo para el célculo en especifico de los componentes mecéanicos
de vehiculos y su simulacion, pero a lo largo de los afios se ha ido generalizando para

Su uso en cualquier tipo de sistema multicuerpos.
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1.2 Mecanismos y Maquinas

Debido a la larga historia de mecanismos y maquinas la definicién ha variado a lo largo
del tiempo. La primera definicion formal de mecanismos fue formulada por el

Ingeniero Franz Reuleaux [1], quien define:

Magquina: “Combinacion de cuerpos resistentes de tal manera que, por medio de ellos,
las fuerzas mecanicas de la naturaleza se pueden encausar un trabajo acompafnado

de movimientos determinados” [1]

Mecanismo: “Combinacion de cuerpos resistentes conectados por medio de
articulaciones méviles para formar una cadena cinematica cerrada con un eslabon fijo,

y cuyo proposito es transformar el movimiento” [1]

Debemos considerar que Reuleaux propone 17 definiciones para el término maquinas.
Por ello, no existe un concepto absoluto en la definicibn apropiada de maquina y

mecanismos.

Otra definicion importante es la propuesta por Roque Calero Pérez, que propone “un
mecanismo es una cadena cinematica a la que se ha inmovilizado uno de sus

miembros” [11].

Se debe tomar en cuenta que los mecanismos son una parte de la familia de los

sistemas multicuerpos. En la cual consideran gue un mecanismo es:

“Un sistema mecanico que consiste en cuerpos rigidos llamados eslabones que estan

conectados a través de juntas” [9]

Es necesario definir primero que es un mecanismo en la presente tesis:
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Mecanismo es una combinacion de cuerpos resistentes conectados por medio de
articulaciones méviles para formar una cadena cinemética con un eslabon fijo, y cuyo

proposito es transformar el movimiento y fuerzas.

121 Pares Cinematicos

Los mecanismos estdn conformados por eslabones que estdn conectados entre si
mediante juntas o llamados también pares cinematicos [9, 10]. Los pares cineméaticos
permiten transmitir el movimiento entre los eslabones. Existen diversas clasificaciones
segun la superficie de contacto, el tipo de movimiento relativo, tipo de rozamiento, el
namero de grados de libertad que posee el movimiento relativo entre los eslabones y

la cantidad de eslabones interconectados [11].

Por lo que se va a clasificar los pares cineméaticos segin el nimero de grados de
libertad que posee el movimiento relativo entre los eslabones que conforman la junta o

par cinematico. Entonces se clasifica en par de I, II, I, IV, V grados de libertad.

1.2.2 Cadena Cinematica

El conjunto de eslabones conectados entre si por pares cinematicos o juntas es
denominado cadena cinematica. Las cadenas cinematicas se pueden clasificar en dos

tipos:

Cadena cinematica cerrada: Cuanto todos los eslabones estan conectados por lo

menos con otros dos. Por ejemplo, los mecanismos de 4 barras.

Cadena cinematica abierta: Cuando por lo menos uno de los eslabones solo esta

conectado con otro. Por ejemplo, los brazos roboticos.
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1.2.3 Clasificacion de mecanismos

La clasificacion a seguir se basa en la propuesta de Roque Calero Pérez [11], quien

propone dos posibles clasificaciones.

Atendiendo a la movilidad de sus miembros, se clasifica en desmodrémico y no
desmodrémico. En el primer caso solo se necesita definir el movimiento de uno de sus
eslabones y en el segundo caso se requiere definir el movimiento de dos o mas

eslabones del mecanismo.

Atendiendo al tipo de movimiento de sus miembros, se clasifican en mecanismos
planos y espaciales. En el caso de mecanismos planos los eslabones se mueven
siempre en un plano, no necesariamente los eslabones se mueven en el mismo plano.

En los mecanismos espaciales algunos de los eslabones no se mueven en un plano.

1.2.4 Coordenadas Generalizadas

La configuracion del mecanismo es representada por un grupo de variables conocidas
como coordenadas generalizadas que poseen la informacién de posicion y orientacion

de cada eslabon en el mecanismo.

Para la definicion de la posicion de una particula solo se requiere de 3 variables que
otorgan solamente la posicién en el espacio de esta, no se le considera la rotacion
debido a la consideracion de ser tan pequefia que solo se requiere de un punto para
poder determinar su posicion. Con respecto a cuerpos rigidos, en este caso los
eslabones, se requiere tener también las variables de rotacién en el espacio esto
quiere decir que requiere seis variables, tres con respecto a su posicion y tres para
determinar su orientacion, siendo los &ngulos de Euler usados regularmente para este
proposito. Otra forma de determinar la posicion y rotacion del cuerpo rigido es usar
dos puntos cualesquiera del cuerpo rigido y definir segun la posicion de uno de ellos y

la posicion relativa del segundo punto con el primero [17, 19].
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Figura 1.1: Cuerpo rigido representado en sus marcos de referencia inercial R' y sus
dos marcos referenciales no inerciales Ry R [19]

En la Figura 1.1 se puede observar que se tiene un marco inercial R’ donde se ubica el
cuerpo rigido, por lo que se traslada el marco de referencia del puno O’ al punto O,
siendo este punto perteneciente al cuerpo rigido, usando el vector ', y se genera un
marco no inercial R. Entonces para definir por completo la posicién del cuerpo rigido
se requiere de otro punto o usar los angulos de Euler (el &ngulo de precesién v,
0 <y < 2m, el &ngulo de mutacion 6, 0 < 8 < m y el angulo de rotacién ¢, 0 < ¢ < 2n)
gue especifica la rotacion del cuerpo rigido con respecto al punto O. Por lo tanto, se
obtiene un nuevo marco de referencia no inercial ‘R que esta unido al cuerpo rigido en

el punto O. Entonces se puede tiene la siguiente notacion [17]:

!

. . ‘ S
Qr=[R‘1 R, R, 91] ................... (1.1)

Si se requiere usar dos puntos para definir la posicién del cuerpo rigido se tiene la

siguiente notacion [17]:

|PPPC| = |T' - Tlol ................... (12)

Siendo la més usada la notacion (1.1) debido a su fécil manipulacién para la

programacion, donde R';, R',y R';definen la posiciéon del punto O y 8 representa los
tres angulos de Euler empleados. Entonces q', es un vector de seis dimensiones.

Entonces la posicion del punto P se puede expresar de la siguiente forma [17]:
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rie =RU+ AT (1.3)

Donde R es la posicion del punto O en el marco de referencia inercial R y el vector A
es la matriz para la transformacién del sistema de referencia no inercial R al sistema
de referencia inercial R'y #i'es el vector de posicion del punto P desde el marco de

referencia del cuerpo rigido R [17].

Entonces para un mecanismos compuesto por N eslabones se requiere 6N
coordenadas para poder definir por completo la posicion de cada eslabén del
mecanismo. Por lo que se define el mecanismo con el siguiente vector, donde n es el

namero de coordenadas [17]:

g=[0 92 4G - dn] e (1.4)

Existen otros métodos de representar la orientacion de un cuerpo rigido dentro del

espacio basado en el Teorema de Euler:

“Si el origen de dos marcos de referencia Cartesianos coinciden, entonces
estos pueden ser llevados a la coincidencia mediante una rotacion simple

alrededor de un eje” [24]

Este teorema explica que mediante un vector unitario y una rotacién referente a un
plano perpendicular a este se puede definir un marco de referencia. Segln este
teorema se desarrollé los parametros de Euler o cuaternion unitario. En la Figura 1.2
se puede observar una representacion espacial del vector unitario y el angulo de giro

requerido para alineacion entre dos marcos de referencia cartesianos. [24]
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Figura 1.2: Vector unitario u y el &ngulo de rotacion x, requeridos para poder hacer
coincidir dos marcos de referencia. [24]

Los parametros de Euler o cuaterniones unitarios se definen con lo siguiente [24]:

X
€= u,sen—
2
X
€E,= u,sen—-
X

€3=u,sen >

€p= CcOS=

Donde el vector u es llamado vector unitario de rotacién y x es angulo de rotacién, se
puede observar que los parametros de Euler no son independientes entre si. Por lo
que se requiere una ecuacién de normalizacién de los parametros de Euler que

siempre se debe cumplir [24].

PTP =ej+€f+€5+€5=1

Para poder definir la posicién de un punto dentro del marco referencial no inicial se
requiere de la misma formula (1.3), claro esta que la matriz de rotacion tendria como
base los parametros de Euler. Entonces para mecanismos por N eslabones se
requiere de 7N coordenadas para poder definir la posicion de todos los eslabones que

lo componen [24].
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Ambas representaciones de la rotacién tienen sus ventajas y desventajas dentro del
desarrollo del algoritmo, las cuales se explicaran més a detalle en la seleccién del

algoritmo a implementar.

1.2.5 Restricciones

Los sistemas multicuerpos o en este caso mecanismos estan sujetos a diversos tipos
de restricciones que pueden ser de origen geométrico o cinematica. Presentando una
limitacion con respecto al movimiento y desplazamiento de ciertos puntos
caracteristicos de los eslabones, mayormente las juntas. Estas relaciones se pueden
expresar mediante ecuaciones en las cuales interaccionan vectores de posicién y de

velocidad.

Existen diversas clasificacion de las restricciones, ademas de las presentadas en
anteriormente, entre las cuales destacan las de tipo interna y externa, de contacto o de
distancia y de tipo ideal o real. La ultima clasificacion es la mas importante ya que en
las restricciones ideales no se considera la friccion y en la real si se toma en cuenta.
Otra clasificacién son las restricciones del tipo estacionario (no varian en el tiempo) o

las que varian en el tiempo [18].

La clasificacion mas importante en los tipos de restricciones es si pertenecen al grupo
de restricciones Holonomatic o Nonholonomatic, segun el autor la definicion de este
tipo de restricciones puede variar ligeramente. La principal caracteristica de las
ecuaciones Nonholonomatic no se pueden expresar o resolver usando las
coordenadas generalizadas, sino deben ser adaptadas para poder solucionarlas
[17,18].

Otro tipo de restricciones son dadas por igualdades o desigualdades esto quiere decir
gue cierto punto de un cuerpo rigido o un eslabon pertenece a una curva 0 no puede
pertenecer a esta. Estos tipos de restricciones se le conocen como restrictivas y no
restrictivas, no solo se puede aplicar a la ubicacion sino también a la velocidad que

puede alcanzar dichos puntos.
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1.2.5.1 Caracterizacion de Restricciones

De acuerdo al nimero de restricciones, nC, en el mecanismo se puede obtener el
namero de grados de libertad. Pero primero se debe poder caracterizar las
restricciones del tipo geométricas y cinematicas, para lo cual primero se debe
diferencias entre las restricciones del tipo Holonomatic y Nonholonomatic [17].

Considerando que todas las restricciones son del tipo Holonomatic se puede escribir

las ecuaciones de las restricciones de la siguiente forma:

C(q1,92,93) ) qne; ) =C(L) =0 oveiiiiieen, (1.5)

Donde C = [Ci(q;t) Ca(q;t) ... Cupe(q;t)]" es el grupo de las ecuaciones

independientes de cada restriccién.

Si no existe explicitamente la variable tiempo en la ecuacion (1.5), se considera el
sistema de tipo scleronomic, en caso contrario que se encuentra la variable tiempo se

considera de tipo rheonomic [17].

Un ejemplo de una restriccion scleronomic son los tipos de junta de tipo revoluciéon. En
la figura 1.3 se muestra dos eslabones unidos por este tipo de junta (de revolucion)
ubicada en el punto P, al ser dos cuerpos rigidos diferentes (i y j) se tiene dos marcos

de referencia diferentes Ri y Rj. Debido a este tipo de junta la posicion del punto P

en el marco de referencia no inercial por lo tanto:

ri,=ri, >R+ AT =R + AW (1.6)
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Figura 1.3: Junta tipo revolucion, en un sistema de dos dimensiones

Una restriccion del tipo rheonomic son los manipuladores o brazos robéticos que tiene
como objetivo realizar una determinada curva en el tiempo. Tomando como ejemplo el
manipulador mostrado en la figura 1.4, en donde si se analiza el ultimo eslabén i se
tiene la siguiente ecuacion referente a la restriccion, considerando la posicién que

debe realizar a lo largo del tiempo:

il NI G N (] (1.7)

Donde f(t) = [F,(t) F,(t) F;(t)]", siendo la ubicaciéon del eslabon analizado a lo

largo del tiempo.

End effector (body i)

Figura 1.4: Manipulador [17]

Las restricciones del tipo Nonholonomatic no pueden se escritas de la forma de la
ecuacion (5) debido a su naturaleza, mencionada en la anterior parte, las restricciones

de este tipo se puede escribir de la siguiente forma:
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Donde a, = a,(q,t) =[Ao1 Qo2 Qo3 - QAonc]T Yy G=1[¢1 G2 - qnc]T siendo el
vector de las velocidades del sistema o mecanismo y B es un coeficiente con forma
matricial nc x n. La ecuacion (1.8) no puede ser integrada con respecto a las

coordenadas generalizadas [17].

1.2.6 Grados de Libertad (DoF)

Debido a las restricciones originadas por las juntas entre eslabones y las originadas
debido a la trayectoria deseada, considerando estas restricciones del tipo Holonomic
se puede restar el numero de restricciones del numero de coordenadas
independientes que definen la posicion del mecanismo entonces para el caso general

de mecanismos en tres dimensiones se define:

DOF = #gN — Ny eveeeeeeeen, (1.9)

Donde #; es el numero de grados de libertad segun las coordenadas generalizadas, N
es el nimero de eslabones y n,. es el nUmero de restricciones. Entonces se puede
entender que el Grado de Libertad es la cantidad de parametros que se debe definir
para poder controlar por completo el mecanismo.

1.3 Andlisis Cinemaético

Dentro del estudio del comportamiento de los mecanismos y sistemas multicuerpos
siempre se busca obtener las ecuaciones de movimiento y poder predecir el
comportamiento cinematico del mecanismo analizado. Dentro del estudio de la
cinematica existen dos problemas principales, en la figura 1.5 se puede apreciar un

diagrama con ambas definiciones:
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Cinematica Directa: Obtener el comportamiento del ultimo eslabén o el llamado
actuador final, teniendo como datos de entrada la posicion, velocidad y aceleracion de

las juntas motrices.

Cinematica Inversa: Obtener las posiciones, velocidades y aceleracion de los
eslabones motrices, teniendo como datos de entrada el comportamiento del actuador

final.

g e

Cinematica Directa >
T

N Cinematica Inversa

Figura 1.5: Definicion de Cinemética Directa e Inversa

Espacio
de Eslabones
lopenjay |ap

oloedsy

Existen diversas maneras de obtener la ecuacion de movimiento segun el tipo de
analisis, el sistema de coordenadas a usar y como se maneje los tipos de junta. Segun
la combinacién que se realiza se ha ido formando diversas formas de analisis, siendo
las més populares el uso de soluciones cerradas segun la topografia y caracteristicas
de cada mecanismo a analizar, se debe tomar en cuenta que la eficiencia de los
algoritmos depende fundamentalmente de la forma en la que se manejan los datos y

calculos que en el principio en la que se basan [23].

1.3.1 Método de Andlisis cineméatico en sistemas Multicuerpos

Existen diversos métodos para la resolucién de la cinematica inversa y directa de
mecanismos, los cuales se clasifican en dos subgrupos principales, el método de
solucion de forma cerrada y el método iterativo. EI método de solucién de Forma
Cerrada se basa en analizar las caracteristicas tipicas de cada mecanismo para poder
dar una solucion concreta, su principal ventaja es la respuesta rapida y la posibilidad
de obtener todas las soluciones posibles pero este tipo de algoritmos son Unicos para
cada tipo de mecanismo. Por otro lado el método iterativo a travées de métodos
numéricos nos facilita obtener la solucibn méas cercana en base a una primera
aproximacion, siendo su principal ventaja su aplicacion a diversos mecanismos

mediante un solo algoritmo.
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1.3.1.1 Método Soluciéon de Forma Cerrada

Su principio basico es generar ecuaciones segun las caracteristicas tipicas del
mecanismo, pueden ser tanto algebraicas como geométricas. Dando ecuaciones y
parametros segun el mecanismo a analizar, siendo este método el mas utilizado en la
robética. En la actualidad se ha generado diversas publicaciones para la solucion de
diversos brazos robdticos y mecanismos tipicos producidos por empresas de

automatizaciéon como los brazos roboticos tipo PUMA [23].

La principal ventaja de este método de solucion es la obtencion de todas las
soluciones posibles del mecanismo y la respuesta rapida que se puede generar,
siendo ideal para situaciones donde se requiere respuestas inmediatas 0 uso en
tiempo real. La desventaja de estos algoritmos se basa en la dificultad de obtener las
ecuaciones caracteristicas del mecanismo en base a su topologia y siendo complicado
SuU uUso en mecanismos complejos. Estos algoritmos son Unicos para cada tipo de
mecanismo no dando posibilidad en su uso en programas para el estudio de la
cinematica de mecanismo en general. Existen dos métodos tipos para la obtencién del

algoritmo.

Método Algebraico.- busca relacionar todos los eslabones, en base a sus

caracteristicas cineméticas, para obtener las diferentes soluciones para la posicion del
actuador o el eslabon deseado. Para el caso de brazos robdticos se tiene N
ecuaciones igual a los grados de liberad del mecanismo, teniendo la gran dificultad de

tener que resolver N ecuaciones con N variables [26].

Una de las estrategias mas usadas es simplificar todas las ecuaciones a una simple
ecuacion con una sola incégnita caracteristica del eslabén a estudiar, debido a ciertas
particularidades de los mecanismos y la bUsqueda de evitar singularidades se

propones usar dos ecuaciones.

Su principal complejidad es poder relacionar todas las ecuaciones y poder reducirlas a
una sola ecuacion. Diferentes publicaciones acerca de este método se estudia casos

simples de brazos articulados, siendo sus principales exponentes Craig [27], Manocha
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[28] y Zhu [29] los cuales desarrollaron una propuesta generalizada de solucion
cerrada pera mecanismos con 6 (0 menos) GDL (Grados de Libertad) de una cadena

cinematica cerrada.

Método Geométrico, busca resolver o sintetizar la soluciéon en parametros requeridos

del actuador o eslab6én de interés. Busca relacionar la geometria del mecanismo
usando puntos de referencia en diversos planos. Reduce la complejidad del espacio

cartesiano en sub-planos de solo dos dimensiones y pocas variables [23].

Entre sus exponentes esta Lee [30] que usa diversos teoremas en coordenadas
geométricas espaciales para obtener la solucidon cerrada de mecanismos con seis
grados de libertad. Tiene ciertas complicaciones y limitantes tal como el requerimiento
que exista una referencia geometria entre los tres primeros eslabones. La principal
desventaja de este método es la limitacién de la aplicacion del algoritmo para un tipo
de mecanismo o brazo robdético, por lo que no se puede aplicar a diversos mecanismo
[23].

1.3.1.2 Método Iterativo

Al contrario que los métodos de solucion cerrada, el método iterativo se puede aplicar
a la gran variedad de mecanismos existentes sin tener limitaciones en su aplicacion.
Siendo su principal desventaja la complejidad del algoritmo y por ende ser mas lentos
que los otros métodos en la obtencién de la respuesta deseada. Este método solo

converge a una solucién dado por la aproximacion inicial del mecanismo.

Existen tres componentes dentro del andlisis a través del método iterativo el
Jacobiano, la inversion del Jacobiano y el método de minimizacion [26]. Estos tres
componentes del algoritmo son importantes, ya que definen las caracteristicas del

mismo (robustez y velocidad) y la evasion de singularidades.

Para un correcto desarrollo del algoritmo para el método iterativo se requiere

seleccionar un correcto método de inversion del Jacobiano, el cual incide en la evasion
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de singularidades, y método de minimizacion, el cual incide en la rapidez de
convergencia del algoritmo a la solucion deseada.

1.4 Jacobiano

El jacobiano se puede definir como una matriz de todas las derivadas parciales de un
vector funcion. El vector funcion en nuestro caso contiene las ecuaciones de
movimiento de cada tipo de junta presente en el mecanismo. Esto quiero decir que el
jacobiano en este caso describe codmo cambia cada eslabén con respecto a cada

coordenada generalizada (traslacion o rotacion) [26]

Para mayor entendimiento del uso y del origen del jacobiano se debe entender el
modelo cinematico o ecuacion de movimiento de un mecanismo, el cual esta en
funcion de las ecuaciones de restriccion de movimiento debido a las juntas y a las
caracteristicas de los eslabones o elementos que lo conforman. Para un mecanismo
en un momento dado, teniendo la posicion o valor de las coordenadas generalizadas

se tiene la siguiente expresion [24]:

b
= at
P = o0 |~ .. (1.10)
(q.v)
Dénde:
d)&t) : Ecuaciones debido a la geometria y pares cinematicos, en funciones de
las coordenadas generalizadas y del tiempo.
qbgm: Ecuaciones con respecto a ciertos eslabones motrices 0 movimiento

deseado de algun eslabdn.

Entonces teniendo la ecuacién de posicion para todo instante dado del mecanismo se
puede obtener la velocidad derivando la ecuacién de posicién (1.10). Debido a que las
coordenadas generalizadas no son funciones explicitas del tiempo se procede a utilizar

la regla de cadena de diferenciacion, con lo cual se pode obtener:
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da

2%%an =0

d) = ¢qq +¢=0

$qd = —PPt = Ve, (1.11)

Por lo que se debe poseer cierta informacién de las ecuaciones debido a las
restricciones y ecuaciones motrices o caracteristicas de movimiento, tal es el caso en
los brazos robdticos donde v es la velocidad del dltimo eslabén, ya que es el
parametro buscado o caracteristico del movimiento, en el caso de mecanismo

regularmente es la velocidad angular del motor con el cual se da movimiento.

El jacobiano es la matriz mas importante dentro del desarrollo de un método iterativo
tanto para cinematica como dinamica, ya que describe el comportamiento del

mecanismo en primer orden.
14.1 Inversién del Jacobiano

Debido a su aplicacion en el andlisis cinematico inverso se requiere poder aplicar la
inversa del jacobiano presentandose diversas complejidades para poder lograrlo,
basandose en primer lugar si es reversible (determinante diferente a cero) y que la
matriz sea cuadrada, ademas de posibles degeneraciones en el jacobiano debido a la

presencia de multiples soluciones que no aportan informacion valiosa al modelo.

Debido a estas singularidades y la busqueda de poder superar dichos problemas se
han ido desarrollando mdltiples algoritmo o artilugios para poder solucionarlo. Este
hecho dio paso al origen de motivar a diferentes autores como Balestrino, de Maria y
Sciavicco en desarrollar el método de la transpuesta del Jacobiano, el desarrollo del
método de la pseudo inversion por Baillieul [33] y el método minimos cuadrados
amortiguados por Wampler [34] y Nakamura y Hanafusa [35] los cuales se usan en
diversas aplicaciones para poder realizar la inversion del jacobiano y poder sobrellevar

las diferentes singularidades expuestas.
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14.1.1 Método de la Transpuesta del Jacobiano

El método de la transpuesta del Jacobiano fue usado por primera vez en el andlisis
cinematico de mecanismos por Balestrino, de Maria y Sciavicco en 1984 [31] y por

Wolovich y Elliot [32] en el mismo afio.

Se sabe que la transpuesta no es igual a transposicién pero es similar y generar un
pequefio error por lo que para mecanismo en los que no se requiere demasiada
precision en la respuesta se puede justificar su uso. Para el incremento de la precisién
y poder considerar que la transpuesta es similar a la inversa los diferentes autores

propusieron la siguiente férmula:

Ad=ajTé....... (1.12)
Doénde:
AB : Variacion de las coordenadas generalizadas del sistema
a : Escalar mayor a cero
] : Jacobiano del mecanismo
e : Vector con las ecuaciones caracteristicas del mecanismo

Para lo cual se debe obtener un a el cual debe minimizar el error en el sistema
reduciendo el valor del vector e al minimo posible. Esta conclusion requiere que a se
actualizado constantemente con cada nueva aproximacién usando la siguiente formula
[30]:

_ [eyTe
= C R TR (1.13)

Este método es usado principalmente para el célculo de fuerzas virtuales y no mucho
en el andlisis cinematico de mecanismo o robots, debido a su precisién en la

respuesta.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP ' gx_}\gﬁgﬁmn

DEL PERU

1.4.1.2 Método de la Pseudo Inversiéon

Este método desarrolla la siguiente férmula:

Donde J3 es la pseudo inversion del jacobiano siendo una matriz de n x m. Esta matriz
brinda grandes ventajas como la inversion de matrices no cuadradas, también es

conocido como la inversion del jacobiano de Moore-Penrose [30].

Este método tiene como principal caracteristica la estabilidad frente a singularidades y
la inversion de un jacobiano no cuadrado (robots redundantes). Una peculiaridad de
este método es al encontrarse exactamente en una singularidad no tendera a moverse
extremadamente en alguna direccién sino se mantendra cerca de la solucién pero si
se acerca a la singularidad tiende a dar variaciones de angulos bastante bruscos aun
en pequefios desplazamientos del mecanismo. Por lo que se debe buscar las
singularidades en base al determinante del jacobiano acercandose a cero.

Existen diversas publicaciones sobre el desarrollo de sub espacios para mejorar el
comportamiento de la pseudo inversion del jacobiano los cuales facilitan el desarrollo
de la cinematica inversa para la evasién de obstaculos dentro de la robética [4].
Desarrollandose un método llamado extension del jacobiano desarrollado por Baillieul
[4] el cual busca el minimo valor de una funcion es buscada alternativamente para

evitar las singularidades.

Se desarrolla de la siguiente manera la inversion del jacobiano a través de la pseudo

inversion del mismo:

JTJA0=]Té. ... (1.15)
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Esta ecuacion garantiza la exsitencia de una respuesta debido a que la parte derecha
siempre va a estar en el rango JT J . Este método permite solucionar jacobianos que no
son cuadrados pero tiene aun la inestabilidad cerca de las singularidades. Para la
inversion del jacobiano se requiere que el mismo posea un determinante diferente a

cero y teniendo esta condicion se tiene la siguiente féormula:
A0 =JT(gT ) te............ (1.16)
1.4.1.3 Método de los minimos cuadrados amortiguados

El método de los minimos cuadrados amortiguados busca eliminar las singularidades
encontradas en el método de la pseudo inversién, este método fue propuesto en las
diversas publicaciones de Nakamura y Hanafusa [35] y Wampler [34]. Se propone no
buscar la respuesta mas pequefia para satisfacer la ecuacion caracteristica del
mecanismo ante pequefias variaciones de las coordenadas generalizadas, sino buscar
el valor minimo de las variaciones de las coordenadas generalizadas en la siguiente

ecuacion:

Il A8 — é|I* + 22||A8]|>.............. (1.17)

Donde A € R y es una constante de amortiguacion diferente a cero. Por lo tanto es

igual a minimizar la siguiente ecuacion:

[ (/1]1) A6 — (g) [ ey (1.18)

Normalizando la ecuacién y reduciéndola se puede representar de la siguiente forma:

JTJ+ 22DA0 = JTé............ (1.19)
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Por ende para la inversion del Jacobiano solo se requiere que (J7 ]+ 4%21) no sea
singular y no tenga un determinante igual a cero. Por lo que se puede representar de

la siguiente manera:

A =(T]+ 22D 1 T @, (1.20)

La constante de amortiguacion debe tener ciertas caracteristicas para poder evitar las
singularidades y la divergencia de la solucién cerca de una singularidad para lo cual la
constante debe ser de grande pero no demasiado, ya que originaria que la
convergencia de la solucién sea muy lenta. Nakamura y Hanafusa realiza diversas
propuestas para poder definir el valor de la constante de amortiguacién [35].
Obteniéndose un valor correcto de la constante de amortiguacién se puede generar un

algoritmo robusto y sin singularidades.

1.5 Método de minimizacion

El método de minimizacion se refiere en especifico al método de obtencion de la
respuesta o la posicion de cada eslabon segun las coordenadas generalizadas a
emplear. Este método aplica tanto al Jacobiano como a su inversion para obtener la
respuesta en cada instante analizado, este método caracteriza al algoritmo la
velocidad de resolucién y obtencién de las caracteristicas cinematicas del mecanismo

en un intervalo de tiempo analizado [23].

Existen diversas propuestas para obtener la solucién deseada de las cuales destacan
dos principalmente el método Newton-Raphson y el método Quasi-Newton. Ambos
métodos presentan diversas ventajas en cuanto a la convergencia a la solucién
deseada [30].

151 Método Newton-Raphson

El método Newton-Raphson se ha empleado en diversos trabajos para el desarrollo

Optimo de un algoritmo para obtener el comportamiento cinemético de mecanismo.
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Fue expuesto inicialmente por Pieper [36]. Usando una aproximacion lineal de una
serie de ecuaciones no lineales (ecuaciones caracteristicas del mecanismo), para lo
cual utiliza la expansion de Taylor empleando la inversion del Jacobiano. Parte de una
aproximacion inicial y a través de varias iteraciones llega a la solucién que cumple con

un error establecido por el usuario.

Donde el vector @ contiene todas las ecuaciones caracteristicas del mecanismo
(restricciones entre eslabones y restricciones motrices 0 movimiento) el cual esta en
funcién de las coordenadas generalizadas. Para lo cual se debe cumplir la ecuacién

1.21 en todo instante.

Debido a que las ecuaciones que caracterizan al mecanismo no son lineales no se
puede resolver directamente la ecuacion 11 para lo cual se utiliza la expansion de
Taylor obteniendo la siguiente ecuacion:

DyxAqg=D(qp) ----een- (1.22)

Donde se observa la primera derivada de las ecuaciones caracteristicas del
mecanismo con respecto a las coordenadas generalizadas dando origen al Jacobiano
mencionado anteriormente. Ademas se puede observar @ (q,) que es la ecuacion
caracteristica del mecanismo para una primera aproximacion inicial y Aq representa el
error entre la primera aproximacion lineal y el valor verdadero. Entonces se debe llegar
a obtener un error permisible el cual es definido por el usuario, si no se cumple con

dicho error se vuelve a iterar hasta llegar a la solucién correcta.
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-1
q1 = 4o — (‘Dq(%)) x ®(qo)
q2 = q1 — (‘Dq(fh))_l x ®(q1)
qs3 = q2 — (cbq(QZ))_l x ®(qz2)

etc

Se debe entender que la convergencia de este método depende directamente de una
correcta aproximacion inicial. Ademas, debido a que existen multiples soluciones para
el valor buscado se puede llegar a una solucion no deseada, eso se debe
principalmente debido a una mala eleccion de aproximacion inicial. Por ultimo, se
puede presentar una convergencia lenta debido a la cercania de una singularidad del
Jacobiano [24, 25]

1.5.2 Método Quasi-Newton

Es llamado también el método BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) [24, 25]. El
cual no utiliza la inversion del jacobiano para obtener una nueva aproximacion, en
cambio utiliza una aproximacion de una matriz que es actualizada en cada iteracion.
Esto trae una ventaja de no tener que recalcular el jacobiano ni su inversion en cada
iteracion. Por otro lado este método no tiene la convergencia cuadratica y no se

autocorrige en cada iteracion

Este método utiliza la inversién de la matriz de Hessian (Hessian Matrix) [24, 25]
es calculada aproximadamente en cada iteracion. La matriz de Hessian se define de la

siguiente forma

_8%F(x)
i'j —_ 6xl5xj TR

(i,j=1,..,n)

Siendo la segunda derivada parcial del vector funcion con respecto a las coordenadas

generalizadas. La inversion de la matriz de Hessian es reemplazada por H” donde
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r=0.. 00, ya que cuando tiende al infinito se aproxima al valor de la matriz de

Hessian invertida. Entonces la ecuacion iterativa se define como:

xl=xt+atdt ... (1.23)

Donde d' se define como la nueva direccion de aproximacion:

La ecuacion 13 converge si la matriz H" es positiva y el escalar a se elige de tal
manera que reduce la ecuacion funcion. Se debe destacar que se realiza una

aproximacion de la matriz de Hessian de la siguiente forma [24, 25]:

Hiy1=H;+Term1—Term?2
Donde:

(Kig1 — x)®(xi41 — x;)
(41 — %) - (Vfiger — V)

[H; - (Vfir1 = VIBIH; - (Vfiy — V)]
(Vfirr =Vf) - Hi - (Vfir1 = Vf)

Term1 =

Term2 =

Donde Vf; es la gradiente de la ecuacion objetiva en la iva iteracion. Todos estos

artilugios pueden volver compleja la implementacion de este método iterativo [24, 25].

1.6 Modelacion del mecanismo

Un mecanismo es una serie de elementos interconectados mediante juntas, las cuales
generan las restricciones en el mecanismo. Para obtener el argumento o la entrada de

la configuracion del mecanismo se tiene dos opciones, propuestas por Feathestone

[3]:
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e Trabajar el sistema aparte simbdlicamente e ingresarlo a un programa para el

calculo del sistema de ecuaciones dado
e Crear un modelo que describa el sistema a analizar e ingresar lo obtenido a:

o Un programa base para el calculo cinemético

o Un programa base para la obtencién de la ecuacién de movimiento.

Siendo la segunda posibilidad la mas recomendada para el desarrollo de un algoritmo

para el andlisis cinematico de mecanismos en tres dimensiones.

El modelo del mecanismo debe poseer la descripcion de los componentes del
mecanismo y como es la junta que poseen dos eslabones. Se puede usar un grafico

de conexiones [3]:

¢ Un punto representa un eslabon

¢ Los arcos representan las juntas

¢ Uno de los puntos representa el bastidor
e El grafico no tiene direccion

e Existe siempre conexion entre nodos

Se presenta un ejemplo en la Fig 1.6:

B2

J2 J3
Ja E B1 Bs

— ‘ ‘ Ji Ja
Bastidor

Bastidor

Figura 1.6: Mecanismo tipo biela-manivela con su respectivo grafico de conexiones. En el cual
cada punto representa un eslabén y cada linea su junta
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Para poder ingresar la geometria y la relacion de las restricciones debido a las juntas
del mecanismo a la computadora se debe seguir ciertos pasos, guidndose de lo
propuesto por Featherstone [3]:

¢ Determinar el predecesor y sucesor en la junta dependiendo del tipo de junta puede
llegar a ser importante su correcta definicion.

e Determinar la relacion de geométrica de cada eslabén con los tipos de juntas, donde
cada eslabon posee sus propias coordenadas y un sistema de referencia general
relacionada al bastidor.

e Relacionar cada marco de referencia o coordenadas de cada eslabén con su
predecesor u con otro.

¢ Modelacion de las juntas, para lo cual se requiere una libreria con los tipos de juntas.
Donde para cada tipo de junta se debe especificar de qué tipo es usando como base
la libreria mencionada anteriormente.

¢ Verificacién de la relacion entre predecesor y sucesor es correcta, de predecesor a

sucesor, ya que si se obvia esta parte puede originarse ciertos problemas.

Por lo que el ingreso de datos sobre el mecanismo o sistema multicuerpos a analizar
se debe realizar cuidadosamente y minuciosamente, en la figura 1.7 se muestra un

gréfico sobre la modelacion de un sistema compuesto por cuerpos rigidos.

Figura 1.7: Modelo geométrico de un sistema compuesto por cuerpos rigidos [3].
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Segun el tipo de mecanismos se debe tomar ciertas consideraciones o tener cierta
cantidad de informacion de la configuracion sistema para realizar un correcto
modelado y obtener una soluciébn o simulaciéon correcta. Para lo cual se debe
diferenciar en dos tipos de mecanismos de tipo cadena cinematica abierta (tipo arbol o

serial) o cadena cinemética cerrada.

16.1 Cadena Cinematica Abierta

La cadena cinematica abierta se puede diferenciar segin su configuracion puede ser
de tipo arbol o de tipo serial, siendo la mas importante la Gltima. Mostrandose un

ejemplo en la figura 1.8 sobre cadena cinematica abierta.

Base 5;; Marco de

Referencia

Figura 1.8: Se muestra un sistema multicuerpos compuesto por n eslabones y de tipo serial [5].

Para el cual se puede obtener un grafico de conexidon mostrado en la figura 1.9, en

este caso para la correcta modelaciéon del sistema se requiere los siguientes datos:

¢ Numero de elementos que conforma el mecanismo
e Eltipo de junta y su modelacion respectiva en una matriz
e La matriz padre

e Una matriz de la transformacién del sistema.
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o ° ° o - — o —9o —o
0

Figura 1.9: Se muestra el grafico de conexién para el caso de un sistema multicuerpos del tipo
cadena cinematica abierta [3].

1.6.2 Cadena Cinematica Cerrada

Para el caso de cadena cinemética cerrada se debe realizar ciertos arreglos y ciertas
consideraciones para poder calcularla como un sistema tipo cadena cinematica
abierta. Para lo cual se debe abrir la cadena generando arboles separados (spanning
tree) que son un subconjunto del sistema total, existen varios arboles separados los
cuales contiene todos los elementos del sistema pero sin cierta cantidad de uniones.
En la figura 1.10 se puede observar un ejemplo de cédmo se abre un sistema del tipo
cadena cinematica abierta en varios arboles separados, los cuales se pueden tratar

como cadenas cinematicas abiertas [3].

Subsystem I : v
Tree type

Subsystem II:
1 Serial type

#0
Base body

Figura 1.10: Se muestra una cadena cinematica cerrada la cual se ha eliminado ciertas juntas
para transférmalo en una cadena cinematica abierta [5].

Se debe entender que cada cadena cinematica abierta puede generar diversos arboles
separados de los cuales se debe seleccionar el méas facil de calcular, buscando que
estén interconectados en linea. Otro elemento a notar al eliminar cierta cantidad de
juntas es la creacién de ciclos los cuales son iguales al nUmero de juntas eliminadas.
Estos ciclos indican la cantidad de cadenas cinematicas cerradas existentes, siendo

este el nimero minimo de cadenas o consideraciones al realizar el andlisis cinemético
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del sistema analizado, en la figura 1.11 se muestra un ejemplo de los ciclos y las
juntas eliminadas (chords) [3].

Gréfico Inicial Posibles Cadenas
Cinemdticas Abiertas

Chords y ciclos

Figura 1.11: Se muestra la cantidad de arboles separados (spanning trees) que se pueden
obtener de una cadena cinematica abierta y las juntas eliminadas y ciclos.

Para poder realizar la correcta modelacion del mecanismo se requiere ciertos datos a
ingresar extras, ademas de los pedidos para cadenas cineméticas abiertas son:

e El nimero de cadenas independientes en el sistema, que es igual al nimero de

juntas eliminadas para formar la cadena cinematica abierta.

e Para cadatipo de junta en la cadena se requiere:
o Definir el predecesor y sucesor
o Eltipo de junta

o Latransformacion de sucesor y predecesor
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CAPITULO 2

DESARROLLO DE ALGORITMO PARA EL ANALISIS CINEMATICO INVERSO DE
MECANISMOS EN 3D

En el presente capitulo se procedera a la seleccion de métodos para el desarrollo del
algoritmo para la obtencién del modelo cinematico inverso de mecanismo. Este
algoritmo debe poder analizar mecanismos en 3D y cadenas cinematicas abiertas y
cerradas.

Una vez definido los métodos béasicos o claves para el algoritmo, se procede a
desarrollar el algoritmo general. En primera instancia se establece las entradas, el
diagrama de flujo y el pseudocddigo necesario para poder procesar toda la
informacion. En este punto se desarrolla la matematica a ser usada, las formulaciones
intermedias requeridas, el desarrollo del modelo cinematico, la inter-relacién de las
coordenadas generalizadas con la velocidad y aceleracién de cuerpos rigidos en el
espacio. También se desarrolla las librerias de juntas a ser implementadas, en la cual

se desarrollan las juntas bases y las juntas complejas.

Por ultimo se define las salidas que se obtienen del algoritmo y la incidencia de la

modelacion con respecto a la precision y eficiencia del algoritmo.

2.1 Seleccion de los métodos

El algoritmo a ser implementado se basara en el método iterativo, ya que se requiere

su aplicacion a diversos mecanismos. Por lo que se ha de seleccionar tanto el método
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de la inversion del jacobiano, método de minimizacion y la seleccion de las

coordenadas generalizadas para poder definir el marco teérico del algoritmo.

2.1.1 Inversion del Jacobiano

Debido a las grandes dificultades en la inversion del jacobiano y la busqueda de la
mejor manera para su inversién priorizando su exactitud y su buen comportamiento en
la cercania a singularidades. En esta tesis se ha optado el uso del método de la
pseudo inversion el cual nos garantiza una mejor exactitud de respuesta y su resultado
con respecto a la transposicion del jacobiano, ademas de su amplio uso en el campo

de la cinematica inversa.

Se ha de tomar en cuenta que en el algoritmo se tendra una subrutina en base a la
magnitud del determinante del jacobiano, ya que al aproximarse demasiado a cero o
ser de un valor demasiado grande (mayor a 1000) muestra una alarma frente a la
cercania de una singularidad. Con dicha subrutina se podra gestionar mejor el
algoritmo dando alertas frente a posibles singularidad para lo cual el usuario podra

generar un mejor modelo del mecanismo o la busqueda de una solucion frente a ella.

2.1.2 Método de Minimizacién

El método de minimizacion a utilizar es el método Newton-Raphson detallado en el
Capitulo 1. Se selecciona este tipo de minimizacion debido a su facil implementacion y
su convergencia cuadrdtica, el cual reduce la cantidad de iteracion para obtener la

respuesta aumentando asi su velocidad de respuesta.

El error permisible para la respuesta sera un dato de entrada estipulado por el usuario
para poder obtener una respuesta satisfactoria y segun los requerimientos del usuario.
Pudiendo priorizar entre la exactitud o velocidad de resolucién del andlisis cinematico

del mecanismo (siendo el error estandar del algoritmo de 0.00001)
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2.1.3 Coordenadas Generalizadas

Para el sistema de coordenadas generalizadas se procedera a usar los cuaterniones o
conocidos también como los parametros de Euler, los cuales brindan diversas ventajas
respecto a los angulos de Euler tales como evasion de singularidad y orientacién de

cuerpos no deseados por la sucesion de giros a realizar.

Por lo que se tendra 3 parametros cinematicos para la posicion (coordenadas
cartesianas) y 4 parametros para la orientacion del mecanismo (parametros de Euler).
En el anterior capitulo se explicé que los parametros de Euler no son independientes
entre si, por lo que se tendra una ecuacion de normalizacién de los parametros,

desarrollandose como una restriccion, a detallar mas adelante.

2.2 Descripcién y desarrollo del algoritmo

Seleccionado los métodos de resolucion del sistema se procede a desarrollar el

algoritmo, el cual serd implementado de manera basica en Matlab.

Para el correcto desarrollo del algoritmo y la obtencion de la cinematica inversa del
mecanismo de manera integral (posicion, velocidad y aceleracion), se requiere realizar

los siguientes pasos:

1. Calcular la posicion de todos los eslabones del mecanismo
2. Calcular la velocidad de todos los eslabones del mecanismo

3. Calcular la aceleraciéon de todos los eslabones del mecanismo

Para poder ejecutar el algoritmo se requerira cierta informacién del mecanismo al cual
nos referiremos en adelante como modelo del mecanismo, el cual debe poseer la
relacion entre los eslabones, el tipo de junta o par cinematico, las matrices para la
transformacién de coordenadas entre los eslabones, entre otros parametros que se

van a detallar mas a delante.
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2.2.1 Entradas — Modelo cinematico

El usuario del programa debe ingresar cierta informacién vital para poder obtener un

correcto modelo cinematico del mecanismo, entre los cuales estan:

. Caracteristicas de los Mecanismo, la informacién a ingresar basicamente es la

cantidad de eslabones que lo componen.

o Parametros de estudio, se debe ingresar el intervalo de estudio y la cantidad

de iteracion a estudiar.

o Identificacion de juntas, se ingresa la informacion sobre el tipo de junta o par
cinematico que representa por ejemplo de revolucién, prismatico, etc. Para lo

cual se posee una biblioteca con las propiedades del par cinemético.

o Relacion entre las juntas y los eslabones, se ingresa la informacion sobre la
relacion entre el eslabon predecesor y sucesor del par cinemético y la posiciéon
de las juntas en el eslabén.

. Identificacion de las Juntas Motrices, se ingresa la informacion sobre las
juntas motrices que genera el movimiento o movimiento deseado del mecanismo
a estudiar. Para lo cual se posee una biblioteca de juntas similar a las juntas

entre los eslabones.

. Caracteristicas de las juntas Motrices, se ingresa las -caracteristicas
cinematicas de las juntas motrices tales como la funcién en el tiempo de sus

posicion y por ende de su velocidad y aceleracion.

o Posicion Inicial, se debe ingresar una primera estimacion de la posicion inicial
del mecanismo para poder comenzar con el proceso iterativo seleccionado. Se
resalta que es un punto critico en el andlisis cinemético para su correcto

desarrollo.
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2.2.2 Diagrama de Flujo

Se procede a presentar los diagramas de flujo del algoritmo principal para la
cinematica inversa. Posteriormente se procede a mostrar los diagramas de flujo de las

sub-rutinas que realiza y se indica el diagrama de flujo principal.

Cinematica Inversa

En el siguiente diagrama de flujo se puede observar que primero se debe ingresar
cierta informaciéon sobre el mecanismo (numero de eslabones), informaciéon del
proceso como el intervalo a analizar y la cantidad de puntos a calcular. También se

debe ingresar los tipos de juntas y cierta informacion que permita definirla.

Si se cumple que la cantidad de restricciones, originada por las juntas, normalizacién
de los pardametros de euler y las juntas motrices, sea igual al nimero de coordenadas
generalizadas, en este caso al usar los parametros de euler es igual a siete veces el
namero de eslabones. Se procede a calcular la posicion inicial, siendo una sub-rutina
presentada como un proceso. Si el proceso empieza a diverger se cierra el programa,
ya que ha sido mal modelado, si converge se procede a calcular la velocidad y

aceleracion en ese periodo de tiempo.

Luego se repite el proceso hasta alcanzar el periodo de tiempo establecido y la
cantidad de puntos analizados (t). Obteniéndose al final la posicion, velocidad y

aceleracion de todos los eslabones en el intervalo de tiempo ingresado.
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Datos de
Entrada

Velocidad [gal)

Incremento de
Intervalo de Estudio

Culminacidn del
iempo de Estudio
si

Posiciédn,
Velocldad y
Aceleracian

Finalizaclon

Subrutina de posicién, La subrutina para obtener la posicion inicial, y la posicién para

cada intervalo tiene el siguiente diagrama de flujo. Donde se tiene una posicion inicial
ingresada anteriormente sobre los tipos de juntas, numero de eslabones, juntas

motrices y la primera estimacion inicial.

Donde se tiene subrutinas para obtener el jacobiano y la matriz de restricciones para
una estimacion inicial. Cuando el error obtenido debido a una estimacion inicial de
posicion (matriz de restriccion / jacobiano) es menor a una tolerancia especificada por
el usuario, se procede a la siguiente posicion. Si no cumple vuelve a iterar los valores
de la matriz de restriccion y el jacobiano para una nueva estimacion, ese proceso se

repite hasta obtener un error aceptable.
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Para obtener la siguiente posicibn se usa la posicion anterior, como primera
estimacion, considerando que su variacion es baja. Por lo que el nUmero de puntos a

analizar debe ser razonable para poder obtener una convergencia rapida.

Datos de
Entrada

Juntas Motrices(t)

Matriz de
Restricciones
biga)

Calculo del
Jacobianao
®Palaa)

Inversidn del
Jacobiano
Inv(®afqa))

ga=ga-¢{galxinidqiaal)

$lga)xinidgiqal)
<Etror

Si

Posicién [qa)

2.2.3 Pseudocddigo

El algoritmo a desarrollar se divide en sub-rutinas para los diferentes procesos que
realiza el programa para obtener el resultado deseado. Por lo que se va a presentar un
algoritmo basico, en el cual se incluyen sub-rutinas, y posteriormente un algoritmo de

facil entendimiento de las sub-rutinas y su labor en el programa desarrollado.

Las limitaciones del algoritmo se basan en las juntas desarrolladas y seleccionadas,
en este caso juntas de revolucion, esférica, cilindrica, de traslacion y distancia, para
las cuales se ha desarrollado una libreria de facil acceso la cual puede ser ampliada

para el desarrollo de otros tipos de junta tales como pares de engranajes entre otros.
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2.2.3.1 Modelo Cinematico

Para el desarrollo del algoritmo de analisis cinematico y usando el diagrama de flujo
propuesto en el acipite 2.2.2 se debe analizar en primera instancia la posicion de las
juntas y eslabones del mecanismo posteriormente se analiza la velocidad y la

aceleraciéon una vez encontrada la posicion correcta.

Mencionado lo anterior se debe obtener la posicion inicial a partir de una aproximacién
inicial para lo cual se generara un vector que contenga las ecuaciones caracteristicas
de cada tipo de junta (tanto motriz como de restriccidén) y a su vez de las restricciones
originadas al usar los parametros de Euler (normalizacion de los parametros de Euler).

Dicho esto se procede a detallar la ecuacion caracteristica del mecanismo:

K
b
D
d)(q,t) = q)(q,t) = 07nb ................... (21)
P
bep)
Donde:
¢€<q) : Ecuaciones debido a la geometria y pares cinematicos, en funciones de
las coordenadas generalizadas y del tiempo.
¢€q‘t) : Ecuaciones con respecto a ciertos eslabones motrices 0 movimiento
deseado de algun eslabén.
¢€’P) : Ecuaciones de la normalizacion de los parametros de Euler de cada

eslabon que lo conforman.

Se debe tomar en cuenta que esta matriz es igual al nimero de grados de libertad del
mecanismo (7 x numero de eslabones, 7nb). En caso no se cumpla se termina el

programa, como se muestra en el diagrama de flujo de la cinematica inversa.

Obtenida este vector con las ecuaciones de la libreria de juntas (mas adelante se

detallara las ecuaciones a usar) se procede a usar el método de minimizacién Newton-
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Raphson, mostrada en el diagrama de flujo de subrutina de posicion, para lo cual se
genera el Jacobiano.

Superado el error estipulado por el usuario se procede a obtener la posicién del
mecanismo para un determinado tiempo, posteriormente se procede a calcular la

velocidad con la siguiente ecuacion (derivada con respecto al tiempo de la ecuacion:

¢qq = _¢t .............................. (2 2)
Donde:
b : Es el vector que contiene a las derivadas de las ecuaciones de
movimiento del mecanismo con respecto al tiempo, mas adelante llamada v.
¢q : La matriz que contiene el Jacobiano del mecanismo.
q : El vector que contiene velocidad de los eslabones del mecanismo con

respecto a las coordenadas generalizadas usadas.

De la ecuacion (2.2) se puede obtener el vector velocidad ¢ aplicando la inversa del

Jacobiano y multiplicandolo por el vector v, observandose en la siguiente ecuacion:

Obtenida la velocidad se procede al célculo de la aceleracién para lo cual se requiere
realizar la segunda derivada con respecto al tiempo de la ecuacién (2.1), obteniéndose

la siguiente ecuacion:

Pqii = —(¢qq)qq = 2P qtd — Pt = Ve (2.4)
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Dénde:

y . [Es un vector que contiene una serie de derivadas, multiplicaciones y
substracciones de matrices, las cuales se detallan segun el tipo de junta mas
adelante.

¢, - Lamatriz que contiene el Jacobiano del mecanismo.

¢q: - La matriz que contiene la derivada del Jacobiano del mecanismo con respecto
al tiempo.

¢ - El vector que contiene la segunda derivada con respecto del tiempo de las
ecuaciones del movimiento del mecanismo.

g : Elvector que contiene velocidad de los eslabones del mecanismo con respecto

a las coordenadas generalizadas usadas.

Tal como se hizo para la velocidad se puede obtener una ecuacion simplificada de la
ecuacion (2.4) para obtener el vector velocidad de los eslabones del mecanismo, tal

como se muestra en la ecuacion (2.5):

Se puede observar y concluir que el andlisis de posicion es uno de los mas
complicados, ya que se requiere obtener una aproximacion inicial, usar el método
Newton-Raphson y la inversién del Jacobiano para obtener la posicion real del
mecanismo. Posterior a este calculo el analisis de velocidad es relativamente sencillo,
ya que se tiene previamente la inversion del Jacobiano, mientras que el analisis de

aceleracién es el mas tedioso de todos debido a la complejidad del vector y.

2.2.3.2 Parametros de Euler

El acapite 1.2.4 se detallo las caracteristicas de los pardmetros de Euler, los cuales
representan a un vector y un giro con respecto a él para definir la rotacion en el

espacio del cuerpo rigido. El vector posicion de cada eslabon se pude definir como:
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T
g=[r,pl"=[r , ¢ , e'l'= [rx,ry,rz, €, €1, €2, €3] erernn. (2.6)
Donde:

r . Es el vector posicion, compuesto por las tres coordenadas cartesianas

. T
conocidas (r = [r,,7,,7,] ).

p . Es el vector de rotacion, compuesto por los cuatro parametros de Euler
(p= ey, €']").

ey . Es el parametro de Euler que define principalmente el giro (e, = cos(x/2).

e . Es el vector que contiene el resto de los parametros de Euler, el cual contiene

el eje de rotacion (u) del eslabén (e = [e;, e, ,e3]" = usin(x/2)).

Para mayor compresion del eje de rotacion y de los parametros de Euler se puede
apreciar la figura 2.1, donde se puede apreciar que el marco de referencia x —y — z
gira con respecto al eje u, dando origen al nuevo sistema de referencias x' —y' — z'.

z

X

Figura 2.1, esquema donde se puede apreciar el eje de
rotacion y el angulo de rotacién, definiendo asi los parametros
de Euler [24].

Como se mencioné en el acapite 1.1.4 y 2.1.2.1 se requiere utilizar una ecuaciéon que
interrelacione los parametros de Euler, ya que son interdependiente, la cual se le llama
la normalizacion de los parametros de Euler. Dicha ecuacidn se muestra a

continuacion:
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La ecuacion (2.7) se debe cumplir para todos los eslabones en todo instante de

analisis de la cinematica inversa del mecanismo. Entonces se tiene que ¢>5,) debe ser:

Definida la ecuacion (2.8) se procede a desarrollar su Jacobiano con respecto a las

coordenadas generalizadas para cada eslabén:

Ademas de obtener el Jacobiano, es requerido obtener el vector v para el andlisis de
la velocidad y obtener la velocidad de los eslabones que componen el mecanismo.
Entonces se debe proceder a derivar la ecuacion (2.7) con respecto al tiempo y se

obtiene lo siguiente:

Posteriormente es requerido obtener el vector y el cual serviria para el célculo de las

aceleraciones (g), entonces:

~2p1" By
yP = R IR (2.11)
—2 Iﬁanpnb

Donde p se obtiene del analisis de velocidad del mecanismo.
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2.2.3.3 Matriz de Rotacion

Las matrices de rotacidon nos permiten cambiar nuestro sistema de referencia de un
eslabon o cuerpo a otro, este método nos permite desplazarnos entre diferentes
sistemas de coordenadas o referencia a otras para la facilidad e interpretacion de la

geometria y ubicacién de eslabones.

Se debe tomar en cuenta que la matriz de rotaciébn depende directamente de las
coordenadas generalizadas a usar por ejemple angulos de Euler, cuaterniones o

parametros de Denavit-Hartenberg [24,25].

Para la rotacion simple de un sistema de referencia a otro de un vector definido en el
primer eslabén, teniendo el mismo origen ambos sistema de referencia se emplea la

siguiente ecuacion:

ER-E )\ (2.12)
Doénde:
st : es el vector en el marco de referencia uno, s = [Sx Sy Sz]T
s? : es el vector en el marco de referencia dos, s = [Sxr  Syr  Sz/]T
Al? : es la matriz de rotacién del marco de referencia dos al uno.

Donde la matriz de rotacioén es:

ai;; Q12 Q413
A=[Q21 Q2 QAz3|.......... (2.13)
asz1 dzz dss

La matriz de rotacion es ortogonal por lo tanto se tiene la siguiente propiedad [24]:
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Esta propiedad permite la facil inversion de la matriz, AT = A™1, con la cual

obtendremos la siguiente ecuacion:

Cuando el origen de ambos sistemas de coordenadas no coinciden, como se muestra

en la figura 2.1, se utiliza la siguiente formula:

rP=r+As? ... (2.16)
Donde:
rP : es el vector del punto P en el marco de referencia uno
r : es el vector del origen del sistema de referencia dos en el marco de referencia
uno
A . es la matriz de rotacion del segundo marco de referencia con respecto al
primero
s'P . es el vector del punto P en el marco de referencia numero dos

%

Figura 2.2, Traslacion y Rotacion del marco de Referencia [24].

Ademas de ver las matrices de rotacion desde un punto analisis de posicién, se debe
tomar en cuenta su importancia e impacto en el andlisis de velocidad, aceleracion y

velocidad angular del mecanismo y eslabones.
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Se debe tomar en cuenta que en un mecanismo la matriz de posicion esta en funcion
del tiempo y también el vector de posicion r, mientras que s’ no necesariamente esta
en funcion del tiempo, ya que representa la posicion relativa de la junta con respecto al

centro de gravedad del eslabén (considerando los eslabones como cuerpos rigidos).

Entonces la derivada de la ecuacion (2.16) con respecto al tiempo es:

Usando la ecuacién (2.15) se puede simplificar la ecuacion (2.17) en un solo sistema

de referencia;

Para su mayor compresion de la derivada y su utilizacion en la elaboracion del

pseudocodigo, por lo que se derivara la ecuacion (2.14) con respecto al tiempo:
AAT+AAT =0 ......... (2.19)
Esto implica que:
(AAT) = AAT = —4AAT ... (2.20)

Analizando més las ecuaciones obtenidas podemos observar que la matriz 4 AT es un
matriz anti simétrica. Entonces al ser una matriz anti simétrica, existe un vector w

llamado velocidad angular del segundo sistema de referencia tal que:
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Reemplazando la ecuacion (2.21) en la ecuacion (2.18) se tiene lo siguiente:

La ecuacion (2.22) es muy similar a la ecuacién de andlisis cinematico usado

regularmente mediante vectores #” = #+ @ x §¥ . Donde @ es la velocidad angular
del segundo sistema de referencia, relativo al primer marco de referencia. Tomandose
el producto vector en el segundo marco de referencia y posteriormente pasando al
primer sistema de referencia la ecuacién 2.11 se puede expresar como:

Otra relacién importante se presenta al multiplicar ambos lados de la ecuacién (2.21)

por la matriz de rotacién A:

Aplicando las propiedades de las matrices asimétricas y de la siguiente relacion

(As’) =5 =As" AT, la ecuacion 2.13 se puede simplificar en la siguiente ecuacion:

o =IATAR LAY (2.25)

Las ecuaciones o relaciones (2.24) y (2.25) se usaran frecuentemente en el desarrollo
del algoritmo.

Diferenciando una vez mas la ecuacion (2.17) se logra obtener la ecuacion de la

aceleracion:

PP=F+ AsP (2.26)
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Para obtener mayor concepcion de A derivamos la ecuacion (2.24) obteniendo la

siguiente ecuacion:

Aplicando la relacion (As') =35 =As’ AT, en la ecuacion (2.27) se puede obtener la
segunda derivada con respecto del tiempo de la matriz A con respecto al segundo

marco de referencia;

A=A +AD @ oo, (2.28)

En esta tesis se usaran las coordenadas generales conocidas como Parametros de
Euler el cual posee 4 valores que definen la rotacion del marco de referencia del
eslabdn, tal como se menciond en el capitulo 1. A continuacién se detalla las
subrutinas para la elaboracién de la matriz de rotacion usando parametros de Euler. La

matriz de rotacién se puede definir con la siguiente ecuacion:

A= Qe —1DI+2(ee” +egé) ..ceevvveeennnnnn.. (2.29)

el +e?—05 ee;—epe; eje;+ege,
A=2|eje, tejes; ei+ez—05 eye;—epeqfoeeennn. (2.30)
eje3 —epe, exest+epe; ef+ei—0.5

2.2.34 Propiedades de los Pardmetros de Euler y relacion con velocidad

angular

Los parametros de Euler tienen ciertas propiedades que benefician el calculo y
aumentan la robustez y velocidad del algoritmo, los cuales tendran subrutinas para su
elaboracion y su aplicaciéon. En las subrutinas de la matriz de rotacién y la modelacion

de las juntas.
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Se define dos matrices E y G (matrices de 3 x 4):

—e1 € —é3 €
E=[—e&+ell [—ez es € —81] ....................... 2.31)

—e3; —e, €1 €

—e1 € és —€
G=[-e—e+ed]l=|—e, —e3 € €
—e3 e, T€1 €&

Obsérvese que estas matrices tienen las siguientes relaciones, se debe enfatizar que

I, es una matriz identidad de 4x4:

Ep=Gp=0...................... (2.33)
1ol g RS g (2.34)
ETE=E"E=1,—pp"..................... (2.35)

Comparando la multiplicacién de las matrices E'y G (EGT) y comparandola con la

ecuacion (2.29) se concluye en la siguiente relacion:
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Haciendo una expansion directa y ciertos artificios en la ecuacion (2.31) y (2.32) se
puede obtener la siguiente ecuacion:

Se derivaba ambas parte de la ecuacion (2.36) y usando la relacion encontrada
anteriormente, ecuacion (2.39), se obtiene la siguiente relacion:

A=EG" + EGT =2EGT.................. (2.40)

Empleando las ecuaciones (2.36) y (2.40) en la ecuacion (2.25) se puede obtener la

siguiente relacion:

@ =ATA=2GETEG" ................ (2.41)

Y reemplazando en la ecuacién (2.41) las ecuaciones (2.33) y (2.35) se obtiene la

siguiente ecuacion:

& =2G6G6"=2(Gp) ................ (2.42)

Entonces se puede obtener la siguiente relacién para obtener una relaciéon entre la
velocidad angular y la primera derivada con respecto al tiempo de los parametros de

Euler:
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Multiplicado 6™ ambos lados de la ecuacion (2.43) y aplicando las ecuaciones (2.35) y
(2.38) se obtiene la siguiente relacion:

Aplicando las ecuaciones (2.36), (2.43), (2.35) y la ecuacion (2.38) se puede obtener la
velocidad angular en el marco de referencia general:

w=Aw =2EGTGp=2Ep ................ (2.45)

E invirtiendo la ecuacién (3.45) se puede obtener una relacién directa de la primera
derivada con respecto al tiempo de los pardmetros de Euler con la velocidad angular

en el marco de referencia.

2.2.35 Libreria de Juntas

Para la modelacion de las juntas o relaciones entre eslabones se va generar cuatro
juntas basicas de las cuales se desarrollaran las juntas de mayor complejidad. Estas
juntas permitiran desarrollar el modelo del mecanismo a analizar, generando un vector

con las ecuaciones de restricciones [24].

Hay que tener en cuenta que las juntas basicas podran caracterizar las juntas motrices
0 desplazamiento y rotacion del actuador. Las juntas tendran parametros requeridos
para su modelacion los cuales seran mencionados para cada tipo de junta, todas estas
ecuaciones se desarrollaran usando las coordenadas generalizadas en base a los

cuaterniones o parametros de Euler.
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En la tabla 2.1 se puede observar la relacion de las juntas base con respecto a la

modelacion de juntas mas complejas.

DP1 | DP2 )] CD
14 X X
14 X X
S] XXX
uj X [XXX]g;
c] [XX]., [XX],,
R] [XX]y, [XXX]ss
TJ X [XX],, [XX]y,

Tabla 2.1, Tabla de relacién entre juntas base con juntas de mayor complejidad (DP1: Producto
punto tipo 1, DP2: Producto Punto tipo 2, D: Distancia, CD: Diferencia de Coordenadas, 11
Relacién de Perpendicularidad a un plano tipo 1, 12 Relacion de Perpendicularidad a un plano
tipo 2, SJ: Junta Esférica, UJ: Junta Universal, CJ: Junta Cilindrica, RJ: Junta de Revolucién,
TJ: Junta de Traslacion [24].

2.2.35.1 Producto punto tipo 1 (DP1)

La junta Producto Punto Tipo 1 representa la relacién (orientacién) entre dos vectores
definidos en dos eslabones diferentes (a;, a;). Dicha relacion se interpreta mediante el
producto punto entre ambos vectores en un marco de referencia general, el valor del
producto punto define la orientacion entre ambos vectores y dicho valor puede variar
con respecto al tiempo. Por ejemplo, una junta motriz o junta de revoluciéon. En la
figura 2.3 se puede apreciar este tipo de junta donde el producto punto de los vectores
a, (perteneciente al cuerpo i) y a; (perteneciente al cuerpo j) tienen un determinado

valor.
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Figura 2.3, Junta tipo DP1 (Producto punto tipo 1) [25].

Dicho esto se procede a definir la ecuacion de movimiento como:
HPP1 (i, a.j, @, f(t)) =alATA; @ —f(O =0 .o, (2.47)

En la ecuacion de movimiento se puede apreciar el vector a; definido en el eslabén i y
el vector a; definido en el eslabdn j. Ambos vectores son representados en un marco
de referencia general multiplicandolos por su respectiva matriz de rotacion, logrando
asi la ecuacion (2.47), la cual puede tener un valor constante o variable en el tiempo

definido por la funcién f(t) .

Definida la ecuacion de movimiento se procede a desarrollar la ecuacion de velocidad
derivando la ecuacion (2.47) con respecto al tiempo. Obteniéndose la siguiente

ecuacion:

L. s¢PPL 5
yDP1 (l, ai,],aj,f(t)) = —(l;—t = 6—{ ............... (2.48)

Terminado las ecuaciones de movimiento se requiere el desarrollo de la ecuacion de la
aceleracion, la cual se obtiene derivando dos veces la ecuacion (2.47) con respecto al

tiempo:

. =T( AT —= == ,T — =T~ T - __  &%*f
yPPt = - (AJA; ©.0; + DG AT A; )a; +20;, @) AJA; @ B+ 55 e (2.49)
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Por ultimo se requiere el desarrollo de la matriz del jacobiano, la cual se obtiene
derivando la ecuacién (2.47) con respecto a todas las coordenadas generalizadas,

creando la siguiente matriz:
Df (@, a;) = [0155 a'B(p,a) 01z @ B®;,a)] ... (2.50)

Cabe resaltar que el jacobiano debe ser ordenado segun los eslabones y las

coordenadas generalizadas involucradas en cada tipo de junta desarrollada.
2.2.35.2 Producto punto tipo 2 (DP2)

Se define como el producto punto de dos vectores (a,), definido en el eslabén i, y el un
vector (d;;), definido por dos puntos P; y Q; perteneciente a los eslabones i y j. Dicho
producto punto puede tener un valor constante o variable en el tiempo, definido
mediante una funcién f(t) pudiendo representar una junta motriz. Se puede apreciar la

junta DP2 en la Figura 2.4

z
!
¥ R

Figura 2.4, Junta tipo DP2 (Producto punto tipo 2) [25]

El vector d;; se encuentra ubicado en el espacio mediante un punto P ubicado en el

eslabon i (ubicado mediante el vector 5;Fdefinido en el eslabén i) y el punto Q ubicado

en el eslabodn j (ubicando mediante el vector §]-Q definido en el eslabon j).
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Entonces se define la ecuacibn de movimiento identificando los eslabones
relacionados i y j, los vectores a; (definido en el eslabon i), 5;F (que define la ubicacion

del punto P en el eslaboni) y §]-Q (que define la ubicacién del punto Q en el eslabon j):

¢°2 (i,@,5.,,5° F(©) = al Al dy; — £ (1)

¢ (1,@,5.7,,5% f(0)) =al Al (r; + 4; 5% =1 + A, 57) = f(£) = 0 ..... (2.50)

Obtenida la ecuacién de movimiento se procede a obtener la ecuacion de velocidad,

derivando la ecuacion (2.50) con respecto al tiempo:

Posteriormente se procede con el desarrollo de la ecuacion de aceleracion derivando

dos veces la ecuacion (2.50) con respecto al tiempo:

yPP? = 2o] @, AT (7, — 1) + z[sf]TﬁjAjTAiﬁiai - [Ef]Tﬁiﬁiai

01T= = — o= g 62f
—[s?] wja)jAjTAiai - d’irinwiwiai T (2.52)

En ultima instancia se procede con la obtencién del jacobiano, la cual se obtiene
derivando la ecuacién de movimiento (2.50) con respecto a las coordenadas

generalizadas:
Ogq; (@ diy) = ai (dy),  +dij(@g.q,
=al[-I; —B(p,s/) I, B(p,s?)|+d[0 B(p,a) 0 0]

=[-a] d];B(p;5s)—alB(p,s}) af aiTB(pj,EJQ)] ............ (2.53)
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2.2.35.3 Distancia (D)

Se define que la distancia entre dos puntos P; y Q;, pertenecientes al eslabon i vy j

respectivamente, tiene un cierto valor. Se debe tomar en cuenta que los puntos P; y Q;

no deben coincidir en el espacio. El valor del médulo del vector dT] (5; — E’) puede ser

una constante o puede variar en el tiempo (f(t)) pudiendo representar una junta
motriz, por ejemplo un cilindro hidraulico, la junta distancia se puede apreciar en la

Figura 2.5.

z
S
F
¥, GRF

Figura 2.5, Junta tipo D (Distancia) [25]

Los puntos son definidos en el marco de referencia de cada eslab6n mediante los

vectores 57 y 52, respectivamente.

Con este concepto se define la ecuacion de movimiento, para lo cual se requiere tener
defino los puntos P y Q ubicados en los eslabones i y j mediante los vectores

anteriormente mencionados.

¢” (i' 5i7,), ng'f(t)) =d;;"d;; — f(©)

=(r+4;5° -1 + 4 siP)T(rj +A4; 5% -1, +4;5°) - f(t) =0.... (2.54)

Obtenida la ecuacién de movimiento se pude proceder a obtener la ecuacién de

velocidad derivandola con respecto al tiempo:
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Se procede con el desarrollo de la ecuacién de aceleracién derivando dos veces la
ecuacion de movimiento (2.55) con respecto al tiempo

yPP2 = —2(F, — 1) (¢, — #,) + z[sf]Tﬁj(ﬁjgf +2[57] @357 - 4[31‘.?]T$J-A]TAL-$L-§€ n
~ _ ~ _ ~ o~ _ ~ o~ _ 2
4(1"] — fl)T(AiaiSIiD — A](A)]S]Q — ZdU(A](A)](A)]SJQ — Aiwiwisf) + ((’;Tj; ......... (256)

Por ultimo se procede con el analisis del jacobiano de la ecuacién de movimiento
Distancia (D), derivando la ecuacion (2.54) con respecto a las coordenadas
generalizadas.

®G0; = (dijdy), = 2dijldyl, o
=2dfj[-Is -B(p;57) Is B(p;57)]
=[-2d}; 2d};B(p;s") di; 2d}B(p;5%)].......... (2.57)
2.2.354 Diferencia de coordenadas (CD)

Define que la distancia con respecto a uno de los ejes del marco de referencia general
entre dos puntos P; y Q;, pertenecientes a los eslabones i y j, tiene un cierto valor. El
valor puede ser una constante o variable con respecto al tiempo, definida como una
funcion (f(t)). Por ejemplo se puede representar la trayectoria deseada del dltimo
eslabdén de una cadena cinemética abierta en el espacio, en la Figura 2.6 se puede

apreciar dicha relacion.
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Points P and @
D

Figura 2.6, Junta tipo CD (Diferencia de Coordenadas) [25]

Este tipo de junta es de gran utilidad, ya que permite describir la relacién de los
eslabones en el marco de referencia general, permitiendo el desarrollo de la junta

esférica y descripcion de la ubicacién de las junta de revolucion, entre otros.

Analizando a mayor detalle este tipo de junta se requiere de la definicion de dos

puntos P y Q ubicados en los eslabones i y j respectivamente mediante los vectores
sfy EJQ. La relacién se define mediante la proyeccion del vector formado por los puntos
Py Q (vector d;;) con respecto a una direccion definida anteriormente y contenida en

el vector ¢ (usualmente contiene los vectores que definen las coordenadas
cartesianas). Esta relacion puede ser variable en el tiempo o constante, por ejemplo si
es constante y el valor es cero indica coincidencia entre ambos puntos con respecto a

una coordenada. Se muestra a continuacion la ecuaciéon de movimiento.
PP (c, i,55,], s‘,-Q,f(t)) =cTdjj—f(®) =c"(r; + 4; 50 =1y + 4; 57) — f(¢) = 0..(2.58)

Posteriormente se procede a derivar la ecuacion (2.58) con respecto al tiempo para

tener la ecuacion de velocidad.

Se deriva dos veces con respecto al tiempo a la ecuacion (2.58) para obtener la

ecuacion de aceleracion.
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Por ultimo se debe analizar el jacobiano originado por este tipo de junta, por lo que se
deriva con respecto a las coordenadas generalizadas a la ecuacion (2.58).

®Gq; = (¢'dyy), . =€ dyl,

= CT[—I3 _B(pi' Ef) 13 B(pJ,EJQ)]
=[-c" "B(p;,57) cTB(pj,EjQ)] ............ (2.61)

2.2.355 Relacion de Perpendicularidad a un plano (1)

Define que un vector ¢;, definido en el cuerpo i, es perpendicular a un plano en el
cuerpo j, este plano se define con los vectores a; y b;. Esta relacion usa las funciones
de la junta tipo producto punto (DP1) pero define que el valor es cero, ya que se
requiere perpendicularidad. En la figura 2.7 se puede apreciar la junta 1.

Figura 2.7, Junta tipo -1 (Relacion de Perpendicularidad a un
plano tipo 1) [25]

Este tipo de junta se emplea principalmente para definir la junta cilindrica y de

revolucioén las cuales son usadas usualmente en mecanismos.
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Para poder definir este tipo de junta se requiere usar dos juntas basicas producto
punto tipo 1 (DP1), como se muestra en la tabla 2.1. Detallando mas la naturaleza de
este tipo de junta se requiere definir la perpendicular del vector c¢; con los dos vectores
a; y b; mediante la junta basica DP1. Por lo que la ecuacion de movimiento se define
por una matriz compuesta por dos ecuaciones de movimiento DP1 como se muestra a

continuacion:

¢°"1(i,<;,/,@;,0)
¢°P(i,€,,j,b;,0)

¢~ 1(i.¢ )@, by) =

A su vez la matriz que de la ecuacion de la velocidad estd compuesta por las
ecuaciones de velocidad de las dos juntas basicas DP1, tomes en cuenta que el valor

del producto punto entre los vectores es constante con respecto al tiempo:

PP1(i,€,j,@;,0)

0
o711 5, ). B, 0)| = [O] ......... (2.63)

v(i,c,j,a;, bj) = [Z

Posterior al calculo de la velocidad se procede a calcular la matriz que corresponde al

andlisis de las ecuaciones de aceleracion que la componen:

PP1(4, €, j,a;,0)
PP1(4,€;,j,b;,0)

. %
v (i.¢u).a;,b;) = L,

Por ultimo, se desarrolla la matriz que representa el jacobiano, la cual estd compuesta
por los jacobianos de las juntas simples DP1 que componen la junta o relacion de

perpendicularidad tipo 1:

DP1(; = i@
q)-‘-l _ |:d>qi,q].(l, ci,],aj,O)
qiqj DP1(; = i h.
q)Qir‘Ij(l’ ¢i,j,bj,0)
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2.2.3.5.6 Relacién de Perpendicularidad a un plano (+2)

Define que un vector (d;;) definido por dos puntos, P; y Q;, ubicados en el cuerpo i y j
es perpendicular a un plano en el cuerpo i, este plano se define con los vectores a; y
b;. Esta relacién usa las funciones de la junta tipo producto punto (DP2) entre los
vectores d;; y los vectores a; y b; definiendo que el valor del producto punto es cero en

todo instante, ya que se requiere perpendicularidad. En la figura 2.8 se puede apreciar
la junta L2.

& d; L Pla.b)

Figura 2.8, Junta tipo 12 (Relacion de Perpendicularidad a un
plano tipo 2) [25]

Este tipo de junta es muy util, ya que define un eje de translacion entre dos eslabones
de manera facil y sencilla, es utilizado principalmente en las juntas de traslacion y
cilindricas.

Al realizar un mayor andlisis de este tipo de junta se pude concluir que requiere la
definicién de dos puntos fijos en los dos eslabones mediante los vectores 57 y EJQ. Y

para definir el plano se emplea la misma logica de la Relacién de Perpendicularidad a
un Plano (1), usando dos vectores (a; y b;) contenidos en el plano y generando una

perpendicular entre ellos y el vector eje (dj;).

Con el concepto de las interrelaciones requeridas para poder definir este tipo de junta,

se procede a desarrollar la ecuacion de movimiento:
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¢PP2(i,a;,57,j,57,0)] [ﬁiTAdeii] _ [0

12(: = . =P : =0
i,a; b;s;,j,s°)= _ =|_
¢ ( D, Si,],S; ) ¢DP2(i' b, 5%,j, ng, 0) b?A?di]- 0

] cireren (2.65)

Al igual que en la junta Relacién de Perpendicularidad a un Plano (1), la ecuacién de
velocidad estd compuesta por las ecuaciones de velocidad de dos juntas tipo DP2
teniendo la funcién igual a cero (0) a lo largo del tiempo:

vPP2(i,@;, 57, ], EJQ, 0) 3 [0

“2(,5,50,,50) = [ -
v (l,au l,sl;];s]) UDPZ(i,bi,Ef,j.EJQ'O)

Posterior a la obtencién de la ecuacién de velocidad se procede a desarrollar la

ecuacién de aceleracion de la junta, compuesta por dos ecuaciones de aceleracion:

PP2(i,a;,5f,j,57,0)

L b= TN = 59) = y
4 Z(l,ai; biJSIiJ’]'Sj ) - L/Dpz(i,Eitgl;’j'ng’ 0)

Por ultimo se desarrolla la matriz que contiene al jacobiano:

qi.4;

DP1(; . <P i <@
@07 (i,b,,50,),5;,0)

P2

DP1(; = <P ; <@
o 5 (i,@,57,),57,0)
qiqj —

2.2.35.7 Junta Esférica (SJ)

Este tipo de junta define la coincidencia de dos puntos en el marco de referencia
general, por lo que se debe definir los eslabones relacionados y el punto de
coincidencia de ambos. Este tipo de junta elimina solamente tres grados de libertad
[25]. Los dos puntos P, y Q; de los eslabones diferentes iy j, coinciden en el espacio
(marco de referencia general) en todo el tiempo , este tipo de junta se representa en la

figura 2.9.
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4°P(i,4,5 5,59, 0)
% = | @°0(,i,5F,5,57,0)

@OP(k,i,5F,5,57,0)

Figura 2.9, Junta tipo SJ (Junta Esférica) [25]

Para poder definir esta junta se requiere definir la ubicacion de los puntos P, y Q;en sus
respectivos eslabones mediante dos vectores s7 y EJQ. La coincidencia se puede

representar mediante las juntas CD, definiendo que la distancia entre coordenadas es
igual cero. Dicho lo anterior se puede proceder a desarrollar la ecuacion de

movimiento de la junta esférica:

[6°°(L057.7.57.0)] o
¢S (i,57,),57) = | 62 (j.i,57.),57.0) | = H ......... (2.70)
¢ (k,i,57,),5%,0)] *©

Obtenida la ecuacion de velocidad se procede a calcular la matriz de velocidad

(compuesta por tres ecuaciones de velocidad de la junta CD):

[vP(i,i,57,),57,0)]
v (i,57,),57) = | veP(j,i,57,j,57,0) | ......... (2.71)
0P (k,i,57,j,57,0)]

Posteriormente se obtiene la ecuacion de aceleracion de la junta:

[vP(i.i,5F,).57,0)]
vI(i,57,),57) = | y¢P(j,i,57,j,57,0) | ......... (2.72)
lyP (k,i,57,),57%,0)]
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Por dltimo se desarrolla el jacobiano de la junta:

[@g.q,(i.,5F.),57,0)]

q’;!,qj = d)iqj (]' L, §LPrjr EJQ; 0) ......... (273)
| @), (k. i.5F,),57,0)]

2.2.3.5.8 Junta Cilindrica (CJ)

Este tipo de junta define que un eslabdn puede trasladarse y rotar con respecto a otro

alrededor de un eje. Este tipo de junta solo elimina cuatro grados de libertad.

Entonces se define en el cuerpo j el eje de revolucion c¢;, el cual debe ser

perpendicular a un plano definido en el cuerpo i, definido por los vectores a; y b;. Por

altimo, se define un vector que representa al eje de traslacion d;;, definido por los

j
puntos P; y Q;. Todos estos elementos se pueden observar en la figura 2.10.

B0 (i, a;, by doej)
@i, a;., b, 8" j,57)

Figura 2.10, Junta tipo CJ (Junta Cilindrica) [25]

Analizando a mayor detalle este tipo de junta, se puede desarrollar mediante el uso de
dos juntas desarrolladas anteriormente, Relacion de Perpendicularidad a un Plano
(1), con el cual se definiria el vector ¢;, y Relacion de Perpendicularidad a un Plano
(+2), el cual definiria el eje de traslacion. Esto quiere decir que tanto el eje de
translacion y el vector ¢; serian perpendiculares a un plano definido en el eslabon i en

todo momento, logrando que tanto el eje como el vector ¢; sean colineales en todo
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momento. Para poder definir estas relaciones o juntas se requiere definir dos vectores
a; Y b; los cuales definirian el plano en el eslabon i, un vector ¢; definido en el eslabon

j Yy por ultimo los puntos P, y Q; definidos en sus respectivos eslabones mediante los

Q

vectores 57 y 5/ Definido el modo de procesar este tipo de junta se procede a

desarrollar su ecuacioén de movimiento:

¢ 1(i,a;, by, j E') 0
) ) ]

6% (1,57, b;,j,5%,¢)) = [ 253, B, 37,1.5) [02] ......... (2.74)
Y90,/ ]

A continuacion se desarrolla la ecuacién de velocidad de la junta:
(i@, by, )

c](l sl,al, l,], c]) [q(l 4,5,5P..5 Q) ......... (2.75)
18] i 1_: ]

Concluida la ecuacion de velocidad se desarrolla la ecuacién de aceleracion de la

junta:

y (i@, by ) c))

C](l sllall u]' CJ) [J'Z(la b;, s J,Ss Q)
i YirSi )y

Por ultimo se desarrolla el jacobiano:

_L1 . — 7 —
g _ (in:qj(l’ ai'bi']'cj)
qi,qj 12 (= ] <P ;<@
@2 (i,@;,b;,5(,),57)

2.2.35.9 Junta de Revolucion (RJ)

Este tipo de junta define que un eslabdn puede girar con respecto a otro alrededor de

un eje de revolucion. Este tipo de junta solo elimina cinco grados de libertad.
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Entonces para desarrollar este tipo de junta se requiere definir el eje de revolucion,
usando un vector en el eslabon j (c;), el cual debe ser perpendicular a un plano
definido en el eslabén i, usando los vectores a; y b;. Ademas, se requiere definir un
punto de coincidencia entre ambos eslabones, definido por los puntos Q y P. Todo
esto se puede observar en la figura 2.11.

®9(i.8" iSu)
@M anbeg)

Figura 2.11, Junta tipo RJ (Junta de Revolucidn) [25]

Entrando a mas detalle de esta junta, se requiere definir el punto de coincidencia entre

los dos eslabones mediante una junta esférica (SJ), para lo cual se requiere definir la
ubicacion de los puntos P; y Q; mediante los vectores sty EJQ y el eje de rotacién se

puede definir mediante la junta Relacién de Perpendicularidad a un Plano (1) con el
cual se define el eje de rotacion ¢; en uno de los eslabones y un plano definido con los
vectores a; y b; en otro eslabon. Dicho esto se procede a desarrollar la ecuacion de

movimiento:

+1
(l au u]v

SJ
% (1,57, by, j,50,5)) = [d’ (057757 ] [ ......... (2.78)
CJ)

Desarrollada la ecuacion de movimiento se procede a desarrollar la ecuacion de

velocidad:

v¥(i,57,),57)

R](l st,a;, b l,], c]) [*l(la j c)
ir u » &
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Consecutivamente se desarrolla la ecuacion de aceleracion de la junta:

v (i,57,),57
vI(i,57,a;,b;,j,57,¢;) = [ 1(Sal ]C)) ......... (2.80)
[ l!']

Por ultimo se desarrolla el jacobiano:

s¢
c1>§i',qj—[ Paia(05055) | (2.81)
qij(l a; vJ’CJ)

2.2.3.5.10 Juntade Traslacién (TJ)

Esta junta define que un eslabon se traslada a través de un eje con respecto a otro
eslabodn. Este tipo de junta elimina 5 grados de libertad.

Entonces se requiere definir el eje de traslacion usando dos puntos, P y Q, y usando

un vector ¢; en eslabon j, ambos deben ser perpendiculares a un plano en el eslabon i.
Ademas, se requiere definir un vector en el cuerpo j (a;) que sea perpendicular o su
producto punto sea constante con respecto a otro en el cuerpo i (a;). Estos elementos

se pueden observar en la figura 2.12.

gri_ | 2sl b é‘f.e,,)]

‘IJDPJU‘ a;.j.a;. const. )

Figura 2.12, Junta tipo TJ (Junta de Traslacién) [25]
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La junta de translacion se puede definir como una junta cilindrica pero que no puede
rotar, simplemente permite translacion entre dos puntos P, y Q; ubicados en los cada

eslabon.

Para poder definir este tipo de junta, se procede a desarrollar la junta cilindrica y
adicionar un vector en el eslabon j (a;) el cual tiene un cierto angulo con respecto al
vector a;, entonces para definir esta ultima relacion se puede emplear la junta tipo DP1
(Para mayor facilidad dicho angulo se puede definir con 90°, dando un valor de la
funcién igual cero). Definido la anterior se puede desarrollar la ecuacion de

movimiento:

](l Sl ) au U]’ C])] [04 _________ (282)

Tj
() (l SL ,a;, b l']’ aJ’C]) [ ¢Dpl(l al,],aj,O)

Obtenida la ecuacibn de movimiento se procede a desarrollar la ecuaciéon de

velocidad:

C](" sl al i ] C )
) ) ) J
T](l sl,al, u], a,,c]) ! DPl(l d,0.a, 0) ......... (2.83)
)M
Posteriormente la ecuacién de aceleracion:
y“(i,57,4a;,b;,j,5 c) 0
y"(i,sf, @, b;,j,5),a;¢c @ biJ 57, € 4 ......... (2.84)
( i YoM ] J) Dpl(l al,],a],O)

Por ultimo se desarrolla el jacobiano:

O (P — 7 .-0 =
ol _ [d> / _(l sf,ai,bi,],sQ c]-)]

qi.9j DP1
o Pg.q; (@ al,],a],O)
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2.2.3.6 Juntas Motrices

Las juntas motrices definen el movimiento caracteristico del mecanismo o movimiento
deseado. Para lo cual se puede emplear las juntas previamente definidas para definir
dicho movimiento, por ejemplo se tiene un mecanismo el cual tiene un grado de
libertad y es impulsado por un motor, el motor genera una rotacion especifica en uno
de los eslabones el cual puede ser representado por una junta tipo DP1 que varia el
valor de la funcién con respecto al tiempo el cual contiene a la velocidad del motor y su

angulo inicial.

Por lo tanto las junta motrices pueden ser definidas por una o por varias juntas base
(DP1, DP2, CD o D) en las cuales la funcién con respecto al tiempo define el
movimiento deseado a ser analizado. Entonces se puede obtener tanto la ecuacién de
movimiento, velocidad, aceleracion y Jacobiano de ellos usando juntas base

mostradas en la tabla 2.1.

224 Salidas

Al efectuar el algoritmo la salida que se puede obtener son los valores de las
aceleracion, velocidad y posicion de los eslabones y juntas, las cuales pueden ser
graficadas en funcion del tiempo o de alguna variable, por ejemplo una coordenada

generalizada como angulo de giro de algun eslabén.

Teniendo estos valores se puede proceder a un andlisis cinematico del mecanismo
para obtener la velocidad y aceleraciones requeridas para el movimiento deseado de
un eslabén caracteristico. A continuacién se muestra algunos graficos obtenidos del

uso un algoritmo para el analisis cinematico de mecanismos:
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Figura 2.13, Diagrama de la posicion del Piston vs tiempo de
un mecanismo biela manivela espacial, para un giro constante
de w,de 2 manivela con diversas longitudes de la biela [, [24].

x of Shder {(m/sec)
o

Time (sec)

Figura 2.14, Diagrama de la velocidad del Piston vs tiempo de
un mecanismo biela manivela espacial, para un giro constante
de w,;de 2 manivela con diversas longitudes de la biela [, [24].
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% of Slider (m/sec}

Time (sec)

Figura 2.15, Diagrama de la aceleracion del Piston vs tiempo
de un mecanismo biela manivela espacial, para un giro
constante de w,de 21 manivela con diversas longitudes de la
biela 1, [24].

Las figuras 2.13, 2.14, y 2.15 son graficas que pertenecen a un mismo mecanismo
biela manivela espacial, las graficas se presentan para ver la variacion de la posicion,
velocidad y aceleracion del pistén con respecto al tiempo, para una velocidad angular
de 21 de la manivela. Los gréficos muestran tres escenarios respecto a la longitud de
la biela, siendo la longitud 0.24m una posicion critica y de posible singularidad. En la

figura 2.16 se muestra el mecanismo biela-manivela espacial.

Figura 2.16, Mecanismo biela-manivela espacial [24].
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2.3 Eficiencia y Precisién del Algoritmo

Existen diversas caracteristicas tipicas en el disefio o desarrollo de algoritmos entre
las cuales destaca la eficiencia y la precision. La precision del algoritmo se refiere a los
errores generados dentro del algoritmo los cuales pueden originarse debido a
aproximaciones de valores, errores de modelacién y valores pequefios o grandes
originados en operaciones intermedias (round-off error). La eficiencia del algoritmo
tiene el criterio de la cantidad de operaciones realizadas dentro del algoritmo para

obtener la respuesta.

2.3.1 Eficiencia del Algoritmo

La eficiencia usa el criterio de la cantidad de operaciones intermedias que realiza,
tales como sustraccion, adicién, multiplicacion y division de valores. Normalmente se

divide estos valores en dos grupos:

e Multiplicacion (m), donde esta las operacién de multiplicacién y division

e Adicion (a), estan las operaciones de sustraccion y adicion.

En la figura 2.17 se muestra graficas sobre el costos o la cantidad de operaciones
realizadas para diversos tipos de algoritmos ABA (articulated-body algorithm), F&S
(Factorize and solve equation of motion), RNEA (recursive Newton-Euler) y CRBA
(composite-rigid-body algorithm), usando los algoritmos mas eficaces que hay en este
tipo de calculo, versus la cantidad de cuerpos rigidos que posee el algoritmo. Se debe
tomar en cuenta que tanto la multiplicacion y adicién poseen el mismo peso en la
figura 2.17
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Figura 2.17, Diagrama de costo versus niamero de cuerpos
rigidos en un mecanismo usando diversos algoritmos [3].

2.3.2 Precisién del Algoritmo

En el desarrollo de una solucién en un algoritmo se puede tener ciertas fuentes de
error, tales como [3]:

e Truncamiento o aproximacion, este tipo de error se refiere principalmente a la
variacion de la posicion, aceleracion y velocidad a lo largo del tiempo, si el
intervalo de tiempo para diferentes posiciones es muy pequefio la precision
aumenta pero la eficiencia tiende a disminuir debido a la cantidad de
operaciones a realizar.

o Errores de modelacién, este tipo de error hace que el modelo matematico
empleado difiera de la realidad o del mecanismo en fisico. Estos errores se
deben a la consideracion de que son cuerpos rigidos, juntas ideales,
modelacion incorrecta y a una falta de precision en la modelacion y sus
parametros.

e Operaciones Round-off, son muy pocas pero surgen al emplear grandes
aceleraciones, velocidades, distancias de las coordenadas generalizadas, entre
otros, cuando se sustraer generar valores muy pequefios que pueden originar

ciertos errores.
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CAPITULO 3

IMPLEMENTACION BASICA Y EJEMPLOS DE APLICACION

En este Capitulo se procede a realizar la implementacion basica del algoritmo, a su
vez del detalle de como se emplea y se ingresa la informacion requerida para su uso.

Por ultimo, se presenta dos ejemplos conjuntamente con sus resultados.

Se debe tomar en cuenta que se representara un ejemplo de mecanismo plano, para
poder explicar y demostrar la complejidad de su implementacion dentro de un
algoritmo de analisis cineméatico en 3D, y una cadena cinematica abierta, mostrando el

uso del algoritmo para brazos robdéticos.

3.1 Implementacion Basica del Algoritmo

El algoritmo de Analisis Cinematico Inverso se implement6 en el programa de Matlab,
debido a la gran variedad de herramientas que posee y su versatilidad para desarrollar
programas e interfaces para el usuario. Ademas, se uso archivos tipo texto (.txt) para
el ingreso de informacion por parte del usuario, eso debido a que se plantea la

integracion del programa con softwares de disefio y modelacion en 3D.

Para el programa desarrollado se definié que informacion debe ingresar el usuario, la
informacion que debe contener el algoritmo o programa (libreria de Juntas) y las

herramientas de minimizacién e inversion de jacobiano que requiere.
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3.1.1. Datos de Entrada

En primera instancia se procede a detallar la informacién inicial requerida por el
usuario para la ejecucion correcta del algoritmo, la cual es ingresada en el formato tipo

texto.

I. Datos Generales esta informacion detalla la cantidad de eslabones que

comprenden el mecanismo (nb), el intervalo de estudio (T) definido en segundo
y la cantidad de iteraciones a ser realizadas o intervalos de estudio (t). Se
presenta un ejemplo en la figura 3.1.

ﬁ mecanismo_gjemplol - Bloc de notas

| Archive Edicion  Formate Ver Ayuda
nb 4
T1
t100

Figura 3.1, Datos Generales

II.  Datos de Juntas esta informacion detalla los tipos de juntas presentes. Para la

identificacion de las juntas se usa la primera columna, la segunda y tercera
identifican que eslabones estan involucrados, las columnas 3 hasta 21
representan 6 puntos, los 3 primeros correspondientes al eslabon i y los otros
3 puntos corresponden al eslabon j cada uno en su marco de referencia
respectivo y por ultimo en la columna 22 representa el valor que toma una
variable, por ejemplo en una junta tipo distancia la columna 22 representa al
valor de la distancia entre los dos puntos definidos. Se debe tomar en cuenta
que no todas las juntas requieren el uso de los 6 puntos definidos en el archivo,
cada implementada en matlab contiene una explicacion para poder definir cada

punto segun el tipo de junta. Se presenta un ejemplo en la figura 3.2.

Mj juntas_gjemplo3dos - Bloc de notas

|Archi\.ro Edicion Formato Wer Ayuda

2121102101200000010100
8141101201110001000010
4231002001100010020110
1345005015100001000100

Figura 3.2, Datos de Juntas
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.  Datos de Juntas Adicionales, esta informacion detalla los tipos de juntas

motrices involucradas en el mecanismo. La cual presenta un formato similar al
de la Informacion Basica de Juntas con excepcion del item 22 que no se
requiere. Ademas, en el algoritmo se cuenta con una subrutina de juntas
motrices en la cual se debe detallar la ecuaciébn de movimiento, velocidad y

aceleracién en base al tiempo. Tal como se muestra en la figura 3.3.

Mj motriz_ejemplol: Bloc de notas

Archive  Edicién  Formato  Ver  Ayuda

112100200000000100010

Figura 3.3, Datos de Juntas Adicionales

IV.  Posicion_Inicial del Mecanismo, en este archivo se obtiene la posicion y

orientacion de todos los eslabones a ser usados. En el archivo texto se
requiere colocar (qo) al inicio y posteriormente las coordenadas generalizadas
de todos los eslabones, en el ejemplo a continuacion se cuenta con tres
eslabones (21 coordenadas generalizadas). Se presenta un ejemplo en la

figura 3.4.

= a roxinicial_ejemplol: Bloc de notas
P Jemp

Archive Edicion  Formato Ver Ayuda
qgo 00010000000.7071 000.7071 2201000

Figura 3.4, Informacién basica Posicion Inicial del Mecanismo

En base a los cuatro archivos previamente descritos se procede a iniciar el algoritmo.

La informacion se importa al Matlab y se definen las variables en la importacién de
informacion y usando un cédigo que separa la informacion para luego procesarla. En
la figura 3.5 (a) se puede observar la importacion de la informacion basica del

mecanismo y en la figura 3.5 (b) la importacion de la informacién de las juntas.
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4\ Impor Waard Lol Sy Winrd ool el
Select varisbles to import using checkboxes Select variables to impert using checkboxes |
@ Create varabies matching peevien. Creste varisbles matching preview

@ Create vectors from each 10w USing 10w NaMes.

| Variables in C:\Userst \Angehtesis2\algoritmo) puntas_ej be Varisbies in CAUsers\ Daniel Desktop\ Angeftes) A _gemplol. bt
Import Name Size Bytes Cuss | . i Pl n Import Name Sze Bptes Class b1
2 2 3 1
v ™4 douti 3 2 ! 2 ! v B@ § double || }
3t al 0 3 i v H et 1 & double
0 7 3 3 i 7 He 1 8 double
|| Hep < Back Finen Generste MATLAB code  Cancel Help < Back | Fosh Generaste MATLAB code | Cancel
| 2

Figura 3.5, Importacion de la informacién a Matlab, (a) Informacion basica de las juntas; (b)
Informacién basica del mecanismo

3.1.2. Desarrollo del Algoritmo

El algoritmo se desarrolla segun lo detallado en el acapite 2.2.2. En la cual se tiene un

algoritmo marco (“Cinematica Inversa”) y la subrutina de posicion.

En una primera instancia el algoritmo verifica que la informacién inicial ingresada sea
correcta y suficiente para la ejecucién del algoritmo (Filtro Inicial) y posteriormente se
ingresa a la subrutina de posicion, velocidad y aceleracion, la ultima subrutina se repite

hasta completar el intervalo de tiempo de estudio.

I.  Filtro_Inicial, el filtro inicial verifica que los grados de libertad del mecanismo y
la cantidad de grados de libertad restringidos por las juntas sean iguales. Esta
subrutina requiere obtener informacion de las juntas ingresadas (Datos de
Juntas) y juntas motrices (Datos de Juntas Adicionales), ademas de la
normalizacion de los parametros de Euler. La subrutina se muestra a

continuacion.

€9 3como la juntas motrices en este caso So0lo guitan un grado de libertad solo
70 %se suma la cantidad de restricciones motrices que =& ingreso

T1 %se debe incorporar la restriccion de la base o ground

72 — groundr=6&;

73 - restricciones=cont+nb+aize (JMinfo, 1) +groundr;

T4 — if T*nb==restricciones

75 %agui comienza el programa luego de verificar si se cumple la condicion
76 %para el intervalo de tiempo a analizar se adquiere las matrices q,qlyg2

Figura 3.6, cédigo implementado que define si las restricciones ingresadas
son igual al nimero coordenadas generalizadas.
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El algoritmo implementado cuenta con una subrutina que obtiene la informacion
de los grados de libertad restringidos por los tipos de juntas ingresados en
base a una libreria de juntas, la cual tiene como resultado la variable cont. Las
restricciones por la normalizacion de parametros de Euler es igual a la cantidad
de eslabones presentes en el mecanismo (ny), las restricciones por el tipo de
junta motriz es igual a la cantidad de juntas motrices en el mecanismo
(size(JMinfo,1)) y se debe tomar en cuenta que el bastidor o marco de

referencia general esta restringido en todas las coordenadas (ground).

. Subrutina de Posicion, Velocidad vy Aceleracién, la subrutina se describe en

el acapite 2.2.2. En esta subrutina se debe tomar en cuenta que la principal es
la subrutina de posicién. En esta subrutina se procesa para cada instante del
tiempo la matriz de la ecuacion de movimiento o modelo cinematico y el

jacobiano. Esta subrutina se basa en el método de minimizacién a ser usado.

Para obtener las matrices de la ecuaciéon de movimiento se debe proceder a
analizar cada tipo de junta entre eslabones, juntas motrices y la respectiva
normalizacion de los parametros de Euler en base a la posicion inicial
ingresada por el usuario (qo). En la figura 3.7 se muestra la subrutina del

analisis de las juntas motrices para obtener la ecuacion de movimiento.

175 $segun las juntas motrices
176 — for H=1:size(JMinfo,1)

177 - i=JMdata (E,1);

178 — j=TMdata (K, 2);

179 - Pi=JMdata (H,3:5)';

180 - Qi=JMdata (H,6:8) ';

181 — PI=JMdata(H,9:11)";

182 - Qj=dMdata(H,12:14) ';

183 — res1=0;

184 — if JMinfo (H)==1

185 — resl=rvm(i,3,Pi,Qi,Pj,Qj,qa,motriz, pos);

186 — slse

187 — if JMinfo (H)y==2

188 — resl=trm(i,3,Pi,Pj,qa,qal, motriz,pos)

189 — el==

180 - if JMinfo (H)==3

191 - resi=posm(i,j,Pi,Pj, i, qa, qal, motriz,pos)

192 — elss

193 - if JMinfo(H)==4

184 — resl=posm(i,3,Pi,Pj, '3',qa, qal, motriz,pos);
195 — else

196 — if JMinfe (H)==5

187 — resl=posm(i,3,Pi,Pj, 'k',qa,qal, motriz,pos);
198 — else

200 - end
205 — cont=cont+H;

206 — res(cont,1)=resi:

207 - end

208 $con lo realizado se cbtisne las la primera sproximacion de la

209 imatriz de rescricciones.

Figura 3.7, cédigo implementado que permite la obtencion de la matriz de la
ecuacion de movimiento (res) originada por las juntas motrices.
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Posterior a la obtencion de la matriz de la ecuacion de movimiento o modelo
cinematico, se procede a obtener el jacobiano originado por las juntas entre
eslabones, juntas motrices y la normalizacion de los parametros de Euler, en
base a la posicién inicial ingresada por el usuario (go). En la figura 3.8 se
muestra el algoritmo para obtener el jacobiano de los parametros de Euler

292 fzegun la normalizacion de lo=s parametros de euler
293 — for H=l:nb

294 — J1 = normali (H,po=s,ga,gal);

295 — cont=a+H;

296 — b=T*(H-1)+4;

297 — d=T*H;

298 — jacobiano (cont,b:d) = J1;

299

300 — end

Figura 3.8, cédigo implementado que permite la obtencion del jacobiano
originada por la normalizacion de los pardmetros de Euler.

Obtenida ambas matrices se procede a obtener una nueva aproximacién en
base al método de minimizacién usado, Newton-Raphson el cual es detallado
en el acapite 1.5.1. Este método se basa en la expansién de Taylor para
obtener una nueva aproximacion de la posicion que cumpla con la ecuacién de

movimiento o modelo cinematico.

Esta Iteracion se realiza hasta que la normal de la ecuacién de movimiento de
la aproximacion inicial anterior sea menor que el valor de error estipulado en el

algoritmo (en este caso 0.00001). El codigo implementado se muestra en la

figura 3.9.
440 Fobtenido el jacbianco para la aprximacion inicial se procede a
441 %calcular el error.
442 — invjacob=jacobiano'*inv( (jacobiano*jacobianc'));
443 — correc=jacobianc'*inv( (jacobiano*jacobiano') ) *res;
444 — jacos=norm(jacobiano) ;
445 — normcorre=normires) ;

Figura 3.9, cédigo implementado que permite la obtencion del error y la
nueva aproximacion.

Obtenida la posicion se procede a obtener la velocidad y aceleracion de cada
eslabén usando el jacobiano obtenido previamente. En la figura 3.10 se

muestra el proceso para obtener la velocidad de todos los eslabones. En

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP ' gx_}\gﬁgﬁmn

DEL PERU

primer lugar se debe obtener la ecuacién de velocidad de todas las juntas entre

eslabones, juntas motrices y de la normalizacion de los parametros de Euler.

755 Fzegqun la normalizacion de los parametros de euler
756 — for H=1l:nb

757 — velocl=normali (H,pos,qa,gal) ;

758 — cont=a+H;

759 — veloc (cont,l)=velocl;

Figura 3.10, cédigo implementado que permite la obtencién de la matriz de
la ecuacion de velocidad originada por la normalizacion de los parametros
de Euler.

Obtenida la ecuacion de velocidad y con el jacbiano previamente calculado se
procede a obtener la matriz de velocidad de todos los eslabones, en este caso

se denomina como la matriz (qal), tal como se muestra en la figura 3.11.

Bo8 — gal=jacobiano'*inv|( (jacobiano*jacobiano')}) *veloc;

Figura 3.11, codigo implementado que permite la obtencién de la matriz de
velocidad de todos los eslabones.

Este proceso se repite iterativamente hasta completar el tiempo y cantidad de
iteraciones que ingreso el usuario al inicio. El resultado del algoritmo se sintetiza en
tres matrices principales g, ql, g2 las cuales son las matrices que contienen la
ubicacién y orientacion, velocidad y aceleracion de todos los eslabones en el
mecanismo, respectivamente. De estas matrices se pueden obtener de manera grafica

la posicion vs tiempo, entre otros tipos de gréficas que requiera el usuario.

3.2. Ejemplos Desarrollados

En el presente acapite se procede a desarrollar dos ejemplos que representan los
mecanismo que el algoritmo puede resolver, en los cuales se realiza un ejemplo de
mecanismo clasico en la cual se detalla los problemas que se pueden presentar en la
modelacion de un mecanismo en un plano en el espacio y un brazo robético que

representa una cadena cinematica abierta en el espacio
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3.2.1. Mecanismo Plano (Biela-Manivela-Corredera)

Se procede a desarrollar el mecanismo tipo Biela-Manieval-Corredera, en la figura
3.12 se presenta el diagrama del mecanismo con las caracteristicas fisicas,
identificacion de eslabones y posicion inicial. Se debe tomar en cuenta que este
modelo se desarrolla también en el libro de Haug [24] y el eslabon numero uno es el

marco de referencia o bastidor.

Figura 3.12, diagrama del mecanismo, ejemplo 1

La funcion que rige a la junta motriz, variaciéon del angulo entre el eslabon 2 y el
bastidor con respecto al tiempo es la siguiente funcion, se tiene dos velocidades, ya

que se analizara dos escenarios:
s
0(t); = T + 2mt

Vs
0(t), = 7 +4mt

En primero lugar se debe tomar en cuenta que el mecanismo estd compuesto por
cuatro (04) eslabones, considerando el bastidor como un eslabén (marco de
referencia), el tiempo de andlisis sera de un (01) segundo y con cien (100) intervalos
de estudio. Toda esta informacion (Datos Generales) se ingresa en forma de texo en

un block de notas tal como se muestra en la figura 3.13.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




< 1EN53%

DEL PERU

§r‘_} - r% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs gx_}\gﬁgﬁmn

Mj mecanismo_ejemplol: Bloc de notas

Archive Edicion  Formate Ver Ayuda

nb 4
T1
Tt 200

Figura 3.13, Datos Generales.

Como segundo paso se procede a realizar la modelacién del mecanismo con las
juntas desarrolladas en el Capitulo 2. Guiandose por un modelamiento tipico, las
juntas del mecanismo son cuatro (04), se considera el marco de referencia como

eslabdn 1. Las juntas del mecanismo se detallan en la tabla 3.1.

Tabla 3.1 Modelo de Juntas Mecanismo Clasico

ltem Descripcion Eslabén 1 Eslabén 2
RJ-01 Junta de Revolucion 1 2
RJ-02 Junta de Revolucion 2 3
RJ - 03 Junta de Revolucion 3 4
TJ-01 Junta de Traslacién 1 4

Con el modelo desarrollado se procede a calcular los grados de Libertad del
mecanismo segun los parametros de Euler (para mayor detalle revisar el Capitulo 2):

Grados de Libertad del mecanismo (nb=4) = 28

Restricciones/Juntas

RJ 01 (eslabones 1y 2) 5
RJ 02 (eslabones 2y 3) 5
RJ 03 (eslabones 3y 4) 5
TJ 01 (eslabones 1y 4) 5
Restricciones del marco de referencia (eslabon 1) 6
Normalizacion de los Parametros de Euler (nb=4)
Grados de libertad eliminados = 30
Grados de Libertad (DOF) = -2
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Este resultado nos indica que el sistema tiene demasiadas restriccion y por ende
existe relaciones redundantes. Por lo que el primer modelo tiene exceso de relaciones
y si se emplea presentaria un Jacobiano no cuadrado, ya que se tiene mayor cantidad
de restricciones que grados de libertad.

El problema de las restricciones redundantes es abordado por diversos autores [24],
quienes explican que es requerida la implementaciébn de un programa que pueda
identificar y eliminar las relaciones redundantes dentro de la definicién y modelacién
de las juntas. Debido a la complejidad de este algoritmo y al no encontrarse dentro del
alcance de esta tesis se procede a desarrollar un modelo cinematico del mecanismo

sin relaciones redundantes.

En busqueda de un modelo sin restricciones redundantes, se procede a realizar el

siguiente modelo compuesto por cinco (05) juntas como se muestra en la tabla 3.2.

Tabla 3.2 Modelo de Juntas Mecanismo Clasico

Iltem Descripcion Eslabén 1 Eslabén 2
RJ-01 Junta de Revolucion 1 2
RJ - 02 Junta de Revolucion 2 3
TJ-01 Junta de Traslacion 1 4
CD (i) Coincidencia en el eje X 3 4
CD ()) Coincidencia en el eje Y 1 4

Se procede a analizar los grados de libertad del mecanismo:

28

Grados de Libertad del mecanismo (nb=4)

Restricciones/Juntas

RJ 01 (eslabones 1y 2)
RJ 02 (eslabones 2y 3)
TJ 01 (eslabones 1y 4)
CD (i) (eslabones 3y 4)
CD (j) (eslabones 1y 4)

R = 01 01 O
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Restricciones del marco de referencia (eslabon 1) ; 6
Normalizacion de los Parametros de Euler (nb=4) 4
Grados de libertad eliminados = 27
Grados de Libertad (DOF) = 1

Se debe tomar en cuenta que existen diversas aproximaciones para obtener el modelo

del mecanismo, teniendo varios modelos satisfactorios para un mismo mecanismo.

Habiendo desarrollado modelo que cumpla satisfactoriamente con la cantidad de
juntas, grados de libertad y sin restricciones redundantes, se procede a definir los
Datos de Juntas. Los Datos de Juntas se ingresan mediante el formato tipo texto

(block de notas) como se muestra en la figura 3.14.

Archivo Edicion Formato Ver Ayuda

2120001000100000010100

3140000100010001000010

223200300210-1.7500-1.7501 -1.75100

8130002001101.75001.75001.7510 0

7341.75001.75101.75000000101000
Figura 3.14, Datos de Juntas

Como se muestra en el calculo de grados de libertad del modelo seleccionado se tiene
un grado de libertad adicional. El grado de libertad adicional es la junta motriz del
mecanismo, esta junta motriz es una junta de revolucién la cual se define con la junta
tipo DP1 entre el bastidor y el eslabdn 2. Por lo que se ingresa esta informacion como

block de notas Datos de Juntas Adicionales, tal como se muestra en la figura 3.15.

Mj motriz_ejemplol: Bloc de notas

Archive Edicion  Formato  Ver Ayuda
112100200000000100010

Figura 3.15, Datos de Juntas Adicionales

La ecuacion que cumple la junta motriz se implementa en la subrutina MOTRIZ. En la

subrutina se ingresa la ecuacion de posicién que describe la junta motriz (MOTRIZ1),
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la ecuacién de velocidad (MOTRIZ2) y la ecuacion de la aceleracion (MOTRIZ3). Esta

informacién se muestra en la figura 3.16.

| MOTRIZm: Bloc de notas

Archivoe Edicion  Formate  Ver  Ayuda
function MOTRIZ=MOTRIZ(T,H,step,Ma)

%funcion para obtener los valores de posicion, velocidad, aceleracion y
%jacobiano segun la ecuacion de movimiento impuesta por Ta junta motriz
%se debe ingresar manualmente por el momento y colocar las funcion y su
%derivada correspondiente con respecto al tiempo;

if H==1;

MOTRIZ1=cos (pi/4+2%*pi()*T);
MOTRIZZ=-s5in(pi/4+2%pi ()*T)*2%pi();
MOTRIZ 3=-cos(pi/4+2*pi Q) *T)*(2*pi ())+2;

end
else
MOTRIZ1=0;
MOTRIZ2=0;
MOTRIZ3=0;

end

MOTRIZ=[MOTRIZ1 MOTRIZ2Z MOTRIZ3];

Figura 3.16, Sub-Rutina de Junta Motriz

Como ultimo requerimiento del algoritmo es necesario definir una posicion inicial de los
eslabones. Tomando en cuenta que cuando el tiempo es cero, el angulo entre el
bastidor y el eslabdn 2 es de 45° (figura 3.12). Para lograr dicha posicién se desarrolla

la siguiente matriz como Posicion Inicial del Mecanismo:

0 o010 0 0]
[0 0 0 09 0 0 04]7
[3 07 0 —097 0 0 0.2]7
46 0 0 1 0 0 0]F

qo =

Para ingresar dicha informacioén al algoritmo se desarrolla su respectivo block de

notas, mostrado en la figura 3.17.

&=

Mj aproxinicial_gjemplol: Bloc de notas |_ =

Archivo Edicién  Formate Mer  Ayuda .
qgo 00010000000.9000.430.70-0.99000.24.6001000

Figura 3.17, Posicion Inicial del Mecanismo

Se ejecuto el programa con la informacion desarrollada y se obtuvo los resultados en

un tiempo de aproximadamente 20 segundos.
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Los resultados obtenidos del Matlab (figura en el lado derecho) se muestran a
continuacion conjuntamente con los graficos mostrados en el Capitulo 5 del libro
“Computer Aided Kinematics and Dynamics of Mechanical Systems, Volumen I: Basic
Methods” [24], gréficos de la parte izquierda (figura en el lado izquierdo). Tomar en
cuenta que w; representa a la ecuacion 6(t); (linea azul solida) y w, representa a la

ecuacion 6(t),:

Posicion en el eje X del Piston o eslabon 4:

x of Slider (m}

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 .0 L L L 1 1 L 1L L L
Time (sec) o)

Velocidad en el eje X del Pistén o eslabon 4:

—

20.

i of Slider (m/sec)

0.4 .6
Time (sec) s
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Aceleracion en el eje X del Piston o eslabon 4:

% of Shider (m/sec?)

-200.

~a0, [ T2

0.4 0.5
Time (sec)

Se puede apreciar que el cambio de la velocidad angular de la junta motriz impacta
directamente en la aceleracion del eslabén 4. Esto implica en mayores esfuerzos
presentes en el mecanismo. El desplazamiento maximo de ambos modelos del
mecanismo es de 5.5 metros pero en la variacion en la velocidad y aceleracion llega a
valores de 5 veces. Esta informacioén es vital para poder desarrollar la dindmica

inversa y poder disefiar correcta el mecanismo.

3.2.2. Mecanismo Tridimensional (Brazo Robotico)

El brazo robotico a ser analizado para la modelacion de mecanismo de cadena
cinematicas abiertas en el espacio, es tipo articulado esférico. Dicho cual presenta una
junta de revolucion en la base con sentido en el eje Z y a dos juntas de revolucion en

cada articulacioén del brazo robdtico, como se muestra en la figura 3.18.

Figura 3.18, Brazo Robético Articulado
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Las caracteristicas fisicas y sus dimensiones se pueden apreciar en la figura 3.19 (a)

con vista frontal, en la figura 3.19 (b) se puede apreciar el recorrido a ser analizado por
el algoritmo.

-m'(j‘i

4.0m

Figura 3.19, Brazo Robdtico. (a) Caracteristicas Fisicas del Brazo Robotico; (b) Recorrido a ser

analizado.

El recorrido del actuador sera desarrollado por un intervalo de dos (2) segundos y con
cien (100) intervalos para un analisis detallado. El brazo robético tiene cuatro
eslabones, considerando un eslabén como el marco de referencia. Entonces, para

poder utilizar el programa se ingresa la siguiente informacion de analisis:

mj mecanismo_ejemplol: Bloc de notas

Archive Edicion  Formato  Ver  Ayuda

nb 4
T2
T 100

Figura 3.20, Datos Generales.

A su vez se debe determinar las juntas y los eslabones correspondientes, en este caso
se tiene juntas de revolucion entre el cuerpo 1 (marco de referencia) y el eslabon 2,
entre el eslabdn 2y 3y entre el eslabon 3y 4.
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Mj juntas_ejemplol: Bloc de notas

Archive Edicién  Formate Ver Ayuda
22
23

Figura 3.21, Datos de Juntas

Ya definido el mecanismo, se procede a analizar los grados de libertad del

mecanismo:

Grados de Libertad del mecanismo (nb=4) 28

Restricciones/Juntas

RJ 01 (eslabones 1y 2)
RJ 02 (eslabones 2y 3)
RJ 01 (eslabones 3y 4)

Restricciones del marco de referencia (eslabon 1)

Normalizacion de los Parametros de Euler (nb=4) : 4

Grados de libertad eliminados = 25
Grados de Libertad (DOF) = 3

Como se muestra el calculo de grados de libertad se tiene tres (03) adicionales, lo que
hace que se requiera tener tres parametros que establezcan el movimiento del brazo
robotico. Las juntas motrices a ser empleadas en este ejemplo son las siguientes, las

cuales estan ubicadas en el actuador:

Archivo  Edicion  Formate  Ver Ayuda

314000200001 000200001
414000200001 000200001
514000200001 000200001

Figura 3.22, Datos de Juntas Adicionales

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD
CATOLICA

DEL PERU

Se debe tomar en cuenta que el actuador se va a desplazar en el eje y por un tiempo
de 2 segundos a una velocidad constante de 0.5 m/s, en el resto de los ejes el brazo
robotico mantiene su posicion inicial (en el eje x una posicién constante de 1 my en el
eje z una posicidn constante de 4 m). Por lo que las juntas motrices representan el
desplazamiento del actuador en el espacio. Toda esta informacion se ingresa en la
sub-rutina MOTRIZ, tal como se realiz6 en el ejemplo anterior, donde H 1, H2y H 3

representan la posicion del actuador en los ejes X, y y z.

" MOTRIZ.m: Bloc de notas

Archivo  Edicién  Formato  Ver Ayuda
function MOTRIZ=MOTRIZ(T,H,5Tep,Mo)

%funcion para obtener los valores de posicion, velocidad, aceleracion y
%jacobiano segun la ecuacion de movimiento impuesta por la junta motriz
%se debe ingresar manualmente por el momento ¥ colocar las funcion y su
%derivada correspondiente con respecto al tiempo;

if H==1;
MOTRIZ1=1;
MOTRIZ2=0;
MOTRIZ3=0;

MOTRIZ2=0.5;
MOTRIZ3=0;

if H==3;
MOTRIZ1=4;
MOTRIZ2Z=0;
MOTRIZ3=0;

else

MOTRIZ1=0;

MOTRIZ2=0;
MOTRIZ3=0;

end

end
end

MOTRIZ=[MOTRIZ1 MOTRIZ2 MOTRIZ3];

Figura 3.23, Sub-Rutina de Junta Motriz

Por ultimo se procede a analizar la posicion inicial del mecanismo, la cual se detalla en

la siguiente matriz.

[[0001000]T]
a0 = [0 0010 0 o0
710 0 4 079 0 —062 0]T

[1 0 4 079 0 062 0]
La informacién obtenida se ingresa al Matlab en formato de block de notas, tdmese en

cuenta que se toma la posicién del actuador como el origen del cuarto eslabén, tal

como se muestra en la figura 3.24:

Mj aproxinicial_ejemplol.ixt: Bloc de notas

Archivo Edicién  Formato  Ver Ayuda
g 00010000041 0000040.790-0.6201040.7900.620

Figura 3.24, Posicion Inicial del Mecanismo
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Con la informacion desarrollada se procede a ejecutar el algoritmo, el tiempo
aproximado de procesamiento de la informacion es de 20 segundos.

Se procede a graficar la posicién del actuador en el plano X-Y, con el fin de verificar su
correcto desplazamiento. Conjuntamente se presenta la posicidbn en el eje Y del

acutador.

Esiabon 4 Eslabon 4.

0z 04 05 08 iz 14 1§ 12 01 02 03 04 05 08 0T 08 08
Eje X (m) Tiempa (=)

Figura 3.25,(a) Posicién del actuador en el plano X-Y (b) Posicion del actuador en el eje Y con

respecto al tiempo

En la figura 3.25 (a) se puede observar que el actuador se desplaza unicamente en el
plano Y de la posicion inicial 0 a 0.5 y en la figura 3.25 (b) se puede apreciar que se
desplaza de manera constante. Con esta informacion se corrobora que el actuador se

desplaza segun lo deseado.

A continuacién se va a analizar la rotacidon de los eslabones principales. En primer
lugar analizaremos es eslabén 2, el cual gira con respecto al eje Z, en la figura 3.26 se

puede observar la rotacién de dicho eslabén.

Eslaban 2

Angule en Z (rad)

02 04 06 08 1 12 14 16 18
Tiempo (s)

Figura 3.26. Rotacién del eslabon 2 respecto al eje Z
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Como se puede observar la rotacion se da desde el angulo 0 a 0.7804 radianes,
mostrando el giro estimado para obtener la posicion final del actuador.

Por ultimo se procede a analizar la rotacion con respecto al eje Y de los eslabones 3y
4, con el fin de verificar su orientacion y posicién. Este paso nos ayudara a verificar si

ocurrié inversién del mecanismo en algun punto.

Eslabon 3 Eslabon 4
-1.14 T T

Angulo en Y (rad)
Angulo en Y (rad)

L L L L L L L L L
0 02 0.4 06 08 1 12 14 16 18 2

Tiempo (s) Tiempo {s)

Figura 3.27 (a) Rotacidon del eslabén 3 respecto al eje Y (b) Rotacion del eslabdn 4 respecto al

ejeY

Como se puede observar en el gréfico 3.27(a) el angulo de rotacion del eslabon 3 es
de la misma magnitud pero de signo contrario que el angulo de rotacion del eslabon 4.
Este efecto se debe a la disposicién de los eslabones.

Analizando las graficas presentadas se puede apreciar que el comportamiento del
mecanismo es segun lo esperado en el desplazamiento del actuador y la rotacion de
los eslabones respecto al tiempo.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Se definié el método de analisis mas apropiado para una facil implementacion en
Matlab. En particular se encontré que el uso de pardmetros de Euler fue el mas 6ptimo
para poder evitar las singularidades presentes en la modelacién y ejecucion del

programa, ademas de dar robustez al algoritmo desarrollado.

Una vez definido el tipo de aproximacion a ser realizada, se logré realizar una base
matematica fuerte para poder ejecutar y describir los tipos de juntas mas comunes.
Con esta informacion se cre6 una libreria de juntas en la que se detallan diez (10)
tipos de juntas entre las cuales se destaca la junta de revolucion, esférica, cilindrica y
de posicién en el espacio. Hay que resaltar que dentro de las juntas desarrolladas se
implementd juntas bésicas, las cuales permiten ampliar la libreria con juntas mas

avanzadas como tornillos de potencia, engranajes, etc.

Con la creacion de la libreria de juntas se implementé el algoritmo base para la
obtencion del modelamiento cinemético inverso de mecanismo en Matlab. En este
proceso, se definio los tipos de entrada requerido para su ejecucion y el formato en la
gue serd ingresada por el usuario. Esta informacion bésica se ingresa de manera

rapida al algoritmo mediante la importacion de informacién usando el archivo de texto.

Con el algoritmo implementado en el Matlab se desarrolld6 dos ejemplos
representativos, un mecanismo en un plano y brazo robético en el espacio. Los cuales
obtuvieron soluciones satisfactorias y convergencias en tiempo reducidos. Durante el
modelamiento y desarrollo del mecanismo en un plano se present6 diversas
dificultades, tal como la presencia de relaciones redundantes dentro de los tipos de
juntas. Para evitar dicho problema se plante6 el uso de la ecuacién del céalculo de
grados de libertad, siendo esta aproximacion erronea debido a la falta de garantia de
evasion de relaciones redundantes. Para superar la problematica, se realizé un

andlisis preliminar, por parte del usuario, para eliminar las relaciones redundantes

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP ' gx_}\gﬁgﬁmn

DEL PERU

mediante un correcto modelamiento del mecanismo, esto implicé un incremento de

dificultad al usar el algoritmo.

Incluso con un correcto modelamiento del mecanismo se observé divergencia en la
resolucion de la inversién del jacobiano, esto debido a la presencia de singularidades
cercanas a puntos de cambio de giro de las juntas motrices de rotacion, puntos donde
se pueden generar una inversidbn del mecanismo y modelos funcionales del
mecanismo pero sin la robustez requerida para la evasion de las singularidades. Todo
esto conllevo a generar modelos robustos y sin singularidades durante el
modelamiento inicial del mecanismo, elevando la complejidad en el uso del algoritmo.
En consecuencia, para la implementacién futura del algoritmo en un software de mayor
alcance se requerird de una subrutina que evite las relaciones redundantes, evasion
de singularidades en el espacio de trabajo del mecanismo y deteccién de posibles

fuentes de error durante el modelamiento y resolucion de la inversion del jacobiano.

En suma, se desarroll6 el algoritmo mediante subrutinas y modulos de facil
implementacion para ser utilizados en un software para el analisis cinematico y

dindmico de mecanismo a ser desarrollado en un futuro
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