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Introduccion

El tema de la presente tesis es el estudio de la ecuacion ™ —1 = 0 en los ntime-
ros p-adicos. Para ello la primera tarea es factorizar f(x) = 2™ — 1 a como de lugar
en producto de irreducibles. Llegado a esa instancia, la idea es conseguir una ex-
tensién que nos permita descomponer completamente el polinomio f(z) y mostrar
el comportamiento algebraico de las raices. En los p-adicos, ello se logra una vez

introducidos los conceptos de indice de ramificacion y grado de clases residuales.

Empezamos esta tesis con un repaso de las extensiones ciclétomicas sobre Q en el
Capitulo 1. Estas resultan de adjuntar una raiz primitiva de la unidad a Q, generan-
do asi una extension que resulta ser de Galois. Ademas, dado que los enteros p-adicos
también poseen una buena reducciéon médulo el primo p de preferencia, es preciso re-
cordar algunas propiedades de los cuerpos finitos. Este repaso nos permitira realizar
un correcto manejo del grado de clases residuales y indice de ramificacién, conceptos

estrechamente relacionadas con el grado de la extensién.

A partir de alli, en el Capitulo 3 concentramos nuestra atencién en los nimeros
p-adicos. Nos valdremos de algunos resultados expuestos en la tesis de maestria de
José Condori [2], sobre todo en lo referente a las propiedades elementales de los
nimeros p-adicos. Como caso especial estudiaremos las raices p-adicas de la unidad
en Q, y también mostraremos las extensiones cuddraticas que se pueden construir.
Es bien sabido que hallar una extension cuadratica equivale a resolver la ecuacion

2> —a=0cona€Q,.

En el Capitulo 4 completamos el estudio de las propiedades algebraicas de las
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raices p-adicas de la unidad y las separamos en dos subgrupos pi)(K) v fipee) (K),
los mismos que son las raices de orden coprimo con p y raices de orden una po-
tencia de un primo. Por muy simple que parezca, esta agrupacion de las raices nos
permitira una clasificacién de ciertas extensiones p-adicas.

Finalmente, es grato resaltar al Doctor Alfredo Poirier por su paciencia en la

asesoria brindada para la elaboracion de esta tesis.
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Capitulo 1
Extensiones ciclotomicas

En este primer capitulo recordamos como la teoria de Galois nos brinda infor-
macién sobre la naturaleza de los posibles factores de un polinomio. Como sabemos,
en un cuerpo todo polinomio se puede descomponer como producto de sus factores
irreducibles. Para nuestro interés el polinomio ™ — 1 no sera la excepciéon. Como es

sabido, los valores que anulan dicho polinomio son las raices n-ésimas de la unidad.

1.1. Raices de la unidad

La ecuacién polinomial " — 1 = 0 con coeficientes racionales al ser resuelta
sobre Q arroja como unicas posibles raices 1 y —1. La razén es sencilla: si | 2 [< 1
entonces | " |<| x |< 1 para todo n entero positivo, mientras que si | x |> 1
entonces | ™ |>| z |> 1. Desde el punto de vista algebraico ello no es sorpresa, pues
gracias al lema de Gauss sabemos que una factorizacién del polinomio 2" — 1 en Q
automaticamente proporciona una factorizacién en Z. En general, para cualquier n
entero positivo tenemos " —1 = (z — 1)(z" ' + ...+ x + 1). Mejor atin, si n es par
tenemos %% — 1 = (22 — 1)(z*2+ ... + 1), donde n = 2k.

Por otro lado, por un argumento similar al anterior, factorizar ™ — 1 en R no
reporta nada novedoso. Esto significa que perdemos muchas soluciones si nos cir-
cunscribimos a tales cuerpos numéricos. Para hacer el trabajo redondo es preciso
movilizarnos a un cuerpo donde se pueda encontrar al menos una raiz de este poli-

nomio. Por ejemplo, en tdltima instancia siempre podemos recurrir a los complejos

4
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C.

El polinomio 2™ — 1 puede ser factorizado totalmente en C, pues este cuerpo
es algebraicamente cerrado. Es decir, sus factores son lineales. Es mas, sus raices
e?™k/m conk =0,1,2,...,n — 1, estdn ubicadas de manera simétrica sobre el circulo
unitario. De quererlas dibujar sobre el plano complejo, al ser unidas generaran un
poligono regular de n lados. Obsérvese ademas que si ( es una raiz n-ésima de la

unidad, entonces (¥ y ¢ también lo son.

27rz'k/6’ con k =

Ejemplo 1.1. Las raices del polinomio 2% — 1 estdn dadas por e
0,1,2,3,4,5. La figura indica cémo se esparcen sobre el circulo unitario; al unir los

puntos forman un hexagono regular.

El conjunto formado por todas las raices n-ésimas de la unidad es un subgrupo
multiplicativo de C* que resulta ser ciclico. Ademas, puesto que hemos encontrado
un total de n raices distintas, dicho polinomio no posee raices multiples en C.

A las raices n-ésimas de la unidad cuyo orden es precisamente n (es decir, a
los generadores del grupo ciclico) se les llama raices n-ésimas primitivas de la
unidad. Asi, si ( es una raiz n-ésima primitiva de la unidad entonces el conjunto
de raices m-ésimas de la unidad estd formado por {1,(,¢(%...¢{" '}. Recordemos
que la funcién de Euler de n, denotada por ¢(n), indica la cantidad de nimeros

entre 1 y n inclusive que son relativamente primos con n. Ademas, por teoria de

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP 32‘{‘6&'}2’2‘“’

DEL PERU

grupos sabemos que ¢(n) cuenta el nimero de elementos de orden multiplicativo
igual a n. En otras palabras, existen ¢(n) raices n-ésimas primitivas de la unidad.

Por convencién ¢(1) valdré 1.

1.2. Polinomios ciclotomicos

La discusién de la seccion anterior muestra que el menor subcuerpo de C donde
2™ —1 se descompone en factores lineales es Q((), donde ¢ es cualquier raiz primitiva
n-ésima de la unidad. Este cuerpo recibe el nombre de extensién ciclotémica n-
ésima de Q, y el hecho de que lo hayamos materializado como subconjunto de C
es intrascendente como veremos en el Teorema 1.5. Asimismo, por lo argumentado
anteriormente, es claro que si 7 es otra raiz primitiva n-ésima de la unidad, tenemos
Q) = Q).

Definamos el polinomio ®,(x) = II7*,(x — (;), donde {¢}/", son las raices n-
ésimas primitivas de la unidad. Este polinomio es llamado polinomio ciclotémico
n-ésimo. Es mas, por la definiciéon de la funcién de Euler, este polinomio tiene grado

¢(n). Como caso particular tenemos ®;(z) = x — 1, de grado 1.

Teorema 1.2. El polinomio x™ — 1 se factoriza en C[x] como
2" — 1 =[] ®ala).
dln

Demostracion. Para cada divisor d de n sea R, el conjunto de las raices de la unidad
de orden exactamente d. Entonces {Rd}d|n es una particion del conjunto de las raices
n-ésimas de la unidad, es decir, una particiéon del conjunto de raices de 2™ — 1. Los
elementos de cada Ry son las raices d-ésimas primitivas de la unidad en C, de ahi que

®,(x) posea como raices los elementos de R,,. O

Teorema 1.3. Los polinomios ciclotomicos tienen coeficientes enteros. En simbolos

tendremos ®,,(z) € Zlx].
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Demostracion. La prueba la hacemos por induccién sobre n. Para n = 1 tenemos
®)(x) = x — 1 € Z[z]. Supongamos que el resultado sea vélido para 1 < d < n.
Entonces se tiene ®4(x) € Z[z]| para todo d < n, y en particular esto vale para los

divisores no triviales de n. Sea

I @)

dln,d<n

polinomio que por hipétesis de induccién pertenece al anillo Z[z]. Por el teorema
anterior se tiene 2" — 1 = f(x)®,(z), de donde por el lema de Gauss se concluye

que @, (z) también tiene coeficientes enteros. O

Ejemplo 1.4. Consideremos el polinomio z'? — 1. Una raiz primitiva es ¢ = e>7/12

las otras son (" donde med(n,12) =1y n < 12. El polinomio ciclotémico estda dado
explicitamente por

4

Qi) = [[(2 = G) = (@ = Oz = )& = (= = ¢M).

i=1
Al efectuar las operaciones obtenemos

Qpp(z) = (2—Q)(@— ¢z - C)z—¢)
x® —2cos Xz + 1)(2® — 2cos Xz + 1)

z? — \/_w—i-l)(m +\/_x+1)

= zt—z22+1.

(
(

De igual manera podemos hallar los polinomios ciclotémicos asociados a cada

divisor positivo propio de 12. Estos estan dados por

Ps(z) = 22— +1,
Py(x) z? + 1,
Ps3(z) = 2*+x+1,
Py () r+1,
Oi(x) = -1

Por supuesto, el Teorema 1.2 obliga a que se cumpla

2?2 —1=[]Pn@) =(@-DE+1)E"+z+ 1)@+ 1)@ —z+ 1)@ —2” +1).
d|12
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La importancia de hallar explicitamente los polinomios ciclotémicos radica en
que asi se obtiene la factorizacién definitiva en Z[z|. En efecto, estos polinomios

ciclétomicos son ya irreducibles.

Teorema 1.5. Cada polinomio ciclotomico ®,(x) es irreducible en Q[z].

Demostracion. Gracias al lema de Gauss es suficiente probar que @,,(z) es irreducible
en Z[x]. Para ello supongamos que se tenga una factorizacién ®,, = fg con f, g € Z|x]
monicos y f irreducible y no trivial. Sea ¢ una raiz n-ésima primitiva de la unidad
que sea raiz de f. Fijemos un primo p que no divida a n. Entonces (? es una raiz
n-ésima primitiva de la unidad, motivo por el cual serd raiz de ®,,; en otras palabras
(P esraiz de f 0 g.

Si (P es raiz de g, entonces ( es raiz de g(zP) y se tiene f(z) | g(z?) en Z[z], pues
f es el polinomio minimal de (. De esta manera existe h € Z[x] tal que g(z?) =
f(z)h(x). Al reducir médulo p tenemos g(t*) = f(¢)h(t) en F,[t]. Como en F,[t] se
cumple f(t)h(t) = g(t?) = g(t)? y por ser ademds F,[t] un dominio de factorizacién
tinica tenemos que f y g poseen un factor en comtn en F,[t]. Pero ®, = fg implica
entonces que ®,, = fg en F,[t] posee una raiz miltiple en alguna extensién de F,,.
En resumen " — 1 € F,[t] tiene una raiz miltiple, pues acepta a ®,, como factor.
Esto es una contradicciéon ya que todas las raices de t" — 1 son diferentes entre
si en cualquier cuerpo de caracteristica que no divide a n. Detalles adicionales sobre
reduccién médulo p se trataran en el Capitulo 2.

La alternativa es que (? sea raiz de f, para toda raiz ¢ de f. Luego (“ es raiz de
f para todo a tal que (a,n) =1, pues si a = p; . ..py es producto de primos que no
dividen a n entonces (P*, ((P1)P2,...(P"P2~Pk gon también raices de f. Si revisamos
esto, estamos confirmando que toda raiz n-ésima primitiva de la unidad es raiz de

f. Por lo tanto se tiene f = ®,,; esto prueba el teorema. O

Teorema 1.6. Sea ( una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Entonces ®,,(z) es el
polinomio minimal de (. Ademas el grupo de Galois Galg(c") es isomorfo al grupo

multiplicativo (Z/{n))* conformado por todas las clases relativamente primas a n.
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Demostracion. La primera afirmacién es inmediata puesto que se satisface ®,(¢) = 0

y @, (x) es irreducible. La siguiente afirmacion se debe a que como ( es una raiz n-

ésima primitiva de unidad, entonces (* es también una rafz n-ésima primitiva de
)

unidad para todo k con (k,n) = 1.

Definimos
p: (Z/(n)* — Galg®

k — Ok

donde oy, se caracteriza por oy, [p=id y 0x(¢) = ¢*, la cudl estd bien definida.
Esta ¢ es un homomorfismo, pues o,07(¢) = o,(¢) = (¢H* = ¢* = ou(C)
significa o0, = oy, para todo k,l € (Z/(n))*. Claramente se puede ver ademds que

@ es biyectiva. O

Ejemplo 1.7. Si ( es una raiz quinta de la unidad, entonces Q({) es Galois y

Galg(o = (Z/(5))*, posee cuatro elementos.

Por otro lado, podemos notar que cualquier factor de ™ —1 en Z[x] provee gratis
un factor de " — 1 en R[z]| donde R es cualquier anillo conmutativo con unidad. La

reciproca no es valida.

Ejemplo 1.8. Al factorizar t* — 1 en Z/(2)[t] tenemos que t* — 1 = (¢t — 1)* posee

una unica raiz de multiplicidad 4.

Ejemplo 1.9. Al factorizar t® — 1 en Z/(7)[t] tenemos que
o —1=0—-1Dt-2)t—-3)(t—4)(t—-5)(t—6)

posee raices diferentes, las cuales coinciden con los elementos de (Z/(7))*.
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Capitulo 2
Cuerpos finitos

Los cuerpos finitos juegan un papel importante cuando se estudia extensiones
algebraicas de cuerpos numericos. Por ejemplo, ellos hicieron sentir su presencia
en la demostraciéon del Teorema 1.5. Probaremos en primer lugar que todo cuerpo
finito tiene p" elementos, donde p es la caracteristica del cuerpo y n es un nimero
natural. Luego veremos que para cada ntimero natural n y cada primo p existe un
tnico cuerpo (salvo isomorfismos) de p™ elementos. Nuestro interés en estudiar las
raices n-ésimas de la unidad en un cuerpo arbitrario nos lleva a plantearnos diversas
posibilidades.

Si la caracteristica de K es 0 6 un niimero primo p que no divide a n, entonces

n=1 el cudl no es nulo sobre K|z|.

la derivada formal del polinomio z" — 1 es nx
Ademas, como la tnica raiz de este polinomio es 0, el cual no es raiz de 2™ — 1, se
concluye que todas las raices de 2" — 1 = 0 son diferentes.

Si la caracteristica de K es un nimero primo p y se tiene n = p*m, entonces
se cumple z" — 1 = (2™ — 1)pk. Esto quiere decir que el cuerpo donde x™ — 1 se
descompone es el mismo cuerpo de descomposicion de x™ — 1 siempre que m sea
primo relativo con p . Esto reduce el estudio al caso donde la caracteristica de K es

0 6 un numero primo p que no divide a n.

10
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2.1. Cuerpos finitos

Denotemos por I, donde p es un ntimero primo, al cuerpo finito con p ele-
mentos. Ellos aparecen como el cociente de los enteros sobre sus ideales maximales.

Concretamente se tiene que F, = Z/(p) es un cuerpo finito, si p es primo.
Lema 2.1. Todos los cuerpos con p elementos son isomorfos a IF,,.

Demostracion. Sea K un cuerpo con p elementos. Definamos la funcién

v: L — K

n — lg+1g+- -1 (nveces),

la cual claramente esta bien definida y es un homomorfismo. Es mas, se cumple
Ker(p) = pZ y por consiguiente tenemos
Z
F =— ~K.
p pZ

O

Veremos pronto que dos cuerpos finitos con el mismo nimero de elementos son
isomorfos; esto serd una consecuencia de la unicidad de cuerpos de descomposicion,
tema a tratarse luego.

Recordemos que la caracteristica de un anillo es el menor n entero positivo

que satisface
lg+lp+---1g = 0

n veces

Lema 2.2. La caracteristica de todo cuerpo finito es un numero primo.

Demostracion. Si car(K) = q entonces ¢ = g - 1 = 0, pues el orden aditivo de todo
elemento divide a ¢q. Cualquier valor con una propiedad similar ha de ser un primo,

pues de lo contrario aparecerian divisores de cero. O

Lema 2.3. Sea K con q elementos. Entonces se cumple 9 = x para todo x € K.

11
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Demostracion. Si x # 0, la funcién multiplicacién por z de K* en K* es biyectiva.

Ha: Hxa:xq_l Ha.

Por ello se tiene

acK* acK* acK*
Como J],cx, @ es no nulo, concluimos que se debe tener 297t = 1; lo cual implica
x? = x. Para x = 0 obviamente se cumple 27 = . O

Todo cuerpo K de caracteristica p contiene una copia de {mly : m € Z}. Gracias

a ello podemos identificar IF,, con este subcuerpo de K.

Lema 2.4. Sea K una extension finita de grado n sobre un cuerpo finito F. Si F

tiene q elementos, entonces I tiene q"™ elementos.

Demostracion. Sea {uy,us, ..., u,} una base para K como espacio vectorial sobre F'.

Entonces, todo v € K puede escribirse de manera tnica en la forma
QU + QU + ... + Qpln,

donde «a; € F. Como cada «; puede ser alguno de los ¢ elementos de F', el nimero

total de dichas combinaciones lineales distintas es ¢". O

Corolario 2.5. Sea F' un cuerpo finito. Entonces existe un primo p y un n € N,

ambos unicos, tales que F' tiene p™ elementos.

Demostracion. Como F' tiene un nuimero finito de elementos, su caracteristica debe

ser un primo p. Por el lema anterior F' tiene p™ elementos, para cierto n. O

Decimos que F es un cuerpo de descomposicién de un polinomio f(z) € F[z]
si éste es el menor cuerpo donde f se descompone como producto de factores lineales
en Flx].

Corolario 2.6. Para todo p primo y todo entero n > 1 existe un cuerpo con p"

elementos.

Demostracion. Sea E un cuerpo de descomposicién de f(z) = a?" —z € F,[z].
Como la derivada formal f’ = p"a2P"~! —1 = —1 y f son primos entre si, tenemos

que f posee p" raices distintas en E. Sea K el conjunto formado por dichas raices.

12
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Veamos que K es un subcuerpo de E. Claramente los elementos 0 y 1 estan en K.

Supongamos se tenga a,b € K. Entonces se tiene
(a—bP" =a” —b" =a—0,
y asi también a — b € K. Por otro lado, si b # 0, entonces se cumple
(ab™)P" = a?" (")t =ab7t,
con lo que obtenemos ab~! € K. Por lo tanto K es un cuerpo. O
Teorema 2.7. En todo cuerpo finito F, la parte multiplicativa ¥, es un grupo ciclico.

Demostracion. Es claro que podemos asumir ¢ > 3. Descompongamos ¢ — 1 =
PLPY..pi™ con pr, Po..., Py PUIMOS y 71, 7., Ty, positivos. Para todo 1 < i < m el
polinomio f;(t) = t@~1/Pi — 1 tiene a lo més (¢ — 1)/p; raices en F,. Como ademds
se tiene (¢ — 1)/p; < (¢ — 1), existen elementos no nulos en [, que no son raices de
fi. Para cada 1 < i < m fijemos un elemento a; que no sea raiz de f; y pongamos

(@=1)/p;"

i . Observamos que se cumple b} i = ag_l = 1, de ahi que el orden de b;

b, =a
sea un divisor de p.* y por lo mismo sera de la forma p;* con 0 < s; < r;. Por otro
lado se tiene bf:i_l 2 az(q_l)/p" # 1 ya que b; no es un cero de f;, y de este modo el
orden de b; es exactamente p;’. Veamos que el orden de b = b1bs...b,, debe ser g — 1.
Por contradicciéon supongamos que el orden de b sea un divisor propio de h = g — 1.
Entonces, como cierto orden de b es ¢ — 1 dividido entre algin primo p;, supongamos

que éste sea p;. Asi tenemos
1= bh/Pl — bill/plbg/pl--.b,'}}n/pl.

Ahora, para 2 < ¢ < m tenemos que p.* divide a h/p;, asi que se cumple b?/ i1
para estos indices, y de ello se deriva bif/ PI'= 1. Esto implica que h/p; es multiplo
del orden de by, en particular de p}', lo cual es una contradiccion. En consecuencia

[, es un grupo ciclico con generador b. O

Los elementos que generan el grupo ciclico F son también llamados elementos
primitivos de F;. Como sabemos, [, tiene ¢(g—1) generadores, y asi posee ¢(q—1)
elementos primitivos. La existencia de elementos primitivos se usa en particular
para establecer que todo cuerpo finito puede ser interpretado como una extension

algebraica simple de su subcuerpo primo base.

13
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2.2. Extensiones finitas de cuerpos finitos

Resulta que E es extension finita de F' si E puede ser visto como un F' espacio
vectorial finito. Ademas, llamaremos grado de la extension de F sobre F a la
dimension del espacio vectorial E sobre F', denotado por n = [E : F].

Sea FE cuerpo de descomposicién del polinomio f(z) = 29 —x € K|[z]| con g = p™.
Como la derivada formal f'(x) = —1 es relativamente prima con f(z), se sigue que
f(z) tiene ¢ raices distintas en E. Entonces E coincide con el conjunto formado por
K y la adjuncién de las raices de dicho polinomio.

En lo que sigue K sera un cuerpo arbitrario.

Teorema 2.8. Dado f(x) € K|x] existe un cuerpo donde f se factoriza en factores

lineales.
Demostracion. La existencia se prueba adjuntando una a una sus raices. O

Teorema 2.9. Dos cuerpos de descomposicion de un mismo polinomio son isomor-
fos.

Demostracion. Por induccién en el grado n = [E : K|, mostraremos que si E es
cuerpo de descomposicién de un polinomio f € K|x] entonces cualquier cuerpo de
descomposicion de f es isomorfo a E sobre K.

Sin = 1 entonces F = K y f se factoriza completamente en K. Asi dado
otro cuerpo de descomposicion de f que contiene a K, éste debe ser K, pero K es
isomorfo a K sobre K.

En general sean E'y E’ cuerpos de descomposicién de f € Klz] y sea g € K|z]
un factor irreducible de p. Tomemos una raiz « € E de g y otra o’ € E' de g. Con
ello K(a) C E'y K(a') C E' son isomorfos a K[x]/(g) y por lo tanto son isomorfos
entre si. De esta forma se puede asumir o = . Asi tenemos que f € K(«)[z] tiene
como cuerpos de descomposicién a E'y E’. Luego, al tenerse [E : K(«a)] < [E : K],

se cumple que F y E’ son isomorfos por la hipétesis inductiva. O
Proposicion 2.10. Toda extension finita de un cuerpo finito es simple.

Demostracion. Sea E una extension finita del cuerpo finito F'. Como la parte mul-
tiplicativa E* del cuerpo F es ciclico, tenemos que si ( genera E* como un grupo

multiplicativo, entonces se cumple £ = F((). a

14

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TENES,,
F, o | PONTIFICIA

TESIS PUCP g:_:)éﬁﬁggmo

DEL PERU

Teorema 2.11. Sea f un polinomio irreducible en F,[t] de grado m. Entonces f
admite una raiz o en la extension Fym. Todas las raices de f son simples y estdn

. . 2 m—1
dadas por los m elementos distintos o, a4, a? , ..., a1 de Fgm.

Demostracion. Sea o una raiz de f en alguna extension algebraica de F,. Entonces
de [Fy(a) : F,] = m se pasa a F,(a) = F,m y en particular a a € F;m. Ahora,
cuando o € Fym sea una raiz de f, veamos que o es también una raiz de f. Sea

f(t) = apt™ + ... + a1t + ap con a; € F, para 0 < ¢ < m. Como a; € F, implica

qa _
P =

a; = a;, obtenemos

fla?) = apa®™+ .. +aa?+a = ala®™ + .. +aja?+al
= (ana™+ ... +aa+ay)! = fla)!=
Continuando inductivamente con el procedimiento concluimos que los elementos
a?, . a0 de F,m son también raices de f. Supongamos por un instante que dos
de estas raices sean iguales, es decir a? = o para algunos enteros j y k con

0 <j <k<m~—1. Al elevar ambos miembros a la potencia ¢"* obtenemos

m—k+j
ol =a? =aq.

k+

Entonces o € Fym es rafz de t9" " —t. Acto seguido, si 8 € Fy(a) = Fym tendremos

B=ap+aa+--+a, 1a™ " donde a; € F,, y asi

m—k+j m—k+j
Bq = (CLO + a0+ -+ am_lam_l)q
—k+j m—k+j  m—k4j m—k+j om—k+j
gy q q = . q q
ag + ay o + +a,_1 0,4

= @yt aat---+ap10™!

= B

. . ., ., m—k+
Esto significa que todo elemento de F,m es una solucién de la ecuacién ¢4

Tt
Ello nos conduce a m —k+j > m, lo cual es una contradiccion am—~k+j <m. O
Veamos una consecuencia del teorema anterior. Sea F,» es una extensién de [F,
2 m—1 .
y a € Fym. Los elementos o, a?, a9, ..., o son llamados conjugados de « con
respecto a IF,. Los elementos conjugados son obtenidos por el automorfismo
fi Fpm — Fgm
t = tY
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conocido como el automorfismo de Frobenius.

Los conjugados de @ € Fym con respecto a IF, son distintos si y sélo si el polinomio
minimal de a sobre I, tiene grado m. Caso contrario, el grado d de este polinomio
minimal es un divisor propio de m, y ademas los conjugados de « con respecto a I,

. . 2 d—1 .
son los elementos distintos o, a?,...,a?  (repetidos cada m/d veces).

Ejemplo 2.12. Sea a € Fi5 una raiz de f(t) = t* + ¢ + 1 € Fyt]. Entonces los

t=a+1ya®=a®+1;cada uno

conjugados de a con respecto a Fy son a, a?, a
de ellos es un elemento primitivo de Fi4. Por otro lado, los conjugados de « con

respecto de Fy son v y o* = a + 1.

Corolario 2.13. Sea E un cuerpo con p" elementos. Para cada divisor positivo m

de n, el cuerpo E contiene exactamente un cuerpo con p™ elementos.

Demostracién. Como todo cuerpo finito es simple, sean J y ' tales que F,(8) C E
y F,(8") C E tengan cardinalidad p™. Como ambos son cuerpos de descomposicién

de t*" —t, ellos deben coincidir. O

Proposicién 2.14. Cuando m,n son enteros positivos, entonces Fpm es un subcuer-

po de Fpn siy solo si m divide a n.

Demostracion. Veamos laida. Dado a € Fym, se tiene que a es una raiz del polinomio
f(t) = t?" —t. De ahi que como se cumple (t*" —t) | (t*" —t), se concluye que m

divide a n. La vuelta es similar. O

Ejemplo 2.15. Como consecuencia de la propiedad anterior, observemos la cons-

truccién de los cuerpos finitos bajo estas condiciones para el primo p = 5. Recorde-
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mos que para cada potencia de 5 tendremos en Fs» una extension finita de 5.

. Vs

NN AT
N T

» \IF53 /

En general, definamos la inyecciéon F,m < F,» con m divisor de n. Resulta que

Fs

K =|JF,m es un cuerpo.

En efecto, esto se debe a que para a,b € K existen i, j talesquea € F,; y b € F);
Sin embargo, de Fj:, F,; C F,i, se tiene a + b,ab € F,; C K. Es méds, dado a € K
existe m; con el cual se cumple a € F,m; por lo tanto, la inversa a™! ya se encuentra
en F,m; C K.

Este cuerpo terminal nos permite representar de manera econémica la clausura

algebraica de IF),.
Teorema 2.16. La clausura algebraica de F,, coincide con | JFpn

Demostracidn. Sea un polinomio p(t) € |JFy»[t]. Como este cuerpo es un reticulo
y la cantidad de coeficientes es finita, existe un ng € Z* con el que se tiene p(t) €
F,no [t]. Todas las raices de este polinomio se encuentran en una extension finita de

Fyno, es decir en algin Fpm C UF,n con m € ZT y ng | m. O
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Capitulo 3

Raices de la unidad en los enteros

p-adicos

La obtencion de raices n-ésimas de la unidad sobre el cuerpo de los ntimeros p-
adicos nos remite al lema de Hensel y al método de Newton. Una introduccién a estos
conceptos y técnicas elementales, asi como las correspondientes pruebas, pueden
encontrarse en la tesis de Condori [2] o de Gayta [3]. En adelante asumiremos que
los polinomios mencionados son moénicos; esto por una sencilla razén: al multiplicar

f(z) = apz™ + ap_12™ '+ - + a1 + a9 € Zy|z] por el entero p-adico a’ ! resulta
9(anz) = a7 f(2) = (an2)" + tna(@nm)" " + -+ aral(anz) + al'aq,

y resolver g(x) = 0 es técnicamente lo mismo que resolver f(z) = 0.

3.1. Un repaso de los niimeros p-adicos

Fijemos un primo arbitrario p € Z*. La norma p-adica de un nimero racional,

denotada por | . |,, estd definida como

siempre que z e y sean relativamente primos con p. Para 0 ponemos | 0 |,= 0. Es

conocido que la norma p-adica verifica las siguientes propiedades:
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i) | x [,> 0, con igualdad si y sélo si z = 0,

ii) | Ty |p:| z |p| Y |p=

iii) |z +y |p,< mdz{| z |,,| vy |} (lamada desigualdad triangular ultramétri-

ca o no arquimediana).

Al considerar Q con la norma p-adica | . |,, resulta que Q no es completo. Serd su
complecion Q, la que dara origen al cuerpo de los nimeros p-ddicos. Resulta, al igual
que R, que Q, hereda una estructura algebraica compatible con la estructura métri-

ca. Claramente de la definicién se aprecia que el conjunto de valores para | . |, en
Qp, es {0} U{p™ : m € Z}.

Los elementos del anillo Z, = {z € Q, :| z [,< 1} serdn llamados ente-
ros p-adicos. Notemos que sus expansiones p-adicas tienen la forma siguiente:
bo + bip + bep® + --+, con b; € {0,1,2,...,p — 1}. Acd no hay que dejarse en-

ganar por la notacién: este conjunto no es el anillo cociente Z/(p).

Fijado un primo p, por el teorema fundamental de la aritmética, para cada a € Z
existe un unico n natural tal que a = p"r, con (r,p) = 1. Basdndonos en ello

definimos la valuacién p-adica de un ntimero racional como la funcién
vy : Q = Z U {00}
dada por
max{n € Z:p" |z} si x € Z*,

vp(x) = vp(a) — vy(b) si x=7%€Q,
00 si x=0.

De la definicion podemos deducir algunas propiedades.
i) Se cumple v(x) = oo si y sélo si z = 0;
ii) se cumple v(xy) = v(x) + v(y);
iii) se cumple v(z +y) > min{v(x),v(y)}, para todo z,y € Q,.
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Para cada nimero natural k, el conjunto O = {z € Z, :| z |,< p~*} es un ideal
de Z,. En términos practicos O, es el conjunto de los enteros p-ddicos divisibles
por p*. Denotamos por Ey = 7,/ O, el respectivo anillo cociente.

Es claro que para k = 1 el ideal O, es méaximal, y por ello Z,/O, es un cuerpo.
Es mads, es el tnico ideal maximal de Z,. Como {0,1,...,p — 1} son representantes

de este cociente, el cuerpo resulta finito e identificable con F,. Es mas, la funcién
€: Ly — F,
a=>sowp > agmddp
define un homomorfismo llamado reduccién moédulo p. Este homomorfismo es

sobreyectivo con ntcleo
{a€Z,:ap=0}= {Zaipi :pZajpj :pr} = O0,.

i>1 3>0
Proposicion 3.1. El grupo multiplicativo Z,; de elementos invertibles en el anillo
Z,, consiste de los enteros p-ddicos de valuacion cero; esto es, se tiene

Z, = {Zaipi Dag # 0} )

i>0
Demostracion. Si un entero p-adico es invertible, también lo es su proyeccién en
F,. Asi se tiene €(a) # 0 y por lo tanto se cumple a ¢ O,. Para la reciproca
tenemos que mostrar que todo entero p-adico a con v(a) = 0 es invertible. En este
caso la reduccién e(a) = ag € F, no es cero, y por lo consiguiente es invertible en

este cuerpo. De este modo existe un by € {1,...,p — 1} tal que apby = 1 maddp.

Escribamos aopby = 1 + kp. Si desarrollamos a = ag + pa con o € Zy, se ha de tener
a-bgp=1+kp+paby=1+kp

donde k' = k 4 abgy es un entero padico. Esto significa que es suficiente mostrar que

todo entero p-adico de la forma 1 + kp es invertible debido a que podemos escribir
a-bo(1+kp) ™t =1, at=by(1+kp "
En resumen, es suficiente tratar el caso ag = 1,a = 1 + kp. Pero como se cumple
(1+kp) ' =1—kp+ (kp)*—...,

expansion que converge pues | kp |,< p~", obtenemos la prueba deseada. a
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Fécilmente se puede deducir la igualdad
Z; ={reQ,:|x[=1}
propiedad que dejamos como ejercicio para el lector.

El concepto de congruencia en 7Z nos permite estudiar a los niimeros enteros
clasificandolos en distintas clases de equivalencia. La idea en nuestro contexto es
imitar lo anterior. Definamos la relacién a = b (mdd p) siempre que se tenga | a—b |,<
1, caso contrario escribiremos a # b (madd p). En general ponemos a = b (mdd p™) si
a—>b &€ Opn, para n > 1 dado. Esta relacion de congruencia coincide con la de los
enteros para a,b € Z.

Un facil ejercicio basado en este concepto es el siguiente hecho. De o € Z*, se

sigue a?~! =1 (mdd O,), pues esta propiedad es ya vélida en Z,/Q, ~ F,.

Presentamos a continuacion el lema de Hensel, el mismo que nos garantiza exis-

tencia de raices p-adicas de ciertas ecuaciones.

Lema 3.2. (Lema de Hensel) Sea f(x) = co + 1z + - - - + ¢, 2™ un polinomio con
coeficientes enteros p-ddicos y sea f'(x) = c1 + 2cox + -+ + ne, 2™t su derivada
formal. Si ag es un entero p-ddico tal que f(ag) = 0(mddp) y f'(ap) Z 0(médp),
entonces erxiste un unico entero p-ddico xy sujeto a o = ag(mddp) que satisface

Demostracion. El lector interesado en la prueba puede consultar [2]. O

Queda claro que el lema de Hensel nos proporciona un método para hallar las
raices p-adicas de polinomios con coeficientes enteros p-adicos. Para utilizar este
método es necesario iniciar el proceso ya que el resto es resolver congruencias lineales.

Veamos un caso de cerca a modo de ilustracién.

Ejemplo 3.3. Utilizemos el lema de Hensel para resolver 22 +1 = 0 en Qs.
Para f(z) = z? + 1 en Qs[z], tentamos con ag = 2. Al realizar los cdlculos

respectivos tenemos f(ag) =5, f'(ag) = 4. Como se ve, ellos satisfacen las hipétesis
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y garantizan la existencia de un entero 5-adico zy que cumple 3 = —1; realmente
hay dos soluciones pues también ay = 3 (mdd 5) da cabida a otra solucion.

Desarrollemos al detalle la primera opcién zg = 2 (mdd 5). El valor g tendré una
expansion xg = 2+ by5 + by5% + -+ - | con enteros b; € {0,1,...,4}.

Veamos cémo calcular los valores by, by, bs, . . ..

Paso 1. Sea a; = 2 + b;5 con b; por determinar. Como ya tenemos by = 2,
para u entero resolvemos f(by) = ub(mdd5?), es decir 5 = ub (mdéd5?), y ha-
llamos u = 1. Deseamos que se satisfaga f(a;) = 0(mdd5?) y ello sucederd si
w5+ f'(bo)by - 5 = 0(mébd5?), es decir si se cumple u + f/(bg)b; = 0 (méd5); esto
es 1+ 4b; = 0(mdd5) y hallamos el valor by = 1. Entonces tenemos a; =2+ 1 -5,

fla1) =50y f'(a1) = 14, éste dltimo nimero congruente a f’'(ag) = 4 médulo 5.

Paso 2. De este modo se ha de tener ag = 2+ 1 -5 + by - 52. Sigamos el mismo
proceso anterior. De 50 = u5? (mdéd 5®) hallamos u = 2; de 2 + 14by, = 0(mdéd 5),
by = 2, y concluimos la igualdad ay = 2+ 1-5+2-5% con ellos tenemos f(as) = 3250,

junto con f’(ay) = 114, valor también congruente a f’(ag) = 4 médulo 5.

Paso 3. Sea a3 = 2+ 1-5+ 2-5% + b353. De 3250 = ub3 (mdd5?), es decir
u = 1, obtenemos 1 + 14b3 = 0 (mdd 5), satisfecho por bs = 1. Entonces tendremos
a3 =2+1-5+2-52+1-5% Con la misma ténica podemos encontrar sucesivamente
los restantes valores para a;. Por lo expuesto, la raiz 5-adica serd zg = 2,131 .. ..

La otra raiz 5-adica serd, por supuesto, —x.

A continuacién presentamos otro método iterativo, llamado el método de New-
ton. Este, que refina un tanto el lema de Hensel, nos permite, partiendo de un entero
p-adico con ciertas caracteristicas, construir una sucesién que converge a una raiz

p-adica de un polinomio.

Teorema 3.4. (Método de Newton) Sea f(x) € Zylx]. Supongamos que ay sea un
entero p-adico que satisface la relacion

f(ao)
f’(a0)2

=r<1,r#0.

22

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

an-i—l - an - f/(CL )
n

converge a una raiz entera p-ddica a de f(x). Ademds se cumple

[ (ao)
| a—ag|,< <r<l.
" fao)],
Demostracion. El lector interesado en la prueba puede consultar [2]. O

Ejemplo 3.5. Consideremos el polinomio f(x) = 2*+2x?—5x—6 sobre Q. Al evaluar
en todos los factores de 6, es decir en +1, +2, 43, £6, se deduce que f(z) no acepta
factores lineales y por ende resulta irreducible. Analicemos este polinomio sobre Q,,

especificamente determinemos si preserva la propiedad de ser irreducible. Para ag = 0

se tiene f(0) = —6y f’(0) = —5; por consiguiente se cumple r = f{((g))Q =27t <1,
y el método de Newton es aplicable.
Si a es la raiz prometida por el teorema, se tiene v(a—ag) = v(a—0) > v( ,((%))) =

2. Siguiendo la secuencia obtenemos

f(ao): 6 1 6 > f(al)) 1

a; = ag — Flag) 5 (a+ g) > U(f’((h) =g ©nuna primera iteracion;
f(a) 260 etcétera
as = a; — =—— ra.
2T i (ay) 635’
966 . ,
Como se cumple N —1,00110011 ... tenemos que la raiz 2-adica a tendra la

forma aproximada a = —1,00110011 .. ..

3.2. Factorizacion p-adica

Veamos un resultado que generaliza el lema de Hensel presentado al inicio, el mis-
mo que nos permite factorizar polinomios en Z, en vez de hallar raices, denominado
a veces lema de Hensel version 2.

Empecemos con dos definiciones. Decimos que un polinomio f € Z,[z] es primi-
tivo si f # 0 donde f es la proyeccién a F,[t]. Por otro lado, sea g = by +byx+- - -+
bmz™ € Qp[z] cualquiera y pongamos T(g) = min{v(by),...,v(b,)}. Por ejemplo,

cuando ¢ es primitivo tendremos v(g) = 0.
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Teorema 3.6. (Lema de Hensel version 2) Sea f € Zylx] primitivo. Supongamos

que G y H sean polinomios sobre I, relativamente primos y tales que cumplen
f=G-H.
Entonces existen g, h € Zy|x] que satisfacen
1. f=g9g-h;
2.9=G,h=H;
3. grad g= grad G.
Demostracion. Consultar [2]. O

Ejemplo 3.7. Consideremos el polinomio primitivo
f(z) = 2* + 62® + 42 + 3z — 2 en Zs[z].

Al aplicar reduccién médulo 5 tenemos f(t) = (2 + ¢ + 1)(t* + 3) # 0. Para aplicar

el lema de Hensel version 2 identificamos
Gt)y=t*+t+1, H@{)=t*+3, enF;ft];
glx)=2 +z+1, hi(z)=2>+3, en Zs[z|.

Como los polinomios Gy H son relativamente primos en Fs[x], no es sorpresa

que existen a = —3z — 6,b = 3z + 9 sobre Zs|x] tales que
aG +bH =1 en Fs[t].

Al tomar valuaciones respectivas, conseguimos v(f — g1hy) = (52 + 52* + 5x) = 1,
v(agy + bhy — 1) = 1. Como min{f — g1hy,ag; + bhy — 1} = 1, tenemos ya una
solucién médulo el ideal Os|x].

Para la segunda iteracion del procedimiento tentamos con polinomios gs, hy de
la forma

go = g1 + du, ho = hy + dv,

donde u, v € Zs[x].
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De este modo u es el resto y q el cociente de la divisién Mb por g1, que
—g1h
resulta ser u = 0 y ¢ = 322 + 9. Para hallar v, calculamos wa +qhy =

52 +102% + x (méd5), de ahi obtenemos v = x y deducimos las igualdades

gp(r) = 22+x+1 =22+2+1,00...
ho(z) = 2*+52x+3 =22+10,00...2+3,00...
donde 5 =10,00...,3=3,00...y 1=1,00... médulo 5. Todo esto desemboca en

una eficaz aproximacién médulo OZ[x].

Veamos algunas consecuencias que se derivan de esta versién del lema de Hensel.

Corolario 3.8. Sea f(z) = 2™ + a;2" ' + -+ + a, € Qy[z] irreducible. Si se tiene

an € Zy, entonces todos los a; pertenecen a Z,.

Demostracién. Procedamos por contradiccién. Supongamos que se tenga | a; |[> 1
para algin ¢ = 1,...,n — 1. Al multiplicar f por una potencia positiva adecuada
del primo p obtenemos un nuevo polinomio g con coeficientes enteros p-adicos: este
g es primitivo, no constante y su coeficiente principal es una potencia positiva de p.
Se sigue que

g=g-1
es una factorizacion de g que satisface

0<gradg< f=n.

Por el lema de Hensel-versién 2 existen polinomios Gy H sobre Z, con los cuales se
tiene grad G = gradgy g = GH. De esto deducimos inmediatamente la existencia

de una factorizacién propia de f, lo cual contradice la irreducibilidad de f. O

Un polinomio f(z) € Z,[x] de grado n > 1 que satisface las siguientes propieda-
des

f(z) = 2™ (médp), f(0)# 0(médp?)
es llamado un polinomio de Eisenstein. Es claro que un polinomio de Eisenstein

es irreducible en los enteros p-adicos.
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Si f resulta un polinomio irreducible sobre Z,, no necesariamente ello implica
que f también lo sea sobre FF,. Por ejemplo 2+ pz+p es un polinomio de Eisenstein,

pero su reduccién f = 2 es potencia de t en F,[t].

Corolario 3.9. Si f € Z,[z] es mdnico e irreducible sobre Q,, entonces f es una

potencia de un polinomio trreducible sobre IF,.

Demostracion. Esto es otra consecuencia del lema de Hensel version 2. O

3.3. Extensiones p-adicas

Dado un cuerpo K D Q,, con métrica no arquimediana | |5, decimos que K es
una extensién p-adica si cumple | z |g=| z |, para todo = € Q,.

Como la tnica norma que usaremos es la p-adica o sus extensiones, a partir de
ahora, si en el contexto es claro, utilizaremos | z | en vez de | z |,.

Repasemos un concepto bésico en extensiones de cuerpos como es la norma
algebraica de un elemento. El uso de la palabra norma no debe ser confundido con
el uso que se le presta en el analisis funcional.

Sea K una extension finita de grado n de Q,. La norma de u, denotada por

Ng /g, (u), es el nimero p-adico

n

Nisg,(w) = [ oiw),

=1

donde o; son los distintos Q,-monomorfismos de K en una clausura algebraica de

Qp.

Como un caso especial, si u es raiz del polinomio irreducible
—1
"+ 12"+ Farr+ap € Qplxl,

la norma de u esta dada por

NK/Qp(u) = Hui?
i=1
donde u; son los conjugados de u = u; sobre Q.
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Como consecuencia de esta observacién se tiene Nk /q,(u) = (—1)"ag como caso

particular.
La norma algebraica Nk g, cumple con las siguientes propiedades:
= Ng/g,(uv) = Nk, (u)Nk/qg,(v), lamada propiedad multiplicativa;
= para un cuerpo intermedio F, se tiene Ng/q,(Nk/p(u)) = Nk, (u);
= Ng/g,(a) =a”, para a € Q,.

Teorema 3.10. Sea K una extension finita de grado n sobre Q,. Entonces

| z |k=| Nk, (x) |}/

define una norma sobre K que extiende la previamente definida en Q,.

Demostracion. Esto es una consecuencia casi inmediata de las tres propiedades enu-

meradas arriba. Consultar [2]. O

Notemos que este nuevo valor absoluto | - | cumple con varias propiedades més

o menos obvias dada su definicién.

1. El conjunto de valores no nulos de | - |x en K es subconjunto de {p= : m € 7},
donde n = [K : Q).

2. Cualquier norma sobre K equivalente a | - |k es de la forma | - |5, para algin

s > 0. De todas ellas, solamente | - | es la extension p-ddica.

Ejemplo 3.11. La compleciéon R de Q con respecto al valor absoluto usual posee
solamente una extensién algebraica, llamada C. Por lo tanto el valor absoluto usual

| . | en R posee una tnica extensién sobre C, dada por

| a|c=| Nesr(a) V2= a @ |2,

Dada una extensién K de Q,, consideramos los conjuntos
Zg ={r e K:|z|gk<1}yOx ={re€ K|z |xk<1}.
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Entonces Zg resulta el anillo de enteros de K y Ok un ideal maximal en éste.
Por lo tanto, el anillo cociente Zy/Of es un cuerpo, llamado cuerpo de clases
residuales de K.

El grado de Zg /O sobre Z,/pZ, = F, es llamado el grado de clases resi-
duales de K y lo denotamos por f, valor que por definicién coincide con [Zg /O :
Ly PLy).

Sea n = [K : Q. Entonces | K* |x= {| z |k: © € K*} es un subgrupo del

Un_ Asi | K* |k es generado por p~1/¢x

grupo ciclico multiplicativo generado por p~
para algin divisor positivo ex de n. Llamemos a ex indice de ramificaciéon de
la extension. Notemos que éste queda definido también por el indice de grupos
1< @ )

Decimos que m € Zk es un uniformizador si se tiene 7 € Ok mas no asi ™ ¢
O%. Por ejemplo en Z,, el elemento 7 = p es un uniformizador. Al igual que en los

enteros p-adicos, cada x € Zg puede ser escrito como
T =ag+am+an’+ ..., cona; € Zg/Ok.

A continuacién veamos tres lemas técnicos que nos conduciran a una férmula

que relaciona e, f y n.

Lema 3.12. Sean ay,...a, € K. Si | a1 |>| a; | para i = 2,...,n, entonces se
cumple

|CL1 |:|a1—i—...—|—ar|.

Demostracion. Sabemos que todo tridangulo con una norma p-adica resulta isésceles
y | a1 |>| a2 | obliga a tener | a1 +as |=| a1 |>| as |. Con el mismo proceso se obtiene
| a1 + as + a3 |=| a1 + a2 |=| a1 |>| a4 |. Luego de un ntmero finito de iteraciones

llegamos a | a1 |[=| a1 + ...+ a, | . O

Lema 3.13. Sean x1,...,x elementos en Zg tales que 1 + Ok, ..., xy + Ok son

linealmente independientes sobre IF,, y sean a1, ...,ar € Q,. Entonces se cumple

| arzy + -+ + agzy |:m7§ix|ar lp -
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Demostracion. Si a, = 0 para todo r € {1, ..., f} el resultado es obvio. Caso contra-
rio, supongamos se tenga | a; |= max, | a, |, y definamos b, = a,/a; (r =1, ..., f).
Entonces se tiene | b, |[< 1y by = 1. Para concluir la demostracion falta ver que se
cumple

’$1+b2$2+"'+bfl’f ’: 1.

En primer lugar es claro que se tiene | x1 +boxa + -+ - +brxs |< 1, ya que se cumple

x1 4 boxg + -+ bpxy € Zi. Sila desigualdad fuese estricta, se tendria
21 + boxo + - + bz € Ok,
lo cual a su vez implicaria
21+ Ok + (b + O )(x2 + Ok) + - - - + (by + Ok) (2 + Ok ) = Ok.

Esto quiere decir que Ok seria una combinacién lineal de los z; + Ok con coeficientes

en ), lo cual contradirfa la independencia lineal de los z; + Ok. O
Lema 3.14. Sea m un uniformizador de Zy con | @ |= p~ /¢, y sean Ti,...,%f
elementos de Zy tales que Ty, . .., Ty forman una base de Zy /O sobre ¥y, = 7,/ pZ,.

Entonces Zg es un Z,- modulo libre con base
{zm? :i=1,...,f 7=0,...,e—1}.

Por definicion, lo anterior significa que todo x € Zk puede ser expresado de manera

unica cual

e—1

f
E AT, con ai; € Ly

=1

I
o

J
Demostracion. Sea x € Zy distinto de cero. Como se tiene | p"n/ |=| 717 | se
puede observar que er + j recorre todos los enteros no negativos mientras r > 0 y
j €10,...,e—1}. Por lo tanto | p"7 | asume todos los valores posibles de la norma
| - |k menores o iguales a 1. De este modo para algin r y j se cumple | z |=| p"n7 |.
En particular para y = z/p"r’ se tiene | y |= 1. Luego, en el espacio vectorial

Zk |Ok sobre F,, existen a, € Z,, no todos en Ok, tales que se cumple
Y+ 0k = (a1 +Op)(x1+ Ok) + -+ (ay + Op)(z + Ok).
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Al operar se tiene

y+ Ok = (mx1 + -+ + agzy) + Ok;

lo que significa la desigualdad
|y — (121 + - +agxy) [< 1.
Al regresar a las coordenadas originales logramos
| 2 — (@ + -+ agzp)p'r |<| p'rl |
Al escribir z =z — (@121 + -+ - + ayxy)p'n?, se tiene
= (ayry + -+ azp)p'n + 2,

donde se cumple | z |<| p"7 |.

Usaremos el resultado anterior reiteradamente para construir una serie conver-
gente. Sea w € Zy no nulo y que satisface | w |[< 1. Por lo ya trabajado se puede
escribir

W = Ago1T1 “HER +a00f3:f —|—’LU1,

donde ago; € Z, y | wy |< 1. De este modo se tiene | wy |<| 7 | y continuamos con
wy = (ap1121 + -+ + ao )T + wo,
donde | wsy |<| 7 |y asi | wy |<| w2 |. Al repetir la iteracién e — 1 veces se obtiene
We—1 = (Ape—1.1%1 + * = + Age_1,T7)T " + w,,
donde | w, |[<| 7€ |=| p |. De aqui pasamos a
We = (@011 + -+ - + A10fT )P + Wet1,
donde | weqq |<| pr |. Un paso adicional da
Wet1 = (@ + -+ -+ a11f$f)p7T + Wet2,

con | weio |<| pr? |.
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En general w puede ser escrito como

m

w = Z(alexl + -+ aijxf)pTﬂ.j + Zm-

2]

Al tomar limite cuando m — oo conseguimos

W= (ampuar + -+ agpp)p’,

2]

donde r =0,1,...y7=0,1...,e— 1. Por lo tanto se tiene

w= i <(Z arjap") oy + - + (Z a?’jpr)xf)> .

7=0 r
Las series ) a,;;p" convergen puesto que se cumple a,;, € Z, y | a,jup” | = 0. Es
més, si s, = > a;p" denota la n-ésima suma parcial entonces se satisface | s, |[< 1

para todo n € N. O

Teorema 3.15. Sea K una extension finita de Q, con indice de ramificacion e = ek

y clase residual f = fx. Entonces se satisface [K : Q,| =e - f.

Demostracion. Empecemos probando la desigualdad ef < n. Sean zi, ...,z ele-
mentos en Zg tales que z1 + Ok, ...,z + Ok sean linealmente independientes
sobre F,; esto es posible debido a que f es la dimensién del FF,-espacio vecto-
rial Zg. También, sean vy, ..., y. distintos elementos de K* elegidos de modo que
Ly [l Q) |5 ] we || Q@ | sean las distintas clases laterales multiplicativas; esto es
posible por la definicién del indice e.

Deseamos probar que los z,ys (r = 1,...,f; s = 1,...,€) son linealmente in-
dependientes sobre Q,; con ello concluiremos la desigualdad deseada ef < n =

dimgq, K. Supongamos que se tenga

E CrslrlYs = 07
rs

donde ¢,s € Q,. Al agrupar coeficientes podemos reescribir
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Por el Lema 3.13, para cada s fijo se tiene

| (Zcrsxr)ys |:| Zcrsxr || Ys |: mﬁix | Crs || Ys | .

T T
Como las clases laterales | y1 || Q; |,...,| ¥ || Q5 | asumen valores disjuntos, las
valuaciones méx, | ¢.sys | seran distintas (salvo que todos valgan 0), y en uso del

Lema 3.12 se tiene la igualdad.

0=| ZZcTsxrys |= msaixméx | ers || ys | -
S T

Por supuesto la tnica posibilidad de tener maxsmax, | ¢s || ys |= 0 pasa por
¢rs = 0 para todo r, s. Esto confirma la desigualdad ef < n. La desigualdad opuesta

es consecuencia inmediata del Lema 3.14. O

De aqui en adelante para una extensién finita K de @Q, usaremos la siguiente

terminologia.

= Si e =1, decimos que la extension K no ramifica,
= si e = n, decimos que la extensién K ramifica totalmente,
= si p no divide a e, decimos que la extension K ramifica mansamente,

= si e = p¥ para algtin k entero positivo, decimos que la extensién K ramifica

salvajemente.

Ejemplo 3.16. Sea K = Q3(v/3) = {a + b3 : a,b € Q3}, donde /3 es una de
las raices de f(x) = 2% — 3. Como f(x) es un polinomio de Eisenstein, f(z) es
irreducible: en términos practicos se tiene v/3 € Q5. Sin embargo la norma de v/3

puede ser facilmente calculada en cualquier extension que lo contenga via
1/2 1/2_ o—1/2
| V3 layva =l Nayiwaye(V3) =13 13 2,

y asi | v/3 |3 no pertenece al conjunto de valores que asume | - |3 en Q3. En general,

para a,b € Q3 tenemos

|a—}—b\/§|3 _ |NQ(\/—(a+b\/_) 1/2 | 3b2|1/2

= max(|als,37V2 | bs).
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De este modo obtenemos

Zx ={a+b/3:a,b€ Zs},
Ok ={a+b/3:a € 3Z3,b € Zs} = V3,

Por lo tanto, en este caso particular se tiene ex = 2, fx = 1, y la extension K es
total y mansamente ramificada.

Mostremos algunos ejemplos de extensiones cuadréticas de Qs.

Ejemplo 3.17. Consideremos el polinomio f(x) = z? — 2 € Qy[z], de Eisenstein.

Sea v/2 raiz en alguna extensién. Por supuesto, como se tiene
1/2 1/2_
| V2 lgyva = Noyvae(V2) 3=l 2 =272,

la norma | v/2 |, no pertenece al conjunto de valores de | - |5 en Q,. En general, para

a,b € Qy en cualquier extensién obtendremos

|a—}-b\/§|2 = |N@2(\/—(a—|—b\/_) 1/2 | a2 — 22 ;/2

= mdx(| alp, 272 b2).

Esto quiere decir que para K = Q,(1/2) se tiene

Zx = {a+bv2:a,b€c 7y},
OK:{a+b\/§:a€2Z2,b€Z2}:\/iZK,
ZK/OKgIFg.

Por lo tanto ex = 2, fir = 1, y la extension K es total y salvajemente ramificada.

Ejemplo 3.18. Consideremos el polinomio p(z) = x*>—2x+2 € Q,[x], de Eisenstein,
con 1+ (i = y/—1) una rafz del polinomio. Para probar que Q(1+i) es una extensién
de grado 2, basta comprobar que se tiene i € Q5. Por el absurdo, supongamos que
se tenga ¢ € Q. Entonces éste ¢ anula al polinomio z? +1 € Qy[z]. Obligado se tiene
| i |a=1 e i ha de ser un entero 2-ddico. Al expandir se tendrd i = ag + a12 + a22* +

az2® + -+ con a; € {0,1}, y de esta manera obtenemos
i = ak+ (2a0a1)2 + (a? + 2apa2)2% + (2apaz + 2a1a9)23 + -+ - = —1.
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Via congruencias médulo 2 resulta a3 = —1; con solucién ag = 1. Al trabajar con
dicho valor y tomar congruencias médulo 23 tenemos 1+ (a; + a?)2? = —1 (mdd 23);
de ello resulta 1+ (a1 +a?)2 = 0 (mdd 2%), congruencia sin solucién con a; en {0, 1};
de este modo queda confirmado que ¢ no pertenece a Q5. Por otro lado, en cualquier

extension resulta obvio que 7 e —i son conjugados. Concluimos que se cumple
i+ 1 lga =] Noaysali + 1) =] (14+9)(1 =) ;= 2 ;" ]= 2717,

es decir | i 4 1 |g,(;) no pertenece al conjunto de valores de | - |5 en Q.

En general, para a,b € QQ; tendremos
. N (12 1/2
[atbily = | Nolatbi) [y"=a® =0 |5/
= max(|alz|b2).
En resumen, para K = Qy(1 + 4) se tiene

Zx ={a+bi:a,be Zy},
Ok = (1+4+1)Zkg,
Zi|Okg =T,
Por lo tanto ex = 2, fx = 1 implica que la extension K es total y salvajemente

ramificada.

3.4. Raices de la unidad en 7,

Una raiz de la unidad en Q, es, por supuesto, un valor ¢ € Q, que satisface
(" = 1 para cierto n. Como se cumple nv({) = v(l) = 0, se tiene v(¢) = 0y
necesariamente ¢ es un valor en Z, invertible, es decir pertenece a Z; . En particular
cada raiz n-ésima de la unidad tiene una buena reduccién médulo p: asi tenemos
¢ € F,, donde F, = Z/O,. Pondremos (K ) para referirnos al conjunto de las raices
de la unidad en un cuerpo K.

El polinomio #*~! — 1 tiene p — 1 raices distintas en el cuerpo F,: el lema de
Hensel implica entonces que 2P~! — 1 posee p — 1 raices distintas en Z, . Esto prueba
que el cuerpo QQ, de nimeros p-adicos siempre contiene un subgrupo ciclico de orden

p — 1 bajo la secuencia de inclusiones
fp1 CZ, CQ,
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donde p1,—1 denota el conjunto de raices p — 1-ésimas de la unidad.
En un contexto mas amplio puede darse como excepcién que dos raices n-ésimas

de la unidad pertenezcan a la misma clase, fenémeno que sera tratado mas adelante.

Proposicion 3.19. Si p es un nimero primo impar, el grupo de raices de la unidad

que pertenecen al cuerpo Q, es precisamente fi,_.

Demostracion. Como existe un homomorfismo biyectivo entre F y p,-1, vamos a
probar que también existe un homomorfismo biyectivo entre (1(Q,) y IF;; de ese modo
habra un homomorfismo biyectivo entre y,—1 y 1(Q,), lo que concluird la prueba.
Consideremos el homomorfismo canénico
o: w@Q,) — F
(% &) &
Veamos que es biyectivo. Por el lema de Hensel sabemos que ¢ es sobreyectivo. Por
otro lado, tomemos ¢ € ;(Q,) una raiz de la unidad de orden n. Entonces se tiene
¢ € Z; y podemos asumir asi que se cumple ¢ = 1+ pt € Ker(p) con t € Z,. De

este modo se tendra
¢" = (1+pt)" =1,

y por lo tanto npt + <Z) Pt 4+ ...+ p"t" = 0. Al factorizar ¢ y simplificar p se logra

t(n+ (Z)pt +...+pv Y =0.

Esto muestra que se debera tener t = 0 (cuando p { n) 6 p | n. Para el segundo
n
caso, reemplazamos ( por (P y n por —, y efectuamos el mismo calculo. Si ¢ # 0,

hay dos posibilidades: o podemos proceder indefinidamente (lo cual es irreal) o bien

podemos limitarnos a tratar el caso n = p. Asi tenemos

t(p+ (g)pt +. ) =0,

y como se tiene p > 3, obtenemos

p 1,p—
p—|—<2>pt—|—...—|—pp Wl =p+p*...) #£0,

lo cual es imposible. Esto prueba que obligatoriamente se cumple ¢ = 0 en todos los

casos v ( = 1 es la Unica raiz en el ntcleo. Luego ¢ es también inyectiva. O
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Cuando p es impar, p — 1 es par y de este modo —1 pertenece a p,_;. El ntime-
ro —1 tiene una raiz cuadrada en Q, precisamente cuando (p — 1)/2 es aun par,

especificamente cuando cumple p = 1 maod 4, ello debido a que en tal caso tenemos

—1

Tl = (T — DT + )T +1)

en F,[t]; esto es parte de la conocida reciprocidad cuadratica. Tenemos asi que se
cumple
vV—1€Q, siysélosip=1mod4.

Por ejemplo i = y/—1 puede ser encontrado en Qs, Q13, . .., mas no asi en Q, Qq1,

entre otros cuerpos.
Proposicién 3.20. El grupo de raices de la unidad en el cuerpo Qy es pg = {£1}.

Demostracion. Con la notacién
R={x € Qy: 2" =1,para alginn € N},

debemos demostrar que se cumple R = puo. Claramente se tiene py = {£1} C R.

Reciprocamente, sea ¢ € R. Entonces ( =1+ 2t € Z; con t € Z, implica
"=(1+2t)" =1,

n
y por lo tanto también n2t + (2) 2212 4 ... 4+2"t" = 0. Al factorizar t y dividir entre

2 se logra

n

t(n + <2>2t +... 42 =0.

Esto muestra que se deberd tener ¢ = 0 (cuando 2  n) 6 2 | n. Para el segundo
n

caso, reemplazamos ¢ por ¢ y n por > realizamos el mismo céalculo y concluimos

que se cumple ¢t = 0 6 2% | n. Notamos que o bien se procede indefinidamente o bien

caemos en ¢t = 0. Finalmente nos concentramos en el caso n = 2. Asi tenemos

(1+2t)?* =1,
lo cual deriva ent =0 6 t = —1; casos que conducen a ( = 1, ( = —1, respectiva-
mente. Por consiguiente tenemos R C p9, lo cual concluye la prueba. O
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Lema 3.21. Para n € Qj, las siguientes propiedades son equivalentes:
i) n es una unidad (n € Z)),
i) NP~ posee raices n-ésimas para infinitos valores de n.

Demostracion. Si n es una unidad, entonces se tiene n # 0(mdd pZ,) y con ello
nP~t = 1(médpZ,). Al hacer el cambio a = n*~! y considerar 2" — a = 0 vemos
que esta ecuacién admite una raiz congruente a 1 modulo p; ademas, cuando n es
coprimo con p se cumple p'(1) =n # 0 (mddp), y el lema de Hensel es aplicable: la
ecuacién posee solucién, y esto quiere decir que existe ¢ € Z, tal que £" = a = P~

Reciprocamente, si 7?7~ = ¢, tenemos

(p— Dv(n) =n-v(yn),

y n divide a (p — 1)v(n). Si ello ocurre para infinitos valores de n, se tiene v(n) =0

y por lo tanto ¢ es unidad.

3.5. Extensiones cuadraticas de Q,

Conseguir raices cuadradas en Q, se convierte en el problema de buscar raices

al polinomio f(z) = z*

—a, donde a € Q,. Es més, si r € Z, fuese la raiz cuadrada
de alguién, entonces el valor v(a) = v(r?) = 2v(r) serd par. Si dividimos a por una
potencia par adecuada de p, podemos conseguir v(a) = 0, lo que permite asumir
a € Z5. Como se tiene p'(r) = 2r # 0(mddp) para p primo impar, el lema de
Hensel es aplicable; el caso p = 2 debe ser tratado con cautela.

Recordemos que el simbolo de residuos cuadraticos de Legendre se define

CcOomo

p

(a) _J +1 siaes un cuadrado médulo p,
—1 siano es un cuadrado moédulo p.

Lema 3.22. Sea p un primo impar. Consideremos el polinomio f(x) = 2* —a €

Zy|x]. Entonces

1. f(z) no posee ninguna solucién si a =0 (mddp) y a #Z 0 (mddp?*), mientras
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2. f(x) posee <2> + 1 soluciones para a £ 0 (médp); es decir, dos soluciones si
p

a es cuadrado modulo p y ninguna si no lo es.

Demostracién. Para la primera parte supongamos que f(z) = x* — a posea solucién
en Q,: sea y/a dicha solucién. Como se cumple ¢ = 0(mddp) ademas de a #

0 (méd p?), tenemos

p_l =l a |,=| Vava = Va ol Va lp=I Va |72J :

De ello obtenemos | v/a |,= p~2, lo cual es impensable.

a
Para la segunda parte trabajemos de acuerdo con el valor (—)
p

a
Si (—) = 1, entonces existe un entero m sujeto a a = m? (méd p), y como adem4s
p

se tiene a #Z 0 (mdd p), necesariamente m? # 0 (mdd p) implicam Z 0 (mdd p). Al

multiplicar por 2 esta ultima congruencia, como p es un primo impar, obtenemos
f'(m) =2m # 0 (médp), y el lema de Hensel es aplicable. Por lo tanto existen dos

soluciones (£v/a € Q,).

. (a P .
Si E = —1, supongamos que x> — a = 0 posea solucién, digamos m € Qp.
Asi tenemos

a =m? = b* (méd p),

para algin b entero con 0 < b < p, lo cual no es compatible con la definiciéon del

simbolo. O

. o 2 —
Ahora toca decir algo acerca del grupo cociente Qy/Qx". Al poner T = {zu? :
u € @;}, dos elementos 1 y x5 son acd equivalentes si y sélo si 21 /25 es el cuadrado
de un numero p-adico.
Este grupo, por inocente que pretenda parecer, permite clasificar las extensiones

cuadraticas en cuerpos de caracteristica cero.

Lema 3.23. Se tiene Q,(v/d1) = Q,(v/dy) si y sélo si dy = dy en %-
4
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Demostracién. Empecemos con la ida. Como /d; € Q,(v/d1) = Q,(1/dy), se tiene
Vdy = a+b\/dy con a,b € Q,. Al elevar al cuadrado se logra d; = a®+2aby/dy+b*ds.
Luego se tiene

26Lb\/ d2 = dl — CL2 — b2d2.

De dy — a* — b*dy € Q, se pasa a 2ab\/dy € Q,, y como la caracteristica de Q, es
distinta de 2, tenemos a - b = 0, lo que conduce a a =06 b= 0. Si b = 0, tenemos
Vdi = a € Qp, lo cual es una contradiccién ya que d; no posee raiz cuadrada. En

resumen, se debe tener a = 0, y con ello dy = dy, pues dy = b%ds.
Reciprocamente, como se satisface v/d; = kv/dy € Q,(v/d1) con k € Q;, obtene-

mos v/dy = \/—k_l € @p(\/a) y por lo tanto Q,(v/d2) C Q,(v/d1). Del mismo modo se

consigue Q,(v/d1) C Q,(v/dz), y con ello también la igualdad Q,(v/d;) = Q,(v/d2).
]

Sea a un entero tal que 1 < a < p y que no sea un cuadrado médulo p. Entonces
los nimeros a,p y ap no tienen raiz cuadrada en @Q,, lo que conduce facilmente a
{1,p,a,ap} C Q;;Q. Es mas, este conjunto forma una lista completa de representantes

como veremos en el siguiente corolario.

Corolario 3.24. Sean p primo impar y a € {1,...,p — 1} sujeto a (2) = —1 con
p

1 < a < p. Entonces {T,T),E, ap} forma un conjunto completo de representantes de
Q, / @;2. En otras palabras, existen apenas tres extensiones cuadrdticas de Q,. Dos

de ellas son totalmente ramificadas.

Demostracion. Sea x € Q5/ Q;Q cualquiera. Entonces existen a € Z; y n € Z* U {0}

relacionados via x = p™a, nimero que resulta cuadrado perfecto si n es par y a es
a -
un cuadrado en Z;. De tenerse (—) = —1, los elementos 1,p, @, ap aparecen como

los tinicos representantes del cociente, es decir, se tiene

S;Z{Tm—p} z L

Como toda extension cuadrética de Q, es generada por la raiz cuadrada de un

I

27 " 27

elemento (toda extensién cuadrética de un cuerpo de caracteristica cero es generado
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por una raiz cuadrada), todas la extensiones cuadréticas del cuerpo Q, con p > 3

estan dadas por
Qy(Va), Qu(vP), Qp(v/ap).

En virtud del lema anterior vemos que estas extensiones son distintas. Sin embargo,
dos de ellas son totalmente ramificadas: Q,(/p) y Q,(,/ap). Concretamente, para
el caso K = Q,(,/p) tenemos

Zrx = {a+byp:a,becZ,}
Ox = {a+byp:acply,bcl,.

Se tiene Zg /Ox = F,, y asi f =1y e = 2. Para K = Q,(,/ap) se procede de modo

idéntico. O

Es necesario resaltar que las extensiones Q,(,/p) y Q,(y/ap), aunque resulten
totalmente ramificadas, no son isomorfas. Ello no ocurre en el caso de no ramificacién

como veremos mas adelante.

Lema 3.25. Consideraremos f(x) = 2> —a € Qq[x] con a # 0(mdd4). Entonces

en Q9 el polinomio f tiene
1. ninguna solucion si a = 0(mdd2); caso contrario
2. dos soluciones cuando a es congruente a 1 modulo 8 y ninguna si no lo es.

Demostracion. Para el primer caso la demostraciéon es similar al caso p impar. Vea-

mos el segundo. Sea a # 0 (mdd2). Primero analicemos a = 1 (mdd8) como posi-

2

bilidad. Acd deseamos probar que f(z) = z° — a posee dos raices. Para aplicar el

método de Newton, requerimos de un entero 2-adico m sujeto a

m—al
4m? |, '
Y en efecto, con m = 1, tenemos
2 _ _ -3
1 —a _ 11— als < 2= “1
4-12 |, 4|2 272

y es posible aplicar el método de Newton. Para el resto de casos, supongamos que

a # 1(méd8) sea un cuadrado perfecto. Entonces se tiene a = b* € Zj para algtin
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b=1+0b2+0b2%+--- =1+ 2¢, lo que obligadamente lleva a b* = 1 + 4(c + ¢?).
Como se tiene ¢ = ¢*(mdd2Z,), obtenemos a = b* € 1 + 8Zy, lo cual es una

contradiccion. O

Es preciso notar que cuando se cumple T € Q} /Q;Q, los elementos = y 7!

2 con a,b € 73 primos relativos y

resultan equivalentes; es decir para x = a/b - u
u € Q3, se tiene que by b~! son equivalentes y con ello a/b resulta equivalente a
a - b. Por lo tanto, todos los representantes de Q3 / Q;Q pueden elegirse con = € Z3.

Para obtener los elementos que conforman este grupo cociente, fijamos a € Q3.
Entonces para a = u - 2" se presentan varias alternativas.

Si u es un cuadrado y n es par, entonces se tiene a € @;2. Si u es un cuadrado y
n es impar, obtenemos a € 2@;2. Caso contrario, si u no es un cuadrado, en uso del
Lema 3.25 se presentan algunas alternativas. Si se tiene u =1+1-24+0-224 ...y
n es par, tenemos a € 3(@32; por lo contrario, si n es impar, obtenemos a € 3 - 2@;2.
Siu=14+0-2+1-224 ...y n es par tenemos a € 5@;2; por lo contrario, si n
es impar se logra a € 5 - 2(@32. Finalmente, siu =1+1-2+1-2%+ ...y n es par
tenemos a € 7@;2; a su vez, si n es impar obtenemos a € 7 - 2@;2.

Gracias a lo anterior concluimos la identificacién

s 5 i 7.
Q*i:{1,3,5,7,1-2,3-2,5-2,7.2}g_X_x_'

2%

Ejemplo 3.26. Sea el polinomio f(z) = 22 +7 € Qy[z]. Como se tiene f'(z) = 2z,
el lema de Hensel no es aplicable. Sin embargo, al cumplirse —7 = 1 (mdd 8), esta
ecuacion posee solucién de acuerdo con el andlisis efectuado hace unos instantes.
Veamos cuél o cuales son las raices de dicho polinomio. Para z € Zj tenemos z =

1+ a2+ as2? +a323 + ..., y con ello logramos
2? = a2 + (apa; + a3)2® + (apaz)2® + . . ..

Al aplicar las congruencias sobre las potencias convenientes de 2 logramos cierta

solucién z = 1+ 24 22 4 .. ., la otra solucién estd dada por —z.
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Gracias a lo visto anteriormente, tenemos el siguiente cuadro resumen. Acd p # 2.

Numero de

Cuerpo Unidades Cuadrados perfectos | Raices de la unidad | extensiones

cuadraticas
Qy Zy D1+ pZ, 1+ pZ, Hp—1 3

Queda la duda de cuales de las siete extensiones cuadraticas de Qy son no ramifi-
cadas. Entre ellas, es claro que debemos centrar nuestra atencién exclusivamente en
Q2(V3), Q2(V5), Qa(v/7) pues Qa(v2), Qa(v6), Qa(v/10), Q2(v/14) obviamente ra-
mifican. Ademds, notemos que es relativamente sencillo demostrar que si se tiene
la — 1] < 1 (por ejemplo para a = 3,5,7) entonces, en cualquier extensién donde
tenga sentido, se cumplird |\/a — 1|5 < 1.

De no haber ramificacién se tendrd e = 1 y ello fuerza a f(K,Qy) = 2; es decir,
debemos tener una extension de grado 2 del cuerpo residual Fy. Por supuesto, de
acuerdo con lo desarrollado arriba, esto significa que seremos capaces de resolver la
ecuacién t* +t + 1 = 0 en F,2. En particular, si partimos desde cero y planteamos
la ecuacion

f@)=2>+z+1=0
en (Q;, veremos que ella no admite soluciéon. Si « es una raiz abstracta de esta
ecuacién, tendremos K = Qy(«). Claramente, por tratarse de un polinomio minimal
monico, tendremos |a|x = |f(0)]2 = |1] = 1. Acd es importante insistir en que «
no puede ser congruente a 1, pues de lo contrario t = 1 serfa solucién de f(t) =
t2+t+1=0, lo que no es cierto.

Pero a diferencia de o, el cuerpo Qy es de caracteristica cero; motivo por cual
toda ecuacion de grado dos se resuelve completando cuadrados. En otras palabras,

resolver 22 + 2 + 1 = 0 es lo mismo que despejar

2/ 4

Esto prueba que la solucién, digamos «, pertenece al cuerpo Qq(v/—3). Sin embargo,

segln nuestro trabajo preliminar, al ser —3 congruente a 5 médulo 8, se ha de tener
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Q2(v/—3) = Q2(+/5). En resumen obtenemos
a € Qy(v-3) = Qy(V5).

Como la extensién no ramificada Qy () es una extensién de grado 2 contenida en la

extensién Q,(+v/5), también de grado dos, hemos probado la igualdad

Qa(a) = @2(\/5).
Con este argumento hemos probado el siguiente andlogo del Corolario 3.24.

Proposicion 3.27. Entre las siete extensiones cuadrdticas de Q, exclusivamente
Q2(V/5) es no ramificada. 0

Hay un hecho adicional que es imperativo resaltar. Si bien las extensiones Qg(\/g)
y @2(\/7 ) son por derecho propio totalmente ramificadas, ello no ocurre con K =
Q2(V3,V7) = Qu(v/3 + VT), extensién de grado 4. En efecto, de v/3,V7 € K
obtenemos v/21 € K, lo cual a su vez implica Qy(v/21) C K. Pero como 21 es

congruente a 5 molulo 8, obtenemos
Q2(V5) = Qo(V21) C K.

Esto muestra en particular que el cuerpo residual crece, es decir tenemos f =

f(K,Qy) > 1. Por otro lado, un cédlculo directo conduce a
11+ V3] = |(1+v3)(1 - v3)[/2 = |1 - 3|V2 = 271/2

con lo cual aparece ramificacién en K; es decir, tenemos e = e( K, Qq) > 1. Como se
debe tener [K : Q3] = 4 = ef, concluimos la igualdad e = f = 2.

Es importante anadir que Qg(\/g, VT ) no contiene a ninguna de las raices V2,16,
V10, v/14. Esta vez el argumento puede hacerse de modo indirecto. Como @2(\/5, & )
es el aglomerado de dos extensiones cuadraticas, debe ser Galois. Pero como enton-
ces el grupo de Galois es de orden 4, y tiene al menos 3 subgrupos no triviales (a
saber (Qa(y/n), con n = 3,5,7), éste debe ser isomorfo al grupo de Klein y no puede

contener subcuerpos intermedios adicionales.
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., Qué ocurre entonces si consideramos otras combinaciones, como por ejemplo
K = Q3(1/2,1/6)? Pues en este caso aparecera una tercera raiz cuadrada no equiva-

lente en K al multiplicar:

2v3 = V2V6 € K,

relacién que a la larga implica
K = QQ(\/§7 \/6) - QZ(\/§7 \/g) == QQ(\/§7 \/6)

El mismo argumento del péarrafo anterior (via teoria de Galois), impide a /5 per-
tenecer a este cuerpo, motivo por el cual f = f(K,Qs) no puede ser exactamente
igual a 2. Como la presencia de v/2 en K es sintoma de ramificacién, se concluye
que e = e(K,Q,) es no trivial. Por supuesto, la tnica posibilidad es tener e = 4 y
f =1, es decir, una extension totalmente ramificada. Obsérvese que por definicion

se tiene
1+ V24 V3 = |1+ V2+V3)(1 = V2+V3)(1+vV2—V3)(1—-V2—V3)| = | -8|.

Esto, a su vez, implica

1+v2++3
V2
con lo que hemos exhibido explicitamente el uniformizador de K.
Finalmente, dejamos para el lector la tarea de verificar que K = Qg(ﬂ, V3, \/5)

es una extensiéon Galois de grado 8 en donde todo elemento de QQ; admite raiz

Nl 2—1/4,

I

2

cuadrada. Para esta extension se tiene e = 4y f = 2. Es més, puesto que K contiene
como extensiones intermedias las 7 extensiones cuadraticas de (Q;, necesariamente

su grupo de Galois ha de ser isomorfo a (Z/27)3.
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Capitulo 4

Ramificacion y raices p-adicas de

la unidad

En este capitulo analizaremos la estrecha relacién que existe entre el tipo de
raiz de la unidad y la facultad de dar cabida a una extensién ramificada o no. En
particular veremos que la no ramificacion estd vinculada a la adjuncién de raices de

la unidad de cierto tipo.

4.1. Extensiones totalmente ramificadas

Los polinomios de Eisenstein juegan un rol importante en el estudio de las ex-
tensiones totalmente ramificadas. Realmente, éstas pueden ser caracterizadas en
términos de los polinomios de Eisenstein, puesto que para toda extensiéon K finita
totalmente ramificada de Q, existe un polinomio de Eisenstein que determina K.
Por otro lado, las extensiones no ramificadas requieren de un estudio separado. Es-
pecificamente, es preciso estudiar las raices n-ésimas de la unidad en una extension

finita K de QQ, para por fin poderlas caracterizar.

es una extension

x
Teorema 4.1. Si f es un polinomio de Eisenstein, entonces ()
x

de Q, totalmente ramificada.
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Demostracion. Pongamos K =

f@)=a" 4+ ap 12" '+ .. 4+ arx + ag € Zyla],
polinomio de Eisenstein irreducible. Para m raiz de f, se cumple
4y ™ 4 am+ag = 0.
Como 7 debe ser un entero, tenemos
17" = |an_17™ " + - + ag| < méx{|a;7’[}.

Pero como f es un polinomio de Eisenstein, por definicién se tiene |a;| < 1/p y con
ello se satisface

7" < max |an_1|, ..., |ao| < 1/p.

En particular conseguimos || < (1/p)*/™.
Por su parte, si se tuviese la desigualdad estricta || < (1/p)'/™, tendriamos

también
lag| = |7™ + T(an1 72 4 - - -+ a1)| < méx |7, |7||an_17" 2 4 -+ aq).

Esto, junto con |a, 17" %+ - +a;| < 1/py |7"| < 1/p inevitablemente conduce a

lag] < 1/p, lo cual contradice el hecho de que f sea un polinomio de Eisenstein.
Finalmente, la condicién |7| = (1/p)'/™ implica que e es un miiltiplo de n. Como

e debe dividir a n, ha de haber igualdad. O

Ejemplo 4.2. Para n > 2 el polinomio 2" — p es de Eisenstein. De acuerdo con el
x

teorema anterior la extension Q,(/p) = % es totalmente ramificada.
e =D

Teorema 4.3. Sea K una extension finita totalmente ramificada de Q,. Entonces

alguna raiz de cierto polinomio de Fisenstein determina K.
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Demostracion. El ideal maximal O del anillo Zy de K es principal y generado
por un elemento 7 con | w |°=| p |. Como se tiene n = [K : Q,] = e, las potencias
linealmente independientes (7*)g<;<. generan K = Q,(7) como espacio vectorial. El
polinomio irreducible de este elemento puede ser factorizado en una extensiéon de

Galois de Q, que contiene a K cual

f(z) = H(x—ﬂ") =+ Z a;x’' iHW”.

o 0<i<e o
El término constante tiene valor absoluto | [[, 77 |=| 7 |*=| p |. También se debe
tener | a; |< 1 pues cada a; € Z, es una combinacién algebraica elemental de los
conjugados 7. Por lo tanto, estos coeficientes intermedios pertenecen a pZ,, como

deseamos. O

Ejemplo 4.4. Para p = 2, sabemos que —1 no tiene raiz cuadrada en QQ2, motivo
por el cual construimos la extensién cuadratica K = Qy(7) = Qq[z]/(2* + 1). Como

se tiene
(1+1)* = 24,

el elemento 7 + 1 es una raiz cuadrada de 2i. Por ello se satisface
i+ 1 Qe =1 20 loa@= 2 2= 27", es decir |i+1|gm=2"""

Asi 1+ i es un generador del ideal maximal Ok, lo que implica O = (1 + i)Zg.
Se sigue facilmente que la extension K es totalmente ramificada con indice e = 2.
De esta forma ramifica salvajemente segtn la definicion. Escribamos x = 1 + 4, para

tener z — 1 =14y (x —1)> = —1, es decir x es una raiz del polinomio
2 _ 2
¥ —2x+2=(x—-1)"+1

Este es un polinomio de Eisenstein y concluimos que K = Qs (7) puede también ser

obtenido como un cuerpo de descomposicion de este polinomio.

Ejemplo 4.5. Para p # 2 sea £ una raiz p-ésima primitiva de la unidad en Q,. De

este modo £ es una raiz del polinomio ciclétomico
Oy(r) = (2" —1)/(z—1) ="+ -+ +1
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Este polinomio es irreducible, puesto que el cambio de variable x —1 = y produce

(y+1)P—1
Yy

un polinomio de Eisenstein. Por lo tanto obtenemos una extension de grado p — 1,

@,(7) = e p(e)

valor coprimo con p. El Teorema 4.1 garantiza que K es una extension totalmente
ramificada.

Si queremos constatar este hecho de manera directa notamos que como los &
son también raices de la misma ecuacién, cada vez que j no sea multiplo de p las
potencias &/, con 1 < j < p — 1, formardn un conjunto completo de conjugados de

¢, y de este modo se tiene

Al reemplazar x =1 se logra
p=21)= [[ 1-€).
1<j<p—1

Pero al ser todos los valores absolutos | 1 —&’ | iguales entre si, tras multiplicar estos

elementos conjugados se obtiene
lpl= J 11-&l=1-¢p.
1<j<p-1
Lo anterior prueba que m = 1—¢ es un uniformizador de O en Zg. La extensién
K = Q,(&) es ramificada con grado n = e = p—1 y por lo tanto total y mansamente
ramificada.

Por su parte, la factorizacién
1= = (1= + -+ &)
implica .
’ 1_|_€_|_..._|_€J'*1 ’:’ 71_5] |:1
1-¢ ’

y de esta manera 1 + & + - -+ &1 es unidad del anillo maximal Zx C K = Q,(¢&).
Este elemento es llamado comtinmente unidad ciclétomica de K. Como se cumple
¢ = 1(méd O), inevitablemente se tiene 1+ & + - -+ + &1 = j (méd O).
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4.2. Raices de la unidad y extensiones no ramifi-

cadas

Sea K un cuerpo conmutativo de caracteristica 0 y sea p(K) el grupo mutipli-
cativo formado por todas la raices de la unidad en K. Como todos los elementos de

este grupo poseen orden finito, es posible aplicar el teorema chino del resto y escribir

P = e (K) - ) (K),

donde los elementos en ji,0 (K') poseen como orden potencias de p y los elementos en
t(p)(K) poseen orden coprimo con p. Vamos a probar que cuando K es una extensién
finita de Q,, ambos grupos fi() (K) y fpe son finitos.

En un cuerpo valuado, todas las raices de la unidad se encuentran en la esfera

unitaria. Obsérvese que para una extensién ultramétrica de Q, se cumple
KoA={zeK:|z|<1}DM={zrxec K:|z|<1}.

De este modo se tendrd p = u(K) C A* C K*. Por tal motivo via reduccién médulo

M mediante la proyeccién
e: A - A/M=k

se obtiene e(u) C k*. Veamos las consecuencias que se pueden extraer de la reduccién
modulo M de las raices de la unidad.

Empecemos con un teorema similar al método de Newton, al que llamaremos
forma general del método de Newton, resultado que tiene una utilidad danaloga

al del caso estandar.

Teorema 4.6. (Forma general del método de Newton) Sea K un cuerpo ultramétrico
completo con anillo de enteros A = {x € K :| x |< 1}. Consideremos un polinomio
f(x) € Alx]. Si zg € A satisface | f(zo) |<| f'(x0) |?, entonces existe una raiz § € A
de | que cumple | € — zo |=| f(x0)/ /(o) |<]| (w0} |< 1.

Demostracion. La prueba del teorema es imitar la prueba del método de Newton ya

vélida en los nimeros p-adicos. Consultar [2]. O

49

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




STENEB,,

5t @,% | GNWERsID
TESIS PUCP % CRTOLICRAD

DEL PERU

Observamos que el valor absoluto trivial toma apenas los valores 0 y 1. Asi de

|*=

tenerse en tal caso | f(zo) |<| f'(z0) 1, el teorema es aplicable, pero brinda

informacion practicamente trivial, pues xg es ya una raiz de la ecuacién en estudio.

Proposicién 4.7. Sea K una extension ultramétrica de Q,. Entonces se cumple
e () = () 01 (14 M).

Demostracion. Si ¢ € p(K) tiene orden una potencia de p, denotamos por ¢ =
£(C) € k su reduccion. Entonces se cumple ¢? =1y al aplicar la reduccién médulo
M se tiene ij = 1. Por otro lado, se satisface Zpk_l =1 para x = [F,(¢) : F,]. Como
P’y p¥ — 1 son relativamente primos, existen a, b € Z tales que ap’ +bp*~! = 1. Ello
lleva a
X Conaias 4 7

Ello significa en pocas palabras que ¢ pertenece a 1+ M.

Reciprocamente, si ( € 1 + M tiene orden n > 1, escribimos ( = 1 + £ con

0 #| £ |< 1. Entonces se cumple
1=1+&"=14+nE+---+E"=1+€&(n+&a).
De aqui deducimos la igualdad n + £a = 0, y al tomar norma obtendremos
|n|=[€a|<| €< T,

concluimos que p debe dividir a n. Si n # p, podemos reemplazar ¢ por (P, que
tiene orden n/p > 1, y repetir el proceso. Un proceso inductivo ya familiar permite

concluir que n es potencia de p. O

Proposicién 4.8. Si K es una extension de Q, topolégicamente completa y con
cuerpo residual k algebraico sobre IF,,, entonces existe una descomposicion como su-

cesion exacta corta
(1) = ppoo (K) —— p(K) —— k* —— (1) .

Es mds, si el cuerpo residual k es finito, digamos con f = [k : F,] < oo, entonces el

grupo ciclico p(K) tiene orden p/ — 1.
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Demostracion. Al tenerse ppy(K) C pu(K), existe gratis un homomorfismo inyectivo

it e (K) = p(K)

X = Z.

Del mismo modo, al restringir el homomorfismo € : A — k obtenemos el ho-
momorfismo inducido 2 : u(K) — k*. Veamos que éste es sobreyectivo. Tomemos
a € k* y reemplacemos k por la extensién F,(a) = F,, digamos de grado n, de
modo que m, el orden multiplicativo de «, divida a p* —1 =¢ — 1. Sea a € A con

£(a) = a y consideremos el problema
2™ —1=0, conz = a(médM).

Como m es primo relativo con p y K es completo, segin el Teorema 4.6 existe
un elemento x € K* congruente con a que cumple 2 = 1. Por lo tanto se tiene
r € pp(K) y e(®) = e(a) = a. Esto prueba que cuando el cuerpo residual &
es algebraico, la restriccion de la reduccién moédulo M determina un isomorfismo
pp) (K) = B

En resumen tenemos el diagrama de homomorfismos
(1) = papoe (K) = p(K) === k* —— (1) .

Para que esta secuencia sea exacta nos falta comprobar la igualdad Ker(g) = Im(i).
La Proposicién 4.7 implica g(ppe) = 1; es decir Im(i) C Ker(€). Reciprocamente,
si a € p(K) proyecta a 1, entonces la Proposicién 4.7 también afirma que se cumple
acp(K)N 1+ M) = pp-(K) =Im(i). O

Lema 4.9. Si K es una extension finita de Q, con grado de clases residuales f,
entonces la ecuacion

fo
=1

tiene todas sus raices en K. En particular, el cuerpo K contiene una raiz primitiva

p! — 1-ésima de la unidad.
Demostracion. Este resultado se desprende directamente del Teorema 4.6. O

Las extensiones no ramificadas de Q, ya pueden clasificarse con la informacién

a Imano.
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Teorema 4.10. Para cada f existe apenas una extension no ramificada de grado
f de Q,. Esta se obtiene adjuntando a Q, una raiz (p’ — 1)-ésima primitiva de la

unidad.

Demostracion. Primero veamos la existencia de tal extension. Sea I, = F,(@) la

extension de [F), de grado f, y sea
git) =t +a; T+ At +a € Fylt

el polinomio minimo de @ sobre F,. Como §(t) es irreducible en F,, resulta que
proviene de un g(x) irreducible en @,. Si « es raiz de g(z), entonces Q,(a) es una
extension de grado f pues g y g tienen el mismo grado. Veamos que Q,(«) es una
extensién no ramificada. Como F,(@) es el cuerpo de clases residuales que contiene
una raiz de g médulo p, se tiene [F, (@) : F,] > f. Por otro lado, se tiene también
[Fy(a) : Fy] < [Qp(a) : @], lo que permite concluir la igualdad [F,(«) : F,] = f.
Ahora veamos la unicidad. Para K extension no ramificada de Q,, veremos que
ésta resulta ser la misma extensién que se obtiene adjuntando una raiz (p/ — 1)-
ésima primitiva de la unidad. Primero que nada, notemos que por el Lema 4.9 el
cuerpo K contiene todas las raices (p/ — 1)-ésimas de la unidad, por ello es suficiente
probar que éste resulta ser el menor cuerpo con dicha propiedad. Para § una raiz

(p’ — 1)-ésima de la unidad obtenemos

Qy, C Q(B) C K.

Pero el cuerpo de clases residuales de Q,(3) también contiene todas las rafces (p/—1)-
ésimas de la unidad, es decir, éste contiene a F,r, lo cual implica [Q,(8) : Q] < f
y con ello se logra K = Q,(f). O

Las definiciones de indice de ramificacién y grado residual de una extension se
pueden aprovechar cuando se busca relacionar dos extensiones finitas de un mismo
cuerpo; por ejemplo si K y L son extensiones finitas de Q, con K C L . Escribamos
como antes Ay para referirnos al anillo de enteros algebraicos de K y M a su ideal
méximal, con ello se tiene un cuerpo residual ky = Ay /My; de igual modo Ay y My,

denotaran el anillo de enteros algebraicos de L y su ideal maximal, respectivamente,
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y ki = A /My, seré el cuerpo residual de L. Definamos

e = e(L/K) = [[L*[:]K*]],
= [L: K] = dimg(L).
Si escribimos
n = €f conn =[L:Q,,
n' = e//f// con n' = [K . QP]?

la relacién n’ = n - n”, fuerza a que se cumpla

_n/_e/ f/

Teorema 4.11. Sean K y L dos extensiones finitas de Q, con K C L. Enton-
ces existe una unica extension intermedia maximal K C K,. C L que resulta no

ramificada sobre K.

Demostracion. Si el cuerpo residual k;, de L posee orden ¢y, se tiene que L™ contie-
ne un subgrupo ciclico de raices de la unidad ji) (L) de orden ¢ — 1. Para ser més
preciso, si se tiene g =| k |y f = f(L/K) = [kr, : k] es el grado residual, entonces se
satisface q; = ¢/. Las extensiones no ramificadas de K contenidas en L se corres-
ponden uno a uno con las extensiones de k = F, en kz. Como esta correspondencia
preserva el orden, de ahi se desprende la unicidad de la extensién no ramificada.

Explicitamente se tiene K, = K (fp) 1)) = K(tbg,—1) C L. O

Teorema 4.12. Todas las extensiones no ramificadas de Q, de grado f son isomor-

fas entre si.

Demostracion. Sea E una extension p-adica de grado f que incluya una raiz no
trivial del polinomio g(z) = #*’ — z. Como se cumple ¢'(z) = pfa?’~1 — 1 =
—1(méd p), se observa que todas las raices son simples. Como todo elemento de F

es una raiz, concluimos que Q,(¢) es una extensién de grado f.
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Sea ¢(x) un polinomio ménico irredudible de grado f que genere una extensién
no ramificada. Por el lema de Hensel versién 2, g(x) proyecta sobre un polinomio
irreducible de grado f a la potencia e: como la extension no ramifica, se tiene e = 1.

Por definicién, como el polinomio es irreducible, la proyeccién de g(x) se rompe en
F

»r en factores lineales distintos. Aplicando el lema Hensel a cualquier raiz obte-

nemos que el polinomio admite una raiz en Q,(¢). Como esta extensién es Galois,

todas las raices estan en Q,((). O

Corolario 4.13. Todas las extensiones no ramificadas de Q, son extensiones de

Galois.

Demostracion. Con la notacion del teorema anterior estamos hablando del cuerpo

de ruptura del polinomio ' — 1 =0. 0

4.3. Extensiones mansamente ramificadas

Queda claro que toda extensién no ramificada resulta mansa. Por el Teorema 4.11
toda extension finita K de Q, contiene una subextensién maximal no ramificada.
Es mds, si K es completo, el grupo p( (K) es isomorfo al grupo ciclico k* de orden

g —1=p/ — 1. Es decir, se tiene

K = Qp(Cg-1) = Qp(pg-1) C K.

Por supuesto, cada raiz primitiva de la unidad que satisface ¢ € ji,—; determina

una extensién finita Q,(¢) mansa sobre Q,,.

Teorema 4.14. Sean K C L estensiones finitas de Q,. St L/K es total y man-
samente ramificada de grado e, entonces existe un generador canonico w del anillo

maximal Ax C K tal que L es generado por una raiz e-ésima de 7.

Demostracion. Sean los generadores my de My C Ax C Ky w;, de M, C Ay C L.
Como L/K es totalmente ramificada de grado e se tiene | 7, |°=| 7k |, y ademds
7% /T = w es una unidad en Aj. Por otro lado, como se tiene f = 1, existe una

unidad n € Ak sujeta a n = u (méd My). Escribamos
T, =Tk u, u=n+mnLvcon veE AL
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es decir 7§ = 7 - (n+ 7TLv) = NI + TRTLO.

El elemento nm es también generador del ideal Mg pues tiene la misma norma
que Tg. Afirmamos que L es generado por una raiz del polinomio x¢ — nmg. A fin
de simplificar notacién notemos que al reemplazar el generador mx por 7y = nmk
y simplemente volver a denotar éste elemento por 7wy, se puede asumir que los

generadores mx y 7y yva estan relacionados via
¢ = A
M, =Tk +TKTLY CONV € Ap,

y que la ecuacién a estudiar es ¢ — g = 0.
El polinomio f(z) = 2° — g € Ag[z] es un polinomio de Eisenstein, por lo

tanto irreducible en K[z]. Asi tenemos f(7) = ¢ — 7 = m7Lv, lo cual implica

| f(mr) |=| mmLv |<| 7k |. Luego, en alguna extensién algebraica f se rompe como
f@)=a*—mx = [] (@-a),
1<i<e

donde [[o; = +m. Las raices a; son conjugadas y tienen la misma norma igual,
digamos, a c. La meta es probar que alguna de ellas pertenece a L.

De no ser asi, f(z) podra factorizarse en L[z| en polinomios irreducibles de
grado no menor que 2. Esto significa que para cada una de las raices a; existirda un
automorfismo o; que fija L con el cual se tendra que o;(a;) es una raiz de f distinta
de Q.

Ahora, puesto que los a; son conjugados sobre K tenemos

=11 lal=lnx =l m I

1<i<e
lo cual lleva a | 77, |= c. Gracias a ello, se tiene para todo i la relaciéon
| —a; [<méx{| 7 [, ey [} = e

Sin embargo, al reemplazar en el polinomio original obtenemos

T 17— i |=| fm) |<| 7 |=] o= e
1<i<e

con lo cual se ha de cumplir | 7, — «; |< ¢ al menos para un «;, digamos «a;. Por

definicién de norma se tendra también | 7, —ay |=| o1(mp —ay) |=| 7 —o01(aq) |< c.
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Pero obviamente las raices de f son todas de la forma «; = (;aq, donde ¢ = 1.
Como la extension es mansa, el indice e es valor coprimo con p. Por tanto se cumple
| ¢ — 1 |= 1 siempre que ¢; no sea 1. En particular se tendrd o(oy) = (joq para
cierto j # 1.

Al poner todo junto conseguimos por un lado
| o) —en [=[ar [[ G —1[=] a1 |=¢
mientras por otro
| o1(1) — a1 |[< méx{| o1(aq) — 71 |, | on — 71 |} < c.

Esta contradiccién muestra entonces que alguna raiz pertenece a L = K (7)), y como

« tiene grado e, queda establecido el resultado. O

El argumento utilizado para rematar la prueba del Teorema 4.14 esta inspirado
en el llamado lema de Krasner (Ver [1], Teorema 1 en Seccién 3.1.5).

Acabamos de ver que toda extensiéon mansamente ramificada es de modo direc-
to soluble por radicales, en el sentido que se tiene L = K(7), donde 7§ € K es
un uniformizador de K. A la larga, los conjugados algebraicos de 7;, seran los pro-
ductos ('ry, donde ¢ representa una raiz e-ésima primitiva de la unidad. Por otro
lado, acabamos de ver en la Seccién 4.2 que al ser e y p relativamente primos, la
presencia de un ¢ con tales caracteristicas no tiene que ver con ramificacién, sino
con el crecimiento del grado residual. En resumen, si bien K(7), donde 7¢ € K es
uniformizador de K, no tiene por que ser Galois, basta adjuntarle una raiz e-ésima
primitiva de la unidad para que obligatoriamente lo sea. El grado f de esta extension

no ramificada serd un divisor de ¢(e(L, K)).

Por otro lado, queda aun la duda de qué parejas my, mo de uniformizadores de L
generan la misma extension (siempre, claro estd, que 7§, 7§ sean uniformizadores de
K.) Este problema, en principio, puede no ser trivial aun en el caso cuando se cumple
m{ = 75, pues esto apenas significa que los generadores difieren multiplicativamente
por una raiz de la unidad de orden e. Vemos entonces que de ser asi, los cuerpos
generados por ellos seran el mismo tnica y exclusivamente cuando K contenga a la

aludida raiz e-ésima de la unidad.
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Precisamente por ello, para atacar acertadamente el problema de catalogar las
extensiones mansas de grado e, es saludable asumir que K, el cuerpo base, ya con-
tiene todas las raices de orden e. Por ejemplo, en el caso cuadratico esta condicién
pasa desapercibida puesto que las raices cuadradas de la unidad son simplemente
+1.

Bajo los supuestos anteriores, estamos listos para clasificar las extensiones total-

mente ramificadas y mansas de un grado dado.

Teorema 4.15. Sea e relativamente primo con p. Supongamos que el cuerpo K
contenga todas las raices de la unidad de orden e. Sean Ly, Ly extensiones mansas de
K, ambas de grado e, con generadores canénicos my, o respectivamente (ver Teorema
4.14). Entonces se tiene Ly = Lo siy solo si la clase de (7 /m2)¢ en el cuerpo residual

de K es la raiz e-ésima de un elemento residual.

Demostracion. Si se tiene Ly = Ly, entonces un argumento similar al presentado en

el Lema 3.14 muestra que se debe tener
T = Q1T -+ (ZQ’/T% Rl Cleﬂ';,
con ay,---,a. € Zg, pues my es tan buen generador de L como lo es m;. De este
modo se logra 7 /my = a3 médulo Oy, y con ello de paso (m/m5)¢ = af médulo Oy,.
Reciprocamente, si (m1/m2)¢ = a® médulo Oy, para algin « € Zg, entonces la
ecuacion x¢ — (m /me)¢ € K[z] proyecta médulo Ok a

t¢ — (m/m)¢ = t° — af,

la cual se factoriza totalmente en el cuerpo residual pues éste contiene todas las raices
e-ésimas de la unidad. Por el lema de Hensel 2 — (7, /m2)¢ se factoriza totalmente
en K[z]. En particular se tiene m /my € K. Esto implica m € K(m3) lo que conduce
a K(m) C K(m). Como K(m), K(m) son extensiones de K del mismo grado,

concluimos la igualdad K (m;) = K(my) buscada.

4.4. Extensiones salvajemente ramificadas

Una extensiéon K de Q, con n = [K : Q,] ramifica salvajemente si se tiene

e = pF para algiin k entero positivo. Esto significa que no existe una extensién
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salvaje y mansamente ramificada al mismo tiempo. Empecemos con un resultado

que relaciona £* con el grupo fipe.

Proposicién 4.16. La restriccion a u(K) de la proyeccion mddulo p tiene nicleo

pipee (K). Esta proyeccion resulta inyectiva en pup ().
Demostracion. Consideremos la proyeccion

e: p(K) — K*

¢ — G

Para ¢ € ker(e) se tiene £(¢) = ¢ = 1, y por consiguiente ¢ € 1+ M. De la
Proposicién 4.7 concluimos que se cumple ¢ € iy (K).

Reciprocamente, con ¢ € pi(K) se tiene ( =1 = ¢(¢) y asf ¢ € ker(e).

Por otro lado, si consideramos la restriccién

& N(p)(K) — K*

¢ = G

ésta sf resulta inyectiva. En efecto e(¢) = 1 = ¢ implica ¢ € 1+ M, lo que nos obliga
a tener ¢ € fupeo (K) Ny (K) por la Proposicién 4.7. Por lo tanto se tiene ( = 1. O

Teorema 4.17. Para toda raiz de la unidad ¢ cuyo orden es exactamente p™°, donde

ng > 1, se satisface | ¢ — 1 |=p~/?®") < 1; acd ¢ es la funcion de Buler.

Demostracion. Para el caso especial ng = 1, la raiz ( tiene orden p. Aca se cumple
(P=1,y(=1+4¢, con| & |< 1, esunaraiz del polinomio (z¥ —1)/(z — 1); es decir,
se satisface

+gr—1 1

0= : €(p§+p§2t—|—§p),con | t]< 1.

Debido a ello tenemos
p(1+&) +&71 =0,

y como se cumple | £ |[< 1y |t |< 1, obtenemos | 1+ &t |= 1y por lo tanto, también
| €P71 |=| —p(1+&t) |=| p |. Gracias a ello obtenemos | ( — 1 |=| £ |=| p [YP V< 1.

Como se satisface ¢(p) = p — 1, se sigue la validez de este caso particular.
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1 .
En adelante escribiremos 7, =| p |»=T. Vemos que se satisface

1
§:|p|§7“p<1.

Por ejemplo tenemos 1y = % y se cumple 7, > % para p primo impar.
Ahora tratemos el caso general. Supongamos que el orden de ¢ sea p™*!. Enton-

ces (P tiene orden p, y por el caso especial tratado arriba obtenemos
¢ —1|=r, < 1.
Hacemos ahora ¢ =1+ 17 con |  |< 1 para obtener
¢ = 1= (14" —1=79"" +pny
con |y |< 1. Luego se tiene
| pny |<Ip <7 = ¢ =1 |=| 9" +pny |,

lo cual, por el principio de los tridngulos isésceles, implica | 77" + pny |=| 7" |.
Por lo tanto tenemos | ¢P*° — 1 |=| n*"° |= r,, lo que directamente conduce a

| n|= r;/pno, como esperabamos, ya que para ng > 1 se tiene ¢(p™) = p"o—pm~l. O

Recordemos que el polinomio

_xp—l

Pp(T) =

T —al
denota el p-ésimo polinomio ciclétomico (el cual por ser p primo es de grado p — 1).
Para i > 1 el p’~ésimo polinomio ciclétomico debe tener grado ¢(p') = p*~!(p—1).
Pero notemos que ¢p(xpi_1) tiene el grado y las raices correctas, y por lo tanto es
igual a ¢,i(x). Lo importante acé es que al ser la composicién de un polinomio de
Eisenstein con el monomio 27 resulta también un polinomio de Eisenstein.
Si combinamos este andlisis con el Teorema 4.1 concluimos que la adjuncién de

raices de la unidad de orden una potencia de p induce exclusivamente ramificacion.

Corolario 4.18. Si el indice de ramificacion e = e(K) es finito, entonces el grupo
pee (K) de raices de la unidad en K posee orden una potencia de p. Es mds, este

orden es menor que e/(1 — 1/p).
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Demostracion. En general, si el cuerpo K tiene una raiz de orden p', el Teorema
4.17 muestra que el indice de ramificacién es un multiplo de ¢(p’) = p* — p'~!. Por
lo tanto se tiene

p'(1—1/p) <e.

, € .
Asf tenemos en p' < —pl una cota para el orden, y por consiguiente se cumple

ep
o(K)) < ——
(e (1)) < =,

pues los subgrupos finitos de las raices de la unidad son ciclicos. O

Notemos que el resultado de este corolario es valido para todos los cuerpos va-
luados K de caracteristica 0 provistos de un valor absoluto que extiende el p-adico.
En particular si e = 1, tenemos # (e (X)) < p/(p — 1). En particular para p > 3
tendremos #(jp (K)) = 1; mientras para p = 2 se consigue #(ji20(K)) < 2. Pero

ambos resultados ya eran conocidos desde el Capitulo 3.

Ejemplo 4.19. Sea el polinomio p(x) = 22" — 1 € Q] con raiz ¢ en alguna
extension finita K. Por la definiciéon de norma se tiene | £ |[x= 1; esto quiere decir
que sus raices estan ubicadas sobre la esfera unitaria. Es mas, como ¢ tiene orden
una potencia de 2, digamos 2™, se tiene gracias al Teorema 4.16 la desigualdad dada
por | & —1|=| 2 [V/¢P") < 1.

Por ejemplo, el cuarteto {—1,1, —i,i} cumple
1= () =27y (1= (i) =] 1= () =27

Siguiendo de cerca a Robert[1], la siguiente figura muestra en forma esquemética

la localizacion de las 2"-ésimas raices de la unidad.
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Ejemplo 4.20. Realizando un estudio similar al ejemplo anterior, se puede localizar
las 3"-ésimas raices de la unidad en la esfera unitaria de la clausura algebraica de
Q3. Por ejemplo, si z fuese una raiz de la unidad en alguna extensién finita K se

tiene | z — 1 |=| 1/z — 1 |. El esquema muestra la disposicién de dichas raices.

Ejemplo 4.21. Sea K una extensién generada sobre @, por una raiz p-ésima pri-

mitiva de la unidad y K’ generada por una raiz primitiva de la unidad de orden
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p?. Ambas extensiones son totalmente ramificadas. Los grados de estas extensiones

ciclotomicas estan determinados por la teoria previa. El diagrama

K" = Qp(G2)
gradop | salvaje
K =Qy(¢)
gradop — 1 | mansa
Qp
resume la situacién. El elemento m = (, — 1 tiene valor absoluto | 7 |=| p [V/®~ y

genera el grupo de valores | K* |. Del mismo modo 7" = (2 — 1 tiene valor absoluto

7' =| p [V/?P=1) y genera el grupo de valores K'*.

En resumen, si ¢ es raiz primitiva de la unidad en alguna extensiéon finita K
con ( € ppo(K), se tiene que Q,(¢) resulta ser una extensién mansa debido a
que se cumple [Q,(¢) : @,)] = p — 1. Sin embargo si ¢ es una raiz de orden p*,
con k > 2; ésta genera una extension salvaje de Q,({); es decir, somos capaces de
generar extensiones salvajes a partir del estudio del grupo pi,e(K), motivo por el
cual nos preguntamos si toda extension salvaje es generada por una raiz de la unidad
de orden p*. La respuesta es no. Ello se puede apreciar en el Ejemplo 3.18 en donde
se obtuvo la extensién salvaje Q(n) con 1 raiz del polinomio f(r) = z? — 2z + 2 sin

que la extensién fuese equivalente a la generada por una raiz de la unidad.
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