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Dedicatoria

A los que ya partieron: a mi padre Pablo, mi abuelo Virgilio y mi tio Erick,

quienes cultivaron en mi desde pequeflo el carifio hacia los libros.

A mi madre Gladis y mis hermanos Henry y Elard, por su apoyo constante.

Primera Cancion

No he inventado ninguna melodia.
Los que amaron diran:
“Conozco esta cancion...

y me habia olvidado de lo hermosa que era...”

Y habré de parecerles
la primera

cancién con que sonaron.

Juan Gonzalo Rose, 1960

Escrito a ciegas

i Quieres ta saber de mi vida?

Yo s6lo sé de mi paso,

De mi peso,

De mi tristeza y de mi zapato.

., Por qué preguntas quién soy,
Adonde voy?... Porque sabes harto
Lo del Poeta, el duro

Y sensible volumen de ser mi humano,
Que es un cuerpo y vocacion,

Sin embargo.

Si naci, lo recuerda el Afio

Aquel de quien no me acuerdo,

Porque vivo, porque me mato. ...

Martin Adan, 1961
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Tabacaria

Nao sou nada.
Nunca serei nada.

Nao posso querer ser nada.

Janelas do meu quarto,

Do meu quarto de um dos milhoes do mundo que ninguém sabe quem é
(E se soubessem quem é, o que saberiam?),

Dais para o mistério de uma rua cruzada constantemente por gente,
Para uma rua inacessivel a todos os pensamentos,

Real, impossivelmente real, certa, desconhecidamente certa,

Com o mistério das coisas por baixo das pedras e dos seres,

Com a morte a por umidade nas paredes e cabelos brancos nos homens,

Com o Destino a conduzir a carroca de tudo pela estrada de nada.

Estou hoje vencido, como se soubesse a verdade.

Estou hoje licido, como se estivesse para morrer,

E nao tivesse mais irmandade com as coisas

Senao uma despedida, tornando-se esta casa e este lado da rua
A fileira de carruagens de um comboio, e uma partida apitada
De dentro da minha cabeca,

E uma sacudidela dos meus nervos e um ranger de ossos na ida.

Estou hoje perplexo, como quem pensou e achou e esqueceu.
Estou hoje dividido entre a lealdade que devo
A Tabacaria do outro lado da rua, como coisa real por fora,

E & sensacao de que tudo é sonho, como coisa real por dentro.

Falhei em tudo.

Como nao fiz propoésito nenhum, talvez tudo fosse nada.
A aprendizagem que me deram,

Desci dela pela janela das traseiras da casa.

Fui até ao campo com grandes propoésitos.

Mas 14 encontrei s6 ervas e arvores,

E quando havia gente era igual a outra.

Saio da janela, sento-me numa cadeira. Em que hei de pensar?

Alvaro de Campos (Fernando Pessoa), 1928
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Resumen

Los modelos politémicos de la Teoria de Respuesta al Item (TRIP) tienen como finali-
dad explicar la interacciéon existente entre los sujetos evaluados y los atributos de un test en
aquellas situaciones en las cuales los atributos que lo componen tienen varias categorias de
respuesta. Dentro de los distintos tipos de modelos TRIP, el Modelo de Respuesta Graduada
General (GRM) propuesto originalmente por Samejima (1969, 2010), es un conjunto de mo-
delos disenados para aplicarse en aquellas situaciones en las cuales las categorias de respuesta
son ordinales.

En este trabajo se presenta una formulacion general para los GRM, su clasificacion y
principales propiedades desde el punto de vista bayesiano. De manera especifica, se muestra
el Modelo de Respuesta Graduada Logistico de dos parametros (2PL-GRM) como un caso
particular de los GRM simétricos y el Modelo de Respuesta Graduada Logistico de Exponente
Positivo (LPE-GRM) como un modelo asimétrico derivado de incorporar un parametro de
penalizaciéon que controla la curvatura de las Funciones de Respuesta a las Etapas de los Items
(FREI). La estimacion de ambos modelos fue realizada usando la inferencia bayesiana con
Métodos Montecarlo via Cadenas de Markov (MCMC) e implementada en R y WinBUGS.

Se realiz6 un estudio de simulacién con el fin de estudiar la precision en la recuperaciéon de
pardmetros para el Modelo 2PL-GRM obteniéndose resultados apropiados para las medidas
de ajuste consideradas.

Los modelos 2PL-GRM y LPE-GRM estudiados fueron aplicados al estudio de un cues-
tionario acerca de la satisfaccion de clientes y comparados con el tradicional andlisis clasico
de los test. La muestra del estudio estd formada por 5354 clientes de una empresa de te-
lecomunicaciones que se comunicaron con el Call Center de atencién al cliente por algin
motivo (consulta, reclamo, pedido, etc.). A través del analisis de dimensionalidad de la escala
se encontré que el cuestionario evalua dos dimensiones de la satisfaccién con la atencién al
cliente: la Accesibilidad (4 items) y el Desempeno del asesor (7 items). Los resultados indican,
considerando diferentes criterios, que en ambas dimensiones el modelo LPE-GRM es mejor.
Adicionalmente, ambos modelos ofrecen mejor informaciéon que el tradicional anélisis clésico.

Se sugiere realizar diferentes estudios de simulacién para evaluar distintas condiciones para
la inferencia del modelo LPE-GRM puesto que para las mismas condiciones de estimaciéon
MCMUC se observa que puede ser méas demorado debido a que presenta mayor autocorrelacion
que el modelo 2PL-GRM.

Palabras clave: teoria de respuesta al item (TRI), modelos politomicos de la teoria de
respuesta al item (PTRI), variables latentes, inferencia bayesiana, modelo de respuesta gra-
duada, Métodos Montecarlo via Cadenas de Markov (MCMC), asimetria, calidad de servicios,

satisfaccion de clientes.
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Abstract

Polytomous item response theory (PIRT) models explain the interaction between exami-
nees and test questions where the test questions have various response categories. Within the
different types of PIRT models, the originally proposed by Samejima (1969, 2010) General
Graded Response Model (GRM) is a general framework of models to be used in the situations
in which the response categories are ordinal.

This work shows a general formulation for the GRM, its classification and main proper-
ties from Bayesian perspective. Specifically, the two-parameter logistic graded response model
(2PL-GRM) is presented as a particular case of symmetric GRM and a logistic positive expo-
nent graded response model (LPE-GRM) as an asymmetric model derived from incorporation
of a penalty parameter that controls the curve of the boundary response functions (CBRF).
The estimation of both models was performed using the Bayesian inference with Markov chain
Monte Carlo (MCMC) methods and implemented in R and WinBUGS.

A simulation study is performed to evaluate the accuracy of parameter recovery for 2PL-
GRM Model, obtaining adequate results for the considered adjusting measures.

The 2PL-GRM and LPE-GRM models were applied to a customer satisfaction question-
naire study and compared with the classical test analysis. The study sampling consists of
5354 customers from a Telco who have called to the call Center for some reason (query, com-
plaint, order, etc.). Scale dimensionality analysis reveals that the questionnaire evaluates two
dimensions of customer service satisfaction: Accessibility (4 items) and Agent Performance
(7 items). Considering different criteria, the results indicate that in both dimensions LPE-
GRM model is better. Additionally, both models offer better information than the traditional
classical analysis.

It is suggested performing various simulation studies to evaluate different conditions for
LPE-GRM model’s inference because for the same MCMC estimation conditions it is observed
that it presents greater autocorrelation than 2PL-GRM model.

Keywords: item response theory (IRT), polytomous item response theory models (PIRT), la-
tent variables, Bayesian inference, graded response model, Markov chain Monte Carlo (MCMC),

skewness, service quality, customer satisfaction.
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BIC Bayesian Information Criterion
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Lista de Simbolos

Y;;  Variable manifiesta que modela la respuesta del individuo 4 en el item j en un test.
Uj Valor de la variable latente U; (habilidad o rasgo latente) para el sujeto i.

& Vector de parametros del item j.

P;j; Probabilidad condicional de responder la categoria k en el item j.

Probabilidad condicional acumulada de responder hasta la categoria k en el item j.
nijk  Predictor latente.

a; Parametro de discriminacion (inclinacion).

bjr, ~ Parametro de dificultad (posiciéon) o umbral.

d; Parametro de penalizacion (asimetria).
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Consideraciones Preliminares

La Teoria de Respuesta al Item (TRI), también conocida como teorfa de rasgos latentes,
es un enfoque psicométrico moderno que abarca un conjunto de modelos que Pasquali (2009)
los caracteriza por adoptar dos axiomas fundamentales: En primer lugar, el desempeno o
respuesta de un sujeto en una tarea (los items del test) son explicados por un conjunto de
factores o rasgos latentes (habilidad, aptitud, etc.) a través de una relacion del tipo causa
y efecto, en donde el desempefio es el efecto y los rasgos latentes las causas que originan
dichos efectos. La segunda caracteristica de la TRI consiste en que existe una relacion entre
el desempeno de la tarea y el conjunto de rasgos latentes que puede ser descrita por una
funcién matematica monétona decreciente, llamada Funcién de Respuesta a los Items (FRI)
o Curva Caracteristica de los Items (CCI). Como puntualiza Ostini v Nering (2006), las FRI
béasicamente relacionan la probabilidad de que un sujeto evaluado responda a un item de una
manera determinada con la posicién que tiene dicho sujeto en la escala de la habilidad que el
item estd midiendo. En otras palabras, la funcién describe en términos probabilisticos como
una persona con un nivel alto de habilidad es factible que responda a diferentes categorias
de respuesta de un item, en comparacién con otra persona que tiene un nivel més bajo de la
misma habilidad. De manera grafica, las FRI suelen tener una forma similar a una ojiva.

Es posible considerar a la TRI como una extension de la Teoria Clasica de los Test (TCT),
que surge de manera formal con los trabajos iniciales de Lawley (1943) y Lord v Novick (1968),
con la finalidad de superar las limitaciones practicas que presenta la TCT en situaciones en
que los test son cortos y por ignorar fuentes de error tales como la variacion debido al efecto
cuando las respuestas a los items deben ser juzgados subjetivamente.(Bock v Moustaki, 2007).

Entre los distintos tipos de modelos que abarca la TRI, Bock v Moustaki (2007) distinguen
aquellos que son del tipo dicotémico, politomico (nominal y ordinal) y de rankings. Los
modelos politomicos de la teorfa de respuesta al item (TRIP) son modelos cuya finalidad es
la de explicar la interaccién que existe entre los sujetos evaluados y los atributos del test, en
aquellas situaciones en las que estos atributos poseen varias categorias de respuesta (Ostini v
Nering, 2010), lo cual los diferencia de los modelos tradicionales de la TRI que se encuentran
enfocados en respuestas binarias (modelos dicotémicos). Dentro de la clasificacion de modelos
politémicos mostrada por Bazan et al. (2012), el Modelo de Respuesta Graduada (GRM) de
Samejima (1969) de la TRIP esta disenado especialmente para aplicarse en instrumentos con

atributos politémicos ordinales. En este modelo, las Funciones de Respuesta a las Etapas de
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los Items (FREI, el equivalente a las FRI para el caso politémico) son usualmente consideradas
simétricas, y de manera particular corresponden al Modelo de Respuesta Graduada usando
enlace logistico (2PL-GRM). De manera similar a lo observado para los modelos dicotémicos
por Samejima (2000), Bazin et al. (2006) y Bolfarine y Bazan (2010), en este estudio se
propone usar FREI asimétricas considerando un nuevo pardmetro de {tem que controle la
forma de la curvatura

Por otro lado, el estudio y la medicién de la calidad es uno de los elementos més im-
portantes para poder determinar el valor de las propuestas de productos y servicios. Como
menciona Allen (2004) dentro de los esfuerzos por mejorar la calidad de servicios y alinear-
los a las expectativas de los clientes, surgen dos componentes muy importantes: la medicion
de la satisfaccion y de la lealtad por parte de los clientes. Al ser tanto la satisfaccion como
la lealtad variables latentes, estas son medidas a través de cuestionarios conformados por
atributos con respuestas miltiples, por lo general del tipo politémico (varias categorias de
respuesta ordenadas o no), debido a que permiten producir mayor informacion sobre el nivel
de actitud y percepcién que tienen los clientes. A pesar de las ventajas mostradas por la TRI
en psicometria para estudiar instrumentos con caracteristicas similares (Lord v Novick, 1968;
Pasquali, 2009), esta no ha sido aplicada regularmente en la medicion de la satisfaccion y
lealtad de los clientes. La TRI ya es un importante drea de trabajo en Estadistica como se
puede ver en Rao y Sinharay (2007).

Este estudio se justifica debido a que en el caso de la medicién de la satisfaccion y lealtad
las tasas de respuesta de las categorias de los items no suelen tener las mismas proporciones
y por tanto es necesario proponer modelos asimétricos antes que de tipo simétrico.

Consideramos que el aporte es tanto metodologico como conceptual al introducir y propo-
ner nuevos modelos de datos para instrumentos de gran relevancia social puesto que la calidad
de servicio brindada por las empresas es tanto un objetivo principal entre las organizaciones
para desarrollar programas de mejora continua de sus procesos y servicios, asi como una nece-
sidad creciente entre los ciudadanos. Ademés, también creemos que el impacto académico es
alto, ya que a nivel internacional inclusive existen pocas investigaciones aplicando modelos de
la TRI en el area de la calidad de servicios. Esto es especialmente verdadero considerando que
los trabajos De Battisti et al. (2005, 2010, 2012); Nicolini (2006) se basan en la aplicacion del
modelo Rasch de Crédito Parcial. El presente trabajo se inscribe en la linea de los trabajos
recientemente presentados por Tarazona v Bazan (2011, 2012) extendiéndolo para el caso de
considerar enlaces alternativos bajo inferencia bayesiana. Para este propésito la implementa-
cion computacional de los modelos a proponer serd desarrollada usando programas de acceso
libre como R (R Core Team, 2012) y WinBUGS (Lunn et al., 2000).

1.2. Objetivos

El objetivo general de este trabajo es presentar el Modelo de Respuesta Graduada para
datos politomicos ordinales de la TRI propuesto por Samejima (1969) desde el punto de vista
Bayesiano, asi como proponer modelos alternativos basados en el uso de FREI asimétricas.
Esto incluye el estudio de las propiedades del modelo, su estimaciéon desde el punto de baye-
siano, la implementacién computacional del modelo asi como la aplicacién a un conjunto de

datos reales en el ambito de la medicién de la Calidad de Servicios. De manera especifica:

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




STENEZ,

§ + of ""q?‘ PONTIFICIA
TESIS PUCP = gs g:\l_:_\éliﬁ(s:l‘t\)AD

DEL PERU

= Presentar una formulaciéon general para los Modelos de Respuesta Graduada, su cla-
sificacion, caracteristicas, funciones de informacion, casos particulares y criterios de

selecciéon del modelo.

= Presentar el Modelo de Respuesta Graduada Logistico y el Modelo de Respuesta Gra-

duada Logistico de Exponente Positivo.

= Presentar la estimacién bayesiana de los Modelos de Respuesta Graduada Logistico y
Logistico de Exponente Positivo, los criterios para la comparacién de modelos asi como

su respectiva implementaciéon computacional usando software libre.

= Realizar estudios de simulacion acerca de los modelos Respuesta Graduada considerando

computacion intensiva sobre diferentes escenarios y enlaces alternativos.
= Aplicar el modelo a conjunto de datos reales de calidad de servicios.

1.3. Organizacion del Trabajo

En el Capitulo 2 se presenta una formulacién general para los Modelos de Respuesta
Graduada (GRM), mostrando su clasificacion en modelos simétricos y asimétricos, las carac-
teristicas generales, el calculo de las funciones de informacién, algunos casos particulares y
los criterios necesarios para la seleccion del modelo. En el Capitulo 3 se define y se presentan
propiedades de los Modelos de Respuesta Graduada Logistico (2PL-GRM) y Logistico de
Exponente Positivo (LPE-GRM) como casos particulares de un GRM simétrico y asimétrico,
respectivamente. En el Capitulo 4 se describe el proceso de estimacion de los pardmetros de
los modelos descritos en el capitulo anterior bajo la perspectiva bayesiana usando MCMC,
ademas de los criterios para la comparaciéon de modelos y la implementacién computacional
usando R y WinBUGS. En el Capitulo 5 se presenta un estudio de simulacién de recupera-
cién de parametros para el Modelo 2PL-GRM. En el Capitulo 6 se analizan los resultados
de aplicar los modelos propuestos en el dmbito de la calidad de servicios, especificamente
para el caso del andlisis de la satisfaccion de clientes. Finalmente se presentan conclusiones y
sugerencias al presente trabajo en el Capitulo 7.

Como complemento a los capitulos anteriores se ha considerado tres anexos: En el Anexo
A se incluyen los cédigos de los programas de simulacién y los utilizados en la aplicacion sobre
el estudio de satisfacciéon de clientes. En el Anexo B se muestran los resultados usados para el
diagnostico de la convergencia de las distribuciones a posteriori de los parametros estimados
en la simulaciéon y la aplicacion. En el Anexo Anexo C se muestran los items del instrumento

considerados en el estudio de aplicacion.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_}\éELl}g?AD

DEL PERU

Capitulo 2

El Modelo de Respuesta Graduada de la TRIP

Dentro de la clasificacion de modelos politémicos de la Teoria de Respuesta al Item (TRIP)
mostrada por Bazan et al. (2012), el Modelo de Respuesta Graduada se caracteriza por estar
disenado especialmente para aplicarse en instrumentos constituidos de atributos con respues-
tas ordinales. Méas que un modelo, el Modelo de Respuesta Graduada puede considerarse como
un marco general de modelos aplicados a items politémicos ordinales como es descrito inicial-
mente en Samejima (1969) y Samejima (1972). En este capitulo se presenta una formulacion
general para los Modelos de Respuesta Graduada, su clasificacion, caracteristicas, funciones

de informacién, casos particulares y principales criterios de seleccion del modelo.
2.1. Formulaciéon del Modelo de Respuesta Graduada General
2.1.1. Presentacion y Racionalidad del Modelo

Consideremos un conjunto de ¢ = 1, ..., n sujetos evaluados en una prueba o cuestionario
con j =1,...,J items, donde cada uno de los {tems tiene m categorias con respuesta polito-
mica ordinal. El Modelo de Respuesta Graduada General o simplemente Modelo de Respuesta

Graduada (GRM, por las siglas en inglés de Graded Response Model) es definido como:

Yi; | ui, & ~ Categorica (Pj1, . . ., Pijm) (2.1)

Piji = Pir(wi) = P (Y = k | ui, &) = P — Py (22)
ok = Pji (wi) = P (Y < k|, &) = F (niji) (2.3)

Nijk = aj (bjx — ;) (2.4)

—00 =bjo < bj1 < ... <Dbjim-1) < bjm =00 (2.5)

i=1,....n,5=1,...,J, k=1,...,m
donde:

» Y;; es una variable aleatoria manifiesta condicional que modela la respuesta polito-

mica del individuo ¢ en el item j, tomando distintos valores categoricos ordinales

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_}\éELl}g?AD

DEL PERU

ke{l,...,m}.
= P;jk son probabilidades condicionales de responder la categorfa k en el item j.
» Considerando la distribucion categorica debe cumplirse que ;" | Py = 1

= Las PZ‘;C son probabilidades condicionales acumuladas de responder en cualquier cate-

goria inferior o igual a k en el item j

= u; es el valor de la variable latente U; (habilidad o rasgo latente) para el sujeto i tal que
u; € R .

» F(.) es una funcion de distribucion acumulada (fda) que relaciona el predictor latente

n;ijk con las probabilidades acumuladas condicionales.

n § = (aj,bjl,...,bj(m_l)) es el vector de parametros del item j. El parametro de
discriminacién a; > 0 estd relacionado con la inclinacion del item y los m—1 pardmetros
de dificultad bjj, representan la posicion de los umbrales (thresholds) entre dos categorias

del item.

2.1.2. Observaciones

= El modelo presentado es considerado un modelo de variable latente monétono unidi-

mensional (Y, U;).

= Aunque el nimero de categorias por cada item es asumido el mismo por comodidad, se
puede tener un modelo mas general considerando un nimero m; diferente de categorias

para cada item.

= Cuando es considerada la distribucién acumulada de la distribucion logistica tenemos

el modelo de respuesta graduada usual propuesto por Samejima (1969, 1972)

» La restriccion dada en 2.5 de que bji > bj—1) y considerando bjo = —00 y bjm = +00
es una condicién importante que define el tipo de modelo de respuesta politomica. Esto
es denominado por Samejima (1969) como respuesta graduada y define el nombre del

modelo considerado.

= Las probabilidades de respuesta a las categorias P;j; son consideradas como el compo-
nente aleatorio observable (Bazan et al., 2012) y como fue mostrados se obtienen

substrayendo dos probabilidades acumuladas adyacentes P2S. Ademads se considera de

ijk-
que P75 =0y P, =1, por lo que de modo particular:
... __ pac __ pac __ pac .. __ pac __ pac _ 1 _ pac
Pij1 = ijl i50 — Lijls Pijm = Pijm ij(m—1) — 1 Pij(mfl)
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teniendo finalmente que:

Pijk = Pjr(wi) = P (Yij = k | ui, &) = § F (nijr) — F (nije—1)) si2 <k <m (2.6)
1-F (nlj(k—l)) sik=m

= La habilidad o rasgo latente puede ser cualquier constructo que se supone que esta
detras de las respuestas observables en los items. Se asume que U es continua en con-
cordancia al supuesto de continuum dado por Pfanzagl et al. (1971), es decir que puede
asumir cualquier valor dentro de la escala de los numeros reales (—oo,00). Es impor-
tante resaltar que a lo largo de este trabajo se ha preferido denotar a la habilidad como
U en vez de la notaciéon clésica psicométrica 6, debido al estatus de variable aleatoria,

en concordancia con los trabajos de Bazan et al. (2012) y Bartholomew et al. (2011).

» El pardmetro de inclinacion a; se encuentra asociado a la discriminacion del item j; es
decir, indica que tan 1til es dicho item para diferenciar entre individuos con habilidades
distintas. Este parametro toma valores a; > 0 y para el GRM permanece constante a lo
largo de todas las categorias del mismo item y tiene un valor proporcional a la inclinacién
de la FREI en los puntos bj;. De acuerdo a la clasificacion de Bazan et al. (2012) a los
modelos con intercepto restringido al item se les denota como modelos 2P(j), por lo
que una manera alternativa de nombrar al modelo descrito en 2.1 seria 2P(j) — GRM.
Segun el criterio de Hafsteinsson et al. (2007) cuando aj > 1 se considera al ftem con

una discriminacién aceptable y cuando a; > 2 posee una discriminacion bastante alta.

» Los pardmetros bj; € R y controlan la “posicién o dificultad” de la respuesta ordinal
k del item 5 al indicar el nivel de habilidad u; en el cual la probabilidad de responder
en alguna de las categorias posteriores a la k es igual a 0.5. Es por ello que es comin
denominar a estos parametros como umbrales (thresholds) o etapas de item, ya que
pueden ser vistos como un valor de frontera en la habilidad que debe de tener un

individuo para que su seleccidon tenga una transicion de la categoria k hacia la k + 1.

s Bazan et al. (2010) recomienda usar la siguiente parametrizacion para el predictor la-

tente lineal definido en 2.4 cuando se aplique la Inferencia Bayesiana:

Nijk = Kjk — QU4 (2.7)

Esta forma alternativa es preferible debido a un criterio de optimizacién computacional
ya que facilita el tiempo de convergencia. Al usar esta parametrizacion, la dificultad
Kik

puede obtenerse haciendo b;, = o

2.1.3. El Modelo de Respuesta Graduada como extension de un modelo binario

Baker v Kim (2004) senalan que el GRM tiene una contribuciéon importante en la TRI

en el sentido de que puede ser visto como una extensién de un modelo TRI binario y de
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esta forma poder aplicarse en escalas ordinales tipo Likert. Sobre la base de lo anterior, las

respuestas de los individuos presentadas en el modelo 2.1 pueden ser expresadas como:

1 Y=k
Wijk = (2.8)
0 otros casos

De lo que se sigue que es equivalente expresar:
Piji = P (Yij =k | u;, &) = P (Wije = 1| u;, &) (2.9)

Por lo que W;ji, ~ Bernoulli (P;ji,) con Pyjj definida como en 2.6
2.1.4. El Modelo de Respuesta Graduada usando Aumentacion de Datos

Asumamos que en el GRM existe una variable continua auxiliar Z;; subyacente a la

variable aleatoria de respuesta ordinal Y;; de tal forma que:

k Tj(k—1) < Zij < Tjk

7, = (2.10)

0 otros casos
donde T = (70, 71, - - ., Tjm) son puntos de corte que limitan a Z;;, considerandose que ;0 =
—Q Yy Tjo = OQ.
Para realizar la inferencia en relacién a la variable latente U;, Z;; es expresada como una

regresion en funcion de U; resultando:

Zij = vj + Aju; + € (2.11)

donde v; es el intercepto, A; la ponderacion de la regresion o carga factorial y ;5 es el término
del error, el cual es una variable aleatoria con fda similar a la utilizada en 2.3.

La distribucion marginal de Z;;, g(.), esta dada por:

Bz 2 /_oo £(Zis | wi) b (T3) dU; (2.12)

donde h(.) es la funcién de densidad para U; y Z;; | u; es la puntuacion de Z;; condicionada

sobre u; con funciéon de densidad condicional f(.) y

EZij | ui] = v + Aju; (2.13)

Var [Zij ’ Uz] = 0’2

o (2.14)
La probabilidad de que un individuo con una habilidad wu; responda en la categoria k del

item j estara dado por :

Py =Fk|u,&) = /.jk [ (Zij | wi)dZij | wy (2.15)

Tj(k—1)

De la Ecuacion 2.11 se obtiene:
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P (Y =k | ui, &) = P (Tje-1) < vj + Njui + €ij < Tji)

P
=P (Tj(kfl) — Uj — )\jui S Ei]’ S Tjk — Uj — )\jui)
F (Tjk — ’l)j — )\jui) - F (Tj(kfl) — 'Uj — )\jui)

i R N\ b — Tk .
considerando v; = 0, a; = Aj, bjr, = 3 obtenemos:

P (Yiy =k [ui, &) = F(a (bjx — wi)) = F (0 (bjge—1) — ui))
que es similar a lo expresado en 2.6 para el GRM.
2.2. Clasificacién de los Modelos de Respuesta Graduada
2.2.1. Modelos de Respuesta Graduada Simétricos

Asumiendo que existe una variable latente continua auxiliar Z;; subyacente a la respuesta
ordinal Yj;, se dice que un GRM es simétrico cuando se cumplen las siguientes caracteristicas
(Samejima, 2010):

1. Y;; puede ser definido como en 2.10.
2. La regresion de Z;; en funcién de U; definida en 2.11 es lineal.

3. La funcion de densidad condicional f(Z;; | w;) puede ser cualquier distribucion de
densidad condicional simétrica o asimétrica con tal que se mantenga para todos los

valores fijos de U;.

2

4. La varianza oZ,; es la misma para todo U;.

La otra forma de expresar un modelo de respuesta graduada simétrico es considerando
F(.) como siendo la funciéon de distribucion acumulada de una distribucion simétrica como

por ejemplo la Normal o Logistica.
2.2.2. Modelos de Respuesta Graduada Asimétricos

Aceptando la relacion lineal entre Z;; y U; dada en 2.11, entonces cualquier violacion de la
simetria en la distribucién marginal de Z;; es causada por las siguientes causas mutuamente

no excluyentes (Molenaar et al., 2012):

1. a?ij es heterocedastica (varia a lo largo de U;). Ver Figura 2.1(b)

2. La distribucion de U; es asimétrica. Ver Figura 2.1(c)

3. La distribucién de Z;; | u; es asimétrica 2.1(d).

La otra forma de expresar un modelo de respuesta graduada asimétrico es considerando

F(.) como siendo la funcion de distribucion acumulada de una distribucion asimétrica.
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Figura 2.1: Representacion gréfica tomada de Molenaar et al. (2012) que muestra las causas de asi-

metria en los Modelos de Respuesta Graduada: (a) Modelo Tradicional (b) agij heterocedastico (c)

U; asimétrico (d) Z;; | u; asimétrico. Para mayor claridad el impacto del efecto es exagerado.

2.3. Supuestos de los Modelos de Respuesta Graduada

Consideremos las siguientes notaciones iniciales. Para un conjunto de J items el patrén o
conjunto integral de respuestas del individuo 4, denotado como Yj , indica la secuencia de Y;;

para j =1,...,J y su realizacién y; puede ser escrita como:

’

Yi. = (Wit - Yijs -+ +» Yid)
De esta forma podemos expresar al conjunto de respuestas de n individuos como:

!

yzy“:<Y1.7---;Yi.a--->)"n4>

Usando la parametrizacion alternativa planteada en 2.8 tenemos de manera equivalente
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y el conjunto total de respuestas:

/
!

/ /
W =W, = (Wl_ yerey Wi ..y, Wn, )
/ . . . . .
en donde w;;. = (wjj1, - . , Wijk, - - -, Wijm) es el vector aleatorio de respuestas del individuo 4
en el item j.
De acuerdo con Azevedo (2003), en el GRM deben hacerse tres suposiciones que son

imprescindibles para el desarrollo de los procesos de estimacion:

» (S1) Las respuestas provenientes de individuos distintos son independientes entre si.

De esta forma, la probabilidad del conjunto global de respuestas estard dado por:

n

P(Y=y|u,&) =[P (Yi=yi |uw&) (2.16)

i=1
= (S2) Dado un nivel de habilidad w;, las respuestas Y;. del individuo ¢ en los J items
son independientes (independencia local). En consecuencia, la probabilidad del patrén

de respuesta yj. puede ser escrita como:

J
P(Yi=yi lu&) =[] P (Vi = vij | wir &) (2.17)
j=1

= (S3) La probabilidad de la respuesta y;; puede ser representada por un modelo mul-

tivariado de Bernoulli

P (Yij = yij | ui, &) = P(Wij = wij. | ui, &) = P(Wyj = wij) = [ [ [Pga]"*
k=1
(2.18)

2.4. Caracteristicas de los Modelos de Respuesta Graduada

Las principales caracteristicas del GRM se encuentran descritas por Samejima (1997h,
2004, 2010), las cuales son presentadas a continuacion:
2.4.1. Funciéon de Procesamiento (FP)

Es posible considerar a Y;; = k como la puntuacién ordinal a ser asignada a las personas
evaluadas que satisfactoriamente han completado la etapa k — 1 pero que han fallado en com-
pletar la etapa k, asf de esta manera se puede definir a M;y, (u;), la Funciéon de Procesamiento
(FP) para la respuesta Yj; = k, con k = 1,2,3,...,m,m+1, como la funciéon de probabilidad
condicionada conjuntamente a que el examinado tenga un mismo nivel de habilidad u; y que

haya superado los procesos o etapas anteriores. Sea (m + 1) la puntuacion ordinal siguiente
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a la ultima categoria m. Dado de que cualquiera puede obtener al menos una puntuacion de

1, y nadie es capaz de obtener una puntuacion de (m + 1), es razonable establecer:

1 siy;; =1
M (ui) = N
0 siy;;=m+1
para todo U. Se asume que la FP es no decreciente en U.
2.4.2. Funcién de Respuesta a las Etapas del item (FREI)

La FREI para un item j se encuentra definida como:

P(wi) = P (Yi; > k [ ui, &) = 1= F (1) (2.19)
con k = 1,2,...,m, donde Pj,;(ul) es la probabilidad condicional de que el individuo con

habilidad wu; logre superar al menos la etapa k (responder en una categoria k o superior).

La ecuaciéon anterior puede ser también expresada en términos de la FP:

k
P (u) =P (Yy 2 k| ui, &) = EMjh (ui) (2.20)

En particular, P]'; (uj) =1 cuando Y;; =1y Pj,; (ui) = 0 cuando Y;; = m + 1. Ademas se

cumple que para cualquier valor de k =1,...,m:

Pjji () 2 Pl (w)

De acuerdo a Hembker (2001), estas funciones corresponden a las del tipo acumulativo,
puesto que como se definié en 2.5, un orden estricto en las etapas del {tem es asumido.
Esta restriccion en el orden implica que cualquier respuesta obtenida dice algo sobre todas las
etapas del item. Los modelos de esta naturaleza también también son conocidos como modelos
de probabilidades acumuladas, modelos de diferencia, modelos de Thurstone y modelos de

gradacion (Bazan et al., 2012).
2.4.3. Funcién de Respuesta a las Categorias del item (FRCI)

La FRCI para el item j fue definida en 2.2 y 2.6, pudiendo ser también expresada en

términos de las FREI como:

Py, (ui) = P (Yij = k | wi, §) = Py (w;) — P;Ekﬂ) (uq) (2.21)
con k = 1,2,...,m, donde Pj; (u;) modela la probabilidad de responder en una categoria

especifica del item como funcién del nivel de habilidad U; y corresponden a las P;j;, definidas
en 2.6.

Es importante notar que cuando m = 2 las ecuaciones 2.19 y 2.21 para Pj,; (u;) como
Pjj; (u;) corresponden a la Funcién de Respuesta del Item (FREI) o Curva Caracteristica
del Ttem (CCI) de un modelo TRI binario de dos parametros. En otras palabras, un GRM
definido de esta forma modela respuestas binarias como un caso especial, de esta forma el

GRM como marco general también aplica para este tipo de items.
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2.4.4. Funcion Basica (FB)

La FB para el item j se encuentra definida como:

0 1 0
Ajie(ui) = 5 - log Pir(ui) = [Pje(wa)] ™ 7 - Pk () (2.22)
con k =1,2,...,m, siendo evidente que la FB existe mientras que Pj(u;) sea positiva para

todo U y sea diferenciable con respecto a U.
2.4.5. Funcién de Informacién de las Respuestas de los items (FIRI)

Dada la Funcion Bésica (FB), la FIRI para el item j se encuentra definida como:

0 9?2
Ijk(ui) = —%Ajk(ui) = —Wlogpk(ul)
(3

i

3 92 ) 2
= [P | Pul) g Pul) = { 5Pt}
! ) (2.23)
o o] 0
=~ Piw(w)] ™ | 55 Piew) | + [Pl | 5 - Pi(us)
(3
d p iz
-2
= [Pjr(ui)] [a_mpjk(ui)] — [P (ui)]~ [éu-?ij(ui)]
con k=1,2,...,m. Es posible concluir que las FIRI existen mientras que Pjj(u;) sea positiva
para todo el rango de U y sea doblemente diferenciable con respecto a U.
2.4.6. Condicién de un Maximo Unico
Seayi = (Yit, Yi2, - - > Yijy - - - ,yu)/ un patrén de respuesta especifico para el indiviudo ¢ en

los J items. Debido al supuestos (S2) de independencia local podemos escribir la verosimilitud

del patron especifico de respuesta como:

J
L(yi |ui&) =P(Yi =y |ui,&) = [[ P (Vi = vij | wi, &) (2.24)
| %

Usando las Ecuaciones 2.22 y 2.24 tenemos que:
ilogL(yi, | ui, &) = Z —log it (W) Z A (u;)) =0 (2.25)
ou; ou;
Yij€Yi. Yij€Yi.

Es decir, existe una condicién suficiente de que un GRM en especifico proporciona un
méaximo unico para cualquier funcién de verosimilitud (para cualquier y todos los patrones

de respuesta) y para ello deben de cumplirse las dos siguientes condiciones:

1. La FB Aj,(u;) para las puntuaciones graduadas y;; de cada item j es estrictamente

decreciente en U, es decir Aj,_1)(ui) < Ajg(u;) para todo Uy k=1,...m

2. Las asintontas superiores e inferiores de Ajj(u;) son no negativas y no positivas de

manera respectiva

Las anteriores condiciones son conocidas como la condicion del mdzimo tinico Samejima
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(1997h, 2004). Esta condicion solo garantiza la unicidad de la solucién pero no garantiza la

existencia de un maximo global.
2.4.7. Sobreparametrizacion

La sobreparametrizacion es una de las caracteristicas mas resaltantes de los modelos de la
TRI (Bazan et al., 2010). E1 GRM tiene n + mj parametros desconocidos. Esto hace que la
inferencia en estos modelos sea intensiva computacionalmente. Es directo notar que a mayor

tamano de muestra y mayor nimero de items, el ntmero de parametros a estimar aumenta.
2.4.8. Presencia de Parametros Incidentales

Neyman v Scott (1948) senalan que las estimaciones de los pardmetros estructurales no
suelen ser consistentes cuando son estimados de manera conjunta con parametros incidentales.
En los modelos de la TRI, para un nimero fijo de items, los pardametros de los items son
denominados estructurales mientras que los pardmetros de la variable latente son considerados
incidentales debido a que el niimero de parametros de la variable latente se incrementa si se
incrementa el namero de individuos evaluados. Es importante resaltar que en la inferencia
bayesiana la distincién entre pardmetros incidentales y estructurales carece de sentido porque
ambos son tratados como variables aleatorias y la incertidumbre sobre su valor es especificada

en la distribucién a priori. (Bazan et al., 2010).
2.4.9. Identificabilidad

Un pardametro se dice identificado cuando distintos valores del mismo implican diferentes
distribuciones de probabilidad para los datos (Bazan et al., 2010). Por ejemplo, para una
habilidad w; = 0, si en el predictor lineal del GRM dado en la Ecuacién 2.4 se reemplaza
aj = 2, bjy=0.5y bjx—1) = 0, la probabilidad de responder en la categoria k estara dada
por Pjjr = F(1) — F(0), la cual es similar que cuando a; =0.5, bj, = 2 y b1y = 0. Si
bien distintas combinaciones de valores no implican necesariamente diferentes distribuciones
de probabilidad para los datos, la probabilidad de respuesta en una categoria k es la misma.
Como resalta Bazan et al. (2010) los parametros del modelo no pueden ser estimados de
manera Unica a menos de que se impongan ciertas restricciones, lo cual vuelve complejo
el proceso de inferencia de los parametros. Desde el punto de vista clasico la solucién més
utilizada es enfrentar el problema dividiéndolo en dos etapas (p. ej. el método de Méaxima
Verosimilitud Marginal via EM). Desde la perspectiva bayesiana, la sobreparametrizacion
se mantiene y el tiempo computacional es generalmente mucho mayor que con la alternativa
clasica. Sin embargo esta estimacion conjunta resulta conveniente al reflejar mejor el problema
original de la TRI que es estimar las caracteristicas individuales y de los itemes de manera

simultanea y completa
2.5. Informaciéon de Fisher en los Modelos de Respuesta Graduada

Reckase (2009) menciona que el término informacion en TRI es usado como un indicador
estadistico de la calidad de la estimacion de un pardmetro, usualmente la habilidad que es
el objetivo de la prueba. Debido a que las respuestas a los items proporcionan informacién
para todos los niveles de la escala de U, la informacion es usualmente representada como una

funcion del parametro a ser estimado. La féormula para hallar la Funcién de Informacién de
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un Modelo puede ser derivado usando diferentes métodos.
Es conocido en la literatura estadistica que el estimador de méxima verosimilitud de un

parametro, en este caso U, es distribuido con una media igual a u y varianza igual a:

o (if | U) - —— L (2.26)
E|(&mL) lv=]

donde L es la verosimilitud de los datos dado el parametro, en este caso la verosimilitud de las
respuestas a los items dado U. Lord (1980) demostré que el término en el denominador de 2.26
es igual a la Funcion de Informacion del Test (FIT) para el caso dicotomico. El reciproco de
la varianza del estimador de méaxima verosimilitud fue llamado como informacién por Fisher
(1925) por lo que la formulacion de la informacion es usualmente llamada como Informacion
de Fisher (ver por ejemplo, Baker v [Kim, 2004). Fisher (1925) considero a la varianza de esta
estimaciéon como una medida de precision intrinseca. Los conceptos de informacién sobre U
han sido generalizados para test compuestos por items politémicos ordinales como el GRM.
Consideremos un sujeto con habilidad u, Y; | u,&; ~ categorica (Pji, ..., Pjm) larespuesta
graduada del sujeto en el item j = 1,...,my f(y;u) la funcién de verosimilitud de la variable

latente u. Partiendo de 2.26, es posible definir a la Informaciéon de Fisher como:

IU)=E

(L) o] o

o de manera equivalente

10) =8 [( 21 o] (2.28)

Debido a los supuestos (S2) y (S3) definidas en 2.3 podemos expresar a la verosimilitud

Ccomao:

||{:]g

H [P 2% (2.29)

siendo Pji la probabilidad de respuesta del sujeto en la categoria k = 1,...,m del j-ésimo
item y wj, la parametrizacion alternativa para y;; planteada en 2.8. El logaritmo de la

verosimilitud estard expresado por:

J m
In f(y;u ZZwkln

7j=1k=1

tomando la primera derivada:
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reemplazando Pj/k(u) = %ij:

0 & wj
%mf(y;u) = ZZ%PJ/&(U)

reemplazando la expresion anterior en 2.27:

=
[ J m 2
—B |y Sk [P]k(u)r
_j:l k=1 " Jk
L& [le’f(u)} : 2
- Z Z P2 E [w]k]
j=1 k=1 Jk

) 2
e & [ij(u)} )
IU) =33 5 [Pl - Pu) + P}]
Y | — ik
j=1k=1 J (230)
J ;
sl
e
Partiendo de 2.30, definimos a la Funcién de Informacién de un Item (FII) como:
m | Py (u)
jk
L) =Y —[ , } (2.31)
Pjy,

k=1
En consecuencia, la Funcion de Informacion del Test (FIT) es definida como la suma de
las FII de los J items:

IU)=>_5U) (2.32)

Siguiendo la convenciéon habitual utilizada en los Modelos TRI binarios, (ver por ejem-
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plo Hambleton v Swaminathan, 1985), la funcién para el error estandar puede ser obtenida

reeemplazando la expresion anterior en la Ecuacion 2.26:
_1
2

1
SEW) =S LU)| =—e (2.33)
> o

nativas de funciones de informacion adicionales a la de Fisher descritas en este trabajo. Al
respecto se recomienda revisar los trabajos de Savalei (2006) y Chang v Ying (1996) sobre el

uso de la informacién de Kullback-Leibler como una alternativa a la de Fisher.
2.6. Casos Particulares

2.6.1. Modelo de Respuesta Graduada de un Parametro (1P-GRM)

El Modelo de Respuesta Graduada de un Parametro (1P-GRM) es una version restringida
del MRG bajo la asuncién de que todos los items tienen la misma discriminacién, es decir, el

predictor lineal estara dado por:

Nijk =a(bjr—w),i=1,...,n,j=1,...,J, k=1,....m
2.6.2. Modelo Rating Scale de Muraki (RS-GRM)

De acuerdo a Zhu v Stone (2012), otra restriccion del GRM es el Modelo Rating Scale
(RS-GRM) propuesto por Muraki (1990). El predictor lineal en este modelo es:

gl = ol — OMEE | T e | NeerT— 1 e

Como puede observarse, los parametros de dificultad (bj;) del GRM son divididos en dos
términos: un parametro de posicion (b;) distinto para cada item, y un conjunto de parametros
umbrales de categorias (ci) que se asumen similares para todos los items. Como resultado de
lo anterior, el numero de pardmetros en el modelo RS-GRM se reduce de manera significativa

en comparaciéon con el GRM.
2.6.3. Modelo de Respuesta Graduada Multidimensional

El Modelo GRM y los casos particulares anteriores son apropiados para analizar respuestas
de items que se asumen estan determinadas por una sola habilidad o rasgo latente (supuesto
de unidimensionalidad). Cuando un instrumento esta disenado para evaluar més de una ha-
bilidad, las respuestas de los items suelen mostrar una estructura multidimensional. De Ayala
(1994) discute una version multidimensional para el Modelo GRM donde el predictor lineal

estd expresado como:

nhijkzzajh(bjk—uih),iZl,...,ﬂ,jZl,...,J,k:1,...,m
h

donde u;, es el nivel de habilidad para el individuo ¢ en la dimensién h, a;j, es el pardmetro
de discriminacion (pendiente) del item j en la dimensién h y bj; son los umbrales para la

categoria k del item j.
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2.6.4. Modelo Testlet de Respuesta Graduada

Una modificacion del modelo GRM para testlets fue propuesto por Wang et al. (2002),

donde el predictor lineal estd expresado por:

Nige = aj [(bj +Yia)) —wi) »i=1,....,n, j=1,...,J, k=1,...,m

En este modelo, se introduce un efecto aleatorio testlet (v;q(;)) para reflejar la interaccion
entre el individuo ¢ con el testlet d(j). Se suele asumir que la habilidad u; ~ N(0,1) y
Vi) ~ N(O,ag(j)). La varianza de 74; varfa a lo largo de los testlets y su valor indica
la cantidad de dependencia local en cada testlet. A medida de que 03(3.) se incrementa, la
cantidad de dependencia local también aumenta. Cuando aﬁ(j) = 0 los items dentro de un

teslet son condicionalmente independientes.
2.7. Criterios para la selecciéon del Modelo de Respuesta Graduada

Samejima (1996) propuso cinco criterios distintos para evaluar los GRM:

1. Los principios detras del modelo y el conjunto de asunciones deben de tener concordancia

con la naturaleza psicolégica que subyace en los datos.

2. Aditividad 1, es decir, si las categoria de respuesta graduada existentes pudieran subdi-
vidirse (v.gr. aprobar o desaprobar son divididos en A, B, C, D y F), sus FRCI pueden

ser especificadas del mismo modo.

3. Aditividad 2, es decir, después de una combinacion de dos o més categorias de respuesta
graduada adyacente (v. gr. A, B, C, D y F en aprobar y desaprobar), las FRCI de las
nuevas categorias combinadas pueden seguir siendo especificadas de la misma forma (si
la aditividad 1 y 2 se mantienen, el modelo puede ser naturalmente expandido a un

modelo de respuesta continuo)
4. El modelo satisface la condicién del maximo tnico.

5. Los puntos modales de las FRCI para las m categorias de respuesta graduada son

ordenadas de acuerdo con las puntuaciones ordinales de los items, y;; = 1,2,...,m.
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Capitulo 3

Modelo de Respuesta Graduada Logistico y LPE

En este capitulo se definen y presentan las propiedades de los Modelos de Respuesta
Graduada Logistico (2PL-GRM) y Logistico de Exponente Positivo (LPE-GRM). El modelo
2PL-GRM es uno de los GRM mas estudiados y en la literatura se le suele denominar del
mismo modo que a la generalizaciéon de modelos de respuesta graduada, sin diferenciarlos.
En este trabajo se le da una terminologia distinta en concordancia a Samejima (2010) y es
presentado como un caso particular de un GRM simétrico. Por otro lado, el modelo LPE-GRM
es propuesto como una alternativa de GRM asimétrico (Samejima, 1969, 2010) y extension
de los estudios realizados para los casos de modelos TRI asimétricos binarios (Bolfarine v
Bazan, 2010; Flores, 2012).

3.1. Modelo de Respuesta Graduada Logistico de dos Parametros (2PL-
GRM)

3.1.1. Definicion del Modelo

Dada una matriz de datos Y = [Yj;] . 7 que representa las respuestas ordinales de los
n individuos evaluados en una prueba o cuestionario de J items con Y;; definida como en
2.1. Se puede considerar al Modelo de Respuesta Graduada Logistico de dos Parametros
(2PL-GRM) como un caso particular de un GRM simétrico en el cual F(.) es la fda de la
distribucién logistica estdndar. El modelo 2PL-GRM queda definido como:

Yij | wi, & ~ Categorica (Pj1, ..., Pijm)
Pijk = Pip(wi) = P (Y = k | wi, §) = Py, — Py
e = Pi(wi) = P (Yy < k| u, &) =V (mije) (3.1)

W (nijk) sik=1
Pije = Pjr(ui) = P (Yij =k [ ui, &) = U (iji) — ¥ (nije—1)) 812 <k <m (3.2)

i = aj (bji — u;)

—OO:bj0<bj1<...<bj(m,1)<bjm:OO
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i=1,....n,5=1,...,J, k=1,...,m

donde P;;; son las probabilidades condicionales de responder la categorfa k en el item j,
PfﬁC las probabilidades condicionales acumuladas de responder en cualquier categoria in-
ferior o igual a k en el ftem j, n;; el predictor latente lineal relacionado con u; € R,
§ = (aj, bji,. .. ,bj(m_l))/ el vector de parametros del item j relacionado con la inclinacién
(a;) y posicion (bjx) del item y W (.) la fda de la distribucion logistica estandar:

1

U (k) = Toemn 00 < ijk <0 (3.3)

3.1.2. Caracteristicas del Modelo 2PL-GRM
Funcién de Respuesta a las Etapas del item (FREI)
De acuerdo a lo discutido en 2.4.2; las FREI para el modelo 2PL-GR estaran definidas

como:

1

> kA
1 + eMijk

e(ue) = U (=nijk) = (3.4)

Nijk = aj (bjr —w;), i=1,...,n,j=1,...,J, k=1,...,m

Es directo notar que W (—n;jx) = 1 — W (1) al ser una distribucién simétrica.

En la Figura 3.1 se muestra las FREI para tres items de 5 categorias graduadas con
umbrales b =(-1.5, -0.5, 0.5, 1.5) para los tres casos y con tres parametros de discriminacion
distintos para cada figura: 0.8, 1.6 y 2.4 (reflejando una discriminacién baja, promedio y
alta). Como puede observarse en las tres situaciones las FREI se encuentran ordenadas en
concordancia con el umbral respectivo b;j1 < bjo < bj3 < bjs y tienen la misma inclinacién al
ser el pardmetro a; similar dentro de cada grafica. Se puede observar que a medida que los

items tienen un mayor valor de a; las FREI se vuelven mas inclinadas (mayor pendiente).
Funcién de Respuesta a las Categorias del Item (FRCI)
Siguiendo las definiciones dadas en 2.4.3, las FRCI para el modelo 2PL-GRM estaran

definidas como:

1 1

P]k,‘ (ul) = 1 + efnijk B 1 _l_ e_nij(kfl)

(3.5)
nijk:aj(bjk—ui),iZl,...,TL,jZl,...,J,k:l,...,m

La forma que toman las FRCI depende también de los pardametros de los items (a; y bjx).
En la Figura 3.2 se ilustra el comportamiento de la FRCI de 6 items con cinco categorias
de respuesta graduada. De manera global, estas curvas difieren de las tradicionales FRI, ya
que cada curva solo brinda informaciéon de una categoria en especifico y no del resto. Una
consecuencia de ello es que pierden la caracteristica de ser exclusivamente monétonas. Para el
caso del 2PL-GRM, solo las funciones para las categorias extremas negativas y positivas (la
menor y mayor) son mondtonas decrecientes y crecientes respectivamente. En la Figura 3.2
también se puede observar cambios especificos en las FRCI ante variaciones de los pardmetros

a;j y bji. Los items de la izquierda (items 1, 3 y 5) presentan un indice de discriminacién bajo
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Figura 3.1: Representacion grafica de las FREI del Modelo 2PL-GRM para tres items de 5 categorias
con pardmetros de dificultad b =(-1.5, -0.5, 0.5, 1.5) y diferentes parametros de discriminacién a; =
08,16y 24

a;=0.8 y los de las derecha un indice de discriminaciéon alto a;=2.4 lo cual hace que las
curvas se vuelvan més empinadas. Por otro lado, las dos primeras graficas representan items
con indices de dificultad mas bajos b;p=-3.0,-1.5, -0.5 y 1.0 (items féciles), los items 3 y 4

estan mds simétricamente distribuidos con parametros de dificultad bjx=-1.5, -0.5, 0.5 y 1.5,
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y los dos tltimos items presentan indices de dificultad mas altos b;,=-1.0, 0.5, 1.5 y 3.0 (items

dificiles).
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Figura 3.2: Representacion grafica de las FRCI del Modelo 2PL-GRM para seis items de 5 categorias
con dos pardmetros de discriminacién a; = 0.8 y 2.4, y tres configuraciones de parametros de dificultad
reflejando diferentes niveles: (i)b;,=-3.0,-1.5, -0.5 y 1.0 (ii)b;r=-1.5, -0.5, 0.5 y 1.5 y (iii) bjr=-1.0,
0.5,1.5y 3.0

3.1.3. Informacién de Fisher

Como se vio en la seccion 2.5, la Funcién de Informacion de un Item (FII) para los GRM

esta dado por:

_“ {P;k(u)} i
oy =y Ll

k=1 Ik
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donde

[ (i) — ¥ (ijr1))]

1 1
1+e nz]k 1+ e Mij(k—1)

Flo Tl gl

[ ; 1 ]
1—|—e“(]k u) 1+ea(]k u)

1 O T _a(bip—u 1 0 [ _a, e
N (1 + e_“j(bjk—u))2 Ou [e v )} i (1 + e_aj(bj(k—l)_u)>2 du [e (b )}

a-e_aj(bjk_u) a-e_aj(bj(k—l)_u)
_ J X J
—ai (b — 2 —a.:(b. - ) 2
(14 emslam) (14 e liwmnn))
[ emai(bje—u) 1 o~ (bjk—1)—u) 1
— L )
! 1+ e—aj(bjk—U) 1+e” a; (bjr—u) 1+ e—aj(bj<k—1)—“) 1+ e‘“j(”j(k—l)‘“)
[ 1 1 1 1 ]
= —Q, — ©
! L1+ eaj(bjk—U) 14e % i(bik—u) + eaj(bj(kﬂ)—“) 1+ e—%‘(bﬂk*l)—u)
1 1 1 1
=74 |1+ ek 1+ e sk 1 + eMiit=1) 1 4 e Mij(k—1)
= —a; {[¥ (mi)] [L = ¥ ()] = [C (mijon-1))] [1 = ¥ (mije—1))] }

Reemplazando el resultado de la expresién anterior en la Ecuacién 2.31 tenemos que la
FII para el Modelo 2PL-GRM esta dado por:

L(U) = a2 i {[\II (mige)] [1 =¥ (mize)] — [‘I/ (nij(kfl))] [1 - v (nij(kfl))] }2

k=1 v (nzﬂc) - (n’ij(k:—l)) (36)

En la Figura 3.3 se muestra la FII de los 6 items comentados en la Seccién 3.1.2. Como se
puede observar, aquellos items que tienen un parametro de discriminacion alto (a =2.4) son
los que brindan mayor informacion.

La Funcion de Informacion del Test (FIT) estara definida por la Ecuaciéon 2.32:
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Figura 3.3: Representacion grafica de las FII del Modelo 2PL-GRM para seis items de 5 categorias con
dos parametros de discriminacién a; = 0.8 (items impares) y 2.4 (items pares), y tres configuraciones
de parametros de dificultad reflejando diferentes niveles: b;,=-3.0,-1.5, -0.5 y 1.0 (items 1 y 2), bjr—-
1.5,-0.5, 0.5y 1.5 (items 3 y 4) y bjr=-1.0, 0.5, 1.5 y 3.0 (items 5 y 6)

3.2. Modelo de Respuesta Graduada Logistico de Exponente Positivo (LPE-
GRM)

En el Modelo de Respuesta Graduada Logistico de Exponente Positivo fue propuesto por
Samejima (2000).
3.2.1. Definicién del Modelo

Dado una matriz de datos Y = [Yj]

n individuos evaluados en una prueba o cuestionario de J items con Y;; definida como en

nx due representa las respuestas ordinales de los

2.1. Se puede considerar al Modelo de Respuesta Graduada Logistico de Exponente Positivo
(LPE-GRM) como un caso particular de un GRM asimétrico en el cual F(.) es la fda de la
distribucién burr Tipo IT estandar. El modelo LPE-GRM queda definido como:

Yij | wi, & ~ Categorica (Pj1, ..., Pijm)

Pijk = Pjr(wi) = P (Yij = k | ui, §) = P — Py

1,

ae = Pic(u) = P (Vi < k| wi, &) = Fa, (igr) = [¥ ()] (3.7)
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[ (mi50)] % sik =1
Piji = Pip(ui) = P (Yij =k | ui &) =  [¥ ()] % — [@ (nij(k_l))]dj si2<k<m (3.8)

1= [¥ (n56-1))]"” sik=m

Nijk = aj (bjk — uq)
—00 = j0<bj1<...<bj(m,1)<bjm:oo
i=1,....,n,5=1,...,J, k=1,...,m

donde P;;; son las probabilidades condicionales de responder la categoria k en el item j,
Pﬂﬁc las probabilidades condicionales acumuladas de responder en cualquier categoria in-
ferior o igual a k en el ftem j, n;; el predictor latente lineal relacionado con u; € R,
& = (aj, bits -5 bjm—1)s dj)l es el vector de pardmetros del item j relacionados con la incli-
nacion (a;), posicion (bjx) y asimetria (d;), y Fy, (.) la fda de la distribucion burr Tipo II

estandar:

1

Fuy (ige) = ¥ ()" = o=y

— 00 < Mjjp < OO (3.9)

3.2.2. Caracteristicas del Modelo LPE-GRM

El modelo LPE-GRM puede verse como una generalizacién del Modelo 2PL-GR luego de
introducir un parametro de forma que controla la asimetria del item, ademas del parametro
de inclinacion a; y los pardmetros de posicion bj1, ..., bjin_1)-

Baséndonos principalmente en Bolfarine v Bazan (2010) y Bazan (2011) en relacion al
Modelo LPE para items binarios y Samejima (2010) para el caso con respuestas graduadas,

podemos resumir que el pardmetro d; presenta las siguientes caracteristicas:

» 5i 0 <d; <1, para una categoria en particular, los individuos con niveles de habilidad
muy bajo tienen mayor probabilidad de elegir las categorias superiores del item en
relacion al caso simétrico. Dada esta situacion, si un test consiste de items con valores
comunes de a; y diferentes valores de bj, los individuos que elijen categorfas maés
bajas de los items con menor dificultad son penalizados. Mientras méas cercano a ( esté
dj;, las probabilidades de elegir categorias superiores son bonificadas y la habilidad es
penalizada respecto al caso de ausencia de asimetria. El item es considerado menos

complejo.

» Sil < dj < oo, para una categoria en particular, los individuos con niveles de habilidad
muy altos tienen una menor probabilidad de elegir las categorias superiores del item
en relaciéon al caso simétrico. Dada esta situacién, si un test consiste de items con
valores comunes de a; y diferentes valores de bj, los individuos que seleccionan las
categorfas mas altas de los items con mayor dificultad son recompensados. Cuanto
més sea d; > 0, las probabilidades de elegir categorias superiores son penalizadas y la

habilidad es bonificada respecto al caso de ausencia de asimetria. El item es considerado
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mas complejo.

= Si dj = 1, no se cumplen ninguno de los principios anteriores y las caracteristicas del

modelo son similares a las del caso logistico de dos parametros.

Se entiende por complejidad de un item al nivel de ezxigencia al realizar una tarea (Same-
Jima, 19974, pag. 483) que esta siendo medida por dicho item. Como se resalta en Bolfarine
v Bazan (2010), una tarea se considera més compleja si requiere que el individuo realice o
pase de manera sucesiva por una serie de subprocesos secuenciales para resolver finalmente
de manera satisfactoria un problema y que eso se vea reflejado en la seleccion de las catego-
rias superiores del item que se encarga de medir dicha tarea. Se espera que, si un proceso es
més complicado y/o contiene un gran numero de subprocesos secuenciales, la probabilidad
condicional, dado un nivel de habilidad, para pasar de manera satisfactoria por el proceso
serd pequena. Como se indica en Samejima (2000), se espera que tales diferencia en la pro-
babilidad condicional sean mas notorias para niveles de habilidad bajos. Por conveniencia, se
denomina a esta caracteristica del modelo como complejidad del item, para diferenciarla

de la dificultad de un item, y tomar esta complejidad en cuenta.
Funcién de Respuesta a las Etapas del item (FREI)
De acuerdo a lo discutido en 2.4.2, las FREI para el modelo LPE-GRM estaran definidas

comao:

1
Fl ) — 1 Vg 1
ij(uz) =1 [\IJ (nzjk)] =1 (1 + e*mjk)dj (310)
T T o, TR N, el Ny

Notar que a diferencia del Modelo 2PL-GRM, Fy; (=n;jx) # 1 — Fy; (nijx) debido a que no
es una distribucién simétrica. Para el Modelo LPE-GRM, d; es conocido como un parametro
de “aceleracion” (Samejima, 1995), en el sentido de que acelera el punto o valor de u en
el cual la pendiente o poder de discriminacién de la FREI se hace mayor. Es por esto que
el parametro d; se encuentra asociado con la forma asimétrica de la FREI y presenta las

siguientes caracteristicas (Bolfarine v Bazan, 2010; Bazan, 2011):

» Si 0 <d; <1, las FREI presentan asimetria negativa y siguen el principio de penalizar
la respuesta de categorias inferiores de los items faciles. Las curvas son trasladadas hacia

la izquierda y encima respecto del caso de ausencia de asimetria.

» Sil<dj <oo,las FREI presentan asimetria positiva y siguen el principio de bonificar
la respuesta de las categorias superiores de los items dificiles. Las curvas son trasladadas

a la derecha y abajo respecto del caso de ausencia de asimetria.
» Sidj =1, las FREI corresponden a las del Modelo 2PL-GR.

En relaciéon al concepto de complejidad, una eventual FREI es asimétrica dependiendo
de cuantas y que tan dificiles son la secuencia de subprocesos que estan relacionados en la

soluciéon de un problema. Es importante notar que la palabra secuencia es usada por Samejima
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Item 1: a=2.4, b=(-3.0, -1.5, 0.5, 1.0) y d=0.3 Item 2: a=2.4, b=(-1.0, 0.5, 1.5, 3.0) y d=0.3
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ltem 5: a=2.4, b=(-3.0, -1.5, —0.5, 1.0) y d=8.0 Item 6: a=2.4, b=(-1.0, 0.5, 1.5, 3.0) y d=8.0
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Figura 3.4: Representacion gréfica de las FREI del Modelo LPE-GRM para seis items de 5 categorias
con un paradmetro de discriminacién a;= 2.4, dos configuraciones de parametros de dificultad reflejando
items con baja y alta dificultad: b;;,=-3.0,-1.5, -0.5 y 1.0 (items impares) y b;z=-1.0, 0.5, 1.5 y 3.0
(items pares), y distintos valores de asimetria d;= 0.3 (items 1y 2), 1.0 (items 3 y 4) y 8.0 (items 5
y 6)

en un sentido muy amplio, y los subprocesos puede ser realizado de en serie o paralelo como
se detalla en Samejima (1995).

En la Figura 3.4 se muestra las FREI para seis items de 5 categorias graduadas con un
mismo pardmetro de discriminacion a;= 2.4, dos configuraciones de pardmetros de dificultad
(1)bjr=-3.0,-1.5,-0.5 y 1.0 (ii)b;r—-1.0, 0.5, 1.5 y 3.0 reflejando items con baja y alta dificultad
respectivamente y tres distintos valores de d;= 0.3, 1.0 y 8.0 representando los casos asimétrico
negativo, simétrico y simétrico positivo. Puede verse claramente que a medida que aumenta
la complejidad del item las curvas se trasladan hacia la derecha y hacia abajo. En el Item 1 se
observa como los individuos con niveles de habilidad mas bajo tienen mayor probabilidad de
elegir las categorias superiores del item en comparacion al caso simétrico (Item 3) y con otro
item de similar asimetria negativa pero mayor dificultad (Item 2). Por otro lado, el Item 6,
muestra como los individuos con niveles de habilidad més altos tienen una menor probabilidad
de elegir las categorias superiores del item en comparacién con el caso simétrico (Item 4) y

con otro item de similar asimetria positiva pero menor dificultad (Item 5).
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Funcién de Respuesta a las Categorias del Item (FRCI)
Siguiendo las definiciones dadas en 2.4.3, las FRCI para el Modelo LPE-GRM estaran

definidas como:

1 1
P (u;) = — 3.11
% . ; .. ; .
J ( ) (1 +e nzgk)dj (]_ +e 771](1@71))01] ( )
Nijk = aj (bjr —w;), i=1,...,n, j=1,....,J, k=1,...,m
Item 1: a=2.4, b=(-3.0, -1.5, -0.5, 1.0) y d=0.3 Item 2: a=2.4, b=(-1.0, 0.5, 1.5, 3.0) y d=0.3
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Figura 3.5: Representacion grafica de las FRCI del Modelo LPE-GRM para seis items de 5 categorias
con un pardmetro de discriminacién a;= 2.4, dos configuraciones de pardmetros de dificultad reflejando
items con baja y alta dificultad: b;5=-3.0,-1.5, -0.5 y 1.0 (items impares) y b;r=-1.0, 0.5, 1.5 y 3.0
(items pares), y distintos valores de asimetria d;= 0.3 (items 1y 2), 1.0 (items 3 y 4) y 8.0 (items 5
y 6)

En la Figura 3.5 se muestra las FRCI para los seis items de 5 categorias graduadas del

ejemplo de la seccién anterior.
3.2.3. Informacién de Fisher

Como se vio en la seccion 2.5, la Funcién de Informacion de un Item (FII) para los GRM

esta dado por:

u“ [lek(u)} i
Loy =31

k=1 Ik
donde
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=d; {[‘I’ (i) 5" %‘I’ (i) — [V (Uij(k—l))]dj_l %‘I’ (nij(k—l))}

= —a;jd; {[‘I’ (i)l [1 = F (mige)] = [¥ ()] [1 - @ (mj(k—l))]}

Reemplazando el resultado de la expresion anterior en la Ecuacion 2.31 tenemos que la
FII para el Modelo LPE-GRM est& dado por:

il {[‘I’ (i)} [1 =% (mige)] = 1@ (mi06-1)] " [L = ¥ (i) }2

d; d;
k=1 [ (i)™ = [¥ (03506—-1)) ]~
(3.12)
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Figura 3.6: Representacion grafica de las FII del Modelo LPE-GRM para seis items de 5 categorias con
un pardmetro de discriminacién a;= 2.4, dos configuraciones de pardmetros de dificultad reflejando
items con baja y alta dificultad: b;5=-3.0,-1.5, -0.5 y 1.0 (items impares) y b;r=-1.0, 0.5, 1.5 y 3.0
(items pares), y distintos valores de asimetria d;= 0.3 (items 1y 2), 1.0 (items 3 y 4) y 8.0 (items 5
y 6)

En la Figura 3.6 se muestra la FII de los 6 items comentados en la Seccion 3.2.2.
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Capitulo 4

Estimacion Bayesiana del Modelo de Respuesta Gra-
duada

La estimacion de los modelos de la TRI pueden ser agrupada en tres categorias: estimacion
clasica o frecuentista, estimacién bayesiana y estimaciéon con MCMC. En relacién a la estima-
cion clésica, los métodos de Maxima Verosimilitud Conjunta (JML), Maxima Verosimilitud
Condicional (CML) y Méxima Verosimilitud Marginal (MML) son los métodos més usados
para la estimacion de los parametros de los items (Johnson, 2007). Para mayor detalles sobre
la estimacion clasica del GRM puede consultarse a Azevedo (2003); Baker v Kim (2004).
En el presente capitulo se desarrolla la metodologia de inferencia Bayesiana usando métodos
de MCMC. También son descritos los criterios de seleccién de modelos considerando el DIC
(criterio de informacion de desvio), AIC y BIC, asi como la implementacion computacional

necesaria para la estimacién de los modelos usando R y WinBUGS.

4.1. Estimaciéon Bayesiana del Modelo de Respuesta Graduada Logistico
(2PL-GRM)

4.1.1. Funcién de Verosimilitud para el Modelo 2PL-GRM

Dado una matriz de datos Y = [Yj;] ., que representa las respuestas ordinales de los
n individuos evaluados en una prueba o cuestionario de J items con Y;; definida como en
2.1, Wik la parametrizacién alternativa dada en 2.8, U = (Uy,...,U,) el vector de para-
metros para las personas y & = (&1,...,&y) el vector de pardmetros de todos los items con
& = (aj,bjl, .. .,bj(m,l))/. Asumiendo que se cumple (S1), (S2) y (S3), la funcion de vero-
similitud puede ser escrita como:

n J m
L(y|uw&)=f(y|wab) =TT I] P (4.1)
i=1j=1k=1
= (¥ (i) = (mij—1))] (4.2)
i=1j=1k=1

:Hﬂﬁ[ : -— JW (4.3)

1_|_e—aj(bjk—ui) 1+e aj(bj(k,l)—u,-

e T

—(mjn—ajui) N 1+ e—(“j(k—l)—“j“i
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4.1.2. Especificaciéon de las prioris en el modelo 2PL-GRM

Para la especificacion de la distribucién a priori conjunta de los parametros de las personas

y de los items se asume que existe una estructura de prioris independientes del siguiente modo:

n J

P(wab|y)=PP(ab|w) =[] P )] P)[]Pp) (4.5)
j=1 k=1

=1 =
Es recomendable definir prioris informativas porque la existencia de la distribucién con-
junta a posteriori no esta garantizada cuando una priori impropia es usada. A continuacién

se detallan las prioris propuestas:

» Para el vector de pardametros de las personas (habilidades) Bazan (2005) considera una

distribucién normal e independiente:

u; ~ N (0, 1) (4_6)

Con lo que se espera obtener E [u;] =0y V [u;] =1

= El pardmetro de discriminacion tiene una distribucién a priori:

aj ~ Ny (ﬂaa 0'2) (4.7)

donde p, y o2 son constantes especificadas antes del analisis, N (,ua,ag) denota una
distribucién normal truncada positiva con parametros de locacién pu, y escala o,. Sahu
(2002) y Patz v Junker (1999) recomiendan usar los valores de y, = 1y 02 = 0.5 para las

constantes anteriores. Con estos valores se espera obtener F [a;] = 14+/0.5- ld)é_(% =

1.1126 y V [aj] = 0.5 {1 —~ ld’é‘(@i) [fé?@i) + \/5] } = 0.3747.

= Las prioris para los pardmetros de transicién deben registrar la restriccion de orden
kj1 < ... < Kjm—1. Por lo anterior, estas pueden ser inducidas definiendo pardmetros

*

auxiliares sin restricciones Kits s Kjm—1 tales que:

Ko ~ N (5, 07) (4.8)

para k =1,...,m — 1. Las distribuciones a priori de los paradmetros de transicion para el
j-ésimo item son entonces obtenidos haciendo que r;; sea igual a la k-ésima estadistica

*

de orden de las variables auxiliares £7y, ..., H;f m—1 bara el j-esimo ftem, es decir:
b

Se propone usar los valores de ux =0y U,% = 2 para las constantes anteriores similar a
los que Sahu (2002) y Patz v Junker (1999) usaron para los parametros by, con lo que

se espera obtener E [/{jk} =0y V [n;‘k} =92
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En el Cuadro 4.1 se muestra una lista de prioris para los parametros de los items usadas
en otros estudios relacionados con el Modelo 2PL-GRM. La notacion I(b;) indica que el
pardmetro bj;(;41) fue muestreado de tal manera que sea mayor a bj; como se indica en la
condicion 2.5 del GRM.

Autor ‘ Prioris ‘
Zhu y Stone (2()712) i~InN (0 1) ; bjl ~ N (0 4) ; bj(k+1) ~ N (0,4)I(b]k)
Kieftenbeld y Natesan (2012) ~InN(0,2); bj1 ~U(=5,5); bjgeq1) ~ U (=5,5) I (bjk)
Curtis (2010) ~ N (1, 2.52) s kg ~ N (0,2.5%) kg = w7y

Cuadro 4.1: Especificacion de prioris para los parametros del item en el modelo 2PL-GRM

4.1.3. Distribucién a posteriori de los parametros del modelo 2PL-GRM

Considerando la funcion de verosimilitud dada en 4.4 y las prioris consideradas en 4.7, 4.8

y 4.9, definimos la distribucién a posteriori de los pardmetros dado los datos como:
P(u,a,b|y) o P(u,ab)f(y|uab) (4.10)

n J m

P(u7 a, b) X H H 77le (771](k l))]wuk (4-11)

i=1j=1 k:l

Wijk

n J m
u ¥ b ]:[1:[1:[[ “Jk aﬂ“) I - '1 —He (4.12)

1+e (”J(k—l) a]ul)

4.1.4. Inferencia Bayesiana del modelo 2PL-GRM

La distribucion a posteriori dada en 4.12 no es identificable. Para la estimacion bayesiana
se consideran por tanto métodos de generacion de distribuciones a partir de Cadenas de Mar-
kov de Monte Carlo (MCMC), especificamente usando el algoritmo de Metropolis-Hastings,
que es implementado por defecto en el software WinBUGS, para lo cual se escribe el codigo

del modelo, teniendo la especificacion de la verosimilitud jerarquica del modelo general:

y | ui, ajrji ~ Categorica (U (kjp — aju;) — ¥ (Hj(k_l) — aju;)) (4.13)
w; ~ N (0,1) (4.14)

a; ~ Ny (1,0.5) (4.15)

K ~ N (0,2) (4.16)
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4.2. Estimaciéon Bayesiana del Modelo de Respuesta Graduada Logistico
con Exponente Positivo (LPE-GRM)

4.2.1. Funcién de Verosimilitud para el modelo LPE-GRM

Dado una matriz de datos Y = [Yj;], . ; que representa las respuestas ordinales de los
n individuos evaluados en una prueba o cuestionario de J items con Y;; definida como en
2.1, Wik la parametrizacion alternativa dada en 2.8, U = (Uy,...,U,) el vector de para-
metros para las personas y & = (&1,...,&y) el vector de pardmetros de todos los items con
& = (aj,bjl, - ,bj(m,l),dj)/. Asumiendo que se cumple (S1), (S2) y (S3), la funciéon de

verosimilitud puede ser escrita como:

n J m
L(y|wé) =f(y|uabd)=]TIIIIPsl"" (4.17)
i=1j=1k=1
n J m o
= H H H [[‘I’ (mijw)) " — [@ (Uz'j(k—l))]dj] K (4.18)

Wijk

J m 1 1
HH o P (4.19)

1j=1k=1 (1 s e‘“ﬂ'(”jk—“i)) ! (1 + e—aj(bj(kfm—“i)) !

Wijk

_ Py & 1 - 1
= H H kl;ll (1 + e_(Kjk—ajui))dj (1 " e—(ﬁj(k—l)—ajui)>dj (4.20)

4.2.2. Especificacion de las prioris en el modelo LPE-GRM

Para la especificacion de la distribucién a priori conjunta de los parametros de las personas

y de los items se asume que existe una estructura de prioris independientes del siguiente modo:

n J m
P(u7a7b7d’y):P<u)P(a7b7d’W>:HP(ui)HP(aj)P(dj)HP(’%jk) (4.21)
j=1 k=1

=1
Al igual que para el modelo 2PL-GRM, es recomendable definir prioris informativas y se
usan las mismas prioris para u;, a; y K. Para el pardmetro de asimetria se define:
d; = e% (4.22)

donde
2
gj ~ N (g, 07) (4.23)

Usando los valores de puy, = 0y 02 = 0.5 se espera obtener E [d;] = e2X0+%5° = 1.2840 y
V[d;] = (" — 1) ”® = 1.0696
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4.2.3. Distribucién a posteriori de los parametros del modelo LPE-GRM

Considerando la funcién de verosimilitud dada en 4.20 y las prioris consideradas en 4.7,

4.8, 4.9 y 4.23, definimos la distribucién a posteriori de los parametros dado los datos como:

P(u,a,b,d|y) o P(u,a,b,d)f(y]|u,a,b,d) (4.24)
n J m 47 Wik
o P(wab,d)x [T]]]] [[‘I’ i)™ = (¥ (mijeery)] J} (4.25)
=11 ke

n J m

1 1
& P( 3 7b7d) X - . (426)
o Eul;[l Pt (1 + e—(“jk—%w))d] (1 + e‘(*ﬂj(kfl)—ajUz‘))d’

4.2.4. Inferencia Bayesiana del modelo LPE-GRM

La distribucién a posteriori dada en 4.26 no es identificable. Para la estimacion bayesiana
se consideran por tanto métodos de generacion de distribuciones a partir de Cadenas de
Markov de Monte Carlo (MCMC), especificamente Metropolis-Hastings, que es implementado
por defecto en el software WinBUGS, para lo cual se escribe el c6digo del modelo, teniendo

la especificacion de la verosimilitud jerarquica del modelo general:

y | i, aj, ki, ~ Categorica ([\If (Kjk — ajui)]dj — [\I/ (Hj(k_l) - ajui)]dj) (4.27)
w; ~ N (0,1) (4.28)

a; ~ Ny (1,0.5) (4.29)

K ~ N (0,2) (4.30)

d; ~In N (0,0.5) (4.31)

4.3. Criterios de Comparacién de Modelos

El principal criterio usado en este trabajo es el criterio de informacion de desvio (DIC,
por las siglas en inglés de Deviance Information Criterion) propuesto por Spiegelhalter et al.
(2002) debido a que es el criterio més usado para comparar modelos con métodos Bayesianos
y es accesible a todos los investigadores al usar el WinBUGS. El DIC es un indice basado en la
informacién similar a otros indicadores como el criterio de informaciéon bayesiana de Schhwarz
(BIC, Bayesian Information Criterion), y el criterio de Akaike (AIC, Akaike Information

Criterion), que se caracteriza por ponderar tanto el ajuste del modelo como la complejidad en
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identificar un modelo especifico. El DIC es un indicador ampliamente usado en la estimacion
Bayesiana con métodos MCMC porque es relativamente facil de calcular, interpretar y es
satisfactorio para los modelos jerarquicos complicados. El DIC es obtenido por defecto con el

WinBUGS y es aproximado a través de:

DIC = Dbar — Dhat = Dbar + 2pD (4.32)

donde pD es el namero efectivo de parametros, Dbar es el esperado del desvio bayesiano a
posteriori o desvio medio a posteriori (posterior mean of the deviance ) y Dhat es el desvio
bayesiano de las medias a posteriori o desvio bayesiano de los esperados a posteriori (deviance
of posterior mean).

Los esperados del AIC y del BIC también son posibles de hallar a través de:

EAIC = Dbar + 2p

EBIC = Dbar + plog (N)

donde p es el nimero de parametros en el modelo, IV es el niimero total de observaciones. Es
importante resaltar que para el caso de los modelos estudiados, N = n*J y no N = n debido
al supuesto de independencia. Estos indicadores son dificiles de estimar dado que el nimero
actual de parametros no puede ser claramente identificado, por lo cual en la estimaciéon por
MCMC es preferible usar el DIC. De manera similar al AIC y el BIC, valores pequetios del

DIC indicardn un mejor ajuste.
4.4. Implementacién Computacional

Para realizar la inferencia bayesiana bajo MCMC de los modelos descritos se programaron
codigos en los software WinBUGS 1.4.3 (Lunn et al., 2000) y R (R Core Team, 2012).

El codigo en R mostrado en el Anexo A.2 contiene a la funcién grmMCMC() que fue progra-
mada para que facilite la preparaciéon de los datos que seran utilizados por el WinBUGS en
los estudios de simulacién y de aplicaciéon que se realizaran en el presente trabajo, asi como
también para que permita configurar de manera sencilla los parametros para las simulaciones
y los valores de los pardmetros de las distribuciones a priori consideradas en los distintos
modelos. Este codigo llama a la funcion bugs () de la libreria R2WinBUGS (Sturtz et al., 2005)
con el fin de que envie los datos y los parametros necesarios para realizar el anélisis en Win-
BUGS. Librerias adicionales requeridas por el R son automéaticamente cargadas (p. ej., la
libreria coda es requerida por el R2WinBUGS). Una ventaja de esta libreria es que muestra
automéaticamente dos estadisticas para cada pardmetro estimado: (1) el tamarfio efectivo de
la muestra (tamano de muestra ajustado por autocorrelacion a lo largo de las simulaciones;
y (2) el diagnostico de convergencia de Gelman y Rubin conocido como Rhat.

Los codigos en BUGS para realizar la inferencia bayesiana bajo MCMC en WinBUGS
de los modelos 2PL-GRM y LPE-GRM fueron adaptados de Curtis (2010) y se muestran
en los Anexos A.3 y A.4. Ambos c6digos pueden ser ejecutados directamente en WinBUGS.

En general se requiere un ntmero mayor de iteraciones para el modelo LPE-GRM pues los
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pardmetros muestran mayor autocorrelacion.

Adicionalmente, en el Anexo A.1 se muestra un codigo para simular datos provenientes
del Modelo de Respuesta Graduada, mientras que en los Anexos A.7, A.8 y A.9 se encuentran
los codigos para poder graficar la Funcion de Respuesta a las Etapas de los Items (FREI), la
Funcién de Respuesta a las Categorias de los Items (FRCI) y la Funcién de Informacion de

los Ttems (FII) respectivamente.
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Capitulo 5

Estudio de Simulaciéon

5.1. Objetivos

= Simular un conjunto de datos politémicos ordinales generado a partir del Modelo de
respuesta Graduada Logistico (2PL-GRM).

= Evaluar la precision del método MCMC en la recuperaciéon de los paradmetros de los
items y las habilidades del Modelo de respuesta Graduada Logistico (2PL-GRM).

5.2. Algoritmo para simular los datos

Para simular una matriz de datos politémicos ordinales seguimos el siguiente procedimien-
to:

1. Definir la cantidad de sujetos n, cantidad de items J y el nimero de categorias de

respuesta por cada item m.

2. Generar los parametros del modelo. Se simulan los pardmetros para las personas tal
que u; ~ N (0,1) y los parametros de los items considerando a; ~ Ny (1,0.5) y bji ~
N (0,2) o, en caso de ser posible, son fijados utilizando estimaciones obtenidas en items
con instrumentos ya calibrados con el fin de asegurar que la simulacion sea méas real
(Harwell et al., 1996).

3. Calcular para cada uno de los J items las probabilidades condicionales de responder
en cualquier categoria inferior o igual a k (Pl‘;’;;), y las probabilidades condicionales de
responder en la categoria k (P;j) de acuerdo a 3.1y 3.2.

4. Simular para cada uno de los n individuos la respuesta en cada item. Para ello se toma
una muestra aleatoria simple de una observacién para una poblacién de m elementos

con probabilidades iguales a las calculadas en el paso anterior (P;ji).

En el proceso de simulacion los parametros a; y bjx quedan fijos a lo largo de todas las
réplicas de la simulacion con el fin de minimizar el error experimental (Iieftenbeld v Natesan,
2012). Un nuevo conjunto de habilidades u; son generadas para cada réplica, con las que las
respuestas de los individuos son simuladas. El c6digo para simular respuestas politémicas
ordinales basadas en un Modelo 2PL-GRM, adaptado de (Rizopoulos, 2006), se muestra en
el Anexo A.1.
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5.3. Meétodo para Estimar los pardmetros

La estimacion de los parametros se realiza usando la inferencia bayesiana mediante la
estimacion MCMC implementada en el programa WinBUGS 1.4.3 (Lunn et al., 2000) usando
el algoritmo de Metropolis-Hastings. Con este método se calculardn las medias estimadas
de las distribuciones a posteriori de los pardametros a estimar. Se estiman al menos mJ + n
parametros en cada replicacién de la simulacion.

La implementacién computacional para la inferencia bayesiana del Modelo 2PL-GRM en
WinBUGS se encuentra en el Anexo A.3 y la funcién en R usando la libreria R2WinBUGS que

permite ejecutarla en el Anexo A.2.
5.4. Criterios para evaluar la simulacién

La precisiéon en la recuperacion de los parametros es evaluada usando la raiz del error
cuadratico medio (RMSE) y el promedio del error absoluto (MAE). El RMSE es definido
como la raiz cuadrada del promedio de las diferencias entre los valores reales y los estimados

a lo largo de todas las réplicas:

R
1 . 2
RMSE(N) = | 5> ()\S - >\8> (5.1)
s=1
donde \ representa tanto a los pardmetros de los items (discriminacion o dificultad) como a
los parametros para las personas (habilidad), X es el estimado del parametro anterior y R el
nimero de réplicas en la simulacion.

Del mismo modo, el MAE es definido como :

R
MAE (\) = %Z
s=1

5\s - )\s (52)

Las estimaciones de los parametros de los items son calculados para cada uno de los J
items y en el caso de los pardametros de las personas para cada uno de los n individuos.
Dentro de cada réplica también son calculadas para cada tipo de parametro las correla-

ciones entre los valores estimados y los pardmetros generados.
5.5. Escenario

Se consideran J = 20 items con m = 5 categorias de respuestas para n = 500 individuos.
Los pardmetros de los items fueron fijados de acuerdo a lo recomendado por Kieftenbeld v
Natesan (2012) usando los valores obtenidos de un conjunto de items calibrados del Minnesota
Satisfaction Questionnaire usado por este mismo autor y por Lautenschlager et al. (2000).
Los parametros de los {tems son mostrados en el Cuadro 5.1.

La cantidad de réplicas del estudio de simulacion es de R = 20 considerando diferentes
conjuntos de datos para cada una de ellas.

En el Anexo A.5 se muestra la implementacién computacional del presente estudio de

simulacién asi como la tablas con el resumen de los resultados obtenidos.
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Item bl b2 b3 b4 a
1 -426 -290 -1.25 2.01 0.95
2 245 -144 -0.60 1.45 1.48
3 -2.07 -1.27 0.16 2.11 1.46
4 -1.75 -0.76 0.13 2.02 1.49
5 -2.19 -1.27 -0.35 1.52 1.38
6 -2.8%8 -1.97 -0.51 1.87 1.35
7 -3.77 -223 -127 1.34 0.96
8 -3.24 -229 -0.49 1.93 1.32
9 -328 -2.09 049 3.09 1.08
10 -1.57 -0.75 -0.13 1.68 2.00
11 -1.39 0.08 1.07 299 1.22
12 -297 -1.50 -0.41 244 0.89
13 -2.05 -1.19 -0.15 1.87 2.05
14 -120 -024 0.61 248 1.59
15 -1.68 -0.95 -0.25 1.69 2.1
16 -1.90 -1.08 -0.39 1.59 2.07
17 -1.80 -0.80 0.10 1.96 1.55
18 -3.82 -263 -1.20 1.67 0.92
19 -1.40 -0.50 0.35 2.10 1.64
20 -1.70 -0.90 -0.06 1.81 2.35

Cuadro 5.1: Parametros de los Ttems usados en la simulacién

5.6. Resultados

Para obtener los resultados de las estimaciones de los pardmetros en el WinBUGS para
cada réplica, se realizaron estudios preliminares con el fin de determinar que tan larga debia
ser la cadena para asegurar la convergencia y cuantas iteraciones eran necesarias. Finalmente
se consideraron 2 cadenas con 26500 iteraciones cada una, de las cuales fueron descartadas
(burning) las 6500 primeras y para las 20000 restantes se consider6 saltos (thin) de 20 en cada
cadena para reducir la autocorrelaciéon entre iteraciones, quedando finalmente 1000 iteraciones
efectivas por cadena con las que las distribuciones a posteriori de los parametros fueron
estimadas. Los resultados del sesgo de las medias de las estimaciones de los parametros de
los items recuperados se muestran en el Cuadro 5.2

Las medidas de RMSE y MAE para las estimaciones de los pardmetros de cada item son
mostrada en el Cuadro 5.3. Todos estos resultados indican que los pardametros de los items
fueron recuperados de manera satisfactoria usando la estimaciéon MCMC implementada en
WinBUGS.

Finalmente se evalué convergencia de la distribucién a posteriori de los pardmetros hacia
una distribucién estacionaria. La convergencia fue examinada visualmente a través de va-
rios gréficos de diagnoéstico disponibles en WinBUGS que fueron obtenidos con las librerias
mcmeplots y R2WinBUGS del programa R. Una réplica distinta fue utilizada para evaluar cada
criterio de convergencia y parte de los resultados son mostrados en el Anexo B.1. El primer
grafico muestra el historico de la cadena de los resultados del muestreo (sampling history plot)

para cada parametro. La Figura B.1 ilustra el histérico para la pendiente del cuarto item y el
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Item bl b2 b3 b4 a
1 -0.128 -0.049 0.009 0.119 -0.030
2 -0.052 0.016 0.056 0.087 -0.052
3 -0.042 0.049 0.053 0.091 -0.032
4 0.050 0.0561 0.073 0.036 -0.008
5 0.002 0.021 0.068 0.113 -0.035
6 -0.066 0.006 0.067 0.171 -0.069
7 0.130 0.120 0.110 0.068 0.017
8 -0.060 -0.013 0.022 0.102 -0.060
9 -0.004 0.060 0.077 0.071 -0.017

10  0.022 0.057 0.085 0.108 -0.076
11 0.005 0.078 0.122 0.098 -0.033
12 -0.043 0.021 0.047 0.148 -0.018
13 0.035 0.035 0.078 0.081 -0.098
14 0.027 0.037 0.032 0.061 -0.016
15  0.036 0.071 0.090 0.102 -0.111
16 0.033 0.060 0.083 0.090 -0.094
17 0.064 0.036 0.054 0.076 -0.028
18 -0.017 0.001 0.027 0.072 0.001
19 0.014 0.082 0.078 0.091 -0.010
20 0.001 0.015 0.059 0.087 -0.157

Cuadro 5.2: Sesgo en la recuperacion de parametros de los items usando estimacion bajo MCMC para

el Modelo 2PL-GRM

primer umbral. Este histérico muestra que cada cadena considerada converge rapidamente a

una distribucién estacionaria puesto que se observa que estin sobrepuestas. Similares resul-

tados fueron obtenidos para los items restantes. En la Figura B.2 se muestra la grafica de las

densidades y de autocorrelaciones para los parametros del Item 4. Se aprecia que las distribu-

ciones para ambas cadenas convergen y que no existe un problema de autocorrelaciéon grave.

Los items restantes mostraron un comportamiento similar. De forma complementaria al diag-

nostico visual se obtuvieron los valores de Rhat para cada uno de los pardmetros, resultando

todos ellos muy cercanos a 1, lo cual es un indicio de buena precisién en los resultados.

Las conclusiones del estudio de simulacién son:

1. Los pardmetros estimados para los items y las personas del Modelo 2PL-GRM para

una muestra y test de tamano mediano (n=500 y J=20) con items de 5 categorias

fueron recuperados de manera adecuada usando inferencia bayesiana bajo MCMC en el

programa WinBUGS .

2. Para lograr una convergencia de las estimaciones fue necesario realizar un gran nimero

de iteraciones (2 cadenas con 26500 iteraciones cada una, desechando las 6500 primeras

y muestreando cada 20 iteraciones).

3. El proceso de estimacién de los pardametros del modelo para una muestra y test de

tamano mediano de 5 categorias por item suele ser demorado (aproximadamente 1 hora

con 21 minutos)
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Medida de Precisién

i
+
@
=

bl

b2

b3

b4

a

RSME

0.501

0.297

0.119

0.281

0.103

0.228

0.131

0.108

0.139

0.128

0.173

0.111

0.096

0.154

0.078

0.155

0.114

0.100

0.098

0.092

0.206

0.139

0.101

0.186

0.118

0.300

0.223

0.133

0.246

0.134

0.381

0.294

0.183

0.187

0.106

CO| | | Y x| W DO —

0.319

0.182

0.094

0.206

0.136

0.266

0.179

0.123

0.280

0.104

0.090

0.107

0.098

0.162

0.163

0.173

0.101

0.151

0.296

0.124

0.297

0.185

0.138

0.341

0.096

0.110

0.085

0.098

0.135

0.154

0.123

0.079

0.076

0.186

0.091

0.124

0.100

0.108

0.140

0.191

0.157

0.100

0.102

0.159

0.182

0.127

0.097

0.071

0.151

0.105

0.454

0.339

0.186

0.238

0.098

0.105

0.107

0.102

0.157

0.092

0.077

0.075

0.088

0.144

0.199

MAE

0.420

0.228

0.090

0.209

0.087

0.194

0.104

0.085

0.112

0.105

0.147

0.095

0.084

0.129

0.059

0.130

0.096

0.084

0.079

0.084

0.165

0.112

0.084

0.155

0.103

0.225

0.144

0.106

0.174

0.107

0.335

0.250

0.160

0.137

0.086

0.248

0.150

0.073

0.166

0.102

0.218

0.144

0.088

0.238

0.091

10

0.073

0.092

0.085

0.120

0.144

11

0.145

0.085

0.134

0.214

0.100

12

0.250

0.150

0.116

0.261

0.078

13

0.086

0.073

0.090

0.115

0.126

14

0.100

0.063

0.066

0.157

0.071

15

0.104

0.082

0.090

0.120

0.164

16

0.130

0.086

0.092

0.132

0.148

17

0.104

0.080

0.060

0.129

0.090

18

0.391

0.286

0.167

0.200

0.077

19

0.088

0.086

0.081

0.131

0.079

20

0.062

0.064

0.068

0.119

0.180

Cuadro 5.3: Raiz del error cuadratico medio (RSME) y Media absoluta del error (MAE) de las
estimaciones de los parametros de los items en la simulacién del Modelo de Respuesta Graduada
Logistico (2PL-GRM) considerando R= 20 réplicas
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Pardmetro RMSE MAE T
bl 0.218 0.181 0.973
b2 0.152 0.123 0.984
b3 0.114 0.095 0.991
b4 0.194 0.155 0.937
a 0.125 0.104 0.967
U 0.280 0.227 0.962

Cuadro 5.4: Resultados del promedio de la Raiz del error cuadratico medio (RSME), la Media absoluta
del error (MAE) y la correlacion (r) de los parametros estimados en la simulacion del Modelo de
Respuesta Graduada Logistico (2PL-GRM) considerando R = 20 réplicas
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Capitulo 6
Aplicacion

La aplicacion presentada en este trabajo se encuentra relacionada al a&mbito de la calidad
de servicios, y de manera més especifica, a la mediciéon de la satisfacciéon de clientes. El
objetivo de la aplicaciéon es el de estimar la habilidad latente y los pardmetros de los items
con los Modelos 2PL-GRM y LPE-GRM, en una muestra de 5354 clientes de una empresa
de telecomunicaciones que se comunicaron con el Call Center de atencion al cliente por algun
motivo (consulta, reclamo, pedido, etc.) usando la inferencia bayesiana basada en los métodos
de MCMC.

6.1. Introduccion

El estudio y la medicién de la calidad son algunos de los elementos més importantes para
poder determinar el valor de las propuestas de productos y servicios. De este modo se hace
necesario no solo el hecho de tener en cuenta las expectativas de los clientes sobre la calidad,
sino también desarrollar una forma eficiente y precisa de poder cuantificarla. Lewis v Booms
(1983) definen a la calidad de servicios como "la medida de que tan bien el nivel del servicio
prestado coincide con las expectativas del cliente".

Como menciona Allen (2004) dentro de los esfuerzos por mejorar la calidad de servicios
y alinearlos a las expectativas de los clientes, surgen dos componentes muy importantes: la
medicién de la satisfaccién y de la lealtad por parte de los clientes. La satisfacciéon de un
cliente, un término cominmente usado en Marketing, puede ser definida como una medida
de "la respuesta a la expectativa del cliente o el juicio acerca de que un rasgo del producto
o servicio, o de que un producto o servicio en si mismo, proporciona un nivel placentero
de recompensa que se relaciona con el consumo"(Oliver, 1980). Por otro lado, la lealtad es
un estado de actitud dirigida hacia una organizaciéon y los servicios o productos que esta
ofrece, y que se traduce en comportamientos deseables, como la recompra o la permanencia
del cliente (Allen, 2004). En el ambito local, la medicion de la satisfaccion de los clientes es
algo relativamente nuevo para muchas empresas que principalmente se orientan en objetivos
financieros, mientras que aquellas que si le dan importancia suelen aplicar modelos estadisticos
que no son los mas apropiados para el tipo de escala de medicién considerada.

Al ser la satisfaccion una variable que no puede observarse ni medirse directamente (va-
riable latente), se hace muy comun la aplicacion de cuestionarios muy similares a los tests
utilizados en otras aplicaciones psicométricas mas tradicionales presentadas en el campo de
la educacion y psicologia. En este caso, los instrumentos utilizados suelen estar conformados

por items con respuestas multiples que por lo general son del tipo politémico ordinal debido
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a que permiten producir mayor informaciéon sobre el nivel de actitud y percepcién que tienen
las personas evaluadas, en comparacion al uso de escalas dicotémicas (Singh et al.,; 1990). A
pesar de las ventajas mostradas por la TRI en psicometria para estudiar instrumentos con
caracteristicas similares (Lord v Novick, 1968; Pasquali, 2009) y ser una importante area de
trabajo en Estadistica como se puede ver en Rao v Sinharay (2007), esta no ha sido aplicada
regularmente en la medicién de la calidad de servicios, en especial aplicando modelos que
consideren la naturaleza politémica y ordinal de las respuestas evaluadas, como si lo hacen
los modelos propuestos en esta investigacion. Al contrario, el enfoque tradicional en los estu-
dios de satisfaccion de clientes es dar més importancia al anélisis de los resultados obtenidos
con una pregunta directa sobre la satisfaccién del producto o servicio evaluado, la cual se
asume como representativa y que no requieres ser estimada de los atributos como propone la
TRI. Los items suelen ser utilizados para encontrar drivers o caracteristicas mas importantes

del proceso que deben ser priorizadas y accionadas para la mejora de la calidad. Al respecto

(2008).

Es de este modo que los Modelos de Respuesta Graduada (GRM) descritos a lo largo de
este trabajo se muestran apropiados para este tipo de estudios, al poder establecer un modelo
estadistico que describa en términos probabilisticos la respuesta que dan los sujetos evaluados
y el nivel de la variable latente (habilidad) que se desea medir, que como se muestra en el
presente capitulo, estd relacionada a la satisfaccion que presenta un cliente. Otra ventaja de
la aplicacion de los Modelos GRM en la medicién de la satisfaccion de clientes es que no
sb6lo permite estimarla de um modo més coherente, sino que también es posible evaluar las
caracteristicas de los items que componen el cuestionario. Al respecto es importante resaltar
la adaptacién en la interpretacion de los parametros estimados en el ambito de aplicacién
del estudio. En el ambito de la calidad de servicios la habilidad se encuentra enfocada en
constructos como en este caso lo es la satisfaccién de los clientes sobre cierto producto o
servicio que se le brinda, asi como también lo puede ser la lealtad hacia una marca, la imagen
de una empresa, etc. En relacién a los parametros de locaciéon b, estos suelen ser asociados a
la dificultad de un item. En otras palabras, para una categoria o etapa k, valores pequenos
de b estan asociados a items con poca dificultad o faciles (los individuos tienen una alta
probabilidad de responder en una categoria mayor a la k) mientras que los mayores valores de
b estan asociados a items maés dificiles (los individuos tienen menos probabilidad de exceder
a la categoria k). Como menciona De Battisti et al. (2008), en el ambito de la calidad de
servicios, la escala debe de verse de una manera opuesta: los items con valores mas pequenos
de b identifican items de mayor calidad (porque la probabilidad de que el sujeto, por ejemplo,
esté mas satisfecho o sea leal a una marca es alta); mientras que los items con valores altos de
este parametro corresponden a items con calidad muy pobre (menor probabilidad de que, por
ejemplo, un sujeto esté satisfecho o sea leal a una marca). Visto de otra forma, valores més
bajos de b permitiran discriminar mejor entre individuos con menor satisfacciéon o lealtad,
mientras que items con valores de b més altos permitirdn discriminar mejor entre individuos

con mayor satisfacciéon o lealtad.
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6.2. Instrumento de Medicion

Se utilizé un cuestionario orientado a evaluar la satisfaccién que tienen los clientes de una
empresa de telecomunicaciones con la atencion recibida al llamar a un Call Center (proceso
de atencion telefonica).

La decision de la eleccion de los atributos a incluir en este instrumento fueron derivadas de
las conclusiones obtenidas de estudios cualitativos (focus groups y encuestas a profundidad)
hechos con clientes que han pasaron por la experiencia del proceso de atencién telefonica. Para
la eleccion de los clientes que participarian en esta fase cualitativa, se consideraron diferentes
criterios como la edad, sexo, lugar de residencia, estrato socio-econdémico, tipo de producto
adquirido, etc. Estas conclusiones ayudaron a definir los principales atributos criticos hacia la
calidad (CTQ, por las siglas en inglés, critical to quality) del proceso en estudio. Los CTQs

identificados fueron los siguientes:

s Facilidad de comunicarse: Evalia la factibilidad de que el acceso de la comunicacion
con la central telefénica sea inmediata, entendiéndose como acceso tanto al hecho de
que la llamada ingrese en un primer intento como al logro de comunicarse con el servicio

de atencion.

= Utilidad de la seleccion del idioma: Evalia la posibilidad y variedad de opciones

que tiene el cliente para determinar el idioma en que puede ser atendido.

= Sencillez del menti: Evalua la utilidad y facilidad del uso del ment de opciones. Las
opciones incluidas no sélo deben de ser las suficientes para abarcar los posibles motivos

de llamada sino que deben ser facilmente ubicables.

= Tiempo en cola (espera): Evalia experiencia con el tiempo que transcurre desde que

un cliente marca e ingresa la llamada hasta que un asesor contesta dicha llamada.

= Amabilidad y cordialidad: Evaltua que el asesor sea tolerante, atin con los clientes

impacientes o molestos, y que no muestre exaltacion.

= Interés y compromiso: Evalua la empatia que muestra el asesor al momento de recibir
la consulta o gestion del cliente, mostrando un interés en que se puedan solucionar las
dificultades del cliente.

s Capacidad y conocimiento del asesor: Evalua la identificacién de un problema y

las alternativas de solucién que brinda un asesor ante las necesidades de un cliente.

= Informaciéon adecuada que no genere confusiones: Evalia que la comunicacion

sea directa, clara y personalizada.

= Tiempo empleado de atencién: Evalua el tiempo que el asesor empled para brindar

la informacién y resolver la gestiéon del caso.

= Tiempo de resolutividad: Evalua el tiempo global desde que el cliente llamo hasta
que se resolvid la gestion, este tiempo incluye el tiempo de contacto con el asesor hasta

el termino de la atencion.
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= Solucién brindada: Evalua la eficiencia del asesor para brindar una solucién al cliente

en un primer contacto y en el menor tiempo posible.

Para poder medir estos CTQs se elabord un cuestionario compuesto por 11 items relacio-
nados a estos aspectos de la satisfacciéon con el proceso de atencion telefénica que debian ser
evaluados segin la opinién de los clientes. La redaccion de los items empezaba con la frase
“Digame que tan satisfecho se encuentra con ...."”. Entre los atributos considerados se encon-
traban, por ejemplo, “la facilidad de comunicarse con el Call Center” o “la solucién obtenida al
finalizar la gestién”. Las respuestas fueron obtenidas usando una escala ordinal de 10 puntos
que iba desde completamente insatisfecho (1) hasta completamente satisfecho (10). Los items
considerados en el estudio se encuentra en el Anexo C.

Adicionalmente a estos items, en el instrumento se midieron otras variables como la satis-
faccion total con el proceso (en la misma escala de los atributos y ubicada al final) y el FCR

(First Contact Resolution) o solucién en un primer contacto.
6.3. Diseno Muestral

Con el fin de comparar los estimadores que se obtengan con los modelos planteados en el
presente trabajo, se analizaron las respuestas obtenidas por 5354 clientes que se comunicaron
con el Call Center de atencion al cliente por algin motivo (consulta, reclamo, pedido, etc.)
durante el mes anterior al estudio. Se utiliz6 un muestreo estratificado por tipo de producto

y segmento del cliente.
6.4. Recoleccion de Datos

La recoleccion de datos se realizé durante tres semanas por medio de entrevistas telefonicas

efectuadas por teleoperadoras previamente capacitadas.

6.5. Analisis del instrumento segtn el enfoque de la Teoria Clasica de los
Test (TCT)

En esta aplicacion se estd considerando el enfoque de la teoria de los scores mentales,
donde se ve a la satisfaccién como una variable latente, que al no poder ser observada no
podra ser medida directamente a través de una sola respuesta (p. ej. la pregunta global de
satisfaccion), por lo que es estimada a partir de las respuestas de los clientes hacia un conjunto
de items relacionados con la experiencia en el proceso. Para poder cumplir con esta finalidad,
segtn el enfoque de la Teoria Clasica de los Test (TCT), dicho instrumento debe de tener

ciertas caracteristicas bésicas como el de ser valido y fiable.
6.5.1. Validez del Instrumento

El instrumento es valido cuando la medida estimada se acerca a la verdadera medida
que se pretende estudiar. Una forma de evaluar la validez del instrumento es mediante el
analisis factorial, el cual permite comprobar el supuesto de unidimensionalidad de la esca-
la de habilidad que se pretende evaluar, en este caso, de la satisfacciéon con el proceso de
atencion telefonica. La dimensionalidad de la escala fue evaluada usando el Anélisis Factorial
Exploratorio (AFE) considerando Ejes Principales, minimos Cuadrados y minimos cuadrados

ponderados con rotaciéon Varimax. La libreria Psych del programa R fue utilizada para tal
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fin. Los resultados del anélisis factorial indicaron que la escala tiene dos dimensiones. El pri-
mer factor se encuentra compuesto por los items 1, 2, 3 y 4, el cual puede ser llamado como
Accesibilidad, en el cual se obtuvo una suma de cuadrados para las cargas factoriales (SSL)
igual a 3.88 con 35 % de varianza explicada. El segundo factor esta compuesto por los items 5,
6,7,8,9,10 y 11, el cual puede ser llamado como Desempeno del Asesor con SSL=2.26 y
21 % de varianza explicada. En cuanto a lo indices de ajuste se obtuvo un Residuo Cuadrético
Medio (RMSR) de 0.02, el indice de Tucker Lewis igual a 0.935 y un Error de Aproximacion
Cuadratico Medio (RMSEA) de 0.085. Los resultados obtenidos con este anélisis se muestran
en el Cuadro 6.1

Items Factores rotados | Comunalidad
1 2

1 0.32 0.63 0.50

2 0.20 0.55 0.34

3 0.28 0.62 0.46

4 0.39 0.51 0.41

5 0.60 0.36 0.49

6 0.74 0.39 0.71

7 0.79 0.33 0.73

8 0.77 0.32 0.70

9 0.62 0.43 0.56

10 0.66 0.39 0.59

11 0.74 0.29 0.64
Porcentaje de varianza explicada | 0.35 0.21
Varianza acumulada 0.35 0.56

Cuadro 6.1: Analisis de la Dimensionalidad de la escala. Matriz de cargas factoriales rotadas con el
método VARIMAX y comunalidades

De acuerdo con los resultados obtenidos, se puede calcular las puntuaciones totales o
“scores” para cada dimension, de las cuales se muestran las gréaficas de distribuciéon en la

Figura 6.1.
6.5.2. Fiabilidad del Instrumento

La fiabilidad del instrumento se refiere a la estabilidad de los resultados; es decir, que tan
bien representan los puntajes observados al puntaje verdadero. La fiabilidad puede ser medida
mediante la evaluaciéon de la consistencia interna del instrumento usando el coeficiente Alfa

de Cronbach (Cronbach, 1951) que es definido como:

S J-1 52

donde:
= J : Numero de items
] Sg.j es la varianza del {tem j

] Si es la varianza de la puntuacién total
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Figura 6.1: Distribucién de las puntuaciones totales para cada dimensién

Se encontré un valor para el coeficiente Alfa de Cronbach igual a 0.7413 en la primera
dimensiéon y de 0.9186 en la segunda, siendo ambos valores adecuados para garantizar la
fiabilidad de la escala.

6.5.3. Analisis de los Items

Con el fin de determinar los items a incluir en cada una de las dos dimensiones se analiz6 el
poder discriminativo (relevancia). Se dice que un item tiene poder discriminativo si distingue
entre aquellos individuos que puntdan con alto nivel en la prueba y los que punttian bajo. La
discriminacién fue medida con la correlacién entre las puntuaciones de los individuos en el item
y sus puntuaciones totales obtenidas con el instrumento, eliminando dicho item (CITC). Desde
una perspectiva de la teoria clasica de los test (T'CT), si el CITC es menor a 0.25 entonces
el item no discrimina. Como se observa en el Cuadro 6.2 todos los items mostraron un CITC
de al menos 0.47. Ademas del criterio anterior se evalu6 el que no existiera redundancia entre
los items, considerando el coeficiente Alfa de Cronbach excluyendo dicho item. En todos los
casos se obtuvo un menor valor del coeficiente al ser excluido el item. En el mismo Cuadro
6.2 se muestran otros resultados descriptivos para los items (media y desviacion estandar).
De los resultados anteriores se puede concluir que no existe evidencia inicial para descartar
algtin item en las dimensiones halladas. Las caracteristicas finales de la escala son mostradas
en el Cuadro 6.3.
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Dimensioén Item | Media S | CITC | Alfa

1 6.628 | 2.904 | 0.602 | 0.641

o 2| 8.146 | 2.473 | 0.473 | 0.715
Accesibilidad (Alfa = 0.7413) ST 7430 15539 1 0550 T 0.670
4| 6.183 | 2.884 | 0.511 | 0.697

5| 8582|2149 | 0.667 | 0.915

6| 7.605 | 2.654 | 0.798 | 0.901

7| 7.439 | 2.745 | 0.810 | 0.900

Desempeno del Asesor (Alfa = 0.9186) 8| 7.713 | 2.698 | 0.793 | 0.902
9| 7.280 | 2.634 | 0.709 | 0.910

10 | 6.558 | 3.013 | 0.729 | 0.909

11| 7.081 | 3.194 | 0.763 | 0.906

Cuadro 6.2: Anélisis de items bajo la perspectiva clasica

Medida Dimension
Accesibilidad | Desempeno del Asesor
Media 28.29 52.26
Mediana 30.00 56.00
Desviacion Estandar 8.13 15.74
Asimetria -0.65 -0.90
Curtosis -0.12 -0.04

Cuadro 6.3: Estadisticos para las puntuaciones totales

6.6. Estimacion de los pardmetros mediante los métodos desarrollados

Para la implementacion de los modelos se utilizé la libreria R2WinBUGS del software R y el
programa WinBUGS. Los cédigos desarrollados en WinBUGS fueron basados en la propuesta
de Curtis (2010), pero adaptados para las necesidades del estudio, en especial para el caso de
los modelos con enlace asimétrico. Para comparar la estimacién realizada por los diferentes
modelos, se ejecuto la aplicacion para 1500 iteraciones efectivas con tres cadenas (9 000
iteraciones por cadena, con un burning de las 4 000 primeras y un thin de 10) para cada
modelo planteado y se utiliz6 la medida de ajuste DIC para la comparacion de los modelos

estimados (ver Seccion 6.7).
6.6.1. Modelo de Respuesta Graduada Logistico (2PL-GRM)
En el Modelo de Respuesta Graduada Logistico (2PL-GRM), la probabilidad de responder

a una categoria k en el item j depende del nivel de satisfaccién con el proceso de atenciéon

telefonica (habilidad ;) y de los parametros de inclinacién o discriminacion a; y posicion o
dificultad bjy;:

Pk = Ppe(wi) = P (Yij =k [ui, §) = QU (i) — ¥ (1)) si2<k<m
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—00 = j0<bj1<...<bj(m,1)<bjm:oo
i=1,....,n,5=1,...,, k=1,....,m

donde 71 = a;j (bjr —u;) y ¥ (.) la fda de la distribucion logistica estandar. El codigo para
estimar el Modelo 2PL-GRM se encuentra en el Anexo A.3

Dimension Item | «a eeq | 2.50% | Mediana | 97.50 %

Accesibilidad 1 2.12 | 0.07 | 1.99 2.12 2.26
2 1.42 | 0.05 1.32 1.42 1.52

3 1.77 1 0.06 | 1.65 1.77 1.89

4 1.59 | 0.05 | 1.50 1.59 1.70

Desempeno del Asesor 5 2.41 | 0.06 | 2.29 2.41 2.52
6 3.27 1 0.08 | 3.10 3.27 3.42

7 3.34 | 0.07 | 3.21 3.34 3.48

8 3.31 | 0.08 | 3.16 3.31 3.46

9 2.24 1 0.05 | 2.15 2.25 2.34

10 | 2.30 | 0.05 | 2.20 2.30 2.39

11 | 2.86 | 0.06 | 2.73 2.85 2.98

Cuadro 6.4: Estimacion de los parametros de discriminaciéon del Modelo 2PL-GRM

Los valores estimados de los pardmetros de discriminaciéon (a), el error estandar (ee,) y
los principales estadisticos de orden se presentan en el Cuadro 6.4. Se observa que los items
presentan una discriminacioén entre aceptable (a > 1) y alta (a > 2) segun el criterio de
Hafsteinsson et al. (2007), al reportar valores de a entre 1.42 a 3.34, siendo solamente tres
de ellos menores a 2 (Items 2, 3 y 4). Para la dimensién relacionada con la Accesibilidad,
la discriminacién varia entre 1.42 a 2.12, siendo el Item 1, “Facilidad de comunicarse con la
central” , el que tiene mayor valor y el Item 2, “Utilidad de poder seleccionar el idioma ”, el de
menor valor. En relacion a la Gestion del Asesor, la discriminacién varia entre 2.24 hasta 3.34,
siendo el Item 7, “Capacidad o nivel de conocimiento del personal para dar una solucién”, el
de mayor valor y el Item 5, “Amabilidad y cordialidad con el asesor ”, el de menor valor. Para
la dimension relacionada con la Gestion del Asesor, la discriminacion varia entre 1.42 a 2.12,
siendo el Ttem 1, “Facilidad de comunicarse con la central” | el que tiene mayor valor y el Item
2, “Utilidad de poder seleccionar el idioma ”, el de menor valor. En relacién al Desempetio del
Asesor, la discriminacion varia entre 2.24 hasta 3.34, siendo el Item 7, “Capacidad o nivel de
conocimiento del personal para dar una solucién”, el de mayor valor y el Item 5, “Amabilidad
y cordialidad con el asesor ”, el de menor valor.

Los valores estimados de los parametros de dificultad de los items (umbrales) se muestran
en el Cuadro 6.5. En todos los items la mayoria de los umbrales son negativos lo cual significa
que estan asociados a rasgos de buena calidad de servicio. Este hecho puede causar problemas
en la estimacion de las habilidades para aquellos individuos que se encuentran muy satisfechos.
En la dimensién asociada a la Accesibilidad, el Item 2, “Utilidad de poder seleccionar el
idioma”, es el que permite diferenciar mejor entre individuos insatisfechos (presenta mayor
calidad para los individuos insatisfechos) mientras que el ftem 4, “Tiempo de espera hasta,

ue se contesto la llamada”, es el que permite diferenciar mejor entre individuos satisfechos
)
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Dimension Item | Estadistico | bl b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8 b9
Accesibilidad 1 Media -1.77 | -1.46 | -1.19 | -0.96 | -0.45 | -0.23 | 0.06 | 0.62 | 0.98
eeb 0.04 | 0.04 | 0.03 | 0.03 | 0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.03
2.5% -1.86 | -1.53 | -1.26 | -1.01 | -0.50 | -0.27 | 0.02 | 0.57 | 0.93
Mediana -1.77 | -1.46 | -1.19 | -0.96 | -0.45 | -0.23 | 0.06 | 0.62 | 0.98
97.5% -1.69 | -1.39 | -1.13 | -0.90 | -0.41 | -0.18 | 0.11 | 0.66 | 1.04

2 Media -2.87 | -2.48 | -2.25 | -2.06 | -1.51 | -1.26 | -0.92 | -0.25 | 0.18
eeb 0.09 | 0.07 | 0.07 | 0.06 | 0.05 | 0.04 | 0.03 | 0.03 | 0.03
2.5% -3.05 | -2.64 | -2.39 | -2.19 | -1.60 | -1.34 | -0.99 | -0.30 | 0.13
Mediana -2.87 | -2.48 | -2.25 | -2.06 | -1.50 | -1.25 | -0.92 | -0.25 | 0.18
97.5% -2.71 | -2.35 | -2.13 | -1.95 | -1.42 | -1.18 | -0.85 | -0.20 | 0.22

3 Media -248 | -2.15 | -1.85 | -1.60 | -0.95 | -0.68 | -0.31 | 0.37 | 0.75
eeb 0.07 | 0.06 | 0.05 | 0.04 | 0.03 | 0.03 | 0.02 | 0.02 | 0.03
2.5% -2.61 | -2.26 | -1.94 | -1.69 | -1.01 | -0.73 | -0.36 | 0.33 | 0.70
Mediana -247 | -2.15 | -1.85 | -1.60 | -0.95 | -0.68 | -0.31 | 0.37 | 0.75
97.5% -2.36 | -2.05 | -1.76 | -1.52 | -0.89 | -0.63 | -0.26 | 0.42 | 0.81

4 Media -1.92 | -1.51 | -1.16 | -0.89 | -0.30 | -0.04 | 0.33 | 0.98 | 1.47
eeb 0.05 | 0.04 | 0.03 | 0.03 | 0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.03 | 0.04
2.5% -2.03 | -1.59 | -1.23 | -0.95 | -0.35 | -0.08 | 0.29 | 0.92 | 1.39
Mediana -1.92 | -1.51 | -1.16 | -0.89 | -0.30 | -0.04 | 0.33 | 0.98 | 1.47
97.5% -1.83 | -1.43 | -1.10 | -0.84 | -0.25 | 0.00 | 0.38 | 1.05 | 1.55
Desempeno del Agente 5 Media -241 | -2.21 | -2.01 | -1.86 | -1.47 | -1.25 | -0.96 | -0.46 | -0.04
eeb 0.06 | 0.05 | 0.04 | 0.04 | 0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.02 | 0.02
2.5% -2.52 | -2.32 | -2.10 | -1.94 | -1.53 | -1.31 | -1.02 | -0.51 | -0.08
Mediana -2.41 | -2.21 | -2.01 | -1.86 | -1.47 | -1.25 | -0.96 | -0.46 | -0.04
97.5% -2.30 | -2.11 | -1.92 | -1.78 | -1.41 | -1.20 | -0.91 | -0.42 | 0.00

6 Media -1.85 | -1.61 | -1.39 | -1.22 | -0.85 | -0.64 | -0.37 | 0.10 | 0.48
eeb 0.04 | 0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.02
2.5% -1.92 | -1.68 | -1.45 | -1.27 | -0.90 | -0.69 | -0.40 | 0.07 | 0.44
Mediana -1.85 | -1.61 | -1.39 | -1.22 | -0.85 | -0.64 | -0.37 | 0.10 | 0.48
97.5% -1.78 | -1.55 | -1.34 | -1.17 | -0.80 | -0.60 | -0.33 | 0.14 | 0.52

7 Media -1.73 | -1.50 | -1.30 | -1.13 | -0.78 | -0.59 | -0.31 | 0.14 | 0.56
eeb 0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.02
2.5% -1.80 | -1.56 | -1.36 | -1.17 | -0.82 | -0.63 | -0.35 | 0.10 | 0.52
Mediana -1.73 | -1.50 | -1.30 | -1.12 | -0.78 | -0.59 | -0.31 | 0.14 | 0.56
97.5% -1.66 | -1.45 | -1.25 | -1.08 | -0.74 | -0.55 | -0.27 | 0.18 | 0.60

8 Media -1.80 | -1.57 | -1.37 | -1.19 | -0.87 | -0.69 | -0.44 | 0.01 | 0.38
eeb 0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.02
2.5% -1.87 | -1.63 | -1.43 | -1.25 | -0.91 | -0.74 | -0.48 | -0.02 | 0.34
Mediana -1.80 | -1.56 | -1.37 | -1.19 | -0.87 | -0.69 | -0.44 | 0.01 | 0.38
97.5% -1.73 | -1.51 | -1.32 | -1.14 | -0.83 | -0.65 | -0.41 | 0.05 | 0.42

9 Media -2.05 | -1.76 | -1.49 | -1.27 | -0.81 | -0.58 | -0.22 | 0.37 | 0.82
eeb 0.04 | 0.04 | 0.03 | 0.03 | 0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.03
2.5% -2.14 | -1.84 | -1.55 | -1.32 | -0.86 | -0.62 | -0.26 | 0.33 | 0.77
Mediana -2.05 | -1.76 | -1.49 | -1.27 | -0.81 | -0.58 | -0.22 | 0.37 | 0.82
97.5% -1.97 | -1.69 | -1.42 | -1.21 | -0.76 | -0.53 | -0.18 | 0.42 | 0.87

10 | Media -1.51 | -1.26 | -1.05 | -0.87 | -0.48 | -0.26 | 0.04 | 0.59 | 1.01
eeb 0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.03
2.5% -1.58 | -1.32 | -1.11 | -0.92 | -0.52 | -0.31 | -0.01 | 0.54 | 0.96
Mediana -1.51 | -1.26 | -1.05 | -0.87 | -0.47 | -0.26 | 0.04 | 0.59 | 1.01
97.5% -1.44 | -1.20 | -1.00 | -0.82 | -0.43 | -0.22 | 0.08 | 0.63 | 1.06

11 | Media -1.31 | -1.17 | -1.03 | -0.91 | -0.63 | -0.48 | -0.26 | 0.13 | 0.48
eeb 0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.02
2.5% -1.37 | -1.22 | -1.08 | -0.95 | -0.67 | -0.52 | -0.30 | 0.09 | 0.44
Mediana -1.31 | -1.17 | -1.03 | -0.91 | -0.63 | -0.48 | -0.26 | 0.13 | 0.48
97.5% -1.26 | -1.11 | -0.98 | -0.86 | -0.59 | -0.44 | -0.22 | 0.17 | 0.52

Cuadro 6.5: Estimacion de los parametros de dificultad del Modelo 2PL-GRM
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(presenta menor calidad para los individuos satisfechos). En cuanto a la dimension asociada
al Desempeno del Asesor, el Item 5, “Amabilidad y cordialidad del asesor”, es el que presenta
mayor calidad mientras que el Item 10, “Tiempo hasta que terminé la gestion”, es el que
presenta menor calidad. En las Gréficas 6.2 y 6.3 se muestran las FREI y FRCI para estos
items. El codigo en R para graficar dichas funciones se encuentran en los Anexos A.7 y A.8

de manera respectiva.
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Figura 6.2: FREI y FRCI del Modelo 2PL-GRM para los atributos que permiten diferenciar mejor
entre los individuos mas insatisfechos

La convergencia fue examinada visualmente usando las librerias mcmcplots y R2WinBUGS
del programa R como se muestra en el Anexo B.2. La Figura B.3 muestra el historico de las tres
cadenas y graficas de las densidades y autocorrelaciones para el pardmetro de discriminacién
del Ttem 9, tiempo de atencion. La Figura B.4 muestra un diagnostico similar para el segundo
umbral (pardmetro de dificultad) del mismo item. De manera general se aprecia que las
distribuciones para las cadenas convergen y que no existe un problema de autocorrelaciéon
grave. Los items restantes mostraron un comportamiento similar. De forma complementaria
al diagnostico visual se obtuvieron los valores de Rhat para cada uno de los parametros,
resultando todos ellos muy cercanos a 1, lo cual es un indicio de buena precisiéon en los

resultados.

6.6.2. Modelo de Respuesta Graduada Logistico de Exponente Positivo (LPE-
GRM)

En el Modelo de Respuesta Graduada Logistico (LPE-GRM), la probabilidad de responder

a una categoria k en el item j depende del nivel de satisfaccién con el proceso de atenciéon
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Figura 6.3: FREI y FRCI del Modelo 2PL-GRM para los atributos que permiten diferenciar mejor
entre individuos mas satisfechos

telefonica (habilidad w;) y de los parametros de inclinaciéon o discriminacion aj, posicién o

dificultad bj;, y el parametro de penalidad d; que controla la asimetria de las FREL.:

(¥ (ni0)] sik=1
d; .
1= [ (mijge-1y)]™ sik=m

—OOij0<bj1<...<bj(m_1)<bj =00

i=1,....n,5=1,...,J, k=1,....m

donde 71 = a;j (bjr —u;) y ¥ (.) la fda de la distribucion logistica estandar. El codigo para
estimar el Modelo LPE-GRM se encuentra en el Anexo A.4

Los valores estimados de los parametros de discriminacion (a), el error estandar (ee,)
y los principales estadisticos de orden se presentan en el Cuadro 6.6. Se observa que los
items presentan una discriminacién entre 2.06 a 4.22, con mayores errores estandar que los
obtenidos con las estimaciones del Modelo 2PL-GRM. Para la dimensién relacionada con
la Accesibilidad, la discriminacion varia entre 2.06 a 3.12, siendo el Item 1, “Facilidad de
comunicarse con la central” , el que tiene mayor valor y el Item 4, “Tiempo de espera hasta

que se contestd la llamada”, el de menor valor. En relacion al Desempeno del Asesor, la
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Dimensién Ttem | a eeq | 2.50% | Mediana | 97.50 %

Accesibilidad 1 3.12 | 0.17 2.81 3.11 3.591
2 2.56 | 0.16 2.29 2.54 2.92

3 2.63 | 0.16 2.33 2.63 2.92

4 2.06 | 0.09 1.89 2.06 2.24

Desempeno del Asesor 5 3.73 1 0.16 | 3.40 3.73 4.03
6 3.85 | 0.12 3.61 3.85 4.10

7 3.54 | 0.12 | 3.32 3.54 3.79

8 4.22 | 0.15 3.95 4.21 4.53

9 2.57 | 0.08 2.41 2.57 2.73

10 2.28 | 0.07 2.14 2.28 2.42

11 2.91 | 0.09 2.73 2.90 3.08

Cuadro 6.6: Estimacion de los parametros de discriminacién del Modelo LPE-GRM

discriminacion varia entre 2.28 hasta 4.22, siendo el Item 8, “Claridad de la informacion

brindada”, el de mayor valor y el Item 10, “Tiempo hasta que terminé la gestion”, el de menor

valor.
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Figura 6.4: FREI y FRCI del Modelo LPE-GRM para los atributos que permiten diferenciar mejor
entre individuos mas insatisfechos y satisfechos

Los valores estimados de los parametros de dificultad de los items (umbrales) se muestran

en el Cuadro 6.7, observandose también que la mayor parte de los items tiene una mayor

cantidad de umbrales negativos. En la dimensiéon asociada a la Accesibilidad, el Item 1,

“Facilidad de comunicarse con la central”; es el que permite diferenciar mejor entre individuos
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Dimensién Item | Estadistico | bl b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8 | b9
Accesibilidad 1 Media -1.23 1 -094 | -0.70 | -0.48 | 0.00 | 0.22 | 0.51 | 1.08 | 1.46
eeb 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.05 | 0.06
2.5% -1.33 | -1.04 | -0.79 | -0.57 | -0.09 | 0.14 | 0.42 | 0.98 | 1.35
Mediana -1.23 1 -0.94 | -0.70 | -0.48 | 0.00 | 0.22 | 0.51 | 1.08 | 1.46
97.5% -1.12 | -0.84 | -0.61 | -0.38 | 0.09 | 0.31 | 0.60 | 1.18 | 1.58

2 Media -1.42 | -1.13 | -0.94 | -0.79 | -0.31 | -0.08 | 0.25 | 0.95 | 1.45
eeb 0.08 | 0.07 | 0.07 | 0.06 | 0.06 | 0.05 | 0.05 | 0.06 | 0.08
25% -1.57 | -1.26 | -1.07 | -0.91 | -0.41 | -0.18 | 0.15 | 0.83 | 1.30
Mediana -1.42 | -1.12 | -0.94 | -0.78 | -0.30 | -0.08 | 0.25 | 0.95 | 1.44
97.5% -1.26 | -0.99 | -0.82 | -0.67 | -0.20 | 0.02 | 0.34 | 1.07 | 1.60

3 Media -1.61 | -1.34 | -1.07 | -0.85 | -0.25 | 0.01 | 0.38 | 1.10 | 1.53
eeb 0.08 | 0.07 | 0.06 | 0.06 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.06 | 0.07
25% -1.78 | -1.50 | -1.21 | -0.99 | -0.37 | -0.10 | 0.26 | 0.96 | 1.38
Mediana -1.61 | -1.33 | -1.07 | -0.85 | -0.25 | 0.02 | 0.39 | 1.10 | 1.54
97.5% -1.48 | -1.22 | -0.97 | -0.76 | -0.17 | 0.09 | 0.47 | 1.20 | 1.65

4 Media -1.39 | -1.02 | -0.70 | -0.45 | 0.11 | 0.36 | 0.73 | 1.39 | 1.89
eeb 0.07 | 0.07 | 0.06 | 0.06 | 0.06 | 0.06 | 0.06 | 0.07 | 0.08
25% -1.55 | -1.16 | -0.83 | -0.58 | -0.01 | 0.23 | 0.60 | 1.25 | 1.72
Mediana -1.39 | -1.01 | -0.70 | -0.45 | 0.12 | 0.37 | 0.74 | 1.39 | 1.89
97.5% -1.27 | -0.90 | -0.59 | -0.35 | 0.22 | 0.47 | 0.84 | 1.52 | 2.04
Desemperio del Agente b) Media -1.67 | -1.51 | -1.34 | -1.21 | -0.85 | -0.66 | -0.38 | 0.13 | 0.59
eeb 0.05 | 0.05 | 0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.03 | 0.03 | 0.04
2.5% -1.79 | -1.61 | -1.42 | -1.29 | -0.93 | -0.73 | -0.45 | 0.06 | 0.51
Mediana -1.67 | -1.51 | -1.33 | -1.21 | -0.85 | -0.65 | -0.37 | 0.13 | 0.59
97.5% -1.58 | -1.42 | -1.25 | -1.13 | -0.79 | -0.59 | -0.32 | 0.19 | 0.66

6 Media -1.61 | -1.39 | -1.17 | -1.00 | -0.64 | -0.43 | -0.15 | 0.33 | 0.72
eeb 0.04 | 0.04 | 0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.03
25% -1.70 | -1.46 | -1.24 | -1.06 | -0.69 | -0.48 | -0.20 | 0.27 | 0.66
Mediana -1.61 | -1.39 | -1.17 | -1.00 | -0.64 | -0.43 | -0.15 | 0.33 | 0.72
97.5% -1.53 | -1.31 | -1.10 | -0.93 | -0.58 | -0.37 | -0.09 | 0.39 | 0.79

7 Media -1.65 | -1.43 | -1.23 | -1.05 | -0.70 | -0.51 | -0.23 | 0.22 | 0.63
eeb 0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.04
2.5% -1.74 | -1.51 | -1.31 | -1.13 | -0.78 | -0.58 | -0.29 | 0.15 | 0.57
Mediana -1.65 | -1.42 | -1.23 | -1.05 | -0.70 | -0.51 | -0.23 | 0.22 | 0.64
97.5% -1.57 | -1.35 | -1.15 | -0.98 | -0.64 | -0.45 | -0.16 | 0.29 | 0.71

8 Media -1.49 | -1.27 | -1.08 | -0.91 | -0.59 | -0.41 | -0.16 | 0.31 | 0.70
eeb 0.04 | 0.04 | 0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.03 | 0.03
2.5% -1.67 | -1.34 | -1.15 | -0.97 | -0.64 | -0.47 | -0.21 | 0.26 | 0.64
Mediana -1.49 | -1.27 | -1.08 | -0.91 | -0.59 | -0.41 | -0.16 | 0.31 | 0.69
97.5% -1.41 | -1.20 | -1.02 | -0.85 | -0.53 | -0.35 | -0.11 | 0.37 | 0.76

9 Media -1.77 | -1.49 | -1.22 | -1.01 | -0.56 | -0.33 | 0.03 | 0.63 | 1.09
eeb 0.06 | 0.05 | 0.05 | 0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.05
25% -1.88 | -1.59 | -1.32 | -1.10 | -0.64 | -0.41 | -0.05 | 0.54 | 1.00
Mediana -1.76 | -1.49 | -1.22 | -1.01 | -0.55 | -0.33 | 0.03 | 0.63 | 1.09
97.5% -1.66 | -1.40 | -1.13 | -0.93 | -0.49 | -0.26 | 0.10 | 0.70 | 1.18

10 | Media -1.54 | -1.29 | -1.08 | -0.90 | -0.50 | -0.29 | 0.01 | 0.55 | 0.96
eeb 0.06 | 0.06 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.06
25% -1.68 | -1.42 | -1.20 | -1.01 | -0.61 | -0.40 | -0.10 | 0.44 | 0.85
Mediana -1.54 | -1.28 | -1.08 | -0.89 | -0.50 | -0.28 | 0.01 | 0.56 | 0.97
97.5% -1.44 | -1.19 | -0.99 | -0.81 | -0.42 | -0.20 | 0.09 | 0.65 | 1.07

11 | Media -1.29 | -1.14 | -1.00 | -0.88 | -0.60 | -0.45 | -0.23 | 0.17 | 0.51
eeb 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.04
25% -1.38 | -1.23 | -1.09 | -0.96 | -0.68 | -0.53 | -0.31 | 0.09 | 0.43
Mediana -1.29 | -1.14 | -1.00 | -0.88 | -0.60 | -0.45 | -0.23 | 0.16 | 0.51
97.5% -1.20 | -1.05 | -0.92 | -0.80 | -0.52 | -0.37 | -0.15 | 0.24 | 0.59

Cuadro 6.7: Estimacion de los parametros de dificultad del Modelo LPE-GRM
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insatisfechos (presenta mayor calidad para los individuos insatisfechos) mientras que el Item 4,
“Tiempo de espera hasta que se contesté la llamada”; es el que permite diferenciar mejor entre
individuos satisfechos (presenta menor calidad para los individuos satisfechos). En cuanto a
la dimensién asociada al Desempeno del Asesor, el Item 9, “Tiempo de atencion”, es el que
permite diferenciar mejor tanto a los individuos mas satisfechos como a los mas insatisfechos.

En la Grafica 6.4 se muestran las FREI y FRCI para estos items.

Dimensiéon Item | d eeq | 2.50% | Mediana | 97.50 %

Accesibilidad 1 0.46 | 0.04 | 0.39 0.46 0.54
2 0.23 | 0.02 | 0.19 0.23 0.27

3 0.37 | 0.03 | 0.32 0.37 0.45

4 0.60 | 0.05 | 0.53 0.60 0.71

Desempeno del Asesor 5 0.32 | 0.02 | 0.28 0.32 0.36
6 0.62 | 0.04 | 0.54 0.62 0.69

i 0.88 | 0.07 | 0.75 0.88 1.01

8 0.51 | 0.03 | 0.45 0.51 0.57

9 0.68 | 0.04 | 0.61 0.68 0.77

10 | 1.09 | 0.08 | 0.95 1.08 1.28

11 | 0.98 | 0.08 | 0.85 0.97 1.14

Cuadro 6.8: Estimacion de los parametros de penalizaciéon del Modelo LPE-GRM

Los valores estimados de los parametros de penalizacion (d), el error estandar (eeq) y
los principales estadisticos de orden se presentan en el Cuadro 6.8. La mayoria de los items
presentan una penalidad d < 1 con excepciéon del Item 10. Esto implica que individuos con
niveles de satisfaccion muy bajos tienen una mayor probabilidad de estar satisfecho con ese
atributo, en comparacion con el caso simétrico. Es importante resaltar que el item de mayor
complejidad, el Ttem 10, mide el tiempo hasta que se terminé la gestion el cual suele estar
asociado a una etapa complicada del proceso de atencion al cliente porque varia mucho de
acuerdo al motivo de la llamada.

En relaciéon a la convergencia, la Figura B.5 muestra el historico de las tres cadenas y
graficas de las densidades y autocorrelaciones para el parametro de discriminacion del Item 9,
tiempo de atencién y las Figuras B.6 y B.7 muestran un diagnéstico similar para el segundo
umbral (pardmetro de dificultad) y el pardametro de penalizacion del mismo item. En algunos
parametros se observaron autocorrelaciones altas lo cual no implica que existan problemas de

convergencia ya que los valores de Rhat resultaron en su mayoria cercanos a 1.
6.7. Comparacién de Modelos

En el Cuadro 6.9 se muestra el resumen con los resultados de la comparaciéon del ajuste
de ambos modelos. Basados en el DIC, el modelo que estima mejor los parametros para la
dimensién asociada a la satisfaccién con la accesibilidad es el Modelo 2PL-GRM y para el
caso de la dimensién asociada con la satisfaccion con el desempeno del asesor se obtuvo un
mejor ajustes con el Modelo LPE-GRM. Considerando el resto de medidas (Dbar, EAIC y
EBIC), el Modelo LPE-GRM presenta mejor ajuste en todos los casos. En la Figura 6.5
se muestra los diagramas de dispersiéon para las medias de las habilidades estimadas con el
Modelo 2PL-GRM y el Modelo LPE-GRM. Se observa que en ambas dimensiones el primer
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modelo sobrestima la satisfaccion de los individuos que tienen niveles de satisfaccién bajos.

Dimensién | Modelo DIC pD Dbar EAIC EBIC | minutos
(1) 2PL | 82125.30 | 8070.87 | 74054.43 | 84842.43 | 127842.83 180.04
LPE | 83040.43 | 9794.63 | 73245.80 | 84041.80 | 127074.08 330.53

) 2PL | 114067.31 | 6771.78 | 107295.53 | 118143.53 | 164418.44 305.42
LPE | 113815.77 | 7053.37 | 106762.40 | 117624.40 | 163959.03 573.00

Cuadro 6.9: Medidas de comparacion de los modelos para la satisfaccion con la accesibilidad (Dimen-
sién 1) y el desemperio del asesor (Dimension 2)

6.8. Funciones de Informacién

En la Gréfica 6.6 se aprecian las Funciones de Informacion de los Items (FII) que fueron
calculadas con la estimacion promedio de los parametros de los items considerando los modelos
desarrollados. El codigo en R para realizar dichas graficas se encuentra en el anexo A.9. Los
resultados muestran que con el Modelo LPE-GRM la informacion para las habilidades es

mayor en comparacién al caso simétrico, por lo que los errores estandar son menores.

6.9. Caracteristicas finales de la Escala

En la Figura 6.7 se presenta la distribuciéon de las escalas de satisfaccion estimadas con
el Modelo LPE-GRM para la accesibilidad y el desempeno del asesor. En el Cuadro 6.10 se
resumen los principales estadisticos descriptivos para las escalas estudiadas. Notese que en

ambos casos se observa una ligera asimetria negativa.

Medida Dimension
Accesibilidad | Desempeno del Asesor
Media, 0.003 0.043
Mediana 0.005 0.049
Desviacion Estandar 0.889 15.74
Asimetria -0.017 -0.135
Curtosis -0.297 -0.476

Cuadro 6.10: Estadisticos para las escalas finales de satisfaccion con la accesibilidad y el desempeno
del asesor obtenidas con el Modelo LPE-GRM
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Figura 6.5: Diagramas de dispersion de las habilidades (satisfaccion con la Accesibilidad y Desempeno
del Asesor) estimadas con los modelos 2PL-GRM y LPE-GRM
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Figura 6.6: Funciones de Informacion de los Items (FII) obtenidas con los Modelos 2PL-GRM y
LPE-GRM para la satisfacciéon con la accesibilidad y el desempeno del asesor
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Figura 6.7: Distribucién de los puntajes de las escalas de satisfaccion con la accesibilidad y el desem-
peno del asesor usando el Modelo LPE-GRM
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Capitulo 7

Conclusiones

7.1. Conclusiones

= Debido a que no existe una presentacién adecuada del Modelo de Respuesta Graduada,
en el Capitulo 1 fue presentado de manera general dicho modelo asi como sus propiedades

y caracteristicas més importantes.

» Se describe el Modelo de Respuesta Graduada Logistico (2PL-GRM) que considera un
enlace simétrico en la Funciéon de Respuesta a las Etapas de los Items (FREI) y se

presenta la estimacién del modelo bajo la perspectiva bayesiana.

= Se propone, describe e implementa el Modelo de Respuesta Graduada de Exponente
Positivo (LPE-GRM) como una extension del Modelo 2PL-GRM considerando un enlace

asimétrico.

= Se implementa la estimacion de los pardmetros de los modelos a través de la inferen-
cia bayesiana con MCMC usando el software WinBUGS debido a la facilidad de este
programa para implementar nuevos modelos, a pesar de que la estimacion suele tomar

mucho tiempo por la gran cantidad de parametros que presenta el modelo.

= Se realizé un estudio de simulacién con la finalidad de evaluar la precision del método
MCMC en la recuperacion de los parametros de los items y las habilidades del Modelo de
respuesta Graduada Logistico (2PL-GRM) considerando una muestra y test de tamano
mediano con items de 5 categorias de respuesta, pudiéndose concluir que los parametros

fueron recuperados de manera adecuada al presentar medidas de precision aceptables.

= La aplicacién fue realizada con datos de un estudio para evaluar la satisfaccién que
tienen los clientes de una empresa de telecomunicaciones con la atencién recibida al
llamar a un Call Center (proceso de atencion telefonica). De los resultados obtenidos se

concluye que:

e Los Modelos 2PL-GRM y LPE-GRM fueron aplicados de manera satisfactoria en

el conjunto de datos del estudio.

e A través del analisis de dimensionalidad de la escala se encontré que el cuestionario
evaltia dos dimensiones de la satisfaccion con la atencién al cliente: la accesibilidad

(4 items) y el desempeno del asesor (7 items)
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e Ambos modelos estudiados permitieron un analisis a profundidad tanto de las
propiedades de los items como de las escalas de habilidades (satisfaccion con la

accesibilidad y el desempeno del Asesor) que se pretendian estimar.

e Se obtuvo un mejor ajuste y mayor informacion en el cuestionario usando el Modelo

LPE-GRM.

e La mayoria de los items mostrd una asimetria d < 1, a excepciéon del Item 10,
“tiempo hasta que se terminé la gestion”, el cual suele estar asociado a una etapa

complicada del proceso de atencién al cliente.

7.2. Sugerencias para investigaciones futuras

= Por motivos de comparacién, en la aplicaciéon se usé el mismo tamano de cadena pa-
ra el modelo 2PL-GRM y LPE-GRM por lo que se observa que este ultimo presenta
autocorrelaciones altas en el parametro d;. Por tanto se sugiere evaluar en estudios fu-
turos el impacto de estas correlaciones considerando un niimero mayor de cadenas a ser

simuladas.

= Realizar un estudio de simulacién de recuperaciéon de parametros para el Modelo LPE-
GRM.

= Realizar estudios de simulacién para evaluar el efecto del tamafno de muestra, ntimero
de items y el niimero de categorias de respuesta en la estimacién de los pardmetros de

los modelos estudiados.

= Implementar la estimaciéon de los modelos estudiados usando el esquema de datos au-

mentados.

= Considerar otros tipos de enlace asimétrico como el de exponente positivo reciproco
(RLPE) propuesto por Bazan et al. (2010).

= Extender el estudio del Modelo de Respuesta Graduada para el caso asimétrico consi-

derando situaciones de multidimensionalidad .

= Optimizar el tiempo de estimacion de los modelos considerando métodos de computaciéon

paralela incluidos en el software R con las librerias bugsparallel y dclone.
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Apéndice A

Codigos en R y BUGS

A.1. Cddigo en R para simular datos aleatorios del GRM

HHBHHHHHHH R AR HHHH AR GG HHHHBREBHHH BB EEBHHH B GRS R HH B GG H R R R EGH R AR R

# Autor : Enver Gerald Tarazona Vargas

#

# Funcién rgrm.pirt()

#

# Fecha de inicio : 1-11-2012

#

# Funcién : Simular respuestas aleatorias basadas en el Modelo de Respuesta
# Graduada Logistico (2PL-GRM) de Samejima(1969) y el Modelo de
# Respuesta Graduada de Exponente Positivo (LPE-GRM).

#
#
#
#
#
#

Asesor : Jorge Luis Bazén

Versidémn : 1.1

H OH OH# OH OH OH OHF OH OHF OH OHF O H OH H OH

Ultima Modificacidn : 14-02-20
HHHEHEHE R

rgrm.pirt<- function (n,
betas,
distr = c("normal", "logistic", "log-normal","uniform"),
u.vals = NULL,
model = c("2PL", "LPE")
)

# Argumentos:
# n = escalar indicando el nimero de patrones de respuesta a simular

# betas = lista de elementos con vectores numéricos, donde
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# las primeras columnas corresponden a los umbrales y la dltima
# al parametro de discriminacidn

# distr = distribucidn del vector de habilidades
# u.vals = vector de habilidades de las n personas

# model = modelo sobre el cual generar las respuestas aleatorias

#Simulacién de las habilidades para las n personas en caso no sean

#ingresadas al llamar la funcidn

distr <- match.arg(distr)

u<-if(is.null(u.vals) || length(u.vals) != n){

switch(distr, normal = rnorm(n),

logistic = sqrt(3)/pi*rlogis(n),
‘log-normal® = (rlnorm(n) - exp(0.5))/sqrt(exp(2) - exp(1)),
uniform = runif(n, -3.5, 3.5)/sqrt(7°2/12)

)
}
else {
u.vals
}

# Namero de items

p<-length(betas)

# Nimero de categorias por item
ncatg <- switch(model,
’2PL°
’LPE’

sapply(betas, length),

sapply(betas, length)-1

# Calculo de las probabilidades acumuladas

gammas<-pgrm.pirt(betas, u, model=model)

#Funcidén que calcula las probabilidades individuales para cada categoria
#del item
prs <- lapply(gammas, function (x) {

nc <- ncol(x)

# cbind(x[, 1], x[, 2:ncl-x[, 1:(nc-1)])

cbind(x[, 1], x[, 2:ncl-x[, 1:(nc-1)])
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#Matriz que almacena la respuesta de los individuos
out <- matrix(0, n, p)
for (j in 1:p) {
for (i in 1:n) {
#selecciona al azar un elemento de entre la cantidad de categorias
#del item, considerando las probabilidades individuales

out[i, j] <- sample(ncatgljl, 1, prob = prs[[jl]1[i, 1)

out
HAHH R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R
Autor : Enver Gerald Tarazona Vargas
Funcién pgrm.pirt()
Fecha de inicio : 13-02-2013

Funcidén : Calcular para cada categoria de un item las probabilidades

acumuladas del Modelo de Respuesta Graduada.
Asesor : Jorge Luis Bazéan

#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
# Versiém : 1.0
#

#

H OHF H O O H O H H O H OH H O H O H

Ultima Modificacién : 14-02-2013
HHHHAHHHHH R GRS HHH BB GRS HHHBE A SR HH BB RS R HH B E G HH B ESH R R R

pgrm.pirt<- function(betas, u, model=c("2PL", "LPE")){
# Funcién que devuelve, para cada item, una matriz con las

# probabilidades acumuladas del Modelo de Respuesta Graduada

n<-length(u)
if (model=="2PL"){
ap <- lapply(betas, function (x) {
# nlimero de parametros de discriminacién y dificultad
nx <- length(x)
#matriz con las probabilidades acumuladas
cbind(plogis(x[nx] * (matrix(x[-nx], n, nx -1, TRUE) - w)),1)
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if (model=="LPE"){
ap <- lapply(betas, function (x) {
# nimero de parametros de discriminacién y dificultad
nx <- length(x)-1
#matriz con las probabilidades acumuladas
cbind(plogis(x[nx] * (matrix(x[c(-nx,-(nx+1))], n, nx -1, TRUE)
- u))~x[nx+1],1)

return(ap)

A.2. Funcién en R para realizar la estimacién bayesiana usando MCMC

HHBHHHHHHH R AR HHHH BB GG HHHHBGRBHHHBRER SR HH R GG HH B GG H R B EGHH HR AR RS

Autor : Enver Gerald Tarazona Vargas
Funcién grmMCMC()
Fecha de inicio : 1-11-2012

Funcidén : Funcién en R para realizar la estimacidén bayesiana usando MCMC
en WinBUGS.

Asesor : Jorge Luis Bazéan

#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
# Versiém : 1.1
#

#

H OHF H OH O H OH OH OH OH O H OB H O H

Ultima Modificacién : 14-02-2013
HHBHAHHHHH R ARG HHHH ARG G HHHHBRG SR HH BB BB HHHBRERHHHH B EGHH R R EH HERH RRH

grmMCMC <- function (data,K = NULL, model=c("2PL","LPE"),
program = c("WinBUGS","JAGS","OpenBUGS"),
bugs.dir="c:/Program Files/WinBUGS14/"
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{
library (R2WinBUGS)

#Transformacidén de la data en un objeto matriz

Y<- as.matrix(data)

#Nimero de individuos

n <- nrow(Y)

#Nimero de items

p <- ncol(Y)

#Nimero de categorias por item

K <- if (is.null(K) || length(K) != p) {
apply (Y, 2, max)

}

else {
K

}

model <- match.arg(model)

#Definicidén de Prioris

#Discriminacién
m.alpha <- 1.0
#s.alpha <- sqrt(0.5)
pr.alpha<-2

#Dificultad
m.kappa <- 0.0

#s.kappa <- sqrt(2)
pr.kappa <- 0.5

if (model == "LPE") {
#Penalizacidn
m.g <- 0.0

#s.g <- sqrt(0.5)
pr.g <- 2
data<—liSt("Y", Ilnll’ Ilpll, IIKII’
"m.alpha", "pr.alpha",
Ilm. kappall s Ilpr . kappall s llm- gll s llpr . gll)
#Monitor en BUGS
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monitor <- c("alpha", "theta", "kappa",'"kappa.star","d",'"beta")
#Modelo usado en BUGS
bugs.file <- file.path(getwd(), "bugs/grm_lpe.bug")

}

else {

data<- list("Y", '"a", "p", "K",
"m.alpha", "pr.alpha",
"m.kappa", "pr.kappa')
#Monitor en BUGS
monitor <- c("alpha", "theta", "kappa","kappa.star",'"beta")
#Modelo usado en BUGS
bugs.file <- file.path(getwd(), "bugs/grm_l.bug")

## Inferencia en WinBUGS

.burn <- 40000
.thin <- 20

.sim <- 2000*n.thin + n.burn

B B B B

.chains <- 2

grm.out <- bugs(data=data,
inits=NULL,
parameters.to.save=monitor,
model.file=bugs.file,
bugs.directory=bugs.dir,
n.iter=n.sim,
n.thin=n.thin,
n.burnin=n.burn,

n.chains=n.chains)

A.3. Cébdigo en BUGS para el Modelo de Respuesta Graduada Logistico

(2PL-GRM)
FHEH R R R R R R R
# Autor : Enver Gerald Tarazona Vargas #
# #
# Programa grm_l.bug #
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Fecha de inicio : 1-11-2012

Funcidén : Funcién en BUGS para realizar la inferencia del Modelo 2PL-GRM

Versiénm : 1.0

H OHF O H O H OH OH OH OH OH O H

#
#
#
#
#
# Asesor : Jorge Luis Bazén
#
#
#
#

Ultima Modificacién : 28-11-2012
HHHHASHHHH RS R A S R R R R R R R R R R R

model{
for (1 in 1:n){
for (j in 1:p){
Y[i, j1 ~ dcat(probli, j, 1:K[j11)
}
thetal[i] ~ dnorm(0.0, 1.0)

## Probabilidades acumuladas para las categorias de los items
for (j in 1:p){
for (k in 1:(K[j1-1)){
logit(P[i, j, k]) <- kappalj, k] - alphalj]*thetali]
b
P[i, j, K[j1] <- 1.0

## Probabilidades para las categorias de los items
for (j in 1:p){
prob[i, j, 11 <- P[i, j, 1]
for (k in 2:K[j1){
prob[i, j, k] <- P[i, j, k] - P[i, j, k-1]

## Prioris para los parametros de los itemes
for (j in 1:p){
alphal[j] ~ dnorm(m.alpha, pr.alpha) T(O, )
}
pr.alpha <- pow(s.alpha, -2)
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## Prioris para los umbrales
for (j in 1:p){
for (k in 1:(K[j1-1)){
kappa.star[j, k] ~ dnorm(m.kappa, pr.kappa)

}
kappalj, 1:(K[j1-1)] <- sort(kappa.star[j, 1:(K[jl-1)1)
}
pr.kappa <- pow(s.kappa, -2)
}

A.4. Cébdigo en BUGS para el Modelo de Respuesta Graduada con Expo-
nente Positivo (LPE-GRM)

HHBHHHHHHHBREGHHHH BB GG HHHHBEESHHH BB EE SR HHBREG R HH B GG H HH B REH HERH RRR

Autor : Enver Gerald Tarazona Vargas
Programa grm_lpe.bug

Fecha de inicio : 1-11-2012

Asesor : Jorge Luis Bazén

Versidon : 1.0

H OH OH# OH OH OH OH OH OH OH OH OH O®

#
#
#
#
#
#
# Funcién : Funcidén en BUGS para realizar la inferencia del Modelo LPE-GRM
#
#
#
#
#
#

Ultima Modificacién : 28-11-2012
HHBHHHHHHHBR AR HHHH BB GG HHH RS HH R EEBHHH R AR B EG R R H RERH  RR S

model{
for (1 in 1:n){
for (j in 1:p){
Y[i, jl ~ dcat(probli, j, 1:K[j1])
}
thetal[i] ~ dnorm(0.0, 1.0)

## Probabilidades acumuladas para las categorias de los items
for (j in 1:p){
for (k in 1:(K[j1-1)){
nuli, j, k]<-kappalj, k] - alpha[jl*thetalil
#logit(P[i, j, k1) <- kappalj, k] - alphal[jl*thetal[i]
P[i, j, kl<-1-pow(l+exp(nuli, j, k1),-d[jI1)
¥
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P[i, j, K[3]1 <- 1.0

## Probabilidades para las categorias de los items
for (j in 1:p){
prob[i, j, 11 <- P[i, j, 1]
for (k in 2:K[j1){
prob[i, j, k] <- P[i, j, k1 - P[i, j, k-1]

## Prioris para los parametros de los items
for (j in 1:p){
alphalj]l ~ dnorm(m.alpha, pr.alpha) I(0, )
glj]l dnorm(m.g,pr.g)
d[j] <- exp(gljl)
}

## Prioris para los umbrales
for (j in 1:p){
for (k in 1:(K[j1-1)){
kappa.star[j, k] ~ dnorm(m.kappa, pr.kappa)
kappalj, k] <- ranked(kappa.star[j, 1:(K[jI-1)1, k)
betalj,k]<-kappalj,k]/alphaljl
}

¥

A.5. Cébdigo en R para el estudio de simulacién

HHHH R HHBR GG R BR GG RS R R R R R RS

Autor : Enver Gerald Tarazona Vargas

Programa simulacion_1.R

#

#

#

#

# Fecha de inicio : 01-01-2013

#

# Funcién : Programa en R para realizar el estudio de simulacién
#
#

H OHF OH OH OH OH OH OH O®

Asesor : Jorge Luis Bazéan
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# #
# Versiém : 1.1 #
# #
# Ultima Modificacién : 30-01-2013 #

HHHHHHHHHHBR AR B GG HHBRAHHH REEHH REH E H ERH  R  H R RS

library(mcmcplots)
library(xtable)

#Carga los scripts de funciones auxiliares
source("grm_mcmc.R") #Inferencia Bayesiana del Modelo GRM usando MCMC

source("grm_sim.R")  #Simulacidén de n respuestas ordinales para el Modelo GRM

#Directorio de WinBUGS
#winbugs.dir<-"D:/Archivos de programa/WinBUGS14/"
winbugs.dir<-"C:/Program Files (x86)/Winbugsi4/"

#Pardmetros de los items

iteml <-c(-4.26, -2.90, -1.25, 2.01, 0.95)
item2 <-c(-2.45, -1.44, -0.60, 1.45, 1.48)
item3 <-c(-2.07, -1.27, 0.16, 2.11, 1.46)
item4 <-c(-1.75, -0.76, 0.13, 2.02, 1.49)
itemb <-c(-2.19, -1.27, -0.35, 1.52, 1.38)
item6 <-c(-2.88, -1.97, -0.51, 1.87, 1.35)
item7 <-c(-3.77, -2.23, -1.27, 1.34, 0.96)
item8 <-c(-3.24, -2.29, -0.49, 1.93, 1.32)
item9 <-c(-3.28, -2.09, 0.49, 3.09, 1.08)
item10 <-c(-1.57, -0.75, -0.13, 1.68, 2.00)
item11l <-c(-1.39, 0.08, 1.07, 2.99, 1.22)
iteml12 <-c(-2.97, -1.50, -0.41, 2.44, 0.89)
item13 <-c(-2.05, -1.19, -0.15, 1.87, 2.05)
iteml4 <-c(-1.20, -0.24, 0.61, 2.48, 1.59)
iteml5 <-c(-1.68, -0.95, -0.25, 1.69, 2.31)
item16 <-c(-1.90, -1.08, -0.39, 1.59, 2.07)
iteml17 <-c¢(-1.80, -0.80, 0.10, 1.96, 1.55)
item18 <-c(-3.82, -2.63, -1.20, 1.67, 0.92)
item19 <-c(-1.40, -0.50, 0.35, 2.10, 1.64)
item20 <-c(-1.70, -0.90, -0.06, 1.81, 2.35)

items.par <- list(iteml,item2,item3,item4,item5,item6,item7,item8, item9, itemlO,
itemll, iteml12, iteml3, iteml4, iteml5,iteml16, iteml7,iteml8,
item19,item20)
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#Numero de categorias por item

K<-sapply(items.par, length)

#Nimero de individuos
n<-500

#Nimero de replicas
R<- 20

#Namero de items

J<- length(items.par)

#Lista que almancena los resultados de las simulaciones

results.2plgrm<-list()

#Simulaciodn
set.seed(666)

#Simulacion de las habilidades asumiendo distribucidén normal estandar
u = rnorm(n)
for(s in 1:R){

#Simulacién de las respuestas de n individuos usando el Modelo 2PL-GRM

sim<-rgrm.pirt(n=n,betas=items.par,u.vals=u)
#Estimacidén de los parametros usando MCMC
Y<- as.matrix(sim)

grm.bugs.time<-system.time(grm.bugs <- grmMCMC(data=Y,bugs.dir=winbugs.dir))

#Almacenamiento de los resultados de la simulacidn

results.2plgrm[[s]]<-list(model=grm.bugs, time=grm.bugs.time)

#Evaluacién de la precisién de la simulacién

#Matriz con los parémetros de los items

items.par<-do.call(rbind, items.par)

#Numero de parametros de los items

m<-dim(items.par) [2]
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#Crea una matriz con los valores ajustados de los parametros de los items
items.fit <- lapply(results.2plgrm,
function (x) {
a.fit<-x$model$mean$alpha
b.fit<-x$model$mean$beta
cbind(b.fit,a.fit)

)
items.fit.means<-Reduce("+",items.fit)/R

items.fit.means

#Calculo del RMSE

items.fit.rmse<-lapply(items.fit,
function (x){

(x-items.par) "2

)
items.fit.rmse<-sqrt(Reduce("+",items.fit.rmse)/R)

items.fit.rmse

u.fit.rmse<-lapply(results.2plgrm,
function (x){
(x$model$mean$theta-u) ~2

)
u.fit.rmse<-sqrt(Reduce("+",u.fit.rmse)/R)

u.fit.rmse

#Calculo del MAE
items.fit.mae<-lapply(items.fit,
function (x){

abs(x-items.par)

)
items.fit.mae<-Reduce("+",items.fit.mae)/R

items.fit.mae

u.fit.mae<-lapply(results.2plgrm,
function (x){
abs (x$model$mean$theta-u)
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)

u.fit.mae<-Reduce("+",u.fit.mae)/R

u.fit.mae
#Calculo de las Correlaciones

items.fit.cor<-matrix(0,R,m)

u.fit.cor<-matrix(O,R)

for(s in 1:R){
for(k in 1:m){
items.fit.cor[s,k]<-cor(items.fit[[s]]1[,k],items.par[,k])
}
u.fit.cor[s]<-cor(results.2plgrm[[s]]$model$mean$theta,u)

#Visualizar Resultados
#Tabla de resumen de las medidas de evaluacidén de la precisidén de la simulacidn

items.fit.resume<-data.frame(
Bl D 1ueB 5 el S el ST
rbind(
cbind(
colMeans(items.fit.rmse),
colMeans(items.fit.mae)
),
c(mean(u.fit.rmse) ,mean(u.fit.mae))
),
c(colMeans(items.fit.cor) ,mean(u.fit.cor))
)
dimnames(items.fit.resume) [[2]]<-c("Pardmetro","RMSE","MAE", "r")
items.fit.resume<-xtable(items.fit.resume,
caption=c("Resultados del promedio de la Raiz del error cuadratico medio
(RSME), la Media absoluta del error (MAE) y la correlacidén (r) de
los parémetrosestimados en la simulacién del Modelo de Respuesta
Graduada Logistico (2PL-GRM) considerando R= 20 réplicas"),
digits=3,

label="siml-fitresume")
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print(items.fit.resume, include.rownames=F)

#Tabla con RMSE, MAE y correlacidén promedio

#de las estimaciones de los parametros de los items

items.fit.table<-data.frame(grp=rep(c("RSME","MAE") ,each=J),
item=rep(1:J,2),
rbind(items.fit.rmse,items.fit.mae))
dimnames(items.fit.table) [[2]]1<-c("Medida de Precisién","Item",
"b1","b2","b3","ba", "aM)
items.fit.table<-latex.table.by(items.fit.table,
caption=c("Raiz del error cuadratico medio (RSME) y Media absoluta
del error (MAE)de las estimaciones de los paradmetros de los
items en la simulacidén delModelo de Respuesta Graduada Logistico
(2PL-GRM) considerando R= 20 réplicas"),
digits=3,
label="giml-fititems")

print(items.fit.table, include.rownames=F,sanitize.text.function = force)

A.6. Coddigo en R para la aplicacion en el analisis de satisfacciéon de clientes

HHHHESHHHH R GRS HH RS RHH HH SR R R R R R R R R R R R R

# Autor : Enver Gerald Tarazona Vargas #
# #
# Programa aplicacionl.R #
# #
# Fecha de inicio : 01-12-2012 #
# #
# Funcién : Programa en R para realizar la aplicacidén de los Modelos #
# 2PL-GRM y LPE-GRM sobre un conjunto de datos de satisfaccion #
# de clientes. #
# #
# Asesor : Jorge Luis Bazéan #
# #
# Versiém : 1.1 #
# #
# Ultima Modificacién : 21-02-2013 #

HHHHHHHHHH R ARG HHHH BB GG HHHHBRASHHH B EEBHHH BB HH B R R R R R

library(ltm)
library(Hmisc)
library(psych)
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library (R2WinBUGS)
library(mcmcplots)

source("grm_mcmc.R")

source ("grm_func.R")

#Directorio de WinBUGS
winbugs.dir<-"C:/Program Files (x86)/winbugsi4/"

#Lectura de datos
baseatc<-read.table("data/Base Call Center.dat",sep="\t",header=TRUE)

baseatc<-as.data.frame(baseatc)
#Eliminacién de datos perdidos
atc<-na.omit (atc)

summary (atc)

HHHHHHHHHH R AR R HH BB HH

# Factor Analysis #

HEHBHHEHBHHEHBHHEH AR R HEHH

atc.cor<-cor(atc[,c(-12,-13)], method="pearson", use = "complete.obs")
atc.cor

n<-5354

k<-2

#Principal Axis

pa <- fa(atc.cor,k,fm="pa",rotate="varimax",n.obs=n)

pa

#unweighted least squares is minres
uls <- fa(atc.cor,k,rotate="varimax",n.obs=n)

uls

#weighted least squares is minres
wls <- fa(atc.cor,k,fm="wls",rotate="varimax",n.obs=n)

wls
w8
# Andlisis Clasico de los Items #

HHHH SRR RS AR R R S

#Dimension 1#
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atc.dil<-atc[,c(1:4)]
descript(atc.dl)
describe(atc.dl)
alpha(atc.dl)

#Dimension 2#
atc.d2<-atc[,c(5:11)]
descript(atc.d2)
describe(atc.d2)
alpha(atc.d2)

HHHHAHHHHH ARG H R HH
# Estimacidén del Modelo 2PL-GRM #
HHBH RS HH R SHH HH RS R S

H##H S HS R RS}
#Dimension 1#
H##H SRS SRS}

#Usar si no se hizo el anédlisis descriptivo
#atc.di<-atc[,c(1:4)]

atc.dl.21l.time<-system.time(atc.d1.21
<- grmMCMC(data=atc.dl,bugs.dir=winbugs.dir))

#Diagndstico
plot(atc.d1.21)
mcmcplot (atc.dl.21, random=20)

#H#H SRR}
#Dimension 2#
#H#HSH AR HH R}

#Usar si no se hizo el anédlisis descriptivo
#atc.d2<-atc[,c(5:11)]

atc.d2.21l.time<-system.time(atc.d2.21
<- grmMCMC(data=atc.d2,bugs.dir=winbugs.dir))

#Diagndstico
plot(atc.d2.21)
mcmeplot (atc.d2.21, random=20)
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HUBHHESHHESH RS H RS H RS H SR B 1Y
# Estimacidn del Modelo 2PL-GRM #
HUBHHESHHASH BB S H RS H SRS H A 1Y

ittt
#Dimension 1#
ittt

#Usar si no se hizo el anédlisis descriptivo
#atc.di<-atc[,c(1:4)]

atc.dl.2lpe.time<-system.time(atc.dl.21lpe
<- grmMCMC(data=atc.dl,bugs.dir=winbugs.dir,model="LPE"))

#Diagndstico
plot(atc.dl.21pe)
mcmeplot (atc.dl.21pe)

HH#HSH SRS H S}
#Dimension 2#
HH#H SRS SRS}

#Usar si no se hizo el anédlisis descriptivo
#atc.d2<-atc[,c(5:11)]

atc.d2.2lpe.time<-system.time(atc.d2.2lpe
<- grmMCMC(data=atc.d2,bugs.dir=winbugs.dir,model="LPE"))

#Diagnoéstico

plot(atc.d2.21pe)
mcmcplot (atc.d2.21lpe, random=20)

A.7. Cébdigo en R para graficar la Funcién de Respuesta a las Etapas de
los items (FREI) del GRM

HHHHHHHHHH R GG HHHH BB GG HH H R ESHHH R E G SR HH B R EGHHHH B G SH HH ARG AR R R

# Autor : Enver Gerald Tarazona Vargas #
# #
# Funcién frei.grm.pirt() #
# #
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Fecha de inicio : 13-02-2013

Funcién : Graficar la Funcién de Respuesta a las Etapas de los Items
(FREI) para los Modelos de Respuesta Graduada (GRM)

Versién : 1.0

H OH #H O H OH OH OH OH OH O H

#
#
#
#
#
# Asesor : Jorge Luis Bazén
#
#
#
#

Ultima Modificacién : 14-02-2013
HHHH S HH RS R A AR R R R R R R R R R R

frei.grm.pirt<- function(item,
rangex=c(-4,4),
model=c("2PL", "LPE"),
main=""

)

if (model=="2PL"){
m<-length(item)
for(k in 1:(m-1)){
Pac<-function(x) 1-plogis(item[m] * (item[k]- x))
plot(Pac,add=k>1,xlim=rangex,col=k,xlab="Habilidad (u)",
ylab="Probabilidad",lty=k, lwd=2, main=main)

if (model=="LPE"){
m<-length(item)-1
for(k in 1:(m-1)){
Pac<-function(x) (plogis(-item[m] * (item[k]- x)))~item[m+1]
plot (Pac,add=k>1,ylim=c(0,1) ,xlim=rangex,col=k,xlab="Habilidad (u)",
ylab="Probabilidad",1ty=k, lwd=2,main=main)

A.8. Cébdigo en R para graficar la Funcién de Respuesta a las Categorias
de los Items (FRCI) del GRM
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HHBH AR HHHH R ARG HHHH AR GG HHBRAGHHH BB R R EHH ERH H EH H EH  R RRH

Autor : Enver Gerald Tarazona Vargas
Funcién frci.grm.pirt()
Fecha de inicio : 13-02-2013

Funcién : Graficar la Funcidén de Respuesta a las Categorias de los Items
(FRCI) para los Modelos de Respuesta Graduada (GRM)

Asesor : Jorge Luis Bazén

#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
# Versién : 1.0
#

#

H OH # OH OH#F O H OHF OH OHF OH OH OH OH OH

Ultima Modificacién : 14-02-2013
#H#HHH S H S G T S S S S S S S T

frci.grm.pirt<<-function(item,
rangex=c(-4,4),
model=c("2PL", "LPE"),

main=""
)
{
if (model=="2PL"){
m<-length(item)
for(k in 1:m){
P<-function(x) {
if (k==1){
plogis(item[m] * (item[k]- x))
}
else{
if (k< m){
plogis(item[m] * (item[k]- x))-plogis(item[m] * (item[k-1]- x))
}
else{
1-plogis(item[m] * (item[k-1]- x))
}
}

}
plot (P,add=k>1,xlim=rangex,col=k,xlab="Habilidad (u)",
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ylab="Probabilidad",l1ty=k, lwd=2,main=main)

if (model=="LPE"){
m<-length(item)-1
for(k in 1:m){
Pac<-function(x) {
if (k==1){
(plogis(item[m] * (item[k]- x))) item[m+1]
}
else{
if (k< m){
(plogis(item[m] * (item[k]- x))) item[m+1]-
(plogis(item[m] * (item[k-1]- x)))~item[m+1]
}
else{
1-(plogis(item[m] * (item[k-1]- x))) item[m+1]

}
plot (Pac,add=k>1,xlim=rangex,col=k,xlab="Habilidad (u)",
ylab="Probabilidad",lty=k, lwd=2,main=main)

A.9. Codigo en R para graficar la Funcién de Informaciéon de un Item
(FII) del GRM

HHHH R HHBR GG R BR GG RS R R R R R RS

# Autor : Enver Gerald Tarazona Vargas #
# #
# Funcidon fiii.grm.pirt() #
# #
# Fecha de inicio : 13-02-2013 #
# #
# Funcién : Graficar la Funcién de Informacién de los Items (FII) #
# para los Modelos de Respuesta Graduada (GRM) #
# #
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# Asesor : Jorge Luis Bazéan #
# #
# Versién : 1.0 #
# #

#

# Ultima Modificacién : 14-02-2013
HHHHHHHHHH R GG HHHH B EGHH HHBE A SR HH BB GG SHHH B GG HH B R SR R R R R

fii.grm.pirt<<-function(item,
rangex=c(-4,4),
ylim=c(0,3.5),
col=1,1ty=1,add=T,
model=c("2PL", "LPE"),

main=""

if (model=="2PL"){
m<-length(item)
fii<-function(x) {
firi<-0
for(k in 1:m){
if (k==1){
Pac<-plogis(item[m] * (item[k]- x))
Pac0<-0
p<-Pac-PacO
}
else{
if (k< m){
Pac<-plogis(item[m] * (item[k]- x))
PacO<-plogis(item[m] * (item[k-1]- x))
p<-Pac-PacO

}

else{
Pac<-1
PacO<-plogis(item[m] * (item[k-1]- x))
p<-Pac-PacO

}
firi<-firi+((1-Pac)#*Pac-(1-Pac0)*Pac0)~2/p
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item[m] ~2*firi

if (model=="LPE"){
m<-length(item)-1

fii<-function(x) {

firi<-0
for(k in 1:m){
if (k==1){
Pac<-plogis(item[m] * (item[k]- x))
Pac0<-0
}
else{
if (k< m){

Pac<-plogis(item[m] * (item[k]- x))
PacO<-plogis(item[m] * (item[k-1]- x))

}
else{
Pac<-1
PacO<-plogis(item[m] * (item[k-1]- x))

}

p<-Pac~item[m+1]-PacO~item[m+1]

firi<-firi+((1-Pac)#*Pac~item[m+1]-(1-PacO)*PacO~item[m+1])"~2/p
}

(item[m] *item[m+1]) ~2*xfiri

plot (fii,add=add,xlim=rangex,col=col,xlab="Habilidad (u)",

ylab="Informacion",lty=1ty, lwd=2,ylim=ylim,main=main)
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Apéndice B

Diagnodsticos de convergencia

B.1. Diagnéstico de convergencia en la simulacién
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Figura B.1: Histérico de dos cadena para los parametros del Item 4
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B.2. Diagnéstico de convergencia en la aplicaciéon
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Figura B.3: Historico de las tres cadenas y graficas de las densidades y autocorrelaciones para el
parametro de discriminacion del Item 9, tiempo de atencion, estimado con el Modelo 2PL-GRM
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2PL-GRM
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Figura B.5: Histérico de las tres cadenas y graficas de las densidades y autocorrelaciones para el
parametro de discriminacién del Item 9, tiempo de atencion, estimado con el Modelo LPE-GRM
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Figura B.7: Historico de las tres cadenas y graficas de las densidades y autocorrelaciones para el
parametro de penalizacion del Item 9, tiempo de atencion, estimado con el Modelo LPE-GRM
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Apéndice C

Cuestionario de Satisfaccion: Atributos medidos

|
=t
¢]
=)

Descripciéon

Facilidad de comunicarse con la central

Utilidad de poder seleccionar el idioma

Sencillez del mend de opciones

Tiempo de espera hasta que se contest6 la llamada

Amabilidad y cordialidad del asesor

Interés y compromiso por atender la llamada

Capacidad o nivel de conocimiento del personal para dar una solucién

Claridad de la informacién brindada

O OO O | W[ DN

Tiempo de atencién

—
o

Tiempo hasta que terminé la gestion

—
—_

Solucién brindada a la gestion

Cuadro C.1: Items considerados dentro del cuestionario de satisfaccién con la atencion de

Center
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