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Introduccion

Las preferencias que se tiene por un determinado bien son variables entre cada
consumidor, que elige de un conjunto de alternativas. Estas ideas propias de un
contexto econémico son representadas matematicamente mediante una relacion
binaria, reflexiva y transitiva para las preferencias y un espacio topolégico para el
conjunto de alternativas. Tenemos asi una forma comoda de estudiar y analizar
este tema econdémico y para el cual es factible emplear las diversas herramientas
matematicas.

De esta manera se sigue la idea de representar preferencias de manera numéri-
ca, esto es, definiendo una funciéon de utilidad real. Surgiendo naturalemente las
preguntas ;Bajo qué condiciones podemos tener esta representacion? ;Es siempre
posible representar una preferencia? Las respuestas a estas preguntas son dadas
por el clasico ejemplo de las Preferencias Lexicograficas, puesto que esta relacion
es reflexiva y transitiva pero no admite representacion numérica.

De ser posible dicha representacién numérica, surge otra pregunta ;Es dicha
representacion una funciéon continua? ;Bajo qué condiciones se tendria una fun-
cion continua? La respuesta a estas interrogantes se dan en el trabajo realizado
por el economista francés Gérard Debreu, Premio Nobel de Economia en 1983,
quien present6 en el afio 1954 el trabajo titulado “Representation of a preference
ordering by a numerical function” [1]. Este trabajo presenta un error en la defini-

cion de la funcion salto, la cual no logra cubrir todos los casos que se presentan.

vV
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Este trabajo fue corregido diez anos mas tarde, por el mismo autor, en el trabajo
“Continuity properties of Paretian Utility” [2] definiendo la funcién de utilidad
u: X — R como la composicién de dos funciones u = v o g.
Este proceso se inicia definiendo la funcién v : X — R como

v(x) = Z 2%

neN(x)
donde N(z) = {n: O, < {x}} considerando una base numerable en el conjunto de
alternativas X. En seguida se presenta un ejemplo, original de esta investigacion,
el cual ilustra que la funcién v no siempre es continua y es debido a este hecho que
se justifica el paso de la construccion de la funciéon g : S C R — R que se centra
en demostrar que los saltos de g(S5) son abiertos. Para luego con estas funciones
vy g se defina la funcién utilidad como u = v o g, la cual es continua. Este es el

principal resultado de esos dos articulos.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos las definiciones basicas y propiedades sobre
ordenes, topologia y nomenclatura econdémica que usaremos en el desarrollo del

presente trabajo.

1.1. Definiciones y Propiedades Basicas.

Las preferencias de un consumidor frente a un conjunto de alternativas estan
representadas matematicamente por una relacién binaria <. A continuacién pre-

sentamos las propiedades que cumple esta relacion.

Definicién 1.1.1 Una relacion binaria < en X se llama de Pre- Orden, si

satisface las siguientes propiedades:
1. Reflexividad
Para todo x en X. Se tiene que x < x.

2. Transitividad

Para todo x,y,z en X tal que x X y ANy < z; se debe cumplir que x < z.
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Cuando, ademas,satisface

3. Antisimetria
Para todo xz,y en X,stx <y AN y =< x, entonces x =1y
la relacion se denomina un Orden.

Un Orden que satisface la siguiente propiedad

4. Totalidad

Para todo z,y en X se tiene que xr Xy V y<xx

se denomina un Orden Total , de lo contrario se llama Orden Parcial.

Un Pre-Orden que cumple la propiedad 4. es llamado un Pre-Orden Total.

Definicién 1.1.2 Dado un conjunto X diremos que estd ordenado si en €l hay
definida una relacion de orden. Dicho conjunto estard parcial o totalmente orde-

nado segun que la relacion definida sea parcial o total.
El conjunto ordenado por la relacién < sera denotado por el par (X, x).
Ejemplo 1.1.1 .

1. La relacion < menor igual en el conjunto de los niumeros enteros Z. es
un orden total. Entonces se sigue que (Z,<) es un Congunto Totalmente

Ordenado.
2. En X = R? definamos la siguiente relacion (a,b) < (a',b’) si y sdlo si
a <a,b’" <b. Vamos a probar que estd relacion es un Orden Parcial.

Sea (a,b) un elemento de R?, por la reflevividad en R se tienea < a yb < b,

entonces (a,b) < (a,b). Asi se sigue la reflexividad de <.
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Ahora, sean (a,b) y (a’,) elementos de R?, se tienen (a,b) < (a’,b’) siy
solosia’ <a,b'<b y (d,0) < (a,b) siysdlosia<a,b<l.Dedonde
a=d y b=10; entonces (a,b) = (a',V). Asi se cumple la antisimetria.
Sean (a,b); (a',V'); (a”,b") elementos de R?, se tienen (a,b) < (a’,b’) siy
sélo sia’ < a,b' <b y (V) g (d"b") siy sdlosia <a b <b
de donde se concluye que a’ < a,b’ < b, es decir, (a,b) < (a”,b"). Asi la
relacion es transitiva. Estd relacion prueba que es un Orden.

Ademds, observamos que los pares ordenados (0,1) y (2,—1) de R? no se

pueden relacionar puesto que 2 >0 y —1 < 1.

Por lo tanto (R?, <) es un Conjunto Parcialmente Ordenado.

La relacion (a,b) < (a',b") siy sélo sia—b < a’'—b; es un pre orden total
en R?, como veremos a continuacion.

La reflexividad es trivial. Sean (a,b) < (a’,b") y (a’,b") < (a”,b"). Por
definicion, se tiene a —b < a' —b y o —b" < a” —b", luego por la
transitividad en los nimeros reales a — b < a” — b”, asi por definicion se

tiene (a,b) < (a”,b"), por lo tanto la relacion es transitiva.

Sean (a,b) y (a’,b") elementos de R%, como (a—b) y (a' —b') son elementos
en R y como < es una relacion de orden total en R, entonces se pueden

comparar. Por lo tanto la relacion < es total.

De donde se concluye que < es un Pre Orden Total.

. Orden Lexicogrdfico es el utilizado para ordenar las palabras en el dic-

ctonario. Formalmente para el caso en el que X = ]R%r, el orden lexicografico,

dados dos puntos x = (a,b) ey = (a',V'), lo expresamos como

(a,0) = () a<d V(ie=d NbLY).
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El Orden Lexicogrdfico es una relacion de Orden Total, como veremos a
continuacion.

Sea (a,b) cualquier elemento de Ri, se tiene que a € Ry, b € Ry y como

< es reflexiva se sigue que a = a Ab < b entonces (a = aANb < b), de donde

(a,b) < (a,b).
Por lo tanto la relacion es refleriva.

Sean (a,b) y (a',V) cualesquiera elementos de R2 tal que :
(a,0) < (d,V) (1.1)
(d',b") < (a,b) (1.2)
De la definicion de < tendremos que:

» La ecuacion (1.1) implica que a < a

!/

» La ecuacion (1.2) implica que o’ < a

Por lo tanto

U=t 0 (1.3)

Usando la ecuacion (1.3) en la ecuacion (1.1) y la definicion del Orden

Lexicogrdfico, tendremos que b < b'.

De modo andlogo, usando la ecuacion (1.3) en la ecuacion (1.2) obtenemos

b < b. Esto prueba que (a,b) = (', V)
Por lo tanto la relacion es antisimétrica.

Sean (a,b), (a',b) y(a”, V") cualesquiera elementos de R% tales que:
(a,b) < (a',0) (1.4)
(1) < (" 1) (15)
De la definicion de < tendremos que:

4
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» La ecuacion (1.4) implica que a < a’

» La ecuacion (1.5) implica que o’ < a”

Por lo tanto a < o < d”. St a < d" entonces (a,b) < (a”,b") como

queriamos. Podemos entonces asumir que a = a”. En ese caso a = a' = a”.
Usando que a = o' en (1.4) concluimos que b < V' o usando que a’ = a”
en (1.5) concluimos que b/ < V". Entonces a = a” y b < V" probando que

(a,b) < (a”,b0") como queriamos.
Por lo tanto la relacion es transitiva.

En este orden todos los elementos son comparables mediante <. Por lo tanto

es un Orden Total.

Definicién 1.1.3 Sean X un conjunto no vacio y ~ una relacion binaria sobre
X. Se dice que ~ es una relacion simétrica si para todo par de elementos a,b de
X, se tiene que si a ~ b entonces b ~ a.

Si, ademds, esta relacion es reflexiva y transitiva se le llama relacion de equiva-

lencia.

Definicién 1.1.4 Sean X un conjunto distinto del vacio y ~ una relacion de
equivalencia definida sobre X.
Se define [x] = {y € X/x ~ y} ala cual se le llama clase de equivalencia.

El conjunto cociente X/ ~ es el conjunto de las clases de equivalencia de X .

Definicién 1.1.5 Dado (X, X) un conjunto totamente ordenado, se dice que una

funcion de valor real ¢ definida sobre X preserva el orden, cuando
z <y siy solo si ¢(x) < d(y)

Definicién 1.1.6 Sea X un conjunto cualquiera, una topologia T sobre X es una

coleccion de subconjuntos de X que tiene las siguientes propiedades:
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s (), X pertenecen a T

s La union arbitraria de elementos de cualquier subcoleccion de elementos de

T pertenecen a T.
s La intersecion finita de elementos de T pertenecen a T

A los elementos de esta coleccion T se les llama abiertos; al complemento de un
abierto con respecto al conjunto X se le llama cerrado. Al par (X, T) se le llama

espacio topologico.

Ejemplo 1.1.2 Si X es cualquier conjunto, la coleccion de todos los subconjuntos
de X es una topologia T sobre X ; esta es llamada Topologia Discreta. La coleccion
que considera al vacio y al mismo X solamente, es también una topologia sobre

X, la cual es llamada Topologia Indiscreta o Topologia Trivial.

Definicién 1.1.7 Si X estd dotado de una topologia T y una relacion de orden

< tal que para cada x' en X los conjuntos
{z e X/z g2}, {z e X/z' <Lz}
son cerrados, denominaremos a T Topologia Natural para <.

Definicién 1.1.8 Suponga que T y 7' son dos topologias sobre el conjunto X.
Si " D T, decimos que 7' es mds fina que T; si T' contiene propiamente a T,
diremos que 7' es estrictamente mas fina que T. También diremos que T es mds
fuerte que 7' o estrictamente mds fuerte. En estas dos situaciones diremos que T

es comparable con 7" siT' DT 0T DT

Definicién 1.1.9 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una coleccion B C T es una
base en X para la topologia T si cualquier elemento de T diferente del vacio, es

union de elementos que pertenecen a B.
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Proposicién 1.1.1 5@ X es un conjunto, y sea *B una coleccion de subconjuntos

de X tal que satisface las siguientes propiedades:

» Para cada x € X, existe al menos un elemento de B conteniendo al elemento

x.

» Si x pertenece a la interseccion de dos elementos de By y By € B, entonces

existe un elemento Bz € B conteniendo a x tal que By C (B N By).

Entonces 2B es la base de una topologia T sobre X. Llamaremos a la topologia T

obtenida en la proposicion, la topologia generada por *B.

Demostracién. Ver [7], §13 - pag 78. O

Definicién 1.1.10 Un conjunto D es denso en (X, T) si todo abierto de T inter-

sectado con D es no vacio.

Ejemplo 1.1.3 Es un hecho bastante conocido que Q es denso en R, éste ultimo

dotado de la topologia usual.

Ejemplo 1.1.4 B = {(a,b) : a,b € R,a < b} es una base de la topologia eu-
clideana sobre R.
Sea S un subconjunto abierto de R entonces S = U(ai, b;) con (a;,b;) € *B.

ieJ
Por otro lado sabemos que Q es denso en R, entonces

B ={(a,b):a,b € Q,a < b}
es una base numerable de R.

Ejemplo 1.1.5 Sea {z;} una sucesion estrictamente creciente en R y p un ele-

mento distinto de x;, Vi, con x; < p. Sea X = {1, 9, 23, ... }U{p} un subconjunto
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ordenado y numerable de R, donde x; < x;y1,V1 = 1,2, ..., definimos:
01 == {1’1} 02 == {$1,$2,l’3, } U {p} 03 == {$1,IE2,1‘3, ---,xi,$i+1---}
Oy = {z2} Os = {2, 23,24, ...} U{p} O¢ = {T2, T3, Ty, .., Tj, Tig1...

O7 = {3} Og = {3, 74,75, ...} U{p} Og = {3, 74,75, ..., Ti, Tiy1...}

Oryzi = {Tiy1} Ooy3i = {Tit1, Tiya, -, y U{D} Os43i = {Tit1, Tivas oo Tivmy -}
para 1 =10,1,2, ...

Veamos que {O143i, O243i, O313i51 = 1,2,...} cumplen con la Proposicion 1.1.1.

En efecto, la primera condicion se satisface trivialmente porque Oy = X. Para la
sequnda condicion de base, basta observar Vn,m = {1,2,...} : (0,,NO,,) es vacio

o es un elemento que pertenece a *B.

Por lo tanto

B = {O143i, O243i, O313:, Vi € L }

es la base de una topologia T sobre X.

Definicién 1.1.11 Un espacio topolégico (X, T) es separable, si existe un sub-

conjunto D de X, el cual es denso y numerable.

En el Ejemplo 1.1.5, ()? ,T) es claramente un espacio topoldgico separable, por

ser numerable.

Definicién 1.1.12 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una separacion de X es un
par U,V de subconjuntos abiertos y disjuntos de X, cuya union es X. El espacio

topologico X es llamado conexo, si no existe una separacion para X .
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1.2. Representacion de las preferencias en la Teoria

Econdémica

En economia las preferencias racionales de los agentes son relaciones comple-
tas y transitivas, es decir, preordenes totales; sobre un conjunto X de alternativas.
Estas se representan mediante la funcién de utilidad, que equivale a preservar el
orden. Nétese que la funcion de utilidad es puramente ordinal, esto es, sirve para
ordenar, pero no para decir cuanto es mejor una canasta que otra, esto es, no es
una funciéon cardinal. De hecho, pueden usarse distintas funciones de utilidad para
representar unas mismas preferencias. La racionalidad de las preferencias es una
condicién necesaria para ser representadas; pero no es suficiente. Esto lo vemos
en el clasico ejemplo de las preferencias alfabética o lexicograficas (Ejemplo 1.2.4)
que son racionales; sin embargo no tiene ninguna funcién de utilidad que las rep-
resenten. Surge asi la interrogante ; Cuando a una preferencia del consumidor se
le puede asociar una funcion de utilidad? En este trabajo presentamos el principal
resultado de Debreu; que afirma que es posible encontrar una funcién continua
que representa las preferencias de un consumidor bajo ciertas condiciones, que se
analizaran mas adelante. Por el momento en esta seccion se mostrard un ejemplo

para el cual no es posible asociar una funcién que represente preferencias.

Definicién 1.2.1 Una preferencia < es una relacion binaria sobre un conjunto
X y esta se dice Racional si es un Pre-Orden Total en X.
Para todox,yenX : <y
Se lee “y es al menos tan buena como x”

A partir de esta relacion se puede definir dos nuevas relaciones sobre X :
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» Preferencia estricta (<)
Para todox,y en X se tienex <y si y sélo siz gy N—(y X x)

Y se lee “y es preferida a x”

En tal caso, si el individuo puede elegir entre las alternativas x,y entonces

se decidird por elegir y.

» Relacion de indiferencia (~)
Para todox,y en X se tienex ~ 1y si y solo stz <y Ny<zx

y se lee “x es indiferente a y”

Ambas alternativas le proporcionan al individuo la misma satisfaccion.

Definicién 1.2.2 Dado un elemento i de X, el conjunto {x; € X/x; ~ x}}, es
decir, el conjunto de elementos en X que son indiferentes a x%, se le llama clase
de indiferencia de IL‘; Un elemento de X pertenece a una y solo a una clase de
indiferencia. En otras palabras, el conjunto de clases de indiferencia forman una

particion de X.

Definicién 1.2.3 Una preferencia < sobre un espacio topoldgico (X, 1) se dice
continua si para todo par de sucesiones convergentes x — x e y" — y tales que

x™ = y" para todo n, se tiene que x = y.

La siguiente proposicion muestra que existen muchas maneras de definir la

continuidad de unas preferencias. Veamos la proposicién para X = RZ_:
Proposicion 1.2.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. >= es continua.

10
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2. {(z,y) e RL xRY z =y} es cerrado.

3. Para todo par de elementos x,y de X tal que x < y ewxisten abiertos U, U,

de x ey respectivamente tales que si a € U, y b € Uy, se tiene que a < b.

4. Para todo x € RY. los conjuntos {y € R, :y =} y {y € R : 2 = y} son

cerrados.

5. Para todo x € RY los conjuntos {y € R, 1y =2} y {y € R 1z = y} son

abiertos.
Demostracién. Ver [4], Proposicién 6 - pag.6. O

Ejemplo 1.2.1 Consideremos el conjunto X con la topologia de la base B del

Ejemplo 1.1.5. Verificaremos que la preferencia < son continuas. En efecto:
lye Xy <p}={z1,22,...., 25, ...} = O3y
{yeX:y>pt=10

lye X y>zi} = {Tiy1, Tiya, -, p} = Oopz
{lyeX:y<x}=0
{lyeX:y<x;}=0,U0,UO7U...UO1,3;, parai > 2
los cuales conocemos son abiertos, de acuerdo a la definicion de la base 5. Con

este andlisis, la Proposicion 1.2.1 (5 — 1)garantiza la continuidad de las prefer-

encias.

Ejemplo 1.2.2 Preferencia Lezicogrifica. Sea < la preferencia alfabética o lexi-

cogrifica en X =R2. Esto es,

(x1,22) =< (y1,y2) > 21 <y1 V (21 =y1 A g < y2)

Consideremos x, = (0, 1) yyn = (%,O),de modo que T, <X Yn,Vn. Sin embargo
lim z, = (0,1) y lim y, = (0,0) de donde se sigue lim y, < lim z,. Vemos
n—00 n—00 n—r00 n—r00

asi que las preferencias lexicograficas no son continuas.

11
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Definicién 1.2.4 Diremos que una preferencia < definida en X y una funcion

u: X — R estan asociadas, si y solo si:
Ve,ye Xtz gy < u(r) <uly)

También diremos que u es una funcion utilidad que representa a una preferencia

<.

Ejemplo 1.2.3 A la relacion dada en el Ejemplo. 1.1.1 -3 se le asocia la funcion
u(a,b) = a — b que preserva el orden, como veremos a continuacion. En efecto,

la relacion se define como (a,b) < (a’,b') siy solo sia—b<a —¥, luego
u(a,b) <wu(d,b)
No toda preferencia se puede representar, como veremos a continuacién.

Ejemplo 1.2.4 Sea < la preferencia lexicogrdfica en X = R3. Ver Ejemplo 1.2.2
Supongamos que existe u : R? — R representando a <. Demostraremos que existe
¢ : R — Q inyectiva, lo cual es un absurdo.

En efecto, como (r,0) < (r,1) tenemos que u((r,0)) < u((r,1)), definamos
¢ : R — Q de la siguiente manera: para cada r real, (1) es un nimero racional

tal que:
u((r,0)) <e(r) <wu((r,1)) (1.6)

Para r < r' tenemos (r,1) < (1',0) entonces
u(r,0) < o(r) < u(r,1) <u(r,0) < o) <u(r',1)

Luego la funcion ¢ : R, — Q es estrictamente creciente y por lo tanto es inyec-
tiva, lo cual es un absurdo puesto que la cardinalidad de Ry es mayor que de la
Q. Por lo tanto, no es posible representar las preferencias lexicogrdficas con una

funcion .

12
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Del Ejemplo 1.2.4 se ve que no es suficiente que las preferencias sean racionales
para tener una representacion. En el Ejemplo 1.2.2 vemos que las Preferencias

Lexicograficas no es continua.
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Capitulo 2

Teorema de Debreu

Nuestra meta en este capitulo es la representacion de preferencias mediante
una funcién de utilidad continua u.Unos requisitos suficientes son que X tenga
una base numerable de abiertos {O, },en v que las preferencias sean continuas.
Este es el principal resultado del Teorema de Debreu.

Para probar el Teorema de Debreu, probaremos primero la existencia de una
funcién

v: X - R

la cual no siempre es continua. Esto nos obliga a definir cierta funcién creciente

y continua

g:SCR—=R

Para lograr la meta, se define la funcién de utilidad u como la composicion de las

funciones g y v, es decir u = g o v; la cual serd continua. !

ISe establece que R := R U {+00, —00}
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La siguiente Figura. 2.1, muestra el proceso del presente trabajo en este

capitulo.

00 \S/v 00 00 ®
U=9oV

Figura 2.1: Construccién de la funcion «

2.1. Construccion de la funcion v

En esta seccién veremos como se define la funcién creciente v sobre un espacio
topoldgico X con una base numerable de abiertos {O, },en. Sobre 2% se define

la relacién:

Definicién 2.1.1 Para cualesquiera subconjuntos Y, Z de (X, <) diremos que

Y < Z, si para todo y en'Y y para todo z en Z se tiene que y < z

Observemos que esta relacion es transitiva. ParaY < Z y Z < W se tiene que
y < 2y 2z < w para todo y,z,w en Y, Z, W respectivamente. Entonces se tiene
que y < w, puesto que y, z,w son elementos de (X, <). Por lo tanto, la relaciéon
< definida entre subconjuntos de X es transitiva.

El siguiente lema muestra la existencia de una funcién creciente definida sobre

X hacia R, a la cual llamaremos v.
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Lema 2.1.1 Sea (X, <) un espacio topoldgico totalmente pre ordenado con una
base numerable de conjuntos abiertos {Oy }nen, donde la < es continua. Entonces

existe una funcion estrictamente creciente

v: X =R

Demostraciéon: Para cada x en X, definimos

N@)={n:0, <{z}} vy v(zx)= Z Qin
neN(z)

Cabe mencionar que se adoptard la convenciéon que la funcién v es cero cuando

el conjunto de indices es vacio.

= v estd bien definida.

1
Luego se deduce que la serie Z on 8 convergente en R.

neN(x)

Por lo tanto v estd bien definida.

= v es estrictamente creciente.

Demostraremos v(z) < v(y), cuando x < y. Para ello sera suficiente probar
que N(z) es un subconjunto propio de N(y). En efecto, sea n un elemento
de N(z), entonces O,, < {z}. Asi para todo z de O,, se tiene z < z. Por
transitividad z < y para todo z en O,. Luego O,, < {y}, esto es, n es un

elemento de N(y). Por lo tanto N(x) es subconjunto de N (y).

Ahora, para probar que N(z) es un subconjunto propio de N(y), consi-

deremos el conjunto abierto {z € X : z < y} conteniendo al elemento x.
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Como X posee una base numerable de abiertos B = {O,,},, € N, entonces

podemos escribir

{zeX:z=<y}= U O;

i€TCN
Luego O; < {y}, entonces para todo i en T, se tiene que i pertenece a N (y).
Como z € {z € X : z < y}, entonces existe un i’ en 7" tal que z pertenece a

O;:, entonces i’ no pertenece a N(x). Por lo tanto v es una funcién creciente.

O

De manera natural surge la interrogante acerca de esta funcion ; Es v la funcién
adecuada para cumplir con el principal resultado del Teorema de Debreu? En la
siguiente seccion presentaremos el analisis de la funcién v, el cual respondera a

la interrogante planteada.

2.2. Acerca de la funciéon v

En esta seccion presentaremos de manera detallada un analisis sobre la con-
tinuidad de la funciéon v. Observamos el comportamiento de dicha funcién sobre

un espacio topologico X, cuando este es finito o cuando es infinito.

= Si X es finito. Podemos trabajar con la topologia discreta y recordar el

hecho bastante conocido de topologia:

Proposicion 2.2.1 Toda funcion definida sobre un conjunto que posee la

topologia discreta es continua.
Corolario 2.2.1 La funcion v: X — R es continua.

= Si X es infinito. En este caso presentaremos un ejemplo para el cual la

funcién v no es continua.
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Considerando a X = {1, z2, 3, ...} U {p} un subconjunto ordenado y nu-
_ : +
merable de R, donde z; < x;11, la base B = {O143;, O213:, O343,Vi € Zg }
y la relacion de preferencia como la relacién < (menor igual que) de los
nimeros reales para los cuales conocemos que las preferencias son continuas

en la topologia generada por B, ver Ejemplo 1.2.1.

Ahora siguiendo la definicion dada para la funcién v en el Lema 2.1.1

analizaremos qué ocurre cuando se aplica a cada elemento de X:

e Como N(x;) ={n:0, <{x;}} ={1,4,7,...,1 + 3i} entonces

I 1 4
vlw) = Z o~ Z STTaE S Z ol+3k 7 (2.1)
k=0 k=0

neN (z;)

e Como N(p) ={n:0, <{p}} ={1+3i,i € Z{}U{3+3i,i € Z}

entonces
1 el 24N 1 5
v(p) = Z on — Z 91+3k + Z 9343k 7 (2.2)
neN (p) k=0 k=0

Luego recordemos que una aplicacion es continua, si y solo si, para todo
conjunto abierto I en R el conjunto v~!(I) es abierto. Es claro que I =

5 5 . . 7z / .
<— —€6- + 6> es un intervalo abierto. Méds aun gracias a 2.2 podemos

7 7
5
tomar un € > 0 suficientemente pequeno de modo que im(v) NI = {?}
5
Entonces v=1(I) = v_l{?} = {p}, el cual no es un abierto de X. De lo que

se desprende que v : X — R no es continua.

En esta seccion se ha presentado un ejemplo para el cual v no es continua.
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Pero si rescatamos el hecho que la funcién v representa preferencias.
Basados en este hecho definiremos una funcién g continua tal que de modo general
la composicion g o v también sea continua, la cual representa la funcién utilidad

u.

2.3. Construccion de la funcion g

La meta en esta seccién es probar la existencia de una funcién g : S C R — R
tal que todos los saltos del conjunto g(S) sean abiertos, lo cual se formalizara en
el Teorema 2.3.1. Para tal efecto daremos definiciones y demostraremos lemas y
proposiciones previas como veremos a continuacién. Empecemos con una serie de

definiciones de los objetos que usaremos.

Definicién 2.3.1 Se llama conjunto degenerado a aquellos conjuntos que tienen

un unico elemento.

Definicién 2.3.2 Un f_conjunto es un subconjunto no degenerado A de S tal
que {c € S/a < ¢ < b} es un subconjunto finito de A para todo a,b € A tales que
a < b. Un f_conjunto es llamado maximal, si no existe otro f_conjunto de S

conteniéndolo. St A es un f_ conjunto mazimal diremos que A es un F_conjunto.

Un f_conjunto necesariamente tiene una de las siguientes formas:

finito.

ag < ap < ap <...

< a9<a_1<ap

. <ag<agy<ap <...
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Ejemplo 2.3.1 Dado S ={1,2,3} y sean A; = {2,3}, Ay = {1, 2},
A3 = {1a273}

n 1<2:{ceS:1<c<2}={1,2} es finito.
n 1<3, {ceS:1<e<3}={L1,2,3} es finito.
n 2<3, {ceS:2<c<3}={2,3} es finito.

Por lo tanto Ay, As, A3 son f_conjuntos y Az es un F_conjunto.

Definicién 2.3.3 Un elemento extremal de un conjunto S C R es un menor

elemento o un mayor elemento de tal conjunto.

Definicién 2.3.4 Un i_conjunto es un subconjunto no degenerado A de S, sin
puntos extremales, tal que si a,b pertenecen A ya < b entonces {c € S/a < ¢ < b}
es un subconjunto infinito de A.

Un i_conjunto es llamado mazimal, si no existe otro i_conjunto de S con-

teniéndolo. Si A es un i_ conjunto maximal diremos que A es un I_conjunto.

Ejemplo 2.3.2 Dado S = (—00,0) U (1,400) y sean A; = (—00,0), Ay =
(1, 400)

w1 <2< 0={ceS:z <z < x} es infinito.
sy >x>1=>{ce Sz >x > 2} es infinito.

Por lo tanto Ay, Ay son i_conjuntos y S es un I_conjunto.

Definicién 2.3.5 Un Punto Singular de S es un punto que no pertenece ni a un

f—conjunto ni a un i_conjunto.

Ejemplo 2.3.3 Sea S = (0,1) U {2, 2,3} U [4,5). El punto ¢ = 4 es un punto

singular, pues no pertenece a un f_conjunto ni a un i_conjunto.
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Definicién 2.3.6 Un F_conjunto o un I[_conjunto de S son llamados E_conjuntos

de S.

Definicién 2.3.7 Para dos subconjuntos A, B en S. Se define la relacion < como
A < B siy sdlo sia < b, para todo aenA y para todoben B

Con estas definiciones podemos empezar con los resultados, dados en los siguientes

lemas:

Lema 2.3.1 Sean A, B, f_conjuntos de S, con AN B # (). Entonces (AU B) es

un f_conjunto.

Demostracién. Sean a, b elementos de (AUB), a < b arbitrarios. Ya que ANDB es
no vacia podemos tomar un w € ANB. Supongamos que w < a < b. Como w, b son
elementos de B entonces {c € S/w < ¢ < b} es finito y {c € S/w < ¢ < b} C B.
Luego {c € S/a < c < b} C{ce S/w<c<b} CBC(AUB)yyadque
{c € S/w < ¢ < b} es f_conjunto, entonces {c € S/a < ¢ < b} es finito. Esto
prueba que (A U B) es finito si w < a < b. Se procederd de manera analéga si
a < b < w con lo cual se prueba que (AU B) es f_conjunto.

Supongamos que a < w < b. Como a,w son elementos de A entonces {c € S/a <
¢ < w}oes finitoy {c € S/a < ¢ < w} € Ay como w,b son elementos de
B entonces {¢ € S/w < ¢ < b} es finito y {¢ € S/w < ¢ < b} C B. Luego
{ceSla<e<b} C{ceSla<c<wiU{ce S/w<c<b} C(AUB)yyaque
{ce Sla<c<w}ty{ceS/w < c<b} son finitos, entonces {c € S/a < ¢ < b}

es finito. Esto prueba que (AU B) es f_conjunto.

Lema 2.3.2 Sean A, B, i_conjuntos de S, con AN B # (). Entonces (AU B) es

un 1_conjunto
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Demostracién. Como ni A, ni B tienen puntos extremales entonces (AUB) tam-
poco tendra puntos extremales. Asi sera suficiente demostrar que si a, b pertenecen
a (AU B), con a < b entonces {c € S : a < ¢ < b} es un subconjunto infinito de
(AU B). Para tal efecto se procede de manera andloga a la demostracién realizada

para el Lema 2.3.1. U

Lema 2.3.3 Si C' es un f_conjunto de S. Entonces existe un f_conjunto

mazimal M conteniendo a C .

Demostracion. El candidato a conjunto maximal es el conjunto formado por la

unién de todos los f_conjuntos Ay que contienen al conjunto C', es decir

Es claro que C' C M. Veamos ahora que M es un f_conjunto. En efecto, sean a, b
elementos de M. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a < b. Luego

por definicién de M existen f_conjuntos Ay y A; tales que
= ¢ es un elemento de Ay y C' C A,
» bes un elemento de A5y C C A5

Como Ay, A; tienen interseccién no vacfa (pues C' C AyNAs) y son f_conjuntos,
entonces Ay U A5 es un f_ conjunto. Esto implica {c € S/a < ¢ < b} es un sub
conjunto finito de Ay U A5 y como esta unién es un subconjunto de M, se deduce

que {c € S/a < ¢ < b} es un conjunto finito de M.

Lema 2.3.4 Si C es un i_conjunto de S. Entonces existe un i_conjunto mazi-

mal M conteniendo a C .

Demostracion. Se procede de manera andloga a la demostracion realizada para

el Lema 2.3.3, empleando el Lema 2.3.2 en vez del Lema 2.3.1. 0]
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Lema 2.3.5 Si A esun f_conjunto y B es uni_conjunto entonces #(ANB) < 1

Demostracién. Supongamos que d,e € (AN B) con d < e. Ya que d,e € A
tendremos que {x € S/d < x < e} es finito. Ya que d, e € B tendremos también

que {z € S/d < x < e} es infinito, lo cual es un absurdo.

Lema 2.3.6 Sean A, B E_conjuntos distintos de S. Entonces A y B son dis-

Juntos.

Demostracién. Supongamos que AN B # (). Si A, B son F_conjuntos distintos
se sigue del Lema 2.3.1 que (AU B) es un f_conjunto. Como A, B son distintos
entonces A & (AUB) o B & (AUB). Siendo (AU B) un f_conjunto estariamos
contradiciendo la maximilidad de A o de B. En forma andloga se concluye si A, B
son [_conjuntos.

Ahora supongamos que A es un F_conjunto y B es un I_conjunto. Sabemos
que existe un elemento ¢ en (AU B). Ademdas como A y B son no degenerados
podemos elegir un a € Ay b € B de modo que a # ¢y b # ¢, también se sabe
que A y B son distintos, podemos elegirlos de modo que a # b. Por el Lema 2.3.5
tenemos que

#(ANB) <1 (2.3)

y por lo tanto AN B = {c}. En particular,a ¢ By b¢ A

a) Supongamos que a < b < ¢. Como a,c € A entonces {z € S/la<xr<c} S A
eso implica que b € A contradiciendo(2.3)
En los casos que b < a < c¢,c < a <byc<b< apodemos aplicar un

argumento analogo.

b) Supongamos que a < ¢ < b. Por definicién de i_conjunto, ¢ € B no puede

ser un extremo de B. Entonces existe d € B tal que d < ¢. Ahora podemos
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aplicar el argumento del caso (a) para a,c y el elemento d en vez de b.

Si b < ¢ < a podemos aplicar un argumento anélogo.
O
En el siguiente lema vemos la relaciéon de orden sobre los E_conjuntos de S.

Lema 2.3.7 Sean A, B E_conjuntos distintos. Entonces A < B 0o B < A.

Demostracion. Por el Lema 2.3.6 se tiene que A y B son disjuntos. Supongamos
que A £ By B &£ A, luego existen a, a’ elementos de A y b,b" elementos de B tal
que b/ < a' y a < b, respectivamente. Observemos qué sucede segun la ubicacién

de los elementos.

1. Podria ocurrir que b’ < a < b como se observa en la Figura.2.2:

A
o @

[ ]

A

Figura 2.2: Ubicacién 1

Como b <a <b y bb son elementos de B, el cual es un E_conjunto,
entonces el conjunto {¢ € S/ < ¢ < b} es un subconjunto de B. Tomando
c = a vemos que a es un elemento de B. Entonces a es un elemento de

(AN B) lo cual contradice, el hecho de AN B # 0.

2. Podria ocurrir que a < b’ < a’ como se observa en la Figura 2.3:

:' al +0
Figura 2.3: Ubicacion 2

Procedemos de manera analoga al caso anterior y tendremos que b’ es un
elemento de A, es decir, b es un elemento de (AN B), lo cual es una con-

tradiccion, con el hecho de que A y B son disjuntos.
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Por lo tanto A < B o B < A. O

Definicién 2.3.8 Dos E_conjuntos de S se dicen adyacentes si existe a lo mds
un elemento v de S, entre ellos, es decir: para todo 1 de Ey y para todo xs de

Es, existe un elemento r de S tal que v1 < r < x».

El conjunto S puede tener también, ademés de los E_conjuntos, puntos singu-
lares. El siguiente lema proporciona un orden entre un E_conjunto y un punto

singular.

Lema 2.3.8 Sean un E_conjunto A y un punto singular a. Entonces {a} < A

0o A<{a}

Demostracién. Supongamos que {a} £ Ay A £ {a} y sean los elementos b, c
en A tales que ¢ < a < b. Procediendo de manera andloga a la demostracién
del Lema 2.3.7, concluimos que a es un elemento de A. Esto es absurdo, pues A

es un F_conjunto y no puede poseer puntos singulares. Por lo tanto {a} < A o

A < {a} O
El siguiente lema garantiza el hecho de que S contiene E_conjuntos.

Lema 2.3.9 Sea S un conjunto no degenerado de R. Entonces S contiene un

E_conjunto.
Demostraciéon. Sean a, b elementos de S tales que a < by considere el conjunto
A={ce S:a<c<b}

Si A es finito resulta un f_conjunto. Luego por el Lema 2.3.3, existe un F_conjunto

conteniéndolo.
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Si A es infinito, entonces quitando de A los elementos a, b obtenemos un ¢_conjunto.

Luego por el Lema 2.3.4, existe un I_conjunto conteniéndolo.

Asi cualquiera que sea el caso, se tiene que S contiene un E_conjunto. 0
Para el conjunto S, podemos definir la siguiente familia de intervalos (inf £y, supE}),

(inf By, SupE,), ..., y formar la coleccién
F ={Ig = (Inf E,sup E) : Ees un E_ conjunto de S}.

Gracias al Lema 2.3.6 los intervalos en F son disjuntos. Luego, se desprende que
F es numerable.

Sea & la coleccién de E_conjuntos. Se observa, claramente, que la aplicacion

v: €— F
E;— Y(E;) = I,

es biyectiva.
De la aplicacién ¢ y la numerabilidad de F, se tiene que £ es numerable. Es
posible entonces expresar los E_conjuntos en una sucesion F, Es, .., los cuales
son distintos. O

Ahora definimos g sobre F_conjuntos, [_conjuntos y puntos singulares, co-
mo se demostrara en los siguientes tres resultados: Lema 2.3.10, Lema 2.3.11 y
Lema 2.3.12, respectivamente. Daremos dos definiciones que seran usadas en estos

lemas:

Definicién 2.3.9 Una Laguna Ly en el conjunto S es un intervalo no degenerado
de R sin puntos de S, pero teniendo una cota inferior y una cota superior en S.

Ly se dice “Laguna Maximal”si no existe otra laguna de S conteniéndola.
Definicién 2.3.10 Un Salto del conjunto S es una laguna mazimal de S.

11
Ejemplo 2.3.4 Sea S = (—o0,0)U (1, +00), entonces el intervalo L = [Z’ 5] es
una laguna de S y Ly = [0,1] es una laguna mazximal de S.
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Lema 2.3.10 Sean E, un F_conjunto, an, 3, elementos de R tal que a, < f3,,.
Entonces eziste una funcion creciente g, : E, — R tal que todos los saltos de

gn(Ey) son conjuntos abiertos, con oy, = inf g, (Ey); Bn = sup gn(Ey).

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la forma de los F_conjuntos.
O

Para el caso que los F,, sean [—conjuntos, se tiene el siguiente resultado

Lema 2.3.11 Sean E, un I_conjunto, oy, (3, elementos de R, con a, menor
que By. Entonces existe una funcion creciente g, : E, — R tal que gn(Ey) no

tiene saltos, con o, = inf g,(E,); B, = sup g.(E,).
Demostracién. Consideremos D,, denso y numerable en E,,. Definimos

Gn: Dp = {1,292, ..., 2p, ..} = Q' = (v, 5,) NQ

del siguiente modo: Para x; en D,, definimos g, (z1) = r1, con r; en Q'. Si zq > x9
elegimos el g(z3) como el primer elemento numerado en {r; : i > 2} tal que
r1 > g(x9). Asi definimos g, como el primer elemento numerado de {ry,...} —
{g(z1),...,9(x;_1)}, los cuales tienen la misma relaciéon de orden que los niimeros
g(x1),...,g(z;—1). La funcién asi construida es creciente sobre D,,. Se definen para

cada 7’ en F,,, los conjuntos
Dhy={zeD,:z<2'}, D" ={zxeD,:z>z'}
Ahora probaremos que que sup g, (Dy,) = inf g, (D).

= Probaremos sup g,(D,,) < inf g,(DZ'). En efecto, sea Z’ en D, y 2" en

/ —_ .
D¥ | entonces 7% < 2, luego si r’ es un elemento de g,(D,,/) v 7’ es un

elemento de g, (D ),entonces ' < 7. Luego sup g,(Dp,) < "

sup gn(Dnz’) < inf gn(Dgl)'

, entonces
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= Probaremos que inf g, (D?) < sup gn(Dp,). Supongamos que ocurriese que
inf gn(Dﬁ/) sea mayor que sup g,(D,,), entonces existe un elemento r en
Q, tal que inf g,,(D%) > r > sup g,(Dna), €l cual no es tomado por g,; lo

cual es una contradiccién. Se sigue que inf g,(DZ) < sup gn(Dny)

Por lo tanto inf g, (D) = sup gn(Dny)-

Ahora para z en E,, definimos g,(z) = inf g,(D*) = sup gn(Dpy). Si  es un
elemento de D,,, entonces g, (x) = g, (), luego g, es una extensién de g, y ademés
creciente.

De esta manera se construye g, : £, — (a,, 8,) creciente, también se tiene que

Q' C gu(E,) C (an, Bn), de donde g,(E,) no tiene saltos. O

El siguiente lema, nos permite definir la funcién g cuando E,, < {a} < E,

con a un punto singular de S.

Lema 2.3.12 Sean A y B una particion de los E_conjuntos. Si {E, < Es},VE, €
AyVE, € B. Entonces

sup (G, = inf ay
EreA Es€B

Demostracién. Supongamos que para F, € Ay E, € B se cumple la hipotesis,
de donde se sigue que . < a,. Entonces sup [, < inf ay

ETGA ESGB

Ahora, demostraremos que sup [, > infB as. Supongamos por el contrario que
E,.cA Ese

sup (3, < inf a,. Para un n suficientemente grande definimos a:
Er.cA EseB
» [, como el mayor de los E,, en A, para todo n mayor que m. De donde

el Bpn = sup Br
E.cA

» [, como el menor de los E,, en B, para todo n mayor que m. De donde el

o, = Inf «
mpen °

E, vy E,, asidefinidos, presentan los siguientes casos:
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1. E,, v E,, son adyacentes, para algun n.
Por la definicién de 3, v aqg, y como E, pertenece a Ay E, pertenece a
BB, entonces f3, es menor que oy, . Se sabe que, por construcciéon ANB = ()
y por ser E, y E, adyacentes, existe al menos un elemento s de S entre
ellos, es decir, 8, < s < a,. Lo cual no puede ocurrir, como se detalla a

continuacion:

a) Sea E; de A, tal que E; < E, vy s en Ej, tal que 8, < s. Lo cual es

una contradiccién con la definiciéon de supremo.

b) Sea E; de B tal que E; > E, y s en Ej, tal que s < «y,. Lo cual es

una contradiccion con la definicion de infimo.

Por lo tanto,

su = iInf «
Erer,)élﬁr E.eB ©

2. E,, vy E,, son no adyacentes, para ningin n.

Puesto que (3, es menor que ay,, elegimos un elemento 3, ., con E, 41
en Ay ag, +1, con B, 1 en B, tal que 8, < Bp,,, < aq,., < aq,. Luego
[Bonirs Qgnir] C [Bpns g, ). Como esta eleccién se puede hacer para cada n,

se tiene que asi una sucesion decreciente de conjuntos compactos:

[ﬁpmaqn] 2 [ﬁanrl’OéQnJrl] 2 [ﬁpnu?aqnw] 2. ..

tal que K = ﬂ Bprims Qgnsm] 7 0 es tambien un conjunto compacto. Luego

meN
existe z en K C S tal que z pertenece a [§,,,y,]. Lo cual contradice el

hecho que E,, v E,, son no adyacentes.
Por lo tanto

sup [, = inf ay
EreA ESEB
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Se muestra la construccion de la funcién g sobre cualquier elemento de S.
Puesto que S posee F_conjuntos o I_conjuntos o puntos singulares. Definire-

mos g segun sea el conjunto donde se encuentre cada elemento.

I. Deinicion de g sobre E_conjuntos
Si E, fuese un F'_conjunto o un I_conjunto se elije g como la funcién
gn satisfaciendo las condiciones del Lema 2.3.10 y Lema 2.3.11, respectiva-
mente. Veamos la construccién inductiva de la funcién g, es decir, como se

deben elegir los «a,, y 3,

1. Para Ei, sean a; = 0; f; = 1.
2. Para F,, consideremos los casos que pueden presentarse

a) Si E,, < E,, para todo m menor que n y sea E; el mayor de estos
B,

» S5i B; y E, son adyacentes, es suficiente tomar o, = 3; y

o, = (G0 L
» Si F; y E, no son adyacentes, es suficiente tomar «,, = 8; + 1
Y Bn=0;+2
b) Si B, < E,,, para todo m menor que n y sea Ej el menor de estos

E,..

= Si ), yv E, son adyacentes, es suficiente tomar «,, = — 1y

Bn = 5k
= Si B, v E, no son adyacentes, es suficiente tomar «,, = S — 2
y Bn = Bk -1

¢) Para todo m menor que n existen Ej, Ey; los cuales son el mayor
de los E,, menores que E, y el menor de los E,, mayores que F,,,

respectivamente.
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» Si B, E, son adyacentes y E,,, Fj, tambien son adyacentes, es
suficiente tomar o, = 3;; B, = a.
Puesto que (; es un extremo de g;(E;);a, un extremo de
gn(Ey); y oy un extremo de gi(Ej). Se tiene que 3; < o, < oy,
entonces 3; < ay.

» Si I, E, son adyacentes pero E,,, Ej no lo son, se toma

1
an = Bj; Bn = g(ﬁj + 20)
Puesto que f§; es un extremo de g;(E;); o, es un extremo de
gn(Ey); ay es un extremo de gi(Ey). Se tiene que f5; < a, <
oy, entonces 3; < ay.

» S5i B,, Ej; son adyacentes, pero E,, E; no lo son, se toma
1
oy = 5(253‘ + ag); Bn =

Puesto que (3; es un extremo de g¢;(E;); o, un extremo de
gn(Er); o un extremo de gi(Ey). Se tiene que 5; < a,, < i,
entonces [3; < ay.

» Sini £ con E,, ni E, con Ej son adyacentes, tomemos

o = 5(28; + aw); B = 5(5; + 20u)

Bn
%
| |

B oy,

Puesto que f3; es un extremo de g;(E};), o, es un extremo de
E,; ap un extremo de gix(Ey). Se tiene que 5; < o, < oy,

entonces [3; < ay.

Luego

g| = g,paracadan

n
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II. Sobre puntos singulares a de S.

1. Si{a} es menor que E,, para cada n, definimos g(a) = Infa, (el cual
puede ser —o0), de donde g(a) es menor que g(b), para todo b en E,

y para cada n en N.

2. Si E, es menor que {a}, para cada n, definimos g(a) = Sup, (el cual
puede ser +00), de donde g(b) es menor que g(a), para todo b en E,

y para cada n en N.

3. Si existen E_conjuntos E,, y E, tales que E,, < {a} < E,, se define
A={E,/E. < {a}} y B={E;/E; > {a}}, claramente AN B = 0.
Ademas, si £, € Ay E, € B entonces E, < FE,. Luego por Lema
2.3.12 se tiene que:

sup B, = inf ay
E.cA EseB

y definimos

a) = su = inf o
g(a) Erelitﬂr dnf

O
Ahora se muestra que g asi construida es creciente. Para a, b elementos de S,

tal que a es menor que b, los casos que pueden darse son:

1. Si a,b estan en un mismo F,, entonces g(a) < g(b) por el Lema 2.3.10 si

fuese un F_conjunto o por el Lema 2.3.11 si fuera un I_conjunto.

2. Si a,b se encuentran en distintos E_conjuntos. Aqui ocurren dos casos:

a) Sia,bestéan en E, y FE,, respectivamente, con E,,, E, no adyacentes.
Elejimos «,, como 3, + 1y [, como [, + 2, tal como se realizo en la
construccién inductiva de g.Luego existe g, creciente en FE, entonces

es posible definir g como g, esto es:
9(a) = gn(a) < gn(b) = g(b)
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Por lo tanto, g(a) < g(b), es decir, g es creciente.

b) Sean a,b que pertenecen a E,, y E,, respectivamente y tal que E,,, E,,

son adyacentes.

» Si F,, v E, son I_conjuntos.
Como son I_conjuntos entonces existen g,,, tal que g,,(E,,) es
subconjunto de {(am, fm) v gn(E,) es subconjunto de (a,, B,),
respectivamente. De donde tenemos que oy, < gm(a) < Bn ¥
ap < gn(b) < Bn. Luego gn(a) < Bm = an < gn(b). Haciendo
posible definir g como g(a) = gm(a) < gn(b) = g(b). Por lo tanto
g(a) < g(b), es decir, g es creciente.

» Si E,, vy E, son F_conjuntos
Supongamos f3,, = gm(a) y como E,, y E, son adyacentes entonces
Bm = ay,, de donde es posible construir un f_conjunto a la derecha
de E,,, denotado por A. Luego (E,,UA) es también un f_conjunto
que contiene a E,,, es decir, E,, C (E,, U A), entonces (E,, U A)
es maximal, lo cual es una contradiccién, pues E,, representa un

conjunto maximal. Entonces

gm(a) # Bm (2.4)

Luego, se tiene que g,(a) < Bn. En forma andloga, es posible
construir un f_conjunto a la izquierda de E,, denotado por B,
tal que E,, C (E,U B). Luego E, no es maximal, lo cual es una
contradiccién, pues E,, es un F_conjunto. De donde «,, < g,(b),
puesto que «,, = inf g,,(E,), es decir, g,(a) < Bm = an < gn(b).
Entonces gn(a) < gn(b), luego defimos como g(a) = gn(a) <
gn(b) = g(b). Por lo tanto g(a) < g(b).

= Si E,, esun F_conjuntoy F, es un I_conjunto. Usando lo ante-
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rior y suponiendo que g,,(a) = (,,, se tiene que E,, no es ma-
ximal. Luego g,(a) < B, y si suponemos que g,(a) = oy, en-
tonces es posible construir un i_conjunto C = AU E,,, donde A
un f_conjunto tal que E, C C, asi F, no es maximal, lo cual es
una contradiccién pues E,, es un I_conjunto, de donde o, < g, (b).
Entonces g¢,(a) < By = oy, = ¢,(b), de donde g,,,(a) < gn(b). Por
lo tanto g(a) < g(b).

3. Si a es singular y b pertenece a F,,, ocurren los siguientes casos:

» Entre ellos existe algin E,,. Es decir, {a} < E,, < E,. Luego {a} <

E,,, asi es posible definir
g(a) = inf o, < g(b)

De donde g(a) < g(b), es decir, g es creciente.

» Entre ellos no existe algin E,,, se define g(a) = «,,. Con argumentos
similares al caso anterior, se deduce que no se puede tener g, (b) = «,,
puesto que de ser asi, a no seria singular y F, no seria f_conjunto
maximal. Luego

g(a) = an < gn(b)
Por lo tanto

g(a) < g(b)

4. Si b es singular y a pertenece a FE,, se procede como en el caso anterior.

Concluyendo que
g(a) < g(b)

5. Si a, b son singulares, existe al menos un E,, entre ellos, es decir, existe F,,

tal que
g(a) = inf g,,(E,), g(b) = sup gn(Ey)
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Por lo tanto

g(a) < g(b)

O
Para g la funcién construida en la Proposicion.2.3.1, veremos que los saltos

de ¢(S) son abiertos.

Proposicién 2.3.1 Sea g : S — R. Entonces todos los saltos del conjunto g(S)

son abiertos

Demostracién. Demostraremos que existe n € N tal que G = g(E,,) es un salto
de g(5).

Supongamos, por el contrario, que no existe n en N, tal que G = g(F,,). Definimos
los conjuntos A = {E, : 8, < infG} y B = {E, : supG < o}, tal que Ay B
contienen a todos los E_conjuntos del conjunto S. Como G es un salto, se tiene

que inf G < sup G, lo cual implica que A=0oB=0.

. SiA= (), entonces B contiene a todos los E_conjuntos de S, luego existe
un elemento, llamado s, que pertenece a g(.5), tal que s < inf G, pues de
lo contrario G no serfa un salto de ¢g(5). Entonces existe un punto singular
a tal que g(a) = s. De acuerdo con la construccién de g, como a es punto
singular y no existe E,, entre a y E,, se define g(a) = inf g,,(E,) = innfé Q.

s€

Entonces

g(a) = inf g,(E,) = iInf a; (2.5)

EseB

Por construccion de B, se tiene que

sup G < inf g,(E,) = El'nfg Qg
s€

como g(a) =s < Inf G <supG < inf g,(E,) = inf a,.
EseB
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Entonces

g(a) < inf g,(E,) = inf a;
E.eB

Lo cual contradice lo afirmado en ecuacion (2.5), de donde se sigue la exis-

tencia de n.

= Si B = (), entonces A contiene a todos los E_conjuntos de S, entonces
existe exactamente s en ¢g(.S) tal que s > sup G, entonces existe un punto

singular b tal que g(b) = s.

De acuerdo con la construccién de g, como b es un punto singular y no

existe E,, entre by E,, se define g(b) = sup g,,(E,) = sup f,, entonces
EreA

g(b) = sup B, (2.6)
E.cA

Por construccién de A se tiene
sup B, < inf G <supG < s = g(b)
E,cA

Entonces

sup B, < g(b)
E.€A

Lo cual contradice la ecuacion (2.6).

De donde existe n en N, tal que g(E,) = G tal que G es un conjunto abierto.
Es suficiente demostrar la existencia de n, puesto que si F,, es un F_conjunto
entonces por Lema 2.3.10, se tiene que G es abierto y si F,, fuese un I_conjunto,
entonces como por Lema 2.3.11 g no tiene saltos, entonces la proposicion es
satisfecha. 0

El siguiente Teorema consolida lo trabajado hasta el momento:
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Teorema 2.3.1 5@ S es un subconjunto de R, existe una funcion creciente

g:S—R
tal que todos los saltos de g(S) son abiertos.

Demostracion. Se sigue de manera inmediata de la construccion de g y de la

Proposicién 2.3.1. O]

2.4. Teorema de Debreu

En esta seccion se presenta el principal resultado de Debreu. Esto es, re-
presentar las preferencias del consumidor definidas en un conjunto no vacio de
alternativas X mediante una funcion de utilidad continua, el cual es una conse-
cuencia de las Proposicién 2.4.1 | 2.4.2 y 2.4.3. Empezaremos dando una serie de

definiciones y proposiciones necesarias.

Definicién 2.4.1 La topologia preorden superior sobre X, es la topologia mds

débil para el cual el conjunto {x € X : x = y} es cerrado para cada y en X.

Definicién 2.4.2 La topologia preorden inferior sobre X, es la topologia mds

débil para el cual el conjunto {x € X : x < y} es cerrado para cada y en X.

Proposicion 2.4.1 Sea X un conjunto completamente preordenado , si existe
una funcion creciente v de X hacia R, entonces existe una funcion creciente
u: X — R, la cual es semicontinua superior en la topologia preordenada superior

y semicontinua inferior en la topologia preordenada inferior.

Demostracién Por el Teorema 2.3.1, existe g : S — R creciente, tal que todos

los saltos de g(S) son abiertos. Tomando S = v(X), se tiene que g : v(X) — R,
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donde todos los saltos de g(v(X)) son abiertos. Definimos una funcién v en X
como u(x) = g(v(z)) el cual es creciente, por ser g y v crecientes.

Ahora demostraremos que u es semicontinua superior con la topologia preorde-
nada superior. Serd suficiente demostrar que para cada v en R, u ([, +00]) es

cerrado en X, como 7 estd en R entonces hay dos posibilidades.

1. v € u(X) entonces existe y en X tal que u(y) = . Por lo tanto y = u=*(7).

También
u [y, +o0]) ={z € X :u(x) € [y, +00]}
={z e X :u(z) >~}
—freXizru()
={reX: x>y}

es cerrado por definicién de topologia preordenada superior.
2. Si v no pertenece a u(X) se presentan dos casos:

a) Si~y no pertenece a un salto de u(X). Ocurre alguno de los siguientes

sub-casos

a.l) Siy < infu(X) entonces v < u(z), Ve € X. Veamos que:

u [y, +oo]) ={z € X 1 u(z) € [y, +oc]}
={zr e X :ux) >~}
=X
X es cerrado.

a.2) Si u(X) < v entonces u(z) < 7,Vo € X, luego no existe x en
X tal que u(x) > 7. Por lo tanto u™'([y, +oc]) = 0, el cual es

cerrado.

a.3) Si[y,+oo] = ﬂ[a, +00] con a <y
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Veamos que u™([y, +-o0]) = u™* (] [a,00]) = (7] u™! ([, +00]),

acX aeX
el cual es cerrado.

b) Si~y pertenece a un salto de u(X). Luego por Teorema 2.3.1, tenemos
que existe (A, u) un salto abierto, con A\, u € u(X), y A < v < pn.

Ademas

uwH([p, +o0]) = ul([y, +o0))

Siendo u™! ([, +00]) cerrado, entonces u=*([ry, +o0]) es cerrado. Y asi u

es semicontinua superiormente.

Con argumentos similares se demuestra la semicontinuidad inferior en la topologia

preordenada inferior. O

Proposicion 2.4.2 Sea X un espacio topologico totalmente preordenado con una
base numerable de conjuntos abiertos. Si el conjunto {x € X : x = y} es cerrado
para cada y € X, entonces existe una funcion u : X — R semicontinua superior

y creciente asociada a =.

Demostracién. Para X con una base numerable B = {O;,0,, Os, ...}, existe
una funcién creciente v, como en el Lema 2.1.1.

Luego por Proposicién 2.4.1 existe v : X — R la cual es creciente y semicontinua
superior en la topologia pre orden superior 7,s. Ahora como esta topologia es mas
débil o a lo sumo igual que la topologia de X. Por lo tanto u es semicontinua en
T. O

En forma analoga se obtiene la siguiente proposicion.

Proposicion 2.4.3 Sea X un espacio topologico completamente preordenado con
una base contable de conjuntos abiertos . Si el conjunto {x € X : z < y} es
cerrado para cada y en X . Entonces existe una funcion u: X — R semicontinua

inferior y creciente.
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Demostracion. Anélogo a la demostracién de la Proposicion 2.4.2. 0

Teorema 2.4.1 (Teorema de Debreu) Sea X un espacio topoldgico completa-
mente preordenado con una base numerable de conjuntos abiertos . Si los conjun-
tos{r e X :x <y} y{xr € Xz =y} son cerrados para cada y en X. Entonces

ezxiste una funcion u : X — R continua y creciente.

Demostracion. De las Proposiciones 2.4.2 y 2.4.3 se desprende que existe una
funcién creciente v : X — R. Luego por el Proposicion 2.4.1, existe v : X — R
semicontinua en las topologias preordenadas superior e inferiormente.

Como la topologia dada sobre X es mas fuerte o a lo sumo igual a ambas
topologias, se tiene que u es semicontinua superior e inferior en la topologia
dada. O

Ahora veremos otros resultados que también son consecuencia directa de la

Proposicién 2.4.1.

Proposicion 2.4.4 Sea X un espacio topologico completamente preordenado,
conexo y separable. Si los conjuntos {x € X : z K y} y{r € X : =z = y}
son cerrados para cada y en X. Entonces existe una funcion v : X — R continua

y creciente.

Demostracién. Sea Z = {z1, 23, 23, ...} un subconjunto denso numerable de X.
Sean y,y" en X tal que y < 3. Dando lugar a los conjuntos cerrados {x € X :

r gy}, {xr € X :x =19y} los cuales son no vacios y disjuntos. En efecto:

» Son no vacios. Como X es preordenado, se tiene que y < v, ¥’ < 3/, entonces
ye{re Xz xy}tyy €{r e X : vy < z}. Porlo tanto son diferentes

del vacio.

= Son disjuntos. Puesto que de existir un elemento w en la interseccién, se
tendria que w < y vy ¢ < w entonces iy < w < y. Luego v < vy, lo cual es

una contradiccién, pues y < y'.
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Resumiendo los conjuntos {r € X : z < y},{x € X : ¥ < 2z} son cerrados, no
vacios y disjuntos. Sin embargo, la union de ellos no es todo X.

Como y < ¥ entonces existe z en Z tal que y < z < /. Luego el conjunto abierto
{r € X :y <2 <y} es no vacio, entonces existe una base numerable de abiertos
de la forma {z € X : y < 2 < y'}. Ahora se define v : X — R para cada z en X,

como se hizo en el Lema 2.1.1

1

Con N(z) ={n:z, <x}yv(x)= Z on

neN (z)
De donde v : X — R es creciente. Luego por la Proposicién 2.4.1 existe v : X —
R semicontinua superior en la topologfa preordenada superior y semicontinua
inferior en la topologia pre ordenada inferior. Por lo tanto en virtud del Teor.2.4.1

existe u : X — R continua y creciente.

O

Proposicion 2.4.5 Sea X un conjunto completamente pre ordenado conteniendo
un subconjunto numerable Z tal que si x,y en X satisface x <y, entonces existe

2 € 7 satisfaciendo x < z < y. Entonces existe una funcion creciente v : X — R.

Demostracién. Para x € X, denotemos por a(z) la clase de equivalencia de z
respecto a <. Particularmente cuando a(w) N Z es no vacio, a(w) serd denotado

por ¢(w). Definiendo asi los conjuntos
A={a(zx):z e X} vy C={a(w):we X,conc(w)NZ # 0}

Es claro que C' C A y ademéds C es numerable. Denotaremos por < la relacién en
A inducida por la relacién < en X. Definimos a(z) < b(z) si y sélo si a(x) < b(z)
pero no b(z) < a(z), de donde A es un conjunto totalmente ordenado. Dado
a(x),b(x) en A, entonces a(z) < b(x) siy sélo si z < y, para todo x,y en a(x) y

b(x), respectivamente. Si x < y entonces existe z en Z tal que z < z < y, para
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todo z,y en a(x) y b(z), respectivamente. Entonces x < z para todo z en a(x),
luego = < z < w para todo = en a(x), puesto que z pertenece a c(w). De donde
r < w, para todo z,w en a(x), c(w), respectivamente. Por lo tanto a(z) < c(w).
En forma andloga se verifica que c(w) < b(z). Luego, existe a(w) en C tal que
a(z) < c(w) < b(x).

Sin perdida de generalidad, diremos a,b en A y ¢ en C, para expresar a(zx), b(x)
en Ay c(w) en C. Considerando b, en A tal que b < I, pero no existe a en A
tal que b < a < V', luego b y/o b’ estdn en C. Consecuentemente estos pares de
elementos b, b’ de A forman una clase numerable, puesto que a lo mas dos de ellos
tienen un elemento de C' como una componente.

Agregando las componentes de los pares a la clase numerable C' obtenemos un
nuevo conjunto numerable C* = {¢;, ¢s, c3, ...}, de donde dado a,b en A tal que
a < b. Entonces existe ¢; en C* tal que a < ¢; < b, es decir, C* es denso y

numerable en A. Considerando

N(z) = {n: cn < af2)} y definiendo vo(z) = ¥ —

neN(z)

La cual es una funcién creciente como se demostré en el Lema.2.1.1.
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