PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx_:_\ée'_l}gﬁmo

DEL PERU

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU

ESCUELA DE POSGRADO

FORMAS ARMONICAS CON VALORES EN UN FIBRADO VECTORIAL
E
INMERSIONES DE VARIEDADES RIEMANNIANAS

TESIS
para obtener el grado de

MAGISTER

presentada por

LLAUCE SANTAMARIA EDWIN EDILBERTO
Bajo la direccién del Doctor
FIGUEROA SERRUDO CHRISTIAM BERNARDO
Miembros del jurado

Dr. ALCANTARA BODE, JULIO CESAR
Dr. MAMANI TRONCOSO, RICHARD MANUEL

Marzo del 2014

Lima-Peru

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx_:_\ée'_l}gﬁmo

DEL PERU

Dedico este trabajo a mis padres, Genaro y Marfa Tomasa por su amor y esmero sacrificio
y a mis hermanos por ser perceverantes en el dia a dia y apoyarme en los momentos dificiles.

A mi esposa Linsay por su amor y comprensién y a mi pequeno hijo Thiago que es la felicidad
del hogar.

A mis tios Pedro y Janet por su apoyo.

Agradezco a las personas que de una u otra manera aportaron en la realizacién de este
trabajo.

A mi asesor Dr. Chritiam Figueroa, por permitirme ser su tesista y orientarme en la ejecucién

del trabajo.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx_:_\gﬁgﬁmo

DEL PERU

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T g:\l_}\éELl}éIEAD

DEL PERU

Contenido

Introduccion 5
1 Preliminares 6
1.1 Variedad diferenciable . . . . . . . . ... ... ... 6
1.2 Espacio Tangente . . . . . . . . . . .. L e 7
1.3 Variedad Riemanniana . . . . . . . . ... ... ... . 8
1.4 Variedad orientable . . . . . . . . . ... 8
1.5 Campos de Vectores . . . . . . . . . . . . e 9
1.6 Corchetede Lie . . . . . . . . . . . . e 10
1.7 Fibrados guama: S .. TS TN TNNNST— AN oo . . L . L 10
1.8 Fibrado Producto Tensorial . . . . . . . . ... ... ... ... ... ....... 14
1.9 Derivada Covariante . . . . . . . . . . . . i i e e e e e e 14
1.10 Inmersion . . . . . . . . L e e e e e 14
1.10.1 Segunda Forma Fundamental . . . . .. .. .. ... ... .. ... .... 15
1.11 Conexion . . . . . . . o o e e e 16
1.11.1 Tensores sobre un Espacio Vectorial . . . . . ... ... ... .. ..... 16

2 Formas Armonicas con valores en un fibrado vectorial e Inmersiones de
Variedades Riemannianas 19
2.1 Fibrado vectorial Riemanniano . . . . . . . ... ... ... ... ......... 19
2.2 La Segunda Forma Fundamental . . . ... ... ... ... ... .. ... ..., 26
2.3 Subvariedad y Curvatura media . . . . . . . . .. ... ... 29
2.4 Curvatura seccional . . . . . . . .. L 32
Referencias 55

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T g:\l_}\éELl}éIEAD

DEL PERU

Introduccion

El propésito de este trabajo es discutir la aplicacién de la teoria de las formas armoénicas con
valores en un fibrado vectorial y su relacién con las inmersiones en una variedad riemanniana.
Sea M una variedad riemanniana y E un fibrado vectorial riemanniano sobre M, entonces
podemos definir de manera natural el operador laplaciano [J en las formas diferenciales con
valores en F y expresaremos el producto escalar (1, 0), donde 6 es una p-forma con valores
en F, en términos de la curvatura y la diferencial covariante. Ademaés si M es compacta,
obtendremos, mediante integraciéon sobre M una formula andloga a las formas diferenciales
ordinarias de Bochner’s.
Sea f una inmersién de M en una variedad riemanniana M’. Consideramos la segunda forma
fundamental «a de (M, f) como una 1-forma con valores en Hom(7T' (M), N(M)). Asumiendo
que M’ es de curvatura seccional constante y la curvatura media normal de (M, f) es paralela,
probaremos que la segunda forma fundamental o es armoénica, es decir Lo = 0. En particular,
si la inmersién f es una inmersién minimal, entonces « es armoénica. Por el contrario, si M es

compacta y « es arménica, entonces la curvatura media normal es paralela.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Variedad diferenciable

Una variedad topoldgica de dimensién ”n” es un espacio topolégico M el cual es de Hausdorff,

admite una base enumerable de abiertos y es localmente homeomorfo a R™. Esta dltima condicién
significa que en torno de cada punto p € M podemos obtener un abierto U y un homeomorfismo
¢:U —V CR" donde V = ¢(U) es un subconjunto abierto de R". Llamamos al par (¢,U)
una carta o sistema local de coordenadas de M.

Sea M™ una variedad topoldgica (n denota la dimensién de M). Un atlas sobre M es una
familia A = (¢q,Ua), € A de cartas de M tal que la coleccion {U, }aca constituye una cobertura
abierta de M. Para 1 < r < oo, decimos que A es un atlas de clase C" si dos cartas cualesquiera

(¢a,Uq), (¢,Us) de A son C"-compatibles, i.e. si el cambio de coordenadas,

90590;1 : Pa(Ua N UB) v 4 ‘PB(U& N Uﬁ)

es un difeomorfismo de clase C" (esta definicién tiene sentido pues po(Ua NUg) y ¢3(Ua NUp)
son conjuntos abiertos de R™). Un atlas A de clase C” es llamado maximal si no es posible
obtener un atlas de clase C" que contenga propiamente a éste, es decir si Ay es un atlas de clase
C"y A C Ag entonces A = Ap.

Definicién 1.1.1. Una variedad diferenciable de clase C" es un par (M,A) donde M es
una variedad topoldgica y A es un atlas C"-mazimal sobre M (A es llamado una estructura
diferenciable de clase C" sobre M)

Definicién 1.1.2. Sean (M™, A) y (N™, B) variedades diferenciables de clase C" y sea f : M —
N una funcion. Decimos que f : (M, A) — (N, B) es una funcion de clase C* (s < 1) si para todo
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par de cartas (p,U) € A, (1, V) € B tales que f(U)NV , la composicion 1 fp=t : o(U) — (V)
es una funcion de clase C* (esta definicion tiene sentido gracias a que p(U) y (V') son conjuntos

abiertos de R™ y R™ respectivamente).

1.2 Espacio Tangente

Sea M una variedad diferenciable. Una aplicacién diferenciable o : (—¢,e) — M es llamada una
curva (diferenciable) en M. Suponga que a(0) =p € M, y sea D el conjunto de las funciones de
M diferenciables en p. El vector tangente a una curva « en ¢ = 0 es una funcién o/(0) : D — R
dada por o/(0)f = ﬂ]t_ f € D. Un vector tangente en p es un vector tangente en t = 0
de alguna curva « : (—¢,¢) — M con a(0) = p. El conjunto de los vectores tangentes a M en p
serd indicado por T, M.

Si elegimos una parametrizacién ¢ : U — M™ en p = x(0), podemos expresar la funcién f
y la curva « en esta parametrizaciéon dada por f o z(q) = f(z1,...,2n), ¢ = (z1,...,2,) €U y

r7 o a(t) = (x1(t), ..., v, (t)) respectivamente. Por tanto restringiendo f en a, obtenemos

o (0) = 57 0 im0 = 571 (), s n(t)) g

= YOG = (Z 0.

En otras palabras, el vector o/(0) puede ser expresado por la parametrizacién x por

Z Ti 8%,

Observe que (%)0 es un vector tangente en p, a una curva coordenada
3

x; — x(0,...0, 24,0, ...0)

De la expresion o/ (0) = E (0 (2~ g2, )0 muestra que el vector tangente a una curva o en p depende

de las derivadas de a en un sistemas de coordenadas. De ahi también que el conjunto de T,M,
con las operaciones usuales de funciones, forma un espacio vectorial de dimensiéon n, y que la
eleccién de una parametrizacién z : U — M determina una base asociada {(8%1)0, e (8%1)0} en
T,M.

Es inmediato que la estructura lineal en 7),M asi definida no depende de la parametrizacién

z. El espacio vectorial T),M es llamado el espacio tangente de M en p.
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1.3 Variedad Riemanniana

Una métrica Riemanniana en una variedad diferenciable M es una correspondencia que asocia
a cada punto p de M un producto interno (,), en el espacio tangente T,M, que varia
diferenciablemente en el siguiente sentido: Siz : U C R — V C M es un sistemas de coordenadas

locales en torno de p se tiene que las aplicaciones
9ij U—-1R

definidas por (((deq)(e:), (dpq)(€j))q es una funcién diferenciable en V.

Una variedad diferenciable con una métrica riemanniana dada es llamada una wvariedad

Riemanniana.

1.4 Variedad orientable

Sea M una variedad diferenciable. Se dice que M es orientable si M admite una estructura
diferenciable (Uy, Z,) tal que:

(1) para todo par a, 3, con x,(Us) Nas(Ug) = W # ¢, el cambio diferencial de coordenadas
xg o x, ' tine determinante positivo.

Caso contrario, se dice que M no es orientable. Si M es orientable, la eleccién de una
estructura diferenciable satisfaciendo (i) es llamada una orientacion de M y M, es entonces
orientada.

Dos estructuras diferenciables que satisfacen (i) determinan la misma orientacion si la unién
de las mismas satisfacen ().

No es dificil verificar que si M es orientable y conexa existen exactamente dos orientaciones
distintas en M.

Sean ahora M; y My variedades diferenciables y ¢ : My — My un difeomorfismo. Es
inmediato verificar que M es orientable si y solo si My es orientable. Si ademas de esto, M;
y Mas son conexas y orientadas, ¢ induce una orientacién en My que puede o no coincidir con
una orientacién inicial de Ms. En el primer caso, se dice que ¢ preserva la orientacion y en el

segundo, @ invierte la orientacion.

Ejemplo 1.1. Si M puede ser cubierta por dos vecindades coordenadas Vi y Vo de modo que
la interseccion Vi N Vo es conexa, entonces M es orientable. Pues como el determinante del
jacobiano del cambio de coordenadas es ¢, que no cambia de signo en Vi N Va; si es negativo en
un punto, basta intercambiar el signo de una de las coordenadas para que pase a positivo en ese

punto, en Vi N V.
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1.5 Campos de Vectores

Un Campo de vectores X en una variedad diferenciable M es una correspondencia que a cada
punto p € M asocia un vector X (p) € T, M.

Teniendo en cuenta que el conjunto de todos los vectores tangentes a M, definimos el fibrado
tangente TM = {(p,v)/v € T,M,p € M},

. TM — M
(p,v) — p

Se puede dotar de estructura de variedad diferenciable, a TM de tal manera que m es C*
Un campo de vectores X puede interpretarse como una aplicacién de M en su fibrado tangente
tal que,

X:M—->TM/moX =idy

Un campo de vectores X se dird diferenciable, si la aplicacién X : M — T M entre la variedad
y su fibrado tangente es diferenciable. El conjunto de todos los campos de vectores diferenciables
sobre M se denotard por X(M).
Sea X un campo de vectores sobre M. Para cada punto p de M, X(p) = X, es un vector
tangente a M en p, y por consiguiente, es una derivacién local (en el conjunto de las funciones
diferenciables en un entorno de p) de manera que los campos de vectores se pueden considerar

como derivaciones sobre el dlgebra de las funciones diferenciables sobre la variedad:

X : O®(M) — C®(M),

donde X (f)(p) = X,(f)
Estd interpretacién permite caracterizar a los campos de vectores diferenciables como

aquellos que transforman funciones diferenciables en funciones diferenciables. En el conjunto
de los campos de vectores diferenciables sobre M podemos definir dos operaciones naturales, la
suma y el producto por funciones diferenciables, del siguiente modo:

Si X,Y € X(M) entonces X +Y : C®°(M) — C*°(M) estd definida por
(X+Y)(f): M > B, (X +Y)(F)D) = X,(F) + Yp(f)

SiXeX(M)y feC>®M)entonces fX : C®°(M) — C®(M)
estd definida por (fX)(g) : M = R, (fX)(9)(p) = f(p)Xp(9)
Con las dos operaciones anteriores, el conjunto X(M) admite estructura de médulo sobre el

anillo C*°(M) de las funciones diferenciables.
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1.6 Corchete de Lie

Si X e Y son dos campos de vectores diferenciables y f es una funcién diferenciable, entonces
X(Y(f)) e Y(X(f)) son funciones diferenciables. Sin embargo, este tipo de operaciones no
conduce en general a nuevos campos de vectores diferenciables, ya que envuelven derivadas de

orden superior a la primera.

Lema 1.1. Sean X e Y dos campos de vectores diferenciables sobre M. FEntonces existe un
unico campo Z € X(M) tal que Z(f) = X(Y(f)) — Y(X(f)), para toda funcion f € C*(M).
El campo Z se denomina el corchete de Lie de X eY y se denota por [X,Y].
Prueba Ver [6] pag 28
Esta forma de construir nuevos campos a partir de otros ya existentes nos permite definir la
operacion corchete:
L]: X(M)xX(M) — X(M)
(X,Y) — [X,Y]

que a cada par de campos le asocia su corchete de Lie, la cual posee interesantes propiedades.
Usando la definicién de corchete se puede mostrar la siguiente.

Proposicién 1.1. Sean X,Y,Z € X(M) campos de vectores diferenciables sobre M, a,b € R y
frg € C°(M) funciones diferenciables. Entonces:

(1) [X,Y] = —[Y, X] (antisimetria)

(2) [aX +bY,Z] = a[X, Z] + bY, Z] (R-linealidad)

(3) X, Y], Z] +[[Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0 (identidad de Jacobi)

(1) [£X, Y] = f9lX, Y] + [X(9)Y — gV (DX; f,g € Co(M).

Prueba Ver [6] pag 29

1.7 Fibrados

Un fibrado con base M y fibra F' es una aplicacién suave 7 : E — M, donde E es una
variedad suave llamada espacio total, tal que alrededor de cada punto xz € M, existe U,
vecindad de = en M, y un difeomorfismo ¢ : 7~ 1(U) — U x F, llamada trivializacién (local)

en x, que hace el diagrama
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conmute.
En consecuencia para cada x € M, la aplicacién ¢, : F — 7 1(z) = F, dada por

0 (y) = ¢~ (2, y) es un difeomorfismo, donde ¢ es una trivializacién local en .
Ejemplo 1.2. La aplicacion 71 : M X F'— M es llamada fibrado trivial.

Una aplicacién o : M — E es una seccion (del fibrado 7 : E — M de fibra F) si
moo = Idy. Denotaremos por I'(M, E) al conjunto de secciones del fibrado 7 : E — M.
Dos fibrados con base M y fibra F, digamos, 7 : £ — M y 7’ : E' — M, son isomorfos

si existe un difeomorfismo ¢ : E — E’ que hace que el diagrama

A L=l 5

N

Un fibrado @ : E — M con base M y fibra F es trivial, si es isomorfo al fibrado

conmute.

1: M x F — M del Ejemplo 1.2 (en otros términos si admite una trivializaciéon definida
en todo F). Por su misma definicién, todo fibrado es localmente trivial.
Todo fibrado trivial w : E — M con base M y fibra F, admite una seccién global: puesto

que existe un difeomorfismo ¢ : E — M x F' que hace que el diagrama

M x F

\/

conmute, basta considerar a € F, y definir 0, : M — E como o4(x) = ¢~ !(x,a).
Si el fibrado m : E — M con base M y fibra F' es trivial, entonces existe una identificacién

entre I'(M, E) y el conjunto de aplicaciones suaves f : M — F. Para lograrlo basta considerar

I(M,E) — C>(M,F)
o — a0 poa,

con inversa

C*®(M,F) — T'(M,E)
f = (2= 7 (2, f(2)),
donde 7 : M x F' — F es la proyeccién a la segunda coordenada.
A continuacién veremos una forma practica de generar fibrados. Sea el fibrado 7 : E — N
con base N, fibra F' y una aplicacién suave f : M — N. El conjunto f*(F) := {(z,v) €
M x E : f(z) = w(v)} es una variedad suave y junto con la aplicacién 71 : f*(E) — M dada

11
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por 7i(z,v) = z, obtenemos una estructura de fibrado (de base M y fibra F'). El fibrado
m1 : f*(E) — M es conocido como el fibrado pullback de E bajo f .

Observemos que si ¢, 7T_1(Ua) — U, X I' es una trivializacién local del fibrado
7 : E — N, entonces la aplicaciéon @, : (M x E)N (f~1(U,) x E) = f~1(U,) x F definida por
Pa(x,v) = (z, m2pq(v)) representa una trivializacién local del fibrado pullback de E.

Sea el fibrado 7 : E — N con base N, fibra F' y una aplicaciéon suave f : M — N. Existe

una aplicacién suave u : f*(F) — E (llamada aplicacién fibrada) que hace el diagrama
[(E) — fj
M N

Ademsds para cada x € M, la aplicacién u induce un difeomorfismo

u
i/
——

sea conmutativo.

ug : F = n7(f(z)) = Fra)

fibra a fibra.

En efecto, sea ¢, : W*I(Ua) — U, X F una trivializacion local de w : E — N. La aplicacién
suave Uy : 7 L (f 1 (Uy)) — 71 (Uy) queda definida por uq(z,v) = @5 (f(2), T2@a(v)).
Ademss si (z,v) € 17 H(f 71 (Us N Up)) entonces uq (z,v) = ug(z,v). De aqui podemos definir u
localmente sobre f*(E).

Ademés, dado un punto = € M, consideramos la aplicacién u, : F — 7~ !(f(z)) = Fy(,) dada

por ua(y) = ¢4 ' (f(x),y), donde
Go : T N (Uy) = Uy x F
es una trivializacién local de 7 : E — N en f(z).

Ejemplo 1.3. Sea el fibrado m : E — N con base N, fibra F. Entonces el fibrado pullback de
FE bajo la aplicacion id : N — N es el propio fibrado m : E — N.

Ejemplo 1.4. Dado el fibrado w : E — N con base N, fibra F, seleccionemos ¢ € N. Para la
aplicacion constante ¢ : M — N definida por c(x) = ¢, el fibrado pullback de E bajo ¢ es trivial.

A continuacién presentamos un tipo especial de fibrado, cuya nocién extiende el concepto
de fibrado de una variedad. Un fibrado vectorial de dimension n es un fibrado 7 : E — M,
con fibra F isomorfo a R™. Ademés para ¢ : 7~ 1(U) — U x F cualquier trivializacién local en z,
se exige que la aplicacién ¢, : F = R” — 7~ !(z) dada por ¢.(y) = ¢~ '(x,%) sea un isomorfismo

de espacios vectoriales. A continuacién damos un ejemplo fundamental de fibrado vectorial.

12
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Ejemplo 1.5. Consideremos una variedad suave M y TM = {(z,v) : x € M,v € T,M} el
espacio tangente de M el cual posee una estructura natural de variedad suave. La proyeccion a

la primera coordenada 7 : TM — M es un fibrado vectorial llamado fibrado tangente de M.

Una variedad M C*° de dimensién n se dice paralelizable si existen X1, ..., X, campos
C*° tangentes sobre M linealmente independientes; es decir, para cada punto x € M el conjunto
(X1(x),...,Xn(z)) constituye una base de T, M. Adaptada a la teoria de fibrados tendremos
que una variedad M es paralelizable si su fibrado tangente T'M es trivial: sea ¢ : TM — M xR"
el difeomorfismo entre TM y el fibrado trivial. Tomemos X; : M — T'M campo suave tangente
sobre M definido por X;(z) = ¢ !(x,e;) = @.(e;). La independencia lineal de los campos
X1,...,X, se sigue de la independencia lineal de los vectores canodnicos eq,...,e, en R™ y del

hecho de que la aplicacién ¢, es un isomorfismo para cada x € M.

A continuacién veremos fibrados vectoriales con algin tipo de estructura extra.
Un fibrado vectorial con producto interno es un fibrado vectorial 7 : E — M junto con una
correspondencia (, ) que asocia a cada € M un producto interno (, ), sobre 7—!(x). Dicha
asignacién debe ser suave, en el sentido que si ¢ : 771(U) — U x R™ es cualquier trivializaciéon
local del fibrado, la aplicacién ¢ : U — R dada por ¢(z) = (¢~ (z,e;), ¢ (x,¢e))s es suave.
Ademés para o : 7 1(U) — U x F cualquier trivializacién local en z, se exige que la aplicacién
0 1 F=R" — 77 (z) sea una isometria.

Un fibrado vectorial orientado es un fibrado vectorial # : £ — M junto con una
correspondencia O que asocia a cada x € M, una orientacién O, sobre 7~ !(z). Dicha asignacién
debe ser suave, en el sentido que si ¢ : 7 1(U) — U x R" es cualquier trivializacién local
del fibrado, entonces se tiene Oy = [p~ (g, e1),...,9 1(q,e,)] para todo ¢ € U. Ademds,
para ¢ : © H(U) — U x F, cualquier trivializaciéon local en z, se exige que la aplicaciéon
¢y + F = R® — 7 !(x) preserve orientacion. Sea m : & — M un fibrado vectorial
orientado con producto interno de dimensién n. Una trivializaciéon ortonormal positiva
de E es una trivializacién global ¢ : E — M x R tal que para cada punto x € M el conjunto
(o~ Yz, e1),..., " (z,e,)) es una base ortonormal positiva de 7—!(z). En consecuencia, si
un fibrado posee una trivializacién ortonormal positiva, éste tiene que ser trivial. Dadas dos
trivializaciones ortonormales positivas @1, 2 : £ — M x R" del fibrado vectorial orientado con
producto interno 7 : £ — M de dimension n, llamamos aplicacién cambio de base entre ¢
¥ @2 ala aplicacién v : M — SO,, (denotada por ¢1 o @5 1) dada por u(z), la matriz cambio de
base entre los sistemas de vectores (p7 *(x,€1), ..., 9 (T, 4)) ¥ (05 (z,e1), ..., 05 (T, €5)) en

7 (z).
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1.8 Fibrado Producto Tensorial

1.9 Derivada Covariante

Definicion 1.9.1. Sea M una variedad diferenciable, E un fibrado vectorial sobre M, se define la
derivada covariante o equivalentemente, conexion (lineal) como la aplicacion D : T'(E) x TM —
I'(E)

con las siguientes propiedades.
1. Dyywo = Dyo + Dwo para V,W € T, M, o € I'(E)
2. Dyyo = fDyo para f € C°(M,R), Ve I'(TM)
3. Dy(oc +7)=Dyo+ Dyt para V€T, M, o,7 € T'(E)
y satisface: Dy (fo) =V (f)o+ fDyo fe€ C®(M,R).

Observacion 1.1. Por la propiedad 1 y 2 también podemos considerar D como una aplicacion
IN(TM)®T(E) de T'(E) y escribimos para o € U(E), V € T, M

Dy:TM — T(E)
v W,
D:T(E) —» I(TM*®E)
o —  Do(),

Do (V) := Dyo.

1.10 Inmersion

Una funcién diferenciable f : M™ — N™ es una inmersiéon en p € M si la derivada
dfp : TyM — Ty N es inyectiva (observe que en ese caso necesariamente tenemos m < n).
La funcién f es llamada una inmersién cuando es una inmersiéon en cada uno de los puntos de
M.

Decimos tambien que una funcién diferenciable f : M™ — N™ es una submersién en p € M
si la derivada df, : T,M — Ty, N es sobreyectiva (observe que en ese caso necesariamente
tenemos m > n). La funcién f es llamada una submersién cuando es una submersién en cada

uno de los puntos de M.

14

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_:_\gﬁglimo

DEL PERU

1.10.1 Segunda Forma Fundamental

—n+m=~k . ., . .
Sea f: M" — M una inmersion. Se sabe que, para cada p € M, existe una vecindad

UC M depe M tal que f(U) C M es una subvariedad de M. Esto quiere decir que existe
una vecindad U € M de f(p) y un difeomorfismo ¢ : U — V C R* Para simplificar la notacién,
identificaremos U con f(U) y cada vector v € T,M, q € U, con dfy(v) € Tj(qM. Usaremos tales
identificaciones para entender, por ejemplo, un campo local (esto es, definido en U) de vectores
de M en un campo local (esto es, definido en ﬁ) de vectores en M;

Para cada p € M, el producto interno en TpM descompone TpM en la suma directa
T,M = T,M & (T,M)~*, donde (T,M)* es el complemento ortogonal de T, M en T, M.

Sive TpH, p € M, podemos escribir v = v + oV, vT € T,M, oN € (TpM)J-. Denominamos
v? la componente tangencial de v y vV la componente normal de v. Tal descomposicién es
evidentemente diferenciable en el sentido que las aplicaciones de TM en TM dadas por

(p,0) = (0,v") y (p,v) = (p,0")

son diferenciables.

La Conexién Riemanniana de M serd indicada por V. Si X e Y son campos locales de

vectores en M, e X,Y son extensiones locales an M, definimos
VxY = (vy?)T.

Definamos la segunda forma fundamental de la inmersién f : M — M. Para esto conviene

previamente introducir la siguiente definicién. Si X e Y son campos locales en M,
B(X,Y) = VYY - VxY

es un campo local en M normal a M. B(X,Y) no dependen de las conexiones X,Y. En efecto,

si X1 es una extensién de X tenemos
(VY = VxV) = (Vx,Y - Vx¥) = Vg 5.7,
que se anula en M, pues X — X = 0 en M; ademés de esto, si Y es otra extensién de Y,
(VY —VxY) — (VY1 - VxY)=Vx(Y -Y) =0,

pues (Y — Y1) =0 a lo largo de la trayectoria de X, que se encuentra en M.
Por lo tanto B(X,Y) esté bien definida, indicaremos por X(U)* los campos diferenciables

en U de vectores normales a f(U) ~ U.
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Proposicién 1.2. Si X,Y € X(U), la aplicacién B : X(U) x X(U) — X(U)* dada por
B(X,Y)=VxY - VxY
es bilineal y simétrica.

Prueba Ver [6] pag 140
Ahora podemos definir la segunda forma fundamental. Sea p € M y n € (T,M)*. La
aplicacion H,, : T,M x T,M — R dada por

HW(X7Y) — <B(I’y)777>7 l’,yGTpM-

Por la proposicion anterior es una forma bilineal y simétrica.

La forma cuadrética I, definida en T,,M por
I = JET (ipatsy)

es llamada la segunda forma fundamental de f en p segin el vector normal 7. Aveces se utiliza
también la expresién segunda forma fundamental para designar la aplicacién B que en cada
punto p € M es una aplicacién bilineal, simétrica tomando valores en (T'pM)> .
Observe que la aplicacién bilineal H, tiene asociada una aplicacién lineal auto-adjunta
Sy T,M — T, M talque:
(Sn(@),y) = Hy(w,9) = (B(z,y), ).

La proposicién siguiente nos da una expresién de la aplicacién lineal asociada a la segunda forma

fundamental en términos de la derivada covariante.

Proposicién 1.3. Seap € M, x € T,M yn € (T,M)*. Sea N una extension local de n normal
a M. Entonces
8y(2) = —(VoN)".

Prueba Ver [6] pag 142

1.11 Conexion

1.11.1 Tensores sobre un Espacio Vectorial

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita (todos los espacios vectoriales y variedades se
supone real). Como de costumbre, V* denota el espacio dual de V' el espacio de covectores, o

funcionales lineales con valores reales, en V' y denotamos la pareja natural V* x V — R por
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cualquiera de las notaciones (w, X) — (w, X) o (w, X) — w(X)
paraw e V* X € V.

Un tensor k-covariante en V' es una aplicacién multilineal

F:Vx..xV—=R.
~——

k—UCCES

Del mismo modo, un tensor l-contravariante es una aplicaciéon multilineal

F:V*x..xV*>R.
~—_———
l—’UBCGS

Con frecuencia tenemos que considerar también tensores de tipos mixtos. Un tensor de tipo

()

También llamado un tensor k-covariante , l-contravariante, es una aplicacén multilineal

F:V*x...xV*xVx...xV;—HR.

-~ ~~

l——veces k*U@CCS

En realidad, en muchos casos, es necesario considerar multilineales cuya argumentos consisten
en k vectores y | covectores, pero no necesariamente en el orden implicito en la definicién anterior;
tal objeto todavia se llama un tensor de tipo (’;)

Para cualquier tensor dado, vamos a dejar claro que los argumentos son vectores y covectores.
El espacio de todas los tensores k-covariantes en V' se denota por Tk(V), el espacio de tensores
l-contravariantes por 7;(V'), y el espacio de mezclado (’;)—tensores por TF(V).

El espacio de todos los tensores k-covariantes en V' se denota por T%(V), el espacio de
tensores l-contravariantes por 7j(V'), y el espacio de mezclado (’l“)-tensores por le(V) El rango
de un tensor es el numero de argumentos (vectores y / o covectores) que se necesita. Hay
identificaciones obvias
TE(V) = TFWV), TUV) = Ty(V), TH(V) = V*, Ti(V) = V*s = V y T°(V) = R. A menos
obvia, pero extremadamente importante, la identificacién es T (V) = End(V), el espacio de
lineal endomorfismos de V' (asi mismo para aplicaciones lineales de V).

La idea de un tensor en una variedad riemanniana, es una generalizacién natural de campos
de vectores X (M)

Definicion 1.11.1. Un tensor T de orden r en una variedad riemanniana es una aplicacion

multilineal.

T:X(M)xX(M)xX(M) X ..xX(M)— C*(M,R).
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Es decir dados Y1,....,Y, € X(M), T(Y1,...,Y:) es una funcion diferenciable en M y T lineal en

cada argumento:
T(Xla 7le +g}/17 7Y;“) = fT(X17 "'7Xi7 7Y;“) +gT(X17 "'in7 "'aXT)'
Donde X, Y € X(M) y f,g € C*°(M,R)

Observacion 1.2. identificaremos un campo X € X(M) como un tensor X : X(M) —
C>®(M, R) dada por X(Y) = (X,Y) para todo Y € X(M)

Definiciéon 1.11.2. Sea T un tensor de orden r, una diferencial covariante VT de T es un
tensor de orden (r + 1) dada por:

VT (Yi,...Y,, X)=X(T(Y1,....Y;)) = T(VxY1,....,Ys) — ... = T(Y1,...,Y,_1,VxY,)

Para cada X € X(M), una derivada covariante VxT de T en relacion a X es un tensor de

orden r dado por:
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Capitulo 2

Formas Armonicas con valores en un
fibrado vectorial e Inmersiones de

Variedades Riemannianas

2.1 Fibrado vectorial Riemanniano

Sea M una variedad riemanniana n-dimensional y £ un fibrado vectorial con producto interno

sobre M y la diferenciacion covariante Dx satisfaciendo en E, es decir

X<907¢> = <DX905¢> + <‘107DX'¢)> (21)

para cualquier campo de vectores X € X(M) y para cualquier par de secciones ¢, de E. Un
fibrado vectorial E con estas propiedades se llama un fibrado vectorial riemanniano.
Denotamos por CP(E) al espacio vectorial real de todas las p-formas en M con valores en

E. Se define el operador

d:CP(E) — CPT™Y(E), (p=0,1,...)

por la férmula

p+1
(80)(X1, ..., Xpi1) = Z(— YDy, (0(X1, ooy Xiy ooy Xpi1))

+Z DH0([Xy, X1, X1, ooy Xiy ooy Xy ooy Xpy1), 0 € CP(E)(2.2)

1<J
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donde X; denotan campos vectoriales sobre M. La derivada covariante Dx6 de § € CP(E) es

una p-forma con valores vectoriales tal que.

p
(Dx0)(X1, ... Xp) = Dx(0(X1, ... Xp)) = > 0(X1,.., Vx Xy, o0, Xp), (2.3)
=1

donde V x X; denota la derivada covariante del campo de vectores X; en la variedad riemanniana
M.

Para una 1-forma 6 con valores vectoriales tenemos la siguiente formula:

(00)(X,Y) = Dx(0(Y)) — Dy (0(X)) — 0([X,Y])
= Dx(6(Y)) — Dy(6(X)) — 0(VxY — VyX)

agrupando convenientemente,
= (Dx(6(Y)) = 0(VxY)) — (Dy (0(X)) — 6(Vy X)).
Por (2.3) tenemos,
00)(X,Y) = (Dx0)(Y)— (Dy8)(X) (2.4)

En general el diferencial covariante D6 de 6 es una (p+1)-tensor con valores vectoriales definido
por:
(DO)(X1,..., Xp, X) = (Dx0)(X1, ..., Xp). (2.5)

Ahora definimos el operador operador

o : CP(E) — CP~Y(E), (p > 0)

de la siguiente manera. Sea x € M y sea {e1, ..., e,} una base ortonormal del espacio tangente

T,(M) de M en z. Para cualquier (p — 1) vectores tangentes ui, ..., up—1 en x, definimos

n

(@ M) (ut, o tip-1) = = > _(Deym)a(rs 1, ey p_1), (2.6)

k=1
donde n € CP(E), (De, 1), denota el valor de Dxn en z, para cualquier campo de vectores X
satisfaciendo X}, = eg. Se sigue que (0*n), es una aplicacion lineal (p — 1) — alternada de T, (M)
en E,, la fibra de E sobre z, y la asignacién = — (0*n), define una (p — 1) — forma 9*0 con

valores en E. Si 6 es una 0 — forma con valores en F, definimos 9*¢ = 0.
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Definicion 2.1.1. El laplaciano O para formas diferenciales con valores vectoriales se define
como:

O =00+ 89 : CP(E) — CP(E). (2.7)

La curvatura R, conocida la diferenciacién covariante D en E, es una 2 — forma con valores
en Hom(FE, E) dado por:

R(X,Y)p = Dx(Dyyp) — Dy(Dx¢) — Dixy)¢ (2.8)
para cualquier seccién ¢ de E y para cualquier campo de vectores X e Y en M.
Denotamos por (6, 7) el producto escalar de 8 y n € CP(E) (p-formas con valores en E),
a la funcién suave sobre M definida por:

n

Om@) =D (Oei, - e,),m(€0, - €5))a, (2.9)

i1yenip=1

donde {ey,...,e,} es una base ortonormal de T, (M), (,) producto interno en E,.

Teorema 2.1. Sea 0 una 1-forma con valores en E. Entonces
(09, 6) = %A(G, 6) + (DY, DO) + A, (2.10)

donde /\ denota el laplaciano de la variedad riemanniana M y A denota una funcion suave en

M definida de la siguiente manera:

Alz) = Y ((R(ej, e)ble)), 6(ei)) + Y _{0(S(ei)), 6(eq)), (2.11)
ij i
donde {e1,...,en} es una base ortonormal de T,(M) y S denota el endomorfismo de T,(M)
definido por el tensor de Ricci S de M, es decir S(e;) =Y Skiek.
k

Prueba. Fijamos un punto x € M y sea {ey, ..., e, } una base ortonormal de T, (M).

Optamos por n campos vectoriales 1, ..., E, en M, tal que E;(x) = e; y (VEg, E;),=0 para
i,k =1,...,n. Es decir F; es un referencial geodésico.

Por (2.7) y (2.6) tenemos,

n

(0°00)(e:) = = _(De, 00) (e, ;)

k=1

= - Z(Desae)(e& e;)

Usando (2.3) tenemos,

= - Z(Des((ae)(E&Ez)) - (80)(E57 VesEi) - (89>(V€SE87Ei>)
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Evaluando en z.

== D, ((00)(Es, E;)).

De (2.4) tenemos,
==Y D.,((Dg,0)(E;) — (Dg,0)(Es))

s

== D.,((Dg,0)(E:)) + > De,((Dg,0)(Ey))

S

De (2.3),

== ((Dp.Dg,b)(e;) + (Dp,0)(Ve, Ei) + Y _((Dp,Dg,0)(es) + (Dg,0)(Ve, Bs))
Evaluando en z.
(0°00)(e;) = —Y ((Du,Dp,b)(e:) + Y _(Dp,Dp,0)(es) (2.12)

S

Por otro lado,

09 ==> 9" (Dp0)(Es)
st
donde ¢g*! es la matriz inversa de la matriz (g(Es, Ey)) ver [9]. De donde, por (2.6) tenemos,

(89°0)(e;) = De,(9°0)
= De;(= 3 9°(Dp,0)(Ex))

st

=2 De,(9°(Dg,0)(Es))

st

Derivando,

= - ;(eig“)(Deﬁ)(es)) v SZ; 9°'De;((Dp,0)(Es))
= - ;(Dei(@s, Ei))(De,0)(es) = 3 6% De, ((Dp,0)(Es))

s,t

Derivando D, ((Es, Et), se tiene,

= ;((Veiesa et) + (es; Ve, Er))(De,0)(es) = 22 De, (D, 0)(Es))

s

Evaluando en z.

= — Z Dei ((DESG)(ES))

Usando (2.3),
==Y ((Dg,Dg,0)(es) + (DE,60)(Vries))

s
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Evaluando en x se tiene,

(00°0)(ei) = — Y (D, Dp,0)(es), (2.13)

s

Asi de (2.12) y (2.13) obtenemos,

(O0)(e:) = Y ((Dp, D, — Dg,Dp,)0)(es) = > (D, D, 0)(es). (2.14)

S S

Dado que [Es, E;] =0 en =z,

(Dg,DE, — DE,Dg,)0)(es) = (Dg,DE, — DE,DE,) — D&, £)0)(€s)
= (Dg,DE,0)(es) — (Dg,Dg,9)(es) — (Dig,,5,0)(es)

Usando (2.3) tenemos,

= Dg,((Dg,0)(es)) — (Dg,0)(VE,es) — Dg,((Dg,0)(es)) + (Dg,0)(VE,es)
—(Dig, 5, (0(es)) + 0(V (g, 5,1€s)

Nuevamente usando (2.3), en los paréntesis,

= Dg,(Dg,(0(es)) — 0(VE,es)) — Dg,(0(VEes)) + 0(Dg, Dg, )(es) — Dg,(DE, (0(es))
—0(Vg,es)) + Dg,(0(VE,es)) — 0(Dg,Dg, ) (es) — Dig, g(0(es)) + 0(V g, g, €s)

Derivando,

= Dg,Dg,(0(es)) — Dg,(0(VE,es)) — Dg,(0(VE,es)) + 0(Dg, DE,) (es)
—Dg,DE,(0(es)) + Dg,(0(VE,ées)) + Dg, (0(VE,es))
—0(DEg,Dg,)(es) — Dig, g,(0(es)) + 0(V g, £,6s)

Evaluando en z y agrupando convenientemente,
= (Dp.Dg, — Dg,Dp, — Dig, 5,))(0(es)) — 0(Dp,Dp, — D, D, — Vg, 5,))(€s))

Por la definiciéon de Curvatura,

((DE,DE; — DE,DE,)0)(es) = R(es, €;)(0(es)) — O(R(es, ei)(es)). (2.15)

Luego, la ecuacién (2.14) queda de la siguiente manera.

(D0)(es) = > _(R(es, €:)(0(es)) — O(Rles, €i)(es))) — > _(Dp,Dp,0)(e:). (2.16)

S S
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Por lo tanto,

(00,0)(e:) = > {(00)(ei), 0(ei))
Usando (2.16),

= 2((Rles; e)(0(es)) — 0(R(es, ei)(es))), 0(ei))

3 S

Z(%:(DESDESG)(%),@(%»

Distribuyendo convenientemente,

= ;X(R(@s, ei)(0(es)), 0(ei)) — ;(28: 0(R(es, ei)(es), O(ei))
= > A(DE,DE,0)(e;),0(e:))

8,0

Como S(e;) = > R(es,€;)(es) es el tensor Ricci se tiene,

= S (Rles, ) (B(e), e) = SUO(S(e0), 0(ex)) — Y (D, D, ) (e0), B(er)) (217
Por otro lado ver [9] pag 13, teniendo en cuenta que Fq(x) = x5, Vg, Fs en x,
%A(gj@) = —%traz(V(dw, 0)))
= —% ; VES (d<97 '9>)(Es)/x

Derivando segun el fibrado dual,
= —5 2 es(d(6,6))(es) — d(6,6)(V 5, Es)

Evaluando en z se tiene,

= 2 S BE(6.6)

Volviendo a derivar, )
=3 Z E,((Dg.6,0) + (6, Dg,0))

S

= _ZE5<DE597 9>
s

Derivando,

Por lo tanto, cumple en el dltimo de (2.17) .

— > {(DE,Dg.6)(ei). 0(e:)) = (D, D6) () + %A<9,9>(33) (2.18)
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De la ecuacién (2.17) y (2.18),

<D07 9> (6,) = Z<(R(687 ei)(9(68)>7 0(61» - Z(G(S(ez)v 9(61» + %A<97 9> + <D07 D9>
Asi queda demostrado,
(06,0) = %A(G, 0) + (D6, Do) + A

Acontinuacién veremos algunas consecuencias del teorema anterior.

Corolario 2.1. Sea 0 una 1-forma E-valuada. Supongamos que 0 = 0 y A(6,0) = 0. Entonces
tenemos. A <0 en todo M.

Prueba. Por el teorema anterior tenemos: (36,60) = 1A(0,0) + (D0, D) + A. Entonces usando
las condiciones (00 = 0 y A(6,6) = 0, tenemos.

A = —(Db, Do)
= —|Dg|?
0

IA

O]

Supongamos ahora que M es compacto y orientable. Entonces podemos definir el producto

interno (#,7) de dos p-formas en CP(FE) por,

<am=4yan (2.19)

donde 1 representa el elemento volumen de M.

Corolario 2.2. Sea 0 una 1-forma E-valuada tal que (00 = 0. Entonces tenemos que.
(D9,D9)-|—/ Ax1=0.
M
Prueba. Usando (2.19),
(DO,DO) + [, Ax1= [,,(D0,DO) 1+ [,, Ax1

Usando (2.10),
- [ (0.0~ 580.0 - a1+ [ an1
M 2 M
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Usando las condicién (O = 0),

:/( 1A<90 *1—1—/ Ax1
M 2

Ademas [, A(#,0) =0, pues IM = 0 ver [6] pag 96. Entonces se tiene,
(DQ,DH)—i—/ Ax1=0.
M
O

En particular, A > 0 en todo M, entonces tenemos que A = 0y D = 0. Hacemos notar que

el operador 0* es el operador adjunto de 0, es decir,
(06,n) = (0,0"n) (2.20)

para cualquier § € CP(E) y n € CP*1(E). De donde,
(06,0) = (00, 0) * 1

(9790 + 000, 0) * 1

I
S

(0700, 0) *l—i—/ (0070, 0)
M

= aeae*1+/<a*9a*
M
= (86,00) + (870,"0) (2.21)

<

Por lo tanto, si M es compacto, [18 =0 si y solo si 99 =0y 9*6 = 0.

2.2 La Segunda Forma Fundamental

Sea M una variedad riemanniana n-dimensional isométricamente inmersa en una variedad
riemanniana M’ de dimensién (n + p). Denotamos por N (M) al fibrado normal y « a la
segunda forma fundamental de M. La segunda forma fundamental a es una 2-forma simétrica
N (M)-valuada de M. Acontinuacién definimos:

E = Hom(T(M),N(M)) = T*(M)® N(M)

Interpretaremos o como una 1-forma 3, E-valuada de la siguiente manera. Para cada campo de

vectores X en M, definimos $(X) como:

B(X)-Y = a(X,Y) (2.22)
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donde B(X) es una seccién de E.

Dado que « es simétrica, se tiene que.
B(X) Y=p8Y) X, VX, Y € X(M) (2.23)

Decimos también que [ es la segunda forma fundamental de M.

La métrica a la largo de las fibras de E se define naturalmente por las métricas riemannianas
de M y M'. La derivada covariante Dx en E, asociada a la métrica anterior es también definido
por la diferenciacién covariante Vx en M y Dg-( en N(M), donde recordaremos que para
cualquier vector normal & de M, DL (£) se define como la componente normal de Vx-¢, donde
V x' denota la diferenciacién covariante en la variedad riemanniana M’.

Sea ¢ una seccion de E. Podemos considerar ¢ como una 1-forma sobre M con valores en
N(M). De (2.3),

(Dx@)(Y) = Dx(p(Y)) = @(VxY) VX,Y € X(M)
Recordando que D+ es la conexién en N (M).
= Dx(p(Y)) — o(VxY), VXY € X(M) (2.24)

Por otro lado, sean f, ntal que p = f@ny ¢ =g®¢, donde f,g € T*(M) y &,n € N(M).

Entonces,

(Dxp,¥) + (¢, Dx) = (Dx(f ®n),9® &) + (f ®@n, Dx (g ®¢))

Derivando,

=((Dxf)@n+ fRDxn,g®& + (f®n,(Dxg) ® £+ g ® DXE)

Distribuyendo el producto interno tenemos.

= ((Dxf)@n,g@&) + (f @Dy, g@&) + (f ®n, (Dxg) ® &) + (f ®n, g ® DE)

Aplicando la definicién de producto interno en el producto tensorial, ver [9] pag 4.

= (Dx f,9)(n,€) + (f, 9){(Dxn, &) + (f. Dxg)(n,€) + (f, 9)(n, Dx&)

Agrupando convenientemente,

= ((Dxf,9) + {f, Dxg9))(n,&) + ({(Dxn,&) + (n, Dx&)){f, 9)
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Por definicién de derivada,

= X({(f,9)(n, &) + X((n,)){f, 9)
= X((f,9)(n,€))

=X((fongel))

Por lo tanto

(Dxp,¥) + (¢, Dx1p) = X ((p,v)). (2.25)

para cualquier par de secciones ¢ y 1 de E. Es decir D es compatible con la métrica en el sistema
tensorial.
La siguiente proposicion se puede considerar como una interpretaciéon de la ecuacién de

Codazzi en nuestro contexto.

Proposicién 2.1. Supongamos que M’ es una Variedad Riemanniana de curvatura seccional

constante. Entonces la sequnda forma fundamental 8 de M satisface la ecuacion 98 = 0

Prueba. Haciendo un célculo simple y usando (2.2) tenemos:

0B(X,Y))(2) = (Dx(B(Y)) - Dy (B(X)) - B(X,Y])(2)

Distribuyendo tenemos,
= (Dx(BY)(Z) — (Dy(B(X)))(2) — B(VxY)(Z) + B(Vy X)(Z)
Usando (2.24) en cada uno de los términos,
= Dx(B(Y)(2)) - BY)(VxZ) — Dy(B(X)(Z)) + B(X)(Vy Z) - B(VxY)(Z) + B(Vy X)(Z)
Por (2.22),
= D%(a(Y,2)) — a(Y,VxZ) — Di(a(X, 2)) + (X, VyZ) — a(VxY, Z) + a(Vy X, Z)
Agrupando convenientemente,
= [Dx(a(Y.2)) = a(VxY, Z) = a(Y,Vx Z)] - [Dy(a(X, Z)) = a(Vy X, Z) — a(X, Vy Z)]
Por [4] vol.2 pag 25 se tiene,
08X, Y))(2) = (Vxa)(Y,2) = (Vye)(X,Z) VX,Y,Z e X(M)
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Como M’ tiene curvatura seccional constante y por la ecuacién de Codazzi, ver [6] pag 152,
tenemos:
(Vxa)(Y,Z) = (Vya)(X, Z)

Por lo tanto,

@B(X,Y))(Z) = 0

[
2.3 Swubvariedad y Curvatura media
Para cada vector normal v € N, (M) Definimos el endomorfismo A4, de T,(M) talque:
(Ay(u),v) = (B(uw)v, v) (2.26)
para cualquier par de vectores u,v € T, (M).
Entonces la curvatura media normal  de M es un campo vectorial en M tal que
%TT’AV = (v,n(x)) (2.27)

para cualquier v € N(M) y = € M.

Se dice que M es una Subvariedad minima de M’ si la curvatura media normal se anula en
cada punto, es decir TrA, = 0 para cualquier v € N,(M) y z € M.

Se dice que M tiene curvatura media constante si la curvatura media normal 7 es paralelo,
es decir D)L(n = 0, para cualquier campo de vectores X en M.

Sea v un campo vectorial normal. Entonces como TrA, = n(v,n),

X -TrA, = X(n(v,n))
= n{(Div,n) + (v, DL},

Por lo tanto M tiene curvatura media constante, si y solo si
X -TrA, = TTAD)L(V (2.28)
para cualquier campo vectorial normal v y cualquier campo vectorial X en M.

Proposicién 2.2. Sea M’ wuna wvariedad riemanniana de curvatura seccional constante.
Entonces la sequnda forma fundamental § de M satisface la ecuacion 05 = 0 si y solo si

M tiene curvatura media constante.
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Prueba. Sea x un punto de M, {eq, ..., e, } una base ortonormal de T, (M) y Ey, ..., E,, campos
de vectores en un entorno de z tal que (E;), =€; y Vg, B, =0, en x para i,k =1,...,n.

Sea (g%') la matriz inversa de la matriz ((Fs, E;)). Entonces

0 B==>_ ¢"(DgB)(E,)
s,t

(0°8)- By == ¢°"(Dg,B)(Es) - By (2.29)

s,t

Luego por (2.3),

(DE,B)(Es)(Ex) = (Dg,(B(Es)) — B(VE,Es))(Ek)
Distribuyendo,
= (Dg,(B(Es))(Ek) — B(VE,Es)(Ek)
Usando (2.24),

= D3, ((B(Es))(Er)) — B(Es(VE,Ex) = B(VE,Es) By
Por tanto usando (2.22),
(De.B)(Es)(Ey) = Dg,(a(Bs, By)) — a(Bs, Vi, Ey) — (Ve Es, Ey).  (2.30)
Como « es simétrica obtenemos,
(DE,B)(Es)Ey, = (DE,B)(Ex)Es. (2.31)

Por otra parte, por la proposicién (2.1) tenemos 9 = 0, entonces.

(08(Ew, Es))(Ey) = [Dg,((Es, Ey)) — (Vi Es, Ey,) — (Es, Vi, Ey)]
—[(Dg, (e Ey, Ey)) — a(V g, By, By) — o Ey, Vi, Ey))
0 = (Dg,B)(Es)Ex — (D, B)(Er)Es

Por lo tanto,

Luego, para cualquier campo de vectores v, de (2.29) y omitiendo el simbolo sumatoria se tiene:

(0" B)Ew,v) = —g*{(Dp,B)(Es)-Ex,v)
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Por (2.32),
= —9"((Dg,B)(Er).-Es,v)
Por (2.30),
= —¢"{(Dg, (a(Br, Ey)) — a(Er, Vi, Bs) — oV, By, Es), v)}

Como Vg, FEs =0= Vg, E;, en x.
Por lo tanto,

*

(0°B)B,v) = —g"(Dg, (a(Br Es)),v) (2.33)

Ahora derivando,

9 (D, (U By, Ey)),v) = g"{Ep{e(Ey, Es)),v)) — (a(Er, Es), D, v)}
Distribuyendo,
= ¢"{E(a(Er, Ey)),v))} — ¢ {(a(Er, By)), Dy, v)
Usando la derivada de un producto,
= Bu(g"((a(Ey, Ey)),v)) — (Bug™){(a(Ey, Ey)),v) — g*(a(Ey, Es), Dy, v).  (2.34)
Entonces reemplazando (2.34) en (2.33) se tiene,

(0" B)Ew,v) = —{Ew(g® (B, Ey)),v)) — g°"{a( By, Bs), Dy, v)
_(EkQSt)<(a(Et7 ES))7 V>}
Usando (2.27) y (2.28),

= Ey(TrA,) — TrADékV — (BErg®) - (a(Ey, Es), v).

Como Vg, F; =0 en x, tenemos Erg® =0 en z.

Por lo tanto tenemos que,

(0" B).Ey,v) =TrA Dh v~ EL(TrA,) (2.35)

v

en x, para k=1,2,....n.

Luego, para cualquier campo de vectores X, tangente a M,
(0" B)X,v)(x) = TrApy, — X(TrAy) (2.36)
en x. Como z es un punto arbitrario de M y v un campo vectorial normal arbitrario, entonces
9 B=0

si y solamente si M tiene curvatura media constante. O
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De las proposiciones (2.1) y (2.2) se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 2.2. Sea M una variedad riemanniana inmersa isométricamente en una variedad
riemanniana M’ de curvatura seccional constante. Sea [ la sequnda forma fundamental de M
considerada como una 1-forma Hom(T (M), N(M))-valuada. Entonces [ satisface la ecuacion
0B =0, st M tiene curvatura media constante. Reciprocamente, st M es compacta y orientable

y 0B =0, entonces M tiene curvatura media constante.

Prueba. Por proposicién (2.1) y (2.2) tenemos OB = 0. Reciprocamente ahora si M es
compacta y orientable y O3 = 9*9(5) + 9(9*3) = 0, por corolario (2.2), tenemos 98 = 0,
ademds por proposicién (2.2), 9*8 = 0.

Por tanto M tiene curvatura media constante.

2.4 Curvatura seccional

Vamos a discutir en estd seccién algunas aplicaciones de los teoremas (2.1) y (2.2).
Sea M una variedad riemanniana isométricamente inmersa en una variedad riemanniana M’ de
curvatura seccional constante c. Sean x € M y {e1,...,en} , {v1,..., 1} bases ortonormales de

T:(M)y Nz(M) respectivamente. Vamos a denotar por A,(a = 1,2,...,p) el endomorfismo
Ag: TyM — T, M,
definido por:
(Aqu,v) = (B(u) - v, V). (2.37)

En términos de la base {e;},

4 E YT (2.38)

Por otro lado, de la ecuacién de Gauss, ver ([6]) pag 149.
(Rlex, er)ei e5) = (R (ex, er)ei, e5) — (Blej, er), Blei, ex)) + (Blei, 1), Blej, ex))-
Dado que M’ tiene curvatura seccional constante,

(R'(er,erei ej) = cflen, ei)ler, e5) — (er,ei)(er, )}

= c{0ki0ij — 010k }; (2.39)
Ademss,

<B(6]’, el)? B(ei7 ek)> = <Z<B(€j’ ek)a Va>Vaa B(eia 6k)>

a

= Z<B(€j,el),l/a><1/a,B(€i,€k)>7 iakvjvlzlv-'-7n

a
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Por (2.37) y (2.38),
= L(Aalej); er){Aalei), ex)

= ;(;(Aa)%r,6z><Z(Aa)fesa6k>

S

Cuando r =1y s = k se tiene,
= ;(Aa)§'<elael>(14a)f<eka€k>
Por lo tanto,
(Bler,e), Blew, ) = 3 (Aa) (Aot (2.40)
De igual manera;

(Blei,e1), Blej,er)) = ) (Aa)i(Aa)s (2.41)

a

Entonces de (2.39), (2.40) y (2.41),

Ryij = c{0kid1; — 0130k} + Z{(Aa)é(Aa)f = (Aa)é(Aa)f} (2.42)

donde Ry;; denota las componentes del tensor curvatura R con respecto a la base {e1,...,en}
de T(M).
Proposicién 2.3. Sea el endomorfismo S de T,(M), definido por S(ej) = > Sii(e) con
l
Si; =Y Rikj. Entonces, S =c(n — 1)+ traz(A,)A, — Y A2.
k a a

Prueba. Hallando otra expresién para S. De (2.42) cuando i = k.

Rir; = {0ty — Omdrs} + Y {(Aa)5(Aa)f — (Aa)}(Aa)5}
= cfdy — dwdis} + Za:{(Aa)ﬁ(Aa)ﬁ — (Aa)i(Aa)}}

Luego,

Z Z Rprj(er) = Z Z[C{%’ — OuOkj } + Z{(Aa)é(Aa)ﬁ — (Aa)k (A H(er)
Tk Tk a

Cuando j =1 en el primer término;

> Sijler) = > (0w = dudul(en) + D> Y {(Aa)(Aa)f — (Aa)i(Ad)5}(er)
l k

k I a
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Es decir.
S(ej) = cln—1I+ Z[Zkl le(Aa)ﬁ-(Aa)]é(ez) - ZkI(Aa)f %I(Aa)i(ez)]

a

Reordenando convenientemente,
= cn-DI+ Za:[Zk:(Aa)';i %:(Aa)é‘(el) - Zk)(Aa)?(Aa)(ek)]
Por (2.38),
= cln = DI+ 2[(4e)(Aa)(er) = Xk:(Aa)?(Aa)(ek)]

Por definicién de traza y (2.38), nuevamente,

= c(n—1I+ 3 [(trazAa)Aa(e;) — (Aa)Aale;)]

= o DI+ Y traz(Aa) dafes) — 5 A2e;)

a a
Por lo tanto,
S=cn— I+ traz(A.) A, — Y _ A2 (2.43)

donde [ representa el endomorfismo identidad de T, (M). O

Se sabe que S(ej) = > Ry, entonces
Ik

traz(S) = traz(z Rykj) = % Z Ricy(ej) = K(p),
lk J

donde K(p) es la curvatura escalar.

Proposicion 2.4. Sea K la curvatura escalar de M. Entonces,

K= C(” - 1)TL + n2<77>77> - </876>7 (244)

donde B,n representan la sequnda forma fundamental y la curvatura media de M, respectiva-

mente.

Prueba. Como K es la curvatura escalar de M, entonces

K(z) = trazS
= trazle(n — ) + Y(trazA,) A, — X A

= traz(c(n — 1))+ Y. (trazA,)(trazA,) — > traz A2
= c(n—1n+ Y (traz(A.))? = Y traz A2
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Por otro lado el vector curvatura media normal 7, esta dado por:
1
n(z) = - za:trazAa.Z/a,
donde {v,} es una base ortonormal de N,(M).
Por lo tanto,

a

= LY S trazAstrazAy(va, vp)
a b

— #Ea:(tmz(Aa))Z(VmVaf

(n(@),n(@) = (3 Z(tmzAa)va,%Zbi(tmzflb)l/w

Luego,
n?(n,m)(x) = ) (trazAq)*. (2.45)

Andlogamente dado la segunda forma fundamentaal B,
(B(e:), Ble))(e;) = ;(5(6i)€jaﬁ(6i)8a‘>
= Zg:(%:(ﬂ(ei)ej?Va)”a:ﬁ(ei)ej>
= é%%(ez‘)ej?%)w(ez‘)ejaVa>
Por (2.37), (2.38).
= > 2 (Aaeis €5)(Aaci, €5)

a /L’J

N ZZ@(Aa)?emej)(;(f‘la)ﬁet,€j>

a i,j T

Cuando r =t = j.

Finalmente si ¢ = j.
— Y4
a j
= > trazA?

Asi tenemos,

(B,8) =) trazA; (2.46)

Por lo tanto de (2.45) y (2.46) tenemos que la curvatura escalar M estd dado por.

K =c(n—1)n+n*(n,n) — (B, 8),
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Proposicién 2.5. Sea el fibrado vectorial E = Hom(T(M),N(M)) y ¢ € E,. Entonces
R(u,v)p es un elemento de E, = Hom(Ty(M), No(M)) tal que,

(R(u, v)p)(w) = R (u, v)p(w) — p(R(u, v)w), (2.47)

donde u,v,w € T(M), Rt representa la curvatura del fibrado vectorial N(M) y R la curvatura
en M.

Prueba. Usando (2.8);

(R(u,v)@)(w) = (Do(Dup) = Du(Dyp) = Dy ) (w)
= (Du(Dup))(w) — (Du(Dvp))(w) — (D[umrp)(w), w e TM

Usando (2.24) en cada término,

= DI((Due)(w)) — (Dy)(Vow) — D (Dyip)(w)) 4 (D) (Vow)
—Df; (#(®)) + @(Viyw)-

Otra vez usando (2.24) en los paréntesis,

= Dy(Dy(p(w)) — ¢(Vuw)) — Dy (0(Vow)) + ¢(Vu(Vow))

—DL(DL@P(W)) (Vo )) + Dy (¢(Vaw)) — (Vo (Vaw))

Derivando,
= Dy Dy (p(w)) = Dy (¢(Vuw)) = Dy (o(Vow)) + ¢(Vu(Vow))
~Dy Dy (p(w)) + Dy (o(Vow)) + Dy (¢(Vuw)) — (Vo (Vaw))
—D[tm](go(’w)) U So(v[u,v]w)

Agrupando convenientemente y eliminando términos iguales,

= {DiDi(go(w)) - szDi(‘P(w)) - D, p(w)} — {V,Vyw =V, Vyw — v[u,v]w}

[u,7]

Entonces por la definicién de tensor curvatura en cada llave,

(R(u,v)p)(w) = R*(u, v)p(w) — p(R(u, v)w).

O
Sean v un vector normal de M en x y N un campo vectorial normal tal que N, = v,
v X e Y dos campos vectoriales en M tal que X, = u y Y, = v. Entonces,
R*(u,v)v = (Dy Dy — Dx Dy — Dix y))N, (2.48)

36

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx_:_\ée'_l}gﬁmo

DEL PERU

en x.

Si V' representa la derivacién covariante en el espacio ambiente M’, entonces;

VY =VxY +a(X,Y), (2.49)

VN = —An(X)+ D%N. (2.50)

Proposicién 2.6. Si R’ es el tensor curvatura de M', entonces, la componente normal
(RN(X,Y)N)* de R(X,Y)N, es igual a R*(X,Y)N — a(Ax(Y), X) + a(An(X),Y).
FEs decir,

(R(X,Y)N)t = RY(X,Y)N — a(An(Y), X) + a(AN(X),Y)

Prueba. En efecto, por (2.48),
(R(X,Y)N)Y = (VL VXN —V4ViN - V’[X’Y}N)L
Usando (2.50),
—  [Vi(~AN(X) + DEN) — Vie(=An(Y) + DEN) — (~An[X, Y] + Dy NI+
Derivando tenemos,

= [Vy(AN(X)) + Vy (Dx N)I* = [V (AN (Y)) + Vi (Dy N

~[~An[X, Y] + Dk NI

Usando (2.49), operando y tomando la parte normal de cada término,

= —a(Y, AN(X)) + D DxN + a(X, AN(Y)) — D{DEN — Dy N

Ordenando convenientemente,

= (D$DxN — D%DN — D[gmN) —a(Y, An(X)) — a(X, Ax(Y))

Por lo tanto, por definicién del tensor curvatura en el fibrado normal tenemos,

(R(X,Y)N)t = RYX,Y)N — a(An(Y), X) + a(AN(X),Y). (2.51)

Sea M’ un espacio de curvatura constante se tiene:
R(X,)Y)N =c{(N,Y)X — (N, X)Y} =0, (N, T)=0
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Por lo tanto de (2.51),
RY(X,Y)N = —a(An(X),Y) + a(An(Y), X). (2.52)
donde X, Y € TM y T € N(M). Evaluando en = € M tenemos;
Rt (u,v)v = —a(A,(u),v) + a(A,(v),u); u,v € Ty M (2.53)
En particular para una base ortonormal {v,} de T,M*.
R (u,v)vg = —a(Ag(u),v) + a(Ag(v),u); a=1,...n (2.54)

Por otro lado,

a(Aa(u)a v) = ;(O&(Aau, U)a Vb>Vb§

donde {1} es la base ortonormal anterior.
Usando (2.26), dos veces

= Z(AbAau, V)V (2.55)
b
De igual modo,
a(u, Ag(v)) =Y (A Ay(w), v)vs. (2.56)
b
Luego de (2.55) y (2.56) obtenemos,
Rt(u,v)ve = =Y {(ApAgu,v)vp + > (A Ap(u), v)vy
b b

- %:((AaAb — ApAa)u, v))vp

Por definiciéon de Corchete Lie de un operador,

RH(u,0)va = Y _([Aa, Aplu, 0)vs. (2.57)
b

Para probar el teorema principal de esta seccién usaremos el teorema (2.1).

Como el laplaciano esta dado por:

(08, ) = 38, 6) +{DB, DB} + A,
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donde A estd dado por.
Alz) =Y ((Rlej,e)Bleg), Blen) + D _(B(S(ed)), Ble))- (2.58)
ij i
Para esto, necesitamos expresar A(x) de una forma mas simple. En el segundo término de la

ultima ecuacién, tenemos que,

22(B(S(ei), Ble)) = X {(B(S(ei)), es)ej, Blei))

= Z(OZ(S(@@‘)» Ej), a(e;, 6’j)>
2¥)

Ademés, usando la base ortonormal {v,} de T, M=,

22(B(S(ei), Blea)) = > (a(S(ei), e5); va)va, aleis e5))

% 1,J,a

Por (2.26),
Por (2.38),

Cuando r = j,

= 3 (Aa(S(en))s e5)(Aa)],

Z’]7a

pues, (e;,e;) = 1. Acomodando la suma en j se tiene.

Por (2.38),

Como A, es un operador auto-adjunto,

2.(B(S(ei)), Blei)) = 22(S(ei); AaAa-ei)

7 2,0

Por otro lado, recordando que el operador S es autoadjunto,

S(B(S(e)), Blei)) = >{ei, S(AZ.ei))

Por (2.38),
= L(C(SAD)rer, i)
i,a k
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Cuando i = k,
= 2(SAYL
Por definicion de traza.
S T(B(S(e)). Blei)) = D traz(SA2) (2.59)

Reemplazando (2.43) en (2.59),

= Y trazle(n — 1)1+ Zb:(trazAb)Ab) - Zb: A2 A2

Por lo tanto,

Z(B(S(ei)), B(e;)) =c(n—1) Z trazA2 + ZtrazAa.traz(AbAg) - Z traz(A2A?). (2.60)

% a,b a,b

Por otra parte, R es el tensor curvatura en el fibrado E = Hom(T'(M), N(M)).

Yo{(Rlej e)Bles), Bles)) = z,k«ﬁz(ej,eiw(ej)ek,/ﬁ(ei)ew
1/?] 7’7.77
Por proposicién (2.5),

= > (R*(ej,e:)B(e))er — Bles)(R(ej, €i)er), Blei)er)

i’j’k:
Por (2.22) y operando el producto interno,

= Y (RM(ej,ei)alej en), aleier)) — 3 (alej, Riej, ei)er), alei, ex))
i7j7k i?j?k
Ademés por definicién de producto interno,

= 2 YAR(ej,ei)ale; ex), va)va, {aei, ex), o) vp)
4,5,k a,b

— > > (alej, R(ej, ei)ex), (ales, ex), Va)Va)

Z‘7‘j7k‘- a

= Y Yalej er),va)alei ex), vo) (RE (e, €i)va, 1)

4,5,k a,b
- ‘Zkz:(a(ej, R(ej, e)er), va)(al(es, er), Va)
1,7, a
Por (2.22),
— T S B(es)ew v Blenhen ) B e v 1),
- ,ZkZW(@j)‘R(@ja €i)er; Va) (B(ei)-ex, Va)
1,7, a
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Por (2.37),
D ((Rleje)Bleg), Ble)) = D (Aaej,ex)(Apei, ex) (R (e, €i)Va, 1)

Z'Ij .’j’k‘ a b

—ZZ a€j, R(ej, €:)er) (Aqkis, ex) (2.61)

1,5,k a

Operando cada término de (2.61) por separado y usando (2.38) y (2.57),
> Do Aaey, en)(Aveis en) (R (e, ei)va, ) = 32 3o(0(Ad)] er;ek><Z(Ab) €r, €k)

4,5,k a,b i,j,kab T

ZbX[Aa, Aplej, ei)vp, vp)

Cuando r = k y por (2.38);

= 3 S (Aa)f-(Ad)f ;<[Aa,Ab]ej,ei><yb,yb>

4,5,k a,b
= X X (Aa)y-(Aa)i ZAE([Aa, Ab])jer, €3)
1,5,k a,b b T

Cuando r =1,

= 2 22 (A)i(A)i([Ae, As]);
Ahora cuando j =k =14y a =0,

= 22 (Ad)i(Ab)i([Aa, Ab));

ab 1

Por definicién de traza y Corchete de Lie tenemos.

= Z(tTaZAaAb(AaAb = AbAa))

a,b
Luego,
Z Z(Aaej, ex) (Apes, ek)(Rl(ej, €i)Va, Vp) Ztraz (A Ab Z traz A2A2) (2.62)
4,5,k a,b a,b a,b

Ahora en el segundo término de (2.61),

_ 'Zk§<Aaej,R(ej,ei)ekﬂAaei,ek) = — ‘Zkza;(;@?(ej,ei)ek,el)el,Aaej><Aaei,ek>
= — 2. 2.2 (R(ej, ei)en, er){er, Aaej)(Aaei, ex)

i?j7k a l

Por la ecuacién de Gauss (2.42) y (2.38), tenemos.

= -2 ZZ[C{@M%Z 0jdir} —Zbi{(Ab)ﬁ( 0)§ — (Ab)5(Ap)F}(Aa)5(Aa)?

i,5,k a
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Distribuyendo convenientemente las sumas, ademas para el primer término cuando [ = j y para

el segundo término cuando | = 1,

= =X Y Gy (Aa)i(Ad)f + X > Djkdis(Aa); (Aq)Y

a 4,5,k a .5,k
+ 30 30 (Aa)h (A (A0)i(Ap)F = 5030 2 (Aa)] (Ab) (A (Ab);
a,b j,lk i ab i, 1 k
Cuando k =1,
= _C§Z‘Su( a)( )‘f‘C;Zéjk( )( )k
+ZZZ( o)5(Aad)f (Ap)f — 3= 30 (Aads)](Aads);
a,b j,k a,b i,j

Acomodando las sumas y cuando k£ = j en el segundo término,

_Zkzax a€j, R(ej, ei)er) (A, er) = —CEZ( )Z( )+CZZE( )( )
T Y (Aada ) (A ZZMAMZM¢M

a,b 7,k ab j

Por definicién de traza,
= —c Z(trazAa)(trazAa) + ¢33 (AgAL):

+szk(A oA Ab) (A b)’? - Ztraz(AaAb).traz(AaAb)

= —cY (trazA,)? +thTaz(A2) +Z(;Z(A oA AbAb) Zb(traz(AaAb))Q
a a,b J a,

Por lo tanto tenemos,

—ZZ a€j, R(ej, €i)ex) (Aqeirer) = —cZ(trazAa)QchZt'r‘az(Ag)

5,k @
+ ) traz(AZA7) — > (traz(A.4,))? (2.63)
a,b a,b

Luego sumando las igualdades (2.62) y (2.63) la ecuacién (2.61) queda de la siguiente forma.

Z((R(ej,ei)ﬂ(ej),ﬁ(ei» = thrazA?l — cZ(trazA Ztraz A2 A?)

@] a a a,b
= (traz(AaAy))? +2  traz(AqAy)? (2.64)
a,b a,b

Por lo tanto de (2.60) y (2.64) la ecuacién (2.58) queda de la siguiente forma:
A(x) = X trazd? —c) (trazAq)? — Y traz(A2A2) — Y (traz(A,Ap))?

a,b a,b
+2 Zb traz(AgAp)? + cend trazA2 — > trazA2 — Zb traz(A2A2)
a, a a a,
+ Y trazAg traz(AyA2)
a,b
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simplificando,
Alx) = —cd (trazd,)? — Y traz(A2A2) — Y (traz(Aadp))? + 23 traz(A,Ap)?
a a,b a,b a,b
+endotrazAZ — Y traz(A2A7) + Y trazAq.traz(ApAZ)
a a,b a,b

Agrupando convenientemente para tener el Corchete de Lie,

= cn Z trazA? — cZ(trazAa)2 - Z(traz(AaAb))2 + Z trazAq.traz(AyA?)

a,b a,b

+ " traz[Aq, Ay (2.65)
a,b

Ahora expresaremos el operador autoadjunto A, usando sus valores propios.

Proposicién 2.7. Sean )\ga), . o )\( 9 los auto-valores de A, {e(a) .. ,e%a)} una base ortonormal
de T, (M) tal que Aaega) — )\Z( ) Z(a) (i=1,..,na=1,...p) y Kf; la curvatura seccional para

(a)

el 2-planos definido pore; "’ y ej i W Entonces,

Z Z )\(a (@) Z traz[Aq, Ap)?. (2.66)

a 1<j a,b
Prueba. Escribiendo A(z), segin la ecuacién (2.65),

= cn Z trazA2 — ¢ Z(trazA + Z trazAq.traz(A3) + Z trazAq.traz( Ay A7)
a a a#b

- Z(trazA3)2 - Z(traz(AaAb)) + Z traz[Aqg, Ap)? (2.67)

a#b a,b

Denotando por B(x) parte de (2.67),

B(z) = cen Y trazA? — e (trazA,)? — Y. (trazA2%)? + > trazA, traz(A3)

a

Como, )\ga), e )\%a) son los autovalores de A, tenemos.

B(z) = z{cnm( N2 — (3 A2 — (D)2 4 (3 AD) (S (@)

=1 =1 =1 =1
= Z{cn<z<A“>>2+<A< )%) - (ZA A - (5 )2 £ (2022
=1 L =1
A A0 (5 (@ 4 <“>> )}
=1 =1
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Distribuyendo y desarrollando el binomio,

= S en SO 4 en(A)? oS AP 20
=1

a z:l

i=1

Agrupando convenientemente,

- Z{{c(n—l)(:i(k(a)) (”_1@5“))2)2—

=1

(S @) - <ZA£ AL

=1

(”f ADID ()2 — (5 a2y
(S AO)) + (T A 00 + (£ A A0S
i=1 i=1

(5 A2+ (5 AT (0
+e(n — (A%

n—1
+2 (AD)3r{ — 2@5“)) el WD)

De donde,

S E O A AOAT) + SO = ) e+ AN

a i<i<j<n

Por lo tanto,

= 2 A

a 1<j

(c+ A2y (2.68)

Ahora fijamos el indice a y sea Abega) = Z(Ab)geg-a), b=1,2,...,p.

J
Tenemos, (Aa)é- = 5§A§-a) por lo tanto,

(Aado)s = N ()l (Apda)] =

Por la euacion de Gauss;

(a)  _ (@) (a) (a) (a)
Kij R(lajaeza])

= {6055 — 5”531}+Z{(Ab)i(

iy(a)
(Ab)j)\j (2.69)

b — (Ap)5(Ap)] '}

= c+§(Ab)§( b)) Z(Ab) (4)]

= c+ (Aa)li(Aa) + Z (Ab) (
= (c+ AN+ z (A (Ap)] —

b#a

multiplicando a ambos por ()\(a) — )\g-a))Q, tenemos,

)

(@) y(a)y/y (@) (a)y2 _ (a) (a)\2 g-(a)
(C+)‘i /\j )()\z _)‘j ) =\ _/\j )Kij

(2

b#a

44

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis

+> (
b
D ICRERVOREN

)Eb?()()
(

Ap)i(Ap)]

b

@ \2(4,)% (A

Al
(Av)] (2.70)




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx_:_\ée'_l}gﬁmo

DEL PERU

Notemos que si i=j, Kl(f) =0.

Como
S = AD2 e+ NN = S = AR+ AN
1,J 1<j
+ E A = A2(e 4 ALy
_ (@ ()2 (@) (@)
Entonces,

a a a a 1 a a a a
DO =X+ AN = 2T = A e+ AN,
i<j ij
Sumando sobre i, j al lado derecho der (2.70),

%ZM( —AK 4+ ZZ(“ A (Ap)E (A — A (4]
z VIO () <Ab> <Ab>

1,J b#a
Desarrollando el binomio y ordenando adecuadamente,
S = NIPED 4 3T - A = ) (4]
1<J 2¥)

1Y SR (4] - 25 A (4)F 5 A (4]

b#a i J i J

R (AN E N (4]
Adecuando (Ab)g (Ab) dentro de los paréntesis del segundo término,

= TP = AP2ZES + 15 (M (Ap) — (Ap)iAY)

i<j b ij
OS2 (A0 = (AN = 3 B IO (A (A

—2;AS“><Ab>§§A§“>< o)) + ()] ZA(“( A)]]
Por (2.69),
= SO 45 E ((Aads); = (A04)))((Aus)]
(A Z[Z(A (4 ;S
—25 (A L-;Aﬁ-‘”( ) +2<Ab> ZA(")( Ap)]
Por definicién de corchete de Lie,

SO A 4] 22<[Aa,Ab1> LS IS )2 (A4 S (A
J

i<j b;éa i

2 A (A A (A >+Z<Ab>zA (Ap)]]
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Agrupando convenientemente y por definicién de traza,

= YO - ARE 4 ] S trazlda, A - § )2 ()

1<j ;éa i
zw%—2za<b»zéwby+zwmz&Wmm

Usando nuevamente la definiciéon de traza,
SO A2 AN = ST A Ztraz [Aq, Ap)?
1<j 1<j
1
) Z{trazAb.traz(AZAb) — (traz(A.A4p))%}. (2.71)
b#a
Entonces, apartir de (2.71) se obtiene la igualdad (2.68)

Por lo tanto reemplazando las referencias antes mencionadas en (2.67) y simplificando

ZZ )\(a @) 4 Ztraz[Aa,Ab].

a <j a,b

obtenemos,

Ahora citaremos las siguientes dos lemas que nos permitan acotar las trazas.

Lema 2.1. Sea A y B matrices simétricas n x n. Entonces

traz[A, B]? 2 —2trazA% trazB2.

y la igualdad se mantiene para las matrices no nulas A y B si y solamente si, se puede trans-
formar simultdneamente mediante una matriz ortogonal en mailtiplo escalar de A Y B respecti-

vamente, donde

(2.72)

Prueba. Supongamos que B es una matriz diagonal y denotamos por by, ..., b, las entradas

diagonales de B. Entonces,
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|AB — BA||? = traz((AB — BA)!(AB — BA))
= traz[(aijb; — bjaj;)(ajibj — biaj;)]
n

= a?k(bi — by)?
i=1 k=1

= az,(bi — by)?,
iZk

donde A = (a;;) es una matriz simétrica. Como (b; — by)? < 2(b? + b%), obtenemos,

IAB = BA|® £ 23 afi (b7 +b7)

itk
< 20)ai) (D)
i,k l
= 2traz(A?)traz(B?). (2.73)
Por la simétria de A y B.
—traz(AB — BA)? = ||AB — BA|?

de donde, traz(AB — BA)? = —2traz(A%)traz(B?).

Ahora, como que B es simétrica, existe una matriz O tal que D = OBO™!, notemos que,

1Bl = [ID].
Luego,
IAB — BA|? = [|O(AB — BA)O™||?

= ||[OABO~! —OBAO—!|?

= [|[0AO~'OBO~! —OBO'0AO~!|?

= |[|[OAO~'D — DOAO~|?

< 21040~ P|DJ?

= 24| B|?

= 2traz(A*)traz(B?).
Se sigue:

traz(AB — BA)? > —2trazA%*trazB>.

Es decir,

traz[A, B]? 2 —2trazA% trazB>.

Ahora asumimos que A y B, son matrices no nulas, B es diagonal y que la igualdad se cumple.

De (2.73),
D an O+ = ai > B+ aiy b
l

itk ik ! i
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Entonces,
| Zk {Z (b?) — (b2 + b2) }—l—Za“sz =0
\\,./
>0 >0
> a0 - (6 +7)} =0 (%)
i#£k l
y también,

aj; » b =0,V

Ik

luego, como b; # 0 para algun [, entonces a;; = 0, Vi.

De la igualdad,
> ag(bi —bk)? =2 ag (b7 + b})
i#k i#k

> ag(bi+bp)* =0

itk
Es decir, a;z =06 b; + by, =0, i # k. Notemos que si a;; # 0, b; + by = 0,

Sin pérdida de generalidad; se puede asumir que a13 # 0, ¢ = 1;k = 2, como by +bs = 0, entonces

by = —by. De (%)
sz 54 0b7) =

tenemos,

es decir,

> =0

11,2
Osea, bg = ... = by, = 0. De (%)

az { (b7 +b3) — (b7 + b7)} = 0.

pero b; = b, =0, Vi, k > 3,
ag, (b +63) = 0

Luego, a;x = 0,1 # 1,k # 2.

Veamos el reciproco,tomando las matrices de (2.72) de la forma,
0 1 1 0

B =
1 0] [O —1]
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tenemos,

AB — BA =

Ademés, (AB — BA)! =

Entonces;

Por tanto: traz[A, B]? =8

Por otro lado: N
0 1|1(0 1 10
traz(A?) = = =)
1 0]|1 O 0 1

1 0 1 0
0 —-1|1]0 -1

traz(B?) = [

Por lo tanto,
traz[AB — BA]? = 2trazA*trazB% =8

Lema 2.2. Sean Ai,As y As matrices simétricas n X n tal que,

traz[A,, Ap)? = —2traz(A2).traz(A?)
para 1 < a < b < 3, Entonces al menos uno de las matrices, A, debe ser cero.

Prueba. Sean Ai, Ay, A3 matrices simétricas no nulas de la forma.

Para a,b=1,2,3
Observe que cuando (Ag=1) = (Ap=2), tenemos a; = 0; A\ = 0, ahora cuando (Ay=2) = (Ap=3)
tenemos que as = 0, A2 = 0, asi sucesivamente comparando las matrices, se tiene que una de

estas matrices debe ser cero en este caso, Az = 0. O

49

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T g:\l_}\éELl}éIEAD

DEL PERU

Teorema 2.3. Sea M wuna wvariedad riemanniana n-dimensional con curvatura seccional,
acotada inferiormente por una constante d > 0. Supongamos que M estd inmersa en una
variedad riemanniana M' de curvatura seccional constante de dimension n+p y M tiene
curvatura media constante. Entonces si M es compacta y orientable o la longitud de la sequnda

forma fundamental B de M es constante, entonces tenemos.
p—1
04§'A(10 2 {dn”_44377<57ﬁ>}<ﬁ7ﬂ>'_’dn2<n7n> (2'74)
Va de M, donde n denota la curvatura media normal de M que es paralela y (n,n) es constante.

Prueba. Por lema (2.1),

T3 traz[Aq, A = =Y trazAlitrazA}

a,b a#b
= — Y trazA2trazA? — Y trazA2.trazAZ.
a<b a>b
= =23 trazA’trazAl. (a,b=1,2,..,p).
a<b

Definamos S, = trazA2, entonces Y. S, = > trazA2, Por (2.45) se tiene,
a a
Y trazAZ = (B,B).

Como,
0 = Y (Sa—58)?
= 5(524—5’2)—2255},
— -1+ —af)bS%+(p—1)S§+...+<p—1)53)—2a§bsasb
= (p— 1)252—225'&)
RPRNTS R 5 5uh} —2 5 S
= (p— 1)(25) 2(p —1)Eb5a5b—2§b5a5b
= (p- 1)(25) —2pa2<)bSaSb
= (-1, >—2paZ<)bSaSb
entonces,

-1
—2) 8.8, 2 =D g2
a<b p
Notemos que se da la igualdad si y solo si S, = Sy, para a,b =1, ..., p. Por lo tanto obtenemos

1 2 2 2 (p—1) 2
5 Ztraz[Aa,Ab] > —QZtrazAa.trazAb > — ’ (B,8) (2.75)

a,b a<b
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y la igualdad se tiene si y sélo si trazA2 = trazAg.

De este modo apartir de (2.66) se obtiene la desigualdad,

p—1

2= S0 - A@2 - =D g g2 (2.76)
a 1<j p

Supongamos ahora que la curvatura escalar de M esta acotado inferiormente por un escalar d

positivo. Entonces,

ZZ a )\a K(a)>dzz a )\a

a 1<j a 1<j
Para cada a,
S A2 = ()2 + (A)2) —2 30 A
1<j 1<j 1<j
= (-2 +m-1))2+.. —i—(n—l)()\(a) —2 3 A

1<j
= (n-D T —22 MDA
7 z<]
= (n—1)trazA2 -2 )\ )
1<J

Como,

P T Y

1<J )
= trazA2 — (trazA,)?
Por lo tanto,
) % (A = a2 = S - D)trazA2 + (trazA? — (trazA,)?)}

= n) trazAZ — > (trazA?)

a

= n(B,B)(x) —n*(n,n)(x)

donde 71 denota la curvatura media de M. De este modo se obtiene la siguiente desigualdad,

Ala) 2 dn(3. ) = () = P2 (5,87

A(z) 2 {dn — <ﬁ B)}(B, B) — dn*(n,n). (2.77)

Vo e M.
Si la longitud de la Segunda Forma Fundamental 5 de M es constante, entonces por la
proposicién (2.1) tenemos que la Segunda Forma Fundamental 5 de M satisface 93 = 0 y por

la proposicién 2.2 tenemos que la Segunda Forma Fundamental 5 de M satisface 0*3 = 0 pues

o1
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M tiene curvatura media constante.
Entonces, A =0y A(B,5) =0, pues (3, 5) = constante.
Por tanto, por corolario 2.1 tenemos A < 0 en todas partes de M.
Luego, .
p —
0 Z A i {d?’L - T(/Bvﬂ>}<5w8> - dn2<77;77>
O
Corolario 2.3. Sea M es una wvariedad riemanniana con curvatura seccional, acotada
inferiormente por una constante d > 0. Supongamos que M estd inmersa en una variedad
riemanniana M' de curvatura seccional constante de dimensién n+p y M tiene curvatura media
4k(p—1)

constante. Entonces si M compacta y orientable y k = (n,n). Entonces se tiene, d = -

Prueba. Por la desigualdad (2.75) tenemos.

dn(n,1) 2 {dn — P05, )}(5,6).

dnZk > {dn — f%lw, B}, B).

Integrando ambos miembros.

antt [z [ (an-"2(5))p.5) 1.

Observamos que la igualdad se da si y sélo si

dn’le = {dn — P25, )15, ).

Esto implica también que A = 0 y que [ es paralelo por corolario 2.1. Ademas (3, ) debe

satisfacer la ecuacion cuadraticas:
(p — 1)z? — pdnz + pdn’k = 0.

Es decir el discriminante de esta ecuacién debe ser positivo, por lo tanto debemos tener la

desigualdad

d24k(p——1).
- p
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Finalmente debemos mencionar que el teorema generaliza varios resultados.
Por ejemplo en S.S. Chern, M. DoCarmo and S. Kobayashi, ver [1] obtenemos el siguiente
teorema.
Teorema. Sea M una variedad compacta orientada n-dimensional la cual se encuentra inmersa

minimamente en un espacio de curvatura constante ¢ de dimensién (n + p). Entonces

/ (1= 2)S = dn}s] 1> 0,
M p

donde 1 representa el elemento volumen de M y (3, 3) = S.
En efecto, de

02 A(a) 2 {dn = 22 (8, 8)}(6.6) ~ dn*(n.1).

Es decir,

02 {dn — =28, )18, 5) — dn(n.n)

dn(n,n) 2 {dn — =25, 8)}(6.)

Como M es una subvariedad minima entonces, 1 se anula en cada punto, por tanto (n,n) = 0.

(P2 (8.8) — dn}(p, ) 2 0

Integrando y multiplicando por el elemento volumen,

/ {1 = 2)(8, B) — dn}(8,8)] x 12 0
M b

Entonces,
/ [{(1=21)S —dn}S] %120
M p

De igual manera obtenemos el siguiente resultado que aparece en el articulo de J. Simons,
ver [4]
Teorema. Sea M una variedad minima cerrada de dimensiéon p, inmersa en S™, entonces la

segunda forma fundamental A satisface la desigualdad
A2 = —L_dny|a|® = 0
{11All TAn} Al =
M p—
De la ecuacién del teorema 2.3, teniendo en cuenta (3, 3) = || A||?

02 A(w) 2 {dn — P8, 8)}(3.5) — dntn.)
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De donde, )
dn®(n.m) 2 {dn = *— {5, 6)}{6, 3).

Multiplicando por (-£) tenemos,

p—1

(Z)dn ) 2 {Edn — {5, 5) 15, 8)

Como M es una variedad minima entonces 7 se anula en cada punto, entonces (n,n) = 0, por lo

tanto

p
((8.8) — ~Fgn} (8.8) 2 0

Integrando ambos miembros tenemos,

b
| 8.8~ ~Loany(ep) 20

Es decir,
D
/ (A - P32 2 0.
M q

Andlogamente se pueden obtener los resultados conseguidos por Katsumi Nomizu y Brian
Smyth, en [3]
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