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INTRODUCCION

En la Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas (UPC), los alumnos de ingenieria estudian
los espacios vectoriales en cuarto ciclo. Por muchos afos, los profesores del curso
correspondiente han notado que los estudiantes tienen dificultades en un tema en particular: la

descripcion del espacio generado por un conjunto de vectores de R". Estas dificultades
siempre han sido motivo de discusion puesto que el procedimiento que se ensefia es
algoritmico y repetitivo y no se deberian esperar tan malos resultados; sin embargo, afio tras

afio se presentan los mismos conflictos.

La presente investigacidn tiene por objetivo describir y explicar los errores y dificultades que

cometen los estudiantes al describir el espacio generado por un conjunto de vectores de R".
Se utilizaran estudios e investigaciones de otros autores para dar explicacion al porqué se
producen dichos errores y dificultades. Se espera que esto sea un primer paso para que futuros
investigadores puedan lograr el objetivo mas ambicioso de desarrollar una metodologia eficaz

para que los alumnos superen las dificultades intrinsecas de este objeto matematico.

El paradigma de investigacion que se utiliza es el empirico-analitico. La metodologia consiste
en hacer un analisis exploratorio, determinar las practicas matematicas involucradas en el
procedimiento para describir el espacio generado por un conjunto de vectores, disefiar una
evaluacion para un grupo de alumnos seleccionado y, finalmente, identificar, describir y

explicar los errores y dificultades que tengan.

Algunos investigadores, como Wawro (2010), Okta¢ y Trigueros (2010), Sweeney y Rabin
(2011), entre otros, han estudiado la ensefianza y el aprendizaje de temas del algebra lineal,
incluso del mismo espacio generado, pero todos lo han hecho desde otro enfoque. El algebra
lineal requiere un muy elevado nivel de abstraccion y, por ello, los investigadores han
centrado su atencion en aspectos cognitivos que tienen que ver con la comprension de los
conceptos abstractos involucrados en la materia. En esta investigacion, nos centramos en el
objeto primario: el procedimiento al describir el espacio generado por un conjunto de
vectores. Creemos que aparte de los aspectos abstractos del objeto matematico podemos

encontrar dificultades en la parte procedimental, que involucra conocimientos previos.
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El presente trabajo se divide en cuatro capitulos. El primero describe la problematica que
motiva este estudio. Se muestran estudios anteriores y la justificacion de la relevancia del
problema a investigar. Ademas, se define el problema de investigacion y los objetivos del

estudio.

El segundo capitulo contiene las herramientas tedricas que seran utilizadas en la
investigacion. Se presentan definiciones que seran usadas a lo largo del estudio, tomando en
cuenta la perspectiva de distintos autores. Ademas, se describen herramientas y conceptos de
algunas teorias y estudios: Enfoque Ontosemidtico del Conocimento y la Instruccion
Matematica, Teoria de Registros de Representacion Semidtica y Niveles de Algebrizacion.

Finalmente, se describe la metodologia que se empleara en esta investigacion.

El tercer capitulo describe los objetos matematicos involucrados en este estudio. Se definen'y
explican los sistemas de ecuaciones lineales y los conceptos de espacio vectorial, subespacio

vectorial, combinacion lineal, independencia lineal y espacio generado.

El cuarto capitulo explica como se desarroll6 la experiencia segin la metodologia propuesta.
Se describen a los participantes, la evaluacion y se brinda un analisis de los resultados de
dicha experiencia. En este capitulo se determinan las dificultades de los estudiantes, se

clasifican, se describen y se explican en base a resultados anteriores de otros investigadores.

Finalmente, se presentan las conclusiones y aportes de la investigacion.
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CAPITULO 1- LA PROBLEMATICA

En el presente capitulo se describen investigaciones anteriores relacionadas con el objeto de
este estudio. Ademas se discute la relevancia de esta investigacion a manera de justificacion
de la misma. Finalmente se establece la pregunta de investigacion y los objetivos general y

especificos.

1.1 Antecedentes

El algebra lineal tiene una importancia fundamental por sus aplicaciones en otras disciplinas
de la matematica, ademas de sus aplicaciones a la ingenieria y a la economia (Parraguez y
Bozt, 2012).

El concepto de espacio generado se relaciona casi con todos los temas del algebra lineal, vale
decir, espacios vectoriales, independencia lineal, base y dimensidn, transformaciones lineales,
etc. Se han realizado varias investigaciones acerca de la ensefianza, aprendizaje, razonamiento
de los alumnos, etc., en diversos topicos del algebra lineal. Por ejemplo, Wawro (2010)
analiza la génesis instrumental del razonamiento de los alumnos con respecto al teorema de la
matriz invertible, un teorema fundamental del algebra lineal. Trabaja con estudiantes
universitarios de manera individual y colectiva para analizar su razonamiento con respecto a
este teorema y concluye que tienen buenas habilidades de razonamiento pero que necesitan

mas de una herramienta para que se hagan aparentes.

Oktag y Trigueros (2010) analizan, en general, la forma en que aprenden los estudiantes el
algebra lineal. Hacen un analisis tedrico de las construcciones de los diversos conceptos del
algebra lineal mediante la teoria APQOS, para luego probar sus hipdtesis con estudiantes de
distintas carreras (en grupos pequefios). En el estudio, concluyen que la gran mayoria de los
estudiantes tiene problemas para interiorizar los conceptos basicos del algebra lineal y que la
descomposicidn genética es una herramienta Util para estudiar las construcciones mentales

involucradas en estos conceptos.
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Estudios similares realizan Parraguez y Bozt, (2012) y Ku, Trigueros y Oktac (2008). Los
primeros analizan, desde una postura cognitiva, la forma de entender de los estudiantes los
conceptos de solucion de un sistema de ecuaciones lineales y la dependencia e independencia
lineal; analizan los modos de pensamiento de tres estudiantes de matemética y cuatro
estudiantes de pedagogia en matematica mediante un cuestionario de ocho preguntas y el
resultado del estudio es que casi ningln estudiante logra analizar los problemas con distintos
modos de pensamiento y casi Siempre se restringen Unicamente a un modo analitico-
algebraico. Los segundos estudian las construcciones mentales que desarrollan los estudiantes
para comprender el concepto de base de un espacio vectorial; basados en la teoria APOS,
realizan una descomposicion genética del concepto de base, observan durante un semestre a
un grupo de veinticuatro estudiantes y luego aplicaron un cuestionario a seis de ellos; en

términos generales, concluyen que los alumnos no llegan a interiorizar el concepto de base.

Otros investigadores que realizan una descomposicion genética fueron Roa-Fuentes y Oktag
(2010), esta vez sobre el concepto de transformacion lineal. Nuevamente, se basan en la teoria
APOS vy realizan las descomposiciones genéticas segin dos formas de construir el concepto
de transformacidn lineal, una por interiorizacion y otra por coordinacion. Wawro, Sweeney y
Rabin (2011) investigan acerca de la imagen concepto® de los estudiantes respecto a los
subespacios vectoriales en el algebra lineal. Entrevistan verbalmente a ocho estudiantes
universitarios y concluyen, en todos los casos, que su imagen concepto difiere notoriamente
respecto a la definicién formal y que el uso repetido de dicha definicion ayuda a mejorar la

imagen concepto de los estudiantes.

El concepto de espacio generado estd relacionado con todas estas investigaciones. Por
ejemplo, para determinar el espacio generado por un conjunto se requiere resolver un sistema
de ecuaciones lineales; los resultados son distintos segin el conjunto sea linealmente
dependiente o independiente; el conjunto es base del espacio que genera si y solo si es
linealmente independiente; para caracterizar una transformacion lineal T :V — W | se necesita
Unicamente saber como actua la transformacion sobre un conjunto generador de V; un
subespacio vectorial se puede describir en base a un conjunto generador del mismo. Se puede

apreciar, por los resultados de las investigaciones, que los temas del algebra lineal son de muy

Tall y Vinner (1981) definen la imagen concepto como la estructura cognitiva total asociada a un concepto, que
incluye todas las imagenes mentales, propiedades y procesos asociados.
7
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dificil interiorizacién y que, por ello, seran producto de muchas méas investigaciones en el

futuro.

Por otro lado, hay un concepto algebraico que pensamos estd muy vinculado con esta
investigacion: la manipulacion de literales que tienen usos distintos dentro de un mismo
ejercicio. Muchos investigadores han estudiado directamente este tema. Por ejemplo, Bardini,
Radford y Sabena (2005) estudian las dificultades cognitivas relacionadas con el uso de
literales que representan un valor fijo pero indeterminado (pardmetro). Analizan las repuestas
de estudiantes de undécimo grado® en dos escuelas distintas de Ontario, Canadéa ante dos
problemas que involucran el uso de variables y parametros. En su estudio, los estudiantes se
muestran coémodos trabajando con variables para generalizar un patron, pero se topan con una
pared cuando se afiade al problema un nivel mayor de generalizacién, cuando se agrega la
necesidad del uso de un pardmetro junto con la variable ya definida. Muestran serios
problemas con la inclusién o manejo de este objeto matematico. Wilhelmi, M., Godino, J. y
Lasa, A. (2014) estudian la concepcion de estudiantes de maestria en educacién matematica
de los significados de ecuacion y funcion, que se relacionan directamente con los conceptos
de incognita y variable. A cuarenta y seis estudiantes les proponen tres tareas relacionadas con
estos objetos matematicos y concluyen que hay vacios en el concepto de variable y, por lo
tanto, en la distincion entre ecuacion y funcion. Basurto (2013) se basa en el modelo 3UV de
Ursini (1994 citado en Juarez, 2011) y apunta que el uso de la tecnologia digital mejora la
comprension de pardmetros en funciones polinomiales. Godino, Akeé, Gonzato y Wilhelmi
(2014) definen 3 niveles de algebrizacion de la actividad matematica en educacién primaria y
en cada nivel se ve involucrado el uso de los distintos tipos de literales. Godino et al. (2014)
contintan este modelo con otros 3 niveles més avanzados que se trabajan en educacion
secundaria; los niveles 4 y 5 corresponden a la aparicion y tratamiento de parametros. Muchos
otros investigadores estudian esta problematica. Entre ellos, Morales y Diaz (2005) estudian
el concepto de variables en los libros de texto. Ursini y Trigueros se basan en el modelo 3UV
y analizan cémo los estudiantes de secundaria interpretan pardmetros en algebra. Benitez
(2004) también utiliza el modelo 3UV en su tesis de maestria en Matematica Educativa para
analizar como presentan y usan las variables los libros de texto de matematica para

secundaria. Escobar (2014) utiliza los niveles de algebrizacion definidos por Godino et al.

2 Equivalente a quinto de secundaria en nuestro pafs.
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(2014) para caracterizar el razonamiento algebraico en estudiantes de primaria en su tesis de

maestria en Educacion Matematica.

Pensamos que una parte importante del procedimiento para describir el espacio generado por
un conjunto de vectores requiere del manejo de literales. Es por eso que para la investigacion
que desarrollamos se necesita estudiar definiciones e investigaciones previas respecto al uso

de constantes, variables, parametros, etc., como las antes mencionadas.

1.2 Justificacion del problema

El algebra lineal tiene una gran gama de aplicaciones dentro de la matematica misma y fuera
de ella. Autores como Wawro et al. (2011) y Parraguez y Bozt (2012) resaltan el poder
unificador del algebra lineal dentro de las matematicas y su aplicabilidad en areas fuera de la
matematica pura, areas como la ingenieria y la economia; ademas, mencionan la flexibilidad
de esta disciplina para modelar situaciones reales. Programas de maestria y doctorado
nacionales e internacionales en diversas disciplinas como la ingenieria, economia, estadistica,
finanzas, etc. requieren una formacién bastante elevada en algebra lineal. Por ejemplo, el
programa de doctorado en ingenieria industrial de la Universidad de Columbia en la ciudad de
Nueva York tiene como requisito el dominio del algebra lineal (http://ieor.columbia.edu/phd-
industrial-engineering-operations-research), la maestria en economia en la Pontificia
Universidad Catolica del Per( tiene cursos avanzados de espacios vectoriales y topicos de
algebra lineal (http://posgrado.pucp.edu.pe/maestrias/ciencias-sociales/economia/), entre otros

programas.

Uno de los conceptos mas importantes dentro del algebra lineal es el de espacio generado por
un conjunto de vectores. De hecho, casi todos los topicos del algebra lineal estan relacionados
directamente con este concepto. Un espacio vectorial queda definido completamente con un
conjunto generador; un conjunto linealmente independiente, para ser base de un espacio
vectorial, tiene que ser generador de dicho espacio; las transformaciones lineales quedan
totalmente definidas si se conoce su efecto sobre un conjunto generador, etc.
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Es dificil pensar en un cimiento mas fuerte para el estudio de los espacios vectoriales (es
decir, el algebra lineal) que el entendimiento de los conceptos de dependencia e
independencia lineal y de espacio generado. De estos dos, el segundo es el menos estudiado
por los investigadores. Por otro lado, cuando es estudiado, los investigadores se centran en la
dificultad de visualizacion de dicho concepto, mas no en la forma de hallarlo. La presente
investigacion pretende estudiar no solamente la imagen concepto de los alumnos con respecto
al espacio generado por un conjunto de vectores, sino la dificultad que tienen para entender
los procedimientos para hallarlo; dificultades que pueden involucrar la falta de entendimiento
de la notacion, la poca distincion entre los diferentes literales utilizados, y el conflicto que les
produce la conversion de un sistema de ecuaciones lineales a otro registro de representacion.

El concepto de espacio generado es, ademas, uno de los mas dificiles para los estudiantes,
tanto por el concepto en si como por su procedimiento para hallarlo. El concepto de espacio
generado presenta un grado de abstraccién que los estudiantes considerados en esta
investigacion no han visto en cursos anteriores de matematica y, en el procedimiento para
hallarlo, se necesita usar en simultaneo herramientas que son en si complicadas para cualquier
estudiante (notacion de conjuntos, uso de parametros y variables en una misma ecuacion,

cambio de representacion de un sistema de ecuaciones).

De esta manera, al estudiar los errores y dificultades de los estudiantes en el procedimiento
para describir el espacio generado por un conjunto de vectores intervendran nuevos objetos y
conceptos matematicos que en un principio parecen ajenos al problema principal. Entre ellos,
en esta investigacion analizaremos el uso de literales, el concepto de solucién de un sistema
de ecuaciones y los registros de representacion de los sistemas de ecuaciones lineales,
conceptos que seran utiles para explicar los errores y dificultades de los estudiantes. Como se
vio en la seccidn anterior, existen muchas investigaciones acerca de estos tOpicos en
particular. Se espera que el presente trabajo contribuya en futuras investigaciones al respecto.

Comprender cuéles son las dificultades que tienen los estudiantes para entender los
procedimientos para hallar el espacio generado por un conjunto de vectores sera el aporte
principal de esta investigacion. A partir de ello, se espera que futuros investigadores puedan
ver de qué manera prepararlos mejor para el estudio de este concepto tan importante.
Adicionalmente, este trabajo servira de apoyo para investigaciones en los aspectos

mencionados lineas arriba.
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1.3 Delimitacion del problema de investigacion

Como se menciona anteriormente, el algebra lineal es una herramienta fundamental dentro del
area de matematica y fuera de ella. El objeto matemético que se estudiara en esta
investigacion sera el de espacio generado Yy, especificamente, el procedimiento para
determinar el espacio generado por un conjunto de vectores deR".

En ese sentido, se plantea la siguiente pregunta de investigacion: ;Qué errores y dificultades

tienen los estudiantes de ingenieria para determinar el espacio por un conjunto de vectores de

R"?

Se tienen algunas hipdtesis acerca de cuales son los errores mas frecuentes en este
procedimiento: los estudiantes tienen problemas al convertir los sistemas de ecuaciones
lineales de un registro de representacion a otro; los estudiantes no comprenden el concepto de
solucion de un sistema de ecuaciones lineales y no distinguen cuando el sistema tiene 0 no

solucién.

Para poder responder la pregunta de investigacion, se plantean los siguientes objetivos:

Objetivo general
Identificar, describir y explicar los errores y dificultades que tienen los estudiantes de

ingenieria cuando describen el espacio generado por un conjunto de vectores de R".

Objetivos especificos

e Determinar las practicas matematicas necesarias para describir el espacio generado por un

conjunto de vectores de R".

e Identificar las préacticas matematicas necesarias para describir el espacio generado por un

conjunto de vectores de R"en las que tienen dificultades los estudiantes.

e Determinar y clasificar los errores y dificultades de los estudiantes al describir el espacio

generado por un conjunto de vectores de R".

e Explicar los errores y dificultades de los estudiantes al describir el espacio generado por

un conjunto de vectores de R".
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En el procedimiento para hallar el espacio generado por un conjunto de vectores, se necesitan
realizar algunas practicas de manera secuencial. En los objetivos especificos se busca

determinar en qué parte del procedimiento para determinar el espacio generado por un

conjunto de vectores de R" existe mayor dificultad y explicar por qué se produce.
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CAPITULO 2 - MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

En este capitulo se presentan y discuten las herramientas tedricas que seran utilizadas a lo
largo de la investigacion. Primero, es importante definir qué entenderemos por error y
dificultad. Luego, se describen herramientas del Enfoque Ontosemiotico del Conocimiento y
la Instruccion Matematica (EOS), el andlisis didactico y las configuraciones epistémicas y

cognitivas, que serviran para analizar el procedimiento utilizado para describir el espacio

generado por un conjunto de vectores de R". Posteriormente, se discuten algunas definiciones
de distintos autores de los tipos de literales usados en matematica. Como se vera
posteriormente, el uso de distintos literales es importante en el procedimiento del problema
estudiado. Luego, se describe una investigacion acerca de los distintos niveles que puede
adquirir un estudiante en el manejo del algebra. Esta investigacion servira para explicar
algunas de las dificultades de los estudiantes para resolver el problema en estudio. A
continuacién, se presentan términos y definiciones de la Teoria de Registros de
Representacion Semidtica, que también serd utilizada luego para explicar algunas de las
dificultades de los estudiantes para describir el espacio generado por un conjunto de vectores.

Finalmente, se describe la metodologia de la investigacion.

2.1. Errores, dificultades y obstaculos

Es importante definir qué se entiende por error, dificultad y obstaculo. Muchos investigadores

han propuesto distintas definiciones de estos conceptos. Se mencionaran algunos.

Godino, Batanero y Font (2003) definen error como una practica del alumno que no es
correcta segun el punto de vista de una determinada institucion. Por otro lado, para ellos, una
dificultad estd dada por el grado de éxito que tienen los alumnos al enfrentarse a un
determinado problema o tarea; la dificultad serd& mayor en cuanto un nimero mayor de

alumnos cometan errores en el problema o tarea.

El primero en hablar de obstaculo es Bachelard (2000), quien especifica que un obstaculo no

es una condicion externa que tenga que ver con la complejidad del objeto en estudio ni la
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debilidad del sujeto para entenderlo. Para él, un obstaculo se produce en el acto mismo de

conocer y en la evolucion de ese conocimiento.

Brousseau (1998 citado enBarrantes, 2006) adopta esta nocion bachelariana y define
obstaculo como un conocimiento que tiene un dominio de validez, es decir, que tiene un
campo de éxito restringido; en otras palabras, un obstaculo es un conocimiento Util en algunas
situaciones, pero que no funciona en otras. Ademas, son caracteristicas de un obstaculo que es
persistente en el tiempo, reaparece y se resiste a desaparecer. Un obstaculo es un error que no
es producto del azar y, de esta manera, se puede predecir. Brousseau, ademas, clasifica los
obstaculos en ontogénicos (tienen que ver con el sujeto), didactico (tienen que ver con la

ensefianza) y epistemoldgico (tienen que ver con el objeto en estudio).

De igual manera, Godino et al. (2003) utilizan esta definicion, pero solo se limitan a decir que
un obstaculo es un error que no se produce por una falta de conocimiento, sino por un
conocimiento que es valido en unas circunstancias, pero que, en otras, es aplicado
incorrectamente. Para ellos, es l6gico pensar que si un error se produce de manera sistematica
en un grupo de alumnos en un determinado ejercicio, la causa debe estar escondida en el

objeto de estudio en si y no en los estudiantes.

Otros autores, como Glaeser (1981 citado en Cid, 2000), quien hizo un estudio acerca de los
obstaculos en el estudio de los niUmeros negativos, consideran innecesario precisar el concepto

de obstaculo, y lo confunden simplemente con una dificultad, una traba o un sintoma.

En la presente investigacion, se tomaran las definiciones de Godino et al. (2003);es decir,

e Error: préactica no valida segln el punto de vista de una institucion.

¢ Dificultad: indica el grado de éxito en una tarea determinada. El indice de dificultad es el
porcentaje de respuestas incorrectas en dicha tarea (cuanto mayor sea este indice, mayor
sera la dificultad).

e Obstaculo: Conocimiento que es valido en algunas situaciones pero que falla en otras (es

en las que falla en las que se le Ilama obstaculo).
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2.2. Incdgnitas, constantes, parametros y variables

En el procedimiento para describir el espacio generado por un conjunto de vectores de R" se
utilizan distintos tipos de literales. En todos los casos, los literales representan nimeros reales,
pero se dicen distintos porque tienen usos considerablemente diferentes y, por lo tanto, el
tratamiento que se les dé debe serlo también.

Es una practica comun llamar variable a estos literales, independientemente de su naturaleza.
No es gue esta practica esté equivocada, pero existen otras posturas al respecto; sin embargo,
no hay una convencion acerca de coémo deben Ilamarse los literales, dependiendo del uso que
se les dé. Para el mismo término variable no hay una definicién Unica y aceptada por toda la
comunidad matematica. Por ejemplo, Schoenfeld (1988) recoge 10 definiciones distintas del
término variable e indica que esa lista es solo una muestra, que podria ser expandida. Muchos
autores han dado distintas definiciones o formas de entender los literales en matematica y aqui
describiremos algunas de estas posturas.

Collis (1975 citado en Kichemann, 1978) define seis niveles que describen diferentes

maneras en las cuales pueden ser usados los literales:

e Letra evaluada: se encuentran en este nivel las personas capaces de visualizar una letra
como un valor numérico especifico y pueden reemplazar dicha letra por ese valor. Una
persona que domina este nivel, es capaz de responder preguntas como: “Si a — 3 = 4,
ccuanto es a?”. Aqui basta con reemplazar valores para a hasta dar con el valor correcto,

no es necesaria una manipulacion algebraica.

e Letra ignorada: alcanzan este nivel aquellos que puedan comparar expresiones sin
considerar términos que son comunes y que no afectan la comparacion. La siguiente
pregunta puede ser contestada por personas en este nivel: “;Cuél es mayor, n+ 6 0

n—"77.

e Letra como objeto: en este nivel, uno es capaz de conceptualizar que el valor numérico que
representa una letra tiene un significado mayor porque representa algin tipo de magnitud.
Es el caso, por ejemplo, de cuando b y h representan la base y la altura de un triangulo o

de cuando, en un problema contextualizado, se plantea que A es la edad de Antonioy P es
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la edad de Pedro. Enfedaque (1990) propone la pregunta “una manzana cuesta 6 pesetas y
una pera 8 pesetas. Si m es el nimero de manzanas y p el niUmero de peras compradas,
¢qué representa la expresion 6m + 8p?”. El muestra en su estudio que muchos alumnos
contestan que la expresion representa 6 manzanas + 8 peras; es claro que estos alumnos no

han alcanzado el nivel de letra como objeto.

e Letra como incognita especifica: en este nivel, uno considera a las letras como un ndmero
especifico, pero desconocido, el cual pueden manipular. Por ejemplo, una persona en este

nivel puede resolver una ecuacion de una variable e interpretar sus soluciones.

e Letra como nimero generalizado: quien se encuentre en este nivel puede considerar a la
letra como que puede tomar distintos valores dentro de un conjunto, no solo uno, como en

la pregunta “qué se puede deciracercadecsic+d =10y c < d”.

e Letra como variable: es el maximo nivel que considera Collis (1975 citado en Kiichemann,
1978). Aqui, ademas de considerar que la letra puede tomar diversos valores, se establece
una relacion entre los valores que toma la letra y los valores que toma otra letra 0 una
expresion que depende de la letra. La pregunta “;cudnto aumenta m si aumentamos 2 a n
en la expresion m = 4n + 1?” no puede ser contestada si no se tiene el concepto de letra

como variable.

Enfedaque (1990) corrobora los resultados de Kiichemann con un grupo de estudiantes, pero
realiza su analisis desde una perspectiva distinta. En cada pregunta, analiza las respuestas y
verifica en qué nivel de los seis definidos se encuentra el estudiante segun como contesto. Por
ejemplo, en la pregunta “si e + f = 8, entoncese + f + g.......... ”, que requiere el nivel de
letra ignorada para ser contestada, un porcentaje alto de estudiantes que contestaron
incorrectamente consideraron el valor de cada letra como 4, con lo cual dieron como respuesta
12. A estos estudiantes los califico como que se encuentran en el nivel de letra evaluada,

debido a que consideran que las letras tienen un valor especifico y ya definido.

Por otro lado, Ursini (1994 citado en Juarez, 2011) define tres usos de variables en

matematica en un modelo al que denominan 3UV. Considera a las variables como incognita,
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como numero generalizado o como parte de una relaciéon funcional. Notese que para

cualquiera de estos tres usos de los literales, usa el término variable.

Las definiciones que méas se acercan a lo que se necesita para esta investigacion son las
propuestas por Ely y Adams (2012). Ellos definen cuatro términos: incAgnita, variable,
placeholder® y nimero generalizado, y recalcan que estos términos no son exhaustivos, pero
sirven para describir varios usos de los literales en matematica. Las definiciones que dan se

presentan a continuacion:

e Incognita: Se usa este término para describir cudndo una letra representa una cantidad
especifica que puede ser determinada por la informacion brindada, aun cuando, de
momento, no se sepa cuél es el valor de dicha cantidad. Con este sentido, una incognita
siempre aparece en una ecuacién, no simplemente en una expresion. La incognita puede
representar mas de un valor, como en la ecuacion x? + 5x — 6 = 0, donde la incognita es

x Yy representa dos valores, -6y 1.

e Variable: Para definir el término variable, mantienen el uso dado por Collis (1975 citado
en Kiichemann, 1978), y dicen que una letra es usada como variable cuando representa un
conjunto de valores y se puede establecer una relacion sistematica entre dos conjuntos de
este tipo. Ademas, describen dos caracteristicas esenciales que tienen las variables: 1) una
variable es indeterminada, a diferencia de la incognita, que es determinada, lo que significa
que la variable puede tomar cualquier valor de un conjunto de valores (usualmente el
conjunto es relativamente grande); y 2) cuando varia la cantidad representada por una
variable, lo hace de forma conjunta con otra cantidad, que podria, o no, estar representada
por otra variable (se dice que las dos cantidades covarian). Una variable puede aparecer en
una ecuacion, como y = 3x — 1, donde las variables son x y y, y al tomar una de ellas un
valor especifico, la otra queda determinada por la ecuacion resultante y, de este modo, se
convierte en incognita. Las variables también aparecen en relaciones funcionales, como
f(x) = x%2 + 1, donde la variacion de la variable x implica una variacion de la funcién f.
La relacion funcional incluso puede darse de una forma menos explicita, como en la

expresion “si sus ventas ascienden a x nuevos soles, recibira una comisién de 0,10xnuevos

® El término placeholder se traduce de forma literal como marcador de posicién. En este trabajo, se utilizaré el
término placeholder, sin traduccion al castellano, porque se piensa que esta traduccion literal no es tan buena y
pierde riqueza el significado.
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soles”. Debe notarse que la letra x en una expresion de la forma 3x, sin una igualdad o
significado contextual, no funciona como variable segun esta definicién, a menos que esta
expresion forme parte de algin tipo de relacion en donde una cantidad que varia esta

representada en términos de otra.

e Placeholder: los autores definen placeholdercomo una letra que representa a un nimero
que sera proporcionado en una segunda instancia en una situacién o problema particular.
Es lo que se llama comUnmente constante y, en algunos casos, parametro o coeficiente.
Ambos, variable y placeholder, son indeterminados, pero la diferencia es la siguiente. Con
la variable se espera que una vez que se define un valor para ella, este define un valor para
otra variable o expresion con la que la primera covaria. En cambio, cuando se trabaja con
parametros, se entiende que una vez definido un valor para estos, queda determinada una
nueva ecuacion, funcion o expresion. Por ejemplo, en la ecuacion cuadratica en x,
ax? + bx + ¢ = 0, donde a, b y ¢ son nimeros reales, se entiende que a, b y ¢ funcionan
como placeholders. Cuando se les dé valores especificos a estos placeholders, quedara
definida una ecuacion cuadratica especifica, la cual puede ser distinta si se toman otros
valores para los placeholders. Vale decir, sia = 1,b = 3 y ¢ = 4, entonces queda definida
la ecuacion x2 +3x+4 =0, perosia=2,b =1y ¢ = 1, queda definida una ecuacion
distinta, 2x2 +x + 1 = 0.

e NUmero generalizado: La definicion que utilizan Ely y Adams (2012) para nimero
generalizado difiere de la utilizada por Collis (1975 citado en Kiichemann, 1978). Para los
primeros, nimeros generalizados son las letras que aparecen en una identidad, como por

ejemplo, en sen?x + cos?x =1,0en (a+ b)? = a? + 2ab + b2.

En esta investigacion, recogeremos las definiciones propuestas por Ely y Adams (2012) con

algunos pequefios cambios, que se dan a continuacion.

e Incognita: El concepto de incognita se utilizara no solo para ecuaciones de una variable,
sino para sistemas de ecuaciones también, independientemente de si el sistema tiene una
cantidad finita o infinita de soluciones. De esta forma, llamaremos incognita a todos los
literales sobre los cuales se resuelve una ecuacion o sistema de ecuaciones. Esta es una

diferencia con respecto a la definicion de Ely y Adams (2012). Ellos consideran que en la
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ecuacion x + y =5, x y y son variables, puesto que definen un lugar geomeétrico y la
variacion de una de las variables determina una variacion en la otra; nosotros, en cambio,
les [lamaremos incognitas siempre que esa ecuacion se considere como parte de un sistema
de ecuaciones, donde x y yson los literales sobre los cuales se resuelve el sistema (sistema
de una ecuacién con dos incognitas en este caso). Justificamos este cambio porque de la
manera planteada por Ely y Adams (2012) no se puede determinar a priori si en el sistema
X+y+z=1
enx, yYyz ¢Xx—y+2z=1, los literales son incognitas o variables, se necesita resolverlo

2X+32=2

primero para determinar si el sistema tiene solucion Unica o infinitas soluciones.

e Constante: Este término no estd definido explicitamente por Ely y Adams (2012).
Entenderemos por constante, un valor fijo y bien definido representado por una letra. Por

ejemplo, &, e.

e Variable: Se dird que son variables los literales utilizados en relaciones funcionales, tal
cual lo describen Ely y Adams (2012), salvo por el caso comentado lineas arriba, donde se
les llamara incognitas en lugar de variables. También se les llamara variables a los literales
en una ecuacion cuando el objetivo no sea resolver la ecuacion, sino describir un lugar
geométrico o la relacion de cambio que guarda una variable con respecto a la otra. Por
ejemplo, si la ecuacion x + y = 5 se usa para describir una recta, entonces a los literales x

y y los llamaremos variables.

e Parametro: Se utilizara este término en lugar de placeholder, y se usara con el mismo
significado dadopor Ely y Adams (2012), salvo porque ellos incluyen el término constante
dentro de esta categoria y nosotros hemos dado una nueva definicion para lo que es
constante. Godino et al. (2014b) dan una definicion muy clara de lo que se entiende por
parametro, equivalente a la que explican Ely y Adams (2012): dicen que un pardmetro es
un literal que aparece en una expresion con otras variables o incégnitas, de modo que para
cada valor que se le asigne al parametro, se obtiene una funcién o ecuacion. Asi, un
parametro se puede entender como una variable de segundo orden. Por ejemplo, la

expresion ax? + bx + ¢ = 0 se puede entender como una representacion de la imagen de
una funcion f :IR® — E, donde E es el conjunto de todas las ecuaciones cuadréticas con
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coeficientes reales (f asigna a cada triada (a;b;c) una Unica ecuacion cuadratica
ax? + bx + ¢ = 0). En este caso, las variables de la funcién, a,b y ¢, son las que
Ilamamos parametros, donde, para cada triada de valores de estos parametros, se tiene una
ecuacion cuadratica. Cabe resaltar que x funciona como incdgnita en esta expresion. Lo
mismo ocurre en una expresion de la forma f(x) = ax, que puede entenderse no como una
funcioén, sino como una familia de funciones, donde la regla de correspondencia de cada
funcién queda definida por el valor del pardametro a; es decir, se aprecia una relacion
funcional que asigna a cada valor del pardmetro a una Unica funcion de la forma

f(x) = ax. En este caso, x funciona como variable de las funciones.

e Numero generalizado: Se utilizara este término exactamente de la misma manera como lo
definen Ely y Adams (2012).

Notese que cuando se da un tratamiento a una expresioén con parametros, estos se manipulan

como si fueran constantes, pero arbitrarias.

Hay que tomar en cuenta lo ligera que es la linea que separa estas definiciones. Por ejemplo,
en la expresion m = 3x + 5, ¢es m una incognita, una constante, una variable o un
pardmetro? La respuesta depende de como se entiende o utiliza la expresion. Si lo que se
quiere expresar es la relacion funcional entre m y x, 0 quizas graficar la relacion entre ellas en
un plano cartesiano, entonces tanto m como x son variables. Si se entiende que esta es una
ecuacion en m y x, ambas se llaman incégnitas. Si la expresion representa una ecuacion con

solo una incognita x, donde m es un numero fijo (por ejemplo, si se sabe desde un principio

que m = v 2 ++/3), entonces m es una constante. Por ultimo, si la expresion quiere hacer
referencia a una familia de ecuaciones con incdgnita x, entonces m se llamaria parametro. Es

decir, depende del contexto matematico en el que se emplea la expresion.

Ademas, un literal puede cambiar de categoria mas de una vez a lo largo de un mismo
ejercicio. Para mostrar esto, consideremos el siguiente problema: dada la parabola y? = 4x,
encuentre una ecuacion para la circunferencia tangente a la parabola en el punto (1; 2) y con
centro en el eje x (véase figura 1). Para resolver este problema, tomamos (a; 0) como el
centro de la circunferencia.

Luego, la ecuacion de la circunferenciaes (x — a)? + y2 = (a — 1)? + 4.
20
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(Aqui, x y y son variables, describen un lugar geométrico; y a funciona como pardmetro)

Ahora, los puntos de la forma (x; y) que estén en la pardbola y en la circunferencia, satisfacen

ambas ecuaciones. Si queremos encontrar dichos puntos, debemos resolver el sistema de

] y® = 4x
ecuaciones paraxyy.
(x-a)’+y*=(a-1)*+4

(En este sistema, x y y son incognitas, a sigue siendo un parametro)

Si  reemplazamos y? de la primera ecuacion en la segunda, se obtiene
(x —a)?+ 4x = (a—1)? + 4. Si se efectGan las potencias y se simplifica, se llega a la
ecuacion equivalente x2 + (4 — 2a)x + 2a — 5 = 0. Esta ecuacion cuadratica en x debe
tener una sola solucién, porque la circunferencia es tangente a la parabola; entonces, el
discriminante, que es 4a®? — 24a + 36, debe ser cero. Se tiene entonces la ecuacion
4a? — 24a + 36 = 0.

(En esta ecuacion, a es la incognita)

Luego de resolver esta ecuacion, se tiene a = 3. Finalmente, la ecuacion de la circunferencia
es (x —3)2 +y? =8.

(En la respuesta, x y y retoman su categoria de variables)

Figura 1
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2.3. Niveles de algebrizacion

Godino, Aké y Gonzato y Wilhelmi (2014a) y Godino et al. (2014b) definieron 6 niveles que
pueden alcanzar las personas en su actividad algebraica; les Ilaman niveles de algebrizacion.
Los primeros cuatro investigadores desarrollaron los 3 primeros niveles y, los segundos, los
niveles 4, 5 y 6. Ademas, Godino et al. (2014a) se preocuparon por definir la ausencia de
pensamiento algebraico, a lo cual le asignaron el nivel 0 de algebrizacion.

Esta clasificacion ayudara en este estudio a explicar el porqué de algunos de los errores de los

estudiantes al describir el espacio generado por un conjunto de vectores de R", lo cual es uno
de los objetivos de esta investigacion.
Los investigadores mencionados tomaron en cuenta los siguientes criterios basicos para

definir los niveles de algebrizacion:

Generalizacion. Generacion o inferencia de intensivos.

Unitarizacion. Reconocimiento explicito de intensivos como entidades unitarias.
Formalizacion y ostension. Nombramiento mediante expresiones simbolico-literales.
Transformacion. Utilizacion de los objetos intensivos en procesos de célculo y en nuevas
generalizaciones. (Godino et al., 2014a, p. 8)

PONMPE

2.3.1. Nivel 0 de algebrizacion

Este nivel representa la ausencia de pensamiento algebraico del estudiante. Godino et al.

(2014a) proponen una regla para describir una actividad matematica de nivel 0:

Intervienen objetos extensivos (particulares) expresados mediante lenguajes natural, numérico,
iconico o gestual. Pueden intervenir simbolos que refieren a un valor desconocido, pero dicho
valor se obtiene como resultado de operaciones sobre objetos particulares. En tareas de
generalizacion el mero reconocimiento de la regla recursiva que relaciona un término con el
siguiente, en casos particulares, no es indicativa de generalizacion. (p. 9)

Por ejemplo, se plantea el siguiente problema: Juan tiene 3 canicas mas que Pedro. Entre

ambos tienen 11 canicas. Cuantas canicas tiene Juan?

Un alumno puede razonar del siguiente modo: Si le quito 3 canicas a Juan, tendria igual
numero de canicas que Pedro y ambos tendrian 11 — 3 = 8 canicas. De ser asi, cada uno
tendria 4 canicas. Como le habiamos quitado 3 a Juan, este en realidad tiene 4 +3 =7

canicas.
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Si bien el alumno resuelve el problema de una manera muy eficaz, no hay rasgos de

pensamiento algebraico; se le asigna nivel 0 de algebrizacion a esa préactica.

2.3.2. Nivel 1 de algebrizacion (nivel incipiente)
Godino et al. (2014a) definen el nivel 1 de algebrizacion mediante la siguiente regla:

Intervienen objetos intensivos cuya generalidad se reconoce de manera explicita mediante
lenguajes natural, numérico, iconico o gestual. Pueden intervenir simbolos que refieren a los
intensivos reconocidos, pero sin operar con dichos objetos. En tareas estructurales se aplican
relaciones y propiedades de las operaciones y pueden intervenir datos desconocidos
expresados simbdlicamente. En tareas funcionales se reconoce la generalidad aunque
expresada en un lenguaje diferente al simbélico-literal. (p. 10)

Por ejemplo, consideremos el problema: Radl compra una manzana, dos peras y tres platanos
en un puesto de frutas por 5 nuevos soles. Otro dia, en el mismo puesto, compra una manzana

y tres platanos por 3 nuevos soles. ¢Cuanto cuesta cada pera?

Para resolver este problema, un alumno puede emplear el siguiente razonamiento: Si al precio
de una manzana, dos peras y tres platanos, que es 5 nuevos soles, le quito el precio de una
manzana y tres platanos, que es 3 nuevos soles, me queda el precio de dos peras; es decir

5 — 3 = 2 soles es el precio de dos peras. Luego, cada pera cuesta un nuevo sol.

Al razonamiento empleado se le puede asignar el nivel 1 de algebrizacidn. La resolucion
involucra que se utilicen y se hagan explicitos objetos intensivos. Se advierte que el precio de
una manzana y tres platanos es de 3 nuevos soles y se generaliza para utilizar esa informacion

en otra situacion.

2.3.3. Nivel 2 de algebrizacion (nivel intermedio)
Este nivel es definido por la siguiente regla por Godino et al. (2014a):

Intervienen indeterminadas o variables expresadas con lenguaje simbdlico-literal para referir a
los intensivos reconocidos, aungue ligados a la informacién del contexto espacial temporal. En
tareas estructurales las ecuaciones son de la forma Ax + B = C. En tareas funcionales se
reconoce la generalidad, pero no se opera con las variables para obtener formas canonicas de
expresion. (p. 12)
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Consideremos el problema planteado en la seccion correspondiente al nivel 0 de algebrizacion
(Juan tiene 3 canicas méas que Pedro. Entre ambos tienen 11 canicas. ;Cuantas canicas tiene
Juan?).

El razonamiento puede ser el siguiente: Sea x el numero de canicas de Juan; entonces el
nimero de canicas de Pedro es x — 3. Luego, ambos tienen 2x — 3 canicas. Entonces,
2x —3 =11, o bien, x = 7. Juan tiene 7 canicas.

A este razonamiento se le asigna el nivel 2 de algebrizacion. La cantidad desconocida es

representada mediante una incognita y se plantea una ecuacién de la forma Ax + B = C.

2.3.4. Nivel 3 de algebrizacion (nivel consolidado)

Este nivel es descrito por Godino et al. (2014a) de la siguiente forma:

Se generan objetos intensivos representados de manera simbdlica-literal y se opera con ellos;
se realizan transformaciones en la forma simboélica de las expresiones conservando la
equivalencia. Se realizan tratamientos con las incgnitas para resolver ecuaciones del tipo
Ax + B =Cx £ D, y la formulacién simbdlica y descontextualizada de reglas candnicas de
expresion de funciones y patrones.

Tomemos como ejemplo nuevamente el problema de la seccion 2.3.3 (Juan tiene 3 canicas
mas que Pedro. Entre ambos tienen 11 canicas. ¢Cuantas canicas tiene Juan?). La siguiente
resolucion del problema supone un nivel consolidado (nivel 3) de algebrizacion: Sea x el
numero de canicas que tiene Juan y y el nimero de canicas de Pedro. Entonces, x =y +3 vy
x +y = 11. Si se sustituye la primera ecuacion en la segunda, se tiene y + 3 + y = 11, de
donde se obtiene 2y = 8, 0 bien, y = 4. Si se sustituye este valor en la primera ecuacion, se
obtiene x = 7. Juan tiene 7 canicas.

A esta préactica se le asigna el nivel 3 porgue se han planteado ecuaciones de forma simbolica
(objetos intensivos representados de manera simbélica) y se aplican transfomaciones

(sustitucion de una ecuacién en otra) que conservan la equivalencia de las cantidades.
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2.3.5. Nivel 4 de algebrizacion (uso de parametros)

Godino et al. (2014b) consideran que hay un mayor grado de pensamiento algebraico (con
respecto a los anteriores niveles) cuando un estudiante utiliza pardmetros para expresar
familias de ecuaciones o funciones. El nivel 4 de algebrizacion esta caracterizado por un
“primer encuentro” con este tipo de literales, en donde ademas se asigne un dominio y un
rango a la “funcion paramétrica” (la funcion que asigna una ecuacién o funcion especificas a
cada valor del pardmetro o pardmetros).

Como ejemplo, un alumno que alcance este nivel de pensamiento algebraico podria afirmar
que las  familias de  funciones A ={f(x)=cie*+c,e™/c;, c, ER} 'y
B={f(x)=ce*+ce ™+ c3e*/cy, c;, c3 €ER} son iguales mediante el siguiente
argumento: cada elemento de la familia 4, f(x) = ae* + be™™, esta en la familia B (basta
tomar ¢; = a, ¢c; = b y c; = 0); cada elemento de la familia B, f(x) = ae* + be™ + ce”,

esta en la familia A (basta tomarc; = a + ¢, ¢, = b).

2.3.6. Nivel 5 de algebrizacion (tratamiento de parametros)

Segun Godino et al. (2014b) existe un nivel de algebrizacion mayor cuando se hacen célculos
en expresiones que involucran parametros. Definen a esta practica como nivel 5 de
algebrizacion.

Como ejemplo, al final del apartado 2.2 de nuestro estudio, en donde se describen los tipos de
literales usados en matematica (incognitas, constantes, parametros y variables), se resuelve un
problema y se llega a la siguiente ecuacion en x: x% + (4 — 2a)x + 2a— 5 = 0. En esta
ecuacion, a hace las veces de pardmetro. En la resolucion del problema, ademas, se
argumenta que la ecuacion tiene una sola solucién y, por lo tanto, el discriminante debe ser
cero. Asi se llega a la ecuacion en a: 4a? — 24a + 36 = 0, que luego se resuelve para
encontrar que a = 3. Esta practica involucra no solamente la aparicion de pardmetros, sino su
uso y tratamiento en operaciones de calculo, distinguiéndolos de los otros tipos de literales
presentes y requiere, por lo tanto, un nivel mayor de razonamiento algebraico.

Godino et al. (2014b) también muestran un ejemplo de este nivel de razonamiento: la
obtencién de la férmula general para resolver ecuaciones cuadraticas de la forma

ax’?+bx+c=0, a+0.
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ax’ +bx+c=0

2a 4a’
2_
o x—£=i b L!ac
2a 4a
- ~b++/b® -4ac
2a

2.3.7. Nivel 6 de algebrizacion (estructuras algebraicas)

Este nivel corresponde al uso de estructuras algebraicas como espacios vectoriales, grupos,
anillos, etc. Para dar un ejemplo de esta practica, veremos como incluso otras ramas de las
matematicas se pueden “algebrizar” y trabajar mediante estructuras algebraicas. Segun Aroca,
J., Fernandez, M. y Ortiz, M. (2013), una geometria de incidencia se puede definir de la

siguiente manera:

Partimos de un par (X, R), donde X es un conjunto a cuyos elementos llamaremos puntos, y
R un conjunto de subconjuntos de X, a cuyos elementos llamaremos rectas.

Si P es un punto, r una rectay P € r, diremos que el punto P esta en la recta r, o que la recta
rpasa por el punto P; en caso contrario diremos que el punto P es exterior a la recta r. Si
varios puntos estan contenidos en una misma recta, diremos que son puntos alineados, y si
varias rectas pasan por un punto, diremos que son rectas concurrentes.

Una geometria de incidencia es un par(X, R)tal que:

I.- Por cada par de puntos distintos pasa una Unica recta.

I1.- Cada recta contiene al menos dos puntos.

I11.- Existen tres puntos no alineados. (p. 5)

Aqui se estd definiendo a qué se le debe llamar geometria de incidencia. Este es un claro
ejemplo de una estructura algebraica y también debe ser claro que la abstraccién necesaria
para trabajar con estas estructuras requiere un nivel de razonamiento mayor que el de los

cinco niveles antes descritos.
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2.4. Teoria de Registros de Representacion Semidtica

Segun Duval (2004) los objetos matematicos no son accesibles directamente por la percepcion
y para acceder a ellos es necesario utilizar alguna representacion de dichos objetos. Ademas,
afirma que una persona no puede comprender las matematicas si no distingue un objeto de su

representacion.

Este investigador, desarrolla una teoria, la Teoria de Registros de Representacion Semidtica
(TRRS), e introduce algunos términos:

e Representaciones mentales: son los conceptos 0 imagenes que un sujeto tiene con respecto

a determinado objeto o situacion.

e Representaciones semi6ticas: sonlos medios por los cuales un sujeto exterioriza y hace

tangible sus representaciones mentales.

Ademas, la TRRS presenta los siguientes supuestos:

e Solo si se distingue un objeto de su representacién puede haber comprension en

matematica.

e Es mediante diversas formas de representacion semidtica que se puede acceder o
representar al conocimiento matematico. Este uso de representaciones semioticas es
esencial en matematica, en donde, a diferencia de otras ciencias como fisica, astrologia,
ciencias sociales, etc., no existen otras maneras de acceder a las representaciones mentales

de los objetos matematicos.

e EIl cambio de forma de representacion semiotica constituye una operacion cognitiva basica
pero no trivial; la actividad de pasar de un sistema de representacion a otro no es evidente

ni espontanea para la mayoria de los alumnos.
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e Un sujeto demuestra comprension de un objeto matematico Unicamente cuando es capaz de
representarlo por méas de una forma de representacion semiotica. Ademas, la conversion de

una forma de representacion a otra debe ser natural, espontanea.

Para Duval (2006), no todo sistema de representacion semiética es un registro de
representacion semidtica. Para ser considerado registro, en el sistema de representacion
semidtica se deben poder realizar tres actividades cognitivas: formacion, tratamiento y

conversion.

e Formacion: implica el uso de signos para representar un objeto.

e Tratamiento: es una transformacion que se produce en el interior de un mismo registro de

representacion.

e Conversion: es la transformacion que da lugar a un cambio de registro de representacion.

Al final de este apartado, se veran ejemplos de estas actividades cognitivas.

Para Duval existe una dificultad mucho mayor en los estudiantes para realizar una conversion
que un tratamiento. Ademas, afirma que para que exista comprensién de un objeto
matematico, el sujeto debe ser capaz de realizar conversiones entre distintos registros de
representacion de dicho objeto. El investigador afirma que “El problema que la mayoria de
estudiantes encuentra es tan profundo que la conversion puede ser considerada como el
umbral de la comprensién.” (Duval, 2006, p. 149). Ademas el mismo autor afirma que se
necesita un salto cognitivo para cambiar el registro de representacion. A diferencia del

tratamiento, no existen reglas ni algoritmos para realizar una conversion.

Es tan grande la importancia de la conversion entre registros de representacion que, por
ejemplo, para el concepto de funcion, Janvier (1987 citado en Huapaya, 2006) sustenta que,
para que sea integrado, el estudiante debe poder realizar conversiones entre los registros

verbal, numérico, grafico y algebraico de este objeto.
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Duval (2004) investiga también la congruencia entre representaciones. Basicamente, afirma
que un cambio de registro se considera importante si se pueden realizar tratamientos
totalmente diferentes entre un registro y el otro. La dificultad de la conversidn entre registros
estard determinada por la no congruencia entre el registro original y el de llegada; vale decir,
que tan distintos son los tratamientos entre un registro y el otro.

A continuacion, a modo de ejemplo, se muestran algunos registros de representacion para el

1717 °
espacio generado por el conjunto A=<|1|;|0
0|1
Registro algebraico Registro grafico

X
genA=:|y|elR®/—=x+y+z=0
z

En los dos registros presentados se representa el mismo objeto matematico, un plano que pasa

por el origen.

A estos sistemas de representacion se les puede llamar registros de representacion semiotica
porque permiten las tres actividades cognitivas que se mencionan lineas arriba: formacion,

tratamiento y conversion.

La actividad cognitiva de formacion se puede apreciar en el registro algebraico, donde se
utilizan simbolos y letras para representar a los objetos matematicos. Un ejemplo de
tratamiento podemos darlo también en el registro algebraico, donde se pueden realizar
transformaciones para cambiar la forma en que se presenta la ecuacion del plano; por ejemplo,
se puede sumar x a ambos lados de dicha ecuacion, de modo que se obtiene la ecuacién

equivalente y + z = x. Finalmente, fue necesario hacer una conversion para pasar del registro

* Para denotar a los vectores de R"se utilizaran vectores columna, siguiendo la notacién de Poole (2011).
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algebraico al grafico. En los tres casos se representa lo mismo, un plano, que es el espacio

generado por los vectores dados.

Para poder explicar algunos de los errores que cometen los estudiantes cuando describen el

espacio generado por un conjunto de vectores de R" se utilizaran aspectos tedricos y
conceptos relativos a la Teoria de Registros de Representacién Semiotica de Duval.

2.5. Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matemética

El Enfoque Ontosemidtico (EOS) es un marco tedrico cuyo propdsito es articular distintas
posturas y teorias de la Didactica de las Matematicas, de modo que se tenga una perspectiva
global (Godino, 2011). En este enfoque se busca tomar en cuenta las distintas dimensiones
que tiene la ensefianza de las matematicas y sus interacciones. Asi, se estudia el proceso de
ensefianza-aprendizaje desde los puntos de vista del profesor, estudiantes, contenido y las

relaciones que hay entre ellos.

Para desarrollar sus andlisis, el EOS proporciona algunas herramientas teoricas y cinco
niveles para realizar lo que denominan un analisis didactico de los procesos de estudio
matematico. En esta investigacion, se utilizaran las herramientas de configuraciones
epistémicas y cognitivas, que serviran para el andlisis en los dos primeros niveles propuestos
por el EOS. De este modo, se estudiaran los sistemas de précticas matematicas requeridas

para describir el espacio generado por un conjunto de vectores.

A continuacion, se proporcionan algunas definiciones en el marco del EOS:

e Se llama practica matemética a “toda actuacion o manifestacion (linguistica o no)
realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la
solucion, validar la solucién y generalizarla a otros contextos y problemas” (Godino y
Batanero, 1994, p. 8).

e Una préactica es significativa si cumple con alguna funcion en el proceso de resolucion de

un problema o para su comunicacion, validacion o generalizacion.
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e Al conjunto de practicas significativas que se usan para resolver un problema o un
conjunto de problemas determinado se le llamard sistema de practicas (Godino y
Batanero, 1994).

e Un objeto o entidad matematica es “todo aquello que puede ser indicado, todo lo que

puede sefalarse o0 a lo cual puede hacerse referencia” (Godino, 2002).

e Godino, Batanero y Font (2007) definen un conflicto semidtico de la siguiente manera:

Un conflicto semi6tico es cualquier disparidad o discordancia entre los significados atribuidos
a una expresion por dos sujetos (personas o instituciones). Si la disparidad se produce entre
significados institucionales hablamos de conflictos semidticos de tipo epistémico, mientras
que si la disparidad se produce entre practicas que forman el significado personal de un mismo
sujeto los designamos como conflictos semidticos de tipo cognitivo. Cuando la disparidad se
produce entre las practicas (discursivas y operativas) de dos sujetos diferentes en interaccion
comunicativa (por ejemplo, alumno-alumno o alumno-profesor) hablaremos de conflictos
(semiéticos) interaccionales. (p. 15)

D’Amore, Font y Godino, 2007; Font y Contreras, 2008; Godino, Font, Wilhelmi y Castro,

2009 (citados en Font, Planas y Godino, 2010) proponen 5 niveles para el analisis didactico:

1. Anélisis de los tipos de problemas y sistemas de practicas.

2. Elaboracion de las configuraciones de objetos y procesos matematicos.
3. Andlisis de las trayectorias e interacciones didacticas.

4. Identificacion del sistema de normas y metanormas.

5. Valoracién de la idoneidad didactica del proceso de instruccion.

Los dos primeros niveles, que son los que competen a la presente investigacion, sirven para
analizar un problema en particular y determinar cuéles son los objetos y sistemas de practicas
asociados a la resolucién de dicho problema. En particular, en nuestra investigacion se
considerd el problema de describir el espacio generado por un conjunto de vectores y se

determinaron los sistemas de practicas necesarios para resolverlo.

Las herramientas que se utilizaron para el andlisis son la configuracion epistémica y las

configuraciones cognitivas del objeto en estudio. La determinacion de la configuraciones
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requiere la resolucion del problema (descripcion del espacio generado por un conjunto de
vectores) y la descripcion, en seis categorias, de los objetos involucrados en dicha resolucion.

Las categorias son las siguientes:

Lenguaje: Incluye todas las formas de expresar los objetos utilizados: términos,
notaciones, graficos, simbolos, etc.

e Situaciones: Son los problemas o tareas que inducen la actividad matematica.

e Procedimientos: Son las operaciones, algoritmos, etc. utilizados.

e Conceptos: Son las ideas teoricas y definiciones involucradas.

e Proposiciones: Involucran las propiedades y atributos de los objetos utilizados.

e Argumentaciones: Es lo que se utiliza para justificar las proposiciones (Godino, 2002).

Cuando se describen estas seis categorias para la solucion experta (solucion dada por la
institucion) la configuracién se llama epistémica. Las descripciones de estas seis categorias
para las soluciones dadas por los estudiantes las [lamaremos configuraciones cognitivas.

2.6. Metodologia de la investigacion

Para comprender a qué se deben los errores y dificultades de los estudiantes se plantearon
hipotesis que fueron luego contrastadas mediante analisis empiricos. El estudio realizado fue
cualitativo y de caracter exploratorio. Se tomo un grupo de estudiantes, mediante una muestra
intencional, que rindieron una evaluacion y se realizaron entrevistas personales con cada uno
de ellos para analizar su proceso en la resolucion de problemas relacionados con el objeto

matematico en estudio.

El estudio se realizd con alumnos de la Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas (UPC),
cuyas edades se encuentran entre 18 y 22 afios. Se trata de una universidad privada con
estudiantes de clase media y media alta, principalmente. Los alumnos que participaron en el
estudio son estudiantes de ingenieria que estaban llevando el curso Ecuaciones Diferenciales
y Algebra Lineal en el ciclo 2014-2. Este curso es de cuarto ciclo, presencial, de 6 horas a la
semana (4 de teoria y 2 de préactica); hay 12 secciones y 9 profesores. En el curso, se fomenta

el uso de calculadora programable y con CAS (computeralgebraicsystem); todos los
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estudiantes contaban con la calculadora CasioClassPad 330. La mayoria de estudiantes fueron
de sexo masculino, aproximadamente el 70%. El 80% de los estudiantes llevan el curso por
primera vez, el resto, lo llevan por segunda o tercera. Para estar cursando Ecuaciones
Diferenciales y Algebra Lineal, los participantes han llevado previamente un curso de
precalculo y dos cursos de célculo, de unay varias variables.

Se trabajo con un grupo de 28 estudiantes mediante un muestreo intencional, con alumnos de
las secciones Cl42 e IN41 del curso Ecuaciones Diferenciales y Algebra Lineal, dictadas por
el investigador. Unicamente fueron convocados para el estudio los estudiantes considerados
con nivel de rendimiento académico alto o intermedio por sus resultados en cursos anteriores,
practicas calificadas y participacion en clase. No se escogieron estudiantes con notas muy
bajas porque se consideré que su razonamiento en estos temas puede ser muy incipiente y
podrian no haber aportado mucho al estudio, ya que no responderian a las preguntas

planteadas.

Se utilizaron basicamente dos instrumentos: un cuestionario y entrevistas con los estudiantes.
Para la elaboracion del cuestionario, se hizo un estudio preliminar de los errores que cometen
los estudiantes. Para ello se aplicé el primer nivel de analisis didactico del EOS, en el que se

elaboré la configuracion epistémica del problema que se deseaba estudiar: la descripcién del

espacio generado por un conjunto de vectores de R" (véase el Anexo 5). A partir de dicha
configuracién, se determinaron los objetos matematicos presentes y las practicas necesarias
para resolver el problema (véase el Anexo 4). Luego, se disefiaron preguntas para comprobar si
los estudiantes dominan dichas practicas matematicas. Ademas, gracias a este analisis, se
plantearon hipétesis acerca de cuéles serian los errores y dificultades que pueden presentarse en

el procedimiento para describir el espacio generado.

El cuestionario contd con seis preguntas (véase Anexo 1); ademas, las preguntas 5 y 6
constaron de dos partes. Cada pregunta de la prueba tuvo un objetivo especifico. Las primeras
dos preguntas buscaban determinar si los estudiantes dominan el concepto de solucién de un
sistema de ecuaciones lineales, lo que es indispensable para el éxito en la resolucion del
problema en estudio, la descripcién del espacio generado por un conjunto de vectores. La
tercera y cuarta preguntas tuvieron por objetivo comprobar la destreza del alumno en el

manejo de distintos tipos de literales, que es una de practicas matematicas que se observaron
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en nuestro analisis; es una pregunta directamente relacionada con una tarea necesaria para
realizar el problema en estudio. La quinta pregunta requirié ya del concepto de espacio
generado, y demanda todas las habilidades y el manejo de las tareas necesarias para la
descripcidn de un espacio generado, excepto por el uso de pardmetros. Por Gltimo, en la sexta
pregunta se les pidid a los estudiantes que encuentren el espacio generado por un conjunto de
vectores. Esta Ultima pregunta involucr6é todas las practicas matematicas necesarias para
resolver los ejercicios anteriores. Se entiende que si hay una dificultad en la resolucion de los

ejercicios anteriores al sexto, también la habria en este Gltimo.

Los estudiantes dispusieron de una hora para responder las preguntas de forma individual; no
se les permitio utilizar libros ni apuntes de clase pero si calculadora programable y con
CAS.En casi todas las preguntas de la evaluacion, los participantes podrian haber necesitado
escalonar una matriz por el método de Gauss. Este es un proceso algoritmico que involucra
operaciones aritméticas. En algunos casos, estas operaciones involucran calculos tediosos que
pueden conllevar a errores. No es parte de esta investigacion estudiar dichos errores de
calculo, puesto que se entiende que no son errores ocasionados por un concepto equivocado,
sino errores que se producen al realizar operaciones repetitivas. Para evitar la aparicion de
estos errores, que pueden alterar los resultados de la investigacion, se disefié un programa,
“Echelon”, para calculadora, que realiza el proceso de escalonamiento. Los participantes
contaban con una calculadora programable, la CasioClassPad 330, y tenian descargado el
programa “Echelon” antes de la realizacion de la prueba. Para entonces, conocian ademas su
funcionamiento. De esta manera, se esperaba que en la realizacion de la evaluacion, los
estudiantes no cometan errores en el proceso de escalonamiento de matrices, si este fuera

necesario.

Antes de realizar la experiencia con los estudiantes seleccionados, se hizo una prueba piloto
con cinco alumnos que ya han aprobado el curso en ciclos anteriores. Con esta prueba
preliminar se pudo ajustar algunas preguntas de la evaluacion. En algunos casos, se propusieron
gjercicios que requerian menos operaciones pero sin cambiar el tenor de las preguntas.
Finalmente, se realiz6 una triangulacion de expertos, las preguntas de la evaluacion fueron
discutidas con cuatro profesores del curso Ecuaciones Diferenciales y Algebra Lineal, quienes

consideraron que las preguntas eran apropiadas para medir lo que se buscaba.
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Para la aplicacién del cuestionario se invitd a los participantes a un aula fuera del horario de
clase. Se les repartié el cuestionario y se les dio una hora para que lo resuelvan. En todos los

casos, se pidio que las respuestas sean debidamente justificadas por escrito.

Al final de la aplicacion de la evaluacion, se procedid a una entrevista con cada uno de los
estudiantes para conocer cOmo es que realizaron sus razonamientos. Se traté de una entrevista
abierta, en donde los participantes explicaban el porqué de sus procedimientos, tanto los

correctos como los incorrectos.

Luego, se elaboraron las configuraciones cognitivas con las respuestas de los estudiantes y se
procedio a compararlas con las configuraciones epistémicas, previamente desarrolladas, de los

problemas propuestos.

Finalmente, se realizd una clasificacion de los errores y dificultades hallados y una

explicacion de los mismos, usando las teorias descritas en este capitulo.
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CAPITULO 3 - ESPACIO GENERADO POR UN CONJUNTO DE VECTORES

En este capitulo se presentan las definiciones de los objetos matematicos involucrados en el
estudio, en particular, el espacio generado por un conjunto de vectores. El capitulo comienza
con una breve historia del algebra lineal. Luego, se define un sistema de ecuaciones lineales y
se describe un procedimiento para resolver dichos sistemas. Posteriormente, se dan
definiciones y ejemplos de los conceptos de espacio vectorial, subespacio vectorial,

combinacién lineal, independencia lineal y, finalmente, espacio generado.

3.1. Historia del algebra lineal

Cuando uno piensa en algebral lineal, inmediatamente se vienen a la cabeza los sistemas de
ecuaciones lineales. De hecho, este objeto matematico es fundamental en el algebra lineal y
esta rama de las matematicas lo estudia a profundidad. Sin embargo, si se le pregunta a un
matematico qué es el algebra lineal, su respuesta sera, sin duda: es la rama de las matematicas

que estudia los espacios vectoriales.

Comenzaremos discutiendo los origenes del estudio de sistemas de ecuaciones para luego

describir la evolucion del estudio de los espacios vectoriales.

Ya por el afio 2000 a.C. los habitantes de Babilonia conocian métodos para resolver sistemas
de dos ecuaciones lineales en dos incognitas. Los chinos resolvian sistemas de tres
ecuaciones lineales en tres incognitas; en su libro “Los nueve capitulos sobre el arte
matematico” (una compilacion de varios autores de alrededor del afio 200 a.C.) se resuelven
sistemas de ecuaciones lineales de 3x3 trabajando Unicamente con los coeficientes. Hubo un
cambio en la forma de estudio de los sistemas de ecuaciones lineales que se origind con la
introduccion de los determinantes por Gottfried Leibniz en el siglo XVII. En 1750 se publicé
“Introduccién al analisis de las curvas algebraicas”, obra mas importante del matematico
suizo Gabriel Cramer, en donde se expone la conocida regla que lleva su nombre para
resolver sistemas de n ecuaciones lineales en n incdgnitas usando determinantes. Euler fue el
primero en considerar que para que un sistema de n ecuaciones lineales en n incognitas tenga
solucién Unica debian afadirse algunas condiciones. Tuvo ideas acerca de la dependencia de
una ecuacion con respecto a las otras, pero no llegé a conclusiones concretas. En el siglo XI1X,

36

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gz{_\éel_l}glkmo

DEL PERU

Carl Friedrich Gauss introdujo un algoritmo para resolver sistemas de ecuaciones lineales de

mxn; el método es conocido como eliminacion Gaussiana. (Kleiner, 2007)

Con respecto a los espacios vectoriales, se suele atribuir el origen de este concepto al
matematico aleman HermannGrassmann, quien introdujo esta nocion, con otro nombre, en
1844. Al parecer, su obra era de muy dificil lectura y no obtuvo la atencion que merecia. Sin
embargo, el matematico italiano Giuseppe Peano estudio la obra de Grassmann y, en su libro,
“CalcoloGeometrico”, publicado en 1888, la clarifico e introdujo los axiomas de un espacio
vectorial como los conocemos en la actualidad. Esta definicion axiomatica propuesta por
Peano tuvo poca aceptacion por bastante tiempo. Recién en el afio 1918, debido a la obra
“Space, time, matter” del matematico aleman HermannWeyl, acerca de la teoria de la
relatividad general de Einstein, la definicién axiomatica de espacio vectorial tiene aceptacion
general. (Poole, 2011)

3.2. Sistemas de ecuaciones lineales

Se llama sistema de m ecuaciones lineales en las incognitas X, X,, ..., X, a una expresion de

la forma

a X, +apX, +---+a, X, =b
Ay Xy F8puX, +o 8, X, =D,

A X +8,,X, +o-+a,,X, =0,

donde a; y b; son numeros reales para todo i=12...m y j=12..,n,y se llaman

coeficientes y términos independientes, respectivamente.

Una solucion del sistema de ecuaciones es una n-upla de nameros reales (pl; Pys s pn) tal
que al sustituir X, = p,, X, = p,, -+, X, = P, Se verifica cada ecuacion del sistema. Se llama

conjunto solucion al conjunto de todas las soluciones del sistema. Resolver el sistema

significa hallar su conjunto solucién.
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En caso el sistema de ecuaciones lineales tenga al menos una solucion, se llama compatible.
Caso contrario, se llama incompatible. Los sistemas compatibles se denominan determinados
si tienen una Unica solucion, o indeterminados si tienen infinitas soluciones. Se puede probar

que si un sistema de ecuaciones lineales tiene mas de una solucion, entonces tiene infinitas.

Dos sistemas de ecuaciones lineales se denominan equivalentes si tienen el mismo nimero de

incognitas y las mismas soluciones.

Existes tres operaciones elementales que se pueden efectuar sobre el sistema de ecuaciones de

modo que resulte un sistema equivalente. Dichas operaciones son las siguientes:

e Multiplicar una ecuacion por un numero real distinto de cero
e Intercambiar de posicion dos ecuaciones del sistema
e Sumar a una ecuacion un multiplo escalar de otra (sumar a una ecuacion el resultado de

multiplicar otra por un nimero real)

all a‘12 aln
_la, a a " _ - . .
La matriz | 2 % 2" | se llamara matriz de coeficientes del sistema (1), y la matriz
aml am2 a'mn
|
A, A, | by
a‘21 a22 a2n } bZ H o H
_ . 2 |, matriz aumentada. Se puede decir que la matriz aumentada es una
|
|
|
a, a a,, 'b

representacion del sistema de ecuaciones lineales (1).

Las mismas operaciones descritas arriba se pueden efectuar en la matriz aumentada, de modo
que resulte una matriz que represente un sistema equivalente. Estas operaciones se llaman
operaciones elementales por filas:

e Multiplicar una fila por un nimero real distinto de cero

e Intercambiar de posicion dos filas de la matriz

e Sumar a una fila un maltiplo escalar de otra (sumar a una fila el resultado de multiplicar

otra por un nimero real)
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Una matriz estd en forma escalonada cuando se cumplen las siguientes condiciones:

e Cualquier fila que consista unicamente de ceros (fila nula) se encuentra en la parte inferior
de la matriz.

e En cada fila no nula, el primer elemento distinto de cero (elemento pivote) se encuentra en

una columna a la derecha de la de cualquier elemento pivote de una fila superior.

Por ejemplo, las siguientes matrices estan en forma escalonada:

2 -4 3 0 1 15
1 3 -1

0O 0 03 5 2 2
023’0000 13 1}
00 O

0O 0 00 O 41
1 e

mientras que lamatriz |0 2 3 | no lo esta.

31 0

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales se puede utilizar el método de Gauss, que
consiste en representar el sistema mediante su matriz aumentada y aplicar operaciones
elementales por filas para llegar a una matriz que esté en forma escalonada. Luego, se
determina el conjunto solucién resolviendo desde la Gltima ecuacion hasta la primera

trabajando una por una.

Sin necesidad de resolver un sistema de ecuaciones lineales, una vez que su matriz aumentada
se lleva a su forma escalonada, se pueden hacer inferencias acerca del nimero de soluciones

que tiene el sistema.

En un sistema de ecuaciones lineales ocurre una y sélo una de tres posibilidades siguientes:
1) Que el sistema no tenga solucion
2) Que el sistema tenga solucion Unica

3) Que el sistema tenga infinitas soluciones

Solo una de estas tres posibilidades puede ocurrir. Entonces, por ejemplo, no puede suceder

gue un sistema de ecuaciones lineales tenga exactamente 2 soluciones.
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Si el sistema de ecuaciones lineales se representa por su matriz aumentada, y dicha matriz se
lleva a su forma escalonada, las tres posibilidades mencionadas arriba se resumen en los

siguientes casos:

1) Que el sistema no tenga solucion

La Gnica manera de que esto ocurra es que en la forma escalonada aparezcan una o mas filas

delaforma0 0 --- 0/c],conc=0.
21 0 115
|
. 01 3 0! 4
Por ejemplo, i
00 -1 2/-3
00 0 014

2) Que el sistema tenga solucién Unica
Para que ocurra esto, primero, no debe suceder el caso anterior, y segundo, el sistema lineal
debe tener igual numero de incégnitas que el numero de filas no nulas en la forma escalonada

de la matriz aumentada.

1 3 -1)5]
|
0 -1 214
. 00 211
Por ejemplo, |
0 0 010
0 0 010
0 0 0 0]
Aqui, no hay filas de la forma [0 0 --- 0/c], con c=0. Ademas, el nimero de

incognitas es 3 y el nimero de filas no nulas también es 3. Entonces, hay solucion y es Unica.

3) Que el sistema tenga infinitas soluciones
Para esto, primero, no debe ocurrir el caso 1, y segundo, el sistema lineal debe tener mas

incognitas que el nimero de filas no nulas en la forma escalonada de la matriz aumentada.
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4 -1 2,1
|
. 1 31-1
Por ejemplo, |
0 0 010
0 0 010
Aqui, no hay filas de la forma [0 0 --- 0!c], con c=0. Ademas, el nimero de

incognitas es 3, mientras que el nimero de filas no nulas es 2. Por tanto, el sistema tiene

infinitas soluciones.

3.3. Espacios vectoriales, independencia lineal, espacio generado

Los vectores tienen muchas aplicaciones en geometria, fisica, mecanica, etc. Los vectores
cuentan con operaciones bien definidas; en particular, la adicion de dos vectores y el producto
de un vector por un nimero real. Ademas, también se pueden demostrar algunas propiedades
de los vectores con respecto a estas dos operaciones, propiedades como la ley conmutativa

(u+v=v+u), la ley asociativa ((u+Vv)+w=u+(v+w)) Yy leyes distributivas
(a(u+Vv)=au+av Yy (a+ f)u=au+ fu), entre otras.

Por otro lado, existen otros objetos matematicos, familiares a los estudiantes, como las
matrices, los polinomios, las funciones, entre otros. Para estos objetos matematicos también

se conocen operaciones de adicion y multiplicacion por un namero real, por ejemplo, la

operacion de adicion entre dos polinomios, (L+3x%)+(2x+x?)=1+2x+4x?, o la operacion

2 -3 8 -12
de multiplicacién de una matriz por un numero real, 4{0 5}:{0 20}. Estas

operaciones tienen las mismas propiedades arriba mencionadas para los vectores. De hecho,
existe una gran semejanza entre los conjuntos formados por matrices, polinomios, funciones,
entre otros, con el conjunto formado por vectores, en el sentido de que en ambos se definen
operaciones de adicion y de producto por un ndmero real que satisfacen propiedades
idénticas.

Estas propiedades se pueden generalizar a una serie de objetos matematicos. El concepto de
espacio vectorial permite tal generalizacion. Esta generalizacién consiste en librarnos de la
naturaleza concreta de los objetos involucrados sin cambiar las propiedades de las

operaciones definidas sobre los objetos.
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3.3.1. Espacios vectoriales

Sea V un conjunto no vacio, en donde se definen dos operaciones para sus elementos,

Ilamadas adicion y multiplicacion por un escalar. La adicion de dos elementos u,veV se
denota por u+ Vv y la multiplicacion de un elemento u eV por un escalar« € R se denota por

au. Luego, el conjunto V se llama espacio vectorial real si se cumplen los siguientes

axiomas:

1. u+veV paratodo u,veV

2. U+V=V+uU paratodo u,veV

3. (u+v)+w=u+(v+w) paratodo u,v,weV

4. Existe un elemento 0V , llamado vector nulo, tal que u+0=u paratodo ueV
5. Paracada ueV , existe un elemento —u eV tal que u+(-u)=0

6. aueV paratodo ueV yparatodo « eR

7. alu+Vv)=au+av paratodo u,veV yparatodo a eR

8. (a+plu=au+pBu paratodo ueV yparatodo a,f R

9. a(pu)=(ap)u paratodo ueV yparatodo a,f R

10. lu=u

A los elementos de un espacio vectorial se les llamaré vectores, independientemente de que su

naturaleza concreta sea muy diferente de la de los segmentos de linea dirigidos.

Algunos ejemplos de espacios vectoriales:
e R": espacio vectorial de lasn-uplasordenadas con las operaciones de adicion y de

multiplicacion por un escalar como se definen habitualmente. Por ejemplo, en R? la

adicion y multiplicacion por escalar se define del siguiente modo:

aaicon: 1| 22

T a aa
Multiplicacion por un escalar: «| | =
b ab
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M., espacio vectorial de matrices de orden mxn, junto con las operaciones de adicion y

de multiplicacion por un escalar habitualmente definidas.

e P :espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual que
n, junto con las operaciones de adicion y de multiplicaciéon por un escalar habitualmente
definidas.

e P espacio vectorial de todos los polinomios con coeficientes reales, junto con las
operaciones de adicién y de multiplicacion por un escalar habitualmente definidas.

e F:espacio vectorial de funciones reales con dominio en R, con las operaciones de adicion

y de multiplicacién por un escalar habitualmente definidas.

Es facil demostrar que todos estos conjuntos, con las operaciones definidas sobre ellos,
satisfacen los 10 axiomas de los espacios vectoriales. Estas demostraciones se pueden

encontrar en Grossman (2008) o Poole (2011), por ejemplo.

3.3.2. Subespacios vectoriales

Sea W un subconjunto no vacio del espacio vectorial V. Si W es en si mismo un espacio
vectorial con las mismas operaciones de adicion y multiplicacion por escalar definidas en V,

entonces se dice que W es un subespacio vectorial de V.

Como ejemplo, segun esta definicion, se puede ver que P,es un subespacio vectorial de P,, ya
que P, es un espacio vectorial y es un subconjunto de P,. De igual modo, se puede ver que P,
es un subespacio vectorial de P, siempre que n <m 'y P, es un subespacio vectorial de P

para todo entero positivo n.

El siguiente es un resultado para determinar de forma sencilla si el subconjunto W del espacio

vectorial V es, 0 no, un subespacio vectorial de V:

Sea IV un espacio vectorial con vector nulo 0 y sea W un subconjunto de V. Luego, W es un
subespacio vectorial de V si y solo si se cumplen las tres condiciones siguientes:
) 0eW
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i) u+veW paratodo u,veWw

iil) aueW paratodo ueW yparatodo a eR

Se puede probar que los Gnicos subespacios vectoriales de R? son los siguientes:

0
e El subespacio trivial {[0}

e Cualquier recta que pasa por el origen
° R2

De igual modo, los inicos subespacios vectoriales de R® son los siguientes:

0
El subespacio trivial |0
0

Cualquier recta que pasa por el origen

Cualquier plano que pasa por el origen

0R3

3.3.3. Combinacion lineal

Sean v, V,, ..., v, vectores del espacio vectorial V . Se dice que el vector veV es una
combinacion lineal de v,, v,, ..., v, si se puede escribir en la forma
V=a,V, +a,V, + ... +a,V

n-n

donde «,, @,, ...,a, son numeros reales.

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gz{_\éel_l}g?:m

DEL PERU

16 2
Asi, por ejemplo, en R, el vector | —2 | es una combinacion lineal de los vectores |-1| y
12 5
4 16 2 4
0|, puestoque | -2 |=2-1|+3 0].
2 12 5 2

3.3.4. Dependencia e independencia lineal

Sea {vl, V,, ..., V, } un conjunto de n vectores de un espacio vectorial V . Si existen escalares

a,, a,, ..., a,, no todos cero, tales que
oV, +a,V, +..+a,v, =0

entonces, se dice que el conjunto es linealmente dependiente. Caso contrario, se dice que el

conjunto es linealmente independiente.

Si el conjunto {v,, v,, ..., v,} es linealmente dependiente, también se dice que los vectores
V,, V,, ..., vV, son linealmente dependientes. De igual manera, si el conjunto es linealmente

independiente, se dice que los vectores son linealmente independientes.

Para determinar si un conjunto de vectores es linealmente dependiente o independiente
también se puede utilizar el siguiente resultado:
Un conjunto de vectores es linealmente dependiente si y solo si uno de los vectores es

combinacién lineal de los demas.

1]]-1||5
Por ejemplo, el conjunto {L}LHJ} de R? es linealmente dependiente. En efecto, se

puede verificar que
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Otra forma de verificar que el conjunto es linealmente dependiente es advirtiendo que el

tercer vector se puede escribir como combinacion lineal de los otros dos:

-

2|1
También es facil notar que el conjunto {| 1 || 1|} de R® es linealmente independiente. Basta
03

con advertir que los vectores no son paralelos, es decir, ninguno es maltiplo escalar de otro

(ninguno es combinacidn lineal del otro).

3.3.5. Espacio generado

Sea V un espacio vectorial y A:{vl,vz,...,vn}cv. Al conjunto de todas las

combinaciones lineales de v,, v,, ..., v, se le llama espacio generado por A y se denota
gen({vl, Vo, vn}), 0 bien, gen(A). En otras palabras,
genA={a,Vv, +a,V, + ... +a, vV, la,, a,, ..., a, € IR}. Si, V =gen(A), se dice que A

es un conjunto generador de V , o bien, que A generaaV .

Por ejemplo, el conjunto A=

o O B+

0/[0
110+ es un conjunto generador de R3, puesto que
01

a
cualquier vector | b |de R3s una combinacion lineal de los vectores de A:
c

a 1 0 0
b|{=a/0|+bj1|+c/ 0
c 0 0 1
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Por supuesto, no es el Gnico conjunto que genera a R, de hecho hay infinitos generadores.

1/11]10
Por ejemplo, el conjunto <| 1} (0| |1|} también es un generador de R® como se puede
Ol(1|]1

apreciar por la siguiente igualdad:

a 1 1 0
b =(a+b—cj L +(a—b+cj 0 +(—a+b+cj L
c 2 2 2

0 1 1

No es dificil demostrar que cualquier espacio generado por un conjunto de vectores de un
espacio vectorial V es un subespacio vectorial de V 'y, por ende, es un espacio vectorial en si

mismo (véase Grossman (2008) o Poole (2011), por ejemplo).

La dependencia o independencia lineal de un conjunto de vectores en R® nos ayuda a obtener

informacion acerca del espacio generado por el conjunto.

Un conjunto de tres vectores linealmente independientes en R® genera R®. Un conjunto de
dos vectores linealmente independientes en R® genera un plano que pasa por el origen. Un

conjunto unitario linealmente independiente (es decir, un conjunto unitario con un vector

0
distinto del vector nulo) genera una recta que pasa por el origen. El conjunto <| 0|+ genera el
0
0
espacio trivial <| 0
0

Ademés, en general, si se tiene un conjunto de n vectores en R® basta con determinar
cuantos vectores linealmente independientes se pueden tomar de ese conjunto como maximo.
Si se pueden tomar tres vectores linealmente independientes, el conjunto generara R?; si se
pueden tomar dos como maximo, el conjunto generara un plano que pasa por el origen; y si se

puede tomar uno como maximo, se generara una recta que pasa por el origen.
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En R® es imposible tener un conjunto con mas de tres vectores linealmente independientes.

En general, en R" no existe un conjunto con mas de n vectores linealmente independientes.

Ahora se veran dos ejercicios a modo de ejemplo para ilustrar las definiciones y conceptos de

este capitulo.

O[|-1]|3
. . 1(111(]0 : .
Ejemplo 1: Sea el conjunto A= 0 ; 5 ; de R”. Describa gen(A).
1(10(|-2

Elgen(A) esta dado por todos los vectores de la forma

a

b o
gue son una combinacién lineal

C

d

de los vectores de A. Entonces:

a 0 -1 3
b _oltag| Tl @)
AT o R —
d 1 0 -2
-C,+3c;=a
c,+C,=b
Se forma el sistema: 4 % 2
2c, —C, =C
c,—2¢c, =d
0 -1 3 'a
|
. 1 1 0!b
Su matriz aumentada es: |
0 2 -1ic
1 0 -2id
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1 0, b
-1 3] a

o e, (2)

1

0
Luego de operar, la forma escalonada queda:
0 0 5! 2a+c
0

0 O a-b+c+d

Para determinar el gen(A), solo nos interesan los vectores para los cuales la ecuacién

o o T o

(1) tiene solucion (ya sea una solucién o infinitas soluciones). Para que eso ocurra, segun el
analisis anterior, la matriz dada en (2) no debe tener filas de laforma [0 0 --- 0 c], con

c # 0. Entonces se concluye que a—b+c+d =0.

Finalmente, gen(A)= elR*:a-b+c+d=0;.

o o T o

Ejemplo 2: Determine si el subconjunto B:{1+ 2X —x%; 3+ x-5%x%; —1+8x+5x? } de

P, es linealmente dependiente o linealmente independiente.

Queremos determinar si existen escalares c,, c,, C;, no todos cero, tales que la combinacion
lineal de los vectores de B cl(1+ 2X — x2)+ e (3+ X —5x2)+ c3(—1+ 8x+5x2) sea el vector nulo

de P,.

Entonces, se forma la ecuacion: c1(1+ 2Xx — x2)+ c2(3+ X — 5x2)+ cg(—1+ 8x + 5x2): 0

¢, +3c,—-¢c, =0
Y esta ecuacion da lugar al sistema: < 2c, +¢, +8c, =0
—C,—5C, +5¢, =0
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1 3 -110
|
Su matrizaumentadaes: | 2 1 8 |0
1 -5 510
1 3 -1,0
|
Luego de operar, la forma escalonada queda: [0 -5 10 |0
|
0 0 010

El sistema tiene mas incognitas que filas no nulas. Entonces, el sistema tiene infinitas

soluciones.

Por lo tanto, los escalares c,, c,, C;, N0 necesariamente son todos cero, y el conjunto B es

linealmente dependiente.
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CAPITULO 4 - EVALUACION, ENTREVISTAS Y ANALISIS

Este capitulo explica la experiencia que se realiz6 para determinar los errores y dificultades de
los estudiantes para describir el espacio generado por un conjunto de vectores. En primer
lugar, se comenta como se realiz6 la experiencia en si y, luego, se hace un analisis de los

resultados y se describen y explican los errores y dificultades encontrados.

4.1. Resultados del cuestionario y de las entrevistas

Se trabajé con estudiantes de ingenieria de la Univesidad Peruana de Ciencias Aplicadas
(UPC). Los estudiantes seleccionados llevaban el curso Ecuaciones Diferenciales y Algebra
Lineal, curso de cuarto ciclo, presencial, de seis horas a la semana. Se trabajo con 28 alumnos
con rendimiento medio y alto y con edades entre 18 y 22 afios mediante un muestreo

intencional.

Como se explicd en la metodologia de la investigacion, las preguntas de la evaluacion fueron
disefiadas de forma que ayuden a lograr los objetivos de la investigacion. Para resolver cada
pregunta, los alumnos debian tener claro algin concepto importante relacionado con el
problema principal (determinar el espacio generado por un conjunto de vectores) o bien
dominar y entender una parte especifica del procedimiento involucrado. Las preguntas de la

evaluacion se encuentran en el Anexo 1y sus soluciones se pueden consultar en el Anexo 2.

Las preguntas 1 y 2 estaban disefiadas para medir si los alumnos dominan el concepto de
solucion de un sistema de ecuaciones lineales. En ambas preguntas se presentd un sistema de
ecuaciones lineales con tres incdgnitas e infinitas soluciones. En la primera pregunta, se pedia
dos soluciones para el sistema de ecuaciones {;: Z i ; - 1; hubo 20 respuestas correctas y 8
incorrectas. Dentro de los alumnos que no contestaron correctamente, 7 pudieron calcular el
valor de x, que es fijo e igual a —2 para todas las soluciones del sistema; sin embargo no
pudieron dar valores para yyz para completar una soluciéon del sistema.Cuando fueron
entrevistados acerca de por qué no pudieron encontrar dos soluciones del sistema, la respuesta
preponderante fue que no se podian hallar los valores de yyz. Esto muestra que no tienen claro

el concepto de solucion de un sistema de ecuaciones lineales.
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En la pregunta 2 sucedio6 algo similar. La pregunta consistia en encontrar dos soluciones del
. . 1 10 . :

sistema en X, yyz representado por la matriz aumentada [O 01 i 0}. Aqui, se necesitaban
incluso menos operaciones que en la pregunta 1, y menos estudiantes pudieron responder la
pregunta correctamente; hubo 18 respuestas correctas y 10 incorrectas. Dentro de los 10
alumnos que respondieron de forma incorrecta, 4 calcularon x y z pero no y. Los demas
estudiantes que contestaron incorrectamente, simplemente dejaron en blanco la pregunta;
cuando fueron entrevistados, explicaron que no supieron visualizar el sistema en la forma
{x +0y+z=0

Ox+0y+z=0

Las preguntas 3 y 4 estuvieron disefiadas para evaluar el uso de parametros en un sistema de
ecuaciones lineales, de una manera muy similar a la que se usa en el procedimiento para

determinar el espacio generado por un conjunto de vectores. En la pregunta 3 se pedia

X+2y—-z=1
determinar el valor del pardmetro a de modo que el sistema de ecuaciones <2x+y+2z =3
—-X+4y-5z=a

tenga solucion. Para encontrar el valor de a, una manera de proceder es trabajar con la matriz
aumentada del sistema y escalonarla, de modo que un sistema equivalente se representa por
1 2 -1 1
|
0 -3 3 1 |; de aqui se concluye que para que el sistema tenga solucion, a debe ser
0O 0 O +3

a

igual a =3. Unicamente 5 alumnos de los 28 contestaron incorrectamente esta pregunta, y
todos ellos tuvieron errores operativos (copiaron mal el ejercicio o despejaron mal a en la

ecuacion a+3=0).

La pregunta 4 era bastante similar a la 3, salvo por el tratamiento que se da al final para

concluir. Se pide que encuentren los valores de los pardmetros a y b de modo que el sistema

X+3y—-2z=3
de ecuaciones en x, yyz<2x—y—z =a tenga solucion. De igual manera, se puede proceder a
X+10y+z=hb

escalonar la matriz aumentada del sistema, cosa que se llega al sistema equivalente
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—6 |, de donde se puede concluir que a y b pueden tomar cualquier valor

real. De los 28 estudiantes que rindieron la evaluacion, 20contestaron incorrectamente esta
pregunta. De esos 20 alumnos, 7 respondieron que la relacion de los pardmetros a y b estaba
dada por a+b-9=6, donde se aprecia que intentan seguir el mismo procedimiento de la
pregunta anterior, donde deben igualar a+3 a 0; otros 6 regresaron a la forma no matricial
del sistema de ecuaciones y escribieron {a+b—9:6z , luego dejaron ahi el ejercicio, sin
a-6=3z-7y
responder nada, o bien trataron de despejar ay b en términos de yyz; el resto simplemente
escalonaron y dejaron la pregunta sin contestar, no concluyeron nada. Cuando fueron
entrevistados los estudiantes que respondieron incorrectamente, no sabian justificar bien su
procedimiento; quienes respondieron a+b-9=6, decian que estaban repitiendo el
procedimiento anterior, pero no podian explicar por qué estaba bien o mal dicho
procedimiento; por otro lado, quienes regresaron a la forma no matricial del sistema,

argumentaron que se perdieron con las letras y no sabian qué méas hacer.

En las preguntas 5a y 5b se pidio determinar si un vector especifico pertenece al espacio
generado por tres vectores de R3. Estos problemas eran bastante similares al problema
principal (determinar el espacio generado por un conjunto de vectores), pero para resolverlos
no es necesario el uso de parametros. El objetivo de estas preguntas era analizar un proceso
muy similar al del problema principal pero sin uso de pardmetros. Los estudiantes no tuvieron
gran dificultad para responder estas preguntas. Veintitrés estudiantes contestaron
correctamente la pregunta 5a y veintidds la pregunta 5b. Los estudiantes que contestan
incorrectamente persisten en el mismo error; por ejemplo, en la pregunta 5b, quienes buscan
primero el espacio generado por el conjunto de vectores llegan al sistema equivalente

1 1 3/ a

0 -2 2 i b—2a | yluego concluyen que c—a=1.

0 0 1 c-a

En cuanto a la pregunta 6a, Unicamente tres estudiantes la contestaron incorrectamente, de los
cuales dos tuvieron error al escalonar la matriz. En esta pregunta se pide encontrar el espacio

generado por un conjunto de tres vectores de R®. Una manera de proceder es considerar un
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a

vector arbitrario | b | de R® y determinar qué condicion deben cumplir a, b y ¢ para que dicho
c

vector se encuentre en el espacio generado. Como se aprecia en el Anexo 2, este proceder

conlleva a un sistema de ecuaciones cuya matriz aumentada es equivalente a

1 1 1] a a

|
0 -5 10 b , de donde se deduce que para que el vector | b | se encuentre en
0 0 0 —2a+b+c c

el espacio generado, se debe cumplir que —2a+b+c=0. La buena respuesta de los
estudiantes ante esta pregunta se explica porque, antes de la evaluacion, se resolvieron
preguntas similares en clase. Al ser entrevistados los alumnos, la mayoria no justifica
adecuadamente su procedimiento, Unicamente se limitan a comentar que si aparece una fila de
la forma [0 0 0 k], entonces k debe ser igual a cero, pero no dan razon de por queé. Es
claro que el procedimiento lo hicieron por repeticién, de otro modo, no hubieran tenido méas
dificultad para contestar la pregunta 3, que requiere una habilidad necesaria para responder la
6a.

En la pregunta 6b se pidié exactamente lo mismo que en la 6a, determinar el espacio generado

por un conjunto de tres vectores de R®. Esta vez, sin embargo, si se procede del mismo modo,

i T 3% a
|
se obtiene la matriz |0 -1 -6| b-—2a |. Hubo 15 estudiantes que contestaron de
0 0 7 !2a-2b+c

forma incorrecta. Nuevamente aparecieron los errores donde contestan que 7z=2a-2b+c 0
bien 7=2a-2b+c; ademas, hubo 5 estudiantes que obtuvieron la matriz final pero no
pudieron dar ninguna conclusién. Cabe resaltar que antes de la evaluacion, en clase, se
trabajaron algunas preguntas similares a la 6a, y se hizo hincapié en el razonamiento que
debian seguir, y cuando se planteé una pregunta como la 6b, no hubo siquiera un alumno que
pudiera contestarla correctamente; la mayoria no se aventuraba a dar respuesta, y los que lo

hacian caian en los errores arriba descritos.

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_:_\gc}gﬁmn

DEL PERU

4.2. Analisis de resultados

En general, los resultados de la evaluacién muestran que el error mas frecuente es el que
cometen los alumnos cuando tienen que concluir a partir de un sistema de ecuaciones en

donde aparece una filade laforma[0 0 --- 0 k| f(a,,a,,..,a,)], donde k es un niimero
real distinto de cero, a,, a,,...,a, son parametros cuyos valores determinan si el sistema tiene o

no soluciony f(a;,a,,...,a,) €sunaexpresion en esos parametros.

Cuando se presentd una situacion como la descrita, como en las preguntas 3, 4 y 6, los
alumnos que no respondieron correctamente concluyeron de forma mayoritaria y casi

exclusiva una de dos cosas: 1) f(a,,a,,...,a,) =k, o bien 2) f (a,,a,,...,a,) =kx,,, donde x,, es

la m-ésima incégnita del sistema de ecuaciones. Si bien la segunda conclusion es correcta, los

alumnos que lo plantearon de ese modo no pudieron avanzar mas. Debido a la gran cantidad
de alumnos que plantearon f (a;, a,,...,a,) =k, se ve que hay una dificultad relacionada con la

representacion del sistema de ecuaciones de forma matricial, lo que concuerda con los
estudios de Duval (2006), donde se ve explica que el cambio de registro de representacion no
es un proceso elemental. Los alumnos, cuando tienen el sistema de ecuaciones representado
por su matriz aumentada, regresan de forma equivocada al sistema de ecuaciones en su

representacion habitual. Por otro lado, algunos si pueden regresar correctamente a la

representacion habitual del sistema de ecuaciones, y escriben f(a,a,,...,a,)=kX,, pero

demuestran un pobre entendimiento y manejo de los distintos literales utilizados en esa
expresion; no pueden avanzar en su razonamiento y no logran dar una respuesta satisfactoria

del ejercicio.

De estos dos problemas registrados, se puede inferir que el uso de parametros es el que genera
mayor dificultad. Por la pregunta 5, se ve que la mayoria de alumnos si son capaces de
manejar distintos registros de representacion del sistema de ecuaciones lineales, pero cuando
tienen que trabajar con pardmetros, como en la pregunta 4 o la 6b, la dificultad aumenta. No
se debe dejar de lado la pobre concepcion que tienen de lo que es una solucion de un sistema

de ecuaciones, lo que se evidencia en las preguntas 1 y 2.
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Tomando en cuentala definicion de Godino et al. (2003), dada en el capitulo 2, una dificultad
es un indice que determina el grado de éxito en una tarea determinada. Ese indice se medira
con el porcentaje de respuestas incorrectas en las preguntas del estudio. De esta manera, un
mayor porcentaje de respuestas incorrectas significard una mayor dificultad de los estudiantes

para resolver la pregunta en cuestion.

El siguiente cuadro muestra el porcentaje de dificultad de los estudiantes en las preguntas de

la evaluacion que rindieron.

Porcentaje de dificultad
Pregunta (porcentaje de estudiantes que contestaron
incorrectamente)
1 29%
2 36%
3 18%
4 71%
5a 18%
5b 21%
6a 11%
6b 54%

Diremos que la dificultad es alta si mas del 50% del numero de alumnos contestan
incorrectamente una pregunta especifica. Si la cantidad de alumnos que contestan
incorrectamente es menos del 50% pero mas del 25%, la dificultad se llamara moderada. Por

altimo, si es menos del 25%, diremos que la dificultad es leve.

Segun el cuadro mostrado, las preguntas que tienen dificultad leve son la 3, 5a, 5b y 6a. Las

que tienen dificultad moderada son la 1y 2. Y las que tienen dificultad alta son la 4 y 6b.

Primero realizaremos el analisis de las preguntas con dificultad leve, luego consideraremos las
de dificultad moderada y, finalmente las de dificultad alta. Con respecto a las preguntas con
dificultad leve, el éxito de los estudiantes en estas, nos ayuda a descartar partes del proceso
para describir el espacio generado por un conjunto de vectores donde no tienen dificultad los
estudiantes. La buena respuesta de los estudiantes a las preguntas 5a y 5b nos hace ver que la
dificultad mas grande no esta en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Para
contestar correctamente estas dos preguntas, los estudiantes han lidiado con la resolucién de

un sistema de ecuaciones lineales y lo han hecho exitosamente. Se plantearon dos ejercicios
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para ver como enfrentan los alumnos la resolucion de un sistema con infinitas soluciones
(pregunta 5a) y la de uno con una sola solucion (pregunta 5b). En ambos casos, se puede ver
que hay una buena respuesta por parte de los participantes. De hecho, los estudiantes que no
tuvieron éxito en esta pregunta trataron de describir primero el espacio generado por el
conjunto de vectores y, luego, verificar si el vector dado pertenecia a dicho conjunto.En otras
palabras, resolvieron un problema con la dificultad de los ejercicios de la parte 6. Eso también
explica por qué hubo mas estudiantes que fallaron en la pregunta 5b.Esta pregunta seria
“equivalente” a la 6b si es que primero se describe el espacio generado, y como se aprecia en
la tabla de arriba, la pregunta 6b tiene una dificultad mucho mayor que la 6a. Entonces, segln
este analisis, reiteramos que la dificultad méas grande que tienen los estudiantes en el
procedimiento para describir el espacio generado por un conjunto de vectores no estéd en la

resolucién de un sistema de ecuaciones lineales.

Los alumnos también contestaron exitosamente las preguntas 3 y 6a. Esta buena respuesta a
las preguntas se explica facilmente porque son ejercicios trabajados en clase y que presentan
un proceso algoritmico. Es positivo que se haya corroborado el éxito en estas preguntas
porque asi se puede verificar que dominan el proceso algoritmico y eso ya no es una dificultad
para resolver el problema principal, describir el espacio generado por un conjunto de vectores.
Las preguntas 6a y 6b, Unicamente difieren en la conclusién, todo el procedimiento es el
mismo; entonces, la gran diferencia que hay entre el éxito en las preguntas 6a y la 6b esta en

la conclusién final.

Las preguntas 1 y 2 tienen dificultad moderada, segun los resultados. Para ambas preguntas,
no se necesita tener habilidades de calculo, Gnicamente se requiere tener claro el concepto de
solucion de un sistema de ecuaciones lineales, lo cual es indispensable para resolver el
problema principal: describir el espacio generado por un conjunto de vectores. En la pregunta

X+y+z=1

1 los alumnos debian encontrar dos soluciones del sistema { . La mayoria de los

y+z=3
estudiantes que no contestaron correctamente, si lograron calcular el valor de x, el cual es

determinado (x =-2) y fijo en todas las soluciones del sistema; sin embargo, no consiguieron

calcular valores para y y z. Aqui se aprecia una dificultad de los estudiantes relacionada con

el concepto de solucion de un sistema de ecuaciones lineales. Son capaces de encontrar

soluciones siempre y cuando esto involucre un procedimiento algoritmico, como el
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procedimiento que siguieron para calcular x; sin embargo, cuando tienen varias opciones y no
pueden calcular de forma algoritmica un valor determinado, hay una mayor dificultad. No se
podia calcular “el valor de y” o “el valor de z" porque ambas incognitas pueden tomar
infinitos valores. Bastaba con dar un valor a una de estas incognitas y calcular la otra a partir

de ese valor.

1 1/0
En la pregunta 2, se pide algo similar, dar dos soluciones para el sistema {O 0 1 i O] En
|

esta pregunta, muchos de los alumnos que contestaron incorrectamente, pudieron calcular x y

z (que tienen valores determinados), pero no y (que puede tomar infinitos valores). Aqui se

aprecia el mismo problema que en el caso anterior, pueden calcular los valores de las

incognitas siempre y cuando estos sean Unicos.

En ambas preguntas,la 1 y la 2, se presenta un sistema de ecuaciones con una ecuacion menos
que el numero de incognitas. Especificamente, son sistemas de dos ecuaciones con tres
incognitas. Normalmente, los alumnos no tienen problemas para resolver un sistema de
ecuaciones lineales que tiene solucién Unica, pero parece que se genera un conflicto semidtico

cuando el sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones.

Esta dificultad que presentan los alumnos no es inesperada y ya ha habido intentos de
explicarla, como en el estudio realizado por Panizza, Sadovsky y Sessa (1999). Estas
investigadoras exploran las dificultades que tienen los estudiantes de secundaria para resolver
una ecuacion lineal con dos incdgnitas. En una pregunta muy similar a la planteada en este
estudio, solicitan a un grupo de alumnos de cuarto y quinto de secundaria en la Argentina a

dar una solucion para la ecuacion 3x+2y =7. El resultado fue que el 90% de los estudiantes

no pudieron proponer una sola solucion de la ecuacion. El 10% que si dieron solucion, lo
hicieron de una manera inesperada, agregaron una nueva ecuacion al sistema, para asi tener
un sistema de dos ecuaciones y dos incdgnitas, con solucion Unica, y poder resolverlo como
ya sabian. Mediante dindmicas y entrevistas con los participantes, Panizza et al. (1999)
identifican distintasconcepciones y procedimientos de los estudiantes al intentar dar respuesta

a la pregunta que les plantearon. Algunas de esas concepciones son las siguientes:
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e Consideran que el sistema debe tener una sola solucion. La razon: es una ecuacion lineal y

debe haber un valor para x y otro para y. No conciben la idea de més de una solucion.

e Conciben a las letras como numeros determinados, pero desconocidos, lo que contribuye a

su concepcion de unicidad en la solucion.

e Realizan una sustitucién en si misma. Los alumnos despejan una incognita de la ecuacion y
luego sustituyen esa expresion en la misma ecuacion. Llegan a expresiones de la forma
0=0o0 y=y, Yy luego no saben qué concluir. En este caso, los estudiantes estan
realizando un tratamiento que conserva el signo de igualdad, pero no conlleva a un sistema

equivalente.

Los participantes del presente estudio poseen también algunas de estas concepciones. Se
puede apreciar que son capaces de calcular el valor de una incognita cuando este es
determinado, pero cuando puede tomar infinitos valores, no saben qué hacer o efectian

procedimientos que no conducen a nada.

Se entiende, entonces que la dificultad que presentan los estudiantes para resolver las
preguntas 1 y 2 de la evaluacion del presente estudio tiene que ver con las distintas
concepciones mostradas por los investigadores Panizza et al. (1999). Muchos alumnos aun no
dominan el concepto de solucién de un sistema de ecuaciones, concepto que es necesario para

que puedan luego describir el espacio generado por un conjunto de vectores.

Finalmente, analizaremos las preguntas que presentan una dificultad alta, preguntas 4 y 6b. En
la pregunta 4, como en todas las preguntas, esta involucrada la resolucién de un sistema de
ecuaciones lineales. A diferencia de las preguntas 1, 2 y 5, el sistema de ecuaciones contiene
parametros. En el trabajo de los alumnos (véanse las configuraciones cognitivas, Anexo 6) se
puede apreciar que el trabajo operativo no les causa dificultad; casi en su totalidad, los
estudiantes son capaces de plantear un sistema de ecuaciones lineales, representarlo mediante
su matriz aumentada y escalonar dicha matriz. Por los resultados de la evaluacion, es claro

que la dificultad se presenta en el Gltimo paso, cuando tienen que interpretar. En este Gltimo
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1 3 -2 3
|
paso tienen que lidiar con el sistema |0 -7 3 | a-6 | ydeterminar los valores de los
0 0 6 ath-9

pardmetros a y b para que el sistema tenga solucion. Se pueden apreciar dos tipos de errores
que cometen los alumnos. El primero, escriben a+b-9=6, con lo cual se verifica que los
estudiantes no visualizan la matriz como un sistema de ecuaciones y no realizan la conversion
(ni en el papel ni de forma mental) de la representacion por medio de una matriz aumentada a
la representacion habitual del sistema de ecuaciones. EI numero 6 que escriben al lado
derecho de la igualdad que plantean lo visualizan como un nimero aislado y no como el
coeficiente de la incognita z del sistema de ecuaciones. Este error se explica por la dificultad
intrinseca que implica el cambio de registro de representacion. Como se vio en el capitulo 2,
Duval (2006) considera que el cambio de registro de representacion no es un proceso
elemental y que se necesita un cambio cognitivo significativo para adquirir la habilidad de

cambiar el registro de representacion.

Ademas, este error puede considerarse como un obstdculo en el sentido de
Godinoet al. (2003) descrito en el capitulo 2, ya que puede ser visto como un conocimiento
que funciona en una pregunta como la 3, pero falla en la pregunta 4. La pregunta 3 de la
evaluacion es casi idéntica a la 4, se pregunta lo mismo y el procedimiento es igual; la Gnica

diferencia esta en la conclusion final. En la pregunta 3 se llega al sistema

1 2 -1} 1
0 -3 3 i 1 |, y para que tenga solucion se concluye que a+3=0. Este
0 0 0 a+3

procedimiento es repetido por los estudiantes en la pregunta 4. Cuando fueron entrevistados,
los alumnos que cometieron este error argumentaron que estaban haciendo lo mismo que en la
pregunta 3. Debe tomarse en cuenta que procedimientos similares habian sido desarrollados

en clase y, sin embargo, el error persiste.

Hay otro grupo de estudiantes que si pueden realizar la conversion del sistema representado
por su matriz aumentada a la representacion habitual del sistema de ecuaciones; sin embargo,
luego de realizar dicha conversion, no pueden avanzar mas. Llegan al sistema

{a+b—9:62

y luego o bien no escriben nada mas, o bien intentan despejar a y b en
a-6=3z-7y
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términos de y y z. Debido a esto es que se aprecia la dificultad mas grande que tienen los

alumnos al resolver esta pregunta: el uso de parametros. Si se toma en cuenta la respuesta que
tienen los participantes ante las preguntas 1 y 5, se puede ver que la mayoria de alumnos si se
pueden enfrentar con éxito ante el planteamiento y resolucién de un sistema de ecuaciones. La
cosa cambia en una pregunta como la 4, donde interviene ademas el uso y tratamiento de
parametros. No hay una diferencia significativa entre los procedimientos que tienen que
realizar los estudiantes para resolver el sistema de ecuaciones que plantean en la pregunta 5,
por ejemplo, y en la pregunta 4. ;Por qué, entonces, tanta diferencia en el éxito que tienen al
contestar estas preguntas? El 82% de estudiantes contestaron correctamente la pregunta 5a,
mientras que unicamente el 29% lo hicieron en la pregunta 4. La respuesta es que la pregunta
4 requiere el manejo de parametros. SegunGodino et al. (2014), visto en el capitulo 2,se
pueden presentar 6 niveles de algebrizacion de la actividad matematica. Para poder
enfrentarse a la pregunta 4 de la evaluacion, se necesita llegar a uno de los niveles mas altos,
el nivel 5. Para resolver esta pregunta se requiere no solo plantear un sistema de ecuaciones
con parametros, sino manipularlos y ademas poder sacar conclusiones tomando en cuenta la
naturaleza de estos literales. Los literales a y b que aparecen en la pregunta 4, son llamados
parametros. En efecto, para cada pareja de valores que tomen estos literales, se tendria un
nuevo sistema de ecuaciones. El objetivo es, entonces, verificar si el sistema tiene solucién
para cada pareja de valores que puedan tomar a y b. Para ello, es imposible trabajar una por
una con las infinitas parejas de valores que puedan tomar estos literales. En cambio, se trabaja
con las letras mismas, a y b, y se entiende que estas letras representan valores fijos, pero
arbitrarios. Como se dijo, esta concepcion de los literales y, mas ain, su manipulacion e
interpretacion representan el penultimo nivel de algebrizacion; es decir, no es una actividad
algebraica elemental. Es superada Unicamente por el sexto nivel, que consiste ya en el manejo
de estructuras algebraicas. De esta manera, se explica el por qué los estudiantes encuentran

tanta dificultad en una pregunta como esta.

La pregunta 6b lidia con exactamente la misma dificultad que la pregunta 4. Es la segunda
pregunta menos contestada del estudio. A pesar de que preguntas similares habian sido
trabajadas en clases previas a la evaluacion, los estudiantes no tuvieron tan buena respuesta
ante esta pregunta como la que tuvieron en la 6a. Este mal resultado nuevamente se explica
por la aparicion de parametros y la necesidad de un tratamiento de los mismos. Los alumnos

plantean bien el problema y manipulan correctamente la matriz que representa al sistema de
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1 1 3| a
|
ecuaciones para llegar finalmente a lamatriz [0 -1 -6, b-2a y luego caer en los
0 0 7 2a-2b+c

mismos errores descritos en la pregunta 4.

Esta dificultad en el uso de pardmetros también ha sido estudiada por otros investigadores.
Por ejemplo, Ely y Adams (2012) afirman que tiene que haber ocurrido un cambio conceptual
significativo para que los estudiantes se sientan comodos con el uso de parametros en lugar de
nameros en expresiones algebraicas. Ademas, afirman que ese cambio conceptual también ha
sido significativo histéricamente e incluso marca el origen del algebra simbdlica. De hecho, el
origen de esta disciplina se produce recién en el siglo XVI cuando Frangois Viéte propone una
nueva préctica, la de representar valores dados en un problema mediante letras que tomen su

lugar.

Entonces, los resultados de la evaluacion muestran tres tipos de dificultades:

¢ Dificultades con el concepto de solucion de un sistema de ecuaciones lineales

e Dificultades con el cambio de registro de representacién de un sistema de ecuaciones
lineales

¢ Dificultades con el uso de parametros

De estas tres, la dificultad més grande es el uso de parametros. En las preguntas en las que no
es necesario el uso de este tipo de literales, los alumnos se desenvuelven mejor y llegan, en su

mayoria, a contestar correctamente.
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CONCLUSIONES Y APORTES DE LA INVESTIGACION

Conclusiones

En este trabajo de investigacion se puede afirmar que se cumplieron los objetivos planteados.

Se lograron determinar y describir los errores y dificultades de los estudiantes cuando

describen el espacio generado por un conjunto de vectores de R". Ademas, se pudo dar una
explicacion de todos los errores y dificultades en base a investigaciones anteriores. Tomando

en cuenta el andlisis hecho, llegamos a las siguientes conclusiones:

e Se utilizaron los dos primeros niveles del andlisis didactico de los procesos de estudio

matematico propuestos por el EOS y se desarroll6 la configuracion epistémica del tema en

estudio (la descripcion del espacio generado por un conjunto de vectores de R"). Asi, se

determinaron las practicas matematicas necesarias en el procedimiento general para

describir el espacio generado por un conjunto de vectores de R", entre ellas:

1. Hallar la solucion de un sistema de ecuaciones lineales.

2. Resolver sistemas de ecuaciones lineales, ya sea que estos tengan una Unica solucion,
infinitas soluciones o no tengan solucion.

3. Determinar si un vector dado pertenece al espacio generado por un conjunto de

vectores de R".

4. Trabajar con parametros en los sistemas de ecuaciones.

e En la investigacion se determind que los alumnos si tienen dificultades en estas practicas
matematicas. Teniendo como base la definicion de dificultad propuesta por Godino et al.
(2003), se elabord la siguiente clasificacion:

- Dificultad leve: Si entre el 0% y el 25% del numero total de alumnos cometen algin
error.

- Dificultad moderada: Si entre el 25% y el 50% del nimero total de alumnos cometen
algun error.

- Dificultad alta: Si méas del 50% del numero total de alumnos cometen algun error.

Tomando en cuenta esta clasificacion, se observd que para resolver un sistema de

ecuaciones lineales y para determinar si un vector dado pertenece al espacio generado por
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un conjunto de vectores de R" los alumnos tienen una dificultad leve. En cuanto al manejo
del concepto de solucion de un sistema de ecuaciones lineales, los estudiantes presentaron
una dificultad moderada; especialmente, tuvieron dificultad para dar soluciones a un
sistema con menos ecuaciones que incognitas. Por Gltimo, quedo claro en el estudio que la
mayor dificultad se presentaba en el uso de distintos tipos de literales, especificamente, en
el trabajo con pardmetros (casi las tres cuartas partes de los estudiantes tuvieron problemas

con esta practica), con lo que se puso de manifiesto un grado de dificultad alto.

e Gracias a que se desagregaron las practicas matematicasnecesarias para realizar la
descripcion del espacio generado por un conjunto de vectores, se pudo observar que la

resoluciéon de sistemas de ecuaciones lineales y el poder determinar si un vector dado

pertenece al espacio generado por un conjunto de vectores de R" son précticas queno
generan mayor dificultad en los estudiantes.

e Existen varias razones por las cuales los alumnos presentan dificultades en el concepto de
solucion de un sistema de ecuaciones lineales. Segun las investigaciones de Panizza,
Sadovsky y Sessa (1999), los estudiantes tienen distintas concepciones que les impiden
llegar a una solucién. Por ejemplo, conciben a las letras como nimeros determinados, por
lo que consideran que solo puede haber una solucion, o bien, en su afan de llegar a “la

solucion”, despejan una incognita y la sustituyen en la misma ecuacion.

e Para explicar la dificultad principal de los alumnos, el uso de parametros, nos remitimos a
la clasificacion planteada por Godino et. al. (2014a) y Godino et. al. (2014b), donde
definen seis niveles de algebrizacion de la actividad matematica. EI uso de parametros
implica un nivel bastante alto de manejo algebraico segun estos investigadores; lo ubican
en el nivel 5y es superado Unicamente por el uso de estructuras algebraicas propias del
algebra abstracta. Otros investigadores también ayuda a explicar esta dificultad; por
ejemplo, Ely y Adams (2012) realizan un estudio historico de la evolucién del uso de
literales en matematica. Afirman que el uso de parametros marca el origen del algebra

simbdlica y que se requirié de un cambio conceptual significativo para esta practica.

e Se utilizd la Teoria de Registros de Representacion Semiotica para explicar un error
bastante repetitivo que se producia cuando los estudiantes utilizaban la representacion de
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un sistema de ecuaciones con su matriz aumentada. Especificamente, los estudiantes
presentaron dificultades al convertir el sistema representado con su matriz aumentada a su
representacion habitual. Cabe resaltar que dicho error Unicamente se present6 en sistemas

que involucraban el uso de pardmetros.

e Quedan abiertas las siguientes preguntas para nuevas investigaciones: ;como preparar a los
alumnos en secundaria 0 en cursos anteriores para que dominen el concepto de solucion de
un sistema de ecuaciones lineales?, ;como realizar una propuesta didactica para que los
alumnos distingan los distintos tipos de literales en matematica y puedan trabajar con ellos
sin dificultades? (Como determinar en qué nivel de algebrizacion se encuentran los

estudiantes?

e Se espera que si estas preguntas son contestadas adecuadamente, los alumnos mejoren

notablemente su desempefio al momento de describir el espacio generado por un conjunto

de vectores de R".

Aportes de la investigacion

En esta investigacion, nos hemos enfocado en estudiar un problema especifico; sin embargo,
en el camino ha sido necesario investigar acercade dificultades en el manejo de distintas
practicas matematicas, que en un principio podrian haber parecido ajenas al problema de

investigacion.

e En cuanto al manejo del concepto de solucion de un sistema de ecuaciones, se ha
corroborado que existen dificultades cuando el sistema tiene mas incognitas que
ecuaciones. Panizza et al. (1999) investigaron previamente este problema, pero Unicamente
con sistemas de una ecuacion y dos incognitas. En nuestro estudio, se ha verificado que

esta dificultad se extiende a sistemas mas grandes.

e Para realizar el analisis de las dificultades con el uso de literales, se han tomado en

consideracion las investigaciones de diversos autores y sus definiciones y clasificaciones
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para los distintos tipos de literales. Se verificd que no existe un consenso acerca de cOmo
llamarlos y que no hay una definicion exhaustiva que abarque todos los tipos de usos. En
base a las diversas posturas, se consolidé una con aportes propios. En particular, se hizo la
distincién entre constante, incognita, variable y pardmetro. Se espera que la clasificacion

presentada sea Util como referencia para nuevas investigaciones en ese campo.

e Se ha mostrado que hay una dificultad elevada en el uso de pardmetros, que es necesario
para muchas practicas matematicas, no unicamente la estudiada en este trabajo. Nuevos
investigadores que quieran estudiar dichas practicas, pueden utilizar esta investigacion

como antecedente o como parte de su marco teorico.

e Esta investigacion muestra una postura distinta en el estudio del espacio generado por un
conjunto de vectores. La mayoria de investigadores centran su atencién en aspectos
cognitivos que tienen que ver con las dificultades en el manejo del concepto de espacio
generado. En este estudio nos enfocamos en el procedimiento para hallarlo. Se entiende
que la descripcién del espacio generado por un conjunto de vectores mediante Unicamente
herramientas conceptuales es ain mas complicada; requiere del entendimiento claro de
estructuras algebraicas (el tratamiento de estructuras algebraicas se encuentra en el nivel

mas alto de manejo algebraico, nivel de algebrizacion 6, segun Godino et al. (2014b)).

e De manera mas personal, esta investigacion ayuda a entender mejor, como docentes, por
qué los alumnos cometen tantos errores en el procedimiento para hallar el espacio
generado por un conjunto de vectores. En lo posterior, antes de abordar este tema, habra
que reforzar las préacticas matematicas en donde se ha mostrado que tienen mas dificultades

los estudiantes.
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ANEXO 1 - Evaluacién

) L . X+y+z=1
1. Encuentre dos soluciones distintas del sistema )
y+z=3
. . . . 1 010
2. Lamatriz aumentada de un sistema de ecuaciones linealesen x,y,z es 00 1 | ol
|
Encuentre dos soluciones distintas de dicho sistema.

3. Determine qué valor o valores debe tener el parametro apara que el sistema de
X+2y—-z=1
ecuacionesen x,y,z<2x+y+z=3  tengasolucion.
-X+4y-5z=a

4. Determine qué valor o valores deben tener los parametros a y b para que el sistema de

X+3y—-2z=3
ecuacionesen x,y,z12x—y—z=a tenga solucion.
Xx+10y+z=Db
1
5. Determine si el vector | 5 | se encuentra en el espacio generado por los conjuntos:
14
(1] [0] [3]
a. A=<110};|4
12]10] |9
1] [1] [3]
b. B=<|2[|0[|8
1] [1] [4]

1 1171
a. A=<|0}|-5[10
2|17 ]|-8
(1] [1][3
b. B=<|2||1}]|0
2] 0][1
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ANEXO 2 - Solucion de la evaluacién

Pregunta 1
Para hallar soluciones del sistema de ecuaciones, basta asignar valores a una de las incognitas,

por ejemplo, a z.

Solucion 1: Sea z = 0; como y + z = 3, entonces y = 3. Como x + y + z = 1, entonces
x+3+4+0=1,o0bien, x = -2.

Solucion 2: Sea Seaz =1; como y +z =3, entonces y+ 1 =3, o bien, y = 2. Como

x+y+z=1entoncesx + 2+ 1 =1, 0bien, x = -2.

Luego, dos soluciones del sistemasonx = -2, y=3, z=0y x=-2, y=2, z=1.

Pregunta 2

. . . ] X+z2=0 ) ., .
El sistema asociado a dicha matriz es { . Debido a la segunda ecuacion, en cualquier

solucién del sistema se cumple que z = 0. Ademas, x + z = 0, entonces x + 0 = 0, 0 bien,
x = 0. La incognita y no aparece en las ecuaciones (o estd multiplicada por el coeficiente
cero); por lo tanto, las ecuaciones del sistema se satisfacen o no independientemente del valor

de y.
Solucionl: x =0, y=0, z=0

Solucion2: x =0, y=1, z=0

Pregunta 3
1 2 -11
|
La matriz aumentada del sistemaes| 2 1 1 | 3|. Se escalona mediante operaciones por
1 4 -5 a
filas:
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12 -1/1] 1 2 -1/ 1 1 2 -1 1
| 27l | |

2 1 1 '3|—%&" 50 -3 3! 1 |82k 40 -3 3! 1

14 -5 a 0 6 -6 a+l 0 0 0 a+3

La ultima matriz representa un sistema equivalente al primero. El sistema tiene solucion si y

solosia + 3 = 0, obien, a = —3.

Pregunta 4
™ 8 e~ 3
|
La matriz aumentada del sistemaes |2 -1 -1 a|. Se escalona mediante operaciones por
110 1 b
filas:
13—213f2f13—213 1 3 -2, 3
| A Uil | |
2 -1 -1'a|—Lf 50 -7 3 la-6|—=f3/0 -7 3| a-6
110 1 'b 0 7 3 b-3 0 0 6 a+bh-9

La ultima matriz representa a un sistema equivalente al primero; de ahi se puede concluir que

el sistema siempre tiene solucion, independientemente de los valores de a y b.

Entonces, el sistema tiene solucion para cualesquiera a,b € R.

Pregunta 5a
1
El vector | 5 |egen A si y solo si existen escalares «,, «,, a; €Rales que:
14
1 0 3 1
a,|1|+a,|0|+a,|4|=| 5| . Para que se dé la igualdad, debe cumplirse componente a
2 0 9 14

componente, asi se obtiene el sistema
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o, +0a,+30,=1
o, +0a,+40,=5
20, +0a, +9a, =14

La ultima matriz representa a un sistema equivalente y se ve que si tiene solucion (no aparece

unafiladelaforma[0 0 .. 0!c],conc=0.
1
Luego, el vector | 5 | si pertenece al espacio generado por A.
14
Pregunta 5b
1
El vector | 5 |egen A si y solo si existen escalares «,, «,, a; €Rales que:
14
1 1 3 1
a,|2|+a,|0|+a;|8|=| 5| . Para que se dé la igualdad, debe cumplirse componente a
1 1 4 14

componente, asi se obtiene el sistema

o +a,+30,=1
20, +0a, +8a;=5
o, +a, +4a, =14
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1131
|
Este sistema tiene por matriz aumentada |2 0 8 | 5 |. Se escalona usando operaciones por
11 4 14
filas:
1131 1 0 31
| 37 1 |
2 0 8/5|—=%510 -2 2!3
11 4 14 0 0 113

La ultima matriz representa a un sistema equivalente y se ve que si tiene solucion (no aparece

unafiladelaforma[0 0 .. 0}c],conc=0.
1
Luego, el vector | 5 | si pertenece al espacio generado por B.
14
Pregunta 6a
a
El vector | b | e gen A si y solo si existen escalares «,, a,, a, <Rtales que:
c
1 1 3 a
a,|0|+a,|-5|+a,|10 |=|b| . Estaigualdad es equivalente al sistema
2 7 -8 C

a,+a,+a,=a
-5a,+10a;=b

20, +1a, —8ay=C

1 1 3 la
|
Este sistema tiene por matriz aumentada |0 -5 10 | b |. Se escalona usando operaciones
|
2 7 -8!c

por filas.
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1 1 a 1 1 3 | a 1 1 1, a
| | |
0 -5 10 'b| —=2% 3|0 -5 10 ! b |—== 3|0 -5 10! b
2 7 -8i¢c 0 5 -10 c-2a 0 0 0 —2a+b+c

La Gltima matriz representa a un sistema equivalente, y tiene solucion si y solo si

—2a+b+c=0.
a
Luego, genA={|b|ecIR®/-2a+b+c=0¢.
c
Pregunta 6b
a
El vector | b e genB si y solo si existen escalares «,, a,, o, €Rales que:
c
1 1 3 a
a,|2|+a,|1|+a;|0|=|b|. Estaigualdad es equivalente al sistema
2 0 1 c

o, +oa,+30,=2a
20, +a,=Db

20, +ay=C

1 1 3 a
|
Este sistema tiene por matriz aumentada |2 1 0 | b |. Se escalona usando operaciones por
|
2 0 1:c

filas.
113/a] ., [t 1 3 a 11 3| a
| 27 | |
2 1 0!b|—22 510 -1 -6/b-2a|]—=2> 5|0 -1 -6'! b-2a
2 0 1¢ 0 -2 -5 c-2a 0 0 7 2a-2b+c

La Gltima matriz representa a un sistema equivalente, y tiene solucién para cualquier triada

(a;b;c) e R®.Luego, genB=R®.
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ANEXO 3 - Cuadro de errores en la evaluacion

Pregunta 1: 20 respuestas correctas y 8 respuestas incorrectas

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

Error Cantidad de alumnos
Calcula x, perono y ni z 7
No contesta 1

Pregunta 2: 18 respuestas correctas y 10 respuestas incorrectas

Error Cantidad de alumnos
Calculaxyz, peronoy 2
Solo encuentra la solucién trivial
x=0,y=0,z=0 2
No contesta 6

Pregunta 3: 23 respuestas correctas y 5 respuestas incorrectas

Error Cantidad de alumnos
Escalona mal 3
Despeja a incorrectamente 2

Pregunta 4: 8 respuestas correctas y 20 respuestas incorrectas

Error Cantidad de alumnos
Contestaa+b—9=6 7
Escribe a+b—-9=6z yno concluye 6
Escalona y no concluye 7

Pregunta 5a: 23 respuestas correctas y 5 respuestas incorrectas

Error Cantidad de alumnos
Determina mal el espacio generado 2
No contesta 2
Escalona mal 1

Pregunta 5b: 22 respuestas correctas y 6 respuestas incorrectas

Error Cantidad de alumnos
Determina mal el espacio generado 4
Escalona y no concluye 1
No contesta 1
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Pregunta 6a: 25 respuestas correctas y 3 respuestas incorrectas

Error Cantidad de alumnos
Escalona mal 2
No contesta 1

Pregunta 6b: 13 respuestas correctas y 15 respuestas incorrectas

Error Cantidad de alumnos
Contesta2a —2b+c =7 5
Contesta2a —2b+c =7z 4
Escalona y no concluye 5
No contesta 1
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ANEXO 4 - Practicas matematicas en la evaluacién

Pregunta 1: Se asignan valores a una de las incdgnitas y se hallan las otras en términos de esos

valores.

Pregunta 2: Se asignan valores a una de las incdgnitas y se hallan las otras en términos de esos

valores.

Pregunta 3: Se representa el sistema mediante su matriz aumentada y se escalona dicha

matriz. Luego se analiza si el sistema de ecuaciones lineales tiene solucion.

Pregunta 4: Se representa el sistema mediante su matriz aumentada y se escalona dicha

matriz. Luego se analiza si el sistema de ecuaciones lineales tiene solucion.

Preguntas 5a y 5b: Se plantea una combinacién lineal, que conlleva a un sistema de
ecuaciones lineales. Se representa el sistema mediante su matriz aumentada, se escalona dicha
matriz y se analiza si el sistema tiene o no solucion. El vector dado pertenecera al espacio

generado si y solo si el sistema de ecuaciones lineales tiene solucion.

Pregunta 6a y 6b: Se plantea una combinacion lineal, que conlleva a un sistema de ecuaciones
lineales en términos de algunos pardmetros. Se representa el sistema mediante su matriz
aumentada, se escalona dicha matriz y se analiza cuando el sistema tiene solucion en términos
de los parametros utilizados. El espacio generado dependera de qué condicion deben cumplir

los pardmetros para que el sistema de ecuaciones lineales tenga solucion.
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ANEXO 5 - Configuraciones epistémicas

Pregunta 1

. . . - . X+y+z=1
Situacién problema: Encuentre dos soluciones distintas del sistema { y 3
y+z=

Lenguaje verbal: sistema de ecuaciones, solucién.

L X+y+z=1
Lenguaje simbdlico:
y+z=3

Conceptos: solucién de un sistema de ecuaciones.

Procedimientos:
e Sustituir y + z por 3 en la primera ecuacion para calcular x.
e Asignar un valor a z.

e Calcular el valor de y para el valor de z asignado.

Argumentacion:
e El valor de x es unico y se puede calcular.
e Los valores de y y z dependen de una sola ecuacion, y + z = 3, y pueden tomar infinitos

valores.
Pregunta 2
Situacion problema: La matriz aumentada de un sistema de ecuaciones lineales en x,y,z es

1 010
{0 0 1 i O} Encuentre dos soluciones distintas de dicho sistema.
|

Lenguaje verbal: matriz aumentada, sistema de ecuaciones, solucion.
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e 1 0 1/0| [x+z=0
Lenguaje simbolico: F .
0 0 1/0| |z=0

Conceptos: solucién de un sistema de ecuaciones.

Procedimientos:
¢ Resolver la segunda ecuacion para z.
e Resolver la primera ecuacion para x.

e Asignar valores a y.

Argumentacion:
e Los valores de x y z son Unicos y se pueden calcular. En cambio, y puede tomar cualquier

valor.

Pregunta 3

Situacion problema: Determine qué valor o valores debe tener el parametro apara que el
X+2y-z=1

sistema de ecuaciones en x,y,z <2Xx+Yy+2z=3  tenga solucion.
-X+4y-5z=a

Lenguaje verbal: parametro, matriz aumentada, sistema de ecuaciones, escalonar,

operaciones elementales por filas, sistema equivalente, solucion.

X+2y—-z=1 1 2 -1,1
| _
Lenguaje simbdlico: <2x+y+z=3 ,|{2 1 1 |3 ,%.
-X+4y-5z=a |-1 4 5 a

|
Conceptos: equivalencia de sistemas de ecuaciones, solucidn de un sistema de ecuaciones.

Proposicion: un sistema de ecuaciones lineales no tiene solucion si y solo si en su forma

escalonada por filas aparece una o més filas de laforma [0 0 --- 0 c],con c=0.
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Procedimientos:

e Escribir el sistema de ecuaciones como matriz aumentada.

e Escalonar la matriz aumentada del sistema de ecuaciones.

e Escribir la forma escalonada de la matriz aumentada como un sistema de ecuaciones.

e Determinar si el sistema tiene solucion.

Argumentacion:
e En el sistema escalonado aparece una fila de la forma [0 0 --- 0a+3]; por la

proposicion, para que el sistema tenga solucion es necesario y suficiente que a + 3 = 0.

Pregunta 4

Situacién problema: Determine qué valor o valores deben tener los pardmetros a y b para

X+3y—-2z=3
que el sistema de ecuacionesen x,y,z <2x—Yy -z =a tenga solucion.
Xx+10y+z=Db

Lenguaje verbal: parametro, matriz aumentada, sistema de ecuaciones, escalonar,

operaciones elementales por filas, sistema equivalente, solucion.

x+3y-2z=3 |1 3 -2,3
| —
Lenguaje simbdlico: {2x-y-z=a ,|2 -1 -1 a ,%.
|

Xx+10y+z=Db |1 10 1 'b

Conceptos: equivalencia de sistemas de ecuaciones, solucidn de un sistema de ecuaciones.

Proposicion: un sistema de ecuaciones lineales no tiene solucion si y solo si en su forma

escalonada por filas aparece una o més filasde laforma [0 0 --- 0c],con c#0.

Procedimientos:
e Escribir el sistema de ecuaciones como matriz aumentada.
e Escalonar la matriz aumentada del sistema de ecuaciones.

e Escribir la forma escalonada de la matriz aumentada como un sistema de ecuaciones.
83
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e Determinar si el sistema tiene solucion.

Argumentacion:
e En el sistema escalonado no aparece una fila de la forma [0 0 --- 0/ c], con c#0,

independientemente de los valores de a y b. Por lo tanto, el sistema tiene solucién para

cualesquiera sean los valores de los parametros a y b.

Pregunta 5a
1
Situacion problema: Determine si el vector | 5 | pertenece al espacio generado por el
14
11013
conjuntoA=<|1;(0};|4
2110119

Lenguaje verbal: vector, matriz aumentada, sistema de ecuaciones, escalares, si y solo si,
existen, igualdad, escalonar, operaciones elementales por filas, sistema equivalente, solucion,

espacio generado.

il a, +0a, +3c; =1
Lenguaje simbolico:| 5 |, gen A, a,,2,,0;, €, R, 1o, +0a, + 40, =5
14 20, +0a, + 9, =14

Conceptos: combinacion lineal, equivalencia de sistemas de ecuaciones, solucion de un

sistema de ecuaciones, espacio generado.

Proposicion: un sistema de ecuaciones lineales no tiene solucion si y solo si en su forma

escalonada por filas aparece una o més filasde laforma [0 0 --- 0c],con c#0.
84
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Procedimientos:

1
Plantear la igualdad que debe cumplir el vector | 5 | para que se encuentre en el espacio
14

generado por el conjunto A.
¢ Plantear un sistema de ecuaciones lineales.
e Escribir el sistema de ecuaciones como matriz aumentada.
e Escalonar la matriz aumentada del sistema de ecuaciones.
e Escribir la forma escalonada de la matriz aumentada como un sistema de ecuaciones.

e Determinar si el sistema tiene solucion.

Argumentacion:

1
e EIl | 5 | pertenece al espacio generado por A si y solo si es una combinacion lineal de los
14
vectores de A.

e El sistema escalonado (equivalente al original) tiene solucion, no aparece una fila de la

forma[0 0 --- 0/c],conc#0.
Pregunta 5b
1
Situacion problema: Determine si el vector | 5 | pertenece al espacio generado por el
14
1(11]1(3
conjuntoB=<21(;,|0/;|8
1111 |4

Lenguaje verbal: vector, matriz aumentada, sistema de ecuaciones, escalares, si y solo si,
existen, igualdad, escalonar, operaciones elementales por filas, sistema equivalente, solucién,

espacio generado.
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1 o, +a, +3a; =1
Lenguaje simbolico:| 5 |, gen A, «,,a,,2;, €, R, 12a, +0a, +8a, =5,
14 o +a, +4a, =14

Conceptos: combinacion lineal, equivalencia de sistemas de ecuaciones, solucién de un

sistema de ecuaciones, espacio generado.

Proposicion: un sistema de ecuaciones lineales no tiene solucion si y solo si en su forma

escalonada por filas aparece una o mas filas de laforma [0 0 --- 0/ c],con c#0.

Procedimientos:

1
Plantear la igualdad que debe cumplir el vector | 5 | para que se encuentre en el espacio
14

generado por el conjunto A.
¢ Plantear un sistema de ecuaciones lineales.
e Escribir el sistema de ecuaciones como matriz aumentada.
e Escalonar la matriz aumentada del sistema de ecuaciones.
e Escribir la forma escalonada de la matriz aumentada como un sistema de ecuaciones.

e Determinar si el sistema tiene solucion.

Argumentacion:

1
e EIl | 5 | pertenece al espacio generado por A si y solo si es una combinacion lineal de los
14

vectores de A.
e EIl sistema escalonado (equivalente al original) tiene solucion, no aparece una fila de la

forma 0 0 .. 0/c],conc#0.
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Pregunta 6a

1111 1
Situacion problema: Describa el espacio generado por el conjunto A=<|0 ;| =5, | 10
2117 1(1]-8

Lenguaje verbal: vector, matriz aumentada, sistema de ecuaciones, escalares, si y solo si,
existen, igualdad, escalonar, operaciones elementales por filas, sistema equivalente, solucién,

espacio generado.

a a, +a,+a;=4a
Lenguaje simbolico:|b |, genB, o;,2,,2;, €, R, 10a, —5a, +10a, =D,

G 20, +Ta, —8a, =C
1 1 1 a
|
0 -5 10 ! b|, R} —2h
2 7 -8.¢

Conceptos: combinacion lineal, equivalencia de sistemas de ecuaciones, solucion de un

sistema de ecuaciones, espacio generado.

Proposicion: un sistema de ecuaciones lineales no tiene solucion si y solo si en su forma

escalonada por filas aparece una o més filasde laforma [0 0 --- 0c],con c#0.

Procedimientos:

e Plantear la igualdad que deben cumplir los elementos del espacio generado.

e Plantear un sistema de ecuaciones lineales.

e Escribir el sistema de ecuaciones como matriz aumentada.

e Escalonar la matriz aumentada del sistema de ecuaciones.

e Escribir la forma escalonada de la matriz aumentada como un sistema de ecuaciones.

e Determinar cuando el sistema tiene solucion.
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Argumentacion:

a
e El | b| pertenece al espacio generado por A si y solo si es una combinacion lineal de los
C

vectores de A.
e En el sistema escalonado aparece una fila de laforma [0 0 --- 0| -2a+b+c]; porla

proposicion, para que el sistema tenga solucion es necesario y suficiente que

—2a+b+c=0.
Pregunta 6b
1 3
Situacion problema: Describa el espacio generado por el conjuntoB=<|2 ;|1 ;|0
2 1

Lenguaje verbal: vector, matriz aumentada, sistema de ecuaciones, escalares, si y solo si,
existen, igualdad, escalonar, sistema equivalente, operaciones elementales por filas, solucion,

espacio generado.

a a, +o, +30,=2a
Lenguaje simbolico:|b |, genB, «,,2,,2;, €, R, 12a, +a, +0a; =D,
c 20, +0a, + a5 =C

Conceptos: combinacion lineal, equivalencia de sistemas de ecuaciones, solucion de un

sistema de ecuaciones, espacio generado.

Proposicion: un sistema de ecuaciones lineales no tiene solucion si y solo si en su forma

escalonada por filas aparece una o mas filas de laforma [0 0 --- 0/ c],con c#0.
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Procedimientos:

Plantear la igualdad que deben cumplir los elementos del espacio generado.

Plantear un sistema de ecuaciones lineales.

Escribir el sistema de ecuaciones como matriz aumentada.

Escalonar la matriz aumentada del sistema de ecuaciones.

Escribir la forma escalonada de la matriz aumentada como un sistema de ecuaciones.

Determinar cuando el sistema tiene solucién.

Argumentacion:

a
El | b | pertenece al espacio generado por A si y solo si es una combinacion lineal de los
C

vectores de A.

En el sistema escalonado no aparece una fila de la forma [0 0 --- 0/ c], con ¢ =0,
independientemente de los valores de a, b y c. Por lo tanto, el sistema tiene solucion para
cualesquiera sean los valores de los parametrosa, b y c. Entonces el espacio generado por

el conjunto B es R®.
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ANEXO 6 - Configuraciones cognitivas

Pregunta 1

Configuracion cognitiva 1 (7 alumnos): sustituye adecuadamente la segunda ecuacion en la

primera y halla el valor de x. No asigna valoresa y ni a z.

[cHIP] ﬂ&f.*z Al ] |
== 3| Ji | : !

| | | :bu"-: 2=
EREEREEYIE

Pregunta 2

e Configuracién cognitiva 1 (2 alumnos): Resuelven las ecuaciones para x y z. Fallan en la

argumentacion, consideran que y puede tomar cualquier valor.

ay |

|

a=a B | 28 | S U N NN S R e
EEEEEEERE EEFREEEEESEE
: I . 1 el ' | Yo | i _15___ l G . =
T Tt dp [ [ T g0l TT [ L lubeltyg
RS ERE ;2 ) 0 O I
[ T[T T a kol ||| ] ] A B R P
I | | | | 1 | |

e Configuracién cognitiva 2 (2 alumnos): Resuelven las ecuaciones para x y z. Fallan en la

argumentacion, no asignan ningun valor a y.

Pregunta 3

En esta pregunta, la gran mayoria de alumnos contesta apropiadamente. Quienes se

equivocan, lo hacen al despejar una variable o al escalonar.
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Pregunta 4

e Configuracion cognitiva 1 (6 alumnos): Convierten el sistema de ecuaciones en una matriz
aumentada, escalonan, y retornan al sistema de ecuaciones. Fallan en la argumentacién
final, cuando tienen que utilizar la proposicion “un sistema de ecuaciones lineales no tiene

solucion si y solo si en su forma escalonada por filas aparece una o mas filas de la forma

[0 0 - 0/c|l,conc=0"

| I . | ! o b Gy | T
Tl T Halslals] [ ] Tolafefa]l | N1 [ [ [dadaeb-la] |
Ll fel-ala] |4 Je|-3[3]ay | s - SR I
T T T hlelafe] [ ] Lolole]aled-ql |l
S [ [ | | [ [ [ [ [ =T

e Configuracién cognitiva 2 (7 alumnos): Convierten el sistema de ecuaciones en una matriz
aumentada y escalonan. Fallan al convertir la matriz aumentada escalonada nuevamente en
un sistema de ecuaciones. Fallan en la argumentacion final, cuando tienen que utilizar la

proposicién “un sistema de ecuaciones lineales no tiene solucidn si y solo si en su forma

escalonada por filas aparece una o mas filas de la forma [O 0 -~ 0] c], conc=0"
o~ ] I 15| l W 1| L el S
|L” | al Iy B ':1'-_1 3 | | } ! | il 1y !
] At yiz - | | |
':'C |J r}lr J':{‘ 3 Ij | ! { | dl /] |
A _ 3 INT . L
1 THEREREEN IREREEE [
| 2| |=1 “\| ko lal ||+ ol |-2 2| ladc | |
| 9] | bl |] | (o] [O 6 allp+all
| . T R ||
] ] T

T T T T A

e Configuracion cognitiva 3 (7 alumnos): Convierten el sistema de ecuaciones en una matriz
aumentada y escalonan. No convierten la matriz aumentada escalonada nuevamente en un

sistema de ecuaciones. No concluyen nada.

AT AT (S T2 Ty EEEERSE N
5 WINPT O RO Y B
L1 01 Nl b LY =F 1 (3 kla~B ]| ||
| | LG e | (L3
I b |
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Pregunta5ayb

En ambas preguntas predominan dos configuraciones cognitivas. En la primera, los alumnos
no describen el espacio generado por el conjunto dado, Unicamente plantean un sistema de
1

ecuaciones con el vector | 5 |; quienes procedieron asi, tuvieron éxito en la pregunta. Otro
14

grupo de alumnos, en cambio, describen el espacio generado y luego verifican si el vector

1
5 | pertenece a dicho espacio; algunos de estos alumnos si fallaron al describir el espacio
14

generado. Las configuraciones cognitivas para este ultimo grupo son similares a las que se

tiene en la pregunta 6.

e Configuracién cognitiva 1 (2 alumnos en la pregunta 5a y 4 en la 5b): Buscan describir el
espacio generado, es decir, buscan resolver un problema mas general, similar al 6.

Cometen el mismo error que los alumnos que fallan en la pregunta 6.

Pregunta 6a

e Configuracién cognitiva 1 (1 alumno): Realiza todo el procedimiento, pero no concluye.
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Pregunta 6b

e Configuracion cognitiva 1 (5 alumnos): Fallan en el procedimiento de “escribir la forma
escalonada de la matriz aumentada como un sistema de ecuaciones”. Fallan en la
argumentacion final, cuando tienen que utilizar la proposicion “un sistema de ecuaciones

lineales no tiene solucion si y solo si en su forma escalonada por filas aparece una 0 mas

filasdelaforma[0 0 --- 0| c],conc=0"

e Configuracion cognitiva 2 (4 alumnos): Fallan en la argumentacion final, cuando tienen

que utilizar la proposicién “un sistema de ecuaciones lineales no tiene solucion si y solo si
en su forma escalonada por filas aparece una o mas filas de la forma [0 0 --- 0] c],

conc=0"
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