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L’étude approfondie de la nature est la source la plus féconde des décou-
vertes mathématiques.

JEAN-BAPTISTE JOSEPH FOURIER (1768-1830)
Prefacio a la Théorie Analytique de la Chaleur (1822).

Mathematics seems to endow one with something like a new sense.

CHARLES ROBERT DARWIN (1809-1882)

To surrender to ignorance and call it God has always been premature, and
it remains premature today.

Isaac AsiMoOV (1920-1992)
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Resumen

El proceso de contacto en un tipo de proceso de Markov en tiempo continuo para el cual
el espacio de estados, también llamados configuraciones, es X = {0, 1}Zd y en el cual cada
coordenada de una configuracion del proceso pasa de 1 a 0 a una tasa constante igual a 1,
y el paso de 0 a 1 es proporcional a la cantidad de unos en las coordenadas vecinas, siendo
A la constante de proporcionalidad que parametriza el modelo. En este trabajo se muestra
que el proceso de contacto puede ser construido formalmente a partir de la descripcion
anterior de las tasas de transicion entre las configuraciones, mostrando ademés que existe
un tnico proceso de Markov definido por tales tasas. Se utilizaron algunas técnicas basicas
para el estudio de sistemas de particulas en interaccion (monotonicidad, acoplamiento,
dualidad) que permitieron demostrar algunas propiedades del proceso de contacto, como
la autodualidad y la monotonia de la ergodicidad con respecto al parametro del proceso.
El resultado principal es mostrar que en una dimension (d = 1) existe un parametro
critico finito (A.) que determina un cambio de fase para la ergodicidad del proceso, siendo
ergodico si A < A. y que existen al menos dos medidas invariantes para el proceso si
A > ). Este resultado se generaliza para el proceso en d dimensiones, mostrando que el

parametro critico Ay esta acotado por %1 <)\ < %.
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Introduccion

En este trabajo estudiaremos el proceso de contacto, un tipo de proceso de Markov en
tiempo continuo sobre la malla de enteros Z¢. En este contexto, definiremos un proceso
de Markov como una familia de distribuciones de probabilidad indexadas por las config-
uraciones de X, su espacio de estados, y que satisfacen la propiedad de Markov, es decir,
que la distribucion de probabilidad condicional de los estados futuros del proceso depende
solamente del estado presente y no de los estados pasados. Formalmente, el proceso de
Markov es denotado por {P",n € X'}. También nos referiremos a los caminos muestrales
n; como el proceso de Markov, asumiéndo que el proceso comienza en la configuracion
7, es decir, la distribucién inicial del proceso es la delta de dirac en 7, d,. Mas precisa-
mente, trabajaremos con un tipo especial de procesos de Markov denominados sistemas
de particulas en interaccion, en los cuales el espacio de estados del proceso es de la forma
X = W%, con W un conjunto discreto. En nuestro caso, cada coordenada de S = Z¢
puede asumir dos valores (W = {0, 1}), por lo que el espacio de estados para el proceso
de contacto sera X = {0, 1}Zd. Los elementos de S = Z? se denotaran usualmente por z,
y, uy v,y los elementos de X seran denotados por 1 6 . Ademas, n(x) denotara el valor
de la coordenada x en la configuraciéon n, que puede ser 0 6 1.

El proceso de contacto estara determinado por sus tasas de transicion, tal que el valor
de cada coordenada x de una configuraciéon pasa de 1 a 0 a una tasa constante igual a 1,
independiente de las coordenadas vecinas; y el paso de 0 a 1 es proporcional a la cantidad

de unos en las coordenadas adyacentes, siendo A la constante de proporcionalidad que
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parametriza el modelo. Mas formalmente, podemos escribir:

Ay e (y) sion(z) =0

ex(w,n) =

donde ¢y (z,n) denota a la tasa de transicion en la coordenada x de la configuracion 1 y
A es un parametro no negativo.

En una primera interpretacion de este modelo, en un contexto epidemiologico, A repre-
senta la tasa de infeccion mediante la cual los individuos sanos (0) pasan a estar infectados
(1). Existe una tasa de recuperacion natural por la que los individuos infectados pasan a
estar sanos nuevamente, la cual es normalizada a uno. Finalmente, los individuos sanos
son infectados a una tasa que es proporcional al nimero de sus vecinos infectados, que es
justamente la tasa de infeccion .

Otra posible interpretacion del modelo considera la dispersion espacial de una cierta
especie (una planta, por ejemplo). Asi, los individuos de una poblacion (1) se reproducen
y su descendencia ocupa, al azar, alguno de los sitios adyacentes al individuo original,
sobreviviendo solamente si el sitio se encontraba desocupado (0). Asi, la probabilidad de
que un sitio vacio sea ocupado por un descendiente es proporcional a la cantidad de indi-
viduos que existen a su alrededor. En este contexto, dicha constante de proporcionalidad
A seré la tasa de dispersion de la especie en cuestion. Ademas, los individuos tienen un
tiempo de vida finito, siendo la tasa de mortalidad individual normalizada a 1.

En general, si una coordenada x no tiene unos en las coordenadas vecinas, la prob-
abilidad de que el proceso pase a una configuracion con n(x) = 1 es cero. Esto asegura
que la configuracion n = 0 sea un estado absorbente por el proceso, lo que es equivalente,
en las interpretaciones antes mencionadas, a que una enfermedad no se puede propagar
si inicialmente todos los individuos se encuentran sanos o a que una poblacién extinta no
puede crecer nuevamente. Asi, un primer problema relacionado con el proceso de contacto

es determinar cuando la delta de dirac en n = 0, g, es la inica medida invariante por el
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proceso. Veremos que la respuesta a esta pregunta depende del valor del pardmetro \. Asi,
para valores pequenos de A, dy es la tunica medida invariante (es decir, el proceso siempre
se extingue), mientras que para valores grandes de \ existe mas de una medida invariante,
pues como es facil de ver intuitivamente, el proceso no deberfa extinguirse necesariamente
si A es suficientemente grande.

El proceso de contacto posee, ademas, la propiedad de que si éste tiene una probabil-
idad positiva de sobrevivencia a largo plazo cuando el pardmetro es A, entonces también
la tendra para un valor mayor del parametro.

Vemos entonces que dependiendo del parametro A, podemos distinguir entre dos esta-
dos cualitativamente distintos del comportamiento a largo plazo del proceso. En términos
de la primera de las interpretaciones antes mencionadas, el valor del parametro define un
cambio entre un brote epidémico (toda la poblacion se recupera de la infeccion luego de
un cierto tiempo) y una pandemia (siempre existen individuos infectados en la poblacion).
Alternativamente, podemos decir que el valor del pardmetro determina la extincion (todos
los individuos mueren después de un cierto tiempo) o la sobrevivencia de una poblacion.

Este cambio cualitativo en el proceso sera el que estudiaremos, probando la existencia
de un valor critico A, tal que si A < A. la tnica medida invariante por el proceso es dy,
y que si A > A, existen al menos dos medidas invariantes, de manera tal que \. es el
valor del parametro que determina el cambio de fase entre estos dos comportamientos.
Por otra parte, cuando un proceso converge a su tnica medida invariante sin importar la
distribucién original, diremos que el proceso es ergddico. Asi, el cambio de fase que nos
interesa puede plantearse como la transicion entre la ergodicidad y la no ergodicidad del
proceso de contacto.

En sintesis, los objetivos de este trabajo son definir y construir el proceso de contac-
to, aplicar técnicas para el estudio de sistemas de particulas en interaccién tales como
monotonicidad, acoplamiento y dualidad; y probar la existencia de un cambio de fase
en el proceso de contacto sobre Z%, asi como acotar el valor critico del pardmetro que

determina el cambio de fase.
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En el capitulo 1, daremos algunas definiciones y teoremas sobre la teoria de procesos
de Markov en el contexto de los sistemas de particulas en interaccion, los cuales seréan
necesarios para el trabajo posterior. En particular, sentaremos las bases para la construc-
cion formal del proceso de contacto a partir de la definiciéon informal de sus tasas de
transicion.

En el capitulo 2, introduciremos las técnicas de monotonicidad estocastica, acoplamien-
to y dualidad; que seran de gran utilidad para probar propiedades fundamentales del pro-
ceso de contacto, las cuales requeriremos para la demostracion de nuestro teorema princi-
pal, la existencia del cambio de fase en el proceso de contacto con respecto al parametro
del proceso.

En el capitulo 3, aplicaremos los resultados de los dos capitulos anteriores al proceso
de contacto, probando formalmente que la ergodicidad del proceso es monotona con re-
specto al valor del parametro A, por lo que, si el cambio de fase existe, es tinico. También
probaremos que el proceso de contacto posee un dual, que es a su vez el mismo proceso
de contacto pero sobre los estados finitos del proceso. Esta propiedad, denominada au-
todualidad, serd muy tutil puesto que nos permitiré replantear el problema del parametro
critico en términos mucho més manejables. Finalizaremos este capitulo construyendo for-
malmente el proceso de contacto a partir de sus tasas de transicion, mostrando que existe
un unico proceso de Markov definido por tales tasas.

Finalmente, en el capitulo 4, presentamos el teorema principal, en donde se probara la
existencia del cambio de fase mostrando que el parametro critico del proceso de contacto
unidimensional (d = 1) es finito y positivo. La parte méas dificil de la demostracion sera
mostrar que \. es finito, lo que se lograra encontrando una cota superior para el mismo. La
estrategia a seguir consiste en redefinir el pardmetro critico en términos de una funcion
p(A), tal que el proceso es ergodico si y solo si p(A) = 0 y no ergodico si p(A) > 0.
Luego usaremos la autodualidad del proceso de contacto para redefinir p(A) en términos
de una funcién o sobre el proceso dual, la que acotaremos inferiormente por una medida

de renovacion estacionaria i, mostrandose que la probabilidad de que el proceso sobreviva
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segln p es estrictamente positiva si A > 2, lo que implica que p(A = 2) > 0 y el proceso
no es ergodico, por lo que A = 2 representa una cota superior para el pardmetro critico
del proceso. Finalmente, este resultado se extendera al proceso de contacto d-dimensional,
mostrando ademas que el parametro critico en dimension d (A;), puede ser acotado por

1 2
20 S A< 3
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Capitulo 1

Conceptos preliminares

En este trabajo, X serd un espacio métrico compacto con una estructura medible
dada por la o-dlgebra de los borelianos y D|0, c0) el conjunto de todas las funciones 7, en
[0,00) con valores en X que son continuas por la derecha y tienen limite por la izquierda.
Ademas, C(X) sera el conjunto de funciones continuas en X, visto como un espacio de

Banach con la norma del supremo,

[1A1] =§]1€1)p(|f(n)l- (1.1)

Ademas, para f € C(X) y un proceso de Markov {P",n € X}, definiremos el operador

S(t) de la siguiente forma:

(S@)F) (n) =E"f(m). (1.2)
Ahora definiremos un tipo especial de proceso de Markov, un proceso de Feller.

Definicién 1.1 (Proceso de Feller). Un proceso de Markov {P",n € X} es llamado un
proceso de Feller si S(t)f € C(X) para todot >0 y toda f € C(X).

Definiciéon 1.2 (Semigrupo de Markov). Una familia {S(t),t > 0} de operadores lineales

en C(X) es llamada un semigrupo de Markov si satisface las siguientes condiciones:

1. S(0) = I, el operador identidad en C(X).

12
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2. La aplicacion t — S(t)f de [0,00) a C(X) es continua por la derecha para toda f
en C(X).

3. S(t+s)f =S(t)S(s)f para toda f en C(X) y todo s,t > 0.
4. S(t)1 =1 para todo t > 0.
5. S(t)f > 0 para toda f no-negativa en C(X).

Proposicion 1.3. Supongamos que {P",n € X} es un proceso de Feller en X. Entonces,
la coleccion de operadores lineales {S(t),t > 0} en C(X) asociados al proceso es un

semigrupo de Markov.
Demostracion. Para la demostracion ver Liggett (1985). O]

El siguiente teorema nos da una relacion entre el conjunto de semigrupos de Markov

y el conjunto de los procesos de Markov.

Teorema 1.4. Supongamos que {S(t),t > 0} es un semigrupo de Markov en C(X).

Entonces, existe un tunico proceso de Markov {P",n € X} tal que

SO)f (n) =E"f(m)

para toda f € C(X),ne X, yt>0.

Este teorema nos sera de utilidad para construir el proceso de Markov que estudi-
aremos, el proceso de contacto, reduciendo el problema a la construcciéon del semigrupo
de Markov asociado a él. La demostracion de este teorema, que corresponde a la teoria
general de procesos de Markov, se puede encontrar en Dynkin (1965).

Denotemos ahora por P al conjunto de las medidas de probabilidad en X con la
topologia de la convergencia débil. Definiremos ahora la accion del semigrupo S(t) sobre

una p € P.
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Definicion 1.5. Supongamos que {S(t),t > 0} es un semigrupo de Markov en C(X).

Dada € P, pS(t) € P es definida por la relacion

[ sl = [sorau

Cuando la distribucién inicial de un proceso de Markov con semigrupo S(t) es pu,
pS(t) sera la distribucion del mismo proceso en el tiempo t. Seran de interés las medidas
de probabilidad que son invariantes por la accion del semigrupo de Markov S(¢), lo que

motiva la siguiente definicion:

Definicion 1.6. Una medida p € P se dice invariante por el proceso con semigrupo de

Markov {S(t),t > 0}, si uS(t) = p para todo t > 0.

La clase de todas las medidas invariantes pu € P serd denotada por Z. Ahora enuncia-
remos el teorema de Krein—Milman que nos sera tutil en la siguiente proposicion, y cuya

demostracion puede encontrarse en Royden (1988).

Teorema 1.7 (Krein—-Milman). Sea X un espacio vectorial topoldgico localmente convexo,
y sea K C X wun subconjunto convexo compacto. Entonces K es la envoltura convexa

cerrada de sus puntos extremos.

A continuaciéon demostraremos algunas propiedades de la clase de medidas invariantes

por el proceso.

Proposicion 1.8. (a) p €T siy sdlo si

[swsan= [ o

para toda f € C(X) y todo t > 0.
(b) T es un subconjunto compacto y convezxo de P.

(c) Sea T, el conjunto de los puntos extremos de I. Entonces I es la envoltura convexa

cerrada de Z,.
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(d) Siv=1my_ . uS(t) existe para alguna p € P, entonces v € T.

(e) Siv=1m, Tin Jo " nS(t)dt existe para alguna p € Py alguna T, T oo, entonces

vel.

(f) I no es vacio.

En donde los limites son tomados en el sentido de la topologia de P.

Demostracion. La parte (a) es inmediata a partir de las definiciones 1.6 y 1.7. Para (b),

sean yu, jio € Z. Definamos 1 = apuy + (1 — a)ps, con a € [0, 1]. Luego, dada f € M

[soran = [ s)s dam+ (1 -
— [ sofdap+ [ s©fd- )
— o [ SO du+1-a) [ SOF dus
— o [fdm+ (=) [ fdu
— [ fdiom)+ [ £dl2 - a)p
= /fd[oz/n + (1 —a)us

= /fdﬂ

Luego, 1 € T y T es convexo. Ahora, considerando que si f € C(X) entonces S(t)f €
C(X), y por ser X compacto ambas son acotadas. Luego, dada (pn).>0 en Z tal que

Un — [, tenemos

[s0ran = tim [ s@7du,

Luego, u € Z y 7 es cerrado. Ademés, por ser P compacto, Z es compacto. La parte (c)

15
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se sigue de (b) por el teorema 1.8. Para la parte (d), consideremos s > 0y f € C(X),

/ S(s)f dv

= lim [ S(s)f d[uS(2)
= lim [ S(t)S(s)f du
= lim [ S(t+s)fdu
= lim [ S(t)fdu

= 11m/fd,u5 ]_/fdy

Para (e), dado cualquier s > 0y f € C(X),

/S(s)fdz/ -

lim [ S(s)fd {Ti / % ,uS(t)dt}
n—oo n 0

im [ fd {% / v uS(t)S(s)dt]
n—oo n 0

tin 7. [ 4] [ ustt
g [ [[ ravseron]a
tin 7 [ [ s a
g [ |fsorals
JEEOT/EUS 01 o
pin g [ ra[ [ wsa

fd [7% /O v uS(t)dt]

en donde la integral de Riemann fOT" uS(t)dt existe como limite débil. Ademas, usamos

el hecho de que la diferencia entre fST”+S [[S@) fdu]dty [;" [[S(t)fdu]dtes alomas
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2s|[f], luego

/:HS [/S(t)fdu} dt—/OTn [/S(t)fdu} dt’ < 2s||f]]

Th+s Th
Ji%‘%n/s + [/S(t)fdu] dt—Tin/O Us(t)fdu] dt' < JL%—25¥:|’ = 0.

De donde concluimos que

JL%T%/STM {/S(t)fdu} dt:gﬂ%ﬂ/ﬁﬂ {/S(t)fdu} di

La parte (f) se sigue de (e) y la compacidad de P, pues existen subsucesiones convergentes

de

1 [T

para toda p € P. m

La ultima parte de la proposicién anterior nos dice que Z es no vacio. Sera de interés

el caso en que 7 es unitario, lo que motiva la siguiente definicién:

Definiciéon 1.9. El proceso de Markov con semigrupo {S(t),t > 0} se denomina ergodico

51
(a) T = {v} tiene un sdlo elemento, y
(b) limy_.o, uS(t) = v para toda p € P.

Hablaremos también de configuraciones invariantes por el proceso, segin la siguiente

definicién:

Definicion 1.10. Una configuracion n € X se denomina invariante por el proceso st para

todo t > 0,
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Equivalentemente, 7 es una configuracion invariante si 05 es una medida de equilibrio

(por la proposicion 1.9(a)).

La siguiente proposicién nos muestra una relaciéon entre las configuraciones invariantes

por el proceso y las medidas invariantes por el mismo.

Proposicion 1.11. Sea v una medida invariante por el proceso de contacto con semigrupo
S(t). Sin es una configuracion invariante por el proceso, entonces v = v(-|n # 1) es

invariante por el proceso.

Demostracion. Para t > 0, tenemos que

\* Z ‘
/ sfar = e | s

- m :/S(t)fdu—/[n:mS(t)fdy]
— o | [ fav - sorwvn)
1

- = | [ 1 -Era]

3 m \ " fdu—f(ﬁ)v[ﬁ]]

1
- d
v[n # 1) [n;émf £

- [1a

lo que completa la demostracion. O

Con el objetivo de construir nuestro proceso de Markov, serda necesario introducir

también la definicién de generador de Markow.

Definicion 1.12. Un operador lineal 2 en C(X) con dominio Z(2) se denomina pre-

generador de Markov si satisface las siquientes condiciones:
(a) 1€ 2(22) y Q1 =0.

(b) 2() es denso en C(X).
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(c) SifeP(Q),A\>0yf— N2 =g, entonces

, > mi
min f(¢) = min g(C)

Definicion 1.13. Un generador de Markov es un pregenerador de Markov 2 cerrado y

que satisface

(I — Q) = C(X),

para todo A positivo suficientemente pequenio, en donde Z(I—X2) es el rango del operador

(I —AQ).

Ahora presentaremos el teorema de Hille—Yosida, que nos brinda una relaciéon entre
los semigrupos de Markov y los generadores de Markov. La demostracion del teorema de

Hille-Yosida se puede encontrar en Dynkin (1965).

Teorema 1.14 (Hille-Yosida). Existe una correspondencia biunivoca entre los gener-
adores de Markov en C(X) y los semigrupos de Markov en C(X). Esta correspondencia

es dada por:

(a)
2(Q) = {f € C(X) : tal que existe ltif(r)l %}

» Y
Qf = 1%1% para f € 2(9).
) -
S(t)f:,}ifgo(f—%fl) f, para f € C(X) yt >0.
Ademas,

(c) Si f e 2(Q), se sigue que S(t)f € 2(Q) y L5(t)f = QS(t)f = SHQS, v, final-

mente,
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(d) Para g € C(X) y A >0, la solucion de f — NQf = g es dada por
f :/ e 'S(A\t)g dt.
0

Cuando el espacio de estados del proceso es de la forma X = W*, con S un conjunto
discreto, el proceso de Markov asociado serd denominado un sistema de particulas en
interaccion. A partir de ahora, S = Z? sera el conjunto contable de sitios para la dinamica
y W = {0,1} determinara el espacio de fase para cada uno de los sitios, por lo que el
espacio de estados para el sistema de particulas en interaccion sera X = {0, 1}Zd, con la
topologia producto. Los elementos de S se denotaran usualmente por x, y, u y v, y los
elementos de X seran denotados por n 6 (. La dindmica local del sistema estara descrita
por una coleccion de medidas de transicion cr(n, d¢), en donde 1 es una configuracion en
el conjunto d¢. Para cadan € X yun T C S finito. Se asume que cz(n, d() es una medida
positiva finita en W7,

Para f € C(X) y x € 5, sea

Ag(z) = sup{|f(n) — f(¢)| : n,¢ € X y n(y) = ¢(y) para todo y # =}

Definiremos
D(X) = {f € CX): |IIflll = Y Asa) < OO}-
Ademas, sea || ||r la norma de variacion total sobre el conjunto T, para u € S
definiremos

cr = sup{cr(n, WT) :n e X}, (1.3)

cr(u) = sup{|[er(ni, dC) — er(n2, dC)||r : m(y) = n2(y) para todo y # u},  (1.4)
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y 1° por
nx) st zg&T
((x) st zeT

A continuacion, la proposicion 1.16 y el teorema 1.17 nos dan condiciones sobre las
tasas cp(n, WT) del proceso que permiten asegurar la existencia de su generador de

Markov.

Proposicion 1.15. Asumamos que

suchT < oo. (1.5)

€S Tz

(a) Para f € D(X), la serie

=0 / (0, O E) — F(n) (1.6)

converge uniformemente y define una funcion en C(X), Ademds,

T>x

€21 < (SHPZCT> A

(b) Q2 es un pregenerador de Markov.

Teorema 1.16. Asumamos que

suchT < 00, ¥ (1.7)

zeSs Tow

= supZZcT (1.8)

z€s Tz u#x

Se cumple que

(a) La clausura Q de ) es un generador de Markov del semigrupo de Markov S(t), dado

por el teorema de Hille-Yosida.
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(b) D(X) es un dominio base de clausura para €.

La prueba de la proposicion 1.16 y el teorema 1.17 se pueden encontrar en Liggett
(1985). Con estos teoremas podremos garantizar la existencia del proceso de Markov.

Definamos ahora

€= ilgg ngfm ;[CT(m, {¢:C(u) = ma(uw)}) + er(ne, {¢ : C(u) = ni(u)})]. (1.9)

7 (w)#n2(w)

El siguiente teorema nos da una condicion sobre las tasas del proceso para asegurar

su ergodicidad, y cuya demostracion se puede encontrar en Liggett (1985).
Teorema 1.17. Asumamos (1.7) y (1.8). St M < ¢, el proceso es ergddico.

En adelante, nos interesara un tipo especial de sistema de particulas en interaccion
denominado sistema de espin, por lo que finalizaremos este capitulo definiéndolo a con-

tinuacién:

Definicion 1.18 (Sistema de espin). Un sistema de espin es un sistema de particulas
en interaccion en el que cada coordenada tiene dos posibles valores (0 ¢ 1), y sdlo una
coordenada cambia en cada transicion. El mecanismo de transicion es especificado por una

funcion no-negativa c(x,n) definida para x € S y paran € X = {0,1}°.

Definamos 71, por
n(y) sly #a
N2 (y) = _ (1.10)
n(y) —1 siy=u
Desde que en un sistema de espin s6lo pueda cambiar una coordenada a la vez, ten-
emos que cp(n,d() = cz1(n,n:). Es decir, las tasas de transicion solo dependen de la

configuracion inicial y la coordenada especifica de esta en la que se realiza la transicion,

por lo que las denotaremos por ¢(x,n) como menciona la definicion.
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Capitulo 2

Técnicas para el estudio de sistemas de

particulas

En este capitulo, introduciremos tres técnicas para el estudio de sistemas de particulas
en interaccion (monotonicidad, acoplamiento y dualidad), que seran tutiles para probar

diversos resultados y propiedades sobre el proceso de contacto.

2.1. Monotonicidad

Dado S un conjunto numerable, consideraremos el orden parcial natural en X = {0, 1}°,
en donde para n,( € X, diremos que n < ¢ si y sélo si n(x) < ((x) para todo z € S; y
sea M la clase de todas las funciones continuas en X que son monoétonas crecientes en
el sentido de que f(n) < f(¢) siempre que n < (. Definiremos ahora la monotonicidad

estocdstica iy < s entre medidas de P.

Definiciéon 2.1 (Monotonicidad estocastica). Si 1 y pe son dos medidas de probabilidad

en X, podemos escribir py < o st se cumple que

[ fdus < [ saue
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para toda f € M.

Muchas veces seré de interés determinar bajo que condiciones el semigrupo de un
proceso de Feller, actuando sobre medidas, preserva el orden introducido en la definicion
anterior. El siguiente teorema nos da una condiciéon necesaria y suficiente para que esto

ocurra.

Teorema 2.2. Supongamos que 1; es un proceso de Feller en X con semigrupo de Markov

S(t). Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(a) f € M implica que S(t)f € M para todo t > 0.
(b) p1 < po implica que puyS(t) < p2S(t) para todo t > 0.

Demostracion. Supongamos que (a) se cumple y p1 < ps. Dada una f € M, se tiene que

también S(t)f € M por hipotesis, luego

[rdws@) = [ sofdu
< [s0fdu
- / FdlS()],

por lo que concluimos que p15(t) < psS(t). Para el sentido contrario, asumamos que (b)
se cumple y tomemos f € M. Para n < ¢ las delta de dirac 6, y d; satisfacen 9, < o¢ y

por hipotesis, 6,5(t) < 0,5(t) para todo ¢ > 0. Luego,

St)fm) = E"f(n)
— [ rdp,sc)
< [ i)
— ESf(n) = S)F(C).

lo que completa la demostracion. n
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Este teorema motiva la siguiente definicion:

Definiciéon 2.3. Un proceso de Feller se denomina monoétono st se cumplen las condi-

ciones del teorema 2.2.

Veremos ahora un teorema que brinda una condicién equivalente a pu; < ps, cuya

demostracion se puede encontrar en Liggett (1985).

Teorema 2.4. Supongamos que 11 y p2 son medidas de probabilidad en X. Una condicion
necesaria y suficiente para py < [y es que exista una medida de probabilidad v en X x X

que satisfaga para todo boreliano A de X
(a) v{(n.¢) :n € A} = pi(A),
(b) v{(n,¢) : C € A} = pa(A), y
(c) {(n.¢):n<(}=1

Las propiedades (a) y (b) dicen que v tiene marginales p; y po. Una medida v que
satisface las propiedades (a), (b) y (c) del enunciado del teorema 2.4 es comtnmente
llamada una medida de acoplamiento para p; y po. Sin embargo, v no esta determinada
univocamente, de ninguna manera, por estas propiedades. Como veremos mas adelante,

para obtener p; < ps, una estrategia sera construir una v con tales propiedades.

Corolario 2.5. Supongamos que X = {0,1}°, con el orden parcial natural, en donde S

es un conjunto numerable. Si py y po son medidas de probabilidad en X tal que 1y < o
Y St

pdn = n(x) = 1} = po{n - n(x) = 1}
para todo x € S, entonces iy = fis.

Demostracion. Sea v la medida de acoplamiento para p; y s, dada por el teorema 2.4.

Luego,

v{(n, Q) :n(x) =0,¢(x) =1} = v{(n,¢): ((x) =1} —=v{(n, Q) : n(x) = 1,{(x) = 1}
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= p2{C: ¢(z) =1} = v{(n, Q) i n(z) =1,n < ¢}
= p{¢: ¢(x) =1} —v{(n,¢) : n(x) = 1}
= p2f{C: () =1} — m{n :n(z) =1} =0.

Luego, v{(n,¢) :n=C} =1y 1 = po. O
Finalizaremos esta seccion con la siguiente proposicion:

Proposicion 2.6. Sea (1)1 y (13 )n=1 dos sucesiones de medidas en X = {0,1}%", tal

(n)

que ;é”) < ,uén) Vn > 1. Silim, o p; * =v; para i = 1,2, entonces v < ;.

Demostracion. Sea f continua, monétona y creciente definida en X. Luego,

im [ fdpl™® < lm [ fdud” (2.1)
n—o0 n—0o0
[ran < [ran (22)
vy v1 < 1y, por definicién, como se queria demostrar. ]

2.2. Acoplamiento

El acoplamiento entre procesos estocasticos es la construccion de estos procesos en un
mismo espacio de probabilidad. Este acoplamiento sera ttil sélo si la forma en que estos
procesos estan relacionados en el espacio de probabilidad comun no es trivial. Comen-
zaremos esta seccion dando un ejemplo de aplicacion de la técnica de acoplamiento en la

demostracion del siguiente teorema, la misma que sera utilizada muchas veces en adelante.

Teorema 2.7. Sea X = {0,1}°, con el orden parcial natural, en donde S es un conjunto

finito. Paran,( € X definimosn NV ( yn A por

(nVQ)(z) = max{n(z),((x)}
(A Q(x) = min{n(z),((z)},

26
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Supongamos que j11 Y p2 son medidas de probabilidad en X que asignan una probabil-

idad estrictamente positiva a cada punto de X. Si

pr(n A Qpua(n vV ¢) > pa(n)pa(C) (2.3)

para todo n,( € X, entonces j1; < fia.

Demostracion. La idea de la prueba es definir una cadena de Markov en tiempo continuo

(e, ¢) en {(n,¢) € X x X :n < (} que tenga las siguientes propiedades:

(a) m: es una cadena de Markov irreducible en X con medida de equilibrio py, y

(b) ¢; es una cadena de Markov irreducible en X con medida de equilibrio ps

Una vez que una (1, (;) con estas propiedades es construida, se sigue que para f € My

n< G
E(n’o[l{mgg}q(nt) ™ f(ct))] S 0

E@O[f(n)] — ETO[£(¢)] < 0.

y de aqui que E"f(n;) < E° f(¢;). Pasando al limite cuando ¢ — oo, se sigue que [ fdu; <

[ f dus para f € M,y de aqui que pu; < pio.
Con la finalidad de que se satisfagan (a) y (b), los procesos marginales 7, y (; deben

ser escogidos para tener tasas de transicion (en cada z) definidas por:

3\

n—n, a tasa 1 sin(z)=0
’
n%nxatasa%(—g;‘)) sin(x)zl)
para 7, y \
( — (, atasal si(z)=0
¢ — (, a tasa —‘fz((%) si¢(zx)=1 )
para (.

Ahora debemos escoger las tasas de transicion para el proceso acoplado, de tal manera

que estas sean consistentes con las tasas de transicion de los procesos marginales definidas

27
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anteriormente y que preserven la relacion 7, < (;. La eleccion més natural es la siguiente,

para 7c:
(0,€) = (n2,C) a tasa 1 sinx) =0y ((x) =1, |
(1,0) = (1,C.) a tasa 1) sin(z) =0y ((z) =1,
(1,€) = (11,C.) a tasa 1 sin(e) =C(@) =0, ¢
(1,C) = (121 C,) a tasa 25) sin(@) = () =1, y
(1,€) = (1, C) & tasa 02 _ 126 i p(g) — ((a) = 1. |

Esta eleccion cumple con todas las propiedades. Sin embargo, para que las tasas estén

bien definidas, es necesario que
11 (7z) > p2(Cz)
pi(n) — p2(C)

siempre que n < ( y n(x) = (z) = 1. Como n A, =n, y nV ( = ¢, podemos reescribir

la anterior condicién como:

(A GV &) > pa(n)pe(Ce)-

Esta condicion es cierta, pues la hipotesis (2.3) la implica. De acuerdo a la discusion

anterior, esto prueba que p; < po. O

El acoplamiento usado en la demostraciéon anterior se denomina acoplamiento bdsico o
acoplamiento de Vasershtein (Liggett, 1985). Lo que se busca con este tipo de acoplamien-
to es hacer que los procesos coincidan lo mas posible conforme transcurre el tiempo. Como
vimos, la idea consiste en que los procesos evolucionen independientemente si sus coor-
denadas son distintas, pero que evolucionen en conjunto una vez que sus coordenadas
coinciden. La tasa a las que los procesos evolucionan en conjunto debe ser, necesaria-
mente, la menor de las tasas a las que cada uno puede pasar a la configuracion respectiva.

A partir de ahora trabajaremos con procesos de spin. Asumiendo que ¢i(x,n) y co(z,n)
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sean las tasas respectivas de los procesos, la tasa para el proceso acoplado sera

C((L‘, m, C) = min{cl<x7 77): 02(x7 77)}7

siempre que n(z) = ((z). Mas formalmente, podemos escribir el pre-generador Q de dos

sistemas de espin acoplados, mediante el acoplamiento basico, de la siguiente forma:

Of(n,¢) = > a@n)f(n..¢) = f(n,0)
zin()#¢(a)

- Z ca(, Ol (1, G) = (0, €]
A (@)
z:n(z)=¢(z)

+ Z [ex(z,m) — c(z,n, ONf (12, ¢) = f(1,0)]
wn(2)=((2)

+ Z ea(z,m) — c(z,m, OIf (1, &) — f(n, Q).

zin(z)=((x)

En la anterior expresion se observan claramente todas las posibles transiciones para el
proceso acoplado, sin embargo, més adelante nos sera tutil reescribir este (pre)generador

CO1mo:

Qfm,¢) = Y el@n)f (0 ¢) = £(0,0)]
+ Z (@0, Ol 0. &) = 0. Q) = F(0.G) + £, €)]

zim(z)=((z)

El siguiente lema nos da una relaciéon entre los generadores del proceso acoplado y de

los procesos originales.

Lema 2.8. Sea g € D(X).

(a) Si f(n,¢) = g(n), entonces Qf (n,¢) = Qug(n), y
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(b) si f(1.0) = g(C), entonces Qf(1,¢) = Qag(C)

en donde €2y y €y son los generadores correspondientes a las tasas ¢ y cs.

Demostracion. Para la parte (a), si f(n,{) = g(n), los dos ultimos términos de (2.6)

desaparecen y

Qf(n,Q) =Y _ eila,n)lg(na) — g(n)] = Qug(n).

En donde ; es el generador del proceso con tasas ¢;(z,n), definido en (1.6). La prueba

de (b) es similar. O

En adelante, se dard una descripciéon mas informal de la forma en que se realiza
el acoplamiento, aunque siempre pueden escribirse las tasas del proceso acoplado como

hicimos anteriormente, asi como definir apropiadamente el generador del proceso acoplado.

Teorema 2.9. La clausura de Q en C(X x X) es el generador de un semigrupo de
Markov S(t) en C(X x X). Sean S;(t) los semigrupos asociados a los generadores Q;, para
i = 1,2. Dada g € C(X), si f(n,¢) = g(n), entonces S(t)f(n,¢) = Si(t)g(n), mientras
que si f(n,¢) = g(¢), entonces S(t)f(n,¢) = Sa(t)g(C). En particular, si (1n,,(;) es el
proceso de Feller con semigrupo g(t), entonces 1y y ¢ son markovianos separadamente

con semigrupos S1(t) y Sao(t), respectivamente.
Demostracion. La demostracion de este teorema puede encontrarse en Liggett (1985) [

Diremos que un proceso esta dominado por otro si dados n < (, entonces 1, < (;
para todo t > 0. Ahora probaremos un teorema que nos asegura que la dominacién de un
proceso por otro se mantiene bajo ciertas condiciones sobre las tasas de ambos procesos.

Para esto, haremos uso implicito del acoplamiento bésico definido anteriormente.

Teorema 2.10. Sea K = {(n,() € X x X : n < (}. Supongamos que siempre que n < ¢,

01(37777) < CQ(£7C) st 77(95) = C(.T) = 07 Y
ci(z,n) 2 ez, Q) sin(x) =((z) =1L

(2.6)
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Entonces, para todo (n,¢) € K yt >0,

P(n’o[(ﬂt,g) €eK]=1

Demostracion. Sea <f el conjunto de todas las funciones en C(X x X) tales que f >0y

f=0en K. Para A >0y f € &, definamos h € 2(Q), el dominio de 2, por

h—XQh = f.

Sea (n,{) € K un punto en que h alcanza su méximo en K. Vamos a mostrar que
Qh(n, () <0, porloqueh<f=0en K. Comoh >0, por el teorema de Hille-Yosida
(teorema 1.15), se seguird que h € 7. Para mostrar que Qh(n, ¢) < 0, verificaremos que
cada uno de los términos de la suma en la definicion de Qh (ecuacion (2.5)) no es positivo.

Consideremos los siguientes tres casos:

(a) n(z) # ¢(x), en cuyo caso (n,¢) € K implica que que (n,,¢) € Ky (1,(,) € K, por
lo que h(nz,¢) < h(n,¢) y h(n, () < h(n, Q).

(b) n(x) = {(x) =0, en cuyo caso (n,¢) € K implica que que (n,,() € Ky (n,¢) € K,
por lo que A1z, C) < h(n,C) ¥y h(n,¢) < h(n,¢). En este caso, (1s,¢) € K, por
lo que usaremos la primera parte de (2.6) para obtener ¢;(z,n) = ¢(z,n, () y hacer

nulos estos términos.

(¢) n(x) = {(x) =1, en cuyo caso (1, () € K implica que que (1,,(;) € Ky (n:,¢) € K,
por 1o que h(e, o) < h(1,€) ¥ A C) < h(5,¢). En este caso, (1,¢,) & K, por

lo que, similarmente al punto anterior, usaremos la segunda parte de (2.6), para

obtener cy(z,n) = ¢(x,n, () y hacer nulos estos términos.

Esto muestra que el operador (I — AQ)~! lleva & sobre si mismo. Por el teorema de
Hille-Yosida (teorema 1.15), el semigrupo S(t) también lleva 7 sobre si mismo, lo que

demuestra el teorema. OJ
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Corolario 2.11. Bajo las hipdtesis del teorema 2.10, si py y po son medidas de probabil-

idad en X que satisfacen py < uo, entonces

p1S1 (t) < M2S2(t>

para todo t > 0.

Demostracion. Sea v la medida de acoplamiento definida en el teorema 2.4 y (1, (;) el
proceso construido mediante el acoplamiento basico con distribuciéon inicial v. Por el
teorema 2.10, 1, < (; con probabilidad uno para cada t > 0. Por el teorema 2.9, 7, tiene
distribucion p151(t) y ¢ tiene distribucion psSs(t). Luego, la distribucion conjunta de

(m:, ¢;) provee una medida de acoplamiento para pu151(t) y p252(t) que asegura que

p1S1 (t) < stz(t)-

]

Corolario 2.12. Bajo las hipdtesis del teorema 2.10, si el proceso con semigrupo Ss(t)
es ergodico con la delta de dirac en n =0 como medida invariante, entonces lo mismo se

cumple para el semigrupo Sy(t).

Demostracion. Por el corolario 2.11, si p es una medida de probabilidad en X, entonces
pS1(t) < pSs(t) para todo t > 0. Por hipotesis, el limite de pSs(t) cuando ¢t — oo es la
delta de dirac en n = 0. Luego, por un argumento similar al que aparece en la demostracion
del teorema 2.7, lo mismo es cierto para 5)(t) y el proceso asociado a S;(t) es ergodico

la tnica p < dg es dy, pues [ fdu < f(0) minimo de f). ]

2.3. Dualidad

Definicion 2.13. Supongamos que n; y (; son procesos de Markov con espacios de estado

X eY respectivamente, y sea H(n, () una funcion acotada medible en X xXY'. Los procesos
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e y G se denominan duales con respecto a H si

E"H (n;,¢) = ECH(U: ) (2.7)

para todone X y(eyY

Dado un proceso de Markov 7, su proceso dual por la funcion H puede o no existir,
dependiendo de la eleccion de H. Dicho dual dependeréa también de la elecciéon del espacio
de estados Y para el proceso dual.

Para el caso de sistemas de espin (en particular, para el proceso de contacto), el espacio

de estados para el proceso dual suele ser tomado como

Y = {A: A es un subconjunto finito de S U oo},

que es numerable.

Por otro lado, para que los célculos involucrados sean manejables, es importante es-
coger una funciéon H con una estructura simple. Para el proceso de contacto en particular,
una eleccion util para H es

gy~ | sl —u@)] sicog 0

= Ha:EAﬂS[l —n(z)] sicc€ A

El producto sobre el conjunto vacio se considera 1 (H(n, @) = 1). A dos procesos de
Markov duales por esta funcion H se les denomina duales coalescentes.

Si las tasas c(x,n) del sistema de espin pueden escribirse como

c(x,n) = c(){[1 = n(@)] + 2n() = 1] Y _ plx, A)H(n, A)} (2.9)
donde
c(x) >0, sgp c(x) < oo (2.10)
33
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plz, A) >0, Y pla,A) =bx) <1, y, (2.11)
A
supc(z) > pla, A)|A| < oo, (2.12)
£ Aey

donde |A| denota la cardinalidad de A, las tasas del proceso dual pueden escribirse ex-

plicitamente como

(4. B) = Y clx) Y p(x.F) =0, (2.13)

z€ANS
en donde la suma es sobre todos los F' € Y tales que (ANz)UF = Bsico g ANFy
(ANz)UF)N\oco=Bsicoe ANF.

El siguiente teorema brinda una relaciéon entre dos procesos con tales caracteristicas:

Teorema 2.14. Sea S(t) el semigrupo para el sistema de espin 1, con tasas c(x,n) de la
forma (2.9), satisfaciendo las condiciones (2.10), (2.11) y (2.12), y sea A; la cadena de
Markov en'Y con tasas de transicion q(A, B) como en (2.13). Entonces, para cadan € X,

AeY yt>0, se cumple que

S()H(-, A)(n) = E*

H(n,At)eXp{—/o V(A Z c(x)(1 —b(x))]] ds}]. (2.14)

Demostracion. La demostracion de este resultado debida a Holley y Stroock (1979) puede

encontrarse en Liggett (1985). O
Para el caso particular en que b(z) = 1, podemos presentar el siguiente corolario:

Corolario 2.15. Bajo las condiciones del teorema 2.14, si b(x) = 1 entonces los procesos

n: y Ay son duales coalescentes.

Demostracion. Si b(z) = 1, la expresion (2.14) se convierte en

SWH(, A)n) = E*[H(n, A

E"[H(n, A)] = E*[H(n A)]
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Luego, por definicién, n; y A; son duales, y por la forma escogida de H duales coalescentes.

]

Definamos 7 = mf{t > 0 : 4, = @ 6 {o0}}, y sea 0(4) = PA(r = o0), para todo
A €Y. Notemos que o(A) representa la posibilidad de que el proceso comenzando en A
nunca se extinga.

La siguiente propiedad para el dual A; sera util para el trabajo posterior.

Proposicion 2.16. En el caso de duales coalescentes, si p(x, A) = 0 siempre que oo € A,

entonces o(A) es submodular en el sentido de

c(AUB)+0(ANB) <o(A)+0(B)

siempre que A, B C S.

Demostracion. La demostracion se puede encontrar en Liggett (1985). []
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Capitulo 3

El proceso de contacto

En este capitulo introduciremos formalmente el proceso de contacto, construyéndolo
a partir de sus tasas de transicion. Ademas, aplicando las técnicas vistas en el capitulo
anterior, probaremos algunas propiedades importantes sobre este proceso.

Comenzaremos hablando de los sistemas de espin atractivos, del cual el proceso de

contacto es un caso particular.

3.1. Sistemas de espin atractivos

Definicién 3.1. Un sistema de espin con tasa c(x,n) se dice atractivo si, cuandon < ¢,

c(z,n) < c(x, ) sin(r) =¢(r) =0, y
c(z,n) = c(x,¢) sin(r) =((r) =1.

Teorema 3.2. Sea S(t) el semigrupo para un sistema de espin atractivo. Entonces
(a) 60S(s) < 0pS(t), para 0 < s <,
(b) 615(s) > 615(t), para 0 < s < t,
(c) 60S(t) < uS(t) < 6,5(t), parat >0y pue€ P,
(d) v=lim; .o, 0pS(t) y 7 = limy_,o 615(t) existen,
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(e) sipp€P,t, — 00, yv=IUm, o uSt,), entonces v<v <v,y

(f) v,v € I..

Demostracion. Para la parte (a), por definicion,

do < 6pS(t—s) para0<s<t,

luego, por la atractividad y por el corolario 2.11 con ¢;(z,n) = c2(x,n) = ¢(x,n) en (2.6),

y la propiedad de semigrupo, obtenemos

(505(8) S 505(t - S)S(S) = 505(t)

Para (b), analogamente, para 0 < s < ¢,

o1

Y]

515(t == S)

015(s) > 015(t —s)S(s) = 61.5(¢).
Para (c), por definicién de monotonicidad, tenemos

do < p < 6,
para toda p € P. Luego, para t > 0, como antes,

5oS(t) < pS(t) < 5,S(t).

Para (d), es suficiente usar (a) y (b) junto con la compacidad de P con la topologia de la

convergencia débil, y el hecho de que M tiene la propiedad de que, dadas dos pq, ps € P,

[ = [ rau

si
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para toda f € M, entonces 1 = pis.

Para (e), (c) implica que para toda f € M y para todo n >0

[ s < [ rdse) < [ s,
y tomando el limite cuando n — oo,
[ravs [rav< [ o
Para (f), notemos que v, 7 € Z en virtud de la proposicion 1.9. Ahora, supongamos que
v=oap+ (1 —au

para algin « €]0,1[ y p1,pue € Z. La parte (e) de este teorema implica que py; < 7'y

o < . Luego, para toda f € M

[tams< [ran. [rans< [ 1oy
[rar=a[saum+a-a) [ rau

[rav= [ ram= [ rau

y v € Z.. De manera analoga, v € Z,. O

lo que implica

Corolario 3.3. Para un sistema de espin atractivo, la siguientes tres proposiciones son

equivalentes:
(a) El proceso es ergddico

(b) T tiene un sdlo elemento

(c)v="v
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Demostracion. Por la definicion 1.10, (a) implica (b). Si Z tiene un solo elemento, nece-
sariamente v = v, pues ambas pertenecen a Z por la parte (f) del teorema 3.2, por lo que
(b) implica (c). Finalmente, si u € P, la familia de medidas de probabilidad {uS(t), t > 0}
es relativamente compacta en P. Por la parte (e) del teorema 3.2, el limite de toda sub-
sucesion de esta familia cuando ¢t — oo esigual a v = v = 1. Luego, el limite lim;_, o, uS(t)

existe y es igual a v. Nuevamente, por la definicion 1.10, el proceso es ergddico. O

Dada una configuracion n € X, definamos la configuracion n, por

naly) = n(y) y#x

1-ny) y==

El siguiente teorema nos da informacién sobre el conjunto de medidas invariantes

extremales de un sistema de espin atractivo.

Teorema 3.4. Sea un sistema de espin con S = Z', atractivo e invariante por trasla-
ciones, en donde las tasas del proceso en la coordenada x dependen unicamente de {n(x —
1),n(x),n(z + 1)}. Si c(z,n) + c(z,n,) > 0 siempre que n(x — 1) # n(z + 1), entonces
Z. = {v,v}.

Demostracion. La demostracion se puede encontrar en Liggett (1978). [

3.2. Proceso de contacto

Definiciéon 3.5 (Proceso de contacto). Un proceso de contacto es un sistema de espin en

el cual S = 7% y las tasas estdn definidas por

AY i n(y) sin(x) =0
! si n(z) =1

ex(w,n) =

donde A\ es un pardmetro no negativo.
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Lema 3.6. Todo proceso de contacto es atractivo.

Demostracion. Sea n < (, entonces n(y) < ((y), para todo y € S. Si n(x) = ((z) =0, en

particular se cample que >, . n(y) < 32, ;=1 C(y) v, dado A > 0, tenemos que

A>T ) <A DD L),

Jy—|=1 ly—l=1

Y, por lo tanto, c(x,n) < c(z,¢) para n(z) = ((z) = 0. Sin(z) = ((z) =1, c(z,n) =
c(z,() = 1y se cumple, trivialmente, que c(z,n) > c(z,(), para todo x. Luego, todo

sistema de contacto es atractivo. [J O

Lema 3.7. Dados Ay < Ay positivos, sean dos procesos de contacto con tasas ¢y, (z,n) y

e (T, Q) respectivamente. Sin < ¢, se cumple que

I
A
—

8
~—

I
=
&

Cx (l‘, 77) S c)\z(xv C) §i 77(37)

(@) 2 e (2,¢) sin(r) =((z) = 1.

Demostracion. Si n(z) = ((x) = 0 es evidente que cy,(z,n) < ¢y, (x,n), a partir de la
definicion. Ademas, cy,(z,n) < ¢y, (x, () desde que el proceso de contacto es atractivo.
Combinando ambas desigualdades, tenemos que cy, (x,n) < cy,(z, ().

Finalmente, si n(z) = ((z) = 1, la desigualdad es trivialmente cierta, pues todas las

tasas son iguales a 1. O

Teorema 3.8. Dados A1 < Xy positivos y n < (, sean dos procesos de contacto n; y (;
con tasas cy, (x,m) < e, (x, (), respectivamente. Entonces, existe un acoplamiento tal que
para todo t > 0

pind) e <Gl =1 (3.1)

Demostracion. En vista del teorema 2.10, es suficiente probar que se verifican las condi-

ciones (2.6), las cuales se cumplen en virtud del lema 3.7. [

Notemos que si = 0, es decir, n(z) = 0 para todo z € Z% y reemplazamos en
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la definicién de proceso de contacto, tenemos que las tasas del proceso se reducen a
c(x,n) = 0. Luego, Qf(0) =0y S(t)f(0) = f(0) por el teorema de Hille-Yosida (b), de

donde 7 = 0 es una configuraciéon invariante para el proceso de contacto.

Proposicion 3.9. Si v es una medida invariante por el proceso de contacto, entonces

v=uv(:|n#0) también lo es.

Demostracion. Es consecuencia de la proposicion 1.12 y la observacion anterior de que

n = 0 es una configuracién invariante por el proceso. [

Sea vy la medida invariante superior para el proceso de contacto unidimensional con

parametro A > 0
vy = lim §,5(¢), (3.2)

n—oo

en donde el limite existe por el teorema 3.2, desde que el proceso de contacto es atracti-
vo. El siguiente teorema nos da una descripcion del conjunto de las medidas invariantes

extremales del proceso de contacto.
Teorema 3.10. Dado un proceso de contacto con parametro X > 0, Z, = {dg, »}.

Demostracion. Es consecuencia del teorema 3.4. Basta notar que el proceso de contacto
es atractivo y sobre Z! es invariante por traslaciones y, para todo x y 7, se cumple que
n(x) =106 n,(x) = 1. Luego c(z,n) +c(x,n,) > 1> 0, por lo que se cumplen las hipotesis

del teorema. O

En el capitulo 1 introducimos algunas condiciones sobre las tasas de un proceso para
la existencia de su generador y para la ergodicidad del mismo. Para ello, se defini6 M
(ecuacion (1.8)) y € (ecuacion (1.9)). En el siguiente lema calcularemos explicitamente M

y € para el proceso de contacto.
Lema 3.11. En un proceso de contacto, M = 2X\d y e = 1.

Demostracion. En un proceso de contacto, si |T| > 2 entonces cr(n,d¢) = 0, por ser

un sistema de espin. Ademas, si " = {z}, entonces cr(n,d¢) pone masa 1 en {0} si
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n(z) =1, ymasa Ay . n(y) en {1} sin(z) =0. Ademas, c(z}(u) = 0si |u—z| >1
pues 71 y 72 en la definicién de cyy(u) son iguales en x y sus vecinos. Si |u — | =1
llegey (m, dC) — ¢ay (02, dQ)|| 2y = 0, salvo para ni(z) = na(x) = 0, donde [|c(zy (m, dC) —
ctay (02, Q)| 12y = |c(@,m) — c(z,m2)| = A, ya que 1y y 1 difieren solo en u, vecino de .

Luego, a partir de (1.8), escribimos

M = supz Z cr(u)

€S

Tox u#x
-~ WY Y
€5 o} yile—yl=1
— ST 2Xd
mGS%
= sup2X\d
€S
= 2)\d.

Analogamente, a partir de (1.9),

e = ilelg n}’gfn Z[CT(m, {¢: C(u) = ma(uw)}) + er(n2, {¢ : ((u) = m(u)})]

m (u)7#n2(w)

= ff if > [epy(m, {mw)}) + ey, {m(w)})]

ues me?:(;li u {u}
1 (w)#n2(u)
= inf inflc(u,n) + c(u,n,)]
ues n
= ilélg[C(U, 0) + C(U, Ou)]
= inf[1+ 0]
u€es

=1

En donde 7, = n excepto en u, en donde 7, (u) = 1 —n(u), recordando ademéas que d(

es un diferencial (discreto) en {0, 1}{%}, O
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3.3. Autodualidad del proceso de contacto

Definamos c(z) = 1+ 2Xd, p(z, @) = (1 4+ 2X\d) "}, p(z, {z,y}) = si|lr—yl=1y

T
p(z, A) = 0 en cualquier otro caso.

Usando (2.9), podemos escribir

clwm) = (1+20){[1 = ()] + 20() = 1] 3 pla, A Hn, A)}
AeY

= (1+22d){[1 = (@)

+[20(@) = 1) D plafey)H@{z.y}) +p(e, 2)H(z, )] |

lz—y|=1

= (1+22d){[1 — ()]

+i2n@) -1 Y BeH 0 o)) + el o) }.

lz—y|=1

Si n(z) = 0, la expresion anterior se reduce a

c(z,m) = (1+2)\d){1— ( > HAQAd[l—n(y)H Hlm)}

lz—y[|=1
A A 1
(I G { |x§:1 11 2nd |x§:1 TToad"W 1T 2)\d) }
oAd A 1
= (H%d){l_ T+2)d  1+2M 4 y|— 1+2)\d)
— (142\) A ()
- 1+ 2\ |x_y\:177 Y

IR

lz—y|=1

Y para n(x) = 1 obtenemos
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~ e (h)

= 1.

Observamos que las tasas coinciden con las del proceso de contacto, por lo que éstas

pueden escribirse en la forma (2.9). Ademas, notemos que

ba) = 3 ple A)
= plz, @)+ Y plz.{z.y})

lz—y|=1
1 A
= —— 4+
142X\ peen 14+ 2)\d
> 1 . 2\d
AR ERETI 1, + 20

= 1L

Con estas observaciones, podemos probar el siguiente teorema:
Teorema 3.12. El proceso de contacto es autodual.

Demostracion. Es facil ver que se cumplen las condiciones del corolario 2.15, luego ten-
emos que el proceso de contacto 7; es dual (coalescente) con el proceso A; definido sobre
Y, pues las tasas del proceso 7; se pueden expresar como en (2.9) y b(z) = 1. Luego, las

tasas de A; estan definidas por (2.13). Por definicion,

(A, Aw{z}) = MyeA:ly—a|l =1}

q(A, A\ {z}) = 1

Cualquier otra transicion tiene tasa igual a 0, por la definicion de p(x, A). Las tasas
para estas transiciones bésicas corresponden con las del proceso de contacto, por lo que
el proceso dual A; es esencialmente un proceso de contacto, con el mismo parametro, y

podemos decir que este es autodual. O
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3.4. Construccion del proceso de contacto sobre Z¢

En el capitulo 1 presentamos el teorema de Hille-Yosida (teorema 1.15), el cual es-
tablece una correspondencia entre los generadores de Markov y los semigrupos de Markov.
Ademas, el teorema 1.5 establece una correspondencia biunivoca entre los semigrupos de
Markov y los procesos de Markov. En conjunto, estos dos teoremas nos permiten construir
un proceso de Markov a partir de su generador, el cual depende de las tasas del proceso.
En particular, para asegurar que el generador pueda ser bien definido, necesitamos que se

cumplan las condiciones del teorema 1.17:

suchT < 00,y

z€S Tz

M < oo.

Como vimos, para el proceso de contacto, M = 2\d, que es finito. Ademas, tenemos

que

supY er = sup Y supler(n, W)y € X}

z€S TSz zeS Toz
= sup Y sup{c(z,n) :n € X}
zes B
= supmdax{A,2X,...,2)\d, 1}
zes

= max{\,2\,...,2\d, 1} < ©
por lo que se verifican las condiciones del teorema y el operador

0f6) = X [ erln.d0is] - o)
= > clen)lf(@n) — flz,n.)] (3.3)

xT

es un pregenerador de Markov y su clausura en C'(X) esta definida en D(X) y es generador

de un semigrupo de Markov S(t), y por el teorema 1.5, existe un tnico proceso de Markov
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n; correspondiente a ese semigrupo S(t). Este proceso de Markov esta determinado por

las tasas de transicion c(z,n), y seré el proceso de contacto.
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Capitulo 4

Cambio de fase en el proceso de

contacto

4.1. Valor critico en una dimension

4.1.1. Existencia del valor critico

Teorema 4.1. Dados \; < g positivos, sean Si(t) los semigrupos de Markov asociados
a los procesos de contacto con pardmetros \;, para i = 1,2. Si el proceso con semigrupo
Sy(t) es ergddico con la delta de dirac en n = 0 como medida invariante, entonces lo

mismo se cumple para el semigrupo Sy(t).

Demostracion. Este teorema es una reformulacion del corolario 2.12, considerando que
las hipotesis del teorema 2.10 se cumplen para el proceso de contacto si A\ < Ay, como se

muestra en el lema 3.7. O

No es dificil ver que el proceso de contacto es ergdédico para A = 0. En este caso, sélo
es posible la transicion a configuraciones con menos unos, y eventualmente todos los unos
deberian extinguirse, por lo que el proceso converge a la medida limite igual a la delta de

dirac en la configuracion n = 0.
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Teorema 4.2. Dado un proceso de contacto

A yaj=1 M) st m(x) =0
! si n(z) =1

ex(w,n) =

para A > 0, existe un valor critico \. € [0,00], tal que el proceso es ergddico si A < A\ y

no es ergodico si A > A..

Demostracion. Sean A\ y Ay tales que 0 < Ay < Ay, si el proceso con parametro Ay es
ergddico, entonces también lo es el proceso con A\;. Dado que el proceso es ergodico para

A = 0, definimos

Ae = sup{A > 0 : el proceso con parametro A es ergodico},

lo que completa la demostracion. O

En principio, el valor critico puede ser cero y el proceso no es ergéodico para todo A
positivo, o puede ser infinito, con lo que el proceso seria ergdédico para todo A positivo. En
ambos casos, no habria un cambio de fase con respecto al parametro del proceso para la
ergodicidad, por lo que necesitamos mostrar que el parametro critico es finito y positivo.

Para ver que el parametro es estrictamente positivo, basta notar que M = 2\dy e =1,

por el lema 3.11. En virtud del teorema 1.18, obtenemos que el proceso de contacto es

1

ergddico si 2Ad < 1, es decir, para A < %. Luego, A\ > 55,

que siempre es positivo. En
particular, para el proceso de contacto unidimensional (d = 1), esto implica que A\, > %
En la siguiente secciéon mostraremos que el pardmetro critico puede ser acotado supe-
riormente, con lo que se probaré la existencia del cambio de fase en el proceso de contacto
con respecto al parametro A. Seguiremos los lineamientos de la demostracion original de
Holley y Liggett (1978) detallada en Liggett (1985), en donde se muestra que A, < 2, lo

que representa la mejor cota superior conocida para el pardmetro critico del proceso de

contacto (unidimensional).
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4.1.2. Cota superior para el valor critico

Definamos

p(A) = va{n:n(z) =1} (4.1)

que es independiente de x € Z! desde que vy es invariante por traslaciones. Para el proceso
de contacto con parametro A, p(A) representa la probabilidad de que el proceso no se haya

extinto a largo plazo. En este sentido, la siguiente proposicion es bastante evidente:

Proposicion 4.3. El proceso de contacto con parametro A\ > 0 es ergodico si y solo si

p(A) =0.

Demostracion. Por el corolario 3.3, el proceso es ergddico si y solo si vy = dy. Luego,

p(A) =wvan in(x) =1} = doin = n(x) = 1} = 0. =
Proposicion 4.4. p(\) es una funcion no—decreciente de .

Demostracion. Sea A1 < Ay los parametros de dos procesos de contacto con semigru-
pos S1(t) y Sa(t), respectivamente. Por el lema 3.7 y el corolario 2.11, se cumple que
0151(t) < 6155(t) para todo ¢t > 0. Luego, tomando una sucesiéon y pasando al limite, por

la proposicién 2.6, se cumple que vy, < vy,. Luego, p(A;) < p(A2). O
Proposicion 4.5. \. = inf{\ > 0: p(\) > 0}.

Demostracion. Por definicion, A, = sup{\ > 0 : el proceso con parametro A es ergodico}.
Si p(A1) = 0, entonces p(\) = 0 para todo A < Ay, pues p es no—negativa y no—decreciente.
Dados 0 < A1 < A, < A, 0 = p(A1) < p(A) pues el proceso es ergodico para A;. Luego,

Ae = mf{\ > 0: p(A) > 0}, como se queria demostrar. O

La proposicion anterior nos permite redefinir A\, en funcion de p(A). El siguiente teo-

rema resume las principales caracteristicas de p(\).
Teorema 4.6. (a) p(A) =0 para A < A..

(b) p(A) >0 para A > A,
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(c) Si p(A) >0, entonces vy no pone masa en n = 0.

Demostracion. Las partes (a) y (b) son evidentes a partir de las proposiciones anteriores
y la definicion de A.. Para (c), la proposicion 3.9 asegura que v,(:|n #Z 0) es invariante
por el proceso. Luego, vy(-|n # 0) es combinacion convexa de {dg, vy }. Pero como esta no

pone masa en 1 = 0, necesariamente vy (-|n Z 0) = vy, como queriamos probar. ]

Sea Y la coleccién de todos los subconjuntos finitos de Z!. El proceso de contacto

(finito) puede ser visto como una cadena de Markov en Y con la identificacion

A={zeZ :n(x)=1}

Como se vio anteriormente, este proceso de contacto es el autodual del proceso de contacto

n;. El siguiente teorema formaliza este resultado para el proceso de contacto.

Teorema 4.7. Parane X y AeY,

P"[n,(z) = 0 para todo x € A] = PA[n(z) = 0 para todo x € A,].

En particular,
P! [n,(x) = 0 para todo x € A] = PA[A, = @]. (4.2)
en donde 1 es la configuracion n = 1.

Demostracion. Por el corolario 2.15, considerando que para el proceso de contacto b(x) =

1, como se vio en el capitulo anterior, tenemos que

E" [H (i, A)] = E* [H(n, Ay)]

Con A finito fijo, H(n;, A) = 1 si m(x) = 0 para todo x € A y cero en cualquier otro

30
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caso. Anélogamente, con 7 fijo, H(n, A;) = 1 si n(xz) = 0 para todo x € A;. Con estas

consideraciones, la expresion anterior se convierte en

P[n,(z) = 0 para todo = € A] = PA[n(z) = 0 para todo = € A,

como querfamos demostrar. Para la parte (b) basta reemplazar n = 1 en (a). O

Como antes, definamos 74 = inf{t > 0 : A, = &}, y sea 0(4) = P14 = ], para
todo A € Y. El siguiente teorema da informaciéon acerca de la forma en que o depende

de A.
Teorema 4.8. (a) Si A C B entonces 0(A) < o(B).
(b) c(AUB)+0(ANB) <o(A)+ o(B) para todo A,B €Y

(c) Sixy <xo < ... <Tp, Y1 < Y2 < .oo <Yp, YTiv1 — T < Yir1 — Y para cada i,

entonces o({x1, ..., 20 }) < o({y1,-- -, Yn})

Demostracion. Por el teorema 3.8, A; y B; pueden ser acoplados de tal manera que
A; C B; para todo t > 0, desde que A = Ay C By = B. Si existe to > 0 tal que
B,, = @ entonces B, = @ para todo t > t(, pues & es un estado absorbente. Ademsés,
PABIA, = @ | B, = @] = 1, pues A, C B, casi ciertamente para todo ¢ > 0. Definimos

AT={t>0,A, =3} y [ty,00) C BT C AT casi ciertamente. Finalmente,
PAB)[inf A, < inf B,] = 1,

(A,B) [

es decir, P 74 < 7] = 1. Por lo tanto

]P)(A’B) [TA = OO]

IA
o=l
-~
=
S
|
8

IEDA[TA = OO]

A
K
5

|
3

o(A)

A
2
5
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La parte (b) se deduce de la proposicion 2.16, considerando que el proceso de contacto
tiene un dual coalescente y que si oo € A entonces p(z, A) = 0, desde que el proceso de
contacto es un sistema de spin. Para (c) construiremos un acoplamiento entre tres procesos
Ay, By Cy, en donde A; y Cy son copias del proceso de contacto y Ag = {z1,...,2,},
By = Cy = {y1,...,Yn} Se construira el acoplamiento de tal manera que |A;| = |By
para todo ¢t > 0, en donde |A| representa el cardinal de A, siendo B, mas disperso que
A; en el sentido del enunciado (c). El proceso B; por si mismo podria no ser markoviano,
y ciertamente no es un proceso de contacto. Los puntos en A; y B; se aparean en orden
creciente, mientras que los puntos de B; se aparean con los mismos puntos de C;, lo cual

es posible desde que B; C C;. El acoplamiento sera como sigue:
1. Las muertes en puntos pareados ocurren simultdneamente.

2. Los nacimientos en espacios vacios adyacentes a puntos apareados ocurren simultanea-

mente.
3. Los puntos en Cy\ B; mueren independientemente.

Este acoplamiento tiene las propiedades deseadas y |A;| = |B;| < |Cy|, por lo que Ay # @

implica que Cy # @. Luego, o(A) < o(C), lo que completa la demostracion. O

No es dificil ver que o(A) tiene una interpretacion similar a la de p(\), para el proceso

A; partiendo de A. El siguiente teorema nos muestra mas claramente la relacion entre

a(A)y p(N).

Teorema 4.9. (a) 0(A) = va{n:n(x) =1 para algin x € A} y, en particular,

p(A) = o({x}) para cualquier x € 7.
(b) Ae =nf{A >0:0(A) <0} para todo A €Y.
(c) p(Ae) =0 siy sdlo sia(A) =0 para todo A cuando A = ..

(d) Sip(X) >0, entonces lim s~ 0(A) = 1.

92
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Demostracion. Para la parte (a), se deduce de (4.2) que
P () # 0 para algin = € A] = PA[A, # 2].
Tomando el limite cuando ¢t — 0o, obtenemos
tlirgo P![n; # 0 para algin o € A] = v\ {n: n(z) = 1 para algtn v € A}, y

tlggo PA[A, # @] = o(A).

La ultima igualdad se deduce del hecho de que si A; es diferente del vacio para algun t,
lo mismo es cierto para todo t < t;. Para el caso de que A tenga un so6lo elemento, es
facil ver que o(A) = p(A). La parte (b) se sigue de la monotonia de o(A) en el sentido de
la parte (a) del teorema 4.8 y la definicion de p(\). Para la parte (c), de la parte (b) del

teorema 4.8 se deduce que
0(A) = 0(Ureaf{z}) < |Alo({z}), (4.3)

para todo A # &. Por la parte (a) de este teorema, tenemos que p(A) < o(A) < |A|p(N).
Por hipétesis, p(A.) < o(A4) = 0, lo que implica que p(A.) = 0. El sentido contrario se
obtiene haciendo p(A\.) = 0 en (4.3). Para la parte (d), dado |A| = n, la parte (c) del
teorema 4.8 implica que o(A) > o({1,...,n}). Luego, tomando el limite cuando n — oo

tenemos

Iim o({1,...,n}) = wva{n:n(r) =1 para algtn x}
1—1limo({1,...,n}) = 1—wvy{n:n(x) =1 para algin z}

= vy{n:n(x) =0 para todo z} =0,

esto ultimo porque v, no pone masa en 7 = 0. ]
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El resto de esta seccion esta dedicado a probar que A. < 2. La idea de la prueba

consiste en encontrar una funcién h en Y que satisfaga:

h(2) =0y 0<h(A) <1 para A+ O. (4.4)
Jm h(A) =1y (4.5)
EAh(A,) > h(A) para A€ Y yt > 0. (4.6)

Si se puede encontrar tal funcion, por (4.4) y (4.5) se sigue que:

o(A) = lim E*h(A,).

t—oo

Luego tenemos que o(A) > h(A) por (4.6), de manera que p(\) = o({z}) > h({z}) >
0. Asi, p(A) > 0 y el proceso es ergddico para dicho A. La principal dificultad estara en
encontrar una h apropiada y luego probar (4.6) para esa eleccion. Por otro lado de (4.6)

obtenemos,

EAh(A,) — h(A) > 0
EAh(A;) — E4R(4y) > 0
EAh(A;) — E4R(Ay) \ 9

t
para t > 0, y tomando el limite cuando t — 0 obtenemos que

d
EIE:f“h(fh) li=0> 0, (4.7)

para todo A € Y. Por definicion, (4.7) es equivalente a Q5(0)f(A) = Qf(A) > 0, de

donde podemos escribir, luego de reordenar los términos:

D (A = h(AN)] < AD (Lale = 1) + La(e + 1))[A(A U z) — h(A)] (4.8)

€A g A

o4
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para todo A € Y, y en donde 14(z) es la funcion indicadora de A.
Para encontrar tal h, usaremos la idea de Holley y Liggett (1978), resumida a contin-

uacion:

1. Escoger una h de la forma
h(A) = p{n : n(x) =1 para algin = € A} (4.9)

para alguna medida de probabilidad p en = (con (@) = 0).

2. Escoger p como la medida de renovacion estacionaria correspondiente a cierta den-
sidad de probabilidad f(n) de media finita en {1,2,...}. Esto significa que p € Z y

que si A = {xy,29,...,2,} con 1 < x5 < ... < T, entonces

p{n n(z;) = lparal<i<nyn(z)=0

para todo x ¢ A tal que z; < = < x,} (4.10)
=
k1 K (F)

3. Escoger la densidad de probabilidad f de tal manera que se cumpla la igualdad en

(4.8) para todo A de la forma {1,2,... n}.
Los siguientes tres lemas no permitiran encontrar una h con las propiedades deseadas.

Lema 4.10. Si A > 2, la unica densidad de probabilidad f en {1,2,...} con media finita,
tal que h definida en Y por (4.9) y (4.10) satisface (4.8) cumpliéndose la igualdad para
todo A de la forma A ={1,...,n} estd dada por f(n) = F(n) — F(n+ 1), en donde:

(2n)! 1

P+ 1) = o S i

para n > 0. (4.11)

S10 < XA <2, no existe tal densidad de probabilidad.
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Demostracion. Supongamos que f es una densidad de probabilidad con media finita y

sea F(n) =% .- f(k). Luego, definamos h y p como en (4.9) y (4.10). Entonces

F(1)=1, > F(k)=> nf(n)<oo

y para x € A,
h(A) — h(ANz) = p{n:n(x)=1 para algin x € A}
—p{n :n(y) = 1 para algin y € AN\{z}}

— u{n:n(2) = 1y n(y) = 0 para todo y € AN\{x}}.

Ademas, para A = {1,...,n} y x € A tenemos,

B(A) ~ B(ANE) = pfnn(e) =1y n(y) =0 para todo y € AN}

1 o oo
= m Z Z f(r)f(m—x)]

Lr=x m=n+1

1 (e} o
= W Zf(r) Z f(m—x)]

_ I F(m —
Zl kf Z m=zn+1

A T 1 — 1)

4 o0 kf(k)

h(AU{0}) — h(A) ZAWTM)ZlyM)Zommw®y€A}

S kf an+k:

B = Fn+1)
‘zlkf 2 ) = ray

k:n—i—l
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Anéalogamente,

(AU {n+1}) — h(A) = %

Por hipdtesis, se cumple que (4.8) coincide con la igualdad para A de la forma

{1,....n}, de donde obtenemos
zn:F(k:)F(n—kl—k):Q/\F(nle), n > 1. (4.12)
k=1
Para resolver esta ecuacion con F(1) = 1, introducimos la funcién generadora
$(u) =Y F(n)u". (4.13)
Multiplicando (4.12) por u™*! y sumando para n > 1 obtenemos
¢*(u) = 2X[p(u) — u]
lo que implica que ¢(u) = A + /A% — 2u), pero como ¢'(0) = F(1) = 1, la solucién es
P(u) = X — VA2 — 2u\.

Esta solucion es real y analitica para u < A/2 por lo que el radio de convergencia de (4.13)
es A/2. Luego, F(n) no es sumable si A < 2. Por otro lado, si A > 2, podemos expandir

¢(u) en series de potencias. Para esto, calculamos la derivada (n + 1)-ésima de ¢(u), que

es igual a
2n)! —1-2n
o (u) /\”“—(2””)' (A =2xu)" 2
de donde ¢™*Y)(0) es igual a
2n)! —1-2n  (2n)! 1
(n+1) 0 )\n-‘,—l( )\2 B _
o) 2nn| (A% n! (2A)"
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Asi, considerando que ¢(0) = 0, podemos desarrollar ¢ en serie de potencias y obtener

S (2n)' 1 n+1
o) =2

n=0

Igualando término a término con (4.13), obtenemos

(2n)! 1

Font ) = o i

que nos da (4.11), como se queria. Para terminar, debemos mostrar que F'(n) es decreciente
para que f(n) esté bien definida. Para esto, basta mostrar que F(n+ 1) > F(n + 2) lo

que es equivalente a
\ > 2n + 17
T n+2

que se cumple para A > 2 y n > 0, con lo que terminamos la demostracion. n

Lema 4.11. Supongamos que f es una densidad de probabilidad estrictamente positiva
en {1,2,...} con media finita, y sea ju la correspondiente medida de renovacion definida

en (4.10). Para n > 1, sea pi, la medida en {0,1}2" definida por

pn(:) = p(- [ n(=n) = 1).

Si f{éz)l) es decreciente en n, entonces fi,+1 < f, para todo n > 1.

Demostracion. Desde que p es invariante por traslaciones, es suficiente probar que o < 7.

Ademas, por ser u una medida de renovacion, se tiene que

pln(=2) = 1,n(=1) = 1) = p(-In(=1) = 1),

como medida en {0,1}%", pues
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Considerando esto, es suficiente probar que

pu(:In(=2) = 1,n(=1) = 0) < p(-[n(=1) = 1),

como medidas en {0,1}%". Por el teorema 2.7 es suficiente mostrar que

p{n :n(=2) =1,n(=1) = 0,n(u) = ¢(v) Yu € AN\{=,y},n(z) = 0,77(11) =0}
p{n = n(=2) = 1,n(—1) = 0,n(u) = ¢(u) Vu € AN\{z,y},n(z) =0,n(y) = 1}
o i sn(=1) = 0,n(u) = ¢(u) Vu € AN{z,y},9(z) = 1 l(y) = 0}
~p{n:in(=1) = 0,n(u) = ((u) Vu € AN{z,y},n(z) = 1,n(y) =1}’

siempre que z # vy, 2,y € A={1,...,n} y ¢ € {0,1}2".

Denotemos por uy, ..., ug, u; < u;+1 parat = 1,..., k a las coordenadas de 1 con valor
1 tal que ux < x; v1,..., Uy, v; < V41 Para i = 1,...,n a las coordenadas de 7 con valor
ltalque vy >y v <yywy,..., Wy, w; < w41 parat = 1,...,m a las coordenadas de

n con valor 1 tal que w; > y.
Asumiendo que existe al menos un v, y aplicando la definicion de p, el lado izquierdo

de la desigualdad es equivalente a

Fur42) TTE, fui—wi—1) f(v1—u) TT7y £ (vi—vim1) f (w1 —vn) TT7 f(wi—wi—1)
Flur+2) [Ty Fwi—ui—1) f(v1—ug) [1[g £ (vi—vim1) f (y—vn) fwi—y) [Ty fwi—wi_1)’

que simplificando nos da
f(wl - Un)
f(y - Un)f(wl - y)

Anélogamente, el lado derecho es equivalente a

Flur+1) TT5 o Flui—ui 1) f(@—ug) f (o1 —2) 17y F0i—vi1) f (w1 —vn) [T72, f(wi—wi_1)
Fur+D) [Ty fui—ui—1) fm—ug) f(v1—2) [[7—y F(0i—vio1) f(y—vn) f(w1—y) [Ti%y f(wi—wi—1)’
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que simplificando nos da
Jwy —vy,)
fly—wa)flwr —y)’

por lo que la desigualdad es trivialmente cierta.

En caso de que no existan unos entre = e y, con calculos similares obtenemos,

flwr —uy) < f(x —uy) f(w; — )
fy—un)flwr—y) = flo—u)f(y—2)f(wr —y)
fwr —uy) < flw — )
fy—w) = fly—=x)’

f(n)
f(n+1)°

lo cual es cierto por la hipotesis de monotonicidad sobre por lo que se verifica la

relacion deseada. [

Lema 4.12. Supongamos que X\ > 2 y sea f una densidad de probabilidad en {1,2,...}
con media finita dada por f(n) = F(n)— F(n+1), en donde F' es como en (4.11). Sean h
la funcion definida en (4.9) y p la medida de renovacion definida en (4.10), ambas sobre

Y. Entonces, se satisface (4.8) para todo A €Y.

Demostracion. Sea A € Y, escribimos A = UY_| A;, en donde los A; = [Il; + 1,7; — 1] son
los componentes conexos maximales ordenados de A. Luego r; < l;11 < r1,1 — 1 para todo

i. Para x € Z!, definimos

R(z) = p{frv:v=0en AN(x,00)|n(x) =1}, y (4.14)

Lz) = pw{rv:v=0en AN (—o0,z)n(x) = 1}. (4.15)

Por (4.12), si z € A tenemos

h(A) — h(AN&) = L(@)R(@)u{n: n(z) = 1}.
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Usando esta tltima expresion, la ecuacion (4.8) puede escribirse como

k

> L@)R(x) =AY L) R() + L(r) R(r)]. (4.16)

TEA i=1

La principal dificultad en probar esta desigualdad esté en que el lado izquierdo involu-
cra a L'y R en A, mientras que el lado derecho involucra a L y R en A°. Asi, para poder
probar (4.16) es necesario encontrar algunas identidades que relaciones los valores de L y

Ren Ay A°. Escribamos

p{n:n(z)=1,n=0en AN (z,00)}

— Z u{n:n(x) =n(y) =1,n=0en [AU (z,y)] N (z,00)}

y>x
yEA®

=Y fly—oufn:nly) =1,1=0en [AN (y,00)},

y>x
yEA®

p{n:n(z)=1,n=0en AN (~o0,)}

= Z p{n :n(x) =n(y) =1,n=0en [AU(y,2)] N (—0o0,z)}

y<x
yeA®

=Y fla—yu{n:nly) =1n=0en[AN (~00,y)}.

y<x
yEA®

Luego,

R(x) = > fly—=)R(y) (4.17)

y>x
yeA®

L) = 3 fle—y)Ly). (4.18)

y<x
yeA®

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




* i PONTIFICIA
TESIS PUCP gz_}\gﬁgﬁmo

DEL PERU

Luego, por (4.12)

INf(n) = : F(k)f(n — k) — F(n) (4.19)
para n > 2. Y por (4.17) y (4.19), _
2AR() = 3 AW F(k)f(y SL-B-Fy-1)|. @2
Nuevamente por (4.17),
Zl: R(y)F(y — L) = Zl R(y)F(z — L) f(y — 2). (4.21)
ser: o

Sumando (4.20) y (4.21) y usando (4.17) se obtiene

2AR() = Y RWF(—-)fy—>2)
y>z>l;
yEAC zeA

= Y F(z-1L)R(2).

z>l;
zEA

Similarmente, obtenemos

2AL(r;) = > F(r; — 2)L(2). (4.22)

Por lo tanto, el lado derecho de (4.16) puede escribirse como

k

% Z L(1;) Z F(z—=1)R(z) + R(r;) Z F(r; — 2)L(2)

=1 z>1; 2<r;
z€EA z€A
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Y por (4.17) y (4.18), el lado izquierdo de (4.16) puede escribirse como

3204 L) 3 J(z = )R + Rw) Y fla =)L)

€A 2> 2<x
zEAC zEAC

Luego, (4.16) se sigue de mostrar que i < j < ky u € A implican

[
Y R()f(z—u) < R(rm)F(rm—u),y
l;

Y L) fu—z) < L)F(u—1).

Para obtener estos resultados, es suficiente mostrar que

R(z) < R(rp,) para 1, <2z <lni1, y

L(z) < L(l;) para r;q<z<lI.

Estas desigualdades se siguen del lema 4.11. La asuncion de que f(n)/f(n + 1) es decre-

ciente en n es verificada por célculo directo usando (4.11), de donde se obtiene

) A+ An+1)—(2n-1)

fin+1) 2n—1 A(n+2)—(2n+1)

O
Finalmente, estamos listos para probar el teorema principal:
Teorema 4.13.
(a) N\ <2
(b) Para A > 2,
o(A) = wv{n:n(z) =1 para algin x € A} (4.23)
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> p{n:n(x) =1 para algin x € A}, (4.24)

en donde pu es la medida de renovacion definida en (4.11), y
(c) p(A) >3 +1/5— 55, siA>2.

Demostracion. La partes (a) y (b) son consecuencia de los lemas 4.10-4.12, como se dis-
cutié previamente. La parte (c¢) es un caso particular de (b), para A = {z}, considerando

que para A > 2

1 1 1

) = S T S F R A= Ve

. 1
2)

1 =

1
2
[l

Es importante notar que incluso para A = 2, la medida invariante superior tiene una
densidad sustancial, pues p(\) > 3.

En la siguiente seccion, generalizaremos este resultado para dimensiones mayores.

4.2. Parametro critico en dimensiones mayores

Denotemos ahora por A\; al parametro critico del proceso de contacto d-dimensional.
En particular, ahora \; representa al parametro critico para el proceso de contacto uni-

dimensional.

Teorema 4.14. (a) Sea A; el proceso de contacto d-dimensional (finito) con pardmetro

A, y By el proceso de contacto unidimensional (finito) con pardmetro Ad. Entonces
PO A, # @) > POY(B, £ o) (4.25)

para todo t > 0.

(b) d\g < A1 para todo d > 1.
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Demostracion. Definamos 7y : Z% — Z' definida por

T(T1,. .., Tq) =21+ +2g

Para todo A C Z¢ finito, sea

ma(A) = {my(x) : v € A} C Z".

Para probar la parte (a), supongamos que A C Z% y B C Z' son subconjuntos finitos
tales que B C my(A). Esto implica que para cada y € B existe un z = (z1,...,24) € A

tal que y = m4(A). Construyamos el siguiente acoplamiento entre A, y By:
1. Cada muerte en x € A; esta asociada con una muerte en y = m4(x) € B;.

2. Cada nacimiento en y—1 debido a una particula y € B; esta asociado a cualquiera de

los d nacimientos en el proceso A; en los puntos (1 — 1,29, ..., 24), .., (T1,..., 24—
1).

3. Cada nacimiento en y+1 debido a una particula y € B; esta asociado a cualquiera de

los d nacimientos en el proceso A; en los puntos (z1+1,22,...,24),. .., (T1,..., T4+
1).

4. Los puntos x € A; que no se necesitan para la anterior correspondencia mueren y

generan nacimientos independientemente del proceso B;

Los puntos (2) y (3) son consistentes con el hecho de que el pardmetro del proceso B; es

d veces mayor que el de A;. Este acoplamiento conserva la propiedad de que

B; C ma(A;), para todo t > 0, (4.26)

desde que B C m4(A). Esto implica que

]P({Od}’{o})(At £2) > ]P)({Od}v{o})(Bt ) (4.27)
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Pl (4, # @) > PIOYB, #2), (4.28)
para todo ¢ > 0, como se queria mostrar. Para la parte (b), notemos que
PO (B, # @) > PI%(B, # @,Vt > 0) = PI%(r = 00) = ¢({0}) = p(\d)

Dado € > 0, tomamos A = ’\71 +¢€. Por (a), y considerando que el proceso es ergodico para
este A, obtenemos

P} (A, # @) > PI(B, # @) > p(A\d) > 0

Es decir, con parametro A tenemos que P{Od}(At # &) > 0, por lo que necesariamente

Ag < Ay por ser € arbitrario, concluimos que \; < ’\71, lo que prueba (b). O

Corolario 4.15.

Ad <

ISU N

1

— <

260 |
Demostracion. Por el teorema 4.13, sabemos que A\; < 2, de donde junto con la parte (b)

del teorema 4.14 obtenemos la cota superior Ay < %. La cota inferior A\ > % la obtenemos

de la observacion del final de la subseccion 4.1.1. ]
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Conclusiones

1. El proceso de contacto puede ser construido formalmente a partir de la definicién

de las tasas de transicién del proceso.

2. Las técnicas de monotonicidad, acoplamiento y dualidad son tutiles para la de-
mostracion de resultados acerca de los sistemas de particulas en general y el proceso

de contacto en particular.

3. Existe un cambio de fase en el proceso de contacto para el parametro del proceso
A, que determina el cambio cualitativo entre la ergodicidad del proceso (una sola
medida invariante, la delta de dirac en 7 = 0) y la no ergodicidad (existen dos

medidas invariante extremales).

4. El parametro critico del proceso en dimension d ();), puede ser acotado por

<A <

ISHIG)

13
2d
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