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RESUMEN

El objetivo principal en este trabajo es estudiar el comportamiento asintético en el tiempo

de las soluciones del problema de valor inicial

Oyu + O3u + ad3v + uPOyu + vPOv = 0
O + 03v + adu + vPOv + 0, (uvP) = 0

u(z,0) = up

v (x,0) = vy,

donde « es una constante real menor que 1. El sistema se considera para x € Ry t > 0.
El exponente p es un entero mayor o igual a 1. El sistema tiene la estructura de un par de
ecuaciones de Korteweg-de Vries generalizadas acopladas a través de ambos efectos dispersivos
y no lineales, y es un caso particular del sistema derivado por Gear y Grimshaw como un modelo
para describir la interaccién fuerte de ondas largas débilmente no lineales.

Para esto se demuestra, mediante la teoria de T. Kato para ecuaciones de evolucion cuasi
lineales del tipo hiperbdlico, que el problema estd bien formulado localmente en los espacios
clésicos de Sobolev H* (R) x H* (R) para s > 3. Usando el método de la fase estacionaria
analizamos la parte lineal del sistema y entonces usando la version integral de nuestro problema

se genera el siguiente resultado: existe una constante C' > 0 tal que
(1, 0) @)y, < C A+
cuando t — oo, suponiendo que el dato inicial en ¢t = 0 satisface las condiciones para p > 4 y

la| < 1.
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Introduccion

En la Universidad del Sur de California, efectuaron una serie de experimentos que involucran
la interaccién entre solitones. En estos experimentos ocurre un tipo de interaccion bastante
Curioso.

El experimento consiste en estudiar dos ondas solitarias que se propagan en una direccién a lo
largo de interfases separadas verticalmente en un fluido estratificado y cuyas velocidades de fase
difieren por una cantidad relativamente pequena. Cuando las interfases por las que se propagan
las ondas estan separadas, pero no son muy distantes, aparece el siguiente, y muy peculiar
fenémeno: La energia puede ser transferida de la onda més rdpida, que momentdneamente se
encuentra adelante, a la onda maés lenta, temporalmente atrasada. Si un sistema de referencia se
mueve con el centro de masa de las dos ondas, observamos que en este intercambio de posiciones,
la onda delantera cede energia, y por tanto velocidad, a la onda de atras. Bajo tales condiciones
de resonancia, la energia serd intercambiada alternativamente entre las ondas en la direccién
opuesta a su propagacién, y resultaran saltos sucesivos. Esto es, como si los solitones jugaran
lingo.

Tomando por hipétesis algunas de las caracteristicas de los experimentos y usando las ecua-
ciones de Lagrange para fluidos estratificados, se construyé el modelo

Opu + O3u + ad3v + udyu + Prdyv + 0, (uv) =

0
(0.1)
O + ad3u + 02v + yudu + vV + B0 (uv) =0

donde «, B y v son constantes reales, u = u (z,t) y v = v (x,t) son funciones con valores reales
para x € R, t > 0. El sistema (0.1) tiene la estructura de un par de ecuaciones de Korteweg-de
Vries generalizadas acopladas a través de los efectos no lineales y dispersivos, y describe la
interaccién fuerte entre ondas largas, débilmente no lineales.

Es importante notar que el fenémeno modelado (0.1) no sélo se presenta en fluidos, sino

también en fibras épticas. Esto es de particular importancia, porque si queremos enviar info-

Tesis publicada con autorizacion del autor

SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz}\gﬁg?m

DEL PERU

decir, que los solitones no se separen) se repite el andlisis pero para un sistema acoplado de
ecuaciones de Schrodinger no lineales, el cual describird un par de solitones sincronizados, tal
como los que aparecen en fluidos.

El problema de Cauchy asociado al sistema (0.1) ha sido estudiado por Bona, Ponce, Saut
y Tom [BPST]. Ellos probaron que (0.1) es globalmente bien formulado en H® (R) para s > 1
siempre que |o| < 1. Este resultado fue mejorado posteriormente por Ash, Cohen y Wang
[ACW] cuando mostraron que (0.1) es globalmente bien formulado en £2 (R).

W. Strauss [St] utilizé el método de la fase estacionaria para estudiar el comportamiento
asintotico en el tiempo de la tinica solucién del problema de valor inicial asociado con la ecuacién
de Korteweg-de Vries

Ou+03u+udu=0 xR, t>0

U ('T7 O) = UQ;

consiguiendo demostrar que si u es tal solucidn, existe una constante C' > 0 tal que |lu (z,t)]| <
1
C (14t)” 3 cuando t — 400, siempre que el dato inicial ug sea suficientemente pequeno.
En este trabajo consideraremos un sistema acoplado de ecuaciones generalizadas de Korteweg-

de Vries, més general que (0.1)

oyu + 8§u + aﬁgv + PO u + vPIv = 0
O + O3v + adu + vPO,v + 9y (uvP) = 0

u(z,0) = uo,

v (z,0) = vp.

donde el exponente p es un numero entero mayor o igual que 1, naturalmente se formula la
siguiente pregunta: jes posible obtener un resultado de existencia y unicidad global para (0.2)
usando un procedimiento similar al seguido para (0.1)7

El objetivo principal de la tesis consiste en estudiar el comportamiento asintético en el
tiempo de la solucién del sistema para p > 4. Especificamente, se demostrara que el problema
(0.2) esta bien formulado globalmente en los espacios clasicos de Sobolev H* (R) para s > 3. Se
dice que el problema (0.2) estd bien formulado en H* (R) si éste genera un flujo local continuo en
H* (R) (es decir, si la existencia, unicidad, persistencia y dependencia continua sobre los datos
iniciales se cumplen). Utilizaremos la teoria de T. Kato para demostrar la buena formulacién
local del problema (0.2). El problema esté globalmente bien formulado si el flujo local puede ser
continuado indefinidamente en la variable temporal, definiendo asi una solucién de (0.2) vélida

para todo ¢ > 0. Usando la version integral del problema de Cauchy para (0.2), se estudia el
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comportamiento asintdtico de la solucién para grandes valores de p.

El trabajo esta organizado como sigue, en el primer capitulo se enuncian sin demostracién
la teoria de Kato y algunas desigualdades tutiles para el trabajo posterior. En el capitulo 2 se
demuestra que el problema de valor inicial lineal asociado a (0.2) tiene solucién unica.

En el tercer capitulo se estudia la buena formulacion local utilizando la teoria de T. Kato
para ecuaciones de evolucién cuasi lineales, es decir se verifica que el problema satisface las
hipotesis de Kato. En el ltimo capitulo, mediante los estimados a priori se demuestra la exis-
tencia global de las soluciones, las cuales se usan para el analisis del comportamiento asintotico
de las soluciones para p > 4. Al final de este trabajo, se incluyen dos apéndices sobre los
espacios de Sobolev generalizados y los semigrupos de operadores lineales.

Finalmente, expreso mi especial y profundo agradecimiento al Prof. Juan Montealegre Scott

por haber dedicado su valioso tiempo en el asesoramiento de todo este trabajo.

Tesis publicada con autorizacion del autor

SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




\\\\ENEQ&

Tl % | N paD
TESIS PUCP a—% e

DEL PERU

Notaciones

X, Y espacios de Banach

B (X,Y) espacio de operadores lineales acotados de X en Y’
B(X)=B(X,X)

C ([0,T],X) espacio de funciones continuas de [0,7] en X

C1 ([0,T], X) espacio de funciones continuamente diferenciables de [0,7] en X
D (A) dominio de los operadores lineales A.

[A, B] AB BA conmutador de los operadores Ay B
=~ z{x
u( x) dz transformada de Fourier

T Vor /

V

u () €) d¢ transformada inversa de Fourier

- i e

C* (R) espacio de las funciones continuas diferenciables de orden k en R

*(R) = ﬂ C* (R) espacio de las funciones infinitamente diferenciables en R
k>0
Ck (R) espacio de funciones de clase C* con soporte compacto

S (R) espacio de Schartz en R
S’ (R) espacio de las distribuciones temperadas en R
L? (R) espacio de Lebesgue en R de orden p, 1 < p < oo
|-l norma en L (R)
L*> (R) espacio de las funciones medibles escencialmente acotadas en R
Il norma en L (R)
J = (1- 82)5/ potencial de Bessel de orden —s
H; (R) = J °LP (R) espacio de Sobolev de orden s con base en L? (R)
H* (R) = Hj (R) espacio de Sobolev de orden s con base en L? (R).
(-, 2 producto interno en L? (R)
I, = 1% = Norma en H* (R)
gy = 1%l norma en £ (R)
H* (R) = H* (R) x H* (R) espacio producto de H®* (R) por H* (R)
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H, (R) = Hy (R) x H, (R) espacio producto de H; (R) por H; (R)

LP(R) = LP (R) x LP (R) espacio producto de L? (R) por L? (R)
(-, )sxs = (-,)s + (-, *)s producto interno en H* (R)

3% = 113 + [1-13 norma en H* (R)

135 = 113 + 15 norma en 73 (R).
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Capitulo 1

Preliminares

El capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la primera seccién enunciamos sin
demostracién los resultados de la teoria de Kato. Estos son formulados de una manera liger-
amente diferente a [K1], pero acorde a nuestras necesidades actuales. En la siguiente seccién,

enunciamos sin demostracion algunas desigualdades tutiles que usaremos en el trabajo.

1.1. Teorema de Kato para problemas de evolucién cuasi lineales.

El contexto analitico-funcional de la teoria de Kato consiste de un par de espacios de Banach
reflexivos X e Y, donde Y estd contenido en X con la inyeccién continua y densa. El papel
central en la teoria lo desempefnia un isomorfismo suryectivo S : ¥ — X, con las normas de los
espacios elegidas de tal forma que S sea una isometria. La teoria se aplica al problema de valor
inicial

ou+Au)u=0, 0<t<T
u (0) = up.

(1.1)

asociado con una ecuacion de evolucion cuasi lineal del tipo hiperbdlico en un espacio de Banach
X, en donde ug € Y es un valor inicial dado.

Formulamos las siguientes hipétesis:

(X) Sean X e Y dos espacios de Banach reflexivos tales que Y estd contenido densamente y
continuamente en X . Ademds existe un isomorfismo S : ¥ — X y la norma de Y es

escogida de forma que S sea una isometria.

(A1) Si W es una bola abierta en Y y w un nimero real, para cada y € W el operador —A (y)
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es el generador de un semigrupo fuertemente continuo en X tal que

He*SA(y)HB(X) <e¥, s>0,yeW.

(A2) Para cada y € W, tenemos
SA(y) S =A@ +B ),

donde B (y) € B(X) y [[B()llgx) < Ap con Ap > 0 una constante. Ademds, existe
up > 0 tal que

1B (y1) = B (92)llpx)y < ms llyr — v2lly
para todo y1,y2 € W.

(A3) Para cada y € W tenemos que A(y) € B(Y,X), en el sentido que Y C D(A(y)) v
A(y)ly € B(Y,X). La aplicacién y € W — A(y) es Lipschitz continua en B(Y, X); es

decir, existe p4 > 0 tal que

14 (52) — A @2l < o v — w2y

para todo y1,y2 € W.

Teorema 1.1. Supongamos que en el problema de valor inicial (1.1) las hipdtesis (X), (A1),

(A2) y (A3) son satisfechas. Siug € W, existen T' =T (||uo|ly) € 10,To] y
we C([0,T],Y)nC ([0,T], X)

tinica solucién de (1.1). Ademads, existe T1 € |0,Tp] y la funcién ¥ :' Y — C([0,T1],Y) N
C1([0,T1],X) tal que ¥ (ug) = u es continua.

En caso que el operador A (y) estuviera definido para todo y € Y, W puede ser elegida como
una bola arbitraria de centro 0, entonces las constantes w, Ap, pua y pp dependeréan solamente
del radio de la bola.

Cuando X es un espacio de Hilbert, una condiciéon necesaria y suficiente para que un oper-
ador —A : D(A) C X — X sea el generador de un semigrupo de tipo (1,w) es presentada en la

proposiciéon B.14.
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1.2. Desigualdades tiles.

Proposicién 1.2. Si &, n € R, entonces existe C = C (t) > 0 tal que

(o) o) ) e

[§—nl.
En la prueba de esta proposicién se usa el Teorema del Valor Medio. Ver [F].

Proposicién 1.3 (Desigualdad de Young). Si a, b y € son niimeros reales positivos, en-
tonces

ab < ea? 4+ C (g) b?

q

—aq/p
dondeC(e)z%ylSp,qgoo.

El resultado es una consecuencia de la convexidad de la funcién logaritmo. Ver [F].

Proposicién 1.4 (Gagliardo-Nirenberg). Sean 1 < p, ¢, r < 0o y sean j, m dos enteros,

i (1 ) 1-0
S_j=0(=—m)+
p q r

0<j<m. Si

para algin 0 € [”7, 1}, entonces existe ¢ = c¢(m, j,0,p,q,r) tal que para toda u € D (R") se
m

cumple que

1-6

Jull -

0
&
jo°ull o < e Y [0%] |

|8]=m

con |a| = j.
Ver el teorema 9.3. de [Fr].

Proposicién 1.5. Si f € S(R") entonces

0 1-6
I1D*flle < ellD* fllLoo 1D fll Loy s

donde pg, p1 € ]1,00[, so, s1 € R, s =0sp+ (1 —0) s1 y%: p%—l— (1};9), 0 <6 <1. Ademas, si

S0, s1 € [0, 00| entonces

0 1-0
172l e < ellT* fllzno 177 fll v -

Ver [BL], capitulo 6, teorema 6.4.5 parte 7.
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Proposicién 1.6. Si f, g€ S(R"), s >0y 1< p< ooy, entonces

172 (Dl o < ¢ fllpon 17790 oo + 17 f 1l 2os 191l o)

1175 £ gllo < ¢ (10£1]m

Js—lg‘

oo F I Lo gl o )

donde pa, p3 € ]1,00[ ¥ p1, pa son tales que p% + p% =1_

1
p p3+

1
P4’
Ver apéndice de [KP].
Proposicién 1.7. Sea m (t) una funcién continua de valor real no negativa tal que existen
constantes positivas o, a1 y B, B2, ¥y

m (t) < ag + aym (t) exp (ﬂgmﬁﬁrl (t))

para cualquier t en un intervalo conteniendo at = 0, donde 31 > 1. Sim (0) < ag y el producto

o, a1 es suficientemente pequeno, entonces en el mismo intervalo m (t) es acotado.
Ver [St], lema 3.7.

Proposicién 1.8. Sean «g, a1, $1 > 0 que satisfacen

agtar - =21, a0> 061001 2>

ag > Prsiag =1, a1 > P1 siag=1.

Entonces, tenemos

t
sup / (L4+6) (14t —5) 7 (145) " ds < +00.
0<t<+o0 JO

La prueba de esta proposicién se encuentra en [R], pag. 90.

Proposicién 1.9. Supongamos que ¢ € C} (R) tal que ‘(;5” (f)‘ > 1 sobre el soporte de 1.

o)

Entonces

[ 00 (€ de| < A2 (il +

donde la constante c es independiente de X\, ¢ y .
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Capitulo 2

El problema lineal

En este capitulo se estudia la parte lineal del sistema (0.2),

O+ O3u+ adv =0

(2.1)
O + O3 + adiu =0
con |a| < 1y con las condiciones iniciales
u(0) =u
(0) = uo )
v (0) =wp
Con este fin, escribimos el problema (2.1) - (2.2) en la forma vectorial
U+ AU =0
' 1 (2.3)
U (0) =Uy
donde U = (u,v), Uy = (up,vo) y definimos el operador matricial Ay por
D (4) = H* (R
(40) = 7* (R) o

AU = (=03u — ad3v, —02v — ad3u)

Tenemos entonces la siguiente proposicion.
Proposicién 2.1. —A es el generador de un semigrupo de contracciones en £L? (R).

Prueba. Probemos que Ay es antiadjunto, es decir, (AU, V) so = — (U, AgV') ;2 para todo
U = (u1,u2) , V= (v1,v2) € H* (R), pues
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= <—8§u1,v1>L2 + <—a8§uQ,vl>L2 + <—8gUQ,U2>L2 -+ <—a8§u1,v2>L2

<u1, 83v1> <uz, —a@i’vl>L2 — <u2, —8§v2>L2 — <u1, —a8§v2>L2
= <u1, —837)1 - 04831)2>L <u2, —aagvl - 8§7}2>L2
-

Uy, ug) (831)170@31)2, a83v1 83v2>>£2

: k _ k 2
donde se ha usado la propiedad <8xu,v>L2 =(-1) <u,8$v>L2.
En consecuencia —Ag es el generador de un semigrupo de contracciones en £2 (R). |
Ahora resolvemos el sistema (2.3) mediante la transformada de Fourier en la variable espacial

¢ v obtenemos

> Y (2.5)
U (0) = U (£)
donde
me-( €
Yy
b (6) = up (§)
0 (§)
Entonces la solucién de (2.5) es
U (¢) = eSO () (2.6)
y los autovalores de —Ag (€) son las raices de la ecuacion
N =28+ (a2 = 1) " =0 (2.7)
es decir,
A =i (1+a) vy A (§=i(1-a). (2.8)

Los autovectores asociados a (2.8) se obtienen de la ecuacién

(~Ao (&) = A1)V =0
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y son
1 1
Uyt = Y U\- = . (2.9)
1 -1
Luego, sea C = la matriz que diagonaliza a 6_23(5)’e tal que
1 -1
e A©F — cpto (2.10)
AT(E) . =
donde J = es la forma canénica de Jordan de la matriz —Ay (§), luego,
0 A (9
(e = T, ()
. ei£3(1+a)t 0 C—lfj\ (5)
N 0 (i€ (1-a)t 0
11 A o 11\ -
== Uo (§)
211 1 0 N © 1 -1
1 e)‘+ (g)t =+ e>‘_ (f)t e)‘+ (E)t - 6)‘_ (S)t /ﬁa (E)
Co2| @@ 2Ot © | | T
(ews)t + eA—(s)t> g (€) + (6A+(£)t 4 eA—(s)t> @ (€)
= = = B (2.11)
2 (eﬁ(f)t Nyt (£)t) W (€) + (eﬁ ©)t 4 oA (£)t) 7o (€)
Considerando a los multiplicadores de Fourier E* (t) definidos por
— 1 .
B+ (t)uo (§) = 3¢ 95 (€) (2.12)

donde A* (€) = i3 (14 a).

Luego, escribimos (2.11) como

0 () = (E+/(t\) o + E= (1) Uo) (&) + (E+/(t\) v — B~ (1) Uo) €3] (2.13)
(E”L/(t\) uo — E= (1) Uo) (&) + (E+/(t\) v+ E- (1) Uo) €3]

y tomando la transformada inversa de Fourier a (2.13) se tiene que

U(t) = . 2.14
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Teorema 2.2. EI semigrupo de contracciones {W (t)},5, en H*(R), s > 0 generado por el

operador — Ag satisface

W= [ B OFE w0 - 0)u
+ —E~ U V)

+ E-
(B (1) () uo + (BT () + E~ () vo

para todo Uy = (ug,vg) € H* (R), en donde E* (t) son los multiplicadores de Fourier definidos
en (2.12). Ademds, la funcién W (t) Uy : R§ — H* (R) es la tinica solucién del problema (2.1).

La prueba de este teorema es consecuencia de los resultado obtenidos anteriormente.

Antes de concluir con el capitulo, notemos que en este caso no es posible resolver el problema
(0.2) de manera tradicional, es decir, reducirlo a una ecuacién integral y aplicar el teorema del
punto fijo de Banach. En efecto, es facil verificar que (0.2) es, al menos formalmente, equivalente

a

U(t):W(t)UO—/OtW(t—T)F(U(T)) dr

en donde {W (t)},~, es el semigrupo de contracciones en H*(R), s € R, generado por el

operador matricial —Ag y
F(U) = (uPdyu + vP0yv, vP 830 + Oy (ur?)) .

Ahora, si U € C([0,T],H* (R)) entonces F (U) € C ([0,T],H*"1 (R)) y W (t—7) aplica

H5~1 (R) en sf mismo y no en H* (R). En consecuencia, la aplicacién
t
(TU) (t) = W (1) Uo—/ W (t —7)F (U (7)) dr
0

no transforma C ([0, 7], H* (R)) en si mismo de modo que el teorema del punto fijo de Banach

no puede ser aplicado.
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Capitulo 3

Buena formulacion local

En este capitulo demostraremos la buena formulacién local del problema de valor inicial (0.2).

Con este fin lo escribimos en la forma

aU + AUYU =0
U (0) = Up. '

(3.1)

donde el operador

A(Z)U = AU + Ay (2)U

siendo Ay el operador definido en (2.4) y
A (Z)U = (—ypamu — 2P0y, —2P0pu — 2POyv — pyzp_laxv)

para Z = (ya Z)a U= (U7U) y Up = (’LL(],’U()).

Usaremos el Teorema de Kato 1.1 para probar el teorema siguiente.

Teorema 3.1. Si Uy € H* (R) con s > 3, entonces existen Ty = (HUOHSXS) >0y
U e (0,71 (R)NC([0,T],£* (R))

tinica solucion del problema de valor inicial (3.1). Ademas, U depende continuamente del dato

inicial Uy en el sentido que la aplicacion

Uy € H(R) = U € C(0,7], 1 (R) N C" ([0,T], £ (R))
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En las siguientes secciones verificaremos el cumplimiento de las hipétesis del teorema 1.1.

3.1. Hipdtesis X.

Sean

X =L*R)

Y = H* (R)

donde s > 3 es un nimero real fijo. Sabemos que H* (R) estd contenido en £2 (R) densamente

y continuamente. Definimos en H* (R) el operador S por
SU = (J°u, J°v) para U = (u,v) € H*(R).
Teorema 3.2. S € B(H* (R),£? (R)) es un isomorfismo isométrico.
Prueba. Obviamente S es lineal y R (S) C £2 (R) pues para cada U € H?® (R) tenemos
ISUIIZ2 = 1 7°ullz2 + |7°0]I72 = llull; + [lol5 < oe. (3.2)

Ademas, de (3.2) resulta que S es una isometria (en consecuencia inyectivo) con imagen R(.S)
cerrada.
También S es un operador suryectivo, pues si V = (vi,v2) € Cg° (R) x C§° (R) entonces

U = (J v, J %vy) satisface SU =V y U € H* (R) pues

1Ul2e = 1T 0nll5 #1702l = 7T~ vl|7o 4 7272l

SXS8

L R e A L R

2
= [[V[z2 < o0

Por lo tanto C§°(R) x C§°(R) € R(S). Luego tomando la clausura en £2 (R)

L2R) _ 5o LA(R)

RSN cF®R)

£?(R) = C*(R)xC°(R)

tenemos que R(S) = R(S) = L2 (R). Por lo tanto S es un isomorfismo isométrico. [ |
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3.2. Hipétesis Al.

un numero real fijo y

Sean R > ||Up||

SXS
W =Br(0)={Z e R):|Z|,., <R}
Para cada Z = (y, z) € W definimos el operador A; (Z) por

D (A1 (%)) =M1 (R)
AL (Z2)U = (—yPOyu — 2POyv, —2POpu — 2POyv — pyzP~10,0) .

Probemos ahora los siguientes lemas.

Lema 3.3. Siy € H*(R) con s >3 y ||y||, < R, entonces 0,y es continua y acotada; ademaés,
109"l oo < Myl < AR

donde A = sup |pyP~! (z)].
zeR

Prueba. Tenemos 9,y € H*! (R), pues y € H*(R) y como s > 3 se sigue que 9,y €
L>(R) con
102yl oo < K |Oayll—q < K [yl -

Entonces

1027 | e = sUp |87 (2)] = sup [py"~" (@) Doy (2)] < 10yl sup |py"~" (2)] < Ay,
zeR zeR zeR

donde A = sup |py? ! (z)| < oo pues |jy||, < R. [ |
zeR

Lema 3.4. Siy € H*(R) con s > 3 y |ly|l, < R, entonces 9, (y2P~!) es continua, acotada y

existen p > 0 tal que

o3 <2

Prueba. Se tiene que

0o (y2#71) = 271 (@) Day + (0 — 1)y 20,2
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Se sabe que d,w € H*"' (R) si w € H* (R) con s > 3. Entonces

Hax (yzpfl) H = sup |22 (z) Oy + (p — 1)yzp*28$z‘
Lee zeR
< sup | (2) ()] + sup (0~ Dy() 7 (x) D2 (w)
zeR z€R
< [0yl g sup [ ()| + 11022l e 5P (0 = D)2 ()]
zeR zeR
< <sup 71 ()] + sup | (p — y(x) 2 <x>\) R
z€R ze€R
= 2uR
donde 2y = sup |zP71 (z)] + sup |(p — Vy(z)zP~2 (z)]. [ |
zeR zeR

Proposicién 3.5. Para cada Z € W el operador Ay (Z)—wl es disipativo en L% (R) para todo
w > (A +pp)R, siendo X\ y p las constantes dadas en los lemas 3.3 y 3.4.

Prueba. Para todo U = (u,v) € D(A; (Z)) tenemos
(41 (2) =wD) U,U) g2 = (41 (2) U, U) 2 = w U]l 2 (3:3)
Pero

(A1 (2) U, U>52 = — (yPOru + ZPOyv, u>L2
— <Zp8:cu + 2P0,v + pyzP Lo, v>L2
= = <ypa$u7 u>L2 rg <Zpam'U, U>L2

—(2POu, ) 2 — (2P0, V) 12 — (pyzP tOpv,v) . 3.4
L L L2

Por la definicién de (-, -);2, integracién por partes y el lema 3.3

1
~ o = — [ @ u@) o) de= =3 [ (@) 00 (@) da
R
"3 5 [0 @0 (@) do < 51007 [ Ju(@)] *da
<l / u @) *de < 55 Jullf (35)
y por la simetria de las expresiones se tiene que
A AR
{00, 0) 12 < 5 el ol < 5 ol (36)

Tesis publicada con autorizacion del autor

SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_}\(leLl}gIEAD

DEL PERU

en forma andloga a (3.5) se calcula

— (2POyv,u) 2 = —/Rzp () Opv (z) u(x) dm:/ Oz (2P (2)u(z))v(x) do
= /R P (2) Opv (2 d:z;+/ x) 0,27 (z) dx.

Ahora sumando las expresiones — (2P0,v,u) ;2 — (2P0yu,v) ;2 y usando el lema (3.3) se obtiene

—(2POv,u) 2 — (ZPOu, V)2 = /RU () u(z) 0z2° (x) dx

< 510027 [ 20() u(o)ds
< 510, (/ D)do+ [ (@)do)
1
= 2 10e2l e (o + [lolz2) (3.7)

nuevamente, por la definicién de (-,-) ;. e integracién por partes,

(v, = —p [ 7 @) @) u@) O () do
= / P ) Opu? () dx
-z /R 0 [y (= z(x)} u? (z) dx

iz (yp_lz>HLoo/Ru2 (z) dx

pues y, z € H* (R), s > 3 implica que y?~ 'z € H*(R) y 9,y* 12 € H*"1 (R) C C (R) y por el

2

IA

lema 3.4 se obtiene

—(py* '20u,u) < L /R u? () do < ppR |[ull 2 < puR (full 2 + 0] ). (38)

Usando los estimados de (3.5) al (3.8) en (3.4) obtenemos
AR AR
(AL (D) UU) 2 < 5 ullze $ 27 H 122+ 55 (Ul 2 + 11l 2) + 2R (lull g2 + (o]l 2)

y teniendo en cuenta que ||U||%: = |jul/72 + ||v]/7z,

(A1 (2)U,U) g2 < AR||U |22 + ppR U |22 = (A + pp) R||U |22 -
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Asi, en (3.3) se obtiene
(AL(2) =wD) U,U) 2 < A+ pu) [[UNIZ2 = w [Ul|Z2 = (A + pp) R = w) U] 22

pero por hipétesis (A + pu) R —w < 0, por tanto (A1 (Z2) —wI) U, U) 2 <0. u

Proposicién 3.6. Siw > (A + pu) R, entonces existen constantes ¢1 € [0, 1] y co > 0 tales que
1(A1(Z2) —=wD) Ul 2 < 1 [[AoU |l g2 + c2 [|U]| 2

para todo U € D (Ay). Es decir, A (Z) —wl es Ay acotado.

Prueba. Sea U = (u,v) € D (Ap), por la desigualdad triangular
141 (Z2)U = Uz < | A1 (2) Ui, +wllUll, - (3.9)
Usando la desigualdad ||U|| ;2 < |Jul| 2 + ||v]| 2 obtenemos

141 (2) Ull gz < lly" 00t + 20,0l| 2 + 4200t + 27050 + pyzP~ D

‘LQ . (3.10)

Estimando (3.10) y teniendo en cuenta que y € H*(R) con |ly||, < R entonces [|yP| ;e <

ly7|l, < RP, en forma similar para z € H*(R) se tiene ||2P|| < [|2P]|, < RP, luego

4702w + 2P0pvl 2 < |lyPOrull e + [|270xv]l 12
< 9Pl e 10wl 2 + 1127] oo 10201 22
< R7||0zull 2 + RP (|0,

= R ([[0zull g2 + 1020l 2) - (3.11)

Por la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg obtenemos

1 2 1 2
l0ull e < M |03ul?, ullfe v 10wvlle < M 0307, ol (3.12)
| de la desigualdad de Y 1 ti
uego € la desigualdas e Youn ara € = ———— Se tiene
20, g gp S(RP £ 1)
l0sullz < e [03u| , +CE Nl v 0wl <e|0dv] , +C @l
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Asi tenemos las desigualdades

1 3
192lz2 < gy 2] 2 + € ) o
y
1 3
102012 < gy 950 o + € @ olle-
Por lo tanto, en (3.11) resulta
1
ot 2ols < R [gts o], +C @l
1
D | B wa B | 3
B | 080 + 0 @ ol
L1y 53 3
< 5 [lo2]),. + |820] L] + BPC @ Tallze + 0l ). (3.13)
Anélogamente,
Hzpaxu + 2PO,v + py2P 1o o |2P0zul| 12 + || 2P0 12 + przpfl(‘?xv L
< 2Pl oo 19zl L2 + 11271 oo [|0z0]l 2
+pHyzp_1HLoo 1050 2
< Nl W0sullze + (112 + pllpll, 1212 osvll2
< RP|0zull 2 4+ (1 4 p) RP[|0pv]| 2
< (1+p) B (100l 2 + 1000112) (3.14)
. 1
nuevamente por la desigualdad de Young para e; = m con N = (1+p)RP y reem-
plazando en (3.12)
l0sull 2 < e 3u] L+ C )l v 0wl < e |030] L +C ) ol

luego en (3.14) se tiene

Hzp(?qurzpaxanpyzp*l@xv L S N(E1‘8§’u . HC ) HUHLz)
+N (1030, +C ) Ivll2)
1
< 3
1
+N azv| , +C (1) vl
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< 5(

3 3
O,u Oy

it

| L)+ NC () (ullz + 0] 12)

(3.15)
ahora, sustituyendo (3.13) y (3.15) en (3.10) y usando la desigualdad

[ullpz + [0l < 21U 22

obtenemos
1A @)Ul < (82, + 03] ) + RPC©) (lull o + ol )
1 L2 = ] T 12 V| 12 L2 L2
1
+5 (82u] . + 020 ) + NC ) e + ol 2)
1
< 7 (|8, + [820],.) + (®PC @+ NC ) (lulz + 1vl2)
1
< 5 (03], + 830] ) + B (Ul 2 + loll )
1 3 3
< 5 [(03u )|, + 2810w, vl
1
= 54Ul z + 28Ul (3.16)

donde 8 = RPC' (¢) + NC' (1) es una constante positiva. Finalmente, reemplazando (3.16) en

(3.9) se obtiene

A1 (Z2)U =wUll2 < [[A1(Z2)Ullgz +w U]l 2
1
< 5 140Ul 2 + 261Ul g2 + w Ul 2
1
= AUl + (284 ) U]
= allAUlz + 2 U] 22
donde ¢; = % y ¢2 = 23+ w. Por lo tanto, Ay (Z) —wl es Ay acotado. [ ]

Teorema 3.7. Para cada Z € W, —A(Z) es el generador de un semigrupo en £ (R) de tipo
(1,w), donde w < (A + pu) R.

Prueba. Tenemos que Ay es el generador de un semigrupo de contracciones en X, Ay (Z)—
wl es disipativo en X para todo w > (A +pu) R, D(Ag) C D(A1(Z)) y A1(Z) —wl es Ag
acotado. Entonces, por el teorema de perturbacién de generadores B.12 dado en el apéndice
de este trabajo, Ay + A1 (Z) — wl genera un semigrupo de contracciones en X. Por lo tanto,

»— 0
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3.3. Hipdtesis A2.

Para Z y U definimos
My (Z2)U = (y”u—i—zpv,zpu—l—zpv —i—pyz”_1v> , (3.17)
entonces

A (2)U = (—yp(?xu — 2P0 v, —2P0,u — PO — pyzpflawv)
= Mu(Z2) (—0yu, —0v)

= My (2)(-0,.U0). (3.18)
Escribiremos para abreviar, M4 en lugar de M4 (Z). Luegosi U € S (R) x S (R) y usando que
OFSU = 89U paraU e S(R) x S(R) y k€ N,
obtenemos

[SA(Z)—A(Z)S|U = [S(Ag+A1(Z2))— (Ao+ A1 (2))S|U
= S(AU+ AL (Z)U) — (Ao + Ay (2)) SU
= SAU + SA; (Z)U—AOSU—Al (Z) SU.

Pero
SAU = ASU = (=J03u — J*adv, —J*adju — J*Ov)
- (—6§J5u — ad3J%, —ad3 T — 8§J5v)
= (—Jsﬁg’u + 2 J%u — JSadv + add T,
—Jfadu + add T u — JEO + 8§Jsv>
= (0,0),
entonces

[SA(Z) — A(Z)S|U = SA1(Z)U — Ay (2) SU
= SMa(=9,U) — My (—8,U) S

Tesis publicada con autorizacion del autor

SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_}\(leLl}gIEAD

DEL PERU

= [SMa — MyS](-0,U). (3.19)
Sea M, el operador de multiplicacién tal que
Myu(x) = a(z)u(x)

donde a es una funcién continua y acotada y M, € B (H* (R)).

Lema 3.8. Para todo u € S (R) se cumple que
I(J* My = Mo J®) ul| 2 < s¢s lall Jull s -
Prueba. Sea u € S (R), entonces
[(J5 M, — MaJ*) ul () = J*Mqu (§) — MgJ*u (€).

Pero

para toda u € S (R), luego

[(J*M, — M J5)u) (€) = J*Mau

I
—
/N
—_
+
Iy

[\
N——
/N

—
3
[\
N——
vl
~
[E—
)
—~
72"

\
=
~—

)
—
=
~—

U
=
—

@

[\]

=)
~

Por la proposicién 1.2 tenemos
s/2 s/2 (s—1)/2 (s—1)/2
’(1+£2) ~(1+7%) ’38[(1%2) +(1+7%) }\é—n!. (3.21)
Luego, si hacemos g (§) = [¢] |a (§)| y sustituimos (3.21) en (3.20) obtenemos

(M= sy @] < s [ [(1+8) 7 4 (140 T G - mjanlan
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= [ (1+&)" s -namia

[ ()T g dn
R

= shi(§) +sI2(8), (3.22)

ahora calculando las integrales

n©= [ (1+)" " g - w @) n

B©= [ (1+07)" " 5w @)

y haciendo f1 (1) = | (n)], se tiene que

n© = (1+&)" [ge-nFima
- (1+)"" 5+R) ©

(s—1)/2 —

= (1+8)" T ©®.

Luego
s—1 | — 2 2
1003 = [ (1+€)" |ofi O de = lofilley < gl 12,

pues H*~1 (R) es un algebra dado que s — 1 > 2. Pero,

1Al = [ (1+&) Rl s = [ (1+€) T mErd =l

lgli3_s = /R (1+€)" g de < /R (1+€) @l de = [lal.

Por tanto,

Il gz < es—allall lull -y - (3.23)

En forma andloga, calculamos I (€) con la sustitucién fo (1) = (1+ n2)(s_1)/2 |t (n)], luego

L) = [ 3¢ -nfmdn=(5+7) (©

y por la desigualdad de Young, tenemos
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en donde
|20, = [ (&) P s = i,
y
e = [ [a@©lds= [ lelfa©lds
1 21/2
:/Mui;mrum
2 (12 e\ i ien e @\
< ([e(re)morae) </R(1+s2>1/2>
< wllall,,
luego
1Bl < 7 lally Jully—y < 7 fall, el - (3.24)

Por lo tanto, de (3.22), (3.23) y (3.24) obtenemos que
(7 My = Mo *) 2 = [(*Mo — M) ]!

Lo < scslal Jlull,_s. =

Proposicién 3.9. Para todo U € S (R) xS (R) se cumple que

IISA(Z) = A(2) 51Ul g2 < 25C; [ Mall, [|U]]

SXs

Prueba. De (3.17) y (3.18) se tiene

(SMyg—MaS)U = SMuU — MaSU
= (szpu—l—Jszpv,Jszpu—l—Jszpv—{—Jspyzp_lv) —
(prSu+szSU,sz5u+sz5v —i—pyzp_lev)
= ((JoY" —yPT°)u+ (J°2P — 2P J%)v

(J°2P — 2P J%)u+ [JS (z” —i—pyzp_l) - (zp +pyzp_1) Js} v) .
Luego, por la desigualdad triangular de la norma en L?,

[(SMa = MaS)Ullpz = [I(Jy" = yPJ%) u (J°27 = 2P J%) ]| o

+]

(J%2P — 2P J%)u + {JS (zp +pyzp_1) - (zp +pyzp_1) Js] Y|,

< (" =PI ) ullpz + 1(J72P = 2P T%) vl 2 + [[(J°27 = 2PJ°) wl|
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Por el lema 3.8 y teniendo en cuenta que ||y”||, < RP tenemos los siguientes estimados para

cada uno de los términos en (3.25)

Iy = P T ) ullpe < sCs [l Mlull—y < sCsRP Jull,_y (3.26)

s—1 —

17227 = 2P %) wll o < sCs [[2P[], Nlvll -y < sCsRP [Joll,—y (3.27)

122 — 2P0 ull o < sCa |12, lull oy < SO lull,y

y
[[7 (& +puert) = (7 ™) Pl < sl my ! ol
< G (17l +p [y ) o,y
< sCs(1+p)R? ||oll,_; , (3.28)

reemplazando (3.26) al (3.28)en (3.25), simplificando y usando la equivalencia

2 2 1/2
el llollyy < 2 (lal_y + l10l220) ™ = 200 yuony

tenemos

I(SMa = MaS) Ul < Co 92l lully—y + sCs 1221, ol
+5Cs |21, -y + 5Cs |27 + py=~"| ol
= 5O (Il + 1271 -y
+5C (1127, + ||27 + py="| ) vl
< 5Cs (Il + 201271, + |27 + g2~ ) llul,y
+5Cs (Il971l, + 20121, + |22 + oy ) ol
< sCo | Mall, (lull—y + Il )
< 86 [|Mall g5 10Ul 51y (s—1) -

Por tanto, de (3.19) obtenemos

I1SA(2) = A(Z) S1U| 2 < [II(SMa = MaS) UJ(=0:U)|| g2 < 25C; [[Mal|, |U]]

SXS
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para todo U € S (R) xS (R). [ |

Ahora para cada Z € W, definimos el operador lineal B (Z) por

B(Z)U =[SA(Z) — A(Z)S]8~'U.

Entonces, para todo U € S (R) xS (R) tenemos por la proposicién 3.9 que

|B2)U|, <25Cs |Mal,

—1
ST < 25Cy | Mall, U]l 2 -

Asi, B (Z) es un operador lineal acotado. Como S (R) xS (R) es denso en £2 (R), extendemos
B(Z) a £?(R) por continuidad y obtenemos el operador lineal B (Z) € B (£? (R)) tal que

1B (2)llc2qmy < 25Cs |Mall, = A

para todo Z € W.

Proposicién 3.10. Para cada Z € W tenemos que D (SA(Z)S™) =D (A(Z)) y
SA(Z)S™'=A(Z)+B(2).

Prueba. Sea Z € W ,U € D(A(Z)) = H*(R) y {Uy},,en una sucesién en S (R) xS (R)
tal que U, — U en H3 (R). Entonces

A(Z)S7 Wy = ST [A(Z2) Uy + B(2) U (3.29)

y por la densidad de S (R) xS (R) en H?3 (R) se tiene que B (Z)U = nanéOE (Z)U,. Ademss,

S7IU = lim S71U, estaen L2 (R) y como A (Z) es un operador cerrado tenemos que S~U €

D(A(2))y

2
A(Z)S7'U, gLyl (Z) S™'U cuando n — oo. (3.30)

Entonces tenemos la siguiente afirmacién
—17; L£2R) (1
AZ)S™ U, — ST [A(Z)U + B(Z)U] cuando n — oo, (3.31)

pues,
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y por (3.29) se cumple la afirmacién. Luego, por la unicidad del limite en (3.30) y (3.31)

tenemos la siguiente igualdad
A(Z)ST'U=S"'[A(Z)U+B(2)U] € H*(R) xH* (R).
Entonces U € D (SA(Z)S 1) y
SA(Z)S™'=A(Z)+B(2),

esto prueba que SA(Z)S~! es una extension de A(Z) + B (Z). Ademss, si A > w entonces
rep(A(2)y

S[A(Z) - M|ST'U=A(Z)U+ B(Z)U —\U para U € H*(R).

Por lo tanto,

S[A(Z)=M|S™'=A(Z)+B(Z) -\

de donde
SA(Z)S~'=A(Z)+ B(Z2). |

Proposicion 3.11. Existe ug > 0 tal que
1B (Z1) = B(Z2)llg(c2my) < 13llZ1 — Zallsxs

para cada Z1,7Z5 € W.

Prueba. En (3.19) se ha verificado que
B(Z)=[SA(Z)— A(Z)S] S~ = [M4S — SM4] 0,5~
donde M4 = M4 (Z). Entonces

B(Z)) = B(Zs) = [(Ma,S—SMyu,)— (Ma,S— SMa,)]0,5!

= [S (MAZ - MAl) - (MA2 - MAI) S] aws_l
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y escribimos My, — M4, = Ma,_4,, luego
B(Z1) — B(Zy) = [SMay—a, — May—2,5] 0,571
Ahora sea U € D (B (Z)) = H! (R) entonces

I(B(Z1) = B(Z2))Ull 2 = ||[SMay—a, — My, 81 0.5

£2

y por la proposicion 3.9 se sabe que

(B (Z1) = B(22)) Ul| 2 < sCs [ Ma,—a,| (3.32)

SXS8

pero

HMA?.—Alexs = HMAz_MAlH

SXS

-1 -1
195 = 9Ell, + 21125 — 221, +||(5 = D) +p (12" — )|

—1 —1
< g —o8ll, + 3018 — 2N, +p e — st (3.:33)

Estimando cada una de las normas en (3.33) y teniendo en cuenta que todo elemento y € W,

esta acotado por el radio de la bola, es decir, ||y|, < R obtenemos

I —ll, = | —u) (B +B P+t
-1 -2 —1
< lly2 —wull, (Hyé’ S+Hy§ (7 S+"'+Hy{) s)
< PR Hly2 =l (3:34)
en forma similar se tiene que
125 = 271, < pRP™ |22 — 1l (3.35)

Ahora estimando

~1 ~1 -1 ~1

Hm% — 2y T — At H
—1 —1 —1

= H(yz—yl)zg + (Zg — 27 )Hs

|
z +
2 S

p—1 p—1
HyQZQ — Y15 H
S S

A

> ||y2 - y1||s
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Hzgfl < RP!
S
y
lyilly || 2872 + 282+ 2872 < Ml (|77 + |52 4+ 2]
S S S S
< R((p-DR?) = (- DR,
luego en (3.36) se tiene que
Jo287t =127 < Ul = sl + llz2 = 21ll,) (B2 + (o - ) RPY). (3.37)

Ahora reemplazando (3.34), (3.35) y (3.37)en (3.33) se obtiene

IMap-ailly, < DRV g2 —yill, + 3pRP ™ 22 — 21, +
p(lya = wall, + 122 = 21ll,) [RP~ + (p — 1) BP]

< [pR7 43R 4B +p(p = )R (2 =l + 122 — 21,

= [pG+@—1) R 12— Zill,x,

< Sp(p—1) R Z2 = 24 s - (3.38)
Finalmente, reemplazando (3.38) en (3.32) se tiene la prueba de la proposicién

IB(Z1) = B(Za)|lge2myy < 8CsBp(p— 1) RP1 || Za — Z| 4oy
< w3122 = Zall s

donde p3 = sCsbp (p — 1) RP7L. [ |

3.4. Hipotesis A3.

Vamos a probar la siguiente proposicién.

Proposicién 3.12. Para cada Z € W, D(A(Z)) 2 H* (R), A(Z) es un operador lineal aco-
tado de H* (R) en L2 (R), y existe u; > 0 tal que
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para todo Z1,7Z9 € W.

Prueba. Como s > 3 tenemos que D(A(Z)) = H3(R) D H*(R) para cada Z € W.

Ademads, para U € H® (R) tenemos que

[A(Z)Ullzz < [[AoUll g2 + [| A1 (2) Ul 2
< NUllsxs + I1Mall oo 102U -1y (s-1)

< (L4 [IMall ) U]l

SXS8?

pues [|03U|| ;2 v [|02U]| z2 no son mayores que ||U]| Luego

SXS8*
sup {[|4(Z) Ull gz : Ul ys = 1} < 1+ [ Mall o,

y por tanto A (Z) es un operador lineal acotado de H* (R) en £2(R). Ahora si Z1,Z; € W
entonces para U € H* (R)

AZ)U = A(Zo)U = A1 (Z0)U — A1 (Z2) U = [Ma (Z1) — M (Z5)] 0,U,

asi
IA(Z)U = A(Z)Ullgr < IMa(Z2) = Ma (Z2)| 22 190U o1y (o)
< |IMa(Z1) — Ma(Z2)| 2 |IUs - (3.39)
Estimando
I1Ma(Z1) = Ma(Zo)lly = vz —wills + 21125 — 211,

- p (g )|

ademds, se han hecho ya los estimados para cada una de las normas en (3.34) al (3.38) y

sustituyendo en (3.39) se tiene
1A(Z1)U = A(Z2) Ul| g2 < 5p(p = 1) R"™ | 22 = Zall 2 U I, -

Por lo tanto,

1A (Z1) = A(Z2) s (m),c2m)) < #1122 = Z1 | 2
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Capitulo 4

Existencia de solucion global y su

comportamiento asintético

En este capitulo demostraremos que la solucién local del problema (0.2) con el dato inicial
dado estd acotada en H® (R) con s > 3 también se demuestra que ¥ (r) queda acotada para
todo r > 0. Los estimados a priori junto con el teorema 4.1 muestran que la solucién U existe

globalmente y satisface el decaimiento deseado, es decir,

up [(1 + 1)U (#)ll42 < +o0. (4.1)
t€|0,00

y que ésta puede ser extendida a un intervalo [0,00[ y el comportamiento asintético de la

solucion global en el tiempo estd dada por (4.1).

Teorema 4.1. Sea U la solucion local del sistema (3.1) con la condicién inicial Uy € H® (R)
con s > 3, obtenida del teorema 3.1. Supongamos que s > 3 y p > 2, entonces para cualquier

k con 3 <k <s,

T
SUp U (1) s, < €[Vl exp (C | e dr) 42)
te[0,7) 0
donde
-1 -1 -1 -2
U(r) = lullfe 10:ull oo + 01 1020 e + [[0]Te (1020l oo + 017 11020 oo l2ll oo -

(4.3)

Prueba. El teorema 3.1 implica que los cédlculos (formales) que siguen pueden ser justifi-
cados si 3 < k < s regularizando el dato inicial, haciendo los calculos para las funciones suaves

DU e UL A
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Probemos (4.2) usando los resultados sobre conmutadores mencionados en la proposicién

1.6. Aplicando el operador J* a las dos ecuaciones del sistema (0.2) tenemos que

Jk (atu + 8§u + aﬁgv + uPOru + v”&w) =0

Jk (8,511 + 020 + adPu + VPO + Oy (uvp)) =0,

luego aplicamos la propiedad [J*; f]g = J* (fg) — fJ®g en ambas ecuaciones del sistema (0.2)

para obtener

O J*u+ 02 T*u + ad3 T v + [Jk; up} Dy + uP J*Opu + [Jk; vp} Dpv + P J* 00 = 0 (4.4)

y
Oy Jkv + 8§'ka + aangu + {Jk; vp} v + VPO, T + [Jk; vp} Oz (4.5)
+vPO JFu + p {Jk; vp_lu} pv + poP~lud, JFv = 0. ‘
Multiplicando a (4.4) por J*u e integrando sobre R se tiene que
1 2
*atHJkU‘ = —/ Jkuﬁg,]kudw—a/ JEud2 T vdz
2 L2 R R
—/ [Jk;up} OpuJ uds — / [Jk;vp} dpvJFudz
R R
—/ POy JFu T ude — / 0P8, JEv T uda (4.6)
R R
y en forma similar, multiplicando a (4.5) por J ky e integrando sobre R se tiene que
1 2
—0; HJ’%‘ = —/ JEvd3 T*vdx — a/ JEvad® TFudzx
2 L2 R R
—/ [Jk;vp} OpvJFude — / [Jk;vp} dpuJFvdz
R R
—p/ [Jk;vp_lu] dpvJFudr — / POy TR v TR udx
R R
—/ vp&erquvdw—p/ P Yudy JFv T uda (4.7)
R R

luego, usando la propiedad

/R Jud (o) do = (S, 03 () | = — (075, T | =~ /R 92 (7*u) JFuda
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se tiene que los términos

/ JEud? JFudz = 0,
R

/ JEvd2 JFvde = 0
R

a/ Jkuf)ikada:—i—oz/ JEvd3 TP udz = 0.
R R

Ahora sumando los términos de (4.6) y (4.7) y teniendo en cuenta las igualdades anteriores mas

el siguiente calculo

/UpaxkaJkud:c = /vakuE?xkadx
R R
= <vaku,8xka>
L2

= —{8, (vPJ*u), JFv
(0 (") I*)

= — <pvp_18vaku + P J*0,u, ka>

L?

_ <m1,;—18vaku7 ka>L2 — <Upjk6xu, ka>L2

= —p/ Pt u TR u g ude — / WP J* O u udz,
R R
obtenemos el siguiente resultado

S [ R T

] = / up dpuJ ude — / {Jk;vp} dyvJFudz
R
Jk vp 19) kavdx—/ {Jk;vp} Opud*vdz
R
—p/ {Jk;vp_lu} 8vakvd:B—/ POy JFu T uds
R R
—/ vpakakavd:v—p/ P ud, JFv TR vda
R R

—i—p/ Lo WOW L2V Lo o (4.8)
R
Ahora, estimamos cada uno de los términos del lado derecho de (4.8) y las distintas constantes

positivas serdn denotadas por C, ellas pueden variar de linea a linea. Usando la desigualdad de

Holder y la proposicion 1.6 se tiene que

s rtun] <[t o], 4]
< C(llawup”wHJ’“’law o |7 Nowle) [ ],
< O (plulf= 190l e [0l + 754, 190l
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< Cllullf= 10zull po llull;

+C HJ]C (up_lu)

1o 10wl e [lull (4.9)

aplicando otra vez la proposicién 1.6 a HJ k (up_lu) HL2 tenemos que el término

k — k k., p—
|7 (=) | N0sl il < € (Rl || 750, + [ 75| o) Nl e Nl
k
< O (Il Ml + [ 5= lull o ) 105ull ol
< Clull 10wull o lul}

el S G 1

[l oo |Otall oo [luell

(4.10)

nuevamente aplicando la proposicién 1.6 a

k _9 p—2 k k, p—2
o+ ()l < 0 Q2 5]+ 2] )
< O (Iallf=2 Ml + [ 722, ol =)
obtenemos que
k —
|75 (2| lell e N0l pon Tuall < € a2 ol oo 100l o sl
k. p— 2
—|—CHJ uP 2‘ 1wl 700 |0zt foo [e]|
< Clullf< 18sull o llully

+C |75 (w=2u)|| , lullF e 190l o Ilul4.11)

y asi sucesivamente, repitiendo el procedimiento p — 1-veces para los términos de la forma

H Jkupfr
L2

donde r =1,...,p — 1, se tiene que (4.10) resulta

|7 ()

luego sustituyendo (4.12) en (4.9) tenemos

10sull o l[ully < C llulff 10sull oo lull (4.12)

JFuP| OpuTFudz
]

< O llullpe 10zull oo [l - (4.13)
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En forma similar, se obtiene que el término

‘/ (7509 v Fvda| < € ol 0.l o 0] (4.14)
R

Usando el procedimiento empleado para obtener (4.13) estimamos

‘/ {Jk;vp} OpvJFudr| < / HJ’“;U”} vaJku‘ dx
R R

< |rserfoue],, 175,

< (07 [T 000, |50, NOwl e ) Nl

< Cplor| . 100l e 19avlly_y il

+C |75 100l ool
< Clplg 18wl e ol ul, + C |40, 10001 o Nl
(4.15)

donde el término HJ’“UP‘ ! 1020 100 |||l = HJk (vp*lv)‘ - 1020 100 ||u]|;, se estima en forma

similar a (4.10), (4.11) y (4.12) es decir,

|75 (20| o 10evll e il < € (Il || ¥, + | 75077, Iollee ) 1050l Dl
< CllEL 100 ] oo 101l 1l
+C |75 (27 720) |, Il oe 190l oo Tl
< 200l 19svll oo ] 1l
+C |75 ol 19l o lull
< Ol 10uv e 1ol llull, (4.16)

luego, reemplazando (4.16) en (4.15) obtenemos

[ 500 e uda| < el 1020 ol (4.17)

Anélogamente al procedimiento anterior, estimamos

'/R {Jk;vp} OpuJFvdx

< /RHJk;vp}ﬁmquv‘dx
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< o) oa] ],
< C (10 T4 0] 4 |70 00l ) 0
< (pnvn 100l o I0rull—y + | 750|100l ) Il
< Ol 100 ] oo Ilul 101
74 (o) | Nowtl oo el (4.18)
donde
|75 (v 20) | o Nosl e ol < € (ol |70, + | 75077 L Hollzee ) Ol e Tl
< O (Il ol + [ 7502 , Il o ) 10wullee D10l
< Ol 18wull o o7 + [ 7*0P- 1\ [ o
< C ol 10wl oo 0117 + € 032 0] oo 180l (0]
+C HJ’%P—?\ ol e 10 o 10l o 101
< ClolR 0aul g 0]}
+0HJ%P-2\ o130 182l oo 101l
< ol 18eull g 0]} (4.19)

luego sustituyendo (4.19) en (4.18) se tiene que

‘/ |75 07| Qudtvda| < C olla [0:0]l oo luly o]l + C ol |19zull g WIIF 5 (4.20)

y el término

IN

‘/R [Jk;vp_lu} dpvJFudz

H [Jk; vp_lu] O Lo

¢ Hf)x (vpilu)HLoo

+C | (vp—lu)

ka’
L2

IN

’Jkilaxv

Lol

o 1020 oo (0]l

< O (Il 10wl oo + (0 = 1) [0l15R2 ] oo 100011 e ) [0
+C (||vup:3 |5, + [ 5o el ) 000l e Tl

< Cllol 10:ull g 01+ C T0ll2 ull e 1020 e 0113
+C ol 100l o lully 1] (4.21)
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donde

k —
| 7502 ull e 19e0ll e 0l < € N0 l52 el e 10001 e 0l

los cdlculos son similares a los obtenidos anteriormente.

Ahora, usamos la integracién por partes para estimar el término

1
‘/ wPdy JEu T ude| = ‘/ uP O, (Jku) dx
R 21/r
1 2|t
— Z\.p( 7k p—1 k
= 5 U (Ju) Oo—i-p/Ru (%U(JU) dx
p p—1 ko \2
< 2/u axu,]u> dx
1 k, |2
< / Hup 8u ‘J u‘ dz
2
< Ll fouull e |74
< *IIUH 0wl oo ullf (4.22)
en forma andloga estimamos
[ v0uTturtude] < 2ol fosel e ol (423)

‘/ P gk 0,0 T vda
R

- e
WPy (ka)Q +00‘

—00

+% ’_ /R [(p -1) WP 2ud0 + vp_laxu} (ka)2 dx
=

< 21/R P 2ud, (ka)Q dz
+;/ P10 (J’%)2 dx
< —H 152 105l oo 1l oo [ 740
L s R 0
< P ol 0w e Nl o
1 ol 10wl o (4.24)

y finalmente usamos la desigualdad de Holder para estimar
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’/ P o v T v TP ude
R

< /‘vpflﬁwakaku‘dx
R

< va_laxv LOO/R‘kaJku’d:c
S!W“%v [l 5l
< ol 1020l oo 0l el - (4.25)

Entonces usando todos los estimados obtenidos en (4.13) al (4.25) se tiene que (4.8) es equiva-

lente a
a[ﬁﬁ 10, + 7~ ] < O [l 10sull e lullf + 1052 10:0] ol 0]
+ [[oll 1050ll oo ol + ol 10ull oo 1o
([0l 10wl oo ll0lF + ol Hlull oo 10:0] 2o [l0IIE
+ ([0l 1050l o Tl ol + el 1eull o Tl
+ ([0l 1050l oe 0lIE + N0l1E2 1050 ] oo Nl o 1017
+ 0l 190l o 0117 + ol 180l oe (101l Nl
< ) [llull} + lvll}] (4.26)
donde
U(r) = [ullg 10sul g + 017 1900 o
[0l 10l e + 0] 10501 o Il o -

Finalmente, integrando a (4.26) desde cero hasta t < T'

] t
|50 (Il + el ar < © [ @) [l + o]] dr

se obtiene que

t
U Ol < [Wollss+ € [ ¥ )10 () (a.27)

y aplicando la desigualdad de Gronwall en (4.27) se tiene que
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ahora tomamos el supremo en (4.28)

T
sup U (B), < C 100 i 050 (c / ww)
te[0,7) 0

con lo cual concluimos la prueba del teorema 4.1. |

Para extender la solucién local del sistema (3.1) obtenida en el capitulo anterior es suficiente
demostrar que la funcién ¥ (r) dada por (4.3) queda acotada para todo r > 0.

Antes, veamos la siguiente proposicion.
Proposicién 4.2. Sea up € S(R) y E* () ug (), entonces
IE* (£) uo|| oo < Ct3 ]| -
Prueba. Probaremos para ET (t). Tenemos

B (t) o eilE Oror+ee] 175 (6] de

IA

2\/ 2

]' 7 3 e x
< - o [ el ge

pues |G (€)| < (2m) " ||ul| ;1. Si u es solucién de

o (x,t) + OPu(z,t) =0 z,t€R
U (ZL’,O) = Uo (.’L‘)

entonces u (z,t) = Sy (x) * up donde S; (z) = LA~ <x> y Ai(z) = / ei(fx+§3/3)d§ es la
R

3t \ /3t
funcién de Airy. En nuestro caso, ET (t) = 127r eile* (1 +a)t+ea] d¢ haciendo el cambio de
R

variable £ = Vﬁ tenemos que

x 63
Sile) = 2\/%\/375 T+a) /eXp[< (33t(1+a)>+3>]d0
2\/%«/3t 1+a) <\/3t 1+a)>

i(@z+§)
donde A4; (x) = / e df. Probemos que
R

S, (z)] < ct~1/3.
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En efecto,
1 0 T 63
Si(a)| = [ exp i ()+ i
5 ()] 2V27 /3 (1+ ) RoP V3(1+a) \Vt 3

173

i

x
5 ()

vt
aqui demostraremos el caso t = 1 es decir,

151 (z)] < c. (4.29)

Definamos la funcién pg € C* (R) tal que @9 = 0 donde || < 1,y o = 1 para |0 > 2. Asi

para probar (4.29) es suficiente demostrar que
0| mcrn] <
R

para cualquier z € R. Si 2 > 2 la primera derivada de la funcién fase ¢, (6) = i6x + i6> nunca
se anula en el soporte de . Luego el resultado se obtiene por la integracién por partes.

Six < —2 elegimos p1 y w2 € C° (R) tal que 1 > 0, p2 > 0, ¢1 + w2 = 1, el soporte de
1 esta contenido en

A:{mﬂmW+4§%m@,

y w9 =0 en
1
B:{wme+dggm@.
Asi
I'(z) < I (z) + Iz (),
donde

1) =| [ 00 (2) s () o)

para j = 1,2. Cuando 2 () # 0 tenemos ’3\9|2+x‘ > ¢ (3|9|2+x). Por tanto por la

integracién por partes se demuestra que

1 d i(9z+63
¢ /R W%(em(e)we( )
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Finalmente cuando 6 € A se sigue que |0]* ~ |z|. Por tanto |(d2/d6?) ¢, (0)| > ¢|z|*? ¥
Il (IL’) _ ’/ 6i(9$+93)wxd9'
R

donde ¢, € C§°(R), el soporte de ¥, € AN{|0] > 1}y /
R

e (9)‘d9 < ¢, donde ¢’ no
depende de z. Para probar esto, observar que 1) cambia de signo un ndmero finito de veces

independientemente de x. Usando la proposiciéon 1.9 completamos la prueba. |

Sabemos que si U es la solucién del sistema no lineal (3.1) cuando el dato inicial es U €

H® (R), s > 3, entonces
Ut) =W (1) Uy + /W (L) )l (4.30)

donde
F (r) = (WP0yu + vP0v, 0P 0,0 + 9y (ud?)) . (4.31)

Teorema 4.3. Supongamos que en el problema (3.1), |o| < 1 y p > 1 un nimero entero. Si

Up € H3 (R) N'H?® (R) con s > 4, entonces

IW () Uollsgs, < C l|Usllygg ¢7° (4.32)

< O fflu = i+ o] o
IF (")l < [l Mlld + o=, 013

+ oY Helly ol + |07~ Helly 03] - (4.33)

Prueba. Sean AT (£) y A~ (€) los autovalores de Ay dados por (2.8), entonces por el teorema
2.2 Ay genera un semigrupo de contracciones {W (t) }tz() en H* (R), s > 0. Observemos que la

proposicién 4.2 se cumple para ug € Hy (R) N H* (R). Luego por (2.14) se deduce que

lu @l < CUET (ol oo + B () uoll oo + 1B () voll oo + 1B (2) vo] o]
< C 73 fuollp +72 ol o + 72 fvoll r + 712 ool
< OtV [Jluollpr + llvoll 1] (4.34)
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y en forma similar se tiene que
lo ()]l < CEY (luollx + llvoll ) (4.35)
Ahora consideremos la derivada con respecto a la variable espacial del sistema (2.1)

O (0yu) + 03 (Opu) + ad2 (9pv) =0
8,5(81))—1—83( :v) + ad2 (9pu) = 0
Oru (2,0) = Opug (x)
O,v (z,0) = dyvg ()

(4.36)

y (Ozu, 0zv) es la solucién de (4.36). Calculos similares a los obtenidos en (4.34) y (4.35) son

vélidos para (Ozu, 0zv)

1956 (#)ll 20 < C (I10zuollpr + 19zv0ll 1) t~/2

(4.37)
1820 ()| oo < C (1000l 1 + 10500l 1) /2.

En forma similar a (4.36) consideramos la segunda y tercera derivada con respecto a la variable

espacial del problema (2.1) es decir,

O, (0zu) + 03 (93u) + adi (93v) =0

0y (O7v) + 83 (93v) + ad} (O7u) = 0 (4.38)
2u (x,0) = D2ug (x)

d2v (z,0) = 2y (z)

y

0 (93u) + 92 (92u) + ad? (83v) =0

0 (93v) + 03 (93v) + ad3 (Fu) =0 (4.39)
O3u (z,0) = dug (z)

23v (z,0) = B (x)

luego (02u, 92v) y (92w, d3v) son las soluciones de (4.38) y (4.39) respectivamente. Ademds por

el procedimiento similar a (4.34) y la proposicién 4.2 se tienen las desigualdades

102 (D] 1 < C ([107uoll 1 + [[0Fv0ll 1) =172

(4.40)
1870 (D]l oo < C (107u0] 1 + [[0Zvo] 1) /2
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020 1) o < € (|02u0] s+ 200] 1) =17 o
020 ()] < © (0200, + |320] ) £

Por el teorema 2.2 sabemos que U (t) = W (t) Uy es la solucién del sistema lineal (2.1) con

el dato inicial Uy, tal que los estimados en (4.34), (4.35), (4.43), (4.40) y (4.41) nos dicen que

W () Uollyg, = U @)l
= Nu@llas, + v (@l as,

= [lu®llge + 1820 O o +

82u (t)HLm + |03 (t)HLm

+ [0 Ol o + 1020 Ol + 020 )], + 030 )|,
< C(llwollp + 19suoll s + [ o[, +[|oRuo] , ) /2
+C (lloollzs + Nsvoll s + |||, +[0vo,..) 772
< O (Jluoll g + lvoll g ) £71/2
= ClUollpt™?, (4.42)

lo que prueba (4.32). Para probar (4.33), sea F' = (f1, f2) donde

f1=1dP0u +vP0v

Ja2 = vP0zv + Oy (ur?) .

Ahora por la proposicién A.16 y la desigualdad de Holder, estimamos f1 y fo

||f1||H§ = |PAH = HJ3 (uPOpu + vPO,v) .
< |73 (wPoLu) ot HJS (VP0,v) ;
= | TPud,u ’Ll + HUP_IJBUaxU o
< ool oL,
= [u! . wasazu ot oPt Lo HUJ38mv I
< e el | o], + o, ol [P0
= |t Wl lowealy + [~ 1wl sl

< (|, Ml telly + Jo =2, ol olly)
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y haciendo célculos similares a (4.43) tenemos que

Ifollg = |78 ,, = |7° P00 + 0 (we?))

HJS (vpaxv)HLl + HJ3 (vpaxu)‘

Ll

IN

‘J?’ (vp’luﬁggv)‘

Lt +p Lt

C ([|om= o ol + o el ol + o2, Ml ol (44)

IN

y sumando ambos términos (4.43) y (4.44) se tiene

IF @l = 1allz + 1 Folie
SIS | e P 5 G PRI
< ||, a3 + o], ol +
_ &4 2
|0 o Ml ol + |02 el o] (4.45)
lo que concluye la demostracién. |

Teorema 4.4. Supongamos que en el problema (3.1), |a| < 1 y p > 4 es un numero entero. Si

Us € H3 (R)NHE, (R) con s > 4 y existe § > 0 tal que
1Wolly + Wollggg, <0
v [0, T*[ el intervalo maximo de existencia de la solucién U de (3.1), entonces
L+ "2 U ()llpe < CO+ COMP~ (T) exp (em? (T)) (4.46)

donde 0 <T <T*y

m(T) = sup (1462 |U (t)] s - (4.47)
0<t<T e

Prueba. Sea [0,7*[ el intervalo méximo de existencia de la solucién U del sistema (3.1). La
desigualdad (4.45) muestra que para cualquier 0 < ¢t < T*, la soluciéon U € H*NH2,. Tomando

la norma en H3, en la ecuacién (4.30) y usando la desigualdad triangular
t
1U (D)2, < W (£) Uollpgs, +/0 Wt = r) F (r)llyg, dr (4.48)
como {W (t)},cg es un grupo de contracciones obtenemos

Wt =) F(r)llyg, = W (=1+1+t=7)F ()l
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IN

W (=Dl W (L +8 = 1) F (1),

< WL+t —1) P ()l

Usando los estimados (4.34) y (4.35) se tiene que

IN

0 @l < O3 [ W (1= 1) (F) (0l

IN

t

Cst1/3 4 c/ U+t =1) Y |F (1) g . (4.49)
0

De (4.45) se tiene la siguiente desigualdad

IF )l = Wfillag + 1 foll

—1 2 -1 2
O ([l o Ml o= o+

= — 2
|0 el ol + |02 el o)

< ClU @)l 1T @)llyes (4.50)

IN

luego

p=1 -1 1-p
IF ()l <CA+r) 3 UM L+7)75 IU @)y
Usando (4.47) y el teorema 4.1 se sigue que

I (1)l < CmP=" (T) (1 +7)"5" Ul exp (c /0 (1) dT> (4.51)

donde la funcién m (-) estd bien definida, es continua no negativa y creciente. De (4.49) y (4.35)

deducimos que

t
U@, < O C [ (1t P () ey
o0 0 o0
< Cot1/3
t _ r
+o/ (Lt =) Y3 (T) (14 )5 @] exp (c/ w () d7> dr
0 0
t _ r
< cat—1/3+05/ (L4t—r) (1 4r) T exp (c/ \II(T)dT> mP=1 (T) dr
0 0
< Cot/3
t t 1/3 Lp
+C6mP~Y (T) exp <c/ U (7) dT> mP~1 (T)/ (L+t—r) Y301 +r)7 dr
0 0
t
< C5t V34 ComP ! (T) exp (c / () d7> mP=1(T) (14 1)~ /3
0

~1/3
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t
+CEmP ! (T) exp <c/ (L4773 U (1) (1+7)—P/3d7) (14 )71/
0 oo

t

IN

Cot=13 + ComP~ (T) exp (cmp (T) [ (147)7P/3 dT) (144713
0

Cot=13 + ComP~ (T) exp (em? (T)) (1 + )3 (4.52)

IN

-1
donde hemos usado el hecho que p > 4 y la proposicién 1.8 con 51 = ag = %, Qi b

v (r)

-1 -1 -1 —2
[ullzoe 10stll oo + 0l zoe 1020l oo + 01 Toe 10utill oo + 0l oc 10wl Lo Il oo

CIU (1)L, -

IN

Ahora, multiplicando por (1 + t)l/ % a (4.52) obtenemos que

A+ 02U W)y < COtY3 A +1) + ComP~ (T) exp (em? (T))
< C6+ ComP~H(T) exp (emP (T)) (4.53)
. _ 4—1/3 1/3 : ! — 1
donde la funcién f (t) =t (141t)/° es decreciente, pues f (t) = — es neg-

3t4/3 (1 + )%/3
ativo para todo t > 0 y alcanza el maximo valor cuando ¢ se aproxima a cero. Ademads, la

constante C' no depende de T'. |

Teorema 4.5. Supongamos que en el problema (3.1), |a|] < 1 y p > 4 un numero entero.

Us € H3 (R)NHE, (R) con s > 4 y existe § > 0 tal que

100l + 1Wollyg, <0
entonces existe U € C ([0, 00[,H® (R)) tnica solucién global de (3.1) y

sup (1+)"72 U (£)]ls < +o0.
te]0,00] 1

Prueba. Tomemos el supremo a la desigualdad (4.53)

sup (1+80)73|U ()]s < sup (05+05mp*1 (T)exp(cmp(T)))
0<t<T >0 0<T<T*

y por el teorema 4.1 se tiene que

m(T) < sup (05 + Co6mP~(T) exp (em? (T)))

0 *
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y la proposicién 1.7 nos dice que
m(T) < C6 + CSmP~1 (T) exp (emP (T))
luego, deducimos que m (T") es acotado para todo 0 < T < T™. Asi, si

T € [0, 0] : existe una tinica U € C ([0, 0], H* (R))

solucién de (3.1)

T, = sup

tenemos que

li U

lim sup |U (£)llpg, < o0
tenemos que ||U (t)||ys  estd acotado para todo t € [0,7c[. En efecto, sean t,h € R tales que
t,t+h € |0,T.],

Ut+h)—U(t) = W(t+h)Up+ 0t+hW(t+h—r)F(r)dr+

t
—W(t)Uo—/OW(t—r)F(r)dr
1 [W(t—l—h)—W(t)]U0+/0tW(t+h—r)F(r)dr+
t+h t
#[ W= @ - [ We-nF@r
= [W(t+h)—W(t)]UO+/OtW(h)W(t—T)F(r)dT+
t+h

+ W(t—i—h—r)F(r)dr—/OtW(t—r)F(r)dr (4.54)

tomando la norma a (4.54) en H2, y teniendo en cuenta que {W (t)}4>0 s un semigrupo de
contracciones, tenemos
WU @+R) = U Ol < W (E+R) = W (O] Uollyge
t+h
I =) F ) g dr+
t o0

+H(W(h)—I)/OtW(t—r)F('r)dr (4.55)

HE

y cuando h — 0

U (¢4 1) = U () g, — 0.

Luego, la aplicacién t — U (t) € H2, es uniformemente acotada en [0,7.[ y puede por lo
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probado en (4.28) que el problema (3.1) estd localmente bien formulado. Ahora, consideremos

el problema

OV (t) =G (t,V (t)) parat >0 (4.56)

donde G (V) =—-Ag(V)V —F (V), Ag (V) V es la parte lineal y F' (V') es la parte no lineal del
sistema (3.1) y Vp € H*.

La teorfa de Kato afirma que existe " > 0 con T = T (||Vo|l544) tal que (4.56) posee una
Unica solucién V € C ([O, T [ “HE (R)) Definamos

, U()sio<t<T,
U (t)= ,
VE—T.) siTo<t<Toe+T

donde se verifica que
QU (£)=0U (1) =G (U ) =G (,U (1)) si0<t<T

HU () =0V (t-T) =GtV ({E-T.) =G (LU (1) siT. <t <T.+ T

Ademaés, por la continuidad de U (t) en [0,T¢], para h > 0 tal que t — h € [0, T¢] se tiene que

!

U(T)-U (T.—h) _ UT.)-U(T.-h)
h - h
_ G rU@m)dr+ [T G (U (r))dr
1 [T \
=8 T_hG(T,U(r))dT
_ WG U(E))
= 0, =GEU©)

donde & = & (h) € [Te — h, T¢], entonces

U (Te) -U (Te*
h

" _Gev©) M o 1) = 6 (T )

pues & (h) = (1 — ) To—h+aT., 0 < a < 1. Porlo tanto, d; U’ (t)‘t . existey 0, U’ (t)’ =

=T,

=T1e

G (Te,Up). De manera andloga, si h > 0 es tal T, + h € [Te, T, + T/] tenemos

U (T.+h)-U (T.) V (k) =V (0)
h h
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—+e

lo que muestra que 9; U’ (t)‘ existe y 9 U’ (t)‘ = G (T¢,Up). Por lo tanto,

—te

U ()| =GV,

—Le

en consecuencia, U (t) puede ser extendida como solucién de (3.1) al intervalo [O,Te +T /} lo
que contradice la definicién de T,.

Con esto se concluye que existe solucién global y el comportamiento asintético es inmediato

de (4.1)
sup (1+ ) [U (D)l = L
entonces
57
10 )l < L1 +1)
para todo t € [0, oco]. [ |
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Apéndice A
Espacios de Sobolev

A.1. Modelados en L?(R).

En esta seccién daremos una breve introduccion a los espacios de Sobolev clésicos H® (R),
con s € R. Ellos miden la diferenciabilidad de las funciones en L? (R) y son una herramienta

fundamental en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales.

Definicién A.1. Para s € R, sea J° : §'(R) — S’ (R) dado por
— \S/2
Tue) = (1+1&%)" a©

para todo u € 8’ (R). Llamamos a J~* el potencial de Bessel de orden s.
Proposicién A.2. Para cualquier s € R, J* : §&'(R) — S8’ (R) es una aplicacién lineal,

continua, inyectiva y sobreyectiva. Ademds

J5+t — JSJt

(JH =g

Definicién A.3. EI espacio de Sobolev de orden s € R modelado en L? (R), que denotamos
por H* (R), es
H'(R) = {ueS R): Juc*(R)},

y parau € H* (R), sea
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Proposicién A.4. Para todo s € R, |||, es una norma. Ademds, H° (R) = L? (R).

Proposicién A.5. Un producto interno compatible en H* (R), s € R, es dado por

)y = (P s = [ (14€) (O 7@ e

para todo u,v € H® (R). Ademds, S (R) C H® (R) es denso, y H®* (R) es un espacio de Hilbert.

Proposicién A.6. Sea s € R. Para cualquier u € H* (R) tenemos

u(§) =u(=¢)

para casi todo £ € R.

Corolario A.7. Sea s € R. Para cualesquiera u,v € H* (R) tenemos

(u,v), = (u,v),,

es decir (u,v), es real.
De la definicién de los espacios de Sobolev obtenemos las propiedades siguientes.

Teorema A.8. Si 0 < s <t entonces H' (R) C H* (R). Ademads, la inclusién es continua y

densa.

También se cumple que H* (R) = ﬂ H?* (R) es denso en H® (R) cualquiera sea s € R.

seR
Ahora tenemos el siguiente resultado.

Teorema A.9. Para todo s € R el espacio S (R) es denso en H* (R).

Teorema A.10. Sir <s<tcons=(1—0)r+0ty6ecl0,1], entonces
1-0 0
lll g < leelly fleelly -

El siguiente teorema permite relacionar “derivadas débiles en L? (R)” con derivadas en el

sentido clasico.

Teorema A.11 (de Inmersién de Sobolev). Si s > 1 + k entonces H® (R) estéd contenido
continuamente en el espacio C% (R) de las funciones con k derivadas continuas que se anulan

en el infinito, y
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Corolario A.12. Sil<p<ooys> b

entonces H® (R) — LP (R).

Hemos visto que H® (R) con s € R es un espacio de Hilbert cuyos elementos son funciones

continuas. Desde el punto de vista del analisis no-lineal la siguiente propiedad es esencial.

Teorema A.13. Sis > % entonces H* (R) es un dlgebra respecto al producto de funciones, es

decir, wv € H* (R) si u,v € H*(R) y
Juvlly < e llull; (o] -

Es importante hacer notar que tenemos una desigualdad mas fuerte que la descrita en el

teorema anterior. Esto es, si s > % entonces para todo r € H, s{

lwollgs < es ([l gs ol g + Null g 10llgs) -

Estimativas més finas muestran que

lwollgs < es ([wll s [0l poo + lull oo [0 o)

siempre que u,v € H* (R) con s > 0.
Teorema A.14. Si s > 0 entonces
H'(R) = {ueL*(R): 0'uec L*R)}

donde Dsu (€) = [€|° @ (£). Ademds, la norma de H* (R) es equivalente a la norma

2 2
[l s =/ llully + 1 D2l

Proposicién A.15. Para todo k € N y para todo s € R, D* es un operador acotado sobre
H* (R) hacia H*7* (R). Ademas,

k
< .
[Pl < et
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De la desigualdad del iltimo teorema es claro que
R

para todo k € N y para todo s € R.

Proposicién A.16. Sean u, v € H%(R) con s > 0y p > 1, entonces

HJ]C (upagcu)HL1 = Hup_leuamu

A

Prueba. Aplicamos la transformada de Fourier a J* (uP0,u)

Mo (©) = (1+€)" wTudu (g
= (1+8)" 7 © xubiu (0)
= w1 ()« (1+ 52) uByu (€)
= w1 (&) + Jhudyu (€)

= w1 JRud,u (&)

tomamos la transformada inversa de Fourier a la igualdad anterior y aplicamos la norma en L'

HJ’C (up@mu)HL1 = Hup_leuﬁzu’ [ |

A

A.2. Modelados en L? (R), 1 < p < 0.

En esta seccién veremos en forma breve los espacios de Sobolev generalizados.

Supongamos que la funcién ¢ € S (R) es tal que

sop = {¢: 271 < ¢ <2},

¢ (€) >0 para 27! < [¢] <2

S oelzt) =1 (€ £0).

k=—o0

Ahora, definamos las funciones ¢y, k € Z y 1) en S (R) por
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PO =1->w(27%).
k=1
En el siguiente lema damos algunas propiedades simples del potencial de Bessel J~% en S (R).

Lema A.17. Seau € S (R) y supongamos que ¢y, * u € LP (R). Entonces
17 0n * ull po < C2F |l *ull . (k21)

ysixu e LP(R),
17°¢ *ull o < CllYp*ul[ 1

donde la constante C es independiente de p y k.
Ahora veamos la siguiente definicién del espacio generalizado de Sobolev.

Definicion A.18. Sea s € R, 1 < p,q < oo. Escribimos

||U||H; = HJSUHLP

y el espacio generalizado de Sobolev es definido por

Hy = {u:ueS (R),|uly, <oof.

H, es un espacio normado lineal con norma |-||5.. Ademds es un espacio de Banach
P
completo.

Daremos algunos resultados elementales acerca del espacio Hy (R) con 1 < p < 0.

Teorema A.19. Si s; < s9 tenemos

S92 S1
Hy C HS'

Ademas, si N > 1 es un entero y si 1 < p < oo entonces

HI],V = {u eLP(R): BN/axN S (R)}7

lull ~ [0~ 02"+ llull -
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Prueba. Supongamos que u € H,? (R). Veremos que el operador J*2=°1 : [P (R) — L? (R)
es tal que

lllges = 154 ull = 17575 7 ] < C 12 ull = C ]y

Para ver que J7¢: LP (R) — L? (R) si € = s3— s1 > 0 usemos el lema A.17 y obtenemos

1772wl g+ DTk 5wl

[T ull <
k=1
o o0
< C (W sull o+ Y 27 [k * u”m) <C (1 +> 2‘“‘“) l[ull £ -
k=1 k=1

Esto completa la prueba de la primera parte del teorema. La segunda parte del teorema no lo
probamos aqui.

Finalmente, probemos la densidad. Sea u € H, (R) es decir, J°u € LP, se sabe que S (R)
es denso en LP (R) (1 < p < ), existe g € S (R), tal que

= T2l gy = 7%~ g1l

es el mas pequeno que cualquier otro nimero positivo dado. Puesto que J7%g € S(R), S (R)

es denso en H, (R).
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Apéndice B
Semigrupos de operadores

B.1. Definiciones.

Definicion B.1. Un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales acotados sobre un

espacio de Banach X es una familia {T (t)}tzo tal que
(i) para cadat >0, T (t) € L(X),
(ii) T (0) = I, el operador identidad sobre X, y
(iii) T (s+t) =T (s) T (t), para cualesquier t,s > 0.
(iv) para todo x € X fijo, la aplicacion T (-) x : [0, 00[ — X sea continua.

Los semigrupos fuertemente continuos de operadores lineales acotados sobre un espacio de

Banach X seran en adelante llamados simplemente semigrupos en X.

Teorema B.2. Si{T ()}, es un semigrupo sobre X, entonces existen w >0 y M > 1 tales
que

IT ()l gx) < Me** (B.1)
para cada t > 0.

Cuando un semigrupo sobre X satisface (B.1), decimos que es del tipo (M,w). Los semi-
grupos del tipo (1,w) se denominan semigrupos casi acretivos y aquellos del tipo (1,0) seran

llamados semigrupos de contraccion.
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Definicién B.3. El generador de un semigrupo {T (t)},>, en X es la aplicacién A : D (A) C

X — X definida por
D(A) = {xeX: limg L& =T

existe}
tl0

A a
x = aT (t) x

t=0
Es inmediato de la definicién B.3 que D (A) es un subespacio vectorial de X y A es un
operador lineal no acotado.

Veamos en seguida una de las propiedades de los generadores.

Proposicién B.4. Si A es el generador del semigrupo {T (t)},~, en X, entonces para todo

x € D(A) tenemos que T (t) x € D (A) para todot > 0, y

%T )z =AT (t)x =T (t) Ax. (B.2)

Ademads, parat > s> 0y x € D(A)
% t
T )z —T(s)x :/ T (r) Azdr :/ AT (r) z dr. (B.3)

Nuestro objetivo es aplicar la teoria de semigrupos para estudiar los problemas de Cauchy

de la forma
du

— () =Au(t), 120

(B.4)
u(0) =ug € D(A4),
donde el operador A no depende de t, por lo que la ecuacién es llamada auténoma. El siguiente

teorema presenta condiciones que garantizan la existencia de solucién que satisface
we C([0,T],D(A) N C* ([0,T],X),

la cual serd llamada solucion mild.

Proposicién B.5. Sea X un espacio de Banach y A : D(A) C X — X generador del semi-
grupo {T (t)},>q en X. Para todo ug € D (A) el problema de valor inicial (B.4) tiene una tnica
solucién

u € C([0,00[,D(A)NC* ([0, 00[, X)
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dada por

Teorema de Lumer-Phillips.

Un problema fundamental en la teoria de semigrupos de operadores lineales fuertemente
continuos es la caracterizacién del generador infinitesimal de un semigrupo. Existen varias de
tales caracterizaciones: el teorema de E. Hille y K. Yosida (1948) para semigrupos de contraccién
y el teorema de Hille-Yosida-Phillips (1952) que caracteriza a los semigrupos de tipo (M, w)

R. S. Phillips caracterizo el generador de un semigrupo de contracciones sobre un espacio

de Hilbert, como un operador m-disipativo.

Definicién B.6. Un operador A : D(A) C X — X en el espacio de Banach X es llamado
disipativo si

YA > 0,Vu € D(A) : [lu— Mul|x > [Jullx -

La disipatividad de A implica la inyectividad del operador I — AA : D(A) — X. En efecto,
siue Nu(l—NA),
Jull < |( = AA)ul[ =0

implica que Nu (I — AA) = {0}.

Definicién B.7. Un operador A : D(A) C X — X en el espacio de Banach X se denomina

m-disipativo si
1. A es disipativo, y
2 VA>0Vee X,FueD(A):u— Nu=zx.

La definicién de m-disipatividad implica obviamente la suprayectividad del operador I — A A;
concluimos pues que si A es un operador m-disipativo, entonces el operador [ —AA : D(4) — X
es lineal y biyectivo, entonces existe el operador (I —AA)™!: X — D (A).

En esta seccién H denotard un espacio de Hilbert, con producto interno (-, -).

Proposicién B.8. Si X es un espacio de Hilbert, A : D(A) C X — X es un operador

disipativo en X siy solo si (Au,u), < 0,Vu € X.
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1. Si A es autoadjunto y negativo, es decir (Au,u) < 0 para todo u € D (A), entonces A es

m-disipativo.

2. SiD(A) es denso en X, entonces

Ay — A son m-disipativos < A es antiadjunto.

Teorema B.10 (Lumer-Phillips). EI operador A : D(A) C X — X es generador de un
semigrupo de contracciones en el espacio de Banach X si y solamente si A es m-disipativo en

X yD(A) es denso en X.

Teorema B.11. Sea A un operador disipativo en el espacio de Banach X ; luego, las siguientes

afirmaciones son equivalentes.
1. A es m-disipativo en X.

2. >0,Vz € X,FueD(A):u— MAu = x.

B.2. Teorema de perturbacion de generadores.

Teorema B.12. Sea A el generador de un semigrupo de contracciones. Sea B disipativo y

satisface D (A) CD(B) y
|Bz|| < | Az|| + Blz|| paraz € D(A)

donde 0 < o < 1y > 0. Entonces A+ B es el generador de un semigrupo de contracciones

en X.

Lema B.13. Con la notacion del lema anterior, si A y B son los generadores de los semigrupos

{T (t)}40 ¥ {S (1)} respectivamente, entonces
B=A-wl

esto es, D(A) =D (B) y Bx = Az —wzx paraz € D (A).

Prueba. Sea x € X y, para h > 0, consideremos
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El primer término tiende a —wT (0) z = —wx cuando h — 07 para cualquier z € X. Por lo
tanto
h)x — h)x —
R10 h Rl0 h

si los limites existen (en cuyo caso ambos limites existen). Esto sucede si y solamente si
x € D(A) asi que D(A) = D (B) y, por la definicién de generador, vemos que Bx = Az — wz

para x € D (A), como se queria demostrar. [ ]

Proposicién B.14. Sean X un espacio de Hilbert con producto interno (-,-)y y A: D (A) C
X — X un operador lineal. El operador —A es el generador de un semigrupo de tipo (1,w) si

y solamente si
1. (Az, )y > —w|z|% para cada z € D(A), y
2. A+ A es un operador suryectivo para algin A > w.

Prueba. Por el lema B.13, —A es el generador de un semigrupo de tipo (1,w) si y solamente
si el operador B = —A — wl genera un semigrupo de tipo (1,0), es decir, B es el generador de
un semigrupo de contracciones. Por el teorema de Lumer-Phillips, esto ocurre si y solamente si
B es m-disipativo en el espacio de Hilbert X. Entonces por la definicién B.7 y la proposicién

B.8 (Bz,x)y < 0 para todo z € D (A). Como

(Bz,z)y = (-A—-wl)z,z)y =(—Az —wz,x)x

= —(Az,2)y — (wz,2)x = — (Azr,2)y —w|lz[} <0,

entonces

Vo € D(A): (Az,z) > —w ||z|% -

Por otro lado, por el teorema , B es m-disipativo en X si y solamente si

g > 0: I — A\gB es suprayectivo

pero
14+ A
IT—X(—A—wl)=X A+ 1+ w)I =X [A++>\OQJI}
0
1+ X 1
Por tanto, A + Al es suprayectivo, donde A = % = +w > w. |
0 0
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