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Introduccion

Sin duda, uno de los problemas ubicuos de las matemaéticas es el de la clasificacion
de objetos, una vez definido un criterio de equivalencia. Asi pues, se clasifican estructuras
algebraicas, objetos geométricos, o ecuaciones, siguiendo criterios de isomorfismo, conser-
vacion de ciertas estructuras geométricas, o relaciéon entre los espacios de soluciones. Uno
de los objetivos de estudiar estas clasificaciones es hallar un representante “sencillo” a cada
una de las clases de equivalencia, cuyas propiedades, faciles de estudiar, permiten dedu-
cir por analogia propiedades de los objetos més generales. Mencionamos algunos ejemplos

conocidos.

1. Toda matriz cuadrada es equivalente a una matriz en forma de Jordan. Asi deduci-
mos por ejemplo, la descomposicion de un endomorfismo en su parte semisimple y

nilpotente.

2. Todo grupo abeliano finito es isomorfo a una suma directa de grupos ciclicos. Un pro-
blema de equivalencia similar para grupos simples finito ocupé la labor de numerosos

matematicos durante décadas.

3. Toda superficie topologica compacta es homeomorfa a uno de los siguientes modelos:
una esfera, una suma conexa de toros, o una suma conexa de un plano proyectivo y
una de las anteriores. Problemas anélogos en dimensién superior han resultado mucho
més dificiles de abordar. Asi, la célebre conjetura de Poincaré esté relacionada con la
clasificacion de 3-variedades topologicas compactas. En particular, se puede mostrar
que si una tal variedad tiene la homologia de una 3-esfera S3, es homeomorfo a
ella. La importancia de resolver este tipo de problemas muestra que la resolucién de
dicha conjetura en cualquier dimensién ha sido merecedora de tres Medallas Fields
(Stephen Smale en 1966, Michael Freedman en 1986 y Grigori Perelman en 2006).

La presente memoria se enmarca dentro de los problemas de clasificacion. Mas es-
pecificamente, nos proponemos estudiar la clasificaciéon analitica, mediante la holonomia

proyectiva, de ciertos tipos de foliaciones holomorfas singulares de codimension uno en

3

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_:_\gﬁglimo

DEL PERU

4 Introduccion

(C3,0). En concreto, el estudio que presentamos en esta tesis se escoge con la finalidad de
establecer, hasta qué punto, una técnica sencilla, nos permite clasificar analiticamente las
foliaciones cuspidales en (C3,0). De este modo, el desarrollo de esta tesis se fundamenta
en una interrogante fundamental que da sentido y forma a todos nuestros planteamientos.
Esta interrogante es el siguiente ; hasta qué punto la técnica de clasificacién analitica usada
por R. Moussu [Mon2|, D. Cerveau y R. Moussu [CMad|, R. Meziani [Md|, M.Berthier,
R. Meziani y P. Sad |[BMS]|, entre otros, nos permite clasificar analiticamente las folia-
ciones cuspidales en (C3,0)?. Esta pregunta, se presta a multiples respuestas y a variados
planteamientos, pero en el caso que nos ocupa cabe destacar un planteamiento que poste-

riormente pasaremos a describir.

Un germen de foliacién holomorfa viene definido por una 1-forma diferencial holomorfa
w € QYC",0), que satisface la condicién de integrabilidad de Frobenius: w A dw = 0.
Los puntos p en los que w(p) # 0 se llamaran regulares, y singulares aquellos en los que
w(p) = 0. Si escribimos la 1-forma en coordenadas locales, w = > 7" ; a;(x)dz;, supondre-
mos ademas que los coeficientes a;(x) carecen de factor comin, lo que implica que el lugar
singular es un germen de espacio analitico de codimensién al menos 2. Dos 1-formas w, w’
con estas condiciones, que verifican w A w’ = 0, definen el mismo germen de foliacion . Dos
gérmenes de foliacion, definidos por dos 1-formas wi,ws, se dirdn analiticamente equiva-
lentes si existe un germen de biholomorfismo ¢ : (C™,0) — (C™,0) tal que w; A p*ws = 0.
Si el origen es un punto regular, existen coordenadas (z1,- - ,z,) en las que w A dxy = 0,
esto significa que, w, dx; son analiticamente equivalentes, lo que completa la clasificacién
analitica en ese caso.

En el caso singular, si n = 2, el caso més simple se da cuando la foliacién tiene parte

lineal no nula, esto es, estd generado por una 1-forma
w=(a1x+ay+---)dr+ (bjx + by +---)dy.
En esta situacion, consideramos el campo de vectores dual

0 0
X:(b1x+b2y+~-)%—(alac—i-agy—f--”)afy,

v A1, A9 los autovalores de la matriz de la parte lineal, es decir, de
by —a
M,=( " ).
by —az
La foliacion se dice linealizable si es analfticamente conjugada a su parte lineal. El

primer resultado importante, en este sentido, es el siguiente

Teorema (Poincaré, [BEaZd|). Si i—f ¢ Reo UNU &, la foliacion es linealizable.
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Siguiendo en el caso AiAe # 0, y ahora suponiendo ﬁ—f € R_ \ Q_, la situacién se

complica. Desde un punto de vista algebraico, considerando w como una 1-forma con coe-
ficientes en C|[x, y]], la foliacion es formalmente linealizable, esto es, existe un isomorfismo
de C—algebras @ : C[[z,y]]> — C[[z, y]]? tal que ¢*w define la misma foliacion que su parte
lineal. Sin embargo, la existencia de una linealizacién analitica queda més comprometida.

El resultado més relevante al respecto, es el siguiente Teorema de A. D. Brjuno:

Teorema (A.D Brjuno [BxZ|). Denotemos por wr = min{|A1q1 + A2g2 — \i|; |Q] =

qL+q < 2’“}. St se verifica la condicion

(e}

1 1
Z ok log — < 400,
k=1 %

la foliacion es analiticamente linealizable. En ausencia de dicha condicion, existen folia-

citones que no son analiticamente linealizables.

Consideremos ahora el caso i—; € Q_. Distinguimos dos situaciones
a) A1 =0, Ay # 0 (caso silla-nodo).
b) % = —% € Q<o, (p,q #0) (caso resonante).

En ambos casos, son pioneros los trabajos de J. Martinet y J.P Ramis [[MET)|, [MR2|,
en los que construyen, a partir de ciertos grupos de cohomologia, espacios clasificadores en

los casos anteriores. Las técnicas bésicas que se usan en dichos trabajos son:

1. La representacion sectorial de las conjugaciones formales, en forma de desarrollo
asintotico. Esta representacion sectorial define ciertos espacios de cohomologia en
la categoria de grupos no abelianos, que representan el llamado espacio de moduli

formal-analitico. Este se usa de manera decisiva, sobre todo, en el caso silla-nodo.

2. La clasificacion a través de la holonomia de una variedad invariante (separatriz).

Decimos que f = 0 define una separatriz de la foliacién definida por w si w Adf = fn
para alguna 2-forma 7. Una foliacién de tipo resonante resulta tener dos separatrices lisas y
transversales, que podemos suponer definidas por z.y = 0. A cada una de estas separatrices
se le asocia un grupo de holonomia, definido de la manera siguiente: cada camino 7y sobre la
separatriz se levanta, fijada una fibracion transversal a la foliacién, en un camino que sigue
las hojas. Si el camino es un lazo, y (2,0) es una transversal a la foliacion (una fibra de
la fibracién antes mencionada), este levantamiento define un difeomorfismo h. : (£,0) —

(3,0). Este no depende de la clase de homotopia de =, con lo que hay una representacion

H: m(L,z) — Diff(S,0),
[] — h
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6 Introduccion

donde L representa la separatriz, y xo el punto base de la transversal X. Identificando la
transversal (X,0) con (C,0) la imagen de H es el un subgrupo (ciclico en este caso) de
Diff(C,0). Martinet y Ramis “reducen” el problema de clasificar las foliaciones a clasificar
los grupos de holonomia, esto es, los gérmenes de difeomorfismos de (C, 0). La clasificacion
analitica de estos objetos es realizada de manera independiente por varios autores: J. Ecalle
en 1975 [EZF] y S. Voronin en 1981 [WaET).

Un estudio detallado de la holonomia es el objeto de estudio de J.F Mattei y R. Moussu
en [MIMI|. Con respecto a estas foliaciones resonantes, ellos muestran el siguiente resultado,

que serda de importancia en nuestro trabajo.

Teorema. Para una foliacion definida por una 1-forma resonante w, son equivalentes:
a) La foliacion es analiticamente linealizable.

b) w admite una integral primera holomorfa.

¢) La holonomia de una de sus separatrices es periddica.

Asi, la holonomia proporciona un criterio de linealizacién y de existencia de integral
primera.

Las formas consideradas anteriormente (silla-nodo, resonante) son ejemplos de las lla-
madas singularidades simples de foliaciones. Dada una 1-forma w en (C20), existe un
proceso de reduccién de singularidades, consistente en una cadena de explosiones con cen-
tros puntuales, al final de la cual se obtiene una foliacién cuyos puntos singulares son
simples: si A1, A2 son los autovalores de su parte lineal se tiene que Ao # 0, i—; ¢ Q. Este
tipo de singularidades no puede destruirse por posteriores explosiones.

Consideremos ahora el caso de foliaciones con singularidades no simples. Entre las
conjeturas planteadas por Réné Thom en los seminarios del IHES en los anos 70, figuraba
aquella que afirmaba que en caso de foliaciones con un ntmero finito de separatrices, la
holonomia de estas es un invariante que caracteriza la foliacién. Esta conjetura, hemos
visto que, es cierta en el caso de singularidades simples, pero que R. Moussu muestra que
no es correcta en el caso que €l llama degenerado-transverso [Mon2|. Se trata de un caso
particular de las llamadas foliaciones cuspidales, aquellas cuya parte lineal es nilpotente
y no nula. Concretamente, Moussu llama foliaciones degeneradas-transversas a aquellas

generadas por una 1-forma w, tal que existen coordenadas en las cuales su 2-jet es
jPw = d(y? + 2°) + APdy,

con A € C. Estas formas admiten una desingularizacién muy simple, y tienen una tnica

separatriz analiticamente equivalente a 3% 4+ 23 = 0. Moussu define la llamada holonomia
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Introduccion 7

evanescente, la cual no es mas que el grupo de holonomia de una componente del divisor
excepcional que surge en el proceso de reduccion de singularidades; precisamente la com-
ponente sobre la que reposa la transformada estricta de la separatriz. La extension de la
conjugacion dada por el grupo de holonomia a todo un entorno del divisor excepcional hace
uso del resultado de Mattei y Moussu [[MOMI| antes mencionado, que permite generalizar
la existencia de integral primera holomorfa en torno a las otras componentes del divisor
excepcional.

Las singularidades nilpotentes han sido posteriormente estudiadas por diversos autores.

Entre los principales hitos debemos mencionar:

- D. Cerveau y R. Moussu [CMoui|: extienden el resultado anterior a las foliaciones

que admiten una escritura formal (forma normal de Takens)
d(y® +a") + aPu(x)dy,

con n < 2p,u(0) # 0,u(x) € C[[z]].

En este caso, la foliacién tiene una curva invariante analiticamente equivalente a
y? + 2" = 0 (por esta razon estas foliaciones a veces son llamadas cuspidales). En el
estudio de estas foliaciones, es interesante escribir explicitamente la foliacion teniendo
exactamente a 32 + 2" = 0 como separatriz. D. Cerveau y R. Moussu [(CIMoi|

muestran que estas foliaciones pueden ser definidas por una 1-forma holomorfa

w=d(y® + z") + A(z,y) (nydz — 2zdy).

- R. Meziani [M4]: estudia el caso n = 2p, bajo condiciones genéricas sobre u(0). En
caso de no darse estas condiciones, la foliacién tiene silla-nodo en su reduccion de
singularidades. Se trata de una foliaciéon que, usando la terminologia de C. Camacho,
L. Neto y P. Sad [CLS|, no es una curva generalizada, esto es, la reduccion de
singularidades de la foliacién requiere mayor niimero de explosiones que las necesarias

para reducir la separatriz.

- El caso 2p < n es considerado por M. Berthier, R. Meziani y P. Sad [BMS]|, en el
caso en que la silla-nodo que aparece tras la reduccién de singularidades admite dos
separatrices analiticas. Si dicha silla-nodo sélo admite una separatriz analitica (y una
formal), el caso es estudiado por E. Strozyna [SEd|, empleando de manera fuerte el
trabajo de Martinet y Ramis [[MRTI|.

- Por altimo, R. Meziani y P. Sad [MS] estudian el caso dicritico.
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8 Introduccion

En todos estos resultados, la clasificacién analitica a través de la holonomia proyectiva
resulta ser el ingrediente bésico. Lo es también en el trabajo de Y. Genzmer [GeZ| sobre
las foliaciones de tipo curva generalizada cuya separatriz es una funcién casi homogénea.
No obstante, en este trabajo, Y. Genzmer emplea técnicas muy diferentes de las anteriores,
basadas en un estudio de las deformaciones de foliaciones, al no poder hallar una fibracién
transversal a la foliacién que tenga a las separatrices como fibras, y poder aplicar los re-

sultados sobre la existencia de integrales primeras de Mattei y Moussu [[MIMI|.

Consideremos ahora el caso 3-dimensional. Existen pocos trabajos relativos al estudio
de la clasificaciéon analitica de foliaciones en un espacio ambiente de dimension tres, debido,
entre otras cosas, a la complejidad del estudio de una reduccién de singularidades global y
de la geometria del divisor excepcional que se obtiene. En el caso de singularidades simples,
de tipo resonantes, D. Cerveau y J. Mozo [CMd| muestran que la holonomia de una de
las separatrices permite clasificar analiticamente la singularidad. En el caso no simple, el
tnico trabajo al respecto es el de P. Fernandez y J. Mozo [EMI| sobre las singularidades
de foliaciones cuspidales casi ordinarias: se trata de foliaciones cuya tnica separatriz es
una cuspide casi ordinaria, es decir, una superficie dada, en coordenadas adecuadas, por
2% 4 2Pyl = 0.

Para las superficies casi ordinarias se dispone de una reducciéon de singularidades com-
binatoria, la cual, siguiéndola, permite localizar una componente particular del divisor
excepcional en la cual se encuentra la separatriz, y cuya holonomia proyectiva permite

clasificar la singularidad.

En el marco del problema anterior se encuentra la presente tesis. Se pretende proseguir
el trabajo de P. Fernandez y J. Mozo [EM|, localizando ciertas foliaciones en dimension
tres, de tipo cuspidal, cuya clasificacién analitica puede estudiarse a través de la holonomia
de una componente particular del divisor excepcional. Llamamos cuspidales a foliaciones
cuya separatriz es del tipo 224+p(x,y) = 0, con ¢(z,y) € C{z,y}, v(¢) > 2. Nos centramos
en aquellas foliaciones del tipo que en P. Ferndndez y J. Mozo [EMZ| llaman superficies
generalizadas, esto es, foliaciones no dicriticas cuya reduccion de singularidades coincide
con una reduccién de su conjunto de separatrices, y en la cual no aparecen sillas-nodos.
Mas concretamente, nos centramos en un tipo de foliaciones que hemos llamado foliaciones
cuspidales casi homogéneas (FCCH) de tipo admisible: su separatriz tiene ecuacion, en

coordenadas adecuadas, de la forma
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Introduccion 9

Si todos los d; son iguales a 1, el lugar singular de la foliaciéon es el origen, y en
consecuencia es de codimension tres. El teorema de Frobenius singular de B. Malgrange
[ME] nos dice que la foliacién admite integral primera holomorfa. Asi, su estudio equivale

2}()‘;17.” 7dl)

al de funciones. Denotaremos como al conjunto de FCCH de tipo admisible con

d; > 1, para algtn ¢. Los ingredientes que emplearemos en la tesis son:

1. Un estudio detallado de la reduccion de singularidades de una tal foliacién, y de su
divisor excepcional. Esta reduccién se lleva a cabo por el método de Weierstrass-Jung,
segin el cual, después de un ntmero finito de transformaciones cuadraticas, todas
las singularidades son casi ordinarias. A continuacién, proseguimos con el método de

reduccion de estas.

2. Un estudio de las componentes del divisor excepcional y de su topologfa. En particular
localizar una componente cuya topologia, después de quitar la parte singular de la
transformada estricta de la foliacion, resulta ser de la forma C? \ C, siendo C una

curva algebraica afin del tipo

l

d;
22+H<y5—ai) = 0.
i=1
El estudio del grupo fundamental de C2~.C se hace a través del método de Zariski-Van

Kampen, en su versiéon moderna, la cual emplea la monodromia de trenzas.

3. La obtencién de una forma pre-normal para las foliaciones que estamos considerando.
Esta forma permite construir una fibracién transversal a la foliacion, de tal manera
que la separatriz es una uniéon de fibras. Esta foliacién permite el levantamiento de
los difeomorfismos de holonomia. Mencionamos en este punto que este resultado ha

sido publicado en:

= P. FERNANDEZ, J. M0z0O, AND H. NECIOSUP. On codimension one foliations
with prescribed cuspidal separatriz. J. Differential Equations 256(2014) 1702-
1717.

Se establece asimismo una condicién suficiente para que las foliaciones que conside-
ramos sean superficies generalizadas, al estilo del trabajo de F. Loray en dimensién

dos [CaoT|.

Pasaremos a continuacién a detallar el contenido de la memoria: en el Capitulo 1, des-
cribimos el proceso de resolucion inmersa de superficies de forma breve y esquemética.
Organizamos este capitulo de forma siguiente: en la Seccién I exponemos los conceptos

generales de los algoritmos de resoluciéon de singularidades, en la Seccién A se estudia
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10 Introduccion

las singularidades casi ordinarias de superficies, siguiendo a J. Lipman. En la Seccion 3
introducimos el tipo de superficies que nos interesan en la presente memoria, superficies
cuspidales casi homogéneas de tipo admisible, estudiamos con detalle su reduccién inmer-
sa de singularidades de manera global, y presentamos una descripciéon de la geometria
de las componentes del divisor excepcional. Destacamos esta parte como la mas original
del presente capitulo. No existen en la bibliografia apenas trabajos que estudian el com-
portamiento y la estructura global del divisor excepcional en la reduccion de variedades
algebraicas de dimensién mayor que uno. Por ultimo, y en el caso que llamamos esencial,
estudiamos la topologia de cada componente del divisor excepcional una vez retirada la
interseccion con las otras componentes y la intersecciéon con el transformado estricto de la

superficie.

En el Capitulo 2, presentamos nuestros primeros resultados principales. Este capitulo
es organizado como sigue: en la Seccion P describimos brevemente las formas normal for-
mal de las singularidades simples de foliaciones holomorfas de codimensién uno en (C3,0),
debido a F. Cano y D. Cerveau. En la Secciéon 232, presentamos nuestro primer resultado
a manera de generalizaciéon del resultado principal debido a P. Fernadndez y J. Mozo en
[EDNI|:

Teorema . Sea § una hipersuperficie generalizada en (C™,0), y S := (f = 0) la ecua-
cion reducida del conjunto de sus separatrices. Dado w: (M, E) — (C",0), el morfismo de
una resolucion de singularidades inmersa de S, entonces w*(§) tiene singularidades sim-

ples adaptadas al divisor E.

En la Seccién P23 determinamos la forma pre-normal de las foliaciones de tipo hiper-
superficie generalizada con separatriz prefijada, obtenemos como resultado esencial de la

tesis, el siguiente teorema:

Teorema 2. Sea § un germen de foliacion holomorfa en (C"*1,0), con separatriz defi-

nida por la ecuacion analitica f = z? + ¢(x) = 0. Entonces existen coordenadas analiticas
tal que un generador de § es

dgol dz>

9y

=d(z>+ ¢ U, 2)20(— — 2=
w=d(z*+¢)+G(¥,z2)z (90, .

’ . - e
donde o = pu = V", u una unidad, ¥ no es una potencia y G es un germen de funcion

holomorfa en dos variables.
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Como consecuencia, en el caso casi homogéneo obtenemos

Corolario 8. Sea § una foliacion, tipo hipersuperficie generalizada, con separatriz casi

homogénea 2> + p(x) = 0. Entonces, existen coordenadas tales que un generador de § es

donde ¢ = V" ¥ no es una potencia, y G es un germen de funcion holomorfa en dos

variables.

En la Seccion 4, describimos en detalle la reduccién de singularidades de las FCCH
de tipo admisible, obteniendo una condicién suficiente para que una foliacién holomorfa
generada por una 1-forma € € ngql’m ) sea superficie generalizada, la cual se refleja en el

siguiente teorema

Teorema 28 Considere un germen de foliacion holomorfa de codimension uno en (C3,0),

generada por una I1-forma diferencial

dy dz
_ 2 _9Z
w=d(z+ ¢(z,y)) + G(\Il,z).\llz( % 2 . >,

donde ¥ = Hézl(yp —a;zD)%, pg>2, a; #0, a; # aj si i # j, d primos relativos ,

y ¢ = Uy r € N*. Escribiendo G = Y G;;¥'27, funcion holomorfa en dos variables, y
denotemos por

- (2i+rj)

Uty i= ——~
Vi) (V') med(2,7)’

I/(Q,T)(G) := min {VQ,T(\IJiZj); Gi; # O}.

’ it
Entonces si v(3,)(G) > mcgzgfr),

la foliacion §., es de tipo superficie generalizada.

En la Seccién P4, exhibimos una fibracion de Hopf adaptada a las FCCH de tipo
admisible. Finalizamos el capitulo con la Seccién B3, en la describimos la topologia de las
componentes del divisor excepcional una vez quitado el lugar singular.

El Capitulo 3, esté dedicado a presentar el resultado principal de la tesis. En la Seccién
B presentamos de manera introductoria la definicién de holonomia y holonomia proyectiva
de una hoja de foliacién y demostramos que la conjugacion del grupo de holonomia de dos
FCCH de tipo admisible §q;, en los casos considerados, implica la conjugacion de estas en
un entorno la componente esencial del divisor excepcional, D.

Sea 2 € E;(,fl;"" ’dl), diremos que la foliacién Fq:
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= Sid—par (Caso i), cumple la propiedad p;: las holonomias de las hojas D'\S, D"~

S, son linealizables.

» Si d—impar (Caso ii.1), cumple la propiedad ps: la holonomias de la hoja D" \. S,

es linealizable.

La técnica de la holonomia proyectiva permite clasificar las FCCH de tipo admisible que

satisfacen una de las propiedad P;, es decir:

e dy)l
Teorema B Sean §2; € ng;’ )i satisfaciendo la propiedad P; y considere las foliaciones

Sq, con holonomias proyectivas Hﬂi,f) = (h;l, héz,hiY), 1 = 1,2. Entonces las foliaciones

son analiticamente conjugadas si y solo si (hi  hi  hi) son analiticamente conjugadas

9177927

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_:_\gﬁglimo

DEL PERU

English summary

Classification of objects may be considered among the most important problems in
mathematics, once we have defined some equivalence relation. Mathematicians classify
algebraic structures, geometrical objects or equations, following isomorphism criteria, or
some relation between the solution spaces. One of the objectives is to find some “relatively
simple” representative in each of these equivalence classes, whose properties, easier to study,
allow to deduce properties of more general objects. Let us mention here some well-known

examples:

1. Every square matrix is equivalent to a matrix in Jordan form. We can deduce from
this fact that every endomorphism of a finite dimensional vector space can be de-

composed in semisimple and nilpotent part.

2. Every finite abelian group is isomorphic to a direct sum of cyclic groups. A similar

equivalence problem for finite simple groups has been object of study during decades.

3. Every compact topological surface is homeomorphic to a sphere, a connected sum
of tori, or a connected sum of a projective plane and some of the preceding ones.
Analogous problems in higher dimensions are much more difficult to study. The
famous Poincaré conjecture is related with the classification of compact topological
3-manifolds. In particular, this conjecture asserts that every homological 3-sphere is
a topological 3-sphere. The importance of the problem is strengthened by the fact
that three Medal Fields have been awarded in relation with his problem (Stephen
Smale in 1966, Michael Freedman in 1986, and Grigori Perelman in 2006).

This memoir concerns classification problems. More precisely, we want to study the
analytic classification, through projective holonomy, of certain types of singular codimen-
sion one holomorphic foliations in (C3,0). The study we present in this work pretends
to establish if this tool may be used in order to classify analytically cuspidal foliation
in (C3,0). Concretely, the main question is: how far this technique, already used by R.
Moussu [Mon?2|, D. Cerveau and R. Moussu [CMo1i|, R. Meziani [Md|, M.Berthier, R.

13
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Meziani and P. Sad [BIMS], among others, can be used to classify analytically cuspidal fo-

liations in (C3,0)? This question can be answered differently, so let us describe our setting.

A germ of holomorphic foliation is defined by a holomorphic 1-form w € Q!(C",0),
satisfying Frobenius integrability condition wAdw = 0. The points p in which w(p) # 0 will
be called regular, and singular if w(p) = 0. Writing in local coordinates, w = Y ;" | a;(x)dz;,
we will suppose, moreover, that the coefficients a;(x) have no common factor. This implies
that the singular locus is an analytic germ of codimension at least two. Two such forms
w, W', verifying w A ' = 0, define the same germ of foliation. Two such germs, defined
by w1, we, will be called analytically equivalent if there exist a germ of biholomorphism
¢ : (C"0) — (C", 0) such that w; A p*ws = 0. If the origin is a regular point, there exist
coordinates (z1, - ,zy) such that wAdz; = 0, so, w, dz; are analytically equivalent, which
completes the analytic classification in this case

In the singular case, if n = 2, the simplest case is when the foliation have a non-zero

linear part, i.e., it is generated by a 1-form
w=(a1x+ay+---)dr+ (bjx + by +---)dy.
Let us consider the dual vector field

0
X=0bix+by+- )7 —(ax+awy+--)

Ox dy’

and A1, Ao the eigenvalues of the linear part matrix, i.e., of the matrix

Ty
b2 —an

The foliation is called linearizable if it is analytically equivalent to its linear part. Histori-

cally, the first main result in the context appears to be the following one:
Theorem (Poincaré, [BaZd|). If f\‘—f ¢ RogUNU L, the foliation is linearizable.

Let us continue in the case A\j A2 # 0. Now, assuming that % € R_ . Q_. The situa-
tion turns more difficult. From an algebraic point of view, considering w as a 1-form with
coefficients in C[[z, y]], the foliation is formally linearizable, i.e., there exists a C—algebras
isomorphism @ : C[[z,y]]?> — C[[x, y]]? such that ¢*w defines the same foliation as its linear
part. The existence of an analytic linearization is not evident. One of the most relevant

results is the following theorem of A. D. Brjuno:
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Theorem (A.D Brjuno [BX)). Let us denote wy, = min{|A1q1+X2q2—\i|; |Q| = ¢1+q2 <
2kY. If the condition

= 1 1
Z o7 log — < 400
2 Wik
k=1
1s verifies, the foliation is analytically linearizable. In its absence, there are foliations not

analytically linearizable.

Let us consider now the case % € Q_. Two different situations will arise:
a) A\ =0,y # 0 (saddle-node case).

b) % = —L € Q<o, (p,q # 0) (resonant case).

In any of these cases, the pioneering works of J. Martinet and J.P Ramis [MRET|, [MRB2|
construct, from certain cohomology groups, classifying spaces in the preceding cases. The

main techniques used are the following:

1. A sectorial representation of formal conjugations, as asymptotic expansions. This re-
presentation defines certain cohomology spaces in the category of non-abelian groups,
that represent the formal-analytic moduli space. This technique is mainly used in the

saddle-node case.

2. The classification from the holonomy of a separatrix.

We will say that f = 0 defines a separatrix for the foliation defined by w if w Adf = fn
for some 2-form 7. A resonant foliation has always two smooth and transversal separatrices,
that we can assume they are defined by x-y = 0. We associate to each of these separatrices
a holonomy group, roughly defined as follows: every path  over the separatrix can be
lifted, once a transversal fibration is fixed, following the leaves. If the path is a loop, and
(33,0) is a transversal to the foliation (a fiber of the previously considered fibration), this
lifting defines a diffeomorphism h., : (£,0) — (£,0) independent of the homotopy class of

~. There is a representation

H : 7T1(L,.CCO) — DIH(Z,O),
[v] — hy

where L is the separatrix, and x the base point of the transversal 3. Identifying (3, 0) with
(C,0), the image of H is a subgroup (cyclic in this case) of Diff(C, 0). Martinet and Ramis
“reduce” the classification problem of the foliations to the classification of their holonomy
group, i.e., to classify germs of diffeomorphisms of (C,0). The analytic classification of
these objects has been done independently by J. Ecalle in 1975 [[EZH] and S. Voronin in
1981 [MaZT|.
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A detailed study of the holonomy is done by J.-F. Mattei and R. Moussu in [[MIMI|.

Concerning resonant foliations, the following result, basic in our work, is shown:

Theorem. If a germ of foliation is defined by a resonant 1-form w, the following conditions

are equivalent:

a) The foliation is analytically linearizable.

b) w has a holomorphic first integral.

c) The holonomy of one of its separatrices is periodic.

So, the holonomy provides a linearization criterion and existence of first integral.

Previously considered forms (saddle-node, resonant) are examples of simple singulari-
ties. Given a 1-form w in (C2,0), there is a reduction of singularities process, consisting in a
sequence of blow-ups centered in points, and at the end it is obtained a foliation with simple
singular points: if A1, Ao are the eigenvalues of its linear part, we have Ag # 0, i—; ¢ Q0.
This kind of singularities cannot be destroyed by further blow-ups.

Let us consider non-simple singularities. Among the conjectures proposed by Réné
Thom at the IHES seminars in the seventies, one of them stated roughly that, for foliations
with a finite number of separatrices, the holonomy is a classifying invariant. This conjecture
turns out to be true for simple singularities, but R. Moussu showed that it fails in the so-
called degenerate-transverse case [MonZ|. This is a particular case of foliations called
cuspidal, with nilpotent, non-null, linear part. More precisely, R. Moussu calls degenerate-
transverse to the foliations generated by a 1-form w, such that, in appropriate coordinates,
its 2-jet is

j2w = d(y* + %) + \aPdy,

with A € C. These foliations admit a particularly simple desingularization, and there is
only one separatrix analytically equivalent to y? + 23 = 0. Moussu defines the evanescent
holonomy, which is the holonomy group of one of the components of the exceptional divisor
that appears in the desingularization process: the component over which the separatrix lies.
The conjugation between the holonomies lifts to a neighbourhood of the exceptional divisor
thanks to Mattei-Moussu result previuously mentioned, which guarantees the existence of
a holomorphic first integral in a neighbourhood of the other components of the exceptional
divisor.

Nilpotent singularities have been study by different authors. Let us mention here the

main achievements:
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- D. Cerveau and R. Moussu [CMo1i| extend the aforementioned result to foliations

admitting a formal expression (Takens’ normal form)
d(y* + ") + 2Pu(z)dy,

with n < 2p, u(0) # 0,u(x) € Cl[z]].

In this case, the foliation has an invariant curve analytically equivalent to y?+z" = 0
(this is the reason of the name cuspidal). In the study of these foliations, it is useful
to write explicitely the foliation having y? 4+ 2™ = 0 as a separatrix. D. Cerveau
and R. Moussu [CMaou| show that these foliations can be written, in appropriate

coordinates, as

w = d(y* 4+ z") + A(z,y) (nydz — 2xdy).

- R. Meziani [Md] studies the case n = 2p, under generic conditions on u(0). If these
conditions fail, the foliation has a saddle-node in its reduction of singularities. Using
the terminology introduced by C. Camacho, L. Neto and P. Sad [CLS|, it is not
a generalized curve. That is, the reduction of singularities of the foliation requires

greater number of explosions needed to reduce the separatrix.

- The case 2p < n is considered by M. Berthier, R. Meziani and P. Sad [BMS|, when
the saddle-node that appears after reduction of singularities admits two analytic
separatrices. E. Strozyna [SEd| studied the case when there is only one analytic

separatrix (and a formal one), using strongly Martinet-Ramis moduli space |[MERTI|.

If there is only one analytic separatrix (and a formal one), it has been studied by E.

Strozyna [SEd|, using strongly Martinet-Ramis moduli space [[MIRT]|.
- Finally, R. Meziani and P. Sad [MS] study the dicritical case.

In all these cases, analytic classification through projective holonomy plays an impor-
tant role. It is still the case in Y. Genzmer’s work [(Ge3| about generalized curves foliations
having a quasi-homogeneous separatrix. Nevertheless, here, Y. Genzmer uses also different
techniques, based on a study of the deformations of foliations, as Mattei and Moussu [[MOIM|

results on the existence of first integrals can not be applied here.

Let us consider now the three-dimensional case. Few works regarding the analytic clas-
sification of three-dimensional foliations exist, due, among other reasons, to the complexity
of the study of the global desingularization and of the geometry of the exceptional divisor.

Concerning resonant, simple singularities, D. Cerveau and J. Mozo [CMd| show that the
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holonomy of one of the separatrices allows to analytically classify the singularity. In the non-
reduced case, the only work in this context is due to P. Fernandez and J. Mozo [EMI|, who
study cuspidal, quasi-ordinary foliations: these are foliations with only one quasi-ordinary
cup as separatrix, i.e., a surface given in appropriate coordinates by 22 + 2Py? = 0.

There is a well-known combinatorial reduction of singularities for quasi-ordinary sur-
faces. Following it, a certain component of the exceptional divisor can be found, whose

projective holonomy allows to classify the singularity.

The present memoir is written in the framework of the preceding problem. We at-
tempt to continue the aforementioned work of P. Fernandez and J. Mozo [EMI, trying
to find certain three-dimensional foliations, of cuspidal type, whose analytic classifica-
tion can be studied using the holonomy of a certain component of the exceptional divi-
sor. We will call cuspidal to those foliations, having the surface 22 + p(x,y) = 0, with
o(x,y) € C{z,y}, v(p) > 2, as a separatrix. We will focus in the generalized surface
type [EM3|, i.e., non-dicritical foliations, without saddle-nodes, and whose reduction of
singularities agrees with the reduction of its separatrix set. More precisely, the foliations
we are studying will be called admissible cuspidal quasi-homogeneous foliations (FCCH).
Their separatrix is defined by a surface that in appropriate coordinates is

l

22+ H (v — a;z9)% = 0.
i=1
If every d; is equal to 1, the singular locus turns out to be the origin, of codimension
three. Malgrange’s Frobenius Singular Theorem [[MH] tells us in this case that there is a
holomorphic first integral: the study of these foliations reduces to the study of analytic
functions. So, we will denote as Z%l’m “4) the set of permissible type FCCH with d; > 1,

for some 7. The main ingredients we will use are:

1. The global reduction of the singularities of such a foliation, and of the exceptional
divisor. The desingularization is done by means of Weierstrass-Jung method: the
singularities are reduced to quasi-ordinary ones after a finite number of point blow-

ups. After that, we will reduce these quasi-ordinary singularities.

2. A detailed study of the topology of the components of the exceptional divisor. It is
necessary to find a component whose topology, after eliminating the singular part of
the strict transform of the foliation, turns out to be of the form C? \ C, where C is

an affine algebraic curve as
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The study of the fundamental group of C? . C is done through Zariski-Van Kampen

method, in a modern version, which uses braid monodromy.

3. A pre-normal form of the considered foliations. This form allows to find a transversal
fibration, such that the separatrix is a union of fibers, and to lift the holonomy. Let

us mention that this result has already been published in:

» P. FERNANDEZ SANCHEZ, J. M0z0 FERNANDEZ, AND H. NEcCIOSUP. On

codimension one foliations with prescribed cuspidal separatriz. J. Differential
Equations 256 (2014) 1702-1717.

A sufficient condition in order that the considered foliations are generalized surfaces,

following F. Loray’s work in dimension two [[Codl| is also given.

Let us now detail the content of this memoir. In Chapter 1, we will sketch the immerse
desingularization of surfaces. More concretely, Section [ is devoted to expound the general
ideas behind the desingularizations algorithms. In Section [, quasi-ordinary singularities
of surfaces are studied, following J. Lipman. In Section 3, cuspidal quasi-homogeneous
surfaces are introduced, and their immerse desingularization is studied with more detail.
We will describe the geometry of the components of the exceptional divisor. Let us mention
that this is the most original part of the present chapter, as very few results exist previously
studying the global structure and topology of he exceptional divisor appearing in the
reduction of algebraic varieties of dimension greater than one. Finally, in the essential
case (to be defined) , the topology of each component of the exceptional divisor minus the
intersection with the other components and the strict transform of the surface, is studied
in detail.

In Chapter 2 we will present some of our main results. In Section EX we will briefly
describe formal normal forms for simple singularities of codimension one holomorphic fo-
liations, following F. Cano and D. Cerveau. In Section 232, the following result generalizes

the similar one obtained for generalized surfaces by P. Fernandez and J. Mozo in [EM3|:

Theorem 7. Let § be a generalized hypersurface in (C™,0), and S := (f = 0) the reduced
equation of its set of separatrices. If m: (M, E) — (C",0) is an immerse resolution of the

singularities of S, then m*(§) has only simple singularities adapted to the divisor E.

In Section B33, pre-normal forms for generalized surfaces with a certain cuspidal surface

as a separatrix is determined. This is one on the main results on this Thesis:
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Theorem 22. Let § be a holomorphic foliation in (C"1,0), with separatriz defined by
the analytic equation f = 2> + p(x) = 0. Then, there exist analytic coordinates such that

a generator of § is

/ dgol dz
— 2 _
w=d(z —i—go)—i—G(\Il,z)z\I/((p, 2Z>,

where gol = u=VY", u a unit, ¥ not a power, and G a two-variables holomorphic germ.

As a consequence, in the quasi-homogeneous case we have
Corollary Z3. Let § be a foliation, of generalized surface type, with quasi-homogeneous

separatriz 22 + ¢(x) = 0. Then, there exists coordinates such that a generator of § is

where o = V" W 4s not a power, and G a two-variables holomorphic germ.

In Section B3, the reduction of singularities of admissible FCCH is described. We obtain

(d1,--,dp)
Ep:q

a sufficient condition for a foliation generated by a 1-form € € is a generalized

surface. This condition is stated in the following theorem:

Theorem 8. Let us consider a germ of codimension one holomorphic foliation in (C3,0),

generated by a 1-form

d d
w=d(2® + p(z,9)) + G(T, z).@z(—so - —Z>,
© z
where ¥ = Hézl(yp - aixq)dg, p.q>2, a; #0, a; # a; sii# j, d; relatively primes, and
©=V"; r € N*. Let us write G = Gij\I/izj, two-variables holomorphic germ, and
o (2i+rj)
Pll) = ——2~
Vi) (V') med(2,7)’

V(2,r) (G) := min {VQ,T(\I/iZj); Gz‘j 75 0}

Then, if v, (G) > mzcl;g];ﬂ), the foliation §,, is a generalized surface.
In Section 1, we will exhibit a Hopf fibration adapted to the admissible FCCH.
We will end this chapter in Section 3, describing the topology of the components of the
exceptional divisor minus the singular set.
In Chapter 3, the main results of this Thesis are presented. In Section BAl, we will intro-

duce holonomy and projective holonomy, and we will show that if two admissible foliations
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of type FCCH, belonging to a same class §); € Ez(,(f;""’dl), have conjugated projective ho-

lonomies, then they are conjugated in a neighbourhood of the essential component of the
exceptional divisor D.

Let be Q € Zz(,‘fl;"" ’dl), we will say that the foliation Fq:

» If d—even (Case i), satisfies the property o1: the holonomy of the leaves D'~\.S, D"~

S, is linearizable.

» If d—odd (Case ii.1), satisfies the property ps: the holonomy of the leaf D"~ S, is

linearizable.

The technique of projective holonomy allows the classifications of FCCH permissible

type that satisfies a of the property P;, i.e.:

l
Theorem Bl Let ; € 21(902’ )i satisfy property P; and let us consider the foliations

S, with projective holonomies HQi,D = (hgl,hfm,hZ), 1 = 1,2. Then, the foliations are

analytically conjugated if and only if the groups (thhgw ht) are analytically conjugated.
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Capitulo

Resoluciéon de superficies singulares y

topologia del divisor

Las singularidades de superficies algebraicas o analiticas son mucho més complicadas
que las de curvas, y resolverlas es un problema bastante sutil. Este ha sido uno de los
problemas méas importantes de la Geometria Algebraica por méas de cien afnos.

La resolucién de superficies se ha obtenido por diferentes métodos. La primera demostra-
ciéon rigurosa y completa, es debida a R. Walker en 1936. En 1939 O. Zariski dio la primera
demostraciéon puramente algebraica de la existencia de la desingularizaciéon de superficies
sobre un cuerpo de caracteristica cero y la extendié, un afio mas tarde, al caso analitico
local. El resultado crucial no se obtuvo hasta 1964, afio en que Heisuke Hironaka da una
demostraciéon de la resolucién de singularidades para variedades de dimensién arbitraria
sobre cuerpos de caracteristica cero en su extenso articulo [HI|, resultado que le valio la
Medalla Fields. La demostraciéon de Hironaka, ademés de ser compleja, es existencial, es
decir, no especifica un método constructivo para encontrar su resolucién. Desde entonces
se han obtenido resultados importantes en un contexto méas general (esquemas excelentes).
La primera prueba constructiva se debe a O. Villamayor en 1989 |Mi|: da un algoritmo
que establece qué explosiones de una variedad singular dan como resultado una variedad
lisa. Posteriormente esta prueba se ha simplificado significativamente en trabajos de H.
Hauser, O. Villamayor, Bierstone-Milman, S. Encinas, entre otros.

En lo que concierne a caracteristica positiva, existen una serie de resultados parciales, de-
bidos a S. S. Abhyankar y J. Lipman, pero el problema en el caso general atn continta

abierto.

Dirigimos a los lectores interesados a ver [CGO|, para mayor informacion y estudio

23
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24 Capitulo 1. Resolucion de superficies y topologia del divisor

riguroso del mismo, asi como [Hau| donde se explica cuales son los ingredientes que inter-
vienen en la resoluciéon de singularidades y por qué son necesarios.

Vamos a dedicar este primer capitulo de la memoria a revisar una serie de resultados
relativos a superficies y a su desingularizacién que nos seran de utilidad en lo sucesivo.
El método utilizado es el de Weierstrass-Jung: una sucesién previa de transformaciones
cuadréticas permiten suponer que el lugar discriminante de una proyeccién adecuada tiene
cruzamientos normales, y posteriormente, utilizar los algoritmos existentes para la reduc-
cion de superficies casi ordinarias.

La Secciéon [ se dedicard a exponer una serie de conceptos generales que se usan en
los algoritmos de resolucién de singularidades, en especial las explosiones y los centros per-
mitidos. La Secciéon A estudia las singularidades casi ordinarias de superficies, siguiendo
a J. Lipman [CJ)|. El tipo de superficies que nos interesan en la presente memoria son las
de un tipo particular a las que llamaremos cuspidales casi homogéneas de tipo admisible,
introducidas en la Seccién 3. Se dedica esta seccidon a un estudio detallado de su reduc-
cion inmersa de singularidades global, empleando lo descrito en las Secciones I y 2.
Mencionemos que, si bien hay numerosos trabajos sobre la reduccién local de superficies,
son mucho mas escasos aquellos que se ocupan de la resoluciéon global, y de una descripciéon
detallada del divisor excepcional. Una tal descripcion se hace en la Seccion [C3I, aunque
la misma no es necesaria para el desarrollo del resto de la memoria. Por ultimo, y en el
caso que nos ocupa, es de especial interés para nosotros conocer la topologia de cada com-
ponente del divisor excepcional al que se le retira la intersecciéon con las otras componentes
y la interseccién con el transformado estricto de la superficie. Esta topologia se calcula por
medio de las técnicas de monodromia de trenzas. Dedicamos la Seccién A a la descripcién
de esta técnica, asi como al célculo del grupo fundamental en los casos de interés de esta

memoria.
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1.1. Resolucién inmersa de superficies

En esta seccién describiremos algunas de las ideas que permiten mostrar la existencia
de una resoluciéon inmersa de singularidades de superficies analiticas. No es nuestro objetivo
probar la existencia de dicha resolucién inmersa con toda generalidad (ver [Hil,[CGQO),
maés bien, siguiendo el esquema de [Gad| y [C4|, dar una descripcion explicita en un caso
muy particular, con el tnico objetivo de ilustrar los argumentos y técnicas de O. Zariski,
H. Hironaka y S. Abhyankar, entre otros.

Sea S una superficie compleja localmente dada, en un entorno Up de un punto p € S,
en el espacio ambiente de dimension tres, con coordenadas analiticas (z,y, z), por f = 0,

donde f € C{z,y, z} sin factores multiples y que admite un desarrollo en serie convergente
fl@,y,2) = fra'y’ 2",
Llamamos multiplicidad de S en p, y lo denotamos por 14, (S) a
= min{i +i+k: fijr # 0}.

Observe que para todo p € S, vp(S) > 1. Diremos que p es un punto singular de S siempre
que vp(S) > 2. El conjunto de puntos singulares de S, Sing(.5), es un conjunto analitico tal
que dim(Sing(S)) < 1, es decir, esta formado por una cantidad finita de curvas y puntos
aislados.

La multiplicidad define una funcién semicontinua superiormente, esto es, los puntos de
multiplicidad superior a una dada forman un cerrado analitico del espacio ambiente.

Sea
d= méx{yp(S) 'p € Sing(S)}.

En [C4|, d es llamado el invariante de Samuel y denotado por ISam(S). Asi, el conjunto
formado por todos los puntos de multiplicidad maxima, estrato de samuel de S, denotado
por

Sam(S) = {p € Sing(S) : vp(S) = ISam(S)},
es un cerrado analitico de S.

Definicion 1.1. Una resoluciéon o desingularizacion de S es un morfismo analitico

propio T : S — S tal que
1. S es una superficie lisa (es decir, sin puntos singulares),
2. S~ 7 1(Sing S) es denso en S,

3. y la restriccion m : S~ 771(Sing S) — S\ Sing S es un isomorfismo analitico.
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Consideremos una inmersién de S en una variedad lisa V', S < V.
Definicion 1.2. Se llama resolucion inmersa de S a un morfismo analitico propio
TV =V
tal que
1. V es una variedad lisa,
2.V~ 7 (Sing S) es denso en 'V,
3. la restriccion w: V ~ 7~ (Sing ) — V ~ {Sing S} es un isomorfismo y
4. m induce una resolucion de S con cruzamientos normales.

La condicion (4) significa, més precisamente, lo siguiente:

- La restriccion de 7 a S, 7|5, donde S := 7-1(S < {Sing S}) es el transformado

estricto de S, es una resolucion de S.
- 771(Sing S), es unién de hipersuperficies lisas irreducibles D,, 1 < a <7,y
- La familia {§ ,D1,Dsq,---,D,} es con cruzamientos normales.

La propiedad de cruzamientos normales de la familia {§ ,D1,Ds, -+, D,} quiere decir,
que para cada punto p € 7~ (Sing S), existe un sistema local de coordenadas de V en un
entorno de p tal que las variedades de la familia {§ ,D1,D9,---,D,} que contengan a p
son subespacios lineales, en posicion general (es decir, las funciones que aparecen dentro de
las ecuaciones locales de las variedades de la familia que contienen a p forman un sistema
local de coordenadas o pueden ser completadas para formar tal sistema). Asi tenemos
71($) = SUD; U---U D, (descomposiciéon en componentes irreducibles de 7~ 1(S)), y el

siguiente diagrama es conmutativo:

7S~ {SingS}) =5 =V <> 7Y (Sing S) = Dy U---U D,

s i

S C Vv

El divisor D := 7~ (Sing S) = Dy U ---U D, de V, es llamado el divisor excepcional
de .

Ademaés de la condicién de cruzamientos normales obtenemos las siguientes propiedades:

1. Por cada punto p € 7~ !(Sing S) N S pasan a lo sumo dos componentes irreducibles
de 7~1(Sing 9).
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2. Las componentes irreducibles de la fibra excepcional (7r|§)_1(Sing S) de la restriccion
7|5 son lisas y con cruzamientos normales en S. La resolucién de S inducida por 7

es lo que se llama una buena resolucion de S.

Nota 1.1. Las definiciones precedentes han sido dadas en el contexto analitico complejo.

Definiciones andlogas existen en el contexto algebraico (ver fCGO).

Una clase especial de morfismos propios son los que se construyen por medio de explo-
siones con centros subvariedades lisas. A continuaciéon vamos a precisar brevemente esta
nocion.

Sea V = C3 el espacio vectorial complejo de dimension 3, D3 un polidisco centrado
en 0 € C3, IP’(ZC el espacio proyectivo de dimensién 2, y 7 : C* \ {0} — IF’% la aplicacion
natural. Denotemos por x = (z1,29,23) € C3,1 = [y1 : y2 : y3] € IP’(% y consideremos el
conjunto

V' =Cii={(x,) eDs x Pt :x €]}  C° x P,

donde x € [ significa que existe A € C con x = A(y1,¥2,¥3)-

Se tiene que
V= {(Xa 1) € D3 x PZ : miy; = fb’jyi} C C* x P2.

De manera natural se puede dotar a V'’ de una estructura de variedad analitica compleja
de dimensién 3 inducida por la de C3 x ]P’(%.

Consideremos la primera proyeccion

P =P

(x,]) — x.
Six#0, 77 1(x) = (x,[x]), y 7 1(0) = {0} x PZ. La restriccién

VS 0) — € {0}

7-(-V/\W_l(o)
es un isomorfismo.
Llamaremos a 7, la transformacion cuadrdtica de C3 con centro en el origen, y a
771(0) el divisor excepcional.

La variedad V' se recubre por tres cartas locales (VJ’ ,¢;), definidas por,

Vi = {(X,l) eV y; # 0},

er1: Vi — C3

(X7l) — (xh%a%)a
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28 Capitulo 1. Resolucion de superficies y topologia del divisor
©2 ‘/2/ — Cg
(X,l) — (%7x27%)7

Y3 : Vg — 3
(x,1) —> (g—;,%,xg).

En dichas cartas, el morfismo 7 se describe por

™o @fl(ﬂflaﬂb‘zaws) = (@1, 2122, 2123),
Towy (z1,22,23) = (21Z2, T2, T2T3),
Ly’ 9051(1’179627563) = (z123, 7273, 73).

Considere ahora V una variedad analitica compleja de dimensiéon 3. Dado un punto
p € V, existe un entorno U de p isomorfo a un disco centrado en 0 € C3. La construccién

anterior puede, pues, localizarse, y definir asi un morfismo propio 7w : V! — V| tal que

VNt lp) — V'~ {p}

Tyt a=1(p) *

es un isomorfismo, y 771 (p) = IP%: es la transformacion cuadrética, o explosion de p en V.

Supongamos ahora que tenemos S un subespacio analitico de V' que contiene al punto
p. Sea m : V! — V transformacion cuadratica de V con centro en p. En este caso, el
transformado estricto de .S por 7 , denotamos por S , €s el minimo subespacio analitico de

771(9) tal que 7 induce el isomorfismo
S~ 7 p)~ S~ {p}

Si S es un germen de superficie analitica con p € S, entonces S puede ser calculado
localmente de forma muy sencilla: sea (x1, 2, x3) un sistema de coordenadas locales de V/
en torno de p y sea (f = 0) una ecuacién de S. Entonces, alrededor de 7—1(p), S es union

de piezas
3
S=Js
i=1
donde cada S; esté definida en una de las cartas locales por

f(z1, z122, 2123)

Sy = ,
x’Ip(f)
3, f(z122, 2, 2223)
2 -— )
:L,Vp(f)
2
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o f(ﬂflw?,, x2X3, 173)

S3 =
xgp(f)

Sea ahora V = C%2 y 7y : V! — V la explosion del origen en V. Sea Z = V x C,
7' = V' x C. La aplicacién

mi=mgXide: Z' — Z

es llamada explosion de C en Z o transformacion monoidal de Z con centro en {0} x C.
Consideremos ahora Z una variedad analitica compleja de dimension 3, Y un subespacio
complejo de Z liso de dimensién uno. Dado un punto p € Y, localizando Z e Y alrededor

de p se puede suponer la siguiente situacién

Z, = C*xC
U Y,
Yo = {0} xC

donde las flechas horizontales son aplicaciones abiertas.

La transformacién monoidal de C2 x C induce una transformacion
Lt
Tp : Zp — 7

alrededor de p, que es biyectiva fuera de Y. Esta transformaciéon se llama transformacién
monoidal de Z con centro Y alrededor de p. La construcciéon anterior es funtorial, y puede
globalizarse: se puede definir una transformacion 7 : Z' — Z tal que m = mp, alrededor de
todos los puntos p € Y, que induce un isomorfismo

Z'~1m YY) — Z\Y.

7T’Z’\ﬂ'fl(Y) i

A esta transformaciéon 7 se la llama transformacién monoidal de Z con centro Y.

Ahora, si S es un subespacio analitico de Z que contiene a Y, el minimo subespacio

analitico S de 77(9) tal que 7 induce el isomorfismo

SN (' (Y)NS) ~S\Y

es el transformado estricto de S por 7. Si S es, localmente alrededor de un punto p € Y,
un germen de superficie, tomando un sistema de coordenadas (z1,x2,z3) tal que Y esté
definido por las ecuaciones x; = x9 = 0, y considerando la ecuacion (f(x1,x2,x3) = 0) de

S alrededor de p, se tiene que, alrededor de 71 (p), S se escribe en coordenadas locales en
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30 Capitulo 1. Resolucion de superficies y topologia del divisor

las dos diferentes cartas de la explosiéon por

f(z1, zoxy, 23)

RO

f(x122, 22, 23)

$gp(f)

resp.

Las explosiones son el instrumento basico para la construcciéon de las resoluciones de
singularidades. Asi, uno de los métodos efectivos para el célculo de una resolucién inmersa,
reposa en la utilizaciéon de explosiones con centro puntos o curvas lisas en las que la su-
perficie considerada y el divisor excepcional no tienen cruzamientos normales. Los centros
de las explosiones son subvariedades de la superficie, pero las explosiones son realizadas
en la variedad ambiente. Los centros de explosiéon que inducen una buena resoluciéon de la
superficie son elegidos de acuerdo a la definicién de centro permitido que a continuacién
precisamos.

Sea S C V ~ (C3,p) un germen de superficie analitica. Un subespacio analitico C' C V/
es un centro permitido para S si es no singular y la multiplicidad de S es constante
a lo largo de C. En particular, si C' interseca a Sam(S), C' esta totalmente contenido en
Sam(S).

Utilizaremos, de manera sistematica, centros permitidos en el proceso de la resoluciéon

o desingularizaciéon de S mediante explosiones.

Definicion 1.3. El cono tangente de S en p, denotado por CT(S), es el espacio definido

por la forma inicial de f, es decir:

In(f) := ( Z fijk:ciyjzk = 0>.
i+j+k=vp(S)
Definicion 1.4. El espacio tangente estricto de Hironaka de S en p es el mayor

subespacio lineal TS de T,V que deja invariante al cono tangente por traslaciones.

TpS coincide con CTpS, siy solo si CTp(S) es un espacio lineal. La codimension de
Tp(S) es el minimo ntmero de coordenadas necesarias para expresar la forma inicial; en
general T, (S) C CTp(S).

Un estudio detallado del comportamiento de ISam(S), Sam(S), TpS, TpC, tras explo-
siones con centros permitidos, permite definir una estrategia global para la resolucién de
singularidades, la cual consiste en ir bajando poco a poco el invariante de Samuel de S,
modificando, en un momento u otro, todos los puntos del estrato de Samuel inicial. La
prueba de que el proceso finaliza pasa por identificar un invariante numérico que desciende

en cada paso y no pueda descender indefinidamente, los detalles pueden leerse en [C4|,
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[CGO| entre otros sitios.

Es posible que una componente irreducible del estrato de Samuel sea una curva singular
y en cuyo caso el centro permitido estaria contenido en ella, es decir el centro permitido

serfa el punto singular de la curva.

El estrato de Samuel tiene cruzamientos normales en un punto p € Sam(S), siempre

que se cumpla una de las consideraciones siguientes.
1. p es un punto aislado de Sam(S).
2. Sam(S) es una curva lisa, localmente en p.
3. Sam(S) consiste de dos curvas lisas y transversales en p.

El conjunto de puntos en los que Sam(S) no tiene cruzamientos normales es un con-
junto finito de puntos aislados. Tomando como centros de explosiéon a estos puntos se tiene

que Sam(S) tiene cruzamientos normales (ver [Cd|, Proposicion 2).

El caso mas “accesible” de superficies singulares para obtener una resolucién inmersa, es
el de las superficies con singularidades absolutamente aisladas. Para este tipo de superficies,
se obtiene una resolucién no inmersa por medio de transformaciones cuadraticas. Una
vez obtenida dicha resolucién, se podra considerar la condicién de transversalidad o de

cruzamientos normales del divisor excepcional con el transformado estricto de la superficie.

Ejemplo 1.1. Sea S la superficie de ecuacion f = 22 +z (2% +%>) = 0 inmersa en V = C3.
El origen de coordenadas es el tunico punto singular de S, ISam(S) = 2 y Sam(S) = {0}.
La resolucion inmersa de S es obtenida después de 7 transformaciones cuadraticas, seguido

de 6 transformaciones monoidales.

En efecto. Fijamos las siguientes notaciones: para cada sucesiéon de transformaciones
cuadraticas m,, @ = 1,--- ,r, denotemos por §a la transformada estricta de S tras las «
primeras explosiones, D, el divisor excepcional de la variedad ambiente de dimensién tres
generado por g, y por do := Dg N §a, traza de S, en D.

Denotemos también por (x, ;,¥., ,, 2, ;) el sistema local de coordenadas, en la carta Uy ;
de la explosiéon 7y, en las cuales el centro de explosion de mq41 es el origen de coordenadas.
Ahora pasamos a describir, brevemente, la resolucién inmersa de S.

Observe que el centro permitido de 7y es el origen de coordenadas. Tras esta explosion
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obtenemos, en Uy 2 ~ (C3,0).

(S = 2,5

S1 = 212,2 + LioYi0 (1:?2 + y1,2) =0
D, = (y1,2 = 0)
di = DiNS = (yl,z =210 = 0)

Observemos que, el tnico punto singular de S) es el origen de U, s ISam(S;) = 2 y
ISam(S;) = {0}.
Ahora, el centro permitido de 73 es el origen de coordenadas de U, ,. Tras realizar esta

explosion obtenemos:

x3,1y3,1 (2221 = Ly1Yss (x2,1 + y2,1))7 en U2,1 ~ C3

15
my (S1) =
y22,2 (2222 + x2,292,2 (I372y2,2 + 1))7 en U2,2 ~ (Cg

- { (I2,1 = 0) €n U2,1
(y2,2 = 0) en U2,2

§2 posee dos puntos singulares, el origen de coordenadas en U, , y en U, , respectiva-
mente. Por otro lado, ISam(Sy) = 2 y Sam(Ss) = {0}.

Tras la explosion 73 con centro el origen de U, ,, el transformado estricto de S es regular
y tangente a Dy, d3 = D3N Ss = Z§,1 +y,, =0, ISam(S'g) =1y Sam(gg) = 0.
La explosion 74 con centro el origen de U, |, ~ C3, permite obtener la superficie §4 con tres
puntos singulares en d4Nd;, dgyNds y un tercero en dy que son resueltos con las explosiones
5, Tg Y T7 respectivamente.

A §7 es posible asociar un grafo dual representando como en la figura . Cada vértice
representa una componente d, y cada arista un punto de intersecciéon entre las componen-
tes, da,dg, tal que do, Ndg # 0. El orden de los indices en las componentes d,, respeta el

orden de apariciéon de las mismas al realizar las transformaciones cuadréticas 7.

dx
@

d4 ds d2 d3
@ @ @

| Iy

dr

Figura 1.1: Grafo dual de S
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Denotemos por (c, ) la curva interseccion de D, con Dg, para a # 8 si Do N Dg # 0.
Esto permite construir el diagrama de incidencia de S y los divisores D, (ver Fig. IZ3).
Este diagrama es conocido, en [God|, como el diagrama de incidencia conjuntista

asociado a la resolucion.

(24)

(15 (45) (46) (26) (23)

di da de da ds

(47) dr

Figura 1.2: Diagrama de incidencia

Observe que para los indices « € {1, 2,4}, la curva racional d, ~ ]P’%: es tangente a D, y en
consecuencia la condicién de cruzamientos normales no es satisfecha, el tipo de tangencia es
el mismo, con orden de contacto 2. Después de realizar dos explosiones con centro permitido

la

do para cada o € {1,2,4}, obtenemos una resolucién inmersa de S: denotemos por , ,

explosion de centro permitido dy, 74, genera una superficie reglada denotado por Dy,;. La
superficie Dy y los transformados estrictos de D, §7 tienen una interseccién comun a lo
largo de la curva do1 := D1 N S’g, la cual seré el centro permitido de la siguiente explosion,
produciendo otra superficie reglada como divisor Dgs. Las cuatro superficies Dyo, Dai,
Dy y S presentan cruzamientos normales (§ denota la transformada estricta final de S);
la tinica interseccién no vacfa de S con los otros tres divisores, SN Do, sera denotado por
duo. Los divisores D1 v D, son disjuntos y sus intersecciones con D, son denotados por

(al,02) y (o, a2) respectivamente.

Por otro lado, tenfamos dg tangente a (a3) = DoNDg, después de efectuar las explosio-
nes m, | y T, ,, las intersecciones de Dg con Dy1 y Da2 son denotadas por (al, 3), (a2, 3)
respectivamente. Precisamos todo lo anterior en la Fig 3. El diagrama de incidencia final

asociado a la resolucion inmersa de S es representado en la figura 4.
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Figura 1.3: Transformaciones monoidales
(12)
(14) (24)
N N AN /s
(42) (44) (22)
_ _ B @an | ~
(15) (45) (a7) (16) (26) (53)
d ds i 4 d ds ds
= = = d7 = = =
(15) (35) @) (46) (26) (23)
(13 (113 (22)

\(Ts) (@5) (@) \@6) (36) \@3)

Figura 1.4: Diagrama de incidencia asociada a la resolucion inmersa de S. Aqui & := al y @ := a2

—~
=1
\K
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1.2. Superficies casi ordinarias

En esta seccion estudiamos, brevemente, las singularidades casi ordinarias de superficies
introducidas por Jung en 1908. Estas juegan un rol muy importante en los problemas de
uniformizacion y resolucion de singularidades (Walker, Zariski, Abhyankar). Fue Lipman,
en su tesis [Cdl|, quién hace un estudio méas profundo. Introduce el concepto de rama casi
ordinaria normalizada y demuestra que todo polinomio casi ordinario irreducible admite
una parametrizacion que posee una rama normalizada.

Un enfoque para la comprensiéon de una singularidad casi ordinaria es el estudio de
su resoluciéon. En ||, Lipman describe un procedimiento definitivo para la resolucion de
una superficie casi ordinaria irreducible inmersa en C3 (para una descripcién del mismo,
consulte [E3]). Lipman prueba que en cada etapa de la resolucion, las singularidades que
aparecen siguen siendo casi ordinarias. Ademas, dada una superficie casi ordinaria le asocia
un par de ntimeros fraccionarios a los que denomina, pares caracteristicos, y que en cada
etapa de la resolucion, estos son determinados por los de la etapa anterior y el proceso
empleado. Estos resultados son extendidos por Ignacio Luengo en el caso reducible, siem-
pre que la superficie en cuestiéon sea una superficie casi ordinaria respecto a un sistema
transversal de parametros (es decir, segtn [Cd|, Def. 1.2, si f(z1,- - ,24) = 0 es la ecuacion
local de la superficie, y v = vg(f), se tiene que f es regular de orden v en z;). Para mas
detalles, ver |[LC].

Aunque estemos interesados en el caso de superficies, haremos la mayor parte de la

exposicion en dimension arbitraria. Denotemos por Ry := C{x} = C{xy,x9, -+ ,x4} al

anillo de series de potencias convergentes con d indeterminadas, Ly al cuerpo de fracciones
11 1

de R4. Asimismo, fijado n € N denotemos por Ry, := Cqz{, x5, - ,mg} al anillo de

series de potencias fraccionarias en d indeterminadas con denominador n y por Lg, su
cuerpo de fracciones. La inclusién natural de Ry — Rgq, permite considerar a R4, como
extensiéon de Ry, y a Lg, como extension de Lg.

Consideremos f € Rg4[y] un polinomio de Weierstrass,
F=y"+arx)y" + o+ an(x)y + an(x),
y denotaremos por A,(f) el discriminante de f respecto a y.

Definicion 1.5. Decimos que un polinomio de Weierstrass f es casi ordinario si Ay(f) =
it 2t U, con i € N y U € C{x} una unidad.

T
Proposiciéon 1.1. Si f = l_IfZ es un polinomio de Weierstrass casi ordinario con r

i=1
componentes, entonces cada una de ellas es un polinomio de Weierstrass cast ordinario.
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El reciproco de la proposiciéon anterior es falso. Basta tomar los polinomios casi ordi-

narios fi = 4% + 21y fo = y> — 2. Se tiene A(f1.fo) = —16z 129 (x1 + 22)%.

Definiciéon 1.6. Un germen (S,0) C (Cd+1,0) de hipersuperficie singular, es llamada
casi-ordinaria si es definido localmente por un polinomio de Weierstrass f y existe un
germen de aplicacion finita 7 : (S,0) — (C%,0) cuyo lugar discriminante (hipersuperficie
en C¢ sobre el cual 7 es ramificado) tiene cruzamientos normales o equivalentemente que

f es un polinomio de Weierstrass casi ordinario.

= Elpunto 0 € S, es denominado singularidad casi-ordinaria.

Tl .02

Ejemplo 1.2. La hipersuperficie de ecuacion y* — TRTh° A :U;d = 0 es una hipersuperficie

casi ordinaria. [ ]

Ejemplo 1.3. Cualquier curva plana es casi ordinaria: después de un cambio de coordena-
das y aplicando el Teorema de preparacién de Weierstrass, podemos asumir que una curva

plana es definida por un polinomio de Weierstrass

1

f=y"4+ay" " +- - +a, € Ry,

donde los a; € R no son unidades y que A, f es una suma de productos de los a;. Se sigue
entonces que A, f es no invertible en Ry, es decir, podemos escribir A, f = z%u(x), con

a € N* y u(x) una unidad en Rj. [ |

Definiciéon 1.7. Sea ¢ € Ry, una serie de potencias fraccionarias que no es una unidad.
Decimos que ¢ es una rama casi-ordinaria si el polinomio minimo de ¢ sobre Lq es un

polinomio de Weierstrass casi ordinario.

El Teorema de Jung-Abhyankar (Teorema 2 en [Al]) garantiza que las raices de un
polinomio casi ordinario f son elementos del anillo de series de potencias fraccionarias

Ry, para algin n € Zxo:

Teorema 1.1 (Jung-Abhyankar). Sea f € C{x}[y| un polinomio de Weierstrass y L el
cuerpo de descomposicion de f sobre Lq en Lq (clausura algebraica). Si A(f) = o -+ 2" .U

con h € {1,---,d}, p; € N para todo i y U € C{x} una unidad, entonces existen
1 1

e1, -+ ,ep € N tal que L C Ly [xfl,-u,sc,ih

En el caso de una hipersuperficie casi ordinaria irreducible f € Ryy], el Teorema de
Jung-Abhyankar garantiza que si ¢ es tal que f(z1, -+ ,24,{) = 0 (es decir { es una raiz
de f), entonces ( € Ry para algin k& € N. En contraste con el caso de curvas, k no

necesariamente es degy(f).
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Consideremos P(t) = (t" —x1) --- (" —xq) € Lq[t]. Como Lg, es el cuerpo de descom-
posicion de P sobre Lg, se sigue que la extension Lg,/Lq es de Galois, es mas, el grado de
dicha extension es [Lg,, : Lg] = nd.

Por otro lado, para cualquier s = (o1, - - ,04) € Z% sea ¢ € G := Gal(Lgn/Lqg) (grupo
1 1
de Galois de la extension Lq C Lg,,) definido por ¢ <:UZ“> = €% Vie {l,---,d}, donde
€ es una raiz n—ésima primitiva de la unidad. Entonces la aplicacién
¢: 72¢ — @G
s > s

es un homomorfismo de grupo. Observe que ¢ tiene como nicleo a nZ¢ y como CardG =
n? = Card(Z?/nZ?), el homomorfismo ¢ induce el isomorfismo Z?/nZ? — G. Por lo tanto,

hemos demostrado:

Lema 1.1. La extension Lq C Lgy es de Galois y su grupo de Galois G es isomorfo a
VALYAS

1 1
Sean {Cj}g’;l las raices de f € Ry[y] y suponga que ( = (3 = H (mf o ,m;) es una

de ellas. Para j = 2,--- ,m existe s; = (01, - ,0j4) € Z% tal que

G = 9s;(C) = ¢; (H (1?{11 335)) =H<€j,11’171‘7'“ aej,dl’f}>

con €} = €77k y € una rafz m—ésima primitiva de la unidad. Se sigue que las raices del

polinomio f son los elementos del conjunto

1 i
{H (elzvf,--- ,edmé’)}

donde €1, - - - , €4 son raices m—ésimas de la unidad.

A partir de ahora, consideramos una superficie singular casi ordinaria irreducible e
inmersa en (C3,0). En este caso, podemos elegir coordenadas locales (z,y,z) tal que
m(x,y,2) = (x,y) y tal que (5,0) es definido por un polinomio de Weierstrass irreducible
f € Cla, g}l

flz,y,2) = 2™ +a12™ '+ -+ am,

donde los a; no son unidades. Entonces ser casi ordinaria significa que A,(f) es de la forma
ALf =z2%0u

donde a,b € Ny u € C{z,y} una unidad.
Si f es de grado uno (como un polinomio en z) consideramos, al igual que Lipman [T,
que f tiene discriminante igual a la identidad. Asi, en este caso f es un polinomio casi

ordinario si y sélo si el término a; no es una unidad.
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Sea ¢ € Ry, una raiz de f. Como las otras raices de f son conjugadas de ¢, haciendo

(1 = ¢, tenemos

flz,y,z) = ﬁ (z —H <6i1$%,€i2y%>) .

i=1
Observacion 1.1. La existencia de raices en Lgy, de una hipersuperficies no garantiza

que la hipersuperficie sea casi ordinaria. Basta considerar la hipersuperficie definida por la

ecuacion

f(xvyaz) =z* —2(x+y)z2 + (x_y)Q =0
la cual tiene raices ( = 2+ y%, sin embargo esta no es casi ordinaria, pues
Af = 4096xy*(z — y)2.

Por otro lado, ya que

eyPulz,y) = AF =[]~ ¢),
i

y como Cl[z,y]] C C[[x%,y%]] son dominios de factorizacion tnica, tenemos
u v 1 1
G — G = Tnynug <$E7W> ;

para algin u,v € Z (dependiendo de ,5) y ui; € C Hx%,yﬂ] una unidad. Los mono-
mios fraccionarios M;; = x%y% son llamados monomios caracteristicos de f y los

exponentes (\;, it;) 1= (%, %) € Qr x Qr pares caracteristicos de f, donde

- (1)

Estos pares satisfacen ciertas condiciones (ver [ILI|] Proposicion 1.5); por ejemplo, ellos son
totalmente ordenados por (A1, p1) < (A2, p2) si y solo si, z*y#t divide a 2*2y#2 (es decir

A1 < A2y p1 < p2). Estos pares determinan la geometria y la topologia de (S, p) (ver [E,
2], |IC3] y [3]).

Definicion 1.8. Una parametrizacion
a b 1 1
C = xﬁyﬁH (g;ﬁﬁy%)
donde H(0,0) # 0 es normalizada si
(1.) a y b no son ambos divisibles por n.

(2.) Sia+b<mn, entoncesa >0 yb>0.
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(3.) Etiquetando los pares caracteristicos (A, pi)1<i<s de ¢ tal que A\ < Ay < -+ < A5 y
< pe < -o- < g, tenemos (A, Ao,y As) < (pa, p2, e, ps) (lexicogrdficamente).

(4.) Ningun termino de ¢ tiene ambos exponentes enteros.

El lema de inversion de Lipman (|[CTl|, Lema 2.3) garantiza que toda singularidad de
una hipersuperficie casi ordinaria irreducible puede ser parametrizada por una rama casi
ordinaria normalizada, y determina los monomios caracteristicos de ésta a partir de los
monomios caracteristicos de la rama de partida mediante férmulas de inversién. En este
sentido Gau [IGA| demuestra que el tipo topolégico de la singularidad de una hipersuperficie
casi ordinaria es equivalente a la informacién proporcionada por el conjunto de monomios
caracteristicos de una rama casi ordinaria normalizada. Asi, podemos decir que aunque una
singularidad casi ordinaria puede tener diferentes pares caracteristicos los cuales dependen
de la eleccién de C, los pares caracteristicos de una parametrizacién normalizada determinan
y son determinados por el tipo topologico local de (S, p); es decir, hay un conjunto de pares

caracteristicos que son independientes de la eleccion de (.

. . ., u v i 1 . . .
Lema 1.2. Cualquier parametrizacion ¢ = xnyn H (:En , yn) de una superficie casi ordina-

ria (S, p) puede ser elegida normalizada por los siguientes tipos de cambios de coordenadas.

I I i

r =X r =z r =X
y =y Y=y y=z2
d=z-plz,y) zZ=z 2=y

Demostracion. Sea ¢ una rama casi ordinaria. De [[LT| (Corolario 1.6) o bien ¢ € C{z,y} 6
¢ = Ho(z,y)+2 y*H <x%,y%), donde Hy € C{x,y}; H(0,0) # 0y (A, u) es el menor par
distinguido de ¢. Haciendo el cambio ¢’ = {( — Hy, de [Cd| (Proposiciéon 1.5) el monomio
caracteristico 2 y* divide a cualquier término de ¢’ = z*y*H (x%,y%> para algin H. Asi
podemos asumir que ¢ = z y*H (x%,y%> y (1) y (4) en la Definicion I8 se cumplen.
Si (2) en la Definicion IR no se cumple, es decir u = 0 6 v = 0, entonces de la prueba
del Lema de inversion [ (Lema 2.3), el cambio del tipo ' = z, y =y, 2z = x puede
hacerse. Tras un cambio del tipo r = x, y/ =z, 2 = y, (3) en la Definicion Y se puede
obtener [GA|. O

De la prueba del Lema [, deducimos: si ¢ es una rama casi ordinaria, entonces o bien
C(=06¢=a yrH (x%,y%>, donde (A, i) es el menor par distinguido y H(0,0) # 0.

Lipman da una descripcién precisa del cono tangente y del lugar singular de un germen
de superficie casi ordinaria asi como la relacion de estos y los pares caracteristicos (ver
L], [T2)).
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Sea ¢ = 2 Myt H (x%,y%> , H(0,0) # 0 una parametrizacion normalizada de una sin-
gularidad casi ordinaria (.5, 0). El siguiente lema demuestra como cambian los pares carac-
teristicos después de explosiones por centros permitidos (ver || tabla 4.4) o después que

se realiza una inversion ([CJl|, Lema 2.3).

Lema 1.3. Sea S una superficie casi ordinaria. Cualquier transformacion por explosion,
S’, con centro permitido, de S, es de nuevo una superficie casi ordinaria. Si ¢ es una rama
normalizada que parametriza S, entonces por uno de los procesos dado en [[Ed] (Seccion 3),
podemos encontrar una rama casi ordinaria “estandar” ¢ (no necesariamente normalizada)
que parametriza S’, y cuyos pares distinguidos dependen tnicamente de los de ¢ y del
proceso empleado. La naturaleza exacta de la dependencia es dada en la tabla siguiente

(omitir i = 1 si el par correspondiente consiste de enteros.)

Transformaciones Pares caracteristicos
de ramas resultantes
Inversion A”%l_)‘l, i
Transformacion Monoidal:
Centro (z, z) Ai — 1,y
Centro (y, z) Aiy i — 1
Transformacion Cuadrdtica
“Caso transversal” (A1 + p1 = 1)
Direccion (1:0:0) i+ — 1,
Direccion (0:1:0) Ais Ai + i — 1
“Caso no transversal” (A + p1 < 1)
Direccion (1:0: 0) S e
Direccion (0:1:0) i + (1+/\i2\(11—u1) -2, 1;@’ -1
Direccion (0:0: 1) ’\i(ll:’;i)_tﬁlh, )‘mllj)’ff(_ll;l)‘l)

En [CX| (Definicién 5.1) Lipman, describe una resolucion estricta de un germen de
superficie casi ordinaria, el cual determina y es completamente determinado por los pares
caracteristico de cualquier rama casi ordinaria normalizada, parametrizando un germen
de superficie (S,0). El dato importante demostrado por Lipman es que la transformada
estricta de una superficie casi ordinaria por explosiones con centro permitido, es casi ordi-
naria, irreducible y los correspondientes pares caracteristicos son determinados por los de
¢ tal como refleja el Lema 2.

La propiedad de que la transformada estricta de una superficie casi ordinaria por explo-

siones con centro permitido, es nuevamente casi ordinaria, no es verdad en dimensién arbi-
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4

traria tal como lo refleja la hipersuperficie casi ordinaria dada por la ecuacion w* —zxyz = 0

[&g].
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1.3. Superficies cuspidales casi-homogéneas.

Consideramos una familia de superficies singulares del tipo
=2kt pla,y) =0, k> 2

donde ¢ es una funcién analitica de dos variables. Este tipo de superficie fue introducido
por O. Zariski, denominadas como superficies de Zariski por Piotr Blass en 1970, y
estudiado con detalle en los afios 70 por Joseph Blass, Piotr Blass y Jeff Lang. Existen
estudios en el caso de que ¢ es la ecuaciéon de una curva singular plana e irreducible, debidos
a Anne Pichon [BH|, Robert Mendris y Andras Némethi [MMN|. Estamos interesados en el
caso k = 2y ¢ la ecuaciéon de una curva singular plana no necesariamente irreducible, con
la condicion vy(p) > 2, a los que llamaremos superficies cuspidales y cuyo proceso de

resolucién inmersa describiremos en un caso especial.

Definicién 1.9. Sea S™ C (C""1,0) un germen de hipersuperficie n-dimensional con
coordenadas (x,z) 1= (x1,--+ ,&n,2). S™ serd llamada hipersuperficie cuspidal si es

definida por una ecuacion analitica f = 2> 4+ ©(x), con la condicion vy(p) > 2.

s Si f es una funcion analitica casi-homogénea, S es llamada una hipersuperficie cus-

pidal casi-homogénea (CCH).

Nota 1.2. Recordemos que, siguiendo a Saito [SA], un germen de funcion holomorfa

h:(C" 0) — (C,0) es casi-homogénea si y sdlo si h pertenece a su ideal jacobiano, es

decir oh Oh oh

e, J(h)= <a—xl8—xz%>
Si h es casi-homogénea, existen coordenadas (X1, X2, -+, X,) y enteros positivos, primos
relativos p1,p2, -+ ,Pn, tal que el campo vectorial casi-radial

- 0
Xp = ;piXiﬁXi’
satisface X,(h) = k.h, donde el entero k es el grado casi-homogéneo de h (ver [Sd]).

Si n = 2, existen coordenadas tales que h tiene r ramas cuspidales y tal vez también
tenga a los ejes coordenados como ramas, es decir, h se puede escribir

l
hw,y) = 2"y [] (" - ain”)™,
=1

donde ni,ns > 0,d; > 0,y p,q > 2. Los nimeros complejos a; son no nulos y distintos dos a
dos. En particular la curva (h = 0) tiene nj +ng +d ramas, contadas con sus multiplicidad,

d:d1+d2+---+dl.
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Con las consideraciones anteriores, existen coordenadas analiticas en las que una su-

perficie cuspidal casi-homogénea S C (C3,0), esta definida por la ecuacion

l
f=2240(x,y) = 2%+ 2My™ (yp — aixq)di =0.
i=1
Denominaremos parte distinguida de la expresion anterior al término z™ty"2 y dire-
mos que S es admisible si S no admite parte distinguida, es decir, si la curva (¢ = 0) no
admite a z =0, y = 0 y/o a zy = 0 como ramas. En buenas coordenadas estas superficies

estan definidas por una ecuacién

l
fz,y,2) =22+ H (y? — aixq)di =0. (1.1)
i=1

con p,q > 2. El lugar singular de S, Sing(S) es de uno de los tipos siguientes.

I. Sid; =1 para todo i =1,...,1: Sing(S) = {(0,0,0)}.

II. Sid; > 1 para algin i =1,...,1:
Sing(S) = {(:E,y,()) €(C%0):3iec{l,---,1},d; > 1,9 — aa? :0}.

En ambas situaciones, tenemos ISam(S) = 2 y Sam(S) = Sing(S5). Un método de
resolucion inmersa de las superficies cuspidales, puede ser visto en [BIMINI|. Alli los autores
presentan una descripciéon explicita de una “resoluciéon inmersa” de las superficies cuspidales
normales, asi como una descripcién topoldgica del divisor excepcional, usando la estrategia
de Jung [CT|, [C2]. Sin embargo tal proceso difiere del que nos interesa en esta memoria:

la restriccion de la modificacion birracional
7 M~ 7w (Sing(S)) — (C3,0) . Sing(S)

no es un isomorfismo y en consecuencia, m no cubre la definicion de resolucién inmersa
que precisamos en la Definicion . A continuacion, describimos la resolucion inmersa del
modelo () siguiendo el esquema descrito en la Seccién I con el fin de presentar una
resolucién que respeta todos los requerimientos de la Definicion [, Ademas, en nuestro
caso, S no necesariamente es normal. Este nos permite preparar el escenario 6ptimo que
nos facilita el camino hacia la meta de esta tesis. Por comodidad describimos el proceso de
resolucion en tres etapas:

- En la primera etapa realizamos explosiones con centro puntos, “siguiendo el esquema
l

habitual de la reduccion de singularidades de la curva” H (yP — aimq)di =0.
i=1
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e Tras este proceso, todas las transformadas estrictas de las ramas cuspidales
de Sing(S) cortan a una misma componente del divisor excepcional con cru-
zamientos normales. Y en consecuencia el estrato de Samuel, Sam(S), tiene

cruzamientos normales.

- En la segunda etapa se sigue el esquema de la reduccién de singularidades de una
superficie casi ordinaria: es preciso realizar explosiones con centro en curvas lisas,
concretamente en las intersecciones de las componentes del divisor excepcional con la
transformada estricta de z = 0. Nos interesara especialmente la imagen inversa de la
recta proyectiva que corresponde a la componente del divisor excepcional interceptada

por las transformadas estrictas de las ramas cuspidales.

- En la tercera etapa: Si d; > 1 para algin i € {1,---,l}. Explotamos, en algunos
casos, lineas que corresponden a las transformadas estrictas de las ramas cuspida-
les contenidas en Sing(S), que en un buen sistema de coordenadas estan dadas por

1

s

., con d; > 1, estas explosiones son realizadas de acuerdo al esquema

z=0,y=a
de la resolucion de singularidades de curvas planas 22 + Y% = 0. Y en otros casos
explotamos, puntos o lineas segin corresponda, con el fin de resolver las superficies
del tipo 2% + 2Y'% = 0. Este tltimo caso, también es evitado en [BIMIN|.

Si d; = 1 para todo 4, la transformada estricta de la superficie, en algunos casos, es
regular y transversal a divisor excepcional y por tanto la resolucién inmersa termina
en la segunda etapa. En otros casos, es necesario realizar una transformacion cuadra-

tica seguido de dos transformaciones monoidales con el fin de resolver las superficies

conicas 22 + zY = 0.

Describimos este proceso con mas detalle, para el cual vamos a suponer p > ¢:
Primera etapa. Sean r = mcd(dy,--- ,d;), 6 = med(p,q), p' =%, ¢ = %. A partir
del algoritmo de Euclides para (p',¢’),

/ _ /
p = Cq +T1,
/
q = ¢r, +r
L = Gy Ty
Tiii = CT TS O0<r. <,
Tnoo = CyqTyoy T 7Ty
Ty_, = CyTy +0,

obtenemos el desarrollo en fraccién continua de
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/

1
]i, =g+ n I .
q 162 S e S—

c3+ .

I
‘N

. p L. . .
Si q—’“ es el k—ésimo aproximante, se verifica que
k

Dy _ Pp1Cr T Prs
4qy Qo1 Ck T Qs
Es cléasico que se tienen igualdades

Pp_ 149 — 4P = (_1)k' (12)
En particular si k = N
prlql - qulp/ - (_1)N7

y m:=gqy_,,n:=p,_, son enteros positivos minimales verificando
ng —mp = (—1)V6.

En particular, si N = 0, ¢ divide a p.

Supongamos por un instante que N = 1, entonces

p = coq + 9,

q = c10.

Tras ¢g transformaciones cuadréaticas, siguiendo la direccién tangente comun a las curvas
z=0, y* —a;z9 =0,

se crea una cadena, Cy, de componentes del divisor, D1, Do, - ,DCO, tales que en las

vecindades Uy; (carta local de la componente D, ) de los puntos
Pa := Do—1 N Dy N (transformada estricta de z = 0),
con coordenadas (%o, Ya, 2a), la transformada estricta de S esta dada por
So =11 (S)NU, = {(xa,ya, Za) 22+ xz?y;n%ua = O} ,

donde uy € C{x4,ya} es una unidad y m$ enteros positivos:

1
d;
v = T (sl )",
=1
mg = algd—2),
mg = (a—1)gd—2)
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~

En la ultima componente, D,,, con coordenadas (Z,y, 2), el transformado estricto de

S esta dado por
l
A N N _ ~y— N d
8= 22 4 gt Do [T (g7 - as®)™ = 0.
i=1

A continuacion, realizamos ¢; transformaciones cuadraticas siguiendo la direccion tan-

gente a las curvas

2=0, §P09 — q;39 = 0,

creando la cadena C; de componentes D¢y11,- -+ , Dey+e, tal que la tltima componente de
Co, interseca a todas las componentes de C;. Observe que ¢; > 2, por otro lado en las

vecindades Uy; (carta local de la componente D, ) de los puntos
p, = Dao—1 N D, N (transformada estricta de 2 =0); € {co + 2, -+ ,c0 + 1}
con coordenadas (Zq, Ya, 2a ), la transformada estricta de S esta dada por

Sa 1= 7771(5) NUy = {(‘Tmya)za) Z y'r- xaayoz Va = 0} 5

donde vy € C{zq,ya} y n enteros positivos, tal que para cada j = {1,--- ,c1}:
! &
ve = [] (1 — e (j—l))éyg<cl—j>) 2
=1
nt = (J—1)(pd—2(co +1)),

ng = j(pd—2(co+1)).

Observe que v, es una unidad para todo j # c¢i, esto nos lleva a destacar, en De, 4, , los
puntos p, . ¥ P := D¢yNDeyqe, N (2 =0), tal que en una vecindad de p, con coordenadas
(Z,7,%), la transformada estricta de S esta dada por

!
S := 72 4 ger(pd=2(co+1)) geo(ad—2) H(y —az> =0.
=1

En general, si N > 1 realizamos:

(1°) ¢o transformaciones cuadraticas siguiendo la direcciéon tangente comin a las curvas

z2=0, y* —a;x? =0

(2°) ¢ transformaciones cuadraticas siguiendo la direccion tangente comun a las curvas

Z=0, P09 — q;77 = "0 — q;790

(3°) ¢o transformaciones cuadraticas siguiendo la direcciéon tangente comin a las curvas

Z=0, P09 — aii‘q*cwﬁ — gné _ aifc”‘s -0
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(4°) c3 transformaciones cuadraticas siguiendo la direcciéon tangente comin a las curvas

2=0, 50 — ;@™ =0

(N°) ¢, _, transformaciones cuadraticas siguiendo la direccion tangente comin a las curvas:

r é ~7 1 . .
N-1% — q;x' N-2° =0, si N par;

z=0,9

8

. N . s o
Z2=0, g'v-2° —q;z"v-1° =0, si N impar.

Finalmente realizamos c,, transformaciones cuadréticas siguiendo la direccién tangente

de las curvas:
5=0, §5-1° — 3"~ =0, si N par

5=0, 5% — ;#'8-1° =0, si N impar.

De esta manera, tras k = E ¢, transformaciones cuadraticas se genera N + 1 cadenas

v=0
de divisores

Cy: Dsu71+17Dsu71+2’ it ?Dsufl‘i‘cu = Dsu

v
con s, = Zci para cada v € {0,---,N}. Estas se comportan segin el esquema de la

i=0
figura 3.
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Yy
4 A
Dsy+1
D,
Dsyt1
— o
R Q
~ DS ~
T N S p
:': X + o>
Q Q @ 9
A
:C(
N =4
Y
» A
Dsg+1
Dsl
Dsyt1
3 5
Q S
D53
g = Dsy 41
a2 Q| - :
Q + S
IR D
Q o
T - o
p
N=5

Figura 1.5: Comportamiento de las cadenas C;, v =0,

-k
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Seave{0,--- ,N}yj,e{l,---,c}. Defina

a = a(vj,) = Vz_lci + v =51+ Jv;
i=0
m,ju) = Jup,1 +P, s
n(v,jv) = Jud, + 4, 5
P, = Dya1NDyN(zq =0).

Para cada v, obtenemos los siguientes datos

- Sivesparyv# N.

l )
gy [ 2 H ( n(voju )p=m(v,jv ) g, n(v,jy —1)p—m(v,ju—1)g _ a@.) & 7
i=1
m? = m(V7 jl/)qd - 2(m(1/7 ]V) + ’I’L(V, .71/) - 1)7
mg = mv,j, — 1)gd — 2(m(v, 5, — 1) + n(v, 5, — 1) — 1).

y en este caso, la transformada estricta de .S, en una vecindad de los puntos p,,, esta

definida por:
S om— zg + le?yZzgua =0

- Sivesimpary v # N.

! ,
Va = H (1 —a; ’(L ,ju—l)q—n(lf,ju—1)pvm(l/,jy)q—n(l/7ju)p) d ,
=1
n{ = n(v,jy —1)pd — Q(m(y,jy 1) +n(,j,—1)— 1)7
ng = nv,jy)pd = 2(m(v,j) + (v, jy) = 1).

y la transformada estricta de .S, en una vecindad de p,, esté definida por:

n{ ng
Sa :ZZ+$a1ya2Ua =0

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx_:_\ée'_l}gﬁmo

DEL PERU

50 Capitulo 1. Resolucidon de superficies y topologia del divisor
- Siv=N.
P md-a( o)
Q1 = mpd—2(m+n-1)
Q1 = (%—nq)d—Q(’%—(m—i—n—Fl))
Q2 = nqd—2(m+n—1)
Qo = (%—mp)d—2(’%—(m+n+l)).

En este caso la transformada estricta de la superficie, en una vecindad de Psy Y P

respectivamente, esta dada por:

( l
. d;
Ss = 22 —+ .CUSPN y?]; <ygN = ai) = 0,

N SN
i=1
N — par
i ! d;
§=24+395° ] (1 = aii“s) — 0.
i=1
( 5 l d
Ssy = ng + x?iny H (1 - az-acgN> =0,
i=1
N — impar

l
= d;
§=221+P5% ] (g5 N ai> g
=1

Con las consideraciones anteriores, se sigue el siguiente resultado.

. N . Ly
Lema 1.4. Tras la secuencia de ),  ¢; transformaciones cuadrdticas, la transformada

estricta de S, en una vecindad de los puntos p,, con coordenadas (o, Ya, 2a) tiene ecuacion,
2 A, b
SOé = Zq + xaayaauoé(xav ya)a

donde u,, es una unidad para todo o # Zf\il Ci Y Gq, by enteros positivos, dados por las

a

expresiones anteriores ms*, ni’ segun corresponda.

Diremos que (S, p,, ), €s:

N
1. De tipo I, si v es parya;«éZci :
i=1
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N
2. De tipo II, si v es impar y o # Zci ;
i=1

N
3. De tipo III, si o = Zci.
i=1
Del Lema I3, los gérmenes de superficies del tipo I y II, son casi ordinarias, y su
lugar singular, estd dado por lineas proyectivas localmente definidas por z, = x4 = 0,
Za = Yo = 0. Por otro lado, las superficies del tipo III, tienen lugar singular formado por

la linea proyectiva, localmente dado por

z=9y=0, si N par;
z=2 =0, si N impar.
junto con el conjunto de lineas L;:
z2=0 z=0
L = N — par L. = N — impar
T =Ty Y = Yri
donde X 3 X
LTig = |ali|3 exp (5&)7 Yie = |ai|g exp(ﬁn)-
3 _ & H2kmy/—1 o2k —1
A > o e o of
G = arg(d), 0 = arg(as).

para cada ¢ € {1,--- I}, k€ {0,--- ,6 — 1}.

Por otro lado, a cada cadena C; se le asocia el grafo dual Gf, cuyas componentes
deo := Do N Sy, forman una subcadena: G? tds, 1415, ,ds;

Para cada i par o impar tenemos que la primera (respectivamente la ultima) componente
del grafo dual Ggl, estd unida a la ultima componente de Gf_Q ( respectivamente de G?_l).

En el altimo paso, se une ds  con ds _ , segin se muestra en las figuras [Q, 2.

—2 —(c1+2) -2 —2 —(eicy+2) -2 —(ciy1+2) -2 —(ciyz +2) —2 S*lé
® S leo—e ® P P o — - ®
d1 dSu d51+1 d5i73+1 dsz—2 dSz‘71+1 dSi d5i+1+1 d5i+2 d5k71+1 dsk
—0C— “—C— " —=(C b—0c — —Ciro— - —c —
—(cp +1) -2 —(cit3 +2) -2 —(cit1+2) -2 —(ci—1+2) -2 -2 —(c2+2) -2
° ® e
ds;_, dsy_pt1 d5i+2 d5i+1+1 ds; dsi_y+1 ds;_, ds;_5+1 dspt1ds, dsy+1
L ,— [ pp— L —! L ,—1 =y

Figura 1.6: grafo dual: N-par
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-2 —(c1+2) -2 -2 —(ci—1+2) -2 —(civ1+2) -2 —(cit3 +2) -2 —(cp +1)
dy dSn d51 +1 d5773+1 dSzfz dsz—1+1 dSi dSz+1+1 d5i+2 d5k72+1 dsk,l
| I— C(]_I L CZ» I_Ci72_| | — Cz J— I_Ci+2 .. I_Ck—l_l

W, 2 —(cits +2) —2 —(eip1+2) B ) _2 o —(e3+2) 2
e i le e o  —eo o - —eo . oo - —e
Sk dsy_ 141 d51+2 d5i+1 +1 ds, ds; 141 ds;_, ds;_3+1 dsy+1ds, dsg+1

¢ —! [ — L — L0 g—d = iy — ¢ —)

Figura 1.7: grafo dual: N-impar

Los enteros —2, —(c¢; + 2) representan la auto-interseccion de d, como curva contenida

en la transformada estricta de z = 0. Ademas, Sam(S’) = U dy U L, tiene cruzamientos

Ltk
normales y ISam(S’) = ISam(S) = 2, donde S' = US,, es la trasformada estricta de S
N
después de las k = Z ¢, transformaciones cuadraticas.
v=0

La segunda etapa de la desingularizaciéon de S, depende de la casuistica de los en-
teros mg', ng, P, Qi, Qi segin la naturaleza de p,q y d. La casuistica es repetitiva y la
desingularizaciéon muy simple, como la de curvas planas, con centros de explosiéon las cur-
vas excepcionales d,. Analizamos los casos especiales y con detalle el caso N impar (el caso
N par no presenta diferencias esenciales).

Caso i. Supongamos d par, entonces los enteros ms', ng', P, ()2, @2, son pares. Del Lema

4, las superficies del tipo I, IT y III son de la forma.
Sq = 22 + 2% yPouy (20, Ya) = 0;

con Uq(Za,Ya) una unidad para todo a # s, Los enteros aq, by son pares; para todo a.

La resolucién inmersa de Sy, es obtenida después de “L‘QH’—“ transformaciones monoidales:

- % alolargo de la linea zo, = 24 =0y

S

% a lo largo de la linea z, = yo = 0, en las coordenadas antes definidas.

El orden (no tinico) en el que resolvemos las singularidades de S, es el siguiente: prime-
ro, realizamos g transformaciones monoidales a lo largo de d . Este proceso modifica, al
mismo tiempo, a las curvas dsN,l y dsN,l. Denotemos a estas modificaciones por d;Nil y
dISN—l respectivamente. Ademas, existen vecindades U, U,; o = s, con coordenadas locales
(#,7,1) ¥ (Za Ya, t) en las que las superficies del tipo IIT estan representadas por

l

~ ~ d;
Sa = (xomyocat) :t2+$0¢2H (1-&11}2) =0 - Ua’
i=1
. ! di
S = (;ﬁ,g,t):f2+?jQ2H(ﬂ5—ai) =0, CU
=1
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A continuacion, realizamos % transformaciones monoidales, a lo largo de la curva

d/SN g Tras este proceso, se modifica la curva ds . _; a d, _; y existen vecindades
N-1

N-1
Ua,U;a = s,_,, con coordenadas (24, Ya, t), (Z,7, t), en las que las superficies de los tipos

I y III, son representadas, respectivamente por

Sa = {('Touyont) L 12 _‘_y&n%u& = O} C Uy,

S = {(:E,g,f):i%ﬁ(g‘s—ai)di _0} cU.

i=1

. ms . .
Ahora, realizamos —* transformaciones monoidales a lo largo de d, ~ _;. Tras este
N-1
proceso hemos modificado la curva dsN 22 d,  _,, obteniendo representaciones locales
- N—-1

de las superficies del tipo I:

So = {(-'L'onyout) :t2+ua20}7
- A = mafl
Sa—l = (:L‘a—laya*lat) s —=h yafl Uq—1 = 0.

En este momento, tenemos la resolucién inmersa de S,; @ = s,_,. A continuacion pro-
cedemos a resolver S,_1 y repetimos el proceso para todo« conv € {N—1,N—-3,---,2,0},
obteniendo una resolucién inmersa de las superficies del tipo I. Finalizamos esté etapa, re-
pitiendo el proceso anterior para cada o con v € {N —2, N —4,--- 3,1}, obteniendo una
resoluciéon inmersa de las superficies del tipo II. Por otro lado, se ha construido un divisor
excepcional, cuyas componentes son superficies regladas, que seran descritas en la seccién

3.

La tercera etapa de la resolucion, esté dedicada a resolver las superficies del tipo III.
Observe que después de la segunda etapa, estas superficies han sido “parcialmente” resuel-

tas. En coordenadas adecuadas estas modificaciones son representadas por las ecuaciones

S = {(@,g,i‘) :£2+H(g5—ai)di :0} cU,

l
~ d;
Soa = {(waaya7t):t2+1—[<1_aiwg¢) :O;QZSN}CUOH

=1
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Figura 1.8: Superficies tipo III-caso i

Estas superficies tienen como lugar singular £ = |JLix;d; > 1 y su resoluciéon in-
mersa sigue el esquema de la reduccién de singularidades de curvas planas cuspidales
(t2 +Yd = O) cU; = (CQ, 0),U; es un entorno del punto de interseccion de las lineas L,
con el divisor excepcional (ver Fig. [8 ). Tras esta modificacion, la componente del divisor
excepcional que interseca a la superficie S U S, es modificada. A esta modificacion, en
[BMINI], se le llama superficie reglada no-minimal. Esta sera descrita en la Seccion I

Caso ii. Supongamos d impar. En este caso, tenemos las siguientes opciones:

- Si p, g son pares, entonces se sigue que m;', n{' P, Q2, Q2 son pares, por tanto la reso-

lucién de S, es como en el caso i.

- Si p par y ¢ impar (o viceversa). Entonces P, Qa, n

3 (e
& son pares, (J2 es impar y ms

dependen de la naturaleza de los enteros m(v, j, ).

- Si p, g son impares, entonces P es impar, (o, Qg dependen de los enteros minimos
m,n tales que mp—ng = § y m$', n$ dependen de la naturaleza de m(v, j,) y n(v, j,)

respectivamente.

Nosotros destacamos los siguientes casos:

Caso ii.1 Suponga p par y ¢ impar (o viceversa) y m alternados (respectivamente n$
alternados). Iniciamos el proceso de resolucion tal como en el caso i: g transformaciones
monoidales a lo largo de d, , a continuacion resolvemos las superficies del tipo II tras
w transformaciones monoidales, tal como en el caso i. Ahora pasamos a resolver las
superficies del tipo I. Por comodidad, explotamos las curvas d, para las cuales n{' es par y
finalmente realizamos @ transformaciones monoidales a lo largo de d,, para las cuales ng'
es impar. Obtenemos asi una resoluciéon inmersa de las superficies del tipo I. La descripciéon
del divisor excepcional en esta etapa, serd descrito en la seccion =3I

La tercera etapa de la resolucién, en este caso, es dedicada a resolver las modificaciones

de las superficies del tipo III, tras la segunda etapa. Estas modificaciones, en coordenadas

adecuadas estan dadas por:
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{(fz,g,w e+l (7 )" = o},

i=1

!
d;
{(%’ya’t) 4 [ (1) =0 a= SN} :
=1

Figura 1.9: Superficies tipo Ill-caso ii.1

Estas superficies tienen como lugar singular £ = |J L;x;d; > 1. Y su resolucion inmersa

sigue exactamente el esquema del caso i.

Caso ii.2 Suponga p y g impares, (2, Q2, m*, nS* son impares. En este caso, para cada

aconi € {0,1, -+, N} realizamos, %_—2 transformaciones monoidales:

- %2_—1 a lo largo de la linea xo, = 2 =0 y

- bﬂg—l a lo largo de la linea y, = 2, = 0 en las coordenadas antes definidas,

exactamente igual como en el caso i. Tras este proceso, existen coordenadas locales (zq, Ya, t)

tales que las transformadas estrictas de .S, representan superficies conicas tangentes a los
ejes Tq, Yo'

Sq = {(aza,ya,t) 2 TYala = O} .

A continuacion realizamos, en cada sistema coordenado (4, Yo, t), una transformacion
cuadratica con centro el origen de coordenadas. Las transformadas estrictas de Sy, en coor-

denadas adecuadas (ver Fig 1), vienen dadas por las ecuaciones:
251+ Yaru(Ta; TaYa1) = 0

220 4+ Ta2u(Ta2, Ya) = 0.
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Figura 1.10

Notemos que ahora, las transformadas estrictas son tangentes a la linea proyectiva
de ecuacion local z, = y41 = 0 (respectivamente a la linea proyectiva de ecuacion local
Ya = T2 = 0)

Con el fin de tener cruzamientos normales, es necesario realizar, en un orden adecuado,
dos transformaciones monoidales a lo largo de la linea proyectiva, localmente dada por
Zal = Ya1 = 0 (respectivamente 2,2 = 242 = 0). Obteniendo de esta manera una resolucion
inmersa de las superficies de tipo I y II.

La tercera etapa, en este caso, estd dedicada a resolver las modificaciones de las super-
ficies de tipo III después de la etapa anterior; que en coordenadas adecuadas (ver Fig.[CTT)

estan representadas por:

Figura 1.11: Modificacién de Superficies tipo I, en la segunda etapa

!
d;
St.= t2+xH(y5—ai> =0
i=1

l
d;
5?2 := 2 -l-yH (1 —ail'é) =0.
i=1
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La resolucion inmersa de S, se obtiene después de resolver, con cruzamientos normales,

las superficies ST, S2.
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1.3.1. Descripcion del divisor excepcional

Describiremos el divisor excepcional E, producido en la desingularizacion de superficies
cuspidales casi-homogéneas del tipo . Este divisor, es unién £ = E; U Es U E3, donde
cada F; es unién de componente excepcionales irreducibles creado en la 1°,2° y 3° etapa
de la resolucion. Cada F; es union de superficies racionales, birracionalmente equivalentes
a una superficie reglada sobre PL. De [Hag| (Proposicién 2.2 pag. 370) y de [IGH| (Teorema
2.1), cualquier componente de E; es de la forma ]P’((’) <) (’)(n)) para algin entero n. Habi-
tualmente la superficie IP’((Q <) (’)(n)) es denotado por ¥, v llamada la n—ésima superficie
de Hirzebruch. Una referencia general para el estudio de superficies regladas es |[Hax)|.

El divisor excepcional E; resulta de s, transformaciones cuadraticas y es una uniéon
SN
El = U Daa
a=1
donde, cada D,, es de la siguiente forma:

- Para cada a = sy,—1 + ju # sy, v € {0,1,--- N — 1}. D, es el resultado de la
explosién, con centro un punto, de ]P’%. Las fibras del morfismo inducido a }P’}C son las
transformaciones propias del las lineas pasando por el centro de explosion, asi todas
las fibras son isomorfas a IP’(lc, la curva excepcional corta de manera transversal, en
un dnico punto, a cada fibra y por tanto es una seccién con autointersecciéon —1, en

consecuencia (ver [Had, pag. 374|)
Dy = %1 =P(0 8 0(1)).

- Las componentes D, para cada v € {0,1,---, N — 1}, resultan de realizar ¢;+1 + 1
transformaciones cuadraticas (explosiones de ¢;+1 4+ 1 puntos de PZ). Después de

realizar transformaciones elementales (ver [B, pag. 114]), obtenemos

D, =%, = IP’((’) @ O(ei)); para algtn e; € Z.

7

- Ds_, resulta de realizar ¢, transformaciones cuadraticas (explosiones de ¢, puntos

en P2). Analogamente como en el item anterior

Dy Y = IP’(O S (9(6)); para algun e € Z.

N—1
_ P2
- D, =P

La construccién de Es resulta de una serie de transformaciones monoidales con centro

las lineas d, = D, N S, ~ IP’}C. Del Lema 4, para cada punto

p. :Da_lﬂDam{ZQ :0}
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existen coordenadas locales en una vecindad de p_, U,, tal que
7 (S)NU, = {(xa,ya,za) : 22 4 ployloy, = O},

donde uy € C{x4,ya} es una unidad, para todo a # s, .
Sea
mi=mo---om: (M, E) — (C3,0)

el morfismo construido en la primera etapa de la resolucién y denotemos por E ala trans-
formada estricta por 7 del plano z = 0. Observe que la curva excepcional d,,, vista como
una curva racional contenida en E es tal que N G O(d?). Por otro lado, las curvas

racionales d,, vistas en D, son:

a. Fibras de D, para cada a # s, con v € {0,1,--- ;N — 1} y por tanto
Nda|Da = O(O) = O

Asi,
Ng,, i= Ny, = O ® O(d2) = O ® O(-2).

b. Fibras, modificadas ¢,4+1 + 1 veces, de D, para cada v € {0,1,--- N — 2} y por
tanto
Ndsu |D51/ = O(_cu+1)'

Asi,

Na,, = Ng, sy = O(=¢,,,) ® O(ds,) = O(=cu41) ® O(~c,,, = 2).

c. Fibra, modificadas c, veces, de DS]\F1 y por tanto

t, |Duy =01 —c,).

Asi,

]\[clSN_1 = NdsN_1|M1 = 0(1 — CN) D O(d2 ) = (’)(1 — CN) @ (’)(_1 _ CN)'

SN—1
d. Una linea proyectiva de D, y por tanto
NdsN ‘DSN == 0(1)

Asi,
Na,, = Na, s =O(1) @ O(d2,) = O(1) ® O(—1).
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Nota 1.3. Los resultados precedentes también se pueden verificar con cdlculos locales y
funciones de transicion: se construye un entorno de d,, en My, este estard compuesto por
los primeros abiertos de Ta Y Tat1, cada uno isomorfo a (C3,0), se calculan las funciones
de transicion respectivas (cambios de coordenadas) y nos fijamos en los ideales que definen

ds en cada abierto.

El divisor excepcional Fy es uniéon

By :U(UDaj),

o J

donde cada D, ; son superficies de Hirzebruch, cuya construcciéon depende de la naturaleza

de los enteros positivos a, by. Analizamos los casos especiales (casos i, ii.1, ii.2):
Caso i. Por comodidad vamos a escribir a, = 2l y by = 215

Bl . cp . S . .
En este caso se inicia la resolucion, realizando g = [,V transformaciones monoidales a
lo largo de la curva excepcional ds =~ PL. Después de estd modificacion, D, v Ds 1
N C » SN N
son autométicamente transformados a D;N , D’ | respectivamente. Del mismo modo
—1 N

ocurre con las curvas excepcionales dSN_l’dsN*l’ denotemos, a sus modificaciones, por

d, ,d. _,. Entonces d, ,d. _, tienen fibrados normales:
N-1 N N-1 N
Ny = Ol-c,—B")60(-1-c,)
1
Ny . = O(=LY)® 0(-2).
5N7

Tras esta secuencia de transformaciones monoidales a lo largo de ds, obtenemos una
torre de superficies regladas, 3. := Ds, i) € {1,---,1{V}, sobre dsN como se muestra en

la Fig.[TA. En esta figura, la imagen esquematica:

representa la superficie reglada 3, las lineas horizontales denotan a las dos curvas

distinguidas C y Cy C ¥, con autointerseccion +n (ver [Had|,[BIMINI|, para més detalles).
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DSN
1
-2
PP
2
-3
23
’ ’
DSN -1 % DSN -1
—4

N
-1 — l1
] BN ,
d 1 —i—lsN d 1
.................... SN=1....... 1 A
—1

Figura 1.12: Torre de superficies tras g transformaciones monoidales

Luego pasamos a resolver las singularidades transversales en cada extremo, el lado iz-
quierdo corresponde a las superficies de tipo I y el lado derecho a las del tipo II, que tras
1 (respectivamente [{) transformaciones monoidales a lo largo de las curvas d., correspon-

dientes, son de la forma
{(xa,ya,t) AR ygﬁua = 0} , {(xa,ya,t) St 4 rloug = O}

respectivamente. Tras esta modificacion D,_; (respectivamente Dy 1) son automaticamen-
te transformados a D], _; (respectivamente D] ). Denotando por d;,_; (respectivamente

" +1) a la modificacion de d,—1 (respectivamente d,1). Obtenemos los fibrados normales:
Nd:%l = O(kq — 15) ® O(eq), Nd;+1 = O(ko —1If) ® Oleq),

donde k, € {0,—c,,,,1 —cy,1}, eqa € {—2,—c¢,,, —2,—1 — ¢, —1} seglin corresponda.

U

Después de esta secuencia de transformaciones monoidales a lo largo de dy,,

obtenemos,

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\‘\WNE&

§ + o "1:?‘ PONTIFICIA
TESIS PUCP = gs gx_:_\ée'_l}gﬁmo

DEL PERU

62 Capitulo 1. Resolucidon de superficies y topologia del divisor

para cada «, una torre de superficies regladas sobre cada d., tal como se muestra en la
figura [I3. En la figura T4 se muestra la intersecciéon entre ¥, 3, a lo largo de una
curva distinguida codificada por la lineas horizontal en comun, las fechas corresponden a

la transformada estricta de la superficie (S,, p,, ). Repetimos el proceso para todo «a, v.

!/
a—1
0[—2
) )
/
D,
0|—2
0|—2
A\ | =1 ||=iL
—-2]0 —2
/
a+1
—-210 5
-2 — 2
—2 10
-1
-2 1o
-2
0
<

Figura 1.13: Pegado entre torres de superficies regladas ¥, (tras la resolucion del tipo II),

caso ng = 2§
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Dy,
Ta
€a — Ta
—20
Ele(xfra‘
Ta — €Ea
2e0 — Ta ra = =I5 — @0 = —If — xo;v par
—20 .
Yi2eq —ral To = —1$T — 24 = —1S — xo; v impar
o — 2€q

(I = 1ea — ra
—2¢
roa — (I — 1)ea
Ifea —ra
-1
ra —lfeq

Figura 1.14: Torre de superficies regladas, tras [{ transformaciones monoidales

Observe que, tras las transformaciones monoidales a lo largo de las lineas proyectivas
d. y d’SN_l, b))

Sy_1 es modificada a 21 LN con curvas distinguidas Cy, C; verificando:
- 2

1+

(51)2 T L

Ahora, el lugar singular de las superficies de tipo Il es £ = | L;; d; > 1 y su resolucion
inmersa sigue el esquema de la reducciéon de singularidades de curvas planas cuspidales
(t2 +Y% = 0) cU; = ((CQ, 0),U; es un entorno del punto de interseccion de las lineas Ly,
con el divisor excepcional (ver Fig. 8 ). Tras la resolucion de estas superficies, il LN €8

modificada y denotada por ETH con curvas distinguidas 6'\"/7’, /\1"7 satisfaciendo:

SN
2
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m 2 SN P
(CF) =-1-B"=-1-%.
{2 d; di+1
(er) =1+py -y - 3 S S
difpaT di—impaTZS
d; di+1
_ P Q S ) 7
=l+5-5-0"-> 5- > 5
di.pa'r d; impar23

La nueva superficie 271”4-55 ~ v la proyeccion 7™ : ET_HSN — P! (7, = mosecuencia de
2 2

explosiones y 7 : X — P1), se ve como en la figura [I3. La descripcion del divisor Fy

1+,
para el Caso ii.l es analogo.

| | ~m
0

1 1

— 0
0
~m
1
7_(_'m
Gir Gir Gir
di =1 d;—par d; > 3—impar

(casos 1y ii.l)

. . s Sm
Figura 1.15: La superficie Zu—l;N

Observe que al resolver las superficies de tipo III, hemos generado el divisor F3, el cual es

unién de divisores A?" x C topologicamente equivalente a Pc x C, es decir

EBZU-AiXC7

donde A; = U A;.l".

J
En el Caso ii.2, tras la reduccion de singularidades de las superficies del tipo III,
o f];” — P!, se ve como en la figura [IA. En este caso la reduccién de singularidades

finaliza tras dos transformaciones monoidales a lo largo de C7".
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Gix Qir
d;—par d; > 1—impar

Figura 1.16: La superficie ig" (caso ii.2)
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1.4. Topologia del complemento de una curva singular plana.

Calculo en casos particulares

Como parte del estudio de la holonomia proyectiva para una foliacion cuspidal, tene-

mos necesidad de calcular posteriormente de manera explicita el grupo fundamental del
complemento de una curva afin plana, por lo cual discutiremos en esta seccion el método
de Zariski-Van Kampen: este proporciona una presentaciéon de dicho grupo, empleando la
monodromia de trenzas, que introducimos mas adelante.
Si C C C? es una curva plana afin, llamaremos a 71 (C2 \. C) (sin precisar el punto base)
el grupo de C. El estudio de los grupos de curvas planas, es un problema clasico que se
remonta a los trabajos de O. Zariski, una prueba rigurosa se debe a Van Kampen [MK]|
(existen otros métodos propuestos por V.S. Kullikov e I. Shimada). En los anos 80 y 90
Moishezon y Teicher [[Mai|, [Id] introducen la nocién de monodromia de trenza, la cual
es usada para recuperar la presentaciéon de Van Kampen, obteniendo una versiéon moderna
de este grupo. A continuacion describiremos brevemente la monodromia de trenza.

Denotemos por
P"={(z1,22+- ,20) €C": 2z £ 2z 511 # j}.

El grupo fundamental de este espacio, P,, es el grupo de trenzas puras de n hilos. En

/

P™ consideramos la relacion de equivalencia: (z1,--+,2,) ~ (21, -+, 2),) si y solo si existe

/
o(s

por B" y su grupo fundamental, denotado por B,, = (01, ,0pn-1), es llamado grupo de

o € Sy, grupo simétrico de orden n, con z; = z ) El espacio cociente, P"/ ~, es denotado
trenzas de n hilos |[Bi|. La proyeccion natural P* — B" es un recubrimiento topologico

de n! hojas, y en consecuencia, B,,/P, = S,,. Existe una descripcion alternativa de este

1

grupo: considere C|z],,

el espacio afin de los polinomios ménicos de grado n, el cual se
identifica de manera natural con C". Si A,, es el lugar discriminante, C" \ A,, = B™ (ver
[BI| para detalles). Esto nos permite dar una descripcion explicita del grupo fundamental
de C" \A,,.

Ahora, considere una curva afin plana C : (f(z,y) = 0), de grado n, y en posicion
general (es decir, cada fibra de la proyeccion vertical 7(x,y) = x contiene a lo mas un punto
singular o un punto tangente a la curva). Sea Ay = {x1, - ,x,} el lugar discriminante de
fiLr=m"Yap)y L=L1U--- ULy

La restricciéon

pi=Ty o, CCNCUL = CN A,
es una fibracion localmente trivial, en virtud del Teorema de fibracién de Ehresmann (ver

[CHI|, Lemas 1.1, 1.3), con fibras isomorfas a C,, := C \ {n puntos}. Denotemos por C,, ,
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a la fibra 77 (p) para todo p € C\ Ay. De [BEd] (17.3, 17.4), existe una secuencia exacta
de grupos:
Sx
1— > m(Cpp) —2>m(C2NCUL) 2o (CN Ap) —>1, (1.3)
donde i, s« son las aplicaciones inducidas en homotopia a partir de la inclusién y la seccién
de p respectivamente
i:Cpp— C*NCUL.

s:CNAp—»C N CUL.

Observe que i, y s, son inyectivas y se tiene que 71(C, ;) es un subgrupo normal de
71(C*\CUL), mientras que m (C\ A¢) no lo es. Entonces la secuencia exacta (IC3) implica
que 1 (C2\CUL) es el producto semi directo de 71 (Cy, ) y 1 (CNAy) (ver [Sd], I11.4). Para
precisar esto: fijemos un subconjunto Y = {t1,...,t,} C C, consistiendo de n elementos
diferentes. Sea A C C un disco cerrado suficientemente grande tal que Y esté contenido
en su interior. Elegimos un punto x € 9A, tome un pequeno disco D; centrado en t; € Y
y que no contenga a otro elemento de Y, elija un punto z; € 9dD;. Considere un camino
a; C C\Y que une a Z; y a x, denote por 1z p, al camino cerrado con base en Z; que gira en
sentido anti-horario a lo largo de dD;. La clase de homotopia del lazo v; := 047;_17727 D, es
llamado un meridiano de t; en m (C \ Y, z). Si el punto base es sobreentendido, entonces
simplemente hablaremos de un meridiano de ¢; en C \ Y. Observe que el conjunto de
meridianos de ¢; € Y coincide con una clase de conjugacion en 71 (C\ Y, ) completamente
determinado por t;. Por otro lado se conoce que una coleccién adecuada de n meridianos
de C\Y (uno por cada punto de Y') define una base de 71 (C \ Y, z). Esta construccion de
meridianos también es aplicable para el grupo fundamental del complemento de un divisor

en una superficie (ver Fig.I'T2).

>

Figura 1.17: Un meridiano

Definiciéon 1.10. Sea A y x como antes. Una base geométrica de w1 (C\Y, ) es una base

ordenada (V1,...,7) de m(C N\ Y,x) consistiendo de meridianos tales que Vp.Yn—1-- 71
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es homotopico al lazo v, camino cerrado de base en x que gira en sentido anti-horario a

lo largo de OA.

Podemos elegir bases geométricas de m1(Cypp) y m1(C \ Af) tal como se muestra en la
Fig.[CTS.

Ls L1 Lo L1 g1

Figura 1.18: Eleccién de meridianos

Ahora, como p es una fibracion localmente trivial con fibras difeomorfas a C,,, el poli-

nomio f induce una aplicaciéon algebraica

f:CNAf — C, = Cl2]l N {P(2) : A(P(2)) = 0} = B"

definida por xg — f(z¢) = f(x0,y). Esta aplicaciéon induce el homomorfismo

fo:Fs =B,
donde Fy es el grupo libre de s generadores, que se identifica con el grupo fundamental de
C \ Ay. Este homomorfismo es llamado la monodromia de trenza.
Considere la base geométrica (g1, --,gn) del grupo fundamental de la fibra C,,, y
(71, ,7s) base geométrica de m1 (C\ Ay). La accién de ~; sobre g; es tal que en 71 (C? \
C U L) tenemos ; * g; = ~; ‘g%, que es un elemento de m1(C,) ya que es un subgrupo

normal (ver [CHI, Lema 2.4|). En consecuencia se tiene

m(C?NCUL) = <91,"' SO Yy Vs Y 95 = ﬁ(%)(gj)>
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Por otro lado, dado cualquier base geométrica (y1, 72, -+ 7s) de m1(C \ Ay), la s-upla
(ﬁ(%), TACHREE ,ﬁ(%)) € (B,,)® es llamada una factorizacion de monodromia de
trenza.

B,, actiia de manera natural sobre F,, por la derecha, de la manera siguiente

9j+15 slj =1
O(gj,0i) = gj' = gjgj—lgj_l, sij=1i+1
9j, en otros casos.

parat=1,--- n—1yj=1,--- ,n.
Bajo estas consideraciones y usando la secuencia (I3), se tiene el siguiente resultado
(ver |ACQ, Prop. 3.4|, [ATT, Prop. 1.10]).

Teorema 1.2. Sea (p1,p2, -+ ,ps) € (Bn)® una factorizacion de monodromia de trenza y

sea (91,92, ,9n) una base geométrica de w1 (C,). Entonces

m(CPNCUL) = <g1,-~ Gy Y1y ,’ys:gé.” :’yi_lgj’yi, == 0. . % j = 1,...,n>.
Como consecuencia, se sigue
Corolario 1.3 (Teorema de Zariski-Van Kampen [MKI|). Bajo las hipdtesis anteriores se
tiene la siguiente presentacion:
m1(C2\C) = <gl,...,gn: 9 =g5,i=1,...,s, jzl,...,n>.

Demostracion. Ver [BACT|. O

A continuacion, describimos algunos casos que aparecen en nuestro objeto de estudio.
Ejemplo 1.4. Calcular el grupo de la curva C := y? + 2" = 0.

En efecto. Consideremos la proyeccion 7w : C2 — C, 7(z,y) = x. Observe que A ;=
{0}, £=7"(0).
La restricciéon

W:CQ\CU£—>C\Af

es una fibracion localmente trivial, con fibras isomorfas a Co = C \ {2 puntos}. Para todo
p € C~\ Ay, se tiene la secuencia exacta (I3).
Observe que m1(C \ Ay) = (y) = Z y la factorizacién de monodromia de trenza € By,

donde ~(t) = exp(27it), es tal que la accion sobre los g; viene dada por

( (9201)2 91(9291) 2, n — par.
g7t =
r n—1 _n—1 .
fe(V)(g5) = (9291) 2 g2(g291)” 2 , n — impar
o n+1
921 — g‘1’1
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donde f,(y) =7 Y(r(t))NC = (t, £ exp(nmit)) := o} € Bs.
Luego 7 (C?~CUL) = <gl,gg, v g;r? = '7_1gj'y> y en consecuencia

T(C2NC) = {g1,02: 9] = g;} = {91,902 : Ru, Ra}

Donde
( n n .
(9291)2 91 = g1(9291) 2 , 81 T €8 par,
R1=
n—1 n—1 . .
[ (9291) 2 92 =9g1(9291) =, sin esimpar.
(9201)2 g2 = 92(9291) %, si n es par;
Ro =
n+l ntl o .
[ (9291) 2 g1 =g2(g291) 2, sin esimpar.

l
Ejemplo 1.5. Calcular el grupo de la curva C := 3% + H (x — aj)dj =0,conaj € C,a; #
j=1
a; si j #1ydj > 1, para algtn j.
En efecto. Considere la proyeccion 7 : C2 — C, n(z,y) = .

Observe que

Af - {al,CLQ,' o 7al};

1
L= U Ly L= W-l(aj).
j=1
La restriccion

T:C*NCUL = C~\ Af

es una fibracion localmente trivial, con fibras isomorfas a Co = C \ {2 puntos}. Para todo
p € C~\ Ay, se tiene la secuencia exacta ([3).

Sea m(C N Ay) = (y1,-++,7); con v, = a;lni7pjaj meridianos de a;. Observe que la
factorizacion de monodromia de trenza € (Bs)! v es tal que la accién de los ; sobre los 9j

estd dada por fi(7i)(g;) = g;’di, donde
rs _ — d; .
fe(vi)=m 1(’yj) NC=mr 1(7)537,3].) NC =0y := (t,sj exp(djmt)) € Bs.

Observe que la monodromia a lo largo de «; tinicamente produce una contraccién de
los puntos sobre las fibras y la monodromia a lo largo de 7; p, es dada como en el ejemplo

anterior para cada d;. Luego

dj

m(CPNCUL) = <91792,7;ng’1 =~y lgyi=1,2 j=1,-- ,l>

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx_:_\ée'_l}gﬁmo

DEL PERU

1.4. Topologia del complemento de una curva singular plana. 71

y en consecuencia

"
G:=m(C:\0C) = {g1,92 gflj =g} = {91,092 : R1, Ra}

d; . .
Donde 0’ ,R; es como en el ejemplo anterior, para cada d;.

d.
Notemos que para todo g € G tenemos g"lj = g,V7 = 1,...,l. Por otro lado, sea

r = med{dy,--- ,d;}, entonces

l
T:Zmidia m; €7
=1

Luego, g"b = g para todo b € (dy,...,d;) =rZ:

O'b — go_ald]_+-~~+aldl

_ ((goaldl).-‘>”aldl
(YY)

En consecuencia

G={(91,92:9;' =9 i=1,2) ={g1,92 : R1, Ra}

Donde
( r T .
(9291)291 = 91(9291)2, si r es par;
Ri=
r—1 r—1 . .
[ (9291) 2 92 =g1(9291) =, sir esimpar.
(9291)% 92 = g2(g291) 2, si r es par;
Ro =
4l r41 ) .
(9291) 2 g1 = g2(g291) 2 , sir esimpar.

Observacion 1.2.
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- Sir es impar, escribimos r := 2k 4+ 1. Cambiando de generadores

o= gagi, B = (9291)" g,

con inversa
_ -k _ n—1_k+1
g2 =« B: g1 = /8 « )

obtenemos, con los nuevos generadores, R1 = Ro = of = 2. Luego
G={a,pB:a" =p*

- Sir es par, escribimos r := 2k. Realizando el mismo cambio de generadores anterior,

obtenemos la representacion

G= <a,5 : fa” = ofﬁ>
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Capitulo

Singularidades de foliaciones en

dimension tres

Estamos interesados en el estudio local de las foliaciones holomorfas en torno a sus
singularidades. En un espacio ambiente de dimensiéon dos, el tipo mas sencillo de singu-
laridades son aquellas definidas por un campo lineal. En otros casos, si la parte lineal
del campo que define la foliacion verifica ciertas condiciones (los autovalores se encuen-
tran sobre el llamado dominio de Poincaré, o de Siegel) el campo es linealizable: existen
coordenadas analiticas en las cuales el campo es lineal. Por otro lado a las foliaciones, en
(C2,0), sin parte lineal se les puede aplicar un proceso de reduccion de singularidades, que
transforma a sus singularidades a un numero finito de singularidades con parte lineal y de
comportamiento relativamente simple.

En dimensién dos, una singularidad es simple, si la parte lineal del campo es no nula

y tiene autovalores Aq, Ao que satisfacen:
s M A0 M A0y 4t ¢ Q.
s A =0y X#006A #0y A\ =0 (silla nodo).

Por el Teorema de Seidenberg [Sd| toda singularidad se puede reducir a singularidades
simples mediante un namero finito de explosiones. La singularidades simples han sido
estudiadas muchos afios antes de la publicaciéon del Teorema de Seidenberg, lograndose
formas normales para muchos tipos ( formas normales de Poincaré, Dulac y Siegel). Cuando
el espacio ambiente es de dimensién tres, se conoce la existencia de una reduccién de
singularidades para foliaciones de codimensién uno: este resultado es debido a F. Cano y
D. Cerveau [CO| en el caso no-dicritico y por F. Cano [C2] en el caso dicritico. No se
conoce un resultado andlogo en dimension superior. El concepto de foliacién dicritica ha

sido estudiado en [CT| y actualizado en [[C3|, como a continuacién precisamos:

73
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74 Capitulo 2. Singularidades de foliaciones en dimensién tres

Sea § una foliacion en (C™,0) definida por una 1-forma integrable w. Una aplicacion
¢ :(C? 0) — (C",0), es llamada genéricamente transversal a § si ¢*(§) # 0; geomé-
tricamente esto significa que la imagen de ¢ es no invariante (ver [C3]).

Por otro lado, una inmersion i : (C!,0) — (C", 0) se dice transversal a § si se cumplen

las siguientes condiciones
1. Sing(i*w) = i~! Sing(w);
2. codim Sing(i*w) = min {l — min {0, dim Sing(w) }, codim Sing(w)}.

Para méas detalles ver [MMI| y [CCI|, con el convenio: dim()) = —1 para el caso de
foliaciones regulares. Cuando [ = 2, la condicion (2) es equivalente a Sing(i*w) C {0}. Asi,

la inmersion i : (C2?,0) — (C",0) es transversal a § si y solo si
- vo(i*w) = vo(w), donde g denota el orden en 0;
- Sing(i*w) € {0}.

Observe que cualquier inmersion transversal a § es genéricamente transversal, lo reci-
proco es falso.

Considere H un germen de hipersuperficie en (C",0), definida por una ecuacion redu-
cida f = 0. H es una separatriz de §,, si existe una 2-forma 7 tal que w A df = f.n. Esto
significa que el conjunto regular de f = 0 es unién de hojas de la foliaciéon §,,.

Un germen de funcién analitica en (C",0), h, es una integral primera de §, si
wAdh=0.

En (C2,0) una foliacién holomorfa singular §, est4 dado por w = 0, donde w una 1-
forma holomorfa. Se dice que § es dicritica, si tiene una infinidad de curvas analiticas
invariantes (separatrices). Por otro lado, la reduccion de singularidades de § permite dar
una formulacién equivalente del concepto de dicriticidad, en el sentido siguiente: la foliacién
§ es dicritica en el origen si y solo si existe una reduccién de singularidades tal que el divisor
excepcional tenga una componente irreducible genéricamente transversal.

En dimension tres, una foliacion holomorfa singular §, estd dada por una 1-forma
holomorfa w tal que w A dw = 0. En este caso, existen varias definiciones equivalentes de
dicriticidad (ver [CII|, [CQO|, [CM4]). Nosotros adoptamos la nocién debida a F. Cano
en [C3]: una foliacion holomorfa singular § sobre (C",0) es llamada dicritica si existe

¢ : (C2,0) — (C",0), germen de aplicacién analitica,tal que
1. ¢*F = (dx =0).

2. ¢(y = 0) es invariante para F.
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Se dice que § es estrictamente dicritica en el origen si existe un germen de aplicacion
analitica no invariante para §, ¢ : (C2,0) — (C",0) tal que ©*F tiene una infinidad de
curvas analiticas invariantes que se acumulan en el origen. Estos conceptos coinciden en
el caso 2-dimensional y son equivalentes a decir que la foliacién tiene infinidad de curvas

analiticas invariantes en el origen (ver los detalles de est4 equivalencia en [C3]).
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2.1. Singularidades pre-simples y simples

En esta seccion, describimos brevemente las singularidades pre-simples y simples de una
foliacion de codimension uno en un espacio ambiente de dimension tres, que generalizan las
singularidades pre-simples y simples de dimensién dos. Definiremos las singularidades sim-
ples a partir de los modelos formales de las singularidades pre-simples. Estas son deducidas
directamente de la Jordanizacion formal de &lgebras conmutativas de campos de vectores,
y de una forma normal formal de una 1-forma integrable. Las ideas principales son debidas
a Martinet |[Ml]. Para mas detalles ver [C2, CI|. En [C3] se prueba, que después de un
nimero finito de explosiones (composiciéon de transformaciones cuadraticas y monoidales),
las singularidades del transformado estricto de la foliaciéon son simples.

A continuacion describimos la nocién de singularidades simples y pre-simples para
espacios de dimension arbitraria, siguiendo a [CQO, C2|.

Sea V' una variedad compleja no singular de dimensién n. Denotemos por:

Oy p (respectivamente @V,p) el anillo local de gérmenes de funciones holomorfas (respec-

tivamente su completado formal) sobre la variedad V' en el punto p € V.

Xyp (respectivamente iV,p) el espacio de gérmenes de campos holomorfos (respectiva-

mente formales) sobre V' en el punto p.

M := My, (respectivamente M := My ) el ideal maximal del anillo Oy, (respectiva-

mente del anillo Oy p).

Una foliacion holomorfa singular de codimension uno en V, es un objeto § dado

por las colecciones {wq tacr; {Uatacr, ¥ {ga,,@}UamUﬁ;é@ tales que:

(1) {Ua}aer es un cubrimiento abierto de V.

n
(2) wa = Z a;(x)dz; es una 1-forma diferencial holomorfa integrable (wy A dws = 0) no
i=0
idénticamente nula en U, tal que los coeficientes a; no tienen factor comun.

(3) gap € O*(Uyp) (funciéon holomorfa no nula en U,g := Uy N Up).
(4) SiUyp # 0, entonces wo = gapwp en Ugygp.
Para cada forma w, consideramos el conjunto singular dada por
Sing(wy) = {p €Uy :wa(p) = O}.

Es claro que Sing w, es un subconjunto analitico cerrado de codimensiéon al menos 2 de U,,

de (3) y (4) se sigue que

Sing(wa) N Uap = Sing(wg) N Ugg.
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Asi la union de los conjuntos Sing(w,) es un subconjunto analitico cerrado de codimension
al menos 2 de V el cual lo denotaremos por Sing§, y serd llamado el conjunto singular
de §.

Nosotros adoptamos la notaciéon §,, para referirnos a la foliacién localmente generada
por w, en torno de un punto p € V.

Consideremos el subespacio vectorial
Dw)(p) = {X(P): X €Xvp ¥ w(X)=0]C TV,

La codimensién de D(w)(p), en TV, es llamado el tipo dimensional de §, en p y
denotado por t = 7(F., p). Este namero representa la minima cantidad de coordenadas
necesarias para expresar un generador local de §. Asi, w puede ser escrito tnicamente en
las primeras t coordenadas
¢
w= Zai(:vl, e
i=0

Sea E2 C V un divisor con cruzamientos normales tal que las componentes irreducibles
de F son no dicriticas, es decir, cada componente irreducible de F es invariante por §.

Denotemos por e = e(E, p) el namero de componentes irreducibles de E a través de p.

Claramente e < t. Asi, podemos tomar coordenadas (z1,...,x,) en torno del punto p y
AcC{1,...,t} tal que
FE= { H X, = 0}
€A
y entonces w es escrito como

W = (H$Z> (sz(xl, 4.8 ,ﬂ?t)dlii + Z bi(l'l, S ,l‘t)dl’i>, (2.1)

X
icA icA i WY A

donde los coeficientes b; son gérmenes de funciones sin factor comin. Est4 presentaciéon de
w, facilita el control de las singularidades en el problema de reduccion [C2].

Definimos el orden adaptado:
V(Sw, E,p) = min{vp(b;) : 4,...,t},

donde v, (b;) es la multiplicidad algebraica de b; en p. Definimos también la multiplicidad

adaptada
W(Sw, E,p) = min{vp(b;) bica U {vp(bi) + 1}iga.

Por definicién tenemos las siguientes desigualdades

V(S'w,E,p) S H(SW,E,I)) S V(SW’E7P) + 1
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78 Capitulo 2. Singularidades de foliaciones en dimensién tres

Definicion 2.1. Una singularidad p € Sing(§.) es llamada pre-simple adaptada a E si

y solo si una de las siguientes propiedades se cumple:
1. v(§u, E,p)=0

2. V(Sw, E,p) = 1(Fw, E,p) = 1 y existe un i tal que la parte lineal b} de b; no depende

unicamente de las variables {z; : i € A}.

Sea p € Sing(§w) una singularidad pre-simple adaptada a E' y supongamos que el tipo
dimensional de §,, en p es n = dim(V'). Entonces E tiene o bien n — 1 6 n componentes
irreducibles en torno de p. Suponga ademas que b, (0) # 0, es facil encontrar n—1 gérmenes

de campos de vectores formal del tipo

0

X = zi=— — ci(Z1,. . axn)a‘l,_v
n

8(&
1 <i < n-—1;¢(0) = 0,que son tangentes a §,. La condicion de integrabilidad de w

permite que los gérmenes &; conmuten. Un calculo elemental muestra que
(X, &) = 0.

Considere por un momento, un campo vectorial formal X € va,p y un entero k > 1,

tenemos una derivacion inducidas:

XE MM 5 MM
f—|—./\/lk+1 SN D(f)—i-./\/lk_H.

De la igualdad M/Mk+1 = M/MF*1 no hay inconveniente en sustituir M por M en
la definicion de X*. Por la forma normal de Jordan, existe un tunico par de operadores

lineales Xg vy X J]f,, semisimple y nilpotente respectivamente, tal que
X = X5+ ANy A AR = ALAY - ARAE =0

Asi, X g yX ]’f, son derivaciones del espacio M /M**+! como un Oy, p-modulo. Por la unicidad

de la descomposicion de Jordan podemos tomar limites
Xg = lim X% Ay = lim x%.
k—o00 k—o00
y obtener campos vectoriales formales de X en p, es decir, Xg, Xy € :%Vm tal que
X =Xs+ Xn;  [Xs,An] =0

s X es llamado semisimple si Xy = 0.

s X es llamado nilpotente si Xg = 0.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx_:_\ée'_l}gﬁmo

DEL PERU

2.1. Singularidades pre-simples y simples 79

Proposicion 2.1 ([CQ], Proposicion 1.1). Sea X € MXy., un campo vectorial semisimple
yn =dim V. Supongamos que existe una secuencia (2}, ...,2.), 1 < s<n, M-regular en
@Vp tal que

X(z))=Nal, NeC, i=1,...,s.

7

Entonces existe un sistema regular de pardmetros (x1,...,x,) de (’A)Vyp tal que

X(:L‘Z) = Nz;, MNeC, i=1,...,n

Ty = l‘;; /\7;2)\;, i=1,...,8.

De la Proposicién 21, dado X € M ﬁv, p- Existe un sistema de coordenadas (z1,...,2y)
formales, que linealiza Xg con autovalores A = (Aq,...,\,) respectivamente. Adoptando
las siguientes notaciones:

Q = (q1,---,qn) EN", 2@ =2 . .20

P =1

n
0
podemos escribir, Xg = Z )\jxja—. Luego,
ab

j=1
@9 _ QOf\_ @0 [N~y ., Of
[Xs,a: oz, (f)=Xs |z B x . ;ijja—xj
(2.2)
Y en consecuencia
0 0
(2.3)

De esto se desprende que xQ% representan a los autovectores de Xg con autovalores
K3

(A, Q) — \;. Escribiendo X como una serie formal
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80 Capitulo 2. Singularidades de foliaciones en dimensién tres

entonces ag j (()\, Q) — )\j> =0 paraj = 1,...,ny |Q] > 1 de esto tenemos que si
({\, @) — Aj) # 0 entonces ag ; = 0. Luego

- ) - )
_ _ e .Q
X =Xg+ Ay = E AT D + E E QT 5 (2.5)
Jj=1 Joj=1 Q> J
(AQ)=X;

Esta féormula puede ser generalizada para algebras abelianas finitamente generadas por
campos vectoriales formales, (ver Proposicion 1.4 en [CQY).

De lo anterior, cada X; es descompuesto en parte semisimple y nilpotente
X = Xis + Xin,

de tal manera que [X;g, Xjs] = 0y [Xjg, Xjn]| = 0 para cualquier indice 7, j. Ademas existe
un sistema de coordenadas (z1,...,x,) tal que la parte semisimple tiene una expresion
diagonal (ver [Ml]):

0 0

A partir de los n — 1 campos vectoriales anteriores, se reconstruyen un generador w

para la foliacién §. El resultado es resumido en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2 (|[CZ|). Sea p una singularidad pre-simple de § adaptada a E de tipo
dimensional t. Entonces existe un sistema formal de coordenadas (x1,...,x¢) en p tal que

EC (Hle 332) y un generador w de §, el cual es escrito en una de las siguientes formas

A. FEuxisten nimeros complejos A\; € C*, i =1,...,t tal que

w= (ljlx) (éﬂf)

B. Eziste un entero k > 1, una k—upla (p1,...,pr) € N¥, nimeros complejos \; € C,

i=1,...,t con \; € C*" parai=k+1,...,t, y una serie formal no nula de una
variable ®(T'), con ®(0) =0 tal que

t k t
dx; dx;
= i i—— 4 D(Pr PR Ni—2 .
w (H)(zp el 3 )

i=2 v

C. Eriste un entero k > 2, una (k — 1)—upla (p2,...,pr) € N1y nimeros complejos
MNeC i=2,....t,con\#0y X 0 parai=k+1,--- ,t tal que
wz(ﬁw-)(dw —x i -%+ SUREE p’“i/\d%)
=2 l 1 1z'=2pZ mo =2 i)

1=
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Definicion 2.2. Sea p una singularidad pre-simple de § adaptada a E, de tipo dimensional
t. p es llamada una singularidad stmple de § adaptada a E si y solo si estamos en el caso
A 6 B de la Proposicion 223 y el vector A = (Agt1,...,\t) es estrictamente no resonante

en el sentido siguiente
t

> (A #£0

j=k+1
para cualquier funcion distinto de cero ¢ : {k+1,--- ,t} — NU{0} (ver [CI, pdg. 1000]).

Sea p € Sing(§F,,) una singularidad simple de § adaptada a E de tipo dimensional ¢, se
tiene [ICTI|:

» Si e = t entonces, las componentes irreducibles de E son las tnicas separatrices

(hipersuperficies integrales) de § en p. En este caso p es llamado esquina.

= Si e =t — 1 entonces, existe exactamente una hipersuperficie transversal formal H
en p tal que F U H tiene cruzamientos normales, y las tinicas separatrices de § en p

son H v las componentes irreducible de . En este caso p es llamado traza.

» Las singularidades simples son invariantes por explosiones con centros permitidos.
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82 Capitulo 2. Singularidades de foliaciones en dimensién tres

2.2. Hipersuperficies generalizadas

La nocién de curva generalizada fue introducida por C. Camacho, A. Lins Neto
y P. Sad en [CLS]: foliacion holomorfa singular de codimension uno en (C2,0) que no
admite sillas-nodos en su reduccion de singularidades. Sea (f = 0) la ecuacion analitica
del conjunto de separatrices de una curva generalizada §, y w la 1-forma que genera §. En

[CLS| demuestran, para el caso no dicritico:
(1)- vo(w) = vo(df);
(2). La reduccion de singularidades de § coincide con la reduccion de (f = 0).

En el caso dicritico, la condicion (1) anterior, tiene la siguiente expresion (ver [G4|, [Hs|,
vo(w) = vo(S) — 1+ Z (2 = vg(D)) m(D),

DeD, vg(D)>2
donde S es la curva de separatrices que intersecan a los divisores no dicriticos, tras la
reduccién de singlaridades, D es el conjunto de divisores dicriticos del divisor excepcional
E, vgp(D) es la valencia de D en E, es decir, el nimero de componentes D’ con D' # D tal
que DN D" #(, y m(D) es la multiplicidad en el origen de una curva cuyo transformado
estricto, por la reduccion de singularidades, es lisa y transversal a D en un punto no singular
de F.

Ademas, todas las curvas invariantes formales de una curva generalizada son conver-
gentes, ya que la existencia de una curva invariante no convergente implica la aparicion de
sillas nodos en la reduccién de singularidades.

Cuando el espacio ambiente es tres, en el caso no dicritico P. Fernandez y J. Mozo usan
la terminologia de superficie generalizada y demuestran que la reduccién de singularidades
de una superficie generalizada coincide con una reduccion de singularidades del conjunto
de su separatriz [EM3Z|. Si el espacio ambiente es n > 3, la nocién de genéricamente
transversal y el de no degenerada transversa debido a [MM| junto con un trabajo de
existencia de separatriz, debido a [CM3]|, permiten demostrar que el resultado en [ENMZ|
se sigue verificando.

Aunque en este trabajo nos interesan las singularidades de foliaciones sobre espacios
ambientes de dimensién tres, describiremos la nocién de hipersuperficie generalizada pa-
ra espacios de dimension arbitraria. Esta nocién ha sido introducida en [EMNI|, cuyos

resultados se reproduciran aqui.

Definicion 2.3. Sea § una foliacion holomorfa de codimension uno definida por una I-
forma integrable w in (C",0). Diremos que § es una hipersuperficie generalizada si se

satisfacen las siguientes condiciones
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1. § es no dicritica.

2. Para cada aplicacion o : (C?,0) — (C",0), genéricamente transversal a §, ©*F es

una curva generalizada.

Lema 2.1. Sea § una hipersuperficie generalizada generada por una 1-forma holomorfa w

y S = (f = 0) la ecuacion reducida del conjunto de sus separatrices. Entonces vo(w) =

Vo(df)

Demostracion. Dada una inmersion 4 : (C2,0) — (C",0) transversal a §. De la definicién
23, i*F es curva generalizada con (f o4 = 0) como separatriz. Debido a [CO)] y [CME]|,

cualquier separatriz de i*§ se extiende a una separatriz de §. Por transversalidad se sigue
vo(w) = vo(i*w).
Como 7*§F es curva generalizada, entonces
vo(i*w) = vo(d(f o)) = vo(df).
Asi, vo(w) = vo(df). O

Lema 2.2. Sea § una hipersuperficie generalizada en (C™,0). Si § tiene exactamente n

hipersuperficies requlares transversales como separatriz, entonces § es simple.

Demostracion. Por hipo6tesis, podemos elegir coordenadas locales tales que el conjunto de

o <H=0>

Entonces § esta generada por una 1-forma

w= zn:fid%' = <ﬁ$z) <Zn:achil
i1 i=1 i—1

donde f;,a; € C{xlax% T 7:1;71}'

separatrices de § esta dado por

) "

Dada cualquier inmersién transversal a § en torno del origen, i : (C2,0) — (C",0),
i*F es una curva generalizada con n curvas regulares transversales como separatriz, asi
vo(i*w) =n — 1, y ademés

v(i*w) = vp(w) =n — 1. (2.7)

De (E@) y (E20) se sigue, vo(f;) = n — 1 para algtn i, asi vg(a;) = 0 para algin i y
por tanto el origen es una singularidad pre-simple. Ademéas tenemos que el origen es una
esquina. Por otro lado, la hipotesis de la no dicriticidad de §, implica la no resonancia

estricta de la singularidad, por tanto 0 es simple (Ver [C2, Def. 13]).
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Otra forma de ver esto es: dada cualquier inmersion transversal a §,

ip : ((C270) - ((Cnap)u

*

P
con n — 1 curvas regulares transversales como separatriz, por tanto

en torno de un punto p € Sing(F), con p # 0, entonces i} (§) es una curva generalizada

vo(i*w) =mn — 2.
Luego por transversalidad se tiene
vo(t*w) = vp(w) =n — 2. (2.8)

Por otro lado, en torno de p, § estd generado por una 1-forma wp

n—1 n—1 df
- () (E2%)

Entonces vg(a;) = 0 para algin i € {1,--- ,n— 1} y en consecuencia p es una singularidad
pre-simple.

Ahora tomamos una inmersion transversal a § en torno de un punto q € Sing(§) cerca
de p. Prosiguiendo como antes, q es una singularidad pre-simple.

Por recurrencia, secciones transversales en torno de puntos p cerca del origen son

simples y por tanto, el origen es singularidad simple de § . O

Observacion 2.1. La condicion de no dicriticidad en el Lema B3, permite pasar de pre-
simple a simple. Lo que no ocurre en el ejemplo siguiente: para n = 3 la foliacion §
generada por la 1-forma w

dw dy dz

Yy z

x
donde p es un numero racional. El origen es una singularidad pre-simple, ademds es una
esquina, sin embargo no podemos concluir que sea simple (no satisface la condicion de no

resonancia estricta). Este ejemplo es debido a F. Cano.

Teorema 2.1. Sea § una hipersuperficie generalizada en (C™,0), y S := (f = 0) la
ecuacion reducida del conjunto de sus separatrices. Dado 7 : (M, E) — (C",0), el morfismo
de una resolucion de singularidades inmersa de S, entonces 7 (F) tiene singularidades

simples adaptadas al divisor E.

Demostracion. Sea

1

7 (M, Dy) —> (My,_1,Dy_1) — - - —> (M, 0) .
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Con (My,0) = (U,0) C (C",0), una reduccion de singularidades de S. Después de esto,
en M, tenemos la foliacion §, = 7*(§F), transformado estricto de § por 7. Cualquier
p € Sing(F,) se encuentra en la interseccion de por lo menos dos hipersuperficies H;
regulares invariantes por §p.

k
Sea p € m H; para cada k € {2,3,-- ,n} e ip : P~ (C?,0) — (C", p) una inmersion, en

i=2
torno de p, transversal a §,, i*§, tiene k curvas regulares transversales como separatriz

(p =0, cuando k = n). Por el Lema P, p es simple de tipo dimensional k£ y por tanto §,

es simple. ]
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2.3. Forma normal de foliaciones con separatriz cuspidal pre-
fijada

Dedicamos esta seccién a la determinacién de una expresion en coordenadas adecuadas,
que llamaremos forma pre-normal, de las foliaciones holomorfas en (C3, 0) de tipo superficie
generalizada, que admiten determinadas superficies algebraicas como conjunto invariante.

Daremos una expresion explicita del germen de 1-forma holomorfa que define a es-
ta familia de foliaciones, y como alternativa discutiremos el caso donde la superficie es
casi-homogénea. Como una aplicacién, en el Capitulo 3, estos tipos de foliaciones admi-
tiendo como separatriz a ciertas superficies cuspidales casi homogéneas de tipo genérico
son caracterizadas.

Aunque estemos interesados en el caso 3-dimensional, en este capitulo los resultados
son dados de manera general (dimension arbitraria).

Generalizando la nocién 2-dimensional de foliaciones cuspidales, en dimension arbitraria

tenemos la siguiente definicion:

Definicién 2.4. Una foliacion, §, en (C"*1 0) es llamada foliacion cuspidal, si §
admite separatriz definida, en coordenadas apropiadas, por una hipersuperficie cuspidal y

ademds es de tipo hipersuperficie generalizada.

Estamos interesados en encontrar una forma pre-normal para foliaciones holomorfas en
(C"*1 0) de tipo hipersuperficie generalizadas, con una separatriz analiticamente equiva-
lente a 2% + p(x) = 0; x = (21, ,2,) . La diferencia con el caso 2-dimensional es la
condicién de integrabilidad: mientras que una 1-forma w € Q!(C2,0) define un germen de
foliaciéon. En dimension superior la condicién de integrabilidad de Frobenius w A dw = 0
no es trivial. Esta restriccion seré tratada desde el punto de vista geométrico, utilizando
un resultado de Frank Loray [[CoZ2|.

Un germen de foliacion holomorfa §,,, de codimension 1 en (C",0), es definido por una

1-forma holomorfa
n
w = Z Aidxi
i=1

donde los A; € O, satisfaciendo la condicién de integrabilidad de Frobenius: dw A w = 0.
Nosotros suponemos A; sin factor comtn. El conjunto singular de §,, Sing(F.), es el
conjunto analitico definido por el ideal generado por los A;. La condicién impuesta sobre
los A; implica que la codimension de Sing(F,,) es al menos 2.

El resultado principal de este capitulo, y uno de los centrales de esta tesis, es el siguiente

teorema.
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Teorema 2.2. Sea § un germen de foliacion holomorfa en (C"*1,0), con separatriz defi-
nida por la ecuacion analitica f = 2> 4+ o(x) = 0. Entonces existen coordenadas analiticas

tal que un generador de § es

/ dgol dz
_ 2 _9-
w=d(z —i—cp)—i—G(\Il,z)z\If((p, 2Z>,

’ . - e
donde o = pu = V", u una unidad, ¥ no es una potencia y G es un germen de funcion

holomorfa en dos variables.

En la prueba haremos uso del siguiente Teorema de preparaciéon para foliaciones de

codimension uno de Frank Loray:

Teorema 2.3 (|[Co2|). Sea § una foliacion holomorfa singular de codimension uno en

(C"*t1)0), definida por la 1-forma holomorfa integrable

= ifi(z,w)dzi + g9(z, w)dw.

i=1
donde f;,g9 € C{z,w}.
Supongamos que g(0,w) se anula hasta el orden k € N* en 0. Entonces tras un cambio
analitico, de tipo fibrado, de la w—coordenada w := ¢(z,w) = w + h(z), la foliacion § es
definida por la 1-forma
0= ZPi(z,w)dzi + Q(z, w)dw.
i=1

donde P;, Q) € C{z}[w] de grado < k y Q mdnico.
Para k = 1, el Teorema P23 especifica lo siguiente:

Corolario 2.4. Sean © y § como en el Teorema y asuma que la parte lineal de © no
es tangente al campo radial. Entonces existen coordenadas analiticas locales (z,w) en las

cuales la foliacion § es definida por
0 = dfy + wdfy + wdw.

donde f; € C{z}, satisfaciendo dfy A df1 = 0.

Antes de demostrar el Teorema P, establecemos el siguiente resultado, en un contexto

maéas general.

Lema 2.3. Sea w un germen de 1-forma holomorfa e integrable en (C"t1 0) de tipo hi-
persuperficie generalizada, que tenga a S como separatriz, S una hipersuperficie definida

por la ecuacion f = 2* + ¢(x) = 0. Entonces, existe una unidad U € Opy1 tal que

Uw = w + Hwy + (2 + ¢).ws,
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donde
wp = d(zk—i-gO),

wo = zdy — kpdz,

n
w3 = Zgidwi-
i—2

Demostracion.

n
Denotemos por w = E A;dr; + Adz. Como w,wi,ws tienen a S como separatriz,
) i=1
entonces tenemos las igualdades

n

wAw] = (zk + ). (Z H;jdx; \dx; + Z H;dx; A dz) . (2.9)
i<j i=1
n

w AN\ wy = (zk—i-go).(ZGijdxi/\d:L‘j +ZG1dSL‘l/\dZ> (2.10)
i<j i=1

Por otro lado

wAw = (ZAida:i + Adz) A (Zsoxidxi + kzk_ldz)

i=1 =1

= z”: Aidx; N z": D (B0 kzk1 z": Aidx; Ndz — A z”: Oz, dx; N dz,
=1 i=1 i=1 =1

expresion en la que, como es habitual, hemos denotado ¢, la derivada parcial de ¢ respecto
a la variable x;.

Agrupando convenientemente, obtenemos

wAw = Z (Aicpxj — Ajg0$i>da:i A B z": (kzkilAi — Agpxi)d:ci ANdz. (2.11)
i=1

1<j
Analogamente
w A wy = Z(Aizgoxj — Ajzpy,)dx; N\ dry — Z(kAigo + Azpy,)dx; A dz. (2.12)
i<j i=1

» Identificando los coeficientes de dx; Adz;, de las ecuaciones (E9) y (E10), para i < j:

Aipn; — Ajipy, = (2" + ). Hy. (2.13)
Por otro lado, de las ecuaciones (E27M) y (EZ02), si @ < j:
2(Ajpn. — Ajon, ) = (2F + ©).Gij. (2.14)
%y Pz, ® ij

Las ecuaciones (E13) y (E4), implican z divide a Gj;.
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» Identificando los coeficientes de dx; A dz : las ecuaciones (E39), (2710), (E10) y (212)

arrojan las siguientes relaciones

k2P 1A — Apy, = (2F 4+ @)H;

—(kpdi + Az00,) = (F+9)Gi

En notacién matricial, para cada i tenemos el sistema:

kzk_l —Px; Ai Hi
= (2" + ¢)
—k:gp —RPz; A Gz

Pre-multiplicando por la matriz adjunta, obtenemos:

A 2Pz, — Py H;
- (*+ )
ke, (2% + ) 7
A —kp —kzk1 G;
Asi,
kAZ = ZHZ' - Gz (2.15)
—pz, A= H; + 2*7'G;. (2.16)

Luego, podemos escribir
n
z:l

De la ecuacion (E18), se sigue

—_

—(2H; = G dmz—i(goH +2"1Gy)dz.

T

—pp A= pH + 271G,

= QPIEl(_AQDZi) = Pzx; (SOHI + Zk_lGl).

De esta manera obtenemos la siguiente relaciéon
P (pHi + 21Gi) = oo, (pH1 + 271G, (2.17)

Asi, usando (EI4), podemos escribir

2z, (pH1+ k=1G)—zk-1 z1 Gi _
wzzyzli(z[wl(w 1T sosozll) S 0} ]—Gi>dxi—¢%l(goH1—l—zk 1G1)dz.

n

1 Hi | oG 2RG L

_ Z 1 ZPq, HY i 2 P, G . z i Gl dl'z _ _<Q0H1 + zk_lGl)dZ.
k 9011 LPSOJUI <p
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Agrupando y completando términos convenientemente, se tiene

=1

=1

i=1 =1

ks@ (k‘zk Ldz + Z Ppdzi — Z gomzd%)

De esta manera,

Pzy

&Gl —Gi dxi.
i=1 \ P

n
_ _Hmn W (z +go 2: ‘Pacl ,
k%” w2 szl Gl dxz.

E—

1 .
w o= Al — Gilw + — (S%“Gl(zk +p) — (zk +¢)G; —I—)dx,;.

Ahora, como vy(w) = k — 1 necesariamente L (p es una unidad, asi
T1

k x w® 7
( - 211 )w =wi — 71(&)2 + (Z + (,0) chll Z <:§x G — Gi>da:i,
=2

expresion con coeficientes holomorfas por las consideraciones previas. O

Retornando al caso k = 2. Consideramos un germen de foliacion holomorfa en (C***, 0),

generado por una l-forma integrable (ver Lema PZ3)
w=uwi + Hwy + (z2 + )ws

Sea p = Z i, donde ; es un polinomio homogéneo de grado ¢. La parte lineal de w
i>2
esta dada por w, = d(z% + ¢2).

Considere el campo radial

y observe que

"9
wi(XR) = 222 +Z a?;éO

esto significa que la parte lineal de w no es tangente al campo radial y en consecuencia,

aplicando el Teorema I3 y Corolario P4, existe un cambio fibrado de variable

p1(x,2) = (x, v1(x, z)),
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tal que el pull-back de §, ¢35, es generado por
W' = dfp(x) + zdfi(x) + 2dz,

para ciertos gérmenes de funciones fy, f1 € C{x}.

Un segundo cambio de variable: £ : (x, 2) — (x,2z — fi(x)), transforma w’ en
2

W= d(% + fo(x)) — fi(x)dz.

La condicién de integrabilidad se traduce a dfy A df; = 0. Esto significa que fo y fi
son funcionalmente dependientes. Usando el resultado de Moussu ( [Maud)|, Capitulo II),
existen funciones f(x) € C{x} y ho(t), h1(t) € C{t} tales que

fo(x) = ho(f(x))
fi(x) = hi(f(x))

Asi, si p(x,2) = (f(x),2) = (t,2) = " = p*wy, con
wo = d(2% + ho(t)) — h1(t)dz.

Sea r = vy(ho). Entonces 22 + 1" + - - - es separatriz de la foliacion 2-dimensional ..
Salvo multiplicacién por una unidad, por el teorema de preparacion de Weierstrass, la
separatriz de wqg es
22 + a(t)z + b(t) = 0 con a(0) = b(0) = 0.

El cambio de coordenadas: ®; : (¢,z) — (t,2 — @) (Transformacion de Tschirn-

hausen), transforma la ecuacion de la separatriz de wy en

224 c(t) =22+ (b(t) — ﬁi?) =0.

Observe que ¢(0) = b(0) + @ =0= c(t) =t".up(t), para algan r € N* y up(0) # 0.
Un nuevo cambio de variable @y : (¢, z) — (¢, zuo(t)%), permite escribir la separatriz
como 22 +1" = 0. En este caso, es conocido, por Cerveau-Moussu [CMaid], que la foliacion

es generada por la forma

wy = d(22 +17) + 2.tA(L, 2) (r% - 2d—;)

Asi vemos que existe un cambio de variable

D :=Dy0P;: (t,2) — (t,zsl(t) + so(t)> = (t, (Z — @>U§ (75)>7

con s1(0) # 0 tal que wy A *wy = 0.
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Consideremos el diagrama:

(Cn—Ha 0) p—> ((C27 0)
Fl lq’
(€1, 0) ——— (C%0)
queremos encontrar un difeomorfismo F = (Fi,---, Fy,, Fj,11) que haga conmutativo el

diagrama, es decir, que

pol = ®op

<f (Fuix,2), s Fux2)), Frpa (x, z)) = (£60, 21(£()) + s0(f(x)))

En efecto podemos elegir

F(x,z) = <X, zs1(f(x)) + so(f(x))>.

Note que |JoF| # 0, lo que implica que F' es biholomorfa. Entonces se tiene que

Q= (F)W' = d+ F)7) + 2 ()A(s, £00) (rd —2).

que induce una foliacién analiticamente equivalente a §,, y con separatriz z2 4+ f(x)" = 0.
Resta probar que f" = up, para v una unidad.

Notemos que la aplicaciéon x, que transforma w en € es de la forma:

€m0y~ (o)~ (o) — 2 (C2?,0)
\ F\L l@

((Cn—i—l’ 0) p—> ((C27 0)

X (x,2) — (X,Z(x, z))
y es tal que
Z(x,2) = (p1(x,2) = £1())s1(F()) + s0(F(x)) = p1(x, 2)v0(x) + v1 (%),

donde
vo(x) = s1(f(x)),
v1(x) = so(f(x)) — f1(x)s1 (f(x))
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Asi, junto con el cambio fibrado del Teorema B3, podemos escribir

Z(x,z) = U(x,z2)(z+ h(x)).v9(x) + v1(x),

= (Z Us(x > (zv0(x) + h(x)vo(x)) + v1(x),

>0

= ap(x)+ Z a;(x)2",

i>1
donde U(0,0) # 0y
ap(x) = v9(x).Up(x).h(x) + v1(x),
ai(x) = vo(x).(Ui,l(x) n Ui(x)h(x)>.

Observe que a1 es una unidad. Por otro lado, x respeta la proyeccion sobre las n primeras

coordenadas de (C"*!, 0). Entonces existe una unidad U(x, z) tal que

Ux,2)(2* + o(x)) = Z(x,2)* + f(x),

(L 0:602) (2 +000) = (ao) + Y w(0)2) + ()

i>0 i>1

U + Urpz + Z(ffi_2 +Uip)dt = (a0 + f7(x)) + 2a0(x).a1(x)z + - - .
i>2

Comparando coeficientes obtenemos:

(%) = Uo(x)¢(x) — ap(x). (2.18)
_ Ui(x)e(x)
ap(x) = 2an(x) (2.19)

Por tanto, de (Z03) y (2219),

~ [ X 2 X 2 ~ i X 2 X
) = Do) ~ L <U0<x> - M) ()

donde la expresion entre paréntesis es una unidad. O

Observacion 2.2. Si ¢ es reducida, codim (Sing(%’w)) > 3. Esto implica, por el Teorema
de Frobenius Singular [MA/, que §,, tiene integral primera.
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2.3.1. Foliaciones cuspidales casi-homogéneas (FCCH)

Del Teorema P72, un germen de foliacion cuspidal, §, en (C™,0) esta generado por la

1-forma integrable

/ dy’ dz
— 2 _
w=d(z"+¢)+G(Y, z)zlll( 7 2 ~ ), (2.20)

donde apl = pu = V", u una unidad, ¥ no es una potencia y G es un germen de funciéon
holomorfa en dos variables.

Una foliacion § en (C",0) es llamada casi homogénea si la union de sus separatrices
es un germen de hipersuperficie dada, en algunas coordenadas, por una funcién polinomial
casi-homogénea. Asi, § es llamada foliacion cuspidal casi-homogénea si su separatriz
es una hipersuperficie cuspidal casi-homogénea (ver Definicion ). A continuacién veremos
que, en este caso, el factor unidad de ¢’, en (E220), se puede obviar.

Por K. Saito [S3|, existe un campo vectorial
= 0 0
A X; —+Z — 2.21
> i)+ 202 (2.21)

tal que X (22 4+ p(x)) = 22 + p(x). Si, en esta expresion, imponemos z = 0, vemos que
n
ZXi(x, 0)¢sz, = @(x), asi ¢ es casi-homogéneo. En [CeMd|, el siguiente resultado es

i=1
demostrado:

Lema 2.4. Si p(x) es casi homogéneo y u(x) es una unidad con u(0) = 1, entonces existe

un biholomorfismo ® tal que p o ® = ugp.

Observacion 2.3. La condicion u(0) = 1 no es necesaria: si ¢ es casi homogéneo y ¢ € C*,
existe un biholomorfismo ® tal que ¢ o ® = c.p., basta tomar & = (céxl, ‘e ,céxn), donde

d es el grado cast homogéneo de .
Asi, el Teorema (E32), en el caso casi-homogéneo, implica:

Corolario 2.5. Sea § una foliacion, tipo hipersuperficie generalizada, con separatriz casi

homogénea 2> + p(x) = 0. Entonces, existen coordenadas tales que un generador de § es

d dz
— (2 v_
Q=d(z —i—(p)—i—G(\I/,z).z.\Il(SD z)

donde ¢ = V", U no es una potencia, y G es un germen de funcion holomorfa en dos

variables.

Demostracion. Por el Teorema B3, la foliacién esta definida por

d(z* +¢) + G(T, z).z.‘ll( - —2—
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donde ¢ y cp/ difieren por un factor unitario. Como ¢ es casi homogénea, por el Lema 4 y
la observacion P33, existe un biholomorfismo 1 tal que ¢ o ) = up = ¢’, se sigue entonces
que <p/ oyp~l =: gol o ® = . Aplicando este cambio de variable obtenemos
d d
d(2* + )+ G(Vod,2).2.¥ o <I><—SO - —Z>
@ z
O

Como consecuencia, existen coordenadas (x, z) de (C"T1.0), tales que la separatriz de
la forma normal o es exactamente 22 + ¢(x) = 0.

Observe que hemos establecido una forma pre-normal para un generador de una folia-
cion holomorfa de codimensién uno teniendo como separatriz 22 + ¢(z,y) = 0, pero esta
foliacion puede eventualmente ser dicritica o tener mas separatrices. Nosotros daremos una
version analoga del resultado debido a F. Loray en |[Call| (Proposicion en la pag. 163), para
un caso especial, en el que se exhiben condiciones suficientes para que la foliacién con la
que estamos trabajando sea del tipo superficie generalizada. En la prueba de este resultado,

se hace necesario el uso de la reduccion de singularidades (Teorema E3).

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




W TENEZ,

§ + of ""q?‘ PONTIFICIA
TESIS PUCP = gs gz_:_\gﬁglimo

DEL PERU

96 Capitulo 2. Singularidades de foliaciones en dimensién tres

2.4. Reduccién de singularidades de las FCCH.

Dedicaremos esta seccidén a la descripcion de la reducciéon de singularidades de un
tipo especial de FCCH, descritas en la Seccion 23X, en dimension 3. Mas concretamente
describiremos la desingularizacion de las FCCH con separatriz una superficie cuspidal casi-
homogénea de tipo admisible, descrita por la Ecuacién . Asi, del Corolario B3, este tipo

de foliaciones es generada por

do  d
Q) = (2 + ) + G(W,2).2.0 (2 =25,

(%2 z

l
donde ¢ = U™ = H (y? — aixq)di conp,q>2, r=med(dy, -, dp).
i=1
Después del Teorema P, la reduccién de singularidades de este tipo de foliaciones

sigue el esquema de una desingularizacién de su separatriz, la cual fue descrita en la
Seccion 3 (pag. 19-30). No obstante, como habiamos comentado el la Seccion EZX, la
foliaciéon Sﬂéd(}""’dl) puede eventualmente ser dicritica o tener mas separatrices. En este
sentido nosotros damos una condicion suficiente para que una foliacién generada por una
1-forma integrable Q;(f,i;"" ) sea superficie generalizada, Teorema 4.

Notemos que si d; = 1 para todo 7, ¢ es reducida y el lugar singular de SQqu es el
origen de coordenadas. De la observacion I, la foliacion § Q1) admite integral primera
holomorfa y el estudio de estas foliaciones se reduce al de las)superﬁcies: no consideraremos
ese caso en esta memoria.

Nosotros suponemos, en todo momento, que d; > 1 para algin i, y denotaremos por
E}%""’dl) al conjunto de elementos {2 analiticamente conjugada a una 1-forma del tipo

Qg(f,lql’m’dl), con d; > 1 para algtn 1.

dy,,dp)
(p.q
etapas. Estas etapas son exactamente iguales a las descritas en el proceso de reduccién

La reduccion de singularidades de la foliacion §q, con €2 € X , es descrita en tres
de una superficie cuspidal casi-homogénea de tipo admisible, descritas en la Seccién 3.
Describimos este proceso con mas detalle:

1° Etapa. A partir del algoritmo de Euclides para (p',¢') y la descomposicion en
fracciones continuas de % (ver Seccion ), existen m, n enteros positivos minimales tales
que

ng —mp = (—1)N6

9

donde el entero N, es, como antes, el nimero de etapas de la descomposicién en fracciéon
/
continua de %,.
En lo que sigue vamos a suponer N impar (el caso N par no presenta diferencias

esenciales).
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Seave{0,--- ,N}yj,e{l,---,c}. Defina

v—1
a = a,jy) =Y ci+jy=s1+0v;

i=0

m(VajV) = .iju_1 +pu_2 ;

n(V7 ]V) = v, T4, -
N

Tras k = Z ¢, transformaciones cuadraticas
v=0

T, =710 -0Ma0---0---0m: (M, E) — (C3,0)
se genera N + 1 cadenas de divisores
Cy : Ds,_1+1,Ds,_142, ", Ds,_14¢, = Ds,,

cuyo comportamiento se muestra en la Fig. I

Figura 2.1: Comportamiento de las cadenas C,, v =0,--- , N

El divisor E7, generado tras las k transformaciones cuadraticas, estd dado por la unién

de los D,, descritos en la Seccion 31
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Denotemos por E a la transformada estricta de z = 0 por la aplicacion ;. Luego
existen coordenadas analiticas (Zai, Yais 2ai); @ € {1,2,3}, tales que la imagen inversa de
la foliacion §q, por la aplicacion 1, admite las siguientes expresiones locales:

A.Siv €{0,2,4,--- N—1}, en torno de los puntos p, = Da_1ND,NE con coordenadas
(T oyy Yur»r %01 ), Que en las expresiones que siguen denotaremos por (x,y, z) para simplificar,

7, tiene representaciéon local

7I-1(1:7 Y, Z) = (xla y/) Z/)v

donde
Tz = ;L'm*(ijl/)y'm'(yv-j'/_l)7
y/ — xn(V’jV)yn(VJ‘V_l),
Z/ — xm(ju)—l-n(y,j,,)—1ym(y,jl,—l)—i-n(u,ju—l)_lz_
Haciendo
ms = m(v,j,)qd —my;
m% = m(l/’ jl/ — ]_)qd —Ny.
donde
my, = 2(m(y7jl/) +n(7/7j’/) \ 1);
ny = 2(m(V7]V_1)+n(V7.7V_1)_1)

La imagen inversa de la foliaciéon §q, tiene representacion local
() = my—1 n,,—IQ
7T1( ) =T y (e %)
con transformada estricta
Qo = (z2 + 2™y g (, y))wm + TYNa,

donde

Way, = Myydx + ny,zdy;

Now = d(ZQ + :Em%ymgua(xay)> + Aal : (Tn(%d?m + m%i_y + % - 2%) ;

2m‘f‘+(2—7‘)my 2m%+(2—'r)n,/ ,
Ay, =2 2r Y 2r z.u' Gy

m‘l)‘ +my m% +ny

GlzG<:v oy u’,:vnéyyn;z)

1
u' = ug es una unidad en torno de pg.
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Observacion 2.4. Si escribimos G(V,2) = > Gij>0V'27, el término VizI es transforma-

m‘l)‘vLmu mngnu ’ 7 my  ny ]
rT v Yy v u r2y2z).

Con el fin de que las potencias que aparecen en Ay, - (m’f‘df + mg‘%y + ‘%" — 2%) sean

do, por m, , en

positivas, es necesario que

2m§ + (2 —r)ny . (mfj‘+ny)i+ (@)] >0

P )

2r r 2
2 & 2_ v & 14 . 14 .
me + (2 —r)m +<m1+m )z—i—(m—)jz(),
2r r 2

estas condiciones son satisfechas st 2i +1j > r — 2.

Por otro lado, el comportamiento local de la transformada estricta de la foliacion §q,

en este caso, es tal que

- El lugar singular Sing (gga), esta compuesto por la intersecciéon de los divisores junto
. o . «@ e 3 .
con la interseccion de la superficies 22 + 2™1 y™2u, = 0 con los divisores.

Es facil verificar que cualquier punto

p = (0,0,¢) € Sing(Fa,,),

con ¢ € C*, es simple de tipo dimensional 2.

- Los puntos p, = (z,y,0) € Sing(Fq, ); con a > 1 (respectivamente p, = (0,y,0); a =

1), son puntos singulares no simples. Estos seran resueltos en la 2° etapa.

- La separatriz, en torno de cada punto p, estd dada por
<z2 + g™y My, = 0) U(z=0)U(y=0),
salvo en el extremo, cuando v = 0y jo = 1, la separatriz esta dada por:

(22 4 29972y = 0) U (z = 0).

B.Sive{l,3,---,N}, en torno de los puntos po, = Dq—1 N Dy N E con coordenadas
(% 2y Yooy Zas ), QUE en las expresiones que siguen denotaremos por (x,y, z) para simplificar,
7, tiene representacion local

7r1(1'a Y, Z) = ($/a ylv Z,)v

donde
:L»/ — l'm(’/7ju_1)ym(y7j”)’
y = xn(u,ju—l)yn(laju),
Z/ — m_m(lj,]’ufl)ﬁ*n(l/,ju*l)*1ym(V,ju)+n(V,ju)71z) .
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Haciendo

n{ = nv,j, — 1)pd — ny;

ng = n(v,j,)pd —my.

La imagen inversa de la foliaciéon §q tiene representacion local
WT(Q) = wnl’_lymu_lga,
con transformada estricta
O, = (z2 P xn‘f‘yngva(x, y))wa2 + TYNas,

donde

Way = Nyydx + myzdy;

Ny = d(22 + ﬂcn?y”?va(w,y)) + gy - (n?d—“’“’ +ngd 4 dva 2@) ;

2n‘1)‘+(2—7‘)n1/ 2ng+(2—r)my i
Aoy =Grz— 2y 2v(x,y);

n? +ny ng +my

GlzG(x oy v’(x,y),x%y%z).

1
v/ = vg es una unidad en torno de p,.

Observacion 2.5. Es fdcil verificar: que si G(¥,z) = > Gij>0¥'27, las potencias que
aparecen en Ag, - (n‘f%"" + ng‘d—y + d;’—a‘" — 2%2) son positivas si se cumple la desigualdad

y
2i+rj>r—2.
El comportamiento local de la transformada estricta de la foliacion Fq, es tal que

- El lugar singular Sing (&2&), esta compuesto por la interseccion de los divisores junto
con la interseccion de la superficies 22 + 2™ y™2 u, = 0 con los divisores.

Es facil verificar que cualquier punto
p = (0,0,¢) € Sing(Fa,),
con ¢ € C*, es simple de tipo dimensional 2.

- Los puntos p, = (z,¥,0) € Sing(Fq,,); con a > co+1 (respectivamente p = (z,0,0)),

son puntos singulares no simples. Estos seran resueltos en la 2° etapa.
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- La separatriz, en torno de cada punto p,; a > ¢y + 1, estd dada por
(z2 + 2"y, = O) U(x=0)U(y=0),
salvo en el extremo, cuando v =1 y j; = 1, que esta dada por

(22 + ypd*2(c°+1).v =0)U(y=0).

C.Siv=Nyj,=c,, a=s, =k, entorno del punto p (ver Fig.2l) con coordena-
das (T, Yny> Zy1)s Que en las expresiones que siguen vamos a denotar por (z,y,z) para

simplificar, 7; tiene representacion local
L op 2om (BE_1) min—1
ﬂ1($,y72):($5y y XY 71:( 5 )y Z-
Haciendo

— i .
P =422 -1);

Q2 =ngd — (m+n—1).
La imagen inversa de la foliacion §q tiene representacion local
WT(Q) _ x2(PT+‘1—1)—1y2(m+n—1)—1QN‘
Con transformada estricta
= <z2 + a:PyQQhr)wl + zyws
donde
w = 2(% = 1)ydw + 2(m +n— l)wdy;

wy = d<z2 +$PyQ2hr) +A, (P‘i—x + QZdEy -l—r% - 2%) ;

A, = x%d'—(%ﬂ—l)y”qd/_(m”_l)thl;
.
h = (y‘s—az) :
i=1

Observacion 2.6. Si escribimos G =) G;j>0¥'2?, en estas coordenadas, el término W'z’

es transformado en ‘ A
pa g 1\ [ pta_ 1.\’
<x5dynqd h) <x §11ymtn 12) '
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Con el fin de que las potencias que aparecen en A <Pd7“" + Qg% + r% — 2%) sean

positivas, es necesario que
Bag — (PH — 1)+ Bdli+ () j =L+ 1)+ L (B2 —1) (2i+rj+2—1) >0,
ngd —(m+n—1)+ngdi+(m+n—-1)j= %(i—i—l)—i—%(%%—m’—i—Q—T) > 0.

Estas condiciones son satisfechas, de nuevo, si 2i +1j > r — 2.

Observe que, en torno del punto p, el comportamiento de la transformada estricta de

la foliacion Fq, es tal que

- Ellugar singular Sing (SQ N), estd compuesto por la interseccion de los divisores junto
con la interseccion de la superficies 22 + 2y@2h” = 0 con los divisores.

Es facil verificar que cualquier punto
p = (0,0,¢) € Sing(Fa,,),

con ¢ € C*, es simple de tipo dimensional 2.

- Los puntos p = (z,y,0) € Sing(Fa, ); son puntos singulares no simples. Estos seran

resueltos en la 2° etapa.

- La separatriz, en torno del punto p, estd dada por

(22 + 2Fy@2 pr = O) U(z=0)U(y=0).

D. En torno de los puntos p con coordenadas (43, Ya3, 2a3), que en las expresiones
siguientes denotaremos por (z,y,z) para simplificar, aparecen singularidades simples de

tipo dimensional dos y tres, con mas detalle tenemos:

D.1 Sive{0,2,---N — 1}, para cada «

77-1(377 Y, Z) = (xla y/7 Z/)a

donde
r_ - Jv—1 WJu) .
g = gPr-rym@av=1) ym),
y/ — xqu—lyn(yvjllfl)zn(uvjli);
Z/ — :L‘pu—1+q11—1_1ym(V7jV_1)+n(V7jV_1)_1zm(V7jV)+n(V7jV)_1_
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Haciendo
a = 2(pz/—1 + Q-1 — 1);

v =2(m(v,j,—1)+n(v,j, —1) = 1);

d =2(m(v,jy) + n(v,j,) — 1).

La imagen inversa de la foliaciéon §q, tiene representaciéon local
* _ a =1, b—1_c—1
7T1 (Q) =T Yy < QOH

con transformada estricta

dod
Qazw—l—@w—l—AaE,

donde
w = a'yzdr + b'xzdy + rydz;

¥ G ARy
A, = p%4Pr-1—% qd'm(v,jy—1)= % qd'm(v,jv) 7 Gy

/ a / : /
q) = qupvfl_a yqdm(yvjl/_l)_b qum(l”]l/)_c ua(x7 y’ z)
o una unidad en torno de p, para cada o y G1 = 7r1_1 o(.

Observacion 2.7. Si escribimos G =Y G;j>0¥'2?, en estas coordenadas, el término

)

Con el fin de que las potencias que aparecen en Aa% sean positivas, es necesario que

U'zd es transformado en

MER

bl
2

NS

(xpuflqd’ym(wu—l)qd’zm(v,yu)qd’ua) (x .

Y

po—1qd (i +1) + %’(j -1)-1= %(pl,_lqd— ad)i+1)—1+ g—;(% +rj+2—1r)>0,

m(v,j, —1)qd (i + 1) + %/(j —1)—1=2(m(v,j, —1)gd =) (i+1) -1+ %(2i+
rj+2—r)>0.

m(y,jy)qd’(i+1)+%(j—1)—1 = % (m(v,jy)qd — ) (i+1)—1+%(2i+7“j+2—7“) > 0.

Estas condiciones son satisfechas, una vez mds, st 2t +rj > r — 2.

Observe que después de factorizar xyz y saturar, €, tiene parte inicial

d d d
w= a'—m +b'—y +c’—z; a,b,d €.
T y z
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Capitulo 2. Singularidades de foliaciones en dimensién tres

El lugar singular, Sing(£2,), estd compuesto por los ejes coordenados, los puntos p
es resonante de tipo dimensional 3; y cualquier otro punto singular cercano a p es

simple de tipo dimensional 2.

D.2 Sive{l,3,--- N — 1}, para cada «, 7, tiene representacion local

7T1(:L’, Y, Z) = (xla y/) Z/)a

donde
m/ = mm(yhil/*l)ypvfl Zm(l/,ju);
y/ = :L‘n(yvjlffl)yql/—lzn(uvjll);
S = xm(l/,ju—l)—i-n(u,jl,—1)—1ypu—1+qu—1—1Zm(V,ju)-i-n(V,ju)—l,

En este caso, la imagen inversa de la foliacion §q, tiene representacion local

* b'—1,a'-1 -1
7 (Q) =2y T 2T Q,

con transformada estricta

d¥
Qa=w+\11w+Aa~\IT,

donde
w=byzdx + dxzdy + xydz;

; b / . /
Ay = gPUmWiv=1) =5 ypd'pv_1=5 pd'mviv) =5 G,

. ’ ’ . ’
U = :L‘pdm(l’vjl/_l)_b ypde—l_a zpdm(l’v.jl/)_c 'Ua(x’ Y, z)

Vo una unidad en torno de D,, para cada ay G1 = 7r1*1 o(@.

Observacion 2.8. Andlogamente como en la Observacion B2, es facil verificar: que
si G(V,2) = 3 Gyj>0V27, las potencias que aparecen en Aa% son positivas si se

cumple la desigualdad 20 + 1) > r — 2.

Observemos que, después de factorizar zyz y saturar, {2, tiene parte inicial
dx d dz
w=b"=+ a’—y +d—=; d,b,d €.
x Y z
El lugar singular, Sing(£2,), estd compuesto por los ejes coordenados, los puntos p
son resonantes de tipo dimensional 3; y cualquier otro punto singular cercano a p es

simple de tipo dimensional 2.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP el UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

2.4. Reduccion de singularidades de las FCCH. 105

Observacion 2.9. En torno de los puntos py, la transformada estricta de la foliacion §q,

obtenidas en A, B, C, puede ser escrita como sigue:

Qa = (22 + xaybUa)wa + TYNa,

donde
Wa = Mydz + Nzdy;
Na = d(zQ—i—acaybUa) +Aa<a%+b%+%_2%);
2a+(2=r)M  2b4+(2-1)N
Aa = X 2r Y o zU&GI,
G = G(xatMyth U&,x%y%z)
i my, siv—par;
m{, siv—par; . .
i ; ng, siv—impar Ao #k
a=4q n{, siv—imparANa#k; b= '
i Q2, sia=k.
P, siv=NAa=k.
my, si v — par;
M =9 n, siv —impar A a # k;

2B —1), siv=NAa=k.

Ny, si v — par;
N=<¢ m,, siv—impar N a # k
2(m+n—-1), sia=k.

Ademds, si G = Zij Gij\Ifizj, la condicion 2t + rj > r — 2 implica que no aparezcan

potencias negativas en Ag <a%’” + b%y + % — 2%).

2° Etapa. En esta etapa, reducimos las singularidades de las foliaciones §q,, , obtenidas
en A, B y C. Este proceso, después de la Observacion E, depende de los enteros a, b,
y estos a su vez de la naturaleza de p,q y d. Recordemos que las coordenadas en A,
By C son (Za1,Yal, 2al), (a2, Ya2, 2a2), ¥ (TN1,YN1, 2N1) respectivamente, estas fueron

denotadas por (z,y, z) para simplificar y en lo que sigue adoptamos la misma notacion.

Caso i. Supongamos d par. Para cada o con v € {0,1,--- N} se tiene que a y b son pares.

La aplicaciéon de desingularizacion

7, ¢ (M, Eg) — ((CB,O),
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By :LQJ(LJJDQJ-),

tiene representacion local dado por las coordenadas

T, (T, Seyte—1) = (x Sete—1,88 1t6 1) 1§6<%—1
TI'(Sb Y, to ) = ( b y, 55 LS y> 1<e< g -1
2 §+67 ’ 5.:,_6_1 +e 1 bJr€ b+e 1 — 2
a b
Wz(xayataT‘H’) = <$,y,$2y2taTM).

donde tg = z,;. El pull-back de €, en las coordenadas (:13, y,t Ler) aporta informa-
2
ciébn importante para nuestro objetivo; no obstante este serd descrito en todas las

coordenadas como sigue:

i. Sil<e< % — 1, haciendo s := s, t :=t._1.

T (Q) = 2V,
con transformada estricta

Qe = (1 a \Ile)we + x5tne,

donde
U, = gosd=2Ae b2y . 4 =U,(a,st)
we = Mstdr + (N + 2(e — 1))xtds + (N + 2¢)szdt
ne = dUo+ A0+ (b -2~ 1)L + (h— 204 + L)

2a+(2—r)M 2b4+(2—r)N 2b+(2—r)N

Ae = X 2r S 2r _(6_1)t 2r _€’U,IEG1€

)t 2 +6>

Observacion 2.10. Observe que si G = ZGij\I'izj, el termino WizJ es trans-

a+M b+N N
Gie = G(m T

formado, por w om,, en

+M  biN biN i/ M N
<xar s tor u') <a:7 2 (e 1)t2+6>

Con el fin de que en la expresion de A, no aparezcan potencias negativas, €s
necesario que

a M
a.. M . R
T(z+1)+2r(21+rj+2 r) >0,
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i+ D)+ EQ@i4rj+2-r)+(e-DG-1)=20b-2(c-1)(i+1)+5(N+
2e—1))(2i+7rj+2—7r) >0,

b+ 1)+ X @2i+rj+2—1)+(e)(j—1) = 2(b—26))(i +1) + o (N +2¢)(2i +
rj+2—r)>0.

Estas condiciones son satisfechas si 2t +rj > r — 2.

Por otro lado:

- Observe que, después de factorizar xst y saturar, la parte inicial de €. esta

definida por
dt

?7

de—x‘l'(N—F2(6—1))%+(N—26)

lo que significa que la foliacion Fq,, entorno del origen (z,s,t) = (0,0,0),

es: reducida, de tipo resonante y tipo dimensional 3.

ii. Si1<e<g—1,haciendo s := sy

bie t:= t%+€_1. El pull back de 2, estéd dada

por:

con transformada estricta

QG = (1 + (I)e)we iy Sytns)

donde
o, = sgoAeDga—2ey . 4 — Ua(st,y)
we = (M+2(e—1))ytds+ (N + b)stdy + (M + 2¢)sydt
ne = dbo+ A((a—2(e—1)% + (a—26) & 4 o)
Ae _ 32a+(§r_T)M _(6_1)y(2—r)2(Tb+N) t2a+(§r_T)M_€u/6G1€
Gie = G(satMythtatM ul, 3A2’4+(5_1)yN2H)tA24+5).

Observacion 2.11. Andlogamente como en la Observacion BN, es fdcil de
verificar: que si G(VU,z) = ZGijzo\lﬂzj, las potencias que aparecen en A, son

positivas si se cumple 2i +rj >r—2 A j > 1.
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Por otro lado:

- Observe que, después de factorizar xst y saturar, la parte inicial de 2, estéa

definida por

(M +2(e - 1))‘is+(N+b)dyy+(M+2e)cit

Lo que significa que la foliacion Fq,, en torno del origen (z, s,t) = (0,0,0),

es: reducida, de tipo resonante y tipo dimensional 3.

- En los extremos: cuando v = 0 y jo = 1 (respectivamente v = 1y
Jj1=co+1),a=qd—2, b =0 (respectivamente a = 0, b = pd—2(cp+1)). Y
por tanto, entorno del origen de coordenadas (z, s,t) = (0,0,0) la foliacion

es reducida, simple y de tipo dimensional 2.

iii. z = x%y%tm, haciendo t := tats. El pull-back de €, en estas coordenadas,
estd dada p20r: J
3 (Qa) = 2" Qb
con transformada estricta

Qab =3 (t2 ‘g Uab)wab + ZYNab,

donde
wep = (M+a)ydz+ (N +b)zdy

Tab = d(t2 T uab) + Aap (%:bb - 2%)

(2—r)(a+M) (2—7)(b+N)
2r y

Aab = Az tU(;bGlab

a+M b+N M+a N+bt)

Gigpy = G(x ry o Ul ey e
Observacion 2.12. Es fdcil ver que, la condicion 2i +rj > r — 2, implica que
en la expresion de Ay no aparezcan potencias negativas.
Por otro lado:
- El lugar singular Sing(€,), esta compuesto por la interseccion de los divi-
sores junto con la interseccién de (t2 + Uap = 0) con los divisores.
- En torno del origen de coordenadas (z,y,t) = (0,0,0), 4 tiene parte
inicial

Ua(0,0) <(M + a)% +(N + b)dyy)

Lo que significa que la foliacion es simple de tipo dimensional dos.
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1 v
- En torno de los puntos p = (0,0, :l:Uazb(0,0)> = (0,0, +(U.,)2 (0, 0)):
2+ Unpy = t° 4+ (Up)" = (t —if)(t+if); f2 = (Uy)"-

Sea w =1t —1if y denotemos por F' := 2if, haciendo el cambio de variable

en ,p, podemos escribir, entorno de p
Qupp = TYW ((w + F) <(M +a)% + (N + b)dyy) + (2w + F)& 4 dF +

Aapp (rdUf, — 207, &) ) :
donde

(2—r)(a+M) (2—7)(b+N)
2r

Yy 2r Glab-

Aabp = X
Después de saturar, (2 tiene parte inicial

d d d
F(0,0) ((M ta) = s (N+0) 1)
x Y w
Lo que significa que, en torno de p la foliacién §q,, es reducida de tipo

resonante y tipo dimensional 3.
» Como resaltamos antes, en las coordenadas (z,y,tats ), €l pull-back de Q,
t
contiene informacién importante para nuestro objetivo, una de las razones
!

es que cuando a = s,, Uy = h'(x) = H (1 — aiac‘s)di no es una unidad

1=1
l

(respectivamente en C, Uy, = h"(7) = H (§6 - ai)di no es una unidad) .
i=1
El lugar singular de €2, esta compuesto por: la intersecciéon de los divisores,

la interseccion de la superficie t2 +h" = 0 con los divisores y la uniéon de las
lineas L;,. El analisis de la desingularizacién, en estos casos, se realizaréd en

la tercera etapa.

Caso ii.1. Supongamos d impar, ademés p par y ¢ impar. En este caso tenemos dos

tipos de formas :

» Si v es impar. Para todo «, §2, es tal que a, b son pares. En este caso la desingulari-

zaciéon es exactamente igual al Caso i.

= Si v es par. Para cada a, {2, es tal que a,b son alternados y la desingularizacion se

sigue como a continuacion.
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Supongamos entonces a par, b impar. En este caso, la aplicaciéon de desingularizacion

T, tiene representacion local dada por las coordenadas

— —1te
ﬂg(seayﬂfe—l) = (3 le-1,Y, s te 1) 1<e<g 2 L.
71'(1‘ Sa—&-e’t“—}-e 1 ( 82 te t“-i-e 1’x28“+et€2+e 1) 1<6<——1
b—1 b
T (m Sa+b+3ta+b ]. ($ Sa+b+3ta+b 1,1’28u+b+3ta+b 1)
LS !
m,(x, Sa+b+1 tu+b+3 ( +1ta+b+3 $282+b+1ta+b+3>
a bfl
7r2(x7y7t7a+127+1) -~ (mvyany 2 t7a+g+1)'

donde ty = z4;. El pull-back de €, esta dado por:

i Sil<e<g-—1 (respectivamente 1<e< b;—l -1 ) El proceso de desingularizacién es

el mismo que en iy ii del Caso i.

ii. En las coordenadas (m, Satbil, ta+b+3>, haciendo
2 2

S = Satbtl,t = tatbts.
2 2

El pull-back de €2, esta dado por

con transformada estricta

Qab3 = (t + UabS)wabB + $St77ab3a

donde
waps = (M + a)stdx + 2(N + b)xtds + 2(n, + b)xsdt
Mabs = d(t+ Uaps) + Aab3(dg‘zb33 - %)
Ay = Cut Goried) @onEEN) =GN, »
Gias = G(ﬂﬁwswtw (IzbsaxM;a N+btw)

Uuz = Ua(z, s%t).

Ademas:
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- Después de factorizar xst y saturar, la parte inicial de Qg3 es
dx ds dt

lo que significa que en torno del origen (0,0,0) = (z, s, t), la foliacién Fq,,,, s
reducida, de tipo resonante y tipo dimensional 3.

- El lugar singular Sing(€43), esta compuesto por la interseccion de los divisores
junto con la interseccion de la superficie (¢t + Ugps = 0) con los divisores.

- Cualquier punto p € Sing(Q4p3) { (0, 0, —uaps (0, 0)) } es simple de tipo dimen-
sional 2.

En torno del punto (0,0, —Uabg(0,0)) la foliacion Fq,,, es reducida, de tipo

resonante y tipo dimensional 3.

iii. En las coordenadas (w, Su+b+3,ta+b—1) la reduccién de singularidades de €2, es equi-
2 2

valente a ii. Basta hacer el cambio de variable

1
(:C, Satbtl, ta+b+3> — | T, Satb+3tatv1, .
2 2 2 2 tatb—1
2

. a b+l .
iv. z=zx2y 2 ta+12)71+1, haciendo t = ta+g—1+1 = ta+g+1
* a, b
7T2 (QC!) =z y Qab
con transformada estricta

Qab = (yt2 + Uab)wab + TYNab,

donde
Wab = (M == a)ydfn + (N -+ b)xdy
o = Ayt + Uw) + A@(% -5 - 2%>
(2=r)(a+M) (2—r)(b+N)+r
Agw = Giar 2y 2r tul,
a (N+b) a
Giapy = G'(:EM;r Yy :— ugb’xM; yN%Mt)
Uap = Ua(z,y).

- Después de factorizar xy y saturar, la parte inicial de Q4 es

dx dy
Uas(0,0)((M + ) + (N + b)z>
lo que significa que entorno del origen (0,0,0) = (z,y,t), la foliacion Fq_,., es

ab3’

reducida, simple y tipo dimensional 2.
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- El lugar singular Sing(£243), estd compuesto por la interseccion de los divisores.

- Observe que cuando o = s, Uy = h"(x) no es una unidad ( respectivamente
en C, Uy = h"(§) no es una unidad). Ademés a = P impar, b = Q2 par. El
lugar singular de 2, esta compuesto por: la interseccion de los divisores junto
con la unién de las lineas L;.. El anélisis de este caso se realizara en la tercera

etapa.

Observacion 2.13. Es fdcil ver que la condicion 2t + rj > r — 2, implica que en

las expresiones xstAqps dUabs __ dt , Agp Wap _ dy _ 9dt) p, aparezcan potencias
Uabs t Uab ) t

negativas.

caso ii.2. Supongamos que para todo «, a,b son impares. En este caso primero realizamos
b—1 . . . s o a—1
“5~ explosiones con centro la linea proyectiva con ecuacién local z = y = 0, luego “5=
explosiones con centro la linea proyectiva de ecuacién local z = z = 0. A continuacién
realizamos una explosion con centro en un punto y finalmente 2 explosiones con centro en

lineas proyectivas:

i. Sil<e< I’_Tl — 1. La desingularizacion es la misma que i del Casol, las coordenadas

son las mismas y la forma también.

i. 1 <e< aT_l —1. La desingularizacién es la misma que ii del caso Casol, las coordenadas
son las mismas y la forma también.

a—1

iii. z =x 2 ybgltaer—Q. Haciendo t := ta+s. El pull back de €, en estas coordenadas,
2 2
estd dada por:
7T*(Qoz) S xabeaby

2

con transformada estricta

Qab = (t2 + nyab)wab + TYNab,

donde
wap = (M+a—1)yde+ (N+b—1)zxdy
o = d(® +xyU) + A@(%’T + T - 2%)
2=r)(a+M)+r (2=r)(b+N)+r
Aab = I 2r Y o t (IszlabU(;b

at+M b+N M-4a—1

b—
Glab = G(I T y T Uéb“’]j 2 yN+2lt>'

Uap = Us(x,y) una unidad entorno del divisor.
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- El lugar singular Sing(€2,), estd compuesto por la interseccion de los divisores

junto con la interseccion de (#2 + 2yUy, = 0) con los divisores.

- Cualquier punto p = (0,0,¢) € Sing(Qyp) con ¢ € C*, es simple de tipo di-
mensional 2, ya que después de factorizar xy y saturar la parte inicial de Q4pp
es

dy

Uab(0,0)<(M—l—a . 1)‘%’ +(N+b— 1)?).

- Los puntos de la forma (¢, 0,0), (0,¢,0) € Sing(24), ¢ € C atn no son simples,

estas se resuelven en los pasos v y vi.

iv. Explosion con centro el origen de las coordenadas (x,y,tats-2) =: (z,y,t). La repre-
2

sentacion local de la aplicacion de desingularizaciéon esta dada por

(z,9,,t,) — (2,2y,,71,)

(x27y7 t2) '—> (nya y’ th)

(T4, Ys,t) > (x4t yst, ).

Figura 2.2: Transformaciéon cuadratica con centro el origen de coordenadas

(z,y,tass2)
2

- En las coordenadas (x,,y,, t), es facil verificar que la foliacion es reducida, simple

de tipo dimensional 3.

- En las coordenadas (x,y,,t,). Haciendo y = y, y t = t,, el pull back de Q,, esta

dada por la ecuacién 341, con transformada estricta

Qapr = (1 + Yap1)Wap1 + TYNap1 -
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donde
Wapr = (M +N+a+bydr+ (N +b—1)xdy
Napt = d(t* + yuap1) + Dap1 (i—y + % - 2%)
Aabl _ GlablfU (2—T)(M2tN+a+b) y (2—r)(2b:-N)+r tugbl
Giapl = G(xwywu;bl,xwy%t)

Ugbl = Uq (T, zy,) una unidad entorno del divisor.

- En las coordenadas (z,,y,t,). Haciendo x = x, y t = t,, el pull-back de g

esta dada por y3Qqe con transformada estricta

Qapz = (t2 + TUgh2 ) Wab2 + TYNab2-

donde
Wapg = (M+a—1)yde+ (M + N +a+b)xdy
Mz = A(t* + Tttar2) + Aao (d?m + e = 2%>
(2=r)(a+M)+r (2—7)(M+N+a+b)
Agpz = Glap2® 2" o .y
M+a M+N+atd M+a—1 M+N+a+b

Uab2 = U (Z,Yy,y) unidad entorno del divisor para cada « # s, .

v. Explosiones con centro la linea proyectiva localmente dada por t; = y; = 0. La aplica-

ci6n de desingularizacion estéd dada locamente por

(x, 5a+12)+4,t1) — (w, Satbia t?,tl)

(, Satbr2,tatbra) +—— (33, S%+b+2 tatbra, Satbr2tatbra )
2 2 R 2 2

(mvylvt%b*‘?) — (xaypyﬂtLgH)-

- En las coordenadas (:1:, Satbtd, tl), haciendo s = Satb+a y ¢ =1, el pull-back de
2 2

Qap1, esta representada por la ecuacion t3§22b1, con transformada estricta

ab1 = (1 + su)wapy + T8t ,
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donde
why = (M+N+a+b)stdr+ (N +b—1)xtds +2(N + b)xsdt
L= d A, (4 du
Mab1 ( +Su)+ abl(s + u)

N " (2—r)(M+N+a+b) (2—7r)(N+b)+r (2—r)(N+b)
bl = Glam® 2 swm ot

'LL/

M+N+a+b N+b 2(N+b) M+N+a+b N+b—1
G(x s v o, 3 5 2 tN“’).

*
labl

U = uq(x, zst?) unidad entorno del divisor para cada a.

- En las coordenadas (:C,Sa+b+2,ta+b+4), haciendo s = Saibr2 y £ = tatbra, €l
2 2 2 2

pull-back de Q.1 esta dado por la ecuaciéon SthZm

ab1l = (T +w)wgpy + wstng,

donde
why = (M+ N +a+b)stde + 2(N + b)atds + (N + b)xsdt
d d
My = At +u)+ Ak (& — &)
A:bl = GTablx (2—r)(M2tN+a+b) s (2—7‘)7(‘N+b) ; (2—r)(21\77ﬂ+b)+r ul

T s TN A

M+N+a+b 2(N+b) N+b M+N+a+b N+4b+1
. G(x ¢ . sN+b =5 ,).

U = uq (7, zs°t) unidad entorno del divisor para cada a.

- En las coordenadas (m,yl,ta+b+z), haciendo y = y, y £ = ta+st2, el pull-back
2 2
de Qup1 es yQr,,
wp1 = (Yt +w)why + Yy,

donde
Wi = (M4 N +a+blyde + (N +b)zdy
= A+ A (% 8 ot
Ay = Glgyge e, G,
labl = G(xwywul,xwy%t)

u = uq(z, zy, ) unidad en torno del divisor para cada a.
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vi. Explosiones con centro la linea proyectiva localmente dada por ¢, = x, = 0. La apli-

cacion de desingularizacion esta representada locamente de la siguiente manera:

(Sa+g+4,y,t2) — (8a+127+4t§,y,t2)

2
(S atb+2,Y, ta+b+4) — (8 atbp2batbra, Y, Sa+b+2ta+b+4)
2 2 LT 2 2

(%,yﬂf%m) — (x2,y, tha+g+2>.

- En las coordenadas (s atbid, Y, t2), haciendo s = satb+a y t =1,, €l pull-back de
2 2

Qup2 esta dada por t392b2, con transformada estricta

ab2 = (1 + su)wapy + sytnae,

donde
whe = (M+a—1)ytds+ (M + a)sydt + (M + N + a + b)stdy
My = d(l+su)+ A% (£ + 2
i - Eor)(Tra)ty ) G- iNtath) @=n(rts) ,
Tab2 | G(g@yMH\fTJraertw\{fa) u', SM+2a71yM+NZ+a+b tM+a>.

u = uq(st?y, y) unidad en torno del divisor para cada a # s,

- En las coordenadas (Sa+b+2,y,tu+b+4), haciendo s = Satbt2 v t = tatbra, €l
2 2 2 2

pull-back de Q430 es s3tﬂl’;b2, con transformada estricta

ab2 = (T + w)wape + sYtnap,
donde

Who = 2(M +a)ytds + (M + N +a+b)stdy + (M + a)ysdt

My = dt+u)+ AZM(% - %)

!/

(2—r)(M+a) (2—r)(M+N+a+b) (2—r)(M+a)+r
* 2r t 2r u

* _
ab2 = lab2% r

2(M+a) M+N+a+b M+a
(8 == 1 M+4a

M+N+a+b M4a+1
Ty T tTr u,s 2 t 2 .

*
1ab2 Y

u = uq(ys*t,y) unidad en torno del divisor para cada a.
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- En las coordenadas (m2, y,ta+b+2), haciendo = x, y t = tats+2, el pull-back
2 2

de Qgp2, esta dada por €2}, con transformada estricta

e = (Tt + W)Wl + TYnie,

donde
whyy = (M +a)yde + (M + N +a+b)zdy
Moy = (@t +u) + Ay (% — 2 —24)
* % (2=r)(M+a)+r (2—7)(M+N+a+b)
Dby = Gl zr Yy 2r tu

M+a M+N-+a+b ’ M+a+1 M+N+a+b
T T 2 ’y 2 t .

= G
u = uq(z,y, y) unidad entorno del divisor para cada a # s, .

Observacion 2.14. En cualquier coordenada local, la condicion 2i+rj > r—2,
implica que no aparezcan potencias negativas, en las expresiones correspondien-

tes.

Después del proceso anterior, la foliacion es reducida en el sentido de [CQ.

Observe que cuando a = s,, después de la transformaciéon cuadratica con centro
el origen de coordenadas, ug, = h"(z) no es una unidad (respectivamente en C,
Ugp2 = h"(g) no es una unidad). El lugar singular de Q. (respectivamente Q442)
estd compuesto por la intersecciéon de los divisores, la interseccién de la separatriz
dada por la ecuacion, 2 + yih"(z) = 0 (respectivamente 2 + z,h"(§) = 0) con el
divisor y la unién de las lineas L;;. Para continuar el procedimiento de desingulari-
zacion, realizamos transformaciones monoidales, con centro permitido las lineas L;j.,
de acuerdo a la naturaleza de d;. Sera necesario, realizar una transformacion cuadra-
tica y finalmente dos transformaciones monoidales con centro la linea proyectiva 6\1”;
(modificacién de ds , ver seccion I3, figura ITIM). El andlisis de este caso se realizara

en la tercera etapa.

3° Etapa. En el Caso i (respectivamente en el caso Caso ii.1) después de la secuencia
de explosiones en la segunda etapa, en la coordenadas (z,y,t) := (x,,, Yy, t) (respectiva-
mente en las coordenadas (z,y,t) := (zy2,Yy2,t)) tenemos que la transformada estricta
de la foliacion estd dada por 1-forma integrable Q. (respectivamente 2 PQz)’ dado por

la ecuacion.

Qpg = <t2 + hr)wPQ + YN pg -
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En la que sigue nos centramos en el Caso i (el Caso ii.1 es analogo). Asi, tenemos

t = trig
2
Wpo = (Bld)ydz + (ngd)zdy
Mpg = d(t2+h”)+x’?d’“Q)y"qd’“3>th.Gpo<rdf—2?>

ba g/

Gpo = G(IE 5 ym]%t>.
Expresando Q,, = Adz + Bdy + Cdt, donde

/ pg d
ynqd h,:L‘ 5 5

A = g+ )(8d)

B = =z ((t2 + ") (ngd) + rh" 1Ry + mpéqd/(l_g)y”qd/(l”;)“th’Gg)

B { g ((t2 + h")(ngd) + rh'y {h“l + x?d,(l_;)y”qd/(l_g)tGg]>

C = 2ay(t—aFYO- Dyl (-5 p,)

la foliacion SQPQ, en torno del origen y de los puntos p = ((), 0, :I:h%(O)) es: reducida, de

tipo resonante y de tipo dimensional 2 y 3 respectivamente. En efecto.
dQPQ = (Bx - Ay)d‘r Ady + (Cy a Bt)dy A dt + (At — Cx)dt A dx

es tal que

dQ,,(0) = " (0) (nqd - %)dm Ady # 0

esto significa que, en torno del origen de coordenadas, estamos en presencia de un fenémeno
tipo Kupka, en consecuencia existe un biholomorfismo f tal que f*Q,, An =0, donde 7
es una forma en dos variables. De hecho junto con la condicién de integrabilidad de €,
el campo no singular

0

0 0

ox

es tal que 2, (X ) = 0y en consecuencia existe un cambio de coordenadas en las que

se expresa como un una 1-forma de tipo dimensional 2.
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Por otro lado en los puntos p = (0,0, j:h%(O)):
2+ n = (t — zf(y)) (t—I—if(y)); f2=hn"
Sea w =t —if y denotemos por
F(y) == 2if(y).

Realizando el cambio de variable, en torno de p, podemos escribir:

Qpop = zyw(w + F) ((’g]d)d; + (nqd)dyy> + :Uyw{(Zw + F)dey
+Fdy + x5 ¥ (0-3)ynad (1-5) g, (rdy — 2h%”> }

Factorizando zyw y saturando, la parte inicial de la foliacion §q,,,, esta definida por
pq N\ dx dy dw
FO)( (5d) = + (nad) ™ + =
()( 50) 5+ (mad)t+

Lo que significa que la foliacion §q,,, en los puntos p = (0,0, :l:hg(())) es: reducida, de
tipo resonante y tipo dimensional 3.

Finalmente, analizamos las singularidades entorno de los puntos (0, y;x,0). Tomando
la traslacion y — Y + y. Denote h" (Y + ) := Y%hT (Y), hix(0) # 0. En estas nuevas

coordenadas la 1-forma Qpg tiene la siguiente expresion

con

wix = (Bd)(Y + yi)dzr + (ngd)zdY

Nir = d<t2 + Ydi-hgn) + Ay <d¢% + rd}Z:‘ - 2%)
qu/

Ny = a8 VA=Y 4y ) =DV dith,, Gy,

d
2

G2in = G(l‘%d/(y + yin)nqdlyd;him l‘% (Y + yin)nqgt> '
Ahora la reduccion de singularidades, depende de la naturaleza de d;. Supongamos que
d; es par (en el caso impar el analisis es similar). Son necesarias % explosiones, la aplicacion

de desingularizaciéon tiene representacion local dado por las coordenadas

T,Sp t — T,Sp t sl e 1l <e< & 1.
(z, Heie P§Q+E,1) ( 1OPEQ 4 PrQ 1’ PHQ  "P1Q )7 T =T = 2

44
(x,}/,tP+Q+di) — <x,Y,Y7tP+Q+di>.
2 2
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i. Sil1<e< % — 1. Haciendo s = SPta t= t#ﬁ_l, el pull-back de ;. esta dado
por

SQ(e—l)—lte—IQZi
con transformada estricta

Q. = (14 @ )w),. + xstn),

donde
b, = 8di—2(6—1)tdi—26h’{‘
wi, = (Bd)(st + yix)stdx + ((nqd +2(e — 1)) st + 2y (e — 1)>xtds+

- <(nqd + 2¢)st + 2yi,€e) xsdt
m = (st+yi) (d@m + AL ((di —2(e—1))% 4 (d; — 2e)% + rdhh—>>

Factorizando xst y saturando, la parte inicial de 7, es

pq . dx ds dt
—d)— +2(e—1)— + 2e—
(5d)x+(6 )S—i-et

lo que significa que en torno del origen de coordenadas
(Oa 0, 0) = (l’, S%—i—e’ t#ﬂ-e—l)’

para cada €, la foliacion Saz_ es reducida, de tipo resonante y simple de tipo dimen-

sional 3.

il. z= Y7tP+Q+di , haciendo t := b proid; - El pull-back de ;. en este caso es
-2 -2

di—10y*
Y Q5.

con transformada estricta

Q= (£ + hi)wi, + 2Y,,

(2
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donde
wh, = (Bd)(Y +yiw)Ydr + ((nqd +d;)Y + ymdi> xdy

Az‘n = x%dl(l_g)(y+ym>nqd/(1_%)y%thmG3in

d
2

! ! ! d’L
Gajr = G(ﬁd (Y + yin) 99 Y &Ry 255 (Y + ym)”q%Yﬂ).

Observacion 2.15. Es fdacil verificar, una vez mds, que la desigualdad 2i +rj > r — 2,

implica que en las expresiones correspondientes de €25 no aparecen potencias negativas.

El lugar singular Sing (%’Q;‘n), estd dado por los ejes coordenados y la interseccion de
la superficie <t2 +g:=t+h = 0) con los divisores. El origen representa un punto
singular simple de tipo dimensional 2 y (0, 0, :I:ig%> son puntos singulares simples de tipo

dimensional 3. En efecto: simplificando la expresion de §2F_, podemos escribir

1K

Q. = Adz + Bdy + Cdt.

donde
A = (Bd)E+9)(y+yix) Y — yin)
B = ((t2 +9) ((nqd +di)(y = is) + ymdz‘> "

’ T ! T di
(y + Yir) (Y — Vir) (g’ + 28 T3 (y g9 (73 (y — ym)QGgmthén>>$

! T ! (s di
C = 22(y — yin) (Y + Yix) <t — 2T YOD) (y 4 )0 =3 (y — y’in)zGZSinhin)

Asi,
dSi, = (By — Ay)dx Ndy + (Cy + By)dy N dt + (Ay — Cp)dt A dx

es tal que

492550 = (9(0)pie(ds — L) )dw Ay 0

esto significa que, entorno del origen de coordenadas, estamos en presencia de un fenémeno

tipo Kupka, en consecuencia existe un biholomorfismo f tal que f*©;, An = 0, donde 7
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*

es una forma en dos variables. De hecho junto con la condicion de integrabilidad de €2, ,

el campo no singular

0

0 0
X =(By = Ay) 7= +(Cy — Bt) 7~ + (A — Cm)a

Ox y

es tal que Q7 (X) =0 y en consecuencia existe un cambio de coordenadas en las que Q,
se expresa como una 1-forma de tipo dimensional 2.

Por otro lado
t2 + h:li(y) - (t + Zf(y)) (t - lf(y))v f2 = h:n
Sea w =t —if y denotemos por

F(y) = 2if(y).

Haciendo el cambio de variable, 27 se transforma en

0%, = op{ (Ba)y + 1) -+ ((nad + ) 1) + ) 2 | (-4 F) + oy +

Yir) [(m + )42 + Fldy + B0 (y 4 o) 0Dy — ) 3 G (1l dy — 2hie %2 )

Factorizando zyw, y saturando la parte inicial de £}, es

o P i R
F(O)ym<(5d)x+dzy+w>.

Lo que significa que en torno de los puntos (0, 0, :l:hi%H(O)), la foliacion §q: es reducida, de
tipo resonante y tipo dimensional 3.

En el Caso ii.2 el procedimiento es anélogo, con la observacion de que después de
realizar las explosiones adecuadas con centro permitido los puntos (0, y;, 0) hay que realizar
dos transformaciones monoidales a lo largo de la curva CA’I’E (ver figura [CI3).

Recopilando los calculos anteriores y de las observaciones, 24 al T3, hemos encontrado
una condicién suficiente, para que una foliaciéon generada por la una 1-forma diferencial
integrable,

w=d(z* + ¢(z,y)) + G(¥, z).\I/z(cf;p — 2—),

sea una foliacién de tipo superficie generalizada. Resumimos esta condicién en el siguente

teorema:

Teorema 2.6. Considere un germen de foliacion holomorfa de codimension uno en (C3,0),

generada por una I1-forma diferencial

w=d(z* + o(z,y)) + G(T, z)\Ilz(— -2—
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donde ¥ = Hézl(yp —aix)%, p,g>2, a; 0, a; # a; sii # j, d, primos relativos
y o = V" r € N*. FEscribiendo G = EG@-j\I/izj, funcion holomorfa en dos variables, y
denotemos por
;. (20 + 1))
Uizl) = ——=%
Vi) (W'27) med(2,1)’
V(2,,)(G) := min {VQ,T(\I/iZj); Gi; # O}.

Entonces, si v, (G) > #(22#), la foliacion §., es de tipo superficie generalizada.
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2.4.1. Topologia del divisor

La foliacién §, transformada estricta de una FCCH con separatriz distinguida S via el

morfismo 7 : (M, E) — (C3,0) de una resolucién inmersa S, es reducida con lugar singular

Sing(§) =: S.

El lugar singular S, es un espacio analitico de codimensiéon n — 1 y con cruzamientos
normales. De la Secciéon [, S representa el diagrama de incidencia asociada a la resolu-
cion inmersa de la separatriz S, més precisamente S est4 dado por la interseccion de las
componentes del divisor, junto con la interseccion del transformado estricto de S con el
divisor, es decir, para cada punto p € S, existe un sistema local de coordenadas de M en
un entorno de p tal que las componentes del divisor excepcional que contengan a p son
subespacios lineales en posicién general, en consecuencia p es un punto singular simple de
tipo dimensional dos o bien un punto singular simple de tipo dimensional tres.

De acuerdo a la reduccion de singularidades de S (ver Seccion [3),
E=F UFEyUEFEs

con componentes Dy, Dyj, .A?" x C = IP’%: x C, respectivamente. Estas componentes, son

tales que Dy NSy Dyj N\ S son:

;

CxC, sia=1;

Dy~\S~4q CxC* sil<a<ce+1;

[ C* x C*, en otro caso.

Si d es par. Para j # ";?,”71'
CxC*, siae{l,co+1};
Daj \SN

C*xC*, sia¢{l,co+1}.

. me n%

cuando j = —5-, &

C x (C~ {2 puntos}), siae€{l,co+1};
Daj \S ~

C*xC~C, st ¢ {1,¢0 + 1}.

Si d,q impar y p par. En este caso, recordemos que o = «(v, j,,), asi:
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Parav € {0,2,--- ,N — 1}

( . . o
C x Cr, si 1§]§m12 ;
si, a =1, Dyj NS~ C xC, sij:mlTH;

.. me+3
Cx (C~{2pts}), sij=——.

\

( ; Coomi—1,

C* x C, si1<j<—5—;
: . . ol
si, @ # 1; y mg* es impar, Do NS =~ C x C*, sij= m12+ :

C* x (C \ {2 puntos}), sij= #

[e%
mi .
2

C*xC* sil<j<

si, a # 1y m§ es par, Doj NS ~
(e

C*x C\C, sijzrr;".

Parav € {1,3,--- ,N}

CxC*, sia=c+1;
né
sij;é?l, Dy NS =
C*xC* sia#co+1.

h, C x (C~ {2 puntos}), sia=cy+1;
sijz%, Dyj NS~
C*x C\C, sia# cg+ 1.

Por otro lado, es facil ver que para cada 7, .A;-i" x C~\ S es topologicamente equivalente
a C x C, o bien C* x C, o bien (C \ {2 puntos}) x C.

De acuerdo a lo anterior, nosotros tenemos toda la informaciéon acerca del grupo fun-
damental de las componentes Do, NS, Doj NSy A;.li x C ~\ § respectivamente. Estos son

topologicamente equivalentes a uno de los tipos siguientes:

1. C x C, simplemente conexa.
2. C x C*, cuyo grupo fundamental es Z.
3. C* x C*, cuyo grupo fundamental es Z2.

4. C x (C~ {2 puntos}), cuyo grupo fundamental es el grupo libre de rango dos [Fs.
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5. C* x C\ C, C es la curva singular plana definida, en coordenadas adecuadas (y,t),

por una de las siguientes ecuaciones

f=t* — y*(unidad) = 0

:2_l s \%_
f=t H(y al) 0

i=1
En este caso, w1 (C* x C\.C) es el grupo escrito en termino de generadores y relaciones
)

como en los Ejemplos [, 3 respectivamente: observe que
C*xC~C=C*\CUL; L={z=0}.

Sea v un meridiano en 71 (C \ Ay) de 0 € Ay (meridiano de L). Del Teorema 2,
Corolario 3, y los Ejemplos [, 3 se sigue
r b >
m(C*NCUL) = <g1,gz,7 197 =g; N g7 =v lgﬂ>-

Después de la observacion 2

m(C*\CUL) = <a,f3,7150¢r=0f5 A 7a=a7>; r — par

m(C2NCUL) = <a,ﬁ,’y:o/ =52 A 'ya=a7>; r — impar.

Nota 2.1. Nosotros vamos a denotar 15, a la componente del divisor excepcional E

para el cual D\S~C*xC NC, donde C es la curva algebraica dada por la ecuacion

l l
di di
t2—||<y5—ai) :0c’)t2—||<1—ai1‘5) =0,

i=1 i=1
y nos referiremos a ella como la “componente especial”.

Observe que D seria la modificacion, en la tercera etapa, de la tultima componente
que se genera en la sequnda etapa de la reduccion de singularidades, en los casos i,

ii.1  (ver Figura IT3).
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2.5. Fibraciéon de Hopf

Nos hemos interesado por una clase de foliaciones en (C3,0) que fueran transversales a
una fibracion, fuera de un conjunto (uniéon de fibras) invariante. Esto nos permite reducir el
estudio de dichas foliaciones al de su estructura transversa, es decir, al de su representacién
de holonomia. En nuestro caso, los gérmenes de foliaciones holomorfas singulares, de codi-
mensiéon uno en (C3,0) son tales que después de efectuar un niimero finito de explosiones
la foliacién inducida es transversal a la fibracion de Hopf adaptada a la foliacion
fuera de un conjunto invariante (el conjunto invariante es la separatriz, la cual es union de
fibras). A continuacion detallamos esta idea.

Sea Fq un germen de foliacién singular en (C3,0) definida por la 1-forma integrable
Qyr:(M,E)— (C30) la reduccion minimal de singularidades en el sentido de Cano-
Cerveau [CQ. Sea §Q la transformada estricta de § por 7 y D; una componente del divisor

excepcional F.

Definicién 2.5. Una fibracion de Hopf, Hs,,, adaptada a o es una fibracion holomorfa

f: M — D; transversa a la foliacion §q, es decir,

1. [ es una submersion y f|, = Idp,.

2. Las fibras f~(p) de Hz,, estdn contenidas en las separatrices de %Q, para todo p €
D;nN Sing({?g).

3. Las fibras f~1(p) de Hz, son transversas a la foliacion q, para todo p € D; ~
Sing(%g),

. . ) di,d
Con las notaciones de la Seccién P4, consideremos §2 € E;,,(} ) Buscamos una fibra-

cion de Hopf adaptada a la foliacion Fq relativa a una componente particular del divisor
excepcional. Esta componente es portadora de la informaciéon relevante de la holonomia
proyectiva del divisor excepcional.

La fibracion de Hopf Hg,, es encontrada, a partir de un campo de vectores holomorfo

X satisfaciendo las siguientes condiciones

» S es invariante por X, es decir, si S = (f = 0), entonces X (f) = A1 - f, A\ € O5.

» X es transversa a la foliacion §q, es decir, Q(X) # 0.

La fibracion Hg, puede ser encontrada, en coordenadas adecuadas, después de la re-

ducciéon de singularidades, por el campo de vectores % (o multiplo escalar del mismo).
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Volviendo por medio de la secuencia de explosiones de la 1°,2° y 3° etapa (ver Seccion 24)

se puede considerar el campo vectorial

0 0 pgd 0O
X=pro 4 qy— + 24,9
px8x+qy8y+ 2“0z

Un célculo sencillo muestra que Q(X) = pqd - (22 + ¢), asi este campo de vectores define
la fibracién deseada. En efecto: la resolucién minimal de la foliacién §q, viene dada por la
aplicacion 7 := 7, om, o7, : (M, E) — (C3,0), donde 7,,7,, 7, representan las secuencias
de explosiones en la 1°, 2°, 3° etapa respectivamente. En coordenadas adecuadas 7 esté

definida de la siguiente manera:

1. Si d es par. Para cada i tal que d; es par, tomando la traslacién § — §+4;x v haciendo
t :=tpriQ,t4, , la aplicacion de desingularizacion m en coordenadas (x syl Ysy 1y t), que
2

en las expresiones que siguen vamos a denotar por (Z,9,t), esta definida por

pgd

n d;
n(@,5,6) = (#5 @+ O™ 3G+ O™, 5% 7+ FF).
El campo de vectores tangente a la transformada estricta de la separatriz,
§:=1"+ Hi(y) = 0; Hi(0) # 0,

es X = %, que en las coordenadas iniciales (x,y, z) esta dado por

0 0 dpg O
X =pre=+qy— +—2=-
Proe T oy 2 0z
Por otro lado para cada ¢ tal que d; > 1 es impar, tomando la traslacién § — 4 + 4ix
y haciendo s :=5s, , ., .13 t: =%, 5 .4 .5, 12 aplicacion de desingularizacion 7 en

coordenadas (Z, s, t), esta definida por

pqd
25

nqd+d;+1
7(@,5,t) = (857 + ©717, 3% (5 + €2, H (5 + gt )

El campo de vectores tangente a la transformada estricta de la separatriz,
S :=t+ Hj(s>t) = 0; H;(0) #0,

es X = %, que en las coordenadas iniciales (x,y, z), estd dado por
0 0 dpg O
X=pr— +qy— + 22,9
L +qy8y + 2 ‘9z

En el caso d; = 1, tomando la traslaciéon y — §+9;x, la aplicacién de desingularizaciéon

7 en coordenadas (Z,7,t), esta definida por

>l
>

n(@,9,1) = (28 G+ )", 28 G+ O™, 7 F 7+ %t).
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El campo de vectores tangente a la transformada estricta de la separatriz,
S ="+ y.H(y) = 0; Hy(0) #0,

es X = %, que en las coordenadas iniciales (x,y, z) esta dado por

2. Si d impar, p par y ¢ impar. Para cada i tal que d; es par, tomando la traslacion
Ts,2 = Ts, 2+ Tix, la aplicacion 7, en las coordenadas ($3N2, Ys 5 25 t); ti=1tpi6,4a,
DiQotd;

que en las expresiones que siguen vamos a denotar por (z,y,t), estd dada por

—n

>l
>l

x = (z+x4) Yy
y = (¢4 )i "yl
A (m+mm)p(g—m)d—(%ﬂ—(m+n+1))+%y%t

El campo de vectores tangente a la trasformada estricta de la separatriz es ) = 8%,

y que en coordenadas iniciales (z,y, z) viene dado por

0 0 dpg O
y = pLL’% -+ qya—y -+ 72’&

Por otro lado para cada i tal que d; > 1 es impar (respectivamente d; = 1) se procede

de manera analoga.

3. Supongamos que d, p,q impar. En este caso la componente adecuada para construir
la fibraciéon de Hopf es la que resulta en las dos tdltimas transformaciones monoidales
a lo largo de 6’;’5 (ver figura IIM). Es facil verificar que el campo que buscamos es

exactamente el mismo que en los casos anteriores.

De todo lo anterior vemos que la componente adecuada donde se puede construir la fibra-
cién de Hopf Hz,,, en los casos i, ii.1, es D: aquella a la que nos referimos como “componente

especial” (ver Nota E).
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Capitulo

Problema de clasificaciéon analitica

En este capitulo abordaremos el problema principal de la presente tesis: la clasificacién
analitica de ciertos tipos de foliaciones cuspidales casi homogéneas en (C3,0), que hemos
denominado FCCH en el Capitulo 2. La técnica es la de extensiéon de la holonomia pro-
yectiva de una de las componentes del divisor excepcional que aparece en la reduccién de
singularidades, més concretamente en la taltima componente que se genera en la reduccién
de singularidades que hemos descrito anteriormente. Esta componente resulta ser aquella
en la que la separatriz corta al divisor excepcional. Pero, a diferencia del caso de foliacio-
nes en (CQ, 0), es frecuente que la transformada estricta de la separatriz no corte a una
tnica componente del divisor excepcional. Ello resulta ser un obstéculo para desarrollar la
técnica en la que se basa el presente trabajo, puesto que no es posible aplicar los resultados
de Mattei y Moussu [[MIMI| sobre existencia de integrales primeras holomorfas y proceder
asi a la extension de la holonomia. En consecuencia, en dichos casos impondremos una
condicién adicional que implique la linealizaciéon de algunas de la singularidades simples

resultantes del proceso de reduccién, que nos permite llevar adelante el desarrollo.

Para la obtencion de los resultados de este Capitulo, debemos hacer un uso efectivo
de las distintas técnicas presentadas en el Capitulo 1 y 2: reduccion de singularidades de
manera global de una superficie casi homogénea de tipo admisible, la forma pre-normal de
una FCCH de tipo admisible, topologia de la componente “especial” del divisor, a la que se
le ha retirado el lugar singular. Como hemos visto anteriormente, la forma pre-normal y su
reduccién permiten construir una fibracién de Hopf, transversal a la foliaciéon de manera
que las separatrices son unién de fibras, para levantar la conjugaciéon entre las holonomias

a una conjugacion analitica entre las foliaciones.

Vamos a dedicar este capitulo a introducir el concepto del grupo de holonomia debido a

131
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Mattei-Moussu [MM], y el del grupo de holonomia proyectiva introducida por R. Moussu
en [Mou?|, extendiendo este ultimo en los casos que nos ocupa la presente memoria. Finali-
zamos este capitulo presentando el resultado principal de la tesis: la clasificacion analitica,

via la holonomia proyectiva, de las FCCH de tipo admisible, en los casos considerados

(caso iy caso ii.1).
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3.1. Holonomia de la componente esencial

El comportamiento dindmico de una foliacién, puede ser estudiado en una vecindad de
una hoja por la representacion de holonomia de su grupo fundamental. Esta representaciéon
fue introducida por Ehresmann en 1950, y estudiada posteriormente por muchos autores,
nosotros seguiremos fundamentalmente a Mattei y Moussu |[[MOMI| para construir esta re-
presentacion: tomamos un punto p sobre la hoja L y un germen de seccién transversal X
en p. El levantamiento del camino cerrado - iniciando en p a lo largo de la hoja de la

foliacion, induce gérmenes de difeomorfismos
h”Y : (2,1:)) v (Evp)a

los cuales no dependen de la clase de homotopia del camino. La aplicacién h. es llamada
holonomia de la hoja L, la representacion de holonomia de 71 (L,p) es el morfismo
definido por
Hol(L): mi(L,p) — Diff(3,p)
v — hy,

v el grupo de holonomia de la foliacién a lo largo de L es la imagen de esta aplicaciéon
Hol(L) (que muchas veces se confunde con la propia aplicacion). Diferentes puntos en la
hoja y diferentes secciones transversales dan lugar a representaciones conjugadas por gér-

menes de difeomorfismos holomorfos.

En [Monu?|, R. Moussu introduce el concepto de holonomia proyectiva, el cual es utili-
zado posteriormente por D. Cerveau y R. Moussu [CMo|, R. Meziani [Md], M. Berthier,
R. Meziani y P. Sad [BMS]|, y otros autores con el fin de clasificar analiticamente las
foliaciones nilpotentes en (C?,0). En dimensién tres, este concepto es adaptado y usado
en [[EMI, para clasificar analiticamente las foliaciones singulares casi ordinarias, mas con-
cretamente: sea § un germen de foliacion singular en (C3,0), y 7 : (M, E) — (C3,0) la
reduccién minimal de las singularidades de § en el sentido de Cano-Cerveau, descrito en la
Seccion . Denotemos por § a la transformada estricta de la foliacién § por w. Después
de definir una fibraciéon de Hopf adaptada a §, Hgz, definida por la fibraciéon holomorfa
f:M— l~?, se puede definir la holonomia de la hoja D~ Sing(%) respecto a est4 fibraciéon
como sigue. Fijamos un punto p € D~ Sing(%), sobre este punto tenemos una transver-
sal f~1(p). El levantamiento del camino cerrado v iniciando en p a lo largo de la hoja

D ~ Sing(3), induce gérmenes de difeomorfismos

hy: (F7H),p) — (F71(P),P) s

los cuales no dependen de la clase de homotopia del camino. La aplicacién h. es llama-

da holonomia excepcional de la hoja D ~ Sing(@). Ademaés, después de identificar
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(f~X(p),p) con (C,0) (esta identificacion es no canénica: diferentes identificaciones dan
lugar a grupos conjugados), el levantamiento de camino determina, una representacion del

grupo fundamental de D~ Sing(%) en Diff(C, 0) y que denotaremos por H, 7
H, 5 : m(D ~ Sing(3), p) — Diff(C,0),

donde 2 es una 1-forma diferencial e integrable que define §. La imagen de esta aplicacién
es llamada el grupo de holonomia excepcional del divisor D y lo denotamos por H, 5.

En los casos que nos ocupa esta memoria, D es como en la Nota EI.

3.1.1. Extensiéon de la holonomia excepcional

Con las notaciones de la Seccion P4, considere el germen de foliacion generada por
una 1-forma Q € Z}(,fl;"" “4) De la Seccion EZT (Ejemplos A, [3) se conoce el grupo de
homotopia

1 (5 N Sing(%g)) .

Este grupo puede ser generado por tres elementos g1, gs v v en los casos considerados
(caso i y caso ii.1). Si @ es un elemento del grupo de homotopia, denote por hy su
imagen por la aplicacién 7-[97 5 en el grupo de holonomia excepcional . Este grupo puede
ser generado por hgy,, hg,, I

Supongamos que los grupos de holonomia excepcional de Fo,,5q,; 2; € Zz(,‘f;"" ’dl),

Ho, 5= (has g hy) Hy, 5= (héhig, h3)

)

representados sobre la transversal ¥; := (C, p;), son analiticamente conjugados por un
elemento ¢ € Diff(C,0) tal que 1/)*(héi) = dflhéizﬂ = hii; a; € {91,92,7}. Entonces

tenemos el siguiente resultado, analogo al caso 2-dimensional.

Lema 3.1. Eziste un difeomorfismo fibrado ¢, ¢(x,p) = (¢(x,p),p) entre dos vecindades
abiertas V; de D dentro del espacio (M, E) tal que

1. ¢ envia hojas de la foliacion §Ql lv, sobre las hojas de la foliacion §92’V2-
2. La restriccion de ¢ a la transversal 3 es 1.

Demostracion. Sea p € L = DS Y 7p C £ un camino de p a pj.

Tenemos que la foliacion §q, es genéricamente transversal a la fibracion de Hopf relativa a
5, %%j , fuera de la transformada estricta de la separatriz S y de las componentes Dq;, A;,
tales que D N Dy # 0, DN A; # 0 (ver Fig. [I3).

Fijando z, la proyecciéon (x,p) — (p) es localmente una aplicacion de recubrimiento.

Entonces para cada punto (z,p) € C x L, con modulo de = suficientemente pequefio,
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podemos considerar el levantamiento ﬁrl,, dentro de la foliacién §Ql, del camino v, tal que
F4(0) = (2.p).
Si (z1,p1) = 511)(1) es el extremo de ?1},, levantamos el camino v, La 512) dentro de la
foliacion §QQ tal que %2,(0) = (Y(x1),p2)-
Sea (z2,p) = 75(1); definimos

¢(z,p) = (z2,P)

como ¢z, =1, ¢(z,p) es independiente del camino elegido.

Observemos que podemos acercarnos tanto como queramos a los puntos q € S, dentro
de D. En efecto, recordemos que DS 2C*xC~C (ver Seccion 2, asiq € C 6
q € C*. Podemos considerar un meridiano agq relativo a q, con punto base p y definir
el camino fp = apyp con punto inicial p y punto final p;. Notemos que 7, 18p es un

meridiano relativo a q con punto base pj, asi

7;161;) € 7T1(£, p])7

h}yglﬁp =" (7 Bp)
Por tanto ¢ se extiende a una vecindad de D~.S.

Por otro lado, los puntos singulares q € S son puntos de intersecciéon de D con las otras
componentes del divisor, y con la separatriz. Todos estos puntos son de tipo dimensional
dos o tres y para todos ellos, D es una separatriz fuerte (ver Fig. [I3). De [CMAd|, se sigue
que la conjugaciéon de la holonomia de D implica la conjugacion de las foliaciones reducidas
en una vecindad de estos puntos, esta conjugacién coincide, fuera de la separatriz, con el

difeomorfismo ¢ y en consecuencia ¢ se extiende a un difeomorfismo en torno de D.
O
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3.2. Clasificacion analitica

Nos hemos interesado por los gérmenes de foliaciones holomorfas cuspidales casi ho-
mogéneas en (C3,0). Por el Teorema E2 y Corolario P4, estas foliaciones admiten forma

pre-normal dada por la 1-forma integrable
Q= d<22 + o(x, y)) +G(T, z) (rzd\Il - 2\Ildz)

cuya reduccion de singularidades coincide con una reducciéon de singularidades de su sepa-

ratriz,
l
S =22+ o(x,y) = 22 + z™y™ H (yp —a;z?)% =0,
i=1
descrita en tres etapas:

(1°) Un namero finito, digamos k, de transformaciones cuadraticas con centro el origen
de coordenadas. Obteniendo una foliaciéon §gq,, localmente dada por las 1-formas
integrables Q,;, definidas en cada abierto U,; ~ (C3,0) de la componente del divisor
excepcional D,, con coordenadas locales (Zai, Yai, 2ai), & las que denotaremos por
(x4, i, zi) para simplificar. Para cada i € {1,2}, §q,, admite como separatriz la

unién de las superficies: y; = 0,z; =0y
(Sais Pai) = 27 + 20y uai(@s, y5) = 0,

donde u,; es una unidad para todo « # k.
Para 7 = 3, la foliacién §q,, tiene singularidades simples resonantes, de tipo dimen-

sional 2 6 3, correspondientes a la interseccién de las componentes del divisor.

(2°) Un namero finito de transformaciones monoidales segin la naturaleza de los ente-
oS o, bo (estos a su vez dependen de nj,ng), con el fin de obtener una resolucion
inmersa de las superficies (Sqai, Pai) ¥ que Sﬁai tenga singularidades simples en el
sentido de Cano-Cerveau [CQ]. Al final de este proceso se obtienen foliaciones con
singularidades simples de tipo dimensional dos y tres correspondientes a la intersec-
cién de las componentes del divisor excepcional y a la intersecciéon del divisor con
la transformada estricta de la separatriz, salvo en el caso en que o = k, donde la

separatriz, de la foliacién correspondiente, es de una de las formas siguientes
£ + upi(yi) = 0,

yit® + upi(y;) = 0,

2 4+ wupi(y;) = 0,
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!
donde ug;(y;) = H (yf —aj)di; y en consecuencia existen puntos singulares no simples
j=1
de la forma (0,&;x,0); &, = aj.

3° Finalmente hay que realizar un nimero finito de transformaciones cuadraticas (res-
pectivamente monoidales), segin la naturaleza de d; con el fin de resolver las singu-
laridades (0, &, 0).

Sea 7 la aplicaciéon de una resolucién inmersa de S y denotemos por %g a la resoluciéon de
singularidades de g por m. Denotemos también por S := Sing(Fq).

La técnica de clasificacion analitica de foliaciones en la que nos hemos interesado du-
rante este tiempo es la descrita por R. Moussu en |[[Monu?| y usada por D. Cerveau y
R. Moussu [CMau|, R. Meziani [[Md|, M.Berthier, R. Meziani y P. Sad [BMS|, entre
otros, para clasificar las singularidades nilpotentes en (C?,0). Posteriormente esta técnica
es extendida a dimension 3 para clasificar las foliaciones cuspidales casi-ordinarias [[EM.
La pregunta que nos hacemos es, jhasta qué punto es posible aplicar esta técnica para
clasificar analiticamente las foliaciones cuspidales casi homogéneas?. El método de reso-
lucién, nos permite obtener como primera componente del divisor excepcional a D1, esta

componente es tal que

n D NS = C* x CF si la separatriz de §q es definida por la ecuacion

l
22 4 g™y (yp — ai:cq)di =0; np >0y/6ny > 0.
i=1

» D S = C? sila separatriz de §q es definida por la ecuacion

l
22 + (yp — aixq)di =0.
=1

(2

La propiedad de que D; \ S sea simplemente conexa, en la demostracion del Teorema
B veremos que, permitird garantizar la existencia de la integral primera, en torno de
todas las componentes del divisor excepcional F, salvo en las componentes en las que la
transformada estricta de la separatriz interseca, y en consecuencia es necesario identificar
una o posiblemente més componentes, a las que llamaremos componentes especiales, y
dar condiciones que nos permitan garantizar la existencia de integral primera en un entorno
de las componentes del divisor excepcional restantes.

En consecuencia, del parrafo anterior, nos interesaremos por los tipos de foliaciones
a las que se les puede aplicar la técnica de R. Moussu para clasificarlas analiticamente,

di.d .
son las generadas por {2 € E;é’ 4 En este caso, las candidatas a ser las componentes
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especiales son las que surgen al final de las transformaciones monoidales a lo largo de las
lineas proyectivas dy := D1 N S, dey+1 := Deyr1 N Sey+1 ¥ que denotaremos por 15’, D"

respectivamente. Observe que de la Seccion B2, es facil deducir que
D'\ 8~ Cx(C~{2pts}) = D"\ S.
Sea 2 € E;,flé"" ) diremos que la foliacion Fq:

= Sid—par (Caso i), cumple la propiedad p;: las holonomias de las hojas D'\S, D"~

S, son linealizables.

» Si d—impar (Caso ii.1), cumple la propiedad ps: la holonomia de la hoja D" . &S,

es linealizable.

En la Seccion 3 hemos construido la fibracion de Hopf Hg, adaptado a §q, esta
es encontrada relativo a una componente en particular del divisor excepcional. En nuestro
caso esta componente es la componente “especial” 15, descrita en la Nota E71. En cualquiera
de los casos, Hg,, es determinado por el campo de vectores holomorfo singular X' = pa:a% +
qya% + I%iz%. Ahora podemos definir la holonomia de la hoja DS respecto a esta
fibracion (ver Seccion BAl). Nosotros mostramos que si los grupos de holonomia de dos

(d1,,di)
Zp:q

foliaciones §q; Q2 € , en los casos i, ii.1, satisfaciendo las propiedades g1, g2, son

conjugadas, entonces las foliaciones son analiticamente conjugadas:

Teorema 3.1. Sean ; € Eﬁ;”’dl) satisfaciendo una de las propiedades o1, o2, descri-

tas anteriormente, y considere las foliaciones §q, con grupos de holonomias proyectivas

B N A X A g™ oy . ,
Hy p= (P, s hgys Bey)s @ =1,2. Entonces las foliaciones son analiticamente conjugadas si
hi

y solo si (hy,, hy,,

o ht) son analiticamente conjugadas

Demostracion. Si las foliaciones son conjugadas entonces sus holonomias excepcionales son
conjugadas. Los argumentos son exactamente los mismos de [CMoni]|.

Consecuentemente, supongamos que las holonomias son conjugadas via ¥, y sean %92
las respectivas transformadas estrictas de las foliaciones §q,, después de su desingulariza-
cion. De la existencia de la fibracion de Hopf relativa a D (ver Fig. [I3) y del Lema B, ¥
puede ser extendida a una vecindad V; C (M, E) de D y en consecuencia, tenemos que §Ql
son conjugadas en V;. Ahora necesitamos conjugar las foliaciones en una vecindad de todas
las demés componentes del divisor. Para ello primero debemos garantizar la existencia de
integral primera en torno de los puntos singulares fuera de D. En efecto: observe que de la
Seccion B2, se tiene D1 N\ S simplemente conexa, entonces su holonomia es trivial. Asi la

holonomia de la hoja Dy \§ = C x C*, generada por un lazo en torno de Ly := D1 N Do,
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es periodica (ver [[MM]|). Los mismos argumentos demuestran que D, \ S tiene holonomia

periddica, para todo 1 < a < ¢g + 1. Asi, §Ql tienen integral primera, entorno de
Lo :=DsaNDgyi1, 1 <a<cy+1; (los puntos de L, son de tipo dimensional 2).

Por otro lado las hojas D, \ S = C* x C* tienen holonomia periddica y estédn generadas

por dos lazos en torno de las lineas

Lo = Do N Daq1;

LO(

Ea

DaN Dy, .

Los argumentos anteriores, también permiten garantizar la existencia de integral pri-

mera entorno de las lineas

La]‘ = Daj N Doz(jfl)

donde «, j son tales que Dy; NS = C x C* o bien = C* x C*.
Finalmente nos falta garantizar la existencia de integral primera en torno de los puntos
que representan la interseccién del divisor con la transformada estricta de la separatriz.

Estos puntos se encuentran en las componentes D,; para los cuales ocurre que:
- Dyj 8 = C x (C \ {2 puntos})
- Doj NS = C* x (C \ {2 puntos})
- Doy NS~=C"xCNC.

Denotemos por D := D,j tal que Dy N~ S = C x (C \ {2 puntos}). Observe que
DNS=LyULyobien DNS = L, donde S representa la transformada estricta de la

separatriz, y L, L1, Lo son lineas proyectivas.

Supongamos ahora d es par, entonces existen exactamente dos componentes del divisor
excepcional tal que DN S = L1 U Ls. Los puntos de L1, L9 son puntos singulares de tipo
dimensional dos.

(d17"' )

Dado que Q; € ¥y, dl), Sq; satisface la propiedad p;. Es decir, la holonomia de las

hojas D \ S, es linealizable, esto garantiza la existencia de integral primera en torno de
L1, Lo.
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Da 1
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Figura 3.1

Ahora vamos a garantizar la existencia de integral primera en torno de los puntos p;
(ver FigBl). Sea hq, la holonomia asociada a «;, lazo alrededor de L;, hq, es linealizable.
Ahora considere  C D\S = C x (C~ {2 puntos}), un lazo alrededor de D,;ND. Observe
que 5 C C x {1 punto} ~ C, y en consecuencia la holonomia asociada a /3, hg = 1¢. Luego
el grupo de holonomia de D,; \ & es linealizable y por tanto, entorno de p;, ﬁl es linea-

lizable. Asi, existe integral primera en torno de p;. Veamos ahora la existencia de integral
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primera en torno de los puntos p; (ver Fig. Bl). Considere h, la holonomia asociada a -,
lazo en torno de la linea proyectiva D(qq1);7 N Dqj. Observe que v es tal que 7! es un
lazo en torno de Do—1 N Dqyj, asi h,-1 es la holonomia de la hoja Dy-1 \ S, el cual es
periddica. Luego en torno de u; existe integral primera. De manera analoga, se garantiza

la existencia de integral primera en torno de £ N S.

Supongamos ahora que d, ¢ impar y p par, existe exactamente una componente para la
cual DNS = L£1ULy y un namero finito de componentes para los cuales se tiene DNS = L.
Es facil ver que en torno de £ existe integral primera. La existencia de integral primera en
torno de las lineas L1, Lo se sigue por la propiedad go. La existencia de integral primera

en torno de £ N S se sigue como en el caso anterior.

Veamos ahora la extensién de ¥ en torno de todo el divisor excepcional. La idea es,
primero lograr extender a una vecindad de todas la componentes del divisor en las que la
separatriz interseca y finalmente extender al resto de componentes. En ambas situaciones
debemos respetar tanto la fibracién como la integral primera que hemos construido ante-
riormente. Tenemos que §Qj son analiticamente conjugadas, via ¥, en un entorno de D.

Queremos extender ¥ a una vecindad del divisor excepcional

E =FUEFEyU FE;3.

Observe que E3 = UA%, donde A% = UjA;-li, topologicamente equivalentes a IP’}C x C.
Como %gj son analiticamente conjugadas en un vecindad de l~), se sigue que V es extendida

a una vecindad de D U Es
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D3N71 Dstl
r l
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Figura 3.2

Por otro lado, en el caso d par, en torno de p := Do—2 N Dq_1)8 N D(q—1)(g—1), con

a=syypP= % (ver Fig. B2) una integral primera estad dada por la ecuacion
Fj = mm”sn”+2(e_1)t"”_2€Uj(a:,s,t) ;U;(0) #0

donde x :=xo_1; e=8—-1, v=N;j,=c, — 1.
Sea
ch{xe(c:]x\<c},

para ¢ € R" suficientemente grande, y
D.:={seC:|s|<e} x{teC:|t <ea}.

Para todo V., las foliaciones %gj poseen integral primera holomorfa F; definida en el abierto

Va—1 := Ve X D.. En las coordenadas (x,s,t), U esta definida en un abierto Uepe =
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Acn x D, donde
Ac7n::{x€C:n<]$|<c}.

Definamos el difeomorfismo W¥; := (¥;1, ¥;2, ¥;3), definido sobre un abierto V. x D¢ y

que transforma la integral primera en 2" s +2(e=Dnw—=2¢ v rogpete la fibracion, es decir:

\Ijﬁl,\p?zy—l-%e—l)\p?g—% _ mmySny-i—Q(e—l)tny—2er (31)

P -~ ~
\I’j3‘1’j51_Q2+2 =tz Q2 +2
— B
\I/j2\11§212 2 = sp®2~
De (BO) y (B3) se sigue

donde
A =my,+ (5 —Q2).(4e — 2) + (46 — 2n,)

B =A£-Q:+2)

C =A(Q:-%)

Ahora considere el difeomorfismo © := U0 W o 1111_1, definido en el abierto U, .. Observe
que O, respeta la fibracion, puesto que Uy, Wo, ¥ lo hacen. Escribiendo © := (01, 02, 03),

esto significa que

P =g ~
Rl 2 P
0307 W2y 5 Qb2
QP Qa—P
020, ? = sx 2

Como ademés, © envia Uy (§Q1) sobre \I'Q(§QZ), y respeta la integral primera " s"w +2(e= 1w —2€

existe una unidad g € Oy tal que

@7171” @ZLV-I-Z(E—I)@?,—QE — Sn"+2(€_1)tn”_2eg(.’1/’m" Sn”+2(€_1)tn“_2e).

En consecuencia

01 = xgA
1

Oy = sg B
1

83 = t.g c,
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donde A, B,C son como antes.

La aplicacién © es definida, en las cartas consideradas, sobre un conjunto del tipo
|z s t2(e-Dnu=2¢| < ¢ v este conjunto interseca el dominio de definicion de W. Asi
U = \112(9\111_1 puede ser extendido a una vecindad de D(,_1)5 N D(n—1)(5—1)- Repetimos

el mismo argumento para extender ¥ a un vecindad de (D(a—l)ﬁ N DOQ) U (D@-1s N

(UD(a_Q)j)) U (D@-1)8 N §) y en consecuencia, podemos extender ¥ a una vecindad de
D (4—1)p- Este proceso lo podemos repetir y conseguir extender ¥ a una vecindad del divisor
excepcional E. Asi §q, son analiticamente conjugadas, fuera del lugar singular, el cual es de
codimensién dos. Finalmente, usando el Teorema de Hartogs se tiene obtiene la extensiéon
de la conjugacién en un entorno del origen.

En el caso d,q impares y p par, se procede de manera anéloga. O
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Anexo: Conclusiones

En este apartado resumimos las principales conclusiones de esta tesis, tal y como ha

sido reflejada en la introduccién y a lo largo del cuerpo de la misma.

Se han establecido condiciones suficientes para la clasificacién analitica, via la holo-
nomia de una componente excepcional, de las foliaciones cuspidales casi homogéneas que
admiten como conjunto de separatriz, una superficie de tipo admisible, definido en la Sec-

cion 3. Dichas condiciones estén reflejadas en el Teorema Bl

Con vista al objetivo anterior, se ha encontrado una expresién analitica de las folia-
ciones de tipo hipersiperficie generalizada que admiten como conjunto de separatriz, una
hipersuperficie cuspidal casi homogénea. Esta forma, que denominaremos pre-normal, es
necesaria para construir una fibracién, transversal a la foliacién fuera de la separatriz, y
que permite hallar una conjugacion analitica de las foliaciones a partir de una conjugacién
de los difeomorfismos de holonomia. El Corolario EZ3 contiene la forma pre-normal men-

cionada.

Se ha hecho un estudio detallado de la reduccion global de singularidades de las folia-
ciones que estamos considerando. Dicho estudio, para superficies, constituye el ntcleo del
Capitulo 0 de la memoria, y para las foliaciones cuspidales casi homogéneas, con separatriz

una superficie de tipo admisible, la Seccion ZA.

Mencionamos finalmente que para estudiar el grupo de holonomia de las componentes
excepcionales del divisor, es preciso estudiar de manera fina la topologia (més precisamente
la homotopia) de cada una de las componentes del mismo, una vez retirada la parte singular
de la foliacion. Una descripcion geométrica del divisor excepcional constituye la Seccidon
3, y la topologia se halla descrito en las Secciones [ y EEZ. Para el célculo, ha sido
preciso detallar el método, en la versién moderna, de Zariski-Van Kampen; el cual usa

grupos de trenzas, tal como se desarrolla en la Seccion 4.
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