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Introduccion

Un k—web )V viene dado por una ecuacioén diferencial ordinaria de primer orden
definida de forma implicita por un polinomio de grado £ que puede entenderse como
una estructura geométrica descrita localmente por k—foliaciones en posicién general.
La geometria de webs es el estudio de invariantes de familias finitas de foliaciones y
fue iniciado por Blaschke y su escuela a inicios de la década de 1920 en Hamburgo.
Uno de los resultados emblemadticos obtenido por €l junto con Dubordieu, es el que
caracteriza la equivalencia local de un germen de un 3—web W en el plano complejo
con el 3—web definido por dz - dy- d(z + y) a través del anulamiento de un covariante
diferencial: la curvatura K (W) del web W, que es una 2—forma meromorfa con polos
en su discriminante A(W), este ultimo conjunto es el lugar donde las tangentes a las
hojas de las foliaciones que conforman el web dejan de ser transversales. La estructura
local de un k—web no es rigida como sucede en los casos k£ = 1,2 sino que admiten in-
variantes analiticos no triviales: el rango de un web, que no es sino la dimensién de un
espacio que relaciona las integrales primeras de las foliaciones que definen a un web,
y su curvatura. El estudio de webs desde el punto de vista local ha sido tratado por
diferentes autores, ver [2, 11]. Un ejemplo de un k—web proveniente de la geometria
algebraica proyectiva es obtenido al considerar una curva algebraica reducida C' sobre
PZ de grado k, la curva dual Cc I?’(% de C es la curva formada por las tangentes a C.
Como C' es de clase k entonces por un punto genérico ¢ € P% pasan exactamente k
tangentes a C. Podemos considerar estas k rectas como hojas de foliaciones sobre un
abierto Zariski de P2, de esta manera obtenemos un k—web, llamado web algebraico
asociado a la curva C, denotado por W¢. Como consecuencia de un teorema clasico de
Abel, el rango del k—web W es maximal, en el sentido que coincide con la cota supe-
rior (k — 1)(k — 2)/2. Para un k—web con k£ > 3 la curvatura es definida como la suma
de las curvaturas de todos los 3—subwebs extraidos de un web W. Mihaileanu obtiene
un resultado donde demuestra que el anulamiento de la curvatura de un k—web es una
condicién necesaria para la maximalidad del rango de W, ver [32]. Los webs de rango
maximo que no son localmente equivalentes a ningtin web algebraico W han sido de-
nominados excepcionales. En [25] los autores demuestran que para cada k > 4 existe
una familia infinita de k—webs excepcionales contenidos en el espacio de k—webs de
grado 1.
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Los webs holomorfos globalmente definidos en superficies complejas compactas han
comenzado recientemente a estudiarse, ver [26, 25, 24]. La construccién realizada con
los webs algebraicos puede generalizarse para foliaciones: Si F es una foliacién de gra-
do k sobre PZ, usando la extensién de la dualidad proyectiva obtenemos un k—web
LegF de grado 1, llamado web dual de F o transformado de Legendre de F, so-
bre PZ. Decimos que un web es plano si su curvatura asociada es idénticamente nula.
Nos interesa estudiar los webs LegF planos. La clasificacidon analitica local de 3—webs
planos sobre C? estd completamente resuelto gracias al teorema de Blaschke y Dubor-
dieu, sin embargo la clasificacién global de estos objetos sobre PZ atin es un problema
abierto. Los k—webs planos sobre PZ forman un cerrado Zariski en el conjunto de
k—webs de grado d en PA.

El primer resultado que obtenemos caracteriza la platitud del web dual de una fo-
liacion F de grado 3 en P% mediante la holomorfia de su curvatura a lo largo de ciertas
componentes irreducibles de su discriminante. Para lograr esto analizamos dos tipos
de objetos asociados a una foliacién que generan componentes en el discriminante del
web dual: las singularidades con tangencia alta, y las componentes no invariantes de la
curva de inflexién. Un criterio importante para obtener este resultado es el siguiente:
La curvatura de un 3—web W sobre P2 es idénticamente nula si y solo si es holomorfa
en un punto genérico de cualquier componente irreducible de su discriminante A(W).

La superficie donde trabajamos es el plano proyectivo complejo P% y sobre este
espacio consideramos foliaciones F cuyo conjunto singular lo denotamos por ¥ y su
divisor de inflexién Zr es dado por el anulamiento del siguiente determinante

donde X es el campo vectorial homogéneo en C3 que define la foliacién F. Asimismo,
la aplicacién de Gauss asociada a F es la aplicacién racional G : P2 --» P2 definida
por Gz(p) = T,F, donde PZ denota el plano proyectivo dual y 7,,F es la recta tangente
a la hoja de F que pasa por p.

A continuacién presentamos el primer resultado:

Teorema 0.1. Sea F una foliacién de grado 3 sobre ]TD% tal que su conjunto singular ¥ r
no tiene componentes muiltiples. Entonces LegF es plano sobre P% siy solo si K (LegF) es
holomorfa sobre puntos genéricos de Gr(Zr).

El segundo resultado caracteriza los webs LegF planos en términos de la geometria
del divisor de inflexién, siendo F una foliacién saturada.

Corolario 0.2. Sea F una foliacién saturada de grado 3 sobre PZ con divisor de inflexién
transverso I% reducido. Una condicién necesaria y suficiente para que LegF sea plano
es que para cada componente irreducible C de T la curva de terceras tangencias C* sea
F—invariante, donde C*+ = {p € P : Tang(F,T,F) =2p+gq, q €C}.
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El tercer resultado que obtenemos clasifica las foliaciones homogéneas F de grado
3 sobre PZ con divisor de inflexién reducido y cuyo transformado de legendre LegF es
plano. Esta proposicién nos dice que salvo automorfismos proyectivos existe una tinica
foliacién que es descrita de manera explicita.

Proposicion 0.3. Sea F una foliacién homogénea de grado 3 sobre P% hexagonal tal que
Tr es reducido. Entonces salvo conjugacién por un automorfismo de P4, F es una de las
siguientes foliaciones

1 1 1 3 0 3 1 1 1 0
X = (—Vx3 - (5 + 51/)3723/ + ny2> E + (—Zuaz2y + (5 + §V)xy2 - —y3> —

1 V3
dondev = = + ~——.
onae v 5 5

Por otro lado, en [7] los autores describen una forma de asociar a una foliaciéon F
de grado 3 una transformacién biracional: si ¢ es una recta genérica entonces es tan-
gente a F en tres puntos, una aplicacién que permute estos tres puntos es, en general,
multivaluada, sin embargo ellos dan un criterio para que esta sea una transformacion
biracional. Asimismo, se interesan en escribir el conjunto (algebraico) de aquellas folia-
ciones de grado 3 admitiendo una tal trivolucién biracional, centrdndose especialmente
en el caso de foliaciones homogéneas que genéricamente (si el cono tangente en el ori-
gen de coordenadas es reducido) admiten la siguiente forma normal

Fam % +)\%+u(dy_d$) +V(dy—0zd:p)

)

Yy— Y —ax
donde los pardmetros complejos («, A, i, v) admisibles verifica la condicién:
ala— DApv(1+ X+ p+v) #0.

En particular, D. Cerveau y J. Deserti en [7] consideran el conjunto 7 de pardmetros
admisibles (a, A, p,v) € C* tales que F = F, ), admite una trivolucién biracional
7 :PZ --> P% tal que Gr o 7 = Gr y muestran los siguientes resultados:

a) T es una superficie compleja de C*,

b) el punto (—1,1,1,1) en 7 admite una vecindad U tal que U N7 es una superficie
suave,

c) la traza de 7 con el hiperplano o« = —1 consiste de dos curvas irreducibles que se
encuentran en el punto (—1,1,1,1).

Ademas, presentan los siguientes problemas:
i) ¢Es el conjunto algebraico descrito anteriormente racional, es irreducible?

ii) ¢Existe alguna relacién entre las trivoluciones no triviales asociadas a una fo-
liacién y la hexagonalidad de su web dual?
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En [7] también se observa que la restriccién de la aplicacién de Gauss a un abierto
Zariski es un recubrimiento, y que la existencia de una tal trivolucién biracional para
una foliacion de grado 3 implica que ese recubrimiento es Galois. Este hecho motiva
la definicién de foliacién Galois como aquella cuya aplicaciéon de Gauss restringe a un
recubrimiento Galois. Sea G, el conjunto formado por las foliaciones Galois de grado d
en PZ.

Los siguientes resultados de este trabajo constituyen respuestas parciales a las in-
terrogantes planteadas por Cerveau y Deserti a un contexto mas general:

Teorema 0.4. El subconjunto de Hy N G4 C Hy formado por las foliaciones homogéneas
Galois de grado d es un conjunto constructible y sus componentes consisten en las orbitas
de las foliaciones

1. 2%2 4yl a%: para cada d,

2. (@™ +y")? g + (2" — y")? & sid = 2n es par,

3. (—a* —2/3ix%y? + y4)36% + (—z* + 2/3iz?y? + y4)38%, sid=12
4. (zy® — 2Py)* L + (2 + 1ty + yg)ga%, st d = 24,

5. (zy(—z'0 +112%y° +¢y10))® % + (220 4 22821595 + 494510910 — 2282545 + y20)3a%,
sid=60

por una accién explicita ¢ : PSLy(C) x PSLy(C) x Hy — Hy. La clausura de cada drbita
es una variedad uniracional. La primera componente es 5—dimensional y las restantes
6—dimensional. Cada componente irreducible corresponde a un grupo de Galois diferente:
ciclico Cy, diedral D,, tetraedral Ay, octaedral S, y icosaedral As respectivamente.

Finalmente, antes de dar el ultimo resultado damos la definicién de estructura
transversalmente afin singular. Una estructura transversalmente afin singular para
una foliacién F sobre P2 consiste de un par (w, n) de 1—formas meromorfas verificando
las siguientes condiciones

a) w define F,
b) dw=wAn,
c¢) dn=0.

El resultado principal en esta seccion esta referida a que la hexagonalidad del web
LegF implica que la foliacién F sea transversalmente afin.

Proposicion 0.5. Sea F una foliacidn de grado d sobre P%. Si el web LegF es hexagonal
entonces F admite una estructura singular transversalmente afin. En particular, F admite
integral primera liouviliana.
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Recientemente en Cousin y Pereira probaron que existe una dicotomia para folia-
ciones transversalmente afines singulares en variedades complejas con primer nimero
de Betti cero.

Teorema 0.6 (Cousin-Pereira). Sea X una variedad compleja proyectiva tal que H*(X,C)
= 0y F una foliacion singular transversalmente afin sobre X. Entonces al menos una de
las siguientes afirmaciones se cumple:

1. Existe un morfismo Galois finito p : ¥ — X tal que p*F es definida por una
1—forma racional cerrada; o

2. Existe una foliacion Ricatti R transversalmente afin sobre una superficie reglada S
y una aplicacion racional q : X --» S tal que F = ¢*R.

En el primer capitulo damos las definiciones de foliaciones, webs, curvatura de un
webs y algunos resultados sobre estos objetos (ver [24]). Asimismo, recordamos la
definiciéon de recubrimientos, monodromia y resultados vinculados a estos temas que
usaremos en los siguientes capitulos. En el segundo capitulo probamos los teoremas 0.1
y 0.2. Finalmente, en el tercer capitulo empezamos con la definicidn de foliaciéon Galois
y presentamos ejemplos explicitos de foliaciones Galois que generalizan los dados en
[7]. Ademads, describimos completamente la geometria del conjunto de foliaciones ho-
mogéneas Galois. Posteriormente, generalizamos la situacién homogénea considerando
foliaciones que admiten un grupo continuo de automorfismos. Y terminamos el capi-
tulo presentando un resultado donde se muestra que la hexagonalidad del web LegF
implica que la foliacién F sea transversalmente afin.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Foliaciones

Una foliacién F holomorfa sobre una superficie compleja S es dada por un cubrimi-
ento abierto {U, };c; de S y 1—formas w; definidas sobre cada U;, tales que sobre cada
interseccién no vacia U; N U; existe una funcién holomorfa g;; no nula verificando la
relacion

wj = gij wi (1.1)

El conjunto singular > de F es el subconjunto de S definido por ¥ N U; = Singw;,
para todo i € I, donde Singw; = {p € U; : w;(p) = 0}. La foliacién F es saturada si la
codimension de ¥z es > 2. En caso contrario, decimos que la foliacion es no saturada.

El grado de una foliacién F en P2 es el nimero de puntos de tangencia de F con
una recta proyectiva genérica en ]P%

La superficie donde trabajaremos a partir de ahora es el plano proyectivo complejo
S = PZ. Sean F una foliacién holomorfa sobre P% de grado d y m : C3\{0} — P2
la proyeccién canoénica natural y denotemos por F* el pullback 7*F de F por =, en-
tonces F* es definida por la 1—forma 7*w; sobre 7~!(U;). Teniendo en cuenta que,
HY(C3,0*) = {1}, existe una 1—forma global holomorfa w sobre C3\{0} que define
F* sobre C3\{0}. El teorema de Hartogs garantiza que w puede extenderse holomor-
ficamente en 0. Por construccion se tiene 1gw = 0, donde R = a:% + ya% + z% es el
campo radial, ver [9].

De la secuencia de Euler

0= Opz — Op2 (1) — TPE = 0

se sigue que las secciones w € H(P%, Ql, (d+2)) y X € H*(P%, TP%(d— 1)) que definen
C
la misma foliacién pueden ser presentadas en coordenadas homogéneas por

i) Un campo vectorial homogéneo con coeficientes de grado d de la forma

0 0 0
X - A(x,y,Z)% +B(xayaz)8_y + C(x7y7z)£7
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ii) Una 1—forma homogénea con coeficientes de grado d + 1
w= P(z,y,2z)dz + Q(z,y,2)dy + R(z,y, 2) dz

verificando la relacién 1w = w(R) = 0, donde R = :va% + ya% + z% es el campo
vectorial radial.

La relacién entre X y w viene dada por
w = 1rx(£2), donde Q = dz A dy A dz (1.2)

Sea F una foliacién saturada de grado d sobre P2, supongamos que X denota el
campo que define 7y s € X x. Definimos

1. El orden de anulacion de F en s € X, llamado también multiplicidad alge-
braica, por
vs(F) :=min{k >0 : JEX # 0},

donde J*¥X denota el k—jet de X en s,

2. El orden de tangencia o multiplicidad de tangencia entre 7 y una recta genéri-
ca pasando por s por

76(F) := min{k > v(F) : det(J*X, R,) # 0},
donde R; es el campo radial centrado en s,

3. F tiene singularidad radial en s de orden v — 1 si el campo que define F es de
la forma
X=0C,-R+ X, +t.o.s,

donde C, es un polinomio de grado v — 2 tal que C,(s) # 0, X, es un campo
homogéneo de grado v y X, [t R. Es claro que este tipo de singularidades tienen
parte lineal no nula. Asimismo, el orden de tangencia 75(F) de F con una recta
genérica pasando por s es v. Las singularidades radiales de orden 1 son también
llamadas singularidades radiales simples.

4. El conjunto de singularidades especiales de F,
Yr={seXr:1(F) > 2}

Observemos que los elementos de X%, pueden ser también caracterizados de la
siguiente manera,

Yr={seXr:v(F)>2 o s essingularidad radial}.

Observacion 1.1.

1. Tang(F,¥) > 7., para toda recta ¢ pasando por s.
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2. 75 = Tang(F, () para una recta genérica /.

Ejemplo 1.2. Sea F la foliacién dada por X (z,y) = (2% + zy + 2°) & + (y> + xy2)8%.
Es claro que s; = (0,0),s2 = (—1,0) € ¥x. Se cumple

0 0
1 2 2 2
J51X:0a Jle:(x +$y)%+y 8_y7é0
2 2
ydet(Js21X7 RSI) = v —;xy Y = -7323/ 7é 0. Luego, VS1(F) =2 NAUCH (f) =2

Por otro lado, JL X = (1 + 2 — y) 2 # 0y det(JL, X, Rs,) = y(1 + 2 — y), entonces
Vo (F) =1y 75, (F) = 1. g

Ejemplo 1.3. Si X = X; + Xy + X3 + H - R, donde X; es un campo homogéneo de
gradoiy Xy = Hi-R #0, Xo = Hy- Ry X3 }f R, entonces v4(F) = 1y 75(F) = 3,
siendo s = (0,0) € X . O

Ejemplo 1.4. Supongamos que F admite una singularidad radial simple en s = (0, 0).
El campo que induce F es de la forma

X = aRy + X5 + X3 + H.R,,

donde X, }f Ry, a # 0y R es el campo vectorial pasando por s. Se tiene que v4(F) = 1,
y 75(F) = 2, pues

det(J;X, Rs) =0 vy det(JSQX, Rs) = a0,2y3+(a2,0—b171)$2y+(a171—b072)3:y2—b2,03:3,

donde X = ig;z(az‘jx Y 5 T b yja—y) 0

Sea (7, y) una carta afin de P4 tal que s = (0,0) es un punto singular de la foliacién
F definida por la forma A dz + B dy, el nimero de Milnor ps(F) de F en s se define

por
C{z,y}
(A,B)’

donde (A, B) denota el ideal generado por Ay B.

Hs (]: ) = dimc

Lema 1.5. Sean F una foliacién dada por el campo vectorial X = Aa% +B a% yseXr
Se cumple
ps(F) = vs(A) - vs(B),

donde vs(A) y vs(B) son los drdenes de anulacion de A y B respectivamente en el punto s.

Para la prueba ver [14, Pag. 158]
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Teorema 1.6 (Teorema de Darboux). Si F es una foliacion saturada sobre ]P’% de grado
d = deg(F), entonces el numero de puntos singulares, contando multiplicidades, es

S up(F)=d>+d+1 (1.3)

pEXF

Para la prueba ver [38, Cap. 10].
Es importante notar que a partir de este resultado se deduce que no existen foliaciones
regulares sobre PZ.

Una curva algebraica C es llamada invariante por la foliaciéon F si es union de
hojas de F. Una hoja H unidimensional es llamada algebraica si su clausura topoldgica
forma una curva algebraica invariante.

Sea F una foliacién holomorfa sobre PZ de grado d, el divisor de inflexién Zr de
F es dado por la ecuacion

X(x) X(y) X(2)|=0, 1.9

donde X(z,y, z) es el campo vectorial que define F. Este divisor ha sido introducido y
estudiado en [29], donde se demuestran las siguientes propiedades:

1) Zr no depende de una eleccién particular de un sistema de coordenadas (z : y : z)
sobre PZ,

2) Sobre PA\X £, Zr coincide con la curva descrita por los puntos de inflexién de las
hojas de F,

3) SiC es una curva algebraica irreducible e invariante de F, entonces C C Zr siy
solo si C es una recta invariante,

4) Iy puede descomponerse Zr = Z% + Z'2V, donde el soporte de Z' es la clausura
de los puntos de inflexi6n a lo largo de las hojas de F que no son rectas y Zi2V es
formado por la unién de rectas invariantes por F,

5) El grado del divisor Zr es 3d.

Decimos que F es una foliacién convexa si su divisor de inflexién Zr es totalmente
invariante, es decir Zr es producto de rectas invariantes.

Ejemplo 1.7. La foliacién F definida por el campo X (z,y) = (23 — 3:)6% + (3 — y)a%
es una foliacion convexa, pues el soporte del divisor de inflexién es
Ir ={ayly = Dy + V(@ - D(z + 1)(z — y)(z + y)z = 0}.
u
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Ejemplo 1.8. La foliacién F definida por el campo X (z,y) = x%% — (22y + y)a% no es

una foliacién convexa, pues el soporte del divisor de inflexién
Iy =A{zy(x —1)(x + 1)z = 0}
tiene parte transversa Z% = {(z + 1)(z — 1) = 0} no vacfa. 0

Sea F una foliacién saturada sobre P% y denotemos por ]TD% el plano proyectivo
dual. La aplicacién de Gauss asociada a F es la aplicacién racional Gr : PZ --» P2
definida por Gr(p) = T,F, donde T, F denota el espacio tangente a la hoja de 7 en
p, cuyo conjunto de indeterminacion coincide con el conjunto singular X de F. Si la
foliacion F es dada por una 1—forma w = a(x,y, z)dz + b(z,y, 2)dy + ¢(x,y, 2) dz, la
aplicacion de Gauss es dada por

Gr(p) = [a(p) : b(p) : c(p)]-

Si F es una foliacién no saturada la aplicacién de Gauss asociada es Gr := G’, donde
F' es el saturado de F.

Observacion 1.9. Consideremos una carta afin (z,y) sobre P% y una carta afin (p,q)
sobre PZ cuyas coordenadas corresponden a la recta y = px + q en P4. Si F es una
foliacién definida por el campo vectorial X = A(x, y)a_ax + B(x, y)a%, la recta tangente a
F enun punto (zo,y0) ¢ Xr es B(zo, yo)z— A(z0,y0)y+ (A(xo, Yo)yo — B(x0, yo) 7o) = 0,
por lo tanto la aplicacion de Gauss Gr asociada a F en estas coordenadas se escribe

B(z,y)  B(z,y)
e (Tt 3e)-

Ejemplo 1.10. Si F es la foliacién definida por el campo vectorial X = 2% + y3a%,

. . 3 3 .
entonces la aplicacién de Gauss asociada es Gr(z,y) = (4,5 — %). Se tiene que

g}'({y N k.’L‘}) = {(p7 Q) = (k,O)}, si k= k,

que son las iméagenes de las rectas invariantes de F que pasan por el origen de coorde-
nadas. O

Observacion 1.11. Se cumple Zr = {det dGr = 0}.

1.2. Teoria local y global de webs

En esta parte desarrollamos la teoria local y global de webs extraida de [31]. Un
germen de un k—web W = F; X - -- X F;, suave de codimensién uno sobre (C",0) es
una coleccion de k gérmenes de foliaciones holomorfas suaves F; cuyos espacios tan-
gentes en el origen se encuentran en posicién general, esto significa que para cualquier
numero m de estas foliaciones, con m < n, los espacios tangentes correspondientes en
el origen tienen interseccién de codimension m. El gérmen de web W = F; X --- K Fy,
es cuasi-suave sobre (C",0) si cada una de las foliaciones F; es suave y se cumple
ToF; # ToFj cuando i # j.
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Ejemplo 1.12. El teorema de inversa local implica que el modelo local para un d—web
suave sobre (C2,0) parad = 1y d = 2, es dado por las siguientes familias de rectas:
{r=Cte}y{r=Cte y y=Cte}

Figura 1.1: Familia de rectas

Esto significa que el estudio de webs resulta interesante para d > 3.

Webs hexagonales

Supongamos que sobre una vecindad pequefia alrededor del origen 0 € C2 tenemos
un 3—web W = F; K F, X F3. Denotemos por Hi, Ho.Hs las hojas que pasan por 0 de
Fi1,Fy y JF3 respectivamente. Sea p = p; un punto sobre H; suficientemente préximo
de 0, entonces por la transversalidad de las intersecciones de las tangentes a las hojas,
la hoja de F3 que pasa por p intersecta Hs en un unico punto po, cercano a 0. La
aplicacién hy o : (Hy,0) — (Hz2,0), que a p le asocia el punto p, es un biholomorfismo.
Este procedimiento puede generalizarse, cuando i, j, k son tales que {4, j, k} = {1,2, 3},
esto es podemos asociar a todo punto p € H, suficientemente cercano de 0 un punto
h; ,(p) de Hy. Esto permite definir un biholomorfismo h : (H;,0) — (H1,0), llamado
holonomia de W, dado por

H =hgjohazohipohziohyzohys.

Para p € Hy, la imagen h(p) es obtenida al trazar un hexdgono alrededor del origen O
al desplazarse sobre las hojas del web WW. Decimos que un 3—web W es hexagonal si
el germen h es la identidad, geométricamente esto significa que todo hexagono trazado
a partir de puntos p cercanos al origen se cierran en p.
Blaschke y Dubourdieu muestran como asociar a todo 3—web una 2—forma K (W),
conocido como la curvatura de Blaschke: Existe una 1—forma 7 tal que dw; = n A w;,
3

donde w; son las formas que definen las foliaciones que forman el web Wy Z w; = 0.
i=1
La 2—forma K ()W) = dn es un invariante del web W.

El siguiente teorema clasifica analiticamente los 3—webs locales que tienen curvatu-
ra nula.

Teorema 1.13 (Blaschke, Dubourdieu). Para un 3—web W = F; X F, X F3 sobre (C2,0),
las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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Figura 1.2: Holonomia del web

1. W es hexagonal,
2. W es equivalente a W = {z,y,z + y},
3. Existen una 1—formas cerradas n; que definen F; tales que 1 + 12 + 13 = 0,

4. La curvatura de Blaschke K (W) de W es idénticamente nula.

Webs

Un germen de k—web singular de codimensién uno sobre (C™,0) es una clase de
equivalencia [w] de gérmenes de k—formas simétricas, esto es secciones de Sym *Q!(C", 0)
modulo multiplicacién por O*(C",0), anillo de gérmenes de funciones holomorfas, tal
que un representante w definido en una vecindad conexa U del origen verifica las si-
guientes propiedades:

1. El conjunto de ceros de w tiene codimensién > 2,

2. w puede ser vista como un polinomio homogéneo de grado k en el anillo
O(C™,0)[dxy, ..., day] libre de cuadrados,

3. Para un punto genérico p € U, w(p) es un producto de k—formas lineales,

4. Para un punto genérico p € U, el germen de w en p es el producto de k—gérmenes
de 1—formas integrables

Un k—web global W de codimensién uno sobre una superficie compleja S es dado
por un cubrimiento abierto & = {U;} de S y k—formas simétricas w; € Sym*Q&(U;)
verificando las siguientes condiciones

a) Para cada interseccién no vacia U; N U; de elementos de U, existe una funcién no
nula gij € O*(UZ N Uj) tal que w; = gi;Wj,

b) El conjunto singular Sing(w;) de w; tiene codimensién al menos dos,

c) Para cada U; € U y para cada punto p genérico de U;, el germen de w; en p es
producto de k£ gérmenes de 1—formas integrables que no son colineales dos a dos.
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Cuando k = 1 recuperamos la definicion de foliacién singular de codimensién uno.

El subconjunto de S donde la condicion (c) falla es llamado discriminante de Wy
se denota por A(W). Asimismo, el conjunto singular ¥,y de W es definido por Xy N
U; = Sing(w;) y estd contenido en A(W).

Si la superficie S es compacta, entonces un k—web global es un elemento del espa-
cio H°(S, Sym QL ® N), para un fibrado lineal M € Pic(S), cuyo germen de cualquier
representante en cualquier punto de S verifica las condiciones (1-4).

Las funciones de transicién g;; determinan un fibrado lineal A/, llamado fibrado
normal de W, sobre S y las k—formas simétricas w; se pegan para formar una sec-
cién de Sym*Q% ® N. Dos secciones globales w,w’ € H%(S,Sym*O§ ® N) determi-
nan el mismo web si y solo si ellos difieren por la multiplicaciéon de un elemento de
g € H°(S,0%). En particular, si S es compacta entonces g € H(S, 0F) = C*

Sea W € PHY(S,Sym*QL ® N) un k—web global. Decimos que W es descom-
ponible, si existen web globales W/;,V, sobre S, los cuales no contienen subwebs en
comun tal que W es superposicién de W; y W, y se escribe por W = W; X Ws. Un
k—web W es llamado totalmente descomponible si sobre S puede escribirse en la
forma

W=FKX...-XF,, parafoliaciones Fi,...,Fi.

Un germen [w] de un k—web singular de codimensién uno sobre (C™,0) es irredu-
cible si cualquier representante w, vista como un polinomio homogéneo de grado £ en
el anillo O(C",0)[dz1,. .., dz,] es irreducible.

Ejemplo 1.14 (Webs algebraicos). Sea C una curva algebraica de grado k sobre PZ%
reducida. A esta curva vamos asociarle un k—web que lo denotaremos por W¢. En
efecto, sea {; € P2 una recta que intersecta C transversalmente a la parte regular de
C' en k—puntos diferentes p;(¢y). Como esta tltima condicién es abierta, existe una
vecindad V;, de ¢, en ]P’?C donde la condicién de transversalidad se cumple. Por lo tanto,
tenemos k— aplicaciones holomorfas p; : Vj — C’, donde C’ denota la parte regular
de C, verificando la siguiente condicion:

Paratodarecta L€ Vy: C-l=pi(£)+ -+ pr(l).

Denotemos por F; la foliacién holomorfa sobre V|, cuyas hojas son los niveles {p; =
Cte.}. Para ¢ € V;, la hoja de F; pasando por / es el segmento de recta

{€eVo:pi(l) €t}

Luego, {F1,...,Fi} es un k—web lineal sobre V|, es decir sus hojas son rectas. Esta
construccion puede llevarse a cabo en la vecindad de toda recta ¢y € ]TD%\C‘, donde
C denota la curva dual de C. Los webs descritos se pegan para formar un k—web
lineal singular sobre PZ, llamado web algebraico y denotado por We¢. En este caso, el
discriminante del web W es dado por la curva dual C de C.
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Sea W un k—web singular sobre P4 y ¢ C P% una recta genérica, decimos que p € ¢
es un punto de tangencia de W con /¢ si algunas de las tangentes de las hojas de W
pasando por p coincide con £ en p . Si (z,y) es una carta afin de P%, el web puede ser
descrito por la expresion

k

w = Z aj(z,y) de’dy* =" =0
i=0

Suponga que ¢ es descrita por la funcién ¢(t) = (z¢ + at, yo + bt), donde p = (o, yo)-
Luego, p es un punto de tangencia de W con /¢, si y solo si ¢ = 0 es una raiz del
polinomio

a;(¢(t))a'b* ",

M-

P(t) =
7=0
y el orden de tangencia de W con / en p es la multiplicidad de ¢ = 0 como raiz de la
funcién P(t).

Ejemplo 1.15. El web W dado por ydzdy — 2dy? = 0 es completamente descom-
ponible, pues W = F; X F;, donde F; y F» son foliaciones definidas por las 1—formas
w1 = dy, we = ydx — x dy, respectivamente. En este caso, su discriminante es A(W) =

{(z,y) 1y = 0}. 0
Ejemplo 1.16. Sea W el web definido por la ecuacion diferencial
w=zydy® — y?>dy’dz + zdy dz?® — ydy® = 0.

W es descomponible, pues W = W, X F, donde W es el 2—web irreducible dado por
la forma da? + ydy? y F la foliacién dada por y dz — z dy. Asimismo, su discriminante
de Wes AW) = {AF = 0} = {y(2? + y?)? = 0}, donde F(z,y,p) = —xp® + yp, con

_ dy
p—m. D

Ejemplo 1.17. Sea W el web definido por la ecuacién diferencial
w= dy® —y(zdy?®dz + ydy dz?) + (z — 2)dz® = 0.
El web W es irreducible y su discriminante es
AW) = {2 (4y* + 2%y + 42ty? + 823y + 182%y” + 362y® — 272 — 108z — 108) = 0}.

g

Baricentro de un web

Ahora definimos el baricentro de un web. Supongamos que WV es un k—web sobre
una superficie compleja S y F una foliacién sobre S transversa a JV en algun abierto U
de S. Para cada punto p de U se tienen k + 1 direcciones: k direcciones corresponden
a las rectas tangentes a VV en p y la otra corresponde a la recta tangente a F en p.
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Estas rectas pueden ser consideradas como puntos del espacio PT,,U. Si a este espacio
le quitamos la direccién dada por la foliacién F tenemos PT,U\{[T),F|} ~ C. Luego,
las rectas tangentes a JV en p pueden ser tratadas como k puntos de C, por lo tanto
podemos tomar su baricentro. Cuando p varia sobre U obtenemos una distribucién
de rectas que determinan una foliacién Sr(W) sobre U, llamada baricentro de W
con centro en F. Esta nocidn se extiende cuando el centro es un web W’'; esto es, si
W' = F, K -...X F, el baricentro de W respecto a W’ es

B W) = Br, (W) K- K Br,(W).

Pull-back de un web

Sea F una foliacién sobre P2 y Gr : PZ --» P2 su aplicacién de Gauss asociada,
representada por un morfismo Gry : V — ]P’?C definida sobre un subconjunto abierto
maximal denso Zariski de PZ. Sea W un k—web sobre PZ dado como en la definicién de
web global. Consideremos el cubrimiento abierto {V; = Q;}V(Ui)} de V y el pull-back
n = Q},Vwi € Sym*Qy (V;) de formas k—simétricas w;. Puesto que dGr # 0 tenemos
que 7; no son idénticamente nulas y podemos escribir ; = fin, con f; € Oy (V;) y
Cod(Sing(n;)) > 2. De esta manera, la coleccién {V;,7/} define un k—web sobre V.
Ademds, puesto que el conjunto de indeterminacién PZ\V de Gr tiene codimensién
> 2, una aplicacion del teorema de extension de Levi permite extender W' a un k—web
G5 sobre PZ, llamado pull-back o imagen inversa de W por Gr.

Curvatura de webs

Sea W un k—web completamente descomponible sobre una superficie S, esto es
W = FilX- - - K Fi. Supongamos que cada foliacion F; es definida por la 1—forma w; con
singularidades aisladas. Siguiendo [31] para cada terna (r,s,t) con1 <r <s<t <k
definimos 7,;s = n(F, X Fs X F;) como la inica 1—forma meromorfa verificando las
siguientes relaciones:

d(éstwr) = Nrst A 5stwr7 d(étrws) = Nrst A 5t’l“w87 d((srswt) = Nrst A 5rswt- (15)

donde la funcién ¢;; es caracterizada por la relaciéon w; Aw; = d;; dz A dy. Las 1—formas
nrst €stan bien definidas mddulo la suma de una 1—forma holomorfa cerrada. La cur-
vatura del web WV es entonces dada por

K(W) = dﬁ(W)a donde W(W) = Z Nrst,

1<r<s<t<k

es decir, la curvatura de W es la suma de las curvaturas de todos los 3—subwebs de W.
Se verifica que K (W) es una 2—forma meromorfa intrinsecamente asociada a W; esto
es, para cualquier aplicacién holomorfa dominante ¢ se tiene K(o*W) = o*(K(W)).
Esta propiedad de la curvatura permite extender la definicién de curvatura a un k-web
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arbitrario, no necesariamente completamente descomponible. Si pasamos a un recu-
brimiento ramificado Galois, donde el web se convierte en totalmente descomponible,
entonces la curvatura de este nuevo web resulta ser invariante por la accién del grupo
de Galois y desciende a una 2—meromorfa sobre la superficie original S.

A continuacién presentamos un algoritmo realizado en Maple por O. Ripoll [32]
para calcular la curvatura de un 3—web WV conociendo los coeficientes de la funcién
que lo define,

dy

W w=ag(z,y)p° + a1 (@, y)p” + ax(@, y)p + as(2,9) =0, p=—.

restart:with(LinearAlgebra) :

kw:=proc(F) local a0,al,a2,a3,R,alpha0,alphal,alpha2,k:

a3:=coeff (F,p,0):a2:=coeff (F,p,1):al:=coeff(F,p,2):a0:=coeff (F,p,3):

R:=Determinant (Matrix([[a0,al,a2,a3,0],[0,a0,al,a2,a3], [3*a0,2*al,a2,0,0], [0,3*a0,2*al,a2,0],
[0,0,3*a0,2*al1,a2]]));

alphaO:=[diff(a0,y) ,diff (a0,x)+diff (al,y),diff(al,x)+diff(a2,y),diff(a2,x)+diff(a3,y),diff(a3,x)];

alphal:=Determinant (Matrix([alphaO, [a0,al,a2,a3,0],[-a0,0,a2,2*a3,0], [0,-2*a0,-al,0,a3],
[0,0,-3%a0,-2%al,-a2]]1));

alpha2:=Determinant (Matrix([alphaO, [0,20,a1,a2,a3], [-a0,0,a2,2*a3,0], [0,-2*a0,-al,0,a3],
[0,0,-3%a0,-2%al,-a2]]1));

k:=simplify(diff (alpha2/R,x)-diff (alphal/R,y)):

end proc:

Ejemplo 1.18. Si W es el 3—web dado por F(z,y,p) = p*> + p — y = 0, entonces su
curvatura es il
Y
K =————dzAdy.
e @2+ 4z N Y

O
Ejemplo 1.19. Si W es el 3—web dado por F(z,y,p) = p* — yp?> +x = 0 en (C2,0),
entonces su curvatura es

KOW) = —108x3y? — 54x%y? + 108zy? — 8y°
N x2(4y® — 27x)?

dz A dy.

Webs asociados a una foliacion

De la secuencia de Euler podemos deducir la siguiente secuencia exacta
0 — Sym k_l(OP(zc(l)@?’) ® Opz — Symk(OP%(l)@?’) — Sym*TP% — 0.

De esto se sigue que un k—web de grado d sobre P% es determinado por un poli-
nomio bihomogéneo P(x,y, z;a,b,c) de grado d en las coordenadas (z,y, z) y grado
k en las coordenadas (a,b,c) respectivamente. Estas coordenadas homogéneas na-
turales en el plano dual proyectivo PZ asocia al punto (a : b : ¢) € P2 la recta
{az + by + cz = 0} C PA4. Ademds, puesto que
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T(*;:y:z)IP’?C ={w=adz+bdy+cdz € T*C?: w(R) = 0}

= {adz +bdy + cdz : ax + by + cz = 0}
existe una identificacién natural de IP’T*IP’(% con la variedad de incidencia
T={((x:y:2),(a:b:¢)): ar+by+cz=0} CPExPL.

Sean VW un k—web de grado d sobre ]P’?C y P(z,y, z;a,, b, c) un polinomio bihomogé-
neo que define W. Entonces Sy, C PT*PZ, grafico de VW sobre PT*PZ, es dado por

Sw={((z:y:2);(a:b:c) €PAxPL: ax +by+cz=0, P(x,y,za,b,c) =0}

bajo la identificacién entre 7 y PT*PZ.

Supongamos que W es un web irreducible de grado d > 0 y consideremos las
restricciones 7 y 7 a Syy de las proyecciones naturales de PZ x PZ sobre PZ y P2
respectivamente. La distribucién de contacto D sobre PT*P% es dada por

D = ker(adz + bdy + cdz) = ker(x da + y db + z dc).

La foliacién Fyy inducida por D sobre S,y se proyecta, a través de , sobre un
k—web W y se proyecta, a través de 7 sobre un d—web W en IP%. El d—web es llamado
transformado de Legendre de WV y serd denotado por LegV.

En los libros clasicos de ecuaciones diferenciales ordinarias uno encuentra que el
transformado de Legendre es una transformacién involutiva que envia una ecuacion
diferencial polinomial de la forma F'(z,y, p) a otra de la forma F(P, XP—Y, X), donde
p=3yP=1 verpor ejemplo [22, p4g. 40].

Consideremos una carta afin (z,y) de P4 y una carta afin (p, q) de If’% cuyas coorde-
nadas corresponden a la recta {y = pz + ¢}. Si un web )V es definido por una ecuacién
diferencial implicita F'(z,y,p) = 0, con p = % entonces el web LegWV es definido por
la ecuacién implicita afin

. dg

F(p,q;x) = F(x,pr +q,p) =0, donde x = s (1.6)
y su discriminante es el divisor dado por Az = {disc(F) = 0}, donde disc(F) es el
x—discriminante.

Observacion 1.20. Si F : X = A(xz, y)a% + B(z, y)a% es una foliacién no saturada pero
libre de cuadrados, esto es Ay B libre de cuadrados, entonces su transformado de Legendre
estd bien definido.

Sea W un web y C una componente irreducible de su discriminante A()V). Decimos
que
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1. C esinvariante por Wsi TC C TW o sobre la parte regular de C,

2. C es es totalmente invariante por W si TC = TW o sobre la parte regular de
la curva C.

Supongamos que W es un web definido por una ecuacién diferencial implicita de
la forma F(x,y,p) = 0, donde p = %, ysea C' = {f(x,y) = 0} una curva. Entonces C
es invariante por W si la pendiente de la recta tangente a C' satisface la ecuacion que

define a W sobre C; esto es f(x,y, —1=) = 0.

Ty
Ejemplo 1.21. Sea W el web dado por w = dy® — y(dy?dz — dydz — 2dz?) = 0. La
curva C' = {y = 0} es totalmente invariante, pues 7'C' = TW‘C. O

Ejemplo 1.22. La curva C = {y = 0} es invariante por el web W dado por w =
ydy?® + dydz? = 0, pero no es totalmente invariante, es decir 7C' # TW

, T™W
. pues

restringida a C' ademads de tener la direccion 6% tiene otras direcciones. d
En [24] los autores demuestran los siguientes resultados:

Teorema 1.23. Sea W un germen de un (k+2)—web sobre (C2,0) con discriminante suave
y no vacio (no necesariamente reducido). Suponga que W = Wy X Wy, donde W, es un
2—web verificando A(W,) = A(W), y Wy un k—web. La curvatura de W es holomorfa
sobre A(W) si y solo si A(W) es invariante por Ws o por By, Wy), donde Sy, (Wy)
denota el W, baricentro de W

En particular, resulta el siguiente corolario.

Corolario 1.24. Si W es un 3—weby W = Wy X F, donde VW, es un 2—web verificando
A(Ws) = A(W) y F es una foliacion, entonces la curvatura de VW es holomorfa sobre
A(W) siy solo si A(WV) es invariante por Wy o por F.

Proposicion 1.25. Sea W,, un m—web y C C A(W,,) una componente irreducible y
totalmente invariante por W,, y teniendo multiplicidad minimal m — 1. Sea Wy_,, un
(d — m)—web transverso a C, entonces la curvatura de W = W,, ® W;_,,, es holomorfa
sobre C.

Ejemplo 1.26. El 3—web dado por w = dy? — 6ydy?dx + 11dydz? — 6 da? tiene
discriminante A(Wj3) = 4y°. La curva C = {y = 0} C A(WV3) es totalmente invariante
por Ws, pero no tiene multiplicidad minimal v — 1, siendo v = 3. Y su curvatura es
K(W) =0, por lo tanto es holomorfa.

u

Observacion 1.27. Supongamos que F es una foliacién de grado d sobre P% y LegF su
web dual correspondiente. Deseamos ver qué sucede con las componentes provenientes del
divisor de inflexion de F. Para esto, supongamos que C' es una curva irreducible contenida
en el soporte del divisor de inflexion Zr de F.
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1. Si C es invariante por F entonces C' es una recta y por lo tanto su dual correspon-
diente es un punto sobre P%, que es una singularidad del web LegF.

2. Si C no es invariante por F, la imagen de C mediante la aplicacion de Gauss Gr
es una curva D en P2. En general, esta nueva curva no es invariante por el web
LegF. Sin embargo, si D es invariante por LegF se cumple una de las siguientes
situaciones:

i) La curva D es una recta en P% y la tangente de F en un punto genérico p de C
es la recta que une p con el punto determinado por la recta D,

ii) La curva D no es una recta, entonces su curva dual D es F—invariante yla
recta tangente en un punto genérico de él es tangente a F en algin punto de
C. Ademds, en este caso, se tiene que en una vecindad de un punto genérico de
C' el web LegF se descompone como producto de una foliacién tangente a D y
un (d — 1)—web transverso a D.

Observacion 1.28. Sean F una foliacidn sobre P% y s € . Se cumple
1. Eldual s de s es invariante por el web LegF.

2. 5 estd contenido en el discriminante A de LegF si y solo si 7,(F) > 20Ir D C,
siendo C una componente irreducible no invariante del lugar geométrico dado por
la tangencia entre F y el pencil de rectas que pasan por el punto s.

Una situacion especial que se presenta en la proposicién (1.25) es cuando conside-
ramos una foliacién F que tiene una singularidad radial de orden v — 1, pues en tal
caso, su transformado de Legendre LegF posee las mismas condiciones que el descrito
en la proposicién (1.25), de esta manera se obtiene la siguiente proposicién.

Proposicion 1.29. Si s es una singularidad radial de orden v — 1 de una foliacién F,
entonces en una vecindad de un punto genérico de la recta ¢ dual a s, el web LegF puede
escribirse como el producto Wy K Ws, donde W es un v—web irreducible dejando la recta
¢ invariante y W, es un web transverso a . Ademds, en una vecindad de un punto genérico
de ¢ se cumple

Ar = (v—1L+AW).

1.3. Recubrimientos, monodromia y automorfismos de recu-
brimiento

Sean X y B espacios topoldgicos. Un recubrimiento (topoldgico) es una aplicacién
continua p : X — B tal que cada punto b € B admite un vecindad conexa U tal
que p~1(U) es unién disjunta de abiertos U; tal que la restriccién p‘Uj :U; — U es
un homeomorfismo. X es llamado espacio de recubrimiento, B espacio base, y para
cada b € B el conjunto p~'(b), que denotaremos por X;, es llamado fibra sobre b del
recubrimiento.
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Proposicion 1.30. Para cualquier b € By x € X, el homomorfismo inducido

pe: m(X,z) — m(B,b)
M = per]

es inyectivo. La imagen de m(X,xz) por p, serd denotada por G(z); esto es G(z) =
p*ﬂ'l(Xax)‘

Prueba.

El hecho que p. es un homeomorfismo es inmediato. Supongamos ahora que [v] €
m1(X, x) se encuentra en el ntcleo de p,. Esto significa que p.([7]) = [e], con b = p(z);
es decir po~y y ¢, son homotdpicamente equivalentes. De la propiedad de levantamiento
de homotopias se tiene que, cualquier levantamiento de p o v y ¢, que empiezan en el
mismo punto deben ser homotdpicos en X. Puesto que v es un levantamiento de (po~y)
con punto inicial en z, y el lazo constante ¢, es un levantamiento de ¢, empezando en
el mismo punto z, entonces, 7 ~ ¢, en X, esto es [y] = 1. d

Propiedades del recubrimiento:

Sea p : X — B un recubrimiento. Se cumple

1. Si B es conexo, entonces cada fibra X, con b € B, tiene el mismo cardinal,
llamado grado del recubrimiento,

2. p es un homeomorfismo local,

3. Sean v, : [0,1] — B dos caminos que empiezan en el mismo punto a y termi-
nan en el mismo punto b, y 7, B [0,1] — X sus respectivos levantamientos que
empiezan en z € X. Una condicién necesaria y suficiente para que 7(1) = (1)
es que [y- 371 € G(z).

La aplicacién p : X — B es un recubrimiento finito de grado d si para todo
b € B, el cardinal de la fibra X} es d.

Accion del grupo fundamental sobre una fibra y el grupo de monodromia

Sea p : X — B un recubrimiento entonces el grupo fundamental 7 (B, b) actia
por la derecha sobre la fibra X; mediante = - [y] = 7(1), donde 7 es el levantamiento
de ~ con punto inicial en z € Xj,. En efecto, si x es cualquier punto de la fibra X;, de
la propiedad de levantamiento de caminos se tiene que cualquier camino v con punto
inicial b tiene un levantamiento 5 con punto inicial en x. El teorema de monodromia
garantiza que el punto final 7(1) depende solamente de la clase de homotopia de ~,
por lo tanto la aplicacion

XbXWl(B,b) — Xp
(@0 2 h=70)

esta bien definida y se prueba que es una accién de grupos; esto es,
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i) x-[c;] =z, donde ¢, es el camino constante,

i) (z-[v])- 18] ==-(]-[6])

Si X es conexo entonces dicha accion es transitiva. Esta construccion permite obtener
un homomorfismo del grupo fundamental de la base en el grupo de automorfismos de
la fibra, llamado representacion de monodromia; esto es,

p 7['1(B,b) — Aut(Xb)
b — oy

donde o, (7) = - [7]. La imagen de p, es el grupo de nonodromia del recubrimiento
p en el punto b, que denotaremos por M,(b) o simplemente por M,,.

Propiedades de la monodromia:
Sea p: X — B un recubrimiento conexo, b € By x € X. Entonces se cumple
M1) La accién de 71 (B, b) sobre la fibra es transitiva,

M2) Para cualquier b € By cada x € X3, el grupo de isotropia o estabilizador Stab(x)
de x por la accién de 71 (B, b) sobre Xj es G(x),

M3) Sea b € B fijo, el conjunto {G(x) : x € X;} es una clase de conjugacién en el
subgrupo 71 (B, b),

M4) Para cualquier z € X, existe una correspondencia biunivoca entre la fibra X,
y el conjunto 7;(B,b)/G(x) de todas las clases del subgrupo G(z) en el grupo
m1(B,b); por lo tanto, el grado de p es igual al indice de G(z) en 71 (B, b).

M5) Si X es simplemente conexo, el grado de p es igual al orden de (B, b),

M6) El grupo de monodromia M, (b) es isomorfo a 7 (B,b)/ Nyex, Stab(x), para todo
beB.

Prueba.

M1) Ya fue mencionado anteriormente.

M2) Sean x € X, fijo. Sea v un lazo en B con base en b y supongamos que 7 sea
la elevacién de ~ con punto inicial x. La condicién [y] € Stab(x) es equivalente
a que el punto final de ¥ sea z. Luego, [7] € m(X,z) y v = po7; es decir,
] = p«(7]) € G(a).
Reciprocamente, sea [3] € G(z), entonces 3 = p,([3]). Luego, 3 es un lazo ho-
motdpico a un levantamiento de 5 con punto inicial en z. Pero sabemos que
dos de tales levantamientos tienen el mismo punto terminal, esto significa que

z-[B8] = B(1) = z. Luego, [f] € Stab(z).
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M3)

M4)

MS5)

M6)

Supongamos que z,y € X, y [ un camino tal que 5(0) = =y 5(1) = y. Este
camino induce un isomorfismo ¢z : 7 (X,z) — m(X,y) dado por [a] —
[BaB~t]. Asimismo, es claro que p o 3 es un lazo con punto base b. Este lazo
permite definir un homomorfismo ¢z : 71 (B,b) — 71 (B, b) dado por ¢5([d]) =
[p o B][6][p o B71]. De esta manera, el siguiente diagrama

(X, ) o m(X,y)
4
¢
7['1(B, b) — 7['1(B, b)
es conmutativo. Esto ultimo implica que
G(y) = psmi(X,y) = [po Blpumi(X, 2)[p o B = (G (2)[V] 7,

dondey=po By~ t=popL

Reciprocamente, sea H un subgrupo de 7;(B,b) en la clase de conjugacion de
G(z), esto significa que existe [y] € 71 (B, b) tal que H = [y]G(x)[y]~!. Asimismo,
~ se eleva en una aplicacién 7 tal que poy = vy 7(0) = z. Sea y = 7(1). Luego,
de la primera parte tenemos

G(y) = hIG@)N] ™" = &.

Sabemos que el grupo 71 (B, b) actda transitivamente sobre X} y se cumple Stab(z)
= p.«m1(X,x) = G(z). Luego, definimos la aplicacién ¢ : m1(B,b)/G(z) — X
por G(z) - [y] — « - [y]. La aplicacién ¢ estd bien definida,

z-pl=z-[6] & 2-Nfl =2z & NI €Stab()=G(a),

y de esta manera G(x)[y] = G(z)[f]. Este proceso demuestra también que ¢ es
inyectiva.

Ahora probaremos la suryeccién de ¢: seay € X = O = (z), entonces existe
] € m(B,b) tal que y = z - [7] = ¢(G(z)[7]).
Por lo tanto, ¢ es biyectiva y [r1(B,b) : G(x)] = | X;| = deg(p).

Si X es simplemente conexo entonces 71 (X ) = 1, entonces G(z) = 1. Luego, de
(M4) se obtiene el resultado.

Consideremos la aplicacién ¢ : m1(B,b) — M,(b) C M, C X;, dada por la
accion de 7 (B, b) sobre la fibra X;,. Luego, ¢ es biyectiva y es un homomorfismo
de grupos. Asimismo,

ker(¢) = {[7] € m(B,b) : ¢([7]) =1dx}.
Entonces si z € X, tenemos
z-[yJ=x < [y] € Stab(z).

Por lo tanto, ker(¢) = Nyex,Stab(z). En consecuencia, el resultado se obtiene a
partir del primer teorema de isomorfismos para grupos.
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Automorfismos de recubrimiento

En esta parte asumiremos que X es conexo y localmente arco conexo. Seap : X —
B un recubrimiento. Un homeomorfismo 7 : X — X es llamado automorfismo de
recubrimiento de p si p o 7 = p. El conjunto formado por estas transformaciones
denotado por D, constituye un grupo con la operacién de composicién de funciones,
llamado grupo de automorfismos de p.

Observacion 1.31. Sea H un subgrupo de G, el normalizador N(H) de H en G es el
subgrupo definido por
NH)={geG:gHg ' = H},

es decir N (H) es el subgrupo mas grande que contiene a H como subgrupo normal. H es
un subgrupo normal si, y solo si N(H) = G.
Un grupo G actila libremente sobre un conjunto X siT € Gy 7(x) = « para cualquier
r € X, entonces T = Idx.
Propiedades de los automorfismos de recubrimiento:
Sean p : X — B un recubrimiento, b € By x € Xj. Se verifica
R1) Sit € D, tal que 7 (x) = z, para algiin « € X, entonces 71 = Idx,,
R2) D, actua libremente por la izquierda sobre Xj,

R3) Para cualquier 7 € D,,[y] € m(B,b) y x € X} se cumple 7(z) - [y] = 7(x - [7]),

R4) Siz,y € X,, entonces existe 7 € D, tal que 7(x) = y si y solo si los subgrupos
inducidos G(x) y G(y) son iguales,

R5) D,(b) actia transitivamente sobre la fibra X} si y solo si el subgrupo G(x) es
normal en 7 (B, b)

R6) Existe [y] € N(G(z)) tal que = - [y] = y si y solo si G(z) = G(y), donde N(G(x))
denota el normalizador del subgrupo G(z) en (B, b),

R7) D, esisomorfo al cociente N(G(x))/G(x),

R8) Si D, actia transitivamente sobre X;, entonces para todo [y] € m(B,b)
existe un unico 7,y € D, tal que z - [y] = 7, (7). Ademds, se cumple que
M, ~m(B,b)/G(x).

Prueba.

R1) Supongamos que 7(x) = x, para algun =z € Xj. Sea y un punto arbitrario de X
y consideremos el camino ﬂ de punto inicial  y punto final y. El camino 3 es un
levantamiento de 5 = p o ﬂ con punto inicial z. Asimismo, 7 o 5 es también un
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R2)

R3)

R4)

R5)

R6)

levantamiento de 3, luego por unicidad del levantamiento de caminos B =To0 E
Por lo tanto,

y=B(1) = (roB)(1) =7(y),

y como y es arbitrario, 7 = Idy,.
Sea x € Xy, el grupo de isotropia de z, respecto a D, es dado por
Stab(z) = {r € D, : 7(x) = z}.

De (R1) se sigue que 7 = Idx,, por los tanto Stab(z) = {Idx }, para todo = € Xp.
Luego, D, acttia libremente sobre X,

Sean [v] € m1(B,b) y 7y el levantamiento de ~ con punto inicial z. Entonces z-[y] =
7(1) es el punto final de 7. Por otro lado, si 7 € D, entonces 7 oy es un camino
en X con punto inicial 7(z) y punto final en 7(z - [y]). Luego, como

po(Toy)=(poT)oy=poy=r,

entonces (7 o) es un levantamiento de « con punto inicial en 7(x) y punto final
7(x) - [7]. Por lo tanto, 7(z - [y]) = 7(x) - [7].

Suponga que existe 7 € D, tal que 7(x) = y. Como X es arco-conexo la aplicacién
7w+ m(X,2) — m(X,y) es un isomorfismo. Asimismo, se tiene que 7 es un
levantamiento de p, entonces

G(z) = pemi (X, 2) = pu o Temi (X, 2) = pum1 (X, y) = G(y).

Supongamos ahora que G(z) = G(y), entonces del criterio de levantamiento
existe un levantamiento p; : X — X de ptal que pop; = py pi(z) = .
Invertimos los roles de = e y y obtenemos un levantamiento ps tal que po ps = p
y p2(y) = x. Notemos que ps o p1 ¥ Idx son levantamientos de p llevando = en si
mismo. De esta manera, de la unicidad de la propiedad de levantamiento resulta
que py o p; = Idx. Por lo tanto, existe p; € D, tal que pi(z) = y.

Sean z,y € X, arbitrarios y supongamos que G(z) es normal en 7 (B, b). Sabe-
mos que cualquier subgrupo conjugado a un subgrupo normal es el mismo, en-
tonces G(z) = G(y), para cualquier z,y € X;. Luego, (R4) garantiza la existencia
de 7 € D, tal que 7(z) = y.

Reciprocamente, supongamos que D, actia transitivamente sobre X, entonces
(R4) garantiza que G(x) = G(y), para todo =,y € Xj. Es decir, G(z) es normal
en 71 (B, b) cualquiera sea = € Xp.

Observemos que
Stab(z - []) = [y]Stab(z)[y] ",

respecto a 11 (B), pues si [§] € Stab(x) entonces

(@ )-Bl=2-0 & zhlBlM " =2 & [Hih]™ € Stab(z).
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Por lo tanto, siy =z - [7] y [y] € N(G(«x)) entonces

G(y) = Stab(z - [4]) = [7]Stab(x)[y] ! = Stab(z) = G(x).

R7) Definamos la aplicacién ¢ : N(G(x)) — D, que a cada [y] € N(G(x)) se le
asigna ¢([y]) = 7 el tnico automorfismo definido por 7(z) = x - [7].

a) ¢ es un homomorfismo de grupos: Supongamos que ¢([y]) = 71y ¢([f]) =
T, donde 7y (z) = z - [y] y 72(x) = z - 5. Luego,

(rom)(x) =7z [f]) = n(e) - [6] = (x-[]) - [B] = = - [v].

Es decir, ¢([y - f]) = 11 o 72 = ¢([7]) o &([5]).
b) ker(¢) = G(x): Sean [y] € N(G(x)) tal que ¢([y]) = 7 y sea 7 un levan-
tamiento de « con punto inicial z. Luego,

[’)’] S ker(¢) & _mealdve, 2§ Fr () = i(l) = .

Es decir,
r=Idx & [y]=I[poq]=p[]) €G2).

c) ¢ es suryectiva: Sea 7 € D, tal que y = 7(x). Como 7(B,b) actda transi-
tivamente sobre X, existe [y] € m(B,b) tal que y = = - [y]. Y como 7 es
un automorfismo [y] € N(G(x)). Y puesto que 7(z) = y = = - [y, entonces
7 = ¢([7]), pues D, actia libremente (R1).

R8) Existencia de 7,: Sea [y] € m(B,b), entonces existe un levantamiento 5 con
punto inicial z € X3. Seay = ¥(1) = - [y]. Como D, actia transitivamente sobre
X, entonces existe 71, € D, tal que 7,j(7) =y =z - [7].
Unicidad de 7,: Supongamos que 71, (z) = 7(g)[x], entonces z-[y] = z-[]. Luego,
del hecho que D, actda libremente sobre X, concluimos que 7(,) = 7(3).

Definimos, la aplicacion ¢ : 71(B,b) — D,(Xp) por [y] — 7). Luego, si 7y es el
levantamiento de ~ con punto inicial z, entonces su punto final es el punto z - [v].
Asimismo, es claro que 7 o 7 es el levantamiento de ~ de origen 7(x) y extremo
final 7(z - [y]). Luego, de la unicidad se sigue

The (@) =z - [yB] = (z - [Y)IB] = 7151 (2)[B] = 7y (x - [B]) = 7} © 7151 (@),

es decir, ¢ es un homomorfismo de grupos. La suryectividad de ¢ se sigue del
hecho que 7 (B, b) actta transitivamente sobre la fibra Xj. Por lo tanto, ker(¢) =
Stab(z) = G(x), entonces M, ~ m1(B,b)/G(x).
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1.4. Recubrimientos Galois

Consideremos un recubrimiento p : X — B de d—hojas sobre un espacio topolégi-
co conexo B. Seanb € By x € X, = p~1(b) = {z1,...,24} fijos. El siguiente resultado
relaciona el grupo D, = {7 : X — X : po1 = p} de automorfismos del recubrimiento
py el grupo de monodromia M, asociado a p. Asimismo, 1 denota la representacion de
monodromia de p.

Teorema 1.32. Sea p : X — B un recubrimiento conexo finito de grado d. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes

1. G(x) = ker(u) (o equivalentemente G(x) C ker(u)),
G(x) es un subgrupo normal de 7 (B, b),

D, actiia transitivamente sobre la fibra,

|D,| = d (o equivalentemente |D,| > d),

M, actila libremente sobre la fibra,

S v A~ Wb

|M,| = d (o equivalentemente | M| < d),

7. D, ~ M,

donde G(x) denota p,m (X, x).

Prueba.

(1 = 2) Esinmediata, pues el ntcleo es un subgrupo normal.

(2 = 1) Sabemos que ker(p) = Ngex,Stab(x), siendo Stab(z) = p.m1 (X, x). De (M3)
sabemos que {G(z) : € X} es una clase de conjugacién de 7 (B, b). Y de (R4)
tenemos que: si x1,z2 € X, entonces existe 7 € D, tal que 7(x) = x5 siy solo
si G(x1) = G(x2). En consecuencia, todos los estabilizadores son iguales y por lo
tanto se obtiene de manera inmediata el resultado.

(2 & 3) Esla propiedad (R5) de la seccion 1.3, capitulo 1.

(3 & 4) Supongamos que D, acttia transitivamente sobre la fibra X, entonces para
cualquier z € X, su érbita es O(z) = X = {z1,...,24}. Asimismo, para cada
x; € X, existe una biyeccion entre la érbita O(x;) y el conjunto de clases laterales
D,/Stab(z;) de Stab(x;), por lo tanto [D,(b) : Stab(x;)] = |O(x;)| = d. El teore-
ma de Lagrange implica que este valor es un divisor del orden de D,(b), luego
Dy(0)] > d.

Reciprocamente, supongamos que D,(b) = {7i,...,7q} y Xp = {z1,...,24}.
Puesto que las aplicaciones 7; diferentes de la aplicacién identidad no tienen
puntos fijos se deduce que 7;(x1) # 7;(x1), para ¢ # j. Luego, para todo j existe i
tal que 7;(x1) = x5, es decir D,(b) es transitivo sobre Xj.
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(2 & 7) Elresultado se sigue facilmente de las propiedades (M6) y (R7) de la seccién
1.3, capitulo 1.

(5 = 7) Se deduce de la propiedad (M6) y (R7) de la seccién 1.3, capitulo 1. El
reciproco es inmediato.

(6 = 5) Puesto que M, = {7,...,7q} actia transitivamente sobre X, = {1,...,d},
para cada ¢ existe un unico 7; € M, tal que 7;(1) = i. Sin perdida de generalidad
podemos asumir que i = j. Si 7 (i) = 7 entonces 7 o7;(1) = i y consecuentemente
7, o 7; = ;. Por lo tanto, 7, = Id y M, acttia libremente sobre la fibra.

(2 = 6) SiG(x) esnormalde 7 (B,b) entonces M, ~ w1 (B,b)/G(x), entonces [ (B,b) :
G(z)] = |O(x)| = d. 0

Si cualquiera de las afirmaciones (1) —(7) se verifican, diremos que el recubrimiento
p es Galois, normal o regular. En tal caso, se tiene

D,~ M, ~m(B,b)/G(x) i D, &8

Corolario 1.33. Si p : X — B es un recubrimiento conexo de d—hojas con grupo de
monodromia M, C &4 abeliana, entonces p es Galois, donde & denota el grupo simétrico
de grado d. En particular, si M, es ciclico entonces M), ~ Zg.

Prueba.

Teniendo en cuenta el teorema (1.32) bastard demostrar que el grupo M, actia
libremente sobre la fibra X;. En efecto, sea [y] € m(B,b) tal que = - [y] = z, para
algiin x € X;. Consideremos ahora y € X; con y # x. La transitividad de M, sobre
X, garantiza la existencia de [3] € m1(B,b) tal que y - [3] = z, que es equivalente a la
condicién y = z - [3] . Luego,

z-[l=z = z-Pl=y-8 > =W =y

La abelianidad de M, implica que = - [8]7![y] = y, entonces y - [y] = y y puesto que
x,y € X, son arbitrarios, [y] = 1, es decir M, actiia libremente sobre Xj.
Finalmente, si M, es ciclico entonces p es Galois y |M,| = d, luego M, = Z,. ad

Observacion 1.34. El reciproco del corolario (1.33) no siempre se cumple como se ilustra
en el ejemplo (3.11); sin embargo, este resultado se cumple cuando d es primo como se
muestra en el teorema (3.13).

Corolario 1.35. Sea p un recubrimiento de grado d = deg(p) primo. Entonces, p es Galois
siy solo si M, es ciclico.

Prueba.
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(=) Suponga que p es Galois, entonces |M,| = d y como d es primo, el teorema de
Cauchy garantiza la existencia de 7 € M), de orden d tal que |(7)| = d, por lo tanto
M p = Zd.

(&) Sea M, ~ Zg4, entonces M, es abeliano. El corolario (1.33) permite concluir
que p es Galois. O
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Capitulo 2

B2
Webs planos en P

Las foliaciones F con las que trabajaremos en este capitulo son definidas sobre el
plano proyectivo complejo PZ4. Por medio de la transformada de Legendre el estudio
de d—webs de grado 1 corresponde al estudio de foliaciones de grado d. Decimos que
un web LegF es plano si la curvatura de su transformado de Legendre LegF es idén-
ticamente nula en PZ. Un primer objetivo es probar que para cualquier foliacién F de
grado 3, su transformado de legendre LegF sea plano basta dar condiciones necesarias
y suficientes sobre las componentes irreducibles de su discriminante A . Este resultado
es vdlido para foliaciones saturadas y no saturadas.

Sabemos que la curvatura de un web ¥V es una 2—forma meromorfa con polos
contenidos en su discriminante. Para lograr nuestro objetivo usaremos el siguiente cri-
terio:la curvatura del web LegF sobre P2 es idénticamente nula si y solo si es holomorfa
sobre puntos genéricos de las componentes irreducibles de su discriminante A z.

Empezamos el capitulo viendo la relacién entre los divisores de una foliacién satu-
rada y no saturada.

Lema 2.1. Sea F una foliacién no saturada de grado 3 inducida por una campo vectorial
X = HX/', donde D denota al divisor definido por H y por F' la foliacion saturada
inducida por X'. Se cumple

a) Ir =17+ 3D,
b) Gr (D) = Tang(LegF',LegD).

Prueba.
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a) Si X' = Aa —i—Ba,entonces

HA X(HA)
Ir=
HB X(HB)
_|HA H2(g_g+3%) HA HA(ASE + HBY)
" |HB H2(%—§+B%’j) HB HB(AaHJrHBaH)
A X'(A)
=H3 =M1z
B X'(B) F

b) Sea F(z,y,p) = B(x,y)—pA(z,y). Usando la definicién de la aplicacién de Gauss
tenemos,

): w,y) ¢ Xp, H(x,y) =0,y =pr +q, F(z,y,p) =0
) : E|$’ (m,px—i—q) ¢ E.F’a H($ap$+Q) = 0’ F(ﬂ:,pﬂ:—i—q,p) =0
={(p,q) : Result(H(z,px +q), F(z,pr +q,p)) = 0}\T,

donde T" denota el conjunto formado por los duales de las singularidades de F.

O
En el siguiente lema se prueba que las componentes del discriminante de LegF
provienen de las singularidades especiales de la foliacién y de su divisor de inflexién.

Lema 2.2. Sea F una foliacion no necesariamente saturada. Se cumple
Ar =Gr(IF) + 3%, (2.1)

donde X% = {s € Sz : 7,(F') > 2}, siendo F' el saturado de F, ¥.% denota la unidn de
los duales de los elementos de X 5.

Prueba.

Primero consideramos el caso cuando F es una foliacién saturada. Se presentan dos
situaciones:

i) Cuando s es una singularidad no radial de F con orden de anulacién vs(F) =
1, bastara identificar que tipo de singularidades producen componentes en el
discriminante del web LegF. En este caso, se tiene que el orden de tangencia
7 = min{k > vs(F) : det(J¥ X, R,) # 0} entre F y una recta genérica pasando
por s es 1, donde X denota el campo local que define F. Luego, para que § se
encuentre en A~ la tnica posibilidad es que 5 = Gz(C), para alguna componente
C del divisor Zr.

ii) cuando s es una singularidad radial de F. En este caso, se tiene que 74(F) > 2,
por lo tanto, 5 est4 contenido en A z.
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Veamos ahora el caso cuando F es una foliacion no saturada. Supongamos que F es
definida por el campo vectorial X = HX’, donde X’ define la foliacién saturada F' y
D = {H = 0}. Del lema (2.1) se sigue

Ar = A(LegD) + Ay + Tang(LegD,LegF')
=D+ Gr(Ir)+ 3% +Gr(D)

2.1. Rectas duales a singularidades

Para que el web LegF sea plano debemos probar que la curvatura de su web dual
LegF sea idénticamente nula o equivalentemente probar que es holomorfa sobre pun-
tos genéricos de las componentes irreducibles de su discriminante A z. De acuerdo con
el lema (2.2) debemos probar que la curvatura de LegF es holomorfa sobre la parte
proveniente de la parte transversa del divisor de inflexion, (la parte invariante de Zr
son rectas, y por tanto sus duales constituyen puntos sobre Ar, en consecuencia no
afecta la holomorficidad de la curvatura de LegF) y la parte del discriminante prove-
niente de algunas singularidades de F.

Consideremos una foliacién F de grado deg(F) = 3, sin pérdida de generalidad
podemos asumir que en coordenadas afines 0 = (0,0) € X r y el campo que define F
es

X=X1+Xo+X3+H-R,

donde X; denota un campo vectorial homogéneo de grado i, H un polinomio homogé-
neo de grado 3y R el campo radial.

La primera proposicion demuestra que si el orden de anulacién v4(F) de una fo-
liacién F de grado 3 en un punto s € X es menor o igual a 2, entonces la curvatura
de su transformado de Legendre LegF es holomorfa en un punto genérico de 3.

Proposicion 2.3. Sea F una foliacién de grado 3 sobre P% y 0 € Xx. Si vo(F) < 2
entonces la curvatura K (LegF) es holomorfa en un punto genérico del dual 0 de 0.

Prueba.

i) Supongamos que X; # 0y 0 C Ax. Si 0 no es una singularidad radial, 7o(F) = 1
y por lo tanto alrededor de un punto genérico de 0 podemos escribir LegF =
Wi K W,, donde W, es una foliacién tangente a 0 y W, es un 2—web transverso
a 0 tal que A(Ws) = 0. Luego, del teorema (1.23) concluimos que K (LegF) es
holomorfa sobre 0. En el caso que 0 sea una singularidad radial tenemos 7o(F) >
2. Las proposiciones (1.29) y (1.25) implican que K (LegF) es holomorfa sobre
0.
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ii) Supongamos ahora que X; = 0y X5 # 0. Si X5 no es un multiplo del campo
radial, entonces el orden de tangencia 79(F) con una recta genérica pasando por
0 es 2. Luego, alrededor de un punto genérico de 0 el web se escribe LegF =
W, K W,, donde W, es una foliacién transversa a 0 y W, es un 2—web cuyo
discriminante A(W,) = 0 es totalmente invariante. Por lo tanto, del teorema
(1.23) se concluye que K (LegF) es holomorfa sobre un punto genérico de 0.

Si X9 = (ax + By)R, para algunos «, 5 € C, entonces el campo que define F es
de la forma

-\ 9 o\ 9
X = (ax + By)R + Z ajz'y’ 92 + Z bijax'y’ oy +H - R,
i+j=3 i+j=3
donde H = hoz? + hi2%y + hoxy® + hay3, y el web LegF, en coordenadas locales
(p,q) de IF‘%, es dado por la forma simétrica

w = e3(p, q) dg® + gea(p, ¢) dg? dp + ger(p, ¢) dg dp® + ¢*co(p, q) dp?,
donde

3 = —apsp’ + hsp®q + (bos — a1,2)p” + hop®q + (br2 — a2,1)p® + hapg+
+ (b21 — a3,0)p + hog + b3 0,
2 = 3agsp” — 3hap®q + (2a1,2 — 3bo 3)p° — 2hapq + (azy — 2b12)p — hiq — b1,
1 = —3ap3p*q + 3h3pq® + (3boz — a1,2)pq + haq® + b12q + Bp + o,
co = aospq — bosq — haq® — B.

Notemos que si ¢|cs(p, q) obtenemos X = P5 - Ry LegF es un 3—web algebraico,
siendo P; es alguin polinomio de grado 3. Por lo tanto, K (LegF) = 0 de acuer-
do al criterio de Mihdileaunu, ver [32]. De esta manera, podemos asumir que
q 1 Cs(p,q). Al considerar el recubrimiento ramificado 7 : U-—U ,m(p,s) =

(p,s?) = (p,q) resulta
mw = 8e3(p, s7) ds® + dsca(p, 5°) ds® dp + 2¢1(p, s°) ds dp® + seo(p, s°) dp?,

entonces

T*w oy 2ds(3c3(p, 0) ds® + c1(p, 0) dp?),

es decir, el web 7*(LegF) es regular en {s = 0}, pues existen 3 direcciones dife-
rentes sobre un punto genérico de {s = 0} . Esto tltimo implica que K (LegF)
es holomorfa en un punto genérico de 0, pues si K (LegF)o C {¢ =0}y qt T
tendriamos la expresion K (LegF) = % dp A dg, conm € Z* tal que T'(p, q) es
un germen holomorfo. Luego,

T(p,s%)

q2m—1

T
K(n*(LegF)) = 7* (K (LegF)) = n* (% dp A dq> dpAdg = 2 dpA ds,

y desde que K (7*(LegF)) no tiene polos, entonces m < 1. O
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El siguiente paso es analizar singularidades de la forma X = X5+ H - R.

Observacion 2.4. Se cumple, v,(f) < deg(f), para todo polinomio f, donde v,( f) denota
el orden de anulacion de f en p.

Proposicion 2.5. Sea F una foliacidn de grado 3. Si p € X r es tal que v,(F) > 3 entonces
para cualquier s € X r\{p} se tiene que vs(F) < 2

Prueba.

Supongamos que F es una foliacién saturada: Si v,(F) > 3, del lema (1.5) se sigue
que p,(F) > 9, por lo tanto vs(F) < 2, para todo s € X \{p}; pues si vs(F) < 3 del
lema (1.5) se tendria ps(F) > 9, lo cual contradice el teorema de Darboux.

Cuando F es una foliaciéon no saturada: supongamos que F es definida por un
campo vectorial de la forma X = GX’, donde X’ define una foliacién saturada 7'y
C = {G = 0}, presentdndose las siguientes situaciones:

i) Sideg(G) = 1 entonces v,(F') > 2, pues
3 < vp(F) = 1p(C) 4+ vp(F') < 14 v (F').

Luego, 1,(F’) > 4. El teorema de Darboux aplicado a 7 implica que j5(F') < 3
y de esta manera, v4(F’) < 1. Por lo tanto,

vs(F) = vs(C) + vs(F') < 2.

ii) Si deg(G) = 2 entonces deg(F’) = 1. Del teorema de Darboux se sigue que
vp(F') < 1. Luego, de la relacién

3 < up(F) = 1p(C) + 1p(F') < 1p(C) + 1

se obtiene v,(C') > 2, esto implica que el polinomio G que define C' es homogéneo
de grado 2, es decir C representa dos rectas diferentes pasando por p, y por lo
tanto v5(C) < 1.

iii) Si deg(G) = 3, supongamos primero que p € Xz entonces v,(C) > 2, y por
lo tanto v4(C') < 2 para cualquier s # p, de lo contrario tendriamos que C' seria
productos de tres rectas diferentes pasando por sy v,(C') < 1. Supongamos ahora
que p ¢ Y5, entonces v,(C) = 3y C representa la unién de tres rectas diferentes
pasando por el punto p. Observe que v(C) < 1 para cualquier s # p.

2.2. Caso homogéneo:

En esta seccién nos centramos en el estudio de la curvatura del transformado de
Legendre LegF de una foliacién F de grado 3 en PZ inducida por un campo de la
forma X = X3, donde X3 tiene componentes homogéneas de grado 3.
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Lema 2.6. Sea F una foliacién homogénea de grado d sobre P% tal que K(LegF) es
holomorfa sobre P2\0. Entonces K (LegF) = 0.

Prueba.

Comenzamos fijando coordenadas (a,b) en P4 asociada a la recta {az + by = 1}.
Puesto que F es una foliaciéon homogénea, F es invariante por homotecias hy(z,y) =
(Az, \y) y LegF es invariante por la aplicacién dual hy(a,b) = (% g) de h). Luego,

by (K (LegF)) = K (hiLegF) = K (LegF).

Por hipétesis K (LegF) tiene polos a lo mds en 0, entonces K (LegF) = f(p,q)dp A dg,
siendo f una funcién racional con polos en 0; sin embargo, en las coordenadas (a, b), la
recta {¢ = 0} corresponde a la recta al infinito /. Por lo tanto, la curvatura K (LegF)
en las coordenadas (a,b) es de la forma f(a,b)da A db, siendo f holomorfa.

Por otro lado,
b

7 % 7 % ]. a

S (Leg ) = B3 ) dp A do) = 35f (5.5 ) dan a

De las cuentas realizadas se tiene A\2f(a,b) = f(4,2), para todo A € C*, lo cual se
cumple si f = 0. Por lo tanto, K (LegF) = 0. O

Proposicion 2.7. Sea F una foliacién homogénea de grado 3 sobre P%. Si K (LegF) es
holomorfa en un punto genérico de Gr(Zr) entonces K (LegF) = 0.

Prueba.

Si es F es homogénea de grado 3, entonces vo(F) = 3. De la proposicién (2.5) se
sigue que v4(F) < 2 para todo s € ¥ #\{0}. La proposicién (2.3) implica que K (LegF)
es holomorfa sobre un punto genérico de § y por lo tanto holomorfa en P%\0. Final-
mente, el lema (2.6) permite llegar al resultado. d

En esta parte describimos todas las foliaciones homogéneas de grado 3 con divisor
de inflexién Zr reducido cuyo web LegF es plano, médulo automorfismos proyectivos.
Previamente damos los siguientes lemas.

Lema 2.8. Suponga que F es una foliacién homogénea de grado 3 . Si ¢*|Tang(F,R) =
{yA — 2B = 0} entonces (%|T, donde F es dada por el campo vectorial X = Aa% + Ba%

Prueba.

Supongamos que F es inducida por un campo de la forma X = Aa% + Ba%’ donde
Ay B son polinomios homogéneos de grado 3. Por un cambio lineal de coordenadas
podemos suponer que ¢ : z = 0, entonces la condicién {z = 0} C Tang(F,R) im-

plica que el campo que induce la foliacion F es de la forma X = x;la% + Ba%. Si
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¢%|Tang(F, R) entonces x\(y;l — B), por lo tanto B = yﬁ + xH, para algun polinomio
H.Lluego, Tr = 22G(x,y), donde

Gla.y) = 2220, (H) + 2 HA(D,(H) - 9,(A)) _xH2§yZ+K2H_yﬁH(%Z+yZ2%H

en consecuencia, /2| Ir- O

Corolario 2.9. Sea F una foliacion homogénea de grado 3 tal que su divisor de inflexion
Zr es reducido. Entonces, salvo conjugacion, el cono tangente Tang(F, R) es reducido.

Prueba.

Si razonamos por el absurdo tendriamos que ¢?|Tang(F, R), y el lema (2.8) im-
plicaria que ¢2|Z lo cual contradice el hecho que el divisor de inflexién es reducido.
u

Proposicion 2.10. Sea F una foliacién homogénea de grado 3 sobre P% tales que Zr
es reducido y LegF es plano. Entonces salvo automorfismos proyectivos de P2, existe una
unica foliacién dada por
1 1 0
v)zy® — —y3>

2 oy’

11/)91:2 +§3:2 34— —§V$2 +(1+
2TV T ) b 7YY

+ Y3,
2

DO | =

donde v =

Prueba.

Sea F una foliacién homogénea inducida por el campo X = A(% + B 8%, donde A
y B son polinomios homogéneos de grado 3. Luego, la traza afin del divisor Zr viene
dada por un polinomio de grado 8 y como Zr es reducido,

Ir=41U---lgU/l,

donde /4, ..., ¢, son rectas invariantes por F que pasan por 0,y /s, . .., /s son rectas que
forman la parte transversa Z'% de Zr. Estas rectas verifican las siguientes propiedades

1. Para cada i € {5,6,7,8} la restriccién T F

determinan un punto p; € /o,

son rectas paralelas y por lo tanto

Pues si suponemos que ¢; : y = &;x, parai = 5,6, 7,8 entonces

X

i

— o (401,605 + Bl &) )

2. El punto p; € X, paracada: € {5,6,7,8}.

Si L es una recta genérica pasando por un punto a € ¢; entonces Tang(F, L) =
2a + b, siendo b un punto perteneciente a la curva de terceras tangencias /; .
Por dualidad proyectiva esto significa que en un punto genérico de Gr(¢;) el
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3—web LegF se descompone como producto de un 2—web W, y una foliacién
F1 verificando A(LegF) = A(W2) = p;. Por condicién K (LegF) es holomorfa
en Ar = A(LegF), el teorema (1.23) implica que p; es F—invariante, en conse-
cuencia b = p; y por lo tanto p; € X r.

3. La recta que une p; y 0 = (0,0) es invariante por F, de esta manera podemos
asumir que esta linea es ¢; 4, parai = 5,6,7, 8.

Después de conjugar con un automorfismo de P% podemos asumir que el cono tangente
es de la forma

Tang(F) = {yA —xB =xy(y —x)(y —vz) =0}, con veC,v#0,1,0c0,
es decir, las rectas invariantes que pasan por el punto 0 son
glz{x:0}7 62:{y20}763:{y:x}7 £4={y:Vx,COHV7é0,1,00}

Teniendo en cuenta las dltimas relaciones, el campo que induce la foliacién F es de
la forma

0 0
X =((a1 + )23 + (g —v — D)2y + (a3 + 1)$y2)% + (a12%y + agzy?® + agy?’)a—y.
Para cada i € {1,2,3,4} definimos el polinomio P;(¢t) = B(1,t) — m;A(1,t), donde

m,; es la pendiente de /;, la misma que coincide con la pendiente del campo X

1+4
Ademas, como P, tiene raiz doble en la pendiente &; de ¢;, 4 tenemos que A(F;(t),t) =0
y P!/(m;) = 0 # 0 resulta el siguiente sistema de ecuaciones

4o + (2v+2)az + 4vaz = (v—1)?
2042 + 4V043 = 1
2vag + dvag = V2
cuya solucidn es
3 1 1 1 31
ap=—7v, agzi(y—i—l), az=—7, Vzﬁig

de esta manera obtenemos las foliaciones F, cuyos transformado de legendre LegF son
planos. ad

2.3. Teoremas principales

En esta seccion probaremos los resultados principales de este capitulo. Iniciamos
esta seccion viendo algunos lemas previos

Lema 2.11. Dadas las 1—formas w; = dy + y®h;(x,y)dz, parai = 1,2,3, con a € N
tal que y no divide h;;(z,y) := hi(z,y) — hj(z,y), para i # j, siendo h;; gérmenes de
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funciones holomorfas. Entonces la curvatura del 3—web dado por H w; = 0 es holomorfa
i=1
sobre {y = 0} siy solo si y* divide
9 <h12(33, Y)O0xhas(,y) — has(w,y)0:hia(z, y))
h12($ay)h23($ay)h3l ($ay) ‘

ox

Prueba.

Sabemos que la curvatura K (W) := dn, donde n = C(z,y)dz + D(z,y)dy es la
unica 1—forma verificando w; A w; = d;; dz A dy tal que para cada permutacién ciclica
{i,7,k} de (1,2,3) se cumple d(d;jwy) = dijwi A 1.

De la relacién w; A wj = é;;dz A dy obtenemos d;; = y“h;;, donde h;; = h; — h;.
Ademas, de las relaciones relacién d(d;jwy) = d;jwy, A 1) se obtiene el siguiente sistema
lineal de incognitas C'y D:

h12C' — highsy®D = 2ay®~*hishs + y*0,(h12h3) — Oyh1a
hasC' — hagh1y®D = 2ay® *hoghy + y*0y(hagh1) — Oyhos

cuya Unica solucion es

o 1 4 8(h1h23) 8(h3h12) Ohqa 8(h23)
Clx,y) = Friahgahian (y (hghi2 3y hihas ay + (hihas o hahi2 o
2a 1 O(h1has3) d(h3hi2)
D e, - (p, Auhes) o, Olsiig)
(@y) Y * hiahasha1 ( 20y 0y -
1 8h12 8h23
h —h g
+ yahlghgghgl < 2 oz 12 oz )

Es claro que C' es holomorfa sobre {y = 0}. Asimismo, sabemos que

oD oC

Luego, K (LegF) es holomorfa sobre {y = 0} siy solo si %—? = 0, es decir

0 <h12(1‘,y)8xh23(1‘7y) — h23($,y)3xh12(«73,y)>
h12($ay)h23($ay)h3l ($ay) ‘

ox
O

Lema 2.12. Sea F una foliacion de grado 3 inducida por un campo vectorial de la forma
X = X3+ H - R, donde X3 define la foliacion homogénea Fy,. Suponga que el conjunto
singular X7, de ¥, no tiene componentes multiples, alrededor de la singularidad 0 =
(0,0), entonces K (LegF) es holomorfa sobre un punto genérico de 0 si y solo si K (LegFy)
es holomorfa sobre un punto genérico de 0.

Prueba.
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En este caso el web LegF es dado por la ecuacién diferencial implicita G(p, ¢; x) :=
Gs(p,¢;x) +qH(p, ¢; x), donde & = — L, Gs(p, g; ) = Ba(, pr + q) — pAs(x, pr+q) es
la ecuacién diferencial implicita que define LegF},. Asimismo, como X3 es homogéneo
G3(p,q; A\q) = ¢®>G3(p, \). De la propiedad de libre de cuadrados sobre X3 se sigue que

el discriminante de G3(p,\) con respecto a A no es idénticamente nulo, G3(p, \) =
3

H ,con \;(p) # A\j(p) sit # j. De esta manera, G3(p, ¢; x) = c(p) H(m—

pa i=1
Ai(p)) o equivalentemente

3
H dq + g\i(p) dp)
=1

la misma que define el web LegF},.

Procediendo de forma analoga al caso anterior y teniendo en cuenta que X es libre
3

de cuadrados obtenemos G(p, q; ) = ¢(p, q) H(a: — qhi(p, q)), o equivalentemente
i=1

3
w=2(p,q) [ [(dg + qhi(p, q) dp),
=1

que es la ecuacién diferencial que define LegF, con h;(p,0) = X\i(p). Luego, podemos
aplicar el lema (2.11) con a = 1 para deducir que K (LegF) es holomorfa sobre 0 =
{q =0} siysolosi

2 <h12( ,0)8ph23( ,0) —h23( ,0)8ph12(p, 0)> r &
ap h12 (pa 0)h23 (pa 0)h31 (pa 0)

que es exactamente la condicién para la holomorfia de K(LegF;) sobre un punto
genérico de 0. d

Lema 2.13. Sea F una foliacion de grado 3 inducida por un campo vectorial de la forma
X = X3+ H - R, siendo F, la foliacion homogénea definida por Xs. Si el conjunto
singular ¥ 7, de Fj, no tiene componentes miiltiples y K (LegF) es holomorfa sobre un
punto genérico de Gr(Zr), entonces K (LegFy,) es holomorfa sobre un punto genérico de

Gr,(Zx,)
Prueba.

Para cualquier ¢ € C consideremos h.(x,y) = (cz,cy), entonces la foliacién F. =
h%(F) es dada por el campo X3 + ¢ - H - R. Combinando nuestras hipdtesis con las
proposiciones (2.3) y (2.5) deducimos que K (LegF,) es holomorfa en P%\0, cuando
c# 0.

Si cada componente de Zr, es Fj—invariante la imagen por Gz, de una componente
irreducible de I7, es un punto. Y siendo holomorfa en una vecindad de este punto la
curvatura de LegF se extiende holomdrficamente, debido al teorema de extension de
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Hartogs. De manera que tomamos una recta no invariante ¢ de Zr,. Puesto que X3 es
homogéneo, vimos en la proposicién (2.10) que las direcciones tangentes de ]-'h‘ son

todas paralelas, asi Gr, (¢) es una recta de la forma {p = p,} en coordenadas locales
(p,q) sobre P2 (atn si ¢ es una recta de singularidades). Tome un punto genérico
B € {p = po} y un disco transverso D pasando por B. Tomando los coeficientes de la

2—forma K (LegF.)| tenemos una familia f.(z) de funciones tal que f. es holomorfa
enDsic#0,y foes holomorfa en D\{B}. Por el teorema de Cauchy podemos escribir

z) = 1 M dw
f.(2) /MZE ,

211 zZ—w

para ¢ > 0 suficientemente pequefio, |z| < §y 0 < |¢/ < 1. Observemos que el la-
do derecho es una familia uniformemente acotada atin considerando el caso ¢ = 0y

usamos el teorema de Montel para concluir que fj es holomorfa en B. ad
Lema 2.14. Dada una 2—forma meromorfa w = % dp A dq sobre P%. Si gt Py

(W)so € 0 = {q = 0} entonces ¢°|Q.

Prueba.

T(p,q)
qm "

cambio de coordenadas a = §7 b= % tenemos w = ™ " 3T (a,b) da A db, donde n =

deg(T'). Y puesto que w no tiene polos en la recta en el infinito tenemos m > n+3 > 3.

O

De las condiciones dada podemos escribir w = dp A dq. Después de realizar el

Ahora procedemos a enunciar y demostrar los resultados principales de este capi-
tulo.

Teorema 2.15. Sea F una foliacion de grado 3 sobre P2 tal que ¥ r no tiene componentes
muiltiples. Entonces Leg.F es plano siy solo si K (LegF) es holomorfa sobre puntos genéricos
de Q F (I _7:).

Prueba.

Sabemos que A r = Gr(Zr)+3¢. Luego, LegF es plano si la curvatura K (LegF) de
LegF es holomorfa sobre puntos genéricos de las componentes de A . Si suponemos
que la curvatura K (LegF) es holomorfa sobre Gr(Zr) bastard analizar su holomorfia
sobre las componentes del conjunto % . Sis € X%, entonces vy (F) > 2, esto sucede
cuando la singularidad tiene parte lineal nula o cuando s es una singularidad radial.
En cualquiera de los casos, las proposiciones (2.5) y (2.3) implican la holomorfia de la
curvatura de LegF sobre puntos genéricos de 3. Por lo tanto, para obtener la holomorfia
de la curvatura de LegF en un punto singular de la forma X = X3 + H - R, el cual
suponemos es 0 = (0, 0). Se presentan dos situaciones:

a) Cuando el conjunto singular ¥ 7, de la foliacién homogénea Fj, dada por X3 no
tiene componentes multiples. Teniendo en cuenta que K (LegF) es holomorfa en
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b)

un punto genérico de Gr(Zr), el lema 2.13 y la proposicién 2.7 implican que
K(LegF;,) = 0. El lema 2.12 implica que K (LegF) es holomorfo sobre PZ y de
esta manera debe ser cero, esto es LegF es plano.

Si X7, tiene una componente multiple, sin pérdida de generalidad podemos es-
cribir

3
0 3} L
Xz =9 |(mz+ bly)% + (azz + b2y)8_y ) H(z,y) = ;hﬂ?) Y.
Ripoll, ver [32], usando Maple, implementa un programa para calcular la cur-
vatura de un web, usando esto obtenemos que la curvatura K (LegF) toma la
forma siguiente

Po(p,q)
D _dpA dg, donde gt P
4Qo(p, g2 7" 1 " h

Usando el lema (2.14) se tiene que ¢ | Qo; es decir

K(LegF) =

Qo(p, 0) = 16hg(a1p — a2)° = 0.
De esta manera, llegamos a las dos situaciones siguientes:

i) Si hg # 0. Entonces a; = a2 = 0 y maple nos da

Pl(p7 q)
Y _dpAdg, con gt Py,
qQ1(p,q)? i

aplicando nuevamente el lema (2.14) obtenemos

K(LegF) =

Luego, by = by =0y X3 = 0.
ii) Si hp = 0. Maple nos da la igualdad

K(LegF) = Mdp/\ dg, con qf P;.

qQa(p, q)

Aplicando el lema (2.14) resulta Q2(p, 0) = (a1p—az)* = 0y necesariamente
a1 = az = 0. Usando Maple obtenemos

P.
K(LegF) = 3(p, q)2 dpA dg, con g1 Ps.

qQ3(p, q)
Nuevamente aplicando el lema (2.14) resulta
Q3(p,0) = 16h7(b1p — by)* = 0.

Puesto que X no tiene componentes multiples 7; # 0. En consecuencia,
by = by = 0y por lo tanto X3 = 0.
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En ambas situaciones llegamos en X3 = 0, esto finaliza la prueba. O

Damos una caracterizaciéon geométrica de los 3-webs genéricos. Si C' es una com-
ponente irreducible no invariante del divisor de inflexién de una foliacién F de grado
3 foliaci6n sobre P2 entonces consideramos la curva C* formada por los puntos ¢ para
los cuales existe p € C' tal que Tang(F,T,F) = 2p +q.

Corolario 2.16. Sea F una foliacién saturada de grado 3 sobre P% con divisor de inflexion
transverso T reducido . Una condicion necesaria y suficiente para que LegF sea plano es
que para cada componente irreducible C' de % la curva de terceras tangencias C* sea
F—invariante.

Prueba.

Supongamos que LegF es plano y C' una componente irreducible de Z%. Como Z%
es reducido el orden de tangencia de F en un punto genérico de C' es 2, esto permite
descomponer el web Leg.F en una vecindad de un punto genérico de D = Gx(C) C Ar
como un producto: LegF = W; X W, donde W, es una foliacion transversa a Wy y Wh
es un 2—web con A(Ws) = D. Del teorema (1.23) se sigue que K (LegF) es holomorfa
en D si D es invariante o por W, o por W;. En el primer caso, de acuerdo a la segunda
parte de la observacién (1.27) parte (2i), C- es un punto singular de F, y en el segundo
caso, C* es la envolvente de la familia {7}, : p € C}, por lo tanto C es F—invariante.
Por otro lado, supongamos que C es F—invariante y como Z% es reducido, entonces
Ar = D es invariante por W, y por tanto el teorema (1.23) garantiza que K (LegF)
es holomorfa en un punto genérico de D. Asimismo, el teorema (2.15) implica que
K (LegF) es holomorfa en un punto genérico de A(D). En consecuencia, LegF es plano.
O

Otra aplicacion del teorema (2.15) es el siguiente resultado.

Corolario 2.17. Si F es una foliacién convexa saturada de grado 3 sobre P2, entonces
LegF es plano.

Prueba.

Sabemos que el discriminante del web LegF es dado por Gr(Zr) y el dual de algu-
nas singularidades de F. Si F es una foliacion convexa entonces el divisor de inflexion
Zr esta formado por algunas rectas invariantes cuyos duales correspondientes son, en
numero finito, puntos en I?’?C. Por lo tanto, K (LegF) es holomorfa en un punto genérico
de Gr(Zr). Finalmente el teorema (2.15) permite concluir que LegF es plano. O

El reciproco de este corolario no siempre se cumple, por ejemplo si consideramos la

foliacién F inducida por el campo X = 3> % — a3 aay’ se prueba que LegF’ es plano; sin

embargo la foliacién dada no es convexa, pues su divisor de inflexién
F={a?P (@' +yh)ay = 0}

tiene parte transversa Z% = {zy = 0}.
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Ejemplo 2.18. Sea F la foliacién de grado 3 inducida por el campo

2
X(z,y) = (a3 + 2y?)0, + («° + gyi"’)ay.

Es claro que s = (0,0) € Xy v5(F) = 3. Asimismo, el divisor de inflexién de F es dado
por Zr = {(z,y) : zy(y® + 32y — 32%)? = 0}, con parte transversa C = I% = {y =0} y
parte invariante 7" = {z(y® + 32?y — 32%)? = 0}. La curva de terceras tangencias C-
correspondiente a C' es dada por

ct= {(z,y) : Ip=(x0,90) € C: Tang(F,T,F) =2p+ (z,y)}
= {(z,y) : 3z — 2y = 0}.

La curva C" no es F—invariante.
Por otro lado, el web LegF es dado por

w=(p* +3p—3)dg® — 3pg® dgdp® + 2¢° dp®.
El discriminante y curvatura de LegF vienen dados respectivamente por

Ar = {(p,q) 14(p—1)(p* +3p—3)¢® = 0} ;

K(LegF) = 5 dp A dg.

1
6g(p — 1)
Es decir, (K (LegF))oo = {q(p — 1)* = 0}, donde la componente ¢ = 0 proviene de
la singularidad de F, y la componente p — 1 = 0 proviene de la parte transversa del
divisor de inflexion; esto es

§={¢=0t v Gr({y=0h=p-1

De esta manera, el web LegF no es plano. Es importante remarcar que en este caso no
se tiene que la curvatura del web LegF es holomorfa sobre A z. Note que este ejemplo
no contradice el teorema (2.15). O

Ejemplo 2.19. Sea F la foliacién inducida por el campo X (z,y) = 0, + <%x3 + %) Oy.

El punto s = (0,0) es una singularidad de F. El divisor de inflexién de F es Zr =
{(z,y) : %(3&@3 — 8y) = 0}, con parte invariante

I = {(z,y) € C?: o = 0} y parte transversa C = % = {(z,y) € C?: 3523 z 8y}.
La curva de terceras tangencias correspondiente a C' es C+ = {(z,y) € C%: y = ﬁx?’},

la cual es F—invariante. El ??corolariol) permite concluir que el web LegF es plano.
Por otro lado, el web LegF es definido por la forma polinomial

w = —5dg® + 8pdq dp? + 4¢ dp?,

. X 40 25
con discriminante Ar = {(p,q) : —gp?’ + Eq2 = 0}. El dual 5 de s es dado por

{(p,q) : ¢ = 0}, el mismo que no esta contenido en el discriminante Ar. Se verifica,
usando el algoritmo de Ripoll, que K (LegF) = 0. Es decir, LegF es un web plano. [
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Ejemplo 2.20. Sea F la foliacién inducida por el campo vectorial X (z,y) = x?’a% +
3/38%' Es claro que s = (0,0) € Xr. En esta caso, el web LegF es definido por la
ecuacion diferencial implicita

F(p,q;z) = (p* — p)a® + 3p°qz® + 3pg°z + ¢

Se verifica que K (LegF) = 0; esto es, LegF es plano. Asimismo, su divisor de inflexién
es Zr = {(z,y) : —=323y3(z — y)(z + y) = 0}, es totalmente invariante, por lo tanto F
es una foliacion convexa, pero Zx es no reducido. Es importante notar que a pesar que
las condiciones del corolario (2.17) no se cumplen el web LegF es plano. ad
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Capitulo 3

Foliaciones, webs y

transformaciones biracionales
2

sobre IP’<C

3.1. Foliaciones, webs y foliaciones Galois

En [7] se observa que la restriccién de la aplicacién de Gauss de una foliacion a un
abierto Zariski es un recubrimiento y se preguntan cuando éste admite automorfismos
biracionales. Esta cuestién motiva la tltima parte de este trabajo.

Sea F una foliacién de grado d sobre P% y consideremos los siguientes objetos y
definiciones asociados a la foliacién F y su transformado de legendre LegF, algunos
de ellos ya introducidos en los capitulos anteriores:

1. La aplicacién de Gauss Gr : P4 --» ]P’?C estd bien definida fuera del conjunto
singular X de F,

2. el conjunto de las singularidades especiales X% = {s € ¥r : 7,(F) > 2}, donde
7s(F) es el orden de tangencia en s de F con un recta genérica pasando por s,

3. El gréfico cerrado S » de Gr contenido en la variedad de incidencia
T :={(p,f) € P2 x P%: p € (} ~ PTP% ~ PT*P%,

y las restricciones 7 y #r a Sy de las proyecciones naturales 7 : Z — P4y
T —> ]P%

Se cumple 7~ }(X7) C Sr y las componentes irreducibles de codimensién uno
del conjunto singular de Sz es 7 1({s € X7 : v5(F) > 2}),

4. Para las curvas C' C P2y C' C P2 definimos,

Gr(C) =7r(n£' (C) vy  GF(C)=nr(wz'(C)),
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5. El divisor de inflexién Zr introducido y estudiado por [29] es definido por el
anulamiento del siguiente determinante

donde X = Aa% + Ba% + C% es el campo que define F en coordenadas ho-
mogéneas. Asimismo, el divisor Zr puede descomponerse Zr = Z% +I}§W, donde
el soporte de 7% es la clausura de los puntos de inflexién de las hojas de F que
no son rectas y 72" es formado por la unién de rectas invariantes por F,

6. Ary Ar denotan los discriminantes de los webs GrLegF y LegF respectivamen-
te, donde Ar se descompone en dos partes AR = Gr(Z"\Yr) y
¢ = #(r71(X%)), que es unién de las rectas duales de las singularidades es-
peciales ¥ % de F.

7. Definimos las siguientes curvas
Ar:=Gr(ZF), Ar:=07"(Gr(TF)),

la curva co-inflexion,

TH = G2 (G (TE\Sr)\IE,
y la curva co-singular
D U Tang(F, Rs).
SEXF

donde R, es la foliacién radial centrada en s.

Lema 3.1. Tenemos la siguiente igualdad de divisores,

1 T Y 1
det(DGr) = VE A B 0] .
X(A) X(B) 0

Prueba.

Sea X = A(z, y)a% + B(x, y)a% un campo vectorial que define F en la carta afin
(z,y) de P% y consideremos la carta afin (p,q) en PZ correspondiente a la recta y =
px + q. En estas coordenadas la aplicacidon de Gauss es dada por

Gr(z,y) = (p(x,y),y — vp(x,y)), donde p(z,y)=

Luego,

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




' UNIVERSIDAD
TESIS IPJTIP Z )

P Dy
et(dGr(z,y)) p—apy 1—ap| P + ppy
1
-5 [(ByA— BA,)A+ B(ByA— BA,))
1 |[A AA, + BA, 1
S = — (A(AB, + BB,) — B(AA, + BA
A3 |B AB, + BB, 75 (A(AB: + BB,) = B(Ad. + BA,))
1 1] ° A
:F(AX(B)—BX(A)):F A B 0 :FI;.
X(A) X(B) 0

Lema 3.2. Se cumple

a) Zr = {det(DGr) = 0},

b Ar=AMUSecAr=ArUSs

) Ar=G7"(Ar)UIr =Ty U US% C Ay =Tr UZ3 USE.
Prueba.

a) Se obtiene de inmediato del lema (3.1).

b) Es inmediata a partir del lema (2.2).

) Se cumple que Ar = A(GiLlegF) = G7'(Ax) U {det DGr = 0}. Asimismo, se
verifica que
G5 (Ar) = G5 (AR UGH (E5).
Y de la definicién 75 y ¥+ se obtiene, g;l(A;) =IrUZIfy g;l(if) =Yt A
partir de esto el resultado es inmediato.

Proposicion 3.3. Sea F una foliacién de grado d sobre P%. La restriccion a P2\ A,
G3 : PE\Ar — P2\AF

de la aplicacion de Gauss Gr es un recubrimiento de grado finito d y su grupo de auto-
morfismos del recubrimiento es obtenido por restriccién a PA\Ax del grupo de transfor-
maciones biracionales

Dy = {7 €Bir(P%) : Gr = GroT}. (3.1
Ademds, la representacion de monodromia yur de G% es dada por la composicion
m(P2\Az) — m(P2\Ayr) X 6, (3.2)

donde [ir es la representacion de monodromia del web LegF.
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Prueba.

gj} es un recubrimiento: El lema (3.1) implica que gj} es un difeomorfismo local.
En particular, Q][é es un homeomorfismo local. Consideremos un punto arbitrario ¢ de
B2\As,

(GH) 1) = {x € PE\AF : GR(a) = £} = {an,... za},
y como G4 es un homeomorfismo local, para cada punto z; existe una vecindad abierta

conexa V; de / tal que gj} 5 : U; — V; es un homeomorfismo. Definimos
Vi=nLl Vi, U :=(Gx U)_l(V) y Gh , U=V

Es claro que V es una vecindad abierta de /, U; es una vecindad abierta de z; y ga
Ui

es un homeomorfismo.

El grupo de transformaciones de G es obtenido por restriccién del grupo de
transformaciones biracionales Dr = {7 € Bir(P%) : G = Gr o 7}: Para esto de-
mostraremos que la funcién

¢: Dr — D
T

)

T 2
]Pc\A]-'

donde D = {T: P2\Ar — PZ\Ax homeomorfismo : G& = G} o T'} C Dz, tiene las
siguientes propiedades

a) ¢ esta bien definida: Sea 7 € Dz entonces T

es biyectiva, pues sabemos que
Ilm(g\A]-'

Gr=Gror es un homeomorfismo local entonces

A
ycomo Gz = Gr
PE\A £ 5 PZ\A 7

e, = (GX)~1 o G4, donde (G3)~! denota la inversa local de G4.
Cc \\F

b) ¢ esinyectiva: SeaT = 7

i De la relacion g][,\_-oT = Q][é se deduce que T tiene
Cc \\F
la misma regularidad que G (holomorfa). Luego, si 7' = Id por prolongacién

analitica se sigue que 7 = Id.

¢) ¢ es suryectiva: Sea 7 : P2\Ar — PZ\ A una transformacién de recubrimiento
univaluada cualquiera, debemos demostrar que 7 se extiende a una aplicacién bi-
racional de P4. Supongamos que la foliacién F es definida por un campo vectorial
X en coordenadas (z,y). Siguiendo [7] sabemos que cualquier transformacién de
recubrimiento 7 de gj\_- puede, localmente, escribirse en la forma

T(z,y) = (2, y) + t(z, y) X (2, y),
donde t(x,y) es una raiz univaluada del polinomio

P(x,y,t) = det(X(z,y), X((x,y) + tX(z,y))) € Clz,y,t].
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Para llegar al resultado bastard probar que una raiz univaluada de P es necesa-
riamente racional. Para esto consideramos el conjunto C?\V, donde V = {(z,%) :
Result(P, %—f) = 0}. Luego, para todo (z,y) € C?\V podemos resolver la ecuacién
P(x,y,t) = 0 resultando t = ¢(z,y). Sean

S ={(z,y,t) € (CO\V) x C:t=t(z,y)} =Gr(t) y
7:8 — C\V, (z,y,t) — (z,y)

la proyeccion natural. Se prueba que 7 : P~1(0)\7~}(V) — C?\V es un recu-
brimiento con una seccién ¢t = t(x,y), pues basta definir s(z,y) = (x,y,t(x,y))
sobre una vecindad abierta conexa V de un punto (zg,yo) en C2\V verificando
7o s(z,y) = (z,y), para todo (z,y) € V; esto significa que  es inversa local de
s, en consecuencia s : V — 7 1(V) es biyectiva. Esto tltimo implica que existe
un elemento en la fibra F' = 7= !(zq,y0) de 7 : (P~1(0)\V) — C?\V que es fijo
por la monodromfa de 7. Luego, (P~1(0)\V) es disconexo.

Por otro lado, la componente conexa de (P~1(0)\V) que contiene a la imagen de
t(z,y) corresponde a un factor irreducible @) del polinomio P cuyo grado respecto
a t es menor que d. Si procedemos de manera andloga para () se llega a obtener
que deg(Q) = 1; es decir, t(x,y) es una raiz de Q(z,y,t) = a(z,y)t + b(z,y), con

a,b € Clz,y]. Por lo tanto, t(z,y) = —Zgz)) € C(z,y).

Finalmente, la inclusion ]P%\[X e @ IFD(ZC\A F induce el homomorfismo
T 1T (P%\[\}‘) — T (P%\A}‘)

Por el teorema tipo Lefschetz [17] i, es suryectivo. Y desde que los elementos de las
fibras de G& corresponden a las direcciones de LegF es claro que jioi = ur. Por lo
tanto, la representacién de monodromia pur de gj\_- es composicion de jir con i, y de
esta manera el siguiente diagrama es conmutativo,

Ul (P%\A]:) L) Gd
- rF
m(PE\Ar)

g

Proposicion 3.4. Sea F una foliacion de grado d sobre PZ entonces el web GiLegF
contiene la foliacion 7*F para cada T € D.

Prueba.

Sean 7 € D arbitrario y H una hoja de F entonces 7~ !(H) es una hoja de la fo-
liacién 7* F. Por otro lado, de la parte (3.1) del teorema (3.3) se sigue que Gz (771 (H)) =
Gr(H) es una hoja de (Gr).F = LegF, y por lo tanto 7~ ! (H) es una hoja de G%(LegF).
u
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Teorema 3.5. Sea F una foliacidn de grado d sobre P4. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

1. La aplicacién de Gauss restringida G% : P2\Ar — PZ\Ax es un recubrimiento
Galois,

2. El web G-LegF es totalmente descomponible.

Prueba.

(1 = 2) SiG% esunrecubrimiento Galois, |Dx| = dy por lo tanto GxLegF = K,cp, 7" F.

(2 = 1) De la parte (1) del teorema (1.32) demostrar que QJ[}T es un recubrimiento Ga-
lois es equivalente a demostrar que (G2).(m1(PA\Ax)) C ker(uz), siendo ur la
representacién de monodromia asociada a Gr. En efecto, si G3LegF es completa-
mente descomponible, su representacion de monodromia /i £ es trivial. Asimismo,
de la parte (3.2) del teorema (3.3) se sigue que el diagrama

G) . .
i (P2\AF) 2205 o (B2\A5) 22 6,

z*J( Ji* ‘Id
(G2)« y

T (PR\AF) 255 1 (P2\A £) 7 &

es conmutatiyo, flonde VQJ% fienota la restriccién de G a PA\Ar, v : P2\Ar —
P2\Ar yi:PZ\Ar — P2\ A son las inclusiones naturales.

Por otro lado, del teorema tipo Lefschetz [17], el morfismo ¢, es suryectivo. De
la conmutatividad del diagrama anterior se sigue que Im(G4). C i;1(Im(G2).),
y de la trivialidad del web GLegF, que es exactamente la composicién (/i o
G2). resulta ;1 (Im(G2).) C iy (ker(fir)). Las dos tltimas inclusiones permiten
concluir que la aplicacién Im(G2). C ker(ur). O

Diremos que una foliacion F es Galois si se verifican cualquiera de las afirmaciones
(1) — (2) del teorema (3.5).

3.2. Ejemplos de foliaciones Galois

El criterio descrito en [7] usado para probar si F una foliacion sobre ]P)% es Galois
puede ser reformulado tal y como se describe en la siguiente proposiciéon

Proposicion 3.6. Una foliacién F sobre P% dada por el campo vectorial polinomial X =
Az, y)a—ax + B(z, y)a% es Galois si y solo si el polinomio

A(z,y) A(x +tA(x,y),y + tB(z,y))

P(a:,y,t) = det (B(x,y) B(x+tA(xy),y+tB(1’7y))

> € Clz,y,1]
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descompone totalmente sobre el campo C(x,y). En tal caso, cada una de sus raices t =
t(z,y) € C(z,y) determina una transformacion de recubrimiento biracional

7 (2,y) — (z +tA(z,y),y +tB(z,y)) de Gr.

Observacion 3.7. G& es Galois si y solo si la extension de cuerpos L/K es Galois, donde
L =k(P2)y K = (GX)*k(P2), donde k(P%) es el cuerpo de funciones racionales .

Ejemplo 3.8. Toda foliacién F de grado d = 1 o d = 2 sobre P es Galois. En efecto,
supongamos que F es dada por el campo vectorial X = Aa% + Ba% y siguiendo [7]
consideremos el polinomio de grado d en ¢ definido por

P(x,y,t) = det(X(z,y), X ((z,y) +tX(2,y))).

Las transformaciones de recubrimiento de Gr se forman a partir de las raices de
P(zx,y;t) respecto a la variable ¢:

7 (z,y) — (7 + tA(z,y),y +tB(z,9)).

Es claro que t = 0 es siempre una raiz del polinomio P(z,y,t), cuya transformacién
de recubrimiento asociada es la identidad. En el caso que deg(F) = 1, esta es la tnica
transformacion que obtenemos. En el caso que deg(F) = 2 el polinomio es de la forma
P(z,y,t) = t(a(z,y) +tb(z,y)), a,b € C[z,y]. De esto se obtienen las transformaciones
de recubrimiento

a
Tl(xay) = (xay)7 Tg(-’L’,y) = ('7; —l—tlA(az,y),y +t1B(.’L’,y)), con ty = _E-

Como, 7, # 0 se obtiene que 7 # 7».

Luego, en cualquiera de los casos se tiene que |D x| = deg(F), por lo tanto F es Galois.
La afirmacidén en este ejemplo puede justificarse también diciendo que toda extension
de cuerpos de grado < 2 es Galois. ad

Observacion 3.9. Existe una forma equivalente para obtener las transformaciones bira-
cionales anteriores considerando la pendiente p(x,y) del campo vectorial X:

P(z,y,t) = det(X(z,y), X (2 + t,y + tp(z,y))).
Es claro que en este caso P es una funcion racional.

Proposicion 3.10. La foliacion F definida por el campo vectorial

3} 0
— (ond d d d
Z(z,y) = (au® + Bv )&E + (yu® + ov )83/

es Galois con grupo de monodromia es ciclico, donde u,v € C|x,y] son C—linealmente
independientes cuyos grados deg(u), deg(v) < 1y los coeficientes «, 3,7, € C verifican
la condicion ad — By # 0.

Prueba.
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La pendiente del campo vectorial Z es de la forma p(z,y) = h(f(z,y))?, donde
Y

flz,y) = Zgz)) y h(z) = gjig € PSLy(C). Si X(z,y) = 2 + p(z )8% entonces las

raices del polinomio

P(z,y,t) = det(X(z,y), X(z + t,y + tp(z,y))) (3.3)

son las soluciones de la ecuacién ho fé(x +t,y +tp(z,y)) = ho f4(z,y). Pues teniendo
en cuenta que h € PSLy(C) de la dltima relacién se obtiene

fl@+ty+tpl,y)\?
< 1@ v) )“1‘

. 2im , .
Si denotamos por { = e @ entonces las raices de (3.3) son las soluciones t = t(x,y) de
las d—ecuaciones lineales en la variable ¢,

flx+ty+tp(z,y)) = §kf(x,y), para k € {1,...,d}.

Cada solucién t = tx(x,y) determina una aplicacién de recubrimiento

T (2,y) > (@ + (2, y), ¥ + te(z, y)p(z, y))
verificando f o 7 (z,y) = £* f(z,y). Luego, si 7, o 77 = T (k,¢) €NTONCES

Ek—’_e = f O Tk © Tﬁ(l‘a y) = f O Tim(k,t) = gm(k,ﬁ)f(l,, y)a

es decir, m(k,¢) = (k + ¢) méd (d). De esta manera, Dy = {71,...,74} = (71). Esto

implica que Mx ~ Dy = Zq4, pues |Dx| = d. O
En los siguientes ejemplos se presentan foliaciones Galois con grupo de monodro-

mia no ciclica.

Ejemplo 3.11. La foliacién F definida por el campo vectorial

gl

0
X(z,y) = (2 +4°)2 = + (2° — 4®) o9

ox

es Galois y tiene monodromia Mz no ciclica:
My ~ {1d, (12)(36)(45), (13)(25)(46), (14)(26)(35), (156)(234), (165)(243)}.

En efecto, F es Galois, pues el polinomio P(z,y,t) = det(X (z,y), X ((x,y) + t(1,p))),
tiene 6 raices diferentes, siendo p = p(x,y) la pendiente del campo X. Estas raices
determinan las aplicaciones biracionales 7;, 7 = 1,...,6 y de esta manera \Dg%\ =
6 = deg(F). Luego, de acuerdo al teorema (1.32) F es Galois. Estas aplicaciones se
caracterizan porque permutan los puntos de tangencia de F con una recta genérica .
Consideremos la recta ¢ : y = —x + 1, entonces los puntos de tangencia de F con ¢
buscados se caracterizan porque la pendiente del campo X y la pendiente de la recta ¢

coinciden, esto decir
234 (—x+1)3 2__1
- (—zx+1)3) 7
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Resultando las siguientes soluciones

L L 1,
1'1—2 2’ $2_2 9’ 1’3—2 ? 9
1 V3i 1. V3 IEVET
TMEg it st Te=g it
Al evaluar cada una de las aplicaciones birracionales 7; sobre los puntos r; = (x;,v;),
siendo y; = —x + 1, obtenemos
7 =1d, 2 = (12)(36)(45), 3 = (156)(234),
74 = (165)(243), 75 = (13)(25)(46), 76 = (14)(26)(35).

Luego, Mr ~ Dr = {Id, (12)(36)(45), (13)(25)(46), (156)(234), (165)(243)}. Es claro
que este grupo no es abeliano. ad

Ejemplo 3.12. Una situaciéon mds general que el ejemplo anterior es dado por la fo-
liacién F de grado d = 2n definida por el campo vectorial

2 08

n n 8 n n
X(z,y) = (=" +y")°— + (=" — y™) 5y

ox

F es Galois y su grupo de monodromia M, como veremos mds adelante en la proposi-
cion (3.36) y en el teorema (3.34), es isomorfo al grupo diedral D,, de orden 2n, en
consecuencia Mr no es abeliano. O

Sin embargo, en el caso en que el grado d de la foliacién es primo las tnicas folia-
ciones Galois son aquellas cuyo grupo de monodromia es ciclica.

Teorema 3.13. Sea F una foliacién sobre P% de grado primo d. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. F es Galois,

2. Mz es ciclico,

3. D~ Mg ~7Z,.
Prueba.
(1 & 2) Es el corolario (1.33).

(1 & 3) Esel teorema (1.32).
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3.3. Monodromia local

Sea W un k—web global de codimensién uno sobre PZ. Como ya hemos apuntado
antes, existe una representaciéon de monodromia iy : (PA\A(W)) — & de W, que
controla los subwebs irreducibles de W y cuya trivialidad es equivalente a la descom-
ponibilidad total de W. En esta seccién estudiamos la monodromia local del web LegF
alrededor de cada componente irreducible de su discriminante. Empezamos con los
siguientes dos lemas.

Lema 3.14. Sea U es un subconjunto abierto de C2. Suponga que WV es un d—web irre-
ducible en U tal que su discriminante A(VV) es una curva suave irreducible entonces la
monodromia de W es ciclica.

Prueba. Si pérdida de generalidad podemos suponer que U = C> y A(W) = {y = 0}.
Luego,
711 (CP\A(W)) = 71(C* x C) = m(C*) ~ Z.

Por lo tanto, la monodromia de W es ciclica. O

Lema 3.15. Suponga que en un abierto U de C? y W; un web de grado d; en U tal que
W = W; K Wi. Sean las proyecciones candnicas m; : Syy, — U y w : Syy — U, para

i = 1,2. Entonces Syy = Sy, USw, ¥y 7 5. = ToYopara todo v € m (U\A(W)) se
Wi
cumple
anyza}y-a?yza?y-a,ly,

donde afy pertenece a la monodromia de W; y actiia trivialmente sobre la fibra de ;, con
J# i

Prueba. Sea =z ¢ A(W) entonces n=1(z) = m;*(2) [[ 75 ' (2), donde 7y *(2) y 7y (2)
tienen d y dy elementos respectivamente. Siy € w1 (U\A(W)) entonces v € w1 (U\A(W,))
y v € me(U\A(W,)) y a la vez asociamos la permutacion correspondiente

1., -1 i BWA | —1
oy (2) — m(2), oy Ty (2) — m(2).
- _ 1.2 1, 2 _ 1. 1 i
Luego, definimos 0., = o, - 0. Es claro, que o, - 05 = o, - 0, donde o, pertenece a la
monodromia de W;. O

Proposicion 3.16 (monodromia alrededor de una componente proveniente de 7%).
Sean F una foliacion de grado d sobre P% y C una componente irreducible del divisor T'
con multiplicidad m — 1. Entonces en una vecindad de un punto genérico de Gr(C\Xr)
localmente podemos descomponer LegF como un producto W}, K Wt donde W esun
m~—web irreducible transverso a Gz(C) y WL es un (d — m)—web transverso a Wi .
Ademds, si W}_  es regular, la monodromia de LegF alrededor de Gr(C') es generada por
un m—ciclo.

Prueba.
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Mediante un cambio de coordenadas podemos suponer que el campo X que define
F y la curva C son de la forma siguiente

0 0
X(xay):%+xmg($ay)a_y y C:$:0a COHg(O,y);’éO.

De esta manera, LegF y Gr(C) son dados respectivamente por

Gr(C):p=0

El teorema de preparacién de Weierstrass aplicado a F' garantiza la existencia de un
polidisco A = A((a,0);r1,72,73) C V, con a = (0, qp), tal que

F(p,q;x) = U(p,q;2)Pw(p, ¢; x), (3.5)

donde
PW(p7 q, .’L’) = xm + C1 (p7 Q)xm_l + 02(p7 q)xm_2 - F - + Cm(p7 q)7

U(p, q;x) es una funcién analitica que no se anula en A, las funciones ¢; son analiti-
cas en A’ = A(a;r,72) ¥ ¢j(a) = 0 para j = 1,...,m. De esta manera, LegF =
W WL donde WY es generado por U(p, ¢; ) y Wi, es generado por Pyy(p, ¢; ©).

Ademas, notemos que Py = 2™; esto es W, es transverso a G£(C).
Gr(C\Zr)
Probaremos ahora que W) es irreducible: denotemos por A el dominio integral

C{p,q} y por B el ideal primo (p) C A. Al usar el desarrollo de Taylor de g(z,px + q)
alrededor de = = 0 comparamos las expresiones de F'(p,q,x) y vemos que los coefi-
cientes ¢;(p,q) € B, parai =1,... mycy, ¢ 2. En efecto, como g es analitica en una
vecindad de (0, qo) se tiene

Jg Jg

g(z,px+q) = g(0,q0) + (%(OalIo)era—y(O,(Jo)) T+

1 (0% dg ,0'g )
- =5(0 20—=(0 ~—2(0 ...

+2 <81’2( aq0)+ p&vay( aq0)+p 3y2( ,q()) x° 4+
Al sustituir esta expresion en (3.4) resulta

) = — m @ @ m+1
F(p,q;x) = —p+g(0,q)z™ + <8x (0,9) +p8y (0, q)) " (3.6)
1 (9% d'g ,0'g m+2
Por otro lado de (3.5) se tiene,

F(p,q;2) = u0Cm + (uoCm—1 + u1¢m )2 + (UCm—2 + U1 Cp—1 + Uz )T+
+ (UoCm—3 + U1Cm—2 + U2Cm—1 + u;»,cm)x?’ 4+ -+
+ (upc1 + urco + ugeg + -+ + um_lcm)zm_1+

+ (uo +urer +ugcy + -+ UG )™ A+ - (3.7
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Al comparar (3.6) y (3.7) obtenemos

(5% 1
Cm=—"—, Cm-1=(—)p, cm-2=——5(u] —uouz)p,
Uo U2 0
_ 1 3 2
Cm—3 = — (U] — 2upuiuz + uguz)p
g
1
4 2 2 2 92 3
Cm—d = —E(ul — Bupuiug + 2ujuiug + ujusy — ugug)p
0
= (1 ()
Cm—j = (= 1 WP
Up

donde h(u) es una funcién que depende de los u;. Los coeficientes c; verifican c;(0, q) =
0, para j = 1,...,m. De esta manera, LegF = W] X Wi | donde Wi _, es generado

por U(p, q;z) y W}, es generado por Py (p, ¢; z). Ademés, notemos que Pyy =
Gr(C\EF)

x™; esto es W), es transverso a G(C). Es claro entonces que ¢, € R, parak = 1,...,m
¥ ¢ & B2, Por lo tanto, el criterio de Eisenstein garantiza la irreducibilidad de Py en
Alx].

Supongamos ahora que WY es regular. Puesto que la monodromia de W} es cicli-
cay transitiva el lema (3.15) implica que la monodromia de LegF relativa a Gr(C\Xr)
es un m—ciclo. ad

Corolario 3.17. Si F es una foliacién Galois de grado d sobre PZ tal que T% = G¢~1
entonces M ~ 74

Prueba.

Si 7% = G9!, de la proposicién (3.16) se sigue que su grupo de monodromia Mz
es generado por un d—ciclo, y como |Dz| = d, el teorema (3.13) implica que Mr ~ Z,.
O

Proposicion 3.18 (Monodromia local alrededor de una componente proveniente
de una singularidad). Sea F una foliacidn de grado d sobre P% dado por X y s € ¥ =
una singularidad especial de F tal que J}*X es un campo vectorial libre de cuadrados.
Entonces en una vecindad de un punto genérico de la recta 5 C Az, podemos descomponer
localmente el web LegF en la forma siguiente

LegF = W% X Wi, SLTs = Vs
Wus—l X W;S—Vs+1 X W;—Ts’ SL Ts > Vs,
donde W& denota un k—web totalmente descomponible, con k € {vs,vs — 1}, WTiS_VS 11
un (15 — vs + 1)—web irreducible para el cual § = A(Wkd) = A( 71:5_1/5"'1) es totalmente

. . t -« 7 . t
invariante y W, _ es un (d — 75)—web transverso a . Ademds, si Wy, es regular;
entonces la monodromia local de LegF alrededor de la recta 5 es ciclica de orden 75 —vs+1.
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Prueba.

Tomando s = (0,0). Observemos que si X es un campo vectorial homogéneo de
grado k, su transformado de Legendre tiene la forma

Ti(p. q,2) = CE(p) + qCr_1(p)a™ + - + ¢"C§.

Se presentan dos situaciones teniendo en cuenta si X es o no paralelo al campo radial
R:

i) Cuando X} = Qr_1 R, para algun polinomio homogéneo de grado k — 1, entonces
Ti(p, ¢, %) = qQr—1(x, pr + q),
donde Cf(p) =0y Ci_;(p) = Q-1(1,p) # 0.
ii) Cuando X} no es paralelo al campo radial R, se obtiene que C¥(p) # 0.

Por otro lado, si 7, = v, entonces la foliacion F es dada por el campo vectorial
X(z,y) = Xu(z,y) + Xp—i1(z,y) + --- + Xg(x,y), donde v = v5 y X, no es parale-
lo al campo radial. En consecuencia, el web LegF es dado por

F(p,q,ﬂ:) = Tl/(pa (],IL') + - Td(pqux)‘

Fijando un p genérico y explotando la curva en el punto (0, 0) haciendo = = \q obtene-

mos
F(p,q,7\q) = ¢"G(p, ¢, \).
En efecto,
F(p,q,79) = Tu(p, 4, 7q) + Tu41(p, ¢; Aq) + - -+ + Ta(p, 4, Aq)
= ¢ (CLPIN +CL (PN 4+ CE ) +
+ g (G N O N 4+ O ) +
-+ a" (CHEAN + O N 4+ CH(p)
=¢"G(p. ¢, ),
donde

G(p,0:0) = (CLPIN + CLy (N + -+ CF ) +
+q (CUH N+ CUTI PN+ 4+ G (p)) o+
4 (CHEIN + O N 4+ C)
=Ty(p,1,A) +ql--]
representa el transformado estricto de la curva. Por lo tanto,

G(pa q, A)‘q:o = Ty(p, 1, )\) = C:,/(p))\y + Cllj_l(p))\l’_l 4+ 4+ C’(’]/

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




K % | UNIVERSIDAD
TESIS PUTFE y | CATOLICA

W | DEL PERU

y como X, es libre de cuadrados existen v raices distintas \;(p). Luego, podemos es-
cribir,

G(p,q, N H ) +al--],

en particular, G es suave y transversal al d1v150r excepcional sobre cada \;(p). En con-
secuencia, la curva inicial tiene v ramas suaves que pasan por (0,0) y esto conduce a la
descomponibilidad del web W4.

Supongamos ahora que 7 := 7, > v := v;,. En este caso, la foliaciéon F es dada por
un campo vectorial de la forma

X:XV+"'+XT—1+XT+"'Xda

donde X, # 0 es libre de cuadrados, X; es paralelo al campo radial R, para j =

.,7 — 1,y X; no es paralelo a R. En particular, X; = Q; 1Rparaj=1,...7 -1
con Q,,— reducido y homogéneo. Luego, el cono tangente de F'(p, g, z) en (¢,x) = (0,0)
, una vez fijado p genérico, es formado por v — 1 rectas distintas y {¢ = 0}. Como en
el caso anterior, explotamos en la carta 2 = A\q encontrando v — 1 ramas pasando por
(0,0) que corresponde a un (v — 1)-web.

Por otro lado, usando la carta ¢ = px vemos que el transformado estricto tiene la
forma

G(p,p,x) = pA(p, p,x) + 7 " B(p, i, x),

donde A(p,0,0) = Q,—1(1,p) # 0y B(p,0,0) = T(p,0,1) = C7(p) # 0. Por lo tanto, el
blow-down es una curva irreducible de la forma ¢ = (zr(p, ¢, z))"**!, con r(p,0,0) #
0,elcualda Wi _, ;. O

Ejemplo 3.19. Sea F la foliacién dada por el campo vectorial

0 3, 0

B (). — To-t (y—= )8_31

El soporte del divisor de inflexién es {z = 0}. Es claro que la foliacién F es convexa.

Ademds, s = (0,0) € X7 y como v4(F) = 1, 75(F) = 3 entonces s € X%. Luego la

proposicién (3.18) implica que en una vecindad de un punto de 3, el web LegF dado

por 2° — ¢ = 0 se descompone como producto LegF = Wi K W, donde Wg es un

0—web, ng es un 3—web irreducible, y la monodromia local de LegF alrededor de la

recta s es ciclica de orden 3. Ademads, usando la proposicion (3.6) se comprueba que F
es Galois.

Ejemplo 3.20. Sea F la foliacién dada por el campo X (z,y) = 3> % — 23 a . El soporte
de su divisor de inflexién es {zy(z — y)(x + y)(z* + y?) = 0} y el soporte de su parte
transversa es {xry = 0}. Cada una de las curvas de la parte transversa aparece en
el divisor Zr con multiplicidad 2. La proposicién (3.16) garantiza que en un punto
genérico de Gr({x = 0}\Xr) localmente podemos descomponer LegF = Wi X W,
es decir LegF es generado por un 3—ciclo. En forma similar, se procede para el caso

{y =0}.
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Por otro lado, s = (0,0) € X7, y se verifica que v5(F) = 75(F) = 3y J*X es
libre de cuadrados. Luego, la proposicion (3.18) implica que un entorno de un punto
genérico de 3, el web LegF dado por

(p* + 1)z + 3p3qa® + 3p*Px +p® =0

puede descomponerse como producto LegF = W K W, esto es LegF es totalmente
descomponible en un entorno de un punto genérico de § = {¢ = 0} y por lo tanto su
monodromia correspondiente es trivial. Ademads, en este caso también se verifica que
F es Galois.

Corolario 3.21. Sea F una foliacién sobre P% tal que todas sus singularidades tienen
primer jet no nulo libre de cuadrados. Entonces la representacion de monodromia fi :
T (PA\AF) — &, de LegF se factoriza a través del epimorfismo

m(ER\AF) - m (PE\(AF U TE)
inducido por la inclusién P2\Ax c P2\ (AW U 374), donde ¥784 .= {s € £ : 7, > v}.

Prueba. La tnica parte que no es una consecuencia directa de la proposicion (3.18) es el
hecho que la inclusion P2\Ax C P%\(Al;f U 29‘}‘1) induce un epimorfismo a nivel de grupo
fundamental, que se sigue de [17]. ad

Corolario 3.22. Sea F una foliacién sobre P% tal que todas sus singularidades tienen
primer jet no nulo libre de cuadrados. Si la curva Al;f U i)géld tiene cruzamientos normales
entonces F es Galois.

Prueba.

De la expresién (3.2) en el teorema (3.3) y del corolario (3.21) el grupo de mono-
dromia M de F es la imagen de 7 (P2\AlRf y y2ad),

My = m(PE\(AF U SF)),

como el divisor C = Ai}f U X7 tiene cruzamientos normales, ver [12], el grupo Mr es
abeliano. Luego, el corolario (1.33) permite concluir que F es Galois. ad

Corolario 3.23. Si F es una foliaciéon homogénea de grado d tal que Z?d =0y IF =
G para algtin polinomio G, entonces F es Galois y tiene grupo de monodromia ciclico.

Prueba.

Puesto que F es una foliacion homogénea, los elementos asociados a F son invari-
antes por homotecias y por lo tanto se verifica

Ar=TrUTFUXE.

Ademds, puesto deg(Z'2V) = d+2, entonces deg(Z%) < 2d—2. De esto se deduce que
deg(G) < 2, en consecuencia G es unién de dos rectas. Luego, A r representa rectas que
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pasan por el origen de coordenadas y la recta al infinito /... Asimismo, como Z?jld =0

se tiene que
AP UTRE! = Gr(TH\TF)

estd contenido en la unién de dos rectas en P%. El corolario (3.23) implica que F es
Galois. Finalmente, el corolario (3.22) permite concluir que el grupo de monodromia
de F es ciclico. ad

Observacion 3.24. Después de la proposicién (3.16) la igualdad IF = G4~ significa
que en un punto de inflexién aislado a lo largo de una hoja H, el orden de tangencia de H
con su recta tangente 1), H alcanza su mdximo, es decir el grado de la foliacion. El ejemplo
(3.12) proporciona una familia de foliaciones homogéneas Galois de grado d = 2n para el
cual Ir # G4, Por otro lado, la hipdtesis Eg‘}d = () no puede ser eliminada del corolario
(3.23) tal y como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.25. La foliacién F dada por el campo vectorial X (z,y) = 2%(z + 3y) 2 +
v (y + 3x)6% tiene las siguientes propiedades:

i) Su divisor de inflexién no tiene parte transversa , es decir F es una foliacion
convexa,

ii) 74(F) = vs(F) = 3. En consecuencia, s = (0,0) ¢ X34, pero existe una singulari-
dad radial en la recta del infinito,

iii) F no es Galois.

Ejemplo 3.26. Hemos visto que la foliacién F de grado 6 inducida por el campo vec-
torial

0
= AR 3, iC 3 .3v29
X(z,y) = (z +y)a$+(w y°)

es Galois y su grupo de monodromia no es ciclico. Asimismo, obtenemos que la parte
transversa Z'%* del divisor de inflexion es

TF = {2y (2° — y?) = 0} # G°.

Ademds, puesto que 75(F) = vs(F) = 6 entonces £2¢ = (). Luego, s = (0,0) ¢ X729, La
misma situacion sucede con las foliaciones dadas en el ejemplo (3.12).

3.4. Foliaciones con grupo continuo de automorfismos

Un marco natural que generaliza las foliaciones homogéneas es considerar folia-
ciones F sobre P% que admiten un grupo continuo de automorfismos Aut(F) C PSL;(C).
Teniendo en cuenta que cada foliacién de grado 1 o 2 es Galois, podemos asumir que F
es una foliacién de grado > 3 sobre PZ. Sean 0 # R € Lie(Aut(F)) C X (P%) ~ sl3(C).
Existen cuatro tipos de formas de Jordan posibles cuando la traza de una matriz aso-
ciada a R es cero:
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a 0 0 c) |0 0 1
a) |0 g 0 0 0
0 0 —(a+p)
010 1 1 0
b) [0 0 0 d [0 1 0
0 0 0 0 0 -2

En la carta afin (z, y) el campo vectorial correspondiente R toma una de las formas
normales siguientes:

a) R(z,y) = oza:a% + ﬁya%, conaeC*ypgeC,
b) R(z.,y) = yg;,

o) R(z,y) =yZ + a%,

D R(z,y) = (= +y)Z +yi.

Sea X (z,y) = A(z, y)a% + B(x, y)a% un campo vectorial polinomial saturado que
define F. Si R € Lie(Aut(F)) entonces

LrX =X, paraalguna funcién ¢ € C(z,y),

donde Lz X denota la derivada de Lie de X con respecto a R. En efecto, usando el
hecho que los polos de ¢ estadn contenidos en los ceros de los coeficientes del campo X
y teniendo en cuenta que X es saturado obtenemos que ¢ € C[z, y]. Finalmente, como
deg(R) = 1 concluimos que ¢ debe ser una constante.

El siguiente resultado describe las foliaciones de grado d > 2 que admiten un grupo
continuo de automorfismos.

Proposicion 3.27. Sea X = A(x, y)a—i + B(z, y)a% un campo vectorial polinomial satu-
rado de grado d > 2 verificando Lr X = X, para algun ¢ € C.

a) Si R(z,y) = aaza% + 59{% entonces 3/« € Q, de manera que podemos asumir que
«, B € Z son coprimos y

Az, y) = Z ajz'y’ y  Blz,y) = Z bija'y’
aitfi=et+a aitBi=e+p

son polinomios cuasi-homogéneos de pesos («, (3).

b) Si R = y% entonces ¢ = 0y X = (zQ(y) + P(y))(% + yQ(y)(%, para algunos
polinomios coprimos P, Q € Cly].

c) SiR = ?/8% + 6% entonces X = (yP(y* — 2x) + Q(y* — 23:))8% + P(y? — 2:E)8%,
para algunos polinomios coprimos P, Q € C|z].
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d SiR=(z+ y)a% + ya%, la relacion Lr X = X no se cumple para cualquier campo
vectorial polinomial saturado X.

Prueba.

a) Sean A = Z aijxiyj y B = Z bl-jasiyj. De la condicién Ly X = X se deduce

dA dA d oB oB d
(3:8—+ﬁy—y—ozA—sA)a (:n8—+ﬁy——ﬁB—eB)ay 0,

y por lo tanto

De esta ultima ecuacion obtenemos

ai+fj=a+e & c€Za+7Zp5. (3.8

Luego,

A= Z iy’ y B = Z biz'y’

ait+Bi=e+a ait+fi=e+p

Si g ¢ Qydeg(X) > 2, se prueba que X no puede ser saturado.
b) Sea R = ya%, entonces

0A 0 0B 0
LpX —eX=(y=— —B—¢cA y-— —€eB
" (v )35+ W5 — B =

0.

De la 0,—componente de LrX — ¢X obtenemos B = e%a(y) y teniendo en
cuenta que B € Clx,y] resulta que e = 0y B = Q(y). Y de la 9,—componente
resulta que A(zx,y) = %Q(y) + P(y) € Clx,y]. Por lo tanto, Q(y) = yQ(y), para
algun Q € C[y].

c) SiR= ya% + a% entonces

0A OA o 0 0B OB 0

LpX —eX = (y5- By 0x T W, By y

La 9,—componente de LpX — ¢X implica que B = e¥P(y* — 2z) € Clz,y] y
necesariamente ¢ = 0. De la 9, —componente de Ly X — X = 0 obtenemos que
A(z,y) = yP(y? — 2x) + Q(y* — 2x) para algunos polinomios P, Q € C|z].

d) SiR=(z+ y)a% + ya% yX = ZX”’ donde X,, = An% + Bna% son campos

n
homogéneos de grado n. Entonces la componente homogénea de grado n de
LrX —eX es
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0=LpX, —cXn

0A, 0A, 0 0
= ((x—i—y) o +y Y —(1+5)An—Bn>%+<(x+y) B +y a9y _(1+E>Bn)%

Asimismo, se verifica que

04, 0A,, 0B, 0B,
+

=nA,
xax yay " yx8x+y8y

=nB,,

estas relaciones permite reescribir la expresion anterior

0A, 0 0B, g
(y 5 —(1+E—n)An—Bn)%+(y o —(1+6—n)Bn)a—y_O.

(1+e)z
De la 0,—componente de LrX, — X, se tiene que B,, = Q(y)e v y como

B,, € Clz,y] es homogéneo de grado n se deduce que e = n —1y B, = qy".
Asimismo, de la 0,—componente Lp X, — ¢X,, y teniendo en cuenta lo anterior
resulta, A = qzy™ ! + py", para algin p € C. Luego,

N 0 0
X(z,y) = Xp(z,y) =y <(py + qx)% + qya—y> ,

el cual no es saturado, pues deg(X) =n > 2. O

Lema 3.28. Sea ¢, el flujo del campo R por transformaciones homogrdficas de P% y
denotemos por ¢, el flujo dual del campo vectorial dual R de R. Se cumple

a) Si R(z,y) = axa% + ﬁya%, entonces

R(a,0) = —(0a s +5bs), du(wy) = (e ye®),  dla,b) = (e be)

b) Si R(z,y) = y# ,

R(a,b) = —a%,

¢t($ay) = ($+tyay)a qvbt(aab) = (aab_a’t) Y-
) Si R(z,y) = y2 + a% entonces

R(a,b) = —(ab2 + (a + b%) 0

da %)a th(l',y) = (1’ +ty+t2/2ay +t)a
y a b—at
y 9i(a,b) = <1+bt—at2/2’1+bt—at2/2>‘

Prueba.
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Consideremos una carta afin (z,y) en PZ y una carta afin en ]IVD(% cuyas coordenadas
(a,b) corresponden a la recta {ax + by = 1} C PZ. Los flujos ¢; se obtienen de manera
inmediata resolviendo la ecuacién diferencial definida definida por el campo corres-

b
@(yeﬁt) =1, por lo

tanto ¢;(a,b) = (ae~*,be~*). En forma analoga se procede con el otro caso. O

pondiente. Para obtener ¢ basta tener en cuenta que 27 (ze™) +

Teniendo en cuenta la identificacién Z = {(p,£) € P4 x P : p € (} ~ PT*P2Z ~
PTPZ con la variedad de incidencia se obtiene el siguiente resultado.

Lema 3.29. Se cumple ¢, o Gr = Gr o ¢, donde ¢, es el flujo de R, ¢, su flujo dual.
Prueba.
La accién ¢; puede ser descrita por las siguientes aplicaciones

PD¢,: PTPZ — PTP2
(P, [X(P)]) = (¢e(p), (D) (p)(X(p)))

y por
(61, bs) : PTPE — PTPZ.
La relaciéon Ly X = X implica que (D¢;)(p)(X (p)) es paralelo al X (¢:(p)), la cual
es equivalente

Su(p, (X)) = (¢1(p), [X (61 ())]);

donde <;~5t denota la accién inducida por las accion ¢,. En términos intrinsecos <;~5t ow}l =
w}l o ¢y, donde 7 : S — IP(QC es la proyeccién natural, donde Sz C Z es el gréfico
de la foliacién F definida por X

PTP% s PTP

ﬂ{ Jﬁf

Or =
2 2

Pe »Pg

Puesto que Gr = 7r o 7r;-1 y gt ~ (¢, ¢;), componiendo la relacién anterior a la
izquierda con 7z obtenemos ¢; o Gr = G o ¢;.

Observacion 3.30. La relacién ¢, oGr = Gr o, nos dice que la aplicacion de Gauss lleva
las hojas de la foliacion R definida por el campo R en hojas de la foliacién R definida por
el campo R.

Ejemplo 3.31. Si R(z,y) = aa:a% + ﬁy(% y R(a,b) = —(aa% + ﬁb%) entonces existen
integrales primeras racionales

« bOé

Y -
r = — ﬂ b —_ —5-
p( ) y) ﬁ ) (a7 ) a,ﬁ
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Teniendo en cuenta las relaciones anteriores y la carta afin » para P resulta
o(z) = (27,29, 5(z) = (27,2%), conad—py=1.

Ejemplo 3.32. Si R(z,y) = y%, al proceder en forma andloga al caso anterior se
obtiene

plx,y) =y, o(z)= (07 z), pla, b) =a, 0o(z)= (270)'

Ejemplo 3.33. Si R(x,y) = ya% + a%’ entonces

b2 + 2a

plx,y) = y2 — 2z, U(Z) = (_2/27 0)7 pla, b) = a2

, 0(2) = (2/2,0).

Teorema 3.34. Para cada foliacién F de grado d > 2 sobre P4 que admite grupo continuo
de automorfismos existe una aplicacién racional Gr : PL — PL verificando las siguientes
propiedades

1. Grop=poGr

2. Para cada 7 € Dy, existe una homografia 7 : P{, — P, tal que
i) Top=por,
ii) Gr o7 = Gr.

3. La aplicacion k : Dy — D(QA;) C PSLy(C) definida por T — 7 es un isomorfis-
mo de grupos.

En particular; F es Galois si y solo si Gr es un recubrimiento ramificado Galois.
Prueba.

En los casos (a) y (b) las foliaciones definidas por campos vectoriales R y sus duales
R admiten integrales primeras racionales explicitas

2 1 <2 1
p:]P(C___)]P)(C y p:]P)(C——-)]P)(C
respectivamente y secciones
o:PL-->PL y 6:P%:——->IP’%

tal que po o = po s = Idp . En las cartas afines (z,y), (a,0) y 2 € P, P2 y PL
considerados anteriormente son descritas en los ejemplos (3.31), (3.32).

Teniendo en cuenta que poo = Idpé , siendo p integral primera de R obtenemos que
para un punto genérico p € P¢, existe un u(p) € C tal que (o 0 p)(p) = by ) (p)-
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1. Definimos C?; := po Groo. Parap € PA genérico se cumple

(Grop)p) = (poGroaop)p)=(50GF 0 buup)P)

Teniendo en cuenta que ¢, 0Gr = Grod¢y, Sip € P2 es genérico existen t1,ty € C
tal que si

gf(‘bh (p)) = gf(¢t2 (p)) = éh (g}'(p)) = étz (g}'(p))

Puesto que py Gr(p) son puntos genéricos de la descripcion analitica explicita de
los flujos ¢, y ¢, en los casos casos (i), (ii) y (iii) deducimos que ¢y, ¢, = Id@%,
por lo tanto ¢y, ¢, = Idpé . De esto deducimos que la restriccién de Gr a una
hoja genérica de la foliacién R es inyectiva, y por consiguiente G tiene el mismo
grado topoldgico que Gr.

2. Para cada 7 € D definimos 7 := p o 7 o 0. Para cada p € P4 genérico se cumple

(Top)(p) =(poToaop)(p) = (poTodyp)p)
= (p° bu)(®) 2 (po)(p),

Ahora probamos (1) : 7 o ¢, = ¢ o 7: De la relacién ¢, o Gr = Gr o ¢, se sigue

GrogioT=¢0GroT =g 0GrF
=0ro¢gt=GroTodgy,
el resultado se sigue de la inyectividad de G a una hoja genérica de la foliacién
R.

Por otro lado, para p € P{. genérico se verifica

(GroR)(p) = (poGroo)o(poToa)(p)
= (poGr)o(aop)o(roo)(p)

= 0 GF © bu(r(o(p)) (T((p)))

= (70 Pu(r(opy) © GF 0 T 0 0)(D)

= (P 0 Pu(r(o(p))) © GF 0 0)(P)

= (poGroo)(p )ZQF(P)-

3. Ahora probaremos que « es un morfismo de grupos:

k(T oTy) =T 0T =po(T10Tp)00 =po¢,0TI0T200
=poTiop,0moo = (poroc)o(poTyo0)
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Solo resta probar que k : Dy —» D(C?;) es biyectiva. Para lo cual daremos una
expresién explicita de su inversa ¢ : D(Gr) — Dy.

Primero, para cada h € D(C7 ) definimos la aplicacién racional h
h:=cohop:Pi-->P%
Se cumple

poGrofi=(pogr)o(oohop)=Gropocohop
=Grohop=Grop=poGr.
Debemos definir £(h)(p) = h(p) := Gu,, () (R(p)), para una eleccién adecuada de
vp(p) € C.

En las cartas afines (z,y) y (a,b) de PZ y P2 la aplicacién de Gauss de una fo-
liaciéon dado por un campo vectorial es dado por

B —A
Grla,y) = (333 —yA’ zB — yA) '

Para que h = ¢y, oh cumpla G roh = Gr debemos tomar las expresiones siguientes
para la funcién vy, en cada caso de acuerdo al lema (3.28):

a) SiR= ama% —i—Bya% y X = A(z, y)a% + B(z, y)a%, incluyendo el caso cuando
a =1y g =0 tenemos que

o\’ (4om\
v, := log = g , donde C =zB —yA. (3.9
(@ @)

b) SiR=yg y X = (2Q(y) — P(y)) 4 + yQ(y) 5, entonces

Iypgerle\w’; % Wl
w=(5-3)5+G-7) ©19)
o) SiR=yZ + 6% yX = (yPly—2)+Q(y*— )L +Py> - 23:)8% entonces
vp, ::y+%( 2—23;)—(%0}1)(3/—332). (3.11)

De la definicion, es claro que £ es una aplicacién racional. El hecho que es bir-
racional es una consecuencia de la relacién hy o hy = hj o ho, la cual se sigue
de

hiohy =6, ohiog¢y, ohy=¢, 5 oogohiohyop

Vhq oho Vhq oho

= ¢vh1 O’Hz ° hl ° h2
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Por otro lado, teniendo en cuenta que Gr(p) y Gr(h(p)) se encuentran en una
misma hoja de R se tiene

Gr(p) = buy, () (G (h(D)) = GF (o, (p) (A(D)))- (3.12)

Luego, teniendo en cuenta que ¢ o Gr = Gr o ¢, y usando (3.12) resulta

b ooy GF (P (h2(0))) = G(ha(p)) = Gr(@u,, (1)) (Ba(p))
= vy, (p) (97 (h2(p))) = GF(p)- (3.13)

Ademas, se cumple

Fi(a(p) = 7 0 b1 0 60, ) (20)
=ogohjopo ¢Uh2(p)(ﬁ2(p)) = 0 0hy o p(ha(p)) = h1 o hy = hy o hy(p)

Debemos probar que vy, o ﬁg (p) = Vh,oh,(p). En efecto, aplicando la ecuacion
(3.12) a hy o hy tenemos

GF() = bup,on, () (GF (R 0 B2 (p)))

= Gupyony () (GF (P10 ha(p))) (3.14)
Las relaciones (3.13) y (3.14) implican que vy, o ﬁg = Uhyohy-

Resta probar las igualdades (o £)(h) = hy (£ 0 k)() = 7, para cada h € D(Gr)
y 7 € Dx. En efecto,

(“Of)(h):“(ﬁ)zﬂoﬁodzpoqbvhoﬁoa
=po¢, occohopoo

— (poo)oho(poo) =h.

De esta igualdad se sigue que x es un morfismo suryectivo.

Para probar que (§ o k)(7) = 7 podemos probar que « es inyectivo. En efecto,
sik(r)=7= Idﬂ% entonces 7 debe ser la identidad sobre P2, pues Gro T = Gr
y tenemos ya demostrado que la restriccién de G a una hoja genérica de R es
inyectivo. O

Observacion 3.35. Teniendo en cuenta que la aplicacion de Gauss de la foliacion F dada
por el campo vectorial R—invariante A(z, y)a% + B(x, y)a% se escribe como

B(xa y) _A(xa y)
C(z,y)" C(z,y)

Gr(z,y) = ( ) , con C(z,y)=zB(z,y) — yA(z,y),

obtenemos expresiones explicitas para la aplicacion Gr = poGroo : PL — P en cada
uno de los casos descritos (a), (b) y (c) desarrollados en el lema (3.28):

Q) Gr(2) = [~A(z7,2)°] [B(=7,2°) 7] [C (=7, 2°)7 ],
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~ 2(y
0 Gr(z) = %EZ; s

donde Ay B toman la forma dada por la proposicion (3.27) en cada caso.

3.5. Aplicaciones racionales de la recta proyectiva en si mis-
ma

Si consideramos P{. como la esfera unitaria S, entonces el grupo de automorfismos
de una aplicacion racional G: P{. — P{ es un subgrupo finito de PSLy(C) que siempre
es conjugado a un subgrupo de su compacto maximal SO3 = PSLy(C) cuyos subgrupos
finitos son bien conocidos: ciclico, diedral, tetraedral, octaedral e icosaedral. Ademas,
para cada subgrupo finito G de PSLy(C) existe un recubrimiento Galois ramificado
G : PL — PL cuyo grupo de automorfismos, llamado también grupo de Galois, es
exactamente (G. Mas precisamente, tenemos la siguiente clasificacion, ver [35, Teorema
3.6.2].

Proposicion 3.36 (Klein). Sea G : Pt — PL una aplicacién racional Galois con
grupo de automorfismo G. Entonces G (respectivamente G) es conjugado (respectiva-
mente es izquierda-derecha equivalente) a uno de los siguientes grupos triangulares de
SO3 C PSLy(C) (respectivamente a las aplicaciones racionales):

Grupo orden Presentacion de G g r(2) s(z)
ciclico n CF=_ = Go €nz z
diedral 2n | Dp={(r,s: Mm=s2=(rs)2=1)|Gp | &= 1
tetraedral 12 Ay =Yg, 57, P =s? = (1) =0\ NO7 %jll -1
octaedral 24 Sy={r,s:r3=s2=(rs)*=1) | Go _ii'fll _Ziizl
icosaedral | 60 As=(r,s: 13 =82=(sr)>=1) | Gy ((Zi)fs ran

donde &, = e, & = \/52_1 y

bo(z)=2".  Gpla) == )= | G5 may

~ (2% 4+ 142% +1)3 ~ (220 — 228215 + 494210 4 22825 + 1)3
10824 (2t — 1)1 N —172825(210 + 1125 — 1)5

3
(2" + 1)2 . <z4 +2iy/322 + 1)
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3.6. Foliaciones homogéneas

Otra de las cuestiones que se plantean los autores en [7] es describir el conjunto
algebraico de foliaciones homogéneas de grado 3 que son Galois. Ellos trabajan con una
forma normal genérica (suponiendo que el cono tangente en el origen es reducido), que
depende de 4 parametros complejos. Es decir, salvo conjugacion este tipo de foliaciones
son descritas por 1—formas racionales del tipo

Fahuy - % +)\% +M(dy— dz) _H/(dy—ad;E)

, (3.15)
y—x Yy —ax

verificando la condicién de admisibilidad
ala —DApr(1+ A+ p+v) #0,

para obtener una foliacién saturada de grado 3. Sea 7 el conjunto de pardmetros ad-
misibles (a; A, 1, v) € C* tales que la foliacién F,., ,,, admite trivolucién birracional
7 : PZ --> PZ que conmuta con su aplicacién de Gauss. En [7] se prueba los siguiente

i) Demuestran que el punto (—1,1,1,1) € 7 admite una vecindad U tal que T N U
es una superficie suave,

ii) la traza de 7 con el hiperplano « = —1 estd formado por dos componentes
irreducibles que se encuentranen (—1;1,1,1).

Ademads, Cerveau y Deserti plantean la cuestidon sobre la irreducibilidad y racionali-
dad del conjunto algebraico formado por las foliaciones homogéneas Galois de grado
3. En esta seccién responderemos a estas preguntas para el conjunto de foliaciones
homogéneas Galois de grado d.

Denotemos por G, el conjunto de foliaciones Galois de grado d y por Hj el conjun-
to de foliaciones homogéneas de grado d dadas por campos vectoriales homogéneos
saturados A(z, y)a% + B(z, y)a%.

Lema 3.37. Hy es un subconjunto abierto Zariski de P(Cgy[z,y]®?) ~ IP%d“.

Prueba. Pues, H; = IP’(QCdH\{R(A,B) = 0}, donde R(A, B) denota la resultante de los
polinomios homogéneos A(xz,y) y B(z,y). O

Lema 3.38. Las acciones derecha-izquierda de PSLy(C) sobre el conjunto de funciones
racionales induce una accion natural ¢ de PSLy(C) x PSLy(C) sobre H, por medio de

o([vig], [Bij]; [A1, A2]) = [B11 AT + B1243, B21 AT + B2 A5,

donde A (x,y) = Ai(a11x + aq2y, a1 + a22y).

Teorema 3.39. El subconjunto G4 N Hy C Hy formado por las foliaciones homogéneas
Galois de grado d es un conjunto constructible y sus componentes son las orbitas por
¢ : PSLo(C) x PSLy(C) x Hy — Hy de las foliaciones
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1 242 4 yda%, para cada d,

2. (=" + y”)za% + (2" — y")za%, sid = 2n,

3. (—a* — 2V/3ix%y? + y4)3a% + (=2t 4 2v/3iz?y? + y4)3a%, sid=12,

4. (zy® — 2Py)* L + (2 + Mty + y8)3a%, sid =24,

5. (wy(—a'"+1125y° +y10))> & + (220 +22821%y° + 494210y 10 — 22827y1% +y20)2 2
si d = 60.

La clausura de cada drbita es una variedad uniracional. La primera componente tiene
dimension 5 y el resto 6. Cada componente irreducible corresponde a un grupo Galois
diferente segtin la lista descrita en la proposicion (3.36).

Prueba.

Como consecuencia del teorema (3.34), la proposicion (3.36) y la equivalencia
izquierda derecha obtenemos la clasificacién de las foliaciones homogéneas Galois des-
critas en el teorema.

Por otro lado, sabemos que PSLy(C) x PSLy(C) es una variedad cuasiproyectiva irredu-
cible y racional. Puesto que toda variedad cuasiproyectiva es un conjunto constructible,
del teorema de Chevalley deducimos que cada érbita

O(F) = (PSLy(C) x PSLy(C)) - F

es también un conjunto constructible irreducible y su clausura es una variedad unira-
cional. Ahora nos centramos en calcular las dimensiones de cada componente. Para
esto consideremos la funcién ¢ : PSLy(C) x PSLy(C) — O(F) definida por

d([as], [Bij]) = [B11AT + Bi12 AT Bar AT + P22 AT,

donde AY = A;(anz + ai2y, a21¢ + azoy) son las componentes del campo que define
la foliacién F. Es claro que ¢(Id,Id) = F. Sean ~(t) = (Id + t[a;],Id + t[5;5]) y 6(t) =
(¢ o )(t) caminos respectivamente sobre PSLy(C) x PSLy(C) y O(F). Se cumple

i) La funcién d¢(1d,1d) : T{ig14)(PSL2(C) x PSL2(C)) — TxO(F) es suryectiva,
11) ’}/(0) = ([Oél'j], [ﬁl]]) S T,Y(O)PSLQ((C) X PSLQ((C) = 5[2(@) X 5[2(@), y

dé
iy 30
iii) de(Id,Id) - 4/(0) T o’
De (i) se deduce que
dlm(T]:O(f)) = dim T(Id,Id) (PSL2 X PSLQ((C) — dim ker(dqﬁ(Id, Id)), (316)

donde

T1d,10)(PSL2(C) x PSLy(C)) = T19(PSL2(C)) x T1q(PSL2(C))
= 5l5(C) x sl,(C) = CS,
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con B[Q(C) = {(aij)gxg a1+ agg = 0}.
En el primer caso, se tiene que
de(1d,Id) = [(B11 + Oélld)xd + algdxd_ly + ,Blgyd, 5211‘(1 + 0421d1’yd_1 + (B2 + Oéggd)yd],

cuyo nucleo es un subespacio unidimensional de sl3(C) x sl3(C). De esta manera usan-
do la relacién (3.16) resulta que dim 7O(F) = 5, en consecuencia dim O(F) = 5.

En el segundo caso, se tiene que d¢(Id,Id) = [R1, R2], donde

R1 = 1122 + 2B8112™y" + B1iy®™ + 222" nan + 222" naiay + 22" Ty nas +

n—l—ll,n—l 2n—1

+ 22"y nage + 2y" " no + 2y noo1x + 2y nags+
+ Braa® — 2Brax™y" + Pray™",

R2 = Bo12®" + 2801 2"y" + By + Boox®" — 2B202™y" + Booy®™ + 2"y +
+ 222" nagoy — 22" My lnag — 22"y oy — 2y nan, — 2y

+ 2y2n—1

nagg + 2y

n—l—lxn—lnalz_’_

noo1 T + 2y2"na22 o

cuyo nucleo es un subespacio de dimensién cero, por lo tanto, dim O(F) = 6.
En forma similar se procede con los otros casos. d

Observacion 3.40.

1. Para cada grado, la primera componente consiste de las foliaciones homogéneas
que aparecen en la proposiciéon (3.10) y la segunda componente contiene las
foliaciones consideradas en los ejemplos (3.11), (3.12).

2. Podemos describir completamente la geometria de cada transformacién birra-

cional Blz.y) — yA(e.y)
TO\X,Y) — Yyax,y N

Blz.y) - w/mAwy | TV

donde 7(z) € Bir(B(1,2)/A(1,z)) C PSLy(C). Particularmente, para el caso d = 3

deducimos que el conjunto H3 N G3 de foliaciones homogéneas Galois de grado

3 es la p—orbita del campo x?’a% + y38%, la cual tiene dimensién 5 dentro del

espacio 7—dimensional H3 y que estd saturado por las drbitas del grupo lineal de

T(I’,y) :

Corolario 3.41. La porcién 4—dimensional S := {F,.x ., } es transversa a las GLy(C)—drbitas
¥ T = SN Gz es una superficie racional, donde F,.y ., es dada por la forma normal
(3.15).

Prueba. Se cumple que el subconjunto

I':= {(a, ) € PSLy(C) x PSLy(C) : (o, B) - [23,9°] € S}
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es el grafico del morfismo v : Us C PSLy(C) — PSL»(C), donde
Us = {a = (o) € PSLy(C) : deta#0 y oy; #0,a#0,b#0},
es un subconjunto abierto Zariski, donde

2 9 2 2
a = ajpy; + a110n2001022 + A7 Qg

2 2 2 2 2 2 2 2
b = ajyay; + a1y + 3aiaa1ane + a1 05y + a1 2059 + a0, .

En efecto, si & = (a;;) € PSLy(C) es fijo y usamos la condicién [a, 8] - [23,43] € S

obtenemos
Bra = ad fra= - o
1,1 = 7= Q9y9, 1,2 = ——7 Q79,
’ D ’ D
3 3
Bo1 = — 22 Ba2 = Gt
1= 3 3 3 3 ~ 3 3 3 30
Q15 — Q0o Q1 Qg9 — Qa0
donde

2 2 2 2 2 2 2 2
N = aj1a59 + 3o g1 + 3a7; 05 + ap1Q12021 Q0 + 31112051 + Q905 ,

J ) 2 2
D= ab(OéHOéQQ - a12a21)(a12a21 + 1112002192 + a11a22).

El célculo anterior implica que 7 = I - [#3, 3] C S tiene dimensi6n 2. Por lo tanto,
T es una superficie uniracional. Y puesto que en dimensién < 2, racional y uniracional
son conceptos equivalentes, se concluye que 7 es una superficie racional. ad

3.7. Hexagonalidad y estructura transversalmente afin

Existe una nocién geométrica de hexagonalidad de un 3—web W en C? introducida
por Blaschke y Dubourdieu, caracterizada por la equivalencia de WV con el 3—web trivial
dado por dz - dy - d(x + y) = 0. Otra forma de caracterizar dicha nocién es también
a través del anulamiento de su curvatura, que como hemos descrito anteriormente
es una 2—forma meromorfa con polos contenidos en el discriminante del web W. La
hexagonalidad para un d—web W, con d > 3, se analiza viendo la hexagonalidad de
todos sus 3—subwebs.

En [7] los autores asocian a foliaciones de grado 3 sobre ]P% una trivolucién bi-
racional: Toda recta genérica ¢ es tangente a F en tres puntos, la aplicacion buscada
que intercambia estos puntos en general es multivaluada. Ellos dan un criterio para
que dicha aplicacién sea birracional y construyen ejemplos de 3— webs hexagonales a
partir de foliaciones que admiten trivoluciones biracionales. Una de las preguntas que
se hacen es si hay alguna relacién entre la existencia de trivoluciones no triviales aso-
ciada a una foliacién F de grado 3 y la hexagonalidad del web LegF'. En esta seccién
demostramos que la hexagonalidad de G.F implica que F sea transversalmente afin.

Una estructura transversalmente afin singular para una foliacién F sobre P2 con-
siste de un par (w,n) de 1—formas meromorfas verificando las siguientes condiciones
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a) w define F,
b) dw=wAn,
c) dn=0.

Un criterio para determinar cuando una foliacién admite una estructura transver-
salmente afin es el criterio de Singer, ver [30].

Teorema 3.42 (Criterio de Singer). Sea w una forma racional en C?. Entonces w tiene
una integral primera liouvilliana si y solamente si F admite una estructura transver-
salmente afin.

Proposicion 3.43. Sea F una foliacién de grado d sobre P%. Si el web LegF es hexagonal
entonces F admite una estructura transversalmente afin singular.

Prueba.

El hecho que LegF sea hexagonal es equivalente a G7LegF = F X W+ sea hexa-
gonal. Aplicando [1, teorema 18.2] al cubrimiento topolégico asociado al nucleo de la
monodromia del web W' deducimos que existe una superficie algebraica normal S+
irreducible y un recubrimiento ramificado p : St — PZ tal que p*W+ es totalmente
descomponible. De esta manera,

W = p*(GrLlegF) = p*(F)RpWH = AR AR K- K Fy,

siendo F; = p*F. Asimismo, la curvatura de WV es definida por K (W) = dn(W), donde

W) =nFRRER --BF) =Y

1<r<s<t<d

Supongamos ahora que w; es una forma racional que define F;. Puesto que W
es hexagonal entonces existe f; € C(S') y una 1—forma racional sobre 7 sobre S+
verificando

3
Z fiwi =0, d(fiw;) = fiwi An, dn=0.
i=1

Por lo tanto, la foliacidon F; = p* F admite una estructura transversalmente afin. Del
teorema [6, Teorema 1.4] o [8, teorema 2.21] se concluye que F admite una estructura
transversalmente afin. O

El reciproco de la proposicién (3.43) no es cierta, ain en el caso Galois, como se
ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.44. La foliacién F dada por el campo vectorial
0 z?

X =2 — 4+ (1 —

(z,y) ==z x+( +to+

2
0 oy
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admite estructura transversalmente afin, puesto posee una integral primera liouvilliana
dada por y — % Inz + % + # Sin embargo, el web LegF dado por

1
w:pdq3+§dq2dp— dgdp? + dp®* =0

no es hexagonal, pues su curvatura es K (LegF) = % dp A dg.

Por otro lado, se tiene Dr = (1) = Z3, donde

B Loz +3)(—20 —3+v3)  1(@+3)(1+z+2)(—22 — 3+ /30)
T(x,y)—<x+§ (22 + 3z + 3) ) :E2(1E2-13—3$—|—3) )’

es decir, F es Galois.

El resultado principal de [10, Teorema A] da una dicotomia para cada foliacién
transversalmente afin sobre una variedad compleja proyectiva cuyo primer niumero de
Betti es cero.

Teorema 3.45 (Cousin-Pereira). Sea X una variedad compleja proyectiva tal que H' (X, C)
= 0y F una foliacion singular transversalmente afin sobre X. Entonces al menos una de
las siguientes afirmaciones se cumple:

1. Existe un morfismo Galois finito p : ¥ — X tal que p*F es definida por una
1—forma racional cerrada; o

2. Existe una foliacion Ricatti R transversalmente afin sobre una superficie reglada S
y una aplicacion racional q : X --» S tal que F = ¢*R.

Particularizando este resultado al caso X = PZ obtenemos una descripcion bastante
precisa de las foliaciones F transversalmente afines en el plano proyectivo que, por la
proposicion (3.43) son las unicas candidatas a verificar la condicién LegF hexagonal.

Corolario 3.46. Sea F una foliacién sobre P% cuyo web dual LegF es hexagonal. Entonces
0 existe un morfismo Galois genéricamente finito p : S — P2 tal que p*F es definida por
una 1—forma racional cerrada o existe una foliacién Ricatti R : dy+(a(x)+yb(z))dx =0
transversalmente afin y una aplicacion racional q : P4 --» PL x PL tal que F = ¢*R,
donde a(z),b(x) € C(x).
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