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Resumen

Esta investigacion trata de los procesos de instrumentalizacion de la elipse haciendo uso de
del Geogebra como mediador y dirigido a los alumnos que llevan el curso de Matematica |
y estudian la carrera de Arquitectura y Administracion de Proyectos en una universidad
privada de la ciudad de Lima. El proceso de instrumentalizacion, se basé fundamentalmente
en el enriquecimiento de las propiedades de la elipse por parte del sujeto durante una
secuencia de actividades mediadas por el software Geogebra y que permitio el surgimiento
y descubrimiento progresivo de sus componentes. Desde este conjunto de actividades los
alumnos identificaron la condicion geométrica de la elipse, la relacion entre sus parametros,
la excentricidad, la ubicacion de los vértices, focos, extremos del eje menor, el trazo del
lado recto y vincularon la representacion grafica a la expresién algebraica correspondiente,
identificando la relacion entre los semiejes de la curva eliptica y los elementos de dicha
expresion algebraica. En esta tesis, la pregunta que orientd nuestra investigacion fue: ;Una
secuencia de actividades mediadas por el Geogebra permite que los alumnos de
Arquitectura y Administracion de Proyectos instrumentalicen la elipse? Para la respuesta a
esta interrogante planteamos como objetivo propiciar la instrumentalizacion de la nocion
de la elipse cuando los alumnos trabajan una secuencia de actividades mediadas por el
Geogebra. En el andlisis de las acciones de los alumnos, se eligié como referencial tedrico
el Enfoque Instrumental de Rabardel y como referencial metodolégico la Ingenieria
Didactica de Artigue. A partir del disefio de nuestras actividades tratamos de describir el
proceso de instrumentalizacion de la elipse e identificamos por medio de las acciones, los
posibles esquemas de utilizacion que los alumnos construyeron o movilizaron cuando
trabajaron una secuencia de aprendizaje mediada por el Geogebra. Observamos que el
Geogebra como agente mediador, permitié en el sujeto no solo la elaboracion de
construcciones geomeétricas sino también la interaccion, exploracion, y manipulacion de las
actividades propuestas. La informacion recolectada y el posterior analisis de la secuencia
de actividades, evidenciaron que los alumnos movilizaron esquemas previos que fueron
sefialados en la parte cognitiva de la Ingenieria Didactica, los cuales facilitaron el desarrollo

de las actividades y minimizaron las dificultades presentadas.
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Abstract

This research deals with the instrumentalization processes of the ellipse using the Geogebra
as mediator and is addressed to Mathematics | students in the career of Architecture and
Project Administration at a private university in the city of Lima. The instrumentalization
process was essentially based on the enrichment of the properties of the ellipse by the
subject during a sequence of activities mediated by the Geogebra software and that made
possible the emergence and progressive discovery of its components. From this set of
activities the students identified the geometric condition of the ellipse, the relation between
its parameters, eccentricity, location of vertex, foci, extremes of the minor axis, the stroke
of the straight side length and linked the graphic representation to the appropriate algebraic
expression by identifying the relation between the semi-axes of the elliptic curve and the
elements of such algebraic expression. In this paper, the question that directed our research
was: Does a sequence of Geogebra-mediated activities allow the Architecture and Project
Administration students to instrumentalize the ellipse? In order to answer this question, our
objective is to encourage the instrumentalization of the notion of ellipse when students
work a sequence of Geogebra-mediated activities. In the analysis of the students’ actions,
Rabardel’s Instrumental Approach was chosen as a theoretical reference and the Artigue’s
Didactic Engineering as a methodological reference. As from the design of our activities,
we tried to describe the instrumentalization process of the ellipse and identified by means
of the actions the possible schemes of use that the students constructed or mobilized when
they worked a Geogebra-mediated sequence of learning. We observe that the Geogebra as a
mediating agent allowed the subject not only to make geometrical constructions but also the
interaction, exploration and management of the proposed activities. The collected
information and the subsequent analysis of the sequence of activities evidenced that the
students mobilized previous schemes that were indicated in the cognitive part of the
Didactic Engineering, which facilitated the development of the activities and minimized

any difficulties that may have arisen.
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Consideraciones Iniciales

Nuestro trabajo de investigacion se centra en los procesos de instrumentalizacion de la
elipse mediado por el Geogebra, investigacion que surge por la necesidad de reconocer
que existen otros planteamientos con sus propias complejidades que abarcan
representaciones y construcciones geométricas, las cuales sirven como una propuesta
adicional al proceso de ensefianza y aprendizaje de la geometria analitica actual, donde
tradicionalmente ha prevalecido el enfoque algebraico. Ademas, reconocemos el impacto
del uso de los Ambientes en Geometria Dindmica (AGD), como medio para la exploracion,
confrontacién y validacién de los objetos matematicos, especificamente el Geoegebra,
como mediador en las actividades propuestas de la elipse. Dicho de esta forma, nuestras
actividades buscaron promover no solo las acciones centradas en las construcciones
geomeétricas que dieron origen a las propiedades de la elipse, sino también fomentar la
interaccion continua y la comprension intuitiva de la geometria, cuando los alumnos

desarrollaron las actividades propuestas.

Debemos resaltar ademas, que esta tesis forma parte del proyecto Processos de Ensino e
Aprendizagem de Matematica em ambientes tecnoldégicos PEA-MAT/DIMAT desarollado
entre la PUCP y la PUC-SP/Brasil que cuenta con el apoyo del Conselho Nacional de
Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq).

Nuestro trabajo de investigacion se encuentra estructurado en cuatro capitulos:

En el primer capitulo, La Problematica, presentamos algunas investigaciones relacionadas
al aprendizaje de la elipse haciendo uso de construcciones geométricas y otras relativas al
uso de ambientes de Geometria Dindmica en la ensefianza y aprendizaje de la matematica,
las cuales constituyen elementos fundamentales como sustento de mi investigacion. De
igual forma, dada la integracion de la tecnologia a nuestro trabajo de investigacion, hemos
creido conveniente incluir la descripcion de algunas herramientas del software Geogebra y
presentar aspectos del Enfoque Instrumental de Rabardel (1995) como marco tedrico para

analizar el proceso de instrumentalizacion de la elipse cuando es mediada por el Geogebra.
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Sobre la base de estas consideraciones es que formulamos nuestra pregunta y nuestro

objetivo de investigacion.

En el segundo capitulo, Procedimientos Metodoldgicos, escogimos como metodologia de
investigacion algunos aspectos de la Ingenieria Didactica de Artigue (1995), pues nos
permite analizar el entorno didactico de nuestro objeto de estudio, ademas de una
contrastacion de los resultado, los cuales se basan en la confrontacion interna entre el
andlisis a priori y a posteriori de las secuencias de aprendizaje disefiadas. En el proceso
experimental trabajamos con alumnos del primer ciclo de una universidad particular de la

ciudad de Lima, con edades que oscilan entre los 16 y 18 afos.

En el tercer capitulo: Aspectos Historicos y Estudio de la Elipse, presentamos una breve
descripcidn historica de la nocion de elipse basada en Boyer (1987) y que abarcan algunos

aspectos de los trabajos de Menecmo (350a.C), Apolonio de Perga (262-190a.C) y la
obra de Descartes (1596 -1650a.C). También mostramos los principales fundamentos

tedricos de la Elipse del texto de Lehmann (2003), cuya obra abarca los temas que se

incluyen generalmente en los textos de Geometria Analitica.

En el cuarto capitulo, Experimento y Analisis, caracterizaremos a los sujetos de
investigacion y elaboraremos un andlisis de la prueba de diagndstico propuesta a los
alumnos descritos en la caracterizacion. Al mismo tiempo procedemos a realizar una
descripcion del experimento donde detallamos los recursos y los instrumentos que
usamos. Finalmente describimos la secuencia de actividades que seran analizadas de

acuerdo al Enfoque Instrumental y a la Metodologia de la Ingenieria Didactica.

Finalmente, sefialamos que el interés por elaborar el estudio de la elipse desde la dptica de
las construcciones y representaciones graficas, nos ha perseguido desde nuestros primeros
contactos en la ensefianza de estas figuras conicas en la docencia universitaria. En la
actualidad, la influencia de los AGD, especificamente el software Geogebra, y la revision
de algunas de las investigaciones pertinentes a nuestro tema, han logrado enriquecer

nuestro trabajo, y han guiado la presente investigacion.
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CAPITULO 1-LAPROBLEMATICA

En este capitulo mostramos algunas investigaciones vinculadas al aprendizaje de la elipse
como construccién geométrica y otras relacionadas al uso de Ambientes de Geometria
Dindmica (AGD), ambientes que estamos interesados en utilizar en esta investigacion.
Procedemos también a justificar nuestro tema de estudio basado en estas investigaciones y
mencionamos desde nuestra experiencia profesional como docente universitario, algunas
dificultades en el aprendizaje de la Elipse. También hemos incluido la descripcion de
algunas herramientas y comandos del Geogebra que fueron utilizadas en el desarrollo de
la investigacion y se ha elabord una sintesis de los aspectos mas importantes del Enfoque
Instrumental de Rabardel (1995), la cual se erige como el marco teorico en el proceso de
instrumentalizacion de la Elipse y que integra a los programas de AGD, especificamente el
Geogebra como mediador del aprendizaje.

1.1 Antecedentes

De las investigaciones revisadas en Educacion Matematica, mencionamos la investigacion
de Fernandez (2011) referente al aprendizaje de las conicas (Parabola, Elipse e Hipérbola)
haciendo uso del Cabri Géométre Il Plus, asi como la investigacion de Santa (2011) quien
estudia a la elipse como lugar geométrico a traves de la geometria del doblado del papel.
Ambas investigaciones consideran la representacion del objeto geométrico como recreacion
en un ambiente interactivo y como objeto tangible en el caso del doblado de papel, nos
permiten estrategias complementarias al enfoque analitico de la elipse.

También tomamos como base las investigaciones de Salazar (2009), Chumpitaz (2013) y
Jesus (2012), quienes realizan investigaciones utilizando el Enfoque Instrumental. Los dos

primeros autores integran los AGD a sus investigaciones.

Otra investigacion que se enmarca en la misma linea tedrica es la investigacion de
Sandoval (2009) quien estudia a la geometria dinamica como herramienta de mediacién
entre el conocimiento perceptivo y el geométrico. Analiza como esta influye en la

estructura de los esquemas cognitivos.
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Finalmente, comentamos los trabajos de Laborde, Kynigos, Hollebrands y Strasser (2006),
en los que podemos hallar una amplia investigacion sobre la ensefianza y el aprendizaje de

la geometria utilizando AGD.
A continuacidn detallamos las investigaciones sefialadas:

El trabajo de Fernandez (2011), hace un estudio de la secuencia de ocho situaciones
didacticas para el aprendizaje de las cdnicas vistas como lugares geométricos. Las
situaciones transitan desde lo puntual (conjunto de puntos que da forma a la figura pero sin
ser la figura), a lo global (una curva o una construccion de un punto movil que contiene a
esa nube de puntos representada por una ecuacion algebraica) y en otros casos desde lo
global, a lo puntual de algunas de sus propiedades intrinsecas.

El investigador hace una presentacion de la problematica de investigacion, indica la escasez
de estudios sobre lugares geométricos, la tendencia a marginar curricularmente a las
conicas como contenido geométrico. Como contraparte menciona que el fomento de las
construcciones geométricas mediadas por ambientes de geometria dindmica, serviria como

complementariedad entre lo sintético y analitico.

En ese sentido, Contreras et al. ( 2002 citado en Fernandez, 2011) asegura que el
tratamiento excesivamente analitico de las conicas en la mayoria de cursos y textos
escolares de educacion secundaria en Espafia y que como consecuencia los alumnos de
primer afio de universidad no tienen idea de esta tematica, reconociendo la necesidad de
establecer un puente entre lo sintético y lo analitico, recomendando la integracion de un
conjunto de construcciones, incorporando elementos visuales como parte de su actividad

matematica.

De la misma forma, Velasquez et al. (2007 citado en Fernandez, 2011) establece que la
presentacion clasica de la geometria analitica predominan contenidos desde el punto de
vista algebraico, formalista y que los efectos de este tratamiento trae entre otros resultados

limitaciones en la formacion de conceptos principales de la geometria analitica.
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En todo caso memorizacion de definiciones sin significado y poca contribucién a
desarrollar habilidades matematicas como comprender, visualizar y comunicar las

actividades.

De igual forma Del Rio Sanchez, J. (1990 citada en Fernandez, 2011), indica que se
observan errores recurrentes referidos a las propiedades intrinsecas de las coénicas
obtenidas de manera perceptual, en un estudio realizado a alumnos de 17 afios en la
Universidad de Salamanca, constata que el estudiante confunde y da por vélida la
afirmacion que un dvalo construido por cuatro arcos de circunferencia es una elipse y que

la curva no es considerada como un objeto independiente del sistema de referencia.

Ferndndez (2011), sefiala que estas dificultades pueden ser superadas en la medida que las
estrategias de solucion establezcan una complementariedad entre el enfoque cartesiano y
sintético, por ello reconoce la necesidad de fomentar las construcciones geomeétricas de las
curvas conicas como otra competencia basica asociada al razonamiento y comunicacion de

los saberes matematicos.

La investigacion del autor, fue realizada con 25 alumnos del segundo semestre de la
Licenciatura de Matemaéticas de un Universidad de la ciudad de Pasto, Colombia. La edad
promedio de los alumnos que cursaban el curso de geometria analitica era de 18 afios. Los
alumnos ya habian tenido experiencia en el uso del Cabri en el semestre anterior, durante
los meses de febrero, marzo y abril del 2009. Los alumnos trabajaron previo a la
experimentacion, algunos conceptos y procedimientos de la elipse desde el enfoque

analitico, tal como se estila en el curso tradicional de geometria analitica.

La pregunta de investigacion estd referida a los fendmenos didacticos que genera la
mediacion del Cabri Il Plus en la actividad matematica de los alumnos que se inician en
un curso de geometria analitica, elaborando construcciones geométricas de las conicas
desde lo puntual y global, es decir desde un conjunto de puntos que da forma a la figura
pero sin ser la figura hasta una curva representada por una ecuacion algebraica. La
metodologia en la que se base esta investigacion es la micro Ingenieria didactica de Artigue

(1995), de orden cualitativo.
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En la investigacion de Fernandez (2011), algunas de las conclusiones indican que la
determinacién de los puntos de una curva, sobre la base de ciertas construcciones
geomeétricas, posibilita el trazo global influenciado por el Cabri y en algunos casos, el
alumno consigue ademas la representacion algebraica cuando emplea un sistema de ejes
coordenados, revelando asi la posibilidad de la integracién sintética y analitica. Asimismo,
resalta la importancia del disefio de una secuencia de situaciones para transitar de lo global
a lo puntual aludiendo a puntos de la curva que pueden ser claves como el Vértice, foco.
Finalmente, el tratamiento de estas construcciones permite despertar sus percepciones,

imagenes mentales y fortalecer el proceso de la visualizacion.

Acerca del dispositivo experimental, la autora elabora ocho actividades, tres relacionadas
con pardbolas, tres con elipses y dos con hipérbola. Algunas de estas actividades son
relevantes pues nos permitieron adaptarlas a nuestro trabajo de investigacién. Nos parecio
pertinente la generacion de representaciones graficas a través de un conjunto o nube de
puntos, la conjetura por parte de los alumnos de los posibles lugares geométricos y la
validacion de estas conjeturas por medio de alguna construccion geométrica dindmica, que
en algunos casos pudieron ser adaptados al tema de la elipse, que es nuestro objeto

matematico de estudio.

La siguiente investigacion, corresponde a Santa (2011), dicho estudio tiene por objetivo
general analizar la comprension de la elipse como lugar geométrico, en el contexto del
modelo educativo de Van Hiele (1986), utilizando la geometria del doblado de papel. La
experimentacion la realiza con cinco alumnos del grado décimo de una Institucion

Educativa de la ciudad de Medellin, no se indica la edad de los estudiantes.

Respecto al planteamiento del problema, la investigadora menciona que en los niveles
secundarios y universitarios se siguen planteando ejercicios donde el estudiante se limita a
elaborar eshozos de las elipses a partir de las ecuaciones algebraicas generales y candnicas
sin que haya de por medio una reflexion de los lugares geometricos y la aplicacion de otros
conceptos geometricos como la de mediatriz y circunferencia vistas como lugar geométrico.

Refiere que la eleccion de la elipse y no de la hipérbola como tema de investigacion, se
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debe a que la suma de longitudes de segmentos en la elipse se torna mas sencillo para los
alumnos que una diferencia, en el caso de la hipérbola y que sin ser el propdsito de la
investigacion, el estudiante logra la comprensién de otros conceptos geométricos

posteriores como el de la hipérbola.

Santa (2011) hace una descripcion de siete axiomas o postulados, basado en los axiomas
del doblado de papel de Huzita y Haotie, y en correspondencia a los conceptos primitivos
de la geometria euclidiana. Basandose en estos axiomas del doblado de papel, realiza
construcciones, que pueden ser desde rectas mediatrices, hasta hipérbolas. Los temas
tratados estuvieron vinculados a conceptos previos como el de la geometria euclidiana,
fortalecimiento de conceptos béasicos en torno a la elipse como lugar geométrico, y
experiencias en construcciones con doblado de papel: construccion de rectas

perpendiculares, mediatrices, etc.

La investigadora, distingue los niveles de razonamiento pre descriptivo, de reconocimiento
visual (1), de analisis (I) y de clasificacion (111), que es el més alto en la caracterizacién de
la comprension del objeto de estudio. En el nivel pre descriptivo la investigadora,
considera que el alumno reconoce algunas nociones basicas como punto, recta, segmento,
distancia, perpendicularidad y se le dificulta la construccién de una mediatriz. En el de
reconocimiento visual, realiza la construccion de la mediatriz, circunferencia, elipse pero le
dificulta reconocer las propiedades que los caracterizan. En el nivel de analisis reconoce la
mediatriz y la circunferencia como lugares geométricos y sobre esta base, identifica a los
elementos propios de una elipse. Se le dificulta emplear la mediatriz como lugar geometrico
cuando se quiere establecer que la suma de dos segmentos dados es el radio de la
circunferencia inicial. Finalmente en el nivel de clasificacion, el estudiante determina la
condicion que debe cumplir un conjunto de puntos para pertenecer a la elipse y es capaz de

llegar a la definicion de la elipse como lugar geométrico

Notamos que las nociones de mediatriz y circunferencia, son mencionadas en los niveles de
analisis y clasificacion como conocimientos previos de los alumnos para determinar la

condicién que debe cumplir un conjunto de puntos que pertenece a una elipse, es decir dado
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un punto de la elipse, la suma de sus distancias a otros dos puntos fijos es una constante.
Estas nociones fueron incorporadas en nuestra investigacion, como conocimientos previos

que los alumnos deben movilizar para resolver nuestras actividades propuestas.

De las conclusiones de la investigacion de Santa (2011), podemos resaltar que las
propiedades de los niveles de razonamiento, con relacién a unos descriptores, permiten
explicar que los alumnos no pueden avanzar al nivel inmediatamente superior si no han

superado sus saberes previos con relacion al concepto de elipse como lugar geométrico.

La investigadora afirma que el estudiante puede llegar a la comprension de la elipse gracias
a un mecanismo visual — geométrico que le brindan las actividades y las construcciones

hechas en papel.

En nuestro trabajo de investigacion no hicimos uso de un objeto tangible como la hoja de
papel pero si de algin programa de geometria dinamica, especificamente el Geogebra, que
permitié la representacion grafica y la manipulacién del objeto haciendo uso de las
herramientas que el Geogebra brinda, como el arrastre y otras herramientas de

transformacion.

Desde ese punto de vista, creemos que en el trabajo de la investigadora, la manipulacion
represento el agente mediador en el doblado del papel asi como el uso del Geogebra para
las representaciones gréaficas. La autora, indica que producto de este aprendizaje del
doblado de papel, el alumno realiza construcciones y es a partir de estas construcciones
que el estudiante logra entender la nocion de elipse como lugar geométrico. Por lo tanto en
nuestra fase de elaboracién de actividades, hemos adaptado algunas secuencias propuestas

por la investigadora a nuestra secuencia de actividades.

Por otro lado, hemos considerado las investigaciones de Chumpitaz (2013), Salazar (2009)
y Jesus (2012), cuyos trabajos de investigacion se enmarcan en el enfoque instrumental.
Las dos primeras investigaciones hacen referencia a la influencia de los AGD como
mediadores del objeto de estudio matematico y el tercer trabajo busca identificar los

esquemas de utilizacion que los alumnos forman cuando instrumentan la mediatriz.
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En ese mismo contexto, se analiza la investigacion de Sandoval (2009) referido al papel
de los AGD como una herramienta que media entre el conocimiento perceptivo y

geomeétrico.

Respecto a Chumpitaz (2013), el investigador emplea el Enfoque Instrumental y como
referencial metodoldgico la Ingenieria Didactica de Artigue (1995). Las actividades se
realizaron en tres sesiones con alumnos del curso de Andlisis Matematico | de las carreras

de Ingenieria en la Universidad San Ignacio de Loyola.

El autor plantea elaborar una secuencia de aprendizaje para minimizar las dificultades de
los alumnos cuando instrumentalizan propiedades de la funcion definida por tramos,
usando el Geogebra, como herramienta mediadora. Para ello estudia las acciones que los

alumnos movilizan en las situaciones propuestas en las actividades de su investigacion.

En la investigacion, el autor presenta diez actividades, las cuatro primeras estan referidas
a la instrumentalizacion del Geogebra y las preguntas restantes a la instrumentalizacion del
objeto de estudio. Nuestra investigacion no instrumentaliza el Geogebra pues no es nuestro
foco de investigacion, por lo tanto creemos pertinente tomar como relevantes las
actividades que nos remiten a los procesos de instrumentalizacion de la funcion definida
por tramos y adaptarlos a nuestro objeto de estudio. Por ejemplo, en las preguntas 6 y 7, el
autor instrumentaliza el dominio, rango e intervalos de crecimiento de una funcion a
través de la representacion grafica de la funcion par y de algunas herramientas del
Geogebra. De igual forma hace uso de la Vista algebraica del Geogebra para
instrumentalizar la regla de correspondencia de la funcion. En sus conclusiones, indica que
el uso del Geogebra minimiza las dificultades en identificar el dominio y en elaborar la
representacion grafica. Estas caracteristicas de la funcion definida por tramos, son

adquiridas por el sujeto debido al proceso de instrumentalizacién de su objeto matematico.

De igual forma, Jesus (2012), elabora un estudio de las construcciones geométricas y de la
génesis instrumental de la mediatriz. EI proceso de elaboracion del instrumento se realiza
tomando como referencia el artefacto abstracto mediatriz. De esta forma la investigacion
apunta a analizar — con base en las acciones de los profesores — como el artefacto mediatriz
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se transforma en instrumento en la resolucién de problemas geométricos. Ademas, Jesus
(2012) investiga cOmo este proceso puede contribuir al aprendizaje de los contenidos

geomeétricos por parte de los profesores.

El marco tedrico empleado en dicha investigacion es el Enfoque Instrumental, el cual
constituye relevante para su estudio de investigacion, porque le permite analizar las
acciones de los profesores cuando resuelven tareas haciendo uso de la mediatriz y de esa
forma identificar los posibles esquemas de utilizacién que los alumnos forman en las
construcciones geomeétricas. Dentro de sus objetivos, el autor estudia el proceso de la
Génesis Instrumental de la mediatriz, es decir la transformacion del artefacto a instrumento
a través de las acciones y del uso de los esquemas de utilizacion de los profesores en la
resolucién de problemas geométricos. Con base a estos objetivos, la investigacion se enfoca
en saber de qué modo ocurre la génesis instrumental en la mediatriz cuando el sujeto
integra este objeto matematico durante la resolucién de problemas geométricos y cémo la
insercion del objeto matematico mediatriz interfiere en el proceso de aprendizaje de los
contenidos geométricos por parte del sujeto. El autor sefiala que las primeras actividades
de los profesores, muestran indicios que la mediatriz constituye un artefacto, y esto debido
a que las construcciones geométricas elaboradas, no tenian formas consistentes de
definicién. Posteriormente mediante problemas de construccion geométrica utiliza la
mediatriz y amplia el alcance de la técnica de la construccion de la mediatriz, avanzando
los profesores en su proceso de Génesis Instrumental. Creemos relevante para nuestra
investigacion, el analisis que emple6 el autor pues nos sirvieron de apoyo, para identificar
los posibles Esquemas de Utilizacion en el proceso de la génesis instrumental. En relacion a
nuestro trabajo de investigacion, sefialamos que la condicion geométrica de la elipse, es
decir dado un punto de la elipse, la suma de sus distancias a otros dos puntos fijos es una
constante, fue construida como un esquema de accién instrumentada cuando se movilizaron
esquemas de uso como la mediatriz y circunferencia vistos como lugares geométricos.
Posteriormente, dicho Esquema de Accion Instrumentada evolucion6 como posible
Esquema de Uso, con el objetivo de instrumentalizar otra componente artefactual, ya que

nuestro objeto matematico cuenta con diversas componentes artefactuales.
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En tanto la investigacion de Salazar (2009), tiene como objetivo observar como los
alumnos de segundo afio de secundaria se apropian de las transformaciones geométricas en
el espacio cuando interactian con el AGD Cabri 3D. Ademéas como objetivo adicional,
analizar los constructos que elaboran los alumnos cuando realizan dichas acciones
mediante el modelo de Situaciones de Actividades Instrumentadas. Para dicho estudio se
planteé como preguntas de investigacion ¢De qué forma los estudiantes se apropian de las
herramientas y/o recursos del ambiente Cabri 3D cuando estudian algunas transformaciones
geomeétricas en el espacio? , ;Como la integracion del Cabri 3D interfiere en el proceso de

aprendizaje de esas transformaciones geométricas en el espacio?.

Como referencial tedrico, Salazar (2009) usa el Enfoque Instrumental de Rabardel y la

Teoria de Registros de Representacion Semiotica de Duval.

De las conclusiones de dicha investigacién podemos considerar como aporte a nuestra
investigacion, que la inexperiencia de los alumnos con el programa Cabri 3D no significo
un obstaculo para que los alumnos interactien durante las actividades y que los AGD les
permite trabajar con representaciones dindmicas, superando incluso el caracter estatico,
propio de los ambientes de lapiz y papel. De igual forma, se tomé en cuenta alguna de las
actividades animadas que la investigadora presenta, especificamente en nuestra actividad
diez, consideramos la descripcion de la orbita eliptica del cometa Halley alrededor del sol,

haciendo de la representacion una trayectoria animada de la elipse.

Asimismo, creemos pertinente, mostrar el trabajo de Sandoval (2009), referido al papel de
la geometria dinamica como una herramienta que media entre el conocimiento perceptivo y

geomeétrico.

En este trabajo de investigacion, la autora utiliza técnicas de tipo cualitativo,
exploratorio — descriptivo ya que se hace un analisis de la relacion entre lo perceptivo y lo
teorico del razonamiento de los estudiantes al resolver problemas apoyados en el Cabri. El
trabajo se desarrollé con 15 alumnos entre 15 a 18 afios con conocimientos elementales en

geometria y sin experiencia alguna en ambientes de geometria dinamica.
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La investigadora aplica un monitoreo desde el inicio de las actividades y de todas las
acciones que realizan durante la prueba, se incluyen lecturas del enunciado, utilizacion de
herramientas, sistematizacion, validacion de las soluciones, cambio de significados y una

participacion muy activa del profesor.

Entre sus conclusiones, Sandoval (2009), menciona a la geometria dinamica como un
instrumento semiotico y que a partir de alli el razonamiento geométrico puede verse
enriquecido por el surgimiento y desarrollo de estrategias argumentativas en la resolucién
de problemas. Ademas que la geometria dinamica ofrece un campo de exploracidon que no
es posible en las representaciones con lapiz y papel. Indica que la dificultad relacionada al
aprendizaje de las propiedades geométricas o la de descubrir relaciones estructurales de los
objetos geométricos, pueda deberse al tipo de representacion estatica que se usa para
movilizar las ideas geométricas en una clase y que en ocasiones, un dibujo a mano por
ejemplo, puede generar dificultades que impidan llegar a una solucién. Ademas, sefiala
cémo los estudiantes utilizan la percepcion como medio de deduccion, es decir que la
representacion no alcanza al mismo tiempo a ser concebida como objeto perceptivo y
estructural. Al respecto, en un estudio que se realiza en Mayo del 2005 a estudiantes de
secundaria en un estado de la Republica Mexicana, se indica que aproximadamente el
82% de los alumnos muestran una fuerte tendencia a establecer unicamente medidas
perceptivas vinculadas con las representaciones geométricas y desligadas de la informacién

numérica que se alcanza.

El trabajo de dicha autora, se basa en también en el Enfoque Instrumental. La autora
menciona que este enfoque establece que toda forma de conocimiento estd mediada por la
accién de una herramienta y que la mediacion de una herramienta transforma la naturaleza
de la construccion. Ademas, menciona que los instrumentos cumplen una funcion muy
importante como parte activa en la construccion del conocimiento mediante sus acciones, y
que la apropiacion del instrumento por parte de los alumnos, resulta de un desarrollo

progresivo de génesis instrumental.
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De la investigacion de Sandoval (2009), tomamos en cuenta el uso del Geogebra, como
elemento mediador para el aprendizaje de la elipse, y la influencia que este programa

ejerce en las estructuras cognitivas que los estudiantes han desarrollado.

De igual forma que ciertas herramientas como medicidn, arrastre 0 construcciones
auxiliares ayudaron a la validacion de sus conjeturas y a realizar la transicion de lo
perceptivo a lo estructural, como el caso de la actividad cuatro en la que la deformacion de
la elipse, permitio percibir la relacion de los parametros que representan la longitud del

semieje mayor y semidistancia focal, relacion llamada excentricidad.

Ademas de las investigaciones referidas, hemos creido necesario considerar algunas
investigaciones que explican el avance historico y el desarrollo de los ambientes de
geometria dinamica y cémo han propiciado nuevas actividades de ensefianza hacia los

objetos matematicos.

Precisamente, en la actualidad el uso de nuevas tecnologias, nos brindan la posibilidad de
trabajar en estos tipos de ambientes, los cuales nos ofrecen un nuevo ambiente de
aprendizaje educativo. Sobre este entorno de trabajo los alumnos pueden manipular,
explorar, experimentar con elementos geométricos gracias a la plataforma interactiva que

estos programas ofrecen.

En ese sentido, Laborde et al. (2006) indican que algunos intentos en la ensefianza y
aprendizaje de la geometria han llevado a algunos investigadores a centrarse en el rol que
juegan las representaciones graficas proporcionadas por los ambientes en geometria

dindmica.

Sobre este tema, los investigadores mencionan que en los Ultimos 30 afios se han
desarrollado ambientes tecnoldgicos que han ofrecido caminos novedosos para llevar a
cabo actividades geométricas en la educacion matematica y que en las Ultimas décadas se
han desarrollado principalmente dos clases de tecnologias relativas a las representaciones

graficas: Logo driven Turtle (TG) y Dynamic geometry environments (DGE).
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El Logo driven Turle (TG), es un lenguaje de programacion educativo, disefiado en la
década del 60 y que tiene su primera aparicion digital en la década del 80, nos permite
dibujar y generar una variedad de formas basicas de patrones y figuras geométricas. Sobre
la segunda tecnologia (DGE), Laborde et al. (2006) sefialan que a la fecha se han
desarrollado aproximadamente 70 programas, entre ellos el Cabri-Géomeétre (1988),
GEOLOG Inventor (2003), Geometric Supposer (1985), y Thales (1993), y que estos
programas dan muestra de la interactividad y manipulacién directa en las representaciones

graficas, haciéndolas interactivas y dinAmicamente manipulables.

Es importante sefialar que la incursion de la tecnologia en el ambito de la ensefianza de la
matematica, especialmente en la geometria, ha derivado en la difusion de multiples
enfoques con la intencion de engranarlos a la ensefianza. Asi, por esos afios un grupo de
educadores e investigadores fundan en 1976 la agrupacion International Group for the
Psychology of Mathematics Education (PME), organizacion que promueve informacion
cientifica y estimula la investigacion interdisciplinaria en el campo de la educacién

matematica y que congrega entre 700 a 800 miembros de alrededor de 60 paises.

Precisamente, los investigadores, basados en las actas y publicaciones de Educacion
Matematica desarrolladas en jornadas internacionales por el grupo PME, explican el
proceso evolutivo de la tecnologia, haciendo un analisis de la naturaleza epistemolégica de
la geometria, los problemas con los que la ensefianza se ha enfrentado en las pasadas
décadas y los enfoques teoricos que se han usado para integrar la tecnologia dentro de la

ensefianza.

Una de las principales conclusiones a las que llegan Laborde et al. (2006), en cuanto a la
perspectiva epistemoldgica de la geometria es que la ensefianza ha estado acompariada de
manera continua por el estudio de conceptos y relaciones logicas provenientes de un
andlisis del espacio pero por otro lado, esto se fue convirtiendo en un campo de

investigacion y discusion axiomatica.

Esta coexistencia de dos tendencias en la ensefianza de la geometria también es sefialada
por Hilbert (1952 citado en Laborde et al. 2006), fundador del enfoque axiomatico de la
31

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP 32'1'-‘65,_'}2'}3“"

DEL PERU

geometria, quien menciona la existencia de esta dualidad: una hacia la abstraccién y la

otra hacia la comprension intuitiva de la geometria.

Los investigadores indican que este enfoque dual empirico y tedrico, se acrecienta de
manera significativa debido a la reforma de la matematica llamada matematica moderna
que se implanta en algunos paises, la cual priorizaba la parte formal de la geometria
evitando las representaciones graficas. Se enfatizan los procesos deductivos, axiomaticos y

simbolicos, renuncidndose a la idea de representaciones graficas y geométricas.

Laborde et al. (2006) mencionan también, que esta dualidad hizo que algunos
investigadores notaran la carencia de representaciones graficas vinculadas a sus
significados geométricos. Paralelamente, ante esta situacién nacen distintas posturas que
focalizan sus investigaciones en los procesos cognitivos involucrados en la actividad
geométrica y en el caracter estructural de sus representaciones dejando apartada la
tendencia abstracta y axiomatica. Es entonces que a finales de los ochenta y a inicios de los
noventa distintos enfoques tedricos emergen reintroduciendo los diagramas en la ensefianza

geométrica que habian tenido acogida en los finales de los setenta e inicios de los ochenta.

En nuestro trabajo de investigacion se aplicé uno de los enfoques tedricos que aparece en la
década de los ochenta, el Enfoque Instrumental de Rabardel (1995), del cual comentaremos

en los siguientes capitulos.

Asi mismo, los autores indican que algunos intentos en la ensefianza y aprendizaje de la
geometria los lleva a centrarse en el rol que juegan las representaciones graficas
proporcionadas por el entorno informatico y por lo tanto muchos investigadores y
educadores resaltan la importancia de la visualizacion, la cual va mucho mas alla del

reconocimiento visual de relaciones espaciales.

Recalcan que la ensefianza de la geometria deberia contribuir, entre otros, a la distincion
entre relaciones graficas en el espacio y relaciones tedricas geométricas, al reconocimiento
de relaciones geométricas en un diagrama, al movimiento de los objetos y sus

representaciones espaciales. Estos supuestos llevan, a que la ensefianza y el aprendizaje de
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la geometria se hallen focalizados en las representaciones graficas que disponen los

ambientes tecnolégicos.

Al respecto, Gutiérrez (1991) indica que la utilidad de la visualizacion y las
representaciones graficas en la ensefianza de las matematicas esta siendo reconocida por

muchos educadores y profesores de la matematica.

Gutiérrez (1991), afirma que la geometria puede ser considerada como el origen de la
visualizacion en la matematica y que la revolucion tecnologica que ha ocurrido en los
Gltimos afios, la popularizacion de las computadoras y las herramientas multimedia, provee

de nuevos elementos para impulsar la ensefianza de la geometria.

Por ello, consideramos importante aclarar el término visualizacién, tomando como
referencia a este investigador, el cual indica que la visualizacién esta integrada por 4
elementos principales: las iméagenes mentales, representaciones externas, procesos de
visualizacion y habilidades de visualizacion. Las imagenes mentales provienen de
representaciones externas como objetos fisicos, conceptos, dibujos, etc. Los procesos de
visualizacion se realizan al convertir informacion abstracta en imagenes visuales o al
comprender e interpretar las representaciones visuales y extraer de ellas la informacién que
llevan. Las habilidades, son las usadas por los individuos para la creacion y procesamiento

de datos.

En ese contexto, nuestro trabajo de investigacion hace uso de un ambiente vinculado con
la geometria dinamica, especificamente el Geogebra, el cual puede facilitar la
visualizacion, construccion, transformacion, la exploracion y reconocimiento de las
propiedades de las figuras geométricas para el aprendizaje y la ensefianza de los
estudiantes. Las iméagenes que se dispondran en el monitor, en algunos casos
corresponderdan a imagenes dindmicas, en las que los elementos u objetos se desplazan,
por ejemplo el referido al lugar geométrico de la elipse. En este caso, el estudiante
interpretard estas representaciones visuales obteniendo algunas propiedades del objeto
matematico. Segun Gutiérrez (1996), la coordinacion motriz de los ojos para seguir el
movimiento de los objetos de manera eficaz, constituye una habilidad de un individuo.
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De lo anterior, es importante distinguir que las construcciones geométricas son parte del
entorno que debe existir entre lo conceptual y lo espacial de la geometria y que las
investigaciones muestran la importancia de la visualizacion en la actividad geométrica en

un ambiente en el cual el estudiante pueda interactuar con el objeto matematico.

Mostramos en los parrafos siguientes, algunos trabajos de investigacion en el que se
menciona el rol de la geometria dindmica como parte del entorno tecnologico en la

ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Destacamos a Trouche (2000 citado en Laborde, 2006) por las investigaciones realizadas
con calculadoras gréaficas y simbdlicas, enmarcadas en el enfoque instrumental que articula
las relaciones entre el uso de la herramienta y el desarrollo de los conceptos. Otros
investigadores como Drijers (2003 citado en Laborde, 2006) han empezado también a
aplicar la teoria en el desarrollo del algebra, con el uso de otras herramientas tecnolégicas

como el Computer Algebra Systems (CAS).

Teniendo en cuenta las investigaciones revisadas relativas a la elipse y conicas, asi como
las referidas a los programas de ambiente de geometria dinamica (AGD), presentamos la

justificacion de nuestro tema de investigacion.
1.2 Justificacion del tema de investigacion

En nuestra experiencia como docente, hemos notado que las construcciones geométricas y
la nocion de lugar geométrico estan siendo desatendidas en el campo de la geometria desde
hace algln tiempo a pesar que existe en los tltimos afios, una tendencia a recuperar el lugar

en la ensefanza.

Existe un marcado interés en enfocar el estudio de las conicas como un tratamiento
excesivamente analitico, donde prevalece el punto de vista algebraico y en la que se han ido
marginando las representaciones de los lugares geométricos en el aprendizaje de las
conicas, de esta forma el alumno va perdiendo el desarrollo de habilidades y competencias

de las aplicaciones de sus estrategias geomeétricas de construccion que les fueron ensefiados
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como conocimientos previos y una serie de errores, dificultades van surgiendo en los

alumnos, de los cuales hago mencidn en los siguientes parrafos.

Tales evidencias también son sefialadas por Fernandez (2011) cuando problematiza el
estudio de las conicas. El autor reconoce distintas categorias de problematizacién, como la
tendencia a marginar curricularmente las conicas del contenido geométrico, la desatencion

de las construcciones geometricas y la escasez de estudios sobre lugares geométricos.

En su investigacion Fernandez (2011) indica:

Las investigaciones en didactica de la geometria analitica, suelen sefialar la importancia de
no subestimar ni dejar de lado el sistema logico deductivo de axiomas, postulados,
definiciones que emergieron en una época anterior de Descartes y también recomienda tener
en cuenta, las construcciones geométricas de las curvas cénicas como otra competencia
basica, y como un proceso importante en la actividad matematica asociada al razonamiento

y comunicacion de saberes matematicos (p. 26).

De igual forma, el autor indica que la importancia de tomar en cuenta las construcciones
geométricas es un proceso en la actividad matematica asociada a los saberes del

razonamiento y de la comunicacion.

Por ello se sugiere la necesidad de promover las construcciones geométricas como una
forma de integracion del aprendizaje de las cdnicas al enfoque analitico actual. El
investigador sefiala la importancia de establecer una complementariedad entre el enfoque
sintético y el analitico, las cuales han sido reconocidas por otros investigadores.

Por ejemplo Contreras et al. (2002 citado en Fernandez, 2011), indica sobre la

complementariedad de los enfoques sintéticos y analiticos.

Se reconoce la necesidad de conectar los dos enfoques, lo cual da lugar a una propuesta
integradora de la vision sintética y analitica para el estudio de la elipse. Para establecer este
puente entre los sintético y lo analitico, recomiendan que el profesor integre un universo de

construcciones  tanto sintéticas como analiticas, extenso y rico en significados,
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incorporando elementos visuales como parte de su actividad matematica al enfrentar

problemas (p. 25).

Esta problematizacion surge debido a ciertos conceptos erroneos de las cénicas se han
puesto en evidencia en el aprendizaje de los alumnos. Investigadores como Del Rio
Sanchez, J. (1990), obtiene resultados preocupantes sobre las conicas en una muestra en

305 estudiantes espafioles de 17 afios promedio.

Por ejemplo, Del Rio Sanchez, J. (1990), resalta que las propiedades intrinsecas de las
conicas obtenidas perceptualmente son adquiridas de manera errénea, al afirmar que un
6valo construido por cuatro arcos de circunferencia es una elipse o0 que las conicas (una
elipse por ejemplo) no representan un objeto independiente del sistema de referencia y que

los estudiantes no perciben a las conicas como conectas con la realidad.

Algunos de estos resultados tienen relacion con las halladas por Sandoval (2009), al

referirse sobre las representaciones de un dibujo mal hecho. Al respecto, la autora indica:

Con frecuencia los alumnos tienen dificultades para decodificar una representacion
geométrica, para descubrir las relaciones estructurales y, mas aun, para describirlas
coherentemente y utilizarlas en la resolucién de un problema. En ocasiones la

representacion puede generar obstaculos que impidan llegar a la solucién (p 7).

En ese sentido Fernandez (2011), toma en cuenta las potencialidades de los ambientes en
AGD en cuanto al campo de la exploracién que no es factible en lapiz y papel. Indica que
los esquemas de uso construidos para el arrastre y la medicién te permiten confrontar tu

percepcion, es decir un reorganizador de conceptos.

Asi mismo, hemos creido conveniente seleccionar como objeto de investigacién a la elipse
y no a la hipérbola basandonos en el trabajo de Santa (2011) el cual indica que con la
elipse los estudiantes pueden visualizar de una manera mas directa la suma de las

longitudes de los segmentos que como diferencia, en el caso de la hipeérbola.
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Por nuestra experiencia como docente, hemos detectado que esta problematica descrita en
el caso de la elipse, también es percibida en los alumnos de la asignatura de Matematica |

de Estudios Generales de la Universidad donde realizamos el estudio.

Es asi que hemos creido pertinente mencionar algunos errores y dificultades en la

ensefianza y aprendizaje de la elipse.

¢ Debido a que no es comun el uso de algun programa de AGD, las representaciones
graficas son mayoritariamente estaticas, lo que contribuye a la poca difusiéon de
representaciones dindmicas referidas a los lugares geométricos de las conicas y a
la desatencion gradual de dicho tema en los programas curriculares. Sin embargo,
en nuestra opinién, creemos que el lugar geométrico resultaria un complemento
favorable al enfoque actual de la ensefianza y aprendizaje de la elipse, ya que
estableceria un nexo entre la geometria sintética y la analitica. Ademas, se
propiciaria en los alumnos, el uso de las construcciones geométricas movilizando
nociones previas como mediatriz y circunferencia, lo que traeria como resultado

el reforzamiento y la reutilizacion de estos constructos geometricos.

e En las clases no es usual iniciar el tema de la elipse sin hacer uso de los ejes
coordenados El alumno considera a la elipse como una curva que depende
necesariamente de un sistema de referencia debido a la tendencia que existe de
representarlas en el sistema de coordenadas cartesiano. Observamos que existe un
interés por darle mayor protagonismo a las expresiones algebraicas que, por
ejemplo, a la condicion geomeétrica de la elipse. Al respecto, Laborde et al. (2006)
indican que los conceptos tradicionales de la geometria euclidiana han recibido
mayor atencidn por parte de los investigadores que otros conceptos como los

lugares geométricos.

e Notamos ciertas concepciones erradas de los alumnos respecto a las propiedades
invariantes de la elipse. Se observa, por ejemplo, que hay una tendencia a
suponer que cualquier cuerda perpendicular al eje focal representa siempre el lado

recto de la elipse o que una elipse es un Ovalo formado por arcos de
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circunferencia, esto en referencia a la investigacion que realiza Del Rio Sanchez, J.

(1990) y que mencionamos en los parrafos anteriores.

e Si el objeto matematico es trasladado o rotado a otro sistema de referencia,
entonces se les dificulta analizar que ciertas propiedades de dicha conica, como
lado recto, eje mayor y menor, excentricidad, condicion geométrica de la elipse, se

mantienen invariantes

Hemos considerado hacer uso del AGD, como fuente de apoyo a la ensefianza y
aprendizaje de la geometria. Este tema ha sido materia de investigacion en las ultimas
décadas y ha involucrado a toda la comunidad educativa, en la que estamos inmersos los

docentes como protagonistas del cambio.

Al respecto Sandoval (2009), indica que:

Durante los Gltimos afios, La geometria ha venido recuperando su lugar en la ensefianza.
Ello se debe en gran medida, al impulso recibido desde la geometria dinamica (GD), que ha
puesto de manifiesto el caracter estructural de los dibujos que se generan sobre la pantalla
de las computadoras o calculadoras. Hoy dia, se vuelven a plantear problemas que han sido
recurrentes para la ensefianza de la geometria, como la confusion entre los objetos

geométricos y los dibujos que la representan (p. 6).

Al respecto la investigadora recalca el papel de la geometria dindmica como una
herramienta mediadora entre el conocimiento perceptivo y el geométrico, es decir la
capacidad de descubrir relaciones estructurales de los objetos geométricos que pueden
enriquecerse por los modos de argumentacion o por la forma de expresarlos de manera oral
0 escrita. En nuestro trabajo de investigacion hicimos uso del Geogebra, el cual integramos
en nuestro estudio como instrumento que permitio la mediacidn entre el objeto matematico

y los alumnos involucrados en la presente investigacion.

Todas estas consideraciones sefialadas, muestran la importancia de efectuar la investigacion
en el tema de la elipse, desde una perspectiva distinta a la que tradicionalmente se ha

venido enfocando.
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A continuacion, presentamos algunas de las caracteristicas que describen este programa de
AGD, Geogebra como mediador entre la elipse y el sujeto, lo cual nos permitio desarrollar

las actividades elaboradas en nuestro estudio de investigacion.
1.3 El Geogebra

El Geogebra es un software libre de geometria dindmica para todos los niveles de
educacion que interactla y combina la geometria, el algebra, las estadisticas y el célculo.

Esta escrito en Java y por tanto disponible en multiples plataformas.

El creador del programa, Markus Hohenwarter estudié educacion matematica y ciencias de
la computacién en la Universidad de Salzburgo, Austria. Su interés estuvo centrado en la
aplicacion de la tecnologia en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas. En el afio
2002 crea el software Geogebra como parte del proyecto de su tesis en maestria de ciencias
de la computacion en Salzburgo, Austria. Posteriormente, obtiene un doctorado en
Educacién Matemaética y se involucra en numerosos proyectos, inicialmente en Austria,

luego en Europa y posteriormente en Estados Unidos.

Actualmente, ya son 50 idiomas a los que el programa ha sido traducido. Se cuenta con la
participacion de personas de distintas partes del mundo, las cuales estan involucradas en la
mejora del software trabajando en el codigo fuente. Ademas se han creado una serie de
Institutos por todos los continentes, los cuales estdn conformados por un grupo de
profesores, investigadores de colegios y universidades, operando como una comunidad
para apoyar a estudiantes y a profesores en la difusion de este programa de geometria

dindmica.

De acuerdo a su pagina oficial (geogebra.com), ya existen Institutos ubicados en regiones
como las de Argentina, Brasil, Chile, Colombia y Uruguay quienes al formar parte de la
cadena Instituto Geogebra Internacional comparten materiales de libre disposicion,
organizan talleres, conferencias, jornadas Yy trabajan en proyectos relativos al Geogebra. De
igual forma, se anuncia que pronto habrd una aplicacion disponible para la Tablet vy

posteriormente se lanzara una version libre del Geogebra en tres dimensiones.
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Enseguida, indicamos el uso de algunas de las herramientas y comandos que usaremos en
nuestro trabajo de investigacion.

En la figura 1, mostramos el sitio web del programa:
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Home Blog Ifo  Community Roadmap  Team  ToS

— — News

GeoGebra [EEUEE R . GaoGebra for Tablets
Dyrarmic mathermsatics & science for keaming and teaching = iR~ d Comingthis sumoe.Siga
up to be amang the first ta

o
\
Free Materials 4 / \ Community
. 4 Events

/ Institutes
W From elementary school to university kevel = 4 22
8 Interactive aleebra. statistice. and calodus softy [ . \'_ﬂ‘l 1 {
W Tens of thousands of free materials — o o LG

Figura 1. P4gina oficial del Geogebra

En la figura 2, se observa la Vista Algebraica y Gréfica. Se puede trabajar paralelamente
en ambas vistas, de tal forma que se aprecie la representacion grafica en la parte derecha 'y

su expresion algebraica o las coordenadas del objeto en el lado izquierdo.

Vista : Vista Grafica
Algebraica -

Figura 2. Vista Algebraica y Grafica
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En la figura 3, se muestra la barra de Menu y de Herramienta. Se puede apreciar que al

seleccionar una de las herramientas se despliegan los comandos.

o GeoGebra - o IEN|

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

'Aa’/:/:ﬁ‘r'. b‘v @7 O—&N, asc a2 4 ¢,§

v &

¥ Vista Algebraica - .
Recta Perpendicular

Recta Paralela
Wediatriz

" Bisectriz 44

Tangentes 34

Recta Polar o Diametral i

= o] Ao Nk

Ajuste Lineal

r
& Lugar Geométrico

4 3 2 K] o 7 2 3 3 ] [

Entrada: =

Figura 3. Barrade MenUy Herramientas

En la figura 4, se muestra que para desaparecer temporalmente la Vista Algebraica, Vista
Gréfica o los ejes coordenados, puedes desplegar la opcién Vista y seleccionar el comando
correspondiente. También se pueden ocultar los ejes coordenados al seleccionar el icono

de ejes que aparece en la esquina izquierda de vista gréfica

& Geo!
Archivo Edita |Vista| Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[:] .

Vista Algebraica Ctri+Maylsculas+A -

Hoja de Calculo Ctr+Maylsculas+3S ] =i

~ Vista Algebl
| e CAS - Célculo Simbdlico Ctr+Maylsculas+k
— Vista Grafica Ctrl+Maylisculas+1
Vista Grafica 2 Ctri+Maylsculas+2 154
g Protocolo de Construccidn Ctrl+Maytsculas+L
ERf] Tedado

Barra de Entraga

¢ Disposicidn

@ Actualiza Vista Grafica (Limpia rastros) Ctrl+F
Recélculo de Todos los Objetos Ctri+R

Figura 4. Vista Algebraica
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El ingreso de variables, coordenadas, funciones, pueden ser digitadas a través de la a barra
de Entrada. Por ejemplo, en la figura 5, se observa que la representacion grafica de la

circunferencia se consigui6 por la digitacion de la ecuacion correspondiente.

& GeoGebra - 8
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
- Eilad
A . @ . R f

b AL 3D OO LN e [ 2] 0 %
» Vista Algebraica x| | » Vista Grafica E
= Cénica

@ cxry=8

a By |B e|¢|n 8|1k
AMulvit|olplao|T|ule
olx|v|jwrjajlele|s|2
-+ sl=lzl-[alv]=]1]c]e
s|c|&|®|*® ijmle
« €
Entrada: x*+y*=8| Cuadrado & @

Figura 5. Barrade Entrada

En la figura 6, se dispone de un teclado virtual. Para ello, en la opcion Vista de la Barra de
Menu seleccione el comando Teclado. Alli podran ingresar simbolos de manera directa

como si se tratase de un teclado de los dispositivos periféricos de la computadora.

o GeoGebra - =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
=~ -
A X G * a=
Y [ EeB 1= (ol o 2 NI SR >
> Vista Algebraica =] | » vista Grafica *
|
= Teclado Virtual = =
= 1 2|3/ 456 7 890 - =«
illalwiel|r|t|y|lullilo|p|[|] ¥
clals|d|{flglh|j k|l t
\[fz(xlle|v|b(n|m|,|.|/|<|+|—=
A 4
1t || == | A J’ a o |iH
== LARLAD I
o
a 3 2 1 o 1 2 3 a 5 5
B
-z
Entrada: x*+y*=8| = @

Fiaura 6. Teclado Virtual 42
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Como se aprecia en la figura 7, en el menu Vista se puede acceder a la Hoja de Célculo,
Esta Hoja de Calculo no solo te permite realizar operaciones aritméticas sino que puedes

crear una lista de nimeros y trasladarla a tu zona gréfica.
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A1:B4

Muestra Objeto

Wuestra Rétulo
il

Registro en Hoja de Calculo

Copia

|‘°‘W‘\‘|m‘”“h|w|~‘*

Pega
Corta

=

Lol = Yol

Borra

@
5]

Crea 3 Lista

b}

Lista de puntos

=

A8 Propiedades de Objeto

Matriz
Tabla

@

o
&

Poliganal

=

Tabla de Operacion

®

©

Figura 7. Hoja Algebraica

En la figura 8, se muestra que el Geogebra asigna nombres a los objetos por orden
alfabético, estos podran ser renombrados colocando el cursor sobre el objeto y pulsando el
botdn derecho para desplegar el menu contextual y digitar el nuevo nombre del objeto en la

ventana Renombrar.

Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Y[l ] =

* Vista Algenraica =
- Cdnica
S CIB1L08XS - 11.86x y + 10077y
Punto
;B - (5.84, 1.62) ———
4 E=(B.25,3.40) —— —
< F1=(2.55, 3.22) = e
3 P = (B.63, 4.74)
Recta
| oA A8dAx + 320y = 2204

- Punio E
Coordanadas Polares

Muesira Objeto
Muestra Rotule
#  Activa Rastro

L= Renombra

HNuevo nombre para Punto £

&

Cancela

| Renombra

dorrs

FPropledades de Objeto ...

Figura 8. Renombrar el Objeto
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Para efectuar algin cambio en el objeto como color, estilo, nombre, rétulo, valor, etc., se

despliega un Menl Contextual, como se observa en la figura 9, y se selecciona las
Propiedades del Objeto.

=

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

.AV "/.; '/'/7 I>, @7 @7 & xv J\:.Elc7 a_=2V 4%»7

» Vista Algebraica * ~ \ista Grafica

= Cénica _l_ﬁl-- - v AAw
b £161.08%7 - 11.86x y + 190.77y*

= Punto

O B=(5.84,-1.62)

s E={(8.25,3.48)

L F1=(2.55,3.22)

e P =(8.63,4.14)

= Recta

e ar4.84x + 3.29y = 22.94

Punto E
/ Coordenadas Polares

Muestra Objeto

L4 Preferencias Muestra Rétulo
- = ‘ & Activa Rastro =
Bk
3« B
Renombra
5 [:.:)UHICCE Bdsico | Color | Estilo | Algebra | Avar /7 Borra ing
= Punto ~
OB Mombre: E .w¢ Propiedades de Objeto
s E Definicién: |(8.2546, 3.47879)
@ F1
o P Subtitulo:

Muestra Objeto

Muestra Rétulo: | Mombre ~

[] Muestra Rastro

Figura 9. Propiedades del Objeto

La casilla Muestra Objeto, se usa para desaparecer o aparecer algun objeto de nuestra
zona de trabajo. La casilla Muestra Rotulo, se usa de manera similar en la aparicion o

desaparicion del nombre, valor o subtitulo, como mostramos en la figura 10.

(44 Preferencias B3
v = @, o
aleEEY
i C.amcca Basico | Color | Estilo | Algebra | Avanzade | Programa de Guidn - Scripting
= Punto A
B Nombre: ¢
E1 Definicion: Elipse[E, F1, P]
o P Subtitulo:
=l Recia

S a [[] Muestra Objeto

Muestra Rétulo:  Nombre v

MNombre
Mombre y Valor
Valor

Subtitulo

Figura 10. Muestra Rétulo

[[] Muestra Rastro

[] Objeto Fijo
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El Comando deslizador te permite asignarle a un elemento geométrico, por ejemplo el

radio, un intervalo de valores, de tal forma que este elemento pueda ir aumentando o

disminuyendo conforme lo haga también el deslizador. En la figura 11 se muestra la

creacion del deslizador con un rango que varia de -5y 5, que posteriormente el usuario lo

vincule a algin elemento geométrico.

[=] GeoGebra (2)

. ~|r= i
LU O

Tl ——-

Intervala | Dastizador | Animacibn

Min: -8 Mix |5

nersman

Fiaura 11. Comando Deslizador

La herramienta Activa Rastro permite elaborar un trazo que deja una huella al desplazar

un punto determinado. Se visualiza en el Menu contextual del punto.

En la figura 12, se aprecia la huella de los puntos que gozan de determinada propiedad.

o elipse.ggb

— W]

Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

pSEEEEERENDER

-

Punto P: Punto de interseccion de d, e
. Muestra Objeto
l Muestra Rétulo
Activa Rastro

Renomora
/. Bomra

..¢ Propiedades de Objeta

Entrada:

Qe
9 &

Figura 12. Activa Rastro
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Para desactivar el rastro del objeto, usar Actualiza Vista (Limpia rastro) en la barra de

menu vista. De esa manera se eliminara cualquier trazo anterior. Ver figura 13.

o GeoGebra = (=

Archivo Edita |Vista| Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[}s .A Vista Algebraica Cri+Mayisculas+A | Ead
= Hoja de Calculo Ctri+Mayisculas+S E= P =
J* ﬁ ‘ CAS - Célculo Simbdlico Ctri+Maylisculas+K
Vista Grafica Crl+Mayisculas+1
Vista Gréfica 2 Ctri+Maylisculas+2 :
g Protocolo de Construccidn Ctri+Maytisculas+L

FEH Tedada
Barra de Entrada

# Disposicion ...

e
@ .Acluahza Vista Grafica (Limpia rastros) Cirl+F
Recdlculo de Todos los Objetos Ctri+R

Entrada: =@

Figura 13. Actualiza Vista

El programa Geogebra también permite exportar las construcciones como paginas web
interactivas y guardarlas en Geogebra Tube. Ademas, se puede usar el Lenguaje Latex, la

cual aparece en Insertar Texto en la barra de mend, como se observa en la figura 14.

@ GeoGebra - B
— : ) 5 ¥
oy . ]

S DT e N4 O
= A b \ ¥ : D o
mserta Texto
fi g | Cticenvista Grifica o en punko de posiciin del taxdo

Edita
Férmula LaTex Simbolos v | Oojetos v

im

Vista Proua 4

Y ]
4 Aruda =3 Cancel
Eniragx ®

Fiaura 14. Insertar Texto
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Creemos importante mencionar las acciones de la herramienta arrastre la cual nos permite
transitar de la geometria estatica a la dinamica, conservando las propiedades del objeto

matematico representado.

Segln Silva et al. (2011), el uso del arrastre influye en la estrategia de la resolucion del
problema y por lo tanto en una forma de hacer inferencias ya que permite pasar de una
geometria estatica a una dinamica, en la que las construcciones conservan su propiedades

geomeétricas cuando los elementos del objeto geométrico sean arrastrados.

Los investigadores afirman que han identificado seis tipos de arrastre en su trabajo de
investigacion: dos arrastres erraticos, dos arrastres guiados, un arrastre vinculado y un

arrastre para validar o invalidar.

Dentro de los arrastres erraticos se hallan los desplazamientos que el alumno puede realizar
a la zona gréfica o al objeto matematico representado pero sin un objetivo o plan especifico,
es decir de manera aleatoria. El objeto es modificable pero sin que importe cémo es esa
modificacién. Los arrastres guiados, en cambio, son los arrastres de objetos y de la zona
grafica con la finalidad de modificarlos y darles una forma particular. Finalmente la autora
considera el arrastre vinculado que trata de conectar un objeto a otro con el objetivo de
moverlos, como el deslizamiento de un punto sobre una curva y el arrastre para validar o

invalidar una propiedad o caracteristica del objeto.

Finalmente, hemos identificado en nuestra investigacion, algunas herramientas que
restringieron las acciones de los alumnos durante el desarrollo de la secuencia de
aprendizaje. Asi, encontramos que las herramientas “Interseccion de objetos”, “Activa
Rastro”, “Compas”, “Muestra Objeto”, y “Barra de Entrada”, opusieron al sujeto una serie
de restricciones que Rabardel (1995), clasifica como restricciones de existencia, de

intencién y de accion, los cuales han sido detallados en el siguiente capitulo.

Presentemos entonces algunos aspectos relevantes del Enfoque Instrumental, el cual
representa nuestro marco tedrico de nuestra presente investigacién con el que logramos
analizar las actividades que permitieron las instrumentalizacion de la elipse.
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1.4 Aspectos del Enfoque Instrumental
Consideraremos en nuestro trabajo de investigacion el Enfoque Instrumental presentado por
Rabardel (1995), el cual servira como marco tedrico para estudiar la instrumentalizacion

de la elipse mediada por un programa de geometria dinamica como el Geogebra.

En esta parte describiremos algunos términos del Enfoque Instrumental del que haremos

uso en nuestro trabajo de investigacion.

El autor indica que en toda situacion de actividad o de utilizacion de artefactos,
instrumentos, existe siempre una triada de elementos relacionados de manera explicita o

implicita, formada por el sujeto, el instrumento y el objeto.

El sujeto puede entenderse como un usuario, alumno; operario, trabajador, agente,
individuo, grupo de individuos o estudiantes que desarrollan una determinada accion en un
instrumento. El instrumento puede ser una herramienta, maquina o sistema, una propiedad,
de tal forma que sirve como mediador entre el sujeto y el objeto. El objeto, es todo aquello

donde va dirigida la accion con ayuda del instrumento.

El autor sefiala también que el término “objeto material fabricado” es un sinénimo de
artefacto, y que prefiere esta Gltima denominacion por ser un término mas liviano, de
designacion neutra que no especifica un tipo de relacion particular con el objeto al que te
diriges. Ademas, indica que desde el punto de vista antropoldgico, el artefacto es toda
cosa que ha sufrido una transformacion de origen humano y que es elaborada para
inscribirse en actividades intencionales, siendo la intencionalidad la causa de su existencia.
Es decir, que el artefacto, material o no, puede transformar a los objetos y concreta una

solucion a un problema o a una clase de problemas sociales.

Sobre el artefacto, el autor sefiala que puede ser definido desde distintos enfoques. Desde
el punto de vista técnico: el artefacto es un objeto que el hombre debe conocer, para poder
administrarlo con el fin de que responda a ciertos criterios prescritos o simplemente
esperados, funciona segun sus leyes y restricciones propias. Desde el punto de vista de sus

funciones: el artefacto es un productor de transformaciones del producto tratado, sin
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concebir al artefacto como un sistema funcionando, solo desde la perspectiva de lo que
produce, de lo que le sucede a los objetos. Finalmente visto como medio de accion, el
artefacto tiene un status de medio para la accion del sujeto, un medio que el sujeto asume

para operar sobre un objeto.

Rabardel (1995), indica que el instrumento no existe en si, sino es el resultado de asociar el
artefacto a la accion del sujeto, como medio para la misma. El artefacto puede ser un medio
material como un computador o puede referirse también a un medio simbdlico, como la
representacion grafica de una elipse en el monitor de una computadora. El autor designa el
término instrumento, para designar el artefacto en situacion, inscrito en su uso, en una
relacion instrumental entre dos entidades que son el sujeto, el usuario del instrumento y el
objeto sobre el cual se actua. La caracteristica principal es adaptarse al sujeto y al objeto, en
términos de propiedades materiales pero también en términos cognitivos y semioticos. Por
ejemplo, la condicion geométrica de la elipse dado un punto de la elipse la suma de sus
distancias a otros dos puntos fijos es una constante, representa una nocion que
movilizamos para determinar que dicha constante es igual a la longitud del eje mayor de la
elipse, es decir dado un punto de la elipse la suma de sus distancias a otros dos puntos fijos
es igual a la longitud del eje mayor. Este descubrimiento progresivo de las propiedades del
artefacto elipse en términos de propiedades materiales, vendra acompafiado por el cambio
de significado de la condicion geométrica de la elipse en términos cognitivos y semioticos,
es decir el sujeto va asociando nuevos componentes artefactuales a sus esquema condicién
geométrica de la elipse, generando el enriquecimiento de las propiedades del artefacto
elipse por parte del sujeto. El artefacto pasara al estado de instrumento, cuando el sujeto le
asigne los esquemas de utilizacion correspondientes, es decir el autor propone considerar al
instrumento como una entidad mixta que comprende tanto artefacto como los esquemas de

utilizacion.

Sobre los esquemas de utilizacion, el investigador indica que son esquemas relacionados
con la utilizacién de un artefacto y que estas actividades comprenden dos dimensiones. La
primera, referida a las actividades que se focalizan en las caracteristicas, propiedades y

actividades especificas del artefacto, y son llamadas tareas segundas o esquemas de uso
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(EV). Otras orientadas hacia el objeto de la actividad, hacia la tarea principal del sujeto,

Illamadas las actividades primeras o esquemas de accion instrumentada (EAI).

Un mismo esquema puede, dependiendo de la situacion, ser un esquema de uso y en otra
circunstancia un esquema de accion instrumentada. Por ejemplo, si se desea hallar la
longitud del lado recto de una elipse en términos de sus semiejes, la condicién geométrica
de la elipse, podria ser un esquema de uso o podria tratarse también de un esquema de

accion instrumentada para un alumno que inicia el estudio de la elipse.

Los esquemas de utilizacion, pueden ser elaborados tanto individual como socialmente. La
elaboracion individual corresponde a una dimension propia para cada individuo, mientras
que la dimensién social comprende otros usuarios, ya que el sujeto no esta solo, e incluso
los creadores del artefacto, son parte del surgimiento de los esquemas. Por ejemplo, el
lenguaje, los signos, los esquemas son considerados (Vygotsky, citado por Rabardel,
2011), como instrumentos psicoldgicos que median la relacion del sujeto consigo mismo y
con los demés, es decir los instrumentos permiten, no solamente la regulacion y la
transformacion del medio externo, sino también la regulacion, de la conducta del propio
sujeto y la conducta de los otros. Rabardel (1995), considera una tercera dimension de
esquema, el de los esquemas de actividad colectiva instrumentada (EACI) que corresponde

a la utilizacion en conjunto de un instrumento en un contexto de actividades compartidas.

Los esquemas de utilizacion estan relacionados, por un lado con los artefactos pues los
convierten en medios; y por otra parte, con los objetos sobre los cuales estos artefactos
permiten actuar. Ademas, los esquemas de utilizacién son polifuncionales porque se
dirigen a la comprensidn de las situaciones, a la transformacion de situaciones, la obtencion

de resultados, la orientacion y al control de la actividad en la que se trabaja.

Por lo tanto Rabardel (1995), afirma que el instrumento no puede ser reducido a un
artefacto, a un objeto técnico o maquina. El instrumento es al igual que el signo una
entidad bifacial, de doble cara o mixta, que comprende a la vez un artefacto y modos de
uso, ambas indisociables, se da en términos de propiedades materiales, pero también
cognitivas y semioticas, dependiendo de la actividad a la que el instrumento este destinado
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Rabardel (1995), afirma sobre el instrumento:

Es una entidad mixta, que incluye una componente artefactual (un artefacto, una fraccion de
artefacto o un conjunto de artefactos) y una componente cognitiva (el o los esquemas de
utilizacion) (Rabardel 2011, p.178).

Ademas agrega, que las dos componentes del instrumento: artefactos y esquemas, pueden
también tener relacion de independencia. Un mismo esquema puede aplicarse a una
multiplicidad de artefactos de la misma clase, por ejemplo, los esquemas de utilizacion de
una elipse pueden ser llevados también a la nocion hipérbola. De manera reciproca, un
artefacto es susceptible de ser insertado en otros esquemas de utilizacion que le atribuiran
significados y funciones distintas. La Elipse puede ser insertada en otros esquemas de

utilizacion como la construccion de elipsoides.

Los instrumentos, nos indica el autor, pueden evolucionar en situaciones en las que el
sujeto utilice el instrumento. Por ello los instrumentos pueden ser efimeros pero también
puede tener caracter permanente, como medio disponible para acciones futuras. Este
caracter de permanencia y de reutilizacion del instrumento, es la asociacion de dos
invariantes el artefactual y el esquematico. Estos procesos son caracterizados en términos
de procesos de instrumentalizacion e instrumentacion, dos orientaciones diferentes y

conjuntas.

El autor define la Génesis Instrumental como la elaboracion instrumental o el proceso de
construccion de un artefacto a un instrumento, el cual se realiza por medio de la
instrumentalizacién (actividad va dirigida hacia la componente artefacto del instrumento) y
la instrumentacion (actividad va dirigida al sujeto mismo). Ambos procesos, segun indica
el investigador, contribuyen de manera solidaria al surgimiento y a la evolucién de los

instrumentos

Sobre lo anterior, el investigador indica que

Los procesos de instrumentalizacion se refieren al surgimiento y la evolucion de los

componentes artefacto del instrumento: seleccion, reagrupacion, produccion e institucion de
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funciones, desvios y catacresis, atribucién de propiedades, transformacién del artefacto
(estructura, funcionamiento, etc.) que prolongan las creaciones y realizaciones de artefactos

cuyos limites son dificiles de determinar debido a este proceso de transformacion.

Los procesos de instrumentacion son relativos al surgimiento y a la evolucion de los
esquemas de utilizacion y de accion instrumentada: constitucion, funcionamiento, evolucion
por acomodacién, coordinacion, combinacién, inclusién y asimilacién reciproca,

asimilacion de artefactos nuevos a esquemas ya constituidos (Rabardel 2011, p. 211).

En nuestro trabajo de investigacion, hicimos surgir y evolucionar las propiedades de la
elipse. La primera componente artefactual que se intentd instrumentar fue la condicion
geomeétrica de la elipse: dado un punto de la elipse la suma de sus distancias a otros dos

puntos fijos es una constante, dicha condicion geométrica es un EAL.

Para lograrlo, los alumnos movilizaron EU como por ejemplo las nociones de mediatriz y
circunferencia, las cuales fueron consignadas en el analisis cognitivo como saberes previos
al tema de la elipse. Ademas verificamos que los alumnos se hallaban instrumentados en
relacion a la mediatriz de un segmento, pues movilizaron la propiedad que indica que si un
punto pertenece a una mediatriz de un segmento entonces equidista de los extremos del
segmento. En actividades posteriores la condicion geométrica de la elipse dado un punto de
la elipse la suma de sus distancias a otros dos puntos fijos es una constante, fue movilizada
por los alumnos en otras tareas como determinar la relacion entre los parametros de una
elipse, para lo cual fueron explicitos en sus aplicaciones. Esta descripcién nos condujo a
pensar que la condicion geométrica de la elipse funcion6 como EAI en algin momento y
luego evolucion6 para un EU en otro. Ambos procesos, instrumentalizacion e
instrumentacion, relativos al surgimiento de las componentes del artefacto y a la evolucion
de los esquemas de utilizaciébn como esquemas de accién instrumentada, nos permitieron
finalmente, instrumentar la elipse, pues en las actividades finales, especificamente en la
actividad nueve y diez, hay indicios que los alumnos tuvieron indicios de cuestiones de
reconocimiento de sus propiedades que les permiti6 movilizarlas en determinadas

situaciones, como la generacion de Grbitas elipticas de un cometa alrededor del sol.
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A partir de las atribuciones de funciones de un artefacto, el autor distingue dos niveles de

instrumentalizacion.

En un primer nivel, la instrumentalizacion local, relacionada con una accion singular y

con circunstancias de su desarrollo. El artefacto esta instrumentalizado momentaneamente.

En el segundo nivel, la funcién adquirida se conserva de manera durable como una
propiedad del artefacto en relacién con una clase de acciones, de objetos de la actividad y

de situaciones.

Sin embargo, sefialamos que para conseguir el segundo nivel de instrumentalizacion, la
movilizacion de las propiedades de la elipse, deben ser observadas nuevamente en un
tiempo mayor. El tiempo que disponemos es muy corto, por lo tanto no sera nuestro foco de

interés observar este procedimiento.

Acerca de la instrumentalizacién, Trouche (2004) indica que esta puede pasar por
escenarios distintos: un escenario de descubrimiento y seleccion de las funciones
relevantes; un escenario de personalizacion en la que el sujeto encaja al artefacto de
acuerdo a sus necesidades y finalmente un escenario de transformacion del artefacto,

algunas veces en direcciones insospechadas por el disefiador.

Por ejemplo, en la fase de descubrimiento el alumno puede iniciar la manipulacion de los
iconos del Geogebra para familiarizarse con las propiedades del software. En la fase de
personalizacion cada sujeto encaja el artefacto de acuerdo a su requerimiento, por ejemplo
el alumno puede trabajar con la vista algebraica o geométrica en la pantalla de la barra de
herramientas del Geogebra. En la fase de transformacion, el sujeto puede situarse incluso
en direcciones imprevistas por el disefiador, el autor menciona ejemplos como la creacion
de atajos de teclado, el almacenamiento de programas de juegos, la ejecucion automatica de

algunas tareas.

Sin embargo, existen también restricciones por la utilizacién de los instrumentos en la
actividad de sujeto. Estas restricciones, afirma Rabardel (1995), son distintas, dependiendo
de la actividad en relacion con el artefacto. Segun el autor existen tres tipos de restricciones
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que impone el artefacto: las restricciones de existencia, de intencionalidad y de accion. Las
tres restricciones fueron halladas mayoritariamente cuando los alumnos hicieron uso de las
herramientas del Geogebra, no las encontramos en nuestro objeto matemaético. Estas
restricciones serdn detalladas en relacion al Geogebra, ya que fueron restricciones que se
impusieron mayoritariamente en el desarrollo de las actividades cuando los alumnos

usaron este AGD como mediador en el proceso de instrumentalizacion de la elipse.

La primera restriccion referida a las restricciones de modalidades de existencia, vinculadas
a las caracteristicas o propiedades comunes del artefacto que el usuario debe identificar,
comprender, administrar y verificar para el cumplimiento de las condiciones de
funcionamiento. Asi tenemos, los dispositivos o periféricos de la computadora: procesador,
memoria, resolucion gréfica. En la actividad 2, ocurri6 una restriccion de existencia en los
alumnos de ambos equipos, pues el mouse que es una parte periférica del sistema, era
soltado antes de completar el trazo de la elipse que elaboraban con la herramienta “Activa
Rastro”. En la actividad 5 los alumnos mostraron dificultades al momento de ocultar
algunos objetos, ya que no lograron seleccionarlos correctamente, dicha accidn esté ligada
a la manipulacion de un material periférico, en este caso el mouse que manipula la

herramienta “Muestra Objeto”.

La segunda restriccion referida a las restricciones de intencionalidad, en tanto este
destinada a producir transformaciones, dirigida hacia los objetos sobre los cuales hay
condiciones de transformacion, por ejemplo restricciones en la representacion de los
objetos geomeétricos es decir en las transformaciones realizables. Asi, mostramos que en la
actividad 2, encontramos una restriccion de intencionalidad en los alumnos, integrantes del
equipo B, cuando uno de los integrantes quiso obtener una imagen mas completa de la traza
de la elipse y aplicé el zoom (CTRL y gir6 la perilla del mouse), esto provocé que la
imagen desapareciese por completo de la pantalla. Esta limitacion del programa para
producir transformaciones intencionales hizo que el alumno tenga una limitacion en el

accionar de su trabajo.
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Finalmente las restricciones de estructuracion de la accion, vinculadas a las modalidades de
la accién anticipadas por el disefiador, inscritas por ellos en la estructura vy, por tanto,
incorporadas a la estructura y funcionamiento del artefacto. Podrian suceder restricciones
en la zona de interfaz del usuario como la barra de herramientas, la zona de trabajo,
retroalimentaciones, etc. Podemos afirmar que en la actividad 1, la herramienta “Punto”
tuvo una restriccion de accion, debido a que el usuario confundié dicha herramienta por
la herramienta “Interseccién de objetos” cuando sus modalidades de accion estan
anticipadas por el disefiador e incorporadas a la estructura del programa. En la actividad 2
notamos que la herramienta “Activa Rastro” pasa por una estructuracion de la accion, ya
que los alumnos no usaron las caracteristicas del mend de la barra de herramientas para
editar el grosor de la pluma del trazado de la elipse. En la actividad 5 con el uso de la
herramienta “Compas”, los alumnos tuvieron ciertas dificultades para manipularla,
creemos que aun no la conciben como una herramienta que traslada distancias. En la
actividad 7 los alumnos tuvieron problemas para ingresar los exponentes de las
expresiones algebraicas en la Barra de Entrada, al respecto el Geogebra dispone de un
teclado virtual donde se hallan los simbolos que otros teclados no consignan.

En el inicio de este capitulo mostramos algunos trabajos de investigacion que
problematizan la ensefianza de las cénicas. De igual forma, desde nuestra experiencia como
docente universitario, justificamos la realizacion de nuestro estudio en torno a algunos
problemas puntuales que notamos recurrentes en el proceso de ensefianza y aprendizaje,

como la desatencion de espacios que promuevan la ensefianza y aprendizaje de las cénicas.

Creimos conveniente enfatizar el uso de las construcciones geométricas y de lugares
geométricos. Ademas, la revision de la literatura nos indica que la aplicacion de los AGD

puede favorecer la ensefianza y aprendizaje de nuestro objeto de estudio.

De acuerdo a este analisis pasamos a delimitar nuestro problema, en el que incluiremos
nuestra pregunta de investigacion, nuestro objetivo general y los objetivos especificos de

nuestra investigacion.
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1.5 Delimitacion del Problema

La revision de la literatura analizada en este capitulo fue clave para sentar una evidencia
que a la luz de dichos trabajos de investigacion, existen ciertos problemas ligados al
estudio de las cénicas y que desde nuestra experiencia como docente compartimos algunas
de sus experiencias. De este modo Fernandez (2011) problematiza algunos fendmenos
como la escasez de estudios sobre lugares geométricos, la desatencién de las conicas como
contenido geométrico, necesidad de una complementariedad entre el enfoque sintético y
analitico, y privilegia la importancia del uso de los AGD, como mediador para fomentar
las construcciones geometricas. Asi mismo, Santa (2011) manifiesta que la geometria es la
rama de la matematica que puede ser tratada desde el punto de vista intuitivo, a partir de
procesos de visualizacion y de experimentacion, usando objetos tangibles para generar
conjeturas y procesos de razonamiento, reconociendo que las tecnologias podrian facilitar
el grado de interactividad y experimentacion virtual. Ademas, indica que con el doblado de
papel y su axiomatica, es posible que el estudiante pase por un mejor entendimiento de la
nocion de elipse a traves de distintos niveles de razonamiento, desde el reconocimiento de
la figura por su forma y su tamafio, hasta la percepcion de los elementos que la constituyen

y su relacion entre ellos.

En ese sentido creimos importante contemplar un enfoque donde se incorpore los
programas de AGD para el estudio de las conicas. Al respecto, Laborde et al. (2006),
indican que los investigadores han estado muy centrados en los conceptos tradicionales de
la  geometria euclidiana, marginando las representaciones graficas ligadas a sus
significados geométricos. Los autores manifiestan que la coexistencia de la abstraccion y la
comprension intuitiva de la geometria o el permanente enfoque dual teérico y empirico, ha
inclinado la situacién, en muchos casos, a la renuncia de la idea de estas representaciones
graficas y geométricas. Ante este contexto, los investigadores hacen notar el nacimiento de
otras posturas que centran sus investigaciones en los procesos cognitivos de la actividad
geométrica y en el caracter estructural de sus representaciones, los cuales dejan apartada la
tendencia abstracta y axiomatica, y es por medio de los AGD que se puede lograr las

manipulaciones de la elipse, deformaciones de la curva, rastros que permiten observar
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trayectorias y que obedecen a ciertas condiciones geométricas, valores que actualizan sus
resultados de acuerdo a cualquier cambio de la curva, los cuales usualmente son dificiles

de conseguir en lapiz y papel.

Desde nuestra experiencia como docente, afirmamos que esta probleméatica mostrada se
halla relacionada a la experimentada con los alumnos de Arquitectura del primer ciclo del
curso de Matematica | de una Universidad Particular de Lima. En ese contexto, hemos
mencionado y descrito algunos puntos que consideramos problematicos en las actividades
de ensefianza y aprendizaje de la elipse, como la marginacién de construcciones
geométricas, la desatencion de los lugares geomeétricos, la perdida progresiva de los
saberes previos de los alumnos en estos temas las cuales son requisitos previos para el
curso de conicas, excesivo énfasis a los enfoques algebraicos o analiticos en el proceso de
ensefianza y aprendizaje, tendencia a vincular a las elipses al sistema coordenado
cartesiano, percepcién equivoca o nula a los aspectos invariantes de la elipse cuando los
ejes coordenados son omitidos en contextos distintos o cuando existe una traslacion o

rotacion de la elipse.

Respaldados por estos argumentos, surge la necesidad de reconocer que no solo se puede
comprender la nocion de elipse articulandola a una ecuacion algebraica con dos variables,
sino que existen otros planteamientos con sus propias complejidades alrededor del proceso
de ensefianza y aprendizaje de la elipse. En ese sentido, la historicidad de este concepto
matematico reconoce la existencia de multiples concepciones que le han sido vinculadas a
las conicas a través de su proceso histérico. Fernandez (2011), indica que hasta la época de
Descartes, se podia comprender a las curvas cénicas no solo como secciones de un cono o
como el rastro que un punto deja sobre el plano cuando cumple determinadas condiciones
sino también como una expresion algebraica compuesta por dos variables. De igual forma,
Boyer (1987) sefiala que el nacimiento de la elipse, atribuida al gedmetra griego Menecmo,
fue un subproducto de su investigacion cuando trataba de resolver el problema de la
duplicacion de un cubo y que el primer tratado sistematico elaborado por el matematico
griego Apolonio, hace uso de un lenguaje sintético, con tratamientos desde el punto de

vista geométrico. Nuestro enfoque dard un tratamiento a la elipse basado en las
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construcciones y sus respectivas representaciones geométricas, lo cual nos conduce ademas,
a tender un puente entre el contexto sintético y analitico, teniendo en cuenta al Geogebra,
que actla como agente mediador, facilitando, segiin manifiesta Laborde et al. (2006), la

interaccidn, la exploracién, manipulacién, de los alumnos con el objeto matematico.

Desde esta posicion, basada en las situaciones descritas, nos hemos planteado la siguiente

pregunta de investigacion:

e ;Una secuencia de actividades mediadas por el Geogebra permite que los
alumnos de Arquitectura y Administracion de Proyectos instrumentalicen la

elipse?

Para responder la pregunta de investigacion, necesitamos sefialar los objetivos especificos

que contribuyan finalmente al logro del objetivo general.
Objetivo general:

e Propiciar la instrumentalizacion de la elipse cuando los alumnos trabajan una

secuencia de actividades mediadas por el Geogebra.
Objetivos especificos:

e Diseflar actividades que permitan el surgimiento y enriquecimiento de las
propiedades de la elipse, cuando los alumnos elaboran construcciones geométricas

mediadas por el Geogebra.

e ldentificar por medio de las acciones, los posibles esquemas de utilizacion que los
alumnos construyen o movilizan cuando trabajan una secuencia de aprendizaje

mediada por el Geogebra.

El disefio de las actividades son situaciones secuenciales que fueron planteadas usando
algunos aspectos de la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD) de Brousseau (1986). Se

crearon situaciones didacticas en las que de manera explicita o implicita se establecié un
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conjunto de relaciones entre los alumnos y el entorno con el objetivo de producir
aprendizaje. En el disefio de dichas actividades, se crearon situaciones que llevaron al
alumno a actuar, formular y validar sus respuestas haciendo uso del Geogebra, de esta
manera se consigue gue surjan y se enriquezcan de manera progresiva las propiedades de la
elipse. Se presentaron situaciones en las que el alumno debié ser orientado por los

profesores sin que haya una situacion de informacion explicita hacia los alumnos.

Asimismo, es importante notar que en nuestra investigacion hemos buscado sefialar los
esquemas de utilizacién que los estudiantes pudieron movilizar o construir cuando
elaboraron construcciones geométricas e hicieron uso del Geogebra. De igual forma, sus
justificaciones explicitas, presentadas como escritos, contribuyeron también al

entendimiento en algunas de las actividades.

Es asi que creemos que nuestros objetivos especificos pudieron ser alcanzados y que
ambos objetivos contribuyeron de manera solidaria en el logro de nuestro objetivo general,
y de esta forma responder a la pregunta de investigacion

En el siguiente capitulo detallaremos algunos aspectos de nuestra metodologia de
investigacion de caracter cualitativo - experimental, y en la que hemos creido conveniente
considerar la Ingenieria Didactica de Artigue (1995) pues nos permite analizar el entorno
didactico de nuestro objeto de estudio, ademas de una contrastacion de los resultados con

las propuestas sefialadas en el analisis a priori.
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CAPITULO 2 - ASPECTOS METODOLOGICOS

Nuestro trabajo de investigacion se enmarca en una metodologia de caracter cualitativo -
experimental. Dentro de este marco, hemos seleccionado como metodologia de
investigacion a la Ingenieria Didactica.

2.1 Ingenieria Didéctica

De acuerdo a Artigue (1995), esta metodologia, se origina en Francia, en pleno desarrollo

de la didactica de la matematica, a inicios de los afios 80.

La autora indica que por esa época habia la necesidad de abordar dos temas importantes,
debido al desarrollo de la didactica: en primer lugar la ausencia de una metodologia en
didactica, libre de la influencia de otras metodologias, es decir la necesaria desvinculacion
de las relaciones entre los procesos de investigacion - accion de esa época; y en segundo
lugar, la necesidad de otorgar un espacio a la realizacion didactica en clase, es decir la
concepcion, realizacion, observacion y andlisis de secuencias de ensefianza. En este
capitulo nos centraremos basicamente en las producciones para la ensefianza en aula, es

decir en las realizaciones didacticas.
Ingenieria Didactica

Artigue (1995), afirma que la Ingenieria didactica se distingue por su naturaleza
experimental basada en las realizaciones didacticas y surge finalmente como una
metodologia a la luz de los hallazgos de la teoria de Situaciones didacticas y de la
Transposicion Didéactica.

El nombre de Ingenieria Didactica se origina al comparar esta metodologia con el trabajo
que realiza un ingeniero ya que el investigador en didactica tiene a cargo un proyecto
relacionado a la ensefianza y aprendizaje, se enfrenta a un grupo determinado de alumnos y
es en funcion a esta retroalimentacion entre profesor y estudiante que el proyecto
evoluciona y se nutre de nuevos elementos que el investigador debe contemplar en el

analisis a priori que después confrontara con los resultados de su experimentacion.
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Al respecto Artigue (1995), afirma que:

Se denomind con este término a una forma de trabajo didactico equiparable con el trabajo
del ingeniero quien, para realizar un proyecto determinado, se basa en los conocimientos
cientificos de su dominio y acepta someterse a un control de tipo cientifico. Sin embargo, al
mismo tiempo, se encuentra obligado a trabajar con objetos mucho mas complejos que los
objetos depurados de la ciencia y, por tanto, tiene que abordar practicamente, con todos los
medios disponibles, problemas de los que la ciencia no quiere 0 no puede hacerse cargo (pp.
33-34).

En ese sentido, Douady (1995 citado en Artigue, 1995), afirma que la ingenieria didactica
es una metodologia de investigacion particularmente interesante por tener en cuenta la
complejidad de la clase y la evolucion de su relacion con el conocimiento. Al respecto la

autora, proporciona también una descripcion del término ingenieria didactica.

El término ingenieria didactica designa un conjunto de secuencias de clase concebidas,
organizadas y articuladas en el tiempo de manera coherente por un profesor — ingeniero,
con el fin de realizar un proyecto de aprendizaje para una poblacion determinada de
alumnos. En el transcurso de las interacciones entre el profesor y los estudiantes, el
proyecto evoluciona bajo las reacciones de los estudiantes y en funcién de las selecciones y
decisiones del profesor. De esta forma, la ingenieria didactica es a la vez un producto,
resultante de un analisis a priori, y un proceso en el transcurso del cual el profesor ejecuta

el producto adaptandolo, si se presenta el caso, a la dinamica de la clase (p.61).

La investigadora también sostiene que dependiendo de la importancia de la realizacion

didactica, se distinguen 2 niveles de ingenieria: el nivel del micro y la macro-ingenieria.

Nuestro trabajo de investigacion estuvo basado en las realizaciones didacticas a nivel
micro ingenieria, es decir, por la realizacion y analisis de las secuencias que ocupan el
estudio de un determinado tema y en relacion a la complejidad de los fenémenos en el aula
para su realizacion, lo cual nos permitio analizar los procesos de aprendizaje del objeto

matematico de estudio.

En seguida distinguimos algunas fases de la ingenieria didactica.
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Fases de la Ingenieria Didactica.

Al respecto, Artigue (1995) distingue cuatro fases que caracterizan esta metodologia: la
fase 1 de analisis preliminar, la fase 2 de concepcion y el analisis a priori, las fase 3 de

experimentacion y finalmente la fase 4 de analisis a posteriori y evaluacion.

A continuacion, de manera muy general describiremos cada una de las fases del proceso

experimental de la ingenieria didactica:
Fase 1: Analisis preliminar

Segun Artigue et al. (1995), en los analisis preliminares se debe tener presente:

e El andlisis epistemoldgico de los contenidos contemplados en la ensefianza

e EI andlisis cognitivo, referente a de las concepciones de los estudiantes, de las

dificultades y obstaculos que determinan su evolucion
e EIl andlisis didactico, referente a la ensefianza tradicional y sus efectos

e EIl analisis del campo de restricciones, donde se va a situar la realizacion

didactica efectiva

Todo lo anterior se realizé teniendo en cuenta los objetivos especificos de la investigacion.

El anélisis epistemoldgico, en nuestra investigacion no haremos un analisis epistemologico
sino una aproximacion histérica de nuestro objeto matematico, con la finalidad de obtener
un panorama sobre la evolucién y las multiples concepciones que le han sido asignadas a la
elipse en la historia. Nos centraremos en ciertos periodos historicos relacionados con el
desarrollo de la evolucion matematica, desde las primeras manifestaciones griegas en los
afios 350 a.C., hasta sus aplicaciones en el campo de la astronomia, en el siglo XVII

aproximadamente.

Respecto al analisis cognitivo, la investigadora, indica que estd asociada a las

caracteristicas cognitivas del pablico al cual se dirige la ensefianza.
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En nuestro trabajo de investigacion, fue necesario realizar una prueba de diagnostico (Ver
Apéndice A) para seleccionar a los alumnos que adquirieron los conocimientos previos al
tema de la elipse, de tal forma que lograron apropiarse de las propiedades de la Elipse
durante nuestra secuencia de aprendizaje. Para ello se toma como referencia el programa

analitico de la asignatura de Matematica | (Ver Anexo).

De igual forma, fueron disefiadas cinco actividades como medio exploratorio del uso del
Geogebra (Ver Apéndice B), lo que permitié que los alumnos seleccionados se familiaricen

con el manejo de algunas herramientas.

Acreditamos que se evidenciaron algunas restricciones en el uso del Geogebra y que
detallamos en el capitulo I. En general, podemos indicar que el hecho que los alumnos no
hayan tenido una experiencia previa con este AGD, no resultd impedimento para el

desarrollo de las actividades propuestas.

En el andlisis didactico, Artigue (1995), afirma que esta relacionado a las caracteristicas

del funcionamiento del sistema de ensefanza.

Sobre este andlisis didactico, hemos seleccionado dos libros de consulta que son
consignados en el silabo del curso y un Texto Guia que sirve de apoyo académico a la

asignatura de Matematica.

En el cuadro 1, se presenta la informacion de estos documentos de consulta en el curso de

Matematica .
Cuadro 1. Documentos de consulta
Autor Capitulo Paginas Titulo
Swokowski, Earl y Jeffery Cole 11 651-664 Algebra y Trigonometria con Geometria
(2011) Analitica
Leithold, Louis (1998) 11 759-782 Matematicas previas al calculo
Profesores de la asignatura 37-41 Texto Guia — Matematica |

Fuente: Elaboracion propia.
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Hemos elaborado una revision de los capitulos que han sido consignados en el cuadro
anterior.

En cada caso haremos mencion a los aspectos relevantes relacionados a nuestro trabajo
de investigacion.

En el cuadro 2, se muestra el primer texto de consulta

Cuadro 2. Algebra y Trigonometria con Geometria Analitica (2011)

Algebra y Trigonometria con Geometria Analitica

Earl W. Swokowski . Jeffery A. Cole

Capitulo Seccién Articulos
Capitulo 11. Seccion 11.2 Definicion de la elipse.
Péginas: 759-782 Ecuacion con centro en el origen.
Temas de Geometria Analitica La Elipse Ejemplos resueltos.
Excentricidad.
Ejercicios propuestos.

Fuente: Elaboracion propia.

En este texto de Swokowski et al. (2011), los autores describen el siguiente procedimiento

para encontrar lo que llaman como una ecuacidn sencilla en una elipse:

Seleccionan el eje X como la recta que contienen a los dos focos F y F’, con el centro de
la elipse en el origen. Si F tiene coordenadas (c,0) con c >0, entonces, F' tiene
coordenadas (—c,0). En consecuencia, la distancia entre F y F’ es 2c. La suma constante
de las distancias de P desde F yF' estara denotada por 2a. Para obtener puntos que no
estén sobre el eje X, debemos tener 2a>2c; es decira > c. Por definicion, P(x,y)esta
sobre la elipse si y s6lo si son verdaderas las siguientes ecuaciones d(P,F) +d(P,F')=2a

(pp.769-770).

Luego elaborando una serie de procedimientos algebraicos, llegan a la expresion, definida

2 2

por la ecuacion X+ Y 1.
a® a’-c
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Cuando hacen la sustitucion posterior a® —c? =b?, logran obtener la ecuacién estandar

A X2 2
de la elipse 7+;’7:1 .

En nuestras actividades el alumno realizd construcciones geométricas sin recurrir a los ejes

QD

coordenados, con el objetivo de determinar la condiciébn geométrica de la elipse.
Posteriormente hace uso de esta condicion y la incorpora como una nueva caracteristica de
la elipse. Con esta propiedad, elabora una traza de la elipse. Luego, haciendo uso de la
representacion grafica y vinculandola a la Vista Algebraica del Geogebra el estudiante
aplico la condicion geométrica y escribe la expresion algebraica correspondiente. Es decir
se trata de establecer en nuestro trabajo de investigacion un vinculo entre la geometria
sintética y analitica.

Se observo también en la figura 15, que los autores abren la posibilidad de integrar el uso
de una calculadora grafica para el trazado de una semielipse. Sin embargo el proceso para
la elaboracion del grafico no es directo. EI texto indica que el estudiante debe ajustar la

expresion analitica Ax*+Cy>+Dx+Ey+F=0 a otra ecuacion de la forma
ay’+by+(cx*+dx+ f)=0, luego hacer uso de la férmula general para determinar la

variable incégnita y. La figura 15, muestra el procedimiento

/ Graficar semielipses \

Trace la grifica de 3x* + 4y? + 12x — 8y 4 9 = 0.

SOLUCION La ecuacitn puede ser considerada como una ecuacion cuadritica con y de la
forma ay® + by + ¢ = 0 al reacomodar términos como sigue:

4y? — 8y 4+ (3x? + 12x + 9) = 0

Aplicando la férmula cuadritica a la ccuacidn previa,cona =4, b = —8ye = 3a2 + 124 +
9 tendremos

9= VO - I@eE T 1519
R B
8+ V64 — 163x7 + 12x + 9)

8
=12 $Ved — 16(3x7 + 12x + 9).

Note que no simplificamos por completo el radicando, porgue estaremos usando una calcu-
ladora de grificas.,

Figura 15. Ejemplo 6 — Calculadora Gréfica |

Fuente: Swokowski (2011, p. 775)
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En seguida se procede a realizar las asignaciones correspondientes, de acuerdo al grafico

mostrado de la figura 16.

/ : Ahora bacemos las asignaciones ) \

Yi=4V6d — 160G +12x+9), Ya=1+Y, and Yy=1-Y,.
Hacerasignaciones Y. (V=) (1 (5) s @ (2nd) ) 64 (=) 16 P TR e ]
B & ; G & () v @S () o EizitoRissie
(1 &) N e
(O@EE () OOmE NVES
: () G (=) (O (D) 2Y6=
Desactiar i
Ahora grafica Y y Y; en la pantalla
[-5, 1] por[—1,3]. f“\\
AN v
—

. _ sy

Figura 16. Ejemplo 6 Calculadora Grafica Il

Fuente: Swokowski (2011, p. 775)

Asimismo, observamos que en gran parte de los ejercicios se pide hallar los elementos de
la elipse a partir de su ecuacion analitica y en otros la ecuacion analitica teniendo como

punto de partida sus elementos.

2 2
El texto también menciona la modificaciéon de la ecuacién estandar L2+Z7:1 en

QD

2 2
(X_zh) +(yt—)2k) =1 usando sustituciones x-h asi como y-k, elaborando siempre
a

procesos algebraicos.

En nuestra secuencia de actividades, el alumno trasladé la elipse desde el origen de
coordenadas hasta otro punto en el plano con la ayuda de un deslizador creado con el
Geogebra. Ademas, el programa de AGD, permitié que los alumnos observaran en tiempo
real el cambio en el centro de la elipse.
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El capitulo del texto finaliza con algunas aplicaciones de la elipse a la astronomia y su uso
como traza de una superficie cuadrica o elipsoide, y en la generacién de ondas o impulsos
emitidos desde los focos en el campo de la acustica. Nosotros propusimos, en la actividad
10, una animacion en el que se moviliza a la elipse como instrumento para describir la

Orbita eliptica del cometa Halley alrededor del sol (Ver Apéndice C).

En el cuadro 3, se muestra el capitulo del texto correspondiente

Cuadro 3. Matematicas previas al calculo. 3° edicion 1998

Autor: Leithold

Capitulo Seccion Articulos
Capitulo 11. Seccion 11.1 Definicidn de la elipse.
Péginas: 651-654 _ Ecuacion de la elipse.
Tema Secciones Conicas La Elipse Ejemplos resueltos.
Forma estandar de la ecucion de la elipse.

Fuente: Elaboracidén propia.

Observamos situaciones muy similares al texto de Swokowski y Jeffery (2011). Procede
con las mismas definiciones que empled en dicho texto sindicando los valores de los

parametros, los cuales representa por las letras a, by c.

Por ejemplo, en la seccion referida al tema de la elipse, el autor uso6 las definiciones
d(P,F)+d(P,F')=2a Y larelacién b*=a*-c® para formular la ecuacion de la elipse, sin
embargo, tampoco concretdé una explicacion geométrica que otorgue complementariedad

geométrica a esta propiedad

Nosotros propusimos en nuestras actividades, la construccion de un triangulo isdsceles
que tenga como Vértices los focos de la elipse y un extremo del eje menor, de tal forma que

el alumno pudo formular una relacion entre los parametros a, b y c. Sin embargo, fue muy
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importante que el alumno manejara como conocimientos previos las propiedades de la
mediatriz y relaciones pitagoricas, que son conocimientos preexistentes.

Respecto al uso tecnoldgico de algln dispositivo, el autor indica que una elipse puede ser
representada mediante una calculadora grafica, pero en este caso no muestra un ejemplo

relacionado al trazado de elipses.

El texto de Leithold (1998), al igual que el texto anterior, hace uso de las traslaciones

2 2
(x—h) asi como (y—k) para hallar la forma estandar de la elipse (x _Zh) e gzk) =1, que
a

tiene ejes paralelos a los ejes coordenados.

Ambos autores usan la excentricidad para describir el alargamiento o la compresion de una
elipse de acuerdo a la relacién entre los valores que toman a y c. Sin embargo los dibujos
estaticos que muestra el texto no conllevan necesariamente a que el alumno elabore el

proceso dindmico que estas representaciones requieren.

En la figura 17, mostramos las distintas formas limites de la elipse, cuyo eje mayor es el

Unico que se mantiene constante.

Figura 17. Las formas limites de la elipse

Fuente: Leithold (1998, p.662)

En dicha figura, se observa que a medida que los focos se acerquen a los vértices, la forma

de la elipse se alarga. Deberian existir nociones previas de los parametros de la elipse.
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En nuestra opinion la excentricidad es una propiedad que no debe ser mostrada con dibujos
estaticos. En nuestras actividades pudimos ejemplificar de manera dinamica y por medio
del deslizador, el alargamiento que sufre la grafica de una elipse cuando los focos se

aproximan o se alejan de los extremos de los vértices una grafica de la elipse.

En nuestro trabajo de investigacion las actividad propuesta mostro una grafica dindmica en
la cual los alumnos arrastraron y alejaron los focos de los vértices, de esa forma se

actualizaron los valores que corresponden a la razon de la excentricidad.
En el cuadro 4, se muestra las secciones y los articulos del curso de Matematica I.

Cuadro 4. Texto Guia Curso Matematica |

Autores: Los Profesores de la Asignatura

Unidad Seccion Articulos
Unidad 3 Seccion 3 Definicion de la elipse.
Tema: Las Cénicas ) Ecuacién de la elipse.
La Elipse (pp.37-41) Forma canénica de la elipse.
Ejemplos propuestos

Fuente: Elaboracién propia.

Es una guia que emite el Departamento Académico de Ciencias y Humanidades del area de
Matematica como complemento al trabajo de aula y afianzamiento del aprendizaje del
alumno. En la Unidad 3, referido al tema de las Conicas, en la parte de elipse, la guia
contiene un resumen tedrico acerca de su definicién, elementos y la expresion algebraica
de la elipse pero en forma candnica. Los problemas propuestos, estan referidos basicamente
en determinar y graficar la ecuacion de la elipse en su forma canodnica, identificar sus

elementos y calcular el area.

Encontramos similitudes a los textos anteriores, existen graficas pero no construcciones
geométricas. Se observa una sola pregunta referida al area de la elipse, manteniéndose la

predominancia de las representaciones algebraicas.
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No hay referencia al uso de alguna herramienta informatica. Ademas, las formas candnicas

de la ecuacion y el area de la elipse son escritas sin explicacion.

En nuestro trabajo de investigacién se disefiaron actividades para que los alumnos
trasladen los centros de las elipses a diferentes puntos del plano, haciendo uso del

Geogebra, como mediador.
Fase 2: La concepcion y el andlisis a Priori

En esta fase, Artigue (1995) indica, que el investigador toma la decision de actuar sobre un
determinado numero de variables pertinentes con relacion al problema estudiado. Distingue
dos tipos de variables: las variables macro didacticas y las micro didacticas. Debido a que
nuestro trabajo de investigacion estuvo basado en las realizaciones didacticas a nivel
micro ingenieria, tomaremos en cuenta las variables concernientes a la organizacion local
de la ingenieria es decir, en relacion a la complejidad de los fenémenos en el aula, aquellas
de caracter més especifico y que tienen que ver directamente con el contenido y actividades

de nuestro tema.

Es importante destacar que el proceso de validacion tiene que ser visto desde la fase de la
concepcion del problema por ello es importante el analisis a priori de las situaciones

didacticas de la ingenieria

Respecto al analisis a priori, la investigadora indica que estd compuesto por dos partes: una
que describe y otra que predice, esta basado en un conjunto de hipétesis sobre lo que se
espera respondan los alumnos. La autora indica que siendo la teoria constructivista aquella
que sienta como principio la construccién de los conocimientos de los alumnos como la
interaccion del estudiante con su propio medio, entonces la teoria de situaciones didacticas
sirve de referencia a la metodologia para constituir una herramienta que permite controlar
las relaciones entre el comportamiento de los alumnos y su significado. La investigadora
indica que el analisis a priori tiene como objetivo determinar como las selecciones estan
elaboradas de tal forma que permita controlar el comportamiento de los alumnos y su
significado. Ademas, agrega que la validacion de estas hipdtesis se lleva a cabo en la
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Gltima fase, donde se realiza la confrontacion del analisis a priori con los resultados del

experimento.
Fase 3: La experimentacion

En la fase uno, se efectuo el andlisis inicial en torno a la dimension cognitiva, historica y
didactica de la elipse. En la fase dos, y respaldados por los antecedentes preliminares y
por algunos aspectos de la TSD se procedié a implementar una secuencia de actividades.
Finalmente, en la fase tres, se llevo a cabo la implementacion y la evaluacion de la puesta

en marcha de la experimentacion.

Segun Hernandez, R. Fernandez, C. y Batista, P. (2010), en cuanto a la experimentacion
cualitativa, indica que es importante en esta etapa que la tarea del investigador sea
sumamente proactiva, motivar a las personas para que el plan sea ejecutado de acuerdo a lo
esperado y asistirlas cuando tengan alguna dificultad. Por ello la experimentacién supone
que se den las condiciones previstas por el investigador, entre ellas las aplicaciones de los
instrumentos elaborados en la fase previa y el registro permanente de los sucesos o eventos

que ocurren durante la experimentacion.

En nuestro trabajo de investigacion, participaron el investigador, tres profesores de la
asignatura como observadores y un grupo o una muestra de alumnos. Se usaron unas
fichas de trabajo en la que los alumnos registraron sus respuestas, unas fichas de
observacién en las que los profesores anotaron los sucesos ocurridos en clase durante el
desarrollo de la actividad y finalmente archivos que se generaron por defecto en el
Geogebra, guardados en el protocolo de construccién de la carpeta donde trabajo el

alumno. Las fichas mencionadas son mostradas en los anexos respectivos.

En este proceso de investigacion la experimentacion fue realizada en 3 encuentros, con una
duracion de 90 minutos por encuentro. El primer encuentro tuvo 5 actividades con la
finalidad que los alumnos exploren las principales herramientas del Geogebra. Las cinco
actividades de este encuentro no fueron analizadas pues no es el centro de nuestra

investigacion. El segundo y el tercer encuentro contuvieron en total 10 actividades, las
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cuales fueron divididas en dos sesiones. En la sesion referida al segundo encuentro se
elaboraron cinco actividades que corresponden a la construccion de la elipse como lugar
geométrico y a la exploracion de las propiedades de sus principales elementos en el
contexto de la geometria sintética. En la sesion referida al tercer encuentro se disefiaron
actividades usando el enfoque analitico, se hicieron uso de los ejes coordenados con el fin
que el alumno obtuviese la expresion algebraica y grafica de la elipse, asi como

actividades que les permitieron reconocer las partes constitutivas de una elipse.
Fase 4: Analisis a posteriori y validacion.

En esta ultima fase de la ingenieria didactica procedimos a realizar una validacién interna,
confrontando los datos recolectados en la fase de experimentacién con la informacion
obtenida en la fase de concepcion y analisis a priori de nuestra investigacion. En la
mayoria de textos publicados referidos a la ingenieria, Artigue (1995) indica que aparecen

siempre distorsiones luego de efectuar la confrontacion de los dos anélisis.
Sobre la validacion, Artigue (1995) sefiala:

A esta fase sigue una de analisis a posteriori que se basa en el conjunto de datos recogidos
a lo largo de la experimentacion, a saber, las observaciones realizadas de las secuencias de
ensefianza, al igual que las producciones de los estudiantes en clase o fuera de ella. Estos
datos se complementan con otros obtenidos de la utilizacion de metodologias externas,
como cuestionarios, entrevistas individuales o en pequefios grupos, aplicados en distintos
momentos de ensefianza o durante el transcurso. Y, como ya lo habriamos indicado, en la
confrontacion de los dos analisis, el a priori y a posteriori, se fundamenta en esencia la

validacion de las hipdtesis formuladas en la investigacion (p. 48).

En nuestro trabajo de investigacion, validamos los supuestos de nuestra investigacion, al
confrontar tanto el andlisis a priori y como el a posteriori.

Antes de iniciar el proceso de la experimentacion y el analisis de la secuencia de
actividades propuestas, daremos una definicion del concepto de la elipse y mencionaremos
los aspectos historicos de dicho objeto matematico, luego haremos un estudio de la elipse
sefialando la definicion y la descripcion de sus elementos.
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CAPITULO 3-LAELIPSE

En este capitulo presentamos una breve descripcion del proceso evolutivo del estudio de la
elipse considerando dos etapas en la historia de la matematica. El periodo que se inicia con

los trabajos de Menecmo (3504a.C), y Apolonio de Perga (262-1904a.C) y el periodo del
siglo XVI que destaca la obra de Descartes (1596 —16504a.C) .

Asimismo elaboramos una descripcion del objeto matematico y de las propiedades de
algunos de sus elementos, tomando como referencia el texto de Geometria Analitica,
Lehmann (2003).

3.1. Aspectos historicos

Tomo como referencia el texto de Boyer (1987) que presenta la historia de la matematica

desde los origenes primitivos del hombre hasta ciertos hechos notables del siglo veinte.

Del texto hemos tomado en cuenta el siglo de Pericles o época heroica de los griegos,
aproximadamente en la segunda mitad del sigloVa.C., época en la que los griegos se
plantean tres problemas clasicos de construccién geométrica como la cuadratura del circulo,
la triseccion de un angulo y la duplicacién del cubo, usando una regla no graduada y un
compas. Los intentos por resolver estos problemas por parte de los gedbmetras dan origen
al descubrimiento de las trayectorias cénicas que conocemos en la actualidad. Por ese
motivo, consideramos los trabajos de Menecmo (350 a.C.), por ser el primero que da
origen a las secciones cénicas al realizar cortes a un cono, los aportes del geémetra griego
Apolonio de Pergo (262 - 190 a.C.), famoso por su obra de las secciones conicas y
resaltamos la labor de Descartes en el siglo XV1a.C. porque inicia el tratamiento moderno

de las conicas.

El autor refiere que el siglo Va.C. es un periodo que se inicia con la derrota de los persas
por parte de los griegos Y la victoria de Esparta sobre Atenas. La época gloriosa de Pericles
en las artes y literatura, contribuye a la migracion de muchos intelectuales a Esparta, como

Anaxagoras de Jonia, Zen6n del sur de Italia, Democrito de Abdera, los cuales
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contribuyen a formar en Esparta, un espiritu de libre investigacion, con pensadores

intrigados por la busqueda del conocimiento.

Boyer (1987) nos sefiala que la ciencia griega se ocupaba de curiosidades altamente
intelectuales que contrastaba con el caracter de inmediatez utilitaria del pensamiento
prehelénico. EI mundo matematico griego estaba mas relacionado con la filosofia que con

los problemas del contexto de la vida diaria.

Por ejemplo, del griego Anaxagoras se sabe, que trabajo en el problema de la cuadratura
del circulo, usando solamente regla y compas, es decir en la  construccion de un
cuadrado igual al &rea de un circulo. Anaxagoras muere en el 426 a. C., un afio después
del fallecimiento de Pericles atacado por una plaga enfermedad causante de la muerte de
aproximadamente la cuarta parte de la poblacion ateniense. Segun el autor, los atenienses
preguntan al oraculo de Apolo en Delos qué hacer para terminar con la epidemia que
consumia a la poblacion. El oraculo les anuncia que para calmar a los dioses, los delianos
debian duplicar el volumen del altar del Dios Apolo. Es decir, dada la arista de un cubo,
construir usando solo regla y compas, la arista de otro cubo que tenga el doble volumen
que el primero. Es asi que nace la historia de uno de los problemas clasicos de la literatura
griega: la duplicacion de un cubo. Este problema coincide con otro problema que circulaba
también por Atenas: La triseccion de un angulo

Estos tres problemas, la cuadratura de un circulo, la triseccion de un angulo y la
duplicacion del cubo han sido considerados los tres problemas clasicos de la antigliedad.
Aunque posteriormente, se demostrara que eran irresolubles usando regla no graduada y
compas, los esfuerzos realizados por los griegos contribuyeron a evidenciar el reflejo del
nivel de la matematica griega y el descubrimiento de algunos lugares geométricos como el

de las conicas.

Al respecto, el autor nos indica que el primero en abordar este problema fue Hipocrates de
Chios por el afo 430 a.C., quien reduce el problema a la interpolacion de dos medias
geomeétricas entre la magnitud que representa la arista de un cubo y la que corresponde al
doble de la misma. Por esos tiempos conocian la cuadratura de un rectangulo, lo que nos
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muestra hasta qué grado dominaban los matematicos de esa época las transformaciones de

areas y las proporciones.

En ese sentido, Boyer (1987) nos indica que:

En particular, no tenian evidentemente ninguna dificultad en convertir un rectangulo de

lados ayb en un cuadrado, lo que requeria hallar la media proporcional o geométrica

. . ] e a
entre los segmentos ay b, es decir, que si debia verificarse la proporcion —=—, los
X

X
b

gedmetras de la época sabian construir facilmente la variable X (p.101).

En la figura 18, se muestra la representacion grafica de la media proporcional:

Figura 18. Media proporcional de los segmentosay b.

El autor considera que estos mismos gedmetras generalizaron el problema al interpolar
dos medias entre dos magnitudes dadas ay b. Es decir, que dado los segmentos ay b, los

x_y

. . . a
griegos intentaran construir dos segmentos x ey talesque — = b
Xy

De tal forma que a representa la magnitud de la arista de un cubo y b la arista del otro
cubo cuyo volumen sea el doble. De alli que el autor indique que probablemente fue
Hipdcrates el primero en reconocer que esta relacion nos lleva al problema de la

duplicacion de un cubo.
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..a X
De esta forma, de la expresion a_x_y

b’ obtenemos la expresion x*> =ay. Si se
Xy

considera b =2a, conseguimos la ecuacion y* = 2ax .

En nuestra notacion actual, relacionando ambas expresiones, nos conduce a la ecuacion
x* =a*(2ax) ,lacual nos permite expresar la relacion x* =2a®, donde la arista del cubo

inicial es de longitud a y la arista del cubo modificado es x.

Por lo tanto, segun refiere Boyer (1987), Hipdcrates de Chios demostré que la duplicacién

del volumen del cubo era posible en tanto se pudiese utilizar curvas que tuvieran la

i v " a X
propiedad expresada en la proporcion continua — = — y

x y 2a
Unos afios después, en el siglo IV a.C. y gracias a la contribucion de Menecmo, estas
curvas llegan a ser representadas. Precisamente, Boyer (1987) nos detalla que fue un gran
logro por parte de Menecmo el descubrimiento de curvas cuyos puntos verificasen las
propiedades anteriores, lo cual consiguidé seccionando un cono recto con un plano
perpendicular a sus generatrices obteniendo la pardbola. Igual procedimiento realizd con
conos segun sus veértices fuesen agudos u obtusos, obteniendo asi a la elipse y la hipérbola.
Debi6 haberse tratado de un éxito notable ya que en esos tiempos se disponian de métodos

muy limitados para trazar las curvas.

De esta manera, a partir de un cono circular recto de una sola hoja, con generatrices
formando con el eje un angulo de 45° se podia obtener una familia de curvas haciendo
cortes en el cono de una misma forma. Por ejemplo, por un plano perpendicular a la
generatriz del cono, se obtenia toda una familia de curvas. Por ese motivo se le atribuye a
Menecmo el origen de estas curvas, las que posteriormente recibirian el nombre de elipse,

parébola e hipérbola.

El autor menciona que el descubrimiento de la elipse pudo haber sido casual o como un

subproducto de la investigacion por el intento de obtener la parabola o la hipérbola que
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representaban las propiedades necesarias para resolver el problema de la duplicacion del

cubo o el problema del oraculo de Delos.

El texto de Boyer (1987), nos indica que si queremos duplicar un cubo de arista a , entonces

a X : .
a_x_y , construimos dos parabolas
X

a partir de la proporcion continua
y 2a

X’ =ay, y’=2ax.

Haciendo uso de la notacion actual, la primera ecuacion tendria lado recto a y la segunda

2a. Los vértices estarian ubicados en el origen de coordenadas.

En la figura 19, mostramos la representacion grafica de ambas parabolas. La abscisa X seria

la arista del cubo buscado

Figura 19. La duplicacion del cubo

Fuente: Boyer (1987, p.134)

El autor indica que probablemente Menecmo conociera muchas de las propiedades de las
conicas que hoy nos son tan familiares, incluidas la de las asintotas de la hipérbola pero

que sin embargo existen pocas fuentes documentadas sobre este gedmetra griego.
Al respecto el autor indica:

Entre las principales fuentes documentales autorizadas que nos permiten atribuir a
Menecmo el descubrimiento de las secciones conicas esta una carta de Erastdtenes al rey

Ptolomeo Euergetes, citada 700 afios més tarde por Eutocio, en la que se mencionan varias
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duplicaciones de cubo, entre las cuales figura una por medio de la complicada construccién

de Arquitas y otra cortando el cono segln las triadas de Menecmo (p.135)

Sin embargo durante el primer siglo de la época Helenistica, los matematicos Euclides,
Arguimedes y Apolonio, sobresalen por encima de sus predecesores y sucesores. Sus obras
han hecho que se llame a este periodo la edad de oro de la matemética griega que abarca

desde el 300 al 200 a.C. aproximadamente.

Por ejemplo de Apolonio se sabe que nacio en Perga y vivio aproximadamente entre los
afios 262 y 190 a.C. y que solo dos de los muchos tratados han sobrevivido. Una de ellos
Secciones en una razon dada, fue traducida al arabe en 1706 y una publicacion fue
traducida al latin por Halley, el astronomo amigo de Newton. De la otra publicacion Las
Conicas, nos indica el autor, se conserva en la lengua original griega la mitad aunque en
1710, Edmund Halley public6 una traduccion al latin de siete de los ocho libros, y desde
entonces se han publicado en distintas lenguas. Los ocho libros escritos de Apolonio

contienen 487 proposiciones en total.

En su obra Secciones conicas, Apolonio consolida los resultados sobre las conicas y es el
primero en demostrar que con un solo cono circular recto se pueden obtener los tres tipos
de secciones conicas (elipse, parabola e hipérbola) haciendo variar Unicamente la
inclinacion del plano que corta al cono. Asimismo sustituye el cono de una hoja por el
cono de dos hojas o dos conos orientados en sentidos opuestos, lo que conllevaria

posteriormente a observar que la hipérbola es una curva de dos ramas.

Al respecto, Boyer (1987) sefiala que Apolonio no fue el primero en estudiar con detalle
las secciones conicas ni los lugares geométricos, ya que Arquimedes usaba el nombre de
parabola para referirse a una seccién conica. Sin embargo indica que fue Apolonio quien
introdujo por primera vez los nombres de Elipse e Hipérbola, haciendo caso probablemente
a una sugerencia de Arquimedes. Estos nombres no fueron ni acufiados en el instante ni
creados para la ocasion sino que por el contrario eran términos que usaban los pitagoricos

para la solucién de ecuaciones cuadraticas por el método de aplicacién de areas.

Sobre lo anterior se indica:
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El término Ellipsis, que significa una deficiencia, se utilizaba cuando un rectangulo dado
debia aplicarse a un segmento dado y resultaba escaso en un cuadrado (u otra figura dada)
Mientras que la palabra Hyperbola (de “avanzar mas alla”) se adoptd para el caso en que el
area excedia del segmento dado, y por Gltimo la palabra Parabola (de “colocar al lado” o
“comparar”) indicaba que no habia deficiencia ni exceso. Apolonio utilizé estas palabras en

un contexto nuevo, utilizandolas como nombres para las secciones cénicas (p.195).

Es interesante la acotacion que hace Boyer (1987) acerca de la interpretacién que los

geometras daban a los términos Ellipsis, Hyperbola y Parabola, la cual estaba en relacion
a la conocida ecuacion moderna de la pardbola y® =Ix (parabola con vértice en el origen y

eje principal de abscisa) donde | es el llamado “latus rectum” o parametro.

La parabola tiene la propiedad que dado un punto (x;y)sobre la curva, el cuadrado
construido sobre su ordenada y, es exactamente igual al rectdngulo construido sobre la

abscisa x y el parametro |.

Mostramos una representacion grafica en la figura 20 de la parabola y = 4x. Sea el punto
(;2) perteneciente a la parabola, se construye un cuadrado sobre la ordenada y =2 cuya

area equivale a la del rectdngulo construido sobre la abscisa x =1 y el parametro | =4

-,

AN

.

Figura 20. Interpretacién por areas de la
parabola 79
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2 2
A . : X—-a ,
En términos modernos, la ecuacion de la elipse ¥+y72=1 referida a uno de los
a
- : o b> . 2b’ - 2
vertices como origen, seria y° =Ix——x* siendo |=—— . Esto nos indica que y“ no
a a

alcanza a cubrir Ix, es decir y? <Ix, que resulta estar en perfecto acuerdo con el nombre

“ellipsis” o deficiencia de algo. Igual razonamiento le fue atribuido a la hipérbola
bZ

y?=Ix+=, x* , la cual nos indica que y* excede Ix, es decir y®>Ix, que resulta estar
a

en perfecto acuerdo con el nombre “Hyperbola” o exceso de algo. Sin embargo, es

sorprendente saber que durante un siglo y medio aproximadamente, las curvas fueron

Ilamadas de distintas formas y no tuvieron un nombre especifico.

De acuerdo a Boyer (1987), se han registrado nombres triviales en alusién a la forma en la
que fueron descubiertas, por ejemplo secciones de un cono agudo (oxitoma), secciones de
un cono rectangulo (ortotoma) y secciones de un cono obtuso (amblitoma). Incluso
Arquimides continué usando estos nombres, aunque ya usaba el nombre de parabola para
referirse a la seccion de un cono rectangulo, incluso en el libro VI Arquimedes hace uso de
los términos “excesivo” y “deficiente” descritos en los parrafos anteriores y se cree que fue
Arquimedes quien propuso a Apolonio indicar a las secciones conicas con los nombres que

usamos en la actualidad.

Acerca de las propiedades fundamentales de las conicas, el autor nos indica que los griegos
clasificaban a las curvas como “lugares planos” cuando eran construidas con lineas rectas,
y circunferencias, como “lugares solidos” cuando estaban conformadas por todas las
secciones conicas, Yy finalmente “lugares lineales” cuando la componian el resto de curvas.
El nombre dado a la segunda clasificacién procedia por el hecho que las cénicas eran
descritas a partir de una figura tridimensional en el plano. A pesar que Apolonio al igual
que sus predecesores, obtenia las curvas a partir de un cono en el espacio tridimensional,
es gracias a €l, que se logra prescindir del cono y se estudia a estas curvas por la
propiedad que las caracteriza, lo que llamé “sintoma” de la seccion cénica, la cual sefiala

como condicion necesaria y suficiente para que un punto este situado sobre la curva.
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Boyer (1987) muestra el proceso anterior, para el caso de la elipse y que toma del libro | de

Apolonio, proposicion 13, descrito en la figura 21.

Sea ABC una seccion triangular de un cono circular oblicuo como se muestra en la
figura, y sea P un punto cualquiera de una seccion plana HPK que corta a todas las
generatrices del cono, prolonguemos HK hasta que corte a larecta BC en G,y
tracemos por P un plano paralelo a la base, que cortara al cono segun la circunferencia

DPE vy al plano HPK segin la recta PM. Sea DME el didmetro de esta
circunferencia  perpendiculara PM i

Por semejanza de los tridngulos HDM y HBG

DM _ BG
HM HG

Y por semejanza de los tridngulos MEK y KCG:

ME _ce
MK KG

Por otra parte debido a la propiedad de la circunferencia, tantas veces utilizada, se tiene:

PM? =DM.ME

HM.BG MK.CG
HG

la propiedad que expresa la igualdad anterior viene a traducirse en la ecuacion

Por lo tanto PM? = Si llamamos PM =y, HM =x, HK = 2a,

y> =k x(2a—X)

Que podemos reconocer como la ecuacion de una elipse referida al vértice Hy a su eje

mayor como HK .

Figura 21. La propiedad fundamental de la elipse de Apolonio

Fuente: Boyer (1987, p.198)
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Incluso Boyer (1987), sefiala que cuando Apolonio obtuvo estas relaciones basicas sobre el
cono, se dedicé a deducir el resto de propiedades restantes sin mencionar o hacer referencia

explicita al cono, haciendo uso en todo caso de las proporciones y del algebra geométrica.

Apolonio en su libro de las Conicas, omite algunas propiedades de las conicas, que
probablemente a nosotros nos parecerian, obvias. Segun el autor Apolonio menciona de

manera muy indirecta a los focos de la elipse, ni siquiera les otorga un nombre en especial.

Al respecto el autor nos indica:

Se supone que él mismo, y quiza incluso ya Aristeo y Euclides, estaban bien familiarizados
con las propiedades de estas curvas referidas al foco y a la directriz, pero el caso es que
nada de esto se menciona ni siquiera en Las Cédnicas. No hay, obviamente en los
tratamientos antiguos de las conicas ninguna idea numérica que corresponda a lo que ahora
llamamos excentricidad de una conica con centro... Es muy posible, desde luego, que
algunas o todas estas omisiones que nos llaman la atencién se deban al hecho de que fueron
tratadas en otras obras que se han perdido, por Apolonio u otros autores (pp. 206-207).

Finalmente, el autor nos refiere que la obra de Apolonio se considera como una
anticipacion de la geometria analitica de Descartes, en el siglo XVII ya que los métodos

usados son semejantes al planteamiento analitico moderno.

Sin embargo durante muchos siglos, las cénicas permanecieron sin ser analizadas por la
matematica griega hasta aproximadamente la época del Renacimiento, época en la que
nuevamente son tomadas en cuenta por cientificos renacentistas e incluso usadas en
contextos reales. Por ejemplo Galileo (1564 — 16429) para describir la trayectoria de un
proyectil, Kepler (1571 — 1630) y Newton (1643 — 1727) para mostrar que las 6rbitas de
los planetas eran elipticas y que el sol era uno de sus focos. Estas aplicaciones unidas al
inicio de la geometria analitica de Descartes colocan nuevamente a las secciones conicas en

un lugar privilegiado de las ciencias.

Sobre Descartes, Boyer (1987) indica que nace en el seno de una familia econémicamente

estable, estudia derecho en la Universidad de Poitier sin mucho entusiasmo y participa en
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algunas campafias militares sin llegar a ser un militar profesional. Descartes llega a
convertirse en el padre de la filosofia moderna asi como a presentar una nueva vision
cientifica del mundo. El autor indica que La filosofia y la ciencia de Descartes era
revolucionaria por su desligazén con el pasado, pero sin embargo, su matematica estaba
relacionada a la matematica de las tradiciones anteriores, por ese motivo la creacion de la
geometria analitica estuvo motivada por un intento de volver al pasado. El interés de
Descartes por la matematica puede haber empezado en su juventud, cuando descubre la

férmula poliédrica ¢ +v=a+ 2, donde c,v,a, son respectivamente los numeros de caras,

vértices Y aristas de un poliedro convexo. Existe una carta dirigida a un amigo holandés en
1628, en la que le comunica una regla para la construccion de las raices de cualquier
ecuacion cubica o cuartica por medio de una parabola. El autor refiere que se trata de lo
mismo que habia hecho Menecmo para resolver la duplicacion de un cubo 2000 afios antes.

Boyer (1987) sefiala que Descartes habria descubierto su geometria analitica
aproximadamente por el afio 1628 ya que cercana a esa fecha decide escribir su famosa
obra La géométrie. Esta obra no se presenta como un tratado independiente sino como uno
de los tres apéndices de Discours de la méthode, en estos apéndices Descartes muestra

aplicaciones de su metodo filosofico.

El autor, indica que la meta perseguida por Descartes era realizar una construccion
geométrica, en todo caso una interpretacion de las operaciones algebraicas al lenguaje de
la geometria, y no lo que hoy en dia representa la geometria cartesiana como sinénimo de
geometria analitica. Asi lo hace ver en los primeros capitulos de su libro La geométrie.,
los que lleva como titulo “Cdémo se relacionan los calculos de la aritmética con la
operaciones de la geometria” y “Cémo pueden efectuarse geométricamente la

multiplicacion, la division y la extraccion de raices cuadradas”

En general el libro La géométrie es un texto que se puede leer sin encontrar dificultades en
su notacion, por ejemplo hace uso de las primeras letras del alfabeto para las constantes y

de las Gltimas para las variables, emplea los simbolos germanicos +, — , etc. Aunque

considera a las incdgnitas no como ndmeros sino como segmentos. Incluso, Descartes
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rompe con la tradicion griega y deja de relacionar a las variables x*, x* como éreas y

volimenes, sino que los interpreta como segmentos, lo que le permite conservar el sentido

geomeétrico, lo cual le da mayor flexibilidad a su algebra geométrica. Tanto es asi, que a la

fecha cuando leemos x* pocos se imaginan relacionarlo con el area de un cuadrado de
lado x. Ademas muestra una serie de instrucciones detalladas para resolver ecuaciones
cuadraticas, no en el sentido algebraico como lo hacian los antiguos babilonios sino

geométricamente, interpretandolos con segmentos, circunferencias, etc.

En el libro I, Descartes plantea una serie de instrucciones detalladas para resolver
ecuaciones cuadraticas, pero no en el sentido algebraico de los antiguos babildnicos, sino
de manera geométrica como lo hacian los griegos de la antigiiedad. A lo largo de los libros
I1'y 111, Descartes continda realizando este tipo de interpretaciones geométricas. Su manera
de proceder era interpretar un problema netamente geométrico y llevarlo a una ecuacién
algebraica, y luego de simplificarla resolverla desde un enfoque geométrico, sin embargo
Descartes no se parcializa con ninguno de los enfoques geométricos y algebraicos.
Descartes insistia que la resolucion geométrica de una ecuacion implicaba usar los métodos
maés sencillos compatibles con el grado de la ecuacion. Por ejemplo para la solucién de las
ecuaciones cuadraticas eran suficientes rectas y circunferencias y para las cubicas o

cuarticas, las parabolas.

Boyer (1987) afirma que Descartes reconocia de manera muy general, que las ordenadas
negativas estaban dirigidas en un sentido opuesto al que se tomé como positivo, pero no lo
hizo con las abscisas. En el caso de las conicas, indica que Descartes habia comenzado por
el lugar de las tres y cuatro rectas de Pappus, utilizando una de ellas como eje de abscisas.

Para ello refiere:

S6lo en un caso examina Descartes con detalle un lugar geométrico, y es en conexién con

el problema del lugar de las tres y cuatro rectas de Pappus, para el que obtiene la ecuacién
y®> =ay —bxy + cx —dx® . Esta es la ecuacién general de una cénica que pasa por el
origen de coordenadas. Descartes presenta condiciones sobre los coeficientes para que la

conica sea una recta (doble), una parabola, una elipse o una hipérbola. El autor sabia que
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eligiendo adecuadamente tanto el origen de coordenadas como los ejes, podia reducirse la
ecuacion a su forma mas sencilla pero el hecho es que no da ninguna de las formas

canonicas (p. 434).

El libro 111 retoma el tema del libro I, es decir la construccion de las raices de ciertas
ecuaciones. Por ese motivo el libro explica como hallar las raices, como rebajar el grado de
una ecuacioén si se conoce una raiz, cbmo eliminar el segundo término de una ecuacion,
cémo determinar el numero posible de raices, y como hallar las soluciones de las

ecuaciones cubicas o cuarticas algebraicamente.

En resumen, la totalidad de su obra La géométrie esta dedicada a la aplicacion del algebra
a la geometria y de la geometria al algebra, es decir liberar a la geometria de diagramas
haciendo uso de procedimientos algebraicos, y darle un significado a las operaciones
algebraicas por medio e su interpretacion geométrica Sin embargo, el autor sefiala que no
hay nada sistematico acerca del uso de las coordenadas rectangulares para la localizacion
de determinados puntos como lo haria un topdgrafo, no hay férmulas para distancias,
pendientes, division de un segmento en partes iguales. En realidad lo que establece
Descartes es un puente para transitar entre la geometria y el algebra. Finalmente en 1649 se
traslada a Holanda por una invitacion de la Reyna Cristina de Suecia con el propdsito de

ensefiarle Filosofia y fallece en el afio de 1650.

De esa manera el significado de las cénicas se va ampliando desde su aparicion en el siglo
IV a.C. como secciones de un cono de dos hojas con un plano, con la descripcion sintética
de las conicas que hace Apolonio en el siglo 111 a.C. en su obra “Secciones Conicas”, hasta
que en el siglo XVII Descartes retoma el estudio de las conicas y establece la
representacion grafica de las conicas por medio de una ecuacion de dos variables. Todo este
panorama nos sirve para ampliar la vision sobre las diversas concepciones atribuidas en su
desarrollo histérico, no siempre hablar de conicas represent6 hallar expresiones algebraicas
vinculadas a representaciones en ejes coordenados. Nuestro trabajo de investigacion
promueve las construcciones geométricas, las propiedades sintéticas que posteriormente
traducimos a un lenguaje analitico. A continuacion se hace un estudio del enfoque actual

de la nocidn de Elipse usando como base el texto de Lehmann (2003).
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3.2. Estudio de la Elipse.

Para nuestro estudio, hemos seleccionado como referencia el texto de Geometria Analitica,
Lehmann (2003), cuya obra contiene una multiplicidad de temas que son incluidos en la
mayoria de textos de Geometria Analitica plana y del espacio. Nosotros nos centraremos

en los temas relacionados a la Elipse que se incluyen en el capitulo VII del libro.

El capitulo de elipse se inicia con la definicion del objeto como lugar geométrico y con la
descripcion de todos los elementos que intervienen en este objeto matematico. En base a
estos argumentos, el autor expresa la ecuacion de la elipse desde su forma mas simple, la
elipse con centro en el origen y ejes coordenados los ejes de la elipse, hasta aquella con

ejes paralelos a los ejes coordenados y con centro (h, k) ubicado fuera del origen de

coordenadas.

En el desarrollo de los conceptos sobre este objeto, se muestra la propiedad focal de la
elipse con el proposito de aplicar estas nociones en compartimientos o camaras secretas de
forma eliptica. En ese sentido, el autor menciona de manera muy general, una descripcion
de las construcciones elipticas en el arte, en la arquitectura 'y las trayectorias elipticas de

los planetas en la astronomia.
Enseguida, hacemos una ampliacion de la sintesis anterior.

Tomamos como referencia la definicion que el autor proporciona a la ecuacién del lugar

geomeétrico:

Se llama ecuacion de un lugar geométrico plano, a una ecuacién de la forma f(x,y) = 0,

cuyas soluciones reales para valores correspondientes de X, y, son todas las coordenadas de
aquellos puntos, y solamente de aquellos puntos, que satisfacen la condicion o condiciones

geométricas dadas que definen el lugar geométrico (pp. 50-51).

Tomando en cuenta la definicion de ecuacion del lugar geométrico, el texto define a la

linea recta, la circunferencia, la pardbola, la elipse y la hipérbola.

En el texto, Lehmann (2003) define a la elipse, del siguiente modo:
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Una elipse es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera que
la suma de sus distancias a dos puntos fijos de ese plano es siempre igual a una constante,

mayor que la distancia entre sus puntos (p. 173).

El autor designa por F y F’ alos focos de la elipse. De igual forma, indica que larecta |
que contiene a los focos se llama eje focal y esta recta corta a la elipse en dos puntos
V y V', llamados vértices. Se define al eje mayor como la porcion del eje focal

comprendido entre los vértices.

Asimismo, define al centro C de la elipse como el punto medio del segmento que une los
focos. Larecta I' perpendicular al eje focal, que pasa por el centro C es llamada eje normal,

y corta a la elipse en dos puntos A y A’'. Se define al eje menor como la porcion del eje

normal comprendido entre los puntos A y A’.

Sefiala que el segmento que une dos puntos diferentes de la elipse se llama cuerda. La
cuerda que pasa por los focos se llama cuerda focal y la cuerda perpendicular al eje focal
que pasa por uno de los focos, se llama lado recto. Como la elipse tiene dos focos, entonces

también tiene dos lados rectos.

Finalmente, indica que si una cuerda pasa por el centro, ésta cuerda se llama didmetro de la
elipse y que si P es un punto cualquiera de la elipse, los segmentos que unen los focos con

el punto P, se llaman radios vectores.

Para determinar la ecuacion de la elipse con centro en el origen y ejes coincidentes con los

ejes coordenados, considera a los focos F y F' sobre el eje X. Las coordenadas de
F y F'serian, por ejemplo F(c;0) y F'(- c;0), c>0, respectivamente, pues por

definicion el centro de la elipse es el punto medio del segmento F F'.

En seguida obtiene la ecuacion de la elipse, considerando el punto P(x;y) un punto

cualquiera de la elipse, que satisface la condicion geométrica | PF |+ | PF’

= 2a,

siendo a una constante positiva mayor que c.
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En el texto de Lehmann (2003), se aprecia una representacion geométrica de la elipse. Se

muestra dicha representacion en la figura 22.

Figura 22. Elipse centro en el origen y ejes los ejes coordenados

Fuente: Lehmann (2003, p. 174)

Sean P(x;y) cualquier punto de laelipsey F(c;0) y F'(— c;0), los focos respectivos.

La condicién geométrica | PF |+ | PF" | = 2a, se expresa de la siguiente forma:

\/(x—c)z +y? +\/(x+c)2 +y?=2a
Luego de elevar al cuadrado y realizar simplificaciones, se tiene
c®x? +2a’cx+a’ =a’x® +2a’cx+a’c’ +a’y’
De donde
(a2 —c° ) x* +a’y’*=a’ (a°—c?)
En la definicion de elipse se considera 2a>2c>0, entonces a*> c¢®, luego

a’—c® > 0 esun ndmero positivo, que puede ser llamado b?, es decir a®> —c®> =b” .
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Usando lo anterior en la expresion (a2 —c? ) x*+a’y>=a* (a®>-c?), se obtiene:

2 2
X +y—=1,

2 2

QD
O

La cual corresponde a la ecuacion de la elipse con centro en el origen, eje focal el eje X'y
con longitud del eje mayor 2a Yy longitud del eje menor igual a 2b, como explicamos a

continuacion.

Para hallar la longitud del eje menor, es decir longitud del segmento A A’, Lehmann

(2003) considera uno de los extremos, por ejemplo A, como un punto de la forma A (0;y)

2

y’ 0y
<=1, obteniendo — +-°, =1, es decir, y=+b y por tanto las

L, X
en la ecuacion — + = s+ =
a- b a- b

coordenadas A (0;b) y A" (0;-Db).
Luego encuentra la longitud del eje menor 2b, calculando la distancia entre sus extremos.

Repite un procedimiento similar para hallar la longitud del lado recto de la elipse LL'.

p

Xty

Sustituye uno de los extremos L (c;y) en la ecuacion ~— F_1 obteniendo
a

C2 y2

— F—1 Luego, al despejar la variable y en la expresion anterior, se obtiene

a

y=+— «/ —c?. Se sustituye a*-c” =b”? y se halla que la longitud del lado recto es

2b°
X

Sin embargo en nuestro trabajo de investigacion, especificamente en la actividad 5g),

mostraremos que esta propiedad es independiente del sistema de coordenadas que se haya

elegido.
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Lehmann (2003), define la excentricidad de la elipse como la razén ¢ y la representa por
a

2 2

. c +a“"-b

la letra e, por lo que se obtiene que e=—=———_ Como c<aentonces la
a a

excentricidad resulta menor que la unidad.

Se procede de manera similar para determinar la ecuacion de la elipse cuando su centro se

halle en el origen y su eje focal sobre el eje Y. Se determina que la ecuacién se escribe

X2 y2

como F+—2:1, donde a sigue siendo la longitud del semieje mayor, b la longitud
a

del semieje menor, c la distancia del centro a uno de los focos, manteniéndose la relacion

2
entre los semiejes a® —c® =b’ y la longitud de su lado recto L ’
a

El autor, indica que los resultados anteriores se resumen en un teorema que enuncia de la

siguiente forma:

La ecuacién de una elipse de centro en el origen, eje focal el eje X, distancia focal igual a

2cC y cantidad constante 2a es

XXy

2
2

QD
O

Si el eje focal de la elipse coincide con el eje Y, de manera que las coordenadas de los focos

sean (0;c) y (0;—c), laecuacion de la elipse es

Para cada elipse a, b y ¢ estan ligadas por la relacién a? = b? +c?
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. . . 2b® - .
También, para cada elipse, la longitud de cada lado recto es —— y la excentricidad e esta
a

2 2
dada por laformula e = c_ aib <1 (p.177).
a a

Ambas ecuaciones reciben por nombre primera ecuacion ordinaria de la elipse. En el texto,

también refiere que estas ecuaciones son las mas simples de la elipse.

Sin embargo también es posible hallar la ecuacion de la elipse cuando su centro esta

fuera del origen y ejes paralelos a los ejes coordenados.

En la figura 23, se muestra la elipse con centro en (h;k), eje focal paralelo al eje X, y 2a

y 2b las longitudes de los ejes mayor y menor de la elipse.

» ) ) ) ) Xr2 12
La ecuacion de la elipse, con referencia a los nuevos ejes esta dadapor —-+ {)2 =1
a

<

e iy S

Figura 23. Elipse centro (h; K) y ejes paralelos a los ejes coordenados

Fuente: Lehmann (2003, p.180)
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En el texto, Lehmann (2003) hace referencia a las ecuaciones de transformacién que

expresa como x=X+h, y=y'+k. A continuacion sustituye los valores de

(x=h?  (y-ky
o + b’ =1.

12 12
L y——l, y obtiene

r_ r_ A
X' =x—-h , y'=y-k enlaecuacion o o7 =

Los resultados precedentes, se resumen de la siguiente manera:

La ecuacion de la elipse de centro el punto (h,k) y eje focal paralelo al eje X, esta dada por

(=, Y-k _,

la segunda forma ordinaria 0’
a

Si el eje focal es paralelo al eje Y, su ecuacion estd dada por la segunda forma ordinaria

(x=h? (y-k?
b? " a’ 4

Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b la del semieje menor, ¢ es la

distancia del centro a cada foco,y a, by c estan ligadas por la relacién a? =b? + c?

. . . 2b® - .
También, para cada elipse, la longitud de cada lado recto es —— y la excentricidad e esta
a

2 R2
dada por la formula e = Gy aib <1 (p.181).
a a

Otras de las propiedades de la elipse, esta basada en la ecuacion de la recta tangente y recta
normal. Esta propiedad llamada propiedad focal, no sera incluida dentro de nuestras
actividades porque nuestra investigacion estd basada en el proceso de la
instrumentalizacion de la nocion de elipse. Sin embargo debido a que esta propiedad tiene
diversas aplicaciones en el campo de la ciencia la incluimos en la parte tedrica del estudio

de la elipse.

Al respecto se enuncia el teorema 6: La recta normal a una elipse en cualquiera de sus

puntos es bisectriz del &ngulo formado por los radios vectores de ese punto.
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En la figura 24, se observa la normal a una elipse por un punto de la cuerva.

Figura 24. Normal a una elipse por un punto de la curva.

Fuente: Lehmann (2003, p.187)

Lehmann (2003), indica que el teorema anterior esta basado en la ley de la reflexion. Si
consideramos una superficie de reflexién que tenga como seccidn recta una elipse y uno de
los focos como fuente de luz, entonces el rayo asi emitido, incidird sobre un punto de la
elipse, entonces esa luz reflejada, deberd pasar por el otro foco de la elipse. De manera
anéloga sucede con ondas sonoras, cuyo sonido podra ser escuchado en el otro foco e
inaudible en los puntos intermedios. De acuerdo al teorema mencionado tanto el rayo de
incidencia como el reflejado forman angulos iguales con la normal en el punto de

incidencia.

Sobre la base de esta propiedad focal, se basan las construcciones arquitectonicas, camaras

y bovedas secretas

Otras aplicaciones de la elipse también podran ser observadas, segin el autor en

construcciones como arcos elipticos, maquinas y trayectorias elipticas en la astronomia.

En el siguiente capitulo nos enfocaremos en nuestro experimento y analisis del disefio.
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CAPITULO 4 -EXPERIMENTO Y ANALISIS

En este capitulo caracterizamos a los sujetos de investigacion y elaboramos un analisis de
la prueba de diagnoéstico propuesta a los alumnos descritos en la caracterizacion. Se elabora
una descripcién del experimento en la que se detallan los recursos y los instrumentos a usar.
Finalmente, el desarrollo del experimento fue planteado mediante una secuencia de
actividades, los cuales fueron analizados de acuerdo al enfoque instrumental y a la

metodologia de la Ingenieria Didactica.
4.1 Caracterizacion de los sujetos de la investigacion

Para realizar la seleccion de los sujetos a investigacion, hicimos una convocatoria a los
alumnos del primer ciclo de la asignatura de Matemaética | del programa de Estudios
Generales en la Universidad donde se realiza el estudio. Los alumnos traen conocimientos
en temas como ecuacion de la recta, circunferencia y parabola que son los temas previos al

tema de la elipse.

Asistieron veinte estudiantes de manera voluntaria y se les aplicé una prueba de diagnéstico
para observar su nivel de logro en los temas indicados. La prueba de diagnostico (ver
Apéndice A) es disefiada para evaluar los conocimientos que han sido indicados como

conocimientos previos en el analisis cognitivo de la ingenieria didactica.

Segin Hernandez, et al. (2010), ya que nuestro trabajo de investigacion es cualitativo,
nuestro interés no radica en aplicar los resultados a una muestra muy densa sino
comprender s6lo algunos aspectos del fendmeno estudiado. Por lo tanto, se creyo
conveniente tomar de la poblacion inicial s6lo seis alumnos, dado que el tamafio de la
muestra no reviste la importancia del caso. Los seis alumnos seleccionados tuvieron notas
aprobatorias en la prueba de diagnostico y fueron asignados a equipos de trabajo que

detallamos en el siguiente punto.

Es importante recalcar, que hemos preservado la identidad de los alumnos, sustituyendo sus
nombres por seudénimos. Asi quedd establecido el equipo A conformado por Jorge y Rosa,

el equipo B por Carlos y Jimena, y el equipo C por Fernando y Alonso.
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Cuadro 5. Nombre de los alumnos

Equipos Participantes

Equipo A Equipo B Equipo C
Jorge Carlos Fernando
Rosa Jimena Alonso

Fuente: Elaboracion propia

El cuadro 5 muestra a los equipos conformados por dos alumnos por equipo. Los equipos
fueron etiquetados como Equipo A, Equipo B y Equipo C.

En el aula asignada donde se desarrollé el experimento, se le proporcioné a cada equipo
una computadora. Ademas, tres profesores del area de Matematica nos acompafiaron como
observadores durante el desarrollo de los encuentros, los cuales tuvieron un rol muy activo
pues elaboraron descripciones de los sucesos e interacciones de los alumnos durante el

experimento, lo cual nos sirvid para el analisis posterior del experimento.
A continuacion se hace un breve estudio de la prueba de diagndstico.
4.2 Prueba de diagndstico

Con el fin de lograr un mejor criterio de objetividad en la seleccion de los alumnos, se
elabord una prueba de diagnostico (Ver Apéndice A) compuesta por seis preguntas, las
cuales fueron elaboradas teniendo en cuenta los saberes previos sefialados en el anélisis
cognitivo de la ingenieria didactica. El cuestionario constd de seis preguntas y esta basado
en temas relativos a los de lugares geométricos de la mediatriz, circunferencia y parabola,

en situaciones que excluyen a los ejes coordenados.
El cuestionario se divide en tres partes.

Parte I. Conformada por tres preguntas que tienen como propdsito saber si los alumnos
conocen la definicion de mediatriz relativa a un segmento, su representacion grafica y

coémo aplican esta definicion en alguna representacion geomeétrica.

95

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP 32'1'-‘65,_'}2'}3“"

DEL PERU

Parte Il. Una pregunta sobre circunferencia. Se les indicd que escriban la condicién
geométrica de un punto perteneciente a la circunferencia y el trazo de algunos elementos

como el de la cuerda de dicha curva.

Parte 1ll. Compuesta por dos preguntas sobre el lugar geométrico y las propiedades
intrinsecas de la pardbola, con el objetivo de saber si los alumnos reconocen las

caracteristicas de los elementos de las parabolas sin que se muestren los ejes coordenados.
En seguida describimos con mas detalle la prueba de diagndstico.
Parte |

La primera parte consta de tres preguntas. El proposito es saber si el alumno conoce la
definicién de la mediatriz como lugar geométrico y cémo aplica este saber en alguna
situacion geométrica. Es importante la nocion que tenga el estudiante de este tema pues
contribuird al mismo tiempo en el aprendizaje de otros topicos de la geometria analitica,

sobretodo en la construccion geométrica de otros lugares geométricos como la elipse.

En la primera pregunta pedimos una definicion de la mediatriz y la descripcion de su
construccion. Puede plantear la definicion como puntos equidistantes a los extremos de un

segmento 0 como la recta perpendicular a un segmento por su punto medio.

La segunda pregunta esta elaborada para que el alumno aplique la definicion de mediatriz
y clasifique a un triangulo por sus lados iguales. Puede aplicar cualquiera de los criterios
mencionados en el parrafo anterior, pero si aplica el criterio de recta perpendicular a un
segmento por su punto medio, debe ademas usar congruencia de tridngulos para completar

la demostracion.

En la tercera pregunta se muestra un conjunto de puntos contenidos en la mediatriz de un
segmento y se pide al alumno redactar la propiedad que caracteriza a estos puntos respecto
a los extremos del segmento dado. Esto nos permite saber si el alumno aplica
convenientemente la definicion de la mediatriz como lugar geométrico pues serad necesaria

su posterior aplicacion en la construccion de una elipse.
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Parte 1l

La segunda parte estd compuesta por una sola pregunta referente al lugar geométrico de la
circunferencia. Se espera que los alumnos recuerden que los puntos que pertenecen a esta
curva equidistan de su centro. Se elabord una sola pregunta por su familiarizacion con el
tema de circunferencia desde el colegio y porque usan el compas como instrumento para

su construccion.

Se muestra en la figura 25 la representacion grafica de la pregunta cuatro

Figura 25. Circunferencia centro C que pasa por Ay B

Fuente: Prueba de diagndstico

En la figura 25 los alumnos deben escribir la condicion geométrica de los puntos Ay B
pertenecientes a la circunferencia de radio r y centro C, asi como verificar que el centro C

esta contenido en la mediatriz de la cuerda AB
Parte 11

En la dltima parte se han elaborado dos preguntas sobre paradbola que corresponden a las
preguntas cinco y seis. Las preguntas tienen como propdésito que el alumno recuerde que
el concepto de lugar geométrico y las propiedades de los elementos de una cénica son
invariantes en cualquier situacion ya sea de traslacion o de rotacion e incluso en situaciones

en las que no existen los ejes coordenados.
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En la figura 26, se observa la grafica de la pregunta cinco, la curva pasa por tres puntos,

construida con dos cuadrados y una circunferencia.

Los alumnos deben justificar que la cuerda PQ es el lado recto de la parabola de vértice V.
Para ello el alumno podria usar la nocién del lado recto de la parabola, la nocién

circunferencia y las propiedades del cuadrado.

Figura 26. Parabola que contiene tres puntos

Fuente: Prueba de diagnostico

En la figura superior, se observa a una circunferencia con centro V y dos cuadrados que
intersectan a la parabola de vértice V, en los puntos P,Q . El alumno identificé el punto A

como el foco de la parabola, y la cuerda de la parabola que une los puntos P y Q como

perpendicular a su eje de simetria.

La sexta pregunta, representada en la figura 27, fue elaborada con el propdsito de
comprobar si reconocen la invariabilidad de las propiedades de una parabola ante cualquier
traslacion o rotacién de la curva, especificamente del lado recto, pues por la experiencia
como docente, he observado que un error frecuente de los alumnos es confundir el lado

recto de una cénica como cualquier cuerda perpendicular al eje focal.

Este error es mencionado en la problematizacion de mi trabajo de investigacion y una

actividad referida al lado recto de una elipse es propuesta en las preguntas del experimento.
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En la figura 27 se muestra la representacion grafica de la pregunta seis, se observa una
cuerda perpendicular al eje focal de una parabola de vértice V. No se menciona que la

cuerda pase por el foco.

Figura 27. Parabola que contiene una cuerda

Fuente: Prueba de diagnostico

Se muestra en el cuadro 6, un resumen de los temas considerados como saberes previos:

Cuadro 6. Conocimientos previos del alumno

Tema Saberes del alumno

Conoce la definicion de mediatriz

Traza la gréfica y redacta su construccion

Aplica la definicion en otras representaciones geométricas

La Mediatriz

PARTE I

Conoce el lugar geométrico de la circunferencia
Identifica el radio y la cuerda de una circunferencia
Aplica la propiedad de la mediatriz de la cuerda de una circunferencia

La Circunferencia

PARTE Il

Usa la definicion de la parébola
Identifica algunos elementos como el foco, el lado recto.
Reconoce algunas propiedades invariantes de la parabola.

La Parabola

PARTE Il

Fuente: Elaboracion propia
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Mostramos en el cuadro 7, un resumen que consolida los resultados de la prueba de

diagnostico aplicada a los alumnos

Cuadro 7. Respuestas de los alumnos en la prueba de diagnoéstico
Estudiante
Preguntas 1 2 3 4 5 6
1 Correcta Parcialmente Parcialmente Correcta Correcta Parcialmente
correcta correcta correcta
Correcta Correcta Correcta Correcta Correcta Correcta
Correcta Correcta Correcta Correcta Correcta Correcta
Parcialmente Parcialmente Parcialmente Parcialmente
4 Correcta Correcta
correcta correcta correcta correcta
5 Correcta No contesta No contesta Incorrecta Incorrecta Incorrecta
6 Correcta Incorrecta Correcta Incorrecta Incorrecta Correcta
Total ri t rrect
otal e§pues as correctas y 6 4 5 4 4 5
parcialemte correctas

Fuente: Elaboracion propia

El cuadro 7 nos indica el numero de preguntas que los alumnos seleccionados respondieron

de manera satisfactoria.

En lo que respecta al tema de la mediatriz (preguntas 1-3), se puede apreciar que en algunos
casos los alumnos contestan de manera parcial a la pregunta porque tienen dificultades
para redactar la definicion de la mediatriz como lugar geométrico, pero no evidencian
mayor problema para representar la mediatriz gréficamente ni para hacer uso de la

propiedad de la mediatriz.

En el siguiente tema (pregunta 4) los alumnos tienen problemas para redactar que los
puntos pertenecientes a una circunferencia equidistan del centro pero si relacionan la

propiedad de la mediatriz aplicada en la circunferencia

Finalmente, en las respuestas (preguntas 5-6), se observa que no manejan correctamente las
propiedades invariantes de una conica y que muchas de sus deducciones las basan en
percepciones, como identificamos en la problematica de las figuras coOnicas como

representaciones estaticas.
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De esta forma podemos garantizar que los alumnos que participan en el desarrollo de
nuestra secuencia de aprendizaje de la elipse mediado con el Geogebra muestran aptitudes
en los temas previos al concepto de elipse, es decir reconocen la mediatriz de un segmento
como la perpendicular que pasa por el punto medio del segmento, saben trazar mediatrices
usando esta definicién aungue en algunos casos les cuesta indicar que sus puntos equidistan
de los extremos del segmento, conocen la condicion de lugar geométrico de la
circunferencia, saben trazar cuerdas pero no relacionan la propiedad de la mediatriz cuando
pasa por la cuerda de una circunferencia. Se perciben dificultades en la aplicacion de sus
propiedades invariantes de algunas conicas como la parabola, cuando las curvas no estan

sobre los ejes coordenados.

Todas estas dificultades que los alumnos muestran en torno a las aplicaciones y
construcciones de alguna curva se evidencian porque las construcciones geométricas son

ajenas a su ensefianza.
4.3 Descripcion del experimento

Hemos considerado en total quince actividades que fueron desarrolladas en tres encuentros
con los alumnos. El cuadro 8 presenta un resumen del nimero de actividades y una

descripcion de los temas elaborados en las actividades.

Cuadro 8. Encuentros del Experimento

Encuentro | Actividades Descricién

1 5 BExplorando las herramientas del Geogebra
Construccion de la elipse como lugar geométrico.
BExploracion de las propiedades de sus elementos.
Representacion de la elipse en los ejes coordenados
3 5 BExpresion algebriaca de la elipse
Aplicacion animada

2 5

Fuente: Elaboracion propia

En el primer encuentro (Ver Apéndice B) consto de cinco actividades sobre la exploracion
de algunas herramientas o funciones del Geogebra que fueron necesarias para el trabajo y
desarrollo del experimento.
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El primer encuentro se inicié con una exposicion en la que se hizo una descripcion de las
principales herramientas del programa de AGD. Luego se propusieron actividades para
que el alumno explore y trabaje preguntas relacionadas al software. El tiempo programado
para esta actividad fue de cien minutos. Estas actividades no seran descritas porque no es

el foco de la investigacion.

Las otras diez actividades correspondieron al segundo y al tercer encuentro (Ver Apéndice
C), ambas vinculadas al estudio de la elipse que describimos a continuacién. A pesar que el
Geogebra no es nuestro foco de estudio, hemos analizado como se instrumentalizan
algunas herramientas y las restricciones que encontramos cuando las empleamos para

mediar con la elipse.

En el segundo encuentro, se propusieron cinco de las diez actividades y fueron enumeradas
desde la pregunta 1 a la pregunta 5. Estas primeras actividades guardan relacion directa
con el objeto matematico de nuestro tema de estudio. Es importante recordar, que previo a
esta etapa los alumnos ya habian tenido un primer contacto con las herramientas del
Geogebra, por lo tanto hay una familiarizacion de dichas herramientas cuando elaboraron
las actividades propuestas. Las primeras actividades de este encuentro, hacen cuenta de
la construccion de una elipse movilizando esquemas previos, entre otros, la mediatriz y
circunferencia como lugares geométricos. Para ello hicieron uso de la herramienta Rastro
del Geogebra, la cual traza un conjunto o traza de puntos que cumplen determinadas
restricciones y que condujo al estudiante a la interpretacion de esta situacion, haciendo uso
de la condicion geométrica de la curva. De acuerdo al desarrollo de las secuencias de
actividades y haciendo uso de las herramientas del Geogebra, surgen otras propiedades de
sus elementos, como la relacion entre los semiejes con la semidistancia focal, la
excentricidad, el trazo de focos, lados rectos, ubicacion de los vértices, extremos del eje
menor, etc., Esta evolucion de sus componentes permitieron que el alumno le atribuya
ciertas funciones a las propiedades intrinsecas de la elipse. El tiempo de duracion fue

consignado para cien minutos.
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En el tercer encuentro, se propusieron cinco actividades adicionales y se enumeraron desde
la pregunta 6 a la pregunta 10. Estas actividades se iniciaron con el trazo global de la curva
y la vinculacién de esta representacion a las expresiones algebraicas correspondientes. Para
ello los alumnos hicieron uso tanto de la Vista Grafica como en la Vista Algebraica que
ofrece el Geogebra. Gracias a ambas vistas, lograron escribir las expresiones algebraicas y
las coordenadas de los principales elementos de la elipse. Finalmente, la Ultima actividad
correspondid al uso de la elipse como instrumento para mediar sobre un objeto real, es decir
sobre la trayectoria eliptica de un cometa alrededor del sol, cuando este se ubica sobre el
foco de la curva. El tiempo de duracion se establecié también en cien minutos. En seguida

haremos una descripcion de los instrumentos requeridos en el experimento
4.4 Recursos e Instrumentos del experimento

El experimento se llevé a cabo en un sal6n de clase de una universidad privada, al cual

Ilamaremos laboratorio de investigacion.
Se emplearon recursos para la investigacion como:
e Una pizarra acrilica y proyector
e Una computadora en aula disponible para el profesor
e Computadoras en aula de uso disponibles para los alumnos
e El software Geogebra version 4.2.57.0 de libre distribucion
Para la recoleccion de datos, utilizamos los siguientes instrumentos:
e Las Fichas de trabajo de las actividades propuestas.

e Las grabaciones de los archivos que contienen todos los pasos de construccion
elaborados por los alumnos del experimento. Ingresando al Protocolo del Menl
Vista del Geogebra se tiene la posibilidad de observar la estructura de su

construccion.
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e Ficha de observacion (Ver Apéndice D), usado para registrar los sucesos durante
el desarrollo de la clase. Esta informacién enriquece nuestro trabajo de
investigacion y es elaborada por tres profesores involucrados en el proceso de

ensefianza de la materia.

A continuacion presentamos las actividades que propusimos en el experimento con sus

respectivos andlisis a priori y a posteriori.
4.5 Andlisis de las actividades

De acuerdo a la metodologia de la Ingenieria Didactica el analisis a priori  comprende
una parte descriptiva y una predictiva que se centra en las caracteristicas de una situacion
a-didactica y que sirve de referencia a la metodologia. Posterior a este primer analisis, y
luego de recoger los datos provenientes de las actividades realizadas en la
experimentacion, se realiza la validacion de los comportamientos esperados por los
alumnos y de sus significados. Finalmente, la confrontacion entre ambos anélisis: a priori y

posteriori, basamos la validacion de nuestro trabajo de investigacion.

Se analizaran las actividades por cada equipo. Nos hemos centrado en especial en el
equipo A formado por Jorge y Rosa y en el equipo B formado por Carlos y Jimena. Asi

en adelante haremos mencion a los equipos o0 a los alumnos de los equipos Ay B.

Figura 28. Los equipos durante las actividades

A continuacién realizaremos el analisis a priori y a posteriori de cada una de las

actividades de la secuencia didactica.
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Analisis de la actividad 1

En el cuadro 9 presentamos la actividad uno que consta de cinco items. A continuacion

elaboramos el andlisis a priori y a posteriori de cada una de las partes correspondientes.

Cuadro 9. Actividad 1

ACTIVIDAD 1

En el archivo Actividad_1.ggb mostramos una circunferencia de centro C , de radio CP y un punto

interior fijo a la circunferencia Q, de tal formaque / CP/>/CQ/.

a) Trace la mediatriz relativa segmento @
b) Determine el punto A sobre el radio CP que equidiste de los extremos del segmento @
¢) Con la herramienta “Poligono”, marque los vértices del triangulo  APQ .

De acuerdo a la longitud de sus lados ;como clasifica al triangulo APQ ? ¢Por qué?

d) Utilizando el punto A como extremo de los segmentos, indique la longitud del radio de la

circunferencia como la suma de las medidas de dos segmentos. Muestre dos expresiones equivalentes.

e) Si mueve el punto P sobre la circunferencia genera un desplazamiento del punto A. ¢por qué la
suma de las medidas de los segmentos hallada en el item d) se mantiene constante? Puede hacer uso

de la herramienta “Distancia” del Geogebra

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad_1ggb en la careta escritorio de la computadora asignada.
Cierre el archivo y continGe con la siguiente actividad
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Actividad 1
Andlisis a priori de la actividad 1

Esperamos que los alumnos instrumentalicen una nueva propiedad de una circunferencia

con centro en Cy radio CP. Es decir dado un punto fijo Q en el interior de dicha

circunferencia, se determinard un punto Asobre su radio CP, de tal forma que sea lo

mismo sumar la medida de los segmentos CA y AP que la medida de los segmentos
CA y AQ, Yy que esa suma sea una constante. Para propiciar esta actividad creemos que
los equipos Ay B deberan movilizar sus esquemas de uso como segmento, triangulo

isdsceles, mediatriz de un segmento con base en la propiedad todo punto perteneciente a la
mediatriz de un segmento equidista de las extremidades del segmento o que la mediatriz de
un segmento es una recta perpendicular que pasa por el punto medio del segmento, ademas
de la nocion de circunferencia como un conjunto de puntos cuya distancia a otro punto fijo
es una constante llamada radio, nociones que corresponden a los saberes previos
consignados en la dimension cognitiva de la Ingenieria Didactica de Artigue (1995). Todas
las herramientas del Geogebra, segun Trouche (2004), se encontrarian en la fase de
descubrimiento y seleccion pues se hallan en un proceso de familiarizacion. En esta
actividad pensamos que ambos equipos construirdn un nuevo esquema de accién

instrumentada en relacién a la nueva propiedad de la circunferencia.

Se muestra en la figura 29 la representacion gréfica de la preguntalggb.

Actividad 1

Figura 29. Actividad 1 106
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Andlisis a posteriori de la actividad 1

Las acciones de los alumnos de los equipos Ay B, nos proporcionaron indicios que los

esquemas de utilizacion como segmento, mediatriz, tridngulo isdsceles, circunferencia,
fueron movilizados como esquemas de uso, es decir que la mediatriz de un segmento es una
recta perpendicular que pasa por el punto medio del segmento o que todo punto
perteneciente a la mediatriz de un segmento equidista de las extremidades de dicho
segmento y que la circunferencia es un conjunto de puntos cuya distancia a otro punto fijo

es una constante llamada radio, los cuales fueron previstos en el analisis a priori.

Los alumnos de ambos equipos pudieron construir una nueva propiedad con respecto a la

circunferencia, la cual indica que en una circunferencia con centro C, que contiene al

punto interior fijo Q, es posible encontrar un punto Asobre cualquier radio CP, de tal
forma que resulte lo mismo sumar la medida de los segmentos CA y AP que la medida de

los segmentos CA y AQ, Yy que ademas esa suma es una constante.

De acuerdo a ello, acreditamos que los esquemas de uso movilizados favorecieron para que
dicha nueva propiedad de la circunferencia sea un esquema de accion instrumentada que los

alumnos construyeron.

Notamos que el proceso de instrumentalizacion de las herramientas del Geogebra,
transcurrieron por un escenario de familiarizacion pues hay una ayuda reciproca entre los
integrantes de cada equipo para su utilizacion. Al respecto Trouche (2004) indica que las
herramientas en esta etapa, aun se encuentran en una fase de descubrimiento y seleccién,
aungue el equipo B hace uso ademas de la herramienta “Distancia” del Geogebra en el

item c) y la emplea de manera personalizada.

Probablemente la exploracién del Geogebra que hicimos con los alumnos de ambos equipos
en la primera sesion y el procedimiento similar al de lapiz y papel de algunas herramientas,
favorecio que en muchos pasajes ambos equipos no requieran orientacion del profesor y

personalicen algunas herramientas de este programa de AGD.
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item a)
Anélisis a priori.

En la parte predictiva, pensamos que los equipos Ay B trazaran sin ninguna dificultad

la mediatriz de un segmento basados en la propiedad que indica que la mediatriz de un
segmento es una recta perpendicular que pasa por el punto medio del segmento. Creemos
que no tendran problemas para realizar esta actividad, porque el trazo de la mediatriz como
instrumento es una nocion cuyas propiedades fueron movilizadas en la prueba de
diagnostico. Las herramientas del Geogebra que haran uso en el proceso de construccion se
hallan en un escenario de descubrimiento, pues estan en un proceso de familiarizacion,
segun Trouche (2004).

Posibles esquemas de utilizacion.

e Lanocién de segmento y de mediatriz

e Elusode las herramientas “Segmento entre dos puntos”, “Mediatriz”
Parte predictiva de las acciones.

Los alumnos de ambos equipos sefialan la herramienta “Segmento entre dos puntos”,

seleccionas los puntos PyQ y se crea el segmento P Q. Sefialan la herramienta

“Mediatriz”, seleccionan el segmento P Q y aparece la mediatriz de dicho segmento.
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o .
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e | |
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Figura 30. Desarrollo Actividad la
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En la figura 30 se muestra el trazo del segmento P Q y de la mediatriz correspondiente al

segmento, que creemos los alumnos construiran sin ninguna dificultad.
Analisis a posteriori

Como lo habiamos previsto, los alumnos estan instrumentados con la mediatriz, ya que
ambos equipos trazaron el segmento PQ y la mediatriz del segmento correspondiente, la
cual estuvo basada en la propiedad que indica que la mediatriz de un segmento es una recta
perpendicular que pasa por el punto medio del segmento. Ninguno de ellos presento
dificultades en la movilizacion de los posibles esquemas segmento, mediatriz y el uso de
las herramientas del Geogebra.

~ Vista Grafica I Vista Grafica

-l AR ]

- Actividad 1
Actividad 1

=

Figura 31. Gréfico la. Equipo A Figura 32. Gréafico la. Equipo B

Las figuras 31 y 32 muestran el trazo de la mediatriz al segmento PQ de ambos equipos,

de acuerdo a Trouche (2004), hay indicios de instrumentalizacion de las herramientas del

Geogebra pues se hallan en la fase de familiarizacion.

No se presento ninguna dificultad en la construccion debido a que los alumnos movilizaron

sus nociones previas del trazo de la mediatriz de un segmento como perpendicularidad

109

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP 32\'-}‘6?}2'}3“0

DEL PERU

entre rectas, punto medio, segmento. Identificamos que ambos equipos movilizaron la

nocion de mediatriz del segmento PQ como instrumento porque movilizaron sus

propiedades, como aquella que indica que es una recta perpendicular que pasa por el punto

medio del segmento.
En el item b)
Anélisis a priori.

Esperamos que equipos Ay B continien movilizando esquemas de uso referente a la

mediatriz, e indiquen que todo punto perteneciente a la mediatriz de un segmento equidista
de las extremidades del segmento y determinen el punto A en la interseccién de dicha

mediatriz y el radio de la circunferencia.
Posibles esquemas de utilizacién

e Nocion de interseccion, mediatriz, circunferencia.

e El uso de la herramienta “Interseccién de dos objetos”
Parte predictiva de las acciones.

Ambos equipos sefialan la herramienta “Interseccion de dos objetos”, seleccionan la

mediatriz y el radio de la circunferencia y determinan el punto A

~ Via Grica %[~ Profacoio o8 Conatacaen
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En la figura 33, mostramos el punto A que los alumnos finalmente rotulardn haciendo uso

de la herramienta “Interseccidn de dos objetos”. Probablemente los equipos Ay B tengan
dificultades al usar dicha herramienta porque el proceso de construccién no es similar al de
papel y lapiz.

Analisis a posteriori

Como se habia previsto, verificamos que los alumnos estaban instrumentados en relacion a
la mediatriz pues continuaron utilizando la técnica de construccion elaborada con base a la
definicion que indica que todo punto perteneciente a la mediatriz de un segmento equidista
de las extremidades del segmento y determinaron el punto A, el cual se ubica en la
interseccion de la mediatriz y el radio CP. Para ello hacen uso de la herramienta
“Interseccion de dos objetos” y luego obtienen el punto solicitado. En esta parte, se hallo
una restriccion de accion de la herramienta “Interseccion de objetos” del Geogebra que fue

comentada en los aspectos del Enfoque Instrumental.

~ Visla Grafica
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Figura 34. Gréfico 1b. Equipo A Figura 35. Grafico 1b. Equipo B

La figura 34 y 35 muestra la ubicacién del punto A, luego que los alumnos intersectaron la

mediatriz del segmento PQ con el radio CP de la circunferencia.
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En ambos casos podemos afirmar que los alumnos siguen instrumentados respecto a la

mediatriz de un segmento PQ, ya que muestran condiciones de reconocimiento como

aquella recta en la cual un conjunto de puntos equidista de los extremos de dicha recta.
En el item ¢)
Analisis a priori

Creemos que los alumnos de ambos equipos estan instrumentados con la nocién de
mediatriz de un segmento y de triangulo isdsceles con base a la propiedad de la mediatriz

del segmento PQ vy la del triangulo APQ como triangulo isosceles. Es decir dado que el
punto A pertenece a la mediatriz del segmento PQ Yy sus distancias a dichos segmento son
iguales, entonces los segmentos AP y AQ son iguales. Ademas creemos que los equipos

usaran de manera apropiada la herramienta “Poligono” del Geogebra porque el proceso de
dibujar el triangulo es similar al que usamos con lapiz y papel, es decir se iran

construyendo uno a uno los vértices A, P yQ y los segmentos que une con los puntos

Posibles esquemas de utilizacion
e Nocion de triangulo isésceles, mediatriz
e Elusode laherramienta “Poligono”
Parte predictiva de las acciones.

Ambos equipos sefialan la herramienta “Poligono” y seleccionan sin soltar el mouse, los
puntos AP ,Q y A.

Luego los alumnos observaran que el punto A pertenece a la mediatriz del segmento y

clasifican al triangulo APQ como isésceles porque movilizan los esquemas de uso de

mediatriz de un segmento como todo punto que equidista de las extremidades del

segmento.
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Luego sefialan que si el punto A estd en la mediatriz del segmento PQ, entonces la
medida de los segmentos AP y AQ permanecen iguales, por lo tanto creemos que

concluiran que el triangulo APQ obtenido es un triangulo isésceles.
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En la figura 36, luego de trazar el triangulo APQ, los alumnos de ambos equipos,

movilizan su esquema de uso que indica que todo punto de la mediatriz es equidistante de
las extremidades de dicho segmento, luego clasificaran dicho poligono como triangulo
isdsceles, porque dos de sus lados son iguales. Los alumnos siguen mostrando que estan
instrumentados con respecto a la mediatriz de un segmento y con la clasificacion del

triangulo como isosceles.
Andlisis a posteriori.

Tal como se tenia previsto, los equipos Ay B hacen uso correcto de la herramienta
“Poligono”, y trazan el triangulo APQ. EIl equipo B ademas hace uso de la herramienta

“Distancia” para validar sus respuestas.

Destacamos que ambos equipos siguen mostrando que continGan instrumentados con la

nocién de mediatriz ya que llegan a determinar que el punto A es un punto de la mediatriz
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que equidista de los extremos del segmento PQ y que por lo tanto el triangulo APQes un

triangulo isosceles cuyos lados AP y AQ permanecen iguales.

Las figuras 37 y 38 muestran los trazos de los tridangulos solicitados.

¥ Vista Grafica I- Visia Grifica

Actividad 1

A TRy
A 452 ‘______;—,/""_\’_‘
f il
| 4 o l|I
—T X>\>/ J|
.‘*//

.
e

e
Al = a52
%

Figura 37. Gréfico 1c. Equipo A Figura 38. Gréfico 1c. EquipoB

De acuerdo al analisis a priori, ambos equipos movilizaron la propiedad de la mediatriz

del segmento PQ, y sefialaron que todo punto perteneciente a la mediatriz de un segmento
equidista de las extremidades del segmento, luego indican que el tridngulo APQes

isosceles porque los segmentos AP y AQ son iguales.

ES on TRIANGUID 1SOCEIES PORAUE AP = AQ

Figura 39. Enunciado 1c. Equipo A
En la figura 39, se observa que para justificar que el triangulo es isosceles, el equipo
Aindicé que los lados APy AQ son iguales ya que dicho punto pertenece a la mediatriz
del segmento AQ o que la mediatriz contenia a la altura que pasaba por el punto medio de

la base, lo cual correspondia a un tridngulo isosceles.
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Esta justificacion construida de manera grupal también es producto del trabajo colectivo

que contribuyo al surgimiento de los esquemas de accion colectiva instrumentada.

' un )l}'r'Oln/C\)}o r"gc;:.s-('_c/c‘.s ole ZO(O{:’J f}CL’“/Q‘j 2 ?V A(Q

Figura 40 Enunciado 1c. Equipo B

En la figura 40, el equipo B ejemplifica el mismo hecho del trabajo colectivo mediante la

presentacion de un discurso escrito, aunque personaliza la herramienta “Distancia”.
En el item d)
Analisis a priori

Creemos que equipos no tendran inconvenientes en movilizar como esquemas de uso la
propiedad de triangulo is6sceles que indica que los segmentos AP y AQ son iguales y la
nocion de segmento que representa al radio de la circunferencia como la suma de las

medidas de los segmentos CA y AP . Luego indicaran el radio de la circunferencia se
puede expresar como la suma de las medidas de los segmentos CA y AP y como la suma

de las medidas de los segmentos CA y AQ.

Posibles esquemas de accion.
El equipo moviliza la nocion de segmento, mediatriz, triangulo isosceles.
Andlisis a posteriori

Podemos afirmar que ambos equipos no tuvieron dificultad en expresar el radio de la

circunferencia como la suma de las medidas de los segmentos CAy AP y como la suma

de las medidas de los segmentos CAy AQ. En efecto, en la primera relacion observamos
115

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP 32‘{‘6&'}2’2‘“’

DEL PERU

que los puntos C, Ay P son puntos colineales, lo que les permitio expresar el radio de la
circunferencia como la suma de las medidas de los segmentos CA y AP . Para determinar
la segunda relacion, es decir la suma de las medidas de los segmentos CAy AQ, los
alumnos movilizaron la propiedad del triangulo is6sceles APQ como esquema de uso, ya
que lograron sefialar que el lado AQ del triangulo isosceles es igual al lado AP, lo que

les permitio expresar el radio de la circunferencia como la suma de las medidas de los

segmentos CAy AQ.

En las figura 41 y 42, observamos que los alumnos pueden expresar el radio de la
circunferencia como la suma de las medidas de otros segmentos, la cual explican haciendo

uso de la nocion de triangulo isosceles.

| RAdI0 = AP 4+ AC y TOMOIEN €1 Rado = AQ+AC
?anoc \0S 10005 del TRIANGUIO APy AG
oN 10UOES PLES €5 UN TQ\OGC}ULO is0ce\es

Figura 41. Enunciado 1d. Equipo A

Ambos equipos han construido un nuevo esquema de accion instrumentada respecto a la
circunferencia, especificamente la existencia de un punto A perteneciente al radio CP de

la circunferencia con centro en Cy un punto interior Q, de tal forma que resulta lo mismo

sumar la medida de los segmentos CA y AP que la medida de los segmentos CA y AQ.

La /o JLC/ C{L/ (acho ’—‘Et‘_., er Uaz a lo suma.
A bos /070 /{'0/‘?? PA b4 /S‘C Y ‘ft)mjamn os ygu;;,/&#

/Q suma. oy ;4@ + AC

Figura 42. Enunciado 1d. Equipo B
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Resaltamos que como también estamos enfocados en los esquemas que podrian construirse
de forma colectiva, creemos que en la sociabilizacion, los grupos presentaron la nueva
propiedad de la circunferencia lo que significa que los alumnos contindan

instrumentalizando el instrumento circunferencia al enriquecerlo con una nueva propiedad.
Enel iteme)
Analisis a priori

Pensamos que los alumnos de ambos equipos movilizaran los mismos esquemas de uso del
item anterior: tridangulo is6sceles y segmento como la suma de otros segmentos y también
haran uso de la herramienta “Distancia”. Al deslizar el punto P, el triangulo APQ
continta siendo isosceles debido a que el punto A permanece sobre la mediatriz del
segmento PQ. Los alumnos haran uso ademas, de la herramienta “Distancia” del Geogebra

para validar esta afirmacion y continuaran instrumentalizando a la circunferencia, pues
sefialan la existencia de un punto A perteneciente al radio CP de dicha circunferencia en

la que resulta lo mismo sumar la medida de los segmentos CA y AP que la medida de los

segmentos CA y AQ debido a que los lados AP y AQ se mantienen invariantes

Posibles esquemas de utilizacién

e La nocion de distancia entre dos puntos, la nocion de triangulo is6sceles, la nocion

de segmento y la nocién del radio.

e El uso de la herramienta “Distancia” y “Elige y mueve” sobre un determinado

punto
Parte predictiva de las acciones.

Pensamos que los alumnos de ambos equipos, sefialardn la herramienta “Distancia” tal

como le fue sugerida en el enunciado de la actividad y seleccionan los extremos del
segmento APy AQ . Luego arrastran el punto P sobre la circunferencia con la
herramienta “Elige y mueve”, entonces observan que la relacion de igualdad entre los

117

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




_ "2 | PONTIFICIA
TESIS PUCP 32\'-}‘6?}2'}3“0

DEL PERU

segmentos AP y AQ del triangulo isésceles APQ sigue siendo la misma y que el radio
de la circunferencia es una constante que puede ser escrita como la suma de las medidas de

los segmentos CA y AQ.

Se espera que los alumnos no tengan dificultad en hacer uso de la herramienta “Distancia”,

tal como se aprecia en la figura 43.

* Vista Grahca " |- Profocelo de COFSI[II:’.CI(-H
| ~ &~|W 1 Pequeic ~ | A &~ |Fl&lo
[ Thioemtre Deefinicion
1 Segments & Segmenta [P, Q]

Actividad 1
ZRecad Mediatriz b

T IPunio & Punio de interseccidn de a, d

A4 de Tidngulo poligenal

Figura 43. Desarrollo Actividad 1d

De esta forma, los equipos Ay B indicaran que al mantenerse invariante la longitud de los
segmentos AP y AQ, entonces la suma de las medidas de los segmentos CA y AQ es

siempre igual a una constante.
Analisis a posteriori

Ambos equipos hicieron uso de la herramienta “Distancia” del Geogebra, de acuerdo a lo
previsto en el analisis a priori y luego mueven el punto P con el objetivo que el punto A

se desplace en el interior de la circunferencia.

En la figura 44, se mueve el punto P y se consiguio el desplazamiento de los veértices

Ay P del tridngulo APQ. La movilizacion del esquema de uso mediatriz de un segmento,
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la de tridngulo isésceles y el uso de la herramienta “Distancia”, les permitio validar que el

triangulo APQ se mantiene como triangulo isosceles.

~ Vista Grafica

I DR

Actividad 1

Figura 44. Gréfico le. Equipo A

El equipo Aexpresa en la figura 45, que tanto la longitud del radio como la relacion de los

segmentos AP y AQ se mantienen constantes, luego de desplazar el punto A en el

interior de la circunferencia

- LoS ogos  del TQiCiPQUiO AP Y AQ. 00 COpoI0N
V el adio de O Circun€erentia TamMyoco .

Figura 45. Enunciado le. Equipo A

En la figura 46, se muestra una situacion similar. A medida que los alumnos del equipo B
mueven el punto P, el punto A va tomando otras posiciones relativas en el interior de la

circunferencia, permaneciendo el punto A en la mediatriz del segmento PQ, de tal forma
que la suma de las medidas de los segmentos AQ y AP es siempre igual al radio de la

circunferencia e igual a la suma de las medidas de los segmentos CA y AQ.

119

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

TESIS PUCP CATOLICA

DEL PERU

Se observd al movilizar las propiedades de la mediatriz de un segmento, triangulo
isdsceles, y el uso de la herramienta “Distancia”, les permitié validar que el triangulo

APQ se mantiene como tridngulo isésceles.

T

Actividad 1

Figura 46 Grafico le. Equipo B

En la figura 47, los alumnos del equipo B movilizaron los esquemas de uso de la
mediatriz de un segmento, la propiedad del triangulo isosceles, y aplicaron la herramienta

“Distancia” del Geogebra, para indicar que los segmentos AP y AQ permanecieron

iguales, al desplazar el punto A.

En e/ ﬁ:ﬁj&nou/o APQ AP v AQ S:em/brfa SOy tf"u‘él/éé‘_

J

En /m o.rrc-unsﬁré‘nﬂi‘l Qf""df/("b S;'em/bre el o/ P3O

Figura 47. Enunciado le. Equipo B

Los alumnos que estaban instrumentados con la circunferencia como lugar geometrico,
continuaron instrumentalizandola, sus acciones mostraron que construyeron una nueva
propiedad en la que es posible hallar un punto Aen el radio CP de una circunferencia y
que la suma de las medidas de los segmentos CA y AQ sea una constante igual al radio

de la circunferencia, siendo Q un punto interior de la circunferencia.
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Analisis de la actividad 2

En el cuadro 10 presentamos la actividad 2  que consta de cinco items. A continuacion

elaboramos el andlisis a priori y a posteriori de cada una de las partes correspondientes.

Cuadro 10. Actividad 2

ACTIVIDAD 2

En el archivo Actividad_2.ggb mostramos una circunferencia de centro C, de radio r = CP y un punto

interior fijo a la circunferencia Q. Ademas el punto A pertenece a la mediatriz del segmento PiQ y al
radio de la circunferencia

a) Mueva el punto P sobre la circunferencia. Calcule la longitud del radio como la suma de las medidas

de los segmentos CA y AP cuando el punto A se desplaza a dos posiciones distintas.

A= - - A=+ -

b) Mueva el punto P sobre la circunferencia. Calcule la longitud del radio como la suma de las medidas de

los segmentos CA 'y AQ para dos posiciones distintas del punto A

A vAQl- v - A +ARl-  + -

c)  ¢Qué propiedades geométricas justifican los resultados hallados en @)y en b)

121

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

TESIS PUCP CATOLICA

DEL PERU

d) En el mend contextual del punto A seleccione “Active Rastro”, fije el estilo del punto al minimo en
Propiedades del Objeto y luego deslice lentamente el punto P sobre la circunferencia. La trayectoria del
punto Agenera una curva llamada elipse. La suma de las distancias del punto A a los puntos fijos

Q yC, ¢es unresultado que se mantiene constante mientras A se desplace por la curva? ¢Por qué?

e) En la circunferencia de centro C, radio CP y un punto interior Q, exprese en términos de los segmentos

A7Q y AC , la condicién geométrica que debe cumplir el punto A para que su trayectoria forme la

figura eliptica.

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad_2.ggb en la carpeta escritorio de la computadora asignada.

Cierre el archivo y continle con la siguiente pregunta.
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Analisis a priori de la actividad 2

En esta actividad, creemos que los alumnos de ambos equipos siguen avanzando en el
proceso de instrumentalizacion de la propiedad de la circunferencia que determinaron en la
actividad 1, es decir dada circunferencia con centro C, que contiene al punto interior fijo

Q, es posible encontrar un punto Asobre cualquier radio CP, de tal forma que resulte lo
mismo sumar las medidas de los segmentos CA y AP que las medidas de los segmentos
CA y AQ,y que ademas esa suma sea una constante, ya que la enriqueceran vinculando la

trayectoria del punto Aque cumple dicha propiedad a la grafica de una elipse y escribiran

la condicién geométrica de la elipse en términos de la propiedad de dicha circunferencia.

Creemos que hay indicios para suponer que la circunferencia continta instrumentalizandose
porque vincularan el punto A a la trayectoria de una elipse, pero ademas pensamos que el
artefacto elipse deje de ser un artefacto abstracto para los alumnos pues creemos que le

atribuiran dicha propiedad a la figura eliptica, iniciando su proceso de instrumentalizacion.

TE

Actividad 2

Fioura 48. Actividad 2

En la figura 48 se muestra la representacion grafica de la pregunta 2 ggb. Al deslizar el
punto B sobre la circunferencia, el punto Ase desplaza generando una trayectoria que los
alumnos de ambos equipos identificaran como elipse, de acuerdo al enunciado, luego los

ambos equipos expresaran la condicion geométrica de la curva.

Para ello movilizaran algunos de los esquemas de uso que movilizaron en la actividad 1, es
decir la propiedad de la mediatriz de un segmento como una recta perpendicular que pasa

por el punto medio del segmento 0 como todo punto perteneciente a la mediatriz de un
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segmento que equidista de las extremidades del segmento, la circunferencia como un
conjunto de puntos cuya distancia a otro punto fijo es una constante llamada radio. En
cuanto a las herramientas del Geogebra, creemos que algunas seguirdn en proceso de

familiarizacion y descubrimiento, como la herramienta “Activa Rastro”
Andlisis a posteriori de la actividad 2

De acuerdo al anélisis a priori, los alumnos continuaron procesando la instrumentalizacion
de la propiedad de la circunferencia de centro C. Observaron el desplazamiento del
punto A en el interior de la circunferencia y calcularon numéricamente la longitud del
radio de la circunferencia como la suma de las medidas de los segmentos CA y AP, asi
como los segmentos CA y AQ. De acuerdo al analisis a priori, los alumnos vincularon
dicha trayectoria del punto A a la grafica de una elipse y escribieron la condicién
geomeétrica de la elipse en términos de la propiedad de la circunferencia que indica que
existe un punto A en el radio de la circunferencia en el que la suma de las medidas de los
segmentos CA y AQ es una constante igual al radio de la circunferencia, siendo Q un
punto interior de la circunferencia. Todo aquello continu6 favoreciendo la
instrumentalizacion de la propiedad de la circunferencia porque vincularon el punto Aa la
trayectoria de una elipse, pero a la vez se inicia el proceso de instrumentalizacion de la

elipse.

Figura 49. Trayectoria de la elipse

En la figura 49 observamos a los alumnos generando el lugar geométrico de la elipse

cuando desliza el punto P sobre la circunferencia, aunque la figura estatica que
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mostramos en la figura, no demuestra la situacion real de interactividad y del dinamismo de
la situacion presentada. Los esquemas que movilizaron fueron los de nocion de
circunferencia, de triangulo is6sceles y mediatriz de un segmento. Las herramienta

“Activa Rastro” del Geogebra inici6 su proceso de familiarizacion, por el analisis a priori.
En los item a) y b)
Analisis a priori

Cuando los alumnos de ambos equipos deslizan el punto P sobre la circunferencia, el

texto numérico que representa las longitudes de los segmentos AQ,AC y AP va

actualizando los resultados de estas expresiones. Creemos que esta representacion dindmica
permitird que el alumno exprese el radio de dicha circunferencia como la suma de las

medidas de los segmentos CA y AP asi como la de los segmentos CA y AQ.
Posibles esquemas de utilizacion.

e Lanocion de segmento, de radio, mediatriz, triangulo isosceles

e Uso de la herramienta “Elige y mueve”
Parte predictiva de las acciones.

Los equipos arrastran el punto P sobre la circunferencia y observan el texto numérico que
se actualiza de manera dinamica y que aparece en su vista grafica. Como mencionamos
en la actividad anterior, la figura 50 no comunica de manera apropiada el dinamismo que

se produce en la situacion real, simplemente representa una foto en un instante determinado

o
L - -
—_ Actividad 2

WY = A2 . A

AC/ = 275

AP =425

Fiaura 50. Desarrollo Actividad 2 a-b 125
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Los alumnos deslizan el punto P sobre la circunferencia y hacen uso del uso del texto

dindmico, lo que les permitira escribir las relaciones |CA|+| AP =7y |CA|+| AQ|=7.

Andlisis a posteriori

Tal como se esperaba, los equipos no presentaron dificultades para expresar el radio de la
circunferencia como la suma de las medidas de dos segmentos, escritas de dos formas
distintas. De esta forma se continué con el proceso de instrumentalizacion de la propiedad

de la circunferencia, apoyados en el dinamismo del texto numérico

El Equipo A e — T
(4P| +[4C = L 2 + 2,68 =7
40+ [AC|= 4,5+ 249 =7
Figura 51. Enunciado 2 a-b. Equipo A
El Equipo B - .
A0 +|AC|= 2.37 + .63 =73

Figura 52. Enunciado 2 a-b. Equipo B

En las figuras 51 y 52, mostramos los resultados al sumar las medidas de los segmentos
correspondientes luego de desplazar el punto A por el interior de la circunferencia. La
Vista Grafica que muestra la representacién grafica de las construcciones y el texto
dindmico del Geogebra, favorecieron el enriquecimiento de la instrumentalizacion de esta

propiedad de la circunferencia.

Dicha propiedad contribuira posteriormente a que el alumno la relacione con la condicién
geométrica de la elipse. Los alumnos deberan justificar en el siguiente item los resultados

que mostraron en las figuras anteriores.
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En el item ¢)

Analisis a priori

Esperamos que ambos equipos validen las condiciones del equipo |CA|+ AP |=7 y

|CA|+| AQ|=7. Paraello esperamos puedan movilizar los esquemas de uso los cuales se

presenta a continuacion:

Posibles esquemas de utilizacion
e Lanocion de triangulo isdsceles, mediatriz de un segmento, circunferencia.

Parte predictiva de las acciones.

Creemos que los alumnos usaran la propiedad del tridngulo isdsceles para afirmar que los

segmentos AP y AQ son iguales o pensamos que podran aplicar la propiedad de la
mediatriz del segmento PQ , e indicar que las distancias desde dicho punto de la

mediatriz, en este caso el punto A a los extremos del segmento PQ son iguales. Con estas

propiedades podran justificar sus resultados del item anterior.
Analisis a posteriori

Como lo habiamos previsto, ambos equipos movilizan los esquemas de uso y hacen uso del
texto dindmico para observar que los segmentos AP y AQse mantienen iguales. En la
figura 53, el equipo A expresa la relacion de igualdad entre los segmentos AP y AQ vya

que ambos lados pertenecen al triangulo is6sceles. De esa forma justifica los resultados

encontrados en los items a) y b).

- Poogue € TRICGNGUID €S 19ARIES Y
Sus \odos RP AR sieppre 00 GUOIES

Figura 53. Enunciado 2c. Equipo A 127
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En la figura 54, el equipo B sefiala que el radio es una constante que se puede escribir

como la suma de las medidas de los segmentos CA 'y AP . Luego indicaque AP y AQ

son los lados iguales del triangulo isdsceles, asi que escribe la expresidn que se muestra en

la parte a). Luego en la parte b), indica que el radio de la circunferencia se puede escribir

como la suma de las medidas de los segmentos CA y AQ

*OL) /4.\1? + ,,EZ = ro Qfﬁf:) = c:.f?’_ . aun c..unmfo £ mueve
é)) E‘E = A__a{) == E:A Y Comno /4} = 5’4 (JH.’;G‘”j’UfQ ;'sa-ace_/e j)
erifonces QP = QA 4 CA

Figura 54. Enunciado 2c. Equipo B

Las justificaciones mostradas son muy similares en los equipos Ay B . Consideramos que

estas actividades son pertinentes pues ambos equipos con base a las acciones y esquemas
de utilizacién que movilizan, hacen surgir propiedades que luego seran inscritas como

caracteristicas de la elipse.

Como estamos interesados en los esquemas que provengan de la sociabilizacion de los
grupos y notamos que la definicion que se esperaba corresponde a los esquemas que los
alumnos formaron para justificar el tridngulo isdsceles, se puede indicar que esto favorece

al surgimiento de los esquemas de accidn colectiva instrumentada, para ambos grupos.
En el item d)
Analisis a priori

Creemos que los alumnos de los equipos Ay B logrardn generar un conjunto de puntos que

corresponden a la representacion grafica de la elipse a través del rastro que deja el punto
A de la curva cuando es desplazada con la herramienta “Activa Rastro”. Pensamos que

dicha herramienta del Geogebra, originard problemas de estructuracion de la accion, tema
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que fue comentado en los aspectos del Enfoque Instrumental. Los alumnos movilizaran el
esquema de uso de la mediatriz del segmento PQ o la del triangulo isdsceles para indicar
que la suma de las distancias del punto A a los puntos fijos QyC A es un resultado

gue se mantiene constante pues representa el radio de la circunferencia
Posibles esquemas de utilizacion:
e La mediatriz de un segmento, tridangulo isésceles, la circunferencia..
e El uso de la herramienta “Activa Rastro”.
Parte predictiva de las acciones.

Los equipos Ay B activaran la herramienta “Activa Rastro” del punto A pulsando el
boton secundario del mouse. Luego fijan al minimo el estilo del grosor del trazo y arrastran
el punto P sobre la circunferencia. Probablemente tengan dificultades con la herramienta

“Activa Rastro”, para fijar el estilo de trazo.

En la figura 55, se muestra la trayectoria del punto A cuando gracias al movimiento del

punto P sobre la circunferencia.

Ciertamente, la figura solo representa una ligera aproximacion del movimiento de los
puntos que generan la trayectoria eliptica de la curva, en consecuencia no se percibe la

accion dinamica elaborada por esta serie de construcciones.

TG e~ s
Actividad 2

/AR = 1.83

JAC) = 517

JAP | ~ 1.83

Figura 55. Desarrollo Actividad 2e 129
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En la figura 55, se observa que el punto AcontinGa perteneciendo a la mediatriz del

segmento PQ , mientras es desplazado por el interior de la circunferencia. Los segmentos

'AQ y AP son los lados de un triangulo isdsceles, por lo tanto la suma de las medidas de

los segmentos AQ y AC sigue siendo igual al radio de la circunferencia.

Analisis a posteriori

De acuerdo a lo previsto en el analisis a priori, se logr6 la representacion grafica de la

elipse a traves del rastro que deja el punto A con la herramienta “Activa Rastro”.

Actividad 2
AR =203 / 1

AC| =407 rd

Actividad 2 £ 5
%, T
AQ/ = 535 S K .

B
N

el Pl
7 N :
, A /
AP - 535 ( = |
L=
o ' s |

Figura 56. Grafico 2d. Equipo A

Figura 57. Gréafico 2d. Equipo B

Como se muestra en las figuras 56 y 57, ambos equipos usaron la herramienta “Activa

Rastro”, pulsando el boton secundario del mouse. Es importante sefialar que los graficos

que mostramos no son representaciones estaticas sino dindmicas que se van generando con

las construcciones geométricas realizadas por los alumnos.

Ambos equipos afirmaron que se trataba de una elipse. En el uso de la herramienta “Activa

Rastro” se presentan las tres restricciones

que Rabardel (1995) clasifica como

impedimentos de existencia, intencionalidad y de accion de los sujetos, los cuales fueron

detallados en la parte de los aspectos del Enfoque Instrumental.

Como era de esperarse, los alumnos de ambos equipos lograron justificar que la suma de

las medidas de los segmentos AQy AC es una constante porque comprobaron a través del
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texto dindmico que ofrece el Geogebra, que su resultado es igual al radio de la

circunferencia.

Se puede observar el texto que aparece en las figuras 58 que corresponde al equipo A

Sy popue A® + RC = AP+ AC v €S0 €S

S\ radiv

Figura 58. 1° Enunciado 2d. Equipo A

Probablemente, la movilizacion de los posibles esquemas planteados en el anlisis a priori,
la influencia interactiva del texto numérico del Geogebra y la representacion dindmica de

la grafica, también contribuyeron a establecer que la suma de las distancias de los

segmentos AQy AC es una constante.

De igual forma, en la figura 59 muestra la justificacion que elabora el equipo B acerca de

la razon por la que las distancias de los segmentos permanecen constantes.

i P T el ZLJS c*{;'Sﬂ:nﬂc.L@( el P‘Jn%u A {QS /juﬂfvj
Q v C £ mman hene cons 7{‘3”7/*’: /3“3”‘?"—)5" en realichd

e 50 feXy e/ J'OC‘/:*Q

Figura 59. 1° Enunciado 2d. Equipo B

Ademas consideramos que es evidente que la redaccion de los textos, nos muestran la
integracion de sus resultados y que los alumnos participaron en una actividad colectiva
aplicando esquemas de utilizacion que favorecieron la construccion de algun esquema de

utilizacion como esquema de actividad colectiva instrumentada.

Creemos que los alumnos de ambos equipos al atribuirle una propiedad a la trayectoria

eliptica de la curva, permitieron que dicha curva deje de ser un artefacto abstracto e
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iniciaron el enriquecimiento de sus caracteristicas. Esto origina un primer avance en el

proceso de instrumentalizacion de la elipse.
En el iteme)
Analisis a priori

Esperamos que ambos equipos logren expresar la condicién geométrica de la elipse, es
decir que si Aes un punto que pertenece al radio CP de una circunferencia con centro en

C.,y Q un punto interior de dicha circunferencia, entonces la suma de las medidas de

los segmentos AQy AC sea una constante igual al radio de dicha circunferencia.

Creemos que los esquemas movilizados en los items anteriores, como la del triangulo
isdsceles en terminos de sus lados iguales, la mediatriz de un segmento en términos de que
cualquier punto de la mediatriz equidista de sus extremos, la circunferencia como lugar
geométrico y la mediacion de las herramientas del Geogebra haran posible que los

equipos no presenten dificultades en responder a la pregunta.
Posibles esquemas de utilizacién

e Nocion de tridngulo isosceles, mediatriz de un segmento, radio como propiedad

invariante de la circunferencia.
e Usa la herramienta “Elige y mueve”
Parte predictiva de las acciones.

Los alumnos de ambos equipos indican que el resultado de la suma de las medidas de los
segmentos AQy AC es una constante igual al radio de la circunferencia, debido a los

posibles esquemas de utilizacion y respaldado por el texto numérico que se actualiza de

manera dinamica a medida que se desplaza el punto Apor el interior de la circunferencia.

Los alumnos de ambos equipos no tendréan dificultades en expresar la condicion geométrica

que debe cumplir el punto A para que su trayectoria forme una curva elipticay de acuerdo
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a las consideraciones iniciales de la actividad. Es decir, que el punto A es tal que la suma
de las medidas de los segmentos AQyYy AC es una constante igual al radio de la

circunferencia.
Analisis a posteriori

Tal como se esperaba, ambos equipos lograron expresar la condicion geométrica de la
elipse en términos del radio de la circunferencia, es decir que si Aes un punto que
pertenece al radio CP de una circunferencia con centroen C,y Q un punto interior de
dicha circunferencia, entonces la suma de las medidas de los segmentos AQYy AC es una

constante igual al radio de dicha circunferencia.

Acreditamos que los alumnos comenzaran a instrumentarse con la propiedad de la elipse
que indica que la suma de las medidas de los segmentos AQy AC es una constante igual

al radio de dicha circunferencia pues tienen cuestiones de reconocimiento cuando el punto

A describe una trayectoria eliptica.

En la figura 60, se observa que el equipo A indica que la suma de las medidas de los

segmentos AQ y AC esigual a la longitud del radio de la circunferencia

N+ AC = OO

Figura 60. 2° Enunciado 2e. Equipo A

De esta manera, esta actividad esta orientada a iniciar la instrumentacion de la condicion
geométrica de la elipse, ya que los alumnos lograron redactar y reconocer que el punto A,
es aquel que cumple con la propiedad que indica que si un punto Apertenece a la elipse,

la suma de las medidas de los segmentos AQ y AC resulta una constante, igual al radio de

la circunferencia. En la siguiente actividad continuaremos enriqueciendo esta propiedad,
atribuyéndole otra caracteristica e indicando que dicha suma corresponde al eje mayor de la
elipse.
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En la figura 61, el equipoB escribe que la suma de las distancias de los segmentos

AQ y AC permanece constante o es igual al radio de la circunferencia con base a los

esquemas de utilizacion (esquemas de uso), consignados en esta actividad.

[ Sdme. e AQ Y AC es f‘(’)nS"ﬁﬂFE.‘ en 0&'7&- ca O

fL) v / (o / i r/"';'.:! cP

Figura 61. 2° Enunciado 2f. Equipo B

En relacion a esta actividad, Rabardel (1995), indica que la instrumentalizacion del
artefacto es un proceso en el cual surgen las componentes del artefacto por parte del sujeto.
Hay indicios que la condicion geométrica de la elipse, ha sido atribuida por los alumnos
como una de las primeras caracteristicas de la elipse, lo cual muestra que existe un primer

enriquecimiento de las propiedades de la elipse.

Se observa que la secuencia de aprendizaje favorecié a los alumnos, porque comenzaron a
instrumentar una de las propiedades de la elipse ya que mostraron cuestiones de
reconocimiento, como que dado un punto A de la elipse la suma de las medidas de los
segmentos AQ y AC resultan una constante. A este nivel de instrumentalizacion, Rabardel
(1995), la clasifica como local, porque esta relacionada a una accion singular, es decir el

nivel de instrumentalizacidn de esta funcién es momentaneo.

Ademas, de acuerdo con las actividades que fuimos desarrollando en nuestra investigacion,
surgieron nuevas componentes del artefacto elipse, que los alumnos atribuyeron como
propiedades de la elipse. Dichas propiedades que construyeron los alumnos como esquemas
de accién instrumentada, evolucionaron como esquemas de uso y fueron movilizadas

posteriormente para determinar nuevas componentes en la elipse.

En la siguiente actividad los alumnos contintdan instrumentalizando o enriqueciendo la
condicion geométrica de la elipse, que empezaron a reconocer, ya que le atribuyen otras
potencialidades, como aquella que indica que el radio de la circunferencia equivale al eje

mayor de la elipse.
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Analisis de la actividad 3

En el cuadro 11 presentamos la actividad 3, la cual consta de cinco items. A continuacion

elaboramos el andlisis a priori y a posteriori de cada una de las partes correspondientes

Cuadro 11. Actividad 3

ACTIVIDAD 3

Abra el archivo Actividad_3.ggb. Se muestra una circunferencia de centro F,, un punto fijo F, al
interior de la circunferencia y un punto P sobre el radio de dicha circunferencia que se mueve sobre
una elipse. Los puntos fijos F, Y F, son llamados focos. La recta que pasa por los focos se llama eje
focal. El eje focal corta a la elipse en dos puntos V, YV, llamados vértices. La porcién del eje focal

comprendida entre los vértices se llama eje mayor.

a)  Trace el eje mayor, renombre los vértices como V, yV, 'y calcule su longitud

b) Trace segmentos que unan P alos focos F, Yy F, . Luego desplace P sobre la elipse y registre

sus resultados haciendo uso de la herramienta “Distancia”.

PF | + |PF,|= + = VY, | =
PF | + |PF, |= + = WV, =
e - -

¢) Si P esunpunto de la elipse con focos F, Y F, vy lalongitud del eje mayor V,V, es 2a,

escriba la condicion geométrica del punto P
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d)

€)

La recta perpendicular al eje focal que pasa por el centro C del segmento que une los focos se
llama eje normal. El eje normal corta a la elipse en dos puntos. La porcion del eje normal

comprendida entre esos puntos se llama eje menor.

Trace el segmento que representa el eje menor y marque el centro C de la elipse, ¢el eje menor esta

contenida en la mediatriz del segmento que une los focos?  ;Por qué?

¢Cudl es la suma de las distancias de uno de los extremos del eje menor a los focos? ;Por qué?

Con la herramienta “Poligono” trace el tridngulo que tiene como vértices los focos de la elipse y un

extremo del eje menor.

Considerando que la distancia del centro a uno de los vértices es a, que la distancia del centro a
uno de los focos es C, y que la distancia del centro a uno de los extremos del eje menor es b, halle

bentérminosde a y €

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad 3_ggb en la carpeta escritorio de la computadora

asignada. Cierre el archivo y continde con la siguiente actividad.
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Andlisis a priori de la actividad 3

En esta secuencia de actividades creemos que los alumnos muestran indicios de
instrumentacion con la condicion geométrica de la elipse pues reconocen que siendo P un
punto sobre la elipse, entonces la suma de las medidas de los segmentos PF, y PF, es
igual al radio de la circunferencia con centro F,, pero también enriqueceran esta
propiedad de la elipse con nuevas potencialidades indicando que la suma de las medidas de
los segmentos PF, y PF, no sélo corresponde al radio de la circunferencia sino también a
la longitud del eje mayor de la elipse, con base a este analisis inferimos que la condicién
geométrica de la elipse se enriquecera, se instrumentalizara con otra propiedad, esto
significara que posteriormente omitamos la longitud del radio y mencionemos a la longitud

del eje mayor cuando nos refiramos a la condicion geométrica de la elipse.

Finalmente pensamos que la condicion geométrica de la elipse en base a la definicion que
indica que dado un punto de la elipse la suma de sus distancias a otros puntos fijos es una
constante que corresponde a la longitud del eje mayor de la elipse, podria evolucionar de
esquema de accion instrumentada a esquema de uso con el fin de determinar la relacion
entre los parametros de dicha elipse, como la relacion geométrica a® =b” +c?, siendo
ay b la distancia del centro de la elipse a los extremos de la curva y siendo ¢ la distancia
del centro a uno de los focos de la elipse. En la figura 62, se muestra la representacion

grafica de la actividad.

o
s
/
Actividad 3 '/ \
/ \ — \
/ \
/
/
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Simultdneamente, creemos que los alumnos seguiran instrumentalizandose con algunas
caracteristicas de la elipse como eje mayor, eje menor, los Vvértices, los focos y los extremos
del eje menor. Las herramientas del Geogebra que corresponden al trazo de rectas

paralelas, perpendiculares y otros comandos también estan en una fase de familiarizacion.
Andlisis a posteriori de la actividad 3

Los equipos Ay B no presentaron dificultades en responder la actividad 3. Esta

actividad esta basada, segun Rabardel (2011), en la gestion de caracteristicas y propiedades
particulares del artefacto. Como se tenia previsto, los alumnos estan instrumentados en la
condicién geométrica de la elipse porque sumaron las medidas de los segmentos
PF, y PF, vy lo igualaron al radio de la circunferencia. Por otro lado continuaron
instrumentalizando esta propiedad ya que la enriquecieron al sefialar que la suma de las
medidas de los segmentos PF, y PF, corresponde al eje mayor de la elipse. De acuerdo al

andlisis a priori, este resultado permitird omitir el radio de una circunferencia cuando los
alumnos quieren expresar la condicion geométrica de la elipse sefialando que esta suma
corresponde a la longitud del eje mayor de la elipse. De igual forma, de acuerdo al analisis
a priori dicha condicion geométrica, es decir la suma de las medidas de los segmentos
PF, y PF, corresponde al eje mayor de la elipse, evoluciond como esquema de uso, ya
que permiti6 construir otro nuevo esquema en términos de los parametros de la elipse, cuya

relacion geométrica es a’=Db*+c®. Los alumnos de ambos equipos, movilizaron
esquemas elementales como mediatriz, tridngulo isdsceles, el Teorema de Pitagoras y
reutilizaron las herramientas del Geogebra, lo que les permitié enriquecer las propiedades
de la elipse. De igual forma, instrumentalizaron algunas componentes como el trazo del eje

focal, eje mayor, eje normal y eje menor

En el analisis a priori, no se previé que el equipo Aseleccionaria “Posicion absoluta en
pantalla” el cual permitio arrastrar los textos a cualquier posicién de la pantalla, y que
Trouche (2004) sefiala como estadio de descubrimiento y seleccién. Ademas el equipo B,
encajo la herramienta “Distancia” en un escenario de personalizacion en los items a) y b),

pues trata de aplicar dicha herramienta de acuerdo a su requerimiento.
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En el item a)
Anélisis a priori

Esperamos enriquecer la nocion de elipse y propiciar el surgimiento de las propiedades de
algunos de sus elementos, haciendo uso de trazos geometricos. Al respecto Rabardel
(1995), indica que la instrumentalizacion puede definirse como un proceso de
enriquecimiento de las propiedades del artefacto por parte del sujeto.

De esa forma tanto las herramientas del Geogebra como las componentes de la elipse
contindan en proceso de instrumentalizacién. Pensamos que los equipos no encontraran

dificultades en resolver esta actividad.
Posibles esquemas de utilizacién
e La nocion de recta, interseccion entre dos objetos, distancia entre dos puntos.

e EIl uso de las herramientas: “Recta que pasa por dos puntos”, “Interseccion de

objetos”, “Renombrar” y la herramienta “Distancia”
Parte predictiva de las acciones.

Los equipos sefialan la herramienta “Recta que pasa por dos puntos”, seleccionan los
puntos F, y F, y aparece la recta que representa al eje focal. Luego sefialan la herramienta
“Interseccion de objetos”, seleccionan la curva, el eje focal y encuentran los puntos que
corresponden a los vértices de la elipse. Hacen clic derecho sobre cada vértice se despliega
una lista llamada mend contextual, la cual es una manera agil de modificar algunos
pardmetros. Se selecciona del mend contextual, el comando “Renombrar” y se asigna una

nueva etiqueta para los vertices, en este caso V, y V,.

Finalmente sefialan la herramienta “Distancia” y selecciona los puntos V,yV,. De este

modo se halla la longitud entre los vértices.
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Figura 63. Desarrollo Actividad 3a

En la figura 63 los alumnos de ambos equipos, trazaran el eje focal que contiene al eje

mayor, el cual se renombrara como V,V, y luego calcularan la longitud del eje mayor

Analisis a posteriori

Como lo habiamos previsto en la parte predictiva, se observé en las figuras 64 y 65, que
ambos equipos trazaron el eje focal de la elipse, obtuvieron los vértices respectivos y

hallaron la longitud del eje mayor.

* Visla Grifica L

Actividad 3 Actividad 3

Figura 64 Gréfico 3a. Equipo A Figura 65. Gréafico 3a. Equipo B
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Se inicid la familiarizacion del uso de las herramientas “Recta que pasa por dos puntos”,

“Interseccion de objetos”, “Renombrar” “Distancia”.

Se observo que el equipo A luego de hallar la distancia entre los vértices, hace uso del
menu contextual y selecciond la opcidn “Posicion absoluta en pantalla” y traslado el texto
VV, =10 a otra posicion de la Vista Gréfica del Geogebra. Segln Trouche (2004), esta
herramienta estaria instrumentalizdndose en la fase de descubrimiento y seleccion. Al
respecto, es importante sefialar que esta propiedad del texto numérico “Posicién absoluta
en pantalla” fue detallada cuando se desarrollé el primer encuentro llamado Exploracion
del Geogebra. El equipo A us0 esta opcion, probablemente, porque quiere familiarizarse

con esta propiedad del texto numérico para aplicarla luego en otras circunstancias.
En el item b)
Analisis a priori

De acuerdo a la actividad anterior, creemos que los alumnos estan instrumentados con
respecto a la condicion geométrica de la elipse que indica que la suma de las medidas de los
segmentos PF, y PF, es igual al radio de la circunferencia. Los alumnos continuaran
instrumentando esta propiedad, pues serd movilizada cuando el punto P toma distintas
posiciones sobre la trayectoria de la elipse y luego compararan sus resultados con la
longitud del eje mayor de dicha elipse. De esta forma los alumnos continuaran con el
proceso de instrumentalizacion de la condicion geométrica porque incorporan la longitud
del eje mayor de la elipse (distancia entre los vértices de una elipse), como la longitud del

radio de la circunferencia,

Las herramientas del Geogebra que se vienen empleando tienen un proceso de aplicacion

similar al trazo de lapiz y papel.
Posibles esquemas de utilizacion

e La nocion de distancia, circunferencia, la condicién geométrica de la elipse y la
nocion de eje mayor V,V,
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e El uso de las herramientas “Segmento entre dos puntos” , “Distancia entre dos

puntos”, “Elige y mueve”
Parte predictiva de las acciones.

Los equipos Ay B, sefialan la herramienta “Segmento entre dos puntos”, seleccionan los
puntos P y F, y aparece el segmento PF, , seleccionan P y F, y aparece el segmento
PF,, Luego, sefalan la herramienta “Distancia entre dos puntos”, seleccionan el punto

P y los extremos del eje mayor V, yV,, luego simultdneamente con la herramienta

“Elige y mueve” arrastran el punto P sobre la circunferencia y observan a la vez los

valores del texto dindmico que aparece en su vista grafica.

Los equipos Ay B no tendrén problemas en observar que los resultados son equivalentes

y escribiran las expresiones PF, + PF, =10 V,V, =10 .

En la figura 66, los alumnos trazan los segmentos que unen P a los focos, luego arrastraran
el punto P sobre la elipse y comprobaran que / PF,/ +/PF, /=/V\V, | .La representacion

grafica no muestra el caracter dinamico de la situacion real.

Actividad 3 //, \
Ctival
/ g \
—— / /’A'.<\ e A
/ pan \\ ~ \
- PRl o7
.l1f - 'f/ \ \\ ‘
T - I'.I 3 FF3 = 603 ...\.
/ i .- 4
|I | H“""‘--._B\ | I|
"\ VIV = 10 q“'\‘ |
| ' 4 |
| N e
\ \\ / — I|I
\\\“‘\ ,_/ 'w"i__
— e !,r' — 2

Figura 66. Desarrollo Actividad 3b
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Analisis a posteriori

Tal como esperabamos, los alumnos enriquecen la nocién de la condicion geométrica de la

elipse al asignarle a esta condicion un significado equivalente, es decir sustituyen el valor

del radio de la circunferencia por la longitud del eje mayor.

En las figuras 67 y 68 ambos equipos trazan los segmentos que unen al punto P con los

focos F, yF,. Cuando el punto P se desliza sobre la circunferencia, hallan la suma de

las medidas de los segmentos PF, y PF. y comparan dicha suma con la longitud del eje

mayor.

----------

“FIP - 53

Figura 67. Gréfico 3b. Equipo A

Actividad 3

Figura 68. Grafico 3b. Equipo B

Es importante la influencia del Geogebra como mediador en la presente actividad. Los

alumnos comprobaron, a través de los textos numéricos dinamicos, que la suma de las

medidas de los segmentos corresponde a la longitud del eje mayor.

En la figura 69, se muestra la respuesta del equipo A, en el cual asignan al radio de

condicién geométrica de la elipse un significado equivalente al de lado mayor.

[PE| + [PF|= 348 + £,02

OIVL

\O | ¥V, /= ID

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis

Figura 69. Enunciado 3b. Equipo A

143




PONTIFICIA

TESIS PUCP 32\'-}‘6?}2'}3“0

DEL PERU

En la figura 70, se muestra la respuesta del equipo B.

PR,

>
==
N
—
Il
-

= 29% + 7.04 = |0 /

Figura 70. Enunciado 3b. Equipo B

A partir de esta actividad podemos distinguir que la condicién geométrica de la elipse, que

indica ge la suma de las medidas de los segmentos PF:y PF. igual al radio de la

circunferencia, continla en proceso de instrumentalizacion, ya que los alumnos la
enriquecen con una nueva propiedad, es decir que el radio de circunferencia es igual a la

longitud del eje mayor.
En el itemc)
Analisis a priori

Pensamos que ambos equipos continuaran instrumentando la condicién geométrica de la

elipse consiguiendo movilizar la condicién que indica que las medidas de los segmentos

PF,y PF, esigual al al eje mayor de la elipse que corresponde a V,V,| = 2a .
Andlisis a posteriori

Se define la longitud del eje mayor como V.V, =2a.

Como era de esperarse, se observa en la figuras 71 que el equipo A escriben sin ninguna
dificultad la condicion geométrica de la elipse en términos del eje mayor asignado como
2a. Esta expresion nos acompafiar a lo largo de todas las restantes actividades ya que nos

permitird omitir la representacion grafica de la circunferencia.

s e —

FP + £EP = 2a.

-

Figura 71. Enunciado 3c. Equipo A
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De igual forma, en la figura 72, el equipo B, escribe la condicién geométrica en términos

del eje mayor representado por la expresion 2a

Figura 72. Enunciado 3c. Equipo B

Podemos afirmar que los alumnos estan instrumentados con la condicion geométrica de la
elipse ya que logran movilizar la condicion que indica que la suma de las medidas de los
segmentos PF y PF, es igual al eje mayor de la elipse que equivale a 2a. En los
siguientes items este esquema de accion instrumentada evolucioné como esquema de uso
para conseguir una nueva propiedad artefactual de la elipse, y de esta forma continuar con

el enriquecimiento de las propiedades artefactuales de la elipse.
En el item d)
Analisis a priori

Pensamos que los conocimientos previos consignados en la parte cognitiva de la Ingenieria
Didactica, asi como algunas herramientas del Geogebra seran movilizados para trazar el

eje menor de la elipse.

Como los alumnos se hallan instrumentados con la mediatriz, reconocen que el eje menor
contenido en el eje normal, corresponde a una mediatriz porque es una perpendicular al eje

focal y que pasa por el centro de la elipse.

Ademas creemos que se hallan instrumentados con la condicion geométrica de la elipse
porque movilizaran la propiedad que indica que la suma de las medidas de los segmentos

PF,y PF, esigual al eje mayor de la elipse que equivale a 2a, reconociendo que la suma

de las medidas de uno de los extremos del eje menor a los focos es 10.
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Posibles esquemas de utilizacion:

e La nocion de segmento, interseccion, distancia entre dos puntos, rectas

perpendiculares, mediatriz de un segmento, condicion geométrica de la elipse

e El uso de las herramientas “ Punto medio o centro”, “Mediatriz”, “Interseccion de

objetos”, “Segmento”
Parte predictiva de las acciones.

Sefalan la herramienta “Punto medio o centro”, seleccionan los focos F y F, y aparece el

punto medio, luego se le renombra como punto C. Luego sefialan la herramienta
“Mediatriz”, seleccionan el eje focal, y aparece el eje normal que pasa por el centro C . A
continuacién sefialan la herramienta “Interseccion de objetos”: seleccionan la curva, el eje
normal y determinan los extremos del eje menor de la elipse. En seguida con la herramienta
“Segmento”, seleccionan los extremos del eje menor de la elipse y aparece el segmento

correspondiente.

Luego que los alumnos de ambos equipos, trazan el segmento que representa el eje menor y
marcan el centro C de la elipse, justifican que el eje menor esta contenido en la mediatriz
del segmento que une los focos, porque tienen instrumentada la nocién de elipse y
movilizan la propiedad de la mediatriz que indica que un punto, especificamente el punto

P de la mediatriz relativa al segmento F, F, , equidista de los extremos F, y F,.

De igual forma, hay indicios que los alumnos tienen instrumentada la condicion geométrica
de la elipse, ya que movilizan la propiedad que indica que la suma de las medidas de los
segmentos PF,y PF, es igual al eje mayor de la elipse que equivale a 2a. Entonces
podran calcular la suma de las medidas de uno de los extremos del eje menor a los focos

de la elipse es de 10 unidades.

Entonces movilizan esta condicion para calcular la suma de las distancias del extremo del

eje menor a los focos.
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En la figura 73, se muestra el desarrollo de la actividad 3d)

= Vista Griica

LB

Actividad 3

~ Prefocold de Construccaia
v |2 o

1# [Hamore. [Dafnician
1Rectaa RACta que pasa porFi FZ,

Figura 73 Desarrollo 3d

En esta figura, se espera que el alumno trace el segmento que representa el eje menor y

marque el centro C de la elipse. Luego usa la condicién geométrica de la elipse para indicar

que la suma de las distancias del extremo del eje menor a los focos es igual a la longitud del

eje mayor.

Analisis a posteriori

De acuerdo a lo previsto, en las figuras 74 y 75, ambos equipos trazaron el eje normal de la

elipse. Luego obtuvieron

trazaron el segmento que representa el eje menor.

los puntos de interseccion del eje normal con la elipse y

Actividad 3

Figura 74. Grafico 3d. Equipo A
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Los alumnos estan instrumentados con la nocion de mediatriz, como se observa en las
figuras 76 y 77, ya que movilizaron las dos propiedades que definen a la mediatriz. Por un
lado el equipo Areconoce que el eje menor se encuentra contenido en dicha mediatriz del
segmento que une los focos porque es perpendicular al segmento y pasa por el punto medio
C, por otro lado el equipo B, toma un punto de la mediatriz y encuentra por medio del

Geogebra que sus medidas son equivalentes.

En la figura 76, el equipo A justifica por qué el eje menor estd contenido en la mediatriz

que une los focos.

i, porgue el eje menor es Ferependiculde Ol

L

SEIGMent0 Y Pasa POR e\ PuUnto medtio ¢

Figura 76. 1° Enunciado 3d. Equipo A

En la figura 77, el equipo B indica en su justificacion que el eje menor esta contenido en
la mediatriz del segmento porque dado un punto del eje menor sus distancias a los focos

son equivalentes.

Ambos equipos mostraron que estan instrumentados desde el inicio de las actividades.

g K

N1 Se 7LC\mCL OnN Pdrﬂl?_') (-"c/ C‘*/C rnmc:-r; SUS di's 74.‘;0(;&5

a (o _ﬁccf’ 71y Fo Seran Q‘n_:a/e.-)‘.

Figura 77. 1° Enunciado 3d. Equipo B

El equipo Busa la herramienta “Distancia” de acuerdo a su conveniencia. Segin Trouche
(2011) esta herramienta estaria en una fase de personalizacion. En la representacion
grafica de la figura 76, se observa que el equipo Btoma un punto del eje menor y hace
uso de la herramienta “Distancia” con el fin de aplicar la propiedad de equidistancia de la

mediatriz, y mostrar que las distancias a los extremos de los focos son equivalentes.
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Luego, como se habia previsto, ambos equipos aplican la condicién geométrica de la
elipse y sefialan que la suma de las distancias desde uno de los extremos del eje menor a

los focos es la longitud del eje mayor igual a 10.

En la figura 78, el equipo A moviliza la condicion geométrica de la elipse y escribe que la

suma de las distancias del extremo del eje menor a los focos es 10

10 5uMOQ €S \gquola ® ICZ . pORQUE & CXTREMOD
gelere Orior — egor en Yo enpse

Figura 78. 2° Enunciado 3d. Equipo A

El equipo A vincula la longitud del eje mayor a la suma de las medidas de los segmentos
trazados desde un extremo del eje menor a los focos de la elipse. La movilizacién de la

condicién geométrica nos da indicios para creer que dicha condicion sigue instrumentada.

ES | uu\ a l\_l IQﬁj c-"\ eyf‘ m(}.ygf‘ ')_‘)\;-{;jue Se
(_L/mP\‘“’ 1'1} —+ sz

Figura 79. 2° Enunciado 3d. Equipo B

Como se habia previsto en el analisis a priori, la aplicacion de la condicién geométrica de
la elipse, es atribuida por los alumnos como una propiedad de la curva, que podemos

considerarla un enriquecimiento de la propiedad extrinseca.
En el iteme)
Analisis a priori

Creemos que la condicién geométrica de la elipse evolucionard como esquemas de uso

porque esto les permitira a los alumnos elaborar una relacién pitagorica entre los
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parametros de la elipse, es decir el pardmetro a relativo a la distancia del centro a uno de
los Vvértices, el pardmetro b que expresa la distancia del centro a uno de los extremos del
eje menor y el parametro ¢ como la distancia del centro a uno de los focos. La condicion
geomeétrica de la elipse, esta siendo usada por los alumnos como medio para establecer una

nueva relacion o un nuevo atributo en la elipse.
Posibles esquemas de utilizacién

e La nocion de la condicion geométrica de la elipse, la mediatriz de un segmento y la

relacion pitagorica.
e El uso de la herramienta “Poligono”
Parte predictiva de las acciones.

Los equipos sefialan la herramienta “Poligono”: seleccionan los vértices F,F,,F,F vy
construyen el triangulo F F,,F . Clasifican al tridngulo como isosceles ya que el extremo
del eje menor pertenece a la mediatriz del segmento que une los focos F, y F, y por lo
tanto FF = F,F. Luego, usan Pitdgoras y tomando la informacién proporcionada en el

enunciado: distancia del centro a uno de los vértices es a, distancia del centro a uno de

los focos es c, distancia del centro al extremo del eje menor es b, y la condicion

geométrica de la elipse, determinan la relacion que expresan como b=-+/a® — c¢°.

Para hallar la relacion de los semiejes, se traza un triangulo isésceles como se muestra en

la figura 80.

Figura 80. Desarrollo Actividad 3e 150
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Creemos que por la clase de acciones realizadas, la aplicacion de la condicién geométrica
de la elipse se halla en un segundo nivel de instrumentalizacion, es decir que esta funcion

adquirida se conserva de manera durable en relacion con una clase de acciones.
Andlisis a posteriori.

Tal como se habia previsto, los alumnos hicieron uso de la condicién geométrica de la
elipse, como esquema de uso y junto a la representacion grafica del triangulo rectangulo
que fue trazado con la herramienta “Poligono” y la nocion pitagorica, encontraron la

relacion solicitada.

En el gréfico de la figura 81, mostramos la representacion grafica del equipo A

{
/
/
Actividad 3 !

o PF2 416
-
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Figura 81. Gréfico 3e. Equipo A

El equipo A hace uso de la herramienta “Poligono” para formar un triangulo isosceles.
Dicha herramienta ha sido vista en la sesion exploratoria y familiarizada en actividades
anteriores. Por alguna razén ambos equipos usan los extremos inferiores del eje menor para
realizar sus acciones, como se muestran en las ambas figuras. Creemos que esto podria

deberse a que de esta forma obtienen mayor visibilidad en su trabajo.
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En el grafico 82, los alumnos del equipo B, no solo trazaron el poligono que representa al

triangulo, sino que usaron la herramienta “Distancia” para determinar que la distancia entre

los vértices VV, es 10. Luego determinaron que la distancia desde uno de los extremos del
eje menor a ambos focos PF, y PF, es 10, probablemente para verificar la condicién

geométrica de la elipse.

Actividad 3

Figura 82. Grafico 3e. Equipo B

El enunciado nos indica que la distancia del centro a uno de los vértices es el parametro
a, que la distancia del centro a uno de los focos es el pardmetro ¢ y que la distancia del
centro al extremo del eje menor es el pardmetro b. Los alumnos movilizan la condicién
geometrica de la elipse para indicar que la hipotenusa es igual al valor de a y luego la
relacién pitagorica para hallar una relacion entre los catetos y la hipotenusa del triangulo.

Ninguno de los equipos evidencia dificultades para hallar la relacion solicitada.

En la figura 83, los alumnos del equipo A dibujan un triangulo rectangulo y realizan

operaciones algebraicas que no muestran, para encontrar la relacién buscada.

o= Lgigt

Figura 83. Enunciado 3e. Equipo A 152
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El equipo B, aplica el Teorema de Pitagoras, halla larelacion a® = b® +c? , despeja la

variable que representa al eje menor, lo que resulta la relacion b= -/a® —c?

Sf @ %8R o b= a2

Figura 84. Enunciado 3e. Equipo B

En las acciones de los alumnos, observamos que la condicién geométrica de la elipse es un
esquema de accion instrumentada porque movilizaron la propiedad de la elipse, que indica
que dado un punto de la elipse la suma de sus distancias a otros puntos fijos es una
constante igual a la longitud del eje mayor. La siguiente componente artefactual que se

intento instrumentar es la relacion geométrica de los parametros a,b y ¢, los cuales indican

que dichos parametros pueden relacionarse mediante la expresion a’ = b®+c?. Ello
significa que los alumnos movilizaron la condicion geométrica de la elipse en base a la
definicién dado un punto de la elipse la suma de sus distancias a otros puntos fijos es una
constante igual a la longitud del eje mayor, y junto a otros esquemas de uso instrumentaron

la relacion geométrica indicada

Por ello podemos afirmar que inicialmente la condicion geométrica de la elipse que indica
que la suma de las medidas de los segmentos PF y PF, es igual al radio de la
circunferencia continud instrumentalizandose porque se le enriquecid con otra propiedad
indicando que el radio equivale a la longitud del eje mayor. Con base a este anélisis

podemos sefialar que los alumnos construyeron un esquema de accion instrumentada

porque encontraron la relacion que expresa que b =-/ a? —c? como propiedad emergente
de la elipse. En la siguiente actividad esperamos el surgimiento de la excentricidad, como
un nuevo atributo de la elipse. Haremos uso de la herramienta “Deslizador” en la Zona

Gréfica del Geogebra, para ejercer cierto gado de manipulacion en la curva.
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Analisis de la actividad 4

En el cuadro 12 presentamos la actividad 4, la cual consta de cuatro items. A

continuacién elaboramos el andlisis a priori 'y a posteriori de cada una de las partes
correspondientes

Cuadro 12. Actividad 4

ACTIVIDAD 4
Abra el archivo Actividad_4.ggb. Se muestra una elipse y dos focos F y F,

El deslizador a representa la distancia del centro a uno de los vértices, a >0
El deslizador C representa la distancia del centro a uno de los focos, ¢ > 0.
Fijamos el deslizador a =10

a) ¢Qué forma aproximada adopta la elipse, si sus focos se acercan a su centro y a los vértices de la elipse?

b) Se define la excentricidad como la razon — ¢entre qué limites numéricos se halla la excentricidad para
a

que su representacion grafica no adopte la forma circular ni lineal?

c) Si la tierra describe una trayectoria eliptica alrededor del sol y su excentricidad es menor a 0.017,

¢Con qué figura se aproximaria su trayectoria eliptica? ¢por que?

d) ¢Qué informacion le proporciona la excentricidad de una elipse?

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad 4 _ggb en la carpeta escritorio de la computadora
asignada. Cierre el archivo y continGe con la siguiente actividad.
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Anélisis a priori de la actividad 4

En esta actividad esperamos que los alumnos instrumentaran la excentricidad de la elipse,
de tal forma que la instrumentalizacion de la elipse avance, enriqueciéndola con una

caracteristica adicional. Creemos que la manipulacion de la representacion grafica a

4 H [13 H 77 HY -4 4 C
través de la herramienta “Deslizador” del Geogebra, permitird que la razén e=— nos
a

indique que la gréafica de la elipse adopte formas alargadas cuando los focos se
aproximan a los veértices o formas redondas cuando se aproximan al centro de la elipse
Las tareas propuestas corresponden a acciones especificas directamente relacionadas con
la representacion dindmica de la elipse, es decir la movilizacion de esquemas de uso como
el deslizador y un texto dindmico vinculado a las distancias del centro a los focos y a los

vertices, los cuales fueron creados para esta actividad.

En la figura 85, se muestra la representacion grafica de la pregunta 4 ggb. El arrastre de
los deslizadores permite actualizar los valores del texto dinamico, de tal forma que la
razon entre la distancia del centro al vertice y del centro al foco, permite observar
graficamente los cambios de alargue o redondez que experimenta la representacion gréfica

de la elipse, cuando se conservan las condiciones iniciales, esdecir a>0,c>0

[FE

Actividad 4

a=10
—

€=66
e

W1 V2
c=6.6 Fi =

b=\& -7 =/10°— 662 = V5644 =7.5I

Figura 85. Actividad 4
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Analisis a posteriori de la actividad 4
Como se habia previsto, hay indicios para pensar que la excentricidad expresada como la

razon e=— fue instrumentada ya que permitié cuantificar los valores y observar lo
a

redonda o alargada que puede ser la representacion grafica de la elipse . Ademas el
proceso de instrumentalizacion de la elipse continud debido a que la elipse fue enriquecida
con una propiedad adicional. Creemos que los alumnos construyeron a la excentricidad
como un esquema de accién instrumentada y le atribuyeron dicha componente a la elipse,
cuyo valor permitio cuantificar los valores y observar lo redonda o alargada que puede ser
la representacion grafica de la elipse. Se hicieron uso de las herramientas “Elige y mueve”
sobre el deslizador, el texto numérico dinamico vinculado a las distancias del centro a los
focos y a los veértices, la representacion grafica de una recta, circunferencia y elipse, los
cuales se movilizaron como esquemas de uso. La influencia del Geogebra en la atribucion
de esta propiedad fue fundamental, pues creamos un deslizador que vinculara los
parametros de la curva. Al respecto Laborde et al. (2006), indican que la ensefianza de la
geometria deberia contribuir al reconocimiento de relaciones geométricas en un diagrama,

al movimiento de objetos.
En el item a)
Anélisis a priori

Creemos que haciendo uso del deslizador, al cual le hemos creado vinculaciones con
algunos parametros de la elipse, los alumnos podran manipular dicha curva. Al inicio de las
actividades, ambos grupos, observardn que la curva puede adoptar formas alargadas o
redondas dependiendo que tan cerca o distante se deslicen los focos a los vértices de la
elipse. Pensamos que esta construccion dindmica, permite observar que la forma de la
elipse adopta distintos moldes cuando es manipulada por las herramientas disefiadas con
este objetivo. Si la manipulacién del deslizador hace que ¢ =0 es decir si los focos
coinciden con el centro de la circunferencia, observaran como la curva eliptica se

transforma en una circunferencia, si en cambio ¢ =a, es decir el foco coincide con uno de
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los vértices, la elipse cambia completamente a una recta horizontal, lo que origina que la
elipse no mantenga sus condiciones iniciales de restriccion a>0, ¢ > 0. Pensamos que los

alumnos no tendrén ninguna dificultad en contestar a la pregunta.

Posibles esquemas de utilizacion

e La nocidn de la representacion gréfica de una circunferencia, de una recta y los

pardmetros a yc de la elipse.

e El uso de la herramienta “Elige y mueve” en el deslizador
Parte predictiva de las acciones

Creemos que ambos equipos usaran la herramienta “Elige y mueve”, luego arrastraran el
deslizador ocasionado que la elipse se alargue o adopte formas redondas. Los alumnos
responden a la actividad indicando que la elipse adopta formas delgadas cuando los focos
se aproximan a los vértices o formas redondas cuando se aproximan al centro de la elipse
respectivamente.

A continuacion se muestra el desarrollo de la actividad 4

Actividad 4

F

—_—
[£11]

—

=09 R “

b=ya—c =\107-99 = JI® =141

¢ 99

a 10 -0

Figura 86. Desarrollo Actividad 4a

En la figura 86, la representacion gréafica, no es un reflejo real del dinamismo que sucede
con la gréafica cuando se manipula el valor de ¢, pero al menos nos permite ver como los
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focos de dicha elipse se aproximan a los vértices, manteniendo las propiedades de sus
elementos, dicha interaccion es una de las ventajas con las que se cuenta con los programas
de AGD.

Andlisis a posteriori

Como se habia previsto, los equipos Ay B, arrastran el deslizador provocando que los

focos se aproximen a los Vértices en algunos casos y al centro de la elipse en otros. La
manipulacion de la representacion grafica a través del deslizamiento de los focos les
permitio observar que la forma de la elipse puede adoptar distintas formas gréaficas, las
cuales pueden llegar a representar, incluso formas circulares o lineales de acuerdo a la
aproximacion de los focos al centro o a los vértices. De acuerdo al andlisis a priori, se

inicia el proceso de instrumentacion de la excentricidad.

Las figuras 87 y 88, representan formas que puede adoptar la elipse cuando la

excentricidad toma valores cercanos a unoy a cero.

Actividad 4
Actividad 4

Fiaura 87. Grafico forma alaraada. Eauino A Figura 88. Grafico forma redonda. Equipo A

Estamos de acuerdo con Sandoval (2009) cuando resalta el papel de la geometria dinamica
como una herramienta que media entre el conocimiento perceptivo y geométrico. Esta
representacion dinamica les permite descubrir ciertas relaciones estructurales de la elipse,

entre sus pardmetros c ya.
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En los graficos anteriores, sélo hemos considerado la representacion del equipo A ya que
las representaciones de ambos equipos son muy similares. Los equipos, como habiamos
previsto, redactan sus observaciones de acuerdo a la manipulacion grafica que sufre sus
representaciones. Movilizan las nociones de recta, circunferencia y elipse para determinar

las formas a las que se aproxima la elipse.

De acuerdo a la parte predictiva del analisis a priori los equipos toman en cuenta las
condiciones iniciales de restriccion, que indican que la elipse no puede adoptar forma

circular o lineal.

Se muestra en la figura 89, la expresion del equipo A

Guondd 109 fos € aprOXiman O 10S VERTICES, la elipse
Tiene forRmMa d@‘p,e(;m y Ccuando 10s fOCos Se oiEgan
d€ |05 VeRTICES, (0 €lipse TIent foema de Ciedundceercid

Figura 89. 1° Enunciado 4a. Equipo B

En el caso del equipo A, los integrantes manipulan el deslizador y arrastran el foco hacia

los vértices y al centro de la elipse. Ambos equipos consideran solo formas aproximadas de
la elipse. Los alumnos entienden por la expresion escrita que la elipse no puede adoptar

otras formas que vayan mas alla de sus condiciones iniciales.

Se muestra en la figura 90, la expresion del equipo B

b

% .
CL’!GH(‘]G se aproxyman sc 90—: mor LN urado Y Qanado

. y P
St uquan gc—-(ocmu ung Linea -

Figura 90. 2° Enunciado 4a. Equipo B

En el caso del equipo B, los alumnos tomaron un tiempo en manipular el deslizador y

observar como la elipse podia ir tomando distintas posturas graficas. En ambos casos existe
un esquema de accidn colectiva instrumentada puesto que los alumnos sociabilizaron sus

acciones en grupo, ejemplificando este hecho con un discurso escrito.
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De acuerdo a las respuestas mostradas, observamos que la geometria dindmica es un
medio por el cual los alumnos pueden usarla como herramienta de validacion cuando
pueden manipular alguno de sus elementos, que en este item hemos asociado a las
herramientas de arrastre. Al respecto Sandoval (2009) indica que la geometria dinamica
contribuye al desarrollo de la comprension de las ideas asociadas al arrastre y la

construccion, lo que contribuye a la transicién de lo perceptivo a lo tedrico.
En el item b)
Analisis a priori.

Creemos que la vista grafica y el texto dinamico guiardn a ambos equipos y sefialaran el
rango numérico en el que se hallan los valores de la excentricidad, de tal forma que su
representacion grafica no adopte la forma circular ni lineal. Para hallar el intervalo
numeérico de la excentricidad, hardn uso del deslizador, vista gréfica y texto dindmico. En
el texto dindmico los alumnos observaran los cambios que se registran en la excentricidad,

cuando el foco se aproxima o se aleja del vértice.

De esa forma, esperamos que los alumnos de ambos equipos, respondan que la

excentricidad se halla entre cero y uno.
Posibles esquemas de utilizacion.

e Movilizan la nocién de circunferencia, recta y las propiedades de los parametros

a yc delaelipse.

e El uso del deslizador, vista grafica y el texto dinamico
Parte predictiva de las acciones.

Pensamos que sefialardn la herramienta “Elige y mueve”, luego seleccionaran el
deslizador c¢ y observardn que los valores de la excentricidad se van actualizando en

relacion a la gréfica, la cual va adoptando posturas diversas. Para su respuesta, tomaran en
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cuenta que deben restringir aquellos valores que hacen que la elipse tenga representacion

lineal y circular.
Andlisis a posteriori

Como esperabamos, los equipos A y B, contindan el proceso de instrumentacion de la

excentricidad de la elipse, movilizando para ello los las propiedades de los parametros

a yc de la elipse, el deslizador, vista grafica de la circunferencia, elipse y el texto

dindmico. Ambos equipos responden correctamente a la pregunta

El equipo A

L0 excenmecidod se halld entre 0y 4.

Figura 91. Enunciado 4b. Equipo A

Las figuras 91 y 92, nos indica que el texto numérico el cual muestra los valores de la
excentricidad vinculado a la manipulacion de su representacion grafica contribuye a que los

alumnos indiquen la variacién de la excentricidad.

El equipo B

Poede estar Qce < i

Figura 92. Enunciado 4b. Equipo B

Las figuras anteriores nos muestran que existe un esquema de accion colectiva
instrumentada puesto que los alumnos sociabilizaron sus acciones en grupo, trabajan con el
mismo AGD, existe una coordinacion de las acciones individuales y la integracion de sus

resultados lo muestran cuando ejemplifican este hecho con un discurso escrito.

En el item c)
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Analisis a priori.

Creemos que los alumnos podrian estar instrumentados con la nocidn de elipse pues
indicaran que el valor numérico de la excentricidad es aproximado a cero y por lo tanto
vincularan este valor con una figura que se aproximaria a una circunferencia.
Gréaficamente arrastraran el deslizador hasta que el texto numérico de la excentricidad se
aproxime al valor numérico indicado. No tendran ningun inconveniente en asociar el valor
de la excentricidad 0.017 a la forma casi redonda de la elipse. Luego escribiran que la
trayectoria eliptica de la tierra se asemeja a la de una circunferencia porque tiene

excentricidad cercana a cero.
Posibles esquemas de utilizacion.
¢ Movilizan la nocion de circunferencia, recta y elipse como vistas gréaficas

e El uso del deslizador, vista gréfica y el texto dindmico

Actividad 4

a=10

b=va - V107 - 067 = V964 =998

Figura 93 Desarrollo Actividad 4c

La elipse de la figura 93, adopta una forma casi circular, cuando la excentricidad toma
valores cercanos a cero. Esto nos indica que hay indicios para suponer que los alumnos
estan instrumentandose con la nocién de excentricidad porque responden qué tan redonda

puede ser la grafica de una elipse con el valor de la excentricidad.
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Andlisis a posteriori.

Como se habia previsto, afirmamos que los alumnos estan instrumentados con la
excentricidad porque no tuvieron problemas en vincular el valor de la excentricidad de la
tierra (e =0.017 ) a la forma alargada o redonda de la elipse y ambos equipos respondieron
que su forma es muy similar a la de una circunferencia porque la excentricidad es cercana a
cero. En las figuras 94 y 95, ambos equipos responden que la trayectoria se asemejaria a la

de una circunferencia

SU TRNECTORIO & asemEJa a Lna Givcunferencid

Figura 94. Enunciado 4c. Equipo A

Estamos de acuerdo con Sandoval (2009), cuando indica que los ambientes de geometria
dinamica, ofrecen un campo de exploracion que no es posible hallarlo en las
representaciones con lapiz y papel. La excentricidad es un ejemplo de la comprension

intuitiva de la geometria.

Con la {3‘”1&1 S ona ar a_-_nxs'&o_reﬂ(?q.

Figura 95. Enunciado 4c. Equipo B

En ambos casos los alumnos manipulan la elipse cuando alejan y acercan los focos de los
vértices. Existe un intento por relacionar los focos y vértices de manera gréfica, accion que

no seria posible en un dibujo de naturaleza estatica.
En el item d)

Analisis a priori.
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Creemos que los alumnos siguen instrumentados respecto a la excentricidad pues indicaran
que de acuerdo al valor de la excentricidad, es decir para valores cercanos a cero 0 a uno,

la elipse podré tener forma redonda o alargada respectivamente.
Posibles esquemas de utilizacion.

e Movilizan la nocidén de circunferencia, recta y los parametros a yc de la elipse,

ademas de su vista gréfica.
e El uso del deslizador, vista grafica y el texto dinamico
Analisis a posteriori.

De acuerdo a lo que habiamos previsto, los alumnos lograron redactar una interpretacion de

la excentricidad que se muestra en la parte inferior en las figuras 96 y 97.

Coando O excenTricidod s accpca G O U Clipge
Tiene foenma d€ CiRcuNsereNCIC vV CuandQ € ACErAa O
1 |0 elite SE algrad _como ReCIA.

Figura 96. Enunciado 4d. Equipo A

Coando |l excenhicdad tiende o 0 berde @ ser uma r:irvunz-{f.r(“n;@

A

Cuandeo fu execentricdad terde o 1, bende o ser Lna Unea.

Figura 97. Enunciado 4d. Equipo B

El valor numérico de este indicador les permite sefialar lo alargada o redonda que puede
ser la representacion grafica de una elipse sin necesidad de representarla graficamente.
Debemos considerar en ambos casos los esquemas de accién colectiva instrumentada,
teniendo en cuenta que los alumnos movilizaron sus esquemas de utilizacion de
circunferencia, recta y semiejes, mostrando la explicitacién en un discurso escrito. En la
siguiente actividad continuamos con la instrumentalizacién de la elipse, la enriquecemos

con otra propiedad Ilamada lado recto.
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Analisis de la actividad 5

En el cuadro 13 presentamos la actividad 5, la cual consta de seis items. A continuacion

elaboramos el andlisis a priori y a posteriori de cada una de las partes correspondientes

Cuadro 13. Actividad 5

Actividad 5
Abra el archivo Actividad _5.ggb. Se muestran los focos V, YV, de una elipse

a)  Siarrastra el deslizador hasta d =1 se obtienen cuerdas pertenecientes a una elipse. De acuerdo a

su vista grafica ¢qué entiende usted por cuerda de una elipse?

b) Lacuerda V,V, es el eje mayor. ;Cual de las cuerdas que observa corresponde al eje menor? ¢Por

qué?

Trace el eje menor y describa su procedimiento.

c) La cuerda que pasa por uno de los focos de la elipse y es perpendicular al eje focal se llama lado
recto ¢Cual de las cuerdas que observa corresponde a dos de los lados rectos de la elipse? ¢Por qué?

d) Con la herramienta “Compas”, trace una circunferencia con centro en uno de los extremos del eje
menor y radio de longitud igual al semieje mayor (I = a ). ;Qué elementos de la elipse representan

los puntos de interseccién de la circunferencia con el eje mayor de la elipse? ¢Por qué?
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e) Trace los lados rectos de la elipse, luego oculte los trazos complementarios salvo el correspondiente

al eje mayor y el eje menor de la curva.

2
f)  Reto para el alumno . Compruebe que la longitud del lado recto de una elipse es —— . Para ello trace
a

un tridngulo en el interior de la elipse, cuyos vértices sean los focos y un extremo del lado recto de
dicha

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad 5 ggb en la carpeta escritorio de la computadora

asignada. Cierre el archivo y continle con la siguiente actividad.
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Andlisis a priori de la actividad 5

En esta actividad esperamos instrumentar el lado recto de la elipse como dos cuerdas
perpendiculares que pasan por sus focos, y continuar instrumentalizando la elipse
potenciandola con una propiedad adicional. Para ello movilizamos algunos esquemas de
uso como el trazo de la cuerda de una circunferencia o parabola, la condicion geométrica
de una elipse , la relacion de sus parametros y el trazo de algunos de sus elementos como
eje mayor, eje menor y focos, los cuales fueron instrumentados en actividades anteriores.
Debido a que los alumnos estan instrumentados con el trazo de la cuerda en una
circunferencia o de una parabola por los esquemas previos que traen consigo, pensamos que
los alumnos no tendran inconvenientes en indicar que el segmento que une dos puntos
distintos de una elipse corresponde a la definicion de cuerda de una elipse. Creemos que
sin embargo, no identificaran correctamente a las dos cuerdas que corresponden al lado
recto de la elipse, porque no movilizaran las propiedades que lo definen, es decir la
perpendicularidad al eje focal y el foco. Tampoco podran movilizar de manera apropiada la
herramienta “Compéas” pues los alumnos no la movilizan como una herramienta que
traslada distancias y todavia requieren de mayor familiarizacion. Segun la clasificacion de

Rabardel (1995), dicha herramienta presentaria una restriccién de accién. Finalmente los

e . . 2b®
alumnos tendran dificultades para hallar la longitud del lado recto de la elipse L, en
a

términos de las longitudes de sus parametros, probablemente requieran de alguna
orientacion adicional que les permita movilizar la condicion geométrica de la elipse como

esquema de uso. En la figura 98 se muestra la representacién grafica de la pregunta 5.

/I/.-"J- } __-h"'w._‘_ a=0
| \
I\ |
~_ . //

Figura 98. Actividad 5 167
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Se observa en la figura anterior, a un deslizador que va tomando valores numéricos que se

hallan comprendidos en el intervalo d e[O;l] lo que conduce a la aparicion de los

segmentos que representan las cuerdas de la elipse. Dichas cuerdas seran trazadas desde los

extremos que se han marcado sobre el borde de la elipse, es decir | = {\/1; A; C; F}hasta su

correspondiente opuesto, es decir F = {Vz; B; D; E}
Andlisis a posteriori de la actividad 5

Los alumnos de los equipos A y B instrumentaron la nocion de lado recto de la elipse

como dos cuerdas perpendiculares que pasan por sus focos, aunque presentaron algunas
dificultades con el uso de algunas herramientas del AGD, especificamente la herramienta
“Compas”, la cual no fue vinculada con la nocidn trasladar distancias. Al respecto y de
acuerdo al andlisis a priori, en el item 5d), los equipos necesitaron orientacion del uso de
dicha herramienta ya que se presentd una restriccion de accion en la herramienta

“Compas”, la cual condiciond las acciones de los alumnos. Tampoco se previo que en el
item 5c), la relacion a®* =b* +c?* evolucionara como esquema de uso en el equipo A,
pues con el célculo del parametro ¢, los integrantes del equipo A, pudieron validar la

posicion del foco sobre el eje focal, haciendo uso de la Vista Hoja de Célculo y determinar

de este modo, el pardmetro ¢ =+/a® —b? .

En esta parte los alumnos del equipo B crearon una nueva propiedad en la elipse para
validar la posicion de los focos de la elipse, es decir construyeron y movilizaron un nuevo
esquema de accidn instrumentada que indica que la distancia de uno de los extremos del eje
menor de la elipse a uno de los focos es igual a la longitud del semieje mayor para validar
la posicion de los focos de la elipse. Tampoco se previo que el item 5e) se presentaria una
restriccion de existencia con el uso de la herramienta “Muestra Objeto” cuando se ocultaron
algunos objetos y que de acuerdo a Trouche (2004) la herramienta “Poligono” se
inscribiria en una fase de personalizacion. Existen otras herramientas del Geogebra, como
trazo de rectas paralelas, perpendiculares, interseccion de puntos que siguen

instrumentandose. Los alumnos presentaron dificultades en el item 5f)  para hallar
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2
longitud del lado recto de la elipse & en términos de las longitudes de sus parametros
a

como se habia previsto, aunque el equipo B pudo llegar a la respuesta de manera orientada,
movilizando como esquema de uso la condicion geométrica y la relacion pitagorica de la

elipse.

Se hicieron uso de las herramientas “Punto medio”, “Recta perpendicular”, “Recta
paralela”, ”Segmento”, “Interseccion de objetos”, “Compas”, el deslizador del Geoegebra,
“Muestra objeto”, y algunas propiedades de los elementos de la elipse como trazo de la
cuerda de una elipse, trazo de sus ejes, determinacion de los vértices, focos, condicion

geométrica de la elipse.
En el item a)
Anélisis a priori

Esperamos que los equipos arrastren el deslizador, el cual va tomando valores numéricos
que se hallan comprendidos en el intervalo d [0;1] y que permite que simultaneamente se
formen cuatro segmentos que se formaran uniendo los extremos iniciales formado por los
vértices | ={v,; A; C;F} con sus correlativos opuestos F ={V,; B; D;E}, tal como se

muestra en la figura 99, la cual solo es una aproximacién de la situacion dindmica real.

A

~ Protocolo de Construccio

- 2] - |- || @ o)

N® \Numbre \Def

~ Vista Grafica

L IE |-

Actividad 5

Figura 99. Desarrollo Actividad 5a 169
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Ninguno de los equipos tendra dificultades en contestar que una cuerda es un segmento
cuyos extremos pertenecen a la elipse. Los alumnos movilizan nociones de cuerda
relacionadas a la nocion de segmento de una circunferencia o parabola, como lo muestran

cuando movilizaron estos esquemas en el desarrollo de la prueba diagnostico.
Posibles esquemas de utilizaciéon.

e Trazo de una cuerda de una circunferencia o parabola

e Elusode laherramienta “Elige y mueve” sobre el deslizador de la vista grafica
Parte predictiva de las acciones.

Con la herramienta “Elige y mueve” el equipo arrastra el deslizador, observa la formacion

de las cuerdas y redacta su respuesta sobre la nocion de elipse.
Analisis a posteriori.

Como se esperaba, describieron el significado de la cuerda. Para ello ambos equipos
sefialaron la herramienta “Elige y mueve”, luego arrastraron el deslizador hasta que se

posicione en el valor d =1.

Se puede observar en la figura 100 como fueron trazadas las cuatro cuerdas

B,CD, FE,V)V,, cuando se arrastra el deslizador a la posicion d =1

Actividad 5
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Figura 100. Gréfico 5a. Equipos Ay B
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Nuevamente creemos que es importante considerar la interactividad permanente entre el
alumno y la representacion grafica por medio del deslizador del Geogebra, el cual permite
que el alumno tenga manipulacién directa con el segmento y en muchos casos como indica

Laborde et al. (2006) acompafiado de un comprension intuitiva de la geometria.

Enseguida mostramos en las figuras 101 y 102, la descripcion que elaboran de cuerda,

ambos equipos.

Eg Y union de dos puniTos g uUE pertenecen
A, wNa elipsc.

Figura 101. Enunciado 5a. Equipo A

i_.ci cue rc:L-_x es un S'cj:ﬁ'\cn"-c L}uc une (-__L:.s Pgﬁ}\.\‘; cjc. Lu EiLP‘_C

Figura 102. Enunciado 5a. Equipo B

En la parte cognitiva de la Ingenieria Didactica de Artigue, consideramos la cuerda de la
parabola y de la circunferencia como conocimientos previos de los alumnos. La redaccion
de los enunciados que se muestran en ambas figuras, indican que movilizaron la nocion
que traen consigo y que dio como resultado un esquema de actividad colectiva

instrumentada.
En el items b)
Analisis a priori

Creemos que los alumnos de ambos equipos estan instrumentados con el trazo del eje

menor pues movilizaran la definicion que indica que es un segmento perpendicular que
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pasa por el centro de una elipse. Pensamos que los alumnos de los equipos Ay B, luego de

hallar el centro de la elipse con la herramienta “Punto Medio” y constatar que no hay
cuerda que pase por dicho punto, no tendran ningun problema en sefialar que el eje menor
no se encuentra representado en la elipse. Luego trazarén el eje menor correspondiente a la
elipse. Para ello los alumnos movilizaran esquemas de uso referente a la construccién del
eje menor de la elipse. Trazardn una recta que contenga al eje menor de la elipse y que
pasa por el centro de la elipse. Dicha recta se intersectard con la curva y con el uso de la
herramienta “Punto de Interseccion”, se determinan los extremos del eje menor. Luego se

unen ambos puntos y se representa el eje menor de la elipse.

Como se muestra en la figura 103, creemos que las movilizaciones de las herramientas del
Geogebra como “Punto medio”, “Recta Perpendicular”, “Recta Paralela”, “Interseccién

entre dos objetos” permitiran trazar el eje menor de la elipse.

v Vista Grifica

Actividacd 5
2Reda], Rects que pasa por C perpendiularan

3Funto L Punlo de infersecoion de b I,

3 Punto M Punlo de infersecian

Figura 103. Desarrollo Actividad 5 b

Posibles esquemas de utilizacion:

e La nocion de cuerda, mediatriz y nociones como el eje mayor, menor de una elipse,

rectas perpendiculares, punto medio.
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e Usa las herramientas a las herramientas: “Punto medio”, la herramienta

“Perpendicular” o “Paralela”, la herramienta “Interseccion entre dos objetos.
Parte predictiva de las acciones.

Con la herramienta “Punto medio” hacen clic en los extremos de la cuerda V,V, Yy crean
el punto medio, luego con la herramienta “Perpendicular” hacen clic en el segmento V,V,

y en el punto medio, con el objetivo de trazar el eje normal.

Luego con la herramienta “Interseccion entre dos objetos” hacen clic en la curva, en el eje

normal y hallan los extremos del eje menor.
Analisis a posteriori

Ambos equipos, como habiamos previsto, indican las razones por las que ninguna de las
cuerdas trazadas corresponde a la definicion de eje menor, como se muestra en las figuras
104 y 105.

NANOPNO. CUERA, PeS [0S CUeRdOS NO POSON PoR
€l CENTRO NL SON PerpenchicUIoRES Ol €J€ SON.

Figura 104. 1° Enunciado 5b. Equipo A

Esto indica que movilizan los saberes previos de la nocion de cuerda, que traen consigo
cuando trataron los temas de la circunferencia y parébola.

Se observa en la figura 105, que el equipo B indica que el eje menor debe pasar por el
centro de la elipse, no menciona la perpendicularidad respecto al eje focal, pero en su
respuesta indica que las cuerdas horizontales tampoco son validas, como indica en la

figura. Atribuimos esta respuesta a la falta de precisién en la redaccion de los alumnos.

r':_"{ G:l"?" MenoY {'léne O Ut ?u:;\} wr el centyo d..i’_l G\j‘('— Rf\—\\uy ‘|'“-1rw:j'\,.nc
de las cuerdas I"—"S” £ ol 13 overc il P! lo aagtiems. P A

e\l centro I-, o havizontnl -

Figura 105. 1°Enunciado 5b. Equipo B 173
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Afirmamos que ambos equipos estan instrumentados respecto a la definicién del eje menor
de la elipse pues indican que es un segmento perpendicular al eje focal y que pasa por el
centro de la elipse, su discurso escrito nos indica también de la movilizacion de un esquema

de accion colectiva.

De acuerdo al analisis a priori, ambos equipos trazan los segmentos que representan el eje
menor de la elipse. Como se tenia previsto, localizan los extremos de los ejes haciendo uso

de las herramientas del Geogebra, y luego trazan el segmento correspondiente.

La figura 106 muestra graficamente la descripcion de las acciones. El equipo A, con la
herramienta “Punto medio”, selecciona los vertices de la elipse, crea el centro y lo
renombra como el centro C de la elipse. Sefiala la herramienta “Recta perpendicular”,
selecciona el eje mayor y el centro C de la elipse.

Actividad 5

Figura 106. Gréafico 5b. Equipo A

Luego con la herramienta “Interseccion de dos objetos”, selecciona la curva y la recta
perpendicular, se crean los extremos del eje menor. Finalmente, con la herramienta
“Segmento entre dos puntos” seleccionan los extremos del eje menor y traza el segmento

que corresponde al eje menor de la elipse.
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La figura anterior que los alumnos del equipo A se hallan instrumentados con el trazo del
eje menor de una elipse porque logran movilizar esquemas de uso para dicho trazo. Muestra
también que estan instrumentados respecto a algunas herramientas del Geogebra como uso
de la recta perpendicular, del segmento de una recta, interseccion de puntos, punto medio,
los cuales son esquemas de uso, que posibilitan la representacion grafica del eje menor de
la elipse, de acuerdo a las descripciones realizadas. Luego el equipo explica los pasos

realizados para trazar el eje menor, que detallamos en la figura 107.

?go el ponio MEAI0 SEY¥ROZO \O Recta perpendicular
| €3€ MOWOR, €5Q RECTO SE INTERSETA CoN a elipse \ Se
\L\UQn_ 105 ”UiHC POR donde g 7Rr0zA el € MENOR .

Figura 107. 2° Enunciado 5b. Equipo A

El equipo B usa la herramienta “Mediatriz” para su trazo perpendicular. Béasicamente
ambos procedimientos son equivalentes. El equipo B sefiala la herramienta “Recta
mediatriz”, selecciona los vértices de la elipse y traza la mediatriz del eje mayor. Sefala
la herramienta “Interseccion de dos objetos”, selecciona la curva y la recta perpendicular,
creandose los extremos del eje menor. Finalmente, con la herramienta “Segmento entre dos
puntos” seleccionan los extremos del eje menor y se traza el segmento que corresponde al
eje menor de la elipse, como se muestra en la figura 108. Dichas herramientas del Geogebra
se hallan instrumentadas porque los alumnos aplican los procedimientos respectivos para su

construccion.

g

Actividad 5
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Figura 108. Gréfico 5b. Equipo B
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El equipo B usa la herramienta “Mediatriz” del segmento V,V, para hallar la recta que

contiene al eje normal de la elipse.

Luego proceden a contestar como se muestra en la redaccion de la figura 109.

) 5 tieys La mwedia iz cdel seomentto VW2 --...].."-' nitrecio /o

n [ - ) j e
{ ’ .!'r.‘ F 2 & red ) fon o --n'-f'_-.‘.' L_:_,rl : II.'.|._' 2 & I .;,.111-.-__?:- s

Figura 109. 2° Enunciado 5b. Equipo B

Destacamos que los alumnos que estan imbuidos en la realizacion de la tarea, movilizaron
sus propios esquemas de utilizacién, y coordinaron de manera colectiva, para luego
describir una misma clase de instrumento mediante un discurso escrito. De esta relacion de
dependencia es que emergen los esquemas de accion colectiva instrumentada, como se

muestra en la figura 109.
El item ¢)
Analisis a priori

Creemos que los alumnos de ambos equipos encontraran dificultades para indicar que las
cuerdas que cruzan al eje focal no corresponden necesariamente a los lados rectos de la
elipse, porque a pesar que creemos que los alumnos si movilizan los esquemas de uso
relacionados a los lados rectos de la elipse, basados en la definicion de cuerdas
perpendiculares que pasan por los focos, muchas veces toman como validas deducciones
que elaboran de percepciones de representaciones graficas que pueden estar equivocadas.
Esto en razon de lo que sefiala Sandoval (2009) quien indica que en ocasiones la
representacion estatica de ciertas representaciones graficas puede generar obstaculos que
impiden llegar a la solucion y que las deducciones son simples percepciones de
representaciones estaticas. Pensamos que los alumnos necesitaran orientacion para
responder a esta pregunta ya que finalmente requerirdn determinar la posicion de los focos
de la elipse, que son puntos por donde pasa el lado recto. Finalmente la discusion con

argumentos y la intervencion del profesor permitira orientarlos en la respuesta.
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Posibles esquemas de utilizacion.

e La mediatriz, trazo de la cuerda de una elipse, trazo de sus ejes, determinacion de
los vértices, focos, condicion geométrica de la elipse, la relacién de los parametros
2

a’=b%+c¢?

e Uso de las herramientas “Recta perpendicular”, “Paralela”, “Segmento, “Puntos de

interseccion”, “Distancia”
Analisis a posteriori.

Ambos equipos lograron determinar que las cuerdas trazadas correspondian a los trazos de
los lados rectos. No mostraron dificultades como se habia previsto en el analisis a priori,

esto probablemente se deba a que los alumnos, como mencionamos anteriormente tienen

instrumentada la relacion de los parametros a” =b? +c? del artefacto, y la condicion

geométrica de la elipse que indica que dado un punto de la elipse, la suma de sus distancias
a otros dos puntos fijos es una constante igual a la longitud del eje mayor de la elipse , ya
que los alumnos movilizaron dichos esquemas de uso para responder a la pregunta. A

continuacién describimos las acciones de ambos equipos.
El equipo A

Los alumnos movilizaron sus esquemas de uso, tal como la nocion de los parametros
a,b, yc, larelacion de dichos parametros expresada por medio de la relacion a®> =b? +c?,

las nociones del eje focal, eje normal, y el uso de las herramientas del Geoegebra, mediante

las descripciones descritas a continuacion.

El equipo A comprueba que la cuerda AB es perpendicular al eje focal trazando una recta
perpendicular a dicho eje y que pasa por el punto A. Luego halla la distancia del centro al
vértice (a), del centro al extremo del eje menor (b) y del centro al punto M (CM).

Entonces elaboran célculos con la vista “Hoja de Célculo” y comprueban que la relacion

2

a’ =b?+c? no cumple para los valores hallados.
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Figura 110. Gréafico 5¢c. Equipo A

Se muestra en la figura 110, la construccion del equipo Aque valida su respuesta
apoyandose primero con la herramienta “Distancia” para hallar los valores del centro al
vértice, del centro al extremos del lado menor y del centro al punto M que se supone el
foco. Luego haciendo uso de la relacion a® =b* +c*, que evoluciona como esquema de
uso, elaboran los célculos correspondientes en la vista de “Hoja de Calculo” para validar el

punto M como foco de la curva.

El uso de esta herramienta no estaba prevista, pero probablemente por el hecho de ser un
programa que habitualmente emplean y por haber sido un tema que se trabajé en la

Exploracion del Geogebra, fue usado por el equipo A.

En todo caso, siguen enriqueciendo las propiedades del Geogebra, esto significa que el
Geogebra continda instrumentalizandose ya que los alumnos le atribuyen caracteristicas

adicionales.

Segun Trouche (2004), el uso de esta Ventana de Hoja de Calculo entraria a una fase de

personalizacion porque ya estan familiarizados con su uso
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En la figura 111, se puede leer la justificacion.

NI0GUNQ. cLerda €5 el 1000 RECTO, PORQWE €1 pomio ™
00 es e\ £O000.\0S dmcmcwcs V=g 0w Y 2By
CH=335 N0 Cumplen con O* = p? ‘*L

Figura 111. Enunciado 5c. Equipo A

Los integrantes del equipo A, sostuvieron una discusion argumentada respecto al
significado de la cuerda AB . Inicialmente sostenian que la cuerda AB era el lado recto de
la elipse. Cuando buscaron la forma de validar esta afirmacion, usando el procedimiento
descrito en la figura anterior. Luego que encontraron que las cuerdas no correspondian a los
lados rectos, repitieron el procedimiento. Cuando confirmaron el resultado, Ilamaron al
profesor para indicarle que inicialmente habian pensado que las cuerdas trazadas en el
grafico correspondian a los lados rectos, a lo que se les sefiald que las percepciones no son

una buena sefial para realizar conjeturas.

Se puede decir que en el equipo Acontinda instrumentalizando las herramientas del
Geogebra porque enriquecié al programa con el uso de la Ventana Hoja de Calculo.
Ademas la justificacién que usaron, descrita en la figura 111, indica que los alumnos
movilizaron sus propios esquemas de utilizacién y consiguieron sociabilizar el esquema de

accion colectiva instrumentada.
El equipo B

Traza el tridngulo rectangulo LIJM con la herramienta “Poligono” y luego comprueba con
la herramienta “Distancia” si la distancia del extremo del eje menor al punto J (LJ) es

igual al semieje mayor (a).

En este caso, el equipo B, construyd una nueva propiedad para la elipse que indica que la
distancia de uno de los extremos del eje menor a uno de los focos es igual a la longitud del

semieje mayor, es decir 5 unidades.

179

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




_ "2 | PONTIFICIA
TESIS PUCP 32\'-}‘6?}2'}3“0

DEL PERU

De este modo movilizaron y construyeron dicho esquemas de accion instrumentada para
resolver la tarea, es decir validaron que la distancia de uno de los extremos del eje menor de
la elipse a uno de los focos no corresponde a la longitud del semieje mayor. Inferimos que
la mediatriz y la condicion geométrica de la elipse fueron movilizadas como esquemas de
uso para la construccién de la nueva propiedad de la elipse. Asimismo continuaron con el
proceso de instrumentalizacion de la elipse porque la enriguecieron con esta nueva
propiedad y movilizaron esquemas de uso para movilizar las propiedades referidas a la

mediatriz y a la condicion geométrica de la elipse.

Lﬁ| va‘N ! Pequefio v‘-}

%‘

| QV2 = 143
E

Figura 112. Grafico 5c. Equipo B

Actividad 5

Vi
I =

V2

En la construccién de la figura 112, no prevemos en nuestra parte predictiva, que los
alumnos usarian la herramienta “Poligono” de manera personalizada, situacién que segun

Trouche (2004) clasifica a la herramienta en la fase de personalizacion.

En la redaccion de la figura 113, el equipo B indica que la cuerda AB no corresponde al
lado recto porque halla la distancia del segmento LJ que no corresponde a la del semieje

mayor.

la ceerda AB No j;ujq /J&J el )‘13((_. }l:r\?wf o cumple la relacidn del
Aiangulo rechangulo. [T = 5 65 no es 9 wal a Vit =5, 77-7”?/’065 =
J . J

Cuird‘.u CaD ")‘-" "‘I“}"‘” d f_juc:." disHtancia,

. . . 180
Figura 113. Enunciado 5c. Equipo B
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Luego halla las distancias de los segmentos LV, y QV, para mostrar que las cuerdas AB

y C,B se hallan a igual distancia de los extremos y que por lo tanto tampoco se cumplira

que la cuerda C,B pasa por el foco correspondiente.

Ambos equipos muestran esquemas de accion instrumentada colectiva porque agrupan de

manera colectiva distintos esquemas de utilizacion de los integrantes del equipo.
En el item d)
Anélisis a priori

Penamos que es necesaria la orientacion del profesor en el uso de la herramienta
“Compas”. A pesar que esta herramienta fue presentada en el primer encuentro de
Exploracion del Geogebra, los alumnos tienen ciertas dificultades para manipularla,
creemos que aun no la conciben como una herramienta que traslada distancias. Pensamos
que se encuentra aun en la fase de Seleccidn y Descubrimiento. Este impedimento del uso
de la herramienta “Compas”, segun Rabardel (1995), es una restriccién de estructuracion de

la accion.

La representacion grafica corresponde a la figura 114.

Actividad &

T [Nombre
3 Punio .

7 Mectn ),

4 Circunfarenca k,

& Punio J

5Punio O

Vi

cenire My radio SegmantsiC,

Funto de inferssccidn de k. n

Puni 0 inlbrssccsn de K 0

Figura 114. Desarrollo Actividad 5d
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Luego de hacer uso de la herramienta “Compas”, trazaran una circunferencia con centro en
uno de los extremos del eje menor y radio la longitud del semieje mayor. Dicha

circunferencia interceptara al eje focal de la elipse, en los puntos J yQ e indicardn que

dichos puntos hallados corresponden a los focos de la elipse.

Para justificar la afirmacion anterior, los alumnos de ambos equipos movilizaran la
condicién geométrica de la elipse que indica que la suma de las distancias desde un punto
de la elipse es la longitud del eje mayor. Uno de los extremos del eje menor corresponde a
uno de los puntos de la elipse. Pensamos que al ubicar los focos, los alumnos podran trazar
sin dificultades los segmentos que corresponden a los lados rectos de la elipse como se

muestra en el siguiente item.

Posibles esquemas de utilizacion.
e Lanocidn de circunferencia, la condicion geométrica de la elipse.
e Usa las herramientas : "Compas”, “Interseccién de objetos”

Parte predictiva de las acciones.

Haran uso de la herramienta “Compas”: con centro en uno de los extremos del eje menor y
radio de longitud igual al semieje mayor, trazan una circunferencia, luego usan la
herramienta “Interseccion de dos objetos” e intersectan la circunferencia con el eje mayor,
hallan los focos de la elipse y validan su resultado haciendo uso de la condicion geométrica
de la elipse.

Analisis a posteriori.

Como habiamos previsto, los alumnos de ambos equipos requieren orientacion para trazar
la circunferencia con la herramienta “Compas”. Como se indico en la parte predictiva la
herramienta “Compas” tiene restriccion de estructuracion de la accion porque los alumnos
no la perciben como una herramienta para trasladar distancias. Segun Troche (2004) esta

herramienta se halla en la fase de descubrimiento.
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Luego de la orientacion respectiva, ambos equipos hacen uso de la herramienta “Compéas”
para determinar los focos de la elipse. El equipo A inicia la instrumentacion de la
propiedad que indica que las distancias del extremo del eje menor a los focos es la longitud
del semieje mayor, haciendo uso de la herramienta distancia del Geogebra. Mientras que el
equipo B verifica que esta instrumentado en dicha propiedad pues hay indicios que
moviliza la propiedad de la mediatriz del segmento que une los focos y que movilizo en los

items anteriores.

Se indica la descripcidn de las acciones del equipo A con centro en uno de los extremos
del eje menor y radio de longitud igual al semieje mayor, trazaron una circunferencia, luego
usaron la herramienta “Interseccion de dos objetos” e intersectaron la circunferencia con el

eje mayor y hallaron los focos de la elipse, como se muestra en la figura 115

Figura 115. Grafico 5d. Equipo A

El equipo A hace uso ademas del menu contextual y selecciona la herramienta “Posicion
absoluta en pantalla” en los textos correspondientes para trasladar las distancias al lado

izquierdo de la vista grafica.

Se muestra en la figura 116, que los alumnos sociabilizan para movilizar un esquema de

accion colectiva que les permita indicar el motivo por lo que R y S son focos de la elipse.

Los pontOS Ry S sonlos fOCOS PORQLE RL y &)
son VQUES O V¢ =5

Figura 116. Enunciado 5d. Equipo A 183
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Hay indicios para pensar que el equipo moviliz6 sus esquemas de circunferencia, triangulo
isdsceles, condicion geométrica de la elipse, eje mayor, cuyo trabajo colectivo contribuyo a

la emergencia de los esquemas de accion colectiva instrumentada.
Equipo B

Como se muestra en la figura 117, el equipo B halla los focos de la elipse usando la
herramienta “Compéas”, cuya descripcion es similar a las acciones que elaboraron los

alumnos del equipo Ay que fueron sefialadas en los parrafos anteriores.

i_ﬁ| - ANy Pequefio  ~ | #

Actividad 5

Nl
IVl = 1.

Figura 117. Grafico 5d. Equipo B

El equipo B moviliza la propiedad que construyé en el item anterior. Indica que la
distancia de uno de los extremos del eje menor a uno de los focos de la elipse corresponde a
la longitud del semieje mayor. Se evidencia que dicha construccidn es el resultado de una

serie de procedimientos que los alumnos elaboraron de manera colectiva.

La chstanca dn‘f ‘]G(c.: al extema del __(:'c_. menor (5) es jua! a la
del cenhe a /fos vey /76:':_5 ('J_), /Ju.r' &0 les Pun?"DS b{!/}u(}l}i \/) _J’_’l;;_'.;“}

log }:I:CG.S_

Figura 118. Enunciado 5d. Equipo B
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En la figura 118, el equipo B, muestra que tiene instrumentada dicha propiedad porque
puede expresarla mediante un discurso escrito, el cual es ejemplificado luego que los
alumnos movilizaron sus esquemas de utilizacion para dar paso a dicho esquema de accién

colectiva.
Enel iteme)
Analisis a priori

Trazaran correctamente los lados rectos de la elipse. En la actividad, también se solicita
que los equipos oculten algunos de los objetos con la intencién de hacer uso de esta
herramienta. Esto Ultimo, podria propiciar en los alumnos limitaciones de modalidades de

existencia por el manejo del mouse.

Creemos que las herramientas del Geogebra con las cuales se trazan rectas, segmentos, 0
puntos de interseccion, contindan instrumentadas porque los alumnos pueden usarlas en las

actividades, porque hay un conjunto de acciones que se repiten constantemente.

Creemos que hay indicios para indicar que la nocion de lado recto se halla en proceso de

instrumentacion.
Posibles esquemas de utilizacion.

e La nocion de recta, segmento, puntos de interseccion, eje mayor, eje menor,

localizacion de los focos de la elipse.

e Usa las herramientas : “Recta perpendicular’, “Recta paralela”, herramienta

“Interseccion”, herramienta “Segmento”, herramienta “Ocultar”
Parte predictiva de las acciones.

Sefialan la “Recta perpendicular” haciendo clic sobre el eje focal y sobre uno de los focos
de la elipse: obtienen una perpendicular que pasa por el foco, luego con la herramienta
“Interseccion” hallan los extremos del lado recto haciendo clic en la curva y en la recta
perpendicular trazada.
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Con la herramienta “Segmento” unen los puntos de interseccion, y finalmente con la

herramienta “Ocultar” se seleccionan todos los trazos que no se quieran visualizar.

En la figura 119, se muestra el trazo correspondiente a los lados rectos de una elipse y sus

respectivos ejes mayor y menor, los demas elementos fueron ocultados

T [Nombre P EERD
1 Punta Cz Punto Medio de V1, V2

L

Actividad 5

2Recta), Recta que pasa por C, perpendicular an
S ) 3PuntoL Punto de interseccidn de K.J‘
3Punto M Punto de interseccidn de K
4 Circunferencia k,‘ Circunferencia con centro My radio Ssgmamn[ca‘ ]
W1 5Punto J Punto de interseccidn de k.0
5Punto Q Punto de interseccidn de Kp.n
6 Recta r Recta que pasa por Q perpendicular an
7 Recta Sy Recta que pasa porJ perpendicular an
A 8 Punto R Punto de interseccion dek, s,

8Punto 8 Punto de interseccién de k 5

9Punto T Funto de interseccion de k,r,

9 Punto U Punto de interseccion de k. r,
10 Segmento a, Segmento [R, 5]
11 Segmento :12 Segmento [T, U]

12 Segmento e, Segmento [L, M]

Figura 119. Desarrollo Actividad 5e

Analisis a posteriori.

Como habiamos previsto, los segmentos que corresponden a los lados rectos de la elipse
son trazados sin ninguna dificultad. Sin embargo, los equipos mostraron dificultades al
momento de ocultar algunos objetos, ya que no logran seleccionar correctamente los
objetos a ocultar. Esta accion es una restriccion de modalidad de existencia, porque tienen

dificultades en la manipulacion de un material periférico como el mouse.

Luego de ocultar algunos de los objetos, los equipos muestran la representacion de la

elipse y de sus lados rectos como se observa en las siguientes figuras.
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En las figuras 120 y 121 se muestra el trazo de los lados rectos que corresponden a las
elipses representadas. Ambos equipos sefialan la herramienta “Recta perpendicular”,
seleccionan el eje focal y uno de los focos de la elipse, entonces aparece la recta
perpendicular. Luego con la herramienta “Interseccion” se hallan los extremos del lado
recto haciendo clic en la curva y en la recta perpendicular trazada. Con la herramienta
“Segmento” se unen los puntos de interseccion, finalmente con la herramienta “Mostrar

objetos” se seleccionan todos los trazos que no se quieran visualizar.

- w o, —-

Actividad 5

Actividad 5

" ;- -"IJ f =8

SL=5 | III “f{x_\ \ .-"I
| — PJ-J.,_ I'u ."ll \
rl .l".’ B ‘IP{.h - |
\ /7

& f
\“x | -
~ k-
Figura 120. Grafico 5e. Equipo A Figura 121. Gréfico 5e. Equipo B

De acuerdo a los esquemas de utilizacién, ambos equipos movilizan la recta, segmento,
puntos de interseccion, eje mayor, eje menor, localizacién de los focos de la elipse para
elaborar el trazo que corresponde a los lados rectos de la elipse. Observamos que en esta
actividad, los alumnos ubicaron los focos de la elipse, movilizando la condicién geométrica
de la elipse, es decir trazando una circunferencia con centro en uno de los extremos y radio
el semieje mayor de la elipse. El equipo Baplica la propiedad que construyé y que
enriquecid la instrumentalizacion de la elipse. Dicha propiedad indica que la distancia
desde uno de los extremos del eje menor de la elipse a uno de los focos es el semieje

mayor.

Durante este proceso de instrumentalizacion, hay indicios que el artefacto elipse, ha sido
instrumentalizado con la condicion geométrica de la elipse, con el trazo de los ejes de la
elipse, excentricidad, ubicacion de focos, relacion entre los parametros, trazo del lado
recto de la elipse, etc.
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En el item f)
Anélisis a priori

Creemos que los alumnos tendran dificultades para comprobar que la longitud del lado

recto de la elipse en términos de los pardmetrosa y b. Probablemente la movilizacion de

otros esquemas en este proceso de instrumentalizacion, como la construccion de la relacién

pitagorica en términos de los parametros a, b y de alguna variable, pueda ser un

impedimento para el desarrollo de esta actividad, es decir la dificultad para representar

simbdlicamente algunas longitudes de los triangulos.

Esperamos que los alumnos observen que el tridngulo trazado es un triangulo rectangulo,
ya que los catetos del tridngulo que se construyd, estan contenidos sobre el eje focal y el
lado recto de la elipse. Probablemente requieran alguna orientacion respecto a las
magnitudes que le corresponde a cada lado del triangulo en términos de los pardmetros o

del lado recto de la elipse.
Posibles esquemas de utilizacion.

e La condicion geométrica de la elipse, la relacion entre los parametros, el lado recto
de la elipse, la relacién Pitagorica, resolucion ecuaciones y la representacion grafica

del triangulo rectangulo
Parte predictiva de las acciones.

Se traza el triangulo rectangulo de acuerdo a las caracteristicas del enunciado, es decir
considerando a los vértices del triangulo como los focos de la elipse y un extremo de su
lado recto. Creemos que los alumnos seran orientados a través de preguntas que les permita
relacionar los lados del triangulo con la longitud solicitada y con los pardmetros de la

elipse.

Esperamos que los alumnos movilicen la condicion geométrica de la elipse que en este caso
indica que la suma de las distancias de dicho cateto y la hipotenusa es el parametro 2a.

Pensamos que tendréan dificultad para indicar que la longitud de la hipotenusa del tridngulo
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rectangulo trazado es 2a — y. Luego sefialaran que la distancia entre los focos del triangulo
corresponde al parametro 2c y movilizaran la nocion del teorema de Pitadgoras que indica
que la suma de los cuadrados de los catetos es la longitud de la hipotenusa. Posteriormente
encontraran la longitud del lado recto de la elipse en términos de los parametros de la

elipse.

-

Actividad 5 —

W1

W2

Figura 122. Desarrollo Actividad 5f

En la figura 122 se hace uso del Teorema de Pitagoras en el triangulo JUQ

Considerando que ~ |JU |+ UQ |=2a (por la condicién geométrica de la elipse)
Si \LTQ \ =y entonces en la ecuacion anterior, se obtiene que \W \ =2a-y

Luego 4c® + y* =4a*—4ay+y?

Simplificando y=——

2 2
Considerando que a* —-c*=b*> >y= L Luego la longitud del lado recto es 207
a a
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Creemos que los alumnos tendran dificultad para representar simbdlicamente la longitud de
. ) , . R

la hipotenusa del triangulo rectangulo como 2a-vy, siendo y:7 . Es importante,

alguna orientacion con preguntas relacionadas al uso de alguna variable que represente al

lado recto, porque es posible que tengan dificultades para hacerlo.
Analisis a posteriori.

Como esperabamos, se requirié de una orientacion adicional por parte del profesor para
que los alumnos puedan hallar la longitud del lado recto en términos de los parametros de la
elipse. Se requirieron de otros esquemas como sefialamos en el analisis a priori, como la
relacién pitagorica, la resolucion algebraica y representacion simbolica de algunas
longitudes de los triangulos.

Inicialmente, ambos equipos no tuvieron problemas para trazar en el interior de la elipse un
triangulo rectangulo con Vvértices los focos y un extremo del lado recto, como se sefiala en
el enunciado. Para ello hicieron uso de la herramienta “Poligono” del Geogebra debido a

que estan instrumentados con dicha herramienta.

Figura 123 Grafico Complementario

La figura 123, muestra la representacion grafica del triangulo rectangulo, en la que dos de

los vértices coinciden con los focos y el tercer vértice con un extremo del lado recto.
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Se les formuld preguntas para que relacionen uno de los catetos del triangulo como la

LR

mitad de la longitud de uno de los lados rectos, es decir y = o El equipo A movilizo

la relacion pitagorica y la condicion geométrica de la elipse, pero desiste en el proceso de

resolucién algebraica. Posteriormente decidieron pasar a la siguiente actividad.

El equipo B, en cambio, sefiald las longitudes de los catetos del triangulo como la

LR
distancia entre los focos (2c), y como la mitad de la longitud del lado recto y=2.

Luego movilizé la condicién geométrica de la elipse y determind a la hipotenusa como la
expresion 2a—y. Luego, formd la relacion pitagorica, resolvio la ecuacion algebraica 'y

determino la medida del lado recto de la elipse en términos de los semiejes a y b.

En la figura 124, se observa la solucidn de la actividad.

(za =y)%= yR+ (22)* 4=

4a* - qay + y* _ it de® o

(J'Kl-— ay = CFK_ ,Z_r'mé re ('/L‘.E' el 'Z_f»’f
- =
.T-- _"'_ y

Figura 124. Enunciado 5f. Equipo B

Los alumnos del equipo B movilizaron sus esquemas de utilizacion para resolver la tarea,
dichos esquemas fueron coordinados y adaptados a la situacion del ejercicio propuesto
como esquemas de accién colectiva instrumentada. Destacamos que segun el Enfoque
Instrumental, podria darse también el caso también que puedan movilizar un mismo
esquema o una misma clase de instrumento para esta situacion. Creemos que el
planteamiento del equipo B, es otro intento por mostrar que no se requiere de un sistema
referencial para determinar la longitud del lado recto. Esto mostraria que el lado recto es
totalmente independiente de cualquier sistema de referencia, es decir que la elipse puede ser

trasladada o rotada y la caracteristica de este elemento seguird invariante.
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Analisis de la actividad 6

En el cuadro 14 presentamos la actividad 6, la cual consta de tres items. A continuacién

elaboramos el andlisis a priori y a posteriori de cada una de las partes correspondientes

Cuadro 14. Actividad 6

ACTIVIDAD 6

Abra el archivo Actividad_6.ggb. Se muestra el eje mayor V, V, de longitud 2a y el

eje menor MN de longitud 2b de una elipse.

a) Determine los focos de la elipse usando construcciones geométricas y renombre los
puntos como F, yF, . Luego describa su procedimiento y oculte los trazos que uso

en la construccion geométrica

b) Con los dos focos F,, F, y un punto de la elipse, trace la curva haciendo uso de la
herramienta “Elipse” que aparece en la Ventana de Herramienteas. Luego elija Vista
Algebraica y haga visible los ejes coordenados. Escriba las coordenadas de los

veértices, focos y extremos del eje menor

Vi ) v, O )

RC 5 ) RO 5 )

M( ;) N(C 5 )

Halle la longitud del eje mayor (2a ), del eje menor (2b ), la distancia entre los
focos o distancia focal (2¢) y la longitud del lado

recto
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c) Halle una expresion algebraica que describa a todos los puntos P (x;y) de la elipse

que cumplen la condicion geométrica : PF,| + |PF,/=2a. Use la distancia entre dos

puntos

Escriba en la parte inferior, dos expresiones algebraicas equivalentes a la expresién
anterior. Para ello haga clic en la representacion grafica de la curva y escriba una de
las expresiones que aparece sombreada en la Vista Algebraica. En el Menu Contextual
de dicha expresidn, aparece la otra equivalente.

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad 6.ggb en la carpeta escritorio de la

computadora asignada. Cierre el archivoy continle con la siguiente pregunta
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Analisis a priori de la actividad 6

En la actividad 6, esperamos haber logrado una relacién entre la condicion geométrica de
la elipse y la condicion algebraica en el sistema de coordenadas cartesiano, es decir la
representacion analitica de la representacion grafica, tal forma que se tienda un puente
entre el enfoque sintético y el analitico. Esta propuesta integradora contribuye al fomento
de otros saberes geométricos, como las construcciones geométricas, sin descuidar el
enfoque algebraico tradicional en el sistema ensefianza y aprendizaje. Para ello movilizaran
nuevamente como esquema de uso: la condicion geométrica de la elipse y la expresion que
corresponde a la distancia entre dos puntos, con el objetivo de escribir una expresion

algebraica que vincule dicha representacion a un sistema de coordenadas cartesiano

En la figura 125 mostramos la representacion grafica de la pregunta 6 ggb. La actividad se
inicia haciendo uso de su instrumento condicién geométrica de la elipse para determinar los
focos de dicha representacion, ya que desde el extremo de uno de los extremos del eje
menor se puede trazar una circunferencia de radio igual a la longitud del semieje mayor,

haciendo uso de la herramienta “Compas”.

.y
Actividad 6

Figura 125. Actividad 6

Para ello, esperamos que los alumnos movilicen como esquemas de uso, la condicion
geométrica de la elipse o la herramienta “Compas” y determinen los focos de dicha curva.
Luego, instrumentalizaran la herramienta “Elipse” que aparece en la Ventana de
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Herramientas del Geogebra, ya que leeran el mensaje contextual que aparece en la
herramienta “Elipse” y graficaran la curva, seleccionaran uno de los puntos de la elipse y
los focos que fueron determinados. Es decir creemos que construyen y movilizan dicha

herramienta como esquema de accion instrumentada.

Posteriormente, eligiran la Vista Algebraica y haran visible los ejes coordenados, y
escribiran las coordenadas que corresponden a los vértices, focos, extremos del eje menor
y la expresion algebraica de la elipse en un sistema de coordenadas cartesiano. Luego
trazaran sus lados rectos y hallaran su longitud, haciendo uso de la herramienta “Distancia”

del Geogebra.

Finalmente, mostramos que no es necesaria una ruptura entre el enfoque sintético y
analitico, que por el contrario esta conectividad entre ambos criterios fomenta las

construcciones geometricas en el sistema ensefianza y aprendizaje.
Analisis a posteriori de la actividad 6

Creemos que se establecié un puente entre el enfoque sintético y analitico. A partir de la
condicién geométrica de la elipse, que indica que la suma de las distancias a otros dos
puntos fijos, llamados focos, resulta el eje mayor, y la distancia entre dos puntos del plano
se logro establecer la relacion entre la condicion geométrica de la elipse y la condicion
algebraica en el sistema de coordenadas cartesiano, es decir la representacion analitica de
la representacion grafica, tal forma que se tienda un puente entre el enfoque sintético y el

analitico

Afirmamos que los alumnos estan instrumentados con la condicion geométrica de la elipse
o0 con la herramienta “Circunferencia dado su centro y radio” o la herramienta “Compas”
porque lograron encontrar los focos de la elipse. Para determinar los focos de dicha curva,
el equipo A moviliz6 la herramienta “Circunferencia dado su centro y radio”. El centro de
la circunferencia fue uno de los extremos del eje menor y su radio la semilongitud del eje
mayor. El uso de la herramienta “Circunferencia dado su centro y radio” no fue prevista en

el analisis a priori pero su aplicacion es similar a la herramienta “Compas” y segun
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Trouche (2004), esté en la fase de personalizacion pues los alumnos la encajan de acuerdo
a sus necesidades. De manera correlativa, el equipo B movilizo la herramienta “Compas” y
determind los focos de acuerdo a lo pronosticado. Los alumnos representaron la elipse

sefialando los dos focos determinados por la herramienta “Compas” y un punto de paso.

Luego eligieron Vista Algebraica y visualizaron los ejes coordenados, determinando las
coordenadas de los vértices, focos, extremos del eje menor, longitud de los parametros y
expresiones algebraicas en un sistema de coordenadas cartesiano, con el proposito de

establecer un puente entre el enfoque sintético y analitico.

Para determinar la expresion algebraica movilizaron nuevamente el esquema de uso
relativo a la condicion geométrica y a la distancia entre dos puntos, luego determinaron la

expresion algebraica correspondiente.

En la foto 126 se muestra el trazo de los focos de la elipse a través del uso de la herramienta

“Compas”.

Figura 126. Construccién de los focos

Para calcular la longitud del lado recto de la elipse, en términos de los parametros, el

2

equipo B movilizo la relacion 207 haciendo uso de la longitud de dichos parametros.
a
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Todo esto nos indica que los alumnos continGan instrumentados respecto a la nocién de

lado recto de la elipse porque pueden trazar la cuerda que los representa y ademas expresar

. . ) . _2b?
la longitud del lado recto como la relacion entre los pardmetros de la elipse, es decir —,
a

donde los pardmetros a, b, indican las distancias desde el centro de la elipse a uno de los

extremos del eje mayor y del eje menor respectivamente.
En el item a)
Analisis a priori

Esperamos que los alumnos movilicen como esquema de uso, la condicién geométrica de la
elipse o la herramienta “Compas” para determinar los focos de dicha curva, debido a que

ambas nociones fueron instrumentadas en las actividades anteriores.

En la actividad anterior los alumnos se instrumentalizaron con dicha herramienta. En esta
actividad, los alumnos la movilizaron como esquema de accion instrumentada, ya que

lograron ubicar los focos de elipse.

Posibles esquemas de utilizacion
e La condicion geométrica de la elipse
e La herramienta Compas

Parte predictiva de las acciones.

Los alumnos determinan los focos de la elipse haciendo uso de la herramienta “Compés”.
Creemos que el proceso de construccion es similar al que elaboraron en la actividad
anterior, es decir trazan una circunferencia con centro en uno de los extremos del eje menor

de la elipse y toman por radio el semieje mayor de la elipse.

De esta manera, hay indicios para suponer que los alumnos podrian estar instrumentados
con dicha herramienta, ya que encuentran los focos de la elipse mediante las construcciones

respectivas.
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La figura 127 representa los trazos que creemos los alumnos elaboraran para hallar los

focos de la elipse.

Trazan la circunferencia con centro en uno de los extremos del eje menor y radio igual a la

longitud del semieje mayor. La interseccion de esta circunferencia con el eje focal

determinara los focos F, y F,.

!

Grands

Actividad 6 /

- | &~
N |Hombre

1 Circunferencis o Circundarencia con centro M y radio

ZPunto F1

2 Punto F2

= Vistn Granca a| [ = Protocolo de Constructen

CEE- A =L

[Denniién
SeamentalC. V1]

[Punio de interseccidn ca d. a

Purio de nterseccicn oe d a

TP

<

Ea

7

Figura 127. Desarrollo Actividad 6 a

Pensamos que los alumnos se encuentran instrumentados respecto a la herramienta

“Compas” porque lograron determinar los focos de la elipse.
Analisis a posteriori
Los equipos lograron hallar los focos de la elipse como se tenia previsto.

El equipo A hizo uso de la herramienta “Circunferencia dado su centro y radio” para
determinar los focos. El uso de dicha herramienta no se tenia previsto, segun el analisis a
priori. Sin embargo dicha herramienta, segun Trouche (2004) esta en la fase de

personalizacion pues el alumno la encaja dentro de sus necesidades.

Ademas el uso de esta herramienta, involucra movilizar el esquema de la condicion

geométrica de la elipse y la nocion de mediatriz de un segmento.
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Se muestra el trazo del equipo Aen la figura 128.

Actividad 6 /

Figura 128 Grafico 6a. Equipos Ay B

Los alumnos del equipo A, muestran que estan instrumentados con la condicion
geométrica de la elipse y con la mediatriz de un segmento, cuando hacen uso de la
herramienta “Circunferencia dado su centro y radio”, ya que el radio equivale a la longitud
del semieje mayor y el extremo superior de la elipse es el centro de la circunferencia que
equidista de los focos. Se podria indicar que implicitamente el equipo Aesta
instrumentalizando a la elipse porque la enriquece con la propiedad que indica que la
distancia de uno de los extremos de la elipse a uno de los focos es la longitud del semieje

mayor.

La figura 129, muestra que los alumnos movilizan esquemas de utilizacién, que

generalizan esquemas de actividad colectiva instrumentada.

e owg 'a distancia ViVas 101 €S decie 20 =10 —+ O=5.%€
TOMO e pUNTO COMO CCNTRD de A circunferencia con radio
5 Y COONAO INTERLSTA A ViV2 ¢ hald 71y #2

Figura 129 Enunciado 6a. Equipo A
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Segun la expresion escrita que sefiala en la figura 130, el equipo Busa la herramienta

“Compas”, de acuerdo al andlisis a priori y determina los focos de la elipse.

St- {.mn‘shuyg Una Circund ferénoaa de radio CM y e (,'b.‘(f._i S0 CL’!J}}T{J

e M }ch se infersecta con \/, Vz V' se determinan los /:JCQJ Fy v Fg.
2 ) 4

Figura 130. Enunciado 6a. Equipo B

De acuerdo a lo expresado, el equipo Bse halla instrumentado con la herramienta
“Compés” ya que logra movilizar sus propiedades para determinar los focos. Ademas
movilizan esquemas de utilizacién, que generalizan esquemas de actividad colectiva

instrumentada.
En el item b)

Luego que elijan la Vista Algebraica y hagan visible los ejes coordenados, escribiran las
coordenadas que corresponden a los vértices, focos, extremos del eje menor. Trazaran sus
lados rectos, hallaran su longitud asi como la de los parametros haciendo uso de la

herramienta “Distancia” del Geogebra.
Analisis a priori.

Creemos que instrumentalizaran la representacion grafica de la elipse, ya que dicha
herramienta contiene un mensaje contextual en la que se indica los requerimientos para el
trazado. Luego haran uso de este instrumento para graficar la curva eliptica. Luego elegiran
la Vista Algebraica y visualizaron los ejes coordenados, determinando las coordenadas de
los vértices, focos, extremos del eje menor, longitud de los parametros Nuestro interés
radica en mostrar la complementariedad y la integracion entre el enfoque sintético y el
analitico, que ademas de contribuir al fomento de las construcciones geométricas no deja
de lado el enfoque algebraico tradicional del sistema ensefianza y aprendizaje. Esta
situacion esta respaldada por el trabajo de Fernandez (2011) mencionado en el capitulo | de

la Problematica.
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En una de sus conclusiones afirma que las construcciones geométricas puntuales permiten
emerger construcciones geomeétricas globales, y que haciendo uso de un sistema de ejes
coordenados se consigue la representacion algebraica de la curva, revelando asi la

posibilidad de la integracién sintética y analitica.
Posibles esquemas de utilizacion
e Lanocion de eje mayor, eje menor y la nocion de distancia focal, lado recto.

e Usa las herramientas “Elipse”, “Recta perpendicular” “ Interseccién de dos objetos”,

“Distancia”
Parte predictiva de las acciones:

Instrumentalizaron la herramienta “Elipse” y seleccionaron sus dos focos y un punto de la
elipse. Con la herramienta “Recta perpendicular” trazan la recta perpendicular al eje focal
por uno de los focos. Determinan los extremos del lado recto al intersectar la elipse y la
recta perpendicular, con la herramienta “Distancia” seleccionan los extremos de los
vertices, de los focos, extremos del eje menor y extremos del lado recto de la elipse como

se muestra en la figura 131.

Figura 131. Desarrollo Actividad 6 b

Se ayuda de la vista algebraica y escribe:
V, (-50) , V, (+5,0) F, (-3,0) , F, (+3,0) F, (0;4) , F, (0;-4)
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Esperamos se ayuden de la vista gréafica que ha incorporado los ejes coordenados y hallen

las longitudes solicitadas:

Longitud del eje mayor 2a=10.

Longitud del eje menor 2b=8

La distancia entre los focos o la distancia focal 2c=6

Creemos que para hallar la longitud del lado recto, trazaran la cuerda que lo representa y

con la herramienta “Distancia” encontraran que la longitud es 6.4.
Analisis a posteriori.

Esta actividad tuvo por objetivo vincular el aspecto sintético y el analitico de la elipse.
Creemos que el fomento de las construcciones geométricas y la determinacion de puntos
clave en la elipse como los focos, permitieron el trazo global de dicha curva. El uso de un
AGD, especificamente el Geogebra, cumple un rol importante como agente mediador y
contribuye solidariamente a la representacion de esta grafica en el sistema de coordenadas

cartesiano.

El equipo Adibuja la elipse con la herramienta “Elipse”, para ello usa los dos focos de la
curva y un punto perteneciente a dicha curva. . Luego con la herramienta “Recta
perpendicular” selecciona el eje focal y uno de los focos, entonces obtiene la recta que
contiene a un lado recto. Con la herramienta “Interseccion” halla los extremos del lado
recto. Ademas hace visible las coordenadas de algunos puntos del grafico, usando el
Menu Contextual, y eligiendo dentro de la opcién “Propiedades del objeto”, la casilla
“Nombre y valor”. Con esta informacion, los alumnos visualizan las coordenadas de los
puntos que muestran en la Vista Gréafica. Luego elija Vista Algebraica y haga visible los
ejes coordenados Yy escribe las coordenadas de los vértices, focos y extremos del eje

menor, asi como la longitud de los pardmetros correspondientes al eje mayor (2a ) eje
menor (2b ), yala distancia entre los focos o distancia focal (2c) y la longitud del lado
recto. En la figura 132, se muestran los trazos elaborados por el equipo A.
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*

» Vista Algebraica ~ Vista Grafica

= Cdnica | H -~ A~ |N Pequefio v ||
O e 16x* + 25y = 400 ‘ | ”j
O dix*+{y-4F=25
@ e:16x*+ 25y = 400 54

= Mdmero ..
© distanciaBA = 6.4 Actividad 6
O distanciaF1F2=6 M=(0,4)

O distanciaGD = 6.4

O distanciaMN =8

O distanciaV1v2 =10 o
= Punto

N=(0,4) VI=(5.0) ¢ v2=1(5,0)

@ V1=(50) B 7 & M
@ V2=(50)
= Recta

9 fx=23

9 gx=3 BA = 6.4
= Segmento
@ a=10
9 b=8 GD = 6.4 24

—‘2 rl1 o ‘1 ‘2
F1=(30

N=(0,-4)

Figura 132. Grafico 6b. Equipo A

En la figura 133 se observa las coordenadas de los vértices, focos y extremos del eje menor
con los rétulos y valores respectivos, los cuales son trasladados hacia el lado izquierdo de

su vista grafica para otorgarle mayor claridad a sus resultados.

neo ;s O ) KB(Ss: Q)
K3 0) E(250 )
M(O:H) N(O"L{)

Figura 133. 1° Enunciado 6b. Equipo A

También observamos en la figura 134, que el equipo Ase halla instrumentado con la
nocion de eje mayor, menor, distancia focal, longitud del lado recto, donde presentamos

los resultados que obtuvieron, luego de hacer uso de la Vista Algebraica.
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10= VN2 40 SA = GD = Lodo RECTO = 6 4
j-b:. ?J\__‘_\l_' &
2C= Tiea-ph

Figura 134. 2° Enunciado 6b. Equipo A

De esta forma, los alumnos continuaron avanzando en el proceso de instrumentalizacion de
la elipse, ya que permanecieron enriqueciéndola con atributos. Contintan instrumentados
con la nocion de eje mayor, eje menor y distancia focal porque determinan sus longitudes.
Estdn instrumentados con la nocion de lado recto porque construyeron una cuerda

perpendicular al eje focal que pasa por los focos y determinan su longitud.
El equipo B

En la figura 135, se muestran los trazos elaborados por el equipo B.

Actividad 6

U]

Figura 135. Gréfico 6b. Equipo B

Resaltamos que con respecto a la longitud del lado recto, el equipo B muestra que esta
instrumentado porque determino la ubicacion de los focos por donde trazaré el lado recto y
porque determind su longitud, a diferencia del equipo Aque se baso en la herramienta
“Distancia”.
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. e . . 2b® .
Ya que el equipo B movilizo la relacion entre los parametros —— para hallar la longitud
a
del lado recto, nos conduce a suponer que los alumnos de cada equipo movilizaron sus
propios esquemas e hicieron emerger su propio esquema de accion colectiva para el lado
recto de la elipse.
. ) 207 .
El equipo B empled la relacion —— para calcular la longitud del lado recto. Para ello
a
determind las coordenadas que corresponden a los vértices, focos y extremos del eje

menor, como se muestra en la figura 136.

n-5;0 ) L(S5;0 )
Ei(~3:0 ) B30 )
M(O; o ) N(O;: -4)

Figura 136. 1° Enunciado 6b. Equipo B

A continuacion, en la figura 137, los alumnos determinaron las longitudes de los ejes y la

longitud de los parametros de la elipse. Luego calculan la longitud del lado recto, usando la

, 2b°
relacion ——
a

EJ’Q mayor wa =46 _Di;;*unu'u )Gco/ 2c =06

Lade recks = 6-4

ge menor 2h= &

Figura 137. 2° Enunciado 6b. Equipo B

Verificamos que en esta actividad, los alumnos estan instrumentados en relacion a algunas

de las propiedades de la elipse. Los alumnos pueden movilizar como esquema de uso, la
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condicion geométrica de la elipse y determinar los focos de dicha curva. Estan
instrumentados con la nocién de lado recto porque pueden trazar una cuerda perpendicular
al eje focal que pase por los focos. Se hallan instrumentados respecto a algunas técnicas
para determinar los focos, como el uso de la herramienta “Compéas” o “Circunferencia”. De
igual forma con la nocion de eje mayor, menor, distancia focal. Simultaneamente, la

instrumentalizacion de la elipse no termina. Pensamos seguir potenciando este artefacto.

En el siguiente item, vincularon su representacion grafica a una expresién algebraica que
obtuvieron porque movilizaron como esquema de uso la condicion geométrica de la

elipse.
En el item ¢)
Analisis a priori

Luego que elijan la Vista Algebraica y hagan visible los ejes coordenados, los alumnos
movilizaran nuevamente la condicién geométrica de la elipse, como esquema de uso para
escribir una expresion algebraica que vincule dicha representacion a un sistema de
coordenadas cartesiano.  Ademas creemos que serd movilizada la expresion que
corresponde a la distancia entre dos puntos del plano para determinar la expresion

algebraica que describe a la elipse.
Posibles esquemas de utilizacion:

e Moviliza la nocion de la distancia entre dos puntos pertenecientes a un sistema de
ejes coordenados, la nocion de la condicion geométrica de la elipse y la nocion de

la vista gréafica y algebraica del Geogebra
Parte predictiva de las acciones

Los equipos hacen uso de la nocidon de distancia entre dos punto y la aplica a la condicion

geométrica de la elipse J(x+3)2 +(y-0)? +J(x—3)2 +(y—0)? =10. Luego haciendo

2 2
uso de la vista algebraica, obtendran las ecuaciones ;5+IG =1 y 16x*+25y* =400,
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expresiones que los alumnos probablemente ain no relacionen a los ejes mayor y menor

de la elipse y que instrumentalizaremos en la proxima actividad.
Andlisis a posteriori.

Para determinar la expresion algebraica movilizaron nuevamente el esquema de uso
relativo a la condicién geométrica y a la distancia entre dos puntos, luego escribieron la

expresion algebraica correspondiente.

En el caso del equipo A, los alumnos movilizan la distancia entre dos puntos y la condicion
geométrica de a elipse. Es decir la distancia desde un punto P(Xx;y) perteneciente a la

elipse a los focos F,(-3;0) y F,(+3;0). También movilizamos la condicion geométrica de

la elipse que indica |F,P |+ \FZP\ = 2a, como se observa en la figura 138

V)L 4 (v-02 * V-3 (y -0 = A0

Figura 138. 1° Enunciado 6¢. Equipo A
La expresion simplificada que aparece en la figura 139, obedece a la representacion en la

Vista Algebraica, en la cual aparece sombreada cuando se selecciona la gréfica de la
elipse.

= v 1.4 o 16 X & 15\'3“ - 400
25 b

Figura 139. 2° Enunciado 6c. Equipo A

Una situacion similar se presenta en el caso del equipo B.
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En la figura 140, los alumnos movilizan la condicién geométrica de la elipse que indica
[FP |+ |F,P/=2a y ademés la distancia entre dos puntos.

[(x+3)%@y-0)* + Vx-3)24(y-00* =0

Figura 140. 1° Enunciado 6c. Equipo B

La expresion J(x+3)2+(y—0)2+J(x—3)2+(y—0)2 =10, mostrada en la figura
anterior, fue obtenida, porque los alumnos estaban instrumentados con los esquemas
distancia entre dos puntos del plano y condicion geométrica de la elipse, es decir que la

suma de las distancias del punto P (x;y)a los focos es igual a la longitud del eje mayor.

24 : 3 2
___)i'_ -+ _K-{ — j O __/é)( < -,‘" ,Z.f)-y < o 4(\0
25 Jb

Figura 141. 2° Enunciado 6c¢. Equipo B

En la figura 141, los alumnos encontraron la expresion algebraica, la cual describe la
trayectoria de la elipse en un sistema de coordenadas cartesiano. Se selecciond el boton
secundario del mouse sobre la representacion grafica y se mostro en la Vista Algebraica la
expresion simplificada algebraica. Las dos ecuaciones equivalentes se obtuvieron luego que
los estudiantes movilizaran como esquemas de uso tanto la condicién geomeétrica de la
elipse como la distancia entre dos puntos y que haciendo uso del Geogebra permitiera
visualizarlas de manera mas simplificada. La elipse continta siendo instrumentalizada por
los alumnos, ya gque una nueva propiedad le ha sido atribuida, se vincul6 la condicion
geométrica de la elipse a su representacion grafica en el sistema coordenado. En la
siguiente actividad instrumentalizaremos la expresion algebraica de la elipse,
enriqueciéndola con una caracteristica, es decir haciendo notar que existe una relacion con
los semiejes de la curva. Ademas, paralelamente, iniciaremos la instrumentacion de esta

expresion algebraica, movilizando dicha ecuacion para distintos valores de los parametros.
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Analisis de la actividad 7

En el cuadro 15 presentamos la actividad 7, la cual consta de tres items. A continuacion,

elaboraremos el analisis a priori y a posteriori de cada una de las partes correspondientes

Cuadro 15. Actividad 7

ACTIVIDAD 7

Abra el archivo actividad_7.ggb. Se muestra los deslizadores M y n. En la barra de entrada, ingrese la
2 2

- . X y
ecuacion de laelipse — +- =1.
n
a) Luego de ingresar la expresion algebraica, arrastre los deslizadores hasta conseguir que las variables
tomen los valores n=m =10. ;Qué forma adopta la figura? Escriba su expresion algebraica
b)

Si fija uno de los deslizadores en N =10 y el otro deslizador m se desplaza para valores distintos a 10

Cuando m > N ¢Qué representan los valores de MYy N para la elipse?

El eje focal que contiene eje mayor ¢coincide con uno de los ejes coordenados?

Determine la expresion algebraica de la elipse en los siguientes casos:

n=10 m=12 5+ =1
C )y )

n=10 m =15 >+ > =
)y )

n=10 m=20 + =1

Determine la expresion algebraica de la elipse con centro en el origen, eje focal el eje de abscisas, en

términos del semieje mayor a y del semieje menor b
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Cuando m < N ¢Qué representan los valores de MYy N para la elipse?

El eje focal que contiene eje mayor ¢coincide con uno de los ejes coordenados?

los deslizadores se hallan en los siguientes casos:

n=10 m=9 + —
() )

n=10 m=7 + =1
)y )

n=10 m=5 + =
¥ )

términos del semieje mayor ay del semieje menor b

Cierre el archivo y continGe con la siguiente pregunta

¢) Sifija uno de los deslizadores en N =10 y el otro deslizador M se desplaza para valores distintos a 10

Determine la expresion algebraica de la elipse con centro en el origen, eje focal el eje de ordenadas, cuando

Determine la expresion algebraica de la elipse con centro en el origen, eje focal el eje de ordenadas, en

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad_7.ggb en la carpeta escritorio de la computadora asignada.
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En la actividad anterior los alumnos vincularon la condicion geométrica de la elipse y la
condicion algebraica en el sistema de coordenadas -cartesiano, relacionando la
representacion gréafica de la elipse a la expresion algebraica movilizando para ello, la
condicién geométrica de la elipse y la distancia entre dos puntos como esquemas de usos.

Ahora continuamos instrumentalizando dicha expresion algebraica, de tal forma que en la
X2 y2

ecuacion +- =1 relacionen las variables m y n a los semiejes de una elipse cuyo
m

2 r.]2
eje focal podria coincidir con el eje de abscisas o de ordenadas. Para ello usaremos como
mediadores de la actividad la herramienta “Deslizador”, la Vista Algebraica y la Vista

Gréfica del Geogebra.

Pensamos que podria haber alguna dificultad cuando los alumnos ingresen, los exponentes

2

. ' 2
de la expresion algebraica — +
m

y

F=1, ya que algunos simbolos que representan la

funcion potencia no seran localizados, es decir se presentaria una restriccion de accién del
simbolo potencia, ligado a la estructura y al funcionamiento del programa, cuando usan la
Barra de Entrada del Geogebra,

En la figura 142, se muestra la representacion grafica y algebraica de la pregunta 7 ggb.

4;1; cl.:

Actividad 7

Figura 142. Actividad 7
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La figura 142, es una representacion estatica que no refleja el dinamismo de lo que

2 2

realmente sucede. Los alumnos ingresaran la expresion —2+y—2 =1. Si los alumnos fijan
m° n

el deslizador n=10 y deslizan el valor de m, entonces observaran que cuando m>n, el

valor de m es el semieje mayor de la elipse, contenido en el eje focal del eje de abscisas.

De manera correlativa, cuando m < n, el valor de m, corresponde al semieje menor de la

elipse, contenido en el eje normal de la elipse.

Hay indicios para suponer que los alumnos podran instrumentalizar e instrumentar la

2 2

expresion algebraica — +y—2=1 porque relacionan los parametros m y n a los semiejes
m> n
de la elipse y porque representan graficamente dicha ecuacién para distintos valores de los

pardmetros m y n

Analisis a posteriori de la actividad 7
De acuerdo a nuestro analisis a priori, 10s alumnos lograron instrumentalizar la expresion

2 2
X . : g i .
+y—2 =1, vinculando las variables m y n a los semiejes de una elipse con eje focal

m?  n

coincidente con el eje de abscisas en algunos casos y en otros con el eje de ordenadas. De
igual forma instrumentaron dicha expresion debido a que vincularon las expresiones
algebraicas a las representaciones algebraicas en los casos en los que las variables

m y n asumen distintos valores.

Para ello se fijo el valor de n =10, de tal forma que cuando m > n, los alumnos sefialaron
que m esel semieje mayor de la elipse cuyo eje focal se halla sobre el eje de abscisas y en
otro caso, es decir m < n, los alumnos indicaron que m es el semieje menor de la elipse
cuyo eje focal se hall sobre el eje de ordenadas. . Para ello se us6 como mediadores de la
actividad la herramienta “Deslizador”, la Vista Algebraica y la Vista Gréfica del
Geogebra.
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Con los resultados anteriores, los alumnos lograron escribir la expresion algebraica de una
elipse con centro en el origen de coordenadas y eje focal coincidente a cualquiera de los

ejes coordenados. El uso del Geogebra, permitié manipular el eje focal de la elipse.

Conforme a lo previsto, en esta actividad se presento una restriccion de accion, ligada a la
estructura 'y funcionamiento del programa, especificamente dificultades para hallar el
simbolo exponente de una de las variables que acompafan las expresiones algebraicas y
que Rabardel (1995), tipifica como restricciones de accion. Al respecto, el Geogebra
dispone de un Teclado virtual — visto en la primera sesion de exploracion— desde donde

se seleccionan los simbolos requeridos cuando se hace uso de la Barra de Entrada.

Los alumnos mostraron que estan instrumentalizados e instrumentados con la elipse
porque relacionaron los valores de los parametros m y n a los semiejes de la elipse y

oA : x> y? .
porque representaron graficamente la elipse FJrn—2=1 cuando los parametros m y n
asumian distintos valores. De igual forma, las nociones de eje mayor, menor de la elipse
siguen instrumentadas ya que lograron ser movilizadas cuando se les vinculé a su

expresion algebraica.
Enel item a)
Analisis a priori

En esta parte los alumnos mostrardn que estan instrumentados con el significado de la
ecuacion de una circunferencia porque logran identificar el radio de dicha curva. Ademas
contindan instrumentando la Vista Algebraica del Geogebra, porque vincularan la
representacion gréfica y la algebraica por medio de la Vista Algebraica y Gréfica del
Geogebra.

Los equipos haran uso del teclado de la computadora para ingresar los datos. Cuando
necesiten el simbolo que representa al exponente, creemos tendran problemas para

identificarlo y buscaran la orientacion con el profesor. La ubicacion de dichos simbolos
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serd una restriccion de estructuracion de la accion, a pesar que esto fue tratado en la

primera sesion correspondiente a la Exploracion del Geogebra.

Luego de este impase, los alumnos ingresaran sin dificultades la ecuacion correspondiente,

pulsaran “Enter” y obtendran la grafica de la circunferencia en la vista gréfica.

En la figura 143 se muestra una circunferencia, que los alumnos obtendran luego de

2 2

. X .
ingresar en la Barra de Entrada del Geogebra la ecuacion — + Yy 1 y de manipular los
m

n2

valores de m y n hasta conseguir m=n=10.

Actividad 7 ~ .

Figura 143. Desarrollo Actividad 7 a

Luego, en la Vista Algebraica los alumnos podran vincular su expresion algebraica
corresponde a la expresion x> + y? =100 , luego que desplazan los deslizadores hasta

m=n=10. Esto significa que los alumnos estan instrumentados con la circunferencia
porque logran determinar su radio, ademas hay indicios para suponer que continlan
instrumentando la Vista Algebraica del Geogebra, porque vincularan la representacion

grafica y la algebraica de la elipse.

Posibles esquemas de utilizacion.
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e Circunferencia, eje mayor, menor de una elipse.
e Uso de las herramientas teclado virtual y la Vista Algebraica.

Parte predictiva de las acciones

2 2

. - Xty
Esperamos que luego de ingresada la expresion algebraica — + " =
m° n

1 a traves de la Barra
de Entrada, los alumnos identifiquen su representacion grafica como la de una
circunferencia cuando los valoresde m= n = 10. Pensamos que la ubicacion del simbolo
potencia serd una restriccion de estructuracion de la accion cuando los alumnos digiten el
simbolo que representa el exponente, que Segun Rabardel (1995), han sido inscritos en la

estructura y funcionamiento del artefacto e incorporadas por su disefiador.

Analisis a posteriori

2 2

£ N 7 X 3 .
En la Barra de Entrada ingresan la ecuacion — + Y__1 . Se les dificulta ingresar el
m

e
simbolo que representa a los exponentes de las variables. Ambos equipos tienen restriccion
de estructuracion de la accion porque los simbolos se hallan ligados a la estructura y
funcionamiento previsto por el disefiador. Se les hace recordar que en la sesion exploratoria
se vio el uso del Teclado Virtual, la cual aparece en la herramienta *“Vista”. Luego, de
ingresar la expresion, ambos equipos arrastran el deslizador hasta que n=m=10 y
determinan la expresion algebraica que aparece en la Vista Algebraica, de acuerdo a lo

planificado en el analisis a priori.

Es ond clecunferencia RAA0 10 . Ecuacion x*ty?=10(

Figura 144 Enunciado 7a. Equipo A
La figura 144, muestra que los alumnos del equipo Aestan instrumentados con la ecuacion
de una circunferencia, ya que logran expresar que la ecuacion x*+y*=100 es una

circunferencia de radio 10 unidades.
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Ademas no solamente lograron identificar el radio de dicha circunferencia sino que

también vincularon su representacion grafica a la representacion algebraica

La figura 145, muestra también que los alumnos del equipo B, estan instrumentados con la
ecuacion de una circunferencia porque lograron identificar el radio de la circunferencia y

vincularon su representacion grafica a la representacion algebraica.

Se convierle en uha  elyeun fe;cncu'q x< + yZ = 400

Figura 145. Enunciado 7a. Equipo B
Enel item b)
Analisis a priori

Pensamos que determinaran la expresion algebraica de la elipse con centro en el origen, eje

focal el eje de abscisas, en términos del semieje mayor a y del semieje menor b .

Como m>n los alumnos identificaran a la variable m como el semieje mayor de la elipse
cuyo eje focal se halla sobre el eje de abscisas. En esta parte los alumnos continuaran

instrumentandose con la nocion de eje focal, eje mayor, eje menor e iniciaran la

N
2

2
+y—2=1,

instrumentalizacion y la instrumentacién de la expresion algebraica
n

3

vinculando los parametros m y n a los semiejes de la elipse y graficando dicha expresion

analitica con dichos valores.

Luego, pensamos que determinardn la expresion algebraica de la elipse centrada en el
origen, con eje focal el eje de abscisas, cuando los deslizadores se hallan en los tres casos

que se ejemplifican.

Posibles esquemas de utilizacion.
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e El eje mayor, eje menor y la expresion algebraica de la elipse en la Vista

Algebraica
e Uso de las herramientas “Deslizador”, la Vista Grafica y Algebraica del Geogebra.
Parte predictiva de las acciones

Esperamos que deslicen m con valores mayores a n y observen el cambio simultaneo
de la expresion algebraica y de la representacion grafica de la elipse. Luego creemos que

identificaran sin problemas que el eje focal coincide con el eje de abscisas.

Los alumnos reemplazaran las variables m y n por valores numéricos asignados en el

enunciado, con el fin de determinar un patrén en las expresiones algebraicas para cada caso.

Cuando el valor de m =12 los alumnos observan la representacion grafica y escriben la

2 2

. . . X
expresion que aparece en la Vista Algebraica —+ Y 1, 12>10

122 102

Con el valor de m=15, los alumnos observan la representacion gréafica y escriben la

2 2
- ) . X
expresion que aparece en la Vista Algebraica o + D 1

o7 =L 15210

Cuando el valor de m =20 los alumnos observan la representacion grafica y escriben la

2 2

. . / X
expresion que aparece en la Vista Algebraica — -+ y—z =1, 20>10
20° 10
e ——n
Actividad 7
) S
Figura 146. Desarrollo Actividad 7 b 217
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La grafica de la figura 146, representa la elipse cuando el valor de m =15 . Se puede
observar que mientras m > n , la variable m representara el eje mayor de la elipse cuyo

eje focal se halla sobre el eje de abscisas.

Luego cuando la longitud del semieje mayor es a , la del semieje menor es b y el eje

focal es el eje de abscisas, los alumnos determinaron la expresion algebraica en

2 2

A - X
términosde a y b , que indica que —2+y—2:1 :
a~ b
Los alumnos identificaron que cuando el semieje mayor de la elipse m = ase halla sobre

el eje de las abscisas entonces dicho semieje se asocia al eje X en la expresion algebraica.

Consideramos que fue importante haber instrumentado algunas propiedades de la elipse
como eje mayor, eje menor, eje focal, eje normal, Vista Algebraica y Gréfica de la elipse,

ya que nos sirvieron de esquemas de uso para halla la representacion algebraica.
Analisis a posteriori

Ambos equipos arrastraron los deslizadores de manera aleatoria. Luego fijaron el

deslizador n =10 y arrastraron el deslizador m, de tal forma que m > n.

Debido a que los alumnos responden de manera similar presentaremos sélo el andlisis del
equipo, como se observa en la figura 147.

Actividad 7 _—

Figura 147. Gréfico 7b. Equipo A 218
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El equipo A

Como Se aprecia en la figura 147, luego de fijar el valor de n=10 y deslizar m, de tal
forma que m>n , los alumnos identificaron que la variable m correspondia al semieje
mayor de la elipse porque los alumnos estdn instrumentados con la nocion de los ejes
mayor y menor de la elipse cuyo eje focal se observa graficamente coincide con el eje de

abscisas del plano.

Luego en la figura 148, se observa que el equipo indica la posicion del eje focal respecto a

los ejes coordenados

Semuieye MOYOR =M . gem eJ€ MENDOR b=h
El eJ€ PO\ es el €JC de oS OSCLSAS

Figura 148. Enunciado Ejes 7b. Equipo A

2 2

y

Dada la ecuacion de la elipse — + =5 =1, los alumnos iniciaron la instrumentalizacion de
n

la expresion algebraica ya que lograron vincular las variables m y n a los semiejes de una
elipse cuyo eje focal coincide el eje de abscisas. Percibimos que dichas movilizaciones
respecto a los ejes mayor y menor de la elipse, eje focal y Vista Grafica influyeron en la
respuesta de los alumnos.

Xy

2
De igual forma creemos que el equipo se instrumentalizé con la relacion — + -~ =1,
n

3

debido a que vincularon las expresiones algebraicas a las representaciones algebraicas en

los casos indicados, es decir para los valores n=10 y m={12;15;20}, donde m>n.

En el siguiente cuadro, se presenta las distintas expresiones algebraicas que los alumnos

deben representar graficamente de acuerdo a los valores dados.
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piz) i

=110 m =12 LS S
(LY (o)
) )

n=10 m=15 i R,
(150" Q)
3 2

A=10 m = 20 AN S
(20)° Q0O)

Figura 149. Expresiones algebraicas 7b. Equipo A

En la figura 149 se muestran las expresiones algebraicas que corresponden a las distintas
representaciones graficas de la elipse que los alumnos movilizaron relacionandolas con los

semiejes de la elipse y con la Vista Algebraica y la Vista Gréafica, del Geogebra. Podemos

2 2
- = X

indicar que los alumnos estan instrumentando la relacion —2+y—2=
m° n

1 vinculando los

parametros de la elipse a la grafica correspondiente.

Previamente los alumnos identificaron a la variable m como el semieje mayor de la elipse
debido a que movilizaron las nociones de los ejes mayor y menor, eje focal y Vista Gréfica
de la elipse.

Ademas identificaron que el semieje mayor se halla sobre el eje de abscisas, lo que

significa que la variable a, esta asociada al eje X en la expresion algebraica.

Figura 150. Expresion Algebraica Origen 7b. Equipo A

Como se muestra en la figura 150, el equipo determind la expresion de la elipse con centro
en el origen, eje focal el eje de abscisas, longitud del semieje mayor a y longitud del

semieje menor b, a>b.

220

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gz_ur\éeaggno

DEL PERU

Los alumnos identificaron que cuando el semieje mayor de la elipse m = a se halla sobre

el eje de las abscisas entonces dicho semieje se asocia al eje X en la expresion algebraica.

Consideramos que fue importante haber instrumentado algunas propiedades de la elipse
como eje mayor, eje menor, eje focal, eje normal, Vista Algebraica y Gréafica de la elipse,

ya que nos sirvieron de esquemas de uso para halla la representacion algebraica.

Asimismo, el deslizador fue disefiado con el objetivo de vincular los pardmetros de la
representacion grafica con los de la expresion algebraica y asi contribuir a la movilizacion

de las propiedades de la elipse.
Enel itemc)
Es muy similar a la anterior, la desarrollamos de manera anéloga.

Como m < n los alumnos identificaran a la variable m como el semieje menor de la elipse

de eje focal sobre el eje de ordenadas.

En esta parte los alumnos continuardn instrumentandose con la nocion de eje focal, eje
mayor, eje menor y con la interpretacion de las expresiones de la Vista Algebraica del

Geogebra e iniciaran la instrumentalizacion y la instrumentacion de la expresion algebraica

2

2
W
T

m n

=1, vinculando los parametros m y n a los semiejes de la elipse y graficando
dicha expresion analitica con dichos valores.

Luego, pensamos que determinardn la expresion algebraica de la elipse centrada en el
origen, con eje focal el eje de ordenadas, cuando los deslizadores se hallan en los tres casos

que se ejemplifican.
Posibles esquemas de utilizacion.

e El eje mayor, eje menor y la expresion algebraica de la elipse en la Vista

Algebraica

e Uso de las herramientas “Deslizador”, la Vista Grafica y Algebraica del Geogebra.
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Parte predictiva de las acciones

Esperamos que deslicen m con valores menores a n y observen el cambio simultaneo
de la expresion algebraica y de la representacion grafica de la elipse. Luego creemos que

identificaran sin problemas que el eje focal coincide con el eje de ordenadas.

Los alumnos reemplazaran las variables m y n por valores numéricos asignados en el

enunciado, con el fin de determinar un patron en las expresiones algebraicas para cada caso.

Cuando el valor de m =9 los alumnos observan la representacion grafica y escriben la

2 2
L . A
expresion que aparece en la Vista Algebraica —-+ bd 2 1
9

ia? , yaque 9<10.

Con el valor de m=7, los alumnos observan la representaciéon gréafica y escriben la

2 2

. . . X
expresion que aparece en la Vista Algebraica -z + 1)& =il 7<10

Cuando el valor de m =5 los alumnos observan la representacion gréfica y escriben la

2 2
. . —
expresion que aparece en la Vista Algebraica —-+ y—z =il 5<10
5° 10
: :;mcc:i’mg+y‘/1uu=1 L@‘.' ——— ‘
e Actividad 7
Figura 151. Desarrollo Actividad 7 ¢ 222
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La grafica de la figura 151, representa la elipse cuando el valor de m=7 . Se puede
observar que mientras m < n , la variable m representara el eje menor de la elipse cuyo

eje focal se halla sobre el eje de abscisas.

Luego cuando la longitud del semieje mayor es a , la del semieje menor es b y el eje

focal es el eje de ordenadas, los alumnos determinaron la expresion algebraica en términos

2 2

de a y b ,queindicaquea X—+y—:1

b?> a’
Los alumnos identificaron que cuando el semieje mayor de la elipse n=a se halla sobre

el eje de ordenadas, entonces dicho semieje se asocia al eje Y en la expresion algebraica.

Consideramos que fue importante haber instrumentado algunas propiedades de la elipse
como eje mayor, eje menor, eje focal, eje normal, Vista Algebraica y Gréfica de la elipse,
ya que nos sirvieron de esquemas de uso, Yya que se les pudo asociar para hallar la

representacion algebraica de la elipse.
Analisis a posteriori

Ambos equipos arrastraron los deslizadores de manera aleatoria. Luego fijaron el
deslizador n =10 y arrastraron el deslizador m, de tal forma que m <10.

Debido a que los alumnos responden de manera similar y sin ninguna dificultad esta

pregunta presentaremos solo las respuestas del equipo B
El equipo B

Luego de fijar el valor de n=10 y deslizar m, de tal forma que m<n , los alumnos
identificaron que la variable n correspondia al semieje menor de la elipse porque los
alumnos estan instrumentados con la nocion de los ejes mayor y menor de la elipse cuyo eje

focal se observa graficamente coincide con el eje de abscisas del plano.
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EERFEE ~ Vista Grahca

Cénica . ¥ — v |
'@ cx*49+y*(100=1 ﬁ‘ . |
Nimero

5 m=7 12
9 n=10

Actividad 7

Figura 152. Gréafico 7c. Equipo B

Como Se aprecia en la figura 152, los alumnos identificaron que el semieje mayor a de la
elipse corresponde al valor n, y que el semieje menor b de la elipse corresponde al valor

de m , luego de fijar el valor de n =10 y deslizar m, de tal forma que m<n .

Debidoaque m<n=10 , se cumplié que la longitud del semieje menor correspondio al
valor de m y que la longitud del semieje mayor correspondio al valor de n . Por lo tanto

el eje focal de la elipse que contiene al eje mayor, se encuentra sobre el eje de ordenadas.

Luego en la figura 153, observamos que el equipo continda instrumentalizando la expresion

2 2

X° oy —_ . - : -
— +-5 =1 ya que movilizd las nociones de semiejes de la elipse, determind que el
n

m
semieje mayor es n , que el semieje menor es m, y que finalmente el eje focal es el eje de

ordenadas.

:‘)(;.-'1?1:'}-6’- ;r‘,ﬂy\_’)r a2 =n. S?(’i'i}f‘(]\f meohor é =m Ej F)m ]L\'L}{ &y u/ UC (‘/c‘

ordenadas

Figura 153. Enunciado 7c. Equipo B
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2 2

Dada la ecuacion de la elipse —+y—2 =1, los alumnos iniciaron la instrumentalizacion de

m® n
la expresion algebraica ya que lograron vincular las variables m y n a los semiejes de una
elipse cuyo eje focal coincide el eje de abscisas. Percibimos que dichas movilizaciones
respecto a los ejes mayor y menor de la elipse, eje focal y Vista Grafica influyeron en la

respuesta de los alumnos.

De igual forma creemos que el equipo se instrumentaliz6 con la relacion —+y—2_1,
n

3,

debido a que vincularon las expresiones algebraicas a las representaciones algebraicas en

los casos indicados.

Segn mostramos en la figura 154, el equipo B halla las expresiones algebraicas en los

casos indicados, es decir para los valores n=10 y m= {5;7;9}, enelcasoque m<n ..

v 2
H=10 m=9 'X,___;‘ Y
(2) (,!0)
A 2
n=10 m=7 --K_j.g._t&j__:
(72) (o)
A 2
n=10 m=>35 X 5 7 =
&) L)

Figura 154. Expresiones algebraicas 7c. Equipo B

Ademaés identificaron que el semieje mayor se halla sobre el eje de ordenadas, lo que

significa que la variable a, esta asociada al eje Y en la expresion algebraica.

Podemos indicar que los alumnos estan instrumentando la relacién —2 y—z
n

=1 ya que

3

vincularon los parametros de la elipse a la grafica correspondiente.
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Como se muestra en la figura 155, el equipo B determind la expresion de la elipse con
centro en el origen, eje focal el eje de ordenada, longitud del semieje mayor a y longitud

del semieje menor b, a>b

Figura 155. Expresion Algebraica Origen. Equipo B

Los alumnos identificaron que cuando el semieje mayor de la elipse nse halla sobre el eje
de las ordenadas, entonces dicho semieje se asocia al eje Y en la expresion algebraica.
Consideramos que fue importante haber instrumentado algunas propiedades de la elipse
como eje mayor, eje menor, eje focal, eje normal, Vista Algebraica y Gréafica de la elipse,

ya que nos sirvieron de esquemas de uso para hallar la representacion algebraica.

La creacion del deslizador asociado a los pardmetros de la elipse y a la expresion
algebraica, influyeron en los alumnos para que movilizaran las propiedades de la elipse

relativa a los ejes y a las Vistas del Geogebra.

En la presente actividad podemos afirmar que los alumnos pasaron por un proceso de

XXy .
— +~= =1 porque le atribuyeron

2
instrumentalizacion respecto a la expresion algebraica 5
n

3

propiedades a los pardmetros my nvinculandolos con los semiejes de la elipse. De igual

forma, podemos decir que los alumnos instrumentaron dicha expresion, porque lograron

vincularla a una representacion grafica cuando los pardmetros myn tomaron diversos

valores.

2 2

y

En la siguiente actividad, la expresion algebraica — + - =1 evoluciona como esquema
m° n

de uso para escribir la expresion algebraica de una elipse con centro en cualquier punto

(h,k) del plano y eje focal paralelo a cualquiera de los ejes coordenados.
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Analisis de la actividad 8

En el cuadro 16 presentamos la actividad 8, la cual consta de tres items. A continuacion

elaboramos el andlisis a priori y a posteriori de cada una de las partes correspondientes.

Cuadro 16. Actividad 8

ACTIVIDAD 8

Abra el archivo Actividad_8.ggb. Se muestra una elipse con centro en el origen, eje focal el de abscisas y su

2 2

X
expresion algebraica 5—2 + ;2 =1.

a) Mueva el deslizador hasta que el nuevo centro de la elipse sea el punto  A(8,6)

Escriba la expresion algebraica de la elipse en términos de su nuevo centro

=1

¢Qué elementos se mantienen invariantes en la elipse?

b)  Trace los lados rectos de la elipse con centro en A . Luego mueva el punto A vy traslade la elipse sobre

el plano de coordenadas.
Halle la expresion algebraica de la elipse cuando el centro A esta sobre el eje de abscisas
Halle la expresion algebraica de la elipse cuando el centro A esta sobre el eje de ordenadas

Halle la expresion algebraica de la elipse cuando el centro A esta sobre los planos coordenados.
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¢Qué elementos se mantienen invariantes en la elipse?

c) Escriba la expresion algebraica de una elipse con centro en cualquier punto (h, k) del plano, eje focal

paralelo el eje de abscisas. Considere @ la longitud del semieje mayor y b la longitud del semieje

menor.

Escriba la expresion algebraica de una elipse con centro en cualquier punto (h, k) del plano, eje focal

paralelo al eje de ordenadas. Considere a la longitud del semieje mayor y b la longitud del semieje

menor

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad_8.ggb en la carpeta escritorio de la computadora
asignada. Cierre el archivo y continte con la siguiente pregunta
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Analisis a priori de la actividad 8

Creemos que los alumnos evolucionan la expresién algebraica

esquema de uso y lograran expresar la ecuacion algebraica de una elipse de la forma

(=1 (y=K)
m n

=1, es decir una elipse con centro en cualquier punto (h, k) del plano
y eje focal paralelo a cualquiera de los ejes coordenados.

Para ello usaremos como mediador la herramienta “Deslizador”, la Vista Algebraica y la
Vista Gréafica del Geogebra. Ademas creemos que siguen instrumentados con el trazo del
lado recto, porque lograran obtener los focos de la elipse, por donde se trazaran las cuerdas
de dicha curva. De igual forma, el uso de algunas herramientas del Geoegebra, como el
trazo de rectas, circunferencias, puntos de interseccion, nos hacen pensar que dichas

herramientas se hallan en una fase de personalizacion.

Actividad 8 e

d=024

Figura 156. Actividad 8

En la figura 156, los alumnos trasladaran la elipse hacia el punto A(8;6) que se visualiza en
la zona grafica, para ello usaran el deslizador. Luego escribiran la expresion algebraica de
la elipse en términos de su nuevo centro A(8;6), usando la Vista Algebraica. Paralelamente

indicaran que tanto las longitudes del eje mayor y menor, asi como su lado recto, se

mantendran sin variacion, luego que la curva haya sido trasladada.
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Analisis a posteriori de la actividad 8

Los equipos Ay B, lograron movilizar como esquema de uso la expresion algebraica

2 2

X - . :
—2+y—2:1, de tal forma que expresaron la ecuacion algebraica de una elipse de la
m° n

_ 2 _ 2
forma (x 2h) + (y Zk) =1, es decir una elipse con centro en cualquier punto (h, k) del
m n

plano y eje focal paralelo a cualquiera de los ejes coordenados.

Ademéas, afirmamos que la movilizacion de las herramientas del Geogebra, como
“Deslizador”, la Vista Algebraica y Gréfica, influyeron en el desarrollo de la actividad ya
que permitieron trasladar la elipse por el plano y vincular esta representacion grafica a su

expresion algebraica que aparece en la Vista Algebraica.

Figura 157. Traslacion Elipse

En la figura 157, se muestra a una alumna trasladando la elipse centrada en el origen hacia
otro punto distinto del origen de coordenadas, haciendo uso del deslizador. Posteriormente
trazan los lados rectos de la elipse, lo cual nos indica que los alumnos permanecen

instrumentados con esta nocion.
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Ademads, algunas herramientas del Geogebra, como trazos de rectas paralelas,
perpendiculares, circunferencias, puntos de interseccidn, se encontraron en la fase de
personalizacion. Trouche (2004) nos indica que en esta etapa el sujeto encaja las
herramientas de acuerdo a su requerimiento. Luego, los alumnos nombraron a los ejes
mayor y menor como elementos invariantes de la elipse al ser trasladada alrededor del
plano. El lado recto fue omitido como propiedad invariante de la curva por la falta de

visibilidad de este elemento en su representacion gréafica.

Tampoco se tomd en cuenta que la funcién de la herramienta “Segmento de longitud fija”
podria servir como radio de una circunferencia. Segun Trouche (2004) cuando el sujeto
hace uso de la herramienta en direcciones imprevistas por el fabricante, dicha herramienta

puede ubicarse en una fase de Transformacion.
Enel item a)
Andlisis a priori

Esperamos que el equipo vincule la representacion grafica de la elipse a su expresion
algebraica en términos de su nuevo centro ubicado en el punto A(8;6), porque movilizara

2 2
- - X
como esquema de uso la expresion algebraica —- + lz —
m n

1. Dicha expresion algebraica

vincula los pardmetros myn a los semiejes y a la representacion gréafica de la elipse.

Luego creemos que al comparar la curva antes y después de la traslacion, sefialard a los
ejes y al lado recto de la elipse como elementos invariantes. Sus acciones estaran mediadas

por la herramienta “Deslizador”, la vista algebraica y gréafica del Geogebra.
Posibles esquemas de utilizacion:

e La representacion algebraica de la elipse y algunos elementos de la elipse como eje

mayor, menor y eje focal.
e Usa la herramienta “Deslizador”, y la Vista Grafica y Algebraica.

Parte descriptiva de las acciones
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El equipo hace uso del deslizador y observa que la elipse de centro(0;0) se traslada a un

nuevo centro de coordenadas A(8;6). Luego despliega la vista algebraica y escribe la

2 2
(X2_58) + (y ; 6) =1 en términos de su nuevo centro.

expresion

Actividad 8

Figura 158. Desarrollo Actividad 8 a

En la figura 158, los alumnos usaran el deslizador d que permite trasladar el centro de la
elipse al punto A(8;6). Luego escribiran la expresion algebraica de la elipse en términos de

su nuevo centro y sefialaran que tanto el eje mayor y menor asi como el lado recto, se

mantienen invariantes en la curva trasladada.
Andlisis a posteriori

Los alumnos lograron vincular la representacion grafica de la elipse. Ambos equipos

arrastran el deslizador hasta el punto A(8.6) y consiguen trasladar la elipse de centro el
origen de coordenadas a otra de centro A(8.6). Luego hacen visible la vista algebraica y

(-8, (y-6)’
25 9

escriben la expresion =1 que corresponde a ecuacion de la curva
trasladada.

Consideran al eje mayor y menor como elementos invariantes de la elipse cuando la curva

es trasladada. No se previé que omitieran el lado recto de la elipse. Sin embargo este
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elemento es mencionado como elemento invariante en el siguiente item, probablemente

porque inicialmente el lado recto es trazado en la elipse antes de ser trasladada.

Se. mantienen nuaRantes s s MaYoRrR y mMenor

Figura 159. Enunciado 8a. Equipo A

El l:(‘JL mayo (.Zq_) y el Uf menor (2.5)

Figura 160. Enunciado 8b. Equipo B

Como se muestra en las figuras 159 y 160, los alumnos s6lo consideran a los ejes de la
elipse como invariantes. Probablemente, omitan otras caracteristicas como la longitud del

lado recto por ejemplo, porque no observan su representacién gréfica.
En el item b)

Analisis a priori

(x-h)?  (y-k)?

m? n

Pensamos que determinaran las ecuaciones de la elipse =1cuando el

centro se ubica en el eje de abscisas, ordenadas o en cualquier otra posicion del sistema de

coordenadas cartesianas ya que se hallan instrumentados con la expresion algebraica

2

2
XY

+ =z
m?  n?
Creemos una vez trasladada la curva, trazaran los lados rectos de la elipse porque se hayan
instrumentados con esta propiedad de la elipse. De igual forma no tendran dificultades para
obtener los focos de la elipse, porque pueden movilizar la condicion geométrica de la elipse
0 hacer uso de la herramienta “Compéas” del Geogebra. Para ello hardn uso de las

herramientas del que involucra el trazo de rectas, puntos de interseccién, trazos de
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circunferencias, compas, que pensamos segun Trocuhe (2004) se hallan en fase de

personalizacion porque el sujeto las encaja dentro de su requerimiento.

También creemos que mencionard como elementos invariantes al eje mayor, eje menor,

lado recto de la elipse, los cuales fueron mencionados como invariantes en el item anterior.

Posibles esquemas de utilizacion.

e La representacion algebraica de la elipse y algunos elementos de la elipse como eje
mayor, menor y eje focal..

e Usa la herramienta “Recta perpendicular”, “Recta paralela”, “Interseccion de

objetos”, “Compas”, “Elige y mueve”, la Vista Gréfica y Algebraica.
Parte predicativa de las acciones.

Con la herramienta “Compds” traza una circunferencia con centro en uno de los extremos
del eje menor y radio la longitud del semieje mayor de la elipse y encuentra los focos de la
elipse, como se muestra en la figura 161. Luego con la herramienta “Recta perpendicular”

selecciona el eje focal y los focos de la elipse, y traza la recta que contiene a los lados
rectos de la elipse

! Y -
Actividad & © [ \ o

@ G=(1201,8)

4 H=(157.8)

4 1= (357, 7.14) [ N s i5.6) {
@ d=(387,4.09) I = | -

3 K=[1203,7.14) \ -

@ L={12.03,4.19) -~

setn s

4 wx- -

3 wye

4 Ex=1s F —

Figura 161. Desarrollo Actividad 8 b
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Creemos que para determinar la longitud del semieje mayor de la elipse usara la elipse

que tiene centro en el origen.

Arrastra la grafica con la herramienta “Elige y mueve” a cualquier punto del eje de abscisas

y obtiene la expresion algebraica solicitada.

Finalmente arrastra la grafica con la herramienta “Elige y mueve” a cualquier punto del

plano y obtiene la expresion algebraica solicitada.
Analisis a posteriori

De acuerdo a lo previsto, los alumnos determinaron las ecuaciones de la elipse

(=1 (y=K)’
m n

=1cuando el centro se ubica en el eje de abscisas, ordenadas o en

cualquier otra posicion del sistema de coordenadas cartesianas ya que se hallan

2 2
. , X
instrumentados con la expresion algebraica — + Y _1.
m

=
Asimismo trazaron los focos de la elipse, haciendo uso de las construcciones geométricas,
luego trazan sin dificultades los segmentos que representan a los lados rectos de la elipse.
Esto nos indica que siguen existiendo indicios que la nocién de lado recto se ha
instrumentado. De igual forma el uso de las herramientas para dicha construccion, y que
fue prevista también en el analisis a priori, nos indica que el trazo de rectas, puntos de
interseccién, trazos de circunferencias, compas, se hallan en fase de personalizacién porque

segun Trouche (2004) el sujeto las encaja dentro de su requerimiento.
El equipo A

Para determinar uno de los focos, halla el valor de ¢ =4, haciendo uso de la relacion

2 =b®+c” ya que - por medio de las coordenadas que obtiene en la Vista Algebraica -

a
puede determinar la longitud del semieje mayor (a=5) y menor (b=3). Luego,
selecciona la  herramienta “Segmento de Longitud Fija” (omite el trazo de la

circunferencia) y con centro A(8.6) traza un segmento de longitud c =4 equivalente al
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radio de una circunferencia centrada en A. Determina por defecto, el foco del lado derecho

de la elipse.

Actividad 8

Figura 162 Gréafico 8b. Equipo A

En la figura 162, se muestra que los alumnos del equipo Aomiten la mediacion de la
circunferencia para ubicar los focos de la elipse.

Similar procedimiento utiliza para encontrar el foco izquierdo, el equipo toma como
extremo el vértice izquierdo de la elipse y traza un segmento de longitud a—c=1 con la
herramienta “Segmento de Longitud Fija”. Segun Trouche (2004), el sujeto puede hacer
uso de la herramienta en direcciones imprevistas por el disefiador, esta fase es conocida

como fase de Transformacion y no fue concebida en el analisis a priori.

Luego el equipo procede a trazar las rectas perpendiculares que contienen a los lados

rectos de la elipse.
El equipo B.

Para determinar los focos, el equipo halla un extremo del eje menor de la elipse que tiene
centro en el punto A(8.6) . Para ello, traza una recta que pasa por el centro de dicha elipse
y que es perpendicular al eje focal. Luego, con la herramienta “Interseccion”, determina
ambos extremos del eje menor de la elipse, y los etiqueta como extremo superior D y

extremo inferior B. Con centro en el extremo superior D y radio la longitud el semieje
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mayor, traza una circunferencia, con la herramienta “Compas”, determinando los focos de

la elipse sefialada. Luego son renombrados como los puntos F1y F2

El trazo de los lados rectos de la elipse, se obtienen con la herramienta “Recta

perpendicular”, al eje focal y que pasa por uno de los focos de la elipse.

=] | = Vista Grafica
[ D —d

128y 181 " _ -
SBF RS iy G Ig = L -
B etyspe2s -

s Actividad &

Figura 163 Grafico 8b. Equipo B

Ambos equipos arrastran el deslizador hasta que el punto A logre ubicarse en tres

posiciones distintas: el eje de abscisas, eje de ordenadas y finalmente en cualquier punto
del plano.

En la figura 164 se muestran las expresiones algebraicas correspondientes a la elipse

2 2
- - X
centrada en tres posiciones distintas del plano. Se muestra que la expresion — + y—z =1, ha
n
sido movilizada como esquema de uso ya que los alumnos vinculan los parametros de la

expresion con los semiejes y con la representacion grafica de la elipse.

o 3 1 2 -'-,LJJ";LF?I’.,‘.‘."*.I_}
\j ?":_ +<j i’;j =l (X i —t\._:):‘_‘i ._,-'I..'?‘!"]]l_l

f’;(-.*{)l
WATO% =1 T - :
B 9 ) 9 25

N

Figura 164 Expresiones Algebraicas 8b. Equipo A 237
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Se observa que en la figura 165, el equipo A adiciona como elemento invariante, ademas
de los ejes mayor y menor, la longitud del lado recto. Probablemente haya considerado
incorporar el lado recto como elemento invariante debido a que esta cuerda es trazada y se
convierte en visible.

Se moantienen (nuorwntes 10s ejes mMmayor, NLENoR Y
¢! 10d0 recto

Figura 165 Enunciado 8b. Equipo A

En la figura 166, mostramos la respuesta del equipo B , indicando las expresiones
algebraicas de la elipse cuando el centro se halla sobre el eje de abscisas, luego cuando el

centro esta sobre el eje de ordenadas y sobre algin punto del plano cartesiano.

> 2 = . 2, %
(x=6)% ¥~ _, A2 (-9 (:-3) Ly 5)_

1 2 25 ¢ 25 9

Figura 166 1° Expresiones Algebraicas 8b. Equipo B

2 2

X . ™
Se muestra que la expresion — + Y__1, ha sido movilizada como esquema de uso ya que
m

M=
los alumnos vinculan los pardmetros de la expresion con los semiejes y con la

representacion gréafica de la elipse.

De igual forma, en la figura 167, el equipo B adiciona como propiedad invariante, ademas

de los ejes mayor y menor, la longitud del lado recto.

Se man /10:‘;(-0 3/n c‘L‘)mZer o5 Jaelos meyoy y menor tovm b reh

[_,/ /L;m’o r'(c‘jb-

Figura 167 Enunciado 8b. Equipo B
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Enel itemc)
Parte predictiva

Esperamos que los equipos logren identificar la ecuacion de la elipse que tiene centro en el

punto (h,k) y eje focal paralelo a cualquiera de los ejes coordenados.

(x-h° (y-K°_,

" o’ Eje focal paralelo el eje de abscisas

(x=h?* (y-k*_,
b? a’ Eje focal paralelo el eje de ordenadas.

Figura 168. Expresiones Algebraicas 8c

Se muestra en la figura 168, las expresiones algebraicas de una elipse con centro (h, k). El

deslizador disefiado para la actividad, permitird que los alumnos manipulen la elipse y la

trasladen a un punto distinto al origen de coordenadas.

Posibles esquemas de utilizacion:
e Algunos elementos de la elipse y la representacion algebraica de la curva
e La Vista Grafica y Algebraica del Geogebra.

Entonces escribe las expresiones algebraicas de la elipse con centro en (h,k), longitud

del semieje mayor (a) y la longitud del semieje menor (b)
Andlisis a posteriori

Los alumnos no tienen dificultada para escribir las expresiones algebraicas de la elipse

con centro en cualquier punto (h,k)del plano, eje focal paralelo a los ejes coordenados,

considerando la longitud del semieje mayor (a )y lalongitud del semieje menor.
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Considerando que las respuestas son similares, tomaremos en cuenta la respuesta del

equipo A

En la figura 169, se muestra la ecuacién de la elipse con centro el punto (h;K), eje focal

paralelo el eje de abscisas, siendo a la longitud del semieje mayor y b la longitud del

semieje menor.

Figura 169 1° Enunciado 8c. Equipo A

En la figura 170, se muestra la ecuacion de la elipse con centro el punto (h;k), eje focal

paralelo el eje de ordenadas, siendo a la longitud del semieje mayor y b la longitud del

semieje menor.

Figura 170 2° Enunciado 8c. Equipo A

Estas situaciones evidencian que el uso del Geogebra, como la Vista Algebraica, Grafica, la
creacion de un deslizador vy el disefio de la secuencia de actividades, permiten a los
alumnos, el descubrimiento progresivo de algunas propiedades de la elipse. Inicialmente se
instrumentalizo la expresion algebraica de la elipse, enriqueciendo sus parametros a los
semiejes, luego se instrumentd vinculando estos pardmetros a sus representaciones

graficas. Finalmente la expresion algebraica evolucion6 como esquema de uso, y se hallo

(=h? | (y=K)
m n

otra de la forma

=1, es decir una elipse con centro en cualquier punto
(h,k) del plano y eje focal paralelo a cualquiera de los ejes coordenados.

La siguiente actividad propuesta tiene una sola pregunta y movilizaremos a la elipse como

instrumento que media sobre un objeto determinado.
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Analisis de la actividad 9

En el cuadro 17 presentamos la actividad 9, que consta de una sola pregunta. A

continuacién elaboramos el andlisis a priori y a posteriori de la actividad correspondiente.

Cuadro 17. Actividad 9

ACTIVIDAD 9 - Reto para el alumno.

Abra el archivo Actividad_9.ggb se muestra el eje focal de una elipse paralelo al eje de abscisas, donde F; es

uno de sus focosy M es el extremo del eje menor de la elipse.

Usando construcciones geométricas halle el otro foco F,, los vértices V, y V, y el otro extremo N del
eje menor. Luego con la herramienta “Elipse” dibuje la curva

Explique su procedimiento

En la vista gréafica haga visible los ejes coordenados. Luego encuentre:

Las coordenadas de los vértices

Las coordenadas de los focos

Las coordenadas de los extremos del eje menor
Los extremos del lado recto

La ecuacidn de la elipse

De acuerdo a su grafico, sin necesidad de elaborar calculos, ¢la excentricidad tendra valores cercanos a cero
0 auno?

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad_9.ggb en la carpeta escritorio de la computadora
asignada. Cierre el archivo y continde con la siguiente pregunta
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Anélisis a priori de la actividad 9

En esta actividad los alumnos deberan dibujar una elipse, a partir de uno de los focos y un
extremo del eje menor. Ademas deberan determinar todos los elementos que le han sido
atribuidos a dicha curva. Creemos que los alumnos movilizaran las propiedades de la
elipse, ya que el artefacto ha sido enriquecido con ciertas caracteristicas que fueron

emergiendo, evolucionando, y agrupandose a lo largo de las actividades.

4rchivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

BRSOl PANISI=IEY
'|'L"N Mediano v"}

Actividad 9

Figura 171. Actividad 9

La figura 171 muestra la actividad 9. Creemos que los alumnos tienen instrumentadas las
propiedades de la elipse que han atribuido, tales como la condicion geométrica, la
determinacion de los focos, vértices, extremos del eje menor, la relacién entre los
parametros, el lado recto, la excentricidad, la vinculacion entre sus representaciones
gréficas y las expresiones algebraicas, asi como la representacion de dichos elementos en
el sistema de coordenadas cartesiano de acuerdo al uso de las Vista Algebraica y Vista

Gréfica.
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Tomando como referencia las acciones en las actividades anteriores de los equipos Ay B,

esperamos que dichos equipos movilicen las propiedades de la elipse en relacion con una
clase de acciones, de tal forma, que los nuevos esquemas de utilizacién que fueron
agregados de manera progresiva en las actividades previas, hayan favorecido la elaboracion

del instrumento elipse.
Posibles esquemas de utilizacion:
e Laelipse y la representacion algebraica de la curva

e Usa las herramientas “Recta perpendicular”, “Interseccién de dos objetos”,

“Circunferencia”, “Elipse”, “Renombrar” y “Vista Algebraica”
Parte predictiva de las acciones.

Existen distintas formas de proceder frente a esta situacion. Mostraremos una de ellas, pero
no por ello, la mé&s eficiente ni la recomendada. Se muestra la elaboracion de la elipse en la

figura 171, y la descripcion de las posibles acciones a continuacion.

¥ Visia Algebraica x| * Vista Grafica
- Conica -
3 erx-TF+(y-2F=25 ﬁln
G F(x-TF+{y-2F=11.9
VOgX-TPI36.9+(y-2F/11.9=1
= MNimero
O distanciaCF2=5 Actividad 9

- Anw

) distanciaCV2 = 6.07 El
= Punto
@ A={2,004)
0 B=(12,2)
@ C=(7,2)
—3 € =2.2) e "
3 D=(7,2)
@ E=(7,-145)
@ F=(2,3.96) F

@ F1=(2,2) 4

9 F2=(12,2)

@ G=(12,0.04)

@ H=(12,3.96)

@ M=(7,145) c

@ N=(7,545 ”

-~ V1=(0.93,2) F1 F2 [ w2
-~ @ V2=(13.07,2)

- Recta

~0 bix=7 o

~@ cy=2 [ A a B 8 1 2 6 14
=@ d:x=7
@ h:x=2

@ ix=12
= Segmento -2
2 a=10

Figura 172. Desarrollo Actividad 9

Trazo del eje normal: Sefiala la herramienta “Recta Perpendicular” selecciona el eje focal

de la elipse, el punto M vy traza el eje normal de la elipse.
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Crea el centro C de la elipse: Con la herramienta “Interseccion de dos objetos” selecciona
el eje focal, el eje normal y halla el centro de la elipse, con la herramienta “Renombrar” lo

etiqueta como el punto C.

Crea el foco F2: Con la herramienta “Compas” toma como radio la distancia del centro

al foco F1, como centro de la circunferencia el punto C, y traza la circunferencia.

Con la herramienta  “Interseccion de dos objetos”, selecciona el eje focal y la
circunferencia y halla el foco. Con la herramienta “Renombrar” lo etiqueta como F2. Crea

el extremo superior N del eje menor:

Con la herramienta “Compas” toma como radio la distancia del centro al extremo M del

eje menor, como centro el punto C, y traza la circunferencia.

Con la herramienta  “Interseccion de dos objetos”, selecciona el eje normal, la

circunferencia de radio CM vy halla el extremo N que representa el extremo superior del

eje menor.

Para realizar el trazo global de la elipse usa la herramienta “Elipse”, selecciona dos focos y

un punto que pertenezca a la elipse y traza la curva.

Crea los vertices V, y V, de laelipse: Con la herramienta “Interseccion de dos objetos”,

selecciona el eje focal, y determina los vértices. Con la herramienta “Renombrar” los

etiqguetacomo V, yV, .

Para insertar las coordenadas y la expresion gréafica de la elipse, se hace visible los ejes
coordenados, la vista algebraica y escriben:

Las coordenadas de los vértices vV, (0.93 2) V, (13.07; 2)
Las coordenadas de los focos F, (2,2 F, (12; 2)

Las coordenadas de los extremos del eje menor M, (7; —1.45) F, (7; 5.45)
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Las coordenadas de los extremos del Lado Recto. A, (2; 0.04) F (2; 3.96)

A, (12, 0.04) H (12; 3.96)

2 2
x-1° (-2 _,
36.9 11.9

Ecuacién de la elipse

La excentricidad tendra valores cercanos a uno porque la elipse tiene forma alargada

Estas acciones nos indicarian que hay indicios que instrumentaron las propiedades de la

elipse.
Andlisis a posteriori de la actividad 9

De acuerdo a nuestro analisis a priori, las acciones mostraron que los alumnos movilizaron
las propiedades del artefacto como por ejemplo: la condicion geométrica de la elipse para
determinar los focos, la nocion de lado recto para el trazo de las cuerdas
correspondientes, la excentricidad para elaborar una interpretacion adecuada de la
cercania de los vértices y focos, los trazos de rectas paralelas, rectas perpendiculares,
circunferencias, puntos de interseccion, distancias y el uso del mena contextual, con el
objetivo de concretar ciertos puntos basicos, ademas la identificacion de las expresiones
algebraicas y algunas coordenadas de la elipse de acuerdo a la interpretacion de las Vista

Algebraicay Vista Grafica.

El equipo A

En la figura 173, se muestra el grafico del equipo A, cuyas acciones detallamos:

Halla las coordenadas del foco y del extremo del lado recto, cuyos puntos son datos del

enunciado.

Trazo del eje normal: Sefiala la herramienta “Recta Perpendicular” selecciona el eje focal

de la elipse, el punto M vy traza el eje normal de la elipse.
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Crea el centro C de la elipse: Con la herramienta “Interseccion de dos objetos” selecciona
el eje focal, el eje normal y halla el centro de la elipse, con la herramienta “Renombrar” lo

etiqueta como C y halla las coordenadas.

Luego, para obtener el foco F2, emplea otras acciones a las previstas, Con la herramienta
“Compas”, radio la distancia del centro a uno de los vértices y centro el extremo del eje

menor, traza la circunferencia que intercepta al eje focal en los puntos F1 y F2

Visia A = Vista Grifica
Céied . i A N Paquafla 4
- TP+ {y + 1.45) = 369
4 TPIBI+y-2FINe=-1
= MNimemn
distanciaF11C = §
distoncial 1972 = 10 T = 145 Actividad @
distanciatiC = 345 - b :
distanciaVic = 6.07 SEMEMELY Joch i hrg
Punin VIC = 607 o —
A= (T, 145 a= 607 /.," e —t— .
B=(12.3) — g —~ T
3 C=(1,3) FIC =5 ud Lt / = B
o= n \\
F=(2,2) / .
s M =28 I/ .
' | o} woe 1
4 F2=12.2) —FIFZ =10 T T
J L1=(2.396) VAR F1y=2.2) 12.2 u(}
3 L2=(12,3.96)
3 M=, 145
@ W=7, 545)
3 W1agz,004 Yo ® 1 - z b Iu"ll Ry H 13 a A i I "
3 /I =(12,0.04) | ~ -~
4 V1-j083,n T— s
4 Vi={1307.7) | TT——— |
= Recta M=(7,.1.485)
bix=7 7 \ [
4 cy=2
i =7 \ /
4 guel \ /
4 hx=12 “+
Segmento
0, =1
= Angulo
4 =9
4]

Figura 173. Grafico 9 Equipo A

En la figura 173, se observa que movilizaron la condicion geométrica de la elipse para
determinar la posicion de los focos. Como se habia previsto, dicha condicion geométrica
evolucion6 como un esquema de uso, la cual movilizaron para determinar los focos de la
curvay luego determinar la representacién del lado recto. De igual forma el uso de algunas
herramientas del Geogebra como trazos de rectas paralelas, perpendicular, circunferencias,
compas, puntos de interseccion, distancias, uso del mend contextual, etc., nos proporcionan

indicios que dichas herramientas también se hayan instrumentadas.

En ese mismo sentido el trazo de la curva con la herramienta “Elipse” nos permite la

representacion global de la elipse en la Vista Grafica. La representacion de la expresion
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algebraica y de las coordenadas respectivas como Vértices, focos y extremos del lado recto,
en la Vista Algebraica y Grafica, nos proporciona evidencias que las construcciones
geomeétricas sirven de puente para conectar al enfoque sintético y analitico que se le puede
dar a la elipse. En la figura 174, el equipo describe el uso de la herramienta “Compas”

para determinar uno de los focos, asi como la explicacién de la determinacién de otros

elementos.
Al TENCR dOS pUNLTOS (My Fy) ADLLCO LA clrcun
feaencio. con cented ™M pordy Obtenca €l Fa. Comy
LOS PUWLTLROS y "'1 (FO0s)y T (enx RDY §€ QPG Loy €
OSL 6 Oblienerny WS yerTlees V), Yy V1l Y TRAZO NG
| LNEQL PER.PEALCILOR I AL oL QUE Pasa

Figura 174. 1° Enunciado 9. Equipo A

Percibimos indicios de instrumentacion en: la condicion geométrica de la elipse (para
determinar los focos), y en algunas herramientas del Geogebra como rectas paralelas,
perpendiculares, circunferencias, compas, puntos de interseccidn, distancias, uso del menu
contextual (para realizar trazos que correspondan a determinar los vértices, extremos del eje
menor). Ademas, esta actividad favorecié la construccion de un esquema de accion
colectiva instrumentada, ya que los alumnos socializaron distintos esquemas de utilizacion,

para redactar la descripcion detallada en la figura.

La figura 175, muestra las coordenadas de los Vértices, de los focos, de los extremos del
eje menor, del lado recto y la expresion algebraica de la elipse. Dichas representaciones
sirven nos evidencian que las construcciones geométricas son un nexo para vincular las

representaciones sintéticas a las analiticas.

Las coordenadas de los vértices 7\ (43 =) V+:(12,07- ¢
Uy LU ) Uy LL3,L

Las coordenadas de los focos = (2 2 ¥~ = (1Y ) 1!
ki | -
N= (T2 5U5)

- (41202 ,96) Ryr(12; 004)

. . . 247
Figura 175. 2° Enunciado 9. Equipo A
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En la figura 176, el equipo muestra de manera explicita que la excentricidad constituye
una propiedad extrinseca atribuida por el sujeto para que la elipse pueda ser constituida
como un instrumento.

EXEIRLCLAOA €S CERAANDY O UMD PORAWC LA ELIpSE §€ A

Figura 176. 3° Enunciado 9. Equipo A

La excentricidad es una caracteristica de la elipse, que movilizamos con el uso de un
deslizador que fue disefiada en una actividad anterior, el cual alarga y contrae la curva
cuando los focos son arrastrados con la finalidad que la elipse adopte otras caracteristicas
en sus formas. Se observa que el alumno responde a la interpretacion de la elipse a pesar
que la figura no es susceptible de ser manipulada como en el disefio de la actividad original.

El equipo B

Las acciones que realiza el equipo B son distintas a las que elabora el equipo A , pero en
ambos casos estan referidas a las propiedades atribuidas por las acciones de los alumnos

cuando moviliza los esquemas de utilizacion que trae consigo o que construye.

» Vista Algebraica o [x| |+ Vista Grafica
- Cénica LEO-
10 el(x-TF+(y-2F=369

0 EX-TPely-27=25

L0 gi{x-TPI369+(y-2F11.9=1
= Punto

@ A=(2,3.96)

0 B={12,2)
@ B,=(7,545) &
@ c=(1.2)

O D=(7,2)

@ E=(2,0.04)
@ F=(12,3.96)
-@ F1=(2,2)

5 F,=012,2)
-@ G=(12,0.04)
@ M=(7,-1.45)
@ V,=1093,2)
5 V,=1307,2) v, =

- Recta £

EL )

0 bx=7
@ cy=2
@ dx=7
~@ hx=2 A Ek (2,004) = (1£,0.04)

H2.2

@ ix=12
< Segmento
a0 a=10

-4 2 0 4 e 8 10 2 14 16

W= (7,145

Figura 177. Gréfico 9 Equipo B 248
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En la figura 177, se muestra las acciones del equipo B.

Traza el eje normal de la elipse, perpendicular al eje focal que contiene al punto M, uno

de los extremos. Luego, determina el centro de la elipse intersectando ambos ejes.

Para hallar ambos vértices, hace uso de la condicion geométrica de la elipse. Esto nos
indica nuevamente que hay indicios de conservacion de esta funcion conservada como
propiedad del artefacto. Para ello encuentra la distancia del extremo del eje menor M a
uno de los focos y la vincula con la distancia del centro a los veértices. Luego, toma este

valor como radio y traza una circunferencia en el centro de la elipse.

Para determinar el siguiente foco F,, traza una circunferencia de radio igual a la distancia

del centro a uno de los focos con centro en el punto C de la elipse, como se habia previsto

en el analisis a priori. Luego con la herramienta “Elipse” traza la curva.

La figura 178, expresa las acciones que elabora para realizar la representacion grafica, que

han sido explicadas con detalle en la parte superior.

fii :_ﬂ(‘k‘lf‘ﬂ"f. vy l?ccs Qa '}")a_"l?u;]f cmu:n}-e;mao olt rodia F;H uvbicado en
C/ C‘L‘nbi_'s &
- Enconke ')[Lscc_;i ccn  heroimienta comn Pas

. ;Ds_j;t-}e' dffn'-z con o ]ch-c:. 7 un Punf"u ‘-“)wti P“"”L' serM, Vo Vz-

Figura 178. 1° Enunciado 9. Equipo B

Al igual que el equipo A, percibimos indicios de instrumentacién en la condicion
geométrica de la elipse (para determinar los focos), en algunas herramientas del Geogebra
como rectas paralelas, perpendiculares, circunferencias, compas, puntos de interseccion,

distancias, uso del menu contextual (para realizar trazos que correspondieron a la
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determinacién de los vértices, extremos del eje menor). De igual forma, esta actividad
favorecio la construccién de un esquema de accion colectiva instrumentada, ya que los
alumnos socializaron distintos esquemas de utilizacion que luego redactaron, descripcion

que fue descrita en la figura anterior.

En la figura 179, las expresiones algebraicas, las coordenadas de algunos puntos
elementales como los Vértices, los focos, los extremos del eje menor, los extremos del lado
recto, nos revela que las construcciones geométricas son un nexo que puede trazar un

vinculo entre las representaciones sintéticas a las analiticas.

Las coordenadas de los vértices (0, ¢93. z) (43,07 2

i

Las coordenadas de los focos (2. 2) (/,2,_. 2)
Las coordenadas de los extremos del eje menor ( ¥, 5,45 ) (7 -/ -‘-,‘:5)

Los extremos del ladorecto (2 . 2,26 ) {2,' 0.04) (z. 3,9¢) (12- 0 0
- J !

) - -
(x -7)% (Y-2)° _ 4
_54-«1{.} //)? -

La ecuacion de la elipse

Figura 179. 2° Enunciado 9. Equipo B

En la figura 180, la interpretacion que el equipo da a la excentricidad no es la correcta.
Como expresa Rabardel (1995), ciertos hechos comienzan a tener estatus, pero el

vocabulario e incluso las nociones todavia no estan fijos.

Lxcen ?Lr»"ﬂc/ar/ hene Un b‘(:joy cercanoc a 0

Figura 180. 3° Enunciado 9. Equipo B

En la siguiente actividad proponemos una actividad animada relacionada a la trayectoria
eliptica de un cometa alrededor del sol y orientada a la evolucion del instrumento.
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Analisis de la actividad 10

En el cuadro 18 presentamos la actividad 10, que consta de la elaboracion de una

construccion animada.

Cuadro 18. Actividad10

ACTIVIDAD 10 - Construccién animada.

Abra el archivo Actividad_10.ggh. EI cometa Halley describe una érbita eliptica alrededor del sol. La
distancia mas cercana del cometa al sol (perihelio) es aproximadamente 0.6 UAy la mas lejana (afelio) es
aproximadamente 35UA. La unidad astrondmica (UA), es la distancia promedio de la tierra al sol para

especificar grandes distancias (1UA ~ 93000 000 millas)

Grafique en el sistema cartesiano la trayectoria eliptica del cometa y determine la expresién algebraica de la

curva. ¢Qué relacion tiene el valor numérico de la excentricidad y la forma grafica de la elipse?

Expresion algebraica

Considere el origen del sistema cartesiano en el centro de la 6rbita y al sol en uno de los focos del eje de
abscisas. Cuando termine pulse el botén secundario del mouse sobre el punto que representa el cometa
Halley y elija “Animacién automatica” para generar movimiento en el cometa alrededor del sol. Deje visible
la trayectoria de la elipse, el sol y el cometa. Para realizar calculos numéricos puede ingresar “Vista Hoja de
Calculo” del Geogebra.

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad_10.ggb en la carpeta escritorio de la computadora
asignada. Cierre el archivo. Las actividades han terminado
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Analisis a priori de la actividad 10

En el proceso de instrumentalizacion de la elipse se fueron agregando distintos esquemas
de utilizacion que favorecieron en la elaboracién de la elipse como un instrumento mas
eficaz. Creemos que la elipse puede ser movilizada en esta construccion animada que
consiste en la construccion de la orbita eliptica de un cometa alrededor del sol, la cual fue
descrita por el astronomo britanico Edmund Halley en 1705. La situacion planteada
pretende utilizar el instrumento elipse aplicado en el campo de la astronomia, y que los
alumnos logren representar la trayectoria eliptica del cometa Halley alrededor del sol,

siendo el sol uno de los focos de la elipse.

Creemos que no tendran dificultades en construir la trayectoria eliptica de un cometa
alrededor del sol. Pensamos que la movilizacion de algunas propiedades de la elipse, la
representacion grafica y la influencia de algunas herramientas del Geogebra como

esquemas de uso, permitiran resolver la actividad.

Pensamos que los alumnos ademas, haran una interpretacion correcta de la excentricidad al
afirmar que la excentricidad cercana a uno esta asociada a una grafica eliptica alargada

como lo muestra su representacion.

En la figura 181, mostramos la trayectoria eliptica del cometa, el sol y el centro de la
elipse, los cuales creemos lograran construir sin dificultades

| =~ L"Nm Mediano | o

Actividad 10

Figura 181. Actividad 10
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Posibles esquemas de utilizacion,
e Las propiedades de la elipse y la expresion algebraica de la curva

e Usa las herramientas “Recta perpendicular”, “Interseccion de dos objetos”,
“Circunferencia”, “Elipse”, “Renombrar” , “Vista Algebraica” , “Vista Hoja de

Célculo”, “Distancia”, “Animacién automatica”, Barra de Entrada
Parte predictiva de las acciones.

Con la herramienta “Elige y mueve” hace visible los ejes coordenados. Para determinar el

centro en la Barra de Entrada digita C =(0;0). También puede hacer uso de la

herramienta “Interseccion de dos objetos”, en este caso los ejes coordenados.

(35+0.6)

Para determinar los veértices, en la Vista Hoja de Célculo opera =17.8. Luego

en la barra de entrada ingresa V, =(-17.8,0)y V, = (17.8,0) . También puede determinar
los vértices haciendo uso de la herramienta “Circunferencia” con centro en el punto C vy
radio de longitud igual a 17.8, luego con la herramienta “Interseccion de objetos” halla los

vértices.

En la figura 182 mostramos los trazos que los alumnos realizaran para la construccion de la
trayectoria eliptica. Observamos que la Vista Hoja de Calculo es visible para el célculo de

algunas operaciones que determinen la ubicacion de otros elementos en la trayectoria.

l ln\[_ur i :’Hm‘lﬂﬂcakm = I
| ]
Actividad 10 il ; |
) : e
:;:l"::"n? Li| 2
V= (ATA ) L]
@ VI=iTa s _ — — ol o=
il ' L I ===}
. ,ﬁ TFl = w2 | \\ s bl
. c . T |
\\\x o B P ’/ ::
®
.
Figura 182. Desarrollo Actividad 10 253
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Para determinar los focos en la Vista Hoja de Calculo opera 17.8—0.6=17.2. Luego en

la barra de entrada ingresa F, = (-17.2,0)y F, =(17.2,0). También puede determinar los
focos con la herramienta “Circunferencia” con centro en un vértice V, y radio de longitud

igual a, luego con la herramienta “Interseccion de objetos” hallar los focos.

Para dibujar la elipse, sefiala los focos F, y F, de la elipse y cualquiera de los vértices,

entonces se dibuja la curva. Luego con la Herramienta “Distancia” calcula la distancia del

centro al sol (c) y la distancia del centro a uno de los vértices (a) . Enla Vista Algebraica

registra la expresion algebraica correspondiente a la representacion grafica.

No es necesario que halle el valor de la excentricidad e:czi;'zzo.w, basta que
a :

observe la forma alargada de la elipse para indicar que es alargada. En la vista algebraica

2 2

y

también puede observar la ecuacién la elipse +-—=1
316.84 21

Por ejemplo, en la figura se muestra el trazo de los vértices que representan en un caso la
distancia méas cercana del cometa al sol (perihelio) y en otro la mas lejana (afelio) del
cometa a dicha estrella. De igual forma se observa la ubicacion del sol situado en uno de
los focos de la elipse de acuerdo a la informacidn que se recoge sobre el cometa Halley y se
le ubica sobre el eje de abscisas. La Vista Algebraica debera inicialmente ser visible para
determinar la expresion algebraica de la curva eliptica. Posteriormente, los alumnos dejaran

visible la trayectoria, el sol y el cometa.

Para ocultar los puntos y rétulos trazados, con la herramienta “Elige y mueve” sefiala los
puntos a ocultar y con el botén derecho selecciona “Muestra Objetos”, entonces los puntos
y los rétulos indicados se ocultan. Para ocular los ejes selecciona la casilla superior

izquierda de la vista grafica. Cierra la vista Algebraica y vista Hoja de Calculo.

Para generar movimiento, con la herramienta “Punto” hace clic sobre la elipse. Luego

pulsa el boton secundario del mouse y elige “Animacion Automatica”
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Analisis a posteriori de las actividad 10

En esta ultima actividad, los alumnos elaboraron una construccién animada elaborando un
esquema de accion instrumentada colectiva, ya que seleccionaron la estrategia mas
conveniente para cada grupo. De acuerdo al analisis a priori, las acciones de los alumnos
evidenciaron que la movilizacion del instrumento elipse en la trayectoria eliptica
planetaria, influido por las herramientas del Geogebra, nos dan indicios del surgimiento y
evolucion del instrumento. Al respecto Rabardel (1995), indica que el instrumento
constituido puede ser efimero, relaciona Unicamente las circunstancias singulares de la
situacion con las condiciones que el sujeto esta confrontado, o puede tener un caracter
permanente, disponible para acciones futuras. De igual forma, la descripcién de la
excentricidad nos indica que existen indicios que dicha caracteristica estd instrumentada
pues describieron que la excentricidad se halla relacionada con la forma alargada o redonda

de la representacion gréafica.

Figura 183. Equipos en accion.

En la figura 183, se muestra a los equipos que sociabilizaron simultaneamente,
interactuando de manera conjunta, para dar paso a los esquemas colectivos que

describiremos a continuacion.
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El equipo A

Se observa en la figura 184, que algunas propiedades de los elementos de la elipse,
especificamente la condicién geométrica de la elipse, la representacion grafica y algunas
herramientas del Geogebra permitieron resolver la actividad, como se detalla a

continuacion

[ Cénica W
3 ogixteyt=29884
g MBS I =1
Himero
a=112 I
1 =118 — —
- Punta // -"\\
3 C=0,0) .
@ F=(A73,0) Actividad 10 /
F2=072.0)
3 V2ol /
Recta /
i oaxen |
- Sugmanty / IS .
| -”. T
{u‘ -
s ST e
\\ —_ /

Figura 184. Gréafico 10 Equipo A

El equipo Amoviliza esquemas de accidn instrumentada colectiva en la construccion de su
animacion, porque moviliza acciones distintas a las que se previo en el analisis a priori,

como el trazo de una circunferencia para determinar uno de los focos.
La descripcion de las acciones:

El equipo Ahace visible los ejes de coordenadas. Luego usa la Barra de Entrada e ingresa
el centro C(0;0) y las coordenadas de F,(17.2;0) sin hacer hace uso de la Vista Hoja de

Caélculo como se habia previsto.

Para hallar las coordenadas de dicho foco un integrante del equipo le pide a su compariero
que calcule la suma de las distancias del perihelio y afelio, longitud que corresponde a la

del eje mayor.
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Con el resultado 0.6+35=235.6 UA, los alumnos determinan el valor de la longitud del

semieje mayor. Con esta longitud del semieje mayor (a:17.8), proceden a restar del

semieje la longitud del perihelio, resultando ¢ =17.8—0.6 = 17.2 UA. Luego ingresan por
medio de la Barra de Entrada las coordenadas del foco de la elipse que corresponde a

F,(17.2,0).

Omiten el ingreso de las coordenadas relativas a F, por medio de la Barra de Entrada, y
hacen uso de la interseccion de la circunferencia centrada en C(0;0) , radio F,C y el eje
focal. Uno de los integrantes hace visible las coordenadas del foco F (-17.2;0) con el

objetivo de validar lo que habian anticipado cuando hallaron la distancia del centro a uno

de los focos en la parte inicial.

Luego, el equipo ingresa las coordenadas del vertice V,(17.8;,0) y con los dos focos

creados Yy el vértice trazado dibuja la elipse. Inserta un punto sobre la elipse y activa la

herramienta “Animacion Automatica” para generarle movimiento a la trayectoria.

L. excentywcidad €S cast und POYqQue a grolfca
de W €upse €S ongOudg«
Expresion Algebraica 5 216, 03 4 + \" = 8

Figura 185. Enunciado 10. Equipo A

La figura 185 muestra que movilizaron la nocion de excentricidad, la cual vincularon a la
forma de la grafica un valor numérico cercano uno. De igual forma asociaron la
representacion gréfica a la expresion algebraica que visualizaron en la Vista Algebraica.
Para llegar a esta expresion, movilizaron la condicion geométrica de la elipse vy

determinaron los parametros a,b y cde la elipse.
El equipo B
La descripcion de las acciones:
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El equipo B, hace visible el eje de coordenadas y wubica el centro. Traza dos
circunferencias concéntricas de radios CV, y CF,, que corresponden a las distancias del
centro al vértice y al foco respectivamente. Para determinar la longitud del eje mayor y la
distancia del centro al foco, el equipo B usa similar estrategia que la del equipo A. Esto
probablemente, porque al término de esta actividad, los equipos compartian avances de su
proceso. Sin embargo, el equipo B no hace uso de la Barra de Entrada para la ubicacién
de los puntos que corresponden a los vértices y focos, sino que emplea la herramienta

“Circunferencia” para el trazado de dichos puntos.

Finalmente, el equipo B usa la herramienta “Interseccidn de dos objetos” y logra hallar los

vértices y focos situados al extremo derecho y aplica la herramienta “Elipse”.

Inserta un punto sobre la elipse, activa la herramienta “Animacion Automatica” para

generarle movimiento a la trayectoria.

En la figura 186 se puede observar las construcciones elaboradas por este equipo

Actividad 10 L —

: 2= 178 0) lu'r,-"’ \"\.‘
."l."l — . '|I

f [ ||

o e CFl = 172 |

= » -n (71 3 o [ Y

|I | ™ . V1 =178 ] |I

".I'- — -'I."I

\\ //

\\ //

Figura 186. Grafico 10 Equipo B

Se observa que la construccion de la orbita eliptica de un cometa alrededor del sol,
proporciona indicios del surgimiento del instrumento elipse. Esto probablemente, debido
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al enriquecimiento de las propiedades del artefacto y al uso de algunas las herramientas del

Geogebra, a lo largo de todas las secuencias de actividades.

Afirmamos que para que los alumnos movilicen las acciones anteriores, también
movilizaron esquemas de accion colectiva instrumentada ya que dentro de las multiples
alternativas que tenian para desarrollar la actividad, seleccionaron la que mejor les
convenia, elaborando una técnica distinta a la del equipo Ay a la que se consideré en el
andlisis a priori, ya que se trazaron dos circunferencias, que tuvieron como radios la

longitud de los parametros a y ¢ y la condicion geométrica de la elipse.

En la figura 187 se muestra que los alumnos se apropiaron de la nocion de excentricidad al
asociar la forma alargada de la elipse con el valor numérico cercano a uno. De igual forma
escriben la expresion algebraica de la elipse que determinaron al relacionar dicha expresion

con la Vista Algebraica del Geogebra.

LC\ GDHT\C\ Okﬂrjﬂdu de la {—‘deFCrm indica ?uc la excenfiiadad

eS8 cercana [} /f .

2
163 1 e + lr‘ = 4
Expresion Algebraica iz B =

Figura 187. Enunciado 10. Equipo B

Como indica Rabardel (1995), el instrumento puede estar constituido de manera efimera,
pues relaciona circunstancias singulares de la situacion con las condiciones que el sujeto
esta confrontando. EI enriquecimiento progresivo de las propiedades de la elipse en el
desarrollo de las actividades, por parte de los alumnos, nos muestra que los procesos de
instrumentalizacion e instrumentacion, contribuyeron de manera solidaria al surgimiento y

a la evolucion del instrumento.
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Analisis final de los resultados.

Respecto a la actividad 1, los alumnos que ya estaban instrumentados con la circunferencia
como lugar geométrico, continuaron instrumentalizdndola, debido a que la enriquecieron
con una nueva propiedad, la cual fue construida movilizando esquemas de uso como la
mediatriz de un segmento, circunferencia y triangulo isosceles. Dicha propiedad indica que

en una circunferencia con centro C, que contiene al punto interior fijo Q, es posible
encontrar un punto Asobre cualquier radio CP, de tal forma que resulte lo mismo sumar
las medidas de los segmentos CA y AP y las medidas de los segmentos CA y AQ .,y que

ademas esa suma es una constante. Ambos equipos, no tuvieron dificultades en movilizar
sus esquemas relacionados a la mediatriz de un segmento como conjunto de puntos que
equidistan de los extremos del segmento o como recta perpendicular por el punto medio de
dicho segmento, la circunferencia como lugar geométrico y la nocion de triangulo isosceles
en términos de sus lados iguales, como se previd en el andlisis a priori de la Ingenieria

DidActica.

En esta etapa, algunas herramientas del Geogebra referidas al trazo de la mediatriz,
segmento, interseccion de objetos, trazo de poligonos, distancia entre dos puntos, se
encuentran en una fase de descubrimiento y seleccion. El equipo B tiene problemas con la
herramienta “Interseccién de dos Objetos”, lo que ocasiona una restriccion de la accién
ligada a la estructura y funcionamiento del programa. Creemos que dicha herramienta del
Geogebra debe ser mostrada de manera méas puntual en las sesiones de exploracién de este

programa de AGD.

En la actividad 2, los alumnos continuaron instrumentalizando la circunferencia de centro
Cy radio CP, debido a que fue enriquecida con otra caracteristica adicional. En la
actividad anterior, dijimos que el punto A en dicha circunferencia cumple con la condicion

que indica que resulta lo mismo sumar las distancias de los segmentos CAy AQ que los
segmentos CA y AP siendo Q un punto fijo en el interior de la circunferencia. Ahora

indicamos que dicho punto Aque cumple con la propiedad anterior, corresponde a la

trayectoria de una elipse, representacion grafica que se logro con el uso de la herramienta
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“Activa Rastro” y que permitio el trazo de la curva a través del desplazamiento de dicho

punto bajo ciertas restricciones de construccion.

Segun el Enfoque Instrumental, el artefacto elipse dejo de ser abstracto para los alumnos
porque hay reconocimientos en el artefacto de una de las propiedades de la elipse. Es asi
que acreditamos que se inicia el proceso de instrumentalizacidn en la elipse debido a que
iniciamos el enriquecimiento de una de las propiedades del artefacto por parte del sujeto, es
decir que si el punto A pertenece a una elipse y Qun punto fijo en el interior de la
circunferencia, entonces el punto A cumple con la condicion que la suma de las distancias
de los segmentos AQy AC , es una constante igual al radio CP de la circunferencia. En
esta actividad, ambos equipos tuvieron dificultades en el uso de la herramienta “Activa
Rastro” y notamos restricciones de existencia cuando el mouse fue soltado antes de
completar el trazo, de intencionalidad cuando en un intento de desplazamiento el objeto

desaparece y de accion por el desconocimiento de la propiedad de dicha herramienta que

engrosa el trazo de la elipse.

En la actividad 3, los alumnos continuaron instrumentalizando la elipse, enriqueciéndola
con las propiedades referidas al eje focal, eje mayor, eje normal y eje menor. De igual
forma afirmamos que los alumnos de ambos equipos verificaron que estaban
instrumentados con la condicion geométrica de la elipse hallada en la actividad 2, porque
pudieron calcular la suma de las medidas de los segmentos PF, y PF, que corresponden
al radio de la circunferencia. Por otro lado, dicha condicion geométrica de la elipse
continud instrumentalizandose, ya que otra caracteristica fue adicionada, y los alumnos
indicaron que la suma de las medidas de los segmentos PF, y PF, corresponde al eje
mayor de la elipse, este nuevo instrumento permitié expresar la condicion geométrica de la
elipse como una relacién en la que se omita el radio de la circunferencia y por tanto omita

también la representacion grafica de la circunferencia.

De igual forma, dicha condicion geométrica de la elipse evolucioné como esquema de uso,

ya gque permitio construir otro nuevo esquema en términos de los parametros de una elipse,
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cuya relacion geométrica se expresa como a” =b” +c¢” . Este descubrimiento progresivo

de las propiedades de la elipse le va dando cierto significado al instrumento elipse.

Los alumnos de ambos equipos, movilizaron esquemas elementales como mediatriz,
triangulo isdsceles, el Teorema de Pitagoras y reutilizaron las herramientas del Geogebra,
lo que les permite enriquecer las propiedades de la elipse. En esta situacion, algunas
herramientas adicionales como recta perpendicular o paralela, podrian estar en la fase de
familiarizacion o de personalizacion. El equipo A, se familiariza con el uso de la propiedad
que aparece en el texto numérico: “Posicion absoluta en pantalla” y que permite arrastrar
los textos a cualquier posicion de la pantalla, mientras que el equipo B hace uso de la

herramienta “Distancia” porque encaja esta herramienta de acuerdo a sus necesidades.

En la actividad 4, los alumnos construyeron la excentricidad como un esquema de accion
instrumentada y le atribuyeron dicha propiedad a la elipse, para ello movilizaron como
esquemas de uso el deslizador y un texto dinamico vinculado a las distancias del centro a
los focos y a los vértices, los cuales fueron creados para esta actividad. La razén de la

excentricidad e=— permitio cuantificar los valores y observar lo redonda o alargada
a

que puede ser la representacion grafica de la elipse. Para ello, incorporamos un texto
dindmico que permitié relacionar los valores de los pardmetroscy a pero de manera
gréafica, accion que no seria posible en un dibujo de naturaleza estatica. Esta circunstancia
nos permitié ademas comprobar que la restriccion c< a evita que la curva pueda
adoptar la forma de una recta o de una circunferencia. Movilizaron como esquemas de uso

la nocion de los parametros ay ¢, la representacion grafica de la elipse.

En la actividad 5, inferimos que los alumnos de los equipos Ay B, instrumentaron la
nocién de lado recto de la elipse porque la identificaron como la cuerda perpendicular al
eje focal que pasa por sus focos y trazaron los segmentos que representan a dichas
cuerdas. Para ello, los alumnos instrumentalizaron la herramienta “Compas”, y movilizaron

dicha herramienta para localizar la posicion de los focos.
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De igual forma, en el analisis a priori no previmos que los alumnos podian ubicar los

focos de la elipse, y por lo tanto trazar los lados rectos correspondientes. Por ejemplo, el

equipo A movilizd la relacion a®> =b®+c?> como esquema de uso y de manera
personalizada la Vista Hoja de Calculo, para determinar el pardmetro ¢, por tanto la
ubicacion de los focos y de esa forma realizar el trazo del lado recto de la elipse. De
manera analoga, el equipo B, construyd un nuevo esquema de accion instrumentada, una
nueva propiedad para la elipse, en la que se indicé que la distancia desde uno de los
extremos del eje menor de la elipse hacia uno de los focos de dicha curva es la longitud del
semieje mayor, dicho esquema fue construido sobre la base de otros esquemas de uso como

la condicion geomeétrica de la elipse y la mediatriz de un segmento. Ademas el equipo B

2
pudo llegar a determinar la longitud del lado recto de la elipse 2 , movilizando como
a

esquema de uso la condicion geométrica y la relacion pitagérica de la elipse.

Como se indicé en el analisis a priori, la herramienta “Compas” se encuentra en una fase
de Descubrimiento con restriccion en la accion. Encontramos también una restriccion de
existencia en el uso del mouse cuando se quiso ocultar algunas construcciones, restriccion
que no fue prevista en analisis a priori. Tampoco se previé que la herramienta “Poligono”
y la Hoja de Calculo se inscribiria en una fase de personalizacion para ambos equipos.
Ademds, ciertas  herramientas del Geogebra, como trazo de rectas paralelas,
perpendiculares, interseccion de puntos continuaron instrumentandose  por las

construcciones que los estudiantes elaboraron en la clase de acciones que realizaron.

En la actividad 6, esperamos haber establecido un vinculo entre el enfoque sintético y
algebraico cuando se logré una relacion entre la condicion geométrica de la elipse y la
condicion algebraica en el sistema de coordenadas cartesiano, es decir la representacion
analitica de la representacion grafica en un sistema de ejes coordenados, tal forma que se
tienda un puente entre el enfoque sintético y el analitico

La representacion grafica de la elipse se elaboro, considerando dos focos y un punto de la

elipse. Se determinaron los focos de dicha curva, para ello el equipo A moviliz6 la
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herramienta “Circunferencia dado su centro y radio”. La utilizacion de dicha herramienta
no fue prevista en el analisis a priori pero su aplicacion es similar a la herramienta
“Compas” y segun la clasificacion de Trouche (2004), dicha herramienta se halla en la fase
de personalizacion pues los alumnos la encajaron de acuerdo a sus necesidades. De manera
correlativa, verificamos que los alumnos del equipo Bestan instrumentados con la
herramienta “Compas” porque determinaron los focos de acuerdo a lo previsto en el

andlisis a priori.

La grafica global de la elipse se elabor6 con el uso de la herramienta “Elipse” del
Geogebra, sefialando los dos focos y el punto de paso. Al respecto, dicha herramienta
“Elipse”, fue instrumentalizada porque los alumnos se informaron de sus caracteristicas
leyendo la ventana del menu contextual, luego paso por el proceso de instrumentacion
porque lograron representar la grafica de la elipse. Con la seleccion de la Vista Algebraica,
pudieron visualizar los ejes coordenados de la representacion grafica, determinando las
coordenadas de los vértices, focos, extremos del eje menor, longitud de los pardmetros y
expresiones algebraicas en un sistema de coordenadas cartesiano, con el proposito de
establecer un puente entre el enfoque sintético y analitico. La expresion algebraica fue
obtenida porque los alumnos movilizaron el esquema de uso, relativo a la condicion
geométrica y a la distancia entre dos puntos, luego escribieron la expresion algebraica

correspondiente.

Para el calculo de la longitud del lado recto de la elipse, el equipo B movilizo la

. 2b® . . , -
relacion—— haciendo uso de la longitud de los pardmetros a,byc Todo esto nos indica
a

que los alumnos de ambos equipos continuaron instrumentado el lado recto de la elipse
porque pudieron trazar la cuerda que los representa y ademas expresaron su relacién

haciendo uso de los parametros de la elipse.

En la actividad 7, podemos afirmar que los alumnos pasaron por un proceso de

2

2
instrumentalizacion respecto a la expresion algebraica — +
m

y

P 1 porque le atribuyeron
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propiedades a los parametros my nvinculandolos con los semiejes de la elipse. De igual

forma, podemos decir que los alumnos instrumentaron dicha expresién, porque lograron

vincularla a una representacion gréfica cuando los parametros myn tomaron diversos

valores.

Se us6 como mediador, un deslizador, con el cual los alumnos logran manipular el eje
focal de la elipse y posicionarlo sobre los ejes coordenados. No se pronostico en el analisis
a priori las dificultades ligadas a la estructura y funcionamiento del programa,
especificamente problemas para ingresar el exponente de una de las variables haciendo uso
del teclado como unidad periférica, lo cual esté tipificado como restricciones de accion. Al
respecto, el Geogebra dispone de un teclado Virtual desde donde se pueden seleccionar los
simbolos y que fue analizado en la primera sesién exploratoria del programa. Suponemos
que la Barra de Entrada, que sirve medio de ingreso de las expresiones se halla en proceso
de instrumentalizacion. Las nociones de eje mayor, menor, eje focal contindan
instrumentadas porque los alumnos logran aplicar dichas nociones a la expresién algebraica

de la elipse.

En la actividad 8, los alumnos movilizaron como esquema de uso, la expresion algebraica

2 2 _ h)2 AY
:q2+z2 =1, y lograron expresarla de la forma (szh) + (y nzk)

=1, siendo el centro

(h,k) cualquier punto del planoy el eje focal paralelo a los ejes coordenados. Para ello,

se cred la herramienta “Deslizador” vinculada a un vector, que se usé para trasladar la
elipse por el plano cartesiano, lo que genero actualizaciones de sus expresiones algebraicas
en la Vista Algebraica. Se trazaron los focos y sus lados rectos respectivos, debido a que
estan instrumentados con la nocion de lado recto, es decir de toda cuerda perpendicular al
eje focal que pasa por el foco, es un segmento que representa el lado recto. De igual forma
el uso de las herramientas para dicha construccion, como el trazo de rectas, puntos de
interseccion, trazos de circunferencias, uso del compas, se hallan en fase de personalizacion
porque segun Trouche (2004) el sujeto las encaja dentro de su requerimiento. Se determiné

que la herramienta del Geogebra: “Segmento de longitud fija” hizo las veces de radio de
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una circunferencia. Esto nos lleva a pensar que dicha herramienta, estd en la fase de
transformacion porque se utilizd6 de manera diferente a la planificada por el creador. Al
trasladar la elipse por el plano, los alumnos de ambos equipos consideraron como

elementos invariantes el eje mayor, eje menor y el lado recto.

En la actividad 9, creemos que los alumnos estan instrumentados con relacién a la elipse
visto que los alumnos dibujaron una elipse, a partir de uno de los focos y un extremo del eje
menor. Ademas determinaron los elementos que le han sido atribuidos a dicha curva.
Ambos equipos demostraron que elaboraron esquemas de accion colectiva instrumentada
porque dibujaron la elipse seleccionando diversos tipos de construcciones. Por ello,
creemos que los alumnos movilizaron las propiedades de la elipse, ya que el artefacto ha
sido enriquecido con dichas caracteristicas que fueron emergiendo, evolucionando, y
agrupandose a lo largo de las anteriores actividades. Movilizaron nuevamente la
condicion geométrica de la elipse como esquema de uso, para determinar los focos y luego
elaboraron el trazo de la elipse. La identificacion de las expresiones algebraicas, nos indica
que dicha expresion, fue vinculada a una representacion grafica cuando los parametros

myn tomaron diversos valores. Ademas, las construcciones sirvieron de puente para

vincular el enfoque sintético al analitico.

Finalmente la actividad 10, usa animacion. Al respecto, estamos de acuerdo con Rabardel,
cuando afirma que todo artefacto es elaborado con algun proposito y que los artefactos a los
que se enfrentan los sujetos se caracterizan precisamente por ser elaborados para realizar
funciones que se acompafian de la acomodacion de esquemas, que puedan convertirse en
medios que actlan sobre algin objeto determinado. En ese sentido, planteamos una
actividad para la descripcion del cometa Halley como 6rbita eliptica alrededor del sol. Los
alumnos no tuvieron problemas para representar la trayectoria eliptica del cometa, por lo
tanto presumimos que la elipse se inscribe como medio para alcanzar determinada meta y
pueda ser constituido como instrumento. No tuvieron inconvenientes en interpretar la
excentricidad sobre la base de la representacion grafica ni redactar la expresién algebraica
de la elipse. Resaltamos que ambos equipos elaboran esquemas de accién instrumentada

colectiva debido a que seleccionaron las construcciones que mejor les convenia.
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CONSIDERACIONES FINALES

La realizacion de nuestro trabajo estuvo centrada en propiciar la instrumentalizacion de la
nocion de la elipse cuando los alumnos trabajan una secuencia de actividades mediadas
por el Geogebra. Por tal motivo, creimos conveniente hacer uso del Enfoque Instrumental

y de la Ingenieria Didactica, como referentes para la orientacion de nuestra investigacion.

Pensamos que el referente metodoldgico nos ofrecié subsidios para comprender la
perspectiva de los alumnos en torno al objeto matematico que los rodea. El analisis
preliminar que elaboramos en la primera fase metodologica, nos permitio caracterizar las
tres dimensiones de la Ingenieria Didactica: histérica, cognitiva y didactica, las cuales

permitieron tener en cuenta la complejidad del objeto matematico.

La primera dimension logré enfocarnos en la historicidad de la elipse y en su tratamiento
durante su evolucion histérica, mostrando que no siempre hablar de conicas significo
encontrar expresiones algebraicas vinculadas a representaciones con ejes coordenados y
que existen otros planteamientos que acarrean sus propias complejidades. Desde esa Optica
planteamos la posibilidad de enfocar la nocion de elipse basada en construcciones y
representaciones geométricas, que nos permitieron transitar desde el contexto sintético al
analitico, incorporando en nuestras actividades, un programa de AGD, especificamente el

Geogebra, como mediador en nuestras secuencias de actividades.

Poco hubiésemos conseguido, si en el disefio de la secuencia de actividades no habriamos
considerado los saberes previos sefialados en el andlisis cognitivo de la Ingenieria
Didactica. Las acciones que los alumnos evidenciaron en las actividades, fueron producto
de las nociones previas que consigamos en nuestra prueba de diagndstico, cuando
caracterizamos a los sujetos de investigacion en el capitulo 4. Para abordar este tema
creimos conveniente tener en cuenta nociones de la mediatriz, circunferencia y pardbola
como lugar geométrico, Yy el reconocimiento de algunas propiedades de sus elementos
como la cuerda, radio y lado recto. Estas propiedades estuvieron presentes en el desarrollo
de las actividades, desarrolladas como esquemas de uso y orientadas hacia actividades

especificas, relacionadas con algunas caracteristicas de la elipse. En nuestra prueba de
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diagnostico, especificamente en las preguntas cinco y seis, percibimos limitaciones en la
identificacion del lado recto como elemento invariante de la parabola, situacion que
respondié a la afirmacion de Sandoval (2009) que indica que una representacion estatica
no alcanza a ser concebida, al mismo tiempo, como objeto perceptivo y estructural. En
nuestra fase de experimentacion, en la actividad 5, una pregunta fue planteada en relacién
al lado recto de la elipse, lo que permitié que el alumno a través de representaciones

dinamicas, valide y verifique sus conjeturas y desarrolle la actividad correspondiente.

En cuanto a la dimensién didactica, pensamos que los procesos de aprendizaje pueden
estar condicionados a las caracteristicas de los sistemas de ensefianza, influidos por los
textos universitarios en la ensefianza de las conicas. Si bien todos los libros de texto
muestran la condicién geométrica de la elipse y su respectiva expresion algebraica, los
procedimientos que usan para emerger y enriquecer los elementos que los constituyen son
estrictamente algebraicos, usando similares procedimientos para establecer las demas
componentes, escaseando actividades que correspondan a construcciones geomeétricas.
Sélo el libro de Swokowski (2011) propone actividades con el uso de la calculadora, a
diferencia de los otros libros de textos que hacen uso de papel y lapiz. EI mismo autor le da
un leve caracter dinamico a la definicion de elipse al proponer la construccion de la elipse
usando una cuerda sujeta por los extremos a un par de tachuelas, sin embargo los aspectos
dinamicos como la trayectoria de una elipse, la interpretacion de la excentricidad, la
traslacion de la elipse por los planos, han sido elaborados con procedimientos

eminentemente algebraicos.

Sobre este contexto y sumado a las pocas investigaciones de los aspectos cognitivos de la
nocién de elipse, tomamos como base tedrica el Enfoque Instrumental, que creimos
pertinente  porque nuestras actividades fueron disefiadas sobre el surgimiento y
enriquecimiento de las propiedades de la elipse, que fueron asimilandose de manera
progresiva, cuando los alumnos elaboraron construcciones geométricas mediadas por el
Geogebra. Producto de este andlisis, fuimos instrumentando las propiedades de la elipse,

dichos esquemas de accion instrumentada evolucionaron a esquemas de uso Yy facilitaron las
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actividades propuestas en la secuencia de aprendizaje, minimizando las dificultades que se

pudieron haber presentado.

Al término de nuestro estudio podemos sefialar que hemos respondido a la pregunta de
investigacion ya que hay indicios que las actividades propuestas permitieron el surgimiento
y el enriquecimiento progresivo de las propiedades de la elipse influenciado por el

Geogebra. De esta forma, hicimos surgir la condicion geométrica de la elipse, la relacion

entre sus parametros a’ =b” +c?, la excentricidad, la ubicacion de los vértices, focos,
extremos del eje menor, el trazo de la longitud del lado recto y vincularemos la
representacion grafica a la expresion algebraica correspondiente, identificando la relacion

entre los semiejes de la curva eliptica y los elementos de dicha expresidn algebraica.

De igual forma, por medio de las acciones de los alumnos, logramos identificar los posibles
esquemas de utilizacion que construyeron o movilizaron cuando trabajaron nuestra
secuencia de aprendizaje. Al respecto nos basamos en los resultados determinados en la
descripcion del proceso de instrumentalizacion de la elipse. Asi, detallamos que en la
actividad 1, los alumnos continuaron instrumentalizando la circunferencia al enriquecerla
con una propiedad adicional, movilizando esquemas de uso pre existentes como la
mediatriz de un segmento, circunferencia y triangulo isésceles. En la actividad 2, dicha
propiedad de la circunferencia evolucioné de esquema de accion instrumentada a esquema
de uso y favorecio el inicio del proceso de instrumentalizacion en la elipse, la curva deja
de ser un artefacto abstracto porque los alumnos sefialaron que en una elipse, la suma de
sus distancias desde un punto de la elipse, a otros dos puntos fijos en el interior de dicha
curva, es una constante igual al radio de la circunferencia. Evidenciamos que dicha
condicion geométrica fue enriquecida en la actividad 3, ya que los alumnos sefialaron que
dicha constante Ilamada radio, corresponde al eje mayor de la elipse, logrando omitir el
grafico de la circunferencia. En la misma actividad, la condicion geométrica evoluciono de
esquema de accidn instrumentada a esquema de uso porque permitié construir una nueva

propiedad de la elipse, en términos de sus semiejes mayor, menor y la semidistancia focal,

[lamados parametros, cuya relacion se expresé como a’ =b?* +c?>.
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Percibimos, que en la actividad 4, movilizaron los esquemas de uso relativo a los

parametros a, c, semiejes mayor y menor respectivamente, Yy la representacion grafica de

la elipse. Esto contribuy6 a la construccién de un nuevo esquema de accion instrumentada,
lo que les permitid obtener representaciones alargadas o casi redondas, pero también

cuantificadas mediante la incorporaciéon de un texto dinamico del Geogebra que facilito
: . , . C

relacionar los valores de los pardmetros cy a mediante la razon — al que llamamos
a

excentricidad. Con base a los esquemas de accion instrumentada construidos, como la
relacion entre los parametros expresada como a’=b”+c?, la condicion geométrica vy el
teorema de Pitagoras inferimos que en la actividad 5, dichos esquemas se movilizaron

como esquemas de uso para determinar los focos, trazar los lados rectos de la elipse y

. : 2b? : ; . .
determinar su longitud ——. La herramienta “Compas”, fue instrumentalizada e
a
instrumentada como facilitador para dicho objetivo. Acreditamos que en otros pasajes la
condicion geométrica fue usada como esquema de uso, como en la actividad 6, en la que

junto al esquema distancia entre dos puntos, determinaron la expresion algebraica de la

2 2

. X
elipse —2+y—2:
m° n

1, que luego continuaron instrumentalizando e instrumentando en las
siguientes actividades 7 y 8, debido a que le atribuyeron otras propiedades a los parametros

my n, porque lograron vincularla a una representacion grafica con ejes paralelos a los ejes
coordenados y aplicaron dichos resultados cuando los parametros my n tomaron diversos

valores.

Destacamos que los esquemas de accion colectiva instrumentada, fueron producto de la
emergencia que detectamos del trabajo colectivo de los alumnos y que fueron
ejemplificadas en muchos pasajes de nuestra secuencia de actividades cuando los
integrantes de cada equipo intercambiaron esquemas de utilizacion y ejemplificaron en la

redaccion de sus textos.

Pensamos que el proceso de la Génesis Instrumental sucedié cuando las componentes

artefactuales de la elipse se movilizaron como instrumentos para la apropiacién de otras
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componentes. De esta forma, observamos como la condicién geométrica de la elipse

permitid construir en algunas ocasiones nuevas propiedades, como la relacion a* =b? +c?

2 2

y como la expresion algebraica de la elipse —ery—2 =1. De la misma manera, percibimos
m° n

Génesis Instrumental cuando la relacion entre los parametros a? =b? +c¢? y la condicion
geométrica de la elipse, permitieron determinar la posicion de los focos, el trazo de los

lados rectos y determinar su longitud en términos de los parametros. Finalmente

2 2
. . . . X
observamos dicho proceso, cuando la expresion algebraica de la elipse —2+y—2 =1, fue
m

n
vinculada a una representacion grafica con ejes paralelos a los ejes coordenados cuando los

pardmetros my n tomaron diversos valores.

Debemos resaltar, que el aspecto dinamico del Geogebra como herramienta integradora en
la ensefianza y aprendizaje de los objetos matematicos y el conocimiento progresivo de las
potencialidades de las herramientas y comandos, permitieron a los alumnos interactuar con
la elipse, observar resultados y validar conjeturas, lo que permitié al Geogebra influir en el
surgimiento y enriquecimiento de las propiedades de dicha curva. Mencionamos algunas
acciones que el Geogebra nos permitio realizar, lo que definitivamente creemos que incidio
en el proceso de instrumentalizacion de la elipse. Por ejemplo, el rastro que deja un
conjunto de puntos que cumplen determinada condicion geométrica, el calculo de las
distancias de los extremos del eje mayor para enriquecer el significado de la condicion
geomeétrica, la deformacion de las representaciones graficas a través de los deslizadores que
permitio la interpretacion de la excentricidad por las cercanias del foco al centro o vértices,
la traslacion de la curva vinculada a sus distintas expresiones algebraicas y a sus elementos
invariantes, el trazo de cuerdas, rectas, puntos, y la interaccion con otros comparieros

durante el desarrollo de las actividades.

Al respecto, sin ser objeto de nuestra investigacion, encontramos que en las actividades 5 y
9 hay indicios que los trazos de rectas paralelas, rectas perpendiculares, circunferencias,
puntos de interseccidn, distancias, y el uso del menu contextual de algunas herramientas en

Geogebra, han sido instrumentados.
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De igual forma identificamos un conjunto de restricciones que segun Rabardel (1995), el
alumno debe identificar, comprender y administrar. ldentificamos en el proceso,
restricciones de existencia ligadas a las propiedades y usos del ordenador, como el manejo
del mouse. De igual forma restricciones de intencionalidad en tanto este destinado a
producir transformaciones, por ejemplo el zoom para el trazo de la elipse cuando se usa la
herramienta “Activa Rastro”. Finalmente restricciones de accion vinculadas a las
modalidades de accion y anticipadas por el disefiador como la interseccion de objetos,
manejo del compés o busqueda de simbolos en la barra de entrada. En ese mismo sentido,
de acuerdo a Trouche (2004), sefialamos como las herramientas que permitieron calcular
distancias, trazar rectas, poligonos, puntos o arrastrar textos a cualquier posicion de la
pantalla, reconocer vistas graficas o algebraicas, etc. ; transitaron de la fase descubrimiento
y seleccion a la fase de personalizacion En la fase de transformacion, la herramienta
“Segmento de Longitud Fija” transitd por dicho escenario ya que con su uso se logrd

reemplazar el radio de una circunferencia.

Finalmente, queremos acotar que aunque algunas de las funciones sefialadas tanto en la
elipse como en el Geogebra, fueron conservadas de manera durable para cierta clase de
acciones, dichas funciones deben ser observadas nuevamente en actividades posteriores

para comprobar dicho nivel de instrumentalizacion.
Perspectivas en Futuras Investigaciones

Para futuras investigaciones en el campo de la matematica, pensamos que la elipse no es un
producto terminado y son necesarias otras investigaciones. Es posible que movilizando la
elipse como esquema de uso y movilizando otros conceptos como traslacion y rotacion de
ejes, se logre una descripcion de la elipse en un nuevo sistema de coordenadas, hallando su
expresion algebraica y las propiedades de sus elementos, es decir proponemos analizar
cdmo nuestros resultados pueden describir una elipse y sus elementos cuando el eje focal de
dicha curva no es paralelo a los ejes de abscisa y ordenada, esto nos permitiria a la vez
verificar que algunas propiedades de la elipse han sido conservadas de manera durable en

relacién con una clase de situaciones. Del mismo modo, es posible que las investigaciones
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puedan apuntar al uso de la elipse como instrumento en la construccion de superficies
cuadricas tales como, el elipsoide, paraboloide eliptico, hiperboloide de una hoja,
hiperboloide de dos hojas; en donde algunas secciones transversales de estas superficies en
ciertos planos son elipses. De igual forma realizar los procesos de instrumentalizacion de la
parabola, hipérbola haciendo uso de algin programa de AGD, con la finalidad que se

articulen ambos trabajos.

Asi mismo, son necesarias otras investigaciones, de tal forma que la elipse pueda ser
aplicada como instrumento en distintos campos del saber. Se pueden considerar
aplicaciones en el campo de la Ciencia, como la descripcion de la érbita eliptica de la tierra
y otros planetas de nuestro sistema solar, en uno de cuyos focos se halla ubicado el sol; en
el campo de la Medicina, especificamente el uso del litotriptor, el cual es un equipo médico
que tiene como objetivo eliminar las piedras del organismo y cuyo funcionamiento esta
basado en la propiedad focal de la elipse y en el area de la Arquitectura con aplicaciones en

maquetas, disefios, arcos semielipticos.

Finalmente, dejamos abierta la posibilidad de realizar una investigaciéon mas profunda
acerca de los textos escolares o universitarios relacionada a la geometria analitica en la
ensefianza de las conicas, los cuales pueden estar condicionando los ambientes de

ensefianza y aprendizaje, asi como una revision curricular a los temas de estudio.
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APENDICES

PRUEBA DE DIAGNOSTICO

(APENDICE A)

Apellidos y Nombres

Tiempo de duracion 30 minutos

Fecha

Instrucciones

- Laprueba consta de 6 preguntas

- Se permite el uso de Utiles: lapices, escuadras, reglas.

- La prueba tiene como objetivo recabar informacidn acerca de sus conocimientos de

algunas de las propiedades del triangulo, la mediatriz, la circunferencia y la parabola.
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1. Qué entiende usted por la mediatriz de un segmento?

Represente graficamente la mediatriz de un segmento AB.y describa su proceso de

construccion

Proceso de construccion

2. Seobserva en la figura al triangulo ABC yla mediatriz relativa al segmento AB.;Es

el triangulo ABC escaleno, isdsceles o equilatero? ¢por qué?

Escriba aqui su respuesta.
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3. Enlafigura, se observan que los puntos P,Q y R estan contenidos en la mediatriz del

segmento AB, ¢qué propiedad comdn tienen estos puntos respecto a los extremos del

segmento AB ?

Escriba aqui su respuesta.

4. ;Qué condicion geométrica deben satisfacer los puntos A y B para que pertenezcan a

la circunferencia de centro C yradio r? Si traza la mediatriz de la cuerda AB, ¢el

punto C puede estar contenida en ella? ¢por qué?

Escriba aqui su respuesta.
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5. Se muestra una circunferencia con centro V y dos cuadrados que intersectan a la

parabola de vértice V, en los puntos P, Q , ¢Es posible afirmar que el segmento que

une los puntos P y Q corresponde al lado recto de la parabola?

Escriba aqui su respuesta.

6. Lacuerda PR es paralela a la directriz de la pardbola de vértice V e intersecta al eje

focal en el punto Q. ¢Es posible afirmar que la cuerda PR representa el lado recto de

la parabola y el punto Q representa su foco? ;Por qué?

Escriba aqui su respuesta.
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EXPLORACION DEL GEOGEBRA

(APENDICE B)

Integrantes del Equipo

Nombre del Equipo

Tiempo de duracién 90 minutos (Encuentro 1)
Fecha

Instrucciones

- Este primer encuentro contiene 10 actividades

- Las actividades tienen como objetivo iniciar a los alumnos en el aprendizaje y manejo

del uso de las propiedades del software Geogebra.

- Encel escritorio de su computadora se muestra la carpeta Actividades _Elipse. Ubique
en esta carpeta el archivo Encuentrol_ggb, el cual contiene las actividades propuestas

en la plataforma Geogebra.

- Trabaje de manera simultanea con el archivo y con esta ficha de actividades.
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Exploracién del Geogebra

Reconociendo vista algebraica y vista grafica

Con la herramienta 4%» puedes desplazar la vista grafica

En la vista grafica puedes exponer u ocultar los ejes 1

En la vista grafica puedes exponer u ocultar la cuadricula

En la barra de entrada ingresar la ecuacion y = x* —1. Haces uso del teclado virtual.
Haz visible los ejes y con 4{» la herramienta desplazar , ubica la grafica a un
lugar aleatorio

En la barra de menu, despliega la opcion vista algebraica y observaras la regla de
correspondencia de la gréafica trazada.

Con la herramienta elige y mueve [,\\3 puedes arrastrar los objetos con el mouse
o seleccionarlos y eliminarlos. Arrastra la grafica y = x> -1

En la barra de mend, despliega la opcion vista hoja de célculo. Puedes ingresar
nameros para realizar cualquier operacion o puntos con coordenadas, funciones
para insertarlos en la vista grafica. Por ejemplo ingresa y = x> +3 y el punto
A=(27)

Pulsando el boton secundario en cualquiera de los objetos puedes elegir la

herramienta expone u oculta objeto “. . Luego borra todos los elementos.

Trazando puntos, rectas paralelas y perpendiculares.

En la barra de entrada ubicada en la zona inferior de la ventana del Geogebra
ingresalarecta L:y=x-3yelpunto A=(4,2)

Con la herramienta elige y mueve [, seleccionael punto A y haciendo clic en
el botdn secundario elige la opcion renombra. Cambia el punto A por B

Con la herramienta elige y mueve Iz selecciona la grafica de la recta y
haciendo clic en el boton secundario elige la opcion propiedades del objeto. Cambia

de color y de estilo a la recta
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e Porel punto A, traza una recta paralela a la recta L con la herramienta recta
paralela —~—

e Por el punto A, traza una recta perpendicular a la recta L con la herramienta
recta perpendicular ;,

e Luego Borre todos los elementos de la vista gréafica.

Explorando la herramienta deslizador, poligono y hallando puntos de interseccion.

e Selecciona la herramienta deslizador —23% 'y haz clic sobre la vista grafica. En la
casilla nombre etiqueta la letra a por la letra m, los intervalos permanece iguales

e Enlabarrade entrada ingresa larecta L:y=mx-—3 Yy desplaza el deslizador. La
recta toma distintas pendientes %

e Con la herramienta interseccion entre dos objetos >r\/ , seleccione dos objetos y
halle los puntos donde la recta L intersecta al eje de abscisa y ordenadas.

e Con la herramienta poligono [ , marque uno a uno los vértices y trace el
triangulo cuyos Vértices son el origen de coordenadas y los puntos donde la recta
intersecta a los ejes de abscisa y ordenadas

e Luego Borre todos los elementos de la vista grafica.

Usando la herramienta distancia, &ngulo y area de los objetos trazados

e Con la herramienta punto " marca un punto A sobre el eje de abscisas, un punto
B sobre el eje de ordenadas y el punto O sobre el origen de coordenadas.

e Con la herramienta poligono  [>» dibuje el triangulo OAB

e Con la herramienta distancia jm ", marque dos puntos y halle la distancia de
los catetos y de la hipotenusa del triangulo trazado

e Con la herramienta angulo -’f, , marque tres puntos o dos rectas y compruebe que
el triangulo es recto en el vértice O

e Con la herramienta area ”E;f] , seleccione el poligono y halle el area del triangulo.

e Luego arrastre el texto que corresponde al area, distancia y angulo de los objetos, y

llévelo a la esquina superior izquierda. Para ello ubique el mouse en cualquiera de
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los textos y haga clic en el botdn secundario del mouse, seleccione la herramienta
posicion absoluta en pantalla.

Luego Borre todos los elementos de la vista gréafica.

Explorando la herramienta circunferencia y la mediatriz de un segmento.

Oculte la vista algebraica y los ejes coordenados.

Con la herramienta punto " marca los puntos C,, C,,C,y P.

Con la herramienta circunferencia centro- punto @ trace una circunferencia. Para

ello seleccione el centro C; y uno de sus puntos P .

Luego halle la longitud del radio r con la herramienta distancia fm “ . Arrastre
la vista gréafica hasta hacer visible completamente la circunferencia
Con la herramienta circunferencia centro — radio @ trace una circunferencia

Para ello elija el centro C, y el radio de longitud r

—

Con la herramienta circunferencia — compas (~  trace una circunferencia. Para

ello seleccione una abertura para el compas de longitud C,P y el centro C,

Limpie los elementos de la vista gréfica.

e Con la herramienta segmento entre dos puntos ,./'/ , trace el segmento AB .
Con la herramienta mediatriz >< , trace la mediatriz del segmento AB
Marque un punto cualquiera de la mediatriz con la herramienta punto ,* vy
rendmbrela como punto P
Con la herramienta compas (= trace una circunferencia. Para ello seleccione una
abertura para el compaés de Iong.i_t.ud PA y el centro el punto P
Con la herramienta poligono, 1]>se el tridngulo APB.

Luego compruebe con la herramienta .~ que el tridngulo APB es un triangulo

-

isosceles.

Luego limpie todos los elementos de la vista grafica.
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ACTIVIDADES PARA LA ELIPSE

(APENDICE C)

Integrantes del Equipo

Nombre del Equipo

Tiempo de duracion 90 minutos

Fecha

Instrucciones

- Este sequndo encuentro contiene las actividades 1, 2, 3, 4 y 5 de un total de 10.

- Lea cuidadosamente las preguntas. Sus respuestas seran consignadas en los recuadros

que se muestran al final de cada enunciado

- Enel escritorio de su computadora se muestra la carpeta Actividades Elipse. Ubique
en esta carpeta el archivo Encuentro2_ggb, el cual contiene las actividades propuestas

en la plataforma Geogebra.

- Trabaje de manera simultanea con el archivo y con esta ficha de actividades.
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ACTIVIDAD 1

En el archivo Actividad_1.gghb mostramos una circunferencia de centro C, de radio CP

y un punto fijo Q en el interior de la circunferencia, de tal formaque / CP/>/CQ/.

a) Trace el segmento PQ y luego la mediatriz relativa a dicho segmento.

b) Determine el punto A sobre el radio CP que equidiste de los extremos del segmento
PQ

c) Con la herramienta “Poligono”, marque los vértices del triangulo APQ.

De acuerdo a la longitud de sus lados ¢coémo clasifica al triangulo APQ?. ¢Por que?

d) Utilizando el punto Acomo extremo de los segmentos, exprese la longitud del radio de
la circunferencia como la suma de las medidas de dos segmentos. Muestre dos

expresiones equivalentes

e) Si mueve el punto P sobre la circunferencia genera un desplazamiento del punto A.
¢por qué la suma de las medidas de los segmentos hallada en el item d) se mantiene

constante? Puede hacer uso de la herramienta “Distancia” del Geogebra

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad _1.ggb en la carpeta escritorio de la
computadora asignada. Cierre el archivo y continle con la siguiente actividad.
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ACTIVIDAD 2

En el archivo Actividad_2.ggb mostramos una circunferencia de centro C, de radio
r=CP yun punto interior fijo a la circunferencia Q. Ademas el punto A pertenece a

la mediatriz del segmento PQ vy al radio de la circunferencia

a) Mueva el punto P sobre la circunferencia. Calcule la longitud del radio como la suma
de las medidas de los segmentos CAy AP cuando el punto A se desplaza a dos

posiciones distintas.

CEC -

R[eEA- o -

b) Mueva el punto P sobre la circunferencia, calcule la longitud del radio como la suma
de las medidas de los segmentos CAy AQ cuando el punto A se desplaza a dos

posiciones distintas.

RQeCAl- -

EECEE -

c) ¢Qué propiedades geométricas justifica los resultados hallados en a)y en b)
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d) En el mend contextual del punto A seleccione “Active Rastro”, fije el estilo del punto
al minimo vy luego desplace lentamente el punto P sobre la circunferencia. La
trayectoria del punto genera una curva llamada elipse. La suma de las distancias del

punto A a los puntos fijos QyC, ¢es un resultado que se mantiene constante

mientras A se desplace por la curva? ¢Por qué?

e) Enla circunferencia de centro C, radio CP y un punto interior Q, exprese en términos

de los segmentos AQy AC , la condicidon geométrica que debe cumplir el punto A

para que su trayectoria forme la figura eliptica.

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad_2.ggb en la carpeta escritorio de la

computadora asignada. Cierre el archivo y continle con la siguiente pregunta.
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ACTIVIDAD 3

Abra el archivo Actividad_3.ggh. Se muestra una circunferencia de centro F,, un punto
fijo F, al interior de la circunferencia y un punto P sobre el radio de dicha circunferencia
que se mueve sobre una elipse. Los puntos fijos F, y F, son llamados focos La recta que
pasa por los focos se llama eje focal. El eje focal corta a la elipse en dos puntos V, yV,

llamados Vértices. La porcién del eje focal comprendida entre los vértices se llama eje

mayor.

a) Trace el eje mayor, renombre los vértices como V, yV, Yy calcule su longitud

b) Trace segmentos que unan P a los focos F, y F, . Luego desplace P sobre la elipse y

registre sus resultados haciendo uso de la herramienta “Distancia”.

PR PR - AL
PRIPR - - =
PRI PR - -

c) Si P esunpunto de laelipse con focos F, yF, Y lalongitud del eje mayor

V,V, es 2a, escriba la condicion geométrica del punto P

289

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP 32\'-}‘6?}2'}3“0

DEL PERU

d) La recta perpendicular al eje focal que pasa por el centro C del segmento que une los
focos se llama eje normal. El eje normal corta a la elipse en dos puntos. La porcién del

eje normal comprendida entre estos puntos se Ilama eje menor.

Trace el segmento que representa el eje menor y marque el centro C de la elipse, ¢el

eje menor esta contenida en la mediatriz del segmento que une los focos? ¢Por qué?

¢Cudl es la suma de las distancias de uno de los extremos del eje menor a los focos?

¢Por qué?

e) Con la herramienta “Poligono” trace el triangulo que tiene como vértices los focos de

la elipse y un extremo del eje menor.

Considerando que la distancia del centro a uno de los vértices es a, que la distancia
del centro a uno de los focos es ¢ y que la distancia del centro a uno de los extremos

del eje menores b, halle b términosde a y ¢

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad_3.ggb en la carpeta escritorio de la

computadora asignada. Cierre el archivo y continle con la siguiente pregunta.
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ACTIVIDAD 4
Abra el archivo Actividad_4.ggb. Se muestra una elipse y dos focos F, y F,

El deslizador a representa la distancia del centro a uno de los vértices, a>0
El deslizador c representa la distancia del centro a uno de los focos, ¢ > 0

Fijamos el deslizador a =10

a) ¢Qué forma aproximada adopta la elipse, si sus focos se acercan a su centro y a los
vértices de la elipse?

b) Se define la excentricidad como la razon —, ¢entre qué limites numéricos se halla la
a

excentricidad para que la elipse mantenga las caracteristicas de sus elementos?

c) Si la tierra describe una trayectoria eliptica alrededor del sol y su excentricidad es

menor a 0.0017, ;con qué figura se aproximaria su trayectoria eliptica? ¢;Por qué?

d) ¢Qué informacidn le proporciona la excentricidad de una elipse?

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad_4.ggb en la carpeta escritorio de la

computadora asignada. Cierre el archivo y continle con la siguiente pregunta.
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ACTIVIDAD 5

Abra el archivo Actividad _5.ggb. Se muestran los focos V, yV, de una elipse.

a) Si arrastra el deslizador hasta d =1 se obtienen cuerdas pertenecientes a una elipse.

De acuerdo a su vista grafica ¢qué entiende usted por cuerda de una elipse?

b) La cuerda V,V, es el eje mayor. ¢(Cual de las cuerdas que observa corresponde al eje

menor? ;Por qué?

Trace el eje menor y describa su procedimiento.

c) La cuerda que pasa por uno de los focos de la elipse y es perpendicular al eje focal se
Illama lado recto ¢Cudl de las cuerdas que observa corresponde a dos de los lados
rectos de la elipse? ¢Por qué?

d) Con la herramienta “Compas”, trace una circunferencia con centro en uno de los
extremos del eje menor y radio de longitud igual al semieje mayor (r=a ). (Qué
elementos de la elipse representan los puntos de interseccion de la circunferencia con

el eje mayor de la elipse? ¢Por qué?
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e) Trace los lados rectos de la elipse, luego oculte los trazos complementarios salvo el

correspondiente al eje mayor y el eje menor de la curva

2
f) Reto para el alumno. Compruebe que la longitud del lado recto de una elipse es &
a

Para ello trace un triangulo en el interior de la elipse, cuyos vértices sean los focos y
un extremo del lado recto de dicha

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad _5.ggb en la carpeta escritorio de la

computadora asignada. Cierre el archivo y continle con la siguiente pregunta.
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ACTIVIDADES PARA LA ELIPSE

Integrantes del Equipo

Tiempo de duracion 90 minutos
Fecha
Instrucciones

Este tercer encuentro contiene las actividades 6, 7, 8, 9 y 10 de un total de 10.

- Lea cuidadosamente las preguntas. Sus respuestas seran consignadas en los recuadros

que se muestran al final de cada enunciado

- Encel escritorio de su computadora se muestra la carpeta Actividades _Elipse. Ubique
en esta carpeta el archivo Encuentro3_ggb, el cual contiene las actividades propuestas

en la plataforma Geogebra.

- Trabaje de manera simultanea con el archivo y con esta ficha de actividades.
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ACTIVIDAD 6

Abra el archivo Actividad_6.ggb. Se muestra el eje mayor V, V, de longitud 2a y el

eje menor MN de longitud 2b

a) Determine los focos F, yF, de la elipse usando alguna construccion geomeétrica.

Renombre los focos como F, y F, , describa sus pasos. Luego oculte la construccion

geomeétrica.

b) Con los dos focos F;, F, y un punto de la elipse, trace la curva haciendo uso de la
herramienta “Elipse” que aparece en la Ventana de Herramientas. Luego elija Vista
Algebraica y haga visible los ejes coordenados. Escriba las coordenadas de los

vértices, focos y extremos del eje menor

vi (s ) vV, (5 )
FE(C ) FE(C )
M( ) Ne Fa P )

Halle la longitud del eje mayor (2a) , del eje menor (2b ), la distancia entre los focos

o distancia focal (2c) y la longitud del lado recto.
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c) Halle una expresion algebriaca que describa a todos los puntos P (x;y) de la elipse,
que cumplen la condicién geométrica F,P + F,P =2a. Use la distancia entre dos

puntos.

N + A =

Escriba en la parte inferior, dos expresiones algebraicas equivalentes a la expresion
anterior. Para ello haga clic en la representacion gréfica de la curva y escriba una de
las expresiones que aparece sombreada en la Vista Algebraica. En el Mend Contextual
de dicha expresion, aparece la otra equivalente.

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad_6.ggb en la carpeta escritorio de la

computadora asignada. Cierre el archivo y continle con la siguiente pregunta

296

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP 32\'-}‘6?}2'}3“0

DEL PERU

ACTIVIDAD 7

Abra el archivo actividad _7.ggb. Se muestra los deslizadores m yn. En la barra de

2 2

: - : X
entrada, ingrese la ecuacion de la elipse — + y—z =1.
m° n

a) Luego de ingresar la expresion algebraica, arrastre los deslizadores hasta conseguir que
las variables tomen los valores n=m=10, ;Qué forma adopta la figura? Escriba su

expresion algebraica

b) Si fija uno de los deslizadores en n=10 y el otro deslizador m se desplaza para
valores distintos a 10. Cuando m>m ¢Qué representan los valores de myn para la

elipse? El eje focal que contiene al eje mayor ¢coincide con uno de los ejes

coordenados?

Determine la expresion algebraica de la elipse con centro en el origen, eje focal el eje

de abscisas, cuando los deslizadores se hallan en los siguientes casos:

n:10 m:12 + :l
()Y )

n=10 m=15 + =1
( )y )

n=10 m=20 + =1
( )y )

297

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




_ "2 | PONTIFICIA
TESIS PUCP gz_:_\aELl}".;:I‘I\DAD

DEL PERU

Determine la expresion algebraica de la elipse con centro en el origen, eje focal el eje

de abscisas, en términos del semieje mayor a y longitud del semieje menor b.

c) Si fija uno de los deslizadores en n=10 y el otro deslizador m se desplaza para
valores distintos a 10. Cuando m<m ¢Qué representan los valores de myn para la
elipse? El eje focal que contiene al eje mayor ¢coincide con uno de los ejes

coordenados?

Determine la expresion algebraica de la elipse con centro en el origen, eje focal el eje

de abscisas, cuando los deslizadores se hallan en los siguientes casos:

n=10 m=9 + =1
S s

n=10 m=7 = =1
(g (g IB

n=10 m=5 + =1
MY NN

Determine la expresion algebraica de la elipse con centro en el origen, eje focal el eje

de abscisas, en términos del semieje mayor a y longitud del semieje menor b.

Al terminar su trabajo, guarde su archivo actividad_7.ggb en la carpeta escritorio de la
computadora asignada. Cierre el archivo y continte con la siguiente pregunta.
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ACTIVIDAD 8

Abra el archivo Actividad_8.ggb. Se muestra una elipse con centro en el origen, eje focal

X2

2
el de abscisas y su expresion algebraica 52+§2 =1.

a) Mueva el deslizador hasta que el nuevo centro de la elipse sea el punto A(8,6)

Escriba la expresion algebraica de la elipse en términos de su nuevo centro

¢Qué elementos se mantienen invariante en la elipse?

b) Trace los lados rectos de la elipse con centro en A. Luego mueva el punto Ay

traslade la elipse sobre el plano de coordenadas.

Halle la expresion algebraica de la elipse cuando el centro Aesta sobre el eje de

abscisas

Halle la expresion algebraica de la elipse cuando el centro Aesta sobre el eje de

ordenadas.

Halle la expresion algebraica de la elipse cuando el centro Aestd sobre uno de los

planos coordenados.
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¢Qué elementos se mantienen invariantes en la elipse?

c) Escriba la expresion algebraica de la elipse de centro en cualquier punto (h,k) del

plano, eje focal paralelo al eje de abscisas. Considere a la longitud del semieje

mayor Yy b la longitud del semieje menor

d) Escriba la expresion algebraica de la elipse de centro en cualquier punto (h,k) del

plano, eje focal paralelo al eje de ordenadas. Considere a la longitud del semieje

mayor Yy b la longitud del semieje menor.

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad_8.ggb en la carpeta escritorio de la
computadora asignada. Cierre el archivo y continle con la siguiente pregunta.
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ACTIVIDAD 9 - Reto parael alumno.

Abra el archivo Actividad 9.ggb se muestra el eje focal de una elipse paralelo al eje de
abscisas, donde F, es uno de sus focosy M es el extremo del eje menor.

Usando construcciones geométricas halle el otro foco F,, los vértices V, y V, y el otro
extremo N del eje menor. Luego con la herramienta “Elipse” dibuje la curva

Explique su procedimiento

En la vista gréfica haga visible los ejes coordenados. Luego encuentre:

Las coordenadas de los vértices

Las coordenadas de los focos

Las coordenadas de los extremos del eje menor
Los extremos del lado recto

La ecuacién de la elipse

De acuerdo a su gréafico, sin necesidad de elaborar célculos, ¢la excentricidad tendra
valores cercanos a cero o a uno?

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad_9.ggb en la carpeta escritorio de la
computadora asignada. Cierre el archivo y continde con la siguiente pregunta
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ACTIVIDAD 10 - Construccién animada.

Abra el archivo Actividad 10.ggb.  El cometa Halley describe una 6&rbita eliptica
alrededor del sol. La distancia mas cercana del cometa al sol (perihelio) es
aproximadamente 0.6UAy la mas lejana (afelio) es aproximadamente 35UA. La unidad
astronomica (UA), es la distancia promedio de la tierra al sol para especificar grandes
distancias (LUA ~ 93000 000 millas)

Grafique en el sistema cartesiano la trayectoria eliptica del cometa y determine la expresion
algebraica de la curva. ;{Qué relacion tiene el valor numérico de la excentricidad y la forma

grafica de la elipse?

Expresion algebraica

Considere el origen del sistema cartesiano en el centro de la orbita y al sol en uno de los
focos sobre el eje de abscisas. Cuando termine pulse el boton secundario del mouse sobre
el punto que representa el cometa Halley y elija “Animacion automatica” para generar
movimiento en el cometa alrededor del sol. Deje visible la trayectoria de la elipse, el sol y
el cometa. Para realizar calculos numéricos puede ingresar a “Vista Hoja de Céalculo” del

Geogebra

Al terminar su trabajo, guarde su archivo Actividad_10.ggb en la carpeta escritorio de la

computadora asignada. Finalmente cierre el archivo.
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FICHA DE OBSERVACION

(APENDICE D)

Fecha Encuentro

Nombre del observador

Nombre del equipo observado

e Observar que los alumnos abran y guarden los archivos proporcionados.

e Describir detalladamente las acciones de los alumnos de manera secuencial durante el
desarrollo de las actividades.

e Focalizar la atencién en las acciones o en los comentarios de los alumnos cuando
utilicen herramientas distancia o longitud, deslizador, la opcién activa rastro del mend

contextual y la elaboracion de algunas construcciones sobre la vista gréafica.

Observaciones
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ANEXO

PROGRAMA ANALITICO DE LA ASIGNATURA DE MATEMATICA |

UNIDAD 1

Conjunto de los Numeros Reales

Obijetivos:

- ldentificar los diferentes campos numéricos

- Operar con intervalos acotados , semiacotados y no acotados
- Resolver ecuaciones e inecuaciones de primer grado

- Utilizar el vocabulario y la notacién adecuada

Contenidos: Los nimeros reales. La recta real. Relacion de orden en los nimeros
reales. Intervalos y operaciones con intervalos. Ecuaciones e inecuaciones de primer
grado.

UNIDAD 2

Valor Absoluto

Obijetivos:
- Interpretacion del valor absoluto como distancia entre dos puntos
- Resolver ecuaciones e inecuaciones usando la interpretacion del valor absoluto
- Resolver ecuaciones e inecuaciones usando las propiedades del valor absoluto.

Contenidos: El valor absoluto. Interpretacion geométrica del valor absoluto.

Resolucion de ecuaciones e inecuaciones de grado uno con valor absoluto.
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UNIDAD 3

Sistema de Coordenadas Cartesianas en el Plano

Objetivos:

- Ubicar los pares ordenados en un sistema de ejes coordenados

- Calcular la distancia entre dos puntos

- Obtener el punto medio de un segmento

- Determinar las coordenadas que dividen a un segmento en una razén.
Contenidos: Par ordenado. Distancia y punto medio entre dos puntos del plano.
Division de un segmento en una razon.
UNIDAD 4

La Linea Recta

Obijetivos:

Calcular e interpretar la pendiente de una recta

Determinar tres expresiones equivalentes de la ecuacion de una recta

- Calcular la distancia entre dos puntos y obtener su punto medio

- Determinar la pendiente de rectas paralelas y perpendiculares

- Calcular la distancia de un punto a una recta

- Resolver enunciados que relacionados a problemas relacionados con rectas.
Contenidos: La razon de cambio entre dos puntos. Pendiente de una recta. Ecuacion de
una recta. Representacion grafica de la recta. Posicion de una recta en el plano:

paralelismo y perpendicularidad. Rectas notables en un triangulo. Distancia de un

punto a una recta.
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UNIDAD 5

La Circunferencia

Objetivos:

Determinar la ecuacion candnica de una circunferencia

- Determinar la ecuacion ordinaria de una circunferencia.

- Representar graficamente la circunferencia en el plano cartesiano.
- Obtener la ecuacion de la recta tangente a una circunferencia

- Calcular la distancia del centro a la recta tangente.

Contenidos: La condicidén geométrica de una circunferencia. Ecuacion y elementos de
una circunferencia. Representacion grafica de la circunferencia. La recta tangente a
una circunferencia.

UNIDAD 6

La Parabola
Obijetivos:

- Determinar la ecuacién candnica de una parabola
- Determinar la ecuacién ordinaria de una parabola
- Representar graficamente una pardbola en el plano cartesiano indicando sus

elementos.

Contenidos: La condicion geométrica de una parabola. Ecuacién y elementos de una

parabola. Representacion grafica de la pardbola. .
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	Consideraciones Iniciales
	Nuestro trabajo de investigación se centra en  los procesos de instrumentalización  de la elipse mediado  por el Geogebra,  investigación que surge por la necesidad de reconocer que existen otros planteamientos con sus propias complejidades que abarca...
	Debemos resaltar además, que esta tesis forma parte del proyecto Processos de Ensino e Aprendizagem de Matemática em ambientes tecnológicos PEA-MAT/DIMAT desarollado entre la PUCP y la PUC-SP/Brasil que cuenta con el apoyo del Conselho Nacional de Des...
	Nuestro trabajo de investigación se encuentra estructurado en cuatro capítulos:
	En el primer capítulo, La Problemática, presentamos algunas investigaciones relacionadas al aprendizaje de la elipse haciendo uso de construcciones geométricas  y otras relativas al uso de ambientes de Geometría Dinámica en la enseñanza y aprendizaje ...
	En el segundo capítulo, Procedimientos Metodológicos, escogimos como metodología de investigación algunos aspectos de la Ingeniería Didáctica de Artigue (1995), pues nos permite analizar el entorno didáctico de nuestro objeto de estudio, además de una...
	En el tercer  capítulo: Aspectos Históricos y Estudio de la Elipse, presentamos una breve descripción histórica de la noción de elipse basada en  Boyer (1987)  y que abarcan algunos aspectos de los trabajos de Menecmo  Apolonio de Perga  y la obra de ...
	En el cuarto capítulo, Experimento y Análisis, caracterizaremos a los sujetos de investigación y elaboraremos  un análisis de la prueba de diagnóstico propuesta a los alumnos  descritos en la caracterización. Al mismo tiempo procedemos a realizar  una...
	Finalmente, señalamos que el interés por elaborar el  estudio de la elipse desde la óptica de las construcciones y representaciones gráficas, nos ha perseguido  desde nuestros primeros contactos en la enseñanza de estas figuras cónicas en la docencia ...
	CAPÍTULO  1 – LA PROBLEMÁTICA
	La primera restricción referida a las restricciones de modalidades de existencia, vinculadas a las características o propiedades comunes del artefacto que el usuario debe identificar, comprender, administrar y verificar para el cumplimiento de las con...
	La segunda restricción referida a las restricciones de intencionalidad, en tanto este destinada a producir transformaciones, dirigida hacia los objetos sobre los cuales hay condiciones de transformación, por ejemplo restricciones en la representación ...
	Finalmente las restricciones de estructuración de la acción, vinculadas a las modalidades de la acción anticipadas por el diseñador, inscritas por ellos en la estructura  y, por tanto, incorporadas a la estructura y funcionamiento del artefacto. Podrí...
	CAPÍTULO  2 -  ASPECTOS METODOLÓGICOS
	Ingeniería Didáctica
	Fase 1: Análisis preliminar
	Cuadro 2. Algebra y Trigonometría  con Geometría Analítica (2011)
	Fase 2: La concepción y el análisis a Priori
	En la fase uno, se efectuó el análisis inicial en torno a la dimensión cognitiva, histórica y didáctica de la elipse. En la fase dos, y respaldados por  los  antecedentes preliminares y por algunos aspectos de la TSD se procedió  a  implementar  una s...
	Según Hernández, R. Fernández, C. y Batista, P. (2010), en cuanto a la experimentación cualitativa, indica que es importante en esta etapa que la tarea del investigador sea sumamente proactiva, motivar a las personas para que el plan sea ejecutado de ...
	En  nuestro trabajo de investigación, participaron el investigador, tres profesores de la asignatura como  observadores y  un  grupo o una muestra de alumnos. Se usaron  unas fichas de trabajo en la que los alumnos registraron sus respuestas, unas fic...
	En este proceso  de investigación la experimentación fue realizada en 3 encuentros, con una duración de 90 minutos por encuentro. El primer encuentro tuvo 5 actividades con la finalidad  que los alumnos  exploren las principales herramientas del Geoge...
	Fase 4: Análisis a posteriori  y validación.
	En este capítulo presentamos una breve descripción del proceso evolutivo del estudio de la elipse considerando dos etapas  en la historia de la matemática. El periodo que se inicia con los  trabajos  de Menecmo  y Apolonio de Perga  y el periodo del s...
	Asimismo elaboramos  una  descripción del objeto matemático y de las  propiedades de algunos de sus  elementos, tomando como referencia el texto de Geometría Analítica, Lehmann (2003).
	Tomo como referencia el texto de Boyer (1987)  que  presenta la historia de la matemática desde los orígenes primitivos del hombre hasta  ciertos  hechos  notables del siglo veinte.
	Del texto hemos tomado en cuenta el siglo de Pericles o época heroica de los griegos,  aproximadamente en la segunda mitad del siglo , época en la que los griegos se plantean tres problemas clásicos de construcción geométrica como la cuadratura del cí...
	El autor refiere que el siglo   es un periodo que se inicia con la derrota de los persas por parte de los griegos  y la victoria de Esparta sobre Atenas. La época gloriosa de Pericles en las artes y literatura, contribuye  a la migración de muchos int...
	Boyer (1987)  nos señala  que la ciencia griega se ocupaba de curiosidades altamente  intelectuales que contrastaba con el carácter de inmediatez utilitaria del pensamiento prehelénico. El  mundo matemático griego estaba más  relacionado con la filoso...
	Por ejemplo, del griego Anaxágoras  se sabe,  que trabajó en el problema de la cuadratura  del círculo, usando  solamente  regla y compás, es decir en  la   construcción de un cuadrado  igual al área de un círculo.  Anaxágoras muere en el 426 a. C., u...
	Estos tres problemas, la cuadratura de un círculo, la trisección de un ángulo y la duplicación del cubo han sido considerados los tres problemas clásicos de la antigüedad. Aunque posteriormente, se demostrara  que eran irresolubles usando regla no gra...
	Al respecto, el autor nos  indica que el primero en abordar este problema  fue Hipócrates de Chios por el año 430 a.C., quien reduce el problema a la interpolación de dos medias geométricas  entre la magnitud que representa la arista de un cubo y la q...
	En ese sentido, Boyer (1987)  nos indica que:
	En particular, no tenían evidentemente ninguna dificultad en convertir un rectángulo de lados    en un cuadrado, lo que requería hallar la media proporcional o geométrica  entre los segmentos  , es decir, que si debía verificarse la proporción  , los ...
	En la figura 18, se muestra la representación gráfica de la media proporcional:
	El autor  considera que  estos mismos geómetras generalizaron  el problema al interpolar dos medias entre dos magnitudes dadas  . Es decir, que dado  los segmentos  , los griegos intentaran  construir dos segmentos    tales que   .
	De tal forma que    representa la magnitud de la arista de un cubo y   la arista del otro cubo cuyo volumen sea el doble. De allí que el autor indique que probablemente fue Hipócrates el primero en reconocer que esta relación nos lleva al problema de ...
	De esta forma, de la expresión  , obtenemos  la  expresión   Si se considera   ,  conseguimos la ecuación  .
	En nuestra notación actual, relacionando ambas expresiones, nos conduce a la ecuación   , la cual nos  permite expresar la relación    , donde la arista del cubo inicial  es  de longitud   y la arista del cubo modificado es  .
	Por lo tanto, según refiere Boyer (1987), Hipócrates de Chios  demostró que la duplicación del volumen del cubo era posible en tanto se pudiese  utilizar curvas que tuvieran la propiedad expresada en la proporción continua  .
	Unos años después, en el siglo IV a.C. y gracias a la contribución de Menecmo, estas curvas llegan a ser representadas.   Precisamente, Boyer (1987)  nos detalla que fue un gran logro por parte de  Menecmo el descubrimiento de curvas cuyos puntos veri...
	De esta manera, a partir de un cono circular recto de una sola hoja, con generatrices formando  con  el eje un ángulo de 45  se podía obtener una familia de curvas  haciendo cortes en el cono de una misma forma. Por ejemplo, por un plano perpendicular...
	El autor menciona que el descubrimiento de la elipse pudo haber sido  casual o como un subproducto de la investigación por el intento de obtener la parábola o la hipérbola que representaban las propiedades necesarias para resolver el problema de la du...
	El texto de Boyer (1987), nos indica que si queremos duplicar un cubo de arista   , entonces a partir de la proporción continua  , construimos dos parábolas   .
	Haciendo uso de la notación actual, la primera ecuación  tendría lado recto   y la segunda   . Los vértices estarían ubicados en  el origen de coordenadas.
	En la figura 19, mostramos la representación gráfica de ambas parábolas. La abscisa   sería la arista del cubo buscado
	El autor indica  que probablemente Menecmo conociera muchas de las propiedades de las cónicas que hoy nos son tan familiares,  incluidas la de las asíntotas de la hipérbola pero que sin embargo existen pocas fuentes documentadas sobre este geómetra gr...
	Al respecto el autor indica:
	Entre las principales fuentes documentales  autorizadas que nos permiten atribuir a Menecmo  el descubrimiento de las secciones cónicas está una carta de Erastótenes al rey Ptolomeo Euergetes, citada 700 años más tarde  por Eutocio, en la que se menci...
	Sin embargo durante el primer siglo de la época Helenística, los matemáticos Euclides, Arquímedes y Apolonio, sobresalen por encima de sus predecesores y sucesores. Sus obras han hecho que se llame a este periodo  la edad de oro de la matemática  grie...
	Por ejemplo de Apolonio se sabe que  nació en Perga y vivió aproximadamente entre los años 262 y 190 a.C.  y que solo dos de los muchos tratados han sobrevivido. Una de ellos Secciones en una razón dada, fue traducida al árabe en 1706 y una publicació...
	En su obra  Secciones cónicas, Apolonio consolida los resultados sobre las cónicas y es  el primero en demostrar  que  con un solo cono circular recto se pueden obtener  los tres tipos de secciones cónicas (elipse, parábola e hipérbola) haciendo varia...
	Al respecto,  Boyer (1987)  señala que Apolonio no fue el primero en estudiar con detalle las secciones cónicas ni los lugares geométricos, ya que Arquímedes usaba el nombre de parábola para referirse a una sección cónica. Sin embargo indica que  fue ...
	Sobre lo anterior se indica:
	El término Ellipsis, que significa una deficiencia,  se utilizaba cuando un rectángulo dado debía aplicarse a un segmento dado y resultaba escaso en un cuadrado (u otra figura dada) Mientras que la palabra Hyperbola (de “avanzar más allá”)  se adoptó ...
	Es interesante la acotación que hace Boyer (1987) acerca de la interpretación que los geómetras daban a los  términos Ellipsis, Hyperbola  y Parábola, la cual estaba en relación a la conocida ecuación moderna de la parábola     (parábola con vértice e...
	La parábola tiene la propiedad que dado un punto  sobre la curva, el cuadrado construido sobre su ordenada  , es exactamente igual al rectángulo construido sobre la abscisa    y el parámetro  .
	Mostramos una representación gráfica en la figura 20 de la parábola  . Sea el  punto  perteneciente a la parábola, se construye un cuadrado sobre la ordenada   cuya área equivale a la del rectángulo construido sobre la abscisa   y el parámetro
	En términos modernos, la  ecuación  de la elipse   referida  a uno de los vértices como origen, sería   siendo  . Esto nos indica que   no alcanza a cubrir  , es decir   , que resulta estar en perfecto acuerdo con el nombre “ellipsis” o deficiencia de...
	De acuerdo a Boyer (1987), se han registrado nombres triviales en alusión a la forma en la que fueron descubiertas, por ejemplo secciones de un cono agudo (oxitoma), secciones de un cono rectángulo (ortotoma) y secciones de un cono obtuso (amblitoma)....
	Acerca de las propiedades fundamentales de las cónicas, el autor nos indica que los griegos clasificaban a las curvas como “lugares planos”  cuando eran construidas con líneas  rectas,  y circunferencias, como “lugares sólidos” cuando estaban conforma...
	Boyer (1987)  muestra el proceso anterior, para el caso de la elipse y que toma del libro I de  Apolonio, proposición 13,  descrito en la  figura 21.
	Sea   una sección triangular de un cono circular oblicuo  como se muestra en la figura, y sea   un punto cualquiera de una sección plana   que corta a todas las generatrices del cono¸ prolonguemos    hasta que corte a la recta   en  , y tracemos por  ...
	Por semejanza de los triángulos   y
	Y por semejanza de los triángulos   y  :
	Por otra parte debido a la propiedad de la circunferencia, tantas veces utilizada, se tiene:
	.
	Si llamamos   la propiedad que expresa la igualdad anterior viene a traducirse en la ecuación
	Que podemos reconocer como la ecuación de una elipse referida al vértice  y a su eje mayor como  .
	Incluso Boyer (1987), señala que cuando Apolonio obtuvo estas relaciones básicas sobre el cono, se dedicó a deducir el resto de propiedades restantes sin mencionar o hacer referencia explícita al cono, haciendo uso  en todo caso de las proporciones y ...
	Apolonio en su libro de las Cónicas, omite algunas propiedades de las cónicas, que probablemente a nosotros nos parecerían, obvias. Según el autor Apolonio menciona de manera muy indirecta a los focos de la elipse, ni siquiera les otorga un nombre en ...
	Al respecto el autor nos indica:
	Se supone que él mismo, y quizá incluso ya Aristeo y Euclides, estaban bien familiarizados  con las propiedades de estas curvas referidas al foco y a la directriz, pero el caso es que nada de esto se menciona ni siquiera en Las Cónicas. No hay, obviam...
	Finalmente, el autor nos refiere que la obra de Apolonio se considera como una anticipación de la geometría analítica de Descartes, en el siglo XVII ya que los métodos usados son semejantes  al planteamiento analítico moderno.
	Sin embargo durante muchos siglos, las cónicas permanecieron sin ser analizadas por la matemática griega hasta aproximadamente la época del Renacimiento, época en la que  nuevamente son  tomadas en cuenta por científicos renacentistas e incluso usadas...
	Sobre Descartes, Boyer (1987)  indica que nace en el seno de una familia económicamente estable, estudia  derecho  en la Universidad de Poitier sin mucho entusiasmo y participa en algunas campañas militares sin llegar a ser un militar profesional.  De...
	Boyer (1987) señala que Descartes habría descubierto su geometría analítica aproximadamente por el año 1628 ya que cercana a esa fecha decide escribir su famosa obra La géométrie. Esta obra no se presenta como un tratado independiente sino como uno de...
	El   autor, indica que la meta perseguida  por Descartes  era  realizar una construcción geométrica, en todo caso  una  interpretación  de las operaciones algebraicas al lenguaje de la geometría, y no lo que hoy en día representa la geometría cartesia...
	En general el  libro La géométrie es un texto que se puede leer sin encontrar dificultades en su notación, por ejemplo hace uso de las primeras letras del alfabeto para las constantes y de las últimas para las variables, emplea los símbolos germánicos...
	En el libro I, Descartes plantea una serie de instrucciones detalladas para resolver ecuaciones cuadráticas, pero no en el sentido algebraico de los antiguos babilónicos, sino de manera geométrica  como lo hacían los griegos de la antigüedad. A lo lar...
	Boyer (1987) afirma que Descartes reconocía de manera muy general, que las ordenadas negativas estaban dirigidas en un sentido opuesto al que se tomó como positivo, pero no lo hizo con las abscisas. En el caso de las cónicas, indica  que Descartes hab...
	Sólo en un caso examina  Descartes con detalle un lugar geométrico, y es en conexión con el problema del lugar de las tres y cuatro rectas de Pappus, para el que obtiene la ecuación   . Esta es la ecuación general de una cónica  que pasa por el origen...
	El libro III   retoma  el tema del libro I, es decir la construcción  de  las raíces  de ciertas ecuaciones. Por ese motivo el libro  explica cómo hallar las raíces, cómo rebajar el grado de una ecuación si se conoce una raíz, cómo eliminar el segundo...
	En resumen,  la totalidad de su obra  La géométrie  está dedicada a la aplicación del algebra a la geometría y de la geometría al algebra, es decir liberar a la geometría de diagramas haciendo uso de procedimientos algebraicos, y darle un significado ...
	De esa manera el significado de las cónicas se va ampliando desde su aparición en el siglo IV a.C. como secciones de un cono de dos hojas con un plano, con  la descripción sintética de las cónicas que hace Apolonio en el siglo III a.C. en su obra “Sec...
	3.2.  Estudio de la Elipse.
	CAPÍTULO  4 – EXPERIMENTO Y ANÁLISIS
	En este capítulo  caracterizamos  a los sujetos de investigación y elaboramos  un análisis de la prueba de diagnóstico propuesta a los alumnos descritos en la caracterización. Se elabora una descripción del experimento en la que se detallan los recurs...
	4.1 Caracterización  de los sujetos de la investigación
	Para realizar  la selección de los sujetos a  investigación, hicimos una convocatoria a los alumnos del primer ciclo de la asignatura de Matemática I del programa de Estudios Generales en la Universidad donde se realiza el estudio. Los alumnos traen c...
	Asistieron veinte estudiantes de manera voluntaria y se les aplicó una prueba de diagnóstico para observar su nivel de logro en los temas indicados. La prueba de diagnóstico (ver Apéndice A) es diseñada para evaluar los conocimientos que han sido indi...
	Según Hernández, et al. (2010), ya que nuestro trabajo de investigación es cualitativo, nuestro interés no radica en aplicar los resultados a una muestra muy densa sino comprender sólo algunos aspectos del fenómeno estudiado. Por lo tanto, se creyó co...
	Es importante recalcar, que hemos preservado la identidad de los alumnos, sustituyendo sus nombres por seudónimos. Así quedó establecido el equipo A conformado por Jorge y Rosa, el equipo B por Carlos y Jimena, y el equipo C por Fernando y Alonso.
	El cuadro 5 muestra a los equipos conformados por dos alumnos por equipo. Los equipos fueron etiquetados como Equipo A, Equipo B y Equipo C.
	En el aula asignada  donde se desarrolló el experimento, se le proporcionó a cada equipo una computadora. Además, tres profesores del área de  Matemática nos acompañaron como observadores durante el desarrollo de los encuentros, los cuales tuvieron un...
	A continuación se hace un breve estudio de la prueba de diagnóstico.
	4.2  Prueba de  diagnóstico
	Con el fin de lograr un mejor criterio de objetividad en la selección de los alumnos, se elaboró una prueba de diagnóstico (Ver Apéndice A) compuesta  por seis preguntas, las cuales fueron  elaboradas teniendo  en cuenta los  saberes  previos señalado...
	El cuestionario se divide en  tres partes.
	Parte I. Conformada por tres preguntas que tienen como propósito saber si los alumnos conocen la definición  de mediatriz  relativa a un segmento, su representación gráfica y cómo aplican esta  definición  en alguna representación geométrica.
	Parte II. Una pregunta sobre circunferencia. Se les indicó que escriban la condición geométrica de un  punto perteneciente a la  circunferencia y el trazo de algunos elementos como el de la cuerda de dicha curva.
	Parte III. Compuesta por dos preguntas sobre el lugar geométrico y las  propiedades intrínsecas de la parábola, con el objetivo de saber si los alumnos reconocen las características de los elementos de las  parábolas sin que se muestren los ejes coord...
	En seguida describimos con más detalle la prueba de diagnóstico.
	Parte I
	La primera parte consta de tres preguntas. El propósito es  saber  si el alumno conoce la definición de la  mediatriz  como  lugar geométrico y cómo aplica este saber en alguna situación geométrica. Es importante la noción que tenga el estudiante de e...
	En la primera pregunta pedimos una definición de la mediatriz y la descripción de su construcción. Puede plantear la definición como puntos equidistantes a los extremos de un segmento o  como la recta perpendicular a un segmento por su punto medio.
	La segunda pregunta está elaborada para que el alumno aplique la definición de mediatriz  y clasifique a un triángulo por sus lados iguales. Puede aplicar cualquiera de los criterios mencionados en el párrafo anterior, pero si aplica el criterio de re...
	En la tercera pregunta se muestra  un conjunto de puntos  contenidos en la  mediatriz de un segmento y se pide al alumno redactar  la propiedad que caracteriza a estos puntos respecto a los extremos del segmento dado. Esto nos permite saber si el alum...
	Parte II
	La segunda  parte  está compuesta por una sola pregunta referente  al lugar geométrico de la   circunferencia. Se espera que los alumnos  recuerden que los puntos que pertenecen a esta curva equidistan de su centro. Se elaboró una sola pregunta  por s...
	Se muestra en la figura 25  la representación gráfica de la pregunta cuatro
	En la figura 25 los alumnos deben escribir la condición geométrica de los puntos   pertenecientes a la circunferencia de radio   y centro  , así como  verificar que el  centro   está contenido en la mediatriz de la cuerda
	Parte III
	En la última parte se han elaborado dos preguntas sobre parábola  que  corresponden a las preguntas cinco y seis. Las preguntas tienen como propósito  que el alumno recuerde  que el concepto de lugar geométrico y  las propiedades de los elementos de u...
	En  la figura 26, se observa la gráfica de la pregunta cinco, la curva pasa por tres puntos, construida con dos cuadrados y una circunferencia.
	Los alumnos  deben justificar que la cuerda PQ es el lado recto de la parábola de vértice V. Para ello el alumno podría usar la noción del lado recto de la parábola, la noción circunferencia y las propiedades del cuadrado.
	En la figura superior, se observa a una circunferencia con centro   y dos cuadrados que intersectan a la parábola de vértice  en los puntos  . El alumno identificó el punto A como el foco de la parábola, y la cuerda de la parábola que une los puntos P...
	La sexta pregunta, representada en la figura 27, fue elaborada con el propósito de comprobar si reconocen la invariabilidad de las propiedades de una parábola ante cualquier  traslación o rotación de la curva, específicamente del lado  recto, pues por...
	Este error es mencionado en la problematización  de mi trabajo de investigación y una actividad referida al lado recto de una elipse es propuesta en las preguntas del  experimento.
	En la figura 27  se muestra  la representación gráfica de la pregunta seis, se observa una  cuerda perpendicular al eje focal de una parábola de vértice  . No se menciona que la cuerda pase por el foco.
	Se muestra en el cuadro 6, un resumen de  los temas considerados  como saberes previos:
	Mostramos en el cuadro 7, un resumen que consolida los resultados de la prueba de diagnóstico aplicada a los alumnos
	El cuadro 7 nos indica el número de preguntas que los alumnos seleccionados respondieron de manera satisfactoria.
	En lo que respecta al tema de la mediatriz (preguntas 1-3), se puede apreciar que en algunos casos  los alumnos contestan de manera parcial a la pregunta porque tienen   dificultades para redactar la definición  de la mediatriz como lugar geométrico, ...
	En el siguiente tema (pregunta 4) los alumnos  tienen problemas  para redactar que  los puntos pertenecientes a una circunferencia equidistan  del centro pero  sí  relacionan la propiedad de la mediatriz aplicada en  la circunferencia
	Finalmente, en las respuestas (preguntas 5-6), se observa que no manejan correctamente las propiedades invariantes de una cónica y que muchas de sus deducciones las basan en percepciones, como identificamos en la problemática de las figuras cónicas co...
	De esta forma podemos garantizar que los alumnos que participan en el desarrollo de nuestra secuencia de aprendizaje de la elipse mediado con el Geogebra  muestran aptitudes en los temas previos al concepto de elipse, es decir reconocen la mediatriz d...
	Todas estas dificultades que los alumnos muestran en torno a las aplicaciones y construcciones de alguna curva  se evidencian porque las  construcciones geométricas son ajenas a su enseñanza.
	4.3  Descripción del experimento
	Hemos considerado  en total quince actividades que fueron desarrolladas en tres encuentros con los alumnos. El cuadro 8  presenta  un resumen del número de actividades y  una descripción de los temas elaborados en las actividades.
	En el primer encuentro (Ver Apéndice B) constó de cinco actividades sobre la exploración de algunas herramientas o funciones del Geogebra que fueron necesarias para el trabajo y desarrollo del experimento.
	El primer encuentro se inició con una exposición en la que se hizo una descripción de las principales herramientas  del  programa de AGD. Luego se propusieron actividades  para que  el alumno explore y trabaje preguntas  relacionadas al software. El t...
	Las otras diez actividades correspondieron al segundo y al tercer encuentro (Ver Apéndice C), ambas vinculadas al estudio de la elipse que describimos a continuación. A pesar que el Geogebra no es nuestro foco de estudio, hemos analizado  como se inst...
	En el segundo encuentro, se propusieron cinco de las diez actividades y fueron enumeradas desde la pregunta 1 a la pregunta 5.   Estas primeras  actividades  guardan relación directa con el objeto matemático de nuestro tema de estudio. Es importante r...
	En el tercer encuentro, se propusieron cinco actividades adicionales y se enumeraron desde la pregunta 6 a la pregunta 10. Estas  actividades se iniciaron con el trazo global de la curva y la vinculación de esta representación a las expresiones algebr...
	4.4  Recursos e Instrumentos del experimento
	El experimento se llevó a cabo en un salón de clase de una universidad privada, al cual llamaremos laboratorio de investigación.
	Se  emplearon recursos para la investigación  como:
	Una pizarra acrílica y proyector
	Una computadora en aula disponible para el  profesor
	Computadoras en aula de uso disponibles para los alumnos
	El software Geogebra versión 4.2.57.0 de libre distribución
	Para la recolección de datos, utilizamos los siguientes instrumentos:
	Las Fichas de trabajo  de las actividades propuestas.
	Las grabaciones de los archivos que contienen todos los pasos de construcción elaborados por los alumnos  del  experimento.  Ingresando al  Protocolo del Menú Vista del Geogebra se tiene la posibilidad de observar la estructura de su construcción.
	Ficha de observación (Ver Apéndice D), usado para registrar los  sucesos  durante el desarrollo de la clase. Esta información enriquece nuestro trabajo de investigación y es elaborada por  tres profesores involucrados en el proceso de enseñanza de la...
	A continuación presentamos las actividades que propusimos  en el experimento con sus respectivos análisis a priori y a posteriori.
	4.5 Análisis  de las actividades
	De acuerdo a la  metodología de la Ingeniería Didáctica el análisis a priori    comprende una parte descriptiva y  una  predictiva  que se centra en las características de una situación a-didáctica y que sirve de referencia a la metodología. Posterior...
	Se analizarán las actividades por cada equipo.  Nos hemos centrado en especial en  el equipo   formado por Jorge y Rosa y en el equipo   formado por Carlos y Jimena. Así  en adelante haremos mención a los equipos  o a los alumnos de los equipos  .
	A continuación realizaremos el análisis a priori y a posteriori de cada una de las actividades de la secuencia didáctica.
	Análisis de la actividad 1
	En el cuadro 9 presentamos la  actividad uno   que consta de cinco ítems.  A continuación elaboramos el análisis a priori  y   a posteriori de cada una de las partes correspondientes.
	Cuadro 9. Actividad 1
	Actividad  1
	Análisis a priori de la actividad 1
	Esperamos que los alumnos instrumentalicen una nueva propiedad de una circunferencia con centro en  y radio  . Es decir dado un punto fijo   en el interior de dicha circunferencia, se determinará un punto  sobre su radio  , de tal forma que  sea lo mi...
	Se muestra en la figura 29  la representación gráfica  de la pregunta1ggb.
	Análisis a posteriori de la actividad 1
	Las   acciones  de los alumnos de los equipos  , nos proporcionaron  indicios que los esquemas de utilización como segmento, mediatriz, triángulo isósceles, circunferencia,  fueron movilizados como esquemas de uso, es decir que la mediatriz de un segm...
	Los alumnos de ambos equipos pudieron construir una nueva propiedad con respecto a la circunferencia, la cual indica que en una circunferencia con centro  , que contiene al punto interior  fijo  , es posible encontrar un punto  sobre cualquier radio  ...
	De acuerdo a ello, acreditamos  que los esquemas de uso movilizados favorecieron para que dicha nueva propiedad de la circunferencia sea un esquema de acción instrumentada que los alumnos construyeron.
	Notamos que el proceso de instrumentalización de las herramientas del Geogebra, transcurrieron por un escenario de familiarización pues hay una ayuda recíproca entre los integrantes de cada equipo para su utilización. Al respecto Trouche (2004) indica...
	Probablemente la exploración del Geogebra que hicimos con los alumnos de ambos equipos en la primera sesión y el procedimiento similar al de lápiz y papel de algunas herramientas, favoreció que en muchos pasajes ambos equipos no requieran  orientación...
	Ítem a)
	Análisis a priori.
	En la parte predictiva, pensamos  que   los equipos    trazarán sin ninguna dificultad  la mediatriz de un segmento basados en la propiedad que indica que  la mediatriz de un segmento es una recta perpendicular que pasa por el punto medio del segmento...
	Posibles esquemas de utilización.
	La noción de segmento y de mediatriz
	El uso de  las herramientas “Segmento entre dos puntos”, “Mediatriz”
	Parte predictiva de las acciones.
	Los alumnos de ambos equipos señalan la herramienta “Segmento entre dos puntos”, seleccionas los puntos    y se crea  el segmento  .  Señalan la herramienta “Mediatriz”, seleccionan  el segmento    y aparece la mediatriz de dicho segmento.
	En la figura 30 se muestra el trazo del  segmento   y  de la  mediatriz correspondiente al segmento, que creemos los alumnos construirán sin ninguna dificultad.
	Análisis a posteriori
	Como lo habíamos previsto, los alumnos están instrumentados con la mediatriz, ya que ambos equipos trazaron  el segmento   y la mediatriz del segmento correspondiente, la cual estuvo basada en la propiedad que indica que  la mediatriz de un segmento e...
	Las figuras 31 y 32 muestran el trazo de la mediatriz al segmento   de  ambos equipos, de acuerdo a  Trouche (2004), hay indicios de instrumentalización de las herramientas del Geogebra pues se hallan en la fase de familiarización.
	No se presentó ninguna dificultad en la construcción  debido a que los alumnos movilizaron sus nociones previas del trazo de la mediatriz de un segmento como perpendicularidad entre rectas, punto medio, segmento. Identificamos que ambos equipos movili...
	En el ítem b)
	Análisis a priori.
	Esperamos  que  equipos   continúen movilizando esquemas de uso referente a la mediatriz, e indiquen que todo punto perteneciente a la mediatriz de un segmento  equidista de las extremidades del segmento y determinen el punto   en la intersección de d...
	Posibles esquemas de utilización
	Noción de intersección, mediatriz, circunferencia.
	El uso de la herramienta “Intersección de dos objetos”
	Parte predictiva de las acciones.
	Ambos equipos señalan la herramienta “Intersección de dos objetos”,  seleccionan la mediatriz y el  radio de la circunferencia y determinan el punto
	En la figura 33, mostramos el punto  que los alumnos finalmente rotularán  haciendo uso de la herramienta “Intersección de dos objetos”. Probablemente los equipos   tengan dificultades al usar  dicha herramienta porque el proceso de construcción no es...
	Análisis a posteriori
	La figura 34 y 35 muestra la ubicación del punto  , luego que los alumnos intersectaron la mediatriz del segmento    con el radio   de la circunferencia.
	En ambos casos podemos afirmar que los alumnos siguen instrumentados  respecto a la mediatriz de un segmento  ,  ya  que muestran condiciones de reconocimiento como aquella  recta en la cual un conjunto de puntos equidista de los extremos de dicha rec...
	En el ítem c)
	Análisis a priori
	Creemos que los alumnos de ambos equipos están instrumentados con la noción de mediatriz de un segmento y de  triángulo isósceles con base a la propiedad de la mediatriz del segmento   y la del triángulo   como triángulo isósceles. Es decir dado que e...
	Posibles esquemas de utilización
	Noción de triángulo isósceles, mediatriz
	El uso de  la herramienta “Polígono”
	Parte predictiva de las acciones.
	Ambos equipos señalan  la herramienta “Polígono” y seleccionan sin soltar el mouse, los puntos  .
	Luego los alumnos observarán  que el punto    pertenece a la mediatriz del segmento y clasifican al triángulo   como isósceles porque movilizan los esquemas de uso  de mediatriz de un segmento como todo punto que  equidista de las extremidades del seg...
	Luego señalan que si el punto   está en la mediatriz del segmento  , entonces  la medida de los segmentos     y     permanecen iguales, por lo tanto creemos que concluirán que el triángulo  obtenido es un triángulo isósceles.
	En la figura 36, luego de trazar el triángulo  , los alumnos de ambos equipos,  movilizan su esquema de uso que indica que todo punto de la mediatriz es equidistante de las extremidades de dicho segmento, luego clasificarán dicho polígono como  triáng...
	Análisis a posteriori.
	Tal como se tenía previsto, los equipos   hacen uso correcto de  la herramienta “Polígono”, y trazan el triángulo  .  El equipo   además hace uso de la herramienta “Distancia” para validar sus respuestas.
	Destacamos que ambos equipos siguen mostrando que continúan instrumentados con la noción de mediatriz ya que llegan a determinar que el punto   es un punto de la mediatriz que equidista de los extremos del segmento   y que por lo tanto el triángulo  e...
	Las figuras 37 y 38 muestran los trazos de  los triángulos solicitados.
	De acuerdo al análisis a priori,  ambos equipos movilizaron  la propiedad de la mediatriz  del segmento  , y señalaron  que todo punto perteneciente a la mediatriz de un segmento  equidista de las extremidades del segmento, luego indican que el trián...
	En la figura 39, se observa que para justificar que el triángulo es isósceles, el equipo  indicó que los lados  son iguales ya que dicho punto pertenece a la mediatriz del segmento  o que la mediatriz contenía a la altura que pasaba por el punto medio...
	Esta justificación construida de manera grupal también es producto del   trabajo colectivo que contribuyó al surgimiento de los esquemas de acción colectiva instrumentada.
	En la figura 40, el equipo    ejemplifica el mismo hecho del trabajo colectivo mediante la presentación de un discurso escrito, aunque personaliza la herramienta “Distancia”.
	En el ítem d)
	Análisis a priori
	Creemos que equipos no  tendrán inconvenientes en movilizar como esquemas de uso la propiedad de triángulo isósceles que indica que los segmentos   son iguales y la noción de segmento que representa al radio de la circunferencia como la suma de las me...
	Posibles esquemas de acción.
	El equipo moviliza  la noción de segmento, mediatriz, triángulo isósceles.
	Análisis a posteriori
	Podemos afirmar  que ambos equipos  no tuvieron dificultad en expresar el radio de la circunferencia como la suma de las medidas de los segmentos    y  como la suma de las medidas de los segmentos   .  En efecto, en la primera relación observamos que ...
	En las figura 41 y 42, observamos que los alumnos pueden expresar el radio de la circunferencia como la suma de las medidas de otros segmentos, la cual explican haciendo uso de la noción de triángulo isósceles.
	Ambos equipos han construido un nuevo esquema de acción instrumentada respecto a la circunferencia, específicamente la existencia de un punto   perteneciente al radio    de la circunferencia  con centro en  y un punto interior  , de tal forma que resu...
	Resaltamos que como también estamos enfocados en los esquemas que podrían construirse de forma colectiva, creemos que en la sociabilización, los grupos presentaron  la nueva propiedad de la circunferencia lo que significa que los alumnos continúan ins...
	En el ítem e)
	Análisis a priori
	Pensamos que  los alumnos de ambos equipos movilizarán los mismos esquemas de uso del ítem anterior: triángulo isósceles y segmento como la suma de otros segmentos y también harán uso de la herramienta “Distancia”. Al deslizar  el punto  , el  triángu...
	Posibles esquemas de utilización
	La noción de distancia entre dos puntos, la noción de triángulo isósceles, la noción de segmento y la noción del radio.
	El uso de la herramienta “Distancia” y “Elige y mueve”  sobre un determinado punto
	Parte predictiva de las acciones.
	Pensamos que los alumnos de ambos equipos, señalarán   la herramienta “Distancia” tal como  le fue sugerida en el enunciado de la actividad y seleccionan los extremos del segmento  .  Luego arrastran el punto   sobre la circunferencia con la  herramie...
	Se espera que los alumnos no tengan dificultad en hacer uso de la herramienta “Distancia”, tal como se aprecia en la figura 43.
	De esta forma, los equipos   indicarán que al mantenerse invariante la longitud de los segmentos   , entonces la suma de las medidas de los segmentos   es siempre igual a una constante.
	Análisis a posteriori
	Ambos equipos hicieron uso de la herramienta “Distancia” del Geogebra, de acuerdo a lo previsto en el análisis a priori y luego mueven el  punto   con el objetivo que el punto   se desplace en el interior de la circunferencia.
	En la figura 44, se mueve el punto   y se consiguió el desplazamiento de los vértices   del triángulo  .  La movilización del esquema de uso mediatriz de un segmento, la de triángulo isósceles y el uso de la  herramienta “Distancia”, les permitió  val...
	.
	El equipo  expresa en la figura 45, que tanto la longitud del radio como la relación de los segmentos   se mantienen constantes,  luego de desplazar el punto   en el interior de la circunferencia
	En la  figura 46, se muestra una situación similar. A medida que los alumnos del  equipo   mueven el punto  , el  punto  va tomando otras posiciones relativas en el interior de la circunferencia,  permaneciendo el punto  en la mediatriz del segmento  ...
	Se observó al movilizar las propiedades de  la mediatriz de un segmento, triángulo isósceles, y el uso de la  herramienta “Distancia”, les permitió  validar  que el triángulo    se mantiene como triángulo isósceles.
	En la figura 47, los alumnos del equipo  movilizaron  los esquemas de uso de la  mediatriz de un segmento, la propiedad del triángulo isósceles, y aplicaron la herramienta “Distancia” del Geogebra, para indicar que los segmentos      permanecieron igu...
	Los alumnos que estaban instrumentados con la circunferencia como lugar geométrico, continuaron instrumentalizándola, sus acciones mostraron que construyeron una nueva propiedad en la que es posible hallar un punto  en el radio   de una circunferencia...
	Análisis de la actividad 2
	En el cuadro 10 presentamos la  actividad 2    que consta de cinco ítems.  A continuación elaboramos el análisis a priori  y   a posteriori de cada una de las partes correspondientes.
	Cuadro 10. Actividad 2
	Análisis a priori de la actividad 2
	En esta actividad,  creemos que los alumnos de ambos equipos siguen avanzando en el proceso de instrumentalización de la propiedad de la circunferencia que  determinaron en la actividad 1, es decir dada circunferencia con centro  , que contiene al pun...
	Creemos que hay indicios para suponer que la circunferencia continúa instrumentalizándose porque vincularán el punto   a la trayectoria de una elipse,  pero además pensamos  que el artefacto elipse deje de ser un artefacto abstracto para los alumnos ...
	En la figura 48 se muestra la representación gráfica  de la pregunta 2 ggb. Al deslizar  el punto   sobre la circunferencia, el punto  se desplaza generando una trayectoria que los alumnos de ambos equipos identificarán como elipse, de acuerdo al enun...
	Para ello movilizarán algunos de los esquemas de uso que movilizaron en la actividad 1, es decir la propiedad de la mediatriz de un segmento como una recta perpendicular que pasa por el punto medio del segmento o como todo punto perteneciente a la med...
	Análisis a posteriori de la actividad 2
	De acuerdo al análisis a priori, los alumnos continuaron procesando la instrumentalización de la propiedad de la circunferencia de centro  . Observaron el desplazamiento del punto  en el interior de la circunferencia  y calcularon numéricamente la  l...
	En la figura 49  observamos a los alumnos generando  el lugar geométrico de la elipse cuando desliza el punto   sobre  la circunferencia, aunque la figura estática que mostramos en la figura, no demuestra la situación real de interactividad y del dina...
	En los ítem a) y b)
	Análisis a priori
	Cuando los alumnos de ambos equipos deslizan el punto    sobre la circunferencia, el texto numérico que representa las longitudes de los segmentos   va actualizando los resultados de estas expresiones. Creemos que esta representación dinámica permitir...
	Posibles esquemas de utilización.
	La noción de segmento, de radio, mediatriz, triángulo isósceles
	Uso de la herramienta “Elige y mueve”
	Parte predictiva de las acciones.
	Los equipos arrastran el punto    sobre la circunferencia y observan el texto numérico que se actualiza de manera dinámica y que  aparece en su vista gráfica.  Como  mencionamos en la actividad anterior,  la figura 50 no comunica de manera apropiada e...
	Los alumnos deslizan el punto     sobre la circunferencia  y  hacen  uso del uso del texto dinámico, lo que les permitirá  escribir  las relaciones   y   .
	Análisis a posteriori
	Tal como se esperaba,  los  equipos no presentaron dificultades para expresar el radio de la circunferencia como la suma de las medidas de dos segmentos, escritas  de dos formas distintas. De esta forma se continuó con el proceso de instrumentalizació...
	El Equipo
	El Equipo
	En las figuras 51 y 52, mostramos los resultados al sumar las medidas de los segmentos  correspondientes luego de desplazar el punto   por el interior de  la circunferencia.  La Vista Gráfica que muestra la representación gráfica de las construcciones...
	Dicha propiedad contribuirá posteriormente  a que el alumno la relacione con la condición geométrica de la elipse. Los alumnos deberán justificar en el siguiente ítem los resultados que mostraron en las  figuras anteriores.
	En el ítem c)
	Análisis a priori
	Esperamos que ambos equipos validen las condiciones del equipo   y   . Para ello esperamos puedan  movilizar  los esquemas de uso los cuales se presenta a continuación:
	Posibles esquemas de utilización
	La noción de triángulo isósceles, mediatriz de un segmento, circunferencia.
	Parte predictiva de las acciones.
	Creemos que los alumnos usarán la propiedad del triángulo isósceles para afirmar que los segmentos    son iguales o pensamos que podrán aplicar  la propiedad de la mediatriz del segmento   ,  e indicar que las distancias desde dicho punto de la mediat...
	Análisis a posteriori
	Como lo habíamos previsto, ambos equipos movilizan los esquemas de uso y hacen uso del texto dinámico para observar que los segmentos  se mantienen iguales. En la figura 53, el  equipo   expresa la relación de igualdad entre los segmentos   ya que am...
	En la figura 54, el  equipo   señala que el radio es una constante que se puede escribir  como la suma de las medidas de los segmentos  . Luego indica que   son los lados iguales del triángulo isósceles, así que  escribe la expresión que se muestra en...
	Las justificaciones mostradas son muy similares en los equipos  . Consideramos que estas actividades son pertinentes pues ambos equipos con base a las acciones y  esquemas de utilización que movilizan, hacen surgir propiedades que luego serán inscrita...
	Como estamos interesados en los esquemas que provengan de la sociabilización de los grupos y notamos que la definición que se esperaba corresponde a los esquemas que los alumnos formaron para justificar el triángulo isósceles, se puede indicar que est...
	En el ítem d)
	Análisis a priori
	Creemos que  los alumnos de los equipos lograrán generar un conjunto de puntos que corresponden a la representación gráfica de la elipse a través del rastro que deja  el  punto   de la curva cuando es desplazada con la herramienta “Activa Rastro”. Pen...
	Posibles esquemas de utilización:
	La mediatriz de un segmento, triángulo isósceles, la circunferencia..
	El uso de la herramienta “Activa Rastro”.
	Parte predictiva de las acciones.
	Los equipos   activarán  la herramienta “Activa Rastro” del punto   pulsando el  botón secundario del mouse. Luego fijan al mínimo el estilo del grosor del trazo y arrastran el punto   sobre la circunferencia. Probablemente tengan dificultades con la ...
	En la figura 55,  se muestra la trayectoria del punto   cuando  gracias al movimiento del punto   sobre la circunferencia.
	Ciertamente, la figura solo representa una ligera aproximación del movimiento de los puntos que generan  la trayectoria elíptica de la curva, en consecuencia no se percibe la acción dinámica elaborada por esta serie de construcciones.
	En la figura 55,  se observa que el punto  continúa perteneciendo a la mediatriz del segmento   , mientras es desplazado por el interior de la circunferencia. Los segmentos   son los lados de un triángulo isósceles, por lo tanto la suma de las medidas...
	Análisis a posteriori
	De acuerdo a lo previsto en el análisis a priori,  se logró la representación gráfica de la elipse a través del rastro que deja  el  punto   con la herramienta “Activa Rastro”.
	Como se muestra en las figuras 56 y 57, ambos equipos usaron la herramienta “Activa Rastro”, pulsando el botón secundario del mouse. Es importante señalar que los gráficos que mostramos no son representaciones estáticas sino dinámicas que se van gener...
	Ambos equipos afirmaron que se trataba de una elipse. En el uso de la herramienta “Activa Rastro”  se presentan las tres  restricciones  que Rabardel (1995)  clasifica como impedimentos de existencia, intencionalidad y de acción de los sujetos, los cu...
	Como era de esperarse,  los alumnos de ambos equipos lograron justificar que  la suma de las  medidas de los segmentos   es una constante  porque comprobaron a través del texto dinámico que ofrece el Geogebra, que su resultado es igual al radio de la ...
	Se puede observar el texto que aparece en  las  figuras 58 que corresponde al equipo
	Probablemente, la movilización de los posibles esquemas planteados en el análisis a priori, la influencia interactiva del texto numérico  del Geogebra y la representación dinámica de la gráfica, también contribuyeron a establecer que la suma de las di...
	De igual forma,  en la figura 59 muestra la justificación que elabora  el equipo  acerca de la razón por la que las distancias de los segmentos permanecen constantes.
	Además consideramos que es evidente que la redacción de los textos, nos muestran la integración de sus resultados y que los alumnos participaron en una actividad colectiva aplicando esquemas de utilización que favorecieron la construcción de algún esq...
	Creemos que los alumnos de ambos equipos al atribuirle una propiedad a la  trayectoria elíptica de la curva, permitieron que dicha curva  deje  de ser un artefacto abstracto e iniciaron el enriquecimiento de sus características. Esto origina un primer...
	En el ítem e)
	Análisis a priori
	Esperamos  que  ambos equipos logren expresar  la  condición geométrica de  la elipse, es decir que si  es un punto que pertenece al radio    de una circunferencia con centro en  , y   un punto interior de dicha circunferencia,    entonces  la suma de...
	Creemos que los esquemas movilizados en los ítems anteriores, como la del triángulo isósceles en términos de sus lados iguales, la  mediatriz de un segmento en términos de que cualquier punto de la mediatriz equidista de sus extremos, la circunferenci...
	Posibles esquemas de utilización
	Noción de triángulo isósceles, mediatriz de un segmento, radio como propiedad invariante de la circunferencia.
	Usa la herramienta “Elige y mueve”
	Parte predictiva de las acciones.
	Los alumnos de ambos equipos indican que  el resultado de  la suma de las medidas de los segmentos    es una constante igual al radio de la circunferencia, debido a los posibles esquemas de utilización y respaldado por el texto numérico que se actuali...
	Los alumnos de ambos equipos no tendrán dificultades en expresar la condición geométrica que debe cumplir el punto   para que su trayectoria forme una curva elíptica y  de acuerdo a las consideraciones iniciales de la actividad.  Es decir, que el punt...
	Análisis a posteriori
	Tal como se esperaba, ambos equipos lograron expresar  la  condición geométrica de   la elipse en términos del radio de la circunferencia, es decir que si  es un punto que pertenece al radio    de una circunferencia con centro en  , y   un punto inter...
	Acreditamos que los alumnos comenzarán a instrumentarse con la propiedad de la elipse  que indica que la suma de las medidas de los segmentos   es  una constante igual al radio de dicha circunferencia pues tienen cuestiones de reconocimiento cuando el...
	En la figura 60, se observa que el  equipo   indica que  la suma de las medidas de los segmentos   es igual a la  longitud del radio de la circunferencia
	De esta manera, esta actividad está orientada a iniciar la instrumentación de la condición geométrica de la elipse, ya que los alumnos lograron redactar y reconocer que el punto  , es aquel que  cumple con la propiedad que indica que si  un punto  per...
	En la figura 61, el equipo escribe que la suma de las distancias de los segmentos    permanece constante o es igual al radio de la circunferencia con  base a los esquemas de utilización (esquemas de uso), consignados en esta actividad.
	En relación a esta actividad, Rabardel (1995), indica que la instrumentalización del artefacto es un proceso en el cual surgen las componentes del artefacto por parte del sujeto. Hay indicios que la condición geométrica de la elipse, ha sido atribuida...
	Se observa que la secuencia de aprendizaje favoreció a los alumnos,  porque comenzaron a instrumentar una de las propiedades de la elipse ya que mostraron cuestiones de reconocimiento, como que dado un punto   de la elipse la suma de las medidas de lo...
	Además, de acuerdo con las actividades que fuimos desarrollando en nuestra investigación, surgieron nuevas componentes del artefacto elipse, que los alumnos atribuyeron como propiedades de la elipse. Dichas propiedades que construyeron los alumnos com...
	En la siguiente actividad los alumnos continúan instrumentalizando o enriqueciendo la condición geométrica de la elipse, que empezaron a reconocer, ya que le atribuyen otras potencialidades, como aquella que indica que el radio de la circunferencia eq...
	Análisis de la actividad 3
	En el cuadro 11 presentamos la  actividad 3, la cual  consta de cinco ítems.  A continuación elaboramos el análisis a priori  y   a posteriori de cada una de las partes correspondientes
	Cuadro 11. Actividad 3
	Análisis a priori de la actividad 3
	En esta secuencia de actividades creemos que los alumnos muestran indicios de instrumentación con la condición geométrica de la elipse pues reconocen que siendo  un punto sobre la elipse, entonces la suma de las medidas  de los segmentos  es igual al ...
	Finalmente pensamos que la condición geométrica de la elipse en base a la definición que indica que dado un punto de la elipse la suma de sus distancias a otros puntos fijos es una constante que corresponde a la longitud del eje mayor de la elipse,  p...
	Simultáneamente, creemos que los alumnos seguirán instrumentalizándose con algunas características de la elipse como eje mayor, eje menor, los vértices, los focos y los extremos del eje menor. Las herramientas del Geogebra que corresponden al  trazo d...
	Análisis a posteriori de la actividad 3
	Los equipos   no presentaron  dificultades  en responder  la actividad 3. Esta actividad está basada, según Rabardel  (2011), en la gestión de características y propiedades particulares del artefacto. Como se tenía previsto, los alumnos están instrume...
	En el análisis a priori, no se previó que  el equipo  seleccionaría “Posición absoluta en pantalla”  el cual  permitió arrastrar los textos a cualquier posición de la pantalla, y que Trouche (2004) señala como estadio de descubrimiento y selección. Ad...
	En el ítem a)
	Análisis a priori
	Esperamos enriquecer la noción de elipse y propiciar el surgimiento de las propiedades de algunos de sus  elementos, haciendo uso de trazos geométricos. Al respecto Rabardel (1995), indica que la instrumentalización puede definirse como un proceso de ...
	De esa forma tanto las herramientas del Geogebra como las componentes de la elipse continúan en proceso de instrumentalización. Pensamos que los equipos no encontrarán dificultades en  resolver esta actividad.
	Posibles esquemas de utilización
	La  noción de recta,  intersección entre dos objetos, distancia entre dos puntos.
	El uso de las herramientas: “Recta que pasa por dos puntos”, “Intersección de objetos”, “Renombrar” y la herramienta “Distancia”
	Parte predictiva de las acciones.
	Los equipos señalan la herramienta “Recta que pasa por dos puntos”, seleccionan los puntos   y aparece la recta que representa al  eje focal. Luego señalan la herramienta “Intersección de objetos”, seleccionan la curva,  el eje focal y encuentran los ...
	Finalmente señalan la herramienta “Distancia” y selecciona los puntos  . De este modo se halla la longitud  entre los vértices.
	.
	En la figura 63 los alumnos de ambos equipos, trazarán el eje focal  que contiene  al eje mayor, el cual se renombrará como    y  luego calcularán la  longitud del eje mayor
	Análisis a posteriori
	Como lo habíamos previsto en la parte predictiva, se observó en las figuras 64 y 65, que ambos equipos trazaron el eje focal de la elipse,  obtuvieron los vértices respectivos y hallaron la longitud del eje mayor.
	Se inició la familiarización del  uso de las herramientas “Recta que pasa por dos puntos”, “Intersección de objetos”, “Renombrar” “Distancia”.
	Se observó que  el  equipo   luego de hallar la distancia entre los vértices, hace uso del menú contextual y seleccionó  la opción “Posición absoluta en pantalla” y trasladó el texto   a otra posición de la Vista Gráfica del Geogebra.  Según Trouche (...
	En el ítem b)
	Análisis a priori
	De acuerdo a la actividad anterior, creemos que los alumnos están instrumentados con respecto a la condición geométrica de la elipse que indica que la suma de las medidas de los segmentos  y   es igual al radio de la circunferencia. Los alumnos contin...
	Las herramientas del Geogebra que se vienen empleando  tienen un proceso de aplicación  similar al trazo de  lápiz y papel.
	Posibles esquemas de  utilización
	La noción de distancia, circunferencia, la condición geométrica de la elipse y la noción de eje mayor
	El uso de las herramientas “Segmento entre  dos puntos” , “Distancia entre dos puntos”, “Elige y mueve”
	Parte predictiva de las acciones.
	Los equipos  , señalan la herramienta “Segmento entre  dos puntos”, seleccionan los puntos  y aparece  el segmento  , seleccionan    y aparece el segmento  ,    Luego, señalan  la herramienta “Distancia entre dos puntos”, seleccionan el punto   y  los...
	Los equipos   no tendrán problemas en observar  que los resultados son equivalentes  y escribirán las expresiones       .
	En la figura 66, los alumnos  trazan los segmentos que unen  a los focos, luego arrastrarán el punto  sobre la elipse y comprobarán que   . La representación gráfica no muestra  el carácter dinámico de la situación real.
	Análisis a posteriori
	Tal como esperábamos, los alumnos enriquecen  la noción de la condición geométrica de la elipse al asignarle a esta condición un significado equivalente, es decir sustituyen el valor del radio de la circunferencia por la longitud del eje mayor.
	En las figuras 67 y 68  ambos equipos trazan  los  segmentos que unen al punto   con  los focos  . Cuando  el punto    se desliza sobre la  circunferencia, hallan la suma de las medidas de los segmentos   y  comparan dicha  suma con la longitud del ej...
	Es importante la influencia del  Geogebra como mediador en la presente actividad. Los alumnos comprobaron, a través de los textos numéricos dinámicos, que la suma de las medidas de los segmentos corresponde a la longitud del eje mayor.
	En la figura 69, se muestra la respuesta del equipo  , en el cual asignan al radio de  condición geométrica de la elipse un significado equivalente al de lado mayor.
	En la figura 70, se muestra la respuesta del equipo  .
	A partir de esta actividad podemos distinguir que la condición geométrica de la elipse, que indica qe la suma de las medidas de los segmentos   igual al radio de la circunferencia, continúa en proceso de instrumentalización, ya que los alumnos la enri...
	En el ítem c)
	Análisis a priori
	Pensamos que ambos equipos continuarán instrumentando la condición geométrica de la elipse consiguiendo movilizar la condición que indica que las medidas de los segmentos  y   es igual al al eje mayor de la elipse que corresponde a   .
	Análisis a posteriori
	Se define la longitud del eje mayor como   .
	Como era de esperarse, se observa en la figuras 71 que el equipo   escriben sin ninguna dificultad la  condición geométrica de la elipse en términos del eje mayor asignado como  . Esta expresión nos acompañará a lo largo de todas las restantes activid...
	De igual forma, en la figura 72, el equipo  , escribe la condición geométrica en términos del eje mayor representado por la expresión
	Podemos afirmar que los alumnos están instrumentados con la condición geométrica de la elipse ya que logran movilizar la condición que indica que la suma de las medidas de los segmentos  y   es igual al eje mayor de la elipse que equivale  a  . En los...
	En el ítem d)
	Análisis a priori
	Pensamos  que los conocimientos previos consignados en la parte cognitiva de la Ingeniería Didáctica, así como algunas  herramientas del Geogebra serán movilizados para trazar el eje menor de la elipse.
	Como los alumnos se hallan instrumentados con la mediatriz, reconocen que el eje menor contenido en el eje normal, corresponde a una mediatriz porque es una perpendicular al eje focal y que pasa por el centro de la elipse.
	Además creemos que se hallan instrumentados con la condición geométrica de la elipse porque  movilizarán la propiedad que indica que la suma de las medidas de los segmentos  y   es igual al eje mayor de la elipse que equivale  a  , reconociendo que la...
	Posibles esquemas de utilización:
	La noción de segmento, intersección, distancia entre dos puntos, rectas perpendiculares, mediatriz de un segmento, condición geométrica de la elipse
	El uso de las herramientas “ Punto medio o centro”, “Mediatriz”, “Intersección de objetos”, “Segmento”
	Parte predictiva de las acciones.
	Señalan la herramienta “Punto medio o centro”,  seleccionan los focos    y aparece el punto medio, luego se le renombra como punto  . Luego señalan la herramienta   “Mediatriz”, seleccionan el eje focal,  y aparece  el eje normal que pasa por el centr...
	Luego que los alumnos de ambos equipos, trazan el segmento que representa el eje menor y marcan el centro   de la elipse, justifican que el eje menor está contenido en la mediatriz del segmento que une los focos, porque tienen instrumentada la noción ...
	De igual forma, hay indicios que los alumnos tienen instrumentada la condición geométrica de la elipse, ya que movilizan la propiedad que indica que la suma de las medidas  de los segmentos  y   es igual al eje mayor de la elipse que equivale  a  . En...
	Entonces movilizan esta condición para calcular la suma de las distancias del extremo del eje menor a los focos.
	En la figura 73, se muestra el desarrollo de la  actividad
	En esta figura, se espera que el alumno trace el segmento que representa el eje menor y marque el centro  de la elipse. Luego usa la condición geométrica de la elipse para indicar que la suma de las distancias del extremo del eje menor a los focos es ...
	Análisis a posteriori
	De acuerdo a lo previsto, en las figuras 74 y 75, ambos equipos trazaron  el eje normal de la elipse. Luego  obtuvieron  los puntos de intersección  del eje normal con la elipse  y  trazaron el segmento que representa el eje menor.
	Los alumnos  están instrumentados con la noción de mediatriz, como se observa en las figuras 76 y 77, ya que  movilizaron las dos propiedades que definen a la mediatriz. Por un lado el equipo  reconoce que el eje menor se encuentra contenido en dicha ...
	En la figura 76, el equipo   justifica por qué el eje menor está contenido en la mediatriz que une los focos.
	En la figura 77, el equipo   indica en su justificación que  el eje menor está contenido en la mediatriz del segmento porque dado un punto del eje menor sus distancias a los focos son equivalentes.
	Ambos equipos mostraron que están instrumentados desde el inicio de las actividades.
	El equipo  usa la herramienta “Distancia”  de acuerdo a su conveniencia. Según Trouche (2011)  esta herramienta estaría en una fase de personalización. En la  representación gráfica de la figura 76, se observa  que  el equipo   toma  un punto del eje ...
	Luego, como se había previsto,  ambos equipos  aplican  la condición geométrica de la elipse y señalan que la suma de las distancias desde  uno de los extremos del eje menor a los focos es la longitud del eje mayor  igual a 10.
	En la figura 78, el equipo  moviliza la condición geométrica de la elipse  y escribe que  la suma de las distancias del extremo del eje menor a los focos es  10
	El equipo   vincula la longitud del eje mayor a la suma de las medidas de los segmentos trazados desde un extremo del eje menor a los focos de la elipse. La movilización de la condición geométrica nos da indicios para creer que dicha condición  sigue ...
	Como se había previsto en el análisis a priori, la aplicación de la condición geométrica de la elipse, es  atribuida por los alumnos como una propiedad de la curva, que podemos considerarla un enriquecimiento de la propiedad extrínseca.
	En el ítem e)
	Análisis a priori
	Creemos que la condición geométrica de la elipse evolucionará como esquemas de uso porque esto les permitirá a los alumnos elaborar una relación pitagórica entre los parámetros de la elipse, es decir el parámetro   relativo a la distancia del centro a...
	Posibles esquemas de utilización
	La  noción de la condición geométrica de la elipse, la mediatriz de un segmento y la relación pitagórica.
	El uso de la herramienta “Polígono”
	Parte predictiva de las acciones.
	Los equipos señalan la  herramienta “Polígono”: seleccionan los vértices   y construyen  el triángulo  . Clasifican al triángulo  como isósceles ya que el extremo del eje menor pertenece a la mediatriz del segmento que une los focos   y por lo tanto  ...
	Para hallar la relación de los semiejes, se traza un triángulo isósceles  como se muestra en la figura 80.
	Creemos que por la clase de acciones realizadas, la aplicación de la condición geométrica de la elipse se halla en un segundo nivel de instrumentalización, es decir que esta función adquirida se conserva de manera durable en relación con una clase de ...
	Análisis a posteriori.
	Tal como se había previsto, los alumnos hicieron uso de la condición geométrica de la elipse,  como  esquema de uso y junto a la representación gráfica del  triángulo rectángulo que fue trazado con la herramienta “Polígono” y la noción pitagórica, enc...
	En el gráfico de la figura 81, mostramos la representación gráfica del equipo
	El equipo    hace uso de la herramienta “Polígono”  para formar  un triángulo isósceles. Dicha herramienta ha sido vista en la sesión exploratoria y familiarizada en actividades anteriores. Por alguna razón ambos equipos usan los extremos inferiores d...
	En el gráfico 82, los alumnos del equipo  , no solo trazaron el polígono que representa al triángulo, sino que usaron la herramienta “Distancia” para determinar que la distancia entre los vértices    es 10. Luego determinaron que la distancia desde un...
	El enunciado nos indica que  la distancia del centro a uno de los vértices es el parámetro   , que la distancia del centro a uno de los  focos es el parámetro   y que  la distancia   del centro al extremo del eje menor es el parámetro   Los alumnos  m...
	En la figura 83, los alumnos del equipo   dibujan  un  triángulo rectángulo y realizan  operaciones algebraicas que no muestran,  para encontrar la  relación buscada.
	El equipo  ,  aplica el Teorema de  Pitágoras, halla  la relación     , despeja  la variable que representa al eje menor, lo que resulta  la relación
	En las acciones de los alumnos, observamos que la condición geométrica de la elipse es un esquema de acción instrumentada porque movilizaron la propiedad de la elipse, que indica que dado un punto de la elipse la suma de sus distancias a otros puntos ...
	Por ello podemos afirmar que inicialmente la condición geométrica de la elipse que indica que la suma de las medidas de los segmentos  y   es igual al radio de la circunferencia continuó instrumentalizándose porque se le enriqueció con otra propiedad ...
	Análisis de la actividad 4
	En el cuadro 12 presentamos la  actividad 4, la cual  consta de cuatro ítems.  A continuación elaboramos el análisis a priori  y   a posteriori de cada una de las partes correspondientes
	Cuadro 12. Actividad 4
	Análisis a priori de la actividad 4
	En esta actividad esperamos que los alumnos instrumentarán la excentricidad de la elipse, de tal forma que la instrumentalización de la elipse avance, enriqueciéndola con una característica  adicional. Creemos que la manipulación de la representación ...
	En la figura 85, se muestra la representación gráfica  de la pregunta 4 ggb. El arrastre de  los  deslizadores permite  actualizar los valores del  texto dinámico,  de tal forma que la razón entre  la distancia del  centro al vértice y  del centro al ...
	Análisis a posteriori de la actividad 4
	Como se había previsto, hay indicios para pensar que la excentricidad expresada como la razón    fue instrumentada  ya que permitió cuantificar los valores y observar  lo redonda  o alargada que puede ser la representación gráfica de la elipse . Ademá...
	En el ítem a)
	Análisis a priori
	Creemos que haciendo uso del deslizador, al cual le hemos creado vinculaciones con algunos parámetros de la elipse, los alumnos podrán manipular dicha curva. Al inicio de las actividades, ambos grupos,  observarán que la curva puede adoptar formas ala...
	Posibles esquemas de utilización
	La noción de la representación gráfica de una circunferencia, de una  recta y los parámetros   de la elipse.
	El uso de la herramienta “Elige y mueve” en el deslizador
	Parte predictiva de las acciones
	Creemos que ambos equipos usarán   la  herramienta “Elige y mueve”, luego arrastrarán  el deslizador ocasionado que la elipse se alargue o adopte formas redondas.  Los alumnos  responden  a la actividad indicando que la elipse adopta  formas delgadas ...
	A continuación se muestra el desarrollo de la actividad 4
	Como se había previsto, los equipos  , arrastran el deslizador provocando que los focos se aproximen a los  vértices en algunos casos y  al centro de la elipse en otros.  La manipulación de la representación gráfica a través del deslizamiento de los f...
	Las  figuras 87 y 88, representan formas  que puede  adoptar la elipse cuando la excentricidad toma valores cercanos a uno y  a cero.
	Estamos de acuerdo con Sandoval (2009) cuando resalta el papel de la geometría dinámica como una herramienta que media entre el conocimiento perceptivo y geométrico. Esta representación dinámica les permite descubrir ciertas relaciones estructurales d...
	En los gráficos anteriores, sólo hemos  considerado  la representación del equipo   ya que las representaciones de ambos equipos son muy similares. Los equipos, como habíamos previsto, redactan  sus observaciones de acuerdo a la manipulación gráfica q...
	De acuerdo a la parte predictiva del análisis a priori  los equipos toman en cuenta las condiciones iniciales de restricción, que indican que la elipse no puede adoptar forma circular o lineal.
	Se muestra en la figura 89, la expresión del equipo
	En el caso del  equipo   los integrantes manipulan el deslizador y arrastran el foco hacia  los vértices y al centro de la elipse. Ambos equipos consideran sólo formas aproximadas de la elipse. Los alumnos entienden por la expresión escrita que la eli...
	Se muestra en la figura 90, la expresión del equipo
	En el caso del equipo   los alumnos tomaron un tiempo en manipular el deslizador y observar cómo la elipse podía ir tomando distintas posturas gráficas. En ambos casos existe un esquema de acción colectiva instrumentada puesto que los alumnos sociabil...
	De acuerdo a las respuestas mostradas, observamos que la  geometría dinámica  es un medio por el cual los alumnos pueden usarla como  herramienta de validación cuando pueden manipular alguno de sus elementos, que en este ítem hemos asociado a las  her...
	En el ítem b)
	Análisis a priori.
	Creemos que la vista gráfica y el texto dinámico guiarán a ambos equipos y señalarán el   rango numérico en el que se hallan los valores de la excentricidad, de tal forma que  su representación gráfica no adopte la forma circular ni lineal. Para halla...
	De esa forma, esperamos que los alumnos de ambos equipos, respondan que la excentricidad se halla entre cero y uno.
	Posibles esquemas de utilización.
	Movilizan la noción de circunferencia, recta y las propiedades de los parámetros    de la elipse.
	El uso del deslizador, vista gráfica y el texto dinámico
	Parte predictiva de las acciones.
	Pensamos que señalarán  la herramienta “Elige y mueve”, luego seleccionarán  el deslizador   y observarán  que los valores de la excentricidad  se van actualizando en relación a la gráfica, la cual va adoptando posturas diversas.  Para su respuesta, t...
	Como esperábamos,  los equipos  continúan el proceso de instrumentación de la excentricidad de la elipse, movilizando para ello los las propiedades de los parámetros    de la elipse, el deslizador, vista gráfica de la circunferencia, elipse y el texto...
	El equipo
	Las figuras 91 y 92, nos indica que el texto numérico el cual muestra los valores de la excentricidad vinculado a la manipulación de su representación gráfica contribuye a que los alumnos  indiquen la variación de la excentricidad.
	El equipo
	Las figuras anteriores nos muestran que existe un esquema de acción colectiva instrumentada puesto que los alumnos sociabilizaron sus acciones en grupo, trabajan con el mismo AGD, existe una coordinación de las acciones individuales y la integración d...
	En el ítem c)
	Análisis a priori.
	Creemos que los alumnos  podrían estar instrumentados con la noción de elipse pues indicarán que el valor numérico de la excentricidad es aproximado a cero y por lo tanto vincularán este valor con una figura que se aproximaría a una circunferencia.  G...
	Posibles esquemas de utilización.
	Movilizan la noción de circunferencia, recta y elipse como vistas gráficas
	El uso del deslizador, vista gráfica y el texto dinámico
	La elipse de la figura 93, adopta una forma casi circular, cuando la excentricidad toma valores cercanos a cero.  Esto nos indica que hay indicios para suponer que los alumnos están instrumentándose con la noción de excentricidad porque responden qué ...
	Análisis a posteriori.
	Como se había previsto, afirmamos que los alumnos están instrumentados con la excentricidad porque   no tuvieron problemas en vincular  el valor de la excentricidad de la tierra ( ) a la forma alargada o redonda de la elipse y ambos equipos respondie...
	Estamos de acuerdo con Sandoval (2009), cuando indica que los ambientes de geometría dinámica, ofrecen un campo de exploración que no es posible hallarlo en las representaciones con lápiz y papel. La excentricidad es un ejemplo de la comprensión intu...
	En ambos casos los alumnos  manipulan la elipse cuando alejan y acercan  los focos de los vértices. Existe un intento por relacionar los focos y vértices  de manera gráfica, acción que no sería posible en un dibujo de naturaleza estática.
	En el ítem d)
	Análisis a priori.
	Creemos que los alumnos siguen  instrumentados respecto a la excentricidad pues indicarán  que de acuerdo al valor de la excentricidad, es decir para  valores cercanos a cero o a uno, la elipse podrá tener forma redonda o alargada respectivamente.
	Posibles esquemas de utilización.
	Movilizan la noción de circunferencia, recta y los parámetros    de la elipse, además de su vista gráfica.
	El uso del deslizador, vista gráfica y el texto dinámico
	Análisis a posteriori.
	De acuerdo a lo que habíamos previsto, los alumnos lograron redactar una interpretación de  la excentricidad que se muestra en la parte inferior en las figuras 96 y 97.
	El valor numérico de este indicador les permite señalar  lo alargada o redonda que puede ser la representación gráfica de una elipse sin necesidad de representarla gráficamente. Debemos considerar en ambos casos  los esquemas de acción colectiva instr...
	Análisis de la actividad 5
	En el cuadro 13 presentamos la  actividad 5, la cual  consta de seis ítems.  A continuación elaboramos el análisis a priori  y   a posteriori de cada una de las partes  correspondientes
	Cuadro 13. Actividad 5
	Análisis a priori de la actividad 5
	En esta actividad esperamos instrumentar el lado recto de la elipse como dos cuerdas perpendiculares que pasan por sus focos, y continuar instrumentalizando la elipse potenciándola con una propiedad adicional. Para ello movilizamos algunos esquemas de...
	Se observa en la figura anterior, a un deslizador que va tomando valores numéricos que se hallan comprendidos en el intervalo   lo que conduce a la aparición de los segmentos que representan las cuerdas de la elipse. Dichas cuerdas serán trazadas desd...
	Análisis a posteriori de la actividad 5
	Los alumnos de los equipos    instrumentaron la noción de lado recto de la elipse como dos cuerdas perpendiculares que pasan por sus focos, aunque presentaron algunas dificultades con el uso de algunas herramientas del AGD, específicamente la herramie...
	En esta parte los alumnos del equipo  crearon una nueva propiedad en la elipse para validar la posición de los focos de la elipse, es decir construyeron y movilizaron un nuevo esquema de acción instrumentada que indica que la distancia de uno de los e...
	Se hicieron  uso de las herramientas “Punto medio”, “Recta perpendicular”, “Recta paralela”, ”Segmento”,  “Intersección de objetos”, “Compás”, el deslizador del Geoegebra, “Muestra objeto”, y algunas propiedades de los elementos de la elipse como  tra...
	En el ítem a)
	Análisis a priori
	Esperamos  que los equipos arrastren   el deslizador, el  cual va tomando valores numéricos que se hallan comprendidos en el intervalo   y que permite que simultáneamente se formen cuatro segmentos que se formarán  uniendo los extremos iniciales forma...
	Ninguno de los equipos tendrá  dificultades en contestar que una cuerda es un segmento cuyos extremos pertenecen a la elipse. Los  alumnos movilizan nociones  de cuerda relacionadas a la noción de segmento de una circunferencia o parábola, como lo mue...
	Posibles esquemas de  utilización.
	Trazo de una cuerda de una circunferencia o parábola
	El uso de  la herramienta “Elige y mueve”  sobre el deslizador de la vista gráfica
	Parte predictiva de las acciones.
	Con la herramienta  “Elige y mueve” el equipo arrastra el deslizador, observa la formación de las cuerdas y  redacta  su respuesta sobre  la noción de elipse.
	Análisis a posteriori.
	Como se esperaba, describieron el significado de la cuerda. Para ello ambos equipos señalaron la herramienta “Elige y mueve”,  luego arrastraron el deslizador hasta que se posicione en el valor  .
	Se puede observar  en la figura 100 cómo fueron trazadas las cuatro cuerdas  ,  cuando se arrastra el deslizador a la posición
	Nuevamente creemos que es importante considerar la interactividad permanente entre el alumno y la representación gráfica por medio del deslizador del Geogebra, el cual permite que el alumno tenga manipulación directa con el segmento y en muchos casos ...
	Enseguida mostramos en las figuras 101 y 102, la descripción que elaboran de cuerda, ambos equipos.
	En la parte cognitiva de la Ingeniería Didáctica de Artigue, consideramos  la cuerda de la parábola y de la  circunferencia  como conocimientos previos de los alumnos. La redacción de los enunciados que se muestran en ambas figuras, indican que   movi...
	En el  ítems b)
	Análisis a priori
	Creemos que los alumnos de ambos equipos están instrumentados con el trazo del eje menor pues movilizarán la definición que indica que es un segmento perpendicular que pasa por el centro de una elipse. Pensamos que los alumnos de los equipos  , luego ...
	Como se muestra en la figura 103, creemos que las movilizaciones  de las herramientas del Geogebra como “Punto medio”,  “Recta Perpendicular”,  “Recta Paralela”,  “Intersección entre dos objetos”  permitirán trazar el eje menor de la elipse.
	Posibles esquemas de utilización:
	La noción de cuerda, mediatriz y nociones como el eje mayor, menor de una elipse, rectas perpendiculares, punto medio.
	Usa las herramientas a las herramientas: “Punto medio”,  la herramienta “Perpendicular” o “Paralela”,  la herramienta “Intersección entre dos objetos.
	Parte predictiva de las acciones.
	Con  la herramienta “Punto medio”  hacen clic en los extremos de la cuerda   y crean  el punto medio,  luego con la herramienta “Perpendicular” hacen clic en el segmento    y  en el punto medio,  con el objetivo de trazar el eje normal.
	Luego con la  herramienta “Intersección entre dos objetos”  hacen clic en la curva,  en el eje normal y  hallan  los extremos del eje menor.
	Análisis a posteriori
	Ambos equipos, como habíamos previsto, indican las razones por las que ninguna de las cuerdas trazadas corresponde a la definición de eje menor, como se muestra en las figuras 104 y 105.
	Esto indica que movilizan  los saberes previos de la  noción de cuerda, que traen consigo cuando trataron los temas de la circunferencia y parábola.
	Se observa en la figura 105,  que  el equipo   indica que el eje menor debe pasar por el centro de la elipse, no menciona  la perpendicularidad respecto al eje focal, pero en su respuesta  indica que las cuerdas horizontales tampoco son válidas,  com...
	Afirmamos que ambos equipos están instrumentados respecto a la definición del eje menor de la elipse pues indican que es un segmento perpendicular al eje focal y que pasa por el centro de la elipse, su discurso escrito nos indica también de la moviliz...
	De acuerdo al análisis a priori, ambos equipos trazan los segmentos que representan el eje menor de la elipse. Como se tenía previsto, localizan los extremos de los ejes haciendo uso de las herramientas del Geogebra, y luego trazan el segmento corresp...
	La figura 106 muestra gráficamente la descripción de las acciones. El equipo  , con la herramienta “Punto medio”, selecciona los vértices de la elipse,  crea el centro y lo renombra como  el centro C de la elipse. Señala la herramienta “Recta perpendi...
	Luego  con  la herramienta “Intersección de dos objetos”, selecciona la curva y la recta perpendicular, se crean los extremos del eje menor. Finalmente, con la herramienta “Segmento entre dos puntos” seleccionan los extremos del eje menor y traza el s...
	La figura anterior que los alumnos del equipo A se hallan instrumentados con el trazo del eje menor de una elipse porque logran movilizar esquemas de uso para dicho trazo. Muestra también que están instrumentados respecto a algunas herramientas del G...
	El equipo   usa la herramienta “Mediatriz” para su trazo perpendicular. Básicamente ambos procedimientos son equivalentes. El equipo   señala la herramienta “Recta mediatriz”, selecciona los vértices de la elipse y  traza la  mediatriz del eje mayor....
	El equipo B usa la herramienta “Mediatriz” del segmento   para hallar la recta que contiene al eje normal de la elipse.
	Luego proceden a contestar como se muestra en la redacción de la figura 109.
	Destacamos que los alumnos que están imbuidos en la realización de la tarea, movilizaron sus propios esquemas de utilización, y coordinaron de manera colectiva, para luego describir una misma clase de instrumento mediante un discurso escrito. De esta ...
	El ítem c)
	Análisis a priori
	Creemos que los alumnos de ambos equipos encontrarán dificultades  para indicar que  las cuerdas que cruzan al eje focal no corresponden necesariamente a los lados rectos de la elipse, porque a pesar que creemos que los alumnos sí movilizan los esquem...
	Posibles esquemas de utilización.
	La mediatriz, trazo de la cuerda de una elipse, trazo de sus ejes, determinación de los vértices, focos, condición geométrica de la elipse, la relación  de los parámetros
	Uso de las herramientas “Recta perpendicular”, “Paralela”, “Segmento, “Puntos de intersección”, “Distancia”
	Análisis a posteriori.
	Ambos equipos lograron  determinar que las cuerdas trazadas correspondían a los trazos de los lados rectos. No mostraron dificultades como se había previsto en el análisis a priori, esto probablemente se deba a que los alumnos, como mencionamos anteri...
	El equipo
	Los alumnos movilizaron sus  esquemas de uso, tal como la noción de los parámetros  , la relación de dichos parámetros expresada por medio de la relación  , las nociones del eje focal, eje normal, y el uso de las herramientas del Geoegebra, mediante l...
	El  equipo   comprueba que la cuerda   es perpendicular al eje focal trazando una recta perpendicular a dicho eje y que pasa por el punto  .  Luego halla la distancia del centro al  vértice ( ), del centro al extremo del eje menor ( ) y del centro al ...
	Se muestra en la figura 110, la construcción del equipo  que valida su respuesta apoyándose primero con  la herramienta “Distancia” para hallar los valores del centro al vértice, del centro al extremos del lado menor y del centro al punto  que se supo...
	El uso de esta herramienta no estaba prevista, pero probablemente por el hecho de ser un programa que habitualmente emplean y por haber sido un tema que se trabajó en la Exploración del Geogebra, fue usado por el equipo  .
	En todo caso, siguen enriqueciendo las propiedades del Geogebra, esto significa que el Geogebra continúa instrumentalizándose ya que los alumnos le atribuyen características adicionales.
	Según Trouche (2004), el uso de esta Ventana de Hoja de Cálculo entraría a una fase de personalización porque ya están familiarizados con su uso
	En la figura 111, se puede leer la justificación.
	Los integrantes del equipo  , sostuvieron una discusión argumentada respecto al significado de  la cuerda  . Inicialmente sostenían que la cuerda   era el lado recto de la elipse. Cuando buscaron  la forma de validar esta afirmación, usando el procedi...
	Se puede decir que en el equipo  continúa instrumentalizando las  herramientas del Geogebra  porque enriqueció al programa con el uso de la Ventana Hoja de Cálculo. Además la justificación que usaron, descrita en la figura 111, indica que los alumnos ...
	El equipo
	Traza el triángulo rectángulo   con la herramienta “Polígono” y luego comprueba con la herramienta “Distancia” si la distancia del extremo del eje menor al punto   ( ) es igual al   semieje mayor ( ).
	En este caso, el equipo  , construyó  una nueva propiedad para la elipse que indica  que la distancia de uno de los extremos del eje menor a uno de los focos es igual a la longitud del semieje mayor, es decir 5 unidades.
	De este modo movilizaron y construyeron dicho esquemas de acción instrumentada para resolver la tarea, es decir validaron que la distancia de uno de los extremos del eje menor de la elipse a uno de los focos no corresponde a la longitud del semieje ma...
	En la construcción de la figura 112, no prevemos en nuestra parte predictiva,  que los alumnos usarían  la herramienta “Polígono” de manera personalizada, situación que según Trouche (2004)  clasifica a la herramienta en la fase de personalización.
	En la redacción de la figura 113, el equipo    indica que la cuerda   no corresponde al lado recto porque halla la distancia del segmento  que no corresponde a la del semieje mayor.
	Luego halla las distancias de los segmentos   para mostrar que las   cuerdas   y    se hallan a igual distancia de los extremos  y que por lo tanto tampoco se cumplirá que la cuerda   pasa por el foco correspondiente.
	Ambos equipos muestran esquemas de acción instrumentada colectiva porque agrupan de manera colectiva distintos esquemas de utilización de los integrantes del equipo.
	En el ítem d)
	Análisis a priori
	Penamos que es necesaria la orientación del profesor en el uso de la  herramienta “Compás”. A  pesar que esta herramienta fue presentada en el primer encuentro  de Exploración del Geogebra, los alumnos tienen ciertas dificultades para manipularla, cre...
	La representación gráfica corresponde a la figura  114.
	Luego de hacer uso de la herramienta “Compás”, trazaran una circunferencia con centro en uno de los extremos del eje menor y radio la longitud del semieje mayor. Dicha circunferencia interceptará al eje focal de la elipse, en los puntos   e indicarán ...
	Para justificar la afirmación anterior, los alumnos de ambos equipos movilizarán la condición geométrica de la elipse que indica que la suma de las distancias desde un punto de la elipse es la longitud del eje mayor.  Uno de los extremos del eje menor...
	Posibles esquemas de utilización.
	La noción de  circunferencia, la condición geométrica de la elipse.
	Usa las herramientas : ”Compás”, “Intersección de objetos”
	Parte predictiva de las acciones.
	Harán  uso de la  herramienta “Compás”: con centro en uno de los extremos del eje menor y radio de longitud igual al semieje mayor,  trazan una circunferencia, luego usan  la herramienta “Intersección de dos objetos” e intersectan  la circunferencia...
	Análisis a posteriori.
	Como habíamos previsto, los alumnos de ambos equipos requieren orientación para trazar la circunferencia con la herramienta “Compás”. Como se indicó en la parte predictiva la herramienta “Compás” tiene restricción de estructuración de la acción porque...
	Luego de la orientación respectiva, ambos equipos hacen uso de la herramienta “Compás” para determinar los focos  de la elipse. El equipo A inicia la instrumentación de la propiedad que indica que las distancias del extremo del eje menor  a los focos ...
	Se indica la descripción de las acciones del equipo   : con centro en uno de los extremos del eje menor y radio de longitud igual al semieje mayor, trazaron una circunferencia, luego usaron  la herramienta “Intersección de dos objetos” e intersectaro...
	El equipo   hace uso además del menú contextual y selecciona  la herramienta “Posición absoluta en pantalla” en los textos correspondientes para trasladar las distancias  al lado izquierdo de la vista gráfica.
	Se muestra en la figura 116, que los alumnos sociabilizan para movilizar un esquema de acción colectiva que les permita indicar el motivo por lo que R y S son focos de la elipse.
	Hay indicios para pensar que el equipo movilizó sus esquemas de circunferencia, triángulo isósceles, condición geométrica de la elipse, eje mayor, cuyo  trabajo colectivo contribuyó a la emergencia de los esquemas de  acción colectiva instrumentada.
	Equipo
	Como se muestra en la figura 117, el equipo    halla los focos de la elipse usando la herramienta “Compás”, cuya descripción es similar a las acciones que elaboraron los alumnos del equipo A y que fueron señaladas en los párrafos anteriores.
	El equipo   moviliza la propiedad que construyó en el ítem anterior. Indica que la distancia de uno de los extremos del eje menor a uno de los focos de la elipse corresponde a la longitud del semieje mayor. Se evidencia  que dicha construcción es el ...
	En la figura 118, el equipo  , muestra que tiene instrumentada dicha propiedad porque puede expresarla mediante un discurso escrito, el cual es ejemplificado luego que los alumnos movilizaron sus esquemas de utilización para dar paso a dicho esquema d...
	En el ítem e)
	Análisis a priori
	Trazarán correctamente los lados rectos de la elipse.  En la actividad, también se solicita que los equipos oculten  algunos de los objetos con la intención de hacer uso de esta herramienta. Esto último, podría  propiciar en los alumnos limitaciones d...
	Creemos que las herramientas del Geogebra  con las cuales se trazan  rectas, segmentos, o puntos de intersección, continúan instrumentadas porque los alumnos pueden usarlas en las actividades, porque hay un conjunto de acciones que se repiten constant...
	Creemos que hay indicios para indicar que la noción de lado recto se halla en proceso de instrumentación.
	Posibles esquemas de utilización.
	La noción de  recta, segmento, puntos de intersección, eje mayor, eje menor, localización de los focos de la elipse.
	Usa las herramientas : “Recta perpendicular”, “Recta paralela”, herramienta “Intersección”, herramienta “Segmento”, herramienta “Ocultar”
	Parte predictiva de las acciones.
	Señalan  la  “Recta perpendicular” haciendo  clic sobre el eje focal y sobre uno de los focos de la elipse: obtienen  una  perpendicular que pasa por el foco, luego con la herramienta “Intersección” hallan los extremos del lado recto haciendo clic en ...
	Con la herramienta “Segmento” unen los puntos de intersección, y finalmente con  la herramienta “Ocultar” se seleccionan  todos los trazos que no se quieran  visualizar.
	En la figura 119, se muestra el trazo correspondiente a los lados rectos de una elipse y sus respectivos ejes mayor y menor, los demás elementos fueron ocultados
	Análisis a posteriori.
	Como  habíamos previsto, los segmentos que corresponden a los lados rectos de la elipse son trazados sin ninguna dificultad. Sin embargo, los equipos mostraron dificultades  al momento de ocultar algunos objetos,  ya que no logran seleccionar correcta...
	Luego de ocultar algunos de los objetos,  los equipos muestran  la representación de la elipse y de sus lados rectos como se observa en las siguientes figuras.
	En las figuras 120 y 121 se muestra el trazo de los lados rectos que corresponden a las elipses representadas. Ambos equipos señalan  la herramienta  “Recta perpendicular”, seleccionan  el eje focal y  uno de los focos de la elipse, entonces aparece  ...
	De acuerdo a los esquemas de utilización, ambos equipos movilizan la recta, segmento, puntos de intersección, eje mayor, eje menor, localización de los focos de la elipse para elaborar el trazo que corresponde a los lados rectos de la elipse. Observam...
	Durante  este proceso de instrumentalización,  hay indicios que el artefacto elipse, ha sido instrumentalizado con la condición geométrica de la elipse, con el trazo de los ejes de la elipse, excentricidad,  ubicación de focos, relación entre  los  pa...
	En el ítem f)
	Análisis a priori
	Creemos que los alumnos tendrán dificultades para comprobar que  la longitud del lado recto de la elipse en términos de los parámetros . Probablemente la movilización de otros esquemas  en este proceso de instrumentalización, como la construcción de l...
	Esperamos que los alumnos observen  que el triángulo trazado es un triángulo rectángulo, ya que los catetos del triángulo que se construyó,  están contenidos sobre el eje focal y el lado recto de la elipse. Probablemente requieran alguna orientación r...
	Posibles esquemas de utilización.
	La condición geométrica de la elipse, la relación entre los parámetros, el lado recto de la elipse, la relación Pitagórica, resolución ecuaciones y la representación gráfica del triángulo rectángulo
	Parte predictiva de las acciones.
	Se traza el triángulo rectángulo de acuerdo a las características del enunciado, es decir considerando a los vértices del triángulo como los focos de la elipse y un extremo de su lado recto. Creemos que los alumnos serán orientados a través de pregunt...
	Esperamos que los alumnos movilicen la condición geométrica de la elipse que en este caso indica que la suma de las distancias de dicho cateto y la hipotenusa es el parámetro  . Pensamos que tendrán dificultad para indicar que la longitud de la hipote...
	En la figura 122 se hace uso del Teorema de  Pitágoras en el triángulo
	Considerando que      (por la condición geométrica de la elipse)
	Si    entonces   en la ecuación anterior, se obtiene que
	Luego
	Simplificando   .
	Considerando    que     Luego la longitud del lado recto es
	Creemos que los alumnos tendrán dificultad para representar simbólicamente la longitud de la hipotenusa del triángulo rectángulo como  , siendo   . Es importante, alguna orientación con preguntas relacionadas al uso de alguna variable que represente a...
	Análisis a posteriori.
	Como esperábamos,  se requirió de una orientación adicional por parte del profesor para que los alumnos puedan hallar la longitud del lado recto en términos de los parámetros de la elipse. Se requirieron de otros esquemas como señalamos en el análisis...
	Inicialmente, ambos equipos no tuvieron  problemas para trazar en el interior de la elipse un triángulo rectángulo con vértices los focos y un extremo del lado recto, como se señala en el enunciado. Para ello hicieron uso de la  herramienta “Polígono”...
	La figura 123, muestra la representación gráfica del triángulo rectángulo, en la que dos de los vértices coinciden con  los focos y el tercer vértice con un extremo del lado recto.
	Se  les formuló preguntas para que relacionen uno de los catetos del triángulo como la mitad de la longitud de uno de los  lados rectos, es decir  .  El equipo   movilizó  la relación pitagórica y la condición geométrica de la elipse, pero desiste en ...
	El equipo  , en cambio, señaló las longitudes de los catetos del triángulo  como  la distancia entre los focos (2c), y como la mitad de la longitud del lado recto   . Luego movilizó la condición geométrica de la elipse y determinó a la hipotenusa com...
	En la figura 124, se observa la  solución de la actividad.
	Los alumnos del equipo  movilizaron sus esquemas de utilización para resolver la tarea, dichos esquemas fueron coordinados y adaptados a la situación del ejercicio propuesto como esquemas de acción colectiva instrumentada. Destacamos que según el Enfo...
	Análisis de la actividad 6
	En el cuadro 14 presentamos la  actividad 6, la cual  consta de tres ítems.  A continuación elaboramos el análisis a priori  y   a posteriori de cada una de las partes  correspondientes
	Cuadro 14. Actividad 6
	Análisis a priori de la actividad 6
	En la actividad 6, esperamos haber logrado una relación entre la condición geométrica de la elipse y la condición algebraica en el sistema de coordenadas cartesiano, es decir la representación analítica de la representación gráfica, tal forma que se t...
	En la figura 125 mostramos la representación gráfica  de la pregunta 6 ggb. La actividad se inicia haciendo uso de su instrumento condición geométrica de la elipse para determinar los focos de dicha representación, ya que desde el extremo de uno de lo...
	Posteriormente, eligirán la Vista Algebraica y harán visible los ejes coordenados, y escribirán  las coordenadas que corresponden a  los vértices, focos, extremos del eje menor y la expresión algebraica de la elipse en un sistema de coordenadas cartes...
	Análisis a posteriori de la actividad 6
	Creemos que se estableció un puente entre el enfoque sintético y analítico. A partir de la condición geométrica de la elipse, que indica que la suma de las distancias a otros dos puntos fijos, llamados focos, resulta el  eje mayor,  y la distancia ent...
	Afirmamos que los alumnos están instrumentados con la condición geométrica de la elipse o con la herramienta “Circunferencia dado su centro y radio” o la herramienta  “Compás” porque lograron  encontrar los focos de la elipse. Para determinar los foco...
	Luego eligieron Vista Algebraica y visualizaron  los ejes coordenados, determinando las coordenadas de los vértices, focos, extremos del eje menor, longitud de los parámetros y expresiones algebraicas en un sistema de coordenadas cartesiano, con el pr...
	Para determinar la expresión algebraica movilizaron nuevamente el esquema de uso relativo a la condición geométrica y a la distancia entre dos puntos, luego  determinaron  la expresión algebraica correspondiente.
	En la foto 126 se muestra el trazo de los focos de la elipse a través del uso de la herramienta “Compás”.
	Para calcular la longitud del lado recto de la elipse, en términos de los parámetros, el equipo   movilizó la relación    haciendo uso de la longitud de dichos parámetros.
	Todo esto  nos indica que los alumnos continúan instrumentados respecto a la noción de lado recto de la elipse porque pueden trazar la cuerda que los representa y además expresar la longitud del lado recto como la relación entre los parámetros de la e...
	En el ítem a)
	Análisis a priori
	Esperamos que los alumnos movilicen como esquema de uso, la condición geométrica de la elipse o la herramienta “Compás” para determinar los focos de dicha curva, debido a que ambas nociones fueron instrumentadas en las actividades anteriores.
	En la actividad anterior los alumnos se instrumentalizaron con dicha herramienta. En esta actividad, los alumnos la movilizaron como esquema de acción instrumentada, ya que lograron ubicar los focos de elipse.
	Posibles esquemas de utilización
	La condición geométrica de la elipse
	La herramienta Compás
	Parte predictiva de las acciones.
	Los alumnos determinan los focos de la elipse haciendo uso de la herramienta “Compás”. Creemos que el  proceso de construcción es  similar al que elaboraron en la actividad anterior, es decir trazan una circunferencia con centro en uno de los extremos...
	De esta manera, hay indicios para suponer que  los alumnos podrían estar instrumentados con dicha herramienta, ya que encuentran los focos de la elipse mediante las construcciones respectivas.
	La figura 127 representa los trazos que creemos los alumnos elaborarán para hallar los focos de la elipse.
	Trazan  la circunferencia con centro en uno de los extremos del eje menor y radio igual a la longitud del semieje mayor. La intersección de esta circunferencia con el eje focal determinará los focos   .
	Pensamos que los alumnos se encuentran instrumentados respecto a la herramienta “Compas”  porque lograron determinar los focos de la elipse.
	Análisis a posteriori
	Los equipos  lograron hallar los focos de la elipse como se tenía previsto.
	El  equipo   hizo uso de la herramienta “Circunferencia dado su centro y radio” para determinar los focos. El uso de dicha herramienta no se tenía previsto, según el análisis a priori. Sin embargo dicha  herramienta, según Trouche (2004) está en la fa...
	Además el uso de esta herramienta, involucra movilizar el esquema de  la condición geométrica de la elipse y la noción de mediatriz de un segmento.
	Se muestra el trazo del equipo  en la figura 128.
	Los alumnos del equipo  , muestran que están instrumentados con la condición geométrica de la elipse y con la mediatriz de un segmento, cuando hacen uso de la herramienta “Circunferencia dado su centro y radio”, ya que el  radio equivale a la longitud...
	La  figura 129, muestra que los alumnos movilizan esquemas de utilización, que generalizan esquemas de actividad colectiva instrumentada.
	Según la expresión escrita que señala en  la figura 130 , el equipo  usa la herramienta “Compás”, de acuerdo al análisis a priori y determina  los focos  de la elipse.
	De acuerdo a lo  expresado, el equipo  se halla instrumentado con la herramienta “Compás” ya que logra movilizar sus propiedades  para determinar los focos. Además movilizan esquemas de utilización, que generalizan esquemas de actividad colectiva inst...
	En el ítem b)
	Análisis a priori.
	Creemos que instrumentalizarán la representación gráfica de la elipse, ya que dicha herramienta  contiene un mensaje contextual en la que se indica los requerimientos para el trazado. Luego harán uso de este instrumento para graficar la curva elíptica...
	En  una de sus conclusiones afirma que  las construcciones geométricas puntuales permiten emerger construcciones geométricas globales, y que haciendo uso de un sistema de ejes coordenados se consigue la representación algebraica de la curva, revelando...
	Posibles esquemas de utilización
	La noción de eje mayor, eje menor y la noción de distancia focal, lado recto.
	Usa las herramientas “Elipse”, “Recta perpendicular” “ Intersección de dos objetos”, “Distancia”
	Parte predictiva de las acciones:
	Instrumentalizaron  la herramienta “Elipse” y seleccionaron sus dos focos y un  punto de la elipse. Con la herramienta “Recta perpendicular” trazan la recta perpendicular al eje focal por uno de los focos. Determinan los extremos del lado recto  al in...
	Se ayuda de la vista algebraica y escribe:
	Esperamos se ayuden  de la vista gráfica que ha incorporado los ejes coordenados y hallen las longitudes solicitadas:
	Longitud del eje mayor    .
	Longitud del eje menor
	La distancia entre los focos o la  distancia focal
	Creemos que para hallar la longitud del lado recto, trazarán  la cuerda que lo representa y con la herramienta “Distancia” encontrarán que la longitud es  .
	Análisis a posteriori.
	Esta actividad tuvo por objetivo vincular el aspecto sintético y el analítico  de la elipse. Creemos que el fomento de las construcciones geométricas y la determinación de puntos clave en la elipse como los focos, permitieron el trazo global de dicha ...
	El equipo  dibuja la elipse con la herramienta “Elipse”, para ello usa  los  dos focos de la curva y un punto perteneciente a dicha curva. . Luego con la herramienta “Recta perpendicular” selecciona el eje focal y uno de los focos, entonces obtiene la...
	En la  figura 133 se observa las coordenadas de los vértices, focos y extremos del eje menor con los rótulos y valores respectivos,  los cuales son trasladados hacia el lado izquierdo de su vista gráfica para otorgarle mayor claridad a sus resultados.
	También  observamos en la figura 134, que el equipo  se halla instrumentado con la noción de eje mayor, menor, distancia focal, longitud del lado recto, donde  presentamos  los resultados que obtuvieron, luego de hacer uso de la Vista Algebraica.
	De esta forma, los alumnos continuaron avanzando en el  proceso de instrumentalización de la elipse, ya que permanecieron enriqueciéndola con atributos. Continúan instrumentados con la noción de eje mayor, eje menor y distancia focal porque determinan...
	El equipo
	En la figura 135,  se muestran los trazos elaborados por el equipo  .
	Resaltamos  que con respecto a la longitud del lado recto, el equipo   muestra que está instrumentado porque determinó la ubicación de los focos por donde trazará el lado recto y porque determinó su longitud, a diferencia del equipo  que se basó en la...
	Ya que el equipo   movilizó la relación  entre los parámetros  para hallar la longitud del lado recto, nos conduce a suponer que los alumnos de cada equipo movilizaron sus propios esquemas e hicieron emerger su propio esquema de acción colectiva para ...
	El equipo   empleó  la relación   para calcular la longitud del lado recto. Para ello  determinó  las coordenadas  que corresponden a los vértices, focos y extremos del eje menor, como se muestra en la figura 136.
	A continuación, en la figura 137, los alumnos determinaron las longitudes de los ejes y la longitud de los  parámetros de la elipse. Luego calculan la longitud del lado recto, usando la relación
	Verificamos que en esta actividad, los alumnos están instrumentados en relación a algunas de las propiedades de la elipse. Los alumnos pueden movilizar como esquema de uso,  la condición geométrica de la elipse y determinar los focos de dicha curva. E...
	En el siguiente ítem, vincularon  su representación gráfica a una expresión algebraica que obtuvieron  porque movilizaron  como esquema de uso la condición geométrica de la elipse.
	En el ítem c)
	Análisis a priori
	Posibles esquemas de utilización:
	Moviliza la noción de la distancia entre dos puntos pertenecientes a un sistema de ejes  coordenados, la noción de la condición geométrica de la elipse y la noción de la vista gráfica y algebraica del Geogebra
	Parte predictiva de las acciones
	Los equipos hacen  uso de la noción de distancia entre dos punto y la aplica a la condición geométrica de la elipse  . Luego haciendo uso de la vista algebraica, obtendrán las ecuaciones    y  , expresiones que los alumnos probablemente aún no relacio...
	Análisis a posteriori.
	Para determinar la expresión algebraica movilizaron nuevamente el esquema de uso relativo a la condición geométrica y a la distancia entre dos puntos, luego escribieron la expresión algebraica correspondiente.
	En el caso del equipo  los alumnos movilizan la distancia entre dos puntos y la condición geométrica de a elipse. Es decir la distancia desde un punto   perteneciente a la elipse a los focos  . También movilizamos la condición geométrica de la elipse ...
	La expresión simplificada que aparece en la figura 139, obedece a la representación en  la Vista Algebraica, en la cual  aparece sombreada cuando se selecciona la gráfica de la elipse.
	Una situación similar se presenta en el caso del equipo
	En la figura 140, los alumnos movilizan la condición geométrica de la elipse que indica    y además la distancia entre dos puntos.
	La  expresión  , mostrada en la  figura anterior, fue obtenida,  porque los alumnos estaban  instrumentados con los esquemas  distancia entre dos puntos del plano  y  condición geométrica de la elipse, es decir que  la suma de las distancias del punto...
	En la figura  141, los alumnos encontraron la expresión algebraica, la cual describe la trayectoria de  la elipse en un sistema de coordenadas cartesiano. Se seleccionó  el botón secundario del mouse sobre la representación gráfica y se mostró en la V...
	Análisis de la actividad 7
	En el cuadro 15  presentamos la  actividad 7, la cual  consta de tres ítems.  A continuación, elaboraremos el análisis a priori  y   a posteriori de cada una de las partes  correspondientes
	Cuadro 15. Actividad 7
	Análisis a priori de la actividad 7
	En la actividad anterior los alumnos vincularon  la condición geométrica de la elipse y la condición algebraica en el sistema de coordenadas cartesiano, relacionando la representación gráfica de la elipse a la expresión algebraica movilizando para ell...
	Ahora continuamos instrumentalizando dicha expresión algebraica, de tal forma que en la ecuación      relacionen  las variables   a los semiejes de una elipse cuyo eje focal podría coincidir con el eje de abscisas o de ordenadas.  Para ello usaremos c...
	Pensamos que podría haber alguna dificultad cuando los alumnos ingresen, los exponentes de la expresión algebraica  , ya que algunos símbolos que representan la función potencia no serán localizados, es decir se presentaría una  restricción de acción ...
	En la figura 142, se muestra la representación gráfica  y algebraica de la pregunta 7 ggb.
	La figura 142, es una representación estática que no refleja el dinamismo de  lo que realmente sucede. Los alumnos ingresarán la expresión  . Si los  alumnos fijan el deslizador  y deslizan el valor de  , entonces observarán  que cuando  , el valor de...
	Hay indicios para suponer que los alumnos podrán instrumentalizar e instrumentar la expresión algebraica   porque relacionan los parámetros   a los semiejes de la elipse y porque representan gráficamente  dicha ecuación para distintos valores de los p...
	Análisis a posteriori de la actividad 7
	De acuerdo a  nuestro análisis a priori,  los alumnos  lograron instrumentalizar la expresión   , vinculando las variables   a los semiejes de una elipse con eje focal coincidente con el eje de abscisas en algunos casos y en otros con el eje de  orden...
	Para ello se fijó el valor de  , de tal forma que cuando  , los alumnos señalaron  que   es el  semieje mayor de la elipse cuyo eje focal se halla sobre el eje de abscisas y en  otro caso, es decir  , los alumnos indicaron que   es el semieje menor de...
	Con los resultados anteriores, los alumnos lograron escribir la expresión algebraica de una elipse con centro en el origen de coordenadas y eje focal coincidente a cualquiera de  los ejes coordenados.  El uso del Geogebra, permitió manipular el eje fo...
	Conforme a lo previsto, en esta actividad se presentó una  restricción de acción, ligada  a la estructura  y funcionamiento del programa, específicamente dificultades para hallar  el símbolo exponente de una de las variables que acompañan las  expresi...
	Los alumnos mostraron que están instrumentalizados e instrumentados con la elipse porque relacionaron los valores de los parámetros    a los semiejes de la elipse y porque representaron gráficamente la elipse     cuando los parámetros      asumían dis...
	En el  ítem a)
	Análisis a priori
	En esta parte los alumnos mostrarán  que están instrumentados con el significado de la ecuación de una circunferencia porque logran identificar el radio de dicha curva. Además continúan instrumentando la Vista Algebraica del Geogebra, porque vinculará...
	Los equipos harán  uso del teclado de la computadora para ingresar los datos. Cuando necesiten el símbolo que representa al exponente,  creemos tendrán  problemas para identificarlo y buscarán la orientación con el profesor. La ubicación de dichos sím...
	Luego de este impase,  los alumnos ingresarán sin dificultades la ecuación correspondiente,  pulsarán  “Enter” y obtendrán  la gráfica de la circunferencia en la  vista gráfica.
	En la figura 143  se muestra una circunferencia, que los alumnos obtendrán  luego de   ingresar  en la Barra de Entrada del Geogebra  la ecuación    y de manipular los valores de   hasta conseguir  .
	Luego,  en  la Vista Algebraica los alumnos podrán  vincular su expresión algebraica corresponde a la expresión    , luego que desplazan los deslizadores hasta  . Esto significa que los alumnos están instrumentados con la circunferencia porque logran ...
	Posibles esquemas de utilización.
	Circunferencia, eje mayor, menor de una elipse.
	Uso de  las herramientas teclado virtual y la Vista Algebraica.
	Parte predictiva de las acciones
	Esperamos que luego de ingresada la expresión algebraica   a través de la Barra de Entrada, los alumnos identifiquen su representación  gráfica como la de una circunferencia cuando  los valores de  .   Pensamos que la ubicación del símbolo potencia  s...
	Análisis a posteriori
	En la Barra de Entrada ingresan la ecuación   . Se les dificulta ingresar  el símbolo que representa a los exponentes de las variables. Ambos equipos tienen restricción de estructuración de la acción porque los símbolos se hallan ligados a la estruct...
	La figura 144, muestra que los alumnos del equipo  están instrumentados con la ecuación de una circunferencia, ya que logran expresar que la ecuación   es una circunferencia de radio 10 unidades.
	Además no solamente  lograron  identificar el radio de dicha circunferencia sino que también  vincularon su representación gráfica a la representación algebraica
	La figura 145, muestra también que los alumnos del equipo  , están instrumentados con la ecuación de una circunferencia porque lograron  identificar el radio de la circunferencia y vincularon su representación gráfica a la representación algebraica.
	En el  ítem b)
	Análisis a priori
	Posibles esquemas de utilización.
	El eje mayor, eje  menor y la  expresión  algebraica de la elipse  en la Vista Algebraica
	Uso de las herramientas  “Deslizador”,  la Vista Gráfica y Algebraica  del Geogebra.
	Parte predictiva de las acciones
	Esperamos que deslicen     con valores  mayores a    y observen el cambio simultáneo de la expresión algebraica y de  la representación gráfica de la elipse.  Luego creemos que identificarán sin problemas  que el eje focal coincide con el eje de absci...
	Los alumnos  reemplazarán  las variables   y    por  valores numéricos asignados en el enunciado, con el fin de determinar un patrón en las expresiones algebraicas para cada caso.
	Cuando  el valor de   los alumnos observan  la representación gráfica y escriben la expresión que aparece en la Vista Algebraica   ,
	Con el valor de   , los  alumnos observan la representación gráfica y escriben la expresión que aparece en la Vista Algebraica   ,
	Cuando  el valor  de    los alumnos observan  la representación gráfica y escriben la expresión que aparece en la Vista Algebraica   ,
	La gráfica de la figura 146, representa la elipse  cuando el valor  de    . Se puede observar que mientras  , la variable  representará el eje mayor de la elipse  cuyo eje focal se halla sobre el eje de abscisas.
	Luego cuando la  longitud del semieje mayor es  , la del semieje menor es   y el eje focal es el eje de abscisas,  los alumnos determinaron   la expresión  algebraica   en términos de    y   , que indica que   .
	Los alumnos identificaron que cuando el  semieje  mayor de la elipse  se halla  sobre el eje de las abscisas entonces dicho semieje se asocia al eje X en la expresión algebraica.
	Consideramos que fue importante haber instrumentado algunas propiedades de la elipse como eje mayor, eje menor, eje focal, eje normal,  Vista Algebraica y Gráfica de la elipse, ya que nos sirvieron de esquemas de uso para halla la representación algeb...
	Análisis a posteriori
	Ambos equipos arrastraron  los deslizadores  de manera aleatoria. Luego fijaron  el deslizador   y arrastraron  el deslizador  , de tal forma que  .
	Debido a que los alumnos responden  de manera similar presentaremos sólo el análisis  del equipo, como se observa en la figura 147.
	El  equipo
	Como  se aprecia en la figura 147,  luego de fijar el valor de   y deslizar   , de tal forma que   ,  los alumnos identificaron que la variable   correspondía al semieje mayor de la elipse porque los alumnos están instrumentados con la noción de los e...
	Luego en la figura 148, se observa que el equipo indica   la posición del eje focal respecto a los ejes coordenados
	Dada la ecuación de la elipse   , los alumnos iniciaron la instrumentalización de la expresión algebraica ya que lograron vincular las variables   a los semiejes de una elipse cuyo eje focal coincide  el eje de abscisas. Percibimos que dichas moviliza...
	De igual forma creemos que el equipo se instrumentalizó con la relación  , debido a que vincularon las expresiones algebraicas a las representaciones algebraicas en los casos indicados, es decir para los valores  , donde  .
	En el siguiente cuadro, se presenta las distintas expresiones algebraicas que los alumnos deben representar gráficamente de acuerdo a los valores dados.
	En la figura 149 se muestran las expresiones algebraicas que corresponden a las distintas representaciones gráficas de la elipse que los alumnos movilizaron relacionándolas con los semiejes de la elipse y con la Vista Algebraica y la Vista Gráfica, de...
	Previamente los alumnos identificaron a la variable   como el semieje mayor de la elipse debido a que movilizaron las nociones de los ejes mayor  y menor, eje focal y Vista Gráfica  de la elipse.
	Además identificaron que  el semieje mayor se halla sobre el eje de abscisas, lo que significa que la variable  , está asociada al eje X en la expresión algebraica.
	Como se muestra en la figura 150,  el equipo determinó  la expresión de la elipse con centro en el origen, eje focal el eje  de abscisas, longitud del semieje mayor   y longitud del semieje menor  ,   .
	Los alumnos identificaron que cuando el  semieje  mayor de la elipse  se halla  sobre el eje de las abscisas entonces dicho semieje se asocia al eje X en la expresión algebraica.
	Consideramos que fue importante haber instrumentado algunas propiedades de la elipse como eje mayor, eje menor, eje focal, eje normal,  Vista Algebraica y Gráfica de la elipse, ya que nos sirvieron de esquemas de uso para halla la representación algeb...
	Asimismo,  el deslizador fue diseñado con el objetivo de vincular los parámetros de la representación gráfica con los de la expresión algebraica y así contribuir a la movilización de las propiedades de la elipse.
	En el  ítem c)
	Es muy similar a la anterior, la desarrollamos de manera análoga.
	Posibles esquemas de utilización.
	El eje mayor, eje  menor y la  expresión  algebraica de la elipse  en la Vista Algebraica
	Uso de las herramientas  “Deslizador”,  la Vista Gráfica y Algebraica  del Geogebra.
	Parte predictiva de las acciones
	Esperamos que deslicen     con valores  menores a    y observen el cambio simultáneo de la expresión algebraica y de  la representación gráfica de la elipse.  Luego creemos que identificarán sin problemas  que el eje focal coincide con el eje de orden...
	Los alumnos  reemplazarán  las variables   y    por  valores numéricos asignados en el enunciado, con el fin de determinar un patrón en las expresiones algebraicas para cada caso.
	Cuando  el valor de   los alumnos observan  la representación gráfica y escriben la expresión que aparece en la Vista Algebraica   ,       ya que    .
	Con el valor de   , los  alumnos observan la representación gráfica y escriben la expresión que aparece en la Vista Algebraica   ,
	Cuando  el valor  de    los alumnos observan  la representación gráfica y escriben la expresión que aparece en la Vista Algebraica   ,
	La gráfica de la figura 151, representa la elipse  cuando el valor  de    . Se puede observar que mientras  , la variable  representará el eje menor de la elipse  cuyo eje focal se halla sobre el eje de abscisas.
	Luego cuando la  longitud del semieje mayor es  , la del semieje menor es   y el eje focal es el eje de ordenadas,  los alumnos determinaron  la expresión algebraica en términos de    y   , que indica que a
	Los alumnos identificaron que cuando el  semieje  mayor de la elipse    se halla  sobre el eje de ordenadas, entonces dicho semieje se asocia al eje Y en la expresión algebraica.
	Consideramos que fue importante haber instrumentado algunas propiedades de la elipse como eje mayor, eje menor, eje focal, eje normal,  Vista Algebraica y Gráfica de la elipse, ya que nos sirvieron de esquemas de uso,  ya que se les pudo asociar  para...
	Análisis a posteriori
	Ambos equipos arrastraron los deslizadores  de manera aleatoria. Luego fijaron el deslizador   y arrastraron el deslizador  , de tal forma que  .
	Debido a que los alumnos responden  de manera similar y sin ninguna dificultad esta pregunta  presentaremos sólo las respuestas del equipo
	El  equipo
	Luego de fijar el valor de   y deslizar   , de tal forma que   , los alumnos identificaron que la variable   correspondía al semieje menor de la elipse porque los alumnos están instrumentados con la noción de los ejes mayor y menor de la elipse cuyo e...
	Como  se aprecia en la figura 152,  los alumnos identificaron que el semieje mayor   de la elipse corresponde al valor  , y que el semieje menor   de la elipse corresponde al valor de  , luego de fijar  el valor de   y deslizar   , de tal forma que   .
	Debido a que   ,  se cumplió que la longitud del semieje menor correspondió al valor de   y que la longitud del semieje mayor  correspondió al valor de  . Por lo tanto el eje focal de la elipse que contiene al eje mayor,  se encuentra sobre  el  eje d...
	Luego en la figura 153, observamos que el equipo continúa instrumentalizando la expresión   ya que movilizó las nociones de semiejes de la elipse, determinó  que el semieje mayor es  , que el semieje menor es  , y que  finalmente el eje focal es el e...
	Dada la ecuación de la elipse   , los alumnos iniciaron la instrumentalización de la expresión algebraica ya que lograron vincular las variables   a los semiejes de una elipse cuyo eje focal coincide  el eje de abscisas. Percibimos que dichas moviliza...
	De igual forma creemos que el equipo se instrumentalizó con la relación  , debido a que vincularon las expresiones algebraicas a las representaciones algebraicas en los casos indicados.
	Según mostramos en la figura 154, el equipo   halla las expresiones algebraicas en los casos indicados, es decir para los valores  , en el caso que   . .
	Además identificaron que  el semieje mayor se halla sobre el eje de ordenadas, lo que significa que la variable  , está asociada al eje Y en la expresión algebraica.
	Podemos indicar que los alumnos están instrumentando la relación   ya que vincularon  los parámetros de la elipse a la gráfica correspondiente.
	Como se muestra en la figura 155,  el equipo  determinó la expresión de la elipse con centro en el origen, eje focal el eje  de ordenada, longitud del semieje mayor   y longitud del semieje menor  ,
	Los alumnos identificaron que cuando el  semieje  mayor de la elipse  se halla  sobre el eje de las ordenadas, entonces dicho semieje se asocia al eje Y en la expresión algebraica. Consideramos que fue importante haber instrumentado algunas propiedade...
	La creación del deslizador asociado a los parámetros de la elipse y a la expresión algebraica, influyeron  en los alumnos para que movilizaran las propiedades de la elipse relativa a los ejes y a las Vistas del Geogebra.
	En la presente actividad podemos afirmar que los alumnos pasaron por un proceso de instrumentalización respecto a la expresión algebraica    porque le atribuyeron propiedades a los parámetros  vinculándolos con los semiejes de la elipse. De igual form...
	En la siguiente actividad, la expresión algebraica    evoluciona como esquema de uso para  escribir la expresión algebraica de una elipse con  centro en cualquier punto  del plano y eje focal paralelo a cualquiera de los ejes coordenados.
	Análisis de la actividad 8
	En el cuadro 16  presentamos la  actividad 8, la cual  consta de tres ítems.  A continuación elaboramos el análisis a priori  y   a posteriori de cada una de las partes  correspondientes.
	Cuadro 16. Actividad 8
	Análisis a priori de la actividad 8
	Creemos que los alumnos evolucionan la expresión algebraica    como esquema de uso y lograrán expresar la ecuación algebraica de una elipse de la forma  , es decir una elipse con  centro en cualquier punto  del plano y eje focal paralelo a cualquiera ...
	Para ello usaremos como mediador la herramienta “Deslizador”, la Vista Algebraica y la Vista Gráfica del  Geogebra. Además creemos que siguen instrumentados con el trazo del lado recto, porque lograrán  obtener los focos de la elipse, por donde se tra...
	En la figura 156, los alumnos trasladarán la elipse hacia el punto   que se visualiza en la zona gráfica, para ello usarán  el deslizador. Luego escribirán la expresión algebraica de la elipse en términos de su nuevo centro  , usando la Vista Algebrai...
	Análisis a posteriori de la actividad 8
	Los equipos  , lograron movilizar como esquema de uso  la expresión algebraica  , de tal forma que expresaron  la ecuación algebraica de una elipse de la forma  , es decir una elipse con  centro en cualquier punto  del plano y eje focal paralelo a cua...
	Además, afirmamos que la movilización de las herramientas del Geogebra, como “Deslizador”, la Vista Algebraica y Gráfica, influyeron en el desarrollo de la actividad ya que permitieron trasladar la elipse por el plano y vincular esta representación gr...
	En la figura 157, se muestra a una alumna trasladando la elipse centrada en el origen hacia otro punto distinto del origen de coordenadas, haciendo uso del deslizador. Posteriormente trazan los lados rectos de la elipse, lo cual nos indica que los alu...
	Además, algunas herramientas del Geogebra, como trazos de rectas paralelas, perpendiculares, circunferencias, puntos de intersección, se encontraron en la fase de personalización. Trouche (2004) nos indica que en esta etapa el sujeto encaja las herram...
	Tampoco se tomó  en cuenta que la función de la herramienta “Segmento de longitud fija” podría servir como radio de  una circunferencia. Según Trouche (2004)  cuando el sujeto hace uso de la herramienta en direcciones imprevistas por el fabricante, di...
	En el  ítem a)
	Análisis a priori
	Esperamos  que el equipo vincule  la  representación gráfica de la elipse a su expresión algebraica  en términos de su nuevo centro ubicado en el punto  , porque movilizará  como esquema de uso la expresión algebraica  . Dicha expresión algebraica  vi...
	Posibles esquemas de utilización:
	La representación algebraica de la elipse y algunos  elementos de la elipse como eje mayor, menor y eje focal.
	Usa la herramienta  “Deslizador”,  y la Vista Gráfica y Algebraica.
	Parte descriptiva  de las acciones
	El equipo hace uso del deslizador y observa que la  elipse de centro se traslada a un nuevo centro de coordenadas  . Luego despliega la vista  algebraica y escribe la expresión   en términos de su nuevo centro.
	En la figura 158, los alumnos usarán  el deslizador   que permite trasladar   el centro de la elipse al punto  . Luego escribirán la expresión algebraica de la elipse en términos de su nuevo centro y señalarán que tanto  el eje  mayor y menor así como...
	Análisis a posteriori
	Los alumnos lograron vincular la representación gráfica de la elipse. Ambos equipos arrastran el deslizador hasta el punto   y  consiguen trasladar la elipse de centro el origen de coordenadas a  otra de centro  . Luego hacen visible la vista algebrai...
	Consideran al eje mayor y menor como elementos invariantes de la elipse cuando la curva es trasladada. No se previó que omitieran el lado recto de la elipse. Sin embargo este elemento es mencionado como elemento invariante en el siguiente ítem, probab...
	Como se muestra en las figuras 159 y 160, los alumnos sólo consideran a los ejes de la elipse como invariantes. Probablemente, omitan otras características como la longitud del   lado recto   por ejemplo,  porque no observan su representación gráfica.
	En el ítem b)
	Análisis a priori
	Pensamos que  determinarán  las ecuaciones de la elipse  cuando el centro se ubica en el eje de abscisas, ordenadas o en cualquier otra posición del sistema de coordenadas cartesianas ya que se hallan instrumentados con la expresión algebraica  .
	Creemos una vez trasladada la curva, trazarán los lados rectos de la  elipse porque se hayan instrumentados con esta propiedad de la elipse. De igual forma  no tendrán dificultades para obtener los focos de la elipse, porque pueden movilizar la condi...
	También creemos que mencionará  como elementos  invariantes al eje mayor, eje menor, lado recto de la elipse, los cuales fueron mencionados como invariantes en el ítem anterior.
	Posibles esquemas de utilización.
	La representación algebraica de la elipse y algunos  elementos de la elipse como eje mayor, menor y eje focal..
	Usa la herramienta  “Recta perpendicular”, “Recta paralela”, “Intersección de objetos”, “Compás”, “Elige y mueve”,  la Vista Gráfica y Algebraica.
	Parte predicativa de las acciones.
	Con la herramienta “Compás” traza una circunferencia con centro en uno de los extremos del eje menor y radio la  longitud del semieje mayor de la elipse y encuentra los focos de la elipse, como se muestra en la figura 161. Luego con la herramienta “Re...
	Creemos que  para determinar la  longitud del semieje mayor de la elipse usará  la elipse que tiene  centro en el origen.
	Arrastra la gráfica con la herramienta “Elige y mueve” a cualquier punto del eje de abscisas y obtiene la expresión algebraica solicitada.
	Finalmente  arrastra la gráfica con la herramienta “Elige y mueve” a cualquier punto del plano y obtiene la expresión algebraica solicitada.
	Análisis a posteriori
	De acuerdo a lo previsto, los alumnos determinaron las ecuaciones de la elipse  cuando el centro se ubica en el eje de abscisas, ordenadas o en cualquier otra posición del sistema de coordenadas cartesianas ya que se hallan instrumentados con la expre...
	Asimismo trazaron los focos de la elipse, haciendo uso de las construcciones geométricas, luego trazan sin dificultades los segmentos que representan a los lados rectos de la elipse. Esto nos indica que siguen existiendo indicios que la noción de lado...
	El equipo
	Para determinar uno de los focos, halla el valor de   , haciendo uso de la relación   ya que -  por medio de las coordenadas que obtiene en la  Vista Algebraica -  puede  determinar  la  longitud del semieje mayor   y menor  . Luego,  selecciona la  h...
	En la figura   162, se muestra que los alumnos del equipo  omiten la mediación de la circunferencia para ubicar los focos de la elipse.
	Similar procedimiento utiliza para encontrar el foco izquierdo, el equipo toma  como extremo el vértice izquierdo de la  elipse y traza un segmento de longitud    con  la herramienta “Segmento de Longitud Fija”.  Según Trouche (2004), el sujeto puede ...
	Luego el equipo procede a trazar las rectas perpendiculares que contienen a los lados rectos de la elipse.
	El equipo  .
	Para determinar los focos, el equipo halla un extremo del eje menor de la elipse que tiene centro  en el punto  . Para ello, traza una recta que pasa por el centro de dicha elipse y que es perpendicular  al eje focal. Luego, con la herramienta “Inters...
	El trazo de los lados rectos de la elipse, se obtienen con la herramienta “Recta perpendicular”, al eje focal y que pasa por uno de los focos de la elipse.
	Ambos equipos arrastran el deslizador hasta que el punto   logre ubicarse en tres posiciones distintas: el eje de abscisas,  eje  de ordenadas y finalmente en cualquier punto del plano.
	En la figura  164 se muestran las expresiones algebraicas correspondientes a la elipse centrada en tres posiciones distintas del plano. Se muestra que la expresión  , ha sido movilizada como esquema de uso  ya que los alumnos vinculan los parámetros d...
	Se observa que en la figura 165, el equipo   adiciona como elemento invariante, además de los ejes mayor y menor, la longitud del lado recto. Probablemente haya considerado incorporar el  lado recto como elemento invariante debido a que esta cuerda es...
	En la figura 166, mostramos la respuesta del equipo    , indicando las expresiones algebraicas de la elipse cuando el centro se halla sobre el eje de abscisas, luego cuando el centro está sobre el eje de ordenadas y sobre algún punto del plano cartesi...
	Se muestra que la expresión  , ha sido movilizada como esquema de uso  ya que los alumnos vinculan los parámetros de la expresión con los semiejes y con la representación gráfica de la elipse.
	De igual forma,  en la figura 167, el equipo   adiciona como propiedad invariante, además de los ejes mayor y menor, la longitud del lado recto.
	En el  ítem c)
	Parte predictiva
	Esperamos que los equipos logren  identificar la ecuación de la elipse que tiene centro en el punto   y eje focal paralelo a cualquiera de los ejes coordenados.
	Se muestra en la figura  168, las expresiones algebraicas de una elipse con centro  . El deslizador diseñado para la actividad, permitirá  que los alumnos manipulen la elipse y la trasladen a un punto  distinto al origen de coordenadas.
	Posibles esquemas de utilización:
	Algunos elementos de la elipse y la representación algebraica de la curva
	La Vista Gráfica y Algebraica del Geogebra.
	Entonces escribe las expresiones algebraicas de la elipse con  centro en  ,   longitud del semieje mayor ( )  y  la longitud del semieje menor ( )
	Análisis a  posteriori
	Eje focal paralelo el eje de ordenadas.
	Considerando que las respuestas son similares, tomaremos en cuenta la respuesta del equipo
	En la figura 169,  se muestra la ecuación de la elipse con centro el punto   , eje focal paralelo el eje de abscisas, siendo   la longitud del semieje mayor y   la longitud del semieje menor.
	En la figura 170, se muestra la ecuación de la elipse con centro el punto   , eje focal paralelo el eje de ordenadas, siendo   la longitud del semieje mayor y   la longitud del semieje menor.
	Estas situaciones evidencian que el uso del Geogebra, como la Vista Algebraica, Gráfica, la creación de un deslizador  y el diseño de la secuencia de actividades,   permiten a los alumnos,  el descubrimiento progresivo de algunas propiedades de la eli...
	La siguiente actividad propuesta tiene  una sola pregunta y movilizaremos a la elipse como instrumento que media sobre un objeto determinado.
	Figura 170  2  Enunciado 8c.  Equipo A
	Análisis de la actividad 9
	En el cuadro 17 presentamos la actividad 9, que consta de una sola pregunta. A continuación elaboramos el análisis a priori  y  a posteriori de la actividad correspondiente.
	Cuadro 17. Actividad 9
	En esta actividad los alumnos deberán dibujar una elipse, a partir de uno de los focos y un extremo del eje menor. Además deberán determinar todos los elementos que le han sido atribuidos a dicha curva. Creemos que los alumnos movilizarán las propieda...
	La figura 171 muestra la actividad 9. Creemos que los alumnos tienen instrumentadas las propiedades de la elipse que han atribuido, tales como la condición geométrica, la determinación de los focos, vértices, extremos del eje menor, la relación entre ...
	Tomando como referencia las acciones en las actividades anteriores de los equipos  , esperamos que dichos equipos movilicen las propiedades de la elipse en relación con una clase de acciones, de tal forma, que los nuevos esquemas de utilización que fu...
	Posibles esquemas de utilización:
	La elipse y la representación algebraica de la curva
	Usa las herramientas  “Recta perpendicular”,  “Intersección de dos objetos”, “Circunferencia”, “Elipse”, “Renombrar” y “Vista Algebraica”
	Parte predictiva de las acciones.
	Existen distintas formas de proceder frente a esta situación. Mostraremos una de ellas, pero no por ello, la más eficiente ni la recomendada. Se muestra la elaboración de la elipse en la figura 171, y la descripción de las posibles acciones a continu...
	Trazo del eje normal: Señala la herramienta “Recta Perpendicular” selecciona el eje focal de la elipse, el punto  y traza el eje normal de la elipse.
	Crea el centro   de la elipse: Con la herramienta “Intersección de dos objetos”  selecciona el eje focal, el eje  normal y halla el centro de la elipse, con la herramienta “Renombrar” lo etiqueta como el punto   .
	Crea el foco   : Con la herramienta “Compás” toma  como radio la distancia del centro al foco  , como centro de la circunferencia el punto  , y  traza la circunferencia.
	Con  la herramienta  “Intersección de dos objetos”, selecciona el eje focal y la circunferencia y halla el foco. Con la herramienta “Renombrar” lo etiqueta como  . Crea el extremo superior   del eje menor:
	Con la herramienta “Compás” toma  como radio la distancia del centro al extremo  del eje menor, como centro el punto  , y  traza la circunferencia.
	Con la  herramienta  “Intersección de dos objetos”, selecciona el eje normal, la circunferencia de radio   y halla el extremo   que representa el extremo superior del eje menor.
	Para realizar el trazo global de la elipse usa la  herramienta “Elipse”, selecciona dos focos y un punto que pertenezca a la elipse y traza la curva.
	Crea los vértices  y   de la elipse: Con la herramienta “Intersección de dos objetos”, selecciona el eje focal, y determina  los vértices. Con la herramienta “Renombrar” los etiqueta como  y
	Para insertar las coordenadas y la expresión gráfica de la elipse, se hace visible los ejes coordenados, la vista algebraica y escriben:
	Las coordenadas de los vértices
	Las coordenadas de los focos
	Las coordenadas de los extremos del eje menor
	Las coordenadas de los extremos del Lado Recto.
	Ecuación de la elipse
	La excentricidad tendrá valores cercanos a uno porque la elipse tiene forma alargada
	Estas acciones nos indicarían que hay indicios que instrumentaron las propiedades de la elipse.
	Análisis a posteriori de la actividad 9
	De acuerdo a nuestro análisis a priori, las acciones mostraron que los alumnos movilizaron las propiedades del artefacto como por ejemplo: la condición geométrica de la elipse para determinar los focos, la noción de lado recto para el trazo de las cue...
	En la figura 173, se muestra el gráfico del  equipo A, cuyas acciones detallamos:
	Halla las coordenadas del foco y del extremo del lado recto, cuyos puntos  son datos del enunciado.
	Trazo del eje normal: Señala la herramienta “Recta Perpendicular” selecciona el eje focal de la elipse, el punto  y traza el eje normal de la elipse.
	Crea el centro   de la elipse: Con la herramienta “Intersección de dos objetos”  selecciona el eje focal, el eje  normal y halla el centro de la elipse, con la herramienta “Renombrar” lo etiqueta como   y halla las coordenadas.
	Luego, para obtener el foco   , emplea otras acciones a las previstas,  Con la herramienta “Compás”,  radio la distancia del centro a uno de los vértices y centro  el extremo del eje menor, traza la circunferencia  que intercepta al eje focal en los p...
	En la figura 173, se observa que movilizaron la condición geométrica de la elipse para determinar la posición de los focos. Como se había previsto, dicha condición geométrica evolucionó como un esquema de uso, la cual movilizaron para determinar los f...
	En ese mismo sentido el trazo de la curva con la herramienta “Elipse” nos permite la representación global de la elipse en la  Vista Gráfica.  La representación de la expresión algebraica y de las coordenadas respectivas como  vértices, focos y extrem...
	Percibimos indicios de instrumentación en: la condición geométrica de la elipse (para determinar los focos), y en algunas  herramientas del Geogebra  como rectas paralelas, perpendiculares, circunferencias, compás, puntos de intersección, distancias, ...
	La figura 175,  muestra las coordenadas de los vértices, de los focos, de los extremos del eje menor, del lado recto y la expresión algebraica de la elipse.   Dichas representaciones sirven  nos evidencian que las construcciones geométricas son un ne...
	La excentricidad es una característica de la elipse, que movilizamos con el uso de un  deslizador que fue diseñada en una actividad anterior, el cual alarga y contrae  la curva cuando los  focos son arrastrados   con la finalidad que  la elipse adopte...
	El equipo
	Las acciones que realiza el equipo   son distintas a las que elabora el equipo   , pero en ambos casos están referidas a las propiedades atribuidas por las  acciones de los alumnos cuando moviliza los esquemas de utilización que trae consigo o que co...
	En la figura 177, se muestra las acciones del equipo B.
	Traza el eje normal de la elipse, perpendicular al eje focal que contiene al punto  ,  uno de los extremos. Luego, determina  el centro de la elipse  intersectando ambos ejes.
	Para hallar ambos vértices, hace uso de la condición geométrica de la elipse. Esto nos indica nuevamente que hay indicios de conservación de esta función conservada como propiedad del artefacto. Para ello encuentra  la distancia del extremo del eje me...
	Para determinar el siguiente foco  , traza  una circunferencia de radio igual a la distancia del centro a uno de los focos con centro en el punto  de la  elipse, como se había previsto en el análisis a priori. Luego con la herramienta “Elipse” traza l...
	La figura 178, expresa las acciones que elabora para realizar la representación gráfica, que han sido explicadas con detalle en la parte superior.
	Al igual que el equipo  , percibimos indicios de instrumentación en la condición geométrica de la elipse (para determinar los focos), en algunas  herramientas del Geogebra  como rectas paralelas, perpendiculares, circunferencias, compás, puntos de int...
	En la figura 179,  las expresiones algebraicas, las  coordenadas de algunos puntos elementales como los vértices, los focos, los extremos del eje menor, los extremos del lado recto, nos revela que las construcciones geométricas  son un nexo que puede...
	En la figura 180, la interpretación que el equipo da a la  excentricidad no es la correcta. Como expresa Rabardel (1995), ciertos hechos comienzan a tener estatus, pero  el vocabulario e incluso las nociones todavía no están fijos.
	En la siguiente actividad proponemos una actividad  animada relacionada  a la trayectoria elíptica de un cometa alrededor del sol y orientada a la evolución del instrumento.
	Análisis de la actividad 10
	En el cuadro 18 presentamos la  actividad 10,  que consta de la elaboración de una construcción animada.
	Cuadro 18. Actividad10
	Abra el  archivo Actividad_10.ggb.   El cometa Halley describe una órbita elíptica alrededor del sol. La distancia más cercana del cometa al sol (perihelio) es aproximadamente  y la más lejana (afelio) es aproximadamente  .  La unidad astronómica (UA)...
	Grafique en el sistema cartesiano la trayectoria elíptica del cometa y determine la expresión algebraica  de la curva. ¿Qué relación tiene el valor numérico de la excentricidad y la forma gráfica de la elipse?
	Considere el origen del sistema cartesiano en  el centro de la órbita y al sol en uno de los focos del eje de abscisas. Cuando termine  pulse el botón secundario del mouse sobre el punto que representa el cometa Halley y elija “Animación automática”  ...
	Análisis a priori de la actividad 10
	En el proceso de instrumentalización de la elipse se fueron agregando distintos esquemas de utilización que favorecieron en la elaboración de la elipse como un instrumento más eficaz. Creemos que  la  elipse puede ser movilizada en esta construcción a...
	Creemos que no tendrán dificultades en construir la  trayectoria elíptica de un cometa alrededor del sol. Pensamos  que la movilización de algunas  propiedades de la elipse, la representación gráfica  y la influencia de algunas herramientas  del Geoge...
	Pensamos que los alumnos además, harán una interpretación correcta de la excentricidad al afirmar  que la excentricidad cercana a uno está asociada a una gráfica elíptica alargada como lo muestra su representación.
	En la figura 181,  mostramos la trayectoria elíptica del cometa, el sol y el centro de la elipse, los cuales  creemos lograrán construir sin dificultades
	Posibles esquemas de utilización,
	Las propiedades de  la  elipse y la expresión algebraica de la curva
	Usa las herramientas  “Recta perpendicular”,  “Intersección de dos objetos”, “Circunferencia”, “Elipse”, “Renombrar” , “Vista Algebraica” , “Vista Hoja de Cálculo”, “Distancia”,  “Animación automática”, Barra de Entrada
	Parte predictiva de las acciones.
	Con la herramienta “Elige y mueve” hace visible los ejes coordenados. Para determinar el centro en la  Barra de Entrada digita   . También puede hacer uso de la herramienta “Intersección de dos objetos”, en este caso los ejes coordenados.
	Para determinar los vértices,  en la Vista Hoja de Cálculo  opera   . Luego en la barra de  entrada ingresa   y  . También puede determinar los vértices haciendo uso  de la herramienta “Circunferencia” con centro en el punto   y radio de longitud igua...
	En la figura 182 mostramos los trazos que los alumnos realizarán para la construcción de la trayectoria elíptica. Observamos que la Vista Hoja de Cálculo es visible   para el cálculo de  algunas operaciones que determinen la ubicación de otros elemen...
	Para determinar los focos en  la Vista Hoja de Cálculo  opera   . Luego en la barra de  entrada ingresa  y  . También puede determinar los focos con la herramienta “Circunferencia” con centro en un vértice    y radio de longitud igual a, luego con la ...
	Para dibujar la elipse, señala  los  focos  de la elipse y cualquiera de los vértices, entonces se dibuja la curva. Luego con la Herramienta “Distancia” calcula la distancia del centro al sol  y la distancia del centro a uno de los vértices   . En la ...
	No es necesario que halle el valor de la excentricidad  , basta que observe la forma alargada de la elipse para indicar que es alargada. En la vista algebraica también puede observar la ecuación  la elipse
	Por ejemplo, en la figura se muestra el trazo de los vértices  que representan en un caso  la distancia más cercana del cometa al sol (perihelio) y en otro la más lejana (afelio) del cometa a dicha estrella. De igual forma se observa  la ubicación del...
	Para ocultar los puntos y rótulos  trazados, con la herramienta “Elige y mueve” señala los puntos a ocultar y con  el botón derecho  selecciona “Muestra Objetos”, entonces los puntos y los rótulos indicados se ocultan.  Para ocular los ejes  seleccion...
	Para generar movimiento, con la herramienta “Punto” hace clic  sobre la elipse. Luego pulsa el botón secundario del mouse y elige “Animación Automática”
	Análisis  a posteriori  de las actividad 10
	En esta última actividad, los alumnos elaboraron una construcción animada elaborando un esquema de acción instrumentada colectiva, ya que seleccionaron la estrategia más conveniente para cada grupo. De acuerdo al análisis a priori, las acciones de los...
	En la figura 183, se muestra a los equipos que sociabilizaron simultáneamente, interactuando  de manera conjunta, para dar paso a los esquemas  colectivos que describiremos a continuación.
	El  equipo
	Se observa en la figura 184, que algunas  propiedades de los elementos de la elipse, específicamente la condición geométrica de la elipse, la representación gráfica  y   algunas herramientas  del Geogebra permitieron  resolver la actividad, como se de...
	El equipo  moviliza esquemas de acción instrumentada colectiva en la construcción de su animación, porque moviliza acciones distintas a las que se previó en el análisis a priori, como el trazo de una circunferencia para determinar uno de los focos.
	La descripción de las acciones:
	El equipo  hace visible los ejes de coordenadas. Luego usa  la Barra de Entrada e ingresa el centro   y las coordenadas de    sin hacer hace uso de  la Vista  Hoja de Cálculo como se había previsto.
	Para hallar las coordenadas de dicho foco un integrante del equipo  le pide  a su compañero que calcule la suma de las  distancias del perihelio y afelio, longitud que corresponde a la del eje mayor.
	Con el  resultado   , los alumnos determinan el  valor de  la  longitud del semieje mayor. Con esta longitud   del semieje mayor  ,  proceden a restar del semieje la longitud del perihelio, resultando    . Luego ingresan por medio de la Barra de Entra...
	Omiten el ingreso de las  coordenadas relativas a   por medio de la Barra de Entrada, y hacen  uso de la intersección de la circunferencia centrada en    , radio   y el eje focal.  Uno de los integrantes hace visible las coordenadas del  foco   con el...
	Luego, el equipo  ingresa las coordenadas del vértice   y con los dos focos creados  y el vértice trazado dibuja la elipse. Inserta un punto sobre la elipse y activa la herramienta “Animación Automática” para generarle movimiento a la trayectoria.
	La figura 185 muestra que movilizaron la noción de excentricidad, la cual vincularon a la forma de la gráfica un valor numérico cercano uno. De igual forma asociaron la representación gráfica a la expresión algebraica que visualizaron en la Vista Alge...
	El equipo
	La descripción de las acciones:
	El equipo  , hace visible el eje de coordenadas y  ubica el centro. Traza dos circunferencias concéntricas de radios   y  , que corresponden a las distancias del centro al vértice y al foco respectivamente. Para determinar la longitud del eje mayor y ...
	Finalmente,  el equipo   usa la herramienta “Intersección de dos objetos” y logra hallar los vértices y focos situados al extremo derecho y aplica la herramienta “Elipse”.
	Inserta un punto sobre la elipse, activa la herramienta “Animación Automática” para generarle movimiento a la trayectoria.
	En la figura 186 se puede observar las construcciones elaboradas por este equipo
	Se observa que  la construcción de la órbita elíptica de un cometa alrededor del sol, proporciona indicios  del  surgimiento del  instrumento  elipse. Esto probablemente, debido  al enriquecimiento  de las propiedades del artefacto y al uso de algunas...
	Afirmamos que para que los alumnos movilicen las acciones anteriores, también movilizaron esquemas de acción colectiva instrumentada ya que dentro de las múltiples alternativas que tenían para desarrollar la actividad, seleccionaron la que mejor les c...
	En la figura 187 se muestra que los alumnos se apropiaron de la noción de excentricidad al asociar la forma alargada de la elipse con el valor numérico cercano a uno. De igual forma escriben la expresión algebraica de la elipse que determinaron al re...
	Como indica Rabardel (1995), el instrumento puede estar constituido de manera efímera, pues relaciona circunstancias singulares  de la situación con las condiciones que el sujeto está confrontando.  El enriquecimiento progresivo de las propiedades de ...
	Análisis final de los resultados.
	Respecto a la  actividad 1, los alumnos que ya estaban instrumentados con la circunferencia como lugar geométrico, continuaron instrumentalizándola, debido a que la enriquecieron  con una nueva propiedad, la cual fue construida movilizando esquemas de...
	En esta etapa, algunas herramientas del Geogebra referidas al trazo de la mediatriz, segmento, intersección de objetos, trazo de polígonos, distancia entre dos puntos, se encuentran en una fase de descubrimiento y selección. El equipo    tiene problem...
	En la actividad 2, los alumnos continuaron instrumentalizando la circunferencia de centro  y radio  , debido a que fue enriquecida con otra característica adicional. En la actividad anterior,  dijimos que el punto   en dicha circunferencia cumple con ...
	Según el Enfoque Instrumental, el artefacto elipse dejó de ser abstracto para los alumnos porque hay reconocimientos en el artefacto de una de las propiedades de la elipse. Es así que acreditamos que se inicia el proceso de instrumentalización en la e...
	En la actividad 3, los alumnos continuaron instrumentalizando la elipse, enriqueciéndola con las propiedades referidas al eje focal, eje mayor, eje normal y eje menor. De igual forma afirmamos que los alumnos de ambos equipos verificaron que estaban i...
	De igual forma, dicha  condición geométrica de la elipse evolucionó como esquema de uso, ya que permitió construir otro nuevo esquema en términos de los parámetros de una elipse, cuya relación geométrica  se expresa como   . Este descubrimiento progre...
	Los alumnos de ambos equipos, movilizaron  esquemas elementales como mediatriz, triángulo isósceles, el Teorema de Pitágoras y reutilizaron las herramientas del Geogebra, lo que les permite enriquecer las propiedades de la elipse. En esta situación,  ...
	En la actividad 4, los alumnos construyeron la excentricidad como un esquema de acción instrumentada y le  atribuyeron dicha propiedad a la elipse, para ello movilizaron como  esquemas de uso el deslizador y un texto dinámico vinculado a las distancia...
	En la actividad 5, inferimos que los alumnos de los equipos  , instrumentaron la noción de lado recto de la elipse porque la identificaron como la cuerda perpendicular al eje focal que pasa por sus focos y trazaron los segmentos  que representan a  di...
	De igual forma, en el análisis a priori no previmos que  los alumnos podían ubicar los focos de la elipse, y por lo tanto trazar los lados rectos correspondientes. Por ejemplo, el equipo   movilizó la relación   como  esquema de uso y de manera person...
	Como se indicó en el análisis a priori, la herramienta “Compás” se encuentra en una fase de Descubrimiento con restricción en la acción. Encontramos también una  restricción de existencia en el uso del mouse cuando se quiso ocultar algunas construccio...
	En la actividad 6, esperamos haber establecido un vínculo entre el enfoque sintético y algebraico cuando se logró una relación entre la condición geométrica de la elipse y la condición algebraica en el sistema de coordenadas cartesiano, es decir la re...
	La representación gráfica de la elipse se elaboró, considerando dos focos y un punto de la elipse. Se determinaron los focos de dicha curva, para ello el equipo  movilizó la herramienta “Circunferencia dado su centro y radio”. La utilización  de dicha...
	La gráfica global de la elipse se elaboró con el uso de la herramienta “Elipse” del Geogebra,  señalando los dos focos  y el punto de paso. Al respecto, dicha herramienta “Elipse”,  fue instrumentalizada porque los alumnos se informaron de sus caracte...
	Para el cálculo de la longitud del lado recto de la elipse, el equipo   movilizó la relación  haciendo uso de la longitud de los parámetros   Todo esto  nos indica que los alumnos de ambos equipos continuaron  instrumentado el lado recto de la elipse ...
	En la actividad 7, podemos afirmar que los alumnos pasaron por un proceso de instrumentalización respecto a la expresión algebraica    porque le atribuyeron propiedades a los parámetros  vinculándolos con los semiejes de la elipse.  De igual forma, po...
	Se usó como mediador, un deslizador, con el cual los alumnos logran manipular  el eje focal de la elipse y posicionarlo sobre  los ejes coordenados. No se pronosticó en el análisis  a priori las  dificultades ligadas a la estructura  y funcionamiento ...
	En la actividad 8, los alumnos movilizaron como esquema de uso,  la expresión algebraica  , y lograron expresarla de la forma   , siendo el centro      cualquier punto  del plano y el eje focal paralelo a los ejes coordenados. Para ello, se creó la he...
	En la  actividad 9, creemos que los alumnos están instrumentados con relación a la elipse visto que los alumnos dibujaron una elipse, a partir de uno de los focos y un extremo del eje menor. Además determinaron los elementos que le han sido atribuidos...
	Finalmente la actividad 10, usa animación. Al respecto, estamos de acuerdo con Rabardel, cuando afirma que todo artefacto es elaborado con algún propósito y que los artefactos a los que se enfrentan los sujetos se caracterizan  precisamente por ser el...
	UCONSIDERACIONES FINALES
	La realización de nuestro  trabajo estuvo centrada en propiciar la  instrumentalización  de la noción de  la elipse cuando los alumnos trabajan una secuencia de  actividades  mediadas por el Geogebra.   Por tal motivo, creímos  conveniente hacer uso d...
	Pensamos que el  referente metodológico  nos ofreció subsidios para comprender la perspectiva de los alumnos en torno al objeto matemático que los rodea. El análisis preliminar que elaboramos en la primera fase metodológica, nos permitió caracterizar ...
	La primera dimensión logró enfocarnos en la historicidad de la elipse  y en su  tratamiento  durante su evolución histórica,  mostrando que  no siempre hablar de cónicas significó  encontrar  expresiones algebraicas vinculadas a representaciones  con ...
	Poco hubiésemos conseguido, si en  el diseño de la secuencia de actividades no habríamos considerado  los  saberes previos señalados en el análisis cognitivo de la Ingeniería Didáctica. Las acciones que  los alumnos evidenciaron en las actividades, fu...
	En cuanto a la dimensión didáctica, pensamos que   los procesos de aprendizaje pueden estar condicionados a las características de los sistemas de enseñanza, influidos por los textos universitarios en la enseñanza de las cónicas.  Si bien todos los li...
	Sobre este  contexto y sumado a las pocas investigaciones  de  los aspectos cognitivos de la noción de elipse,  tomamos como base teórica el Enfoque Instrumental, que  creímos pertinente  porque  nuestras actividades fueron diseñadas sobre el surgimie...
	Al término de nuestro estudio podemos señalar que hemos respondido  a la pregunta de investigación ya que hay indicios que las actividades propuestas permitieron el surgimiento y el enriquecimiento progresivo de las propiedades de la elipse influencia...
	De igual forma, por medio de las acciones de los alumnos, logramos identificar los posibles esquemas de utilización que construyeron o movilizaron cuando trabajaron nuestra secuencia de aprendizaje. Al respecto nos basamos en los resultados determinad...
	Percibimos, que en la actividad 4, movilizaron los esquemas de uso relativo a los  parámetros  , semiejes mayor y menor respectivamente,  y la representación gráfica de la elipse. Esto contribuyó a la construcción de un nuevo esquema de acción instrum...
	Destacamos que los esquemas de acción colectiva instrumentada, fueron producto de la emergencia que detectamos del trabajo colectivo de los alumnos  y que fueron ejemplificadas en muchos pasajes de nuestra secuencia de actividades cuando los integrant...
	Pensamos que el proceso de la Génesis Instrumental sucedió cuando las componentes artefactuales de la elipse se movilizaron como instrumentos para la apropiación de otras componentes. De esta forma, observamos como la condición geométrica de la elipse...
	Debemos resaltar, que el aspecto dinámico del Geogebra como herramienta integradora  en la  enseñanza y aprendizaje de los objetos matemáticos y el  conocimiento progresivo de las potencialidades  de las herramientas y comandos, permitieron a los alum...
	Al respecto, sin ser objeto de nuestra investigación, encontramos que en las actividades 5 y 9 hay indicios que los trazos de rectas paralelas, rectas perpendiculares, circunferencias, puntos de intersección, distancias, y el uso del menú contextual d...
	De igual forma identificamos un conjunto de restricciones que según Rabardel (1995), el alumno debe identificar, comprender y administrar. Identificamos en el proceso,  restricciones de existencia ligadas a las propiedades y usos del ordenador, como e...
	Finalmente, queremos acotar que aunque algunas de las funciones señaladas tanto en la elipse como en el Geogebra, fueron conservadas de manera durable para cierta clase de acciones, dichas funciones deben ser observadas nuevamente en actividades poste...
	Perspectivas en Futuras Investigaciones
	Para futuras investigaciones en el campo de la matemática, pensamos que la elipse no es un producto  terminado y son necesarias otras investigaciones. Es posible que movilizando la elipse como esquema de uso y movilizando otros conceptos como traslaci...
	Así mismo, son necesarias otras investigaciones, de tal forma que la elipse pueda ser  aplicada como instrumento en distintos campos del saber. Se pueden considerar aplicaciones en el campo de la Ciencia,  como la descripción de la órbita elíptica de ...
	Finalmente, dejamos abierta la posibilidad de realizar una investigación más profunda acerca de los textos escolares o universitarios relacionada a la geometría analítica en la enseñanza de las cónicas, los cuales pueden estar condicionando los ambien...
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	PRUEBA DE DIAGNÓSTICO
	(APÉNDICE A)
	Apellidos  y Nombres
	………………………………………………………………………………………………..
	Tiempo de duración  30 minutos
	Fecha
	Instrucciones
	Qué entiende usted  por la mediatriz de un segmento?
	Represente gráficamente la  mediatriz de un segmento  y describa su proceso de construcción
	Se observa en la figura al triángulo   y la   mediatriz relativa al segmento  ¿Es el triángulo ABC escaleno, isósceles o equilátero? ¿por qué?
	Escriba aquí su respuesta.
	Proceso de construcción construccióncespuesta.
	En la figura, se observan que los puntos   están contenidos en la mediatriz del segmento   , ¿qué propiedad común tienen estos puntos  respecto a los extremos del segmento  ?
	¿Qué condición geométrica deben satisfacer los puntos  para que pertenezcan a la circunferencia de centro   y radio  ?  Si traza la mediatriz de la cuerda   , ¿el punto   puede estar contenida en ella?  ¿por qué?
	Escriba aquí su respuesta.
	Escriba aquí su respuesta.
	Se muestra una circunferencia con centro   y dos cuadrados que intersectan a la parábola de vértice V, en los puntos   , ¿Es posible afirmar que el segmento que une los puntos P y Q corresponde al lado recto de la parábola?
	La cuerda   es paralela a la directriz de la parábola  de vértice   e intersecta al eje focal en el punto  .  ¿Es posible afirmar que la cuerda   representa el  lado recto de la parábola y el punto   representa su foco? ¿Por qué?
	Escriba aquí su respuesta.
	Escriba aquí su respuesta.
	EXPLORACIÓN   DEL GEOGEBRA
	(APÉNDICE B)
	Integrantes del Equipo
	………………………………………………………………………………………………..
	………………………………………………………………………………………………..
	Nombre del Equipo
	………………………………………………………………………………………………
	Tiempo de duración  90 minutos (Encuentro 1)
	Fecha
	Instrucciones
	Con la herramienta  segmento entre dos puntos            , trace  el segmento   .
	ACTIVIDADES PARA LA ELIPSE
	(APÉNDICE C)
	Integrantes del Equipo
	………………………………………………………………………………………………..
	………………………………………………………………………………………………..
	Nombre del Equipo
	………………………………………………………………………………………………
	Tiempo de duración  90 minutos
	Fecha
	Instrucciones
	Integrantes del Equipo
	………………………………………………………………………………………………..
	………………………………………………………………………………………………..
	Nombre del Equipo
	……………………………………………………………………………………………….
	Tiempo de duración  90 minutos
	Fecha
	Instrucciones
	Abra el  archivo Actividad_10.ggb.   El cometa Halley describe una órbita elíptica alrededor del sol. La distancia más cercana del cometa al sol (perihelio) es aproximadamente  y la más lejana (afelio) es aproximadamente  .  La unidad astronómica (UA)...
	Grafique en el sistema cartesiano la trayectoria elíptica del cometa y determine la expresión algebraica  de la curva. ¿Qué relación tiene el valor numérico de la excentricidad y la forma gráfica de la elipse?
	Considere el origen del sistema cartesiano en  el centro de la órbita y al sol en uno de los focos sobre el  eje de abscisas. Cuando termine  pulse el botón secundario del mouse sobre el punto que representa el cometa Halley y elija “Animación automát...
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	ANEXO
	PROGRAMA ANALÍTICO DE LA ASIGNATURA DE MATEMÁTICA I

