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RESUMEN

Dada una 1-forma analitica real w = a(z,y)dz + b(z,y)dy. ;Cémo re-
conocer si la ecuaciéon w = 0 posee una integral primera?. El Teorema del
Centro nos d4 ciertas condiciones sobre la singularidad 0 € R? para que la
ecuacion de Pfaff w = 0 posea una integral primera analitica. Lo interezante
en la demostracion de éste teorema (realizada por Robert Moussu en [11])
es como argumentos de la teoria de variable compleja son utilizados para
demostrar este teorema de naturaleza real. Lo primero que hacemos es con-
siderar la ecuacion complejificada de w = 0, esto es, consideramos los puntos
(x,y) en el plano complejo C?. Como estamos interesados en la geometria de
las soluciones (comportamiento cualitativo) surge la necesidad de la teoria
de foliaciones. Pues, el complejificado de w induce una foliacion singular de
dimension compleja 1, cuyas hojas localmente son las curvas solucién del
campo holomorfo (dual de la 1-forma holomorfa). El propésito siguiente es
estudiar ésta foliacion asociada al campo holomorfo, pero lastimosamente no
tenemos mucha informaciéon al respecto, sin embargo, mediante la técnica
del Blow-up de la foliacién en el punto 0 € C2, logramos obtener suficiente
informacion acerca de esta foliacion. Informacion que junto con el Grupo de
Holonomia de una hoja y el Teorema de Mattei-Moussu nos conducen a la
conclusion del teorema, la existencia de una integral primera para el campo
holomorfo. Finalmente se sigue que la integral primera buscada para el cam-
po analitico real es la parte real de la integral primera obtenida del campo
holomorfo.
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INTRODUCCION

La teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales es un campo relativa-
mente nuevo dentro del mundo de las Matemaéticas, que se inicié en el siglo
XIX con Lyapunov y continué con Poincaré. Ante la imposibilidad de re-
solver explicitamente un gran nimero de sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias, Poincaré desarrollé una serie de técnicas que le permitian cono-
cer el comportamiento de estos sin necesidad de saber la solucién explicita
de los mismos. Asi, la mayor parte de su trabajo se centré en estudiar el
comportamiento de este tipo de sistemas en el entorno de una singularidad
aislada. En esta monografia lo que pretendemos es dar a conocer algunas de
éstas técnicas de la teorfa cualitativa que Robert Moussu [11] utiliz6 para de-
mostrar el “Teorema de Liapunov-Poincaré” o también conocido como “Teo-
rema del Centro”, sobre la existencia de integrales primeras. Lo fascinante
de esta demostracion es como argumentos de la teoria cualitativa de variable
compleja son utilizados para demostrar este teorema de naturaleza real. Este
teorema se enuncia asi:

Teorema 0.1. Sea w = a(z,y)dx + b(x,y)dy un germen de una I1-forma
analitica real en 0 € R?, siendo este punto de R? una singularidad de w. Si
la parte lineal de w es no degenerada y 0 es un centro para w entonces w
posee una integral primera.

El campo vectorial dual asociado a w = 0 esta dado por:

X = =ba )z +alo ) 1)
En esta monografia estamos interesados en un estudio local de existencia
de integrales primeras de 1-formas diferenciales con singularidad aislada en
0 € R% Es bien sabido, que éstas de cierta forma permiten entender el
comportamiento cualitativo de las soluciones de (1).

En el primer capitulo son expuestas las nociones basicas que seran uti-
lizadas a lo largo de la demostracion del “Teorema del Centro”, ademas de
presentar los conceptos de integral primera, complejificado de un espacio
vectorial, germen y 1-formas holomorfas..
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En el segundo capitulo son tratados algunos aspectos basicos de folia-
ciones, luego estudiamos las explosiones (blow-up), este método juega un pa-
pel importante en la demostracion del Teorema del Centro. Posteriormente
presentamos el grupo de holonomia. En todo momento es puesta en eviden-
cia la dualidad existente entre 1-formas diferenciales y campos vectoriales
diferenciales.

En el tercer capitulo mostramos las técnicas cualitativas de las ecuaciones
diferenciales ordinarias, utilizadas por R. Moussu para demostrar la existen-
cia de integrales primeras para 1-formas analiticas en un entorno de 0 de R2.
Entre estas técnicas cabe mencionar: La complexificacion del espacio vec-
torial real R?, la linealizacién del campo vectorial (1) dual de la 1-forma
analitica real, el blow-up de la foliacién inducida por la 1-forma holomorfa,
la conjugacién de campos holomorfos(Teorema de Mattei-Moussu).Todos es-
tos métodos de la teoria cualitiva de las ecuaciones diferenciales ordinarias
fueron aplicados de manera elegante para demostrar este teorema de natu-
raleza real.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Complejificado de un Espacio Vectorial
Real.

Sea E un espacio vectorial real (dimg(E) = 2), el conjunto denotado por
E¢ y definido como

Ec ={u+iv/u,v € E}
con las operaciones de suma
+ Ec x Ec — E¢
(u+v,u + ) — (u+iv)+ (v +) = (u+d)+i(v+2)
y producto por un nimero complejo (escalar)

CXE@ — g E(C
(a+if,u+iv) — (a+if)  (u+iv) = (au — pv) +i(av + Su),

constituye un espacio vectorial complejo de dimensién (compleja) 2, llamado
el Complejificado de E.

Algunos hechos importantes que debemos resaltar en este nuevo espacio y
que seran de mucha utilidad mas adelante son los siguientes:

1. ECE¢
Sea u € E, escribimos u = u + 70 y con eso se tiene que u € E¢.

2. El operador R — lineal T' : E — E se extiende de manera natural a
un operador C — lineal

Tc Ec — [Ec¢
ut+w — Te(u+iv) =T (u)+iT(v)

A este operador T se le llama el complejificado de T'.

1
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3. Toda base de E (espacio vectorial real) es también base de E¢(espacio
vectorial complejo).

4. Relativa a esta base, la matriz de T¢ es la misma matriz de 7.

5. Los polinomios caracteristicos de 17" y Tt coinciden. Luego, las raices
caracteristicas de ambos polinomios son iguales.

6. El Complejificado de R? es C2.

1.2. Linealizacion

Sea U C R™ abierto. Un campo vectorial de clase C",r > 1 en U, es
una aplicacién X : U — R"™ de clase C", la cual asocia a cada punto
x € U un vector X (x) = (X;(z), Xa(z), -, X, (z)) en el espacio R™. Cada
X, : U — R, parai = 1,2,--- ,n es una funcién de clase C", llamada
funcién coordenada o componente de X. Si al menos una de estas funciones
coordenadas es una funcion no lineal diremos que X es un campo vectorial

no lineal.
Al campo vectorial X le asociamos el Sistema de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias

4= X ()

dd% = Xy(x)

dd% — @)
donde x = (x1, 29, ,x,) € U, t € R; el cual podemos expresar en forma
simplificada como

= X (1.1)

donde 2’ = (%,‘f—f,--- ,dd%).

Fijado xy € U, una Solucion de (1.1) pasando por zy es una aplicacién
diferenciable ¢( ,zg) : I, — U, definida en su intervalo maximal de exis-
tencia I,, conteniendo el 0, satisfaciendo:

1) 90(07x0) = o
ii) %f(u x9) = X (p(t,x0)), para todo t € I,,.

Las soluciones de (1.1) son llamadas trayectorias o curvas integrales de X o
del sistema (1.1)).
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Definicién 1.2.1. (Flujo). Sea U C R™ abierto y X un campo vectorial de
clase C* en U. Para cada x € U, sea p(t,z) la solucion de (1.1) pasando por

x en el tiempo t = 0, definida en su intervalo maximal de existencia I,. Sea
D = {(t,x) e Rx U/t € I,}. Se define el flujo de la ecuacion diferencial
(1.1) como la aplicacion ¢ : D — U, satisfaciendo:

i) ©(0,2) =z, para todo v € U.
i) %—f(t,x) = X (¢(t,x)), para todo (t,z) € D.
iii) o (s,p(t,x)) =p(t+s,x), z,p(t,x) €U, s,t,t+sel,.
Observacioén 1.1. .

1. El conjunto D C R™! es abierto.

2. ¢ es de clase C* en D (la misma clase de diferenciabilidad de X ).

Dado z € U, el conjunto Ox(z) = {p(t,x)/t € I,} C U serd por defini-
cién la orbita de X pasando por el punto z. La configuracién o distribucion

de las orbitas de X en el conjunto U se denomina retrato o diagrama de fase
del sistema (1.1).

Definicién 1.2.2. Un punto x € U es llamado Punto Singular de X si
X(z)=0y Punto Regular si X (x) # 0.

Si todos los puntos z € U son puntos regulares de X se dice que X es un
Campo Vectorial no Singular o Campo Vectorial Reqular.

1.2.1. Comportamiento Local en Torno de un Punto
Regular.

Teorema del Flujo Tubular.

La dindmica local en torno de un punto regular de un campo vectorial
X es caracterizada por el Teorema del Flujo Tubular, que nos dice a groso
modo que en una vecindad de un punto regular las curvas integrales de X
se comportan como “lineas paralelas”. Antes de enunciar este importante
teorema, vamos a definir lo que es una seccion transversal y una conjugacion
entre campos vectoriales.

Definicién 1.2.3. (Seccion Transversal). Sea X : U — R™ un campo de
clase C™, r > 1, U C R" abierto y A C R*"! un abierto. Sip € U es un
punto reqular de X, llamamos seccién transversal a X en p, a la aplicacion
diferenciable o : A — U tal que p € 0(A) y

3
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i) o es una inmersion.
ii) Si ¥ = o0(A) entonces 0 : A — X es un homeomorfismo.

i) Para todo a € A los subespacios o'(a)(R"™1) y X(o(a)) generan el
espacio R™.

Definicién 1.2.4. (Conjugacion de Campos Vectoriales). Sean X1, Xs cam-
pos vectoriales definidos en los abiertos Uy, Uy de R™ respectivamente. Se dice
que X es topologicamente conjugado a Xo cuando existe un homeomorfismo
h: U, — Us, tal que,

h(io(t, p)) = o(t, h(p)), (1.2)

donde ¢ : I, xV,, — U es el flujo generado por el campo X, en una vecindad
Vp, de un punto p € Uy y ¢ @ Inp) X Vi) — Uz es el flujo generado por el
campo Xy en una vecindad Vi) del punto h(p) € Us.

El homeomorfismo h se llama Conjugacion Topoldgica. Si la aplicacion h
es un difeomorfismo de clase C" diremos que h es una C"-Conjugacion y que
los campos X7 y X5 son C" — Conjugados. Es claro que, si dos campos son
C"— conjugados, ellos son topolégicamente conjugados.

Ejemplo 1.1. Consideremos los campos X1(z,y) = (—x,2y) y Xa(z,y) =
(—z,2y + 2%) en R%. La aplicacion h : R? — R? definida por h(x,y) =

T,y — %) es una C* — Conjugacion entre X, y Xo. En efecto, para que
h sea una C*>° — Conjugacion, h debe ser un difeomorfismo de clase C* y

ademds debe verificar (1.2). Puesto que las componentes de h son polinomios,
luego de clase C*, se tiene que h es C*>. Ahora hallemos la inversa de h

AN

entonces
2
-1 u
h™ (u,w) = (u,w—i—z) :

Puesto que las componentes de h™' son C™ entonces h™' es C*. Luego, h
es un difeomorfismo de clase C'™°.

Ahora veamos que se verifica la condicion (1.2).

El flujo generado por el campo X1, el cual se obtiene resolviendo el sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias
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estd dado por: o(t, (o, v0)) = (zo - €7, yo - €*), donde t € R y (xg,y0) € R%
Por otro lado, el flujo generado por el campo Xy se obtiene resolviendo el

sistema
dx
de _ _ .
dt 1.3
{% =2y + 2. 43

De la primera ecuacion de (1.3) obtenemos que x(t) = ug-e~* con 2(0) = uy.

Reemplazando este valor x(t) = ug - et en la sequnda ecuacién obtenemos:
0

dy(t) -
TR 2y(t) = uj - e,

siendo esta ultima ecuacion una ecuacion lineal de primer orden cuya solu-
cion viene dada por

y(t) = e~/ PO < / Q(t) - el POt 4 c> : (1.4)

donde en este caso, P(t) = —2 y Q(t) = u2-e?'. Reemplazando estos valores
de P(t) y Q(t) en (1.4) obtenemos que

y(t) = — e +C-e*.

Si y(0) = wo entonces C' = wy + %2). Asi,

= ot | U3, —2t
y(t) =wg - e +Z(6 —e ).

Luego, el flujo generado por el campo Xy esta dado por:

2
(. (g, ) = (g - ey - (e — 2y,

donde t € R y (ug, wy) € R%
Sea (x9,10) € R?, verifiquemos que h(@(t, (zo,90))) = ¢(t, h(zo, yo))-

h(e(t, (z0,%0))) = h (20 - ™" 3o - )

72
= (xo ey - et — ZO : e‘2t) . (L.5)
Por otro lado,

ottt n) = & (1 om0 — D))

bt
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2

= (xo et yy et — % : eZt) . (L.6)

Comparando (1.5) y (1.6) vemos que se cumple

h(e(t, (zo,Y0))) = ¢(t, h(zo, Y0)),
para todo (xg,10) € R? y para todo t € R.

El siguiente lema da una caracterizacion para la conjugacién entre campos
vectoriales.

Lema 1.1. Sean X : Uy — R” y X5 : Uy — R"™ campos de clase C", y
h : Uy — Uy un difeomorfismo de clase C". Entonces, h es una conjugacion
entre X1 y Xy sty solo si

Dh(p) - X.(p) = Xa(h(p)),  para todo p € U. (L.7)

Demostraciéon: Sean ¢, : D — Uy v o : Dy — Us los flujos de X y
X5, respectivamente, donde

D, ={(t,p) eRx U/t e [} CcR"

Dy ={(t,q) e Rx U/t € I,} C R™™.

Supongamos que h satisface (1.9). Sea p € Uy y (t) = h(pi(t,p)), t € L,.
Probemos que (t) es solucién de 2’ = Xy(z) con x(0) = h(p).

(1) = Dh(a(t,)) - or(t,7)

= Dh(p1(t,p)) - Xa(ea1(t,p),  ¢alt,p) € Uy
= Xo(h(p1(t,p)))
= Xo( (1))

Ademds, (0) = h(e1(0,p)) = h(p).

Por otro lado, ¢s(t, h(p)) con t € Ij) es la solucién pasando por el pun-
to h(p) € Us, luego por la unicidad de soluciones se tiene que (t) =
a(t, h(p)). Entonces h(p1(t,p)) = pa(t, h(p)). Reciprocamente, supongamos
que h es una conjugacion entre X; y Xy, entonces dado p € Uy, se tiene que
h(p1(t,p)) = @2(t, h(p)), con t € I,. Puesto que h es diferenciable, derivando
con respecto a t esta tdltima relacion obtenemos:

d

Dh(pr(t,p)) - 501(0,7) = ealt, hip)
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Dh(pi(t,p)) - X1(o1(t,p)) = Xa(pa(t, h(p))).

Sit = 0 entonces

Dh(¢1(0,p)) - X1(01(0,p)) = X2(02(0, h(p))).
Dh(p) - X1(p) = Xa(h(p)).

Teorema 1.1. (Flujo Tubular). Sea X : U C R* — R™ un campo vectorial
de clase C", r > 1 y p € U un punto reqular de X. Sea 0 : AC R ! — %
una seccion transversal de X de clase C", con o(0) = p. Entonces existe una
vecindad V de p en U y un difeomorfismo h : (—€,€) x B — V de clase C",

donde € >0 y B C R"™! es una bola abierta de centro 0 = o=1(p), tal que
i) h({0} x B)=XnNnV.

ii) h es una C"-conjugacion entre X|y y el campo constante
Y:(—€6,e) x B— R" Y =(1,0,---,0).

Demostracién: Sea ¢ : D — U el flujo de X, donde D = {(t,z) € R x
U/t e I,}. Consideremos F' : I, x A — U definida por F'(t,u) = ¢ (t,0(u))
con (t,o(u)) € D. F esta bien definida y ademaés es de clase C" (de la misma
clase de diferenciabilidad que X). Si fijamos v € A y hacemos variar ¢ en
I, lo que obtenemos es una linea paralela a R. Eso significa que F' aplica
lineas paralelas a R en curvas integrales de X, definidas en el intervalo I,
que cruzan la seccién transversal ¥ en los puntos o(u) € ¥. Vamos a probar
que F es un difeomorfismo en 0 = (0,0) € R x R"™!. Por el Teorema de la
Funcién Inversa, es suficiente probar que DF'(0) es invertible.

Tenemos que

oF OF oF
DFO) = (50 S 50 ),
donde u = (ug, - ,up_1) € A.

Sea 0 € A, t — F(t,0) = ¢(t,0(0)) = ¢(t,p). Al tomar la deriva-
da en t = 0 se tiene 25(0,0) = ¢'(0,p) = X (¢(0,p)) = X(p). Para el
resto, tomamos ¢t = 0 y obtenemos (uy, - ,u,_1) — F(0,uy, -+ ,up_1) =
©(0,0(uy, -+ ,up_1)) = o(ug, - ,u,_1). Al tomar derivada en u = 0 se tiene
9£(0,0) = ¢’(0). Asi,

DF(0) = (X(p) 0'(0)).

Puesto que los vectores X (p) y 0/(0) son linealmente independientes, entonces
DF(0) es invertible. Luego, por el Teorema de la Funcién Inversa existen e >
0, una vecindad V' C U de F(0) = p y una bola abierta B = B(0,§) C R"!
con centro en el origen 0 € R*! y radio § > 0, tales que h = Fl—eexB :
(—€,€) x B — V es un difeomorfismo.

7
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i) ({0} x B)y=XNV.
h(0,u) = F(0,u) = ¢ (0,0(u))) = o(u) € 3, para todo u € B.

ii) h es una C"- conjugacién entre X|, y Y = (1,0,---,0).
Sea (t,u) € (—e,€) x B, entonces,
OF

Dh(t,u) - Y (t,u) = DF(t,u) - (1,0,---,0) = E(t,u) = (t,o(u)) =

X (p(t,o(w)) = X (F(t,u)) = X (h(t,u)).

Luego, por el Lema 1.1, se tiene que h es una C"- conjugacién entre
XlyyY =(1,0,---,0).

1.2.2. Comportamiento Local en Torno de un Punto
Singular.

Teorema de Hartman-Grobman.

La dindmica local en torno de una singularidad (hiperbdlica) de un campo
vectorial no lineal, X es caracterizada por el Teorema de Hartman-Grobman,
que nos dice que en una vecindad de un punto singular hiperbdlico, las curvas
integrales de X se comportan de manera similar que las curvas integrales del
campo dado por la parte lineal de X en torno de la singularidad 0 € R". Este
campo dado por la parte lineal de X serd denotado por DX (p) y es llamado
la linealizacién de X en torno de la singularidad hiperbdlica p.

El Teorema de Hartman-Grobman nos garantiza que cerca a esta singularidad
hiperbdlica p, el comportamiento del sistema no lineal (1.1) es similar al
comportamiento del sistema lineal

eVl % (1.8)
con A = DX(p), cerca del origen.

Definicion 1.2.5. Un punto singular p de un campo vectorial X : U C
R™ — R"™ de clase C", r > 1, se llama hiperbdlico si todos los autovalores
de DX(p) (la derivada de X en p) tienen parte real diferente de cero.

Antes de enunciar el resultado principal de esta seccién (el Teorema de
Hartman-Grobman), enunciaremos dos proposiciones que son claves para la
demostracion de este importante teorema de la teoria cualitativa local de
ecuaciones diferenciales ordinarias.
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Proposiciéon 1.1. Sea E un espacio vectorial normado y o > 0. Definimos
la aplicacion r, : E — B[0,a] por:

x, silz| <«
Ta(ﬂ'}) = ax

ok si x| > «

donde B0, ] es la bola cerrada de centro 0 € E y radio o. Entonces r, es
globalmente Lipschitz con constante de Lipschitz 2.

Demostracién: Sean x,y € E'y supongamos que |x| > « > |y, entonces,

azlz|™! — aylz| ™ + aylz| Tt —y |
azlz|™ — aylz| 7 + | aylz| T —y |
alz| e — y| + |yllz| 7| 2] — «|.

7a(2) = Ta(y)]

A

Puesto que, alz|™ <1y |y||z|7| |z| — | < |z] = |y| < |z — y] se tiene que,

[ra(T) —ra(y)] < |z —yl+]z -y
= 2z —y|.

Si|z| > ay |y| > a, obtenemos:
az|z|™ = ayla] ™! + aylz| 7" — ayly| 7|

az|z| ™! — aylz| 7| + | aylz| ™t — ayly| !
alz| e — y| + alz| 7|y — |z

Ira(2) = ra(y)]

VA VANI

Puesto que afz|™ <1y alz|™||y| — |z]| < |z — y| se tiene que:

ra(2) = 1a(y)] < |z —y[+|z -y
= 2|z —y|.

Por lo tanto r, es globalmente Lipschitz con constante de Lipschitz 2.
Sea F un espacio vectorial normado (e.v.n), definimos los siguientes sub-
conjuntos sobre E:

L(E) = {T:FE— E/T es un operador lineal},
o(T) = {\eC/X\esun autovalor de T}, y
Se = {zeC/|z| =1}

Proposicién 1.2. Sea A € L(E) invertible y tal que A no tiene autovalores
en el circulo unitario, esto es, c(A)NSc = 0. Entonces para toda g : E — E
limitada, satisfaciendo

l9(z) — g9(y)| < elz -y

9
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con € > 0 suficientemente pequeno, se tiene que A y A4+g son topologicamente
conjugados.

No daremos la demostracién de esta proposicion aqui, por ser bastante
extensa (pueden consultar [6], pag.259), pero si necesitamos rescatar de dicha
prueba una observacién bastante interezante que nos serd de mucha utilidad
mas adelante.

Observacion 1.2. . Sea BC(E, E) el espacio de las funciones continuas y
limitadas de E en E. Entonces existe una unica conjugacion topologica h de
Ay A+ g, la cual satisface h —id € BC(E, E).

Teorema 1.2. (Hartman-Grobman). Sean U un subconjunto abierto de R™
conteniendo el punto 0 € R", X un campo vectorial no lineal de clase C* en
U y ¢y el flujo del sistema no lineal (1.1). Supongamos que 0 € U es un punto
singular hiperbolico de X. Entonces existe un homeomorfismo h definido en
una vecindad suficientemente pequena de 0 € R™, tal que:

hoe't = ¢, oh,
donde A = DX(0).
Demostracién: Dado que X € C'(U) y 0 € U, existe a > 0 suficiente-
mente pequeno tal que
X(z) = DX(0) - = + g(x), (1.9)

para todo x € B(0,a) C U, donde g es una funcién, tal que, g(0) = 0y
Dg(0) = 0. Tomemos « tal que la bola cerrada B0, o] siga estando contenida
en U. Puesto que X € C'(U), DX es continua en U. Ademsas, DX(0) :
R™ — R" es continua también en U, luego (DX — DX (0))|p(0,4) €s continua.
Entonces, existe A > 0 arbitrario tal que

(DX — DX(0))(z)] < (1.10)

Do | >

para todo = € B0, a].

Por otro lado, puesto que la funcién X — DX (0) : B[0,a] — R™ es difer-
enciable (pues, X — DX (0) € C*(U)) y ademds se cumple (1.10), se tiene
por la Desigualdad del Valor Medio que la funciéon X — DX (0) satisface la
condicién de Lipschitz con constante de Lipschitz % Esto es,

(X = DX(O)(a) ~ (X ~ DX(O)(w)] < Slx ~v]
para todo z,y € B0, al.

Reemplazemos la funcién g(x) en (1.9) por una nueva funcién G : R* — R”
definida en todo R", tal que G|g(,a) = g, de la siguiente manera:

10
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G:=(X—-DX(0))or,,

donde 7, : R" — B0, a] es una funcién definida como en la Proposicién
1.1. G asi definida es globalmente Lipschitz con constante de Lipschitz A.q
En efecto, sean x,y € R",

|G(z) = G(y)] (X = DX(0))(ra(z)) = (X = DX(0))(ra(y))]

< (@) - raly)],

pues X —D X (0) es Lipschitz en B[0, a] con constante de Lipschitz % Ademads,
por Proposicién 1.1, r, es Lipschitz en R™ con constante de Lipschitz 2,
entonces

|G(z) — Gy)| < Az -y (1.11)

para todo =,y € R™.
Sea A = DX (0) € L(R™), entonces de (1.9) se tiene que

(A+G)|Bo.0) = X|B0,0)- (1.12)

Puesto que A+ G € C'(R") es un campo vectorial Lipschitz, entonces, para
todo z € R", el P.V.I
¥ =Ar+ Gz
(z) (1.13)
z(0) ==z
tiene una unica solucién (¢, x) definida para todo t € R.
Si 4 denota el fluyjo en R™ (flujo global) generado por el campo A + G :
R™ — R", entonces (1.12) muestra que ; coincide con ¢, en B(0, a), esto
es,
t‘B(O,a) = th‘B(o,a)-
Ahora para probar el teorema es suficiente mostrar que existe un homeo-
morfismo A definido en B(0,a) tal que h conjuga los flujos ; y €4, flujos
generados por los campos A+ G y A respectivamente. La solucién global 4,
del P.V.I (1.13), estd dado por (Férmula de Variacién de Constantes):

t
t(ﬂf)zetA-er/ IAG( L(z)dr,  VtER. (1.14)
0

Usando (1.14) deducimos que:

t
@)= < oyl [ A @) -l
0

11
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para todo t > 0y para todo x,y € R™. Multiplicando esta ltima desigualdad
por e~t14l obtenemos:

t
ML (@) = )] < e -yl +/ Ae T (@) = S(y)dr.
0
Siendo u(t) = et (z) — ,(y)| >0, por el Lema de Gronwall, tenemos

| (@) = ()] < o —y| - D (1.15)

para todo z,y € R", ¢t > 0. Finalmente, se sigue de (1.11)), (1.14) y (1.15) que
+ — et es globalmente Lipschitz para todo t > 0. En efecto, sean z,y € R",
entonces:

ICe—eD)@) = (=)l If =4 (G( +(2) = G( -(y)]

= f = T)AI ( ( () = G( ()|
< foeMLN (2) - L(y)ldr
< Ao —yletll . [Femdr
= |z —y| e —1).
(1.16)
Puesto que R™ es un e.v.n, definimos la norma de G' como:
|Glloo = sup |G(z)|r-.
TzER™
Luego, obtenemos de (1.14) que
t
| o) = o] < Gll| [ 141 ], (1.17)
0

para todo t € R y para todo z € R™. De este modo, ;— e’ es limitada para,
todo t € R. B
Tomemos t = 1 y sea G = | — et. Entonces, de (1.16) tenemos que,

G(x) = Gly)] < (e = 1) - o —y|. (1.18)

Puesto que A se puede tomar arbitrariamente pequenio, se sigue de (1.18) que
la constante de Lipschitz el4l(e* — 1) de G se puede hacer arbitrariamente
pequena.

Por hipétesis tenemos que 0 € U es un punto singular hiperbdlico de X,
entonces A = DX (0) no tiene autovalores con parte real nula, lo cual impli-
ca que el operador invertible e” no tiene autovalores en el circulo unitario.
Puesto que G : R” — R" es limitada (por (1.17)), podemos concluir por la
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Proposicién 1.2 que ey | = e + G son topologicamente conjugados.
Al ser ; y e topoldgicamente conjugados, se tiene que existe un homeo-
morfismo h : R” — R” tal que

hoe’ = oh. (1.19)

Por (1.19) y la parte (iii) de la Definicién 1.2.1, para cada t € R se tiene:

1o( johoe™) = 0 johoet4
= ,ohoeltoet4
= ( johoe ) oel
Vemos que ;o hoe*4 es también una conjugacién topolégica de 1y e?.
Ademas,
;ohoet —jd = ,ohoetd—etlohoe A 4ethohoetA —id

= (—eMohoe M +eho(h—id)oe

De (1.17) tenemos que ; — e es limitada, entonces ; — et € BO(R™, R™).
También el operador !4 € BC(R",R"), luego ;ohoe t4—id € BC(R",R").
Supongamos que h — id € BC(R™, R™), entonces por la Observacién 1.2 se
tiene que h = ,ohoe*4 y por lo tanto hoe!? = ,oh, para todo t € R.
De este modo, se ha probado que existe un homeomorfismo h : R* — R"
que conjuga los flujos !4 y 4, flujos generados por los campos Ay A + G
respectivamente.

Ahora, si nos restringimos a la bola abierta B(0,«), se tiene que
h‘B(O,a) : B(0,a) — B(0,«) es una conjugacién topolégica de los flujos
ety ¢, flujos generados por los campos A v X respectivamente, que era lo
que queriamos probar.

Ejemplo 1.2. Sea Xy(x,y) = (—x,2y + %) el campo vectorial no lineal de
clase C* en R? dado en el Ejemplo 1.1. El sistema de ecuaciones diferenciales
asociado a este campo estd dado por:

{il_f(t) - (1.20)

(1) = 2y + 22

El punto (0,0) € R? es la tinica singularidad de X5, ademds es una sin-
gularidad hiperbdlica, pues los autovalores de la matriz

DX5(0) = ( _g (2) >
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tienen parte real diferente de cero. Entonces, por el Teorema de Hartman-
Grobman podemos afirmar que el campo vectorial no lineal X5 es topologi-
camente conjugado al campo vectorial lineal X; = DX5(0) en R?,

(00 e

Como podemos observar, el campo X;(x,y) = DX5(0)(x,y) es la parte lineal
del campo X5. A este campo X; se le conoce como la linealizacién de X5 en
torno de la singularidad (0,0) € R2.

Puesto que los autovalores de la matriz DX5(0) son reales y de signos con-
trarios, se tiene que (0,0) € R? es un punto de silla del sistema lineal X,
y, dado que los campos X; y X5 son topoldgicamente conjugados, se tiene
que la singularidad (0,0) € R? de X5 es también una silla. Los diagramas de
fase de los sistemas (1.20) y (1.21) cerca de la singularidad (0,0) € R? son
similares, como podemos observar en la siguiente figura.

Y Y

>
(1

Retrato de Fase de X;. Retrato de Fase de Xo.

Figura 1.1: Campos Vectoriales Topolégicamente Conjugados

1.3. Ecuaciones Diferenciales Complejas

Definicién 1.3.1. (Campo Vectorial Holomorfo). Sea U C C" abierto. Un
campo vectorial holomorfo en U es una aplicacion Z : U — C™ holomorfa, la
cual asocia a cada punto z € U un vector Z(z) = (Z1(z), Za(2), -+, Zn(2))

14
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en el espacio C". Cada Z; : U — C (j = 1,2,---,n) es una funcion
holomorfa, llamada funcion coordenada o componente de Z.

Podemos escribir el vector Z(z) como combinacion lineal de los elementos

de la base canodnica <a%y 8%2, e ,%) de C", es decir,
0 0 0
Z(Z):ZI<Z)8_21+ZQ(Z>8_22+.”+ZI(Z>877 Vz e U.

Luego, el campo vectorial Z lo podemos expresar como:

0 0 0
Z—Z1a—zl+ZQa—Z2+"'+Zna_Zn

o simplemente Z = (21, Za, -+ , Zp).

Cada Z; es holomorfa, entonces en cada punto zq = (29,29,---,20) € U,
existe una vecindad abierta V', zp € V C U tal que Z; tiene expansiéon en
serie de potencias

o0
_4 0\ k1 0\ ko 0\kn
Zj(z) = > C, (ki ez k) (21 = 21) 7 - (22 — 29)"™ -+ (20 — 2,)"",
k1+ka+--+kn=0
Cj,(ki ko kn) € C para j = 1,2,--- n; la cual converge para cualquier
2= (21,20, ,2,) EV.

En forma simplificada escribimos
Zi(2) = ) ciulz — 20)F,
|k|=0

donde k£ = (k‘l,kg, s ,kn), |]€| = kl -+ k‘g % oo kn, Cj,k = Cj,(kl,k2,~~,kn)>

(2= 20)* = (21 = P (= )4+ (20 — )

Definiciéon 1.3.2. Sea Z : U — C™ un campo vectorial holomorfo definido
en U C C™.

1. Un punto p € U es llamado Punto Singular cuando Z(p)=0.
2. Un punto p € U es llamado Punto Regular cuando Z(p) # 0.

El conjunto de todos los puntos singulares de Z se denota por Sing(Z).
Si todos los puntos p € U son puntos regulares decimos que Z es un Campo
Vectorial no Singular o un Campo Vectorial Holomofo Regular.

15
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Definicién 1.3.3. (Singularidad Aislada). Sea U C C™ abierto, Z € X(U).
Decimos que zg € U es una singularidad aislada de Z si existe una vecindad
abierta V, zo € V C U tal que cualquier z € V', z # zy es un punto reqular.

Al campo vectorial holomorfo Z = (Zy, Zs,- -+, Z,) le asociamos el sis-
tema de ecuaciones diferenciales ordinarias

(2)

ISH

Lol a,
S
|
NN
—~
N
N—

Lo = 2,(2)
en donde z = (21,29, -+ , 2,) € U, T € C; el cual podemos expresar en forma
simplificada como
2= Z(z2), (1.22)
donde 2’ = (‘éiTl, %, e ,‘%‘). Denotemos por X(U) el conjunto de todos

los campos vectoriales holomorfos sobre U y A(p,r) el polidisco abierto de
centro p = (p1,pa, -+ ,pn) € C" y poliradio r = (ry,re, -+ ,7,) € (RT)™

Definicién 1.3.4. (Flujo Local Complejo). Sea U C C™ abierto, Z € X(U).
Un flujo local de Z en el punto p € U es una aplicacion holomorfa

¢ : D, x A(p,0) — U, donde D. = D(0,¢) es un disco de radio ¢ > 0
y centro 0 en C y A(p,d) un polidisco de radio 0 y centro p en U, gozando
de las siguientes propiedades:

i) ©(0,2) = z, para todo z € A(p,b).
i) g—;(T, 2)=Z(o(T, 2)), para todo (T, z) € D(0,¢) x A(p,9).

iii) ¢ (T, (T, 2)) = ©(Ty + Ty, z) siempre que ambos miembros esten
definidos, esto es, si z,p(T1,2) € A(p,0) y 11, Ty, Ty + Ty € D(0,¢).

Fijado p € U. Decimos que la funcién holomorfa ¢ : D(0,¢) — U,
T — (T, p) es solucién local de (1.22) con condicién inicial z(0) = p.

Definicién 1.3.5. Se define la Orbita de Z por el punto p como el conjunto

Oz(p) = {e(T,p)/ T € D(0,€)}.
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1.3.1. Un Flujo Real dentro de un Flujo Complejo

Sea U C C" abiertoy Z € X(U). Al campo Z le asociamos la ecuacién

diferencial
dz

dT
Sea ¢ : D(0,e) x W — U, W polidisco suficientemente pequeno centrado
en p, el flujo asociado a Z en el punto p € U, satisfaciendo i), ii) y iii) de la
Definicién 1.3.4.
Dado cualquier o € C* = C — {0}, se define la ecuacién diferencial real

dz
dt

=Z(z), TeC (1.23)

= aZ(z), teR, (1.24)

a la cual le asociamos el flujo ¢, (inducido por ¢)

Oo : () xW — U
(t, 2) — @a(t, 2) = p(at, 2),

siendo este analitico real.
Veamos que ¢, es el flujo del campo aZ. En efecto,

1) ©a(0,2) = @(a-0,2) = ¢(0,z) = z, pues ¢ satisface (i) de la Definicién

1.3.4.
i)
a d(a
%(t,Z) — %‘E(Odt,Z) = §0l<05t, Z) § %
= ay'(at, 2)
= aZ(p(at, 2))
= aZ (@a(tvz))v
entonces %Lt“(t, 2 e il Guilit N Wb
iii) Sean ty,ty,t1 + 1o € (—€,€) y 2,04(t1,2) €W
Pa (tQ’SOCX(tlJZ)) - §0<at27 (atlv ))
= o (at) + aty, 2)
= ¢(alti +12),2)

= (pa(tl‘i_tQ, )

De i), ii) y iii) decimos que ¢, es el flujo del campo aZ. Ademads se tiene
que Ouz(p) = {valt,p)/t € (—€,€)} C Oz(p), esto es, la érbita del campo
«aZ pasando por p esta contenida en la orbita del campo Z pasando por p.
Si hacemos variar el punto p en todo W entonces tendremos un flujo real
contenido en un flujo complejo.
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Ejemplo 1.3. Consideremos el campo vectorial
Z(Zl, 22) = ()\121, )\222) (125)

donde \i, \y € C*.

Vemos que Z es un campo vectorial holomorfo, pues cada una de sus fun-
ciones coordenadas es holomorfa, ademds el unico punto singular es el origen,
pues si Z(z1,22) = (0,0) entonces z1 =0 y zo = 0. Ast, (0,0) es una singu-
laridad aislada del campo Z.

El sistema de ecuaciones diferenciales asociado a (1.25) es:

dz

1\
& ATF (1.26)
i = A%

La solucién de (1.26) que pasa por el punto 2y = (2%, 23) € C?* esta definida
en todo C y estd dada por:

@ (T, 20) = (eMT - 20, M7 - 23), T eC. (1.27)
La orbita de Z pasando por zy denotada por Oz(zy) es el conjunto
Oz(20) = {¢(T’ 20); T € C}.

Para a € C* se define el flujo real ¢, (el cual es inducido por el flujo ¢),
como:
Yo @ RxC*? — C?
(ta Z) L Spa(tv Z) = gO(CMt, Z)‘
Usando (1.27), tenemos que la solucion que pasa por el punto (29, 29) estd da-
da por:
wa(ta (Z?VZS)) > 90<Oét (Zlazg))
= (eMot.2) eM . 20), teR.

En particular, st o = 2}\—”1’ tenemos,

A B
pam(t, (20, 28)) = (2™ 2, 500 o). (1.28)

Vemos que el comportamiento cualitativo de las curvas solucion de (1.28)
esta estrechamente relacionado con los valores A1, Ao € C*. Por ejemplo, si
:\\—f € Q7, esto es, ’A\—f = —2 conn,m € Z", n,m primos entre si, el flujo

estaria dado por:
@M(tv (2?7 Zg)) = <e2mt : Z?a ei2m.%t : Zg) )

donde para t = 0, go%(o, (29,29)) = (29, 29), mientras que para t = m,

pam (m, (2, 29)) = (2}, 29). Esto indica que después de un tiempo real t = m

el ﬂU]O vuelve al punto (29, 29). Es decir, las curvas de este flujo real @ para

o= 2/\—7‘: son cerradas.
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1.3.2. Comportamiento Local en Torno de un Punto
Regular.

Teorema del Flujo Tubular para Campos Holomorfos.

Igual que en el caso real, la dinamica local en torno de un punto
regular de un campo holomorfo esta caracterizada por el Teorema del Flujo
Tubular para Campos Holomorfos. Antes de enunciar este importante teore-
ma, definimos Seccién Transversal a un campo holomorfo y damos un ejem-
plo de una seccién transversal a un campo lineal holomorfo en C2. Ademés,
veremos que por un punto regular de un campo holomorfo en C" siempre
existe una seccion transversal homeomorfa a un polidisco abierto de dimen-
sion n — 1.

Definicién 1.3.6. (Seccion Transversal). Sea U C C™ abierto y Z € X(U).
Sip € U es un punto reqular de Z, llamamos seccion transversal a Z en p
a una aplicacion holomorfa o : D — U definida en un dominio D C C*1,
tal que p € o(D) y ademds:

i) o es una inmersion.
ii) Si ¥ = o(D) entonces o : D — ¥ es un homeomorfismo.

i) Para todo q € D los subespacios o'(q)(C"™') y Z(o(q)) generan el
espacio C™.

Ejemplo 1.4. Sea Z : C?> — C? el campo vectorial lineal holomorfo definido
por: Z(z1,29) = (A121, A2z2), con A1, Ao € C, \; # 0. El punto p = (1,0) €
C? es un punto reqular de Z pues Z(p) # 0. Vamos a definir una seccion
transversal al campo Z en el punto p.

Sea D(0,1) C C el disco abierto centrado en 0 € C y radio 1. Definimos la
aplicacion diferenciable o : D(0,1) — C2, o(2) = (1, 2), donde p = (0) €
o(D(0,1)). Verifiguemos que se cumplen las condiciones i), ii) y i) de la
Definicion 1.3.6, para que o sea una seccion transversal al campo Z en el
punto p.

i) 0 es una inmersion.
Sea z € D(0,1). Veamos que o’'(z) : C — C? es inyectiva.

Ker(c'(z))={h e C/d'(2)-h=1(0,0)} ={h e C/(0,1)-h=(0,0)}
= {0}.

a'(z) es inyectiva.
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i) Sea X = o(D(0,1)) = {(1,2) € C?>/z € D(0,1)}, entonces
o :D(0,1) — X es un homeomorfismo.
Definimos
ot Y — D(0,1)
(1,z) — o71(1,2) =2

Evidentemente, o y o~' son continuas. Ademds, o= (o(2)) = 2z y

oo™ w)) = w para cualesquiera z € D(0,1) y w € B.
Luego, o es un homeomorfismo.

iii) Puesto que o'(z) = (0,1) y Z(0(z)) = (A1, A22) son vectores L.1, ellos
generan el espacio C2. Esto es,

o'(2)(C) ® (Z(o(2))) = C? Vz e D(0,1).

Lema 1.2. Sea Z : U € C* — C" campo holomorfo, U abierto y p € U
punto reqular de Z. Entonces existe o : D C C"! — U seccidn transversal

aZ enp.

Demostracién: Como Z(p) # 0, podemos completar con vy, vg, -+ , 0,1 €
C™ una base de C".
Afirmamos que, existe r € (RT)" tal que, {v1,vq, -+ ,v,_1,2Z(q)} es base

de C", para todo ¢ € A(p,r) C U. En efecto, supongamos por el absur-

do que, Vm € Z*, 3¢, € A(p,r,) donde r,, = (%,%, ,%) tal que,
Z(Qm) S <U17 Vo, =y UTL—1>7 esto €S, gm —>p y
Z(p) = lim Z(gm) € (v1, v2, +*+, Un_1) = (U1, Va, *++ , Up_1).
m—0o0
Entonces Z(p) € (vi, va, -++, Up_1), lo cual es una contradiccién, pues,
{v1,v9,++ ,v,_1,Z(p)} es base de C".
Definamos
o : A(0,)cC! — cr
n—1
(21,22, yZn1) —> D+ Zz’ﬂh‘
i=1
holomorfa. Sea z € A(0,d) entonces,
0:(2)—ps| = |z1v1t 2202+ - - 2n—1Vm—1)i| < |2 ||vis] ] 22| [vas| 4 - |21 [v@m—1)i]-

Sea M = max{|vj|; j=1,2,--- ,n— 1}, entonces,

loi(2) — pil < M{]z1| + |z2] + -+ + |zn-1] }-
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2= (21,22, ,Zn_1) € A(0,8) C C*! entonces, |z;| < §; < |], para todo
1=1,2,--- ,n— 1. Luego,

loi(z) — pi| < M(n —1)]|4].

Sea § = (01,09, - ,0,_1) tal que, || < HT{)M, i = 1,2,--- ,n, entonces

loi(z)—pi| < 1. Asi, 0(2) € A(p,r), luego, por la afirmacién {vq, ve, -+, v,_1,
Z(0(2))} es base de C™.
Veamos que o es inyectiva. En efecto, sean z, w € A(0,0) tal que o(z) =

o(w),
n—1 n—1
=p+ZZivi =p+szvZ = a(w)
i=1 i=1
n—1 n—1
entonces Z 2V = Z w; v;. Puesto que {vy, -+ ,v,_1} son linealmente in-
dependlentes se tlene que z; = w; para todoi=1,--- ,n — 1. Luego, z = w.

Sea ¥ = 0(A(0,9)) = {p+ zv1 + -+ + znklvn_l/z € A(0,0)} € A(p,r).
Puesto que o es inyectiva entonces o : A(O, d) — X es biyectiva. Ademas,
o(z1,-++ ,2n-1) = P+ 2101 + - -+ + 2, 10,1 es continua, pues sus funciones
coordenadas son continuas. Por otro lado, O'_l(p + 2101 4 F 21Uy 1) =
(21,22, ,2p—1) también es continua. Por lo tanto, o : A(0,§) — X es un
homeomorfismo.

Por otro lado, puesto que, vy, va, - -, v,_1 son linealmente independientes,
el rango de 0/(z) = (v vy -+ v,_1) es n—1 entonces o’(2) es inyectiva. Luego,
0 es una inmersion.

Puesto que, 0'(2) = (vive, -+, vp—1) ¥ Z(0(z)) son vectores L.I, ellos
generan el espacio C". Esto es,

o (2)(C Y @ (Z(o(2))) =C ¥z € A0,9).

Definicién 1.3.7. (Conjugacion de Campos Vectoriales Holomorfos). Dos
campos holomorfos X e Y definidos en los abiertos U, W de C", respecti-
vamente, son topoldogicamente conjugados si existe un homeomorfismo h :
U— W, tal que,

We(T,p)) = (T, h(p)), (1.29)

donde ¢ : D.xU, — U es el flujo generado por el campo X, en una vecindad
Uy de un puntop € Uy : Ds X Uppy —> W es el flujo generado por el
campo Y, en una vecindad Uy del punto h(p) € W.

Teorema 1.3. (Flujo Tubular para Campos Holomorfos). Sea Z : U C
C* — C™ campo holomorfo y p € U punto reqular de Z. Dada una seccion
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transversal o : V C C"' — X a Z enp, 0 € V y 0(0) = p. Entonces existe
una vecindad W, de p en U y un biholomorfismo h : D(0,¢) x A" — W,
donde A" C C"! polidisco con centro 0 € C* 1, tal que,

i) h({0} x A') =S AW,

i) h es wuna conjugacion entre Zlw, y el campo constante
Y :D(0,¢) x A" — C", Y = (1,0,---,0).

La demostracién es andloga a la demostracion del Teorema 1.1 (Teorema del
Flujo Tubular para campos vectoriales reales).

1.3.3. El Teorema de Briot-Bouquet

Sea Z € X(U), U abierto de C? conteniendo (0,0) € C?, siendo este
punto la tunica singularidad de Z. Consideremos el sistema de ecuaciones
diferenciales asociado a Z de la forma

{zg = Mzt + ¢1(21, 22) (1.30)

2h = Aozo + Pa(21, 22)

donde ¢;(2) = Z aijzQ para j = 1,2, es convergente en una vecindad de
Q=2

(0,0) € C%

Definicién 1.3.8. Dy, = {(A1,\) € C*/ A\ - Xy #0 gy i—; € R} esel

dominio de Siegel de C2.

Observacién 1.3. Decimos que la singularidad (0,0) de Z esta contenida
en el dominio de Siegel si (A1, \y) € Ds.

Teorema 1.4. (Briot-Bouquet).- Supongamos que la singularidad de (1.30)
esta contenida en el dominio de Siegel. Entonces existe un cambio de coor-

denadas z = {(w)
)
z21 = wi + Z f1,QwQ

lQI=2
(1.31)
29 = Wy + Z fngwQ
\ QI>2
holomorfo, que transforma (1.30) en
U)ll = >\1w1 —+ wyiwe 1<w1,w2) (1 32)
wh = Agwy + wiwy o(wy, wo)
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donde j(w) = Z j7QwQ para j = 1,2, es convergente en una vecindad de

|Q>2
(0,0) € C~.
En este sistema coordenado wy =0 y wy = 0 son curvas invariantes de Z .

Demostracién: Sea z = (21,22) = (w1 + & (w), wa + &(w)) = {(w) el
cambio de coordenadas formal (1.31)) que transforma (1.30) en (1.32). Como
z; = w; + &;(w), derivando tenemos:

= wh+ g (w)wh + 2L (wywh,  j=1,2.

Reemplazando (1.30) y (1.32) en la ecuacién anterior obtenemos
2 o,
Aizj + ¢i(21, 22) = Ajwj + wiwy j(w) + Z —L (Npwy, + wiwy (w)).

1 8wk

Haciendo z; = w; + &(w) y (21, 22) = {(w) tenemos
05,
)\jwj+)\j£j(w)+¢j(§(w)) = )\jwj+w1w2 ] Z a— )\kwk—l—wlwg k(w))
p=11

Cancelando y reordenando tenemos

)\fj Z)\kwk — W1 W2 J Zwl'LUQ k 86]( )_¢J<§(w))

Como w7+ a Z ar€ow®, tenemos
lQ[>2

i€ (w Z)\kwka ™, —wwy j(w) =

2
Do NGu? =) M| D aieu | —wiws Y jou® =

Q1>2 =1 \|Q>2 Q=2
Do =M = ) ou® —wiwy Y u.
Q=2 Q1>2

Hacemos 6,9 = Aj — A\iq1 — A\2ge y reemplazamos en (1.33)

a
> Giagieu? —wiwy Y jou® Zw1w2 k 5] ( ) — ¢ (&(w)).
|Q|>2 |Q|>2
(1.34)
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Consideremos el conjunto (wq - wy) = {w; - wy g(wy,wy)/ g es una funcion
holomor fa definida en una vecindad de 0 € C?}. Para hallar los coeficientes
§i,0Y jo vamos a seguir la siguiente regla:

1. Si w? € (wy - wy), hacemos & =0
2. Siw® ¢ (w; - wy), hacemos ;o =0.

Tenemos que, si w? ¢ (w; - wy) entonces §,¢o # 0, para j = 1,2, |Q| > 2.
En efecto, supongamos por el absurdo que, d; 0 = A\; — A1q1 — A2g2 = 0. Si
w? ¢ (wy - wy) entonces ¢ =0 V g2 = 0. Si ¢ = 0 entonces \; = \ago, lo
cual es un absurdo pues, i—; € R™ y g2 > 2. Algo anédlogo ocurre si suponemos
que, gz = 0.

Para simplificar los calculos y hallar los coeficientes ;o v ;o de las series
que satisfacen las condiciones del teorema, aplicaremos la regla dada arriba
y procederemos por induccion.

Supongamos que |@Q| = 2. Aplicando la regla, de (1.34) tenemos

Y GeGeu® —wwy Y joul=

wl¢ (w1-w2) w € (w1 -w2)

—1
wwy Y 1w | Y ageu! e | +

w9 €(wr-ws) w?@¢ (wy-w2)

W1 W3 Z 2,QUJQ Z Q2§j7Qw(1hng_1 — ¢;(&(w)).  (1.35)
w e (w1 w2) wQ ¢ (w1 -w2)
Para hallar £y ;.o igualamos los coeficientes de w?, en la ecuacién (1.35).
¢ ¢
e (w) y wiws 5(w)- Fik (w)
del segundo miembro de la ecuacién (1.35) se tiene que w® € (w; - wo)
entonces los coeficientes de w? y w3 dependeran de la expresion ¢;(&(w)),

donde ¢;(&(w)) = ¢;(wn + Eu(w), wy + Ex(w)) = Y ajqwi + &y (w))™ (wz +

Q=2
&o(w))®.
Igualando los coeficientes de w? y w3 en la ecuacién (1.35), tenemos que

Como en los dos primeros sumandos wiwy 1(w)

—aj,(2,0)

072,085,200 = —j,2,0) = & (2.0) = 5 , J=12.
7,(2,0)
_a]7(072) N
07,00,2)85,(0,2) = —j,(0,2) = & (02) = 5 o J=12
7,0.2)
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Del mismo modo, hallamos ;1,1 comparando los coeficientes de w3 - w3 en
la ecuacién (1.35), obteniendo

A1) = 2a5,2,0)61,2,0)81,0,2) T @5,1,181,2,082,02) T @5,1,1)61,0,2)82,(2,0)

2a;,0,2)§2,(2,0)52,(0,2)-

Como podemos observar, para j = 1,2, ;1) depende de & (20), &2,2,0)
§1,0,2) ¥ §2,00,2), constantes ya conocidas por el paso anterior.

Asi para |@| = 2 han sido calculados los coeficientes {;o v ;o para j =1,2.
Ahora supongamos que 2 < |@| < 3. Nuevamente aplicando la regla dada
arriba, de (1.34)) tenemos

Y GeGeu® —wwy Y joul=

wl ¢ (w1-w2) wQ e (w1 -w2)

-1
W1 W2 Z 1Qu? Z néewi' wy' | +

w@ e (w1 -w2) wR¢ (w1 -ws)

wiwe Y aqu? | Y0 wgeulwd T | - ¢i(Ew)).  (1.36)
wRe(wy-wa) w@¢ (w1 w2)

Los coeficientes w} y w3 son calculados a partir de la expresion ¢;(&(w)),

ya que los sumandos wyws 1(w) - %(w) y wiwy o(w) - g—f;(w) del segundo

miembro de (1.36) contienen sélo términos con potencia w® € (w; - wy).

Igualando los coeficientes de w? ¢ (w; - wy) con |Q| = 3, en la ecuacién

(1.36)), tenemos
53‘,(3,0)5;',(3,0) = —2%,(2,0)51,(2,0) 4 aj,(1,1)§2,(2,0) — @ (3,0) =

—2a,,2,0)81,(2,0) — @5,(1,1)§2,(2,0) — @j,(3,0)

£J7(3’0) = 5 5 == 1,2
7,(3,0)
95,03)€5,0,3) = —@3,(1,1)81,00,2) — 205,(0,2)€2,(0,2) — @j,(0,3) =
—a;,1,1)61,00,2) — 204,0,2)§2,(0,2) — @5,0,3) .
€0 = —2108102 5028202 %08 g o

07,(0.3)
Como podemos observar ; 3,0y y &j 0,3y dependen de los coeficientes del tipo
;0 con |Q| < 3, coeficientes ya calculados en el paso anterior. Asi hemos
hallado los coeficientes ;o para |Q| =3, j =1, 2.

Del mismo modo que en la primera parte de la induccion, calculamos también
los coeficientes ;g para |Q] = 3, coeficientes que este caso dependen de ;¢
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con |Q] < 3yde g con |Q| < 3, coeficientes ya conocidos por los pasos
anteriores, luego, ;¢ es conocido. Asi para || = 3 han sido calculados los
coeficientes ;o vy o para j = 1,2.

Continuando asf por induccién, tomemos Qg = (¢?, ¢5) tal que |Qo| =7 > 3
y supongamos que conocemos los coeficientes ;o y o para todo () satis-
faciendo 2 < |@Q| < r (Hipdtesis Inductiva).

De la misma manera que en las dos primeras partes de la induccién al aplicar
la regla y suponer que 2 < |Q| < r, de (1.34) tenemos

Z 5j,ij,QwQ — W W Z j,QwQ _

w@é(wy-ws) w@E (w1 -w3)

—1
wwy > aqu? [ DD ageuwd el | +

w?e(wr-ws) wQ¢ (w1 -w2)

wiws Z 2,QwQ Z Qij,nglng_l — ¢;(&(w)).  (1.37)

wQ e (w1 w2) w?¢ (w1 -ws)

En el primer miembro de esta iltima ecuacién, las potencias de ambas suma-
torias son diferentes. En la primera sumatoria Z 0;06j.0w" tenemos
w@ g (w1 -ws)
las potencias w] y w) (que no aparecen en la segunda sumatoria). Los
coeficientes 0;0&; o de estas potencias se igualan con los coeficientes del
segundo miembro que involucran estas mismas potencias. Puesto que las
expresiones wyws 1(w) - g—fﬂ(w) y wiwy o(w) - g—i;(w) en el segundo miem-
bro de (1.37) no involucran las potencias w] y w} se tiene que los coefi-
cientes de w] y wj sélo dependeran de la expresion ¢;(&(w)), con ¢;(&(w)) =

3" ajqwr + & (W)™ (wy + Ea(w))™. Asi,

2<|Q|<r

& (r0) = . (suma de los coeficientes de wi que aparecen en ¢; (f(w)))
4i(r,

Eior) = 5o (suma de los coeficientes de wy que aparecen en ¢; (£(w))>
]? ?T

Observe que los coeficientes de w] y wh que aparecen en ¢,(£(w)) son del tipo
€0 con |Q| < |Qol, coeficientes ya determinados segtn la hipétesis inductiva.
Asi de este modo se han hallado los coeficientes &, g para |Q| =7y j=1,2.
Los coeficientes ;o de w? € (w; - wy) con |@Q| = r que aparecen en el
primer miembro de esta ultima ecuacién se igualan con los coeficientes del
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segundo miembro que involucran estas mismas potencias. Estos coeficientes
provenientes del segundo miembro son del tipo §;¢ con |Q] < ry ;g con
|Q| < r, coeficientes ya conocidos por el paso anterior y por la hipdtesis
inductiva, luego, ;¢ es conocido para j = 1,2y |Q| = r. Asi de este modo
hemos obtenido las series formales ; y ; para j = 1, 2

Ahora para probar la convergencia de la serie §;(w Z &, Qw para

|QI>2
j = 1,2, uno determina una serie mayorante convergente. Adoptaremos las

siguientes notaciones:

1. C[[z,w]] el conjunto de todas las series formales en las variables z, w
con coeficientes en C. Esto es,

Cllz,w]] = Z agz®w®?/ag € C
|QI=0

2. Si A(z,w) = Z agzmw? € C|[[z,w]] denotamos por:
|QI=0

w) =Y laglz®w® y  A(z)=A(z,2) = Y |agl?.

|QI=0 Q=0

3. Si B(z,w) = Z boz"w®? € C]l[z,w]], la notacién A < B significa
Q=0
que, para todo multiindice @, |ag| < |bg|. A partir de esta definicién
tenemos que se cumplen las siguientes propiedades:

~ ~

a) <A+ B.
b) aA \a|f1 Va € C.
0 SiA<Byl<D-sAiC<B=<D
d) AB < AB.
e) A,B,C € Cllz,w]]. Entonces A o (B,C) = Z agB"C*” €
1QI=0
Cllz,wl],

Ao(B,C) < A(B,0).

Proposicién 1.3. Eziste § = inf{|0;¢|/w® & (wy - ws), |Q| > 2, j =
1,2} > 0.
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Demostracién: Si w® ¢ (w; - wy) entonces ¢; = 0 V ¢ = 0. Supongamos
que g; = 0 entonces gy > 2.
Fijemos 5 =1

|51,Q| = |)\1 - Mg — )\2(12| = |)\1(1 - (h) - >\2Q2| =

e[ R0- ) - a

A1

|/\2| = |)\2| I — Q2| . (1.38)
2

[fu—m—@]

Si (A1, Ag) € D entonces :\\—; cR™ a81 T < g Luego, en (1.38) tenemos que

A1
|ﬁm—wﬂ@—g]

Pero, ¢, — i—; > 1, pues sino fuera asi, si qu — :\\—; < 1 entonces se tendra que
e —1< :\\—;, lo cual es un absurdo puesto que go — 1> 1y :\\—; € R™. Luego,
101.0] > |A2| > 0. Tomemos 6 = |Ao| > 0.

Si g2 = 0 entonces ¢; > 2, luego en (1.38) tenemos

A

1.0l = Pl |

(1= )| = Mllt = al = Mg = 1],

Pero ¢; — 1 > 1 entonces, |01 | > |\1| > 0. Tomemos 6 = [A\;| > 0.
Hemos visto que el célculo de € g cuando w® ¢ (w;-wy) estd determinado
o sélo depende de ¢;(&(wq,ws)), esto es,

> biebiouitwd = —¢;(E(w,w)), j=1,2 w?¢ (wy-wy),
QI>2

donde, ¢g(§(w17w2)) ¢j(wy + &1 (wr, wa), wa + E2(wr, wa)).
Sea Pj(wy,ws) Z diokiowiwd, j = 1,2 entonces 13j(w1,w2) =
1QI>2

Z 10;0l|&.0lwiwd?. Por la Proposicién (1.3), 6 < |d;q| entonces,
Q=2
0 Z &j.0lwi wy® = Z 105,018 0wl wi* = Pj(wlaw2)-

|QI=2 Q=2
Pero P (wi,wn) = —¢;(€(wn, ws)) = |~ 1¢;(E(wn, w2)) = 6;(E(wr, w2)). Apli-
cando la propiedad e), sabiendo que ¢;(&(wy, w2)) = ¢j(wy + & (wr, we), we +
& (wq,wy)) tenemos que

o —

3 (€(wn, ws)) < G (wn + & (wr, ws), ws + & (wy, ws)).
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Luego,
0 Z &i.0lwi wy® = ‘gj(wl +§A1(w1,w2),w2 +£Ag(w1,w2))

|Q>2

asi, R R R R
0&; (w1, wa) = @j(wr + &1 (wr, wa), we + Ea(wr, w2))

entonces,

gj(wla wy) = 5715]’(101 + é\l(wla ws), wa + @(wl,wz))-
Luego

+
oo

entonces, gj(w) 3 57142/5\]'(10 + f:(w)
propiedad c) tenemos

(w)), para j = 1,2. Asi por la

Z?j(w) = 5_1292@(w+§1(w) + &(w)). (1.39)

Sea

)19 = Zfz

=1 1Ql>2 n>2

donde f, =d67! Z (laig| + lazgl), n > 2.
|Ql=n
Por hipdtesis sabemos que la serie ¢;(21, 22) Z ajo+ 23, para j = 1,2
|Q[>2
es convergente en una vecindad V de (0,0) € C2. Si (21, 22) € V entonces por
el criterio de Abel la serie ¢;(z1,22) = Z anzQ, para j = 1,2, converge

lQI=2
absoluta y uniformemente en compactos del polidisco A((0,0), (]z1], |22])),

esto es, la serie Z lajolz9 = q/ﬁ;(zl,zz) converge para j = 1,2 en una
1QI=>2 R

vecindad de (0,0) € C?. Luego, qgj(z) = ggj(z, z) converge en el disco abierto

D(0,r) donde 0 < r < |z], esto implica que F' es una funcién analitica en
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D(0,r).
Definamos
[ (Cc%0) — C
(w,v) — v—F(v+w)
(C?%,0) vecindad de 0 € C.
Puesto que F' es analitica entonces f es analitica. Ademas se cumple:

a) f(0,0)=0— F(0+0)=F(0)=0.

b) & (w,v) =1~ F'(v+w) - L entonces, 55(0,0) =1~ F'(0) = 1 #0.

Luego, por el Teorema de la Funcién Implicita existen ri,r > 0y
v : D(0,71) — D(0,72) holomorfa, tal que, ©(0) = 0y f(w,p(w)) = 0,
para todo w € D(0,71). Pero f(w,p(w)) = p(w) — F(w + ¢(w)) = 0 en-
tonces, p(w) = F(w + p(w)).

Por otro lado, sea

2
:Zg\ =) (ol + [L2ohw =D spum,

|Q|>2 n>2

donde s, = Z (11,0l + 12,0]), n = 2.
|Ql=n
Podemos reescribir (1.39) como

S(w) = 6*2?% + S(w) = F(w+ S(w)). (1.40)
Como
p(w) = F(w+ p(w)) = ¢'(w) = F'(w+ p(w)) - (1 +¢'(w))
= ¢'(0) = F'(0+ ¢(0) - (1 +£(0))
= F(0) - (1+¢'(0))
—0, pues, F'(0) = 0.
Luego, p(w) = chw”. Pero también p(w) = F(w + ¢(w an
e(w))". Esto es,n22 =
ez’ +egwt 4o = fo(wtpw)) + fo(w+ o))’ + fa(w+pw)) 4

= fo(w? + 2wp(w) + ©*(w)) + fs(w® + 3w?p(w)+

30

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




‘\W.NE%

-:: T (‘?- PONTIFICIA
TESIS PUCP g; URI_:_\&ELI}‘S:IEAD
DEL PERU

3we? (w) + ¢ (w)) + - --

[gualando los coeficientes tenemos

ca = f2>0 == > f
c3 = 20fa+f32>0 == 32> f3
g = 203fatcfat3cafs+f1>0 = > [y

Asi, ¢, > f, >0, VYn>2.
Anélogamente de (1.40) tenemos

anw < Flw+ S(w anw+5'

n>2 n>2

Esto es,
sow? 4+ s3w® + 5wt - = folw+S(w))2+ fs(w+S(w))P+ fa(w+S(w))* +

= fo(w? + 2wS(w) + S*(w)) + fa(w?® + 3w?S(w)+
3wS?(w) + S3(w)) +

Comparando los coeficientes tenemos

so < fa<e = 5 <
s3 < 2sfa+ f3 <3 — 53 < c3
si < 283fa+83fa+3safs+fi<a = su<cq

Asi, 0 < s, < ¢,, Vn > 2. Entonces, S(w) =< ¢(w). Luego por el criterio
de Weierstras la serie S(w) converge en D(0,7,). Pero, S(w) = & (w) +

&(w) = gj(w), nuevamente por el criterio de Weierstras gj(w) converge
en D(0,r;), luego la serie &;(wy,wq) para j = 1,2 converge en el polidis-

co A((0,0), (r1,7r1)).

1.4. 1-Formas Holomorfas

Sea U una vecindad de un punto p € C". Una 1-forma holomorfa definida
en U es una funcién

w i U — (LU= (€
g —  w(q)
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donde (C")* = {f : C* — C/ f es lineal}. Esto es w(q) es un funcional
lineal.
Dada una 1-forma holomorfa w en U, tenemos que

n

w:Zaidzi

i=1
donde a; : U — C son funciones holomorfas en U.

Definicién 1.4.1. Sean w y n dos 1-formas holomorfas en U tales que,

n

w:Zaidzi Y n:zn:bjdzj
j=1

i=1

Definimos el producto exterior de w por n como

w/\nzZai-bjdzi/\dzj.
i3
Propiedades 1.1. Sean w, n y 6 1-formas holomorfas en U, se tiene:
1) wAn=—-nAw.
2) wAn=0 siw=n.
4) WA ANO=wA(nAD).
5) wA(n+0)=wAn+wAb.

Definicién 1.4.2. Sea w una 1-forma diferencial holomorfa no identica-
mente nula en U. Una funcion holomorfa ¢ : D(0,€) — U definida sobre
un disco D(0,¢) de radio € > 0 y centro 0 en C es solucion de la ecuacion
w =0 si para cualquier t € D(0,¢€) se tiene

w(e(t)) - ¢'(t) = 0. (1.41)

Sea w una 1-forma holomorfa no identicamente nula en U. Sea S = {q €
U/ w(q) = 0}, el conjunto singular de w. A cada punto ¢ € U tal que w(q) # 0
le hacemos corresponder el funcional lineal w, : C* — C. El conjunto

Ker(w,) ={v e C"/w,u =0})

es un subespacio vectorial de C" de dimension n—1. En este caso, w induce un
campo de hiperplanos L en el abierto V' = U—.S, definidos por L, = Ker(w,).
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Observaciéon 1.4. Sin = 2, un campo vectorial holomorfo no singular Z
puede ser substituido por un “campo de lineas”definido por una 1-forma holo-
morfa. Sea

B, B,
Z =T+ T (1.42)

un campo vectorial holomorfo no singular en U C C2. Esto es, para cada
1=1,2, Z; : U — C es una funcion holomorfa en U. La 1- forma holomorfa
en U sin singularidades asociada al campo Z es:

W = ZQ(Zl, Zg)le — Zl(Zl, ZQ)dZQ =0 (143)

La relacion que existe entre el campo (1.42) y la 1-forma diferencial (1.45)
es

w<ZI,ZQ) =0 (144)

Observacion 1.5. De (1.44) podemos decir que toda solucion del campo
(1.42) es solucion de la 1-forma (1.43) asociada al campo. Lo reciproco es
falso. Por ejemplo,consideremos la 1-forma

w = 2xdx + 2ydy
definida en U = R? — {0}. El campo asociado a w es dado por:

Sea C : 2° + y*> = ¢ una solucion de w = 0. Una parametrizacion para C,
©(t) = (ccost, csint) satisface (1.41). Sin embargo, X (¢(t)) = X(ccost,csint) =
(—2csint,2ccost) = 2¢/(t) # ¢'(t). Por lo tanto, p(t) no es solucion del
campo X.

1.5. Integral Primera

Definicién 1.5.1. Sea U una vecindad abierta de 0 € C* y w = a(z,w)dz +
b(z,w)dw una 1-forma diferencial holomorfa en U. Denotemos por O(U) el
conjunto de las funciones holomorfas en U, esto es,

OWU)={f:U— C/f es holomorfa}

Sea f € O(U) no constante. Decimos que f es una integral primera de w en
U si se cumple que

wAdf =0.
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Ejemplo 1.5. Sea w = pwdz + qz dw una 1-forma holomorfa en C?, donde
p, ¢ € N ym.cd(p,q) = 1. Observamos que, f = zPw? es una integral
primera holomorfa para w, pues

wAdf = (pwdz+gqzdw) A (%L dz+ 5L dw)
= (pwdz + qzdw) A (p2P~'w? dz + qzPw'™" dw)
= (pg 2w — gp 2Pw?)dz A dw
= 0.

Entonces w A df =0, luego f representa una integral primera para w.

1.6. Germen

En esta monografia estamos interezados en el estudio local de la existencia
de integrales primeras de 1-formas diferenciales holomorfas con singularidad
aislada en 0 € C?, no nos vamos a preocupar en cuales vecindades de 0 valen
los resultados, para nosotros bastard que estos valgan para alguna vecindad
(abierta) de 0. Por ello, introducimos el concepto de germen de funciones y
germen de 1-formas diferenciales.

Definicién 1.6.1. (Gérmenes de Funciones Holomorfas) Sea p € C* y con-
sideremos la familia F, = {f : V,, — C holomor fa, definida en alguna
vecindad abierta V, de p}. Definimos en F,, la siguiente relacion de equiva-
lencia (~): dados f : V,, — C y g : W, — C dos elementos de F,, decimos
que f ~ g siy solamente si, existe una vecindad abierta U C V,NW,, de p tal
que, flv = glu. La clase de equivalencia de f por esta relacion de equivalencia,
que serd denotada por [f], es llamado germen de f en p.

Definicién 1.6.2. (Gérmenes de 1-Formas Diferenciales Holomorfas) Sean

w:Zaidzi, a; € O(U)
i=1

@ =Y bidy b eOV)
=1

1-formas holomorfas definidas en las vecindades U y V' respectivamente, de
un punto p € C" . Decimos que w es equivalente a w (w ~ w) si y solamente
si, existe una vecindad abierta W C UNV de p tal que, w|yw = w|w. Esto es,
ailw = bilw. La clase de equivalencia de w por esta relacion de equivalencia,
es llamado germen de w en p.
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Capitulo 2

Foliaciones

Uno de los temas tratados en ésta monografia es el de Foliaciones, motivo

por el cual no podemos dejar de dar algunas nociones basicas referentes a
este tema, que seran de mucha utilidad mas adelante.
Una Foliacion se puede ver como una descomposicién de una variedad M, en
subvariedades inmersas conexas, disjuntas, de una misma dimensién llamadas
hojas de la foliacién, las cuales se comportan localmente como subconjuntos
de R™ = R*¥ x R™~* con segunda coordenada constante.

Definiciéon 2.0.3. Sea M™ una variedad diferenciable de dimension m > 2
y clase C*. Una Foliacion regular sobre M de dimension k (0 <k <m)y
clase C" es un atlas F = {(U;, i) bier de clase C™ en M satisfaciendo las
siguientes propiedades:
iel
i) @i(U;) = DF x D™k donde D¥ y D™ * son discos abiertos de R y de
R™ % respectivamente.

iwi) Si Uy = U; NU; # O entonces la aplicacion cambio de coordenada
w00t pi(Usy) — ¢;(Usy) es un difeomorfismo de clase C" y tiene
la forma

(05 005 (@, y) = (fis (€, 9), 95 ()

Si M admite un atlas F satisfaciendo i), i7) y 4i7) de la definicién arriba,
decimos que el par (M, F) es una variedad foliada, y los subconjuntos de la
forma ;' (D* x {y}) = P; para algin y € D™ * son llamados placas de la
foliaciéon F en U; (Ver Figura(2.1)). También diremos que F es de codimen-
sion m — k.
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Figura 2.1: Variedad Foliada M.

Definamos en M la siguiente relacién de equivalencia R: dados p,q € M, pR g
si y solo si, existen Pp, P, ---, P, (placas) tales que p € P, ¢ € P, y
P,NP., #0paratodoi=1,2,--- ,n—1.

Las clases de equivalencia de la relaciéon R en M son llamadas hojas de la
foliacion.

Observacién 2.1. .

1) Las hojas son subvariedades diferenciables de dimension k inmersas en
la variedad M.

2) Por cada punto de M pasa una tinica hoja.

3) Las hojas son subvariedades conexas.

Damos a continuacién una definicién alternativa de foliacién (equivalente
a la Definicién 2.0.3) dada por submersiones, definicién que resultard muy
util en algunos casos para nuestros propositos.

Definicién 2.0.4. (Definicion Alternativa de Foliacion). Una foliacion F
de dimension k y clase C", r > 1 de M esta definida por una coleccion de
pares (Us, f;), i € I, donde los U; son abiertos en M y las f; : Ug — R™F
son submersiones satisfaciendo:

i) M =JU.

i€l

i) SiU;NU; # 0 entonces f; = gij o f; donde
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Gij : f](UZ N U]) C R™k fz(Uz N UJ) C R™—Fk

es un difeomorfismo local de clase C".

Las f; son llamadas aplicaciones distinguidas de F, y las placas de F en U;
son en este caso, las componentes conexas de los conjuntos f{l(c), c e R™F,
A continuacién presentamos una serie de ejemplos de foliaciones que nos
serviran mas adelante para justificar algunas afirmaciones hechas a lo largo
del desarrollo del trabajo.

Ejemplo 2.1. (Foliacion generada por un campo de vectores). Sea U C R?
abierto, X : U — R? un campo vectorial no singular (regular) de clase C".
A este campo le podemos asociar una ecuacion diferencial

dx

— =X 2.1

= X(a), (21)
cont e R.

Las curvas integrales de X o de la ecuacion (2.1), definen una foliacion
reqular local de dimension 1 en U. La estructura de foliacion se debe al
Teorema del Flujo Tubular.

{0} x (~.7)
7

0
0

r /yI
A
14
\
14
0' } /<—\
)
\
4
—r =+
{ | rY Y
t ———
—€ 0 =z €

Figura 2.2: Foliacién Generada por un Campo de Vectores.

En efecto, sea p € U, puesto que X es un campo sin singularidades, p es un
punto reqular de X. Sea o : V C R — ¥ una seccion transversal local de X
de clase C" con o(0) = p. Entonces por el Teorema del Flujo Tubular existe
una vecindad V,, C U de p y un difeomorfismo h : V,, — (—e€,€) X (—r,7) de
clase C", con e,r > 0, tales que:
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i) M(ENV,) = {0} x (=r,7).

i) h es una C"-conjugacion entre X|y, y el campo constante Y = (1,0) €
RQ
Y @ (—¢€) x(—r,r) — R?
(a:,y) — Y(l‘,y) = (170)

Por la condicion (ii) y la ecuacion diferencial (2.1), vemos que las trayec-
torias de X en V), se comportan de manera similar que "lineas”horizontales
en R? (trayectorias definidas por el campo constante Y = (1,0)). (Ver Figu-
ra 2.2). De este modo, las trayectorias de X en V), se pueden expresar de la
forma h™'((—€,€) x {y}) cony € (—r,r) C R, obteniendo asi una foliacién
local de dimension 1, cuyas hojas son las trayectorias de X. A esta foliacion
la denotamos por Fx y se lee foliacion generada por el campo X.

Observe que la trayectoria (u dorbita) generada por X es la misma que la
generada por gX donde g € O(U) con ¢g(0) # 0.

Ejemplo 2.2. (Foliacion generada por una 1-forma diferencial).

Sea w = a(x,y)dz + b(x,y)dy, una 1-forma diferencial de clase C", r > 1
sobre un abierto U C R?, w(p) # 0 para todo p € U. El campo vectorial no
singular asociado a la ecuacion diferencial w = 0 estd dado por:

0 0

- (2.2)

Las soluciones de X son soluciones de la ecuacion w = 0. En efecto, sea
p: I CR—U, o(t) = (x(t),y(t)) una solucion de (2.2), entonces

{x’(t) = =b(x(t),y(t))
y(t) = a(z(t),y(t))

w(e(t))-¢'(t) = a(z(t),y(t))z'(t) +b(x(t),y(t))y' (t). Reemplazando las ecua-
ciones de (2.3) en esta dltima ecuacion, se tiene que, w(p(t)) - ¢'(t) = 0.
Asi, o'(t) = X(p(t)) € Ker(w(p(t))) C TpmR?, con (t) € U. Las curvas
integrales de X determinan sobre U C R? una foliacion reqular local de di-
mension 1(Ver Ejemplo 2.1), y puesto que ellas son también subvariedades

integrales de w = 0, se tiene que la foliacion F, generada por w coincide con
Fx enU.

(2.3)

Ejemplo 2.3. (Foliacion generada por una submersion). Sea U C R™ abier-
to, f: U CR™ =R™ ! xR — R una submersion de clase C", r > 1. Las
componentes conexas de f~'(c), ¢ € R definen una foliacién regular de codi-
mension 1 en U. La estructura de foliacion se debe al Teorema de la Forma
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Figura 2.3: Foliacion Generada por la 1-Forma w.

Local de las Submersiones. En efecto, sea p = (x,y) € U y z = f(p) € R
entonces por el Teorema Local de las Submersiones existen vecindades abier-
tas W C U dep, I C R de 2, VC R™! de x y un difeomorfismo ¢ :
V xI — W de clase C", tal que, (fop)(u,v) = v para todo (u,v) € V x 1.

- UcCR"
>~
(p// o \\f
ICR ICR
: G 24 2= f(p)
|—I-—|VC]Rm*1

Figura 2.4: Foliaciéon Generada por la Submersion f.

Por ser f una submersidn entonces f~1(z) es una subvariedad de codimen-
sion 1, en U. Esta subvariedad (no mecesariamente coneza) esta localmente
dispuesta del mismo modo que la fibra horizontal 7y (2) =V x {2}, z € I
(Ver Figura 2.4), entonces f~1(2)NW = o(V x {z}), siendo las componentes
conezxas de f~H(z)NW las placas de esta foliacién inducida por f. Obtenemos
ast una foliacion reqular de codimension 1 cuyas hojas son las componentes
conezas de la subvariedad f~'(z)NW. A esta foliacion la denotamos por Fy
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y se lee foliacion generada por la submersion f.

Ejemplo 2.4. (Foliaciones Holomorfas). Una variedad (real) M*™ es una
variedad compleja (m — dimensional), si M como variedad real admite un
atlas diferenciable {p; : U; C M*™ —s R*"},c; tal que los correspondientes
cambios de coordenadas

©; 0 902_1 : (,DZ(UZ N UJ) CR™~C" — QOJ(UZ N UJ) C R ~C™

son aplicaciones holomorfas. Tal atlas es llamado holomorfo.

Gracias a este homeomorfismo natural (R*™ ~ C™) todos los conceptos
basicos de variedades diferenciales, tales como: espacio tangente, fibrado tan-
gente, curvas, etc son trasladados de manera natural a variedades complejas.
Este es el caso del concepto de Foliacion.

Definicién 2.0.5. Una Foliacién Holomorfa F de dimension (compleja) k
en una variedad compleja M es dada por un atlas holomorfo {(U;, ¢;) }ier que
goza de las siguientes propiedades:
i) M=JU.
il
i) ©i(U;) = P; x Q;, donde P; y Q; son polidiscos abiertos de C* y de
C™* respectivamente.

iwi) Si Uy = U; NU; # O entonces la aplicacion cambio de coordenada
w; ot pi(Uy) € C™ — ;(Uy;) € C™ es un biholomorfismo y
tiene la forma

(05 0 @7 ) (2, w) = (Ayi(z, w), Bij(w)).

Cada carta (U, p;) es llamada carta distinguida de la foliacion F y los
conjuntos de la forma o; " (P; x {q}) son llamados placas de la foliacion F
en U;.

Ejemplos de tales foliaciones son dados como en el caso real por campos vec-
toriales holomorfos, 1-formas diferenciales holomorfas, submersiones holo-
morfas, etc.

Ejemplo 2.5. (Foliaciones generadas por campos vectoriales holomorfos sin-
gulares). Andlogamente al Ejemplo 2.1, las ecuaciones diferenciales complejas
de la forma

dz
T = Z(z) (2.4)

con T € C, definen campos de vectores holomorfos, Z : U C C?> — C? que
poseen como solucion curvas integrales complejas.
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Sea S ={z € U/ Z(z) = 0} el conjunto singular de Z. Entonces Z genera
una foliacion regular holomorfa denotada por Fz de dimension (compleja) 1
en el abierto W = U — S. Las hojas de Fy son las curvas integrales (comple-
jas) de Z en W. En este caso las hojas son superficies de Riemann inmersas
en C2.

La estructura de foliacion se debe como en el caso real al T'eorema del Flujo
Tubular para Campos Holomor fos.

Ejemplo 2.6. (Pull-back o imagen inversa de una foliacion). Sean M y N
variedades complejas, f : M — N wuna aplicacion holomorfa y F una fo-
liacion en N de codimension k. Vamos a ver como a través de f traemos la
foliacion F de N a M. Para ello necesitamos de la siguiente definicion de
transversalidad.

Definicién 2.0.6. Decimos que f es transversal a F, cuando f es transversal
a todas las hojas de F, osea si se cumple la condicion de transversalidad para
todo p € M:

T,N =T,F + Df,(T,M) (2.5)

siendo q = f(p).

Se entiende aqui que T, F = T,L, donde L = hoja de la foliacion F pasan-
do por q.
St f: M — N es una aplicacion transversal a una foliacion F en N en-
tonces las componentes conezas de las imdgenes inversas por f, f~1(L), con
L € F, determinan una foliacion en M, denotada por f*(F), de la misma
codimension de F. La foliacion f*(F) es llamada el pull-back o imagen in-
versa de F por f.
La estructura de foliacion en M se debe a la siguiente definicion, andloga a
la Definicion 2.0.4 dada para el caso de variedades diferenciables.

Definicién 2.0.7. Sea M™ una variedad holomorfa, F una foliacion de di-
mension k en M, definida por una cobertura abierta M = | U; y por colec-
i€l
ciones {Yi}ier Yy {95 Yu.nu,20 satisfaciendo:
i) Para todoi € I, vy;:U; — C™ % es una submersion.

i) SiU;NU; # 0 entonces y; = g;; 0 y; donde

es un biholomorfismo.
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En este caso las placas de F en U; son los conjuntos de la forma yi_l(q),
q € C™ %, La foliacién f*(F) en M es construida utilizando esta defini-
cion. En efecto, consideremos una cobertura abierta {V;} de N, y colecciones
{@i}ier y{9ij}vinv,20 satisfaciendo i) y ii) de la definicion arriba. Dado i € I,
sea U= f~YV;) C M yy; = x;0f: Uy — C™ k. Obtenemos de esta forma
una cobertura abierta U; de M, y una coleccion de aplicaciones holomorfas
{vi}-
Si ViNV; # 0 entonces x; = g;j o x; (por (i4)). Luego, U; NU; = f~H(Vi) N
AV =f1VinVy) # 0 yys = aio f = (gjoxs)of = gjo(xjof) =
Gij 0 yj. Ast, para verificar que f*(F) es una foliacion solo falta probar que
yi : Uy — C™% es una submersion, para todo i € I.
Sea U; C M y f(p) = q. Entonces por ser [ transversal a F en N se tiene
que se cumple la condicion de transversalidad (2.5). Ademds, puesto que,
z;: Vi C N — C™% es submersidn se tiene que (Dz;),(T,N) = C™*.
Aplicando (Dz;), : T,N — C™ % a ambos miembros de (2.5) tenemos

C™F = (D2)o(TyN) = (D) (T, F) + (D)o (D f,(T,M)). (2:6)

Por la Regla de la Cadena (Dx;)y(D f,(T,M)) = D(x; o f),(T,M). Reem-
plazando en (2.6) obtenemos

C™ % = (Dx;)(T,F) + D(x; 0 f),(T,M). (2.7)

Por otro lado, por ser x; una submersion, x;*(c) = L es una hoja de F en
Vi, ¢ € C™ . Ademds, dado que, x; es constante para todo q en L, se tiene
que, (Dx;)y =0 en T,L = T, F. Ast, (Dz;),(T,F) = {0}. Reemplazando esto
altimo en (2.7) tenemos que

D(zio f)(TyM) = g (2.8)
Osea, x; o f =y; es una submersion.

Ejemplo 2.7. (Una foliacion sobre la Banda de Mébius). La Banda de
Moébius M, es una superficie reqular en R3, construida del siguiente modo
(Ver Figura 2.5): Consideremos el circulo S = {(z,y,z) € R®/2* + y* =
4, z =0} en el plano XY, y el segmento de recta AB = {(x,y,2) € R®/x =
0,y =2,—1<2z<1} en el plano Y Z; deslizemos el punto medio ¢ = (0,2,0)
de AB a lo largo de S* a través de un dngulo v, 0 < u < 27. Mientras c se
desliza sobre S* a través de un dngulo u, rotamos el segmento AB un dngulo
5. Cuando c completa una vuelta alrededor de S, AB retorna a su posicion

wnicial pero con sus extremos invertidos.

A partir de esta construccion, podemos ver que un sistema de coordenadas
2, : U CR? — M, para la Banda de Mdébius viene dado por:
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Figura 2.5: Construccién de la Banda de Mobius.

x1(u,v) = ((2 — vsin §)sinu, (2 — vsin §) cosu,vcos §),

donde 0 <u <2my—-1<wv<l.

En este sistema de coordenadas, u es medido en sentido horario desde el eje
Y positivo, cubriendo con este sistema casi todo M, excepto el segmento de
recta AB|,—o = {(0,2,v) € R3/ — 1 < v < 1}. Entonces tomando el origen
del dngulo w en el eje X positivo, obtenemos otro sistema de coordenadas
29 : U C R? — M,, para la Banda de Mébius,

) sin, v cos(§ + %)),

vl

22(T,7) = (2 — Usin(§ + %)) cosu, —(2 — Usin(§ +

donde 0 <u < 21 y —1 < v < 1. Con este sistema de coordenadas cubrimos
casi todo M, excepto el segmento de recta Eh:g = {(2 - */751),0,‘/75) €
R3/ —1 < v < 1} contenido en el plano XZ. Asi, con el par {(xy, M, —
AB|u—0), (x2, M, — E]u:g)} cubrimos toda la Banda de Mdobius M,, ha-
ciendo de este conjunto una superficie reqular.

Denotemos por Uy = M, — AB|u—o y Uy = M, — Eh:g los abiertos co-
ordenados que cubren la Banda de Mdbius M,. Observamos que Uy N Uy =
Wy U Wy # () donde

W1:{$1(u,v)/g<u<27r, —1<v<1},

W2={$1(U,U)/O<U<g7 —1<v<1}.

43

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

TENE;
: %(% PONTIFICIA
& | UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

El cambio de coordenada estd dado por:

7=y — T
u=u-—3
en Wi
V=
()
u=u+3
en Ws.
V= —0v

Dado que las composiciones
y=mox, ' : U, —] 1, 1[CR,

para i = 1,2, son submersiones y ademds y; = g2 © Yo es un difeomorfismo,

donde
g1z YW1 UW,) — y (W U W)

v — g12 (5) = {

v en Wi

—v en W,

se tiene por la Definicion 2.0.4 que el par {(Uy,v1), (Us,y2)}, define una
foliacion de dimension 1 sobre M,, cuyas placas en U; son las componentes
conezas de los conjuntos y; *(v), con v €]71,1].
Sea vy €]71,1] fijo, se tiene que

y; H(vo) = s(u, vo), 0<u<?2m
es una curva (llamada curva cooordenada) contenida en U;. Esta curva
u — x;(u,v) es una placa de la foliacion en U;. Por ejemplo, si tomamos
el primer sistema de coordenadas x1 y fijamos vy = 0, obtenemos la curva
coordenada vy = 0 definida por

x1(u, 0) = (2sinu, 2 cosu, 0), 0<u<2m,

que viene hacer la parametrizacion de la curva S* — {(0,2,0)} contenida en
U,. Esta curva es una placa de la foliacion definida sobre M, en U;.

Del mismo modo, si consideramos el otro sistema de coordenadas xs y fijamos
1o = 0, obtenemos la curva coordenada vy = 0 definida por

x2(w,0) = (2cosw, —2sinw, 0), 0 <u<2m,
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Figura 2.6: Foliacion sobre la Banda De Mobius.

que viene hacer la parametrizacion de la curva S* — {(2,0,0)} contenida en
Usy. Siendo esta curva una placa de la foliacion definida sobre M, en Us. La
unidn de estas dos placas P, = S'—{(0,2,0)} Cc U, y P, = S*—{(2,0,0)} C
U, nos dd el circulo S*, que viene a ser una hoja de la foliacion definida
sobre M,. (Ver Figura 2.6)

De este modo en la Banda de Mobius tenemos definida una foliacion por cur-
vas (curvas homeomorfas a circulos) donde St es una hoja de esta foliacidn.

2.1. Proceso de Explosién o Blow-up

Sea M una variedad compleja de dimensién n y p € M. El Blow-up
(Explosion) de M en p, es la variedad compleja M que se obtiene sustituyendo
el punto p por el espacio proyectivo complejo CP(n — 1), dejando los otros
puntos de M invariantes en un sentido biholomorfo.

2.1.1. El Blow-up centrado en 0 € C?

Definicién 2.1.1. Sea 0 € C?. El Blow-up (explosion) de C* en 0 es el
par (C?,7), donde C? es una variedad compleja holomorfa de dimension 2
definida por:

C? = {((z,w), 21 w]) € C? x CP(1)/(z,w) # (0,0)} U ({(o,c))} x <cp<1))
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YT C? — C? una aplicacion holomorfa (la aplicacion proyeccion)

{W((z,w), [z 1 w]) = (2,w), si (z,w) # (0,0)
7((0,0), [z : w]) = (0,0), si (z,w) = (0,0).

C? asf definido es una variedad compleja holomorfa de dimensiéon 2. En
efecto, sean (Vi, ¢1), (Va, o) las cartas locales de CP(1) donde

Vi={[z:w] € CP(1)/z#0} Yy Vo={[z:w] € CP(1)/w # 0}
pr 0 C — W | ws : C — VW
T — o(T)=[1:T] S — pa(S)=1[5:1]

Consideremos los siguientes subconjuntos de C?

Vi = (zow),[z:w]) €C*x Vi /L= ([z: w])} U ({(0,0)} X V1>
(2, 2T),[1:T]) € C2x Vi / T = 7" ([1 - T])}

% = {(zw)z:u]) eCx1p/ 2 =g02_1([z:w])}u ({(0,0)} X v2)
((Sw,w),[S: 1)) €C?x Va/ S =3 '(IS : 1])}

y las funciones

&12 C? —)‘/1

(2,T) — 51(z,T):{((Z’ZT)’[1:T])’ 240

((0,0),[1:T]), =z=0

P . C2 — T,

(S,w) — %(S,w):{(<5w’w)’[3:1])’ w#0

((0,0),[S : 1]), w = 0.

Observamos que,

1. @2 = ViU ‘N/Q, esto es clerto desde que CP(1) = V3 U V,. Llamamos a
Vi, Vs las vecindades coordenadas de C2.

46

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\Qﬂiﬁf%
PONTIFICIA

.; e
TESIS PUCP el gs UNIVERSIDAD
DEL PERU

(2,1

Figura 2.7: El Blow-up en 0 € C2.

2. VNV, = (C2x (ViNVa)U({(0,0)} x (Vi NV3)) # 0, pues, Vi NV # 0.

Ademas,
inW) = {(2,7) €C? &i(2,T) € Vin Wy}
= {(2,T7) € C? ((2,27),1:T]) e C* x (VinVa)}
= {(5,T)eC?/ T #0}
= C x C* abierto de C2.
2'(inTe) = {(Sw) € C¥/ &(S,w) € Vi N T3}
= {(S,w) € C?/ ((Sw,w),[S:1]) eC* x (ViNVa)}

= {(Sw)E(CQ/S%O}
= C* x C abierto de C?

3. Las aplicaciones Cambio de Coordenadas estan dadas por:

CxC* & VinV; Sl C*xC
©1 1 2 SQ)

H
(z,T) — ((2,21),[1: 7)) = ((z,27),[%:1]) — (3,27])
(22" 0 21)(2,T) = (7,2T) € C* x C.
C*xC &y Vin Vs Frt CxC
= LTS
(S,w) — ((Sw,w), [S: 1]) = ((Sw,w), 1: ]) — (Sw,%)

Uy|—

(@1 0 @2)(S,w) = (Sw, +) € Cx C*.
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Puesto que T # 0 y S # 0 se tiene que 3, 0 31 y @; ' o $, son holomorfas.
Asi, el par {(171, 1), (‘72, ©2)} forma un atlas holomorfo de dimensién 2 so-
bre C2, vy por tanto, C2 es una variedad compleja holomorfa de dimensién 2,
llamado el blow-up (explosién) en 0 de C2.

Por otro lado, observamos que, 7 (0,0) = CP(1). Llamaremos al con-
junto D =7 1(0,0) el divisor de C2.
Observacién 2.2.

a) C* = (C2,D,E,C) es un C-fibrado vectorial de rango 1 sobre D. En
efecto, sea E : C* — D la aplicacion proyeccion definida por:

{E((z,w» oul)=[e:w], i (zw) #(0,0)
E((0,0),[¢:w]) = [z:w], i (z,w) = (0,0)
yp=la:bl €D. Supongamos que a # 0, entonces

Eip) = {((zw) ]z w])e@/E((z w) [z w])—[a:bl}
tw]) €C?/ [z
a: b)e@x{a b]}/bz: }

z’ w)’

l\z

—_— — o/

((
= (zw),
= 1((z,w), a:b])€C2x{[a;b]}/w:§Z}
= 1(2,22)/ 2€ C} x {[a: ]}
~ {(z,22)/ 2€Cy.

Como {(z,22) /= € C} es isomorfo a C se tiene que E'(p) ~ C.
St suponemos que b # 0 la demostracion es andloga. De este modo, pode-
mos decir que, para todop € D, E *(p) tiene la estructura de un C-espacio
vectorial de dimension 1.
Por otro lado, definamos las biyecciones
F o E Y(W) — Vi x C
((2,27),[1:T)) — Fi((z,2T),[1:T]) = ([1:T),2)

Py ET (V) N Vi x C
((Sw,w),[S:1]) — F((Sw,w),[S:1]) =([S:1],w).

Claramente observamos que, para j = 1,2 yp € V; C D, la restriccion
Fj|E—1(p) 1B (p) — {p} x C

es un isomorfismo de espacios vectoriales. Ademds, el diagrama siguiente
conmuta.
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b)

F.

. J

E NV cC? >V x C
N /ﬁ
Vi

Esto es, m o I; = E, donde m es la proyeccion sobre la primera compo-
nente. Sea Vi = Vi N Vy # ), entonces

FpoFi' @ VexC F!  E'(Vo) B VaxC
(1:7),2) — ((2,21),1:T])) — ([1:7],2T)

FyoFyH([1:T),2) = ([1:T],27)

Yy

RoF' : VuoxC F'  E'(V) B VexC
([S:1,w) — ((Sw,w),[S:1]) — ([S:1],5w)

FioFy1([S: 1],w) = ([S : 1], Sw).

FyoF, 'y FioF,t son homeomorfismos, llamados trivializaciones y los
abiertos Vi x C y Vo x C son llamados abiertos trivializadores.

La restriccion mlga p : C2\ D — C2\ {(0,0)} es un biholomorfismo. En

efecto, sean z = ((z,w), a1 : b1]), 22 = ((z,w), [as : by]) € C2\ D, tales
que

m((z,w), [a1 : ;1]) = 7((2,w), [as : ba]).

Como z1 y z9 pertenecen a C2 \ D, tenemos que biz = ajw y bz = asw
con z# 0 ow #0. Si z# 0 entonces a; # 0 para todo i = 1,2. Pues sino
es ast, es decir, si a; =0 con z # 0 entonces b; = 0, lo cual es absurdo,
pues (a;,b;) € C* — {(0,0)}.

Por tanto, tenemos

la; - b;] = z[a; : bil, z2#0
= [za; : 2b;]
= [za; : way]
= aiz:w, a; # 0
= [z:w]
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para todo i = 1,2. Luego, [ay : by] = |ag : by], ast, ﬂ\@g\D es inyectiva.

Por otro lado, T : Cz — C?, la aplicacién proyeccion

{W((z,w), [z 1 w]) = (2,w), st (z,w) # (0,0)
7((0,0), [z : w]) = (0,0), si (z,w) = (0,0).

es sobreyectiva, y puesto que, 7—(0,0) = D se tiene que W]@Q\D

C2\ D —» C2\ {(0,0)} es sobreyectiva. Por lo tanto, Tlge\p €5 biyectiva.
Ademas,

Tleapodrs C\{e=0} & ViI\D gy C\{(0,0)}
—
(2,T) — ((2,27),[1:T]) — (z,2T)

es holomorfa. Andlogamente, m|z2\p, © 2 C:*\{w = 0} — C%*\
{(0,0)}, (S,w) — (Sw,w) es holomorfa.
Definimos la inversa de 7T|<E2\D °opy Y 7T|(~:2\D o (o por:

(Tlgaypo @)™+ C\{(0,0)} — C*\{z=0}

(2, w) — S yF
)
(Tlgayp o @2)~1 0 €\ {(0,0)} — C?\{w=0}
(z,w) — (Z,w).

Fvidentemente (7r|¢~:2\Do§51)—1 y (ﬂ\@\Do&g)_l son holomorfas. Asimismo,
7|2\ p €s un biholomorfismo.

Puesto que R? esté contenido en C? naturalmente, al hacer la explosién de
C? en 0 € C?, se est4 haciendo simultdneamente una explosién en 0 € R?, y al
igual que el caso anterior se obtiene una nueva variedad, la cual denotaremos
por R? y probaremos en la siguiente seccién que es homeomorfa a la Banda de
Mobius. Asf tenemos que dentro de la variedad compleja C? est4 la variedad
diferenciable (real) R2.

2.1.2. El Blow-up centrado en 0 € R?

Definicién 2.1.2. El Blow-up (Explosién) de R?* en 0 € R?, es una variedad
diferenciable de dimension 2, definida por:

B2 = {((@.y). [z 1)) € B2 x RP(1)/(2,y) # (0,0) f U ({(0,0)} x RP(1)),
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y una aplicacion diferenciable m - R2 —; R? (la aplicacion proyeccion)

{w«x,y), eyl = (ey).  si (@) #(0,0)
7((0,0), [z : y]) = (0,0), si (z,y) = (0,0).

La variedad R gunto con la proyeccion 7 es llamado el blow-up (explosion)de
R? en el punto 0.

Veamos que R? as{ definida es una variedad diferenciable de dimensién 2.
En efecto, sean (Uy, ¢1), (Us, ¢2) las cartas locales de RPP(1), donde,

Uy ={lz:y] eRP(1) /z#0} y Uy ={[z:y] eRP(1) /y #0}

Ul , gbg R — U2
o1(t) =1[1:1¢] s — ¢afs) =[s:1]

Definamos los siguientes subconjuntos de R?

¢1ZR—)
t —

0 = {(@w)sle:y) eRx 0/ =0 (@) fU ({00} x )
= {((,2t),[1: 1) e R? xUl/t:qs;l(u:t])}
y

Uy = ((:U,y), [z : y]) e R? x Ug/f = qﬁ;l([ac : y]) U ({(0,0)} X Ug)
= 1 ((sy,y),[s:1]) e RZx Up/s = ¢, ([5:1])

y las funciones

b RT — [

o _J (@at),[L:4]), x#0
(z,1) — (251(x,15)_{((070)7[1:15])7 o

¢2 : R? — (72

- (sy,9),[s: 1),  y#0
(s,9) — ¢®w%=<
’ ((0,0),[s:1]), y=o0.
El par {(U1, 1), (U, ¢2)} forma un atlas diferenciable de dimensién 2 sobre

R2. En efecto, observamos que:

1. R2 = 171 U 172, esto es cierto desde que RP(1) = U; U Us. Llamamos a
U, Uy las vecindades coordenadas de R2.
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2. U,NUy = (R2x (U, NU2))U{(0,0)} x (U NUs)) # 0, pues, Uy NU; # 0.

Ademas,
HULNT,) = {(z.t) €R?/ ui(z,t) € U1 N T}
= {(z,t) e R?*/ ((z,xt),[1:1]) € R? x (U; N Ua)}
= {(907 t) e R?/ t # 0}
= R x R* abierto de R?,
y
SN UL NTy) =

s,y) € R?/ ¢o(s,y) € Uy N Us}
) €RY/ ((sy,y),[s: 1)) € R? x () N U)}
) ER?/ s # 0}
= R* xR abierto de R2.

I
et Yatnlate)
I~ N N
»
<

3. Las aplicaciones Cambio de Coordenadas estan dadas por:

!

|
—

R* xR

(3:21)

RxR* ¢ 0N,
H
(z,t) — ((z,at),[1:1]) = ((z,2t), [} : 1])

LIs

(63" 0 d1)(x,t) = (L, 2t) = (5,y) € R* x R.
R* xR 52 (71 N ﬁg
P2,
(s,9) — ((sw,9),0s:1]) = ((sy,9),[1: %))

R x R*
(sv,3)

@|2

Ll

Gilod)s,y) = (9, }) = @) eRxR.

Puesto que ¢t # 0y s # 0 se tiene que ¢, 0 1 y ¢, ' o ¢ son diferen-
ciables. Asi, R? es una variedad diferenciable de dimensién 2, llamado
el blow-up (explosién) en 0 de R?.

Observacién 2.3. .

a) © 1(0,0) = RP(1) con (0,0) € R?.

70,0} = {((.y).[e:4)) € R2xRP()/7((2,9), [0 4]) = (0,0) }
= {((@y).[r:9) € R xRE(D)/ (2,9) = (0,0)}
- (O,O)}XR]P(l).
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b) R2 = (R%,RP(1), P,R) es un R-fibrado vectorial de rango 1 (lineal)

sobre RP(1). En efecto, sea P : R2 —s RP(1) la aplicacidn proyeccién,
definida por:

{P«m), oy =[r:y),  si(,y)# (0,0)
P((O70)7 [l‘ : y]) = [ZE : y]? S0 (I7y) = (0’O>

yq=la:b] € RP(1) con (a,b) € R*\(0,0).
Supongamos que a # 0, entonces

z € R x {[a: b}

12

P g = (<x,y>,[x:y)eR2/P( 2 :y)) = la: 6]}
= {(@),lz:y) eR/w:y] = [a: 8]}
= [ o) < ® x ]}/bx—ay}
= {(@y),la:b]) R x{[a: b} /y = ta}
(
(

Ya que £ = {(z,2z) /2 € R}, la recta real pasando por 0 € R? con
pendiente g, es isomorfo a R, se tiene que, P 1(q) ~ R. Sia = 0
entonces b # 0 y la demostracion es andloga.

Ast, para todo q € RP(1), P '(q) tiene la estructura de un R-espacio
vectorial de dimension 1.

Definamos las funciones

fl : P_I(Ul) — Ul x R
(z,2t),[1:t]) — fi((z,xt),[1:8]) = (1:1],2)

fo o PY)  — Us x R
((sy,9)[s: 1)) — fo((sy,p)s[s: 1)) = (s : 1], w).

Para todo q € U; C RP(1), P7'(q) es un R—espacio vectorial de di-
mension 1, entonces la restriccion f;|p-1(q : P~ (q) — {q¢} X R, para
j=1,2, es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Definamos la inversa de f1 y fo por:

it UyxR — P Yh)
([a:bl,z) — fi'([a:b],2) = ((z,22),[a:b])
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f1 0 UyxR — P Y(U,)
(la:bly) — fo'([a:0,y) = ((4y,9), [a: b))

ast, f1y fo son biyecciones. Ademds, para 7 = 1,2 el diagrama sigu-
1ente conmuta

) C R2 >U; x R
esto es, m o f; = P, donde m es la proyeccién sobre la primera com-
ponente.

Sea Uy = Uy NUy # 0, entonces

f20f1_1 : U12 x R fil) P_I(Ulg) Q U12 x R
(la:bl,z) — ((z,22),[a:b]) — ([a:b],2x)

P_l

fao fi'(la:0),2) = ([a: ], ¢2).
frofy' + UnxR f1 PUw) A UnxR
([a:0l,y) — (Gu,9)la:0]) — (la:b],%y)

frofy ' ([a:b],y) = (la: 0], $y).

fao fity fiofy ! son homeomorfismos, llamados trivializaciones y los
abiertos Uy x R y Uy X R son llamados abiertos trivializadores.

¢) Tlga\rpq) R2\ RP(1) — R2\ {(0,0)} es un difeomorfismo. La de-
mostracion es andloga a la parte b) de la Observacion 2.2 de la seccion
antertor.

Hemos probado que R? es una variedad diferenciable de dimensién 2, mas
precisamente es un R-fibrado vectorial de rango 1 sobre RP(1). Ahora vamos
a ver que R? es homeomorfa a la Banda de Mobius.
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Proposicién 2.1. R? es una variedad diferenciable no orientable.
Demostracion : Sea {(ql, (/51) (Us, 2)} la estructura diferenciable de R2, definida
arriba. Sea (z,t) € o7 (U; NU) =R x R* y
Gylod + o (TN [72) — ¢, (h N D)
(z,1) — (i)

t?

la aplicacion cambio de coordenada. El Jacobiano de (%;1 o%l)(x, t), definido

por
. D &) 0 Z

Jl(p2" 0 ¢1)(x,1)] = , " =
5= (xt) 5 (wt) t T

tiene como determinante

det(J[(¢5" 0 ¢n)(z,1)]) = ¢
siendo positivo, si t > 0 y negativo, si t < 0. De esta manera podemos decir
que R? es una variedad diferenciable no orientable.

Puesto que, los tinicos R-fibrados vectoriales sobre S' ~ RP(1) son el
Cilindro y la Banda de Mobius y el primero es orientable, podemos concluir
que la variedad diferenciable R? es homeomorfa a la Banda de Mobius.

2.1.3. El Blow-up de una foliacién F en el punto 0 € C?

Denotemos por C{z,w}, el conjunto de las series de potencias conver-
gentes en una vecindad V de 0 € C? con coeficientes en C. Sean P(z,w), Q(z,w) €
C{z,w}, (z,w) €V,

o (o)
P(z,w) = Z 0o 52w’y Q(z,w) = Z b2 w".
a+pB=k a+p=k
Denotemos por Pj(z,w) = Z Qo B2 wf y Q,(z,w) = Z b 2" w?

at+f=j at+f=j
los polinomios homogéneos de grado j, con P, Z0 6 @ # 0. Entonces

ZPzw vy Qz,w) = Zszw

=k

Consideremos un sistema de ecuaciones dlferenmales de la forma:

:11_;{’ = P(Z,U)) = Z.PJ(Z,’LU) = Pk(z,w)+Pk+1(Z,w)+
Z_q; = Q(va) = ZQ](Z;U)) = Qk(Z,w) —|—Qk+1<z’w) 4+ ..
j=k
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A este sistema le asociamos el campo vectorial holomorfo

0 0
X=P — — 2.
(2, 0) o+ Q) (29
o equivalentemente la 1-forma dual
Q=Q(z,w)dz — P(z,w)dw = 0. (2.10)

Supongamos que (0,0) € V es la tinica singularidad de X (equivalentemente
de Q). Sea F la foliacién generada por (2.9) (o equivalentemente por (2.10)).
Veamos lo que ocurre con esta foliaciéon F después de un blow-up m de V' en
0eC2

Denotemos por 7*(X) (o equivalentemente 7*(2)) el campo (o la forma)
obtenido después de un blow-up 7 de V en 0. Este campo (o la forma) define
sobre C? una foliacion saturada que denotamos por 7*(F) y llamamos el
blow-up de F en 0 € C?. Las singularidades de esta foliacion 7*(F) van
a estar contenidas en el divisor de @2, pues X es singular solamente en
(0,0) € C%

El campo 7*(X) se escribe en la carta ((z,7T),V;) de C? (donde w = 2T,
dada en 2.1.1 como:

Qe(1,T) = TH(1, 7)) +
Z(Qk—i—l(l,T) TPk+1( 7)) %

La 1-forma diferencial equivalente a este campo es:
Q) = 2F [((Qk(l, T) — T P(1,T)) + 2(Quir(1,T) — T Poyr(1,T))
+ o )dz — 2(Po1,T) + 2Pyr (1, T) + - - )dT} —0 (211
Anslogamente, escribimos 7 (X) en la carta ((S,w), V3) de C? como:

7 (X) = wk [ (P8, 1) = SQu(S. 1) + w(Pea(8,1) = SQuia(S,1)) +
) s+ w(Qu(S, ) +wQuna (8,1) + ) .

La 1-forma diferencial equivalente es:
wW(Poy1(S,1) — SQupr (S, 1)) + - - )dw} —0. (2.12)
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Definamos el polinomio homogéneo de grado k+1
R(z,w) = 2Qk(2z,w) — wP(z,w) (2.13)

Dos casos distintos podemos tener:
Caso 1 : R(z,w) = 0. En este caso decimos que la singularidad de X es
dicritica. Observando que

R(1,T) =Qy(1,T) —T P,(1,T) =0,

tenemos que la 1-forma diferencial (2.11) se puede dividir por 251, obtenien-

do

S T (§2)

(2, T) = TR - ((Qk-}—l(L T)=T Pps1(1,T))+2(Qrr2(1, T) =T Pyy2(1,T))
4+ )dz — (Po(1,T) + 2Pea (1L, T) + -+ - )dT = 0. (2.14)

Del mismo modo, teniendo que

R(S,1) = SQk(S,1) — P(S,1) =0,

la 1-forma diferencial (2.12) se puede dividir por w**!, obteniendo asf
S ()
Q2(S,w) = =P — (Qr(S,1) +w Qps1(S,1) + - )dS — ((Prsa (S, 1)—
SQr+1(5, 1)) + (Prt2(S, 1) — SQr42(S, 1)) + - - - )dw = 0. (2.15)

La forma 622-, para ¢ = 1,2 define sobre el abierto Vi de C? una foliacién Fa,
(foliacién por curvas, curvas solucién de la ecuacién Q = 0). La foliacién
7 (F) estara representada en la primera carta de C2 por la forma O y en la
otra carta por la forma £~22. Ademas se cumple que

(S, w) = (2)+16 (=, T)

en ‘71 N 172

Esta tltima ecuacion nos dice que las curvas solucion se “pegan* en la in-
terseccion de los abiertos V1 y Vs. Asi de este modo tenemos definida una
foliacién (foliacién saturada) sobre C2. Las singularidades de 7*(F) en la

primera carta de C? son los puntos de la forma (0,7Tp), que satisfacen el
sistema de ecuaciones (como se puede apreciar en (2.14))

Pk(]-7T) =0 y Qk+1(]—7T) _TPk+1(]-7T) = 0.

En los puntos del divisor (z=0) donde Py(1,7) =0y Qr41(1,T)=T Pr1(1,7T)
# 0 las hojas de 7*(F) son tangentes al divisor. En los demds puntos del
divisor donde Py(1,T) # 0 las hojas de 7*(F) son transversales al divisor.
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punto de
w transversalidad

punto de tangencia

>

punto singular

Caso 2: R(z,w) # 0. En este caso decimos que la singularidad de X es

no dicrftica. Las formas (2.11) y (2.12) son en este caso divisibles por 2* y
wk respectivamente. Asi
& m($)
M (2,T) = v - (R(1,T) + 2(Qr41(1,T) = T Poyr (1, T)) + - - - )dz—
2(P(1,T) + 2Pe1(1,T) + - -+ )dT = 0, (2.16)
y
5 ()
Qa(S,w) = e w(Qr(S,1) + w Qrya (S, 1) + -+ )dS — (= R(S, 1)+
w(Pe41(S,1) = S Qpy1(5, 1)) + - -+ )dw = 0. (2.17)

Igual que el caso anterior las formas (2, T) y Q2(S,w) definen sobre C2
una foliacién (foliacién saturada) que denotamos por 7*(F). En este caso la
ecuacion que garantiza que las soluciones en la intersecciéon de los abiertos
Viy V5 se “pegan® estda dada por:

QS w) = (L)kQ (2, T).

Las singularidades de 7*(F) en el divisor D = {z = 0} en la primera carta
estan dadas por los puntos de la forma (0,75), que satisfacen la ecuacién
R(1,Ty) = 0 (como se puede apreciar en (2.16)). Puesto que, R(z,w) es un
polinomio homogéneo de grado k+1, 7*(F) poseera k+1 singularidades, con-
tadas con multiplicidad en el divisor.
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En este caso el divisor D es invariante, esto es, estd compuesto por singular-
idades y una hoja.

El polinomio homogéneo (2.13) es llamado el Cono Tangente de la fo-
liacion F.

2.2. Holonomia

2.2.1. Holonomia de una Hoja

Definicién 2.2.1. Sea M una variedad compleja de dimension n y F una
foliacién holomorfa sobre M de codimension k (0 < k < n). Fijemos una
hoja L de F y v : 1 =1[0,1] —L un camino continuo en L. Sean ¥g y ¥
secciones transversales a F (homeoformas a discos de dimension k), tales
que pg = 7(0) € 3o y p1 = (1) € Xy. Sean Uy y Uy cartas distinguidas en pg
y p1 respectivamente, de la foliacion F, entonces ¥;, i=0,1 intersepta cada
placa de U; en exactamente un punto, como lo muestra la siguiente figura.

EO Vm—l

s —
i
!
h
F
ol
MY
( |
|
Vs

B ety T P At )
A TQW W (0 y(tm) Y tm—i—l)

Figura 2.8: Holonomia de la hoja L.

Consideremos una cobertura finita de v(I) por cartas distinguidas de F,
digamos Vy, ..., V,, tal que:

Z) %:onvm:Ul.
i) Para todoj=1,....,m, V;_.1(V; #0.
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iii) Para todo j = 1,...,m eziste una carta distinguida U de F tal que
ViUV, CU.

iv) Existe una particion {0 =tg < t; < ... < tpmy1 = 1} de I =10,1] tal
que Y([t;, tj11]) C V; para j =0,...,m.

Decimos que la familia {V;}7L, satisfaciendo (i), (ii), (ii) y (iv) es una
cadena subordinada al camino 7.

Ahora, para cada j € {1,...,m} fijemos Y% una seccion transversal a F
(homeomorfa a un disco de dimension k) tal que ~y(t;) € ¥ C V;o1 V.
Pongamos también 3 = o y 3,1 = 1.

Para cada j = 0,...,m, sea q € X} suficientemente cercano a (t;); la placa
de V; que pasa por q intersepta X', en un tunico punto, llamemdsle f;(q)
quedando asi definida una funcion:

fj 3 A] C Z; — 2;_,’_1
qg — filag)

tal que fi(v(t;)) = v(tjr1). Aj es una pequena vecindad de ~(t;) en 3.
Como podemos observar, posiblemente para algunos q € A; sus imdgenes
file) & Ajs1 C fi(A;), entonces no serd posible definir la composicion
fj+10 f; en esos puntos, pero como f; es continua (ya lo justificaremos mas
adelante) y f;(v(t;)) = Y(tj41) existird una vecindad A C A; de v(t;) tal
que fj(A;) C Aji1 en ese caso es posible hacer la composicion. Luego es claro
que f, = fmo...0 fy esta bien definida en una pequena vecindad Ay C Ag de
po en Xo; ademds se cumple que f,(po) = p1. Llamamos a f, la aplicacion
de holonomia con respecto a v y a las secciones X y 1.

La existencia de la vecindad A’ de 7(t;) nos esta haciendo notar que lo
que estamos componiendo son los gérmenes de f;; con f;.
Para cada j = 0,...,m, denotamos el germen de f; en v(¢;) por [f;] ¥y
definimos la composicién de [f;41] con [f;] de la siguiente manera:

[fis1] o [f5] = [fir1 0 fil AL,

donde el germen en 7(t;) de f;;1 0 f;|A} no depende de A’.

De alli es claro, que la composicién [f], = [fm] © ... o [fo] esta bien definida.
Llamamos a [f], el germen de holonomia de 7 con respecto a las secciones
ZO y 21.

Observacién 2.4. Si F es holomorfa, las aplicaciones f;(0 < 7 < m) son
holomorfas, luego f., es holomorfa.
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En efecto, puesto que F es holomorfa de codimension k entonces las parametriza-
ctones
¢; : DR ox DF — VW

son holomorfas.
Para cada j = 0,...,m, sea D; = {(x,y) € D" * x D"/z = z;} = D* un
disco abierto de dimension k, donde x; € D"™* es constante, tal que ¥ =Dy

Definamos R
fi v D — @jﬂ
() — filz;,y) = (T41,9).
]/‘; asi definida es holomorfa. Entonces la aplicacion f; = ¢; o E o qﬁ;l :
¥ — ¥, es holomorfa, para cada j =0, ...,m. Luego, f, es holomorfa.

Atn mas, puesto que ¢; y J?j son biholomorfismos entonces f; para
j = 0,...,m es un biholomorfismo. Asi, f, serd un biholomorfismo sobre
su imagen.
Para definir la inversa de f, tomamos el camino inverso de v, es decir

v !, camino que nos permite definir la aplicacién de holonomia f,y—1 =

(f,) '(inversa de f,) del modo siguiente:

Observacion 2.5. (la inversa de f.,). Sea v ' (el camino inverso de 7y) un
camino continuo en L definido por:

¥y1 :[0,1] — L

t — ) =v(1-t),

donde py =~ *(0) =po y po =7 (1) = p1.

Sean Yo, X1 secciones transversales, tales que pg € 31 y p1 € Yo y Uy, Uy
cartas distinguidas en p1 y en py respectivamente de la foliacion F.
Podemos considerar como cadena subordinada ay * la misma familia Vit
de cartas distinguidas de F, satisfaciendo (i), (ii), (iii) y (iv) de la Definicidn
2.2.1. Luego eziste una particion {0 = so < s < ... < Spq1 = 1} de [
con s; = 1 —tp_ji1 tal que v *([sj, 8j41]) C Vin—j para j = 0,...,m. De
esta manera, podemos definir la inversa de f. como la composicion (f,) ! =
f,y_1 :fmo...oﬁ), donde para cada 7 =0,...,m

fo— f1 . /
fj - fm_j|v’Y(tm7j+1) : VY(tm*j‘Fl) — Em—j’

con ]?;(”y(tm_jﬂ)) = Y(tm—5) Y Vattm_js1) C Xrn_ji1 una pequena vecindad de
Y(tm—ji1) en Zym—jJrl'
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El siguiente lema nos define el germen de holonomia de un camino que es
el producto de dos caminos.

Lema 2.1. Sean v, 6 : I — L dos caminos continuos en L tal que v(0) =
po,Y(1) = 0(0) = p1 y 6(1) = po. Fijemos secciones transversales a F,
Y0, 21 Y 29 por Po,P1 Y P2 respectivamente. Entonces

[f]'y*é = [f]é © [f]'y;

donde los gérmenes arriba son obtenidos como holonomias en las secciones
20,21 Y 2o

Demostracién: Sean Uy, U; y U, cartas distinguidas en pg, p; y po re-
spectivamente, de la foliacién F. Consideremos una cobertura de (I) por
cartas distinguidas de F, digamos Vj, ..., V;, tal que:

1) %:onvm:Ul.
ii) Para todo j =1,...,m, V;.1(\V; # 0.
iii) Para todo j = 1,...,m existe una carta distinguida U de F tal que
Vi UV; C U
iv) Existe una particién {0 =ty < t; < ... < typ1 = 1} de I = [0,1] tal
que Y([tj,t;41]) C V; para j =0,...,m.

Del mismo modo consideremos una cobertura finita de 6(I) por cartas dis-
tinguidas de la foliacién F, digamos V,,,, Vini1, -y Vinak, E > 0 tal que:

1) Vm:Ul Yy Vm+k:U2.
ii) Para todo j=m,....,m+k—1, V;( V31 # 0.

iii) Para todo j = m,...,m + k — 1 existe una carta distinguida U de F
tal que V;|J V41 C U.

iv) Existe una particién {0 = sp < 51 < ... < Sgy1 = 1} de I = [0, 1] tal
que 6([s;, 8j+1]) C Vingj para j =0,... k.

Sabemos que bajo esas condiciones, es posible definir aplicaciones de holonomia
para cada camino con respecto a las secciones transversales. Sea f, = f,, o
...0 fo la aplicacion de holonomia de v con respecto a las secciones transver-
sales Yo y 1, donde f; para todo j =0, ..., m es un biholomorfismo definido
sobre una vecindad suficientemente pequefia de y(t;). Del mismo modo, sea
fs = fio...o fi la aplicacion de holonomia de § con respecto a las secciones
transversales ¥; y ¥, donde f] para todo j =0, ...,k es un biholomorfismo
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definido sobre una vecindad suficientemente pequena de ¢(s;). El camino § s~y
definido por

) v(2s); 0<s<1/2
(0%7(5)) = {5(25 —1); 1/2<s<1 (2.18)

es un camino continuo en L, que comienza en y(0) = py y termina en 6(1) =
po (en la mayoria de los textos de teoria de homotopia el camino que hemos
definido se denota por 7 * d nosotros adoptaremos la siguiente notacion 0 *
por conveniencia). Este camino tiene un cubrimiento finito dado por la unién
de las cartas distinguidas de la foliacién Vy, ..., Vin, Vini1, -, Vinak tales que
satisfacen las condiciones:

1) %:Uo, Vm:Ul Y Vm+k=U2.
ii) Paratodo j =1,...m,.... m+k, V,_1V; #0.

iii) Para todo j =1,...m,...,m+ k existe una carta distinguida U de F
tal que V.1 JV; C U.

iv) Existe una particién {0 = #) < & < ... < = = 50;1 < 8t <

L < 2 = 1} de T tal que ([t 1)) = (6 52 C V5,

para j =0,...,m y 8([s;,8;01)) = (0 % V) ([, 25H]) C Vinyy, para
j=0,..., k.

Segun la Definicién 2.2.1 es posible definir la aplicacién de holonomia fs,., de
0 * 7y con respecto a las secciones ¥y y Xo. Definimos esta aplicacion como:

f6*7 = f'y © f67

donde f, y fs5 son las aplicaciones de holonomia definidas arriba. Asimismo,

[floey = [fly 0 [fls.

Observaciéon 2.6. Si el camino § es obtenido del camino vy por deformacion
continua de v, manteniendo los extremos de ambos caminos fijos durante la
deformacion, entonces se tiene que las aplicaciones de holonomia de ambos
caminos coinciden, es decir, f, = fs. En efecto, sea v : [0,1] — L un
camino continuo en L y § : [0,1] — L otro camino en L (obtenido por
deformacion continua de 7) tal que py = v(0) = 6(0) y p1 = (1) = 4(1).
Si & esta muy préxvimo de v, existe una cadena (U;)5_, subordinada a vy y o
simultdneamente.

Sean fsy fy las aplicaciones de holonomia con respecto a 6 y v respecti-
vamente y a las secciones Y9 C Uy y X1 C Uy. Sea ¢ € Vo C Dy, Vi
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una pequena vecindad de po, sabemos que f,(q) es el punto donde la hoja
pasando por q (siguiendo el camino 7y ) intersepta a la seccion transversal .
Del mismo modo,fs(q) es el punto donde la hoja pasando por q (siguiendo
el camino §) intersepta a la seccion transversal ¥y. Puesto que la cadena
subordinada es la misma para v y 6 y el punto de interseccion de la hoja con
la seccion tranversal 3y es dnico entonces fy(q) = f5(q) para todo q € V).
Asi, f, = fs en una vecindad de py € Xp.

El siguiente lema nos permitird definir el "grupo de holonomia”’de una
hoja de F.

Lema 2.2. Sea M wuna variedad compleja de dimension n y F una fo-
liacion holomorfa de codimension k en M, L una hoja de F, po,p1 € L,
Yo y X1 secciones holomorfas transversales a F tal que pg € Yo y p1 € 1.
Siv,0: 1 — L son dos curvas tal que v(0) = 6(0) = po,v(1) = (1) =p1 ¥y
v y 0 son homotopicas en L con extremos fijos, entonces [f], = [fls.

Demostracién: Puesto que v y 6 son homotopicas entonces existe H :
I x I — L continua tal que H(t,0) = ~(t), H(t,1) = 6(t) y H(0,s) =
po, H(1,s) = p; para todo s,t € I.
Para cada camino s : [ — L,7,(t) = H(t, s) existe una cadena subordinada
a 5. Por continuidad si s’ estd préxima a s entonces la cadena subordinada
a s es también subordinada a . Entonces, si tomamos una particion
{0 = 59 < 81 < ... <358, =1} de I y denotamos con C; una cadena
subordinada a todos los caminos v, s;_1 < s < s;, se tiene por la Observacion

2.6, que [f],, . = [f],,, paratodoi=1,...,n. Luego, [f], = [f]s

2.2.2. Grupo de Holonomia

Consideremos ahora el caso que 7 : [0,1] — L sea una curva cerrada
en L, es decir p; = pg y X1 = ¥y entonces [f], es un elemento del grupo
Dif(X0,p0) (el grupo de gérmenes de biholomorfismos en py con punto fijo
Do), llamado germen de holonomia de 7 con respecto a ¥y, o simplemente
holonomia de 7. Por otro lado sabemos por Lema 2.2, que el germen de f,
en py € Yo es invariante por homotopias de v con extremos fijos, inducimos
asi una aplicacion natural

H : m(L,po) — Dif(Zo,po)
v — H(]) =[],

entre el grupo fundamental de L en pg y el grupo de gérmenes de biholomor-
fismos de Xy en pg, donde [f], es el germen de f, en py € 3.
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Proposicién 2.2. H asi definido es un homomorfismo de grupos.

Demostracién: Sean [7], [6] € m1(L, po),

H([y]=[8]) = H([6x9])
= [f]é*’y
= [flyelfls
= H([7]) o H([9])

Entonces H([] x [0]) = H([7]) o H([0]).

Definicién 2.2.2. El subgrupo Hol(L,py) = H(m1(L,po)) de Dif(Xo,po) €s
llamado el grupo de holonomia de L en py.

Puesto que L es conexo por caminos entonces para cualesquiera puntos
bésicos po,p1 € L, los grupos fundamentales (L, po) vy m(L,p1) son iso-
morfos. Asi ya no diremos el grupo de holonomia de L en py o en p; sino
simplemente el grupo de holonomia de L y lo denotaremos por Hol(L).

2.2.3. Ejemplos de Holonomia

Ejemplo 2.8. Consideremos el campo lineal X : C* — C?
X(zl,zg):)\lzla%l+>\2z2 8;;’ )\1)\2#0

al cual asociamos el sistema de ecuaciones diferenciales

N —
{Zl — (2.19)

Zy = Xazo
cuyo flujo esta dado por:
o(T,2) = (pu(T,2),02(T,2)) = (eMTz, e z)

TeC, z=(z,2) e C%
Denotemos por Fx la foliacion generada por X. Observamos que los con-
Juntos

L={p(T,(0,1)) = (0,e™")/ T € C} = {1 = 0} = {(0,0)} = {0} x C*

L' ={p(T,(1,0)) = (¢"7,0)/ T € C} = {z = 0} - {(0,0)} = C" x {0}

son hojas de Fx pasando por los puntos (0,1) y (1,0) respectivamente.
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Vamos a definir la aplicacion de holonomia l, : C — C de L con respecto

al punto P, = (0,1) € L y a la seccidn transversal ¥y = {(z1,22) € C?/ 29 =
1} ~ C pasando por P;.
Sean v : [0,27] — L, v(t) = (0,€") una curva cerrada contenida en L (esta
curva pasa por (0,1) y envuelve la singularidad (0,0) € C?) yq = (21,1) € ¥4
suficientemente proximo de Py El levantamiento de v a lo largo de la hoja de
Fx pasando por q estd dado por:

:ﬂt) = (%1 <t>7 eit)a te [07 27T]

con 71(0) = 21 y (2m) = ly(?l)-
Los puntos (z1,z2) = (F1(t),e™) para t € [0,27] pertenecen a la hoja de Fx
pasando por q entonces estos puntos satisfacen el sistema (2.19), cumpliéndose

entonces que: B _
4 _ ) _ M)

b iet Ao et
luego, N
HOJIEY
() A
Integrando
21 =~ t 27 )\
/ nlh) dtz/ 25 gt
0 ’Yl(t) 0 A2
obtenemos \
In(31(2m)) = in(31(0)) = 2mi -
entonces l \
ln( 7(21)) = omitt
Z1 )\2
l'y(zl) eZWi%
21
Ast,
A
L(zn)=2n 627”5, Vz €C.

es la holonomia de L con respecto a 7.

Del mismo modo, obtenemos por cdlculo andlogo que la holonomia I, :
C — C de L con respecto al punto Py = (1,0) € L’ y a la seccion transversal
Yo = {(21,22) € C*/ 2y = 1} ~ C pasando por P, esta dada por:

U (z) = ™™, VzmeC
L(z) = zpe” M, zy € C.
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Ejemplo 2.9. Vimos en el Ejemplo 2.7, una foliacion sobre la Banda de
Moébius (M,); cuyas hojas son homeomorfas a circulos (curvas cerradas)
siendo una de estas hojas el circulo S*'. Vamos a probar que la aplicacion
de holonomia de la hoja S* es periédica de periodo 2.

Sean v : [0,27] — S, y(u) = (2sinu,2cosu,0) la parametrizacion de la
curva cerrada S* y f, :]71,1[—]"1,1] la aplicacion de holonomia sobre v y
a lo largo de las hojas de esta foliacion.

Sea Y9 = ABly—0 = {(0,2,v) € R®/ —1 < v < 1} ~]71,1[ el segmento
de recta vertical pasando por el punto (0,2,0) € S'. Fijemos v = vy # 0 y
sea ¢ = (0,2,v9) € Xg. El levantamiento de v por los segmentos de rectas
verticales AB|,—; con 0 <t < 2w (fibras del R-fibrado vectorial M, sobre S*)
a lo largo de la hoja que pasa por q esta dado por:

za(u+ 3, —vp), 0<u<Z
Y(u) = § 21(5,v0), u=73
za(u — 5, vp), T<u<onm

con 3(0) = z2(3, —vg) = (0,2,v0) y F(2m) = 22 (5, v0) = (0,2, f1(w))-
Pero x5 (3, v0) = (0,2,710 cos (% I 3WT/2>> entonces f(vg) = —vy.
Asi la aplicacion de holonomia o primer retorno f., es periddica de periodo

2.

2.3. El Teorema de Mattei-Moussu

Asi como en dindmica real el Teorema de Hartman-Grobman nos dd un
criterio para saber cuando dos retratos de fase de campos vectoriales diferen-
ciales son equivalentes, en dindmica compleja el Teorema de Mattei-Moussu
nos dara un criterio para saber cuando dos foliaciones asociadas a campos
holomorfos son equivalentes.

Teorema 2.1. Dados los campos vectoriales holomorfos

0 .
+ (Agjzo + 212049 (21, 22)) 57—, j=1,2

0
Z; = (Mjz + n1z0Anj(21, 22)) 7 — Oz
2

3,21

definidos en una vecindad de (0,0) € C?, con (Aij,\y;) € Dy y 31 = i;z
Sean [ y g las aplicaciones de holonomia de C* x {0} en el punto (1 0). Si
existe un biholomorfismo localf en 0 € C de modo que 5 f=y 05 entonces

existe un biholomorfismo local & en (0,0) € C? tal que conjuga Fz, con Fz,.
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Demostracion: Demostraremos este teorema para el caso en que Z; sea
un campo no lineal y Z5 un campo lineal. Sea

9 0
8_21 + ()\2122 + Z122A21(217 ZQ)) 8_2’2

Zy = (A121 + 2122411 (21, 22))
donde para cada j = 1,2, Aj; es una funcién holomorfa definida en una
vecindad de (0,0) € C* y A;11(0,0) = Ay(0,0) = 0.

Multiplicamos Z; por g(z1,22) = (A1 + 22411)"! y continuamos denotando
por Z; a este nuevo campo

0 ()\21 + 21491 (21, ZQ)) 0

Ih=5n—%+=%2 —.
! 1521 A M1+ 22A11(21,22) ) 02

A;f z1A21 (=1 722)—)\ﬁl 22A11(21,22)
1—}-)\1_11 29A11 (z1 ,22)

Haciendo A\ = 22t ¢ (2, 2) = se tiene que

)\11
Zy=z2—+ A1+ 1(z1,22))
1 191 2 1 1y #2

con 1(0,0) =0y ; holomorfa en una vecindad de (0,0) € C%.
Consideremos ahora el campo lineal Z5
0 0
Zy = Moz1=— + Appzo—
2 1221 oA + A2222 o
Multiplicamos Z, por Aj, y seguimos denotando por Z, al nuevo campo
obtenido 9 5

A = &Y. = 4
4 2182’1 + 2282’2
Denotemos por ¢! (T, (21,22)) el flujo generado por el campo Zj, el cual
esta dado por:

Spl(T> (Z17 ZQ)) = (eT T 21, @%(T’ (217 22))) :

Anélogamente, denotemos por ¢*(T, (21, z2)) el flujo generado por el campo
Za que pasa por (21, 22),

AT

(T, (21, 22)) = (7 - 21, - ).

Sea Oz, (2) = {¢’(T,2)/ T € C} la curva solucién de Z; pasando por el pun-
to z = (21, 22). Observamos que, para j = 1,2, el conjunto S; = {z; = 0}
es una curva invariante de Z; y S1 — {(0,0)} = Ogz,(1,0) = C* x {0} es
una hoja de Fz; foliacion regular generada por el campo Z;. Denotemos por

Fy, =Fz —{C x {0}, {0} x C*}.
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Sean 0 < p <1y D,(0) = {23 € C/ |22] < p} vecindad abierta de 0 € C,
v(t) = (e,0), t € [0,27] curva cerrada contenida en la hoja C* x {0} y
Y = {(1,22) € C?/ 2, € D,(0)} seccién transversal a C* x {0} pasando por
el punto (1,0) € X. Sean f, y g, las aplicaciones de holonomia de Fz, y Fz,
respectivamente, relativas a la hoja C* x {0} y a la seccién transversal X
pasando por el punto (1,0).

Sea

. T
(1,22) — &(1,22) = (1,€(22))
el biholomorfismo local que conjuga f, v g, es decir,

Eof'y:g'yog-

Vamos a construir a partir de £ un biholomorfismo ¢ : (C%,0) — (C2,0)
definido en una vecindad de 0 € C?, que conjuge F, con Fgz,.
Consideremos la familia 3; = {(e",25) € C?/ |z| < p} con t € (0,27],
de secciones transversales a C* x {0} pasando por los puntos (e”,0) € %;.
Tenemos que Yo, = 2.

Definamos aplicaciones de holonomia de ¥ (fija) en ¥; con respecto a la
curva 7; (arco de v que une el punto (1,0) € 3 con (e*,0) € %;) contenida
en la hoja C* x {0} € Fz,;, (j = 1,2). Indiquemos por h; la aplicacién de
holonomia de ¥ en »; obtenida por levantamiento del arco «; sobre la hoja
de Fz, pasando por el punto (1, 23), con 0 < |25] < p,

hi(1, z9) = <€it7ht<z2)) = (eit,gpé (it, (1,22))).
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Anélogamente, indiquemos por f~Lt la aplicacién de holonomia de ¥ en X
obtenida por levantamiento del arco v; sobre la hoja de F, pasando por el

o~

punto (1,&(z2)),

hn(1,E(22)) = (€, hu(E(22))) = (", 43 (it, (1,€(22))))-

Estas aplicaciones son biholomorfismos; esto, segtin lo visto en la Observacion
2.4 es consecuencia de la trivialidad local de las foliaciones Fz, a lo largo del
arco ;. Ademas, hor, = f y hor = D

Definimos ¢ :X; — X, tal que, £ = hy 0 € o h; !, de modo que,

~

E(e", hulz2)) = (", hu(E(2)))- (2.20)

para cualquier ¢ € (0,27] y 22 € D,(0).

¢ asi definido es un biholomorfismo.

Sea el conjunto C; = {(z1,20) € C?/ |z| = 1} = S' x C y la 6rbita
Oz,(21,2) € F7,. entonces para j = 1,2 la curva

Oé] . R e C2 ‘
t — () =@ (it, (21, 22)) = (z1€", 3(it, (21, 22)))

parametriza C; N Ogz,(z). Esto es, C1 N Oy, (2) es una hoja de la foliacién
F7.le; que pasa por z € Ch.

Vamos a probar que § asi definida lleva hojas de F |¢, en hojas de F |c,.
En efecto, sea p = (21,29) € ¥y C C (esto es, p estd en alguna de las fibras
de C) entonces existe t € R, 25 € D,(0) tal que (z1,22) = (e, h(2h)) =
(eitv @%(it, (17 Zé))) = (pl(it, (17 Zé))
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Sea g € C1 N Oy, (p) € F, |c, entonces g = ' (itg, p) = (" - z1, p3(ito, p))
para algun to € R. Asi tenemos que,
£lq) = &(p'(ito, (21,22))) = &2, ps(ito, (21, 22)))

(e e", <P2(Zt0790 (12, (1,23))))

(eot0), o3 (i(to + 1), (1, 25)))

(eilto+?) ht +t(%))

ilto+:) hto+t(§( 5)))

(00 @3 (i(to + 1), (
2

£
3
3
3

(e
ito . it piA(to+t) | g(Z

itg | 8 z)\tg . E(Zé . et t)

[

Il
[ Y

(e

(e

p?
i
i
i
i
i

AL

Entonces £(q) € C1 N Oz,(&(p)) € F3,lc,, p € Ch.
Asi hemos probado que { lleva hojas de F7 |¢, en hojas de F7 |¢,. De este
modo, la conjugacion & queda definida en el cilindro C de radio 1.

Ahora extenderemos ¢ al polidisco A ((0,0), (1, p)) = D1(0) x D,(0) C C?

f P A ((07 0)7 (17p)) — C?
Sea z; € D1(0), z; # 0. Definamos el camino radial

le : [07 _lOg|21H s (% % {O}
t =7 (et © 21, 0)

contenido en la hoja C* x {0} € Fz con punto inicial (z1,0) y extremo
(%, 0) € C;. Fijemos una seccién transversal ¥, = {z} x D,(0), pasando
por el punto (z1,0) y levantemos el camino radial I',, dentro de la hoja de
Fz, pasando por el punto (21, 22) € 3., en el camino

Doz @ 8 — (€821, 2(1)), 29(0) = 29

cuyo punto inicial es (21, 22) y el extremo (é—h, 2(1)) € C1, ™= —log|z].
De este modo,

F(Zl,zz)(t) = (et T 21, z2<t>> = gpl(t’ (Zlv ZQ))? Vt € [Oa _log‘zll]'
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Entonces, 2y(t) = pi(t, (21, 22)), para todo t € [0, —log|z1|]. Esto es, la solu-
cién zy(t) de la ecuacion diferencial

%(t) = An()(1+ 1(21(1), 22(1)))

con condicién inicial z5(0) = 25, estd definida en el intervalo [0, —log|z|],
para 0 < |z3| < 1. En efecto tenemos que,

t
d
togla () = togla(O + [ Lloglaa(s)ds
0

entonces
9 |z0(t)] P Lz(s)]? 1
2los 2o =, ety
Pero d
d—s|22(8)|2 =2 (2(s), 22(s)) = 2 Re ((23(5), 22(5)) )
entonces
2(1)] s), #2(8))n)
(0] / |22 P ds
t Re W AC
/ ’ |Z ()) ds.
Asimismo,
2(s) - 22(s) = Aza(s) (14 1(21(s), 22(s))) - 22(s)
= AMz(s)P (1 + 1(21(s), 22(5))) -
Entonces 12a(2) ;
ZZogm e 2)\/0 Re (14 1(z1(s),22(s))) ds.

Por otro lado,
Re (14 1(21(s),22(5))) < [1+ 1(21(s), 22(9))| < 14| 1(21(s), 22(s))| < 1+b

donde b > 0 tal que | 1(z1, 22)| < b. Entonces

[22(1)]
2109|22(0)| <2X(1+b)t

luego,
[22(t)] < [25(0)] - AU <] < p, (2.21)
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para todo t € [0, —log|z|], pues A € R~ y t > 0.
Andlogamente para el campo Z, definamos el camino radial (el camino
inverso de T',,)

It [0, —log|z|]

21 C* x {O}
t

—
— (e7tlodlzl L 4 0)
el cual se levanta dentro de las hojas de F, pasando por el punto (£, wy),

[z1]”
en el camino '
Py o 8 — (el 2 (), wy(0) = wy

cuyo punto inicial es (é—h, wy) € Cy y el extremo (21, wa(7)).
La coordenada ws(t) para todo t € [0, —log|z|], satisface el problema de
valor inicial

wh(t) = X\ - ws(t), ws(0) = ws.

Luego,
dw2 (t)
= \dt vt € |0, —1
wg(t) ) € [ 9 Ong]_”
entonces d
o (log(ws(t))) = Adt.
Integrando

/0 %(log(wg(s)))ds ~ /0 T
log(ws(t)) — log(ws(0)) = At

s (i) =

ast, wy(t) = wy(0) - e para todo t € [0, —log |2|]. Ademas,

|ws(8)] = |wal - X < fwy| (2.22)

pues, A€ R™, ¢t > 0.

De este modo, construimos ¢ de la siguiente manera: Al punto inicial (21, z2)

del camino I'(, .,) le hacemos corresponder el punto (z1,w»(7)) del camino

F(_Zi wp)» €l extremo (2, 25(7)) € €1 del camino I';, ;) le hacemos correspon-
21 —

|z1]”
der el punto (i, wz) € C1 del camino I

tlon 2 = era) = (20 (=7 (22 ) ) = (e ),

73
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Ch o
(\z_ip 2(7)) (ﬁ: wa)
2y ol
Z1,W2(T)) 2
(217Z2) (‘z_h’()) ( 1 2( )) (‘ZIPO)
Fz F_l
(217 0) ' (Zl, 0)' Z1
P(Zl,ZQ) — (et . 217 ZQ(t)) FEz]i,wz) — (eft*log‘zﬂ . Zl, wg(t))

T = —log|z|.

Pero, puesto que (%,1@) € (1 y & esta definida en (] se tiene

(rvs) =< (=)

asi wy = & (é—h, 22(7')) donde 25(7) = p3(7, (21, 22))-
Luego, ¢ queda definida por:

z
§(z1,22) = (Zl,emglzll &2 (]z_1|’ 3 (7, (2’1,2’2))))
1
para todo (z1, 22) € (D1(0) — {0}) x D,(0).
Puesto que, (é—h,zﬂﬂ) € () y sabemos por (2.20) que £ esta bien defini-
da en ese conjunto y ademds es un biholomorfismo entonces £(z1, 22) es un
biholomorfismo, para todo (21, z2) € (D1(0) — {0}) x D,(0).

El conjunto V' de los puntos (z1,22) € (D1(0) — {0}) x D,(0) tales que
el extremo de I'(;, .,) € C; es un abierto y V' U {z; = 0} es una vecindad de
0 € C2. Veamos que ¢ asi definida es una conjugacién de las hojas Fz, |y en
hojas de Fz,|¢v).

En efecto, sea p € V tal que p = ¢! (T, (21, 22)) para algiin T' € C. Entonces

§(p) = (T (21, 2))) = &(e" - 21,05(T (21, 22)))

r el -2
= (a2 AT e 2)
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donde 7 = —log |e” - z].
Si consideramos 1" =t + 07 entonces 7 = —t — log |2;|. Asf,
. ez
E(p) = (eT 21, eMttlog ) fz(wy 905(_75 —log |z, (eT * 21, SO;(Tu (21,22))))))
0i
(A4l
= (" z, M|zt 52(W790§(—t —log|z1], o' (T, (21, 22)))))
i .
— (eT - 21, e . |z1|>‘ . 52( |Z | 17g0§(—t — log |Zl| +t + 01, (21, 22))))
1
_ (T Mo £ 2 1L 0i
= (e" -z, e -z - &of B s pa(—log |21] + 0i, (21, 22))))
9i
-z )
= (" -z, |zt 52(’Z—1|17<P%(927901(_10g|21', (21,22)))))
I R VR GO R Bi, (7181l . 21 ol (—1
- (6 21, € |Zl| 62( ’le‘ 7902( ?, (6 217902( Og|251|, (21722))))))

Z1

= (" -z, e Jal* - &a(e” - |1|,<P2(9Z(| |,902( log|21], (21, 22))))))

= (" m, e |l &le (91(| |,s02( log|21, (21,22))))))
= (" -z, e |l 0385, €(| ,,soz( log|1], (21, 22)))))

= (GT'Zl,eM'|Zl|)\' AL £(| |,(P2( 10g’21|,(21,22))))

= (e 21, e M0 rleslal g, (e” loglza] . 21, p3(—log|z1], (21, 22))))
21

= (GT'Z1,€)\(t+9i)'ei)\T §2(| |7902( (21722))))
(" - 21, X 5 (21, 25))
@2(15 + 92 (217 52(217 ZQ)))

= (pQ(t—i—(gZ 5(21722))
)

Luego, &(p) = ¢*(T,&(21,22)) € Oz,(&(21, 22)) para algin T =t + 0i € C.
Asi hemos probado que ¢ lleva hojas de Fz, |y en hojas de Fz,|ev).

Observamos hasta ahora segin la contrucciéon hecha que £(z1, z2) es un
biholomorfismo sobre V' satistaciendo:

1. £(0,0) = (0,0), esto es, el punto singular de Z; es llevado en el punto
singular de Z,.

2. Siz #0, &(21,0) = (21,0), esto es, la hoja C* x {0} € Fy, es llevada
en la hoja C* x {0} € Fgz,.
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3. €(1,2) = (1,E(z)), 2 € D,(0).
4. E(z1,2) = (21, P3(iarg(2), (1,E(2)))), (21,22) € Oy, con 25 = hy ' (z).

5. (21, 2) = (21, MBI & (2, ph (= log |21, (21, 22)))), (21, 22) € (D1(0)—
{0}) x D,(0).

Sélo falta extender £ a la separatriz vertical {z; = 0}. Para ello probaremos
que & @V — C es acotada. Veamos

52(21722) = |Z1|>‘ &y (%,22(7')) ) 7= —log |Zl|

Entonces

& (\le (7—>>

|€2(21, 22)| = |Zl\

J

siendo, & <‘Zl|,z2( )) = ws(0) = wy.
Por otro lado, de (2.22) tenemos que, |wy(7)| = |wy| - . Asf,

lwa| = |wa(T)| - 77, (2.23)
De (2.21)) se tiene
[22(7)] < [22(0)] - DT = |z - €27 - 7,

entonces
|22(7)] - €737 < |z - €2

Multiplicando por |ws(7)| esta tltima desigualdad y reemplazando (2.23)
obtenemos que,
|z2(7) |wal < [wa(7)l|22] - 7

luego,
Jwa(7)|
el < Ty e
Asi,

|U) (T)| _6)\T(b—1)‘22‘ < M . e—AT’Z2‘ < kp: (5’
|22(7)| |22(7)|

donde, k£ = ‘Ej((:))\' . e~ > 0. Entonces, existe § > 0 de modo que, § — 0
cuando p — 0y |£3(21, 20)| < J, para todo (z1,29) € V. De este modo & es
acotada, entonces por el Teorema de Extension de Riemann, ¢ se extiende
al conjunto V' U {z; = 0}, que es una vecindad abierta de 0 € C%. Luego,
existe un biholomorfismo local de C? en 0 € C? que transforma la foliacién
asociada a Z7 = (21, Aza(1+ 1(z1, 22)) en aquella asociada a Zy = (21, Adwy).

‘52(2’1, Z2)| <
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Capitulo 3

El Teorema del Centro

En este capitulo enunciaremos y demostraremos el Teorema del Centro,
resultado principal de esta monografia. Vamos a ver como argumentos de la
teoria de variable compleja son utilizados para demostrar este teorema de
naturaleza real. Denotemos por R{x,y} el conjunto de las series de poten-
cias convergentes en alguna vecindad de 0 € R? con coeficientes en R. Esto

es, si P(x,y) € R{z,y} entonces P(x,y) = Z Clap) ™y’ con k > 0, es
a+pB=k
convergente en alguna vecindad de 0 € R?. Consideremos la ecuacién

w = a(z,y)dz + b(z,y)dy (3.1)

la cual denota un germen de una 1-forma analitica real en 0 € R2, esto es,
a(z,y),b(x,y) € R{x,y}. Las singularidades de w son los puntos (z,y) tales

que a(z,y) = b(z,y) = 0.
Sea 7 !
| (— Lo) — (0,1))‘
a0 4@
Si det A # 0 entonces w tiene parte lineal.

Definicién 3.0.1. Decimos que 0 € R? es un centro para w si existe una
vecindad U de 0 dentro de R? tal que las curvas integrales de w en U — {0}
son cerradas.

Teorema 3.1. Sea 0 € R? una singularidad de w. Si det A # 0 y 0 es un
centro para w entonces w posee una integral primera.

Demostracién: Puesto que 0 € R? es una singularidad de w y det A # 0
se tiene que los desarrollos en series de potencias de las funciones a(x,y)
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y b(z,y) en una vecindad de 0 son: a(z,y) Z A(a,3) T y' v b(x,y) =

a+pB=1
> bapzy’

a+p6=1
El campo vectorial dual asociado a w = 0 esta dado por:

+ a(x, y)ﬁ (3.2)

0

Ox
La parte lineal de w
w1 = (a@,0 + apny)de + (ba gz + bo1yy)dy
tiene como campo lineal asociado
X; = (—baor — bony) = + (e + a(o,1)y)a%

el cual se puede expresar como un sistema de ecuaciones diferenciales

' — by oz — b
= T (3.3)
Y = a@,0 + apy

cuya representacion matricial tiene la forma

Dol i
Y R a(1,0) @(0,1) g Y '

A

Proposicién 3.1. Los wvalores caracteristicos de A son nimeros complejos
1MagInarios puros.

Demostraciéon: Sean A; y A\ los valores caracteristicos de A y
supongamos que no son imaginarios puros, esto es, Re()\;) # 0 para i = 1, 2;
entonces (0,0) es un punto singular hiperbélico de X (Definicién 1.2.5).
Tenemos los siguientes casos:

i = Xy con Aj, Ag €ER™ (0 A\j, A2 € RT).

) A
i) A1 # Mg, con A\, Ay € R™ (0 A\, Ay € RT).
i) eER " y M eRT (oM eRT y Ay eR7).
) A

iv) A=a=+1ib, con a,b # 0.
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Yy Y
T T
Alz)\QER_ )\17é/\2
)\1, /\QGRf
Y Y
( /_\
)\1€R7/\)\Q€R+ A=a+ib
a<0,b>0

Segun estos casos vemos que las curvas integrales de X; se comportan co-
mo alguno de los tipos mostrados en la Figura de abajo (foco, nodo, silla o
espiral); comportamiento cualitativo que se sigue manteniendo segin el Teo-
rema de Hartman Grobman para X (equivalentemente para w), puesto que
(0,0) es un punto singular hiperbélico de X. Pero observamos que dentro de
estos casos (foco, nodo, silla o espiral) al menos una de las curvas integrales
no singulares de X contiene al cero dentro de su adherencia, lo cual es una
contradiccién, pues (0,0) es un centro para w, todas las curvas son cerradas
ninguna se acumula a cero. Por lo tanto, los valores caracteristicos Ay y Ay
de A son imaginarios puros, esto es, \; = iby Ay = —ib, con b # 0.

Sabemos que el complejificado de R? es C? y que el operador R-lineal
A R? — R? se extiende de manera natural a un operador C-lineal
Ac : C? — C? (el complejificado de A) definido por:

Ac(u+iv) = A(u) + iA(v), u,v € R

ademds, si v + iv € C? para algin u,v € R? es el vector caracteristico
de Ac correspondiente al valor caracteristico A\; = b entonces el conjunto
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{u,v} C R? es una base para R% Relativa a esta base la matriz A tiene la

forma 0 )
(0B s

( —bao) by ) : (0 - b)
es semejante a ,
a(1,0) a(o,1) b 0
ellas representan la misma transformacién lineal pero en bases diferentes. En

esta nueva base, el sistema (3.3) toma la forma (vamos a seguir considerando
las nuevas coordenadas como (z,y))

X, =" 7 by (3.4)
y = bx

Esto es,

La foliacién generada por el campo (3.4) es igual a la foliacién generada por

el campo
' =—y
-
y=x

Asi, finalmente el campo (3.2) toma la forma

0 0
X =—(y+booz®+banzy+---) B + (z+ apor® +aanzy + ) ay

y
w = (x + a(270)x2 + Y v s ) dr + (y + b(270)x2 +bapyry + - ) dy = 0.

Nuestro proposito es utilizar argumentos de la teoria de variable compleja
para demostrar este teorema sobre centros reales, para lograrlo a partir de
aqui en adelante vamos a trabajar con la Ecuaciéon Complejificada de w = 0,
la cual definimos como:

Q= (z+a(2,0)zz+a(171)zw+- . )dz+(w+b(2,0)22+b(1,1)zw+- - )dw =0 (3.5)
donde Q es un germen de una 1-forma holomorfa en (0,0) € C?, z,w € C

con Re(z) =z y Re(w) =y.
El campo vectorial dual asociado a €2 = 0 esta dado por:

0
X = —(w+benz” +banzw—+ )= + (2 + apez’ + agzw+ )

0z ow
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Ahora podemos utilizar argumentos de la teoria de variable compleja para
continuar de manera natural la demostracion del Teorema del Centro.

El primer argumento de variable compleja a utilizar es el concepto de Ex-
plosién de una foliacién F en un punto (Ver Seccién 2.1.3).

El representante del germen de la 1-forma holomorfa €2, que denotamos nue-
vamente por {2 define una foliaciéon holomorfa Fq de dimensién 1 en alguna
vecindad U de 0 € C?. Veamos lo que ocurre con esta foliacién en U después
de un blow-up 7 de C? en el punto 0 € C2.

El Cono Tangente de la foliacién Fg es en este caso un polinomio homogéneo
de grado 2 dado por:

R(z,w) = w? + 22

Puesto que R(z,w) # 0 la singularidad (0,0) de X es no dicritica y segun lo
visto en 2.1.3 en el sistema de coordenadas (z,T) para C? obtenemos que

~ (X 19,
X = % = ——Z(T + 2(5(2’0) + b(l’l)T + b(o,g)T2) 4+ .- )& + ((1 + T2)+
2 a
2((a@o) +beoT) + (aqy) +bayT)T + (a2 +boyT)T?) + - )8_T
o equivalentemente la 1-forma dual
> () 2
O = T = ((1 +T ) + Z((G(gp) -+ b(gvo)T) " (a(171) -+ b(l,l)T)T + (a(072)+

b(o,g)T)TQ) + - )dZ + Z(T—I— Z(b(g,o) + b(l,l)T + b(o’g)TQ) P © © )dT =0. (36)
En el otro sistema de coordenadas (.S, w) de C?2 obtenemos por calculo analogo
que
~ (X
7, T

w

= —((1+8%) + w((bo + a025) + (bay +aa.nS)S + (beo+

0

0
a(270)5)52) - )_ + w(S +w(apz2) +aq,nS + a(2,0)52) + - )%

0S

o equivalentemente la 1-forma dual

- *(Q)
0y = % =w(S +w(apgz + aqS + apwsS?) + -+ )dS + (1 + 5%+

w((b(o,g) + a(072)S) + (b(171) + a(lyl)S)S + (b(g,o) -+ a(072)5)52) + - )dw = 0.

Las singularidades de Fg (foliaci6én en @2, generada por la 1-forma holomorfa

(NZl) en el divisor D son los puntos de la forma (0, 7j) que satisfacen la ecuacion
R(1,Ty) = 0.
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R(1,T)) =1+T¢=0<= Ty = +i

Asi tenemos que las singularidades de Fg son los puntos p; = (0,7) v
D2 = (07 _Z) ~
Andlogamente, las singularidades de Fg, (foliacién en C?, generada por la 1-

forma holomorfa Q5) en el divisor D son los puntos de la forma (S, 0) tales
que R(Sp,1) =0.

Asi tenemos que las singularidades de Fg son los puntos ¢; = (1,0) y
g = (—i, 0)

Hacemos notar, que sélo tenemos dos singularidades en el divisor D, ya que
p1 = (0,7) en las coordenadas (z,7") es el mismo punto g2 = (—i,0) en las
coordenadas (S, w). Del mismo modo que, po = (0, —i) en las coordenadas
(2,T) es el mismo punto ¢; = (4,0) en las coordenadas (S,w). Ademads,
D —{p1,p2} es una hoja de F5 . Luego, las formas ﬁl(z, T)y QQ(S, w) definen
sobre C2 — {p1, p2} una foliacién sin singularidades denotada por 7*(Fq) y
llamada el blow-up de Fq en 0 € C%.

Ahora veamos como se comportan las hojas de g proximas a esta hoja fija

Lo=D— {p1, p2}. Observaremos este comportamiento en una vecindad del
punto (0,17), pero sin pérdida de generalidad nos podemos trasladar al punto
(0,0) € D haciendo el cambio de coordenadas T' = wu + 4. Asi tenemos que
(3.6) en las coordenadas (z,u) se escribe como:

U = (26w + u? + a2 + beo) (U + 1)z + aq ) (u + i)z + by (u+ i)%2 +
- )dz + (iz 4+ uz + 22 (be) + by (u+ i) + b (u+14)%) + -+ )du = 0.

Ordenando la parte lineal y agrupando los términos de orden superior(t.o.s)
se tiene que

Q, = (2iu + iaz + t.0.s)dz + (iz + t.o.s)du.

donde av = —iag,0) + ag1,1) + 1a(,2) + b2,0) + ib1,1) — b(o,2)- Entonces la parte
lineal 17 de ©; en el punto (0,7) estd dada por

Q= (iu+iaz)dz +izdu
= i[(2u+ az)dz + z dul.

Haciendo el cambio de variable v = u + %z obtenemos
Q= i[2vdz + z dv]. (3.7)

La foliacién generada por (3.7) es igual a la foliacién generada por
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511 =2vdz + zdv.

Asi el campo vectorial holomorfo )?1 asociado a la 1-forma holomorfa ﬁl

toma la forma:
% = {Z/ = 2+ Aiz0)

3.8
V= 2v+4 Ay(z,0) (3:8)

donde las funciones A; son analiticas en una vecindad de (0,0) € C* y
A;(0,0) =0 para j =1,2.

Observamos en (3.8) que el cociente 1 de los autovalores es un nimero
real negativo entonces la smgularldad (0, Z) € D (la cual identificamos con la
singularidad (0,0) € C? de X) de X, estd en el dominio de Siegel, luego por
el Teorema de Briot-Bouquet (Ver Seccién 1.3.3) existe un cambio de coor-

denadas holomorfo(el cual seguiremos denotando por (z,v)) que transforma
(3.8) en

>\1_

2= —z4 zvai(z,v)

X, = (3.9)

V' = 20+ zvas(z,v)

donde las funciones a; son analiticas en una vecindad de (0,0) € C* y
a;j(0,0) = 0 para j = 1,2. Ademds, los conjuntos S; = {z =0}y
Sy = {v = 0} son curvas invariantes de X; (equivalentemente de €;), siendo
Sy = D el divisor de C2 y Ly = D — {p1, p>} una hoja de R

Proposicién 3.2. La holonomia de Zo es periodica de periodo 2

Demostracién: Sea U C R? una vecindad abierta de 0 € R? en la cual el
representante del germen de la 1-forma w que denotamos nuevamente por w
es analitica. Al hacer la explosién de R? en 0, obtenemos la variedad diferen-
ciable R? (Banda de Mobius) la cual como sabemos es un R-fibrado vectorial
sobre RP(1) ~ S, con fibra P~!(q), ¢ € RP(1).

Sea Py = (2,T) = (0,0) € D = CP(1). Puesto que, Ly ~ R2 — {0} entonces
WI(EO, Py) ~ Z. Esto es, el grupo fundamental de ZO con punto base Fy es
generado por un solo elemento. Podemos considerar a este elemento como la
clase de homotopia de la curva v = S' ~ RP(1) € CP(1) = D (con punto
inicial y final en Py € D) contenida en Lo.

Vamos a estudiar la holonomia de LO con respecto al punto Fy € LO y
a la seccién transversal ¥¢ = E1(P)) ~ C a lo largo de este camino
v C Lo, donde E~1(P,) es la fibra del C-fibrado vectorial C? pasando por el
punto Py, € CP(1) = base de este C-fibrado.

Sea H : m(ZO,PO) — Dif(X¢, Py) el representante de holonomia de Lo
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con respecto a Fy y a Y. Puesto que H es un homomorfismo de grupos
y m1 (Lo, Py) es generado por un sélo elemento ([y]) entonces el Grupo de
Holonomia Hol(Ly, Py) C Dif(Sc, By) de Ly en Py también tendré un sélo
generador que denotamos por [f], significando que este generador [f] (ger-
men de holonomia) va a ser estudiado a partir de este camino ~y. Asi para
estudiar la holonomia de ZO en P, sera suficiente estudiar la holonomia de
esta curva v = S! con respecto al punto Py € S' ~ RP(1) € CP(1) y a
la seccién transversal Yg C X¢ donde Yp = P71(P) ~ R es la fibra del
R-fibrado vectorial R? pasando por el punto By € RP(1) = base de este
R-fibrado.

La holonomia de ~ relativa a g y al punto Fy € ¥r es un difeomorfismo
fy : ¥z — X, definido en una pequeiia vecindad abierta X C Xg de B
( X ~ segmento de linea recta).

Como sabemos v = S ~ RP(1) es la base del R-fibrado vectorial R? que es
homeomorfo a la Banda de Mobius M, entonces estudiar la holonomia de
esta curva 7 a lo largo de las fibras Y de este R-fibrado vectorial R? equivale
a estudiar la holonomia de la curva v = S! como base del R-fibrado vectorial
M, sobre S'| vista en la Seccién 2.2.3 (Ejemplo 2.9 de Holonomia) donde
en este caso el segmento de recta X C X coincide con el intervalo abierto
71, 1[C R. Asi tenemos que f, : ¥ ~]71,1[— ¥ ~]1,1] es periddica de
periodo 2.

Por otro lado, puesto que la aplicacion de holonomia f, (representante del
germen de holonomia [f],) de Lo con respecto a Py y a Y¢ es un biholomor-
fismo definido en alguna pequena vecindad ¥ C 3¢ de Py y ademas siendo
f2 = identidad en ¥ C X¢ con Py € X un punto de acumulacién en Xt se
tiene por el Teorema de la Identidad que

f2(2) = z, Vz € ¥¢.

Asi la aplicacién de holonomia f, : ¥ — 3¢ de ZO con respecto a Py y a
Y¢ alo largo del camino v = S! C L es periddica de periodo 2.
Ahora, tomemos la parte lineal de (3.9)

~ Z/ = —Z
X, —
H {v’ =
Segtn lo visto en el Ejemplo 2.8 de la Seccion 2.2.3, la aplicacion de holonomia

L, : (C,0) — (C,0) ((C,0) = vecindad abierta de 0 € C) de la hoja Lo ~
{0} x C* de Fg, se define como:

() =z- i) = ;.

l

~
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Se tiene que [, (2) = —z es la parte lineal de la aplicacién de holonomia f..
Puesto que h(z) = 5 (z — f,(2)) es un biholomorfismo que conjuga f, con I,
pues ho f, =1, 0 h, se tiene en virtud del Teorema de Mattei-Moussu que
la foliacién F es equivalente en una vecindad de P, = (0,1) a la foliacién
dada por el campo lineal X 11- B

El conjunto Sy = {v = 0} es otra curva invariante de X;; (equivalentemente
de X;) y es transversal al divisor D en el punto (0,0) € D. Ademés, L} =
Sy —{(0,0)} es una hoja de Fg (equivalentemente de X1) vy puesto que,
Tlaa_p : C2— D — C>—{(0,0)} es un biholomorfismo se tiene que m(Lj) =
L es una hoja de Fx (equivalentemente de Fq). Veamos que la holonomia
de Lj esté bien definida en alguna pequena vecindad de 0 € C. En efecto,
sea Py = (1,0) € Ly ~ C* x {0} y & = {(1,v) e C?/v e D,(0)cC} c U

una seccién transversal a Lj en el punto P». Sea

v ¢ [0,207] — Lj~C*x {0}
t — () = (e",0)

una curva cerrada contenida en L), y 7(t) = (e',7(t)), t € [0,27] con
3(0) = (1,v) y 7(2m) = (1,1,(v)) el levantamiento de ~y sobre la hoja de Fg_
pasando por (1,v) € ¥, (1,v) suficientemente cercano de (1,0).

Los puntos (e”,7(t)) con t € [0,27] pertenecen a la hoja de Fg pasando
por (1,v) € 3. Puesto que ¢ # 0, Vi € [0,27] se tiene que los puntos
(e",72(t)) & D. Entonces la aplicacién de holonomia de Lj con respecto al
punto P, = (1,0) € Lj y a la seccién transversal 3 ~ D,(0) pasando por P,
estd bien definida en ¥ C U. Luego,

R
(L,v) — L(1,0)=(1,(v))
esta bien definida en la vecindad abierta D,(0) C C.

Del mismo modo, sabemos por el Ejemplo 2.8 de la Seccién 2.2.3 que la
holonomfia I, de la hoja Ly € Fg  estd dada por:

U(v)=wv- (1) = o,

es decir, es periodica de periodo 1 (es la Identidad). Entonces al ser conju-
gadas las foliaciones Fg con Fg = se tiene que la holonomia de Ly € Fg,

es también la Identidad. Luego, la holonomia de L) = n(Lj)) € Fx es la
Identidad.
Tenemos segin (3.5) que la parte lineal de €2 esta dada por:

O =zdz +wdw,
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siendo su campo lineal asociado (parte lineal de X)

0 0

Mediante el cambio de coordenadas 2’ = z+iw, w' = z—1iw, €y se transforma
en:

1 1
O (2 w') = =2 dw' + =w' d7,

2 2
equivalentemente
W 12 1,0
bACK.. & TR .Y b , =,/ .
1 w) 9% 6z’+2w ow'

Asf tenemos que el campo vectorial X en las variables (2/,w’) se escribe

1 0 1L 0
X = (_52, - ¢1(z',w')> Fwis (ﬁw’ - ¢2(2I,w/)> EWY (3.10)

donde ¢1(0,0) = ¢2(0,0) = 0.

Puesto que la singularidad (0,0) de X estd contenida en el dominio de Siegel
(pues, :\\—; = %/22 = —1 € R7) se tiene por el Teorema de Briot-Bouquet que
existe un cambio de coordenadas holomorfo (el cual seguiremos denotando

por (2/,w)) que transforma (3.10) en

]'I ) !/ / a 1 / (> !/ / a
7 = (—52 + 2w 1(z,w)) 82/4—(210 + 2w g(z,w)) S (3.11)

donde 1(0,0) = 2(0,0) = 0. Ademés, los conjuntos {2’ = 0} y {w’ = 0}
son curvas invariantes de X.

Puesto que los campos (3.10) y (3.11) son equivalentes se tiene que la hoja
L}, € Fx es también una hoja de F con la misma aplicacion de holonomia,
es decir, la aplicacion Identidad, y puesto que ella es conjugada a su parte
lineal (mediante el biholomorfismo Identidad) se tiene por el Teorema de
Mattei-Moussu (Ver Seccién 2.3) que la foliacién F es equivalente mediante
el biholorfismo ¢ en una vecindad de (0,0) € C? a la foliacién dada por el
campo lineal Z; = —%z’% + %w/%.
La 1-forma diferencial asociada al campo Z; esta dada por:

1
0 = é(w’dz'—i-z’dw’).

Observamos que f(z/,w') = 2z’ - w' es una integral primera analitica de €
(equivalentemente de Z;) pues, 0 A df = 0.
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Puesto que Z; admite una integral primera y £ es un biholomorfismo que
conjuga Fz, con Fy se tiene que la funcién F' = fo¢ es una integral primera
para Z.

FZow)y=0G+- )@ +--).

Dentro de las coordenadas (z,w) ella se escribe
F(z,w)=2>+w*+---

Al ser F' una integral primera de €2, se cumple que 2 A dF = 0. Asimismo,
F : (C%*0) — C definida en una vecindad de 0 € C?, se puede expresar
como:

F(z,w) = g(z,w) + ih(z,w)

donde g, h : (C?,0) — R son funciones con valores en R. La parte real de F,
Re(F) =g(z,w) =2*+y* —2? —y?+ .- siendo z =z +ir' y w =y +iy.
Al restringuir ¢ a la vecindad V de 0 € R?, tal que, V C (C?,0) se tiene que,
2’ =1y = 0. Entonces,

glv(z,y) =2 +y> + - -

Por otro lado, 2 = A(z, w)dz+ B(z, w)dw donde A(z,w) = z+ z agzMw®
Q=2
y B(z,w) =w+ Z boz" w?; asimismo, dF' = dg + idh. Entonces,
|QI>2

QA dF = (A(z,w)dz + B(z,w)dw) A (dg + idh) =0

= (A(z,w)(dz +idx") + B(z,w)(dy + idy')) A (dg + idh) = 0

= ((A(z,w)dz+B(z,w)dy)+i(A(z, w)dx'+ B(z,w)dy')) AN(dg+idh) = 0
Luego,

QA dF)|v = ((A(z,y)dz + B(z,y)dy)) A (dg + idh) = 0. (3.12)

Como podemos observar A(z,y)dr + B(z,y)dy = w, entonces se tiene de
(3.12) que
wAdg=0 Y w A dh=0.

Luego, gy : V' — R es una integral primera para w. Asi hemos probado la
existencia de una integral primera para w.
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CONCLUSIONES

= Hemos conseguido en la demostracién del Teorema del Centro que in-
teractue la Dinamica Compleja con otras areas de la Mateméatica como:
Geometria Diferencial, Topologia Algebraica y Dindamica Real.

= Siendo el Teorema del Centro un teorema de naturaleza real, para su
demostracion han sido utilizados argumentos de la teoria cualitativa de
variable compleja.
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