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Introduccion

La Topologia Algebraica es una rama de las matemaéticas, donde la idea fundamental
es asociar objetos algebraicos a los espacios topoldgicos y/o variedades, de manera que
la estructura asociada sea un invariante, en ese sentido estudiando las propiedades al-
gebraicas del objeto asociado podemos extraer consecuencias sobre la geometria y la
topologia del espacio.

La cohomologia de Rham y la cohomologia con soporte compacto, son los dos princi-
pales invariantes topolégicos de una variedad C°°, en ambos casos son herramientas
algebraicas, que se trata de cierta estructura algebraica extraida de una variedad dife-

renciable, permitira distinguir si dos variedades son o no homeomorfas.

El célculo de los grupos de cohomologia de una variedad no es tan facil, con esa idea
se introdujo una buena técnica como es la secuencia de Mayer Vietoris para ambos
invariantes introducida por Leopoldo Vietoris(1850), esta técnica calcula grupos de
cohomologia de una variedad que es posible expresarla como la unién de dos conjuntos
abiertos no necesariamente disjuntos, entonces asi se puede determinar los grupos de
cohomologia de la variedad en términos de los grupos de cohomologia de estos abier-
tos. Asi mismo y con esa misma necesidad se obtuvo la Dualidad de Poincaré para
una variedad orientable de dimensién n, que establece el isomorfismo entre el grupo de
cohomologia de Rham y el dual de la cohomologia con soporte compacto, éste isomor-

fismo es mucho més importante cuando la variedad orientable no es compacta.

Con el propdsito de seguir buscando maés objetos algebraicos que permitan proporcionar
més informacién geométrica y/o topoldgica del espacio se empieza estudiar la variedad
producto, cuya generalizacion conduce a la variedad producto local en ese sentido se
obtiene una nueva variedad a partir de otra(espacio base) llamado(Espacio Fibrado)
donde su espacio total estd formado por fibras(sub-variedades) en particular y en el
que mas trabajaremos es cuando las fibras sean espacios vectoriales a estos fibrados los
llamaremos Fibrados Vectoriales ya teniendo un fibrado y la nocién de paralelismo
en el espacio ambiente R™ se generaliza a espacios fibrados y se obtiene un operador
algebraico llamada conexién, asociada a éste tenemos definida la curvatura. Con todo

esto obtenemos las llamadas clases caracteristicas que se iniciaron en 1935 con Whitney
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y en 1942 por Shing-Shen Chern, éstas son invariantes que miden en cierta manera
como se aparta esa estructura producto local de una estructura producto. Las clases
caracteristicas que se expresan usando la forma de curvatura con coeficientes reales o
complejos gracias a Chern, tienen muchas aplicaciones por eso que es motivo de estudio
en esta tesis, por ejemplo, para resolver el problema de encontrar el niimero de campos
de vectores linealmente independientes en la esfera. También han sido usadas para
formular el Teorema del indice, que iguala un invariante analitico de ciertas variedades
con un invariante topoldgico de la variedad y una razén particular es probar el teorema
generalizado de Gauss-Bonnet.

Ahora estamos interesados en establecer un isomorfismo entre la cohomologia de un
fibrado y la cohomologia de su espacio base, entonces la pregunta es ;De qué mane-
ra podemos establecer un isomorfismo explicito entre ambos grupos de cohomologia?
la respuesta que no siempre es posible, entonces para que éste sea posible necesita-
mos primero que la variedad (espacio base) sea orientable y éste es posible gracias a

René Thom cuyo teorema lleva el mismo nombre Isomorfismo de Thom.

Este trabajo estd dividido en cinco capitulos; el primer capitulo se hace una exposicién
ligera de la cohomologia de Rham asi como una exposicién de la secuencia de Mayer
Vietoris y lo mas importante la Dualidad de Poincaré que son los pilares fundamentales
en el éxito de este trabajo. En el segundo y tercer capitulo se hace un estudio de los
espacios fibrados pero concentrandonos mas en los fibrados vectoriales las operaciones
entre ellos y la conexién y curvatura éste iltimo es la base fundamental para las clases
caracteristicas. En el capitulo cuatro empezamos a hablar de los polinomios invariantes
que son una herramienta clasica que permite hacer un estudio detallado de las clases
caracteristicas principalmente en las Clases de Chern para fibrados vectoriales com-
plejos la misma que se construye en base a la 2-forma de curvatura. Finalmente en el
capitulo cinco se empieza trabajando una herramienta que permite calcular los grupos
de cohomologia de un espacio producto llamada la Férmula de Kiinneth, posteriormen-
te se construye un nuevo fibrado llamado el fibrado de esferas que se usara en poder
probar el isomorfismo de Thom, ademés se define el indice de una seccién y se concluye

con el teorema generalizado de Gauss-Bonnet.

El trabajo ha sido hecho en base a mucho esfuerzo, dedicacion, y doy gracias a Dios
por haberme guiado siempre y asi poder lograr todas las metas trazadas .
Agradezco anticipadamente a los lectores por las observaciones que tengan a bien for-

mular.

El Autor
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Cohomologia de Rham

Empezamos éste capitulo estudiando brevemente la cohomologia de Rham; que es una
coleccién de espacios vectoriales obtenidos dentro del célculo de la exactitud de un
complejo de formas diferenciables asociado a una variedad dada; que aporta informa-

cién acerca de la arquitectura del espacio.

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, denotamos por QF(M) al espacio
de k—formas diferenciales en M; donde el operador derivada exterior d : QF(M) —

QFL(M) goza de la propiedad d o d = 0 la misma que hace que la secuencia
= QP L) L QF (M) — QR L (M) —— -

sea semiexacta. Por otro lado se dice que una k—forma w € QF(M) es cerrada si y sélo
si dw = 0. Y decimos que es exacta si y sélo si existe u € Qkil(M) tal que du = w;
el hecho que d o d = 0; implica que Im(d : QF~1(M) — QF(M)) estd contenido en el
Ker(d : Q%(M) — Q¥1(M)). Con eso definimos el k—ésimo grupo de cohomologia

de Rham como el espacio vectorial cociente

_ Ker(d: QM) — Q" (M)

HE(M) = Im(d : QF1(M) — Qk(M))

en particular H¥(M) = 0 para k < 0 y k > n = dimM; ademds H°(M) es el nticleo
de d : C®°(M,R) — QY(M). Decimos que dos clases [w] = [w'] si y s6lo si w — w' es
una forma exacta. También podemos deducir que H°(M) es el espacio de las funciones
constantes sobre las componentes conexas de M y como consecuencia de esto se tiene

que dimH%(M) es el nimero de componentes conexas de M.

El producto exterior de formas induce un producto H¥(M) x H'(M) — H*'(M) que

hace que H*(M) sea un &lgebra graduada. Si M, N son dos variedades diferenciales
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Preliminares 3

y ¢ : M — N una aplicacién suave entre las variedades, la aplicacién ¢* : QF(N) —

QF(M) induce una aplicacién lineal
H*(¢) : H*(N) — H*(M).

Por otro lado si tenemos dos aplicaciones fy, f1 : M — N homotépicas entre variedades

diferenciales, entonces
H*(fo) = H*(f1) : HY(N) — H*(M).

Ahora decimos que dos variedades M y N tienen el mismo tipo de homotopia si existen
aplicaciones diferenciales fo : M — Ny fi : N — M tal que foo fi v f1 o fo son
homotépicas a la idys y idy respectivamente. Con esto si una variedad diferenciable M
tiene el mismo tipo de homotopia que un punto fijo ¢ de M, entonces tienen grupos de
cohomologia isomorfos, de ese modo se sabe que R"™ tiene el mismo tipo de homotopia

que un punto, por lo tanto

R, k=0
0, k>0.

HYR™) =

De la misma forma se tiene H¥(M x R") = H¥(M). Una subvariedad diferenciable
A C M es un retracto de M si existe una aplicacion diferenciable r : M — A tal que
r(a) = a para todo a € A. Es decir roi =1i4 donde i : A — M es la inclusién y iz es
la identidad en A. Y decimos que A es un retracto por deformacién de M siior

es homotdpica a la identidad ip; en M. De esa manera decimos que si A es un retracto
por deformacién de M, entonces H*(A) = H*(M).

1.2. Cohomologia de un Complejo de Cadenas

En esta seccién definiremos la cohomologia para un complejo de cadenas que nos
dara importantes resultados que luego nos permitira particularizar y facilitara la prue-

bas en ciertos resultados sobre todo en la prueba de la Secuencia de Mayer Vietoris.

Definicion 1.1. Sean A, B y C espacios vectoriales y o, 5 aplicaciones lineales, la se-
B

. o . .
cuencia - - - A B C -+« dectmos que es una secuencia exacta
en B si la imagen de o coincide con el nicleo de 3; esto es, Ima = Ker(f3), la secuen-

cia completa, es exacta si lo es en cada uno de los espacios vectoriales.

Una secuencia de la forma: 0 A—2-DB o C 0 se llama secuencia corta,

esta secuencia es exacta si « es inyectiva, [ es sobreyectiva y Ima = Ker(3) en este

caso la llamaremos secuencia exacta corta.
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Preliminares 4

Definicion 1.2. Se define un complejo de cadenas como una secuencia A* =

{Ak d*\ ez de espacios vectoriales vy aplicaciones lineales d* : AF — A*1 tales que
dtlodk = 0.

La igualdad d**1 o d¥ = 0 implica que Imd* C Ker(dkﬂ) asi esta secuencia no necesa-
riamente es exacta.

Si un complejo de cadenas es exacta, entonces induce las secuencias exactas cortas.

0 — > Tmdrb1 o A % 1y gk 0,

donde i : Imd*~! — AF es la inclusién, ademéds tenemos los isomorfismos

Akfl Akfl S
Imd*2 ~ Kerdt—1 ‘2l s

e 0

es una secuencia exacta corta, deducimos que B también es de dimension finita ademas

B=AgC.

Si A, C' son espacios vectoriales de dimensién finita y 0 A—>B

Observacion 1.1. Dado una transformacion lineal entre espacios vectoriales

f A — B ésta induce la secuencia exacta corta

0 — Ker(f) —— —i>Im(f)ﬂO.

En consecuencia; tenemos que A = Ker(f) ®Im(f) y dimA = dim Ker(f) + dim Im(f).

Definicién 1.3. Dado un complejo de cadenas A* = { AP, dP} ez definimos el p-ésimo

espacio vectorial de cohomologia del complejo de cadenas A* como:
Ker(dP)
HP(A*) = —————.
(4% Im(dr—1)
A los elementos de Ker(dP) se les llama p — cociclos y de Im(dP~1) se les llama p —

cobordes y los elementos de HP(A*) se llaman clases de cohomologia.

Definicién 1.4. Sea A* = {A* d%}rez, B* = {B*,d%} ez complejos de cadenas,
Una aplicacion entre complejos de cadenas f: A* — B* es una familia de aplicaciones

lineales f* : A¥ — B* tal que el diagrama

B e B g e
. Ak+2 Ak—i—l Ak Ak—l Ak—2

lfk-‘—Q lfk+l lf}c lf}c—l lfk—Q
dlc+2 dk+1 dkfl
. Bkt2 5 pgk+l B Bk Bk-1_B _ pk-2

k
dB

es conmutativo. Esto es f*=1 o dlﬁl = d]]f_-; o fk Vk e Z.
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Lema 1.1. Una aplicacion de cadenas f : A* — B* induce una aplicacion lineal

f* : HP(A*) — HP(B*)
[a] = [fP(a)].
Demostracion. La demostracién consiste en probar que f* esta bien definida, sea [a] €

HP(A*), éste es un co-ciclo por lo tanto dP(a) = 0, donde a es un representante de la

clase dada; entonces [a] = a+Im(d€;1). Ahora si tomamos dos clases iguales en HP(A*),

digamos [a1] = [az] entonces (a1 — az) € Im(d¥ ') asf tenemos que (a1 — az) = d¥ ' (b)
para algiin b de AP~1y fP(ay —ag) = f2(d% " (b)) = db ' (fP~1(b)) por lo tanto tenemos
que (fP(a1) — fP(a2)) € Im(d%_l) entonces [fP(a1)] = [fP(a2)]. O

Una secuencia exacta corta de complejos de cadenas.

f

0 A* B* 2. ¢ 0

consiste de una familia de secuencias exactas cortas

0— >4 " pr &

c? 0,

para todo p.

f

Lema 1.2. Sea 0 A* B*—2L.c 0, una secuencia exacta corta de

complejos de cadenas entonces la secuencia

HP(A%) . H?P(B*) 9 HP(C*)
es exacta.

Demostracion. Debemos probar que la imagen de f* coincide con el nicleo de g* lo

haremos por doble inclusion.

(i) Im(f*) C Ker(g*), esto se puede probar con la siguiente composicién ¢g* o f* = 0.

Claro esto es evidente, pues por hipdtesis tenemos ¢gP o fP = (0 y ello implica que

g o f(la]) = g*([fP(a)]) = [g"(f*(a))] = O.

(ii) Ker(g*) C Im(f*), considere [b] una clase de cohomologia en HP(B*) tal que
g*[b] = 0, probemos que [b] pertenece a la imagen de f*. Como ¢*[b] = 0 entonces
gP(b) = dfy 1(c) para algin ¢ de CP~! y como gP~! es sobreyectiva entonces existe

by en BP~! tal que gP~1(by) = c luego se sigue que gP(b — d’]’;l(bl)) = 0 por lo
tanto existe a en AP con fP(a) =b— d%_l(bl). Veamos que a es un p-cociclo esto
se puede ver de la conmutatividad del diagrama (ver definicién de complejo de

cadenas) luego tenemos

P (a) = d(f7(a) = dp (b — iy (b1)) = 0
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puesto que b es un p- cociclo y d? o dP~! = 0. De la inyectividad fP*! tenemos
que d(a) = 0, es decir a es co-ciclo. Tenemos [a] esta en HP(A*) por lo tanto
f*([a]) =1b— d‘%ﬁl(bl)] = [b], asf [b] pertenece a la imagen de f*.

De (i) y (i7) la secuencia es exacta.

O
De la familia de secuencias exactas cortas 0 A* ! B* -2 0, for-
mamos el siguiente diagrama
0—> a1 I g1 97 op 0
a¥ at aet
J? g
0 AP BP cP 0 (1)
FA &, a2,
0 Ap+l L Brtl gt crtl 0

conmutativo. En seguida damos una definicién de suma importancia que nos permi-
tird conectar una clase en dimensién p en otra clase en dimensién (p + 1) y eso es

posible gracias a la definicién del homomorfismo conector 0*.

Definicion 1.5. Consideremos una secuencia exacta corta de complejos de cadenas

0 A* ! B2 0, definimos el homomorfismo lineal

8% : HP(C*) — HPH(4Y)

que asigna, a cada clase [c] de HP(C*) la clase 9*([c]) = [(fP™) "1 (d%((¢")71)(c))] con

las mismas notaciones de la definicion de complejo de cadenas.

La aplicacién gP no posee inversa la notacién (g?) ~!(c) indica la imagen inversa de ¢ que

estd contenida en BP, lineas mds adelante se ve que la clase [(f7™1) "1 (d%((¢?)"1)(c))]

independe del valor de la preimagen de ¢ via ¢gP. En esta definicién veremos que la clase
_ _ . 1 _ _

[P~ (dR((97)7)(€))] es un co-ciclo, esto es dfy™ ([(f7H) 7 (d((¢7)7)(e))]) = 0

con esos fines sea b € (g?)~!(c) y usando la conmutatividad del diagrama (1), se tiene

que
(@ (T AR 0)) = di ) T (b) = d i (6) = 0

y de la inyectividad de fP*? se consigue lo que querfamos. Ahora veremos la buena

definicién de 9* para esto considere b, b’ € (gP)~1(c) esto es gP(b') = gP(b) = ¢; y desde
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que gP(b) = ¢ y df.(c) = 0 entonces se concluye que di,(b) € ImfP*, por otro lado
si fP*(a) = df(b) usando la conmutatividad del diagrama y el hecho que fP*? es
inyectiva se tiene que d’:rl(a) = 0, ademds como gP (V') = gP(b) = cy fPT(a) = di}(b),
fPT(a’) = di(V'), entonces [a] = [a/] € HPTL(A*), lo cual demuestra la buena defini-

cion.
Ahora usando la aplicacién operador conector 9*, tenemos la siguiente secuencia

HP(B*) = HP(C") —"= HP' (4% (2)
veamos que ésta es exacta, esto es Img* = Kerd* para probar esta igualdad procedemos

a hacerlo por doble inclusién, si hacemos

0% o g ([t]) = 0" ([g"(®)]) = [(F7T) i ((¢") " g ()] = [(f7) " ()] = 0

entonces, se tiene que Img* C Kerd*. Faltaria la otra inclusiéon para esto sea ¢ € CP
tal que 9*([c]) = 0, esto es [(fPT1)"1(d%((g7)"")(c))] = 0 de donde se tiene que
(P~ Hd%((gP)1)(e)) = db(a’) para algtin o' € AP, por lo tanto d5(g?)~1(c) =
fPidh(a') = df% fP(a’) y tomando los extremos de esta tltima igualdad tenemos
di ((g?)~! — fP(a’)) = 0 con esto se tiene g?((g*)~! — fP(a’)) = ¢, de ahi obtene-
mos g*[(g?)~! — fP(a’)] = [c], entonces [c] € Img* eso muestra la otra inclusién con lo

que se tiene la exactitud de la secuencia, esto es para cualquier p € Z.

De la misma forma tenemos la secuencia
HP(C) 2> HP (A7) L= HPH(BY)  (3)
exacta, probaremos dicha exactitud, ésea Im0* = Kerg* en efecto
froold = FI(HHdR((g") ()] = [dip(g") )] =0

eso muestra que Im9d* C Kerg*, para ver la otra inclusién supongamos que f*([a]) = 0,
entonces fP1(a) = df(b) para algtin b € BP luego gP(b) € CP asi hacemos

O*[g"(0)] = [(fFH) M (") "gP ()] = [(F77H) 7 H(d(b)] = la]

por lo tanto [a] € Im0*, luego secuencia dada en (3) es exacta.

Juntando el Lema(1.2) y (2), (3) obtenemos una secuencia exacta larga, esto lo forma-

lizamos en la siguiente proposicién.

f

s .. g ,
Proposicion 1.1. Sea 0 A* B* C* 0 una secuencia exacta cor-

ta de complejos de cadenas. Entonces la secuencia larga
- —> HP(A%) I HP(BY) 9 HP(C*) _o, HP1(AY) I HPH(B*) —= - ..

es exacta.
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Esta proposicién facilitard la prueba de la Secuencia de Mayer Vietoris que presenta-

remos en seguida.

1.3. Secuencia de Mayer Vietoris

Leopoldo Vietoris (1891 — 2002), es uno de los topdlogos quién descubrié esta técnica
que da excelentes resultados para el cdlculo de grupos de cohomologia. Por lo que en
esta seccién nos ocuparemos del estudio de las secuencia de Mayer Vietoris que nos
permite calcular los grupos de cohomologia de H*(U; U Uz) en términos de H*(Uy)
y H*(Uz), donde Uy y Uy son subconjuntos abiertos de R™. Esta técnica también se

puede generalizar para abiertos de una variedad diferenciable.

Empezaremos dando un teorema que facilitara la llegada de la secuencia de Mayer

Vietoris.

Teorema 1.1. Sea Uy, Us subconjuntos abiertos de R™ con union U = Uy U Us, sea
iw: Uy = U y gy : U NUy — U, para v = 1,2 las respectivas inclusiones, entonces la

secuencia

00— QP(U) —Z> QP(Uy) @ QP (Uy) —2 QP(Uy N U) — 0

* %k

es exacta, donde IP(w) = (i (w),i5(w)) y JP(wy,w2) = ji(w1) — ji(wa).

Demostracion. Sea V,W abiertos de R", dada una p—forma w = " frdz; en QP(W)

y ¢ : V. — W una aplicacién diferenciable, entonces podemos escribir

¢*(w) =Y (frod)dei, A ... Ndg;,

en la prueba usaremos ¢ como inclusién de un abierto en R” 6sea ¢;(x) = x; donde los
¢; son las componentes de la aplicaciéon ¢ entonces do;; A ... Adg;, = dxy A ... Ndx;,
para abreviar cierta notacién escribimos dx; = d;; A ... A dx;, por lo tanto ¢*(w) se
escribe de la forma Y (f; o ¢)dzs en ese sentido tomaremos ¢ = i,,j, para v = 1,2;

con lo cual tenemos

in(w) = Z(f[ oiy)dryy j,(w) = Z(f[ o jy)dxy para v =1,2.

Probemos que I? es inyectiva, tome IP(w) = (3 (fr o i1)dazr, Y (f1 0 i2)dxs) = 0, por
lo tanto f7 o, = 0 para todo v esto implica que fr =0 en U, luego w = > frdzr = 0.
Ahora veremos que KerJ? = ImIP, esto se hard por doble inclusion, para ver ImI? C

KerJP hacemos

SV o IP(w) = jiit(w) — Jaig(w) = j*(w) — j*(w) =0,
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donde j : UyNUs — U es la inclusion. Para ver la otra inclusién considere dos p-formas

w = frdey € Q(U1) y wo =Y grdey € QP(Us) -

con JP(wy,wy) = 0. Obteniendo que estas formas restrictas a Uy NU; coinciden; es decir
Ji(w1) = j5(wa), de ahi se deduce que fr o j1 = gy o jo en Uy N Uz, luego fr(x) = gr(z)
para todo x € U;NUs, entonces podemos definir una aplicacién diferenciable hy : U — R
dado por

fi(z), zeU

hi(z) =
(=) gr(z), x €Uy

de esta manera se tiene que IP (> hrdxr) = (w1, w2), por lo tanto (wy,ws) € Im IP.

Por dltimo falta demostrar que JP es sobreyectiva, probaremos que para toda forma
w =Y frdx; € QP(U; NU3) existe (w1, wz) € QP(Ur) & QP (Uz) tal que JP(wy, wa) = w;
con ese fin considere {p1, p2} particién de la unidad subordinada a la cobertura abierta
{U1,Us}; estoes p, : U — [0, 1] con sop(p,) C U, tal que pi(x)+pa(z) = 1 parax € U.
Si elegimos f : Uy NUs — R una funcién diferenciable; usando la particién de la unidad
elegida podemos extender f a U; y Uy respectivamente. Si sop(p1) N Uz C Uy NU; la

extendemos en Us de la forma

—p1(x)f(x) sizeU NUs
fa(z) = .
0 si x € Uy —sop(p1)

analogamente, se extiende a U; de la forma

p(x)f(x) sizeUNnU,
fi(z) = '
0 si x € Uy — sop(p2).
Notemos que fi(z) — fa(x) = f(x) esto es para todo x € U; N Uy. Aplicamos la
situacion de arriba para extender las funciones f; : Uy N U — R, obteniéndose las
funciones fr, : U, — R. Por lo tanto construimos las formas w, =Y fr,dz; € QP(U,)
tal que

JP(wy, we) = Z(fm o ji)dxr — Z(f[,z o jo)dxr = Z(fm — fr2)dzr = w.

donde w = )" frdx; € QP(U; N Us). Eso completa la exactitud de la secuencia exacta

corta. O

El siguiente teorema es de suma importancia por lo que es necesario incluirlo en nuestro
trabajo. La primera aplicacién serd la prueba de la Dualidad de Poincaré y por lti-

mo facilitard la prueba del Isomorfismo de Thom enunciada y probada en el Capitulo 5.

Usando la misma notacién del Teorema(1.1) enunciamos el siguiente resultado.
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Teorema 1.2. Secuencia de Mayer Vietoris Sea Uy,Us abiertos de R™ con union
U = Uy UUs. Entonces existe una secuencia exacta larga de espacios vectoriales de

cohomologia
s HP(U) —I HP(U)) @ HP(Us) —L> HP(U, N Uy) L HPHH(U) —— -

donde, I"([w]) = (i [w], i3[w]) y J*([w], [wa]) = jf[wi] — j3[w2]

Demostracion. La demostracién estd basada en el Teorema(1.1) y luego se aplica a la
Proposicién(1.1). O

En la demostracién hecha en el Teorema(l.1) se tomé un sistema coordenado local
donde las formas diferenciales se podrian escribir de la forma w = ) frdxzy; éste tipo
de representacién no es necesaria para dicha prueba. Motivo por el cual la prueba vale
si M es una variedad diferenciable con cubrimiento {U;, Us}. Asi la Secuencia de Mayer

Vietoris también se aplicar para una variedad que es cubierta por dos abiertos.

En lo que sigue M sera considerada como una variedad diferenciable de Hausdorff y
enumerable. Ahora considere U, V abiertos de M con V. C U yseai: V — U la

inclusién. Entonces existe una aplicacion i, definida de la forma
i (V) = QL(U),

ix(w)|v = w, ix(W)|y—sopw) = 0; para w € L (V). (4)

donde Q%(U) es el espacio de formas con soporte compacto en U. Asi tenemos una
aplicacion lineal

it HE(V) > HE(U)  (5)

Dada W C V y una segunda inclusién j : W — U, con la propiedad (i o j).(w) =
ix 0 jx(w); entonces (HY(—), i) se convierte en un funtor contravariante en la categoria

de subconjuntos abiertos y inclusiones en una variedad diferenciable.

Sea Uy y Us abiertos de una variedad M con uniéon U = Uy UUs y considere i, : U, — U,

Jv : U NUy; — U, para v = 1,2 la respectivas inclusiones. Entonces la secuencia

0 —— Q2(U1 N Us) s Q2 (U1) @ QB(U) 2> QP(U) ——0  (6)

es una secuencia exacta corta, donde Jy(w) = (j1«(w), —jox(w)) y Ip(w1, wa) = i14(w1)+
i2+(w2). Para probar dicha exactitud debemos probar que J, es inyectiva lo cual es in-
mediato segin (4). Ahora se probard que ImJ, = Kerl, éste lo haremos por doble

inclusién; la inclusiéon Im.J, C Kerl), se obtiene de el hecho que I, o J,(w) = 0; faltaria

LHP(U) denota el grupo de cohomologfa con soporte compacto definido como el cociente entre
Ker(d: Q2 (U) — Q2TH(U)) y Im(d: Q271 (U) — Q2(U))
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ver la otra inclusién Kerl, C Im.J,, para ello considere wy € QL(U;) y we € QF(Us)
tal que Ip(wi,w2) = 0 lo que implica que w; = —wy en Uy N Uy, asi se tiene que
Jp(w = wy) = (w1, wz). Obteniéndose la otra inclusién. Por dltimo para la sobreyectivi-
dad de I, considere {p1, p2} particién de la unidad subordinada a la cobertura {U;, Us }
con sop(py) C U,. Dada una forma w € QF(U) entonces la forma pw tiene soporte com-
pacto en Uy, ésta forma tiene soporte compacto puesto que sop(p1w) C sop(p1)Nsop(w)
estd contenido en un compacto(sop(w)) y como M es de Hausdorff. De la misma ma-
nera sucede con la forma psw que tiene soporte compacto en Us. Por lo tanto la forma
w es la imagen via I, del par de formas (pjw, pow), con lo cual I, es sobreyectiva. Esto

completa la prueba de la exactitud de (6).

En resumen como (6) es una secuencia exacta corta, se puede aplicar a la Proposi-
ci6n(1.1) y ahi se obtiene la Secuencia de Mayer Vietoris para cohomologia con
soporte compacto.

I* o

o —— HE(U1 N Us) 2> HE(U1) & HE(Us) HPN (U NUz) —> . (7)

HZ(U)

Esta secuencia sera de suma importancia en la construccién de la Dualidad de Poincaré.

1.4. Dualidad de Poincaré

La Dualidad de Poincaré es uno de los resultados mas importantes de éste trabajo;
por eso que es necesario incluirlo, asi como su demostraciéon para tener un mejor en-

tendimiento. Empezamos dando algunas ideas de la construccién de dicho isomorfismo.

Dada una variedad diferenciable orientable compacta M de dimensién n; la Dualidad
de Poincaré afirma que HP(M) = H" P(M)* donde H" P(M)* denota el espacio vec-
torial dual de H"P(M).

La prueba que presentamos en éste trabajo se hara por inducciéon a través de un
cubrimiento abierto de M. La justificacion se establecerd de manera muy general sin

considerar en la hipotesis que M es compacta. es decir se probard que
HP(M) = HI"P(M)*,Yp € {0, ..,n};

donde H; P(M) es la cohomologia de Rham con soporte compacto sobre una variedad
orientable M (no necesariamente compacta)

En el caso que M sea compacta, entonces Q*(M) = QX(M) en consecuencia se tiene
que H*(M) = H}(M).
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Por otro lado sabemos que H} (M) no necesariamente es un funtor contravariante, en
la categoria de aplicaciones diferenciales. Sin embargo si ¢ : M — N, es una aplicacion
propia entre variedades diferenciales, 6sea ¢~ '(K) es compacto, para todo compacto
K de N. Entonces si w es una forma con soporte compacto sobre N, se tiene que ¢*(w)

es una forma con soporte compacto sobre M.

sop 9" (w) C (") (sopy (w)),

donde ¢* : QF(N) — QF(M). En consecuencia ¢* induce una aplicacion HE(p) :
HEP(N) — HE(M) asi HE(p) se convierte en un funtor contravariante de la categoria
de formas diferenciales con soporte compacto en la categoria de funciones diferenciales

propias.

Observacion 1.2. Sea M una variedad diferenciable conexa orientable de dimension

n entonces tenemos el isomorfismo.
/ : HM(M) = R,
M

vea [4] Corolario(10.14) del Teorema(10.13).

En el siguiente ejemplo se determina los grupos de cohomologia con soporte compacto

de R", éste ayudara a la prueba de la Dualidad de Poincaré.

Ejemplo 1.1.
R, g=n
HIR") =
0, otros casos
Veamos la prueba del ejemplo. En los casos ¢ = 0 y ¢ = n usamos la observacién(?7);
con lo cual HY(R") = R. Faltaria ver los casos en que 0 < ¢ < n, esto quiere decir que

tendremos que probar que la secuencia
-1
Qg—l(Rn) L> Qg (Rn) i> Qg-l-l(Rn)

es exacta. Ya tenemos que toda forma exacta es cerrada, esto por d?o0d?~! = 0. Ahora
tenemos que ver que toda forma cerrada con soporte compacto es una forma exacta
con soporte compacto; para ello identificaremos a R™ con S™ — {po} asi trabajaremos
en S — {po}. El conjunto Q&(S™ — {po}) contiene todas las formas que se eliminan en
una vecindad de pg, por lo tanto es un subcomplejo de QZ(S™). Consideremos w una
forma cerrada en Q¢(S™ — {po}); y como HI(S") = 0, en 0 < g < n entonces w es
exacta en 9(S™), esto quiere decir que existe 7 en 2971(S") tal que d(7) = w, debemos
probar que 7 se elimina en una vecindad de py. Consideremos W una vecindad de pg
difeomorfa a R™ tal que w|w = 0.

En el caso que g = 1, entonces 7 se convierte en una aplicacién en S™ que es constante

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\‘\ﬁNrgﬂl

S+l % UNIVERSIDAD
TESIS PUCP % UNIVERSID

DEL PERU

Preliminares 13

en W esto quiere decir que 7|y = a, asi definimos k = 7 — a en QY(S™ — pg) por lo
tanto d(k) = w.

En el caso que 2 < ¢ < n, tenemos que W es difeomorfa a R™ entonces se tiene
HY(W) = HI"L(R") y que 7|y es una forma cerrada, para hallar o en Q¢~1(W) con
d(o) = 7|w, elegimos una aplicacién diferenciable ¢ : S™ — [0, 1] con sopp(p) C W,
que toma el valor de 1 en una vecindad de pg, més pequena que W digamos U C W la
forma ¢ o o0 en W se puede extender a S™ y le asignamos el valor de cero en S™ — W,
sea o la forma extendida y k = 7 — d(0), entonces k|y = 0y d(k) = d(7) + dd(c) = w.

Luego existe k en QZ(S™) tal que d(k) = w, entonces la secuencia es exacta.

Sea A un espacio vectorial, denotemos A* = Homg(A,R) al conjunto de aplicaciones

lineales de A en R llamado el dual del espacio vectorial A.

Es facil ver que si la secuencia A —*.B N C donde A, B y C son espacios vecto-

riales, es exacta; entonces la secuencia
* *
C* ¥ B* ¥ C*,
es exacta.
Entonces se puede dualizar la Secuencia de Mayer Vietoris para soporte compacto dada
en (7). Asi se tiene

s HIYY(U N UR)* —Z > HI(U)* —L> HI(U)* @ HI(Us) —2> HI(U1 N Up)* — - --

donde I'(a) = (#{(a), iy(e)) y J'(a1, a2) = ji(a1) — j3(a2).

Por otro lado si tenemos una familia {U,/a € I} de abiertos disjuntos dos a dos de

una variedad M con U = Ug,e1U,; entonces tenemos el isomorfismo dado por:
HI(U) ~ HaeaHi(Ua); [w] = [iG(w);e I (8)
Ahora considere a M como una variedad orientable de dimensién n. Definimos el pro-
ducto exterior sobre formas con soporte compacto como:
A QP(M) x Qe P(M) — QM)
(wi,wy) — (w1 Awa),
donde sop(wy Aws) C sop(wi) Nsop(ws), asi ésta induce una aplicacién bilineal a nivel

de grupos de cohomologia
HP(M) x HY"P(M) — H(M).

Por la Observacién(1.2) tenemos que [,, : H(M) — R es un isomorfismo, entonces

obtenemos una aplicacién bilineal
Jyy + HP(M) x HEP(M)
([wi], [w2])

R

%
— wal/\’wQ;
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que de esa manera define una aplicacién lineal
DY, - HP(M) — H}7P(M)*.

En esta seccion demostraremos que ésta aplicacion es un isomorfismo. Para la prueba

daremos algunos lemas previos.

Lema 1.3. Sean U,V subconjuntos abiertos de M con V-C U C M entonces el dia-

grama

Ho(U) 0 Hp(v)

HY P (U) —— HE (V)"

es conmutativo.

Demostracion. Se probara que D@oHp(i) =g oD’(’]. Tome i : V — U como la inclusion;
considere w € QP(U) y 7 € Q¢ P(V) formas cerradas representantes de las clases de

cohomologia de [w] y [7] respectivamente; hacemos la composicién

Dy, o HP(i)([w))([7]) = Dy ([i* (w)])[7] =/ Fw)AT (@)

|4

donde i* : QP(U) — QP(V'). Por otro lado componemos

i'o Dh([u)(r]) = Dh ([l inlr)) = [wAi(m) (9

U

donde i, : QP(V) — QP(U), ademés soppy(w A i.(7)) C soppy (i«(7)) = soppy (7),
asi podemos integrar () sobre V, por otro lado tenemos que i*(w) A 7y w A i, (7)
coinciden sobre V entonces (a) = (/) y esto es para cualquier par de formas luego se

tiene la igualdad requerida. O

Lema 1.4. Considere Uy y Us subconjuntos abiertos de M donde U = UyUUs. Entonces

el diagrama
a*

HP(U, N Uy) HPHY(U)

J{D’l}lﬂUz iD[ZJj+1
- el L
7, n 0o XL gy

; | . -, .
es conmutativo; donde 0* es el homomorfismo conector y 0" es una aplicacion lineal.

Demostracion. La prueba consiste en obtener la igualdad (—1)P+19' oDy n, = D(pjrl o
o*.
Sea w € QP(UyNUs) y 7 € Q2 PHU) dos formas cerradas representantes de las clases

de cohomologia de [w],[T] respectivamente; considere i; : Uy — U, ig : Uy — Uy
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también j; : Uy N Uy — Uy, ja : Uy NUs — Us como las inclusiones. Tome w; € QP(U)
y we € QP(Us) escribimos w = ji(w1) — j3(we); y sea k € QPTH(U) una (p + 1)-forma
cerrada con i} (k) = dwi, i5(k) = dwy entonces k es un representante de la clase 9(Jw]).

Entonces tenemos que

D’(}+1°3*([w])([ﬂ)ZDZ&“([R])([T]):/UMT. (61)

Por otro lado tenemos la aplicacién

o, : HIMPHU) — HIP(UINU)
[r] = Ou([7])-

Podemos escribir 7 = 11 + 79; donde 71,75 € Q2P H(U) y sop(r1) C Uy, sop(r2) C Us
y sea o = ji(dri) = —j3(dr2) y

i) : QTP — QWP(ULNU)
dri — jik(dTl),

—j3(U2) = QP(h) — Q7 P(UIND)
dT2 — —jé‘(dTg).

Entonces o es una (n — p)-forma cerrada representante de la clase de cohomologia de

O« ([7]) por lo tanto,

0 Dl (@) () = D (o)) = [ whe (6

Ahora mostraremos que (f1) es igual () multiplicada por (—1)P*!. Por un lado se

tiene que

/k:/\T = /k/\(Tl—}-Tg):/k:/\Tl—f—/k:/\Tg
U U U U

= / dwl/\n—i-/ dwg/\(TQ (51)
U1 U
donde sop(71) C Uy y sop(72) C Uz y sabemos que
d(wy A1) = d(wy) A7 + (=1)Pw, Ad(7) r=1,2 (%)

y como consecuencia del Teorema de Stokes? se tiene que fUT d(w, A1) = 0. (%)

Por lo tanto aplicando la integral en (*) se tiene que

/Td(w,«/\n):/rd(wr)/\n—i—(—l)p/rwr/\d(n) r=1,2

2Teorema de Stokes. Sea M una variedad orientable de dimensién m y w una (m — 1) forma con
soporte compacto, entonces faM " (w) = fM dw, donde i : OM — M es la inclusién y OM denota la
frontera de M.
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y aplicando (**) obtenemos

(—D“l/fwAd@J=/¥ﬂwﬁAn.

Asi
(—1)7’+1/ k/\T:/ wl/\d(ﬁ)—i—/ wa A d(72).
U Ui

Uz

Por otra parte d(71) |p,= ji1«(0) y d(72) |uv,= —j2«(0) y se tiene

/ wlAd(T1)+/ wg/\d(TQ) = / wn /\jl*(J)—/ w2 /\jQ*(U)
Uq Us Uy Us
= [ Giwyae- [ jw)ne
U1NU> U1NU>

= / w A o. (52)
UiNU2

Luego comparando (f1) y (f2) se concluye que (61) es igual a (63) entonces se obtiene
que el diagrama es conmutativo.
O

Corolario 1.1. Tenemos las siguientes afirmaciones:

i. Sea Uy y Us subconjuntos abiertos de M, supongamos que Uy, Us y Uy N Us
satisface la Dualidad de Poincaré. Entonces U = Uy U Uy satisface la Dualidad

de Poincaré.

ii. Sea {Uy}aca una familia de subconjuntos abiertos disjuntos dos a dos de M donde
cada U, satisface la Dualidad de Poincaré. Entonces U = UycaU, satisface la

Dualidad de Poincaré.

i14. Cada subconjunto abierto de R™ difeomorfo a éste; satisface la Dualidad de Poin-

caré.

Demostracion.
i. Tome U = U; U Uy; la prueba consiste en demostrar que HP(U) ~ H. P(U)*.
Por hipétesis tenemos HP(Uy) ~ H. P(Uy), HP(Us) ~ H. P (Us) y HP(U; N Us) ~
H"7P(U; NU)*; en base a esto construimos el siguiente diagrama

HP=L(Uy) @ HP~ 1 (Us) et w) — 2 ) I o HPUy) @ HP(Uy) HP (W)

p—1 p—1 p—1 P P P p
Py, ®by, i Dw Py Pu, &Py, Pw

1 1 I 1 (-nPo! ‘ ‘
HP P (U)* @ HP~PHY(Uy)Y —— HP P (w)*

HY =P () — L o HnP(U)* @ HIP(Ug)* — L HP P (W)™
donde W = Uy NUs,. Este es conmutativo por el Lema(1.3) y el Lema(1.4) y ademés las
dos secuencias de las filas son exactas. Por hipdtesis D€V, Dgl &) D’(}Q son isomorfismos

y por el Lema Cinco se concluye que DpU es un isomorfismo para todo p.
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ii. Por hipétesis tenemos que HP(U,) ~ H" P(U,)* Va € A. Demostraremos que

HP(U) ~ H" P(UaecaUa)*; para eso consideremos el siguiente diagrama

Hp(U) HaEA Hp(Ua)

D@i iana
H!P(U)* —[lpea He P (Ua)*

las filas horizontales son isomorfismos por (8). También por hipdtesis HD’&Q es un

isomorfismo, entonces D%’J es un isomorfismo.

iii. Como U C R" es difeomorfo a R™, entonces HP(U) ~ HP(R™). Y por el Ejemplo(1.1)
se tiene H. P(U) ~ H. P(R™). Usando el Lema de Poincaré y el ejemplo antes men-
cionado se tiene que HY(U) & H" P(U) = 0 esto es para todo p # 0. Sélo faltaria
probar que DY, : HO(U) — H?(U)* es un isomorfismo, esto es suficiente viendo que la

aplicacién [; : H(U) — R es diferente de cero. Entonces, Dy, es un isomorfismo.
O

En particular H(U)* ~ R, ademds si (h,U’) es una carta de M, entonces todo sub-
conjunto abierto de M difeomorfo a R" satisface la Dualidad de Poincaré, esto es Dz,
es un isomorfismo para todo p.

La demostracién de la Dualidad de Poincaré se basa en el siguiente teorema; que puede

ser demostrada en base a induccion sobre abiertos que cubren a la variedad.

Teorema 1.3. Sea M una variedad diferenciable n-dimensional dotada de una cober-
tura abierta V- = (Vy)acr. Supdngase que U es una coleccion de subconjuntos abiertos

de M que satisface las cuatro condiciones.
i. Deld
1. Cualquier subconjunto abierto U C V, difeomorfo a R™, pertenece a U
115. St Uyp,Us y Uy NUs pertenecen a U, entonces Uy U Uy pertenece a U

. Si Uy, Us,.... es una sucesion de subconjuntos abiertos disjuntos dos a dos, con
U, € U entonces JU; € U.

Entonces M pertenece a U.
Para la demostracién del teorema usaremos el siguiente lema y la Proposicién(1.2).

Lema 1.5. Ademds de las hipdtesis del Teorema(1.3); supongamos que Uy, Us,.... es

una sucesion de abiertos relativamente compactos de M, con las siqguientes propiedades.

i. NjesU; € U, para cualquier subconjunto finito J
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. (Uj)jen es localmente finito.
Entonces la union Uy UUy U .... pertenece a U.

Demostracion. Sabemos que Uy, Us,.... son conjuntos relativamente compactos que
cumplen las cuatro condiciones del Teorema(1.3); ademas de las dos hipdtesis dadas
por el lema. Empezamos la prueba para el caso finito. Osea se probarad que Uj; U
Uj,,....,UUj,, € U, la justificaciéon la haremos por induccién sobre m.

Sim = 1,2 aplicamos (i) y la condicién(iii) del Teorema(1.3); con lo cual U;, UU;, € U.
En el caso que m > 3 supongamos que se cumple para (m — 1)-indices, ésea V =
U;,UUjg, ....,JU;,. € U entonces U;, NV = |, (U;,NU;, ) € U aplicando Teorema(1.3)-
(iii) a la secesion {Uj, NUj, }jen, donde U; NU; € U y por la parte(i), se concluye que
Uj, UUj,,....,UU;,, € U. Y esto completa la prueba para el caso finito. Ademds de eso

obtenemos que
m

Uwint)eu,

v=1

donde 1, 1,92, 2, .-y bm, Jm sON 2m-indices.

Veamos el caso mas general. Para esto definamos; un conjunto de indices I,,, y conjuntos
abiertos W,,, de forma inductiva.
Sim =1, entonces Iy = {1} y W7 = U;. Si m > 2 entonces

m—1

Iy = {m}U{i/i>m,Un Wit £ 0} — | I
j=1

W= ] U ()
i€l

Se prueba que I, es un conjunto finito; esto se puede hacer por induccién. Si I,
es finito, por lo tanto W,,,_1 es relativamente compacto(pues es unién finita de relati-
vamente compactos). Por la condicién(ii) implica que W,,_; intercepta a un nimero
finito de U; esto por que la familia {U;} es localmente finita. Asi I, es un conjunto
finito de indices, para todo m. Por otro lado si m > 2; m no pertenece a ningin I; con
j < m con lo cual por la definicién de I,,, éste pertenece a I,,. Asi concluimos que N
es la union disjuntos de conjuntos finitos I,,,.

En el caso en que I, = 0, entonces W,,, = ) € U por Teorema(1.3)-(i). Como la unién
finita esta en U, asi W,,, = UiEIm U, elU.

Asi como se tiene (x) se puede obtener
Win N Wing1 = U winuy)eu
(i,1)€Lm X Im+1

Notemos que si k > m+2y por (xx*) se tiene W,,,NW;, = (). Si la interseccion es no vacia,

entonces no existirfa i € I, con W,,,NU; # 0, y por (xx) ¢ € I; para algunos j < (m+1).
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Ahora usamos la condicién(iv) del Teorema(1.3) para notar que los tres conjuntos
WO = J52, Waj, W = (J52, Wy y WO N W = J52, W; N Wiy estan en U.

Y por Teorema(1.3)-(iii) se tiene

Jui=wOuw® eu.
i=1
O

Proposicién 1.2. Si U es un subconjunto abierto arbitrario de R™ yV = (V;)ier una
cobertura abierta de U; entonces podemos hallar una secuencia de puntos {x;} en U y

niimeros reales positivos rj que satisface las siguientes condiciones:
i. U=Uj2, Br;(x;) (Br;(x5) es la bola abierta con centro en x; y radio r;).
i. Para cada j eviste un i(j) € I con Bo,(z5) C V.

5. Todo x € U tiene una vecindad W que intercepta sélo una familia finita de bolas
BQTJ. (l‘]) .

Demostracion. Todo conjunto U abierto de R™ se puede escribir de la forma U =
U, Ky, donde Ky, es un compacto de la forma K, = Bam (0) — Use@n—u) Bijam ()
(adicionalmente Ky = K_; = ). Si m > 1, se tiene que K, esta contenido en el
interior de K,,1; ahora definimos los siguientes conjuntos By, = K, — Int(K,,_1),
U, = Int(Kpp+1) — Kim—2, se puede deducir que By, es compacto y Uy, es abierto,
ademas B,, C U,, por ultimo U = Uf:zl By,. Luego para cada x € B, podemos
encontrar 7(x) > 0 tal que By,(,)(z) esté contenido tanto en Uy, y en al menos uno
de los V;(V = (V;);er cobertura abierta de U). El Teorema de Heine-Borel para B,
asegura la existencia de xp, j € By, y T j > 0 tal que:

(@) B € UM, By (2my):

(B) Cada By, ;(zm,;) esta contenido en U, y en al menos en algunos de los conjuntos

abiertos V;. Entonces

00 oo dm [e%s)
U= U By, C U U Brm,j (:Z:m,j) - UnCU. (9)
m=1 m=1j=1 m=1

La parte(i) se deduce de 6. Para(ii), en 8 se tiene que para cada j existe i(j) tal que
By (w5) C Vi) Por dltimo (iii); dado x € U escogemos mg > 1 con © € Up, y
U NUpy = 0 cuando m > mg+ 3, entonces deducimos que Uy, intercepta a Boy (2, ;)
para m < mg + 2.

O

Demostracion. del Teorema(1.3)

Primero consideremos el caso especial en que W C R”™ con cobertura abierta V =
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(V3)ger y para esto considere la norma del maximo en R

l|lz]] = maxi<i<n|zi|

7 b7). Por equivalencia de

donde las bolas abiertas son cubos de la forma U; =[], (a], b]

normas y la Proposicién(1.2), tenemos las tres propiedades.
L W= U;il Uj = U;L Uj.
ii. (Uj)jen es localmente finito.
iii. Cada Uj estd contenido en algtn abierto V.

La interseccién finita Uj, N, ....,NUj,, también se puede escribir de la forma [, (a;, b;)

la cual es difeomorfo a R™, entonces por el Lema(1.5) se concluye que W € U.

Para el caso general M es considerada como una variedad diferenciable de dimension
n; elegimos una carta (h,U) donde h: U — W y W es un subconjunto abierto de R™
difeomorfo a éste, la cobertura abierta de W es (V)3 € J con lo cual (h™1(V3))ses es
una cobertura abierta de U. Aplicando el caso especial anterior para W; se concluye
que U € U. Esto es para cualquier abierto coordenado de la variedad.

Si M es compacto aplicamos el argumento del Lema(1.5) a una cobertura abierta finita
de M, donde cada uno de estos es un abierto coordenado, asi M € U. Para el caso no
compacto hacemos uso de una cobertura localmente finita de M por una secuencia de

abiertos coordenados relativamente compactos. O

El objetivo de esta seccién es probar la Dualidad de Poincaré, entonces hemos proba-
do todos los resultados previos que ayudaran a dicho objetivo, que mencionaremos a

continuacion.

Teorema 1.4. Dualidad de Poincaré Sea M una variedad diferenciable orientable

n-dimensional, entonces la aplicacion
DY, HP(M) — H"P(M)*
es un isomorfismo para todo p € {0,...,n}.

Demostracion. Para la prueba definimos la siguiente coleccién
U = {U C M/Uabierto, D},es un isomorfismo para todo p € {0, ...,n}};

por lo comentarios posteriores al Corolario(1.1) se tiene que ésta coleccién es distinto
del vacio, tome V = (Vj)gep una cobertura abierta de M. El Corolario(1.1) garantiza
que cumplen las condiciones del Teorema(1.3); por lo tanto M € U, asi D% es un
isomorfismo.

O
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Terminamos éste capitulo dando una proposicién que nos proporciona una secuencia
exacta larga para un par (N, M), donde M es una subvariedad compacta de la variedad
compacta N; éste serd muy usado en el Capitulo(v). El Lema que sigue es necesario
incluirlo pues ayudard a la demostracion de dicha proposicion, también conviene recor-
dar ciertos conocimientos de topologia diferencial.

Denotemos por U al complemento de M (U = N — M); ahi tenemos las inclusiones
i:U — N,j: M — N, con lo cual la aplicacién lineal j* : QI(N) — QI(M) es
sobreyectiva.

Como M y N son variedades compactas, entonces existe un encajamiento en R* con lo
cual se puede considerar a M, N como subvariedades de R*. Por otro lado el Teorema
de la Vecindad Tubular garantiza la existencia de abiertos en Vj; € RF y Vy C RF
con M C Vy, N C Vy y una extensiéon de las inclusiones iy, ips a retracciones
ra Vg = Myry:Vy — N de M y N respectivamente. Asi tenemos las aplicacio-

nes lineales

ra s QIM) = QI(Vy) y ry : Q4(N) — Q9(Vy).

Como M es una subvariedad de R*, el triple (Varying, ar) existe por el Teorema de la
Vecindad Tubular donde se tiene que rps o2y = idpas y tar 0 rar es homotdpica a idy,,,
entonces

ing : HY(Var) — HY(M) es un isomorfismo . 9)

Lema 1.6. Sea M wuna subvariedad compacta de la variedad compacta N donde j :

M — N es la inclusion, entonces tenemos las siguientes afirmaciones:

i. Siw € QIM) es una forma cerrada, entonces existe una q—forma v € QI(N)
tal que 7*(1) = w y que dr se anule en algin conjunto abierto de N que contenga
a M.

i SiT e QIN) consopy(dr)NM =0y j*(7) es exacta; entonces existe una forma
o € QU Y(N) tal que T — do es idénticamente cero en algin abierto de N que

contiene a M.

Demostracién. Considere a N como una subvariedad de R*, por el Teorema de la
Vecindad Tubular existen los triples, (Vn,in,7n) v (Var,in, mar) de Ny M respec-
tivamente de donde podemos asumir que V3; C V. También necesitamos tomar una
funcién suave ¢ : N — [0, 1] tal que sopy(p) € N NV v esta funcién toma el valor
de 1 en algin abierto W C NNV con M C W y el valor de cero en el complemento.
Para la prueba de (i) tome la forma w € Q%(M) cerrada; entonces tenemos la forma
w = ry(w) € QIN N Vi), asi @ la podemos extender hasta N usando la apli-
cacion ¢, por lo tanto tenemos la existencia de una forma 7 = @w en N tal que
J(1) = 7 (erif(w)) = j*(riy(w)) = (rm o j)*(w) = idy(w) = w y como w es cerrada,
es decir dw = 0, se concluye que dr = d(¢r},(w)) = 0 en algin abierto W C N NV
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que contiene a M esto completa la prueba de (i).

En la prueba de (ii) tenemos por hipdtesis que 7 € QI(N) y ry : QI(N) — QI(Vy);

recordando que Vj; C Vi, entonces podemos definir la forma 7 como
7 =rn(T)lva € 21 (Vi)

y por propiedad de la derivada exterior se tiene d(r}7) = ry(dr) ademas la hipdtesis
sopy(dT) N M = 0, implica que r}(d7) se anula en una vecindad que cubre M, por lo
tanto Vs se puede elegir donde d7 = 0. Por otro lado tomemos iy oj =ip : M — Vi

de ahi se tiene que
in(7) = (in 0 )" (ry(7)) = §" 0 iy o7y (7) = 57(7)

y desde que j*(7) = i},(7) es exacta y cerrada d(i},(7)) = },(d7) = 0, por lo tanto
[i,(T)] = 0 en HY(M) y usando (9) donde ¢}, es un isomorfismo se concluye que
[7] = 0 en HY(Vjs). Si tenemos la inclusion in|nav,, : N NV — Vi asi se tiene la
aplicacién lineal i} : Q9(Var) — QI(NNVyy) y usando el hecho que [7] = 0 en HY(Vyy),
[in(T)] = [(ry oin)*T] = [T|Nnnvy,] = 0; entonces encontramos que 7|yny,, €s exacta.
En consecuencia existe una (¢ — 1)-forma oy € QI71(N N Vi) tal que dog = T|nav,,;
esta forma o, se puede extender usando la aplicaciéon ¢ asi encontramos una forma
o = po, en N tal que 7 = do en un abierto W de N que contiene a M, por lo tanto
T—do=0en W

O

Proposicion 1.3. Sea M una subvariedad compacta de la variedad compacta N donde
U es el complemento(U =N—M)yj: M — N,i:U — N las respectivas inclusiones.

Entonces existe una secuencia exacta larga

--*>H‘1_1(M)L>H3(U)i>H‘1(N)L>H‘1(M)*>-~

Demostracion. Como la aplicacién j es la inclusidn, se tiene que j* : Q*(N) — Q* (M)

es sobreyectiva y denotemos por (N, M) al nicleo de j* esto es:
(N, M) ={w € @ (N)/j"(w) = 0}
con lo cual tenemos una secuencia exacta corta
0 — > Q*(N, M) —= Q*(N) L= Q*(M) ——>0

y denotamos por H*(N, M) la cohomologia de (Q*(N, M), d). Entonces por la Propo-

sicién(1.1) se tiene una secuencia exacta larga

e HIN (M) ——= HIN, M) —— HO(N) 2w HIM) — o (4)
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Por otro lado la inclusién i : U — N, induce una aplicacién i, : Q5(U) — Q*(N) ésta

tiene imagen en Q*(N, M). Para completar la demostracién debemos probar que
it QL (U) = Q°(N, M)

induce un isomorfismo en grupos de cohomologia H4(i,) : HI(U) — H(N, M) nuestro
trabajo consiste en probar que ésta aplicacion es justamente un isomorfismo, primero
veamos la inyectividad. Sea la clase [w] € HZ(U) tal que H9(i.)[w] = 0 ésta es represen-
tada por la g-forma cerrada en w € Q&(U), de ahi HI(i,)[w] = [ix(w)] = 0 por lo tanto
existe algin 7 € QI97Y(N, M) tal que dr = i,(w), ademds como 7 € QI~L(N, M) se
tiene que j*(7) = 0, asi j*(7) es exacta y como sopy(dr) C U aplicamos el Lema(1.6)-
(i) donde garantiza la existencia de o € Q472(N) tal que 7 — do es nula en algin
abierto de N que contiene a M, por lo tanto la forma k = 7 — do esta en QZ_I(U)
con la cual se tiene que dk = w, asi la forma w es exacta y cerrada a la vez, entonces
[w] = 0. Finalmente se prueba la sobreyectividad sea [w] € HY(N, M) ésta clase esta
representada por la forma w € Q4(N, M) asi j*(w) = 0, en ese sentido aplicamos el
Lema(1.6)-(ii) donde nos da la existencia de una o € Q971(N) con la propiedad que
w — do es nula en W donde éste es una vecindad de M, esto quiere decir que w = do
en W. Observe que
d(j*(0)) = j*(do) = j*(w) = 0, en W

de donde obtenemos que j*(o) es una forma cerrada en W; ahora aplicamos el Lema(1.6)-
(i) donde garantiza la existencia de una forma 7 € Q4~1(N) con j*(0) = j*(7) vy que
dr es nula en alguna vecindad de M; por lo tanto se tiene que j*(0 — 7) = 0 con lo
cual (0 —7) € QI~Y(N, M). Y definamos

k= (w—d(o —))ly = (w — do)| +drlyr € QD).

asi tenemos la existencia de k € Q&(U) tal que H(i.)[k] = [ix(k)] = [w — d(o —
7)] = [w]. Con esto se concluye que H%(i,) : H(U) = HI(N, M) es un isomorfismo y
reemplazando éste isomorfismo en (x), tenemos la secuencia exacta larga deseada.

O]
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Capitulo 2
Fibrados y Fibrados Vectoriales

En este capitulo estudiaremos una estructura llamada Fibrado y/o Fibrado Vectorial
que estd asociada a un espacio topoldgico (espacio base) que serd de suma importancia
trabajar, para poder hablar de clases caracteristicas y estos a la vez nos proporcionaran
informacién topoldgica del espacio base, de la misma forma se estudiaran las secciones
en fibrados como por ejemplo los campos vectoriales y las formas diferenciales que son
secciones del fibrado tangente y cotangente respectivamente, asi el espacio de secciones
sobre un fibrado nos permitira definir nuevas estructuras como la conexién y posterior-
mente la curvatura en dicho fibrado, que es un concepto necesario para poder hablar
de clases caracteristicas. Empezamos dando las definiciones necesarias para abarcar en

el objetivo deseado.

2.1. Definicién y Ejemplos

Empezamos dando la definicién més general de fibrado; posteriormente expondremos
el ejemplo més comin (fibrado trivial) y luego se dara la definicién de fibrado vectorial

que en éste trabajo tiene mas importancia.

Definicién 2.1. Un fibrado £ = (E, B, F, ) consiste de tres espacios topoldgicos E B
y F y una aplicacion continua 7 : E — B tal que satisface la siguiente condicion, para
cada punto b € B tiene una vecindad Uy y un homeomorfismo h : Uy x F — 7w~ Y(Up)

tal que el diagrama

UbXF
A
h
E B
™

es conmutativo. De ahi se deduce que h({c} x F) C 7~*(c).
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El espacio E es llamado espacio total, B es llamado espacio base y F' la fibra tipica.

Un fibrado es llamado diferenciable si B, F' y E son variedades diferenciales de
dimensién n, m y (n + m) respectivamente( asi B y F' son subvariedades de E) y
7 : F — B es una aplicacién diferenciable donde h es un difeomorfismo. Entonces
UxF~raYU)ast F~n1(c).

Ejemplo 2.1. El ejemplo mds obvio de fibrado es el fibrados trivial dado por
ek = (Bx F,B,F,x)

donde w: B x F' — B es la proyeccion en el primer factor, en éste caso las fibras son

{p} x F para todo p € B.

Por la definiciéon de fibrado podemos decir entonces, que todo fibrado es localmente

trivial y a éste homeomorfismo local h se le llama trivializacién.

Definicién 2.2. Un Fibrado Vectorial ¢ = (E,B,V,7) es un fibrado de fibra tipi-
ca V (espacio vectorial) y 7~ 1(x) es un espacio vectorial para todo x € B, donde
el homeomorfismo local h : U, x V. — 7~ Y(U,) puede ser escogido de modo que

h(z,—):V — 7 Y(x) sea un isomorfismo lineal para todo = € U,.

Un fibrado vectorial puede ser real o complejo dependiendo de V' y de la aplicacion
h(z, —). Pero nosotros nos concentraremos es fibrados vectoriales reales. Un fibrado

vectorial es diferenciable! si es un fibrado vectorial que es un fibrado diferenciable.

La dimensién del fibrado vectorial es la dimensién de la fibra 7=1(x); un fibrado vec-
torial de dimensién uno se le llama fibrado de linea.

Si¢ = (E,B,V,n) es un fibrado vectorial con lo cual en algunos casos s6lo escribiremos
¢ y denotaremos por F(£) al espacio total E y por &, a cada fibra Fy(¢) = 7~1(b). Aho-
ra si W C B entonces escribiremos el fibrado vectorial £ por & |w= (E(§ |w), W, V, )
donde E(¢ |w) = m; '(W).

Sea ¢ un fibrado vectorial a los homeomorfismo h; : U; x V — 7= Y(U;) y by : U XV —
7~ Y(Uy), en adelante los llamaremos trivializaciones y a los abiertos U, abiertos tri-
vializantes. Supongamos que la intersecciéon Uj;, = U; N Uy es no vacia, entonces la

aplicacion h; o h;l queda expresada de la forma:
hjohlzl : UijV — UijV
(p,v) = (phjr(p)-v)
donde hj(p) = hj o (hy|pyxy) " entonces definen funciones con valores en Gl,(R)

hjk : Ujk: — Gln(R)

! Generalmente omitiremos la palabra diferenciable, esto serd obvio cuando estemos trabajando con

variedades diferenciables.
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que son llamados co-ciclos, éstos gozan de las siguientes propiedades:
i. hjj =1enUj
ii. hjpohg; =1,en Uj
iii. hjpohgyohjy=1,enUj =U; NU,NU,.

También es imprescindible dar la siguiente definicién. Diremos que un fibrado vectorial
real { = (E,M,n¢) es orientable si existe una familia de trivializaciones de E tal
que las funciones de transicién(co-ciclos) correspondientes toman valores en GL;! (R)?,
donde m es la dimensién del fibrado.

Ahora veamos algunos ejemplos se fibrados vectoriales.

Ejemplo 2.2. Un ejemplo muy importante es el fibrado canonico de lineas que lo

construiremos de la siguiente forma. Considere S' C C donde (S*,-) tiene estructura

de grupo y "7 es la multiplicacion usual de nimeros complejos, ahora tome la esfera
unitaria en S*"1 C C", hacemos actuar S' en S?"t! de la forma S' x §2"+1 —
52n+1

St (X u) — Au entonces, obtenemos el espacio proyectivo complejo CP" = o1

Ahora hacemos actuar S* en S*" 1 x C de la forma:
St x (82 x C) = ST x C, (N, (z,u)) = (Az, A1)
por lo tanto, obtenemos el espacio de drbitas denotado por:
§2nt1 o1 C = {[z,u]/(2,u) € S2T1 x C}

en este definimos la aplicacion 7 : S?"*t1 xg1 C — CP", [z,v] — [2] que estd bien
definida y ademds es continua. Considere U; = {[zo, ..., zn] € CP"/z; # 0} cubrimiento
abierto de CP"; ahora definimos para cada j =0, ...,n las trivializaciones locales

by : Uy x € = 7L (Uy) = {[z,ul/[2] € U},
de la forma hj([z),t) = [z, £] € 77 1(U;) ésta aplicacion estd bien definida donde su
inversa de define de la forma h;l([z,u]) = ([z],uz;) € U; x C por lo tanto los h; son
efectivamente una biyeccion, para ver la continuidad considere el abierto U;; = U; N U;

entonces el cambio de coordenadas
hJIOhi:Uij XC—)UZ']' x C

viene dada por hj_l o hi([z],t) = hj_l([z, Zil]) = ([z],t%) claramente es una aplicacion

continua, e induce una familia de aplicaciones

hji : Uij = GL,(C), dadas por hji([z0, ..., zn]) = =

2Denota el grupo de matrices con determinante positivo
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que son los co-ciclos del fibrado. Por lo tanto S?"t! x g1 C es un fibrado de lineas que

en adelante denotaremos por H, = S*"*! x ¢ C.

Ejemplo 2.3. El fibrado tangente sea M una variedad diferenciable de dimension

n contenida en R"* definimos el siquiente conjunto

TM ={(p,v) € M xR"** v e T,M} = | ] {p} x T,M
peEM
probamos que & = (T'M, M,R™, ) tiene estructura de fibrado vectorial donde w : TM —
M esta dada por m(p,v) = p; cada fibra es 71 (p) = T,M para cada p € M, escogemos
una vecindad U al rededor de éste punto y una parametrizacion g : W — U tal que

9(p) = q, donde W C R"™ definimos la aplicacion

h @ UxR* — 77 4U)
(iE,U) - h(xvv):Dgg_l(m)(U)

asi h : R" — T, M es un isomorfismo. Luego & es un fibrado vectorial.

Ejemplo 2.4. El fibrado normal Sea M una variedad diferenciable de dimension n
contenida en R"* el espacio NpM = (T,,M)l es el espacio ortogonal a Ty, M . Definimos
el siguiente conjunto NM = UpeM NpyM C M x R™* se prueba que el cuadriple &€ =
(NM,M,R", ) tiene estructura de fibrado vectorial donde m(p,v) =p con v € N,M.
Para cada py en M, produce campos vectoriales X1, .., X, tal que X1(p), .., Xn(p) consti-
tuye una base de T, M esto es para todo p que esta en una vecindad de py y usando el teo-
rema de completacion de base existen vectores Vi, .., Vi tal que {X1(p), .., Xn(p), V1, .., Vi }
constituyen una base de R"* desde que el determinante det(X1(p),.., Xn(p), Vi,..Vi)
es distinto de cero y de la continuidad de ésta aplicacion hace que esta base sea siempre
distinto de cero en una vecindad de py, y aplicando el proceso de ortonormalizacion de
Gram-Schmidt, tenemos X1,.., X, Y1,....,Y : W — R defnidas en una vecindad
po € W con la propiedad de que son bases ontonormales para cada p € M es decir
X1(p), ..., Xn(p) es base de T,M y Yi(p),...., Yi(p) es base de N,M. Podemos definir
h: W x RF = 7=\ (W) dada por h(p,t) = S5 ;Yi(p) la cual es una trivializacion

local, por lo tanto & es un fibrado vectorial de dimension k.

Para obviar algunas notaciones sélo usaremos { = (E, B, ) para denotar a un fibrado

vectorial o simplemente &.
Definicién 2.3. Considere los fibrados vectoriales £ = (E, B,m) y & = (E', B, 7’)

i. Una aplicacion (diferenciable) entre fibrados vectoriales(diferenciales) € y &' es

una pareja de aplicaciones continuas (6 diferenciales ) (f,f) : &€ — & donde
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f:B—= B yf:E— E tal que el diagrama
E—"-B
ool
E -"~B
es conmutativo.

ii. Un homomorfismo(diferenciable) entre fibrados vectoriales(diferenciales) & y &
es una aplicacion de fibras tal que f : 71 (z) — (/)" (f(x)) es lineal para todo
r € B.

Ejemplo 2.5. Sea M y M’ variedades diferenciales y f : M — M' una aplicacion

diferenciable, entonces f induce una aplicacion
Tpf = Dpf 3 TpM — Tf(p)M/
la derivada de f que es una aplicacion lineal.

Definicion 2.4. Sea & y 1 dos fibrados vectoriales con el mismo espacio base B, estos

~

fibrados son isomorfos si existen homomorfismo de fibrados (idg, f), (idp,§) tal que

fog=idygof=id

Presentamos otra forma de construir el Fibrado Canénico de Lineas y probaremos que
éste es isomorfo al fibrado construido en el Ejemplo(2.2). Considere el espacio proyectivo
complejo CP™ de dimensién n. Con la finalidad de construir un fibrado vectorial cuya
fibra sobre el punto [w] € CP" sea una recta que pasa por w y el origen 0 € C**1. En

ese sentido considere
L* = {([w], 2) € CP" x C"*! : 3t € C, 2 = tw}.

La aplicacién proyeccién 7 : L* — CP", esta definida de la forma 7 ([w], z) = [w]; éste
es fibrado vectorial de linea sobre CP". Para justificar esto veamos sus trivializaciones

para esto considere U; = {[zo, ..., x,]/z; # 0} luego definimos

hy Uy x € = w(0)); (), t) - ([w), uiw)

Ahora si elegimos otro abierto U; hacemos la composicion
hi_l o hj : Uij x C — ﬂ_l(Uij) — Uz’j x C,

entonces asf tenemos que h; ' o h;([w],t) = ([w],t%’_) con lo cual sus co-ciclos quedan

representados de la forma

hij : Uij — GLl((C); [w(), ..,wn] — —.
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A éste fibrado se le llama Fibrado de Lineas Tautolégico. Veremos que éste es

isomorfo al fibrado construido en el Ejemplo(2.2)

S+ o) € "> CP"

7

Lr u cp»

donde la aplicacién f esta definida de la forma f([z,¢]) = ([z],tz) y su inversa esta
dada por f~1([z],u]) = f~1([z],#2]) = [2,t]. Con lo cual los fibrados en mencién son

isomorfos.

Lema 2.1. Sea & y n dos fibrados vectoriales(diferenciales) con el mismo espacio base
By E(€), E(n) sus respectivos espacios totales. Una aplicacion continua(diferenciable)

f E(&) — E(n) que aplica la fibra & isomdrficamente en la fibra ny, es un isomorfismo.

Demostracion. Por hipdtesis se tiene que f es continua(diferenciable), ademds una
biyeccion, por lo tanto, faltaria probar que f ~1, es continua(diferenciable). Considere
U C B abierto en B donde & y 7 se trivializan respectivamente, entonces demostremos
que f1: W (U) = Te L(U) es continua(diferenciable), por otro lado, tenemos las
trivializaciones locales h : U x R" — ng(U) vk :UXxR" — 7r;1(U) de £ y n,
asi h(z,—) : R" — wgl(x) y k(z,—) : R" — W;l(.f) son isomorfismos. Ahora hacemos

la composicién

ko _ P h—1
U x ]R"—>71',71(U)——>7r5 (U)—U x R"
asi obtenemos la aplicacién F = ko f oh™!l:U xR" — U x R", donde F(x,—), es un
isomorfismo que viene dada por F(z,v) = (z, F3(z,v)), donde Fy(x,v) es la aplicacién
lineal que se obtiene, en cada punto de la aplicacién U — GL,(R). Como Fs(x,—) es
un isomorfismo entonces posee inversa F{l(az, —), esto nos permitira definir F~1, de la

siguiente forma

Fl=hoflok™ : UxR* —» UxR"
(z,0) — F~Yz,v) = (z,Fy(z,v))
y como la inmersién

GL,(R) — GL,(R)
Fy(z,—) —  FyYx,—) ,Va €U, es diferenciable

por lo tanto, continua luego F~'(z,v) = (z, F; '(x,v)), es continua(diferenciable), asf,

f~1 es continua(diferenciable). O

Este lema serda de mucha importancia, para probar cuando dos fibrados vectoriales son

isomorfos, de hecho en lo que sigue del trabajo usard muy seguido.
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2.2. Suma de Whitney

En ésta seccién construiremos un fibrado vectorial, a partir de dos fibrados vectoriales
&,m sobre el mismo espacio base B, éste nuevo fibrado vectorial lo llamaremos suma
de whitney; o también suma directa de fibrados vectoriales por la forma como se
definiran sus fibras.

Sea ¢ y n dos fibrados vectoriales sobre el mismo espacio base B y E(&), E(n) su
respectivo espacio total, la suma whiney de £ y 1 es otro fibrado vectorial denotado
por £ &= (E(®n),B,R"®R™, meqy), donde el espacio total esta definido por:

Eon) = {(v,w) € E(&) x E(n)/me(v) = my(w)};

y la aplicacién proyeccion es megy (v, w) = m¢(v) = my(w) y cada fibra es de la forma
(E®n)p = &Dnp. De hecho €@, asi definido tiene estructura de fibrado vectorial. Si U es
un abierto de B donde & y 7 se trivializan, entonces las aplicaciones h : U xR™ — m¢(U)
y k:UXxR™ — m,(U) son homeomorfismos, con lo cual podemos definir de forma
natural la aplicaciéon dada por:

hek : UxR*xR™ — x '(U)er,(U)

(,0,w) = B k(,v,w) = (h(z,v), k(z, w)).
Asi definida es un homeomorfismo, y restricta a cada fibra es un isomorfismo.

Definicion 2.5. El producto interno en un fibrado vectorial £& es una aplicacion
¢ EEDE — R tal que ¢ : & @ & — R en un producto interno en la fibra &.

Proposicion 2.1. Todo fibrado wvectorial sobre una variedad compacta B tiene un

producto interno.

Demostracion. Sea & el fibrado vectorial sobre la variedad compacta B, elegimos una
trivializacién local h; : U; x R™ — 7r§_ 1(Ui). Como B es compacta de un cubrimiento ar-
bitrario podemos extraer un cubrimiento finito digdmos Uy, ...., U, ahora elijamos una
particién de la unidad {«;};_; subordinada a dicho cubrimiento, es decir sop(c;) C Uj.
El producto interno en R"™ induce un producto interno en {z} x R™, luego h; in-
duce un producto interno en ﬂgl(az) digamos ¢; : 7['5_1(1’) ) 7['5_1(1’) — R dada por
¢i(hi(z,v), hi(z,w)) = (v,w), Vz € U; donde (,) es el producto interno canénico de

R™. Entonces podemos definir la aplicacion
$(v,w) = (v, w)ai(me(v));
i=1

es facil ver que esta aplicacién, satisface las condiciones de producto interno en Te 1(1:),

VY € B por lo tanto ésta define un producto interno en &. ]
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Sea M una variedad diferenciable el producto interno en el fibrado tangente sobre M,
es la misma que la métrica riemanniana. Si f : W — M una parametrizacién en M.
Una meétrica riemanniana en M, es una funcién ¢ que a cada punto se le asigna una

aplicacién bilineal ¢(p) : TyM x T,M — R con las siguientes propiedades:
i. Simétrica ¢(p)(v,w) = ¢(p)(w,v) Yv,w € T,M.
ii. Positiva, si v # 0 entonces ¢(p)(v.v) > 0.

tal que la aplicacién p — ¢(p)(Dp(f(v1)), Dp(f(v2))), es diferenciable en W.

2.3. Secciones en un Fibrado Vectorial

En seguida introducimos un concepto muy importante que nos permitird seguir obte-

niendo mas informacién sobre los fibrados.

Definicién 2.6. Una Seccién en un fibrado § = (E, B, ) es una aplicacion s : B —

B
P

E tal que el diagrama

E B

conmuta, esto es s(z) € m1(z).

El conjunto de todas las secciones de un fibrado vectorial, es un °(M)3- espacio vec-
torial que denotaremos por I'(§) donde la operacién suma, es la operacién suma en las

fibras, y el elemento cero es el cero de alguna fibra de E.

Ejemplo 2.6. Para cualquier fibrado vectorial & sobre B se tiene bien definida una
seccion global s : B — E dada por s(x) = 0 para todo x € B, a ésta se le llama la

seccion nula.

Ejemplo 2.7. El ejemplo cldsico de secciones, son los campos vectoriales que son las
secciones del fibrado tangente. Sea M una variedad diferenciable de dimensionn yT M

el fibrado tangente una seccion del fibrado tangente T M, es llamado compo vectorial

s « M — TM
p — sp)=mXp) €{p} xT,M

3Denota el anillo de las funciones diferenciables de M en R.
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Considere s : B — M, una seccién en el fibrado £ y h; : U; x R — 771(U;), una
trivializacién del fibrado §. La seccién s en U; puede ser representada de la forma
h;l(s(p)) = (p,sj(p)), donde s; : Uj — R"™. Ahora veamos que pasa en la interseccién
no vacia de dos abiertos trivializantes de M, digamos Uj, = U; N Uy, entonces una
seccién s puede ser representada por hj_l(s(p)) = (p,s;j(p)) en Uj, y también puede ser
representada por hi*(s(p)) = (p,sk(p)) en Uy, donde s; : Uj — R" y s;, : Uy — R,

entonces en la interseccién se tiene

(0, sk(p)) = hy " (s(p)) = hi " o hy(p, s5(p)) = (D hays;(p)),

por lo tanto sy = hy;s;. en Uj, donde hy; son los co-ciclos.

Si € es un fibrado vectorial diferenciable, entonces denotaremos por Q°(€) al subespacio

vectorial de secciones diferenciales.

Definicién 2.7. Sea £ = (E,B,R", 1) un fibrado vectorial de dimension n un re-
ferencial de & en U C B es un conjunto de secciones {s1,.....sp} € I'(§ |v) de tal

manera que {s1(x),....,sp(z)} es una base de &, para todo x en U.

Si M es una variedad diferenciable, de dimension ny f : U C R — M una parametri-
zacién de M, entonces, {8%1, ey %} es un referencial de T'M en el abierto coordenado
f0).

Localmente siempre podemos conseguir referenciales, esto es, si h; : Uj xR" — 7~1(U;)

es una trivializacion del fibrado £ entonces, podemos tomar referenciales de la formas:
sl(x) = hj(z,eq),a € {1,...,n}

donde {e,} es la base candnica de R™.

Si {s1(z), ..., sh(x)} es un referencial en U; y {s¥(x), ..., s&(z)} es un referencial en Uy,

L B
entonces en el abierto Uy, siempre es posible hallar una matriz invertible de funciones

definidas en Ujy, de orden (n x n), que relaciona los referenciales de la siguiente forma.
j ik _k
s = Z féﬂsﬁ.
B

Por otro, se sabe que localmente siempre es posible elegir un referencial {s(x), ...., sp(z)},
y ademas si & tiene un producto interno, usando el proceso de ortonormalizacién de
Gram-Schmidt, obtenemos una base ortonormal y decimos que {si,....,S,} es un re-
ferencial ortonormal.

Considere &, n fibrados vectoriales sobre el mismo espacio base B y (idpg, f) un ho-
momorfismo de § en 7, consideremos {s;} y {t;} referenciales sobre U C B, entonces
fm 1 & — 1, puede ser representada por una matriz y luego podemos obtener una
aplicacién.

ad(f) : U — My(R)
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esto quiere decir que para cada punto x € U se tiene asignada una matriz de la forma
fa, 2 &y = M, ad( f) depende del referencial dada. De hecho fw & — My es un
isomorfismo si y sélo si ad(f,) € GL,(R).

Si los fibrados vectoriales &, 1 tienen un producto interno y {s;}, {¢;} son estructuras
ortonormales entonces fx es una isometria si ad( fx) € O, el subgrupo ortonormal de
GL,(R).

Lema 2.2. Sea &, n fibrados vectoriales(diferenciales) sobre una misma base compacta
B, que tienen un producto interno. Si f 1 & = n es un isomorfismo entonces existe un
€ > 0 tal que todo homomorfismo § : € — 1 que satisface ||fy — Go|| < € para b € B, es

también un isomorfismo.

Demostracion. Sea {U'}7_; un cubrimiento finito de B, y considere referenciales s =
{s? riyt= {tt v, de £ y n respectivamente tomados en U ¢, entonces, f , § quedan
representados por las aplicaciones ad(f) : B — GL,(R) y ad(f) : B — M,(R), donde
fo: & — N es un isomorfismo para todo z € U' y como la aplicacién ¢ : U? x
R" — 7= 1(U?), dada por ¢(b, 21, ..., Tn) = 2151(b) + ... + Tp5,(b) con ¢(b, 1, ..., Ty) =
h(b,z1,...,x,) donde h es la trivializacién local de £; es un isomorfismo de fibrados, por
lo tanto ad(f) € GL,(R),Vz € U'. Entonces ad(f)(U?) C GLy,(R), ahora tome ad(f;)
la matriz asociada a f,, tome la vecindad V (ad(f,),¢;) C GL,(R) esto es para todo
en U?, luego |lad(fy — ad(g.|| < €, asi ad(g, € GL,(R) ahora tome € = min{e1, ..., &}
de donde se tiene, V (ad(fy),€) € GL,(R) por consiguiente ad(g,) € GL,(R) para todo
x en B, esto implica que g, es un isomorfismo y aplicando el Lema(2.1) se concluye

que g es un isomorfismo.
O

El proximo resultado muestra que, no existe distincién alguna entre las nociones de

continuo y diferenciable si el espacio base B, es una variedad diferenciable compacta.

Lema 2.3. Sea &,n dos fibrados vectoriales diferenciables sobre una variedad diferen-
ciable compacta B. Si &, n son continuamente isomorfas entonces, son diferencialmente

isomorfas.

Demostracion. Por hipdtesis existe un isomorfismo continuo entre £ y 7, digamos
fie— 1. Como B es compacta; de un cubrimiento arbitrario podemos extraer un cu-
brimiento finito {U* i_1; ademads &, n tienen un producto interno por lo tanto siempre
existen referenciales ortonormales s* = (si,...,s), t' = (¢4, ...,t}) de £ y 1 respectiva-
mente en U’. Sabemos que la aplicacién f : £ — n es continua ademas es un isomorfismo
con lo cual, en cada U’ induce una aplicacién continua ad( fl) : U" = GL,(R) de modo
que en cada punto = de U’, se obtiene un isomorfismo ad( fxz); considere una aplicacion
diferenciable G : U — GL,(R) de modo que ||Gi(z) — ad(f,')|| < ¢ y aplicando el

lema anterior se tiene que G*(x) es un isomorfismo para todo x en U’. En base a esto
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construiremos un homomorfismo diferenciable, g : Te LU - T, HU?) tal que
§'le, = ' (3 M (0) = D t5.Gly (B)- Mo
k kv

luego ad(§') = G, asi ||f, — Gb'|| < € esto es para todo b en U?, ahora usando la
particién de la unidad {«;};_;subordinada a la cobertura abierta dada, la misma que

nos permite definir
r .
g:&—mn, dela forma, g, = Zai(b)g}f
i=1

entonces, || fy — goll = IIfs = 372y ai0)go'll < i ci®) I fo — Go'll < iy ci(b)e = e
aplicando el lema anterior y el Lema(2.1), se concluye que § : £ — 71 es un isomorfismo
diferenciable.

O

2.4. Complementar de un Fibrado Vectorial

En los ejemplos (2.3) y (2.4) se construy6 dos fibrados vectoriales asociadas a una
subvariedad M™ C R™"* llamados fibrado tangente y fibrado normal, que ahora en
adelante denotaremos por 7 y v respectivamente, donde la dimensién de las fibras de
T esny,y de las fibras de v es k, se puede decir que la suma de whitney 7 & v es
un fibrado trivial donde las fibras son 7, ® v, = R™* Vo € M. Si €** es un fibrado

trivial sobre M, de dimensién (n + k) entonces, la aplicacién f THv — HE

, es un
isomorfismo.
Esto motiva para la presentacién y demostracién del siguiente teorema, que sera de

mucha importancia en el desarrollo de nuestro trabajo.

Denotaremos por € a un fibrado trivial de dimensién k, sobre B.

Teorema 2.1. Sea & un fibrado vectorial sobre una base compacta B. Entonces existe

un fibrado vectorial n tal que € ®n es isomorfo a €, para un k suficientemente grande.
A éste fibrado 7 lo llamaremos el complementar de &.

Demostracion. Como B es compacto de un cubrimiento arbitrario elegimos un cubri-
miento finito {U*}7_, y considere las trivializaciones h; : U’ x R" — Te L(U?) y tome

la particién de la unidad con Sop(a;) C U; la composicién

-1

i (U) —> U x R R

nos da una aplicacién f* = prjs o h; L. Te L(U?) — R". Ahora definimos la aplicacién
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S : E(E) — BxR™
v S(v) = (me(v), ar(me(v) f1(V), ooy an(me(v).f7 (V)
podemos notar que, prj; oS = m¢ donde prj; : B x R™ — B, S es una aplicacién de
fibras. Este induce un homomorfismo S : & — " donde € es el fibrado trivial.

Notemos que

Sle, + & — {b} xR™
v o Se(v) = (b,ar(B)fL W), e (B) 7))

veamos que ésta es inyectiva para eso se usemos la definicién, si Sg, (v) = (b,0) donde
v € &, esto implica que (b, oy (b)f1(v), ..., (b)f"(v)) = (b,0) y como b € U’ para
algtin i luego, a;(b) # 0 para éste 4 por lo tanto, si o;(b) f*(v) = 0 implica que f(v) =0
asi v = 0. Con esto tenemos que S|, (&) es una fibra en el fibrado B x R™ de dimensién
n que lo indicaremos por S(&).

Como R™ tiene un producto interno, con lo cual podemos definir el siguiente cuadruple

n=(E(n),B,R"™", prj),

donde E(n) = {(b,v)/b € B,v € (S(&))*} v prj1 : E(n) — B dada por: prji(b,v) = b

probaremos que éste es un fibrado vectorial.

Sabemos que £ es un fibrado vectorial donde las trivializaciones son h; : Ul x R* —
Te L(U7), elijamos un referencial en una vecindad V de b € UJ( la vecindad pue-
de ser més pequena que U7), de la forma hjo-‘(b, €a) = Sq(b) donde a € {1,..,n}
asi {sq(b)}a=1,.n forma una base de & esto es Vb € V C U7, ademds se tiene
que, S : & — S(&) es un isomorfismo entonces, {S(s4(b))}a=(1,.,n} €5 una base
de S(&) por el proceso de ortonormalizacién de Gram-Smhithd la podemos consi-
derar como una base ortonormal de S(&) y como S(&) @ S(&)T = {b} x R™ lue-
go obtenemos que dim(S(£)+) = nr — n. Ahora aplicamos el teorema de comple-
tacion de base para obtener una base {S(s1(D)), ..., S(sn(b)), F} 1(b),..., F},.(b)} pa-
ra {b} x R™, observemos que los vectores {F}  (b),...,F}, (b)} forman parte de la
base sélo en el punto b, pero eso se puede extender a una vecindad de b puesto
que det(S(s1(b)), ..., S(sn(b)), F}11(D), ..., F},.(b)) # 0 es una funcién continua. Lue-
go ortonormalizando F,(b),...,F,.(b)} se obtiene una base para S(&)* digamos
{v1(b), ..., Vnr—n(b)}. Con esto ya podemos definir

ki UV R — prj;i(U9)
(0,2) — k(b 2) = 2200 " 2jv;(b),
donde z = (z1, ..., Znr—n), por la forma como se ha definido se tiene que k; es un ho-

meomorfismo local tal que k;(b, —) : R™™" — prj; L(b) es un isomorfismo. Luego 7 es
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un fibrado vectorial.

Sélo faltaria probar que & @ 7 es isomorfo a €, donde tenemos la inclusién E(n) —
B x R dada por (b,w) — (prji(b,w),s(w)) donde s(w)t € S(&)* y s(v) =
(e (me(v)) f1(V), ooy (e (v)) f7(v)) ahora podemos definir la aplicacién

o : £d&n — €7
(v,w) = s(v) ® s(w)*
asi ¢ es continua y un isomorfismo de fibras, luego por el Lema(2.1), se concluye que

¢ es un isomorfismo de fibrados vectoriales.
O

2.5. Fibrado Inducido e Invarianza por Homotopia

Antes de construir el fibrado inducido, construiremos un conjunto Vect,(B) que con-
tiene a las clases de isomorfismo de un fibrado sobre una misma base B, de dimensién
n esto es

Vect,(B) = {[¢]/¢ fibrado vectorial de dimensién n },

donde [£] = {n/n es isomorfo a {}. La suma directa de fibrados vectoriales induce una

aplicacién

® : Vectn(B) x Vectm(B) — Vectnym(B)
(Gl &) — [a]le &l =[G e&]

Ahora el conjunto Vect(B) = |J,~, Vect,(B), es un semigrupo abeliano con la opera-
cién @(cerrada y asociativa). En el caso que n = 0 tenemos Vect(B) = Vectyg(B) = €.
En lo que sigue hacemos la descripcién del grupo de Grothendieck. Considere (V, +)
un semigrupo abeliano, a partir de éste construimos un grupo abeliano de la siguiente

forma, sea (z1,y1), (z2,52) € V x V,
decimos que (x1,y1) ~ (22,y2) siy sélosi, Iz € V tal que 1 +yo + 2 =y1 + 22+ 2

asi "~" es una relacién de equivalencia, entonces definimos el conjunto

_VxV

~

K(V) ={l(z,y)/z,y €V}

luego (K(V'),+) es un grupo abeliano, también se puede escribir de la forma

K(V):VXV

={l@y)/r—y=(@+2)-(y+2),zeV},

donde
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Siguiendo la misma idea concluimos diciendo que (K (Vect(B)),®) es un grupo abe-
liano, en el caso que B es compacto usaremos la notacién KO(B) = K (Vect(B)). Por
el Teorema(2.1), los elementos de KO(B) son de la forma [€] — [¢¥] donde, [¢] denota

la clases de isomorfismo del fibrado vectorial &. Osea

KO(B) = {[¢] = [(&1,€))/[¢] = [&1] — &1}

esto es pues

[€1] = [&2] = ([&a] @ [ma]) — (2] @ [2]) = [&1 ® 2] — [€2 ® ] = [€] — [€"]

donde 72 es el complemento de &;.

Ahora presentamos el fibrado inducido.

Definicién 2.8. Sea f : X — B una aplicacion continua(diferenciable) y & un fibrado
vectorial(diferenciable) sobre B luego el fibrado inducido denotado por f*€ es un

fibrado vectorial sobre X.

Veamos una breve descripcion de la construccion del fibrado inducido. El espacio total

esta dado por
E(f*¢) ={(z,v) € X x E(§)/ f(x) = me(v)}
y la proyeccién mp¢ @ E(f*¢) — X dada por mp-¢(x,v) = x note que, mp¢ = prij

asi definido el espacio total de f*¢ y la proyeccién, hace que el diagrama

B(f*¢) 22> E(¢)

prii l S i
f

X B

conmute, esto significa que las fibras sobre b € B se corresponden con las fibras sobre

F7Hb)

Sih;:U; xR" — wgl(Uj) es una trivializacién de &, entonces

kjoo U)X RY = prn (FH))
(ZE,U) — k:j(‘/Eau):(J:ahj(f(m)au))v

es una trivializaciéon para f*¢.

Observacion 2.1. Si &, n son dos fibrados vectoriales isomorfos, sobre la mima base
By f: X — B una aplicacion continua entonces f*€ y f*n son fibrados vectoriales

isomorfos, sobre X.

Si f: X — B es una funcién continua, por la observacién anterior f induce un
homomorfismo

[ :Vect(B) — Vect(X)
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que junto con g : Y — B(aplicacién continua) y £ (un fibrado vectorial sobre B) goza

de las siguientes propiedades:
L (gof)&=frogre.
il id*é = €.

donde £ es el representante de alguna clase de equivalencia.

2.5.1. Invarianza por Homotopia en Fibrados Vectoriales
Una propiedad fundamental del fibrado inducido la vemos en el siguiente teorema.

Teorema 2.2. Sea X, un espacio topolégico compacto y fo, f1 : X — B aplicaciones
homotdpicas. Si & es un fibrado vectorial sobre B entonces, los fibrados fi& y fi§ son

isomorfos.

Demostracion. Por hipétesis fo, f1 : X — B son aplicaciones homotopicas entonces,
existe F' : X x I — B homotopia entre fy, fi donde I = [0, 1]; por lo tanto podemos

definir una familia de aplicaciones f; : X — B tal que fi(z) = F(z,t), la composicién

ft

FE 5 \em?

induce un fibrado vectorial sobre X x I que denotaremos por ¢ = (f; o prji)*¢, de la
misma forma la aplicacién F' : X x I — B induce un fibrado vectorial sobre X x I que
se denotard por n = F*¢. En el caso que I = {t} se tiene que F = f; o prj;, por lo

tanto, ( = 7, asi podemos obtener un isomorfismo de fibrados,

X x {t}.

El primer paso es extender el homomorfismo h de fibrados, sobre X x [t —¢€,t + €] para
algin € > 0. De la compacidad de X podemos elegir un cubrimiento finito {Uy, ..., U;}
tome ¢; asociada a cada U; y considere las trivializaciones de ¢, n dadas por: 7; :
(Ui x [t —€,t+¢]) x R — ng(Ui X [t—e€i,t+€)), si: (U x[t—e€,t+¢]) xR* —
7 N (Ui % [t — €, t +€])

h;

e

Ui X [t— 6¢,t+€i].

¢

Recordemos que si dos fibrados se trivializan sobre el mismo abierto estos son isomorfos.

Este es el caso entonces, h; es un isomorfismo.
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Ahora considere {a;};—¢, ;3 la particién de la unidad con sop(a;) C U; y considere

e = min{e; }, entonces formamos el diagrama

¢

n

™~

X X [t—et+¢€

donde k queda definida de la forma:

l
E(w) = 3 aulpris o m (0)i()
i=1
cuando ¢ (v) € X x {t}, hi(v) = h(v) y como 3 e; = 1 se tiene, k = h en X x {t}, asi k
es un isomorfismo en X x {t}. Finalmente demostremos que k es un isomorfismo en una
vecindad X X [t — €1, + €1] de X x {t}. Como X es compacto es suficiente demostrar
que k es un isomorfismo en una vecindad V(z,t) de X x {t}. Para esto considere e, s
referenciales de ( y n respectivamente en una vecindad W del punto (x,t). Por ahora

tenemos que

ad(k) : X x [t — e,t + €] = My,(R)

y también ad(k) : X x {t} — GL,(R) esto es ad(k)(z,t) € GL,(R) y como GL,(R) es

abierto y ad(k)(z,t) es una matriz invertible, por la continuidad del determinante se

concluye, que ad(k)(z,t) € GL,(R) en Uj x [t —€j,t +¢;], ahora tomando €; = min{e;}
y por la compacidad de X x [t — €1,t + 1] se tiene ad(k)(z,t) € GLn(R) cuando
(z,t) € X x [t—e1,t+€1] por lo tanto, k es un isomorfismo luego o€y fi€ son fibrados

isomorfos.

O

Antes de presentar el siguiente corolario damos algunas observaciones, que son afirma-

ciones que son faciles de justificar.
Observacién 2.2. Sea £ un fibrado vectorial.
i. Si & es un fibrado vectorial sobre un punto entonces, & es un fibrado trivial.

ii. Si f : X — B, continua(diferenciable) y & un fibrado trivial sobre B entonces,
f*€ es un fibrado trivial sobre X.

Corolario 2.1. Todo fibrado vectorial sobre una base B contrdctil, es trivial.

Demostracion. Como B es contractil entonces, tiene el mismo tipo de homotopia que
la de un punto esto quiere decir que existen aplicaciones f : B — {p} y g : {p} — B
continuas tal que, g o f es homotdpica a idp, usando el teorema anterior y la obser-

vacién(2.1) tenemos (g o f)*€ = idp€ = &, asi f* o g"¢ = . Por otro lado observamos
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que ¢g*¢ es un fibrado sobre {p} y por la Observacién(2.2) es trivial, ademds como f es
continua entonces f*g*¢ es trivial, luego £ es trivial.
O

2.6. Operaciones con Fibrados Vectoriales

Las operaciones mas importantes con fibrados vectoriales son producto tensorial y
el producto exterior; en ése sentido abordamos esta seccién hablando del producto
tensorial de médulos, que es el caso mas general del producto tensorial de espacios

vectoriales finalmente el producto exterior.

2.6.1. Producto Tensorial y Exterior de Mdédulos

Antes de presentar la construccién del producto tensorial y exterior, serd necesario
introducir algunas operaciones sobre médulos. Sea R un anillo con unidad, (V,+, ) es
un R—mddulo si sélo si, (V,+) es un grupo abeliano y la aplicacién R x V' — V dada

por (r,v) — rv satisface las condiciones.

)
r(v+w)=rv+rw

(r+s)v=rv+sw

(rs)v = r(sv)

1l-v=wv,Vr,se€ R,Yo,weV.
\

Un R— médulo (V, +, ), se llama médulo libre si y sélo si, V' posee una base. Ademés
decimos que M C V es un submodulo de V, si es un mdédulo por si slo con las mismas
operaciones.

Considere V, W dos R—mddulos, una aplicacién f : V' — W se llama homomorfismo de
R—médulos si satisface f(v+w) = f(v) + f(w) y f(rv) =rf(v) Yo,w € V y Vr € R.
Si f es una biyeccién entonces decimos que f es un isomorfismo.

Sea V, W moddulos sobre el anillo R, considere las funciones de la forma

Vxw — R

(vi,w;) — 0 , salvo para un numero finito de puntos.

Denotaremos por R[V x W] al conjunto de funciones de la forma > | r;(v;, w;) donde
r; € R. Por la forma como se definié R[V x W] éste es un R—médulo libre con base
VxW.
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En R[V x W] consideremos el submédulo R(V, W) de elementos de la forma:

(01 + v2,0) = (v1,0) = (02, w)
(v, w1 + wa) — (v,w1) — (v, w2)
(rv, w) —r(v, w)
L(

v,7w) — r(v,w); donde v; € V,w; € WyreR.

Ahora ya estamos en condicién de dar la definicién formal del producto tensorial.

Definicion 2.9. Considere V,W dos R—mddulos, definimos el producto tensorial

que denotaremos por V @r W, como

RV x W]

Las clases de equivalencia de V @z W son denotadas (v, w) = w ® w. Todo elemento
de V®r W se escribe como Y ; 7;(v; ® w;), la proyeccién canénica restricta a V x W

esta dada por

T VW — VW
(v,w) — VW
ésta es R—bilineal por (1). Entonces tenemos:

;

(v1 +v2) @w = (v1 ® w) + (v2 ® W)

v ® (w1 +w2) = (v wr) + (v ws)

r(v@w) = (rv®w)

r(v®@w) = (v®rw); donde v; € V,w; € WyreR.

Para la prueba de resultados en adelante el que mas utilizaremos es la propiedad

universal del producto tensorial, que la presentamos en el siguiente lema.

Lema 2.4. Considere V,W y U tres R—mddulos. Dada una aplicacion R— bilineal
f:V xW — U, entonces erxiste una tnica aplicacion R—lineal f : V @g W — U tal

que f = fom.
Demostracion. Definamos la aplicacién:

F o RV xW] — U
Yo rilvi,wg) = D0 i f (v, wy),
asi f es R—lineal y como f es R— bilineal por consiguiente, f] rv,w) = 0, con lo cual

f es independiente de los elementos de R(V,W). Ahora podemos extender f a una

aplicacion f: V@ W — U dada por f(v®w) = f(v,w), eso demuestra la existencia;
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ahora para la unicidad supongamos que g: V @r W — U es otra aplicacion R—lineal

tal que g(v ® w) = f(v,w), considere x € V @p W entonces

= ?(Z ri(vi @ wi)) = Z rig(v; ® wy) = Zm‘f(vi, w;) = f(x)
i=1 i=1 i=1

luego f es tnica.
O

Sea ¢ : V. — V' y ¢ : W — W’ homomorfismos de R—mddulos, éstas inducen una
aplicacién R—bilineal px ¢ : VxW — V' x W' definida por ¢ x (v, w) = (o(v), ¥ (w)),

hacemos la composicién

VW 2LV x W —"o V' @p W

entonces 7' o (p x 1) es R—Dbilineal, por lo tanto por el lema anterior existe un tnica

aplicacién R—lineal

oY : VrW — V' QW
(vew) — @) P(w).

El lema que damos a continuacién sélo es valido para mddulos libres o en particular

para espacios vectoriales.

Lema 2.5. Considere V,V' dos R— mddulos libres con bases B, B’ respectivamente
entonces, V. @r V' es un R— mddulo libre con base {b® V' /b € B,V € B'}.

Demostracién. Como 7 : V x V' — V ®r V' es R-bilineal, entonces todo elemento
v ® v’ se puede escribir de la forma: v @ v = 3", 7i;(b; @ ;) donde b; € B, V; € B’
y 1ij € R. Sélo faltaria probar que {b® V' /b € B,V € B’} es linealmente independiente

para esto considere
n,m

> @) =0, (¥
ij=1
ahora definamos las aplicaciones lineales
o 0 V.= R con @, (bi) = 0siig # iy @i(bi) =1siig =1y, : V' — R con
Vo (b)) = 0sijo # jyvj(b;) = 1sijo = j; entonces existe una tnica aplicacién
lineal @;, ® ¢, : V ®r V' — R®p R'. Se hace la composicién

Pig ®wjo

VerV " LRop R ™ML R

donde "mult™ es el operador multiplicacién en el anillo R, entonces obtenemos una

aplicacién lineal f = mult o ;, ® 1j,, aplicando f en (x) tenemos:

f( Z i (b ® b;)): Z 7ij f(bi Z TijPio (b @Z)Jo(b,)
ij=1 ij=1 iy=1
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por lo tanto r;; = 0.
O

En seguida presentamos algunas propiedades del producto tensorial, en esta oportuni-

dad soélo probaremos dos ellas.
Proposicion 2.2. Sea V, V1,Va y V3 R—mddulos entonces tenemos:
i. RORV = V.
ii. Vi @r Ve 2 V2®@g V1.
iwi. (VI @pV2) @r V3 =2 V1 Qr (Vo ®r V3).
. VieVa)@pVa=Vi@rVs® Vo®pr Vs,
Demostracion. Para la parte (i) definimos una aplicacién bilineal

B : RxV — V
(r,v) — 7o,

entonces por la propiedad universal del producto tensorial existe una tnica aplicacién
lineal f : R&rV — V tal que f(r®uv) = rv ahora demostremos que f es un isomorfismo.
Siz € R®RrV, entonces se puede escribir x = Z?:l r; @ v; también x = 2?21 ri-1Quv;
y por la bilinealidad de "®” tenemos z = 1® Y ;" ; rijv; = 1 ® z donde z € V. Ahora
veamos la inyectividad sea z,y € RQrV dseax =1 21 yy =1® z,, por lo tanto si
f(z) = f(y) entonces 1z = ly. Para la sobreyectividad dado z € V existe 1 ® z tal que

f(1® z) = z, luego f es isomorfismo.

Para la prueba de (ii) tome 7’ : Vo x Vj — V5 ®p V; la aplicacién bilineal entonces,
podemos definir la aplicacién ¢ : Vi x Vo — Va@pV de la forma p(v, w) = 7' (w, v) asi ¢
es bilineal y por el Lema(2.4) existe una unica aplicacién lineal @ : Vi @r Vo — Va®@g V3
tal que (v ® w) = 7'(w,v); ahora invirtiendo los roles sea 7 : V4 x Vo — V4 ®p Vi
la aplicacién bilineal definimos ¢ : Vo x Vi — Vi @i Vo de la forma ¥ (w,v) = 7(v, w)
luego, 9 es bilineal y por el Lema(2.4) existe una tinica aplicacién lineal 1 : Vo®@p Vq —

Vi ®g Va tal que ¥(w ® v) = 7(v,w). Ahora hacemos las composiciones

Pop(v@w) =Y (w,v) =vwev)=rv,w) =vew = idviopvy ¥
Boy(w®v)=p(r(v,w)) =pvOw) =7(w,0) =wev = idpeyn,

por lo tanto ¥ es un isomorfismo.
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La construccién del producto tensorial de k, R—mddulos es totalmente andloga a
la construccién ya hecha para dos R—mddulos, por lo tanto se puede generalizar la
propiedad universal del producto tensorial. Sea f : V3 x Vo x ... x V; — W una
aplicacién R— multilineal de moédulos entonces, existe una tnica aplicacién lineal
fViorVa®pr...Qr Vi — W tal que f = for.

Por la asociatividad del producto tensorial podemos escribir V Qg V Qg ... ®r K =

Vv
k—wveces

®l§ V y considere el R—submédulo A*¥(V) C ®]E V' donde sus elementos estdn gene-

rados por el conjunto
{v1 ® ... @ vg/v; €V y v, = vj,4+1 para algun ig}.
Definicion 2.10. Definimos el k— producto exterior como el mdodulo cociente

_ ®RV
Na(V) = S

donde las clases de equivalencia serdn denotadas por: vi ® ... ® Vg = v1 AR ... AR Vk.

La imagen de v; ® ... ® vg por la proyeccién candnica viene dada por:

Mmoo ®]§V — A]E(V)
(U1®...®’Uk) — V1 AR ... \R Vg,

asi m1(v1 ® ... @ vg) = 0 81y sélo si v, = Vig41-

Haciendo la composicién
Vx.xVIs@rv T Ab(v)

obtenemos una aplicacién p = m o, R—alternante. Si o : {1,...,k} — {1,...,k} es una

permutacion, entonces tenemos que

V1 AR ... \R VU, = sign(a)(vo(l) AR ... \R ’Ug(k))

Lema 2.6. Sea w : V x ... x V.— W wuna aplicacion R—alternante entonces, existe

una unica aplicacion R—lineal w : A%(V) — W tal que w =w o p.

Demostracion. La aplicaciéon w es alternante por consiguiente R—multilineal entonces,
induce una tnica aplicacién R—lineal @ : ®’EV — W tal que 0(v; @ ... ® vg) =
w(v1, ..., vx) por otro lado como w es alternante se tiene que @ se anula en A*(V) por
lo tanto es independiente de las relaciones con lo cual podemos definir w : A%(V) - W
de la forma w(v; Ag ... AR vx) = w(vy,...,vx) esto proporciona la existencia. Ademds
como 11 o m(V X ... x V) = AR (V), W es tnica.

O
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Sea V, W dos R— espacios vectoriales de dimensién finita y Alt*(V) es el conjunto
de aplicaciones alternas. En lo que sigue para simplificar la notaciéon usaremos V @ W,
®"(V), A*(V) y Hom(V, W).

Sea V* = Hom(V, R) el espacio vectorial dual de V; el producto exterior de formas

alternas permite definir la aplicacion

o @ VEx..xVE o= AlR(V)
(Tl,...,Tk) — gO(Tl,...,Tk):Tl/\.../\Tk

asi ¢ es alternante y por el lema anterior, existe una tnica aplicacion R—lineal

7 AF(V*) = AltR(V)
(Tl/\R--~/\RTk:) — @(Tl/\R.../\RTk):Tl/\.../\Tk.

(3)

Teorema 2.3. Tenemos las siguientes afirmaciones:
i. La aplicacion @ dada en (3) es un isomorfismo.

ii. Si{e;}?_, es una base de V entonces, {e;; N...Ne;, [i1 < ... <1} es una base de
AR(V).

iii. Los espacios vectoriales AF(V*) y A¥(V)* son isomorfos.

Demostracion. i Para demostrar que @ es un isomorfismo es suficiente verificar
n
que dim A*(V*) = <k> = dim Alt*(V)) donde n es la dimensién de V. Tome

{Ti, A .. ATy, /1 <iy < ... < i}, < n} una base para Alt*(V), por la forma como
n

se definié B entonces éste es sobreyectiva por consiguiente dim A¥(V*) > ); por

otro lado se sabe que {v1 ® ... ® vi/v; € B} donde ({v;} base de V')} es una base

de ®’€/ Por el Lema(2.5) entonces, v1 ® ... ® vy = v1 AR ... AR Uk genera AF(V)

y como dim A*(V*) = dim A*(V) se concluye dim A*(V*) < (k) aplicando el

teorema de la dimensién, @ es inyectiva. Asi es un isomorfismo.
ii Esto se puede obtener de la parte (i) y de (3).

iii Definimos la funcién g : Alt¥(V) — A¥(V). Para esto considere w € Alt*(V) una
aplicacién k-alternante, luego por el Lema(2.6) w induce una tnica aplicacién
lineal g(w) : A¥(V) — R. Por consiguiente, g es lineal e inyectiva. De la parte (i)

tenemos dim A¥(V) = dim Alt*(V)*. Por lo tanto g es un isomorfismo.
O

2.6.2. Fibrado Dual, Producto Tensorial de Fibrados, Homomorfismo
de Fibrados y Producto Exterior de Fibrados.

La idea fundamental de ésta seccion es construir nuevos fibrados vectoriales a partir

de otros fibrados vectoriales que daran. Sea B espacio topoldgico, consideremos dos
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fibrados vectoriales £ = (E(§),R™, 7¢) y n = (E(n),R™,m,) definidos sobre la misma
base B.

1. £*, el dual de un fibrado vectorial &.
Tenemos que £ es un fibrado vectorial. Queremos construir un fibrado vectorial
£ cuyas fibras sean & donde &, son las fibras de &, para tal caso empezamos

definiendo la unién disjunta E(£*) = U,cp &5 v la proyeccion

me © E(€) — B
[ — me(f) =2, donde f €&},

Considere h; : Ui xR" — m¢ 1(U) las trivializaciones locales para ¢ donde h; ' (z, ) :
& — R™ es un isomorfismo, a partir de éstas se construiran aplicaciones de la for-

ma:

hi o Ui x (RY)* = (1) HWh)
(@, f) — hi(z, f)=foh(z,-);
entonces h} son las trivializaciones locales para £*. Si hj; : Uj; — Gl,(R) son los
co-ciclos de &, veamos los co-ciclos para £*, para esto hagamos la composicién

n\* h: *\—1 (h;)_l n\*
Uij X (R")* —— (7*) = (Ui;) — Uy x (R")

(h5) " o hi(w, f) = (x, f o by Nz, =) o hy(w, =) = (z, fh ()

por lo tanto, los co-ciclos quedan determinados de la forma

(hji)* 8 Uij % Aut((R”)*)
z = (h)*(@)(f) = fhy; (x).

2. £ ®n, el producto tensorial de fibrados vectoriales.
En éste caso tome £ y n dos fibrados vectoriales dados. Considere el conjunto
E(€®n) = U,ep(& ®n:) donde &, n, son las fibras de £ y 7 respectivamente;

junto con la proyeccién

Teon @ E(E®n) — B
VROW — Tegn(v®w) = donde v € &, w € N

Tenemos que h; : U; x R" — 7r§_ 1(Ui) son las trivializaciones locales de £ y

ki : Ui x R™ — T, 1(UZ-) son las trivializaciones locales de 1, en base a estas

definimos las aplicaciones

©wi UZX(Rn(@Rm) — Wgén(Ul)

(,v@w) — @i(r,v@w)=hi(z,v)® ki(r,w),
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que son las trivializaciones locales para {®@n. Sea hj; : U;j — GL,(R)y kj; - Uij —
GL;,(R) los co-ciclos correspondientes a & y 1 respectivamente, ahora veamos los

co-ciclos para & ® n, para eso hacemos la composicién

Usj x (R" @ R™) 2 (mggn) "L (Uij) ——= Uy x R" @ R™

o7t o pila, v ®w) = o7 (il v) ® kil w)) = (e, hji(@)) @ (2, kji(w)w)

entonces, las funciones

Pji - Uz‘j : — Aut(R” ®Rm)
z = @ji(r)(v®w) = hj(z)v® kji(z)w

son efectivamente los co-ciclos de £ ® 1.

3. Hom(¢,n), el homomorfismo de fibrados vectoriales.
Nuestro interés ahora es construir el fibrado Hom(&, n) cuyas fibras son Hom(&,, 1)
donde &,,m; son las fibras de los fibrados £ y 7 respectivamente, con esa idea con-
sidere Hom(E(§), £(n)) = U,e g Hom(&z,7:) junto con la proyeccién

THom(¢,n) @ Hom(E(E), E(n)) — B dada por: THeme,(f) = x tal que f €

Hom(&,,n,). Por otro lado tenemos h; : U; x R™ — Fgl(Ui) y ki U x R™ —

T, L(U;) las trivializaciones locales de & y 7 respectivamente, en base a éstas

definimos las aplicaciones
Hz' 8 Ui X Hom(Rn,Rm) — TrHom(f,n)(Ui)
(.’L‘,f) — Hz(waf) = kl(xa _) © f o hi_l(xv _)
que constituyen las trivializaciones locales de Hom(&, 7). Veamos ahora los co-

ciclos de Hom(&,n) en base a hj; : Ujj = GLy(R) y kj; : Usjj = GL(R), para

eso hacemos la composicién:

) !
Usj x Hom(R™, R™) " (iom(e,) " (Uij) — = Uij x Hom(R", R™)
Hj'oH(w, f) = (x,kj toki(z, =)o fo(h; o) (z, —)) = (z, kji(x)o fohy; (x))
es decir: Hj_1 o Hi(x, f) = (x, Hji(x) f) donde

Hj; - Uy — Aut(Hom(R",Rm))
r — Hﬂ(l‘) = k‘ﬂ(l‘) ofo h;l(l‘)
estos constituyen los co-ciclos correspondientes al fibrado Hom(&, n).
4. A¥¢, el producto exterior del fibrados vectoriales €.
Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita, en espiritu de la Defini-

cién(2.10) tenemos un producto exterior A¥V alterno, de la misma forma podemos

tener el producto exterior A*&, alterno donde &, es la fibra del fibrado vectorial
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¢. Nuestro interés es construir un fibrado vectorial A*¢ cuyas fifras sean AF¢,. En
ese sentido consideramos E(A*¢) = |, 5 A&, junto con la aplicacién proyeccién
Tpkg E(AF¢) — B definida como Take(V1 AR oo AR V) = @ tal que v; € &, por
otro lado tenemos las trivializaciones locales h; : U; x R™ — (m¢) "1 (U;) de &, en

base a estas construimos las funciones:

Hi : UZ X AkRn — (TI'Akg)_l(Ul’)
(x,eq; AR .- AR €q,) —  hi(z,€q,) AR ... AR hi(z,€q,),

donde ey, ..., e, es alguna base de R", éstas son las trivializaciones locales para

AFE. Para ver los co-ciclos veamos que sucede en la interseccién Uij
H, y
Uiy x AFR" —> (mpie) “ (Usy) —— Uy x AFR™

luego hacemos la composicién

H;l o Hi(x,eq; AR -... \R €q;,) = Hj_l(hi(x, €a1) AR ---- AR hi(Z, €q,))
hj_1 ohi(x,eq;) AR - AR hj_1 o hi(z,eq,)

= (1‘, hji(a:)eal AR -.- AR hji(x)eak)

por lo tanto los co-ciclos vienen representados por:

Hji o Uji =7 Aut(AkRn)
r — Hji(z) = hji(2) AR - AR hji(T)

k—veces
Cabe mencionar que cuando & es el fibrado tangente 7, las secciones de éste

fibrado son las k—formas diferenciales.

Para terminar con esta seccién presentamos un lema que relaciona algunos isomorfis-
mos entre fibrados vectoriales. Pero antes hacemos una breve descripcién del material
técnico a usar.

Si V, W son R— espacios vectoriales de dimension finita podemos obtener una aplicacion
Y V*®@W — Hom(V, W) definida por ¥(f ® w) = fu, donde f, : V= W, f,(v) =
f(v)w por lo tanto,) es R—lineal ademds inyectiva, también por el Lema(2.5) V* @ W

y Hom(V, W) tienen la misma dimensién por lo tanto, ¢ es un isomorfismo.

Lema 2.7. Sea & y n fibrados vectoriales sobre la misma base entonces, tenemos los

stguientes isomorfismos:

i exem

i. & @n = Hom(,n)
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Demostracion. .

i. Por el Lema(2.1) es suficiente establecer una aplicacién continua @ : & — &**
que aplique isomérficamente fibras de € en fibras de £**. En ese sentido de-
finamos ¥(v) : & — R tal que ¥,(9) = g(v) donde g € . Para demos-
trar que 1 es continua veamos que la representacion local es continua, para
eso considere h; : U; x R" — (1) Y (U;), hf : Up x (R")* = (me)"Y(U;)
hi* o Uy x (RM)* — (mees)"H(U;) las trivializaciones de los fibrados &, &* y
&** respectivamente entonces, expresamos la representacién local de la forma:

(hf*) L otpoh;: U x R" — U; x (R™)**

(hi)Loohi(z,v) = (hf) " Wp(aw)
(l’, whi(z,fu) © h:‘)
= (z,f(v)) donde f € (R™)*,

por lo tanto ¥ es continua entonces, ¥ es un isomorfismo de fibrados.

ii. Con la misma idea de la parte (i) y en espiritu a los comentarios previos a éste

lema definimos la aplicacién

Y &®n — Hom(n)
(fow) — P(fewv=flv)w

para demostrar la continuidad de ésta aplicacion, demostremos la continuidad de
la expresion local para eso considere las trivializaciones ¢; : U; x ((R™)* @ R™) —
(Tern) " (Us) del fibrado £* ®@n y ¢ : Us x Hom(R™, R™) — (Txom(e,n) ' (Us) las
trivializaciones del fibrado Hom(¢,n), por lo tanto, la representacién local de 1
es ¢; Loowp; : Uy x (R™)* @R™) — U; x Hom(R”, R™) que puede ser expresada

de la forma

i o opi(r, fOW) = (2,67 0 Vo 1(y (0w Pi(T )
aplicando v € R™ y usando la definicién de ¢ tenemos:
¢; oo iz, f ®w)v = (z, f(v)w), l]a misma que es una aplicacién continua

luego, ¥ es un isomorfismo de fibrados.

2.7. Complexificacion de un Fibrado Vectorial

Sea £ un fibrado vectorial complejo de dimensién n, éste induce un fibrado vectorial

real g de dimension 2n esto puede ser posible haciendo perder la estructura compleja
de las fibras de &.
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Por otro lado si £ es un fibrado vectorial real de dimensién n sobre B, éste induce
un fibrado vectorial complejo &¢ esto puede hacerse complexificando las fibras de &, y

obtenemos

&e=J&erC

z€EB
entonces queda definido un fibrado vectorial complejo de dimensién n sobre B, que se

llama la complexificacién de €.

Sea V = (V,+,-) un C—espacio vectorial, la estructura V = (V,+, *) es también un
C—espacio vectorial donde la operacién " esta definida de la forma zxv =%-v, a V

se le conoce como espacio vectorial conjugado de V. La aplicacion

¢ : VerC — VoV
vz — pvez)=(2v,zZv)

es un R— isomorfismo de C—espacios vectoriales, lo que a nosotros nos interesa es un
C—isomorfismo para esto cambiamos el segundo sumando del rango de ¢ por V (espacio

vectorial conjugado) y redefinimos ¢ de la forma

o : VrC — VoV
vz — pv®z)=(20,Z*v), (4)

se verifica que ésta aplicacién es un C—isomorfismo. Por otro lado identificamos a V'
con V*(dual de V) mediante la aplicacién ¢ : V — V* de la forma ¢(v)w = (w,v) se

puede probar que ¢ es un C—isomorfismo, por lo tanto tenemos
VerC=VaoV:. (5
Lema 2.8. Tenemos los siguientes isomorfismos:
i. Para un fibrado vectorial real n tenemos: (nc)r =@ N
it. Para un fibrado vectorial complejo § tenemos: (§r)c = € @ &*

Demostracion. Para (i) usamos los comentarios previos a éste lema. El fibrado vecto-
rial real n induce un fibrado vectorial complejo nc complexificando sus fibras es decir
(nz)c = 1 ®r C. El fibrado vectorial complejo nc induce un fibrado vectorial real
(nc)r donde sus fibras son de la forma: ((n;)c)r = 7. ®r (R ® R) = 1, & 1, que son
las fibras del fibrado 1 @ n por lo tanto, podemos definir una aplicacién continua entre
estos fibrados de ahi se tiene que los fibrados son isomorfos.

Para (ii) tenemos que ¢ es un fibrado vectorial complejo de dimensién n éste fibra-
do induce un fibrado vectorial real &g donde sus fibras son R—espacios vectoriales de

dimensién 2n. Ahora &g induce un fibrado vectorial complejo ({r)c cuyas fibras son
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((¢&2)r)c = (&)r ®Rr C. La idea es aplicar el Lema(2.1) para eso necesitamos definir
una aplicacién continua v : (§r)c — € @ £* que proporcione un isomorfismo de fibras
entonces definimos (v ® z) = (zv, ¢(v)) donde ¢(v) es como (5) por lo tanto 1 nos
da un isomorfismo de fibras, faltaria ver la continuidad, para eso tenemos que ver la
continuidad de su expresién local en ese sentido considere h; : U; x C* — 775_ 1(U¢),
B, : Uy x C" x C™* = (e, me) " H(Ui) y ki : Uy x C" @ (C")* — (meae) 1 (Us) las triviali-
zaciones de los fibrados &, ({r)c v € @ &* respectivamente entonces, la expresién local
queda expresada de la forma

ki_lov,boh;(x,v,v) = k.—lo@b(hi(x,v),hi(x,v))

()

= k;'oy(hi(z,v) ®2), donde z € C

)

= k._l(zhi(:qv), ¢(v)), donde ¢(v) € &

)

= (2,hi ' (2,9) ® é(c) 0 hi(x, ), donde < € &

y la aplicacién ¢(s) o hi(x,—) : C* — C, es de la forma ¢(s)(hi(z,v)) = (hi(x,v),s).
Asi 1) es continua por lo tanto, es un isomorfismo de fibrados vectoriales.
O

2.8. Propiedades Fundamentales

FEn esta parte desarrollaremos algunas propiedades fundamentales que son necesarias
para nuestros objetivos, entonces la idea de ésta seccion es basicamente en relacionar

las secciones de un fibrado con las secciones de otros fibrados.

Sea £ un fibrado vectorial diferenciable sobre M, tenemos que el espacio de las seccio-
nes diferenciables Q°(¢) del fibrado ¢ es un Q°(M)—médulo, donde la multiplicacién
actia de la forma (fs)(z) = f(z)s(z) donde s € Q&) y f € QO(M). En virtud
a la Definicién(2.9) y (2.10) tenemos Q°(£) ®qoary Q0(n)* y AF(Q(£)) son nuevos
QO(M)—médulos.

Generalmente Q°(¢) no es un QY(M)—médulo libre, en la proposicién siguiente damos

el caso cuando éste es modulo libre.

Proposicion 2.3. Un fibrado vectorial & es trivial si y solo si, el conjunto de secciones

{si(x)}_y forman una base de &, para todo x € M.

Demostracion. Para la primera implicacién suponga que £ es trivial sobre M con es-
pacio total E entonces existe un homeomorfimo A : M x R™ — E. Sea s; : M — E las
funciones definidas por s;(x) = h;(x,e;), donde {e;} es la base canénica de R y como h
es un isomorfismo en cada fibra entonces se concluye que el conjunto {s;(z)}?_; forman

una base de &, para todo x € M. Para la otra implicacién considere s, ..., S, secciones

4¢ y n son fibrados vectoriales reales.
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linealmente independientes; en base a éstas definimos la aplicacién h : M x R* — F

dada por:

h(z,v) = v1s1(x) + ... + Vpsn(x),

donde v = (v1,...,u,) asi h es continua y mapea cada fibra del fibrado trivial en
la correspondiente fibra en £ isomérficamente y por el Lema(2.1) h es un isomorfis-
mo de fibrados. Entonces & es trivial. Esto quiere decir que si £ es un fibrado vecto-

rial(diferenciable) admite secciones globales entonces el fibrado es trivial. O

Para entender mejor considere a L como un fibrado de linea(diferenciable) sobre M
tome el fibrado vectorial(diferenciable) Hom(L, L) y sea s : M — Hom(L, L) la aplica-
cién definida por s(p) = (p,idr,) ésta aplicacién es suave no nula y mapea cada p € M
en la fibra sobre p de Hom(L, L) luego es una seccién global por lo tanto, el fibrado
Hom(L, L) = L* ® L® es trivial.

Esta proposicién muestra también que el espacio de secciones sobre el fibrado trivial
es un Q°(M)—médulo libre.

Lema 2.9. Sea £ un fibrado vectorial sobre una variedad diferenciable compacta M.

Entonces Q°(€) es suma directa de Q°(M)—mddulos libres finitamente generados.

Demostracion. Por un lado tenemos: Q°(£)®Q%(n) = Q°(£@n) y usando el Teorema(2.1)

obtenemos:

Q%) ® Q°(n) = Q€ © ) = Q%)

donde 7 es complementar de &; por la proposicién anterior €*t* es un Q°(M)-médulo
libre, y sabemos que todo médulo libre es suma directa de médulos libres finitamente
generados Iuego, Q2°(¢) es un Q°(M)-médulo libre que es suma directa de médulos libres
finitamente generados.

O

Un R—médulo se llama proyectivo si es sumando directo de un R—mddulo libre®.
Usando el lema anterior se tiene que Q°(¢) en un Q°(M)—médulo proyectivo, ademds
HomQO(M)(QO(ﬁ), Q°(M)) también es un Q°(M)-médulo proyectivo.

Por otro lado si tenemos P un R—mddulo proyectivo y ademas es finitamente generado
entonces concluimos diciendo que P es un R-médulo libre.

Si tenemos P; y P> dos R—modulos proyectivos finitamente generados. Entonces tene-

mos los siguientes isomorfismos:

P = Pl** y HomR(Pl,Pg) = Pl* Qr P (6)

5L* es el fibrado dual de L
5Decimos que P es un médulo proyectivo cuando hay un médulo @ que la suma directa de los dos

es un modulo libre F'.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\‘\WNE&PJ

§ -"‘r% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs EX%E;_'E"E’AD

DEL PERU

Fibrados y Fibrados Vectoriales 93

Como son proyectivos y finitamente generados entonces libres por lo tanto la demos-

tracién es analoga al caso de espacios vectoriales.

Teorema 2.4. Sea £ y n fibrados vectoriales sobre la misma base M (variedad diferen-

ciable). Se tiene los siguientes isomorfismos:
i. Q°(Hom(§, 7)) = Homgo(an (2°(£), 2°(n)).
ii. Q°9(£*) = Homgo () (Q2°0(€), Q°(M)).

iii. Q06 @) = Q(€) ®ao(ar) ().

Demostracion. i. Definimos una aplicaciéon
F : Q°(Hom(€, 7)) — Homgo(ap) (2°(€), 2°(n))

dada por F(4)(s) = ¢(s), donde ¢ € Q°(Hom(&,7n)) F asf es un QY(M)-homomorfismo.
Solo faltarfa ver que ésta es una biyeccién.

Veamos la inyectividad. Si F(¢) = 0 entonces, demostraremos que ¢ = 0 que

es lo mismo probar que ¢, : & — 7, es una aplicacién lineal nula para todo z

en M; para tal efecto fijemos z € M y tome una vecindad V(z) centrada en x
donde ¢ se trivializa, sea v € &, y tome una seccién s, € Q°(€) tal que s,(x) = v
(esto es posible siempre existen secciones donde & se trivializa) ahora hallaremos

una seccién global lo haremos extendiendo la seccién local que tenemos, para
esto tome una funcién f diferenciable en M tal que sop(f) C V(z) con lo cual

podemos reemplazar s, por fs,. Ahora

F(@)(sv) = F(¢)(fs0) =0

entonces, ¢, (v) =0, Y € M por lo tanto, F' es inyectiva.

Para la sobreyectividad, considere ¢ € Homgqo(yy) (92°(¢),Q%n)) debemos definir
un homomorfismo diferenciable ¢ : £ — n de modo que ¢, = ¢(s,)(z) donde s,
es una seccién en Q°(€) y s,(x) = v € &,. Sabemos que ¢ es un homomorfismo de

fibrados y ademés F'(¢) = ¢. Para ver la buena definicién de ésta tome s,(z) =

/ /
v v

o(sh(z)) con eso ¢ estd bien definida. Ahora veamos que ¢ es un homomorfismo

sh(z) luego, s,(x)—s,(z) = 0 aplicando ¢(homomorfismo) obtenemos, ¢(s,(z)) =
de fibrados vectoriales, para esto considere un referencial local {eq,...,ex} de
tomada en un abierto trivializante U C M con éste referencial podemos generar

secciones localmente
s(p) = Zfi(p)ei(p) para todo p € U

donde f; son aplicaciones diferenciables en U la idea es extender esta seccién

para eso tome A : M — R con sop(A) C U y A(x) = 1 (esta aplicacién siempre
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existe) luego, As es la extensién de s ahora hacemos ¢(s) = ¢p(As+ (1 — N\)s) =
d(As) + (1 — A)é(s) obtenemos que ¢(s)(z) = ¢(As)(x) donde As = D (Afi)es,
por otro lado las funciones Af; se pueden extender diferencialmente a todo M
y obtenemos las aplicaciones diferenciales g; de modo que g;(z) = fi(z) = 0.

Entonces, definimos el homomorfismo diferenciable
Zgz ez € QO( )

pero como g;(z) = 0 tenemos ¢(As)(z) = 0, esto garantiza que existe un homo-
morfismo ¢ diferenciable( esto es verdad puesto que los g; son diferenciables) con
Oz = &(sy)(z) para todo x en M y ademés F(p) = ¢.

ii. Note que éste es un caso particular de (i) en la situacién que n = ¢! es el fibrado

trivial de dimensién 1.

iii.

1

AE®n) Q°(Hom(&*,7)), esto por Lema(2.7) parte ii

= Homgo(yy) (Q°(¢),9%n)), esto por la parte i

= Homgo(ay) (Homgo(ar) (Q2°(€), (M), Q°(n)), por ii
= (Homgo(ar(2°(6), Q°(M)))* ®qo(ary 2°(n)

(Q°(8))** @qo(ary X (n )”QO(@)@QO( ) 0(n)

1

los dos dltimos isomorfismo se obtienen a partir de (6).
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Capitulo 3
Conexién y Curvatura

La conexion es un objeto matematico definido en una variedad diferenciable que per-
mite establecer una relaciéon o ”conectar”la geometria local en torno a un punto con
la geometria local en torno a otro punto. La conexion es el objeto que establecera como

derivar secciones y asi comparar las fibras sobre puntos diferentes de la base.

3.1. Conexién

En esta seccién estudiaremos la conexion; en un fibrado vectorial & sobre una variedad
diferenciable M y la representacion local de éste haciendo uso de los referenciales locales

que siempre existe.

Definicion 3.1. Una Conexion en £ es una aplicacion R—lineal
V: Q0) = QY(M) @goar) 2°(€)

que satisface la regla de Leibnitz V(f.s) = df ® s+ f.Vs donde f € Q°(M), s € Q°(¢)

y d es la derivada exterior exterior.

En el caso que £ sea un fibrado vectorial complejo el espacio de las secciones en £ es
un C— espacio vectorial'. Entonces, en la definicién anterior se exigird que V sea una

aplicacién C— lineal y la denotaremos por V.

Sea 7 el fibrado tangente sobre M; por lo tanto las 1-formas diferenciales en M es el
espacio de las secciones del fibrado 7*(dual de 7) esto es Q' (M) = Q°(7*). Usando los

isomorfismo del Teorema(2.4)-(i-ii) tenemos

QN M) ®qo(ry 2°(€) = Q°(Hom(r, £)) = Homgo(uy (2°(7),2°(6)). (%)

LEl espacio de secciones sobre un fibrado vectorial complejo serd denotado por ° (& 0C).
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En la Definicién(3.1) podemos cambiar el rango de V por cualquiera de los isomorfismos
dados en () segin convenga.
Sea X un campo vectorial, que es una seccién del fibrado tangente 7 es decir X € Q°(r),

ésta induce una aplicacién

Evx : QYM) — QM)
df — dx(f) =Y aifL, donde X =Y a;52;

asi Evy es QY(M)—lineal. Por otro lado tomando la identidad en Q°(€) y por la propie-
dad universal del producto tensorial estas inducen una tinica aplicacién Q°(M)—lineal,

que denotaremos de la misma forma y estd dada por:

Evx :=FBux ®@id : Q' (M)®qan QL) — Q¢
df ® s — FEvx(df ® s) =dx(f)s.

Haciendo la composicién Vx = Evx o V : Q°(€) — Q9(¢) entonces obtenemos una

aplicacién R—lineal. aplicamos (f.s) y usando la Definicién(3.1) se tiene

Vx(f.s) = EvxoV/(f.s)=dx(f)s+ fVx(s),

donde f € QM) y dx(f) indica la derivada direccional de f en la direccién del
campo X. Por lo tanto, una conexién nos permite tomar derivadas direccionales de las
secciones.

Por otro lado, si cambiamos el rango de V por Homgo ) (Q0(7),Q0(¢)) y fijando s €
00(¢). Entonces, la aplicacién.

Vs @ Q%) — Q%)
X — Vx(s), es Q°(M) — lineal en X;
en consecuencia, se tiene V,xiny (s) = gVx(s) + hVy(s) donde g, h € Q°(M) y X,Y
son campos vectoriales.

Sea U una vecindad de p y para v € T,M podemos definir V,(s) = Vx(s(p)) € &

entonces tomando X, € T, M se tiene.
Vi, (s) = (Vs)(Xp) (1)
por lo tanto (1) verifica las siguientes propiedades.

{ Vi, (f9) = d()se) +FE)Vx6)

Vaxp+byp(8) = aVx, (s) + bep(S),

donde X, Y}, son vectores el espacio tangente T,M y a, b nimeros reales. Asi (2) define

una conexion.
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Ejemplo 3.1. Considere M una variedad diferenciable de dimension n, en Rk, su
fibrado tangente es T = {(p,v) € M x R"™* /v € T,M}; sea s : M — T una seccion

donde s(p) € T,M . Definimos una conezion en el fibrado tangente de la siguiente forma
Vi, (s) = jpldx,(s)) € LM,  (3)

donde, X, y dsp, : TyM — R"* usando una notacién adecuada escribimos ds,(X,) =
dx,(s) € RE = T, M @ NyM, y j, : TyM @& NyM — T,M es la proyeccién ortogonal.

Podemos probar que (3) satisface las propiedades de (2). Veamos una de ellas

Vi, (f-s) = jpldx,(f-s)) = jp(dx, (f)-5(p) + f(P)dx, (s))
Jpldx, (f)-5(p)) + Jp(f (P)dx, (5))
= dx,(f)-s(p) + f(P)Vx, (s).

Luego (3) es una conexion.

Como consecuencia de la regla de Leibnitz tenemos que el operador conexiéon V es
local. Ahora veamos la representacién local de éste operador.

Sea p en M y U una vecindad de p donde ¢ se trivializa, por lo tanto, podemos escoger
un referencial en U como {ey,...,ex} C Q°(¢) tal que {e1(p),...,er(p)} es una base de
& para todo p € U. Entonces los elementos de Q' (U) ®qo(r) Q°(¢|y) se escriben de
forma tinica de la siguiente manera Y A; ® e;, para algunos A; € QL(U).

Si tenemos que V es una conexion en &, entonces podemos escribir
k
&)=Y Ay®e  (4),
Jj=1

para algunas 1-formas A4;; € Q' (U), esta matriz de 1-formas es de orden k x k llamada
la forma de conexién respecto a e = (eq, ..., €x), que denotaremos por A.

Por otro lado, dada la matriz A de 1-formas en U y un referencial en donde £ se tri-
vializa que definen una conexién en Q°(¢ |7) como en (4); si s € Q¢ ) se puede
escribir de la forma s = Zle sie; donde s; € QO(U). Entonces V(s) = V(3. sie;) =
> ds; ®@e;+ ) s;V(e;) usando (4) se tiene

= sti R e; + Z S; ZAij Re; = Z(de + SiAz‘j) X ej.
Usando la matriz A de forma de conexiéon podemos escribir
V(s1,...,85) = (ds1, .., dsg) + (s1,...,56) A (5)

Ejemplo 3.2. Sea M una variedad diferenciable compacta; y & un fibrado vectorial
sobre M por el Teorema(2.1) se tiene que € ®n = "tF donde n es el fibrado comple-

mentar de £. Dada la inclusion i : € — €% y la proyeccion j : €*F — & éstas inducen
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las respectivas aplicaciones
i 1 Q0(8) = Q) y g - Q0(F) = Q0(9).

Ahora damos una conexion Vo : Q0(e"TF) — QY (M) ®qo(M) QO(e"tF) en el fibrado

n+k

trivial € como en (5) esto en posible debido que existen referenciales globales. Ahora

hacemos la composicion
V = (id ® ji) 0 Vo o i : Q(€) = Q'(M) @go(ar) 2°(€)
se tiene que V(s) = (id ® j.)(Vo(ixs)),donde is(s) = s o4, define una conexion en §.
Observe que
Qe =2 O(M) @ ... e QO(M),

-~

(n+k)—veces

entonces podemos expresar

QN (M) ®qon Q(€TF) =2 Q' (M) & ... & Q'(M)

(n+k)—veces

por lo tanto la conexién V puede expresarse de la forma Vo =d ® .... ® d donde d es
—_———

(n+k)—veces
la derivada exterior.

Como se menciond que una conexién es un operador local, esto quiere decir que para
cada abierto de M donde & se trivializa siempre tenemos una conexién, la idea es

obtener una conexién global la proposicién que sigue da tal resultado.

Proposicion 3.1. Sea & un fibrado vectorial sobre una variedad diferenciable M, en-

tonces & admite una conexion.

Demostracion. Considere {U;} una cobertura abierta localmente finita de M, donde
éstos abiertos son trivializantes, es decir en cada abierto U; el fibrado £ se trivializa,
esto es existe un difeomorfismo h; : U; x V. — Te 1(Ui) tal que ¢ o h; = pri; para
cada abierto U; tenemos una conexién V; en €|y, como es (5), tomamos la particién
de la unidad {«;} subordinada a la cobertura abierta, entonces definimos el operador
R-lineal

V(s) = Z a;.V;(s),

éste satisface la regla de Leibnitz, por lo tanto define una conexién en &. ]

Observacién 3.1. Sea { = (E, M, m¢) un fibrado vectorial sobre M, con la propiedad de
que para todo € E y cada o : I — M con «(0) = m¢(C), existe un tunico PS: 1 — E tal
que P (0) = ¢, llamado transporte paralelo a lo largo de «, el cual permite conectar

las fibras. Cada PS induce un isomorfismo entre ) Y §a(1) €sto es ¢ — Pag(l)
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Sea V una conexién en £ y o : I — M una curva diferenciable, w(t) una seccién a
lo largo de o esto es w(t) € Q%(&,)), donde w(t) = w(a(t)) para algin w € QY(¢).
Entonces, existe un tinico operador llamado Derivada Covariante, denotada por [C)l;”
que significa la derivada covariante de la seccion w a lo largo de «, y satisface las

siguientes propiedades

D(wi+wsa) le + Dwg

1. i =

D) _ dry, |

11. dt

iii. B = Vpw.
Veamos la representacion local de la derivada covariante, considere U abierto de M (Variedad
diferenciable de dimensién n), donde & se trivializa, y sea «(t) C U, elijamos (U, z) una
carta local de M, en estas cartas locales podemos tomar una base B%i’ por otro lado e =
{e1,...,ex} es un referencial de Q°(¢|y), podemos escribir a(t) = = (uy(t), ..., un(t)),
donde wu;(t) son funciones diferenciables. Por lo tanto, escribimos w(t) = Zle wi(t)e;(t)
con e;(t) = e;(a(t)).

Luego tenemos

k k A
% . %g wilt)ei(t) = ) (ﬁ‘:em + wi<t>vaf<t><ez'>> (6)

como o/ (t) =Y 1 %.@, ademés Vg, (e;) es una seccion en Q°(£|y) entonces, lo po-

L . . <k o .
demos escribir como combinacién lineal usando la base e, Vg, (e;) = > _;_; I'};e0; luego

se tiene

" du; du; du;
Vo (ei) = Vei()  —--0) = Z APNC Z ]F]Z v (7)
=1 j=1

remplazando (7) en (8) obtenemos
Dw dwl duj
rrae Z Z g L | e
=1

Decimos que una seccién w a lo largo de a(t) es paralela si W = 0.

Sea £ un fibrado vectorial, introducimos la siguiente notacion:

Q&) = A(M) @0y 2°E)  (8)

donde, Q¢(M) es el espacio de i—formas en M.

Ahora extenderemos el operador conexién V, a un operador dV :

dv Q') - Q) (9)
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que satisface la regla de Leibnitz d¥ (v ® s) = dw ® s + w @ dV (s).

Sea ¢ y n fibrados vectoriales sobre M, luego podemos definir un producto Q°(M)-

bilineal de la forma

A V¥ (E — AHnel)
(wRt)R(T®s) = (WRIHA(TRS) =wATR(s®t), (10)

donde w € Q(M), 7€ QI(M), s € Q9(€), t € Q°(n) y w A T es el producto exterior de
formas.

Sea ¢! el fibrado trivial de dimensién 1, sabemos que Q(e!) = Q¢(M). Supongamos que
en (10) remplazamos n = ¢'. Entonces éste operador puede expresarse de la siguiente

manera

A M)V — QT(ME)
(w1 ® (w2 ®s)) — w1 Awy® s, (11)

vy en el caso que ¢ = 0, se tiene w A s = w ® s. Usando estos comentarios previos

probamos el siguiente lema.

Lema 3.1. Sea p1,p2 y p3 elementos de Q'(&1), V(&) y QF(&3) respectivamente. En-

tonces el producto definido en (10) satisface las siguientes propiedades

i. (p1Ap2) Aps=p1A(p2Aps3).

ii. 1A\ p=p, donde 1 es la unidad del anillo Q°(M).
Demostracion. Para (i) tomemos p; = wi ® s1, p2 = wa @ S3 y p3 = w3 @ S3
(p1Ap2)Ap3 = (W1 Awa®81R2) A (W3R s3) = wiA(waAw3)Rs1®(s2®@83) = p1A(p2/Aps).
Para la parte (ii) 1A p=1®p=0p O

Este lema se torna més importante en el caso que & = €', & = e! entonces asf Qi) =
QM) y (&) = QI (M)). Entonces la propiedad (i) del lema se escribe (wAT)Ap3 =
w A (T A p3), para w € QY (M), € QI (M).

Aprovechando el operador "A” definido y la conexiéon V en . La regla de Leibnitz

para dV, puede escribirse de la siguiente forma
dV(r®@s)=dr As+ (=11 AV(s)  (12)
donde 7 € (M) y s € Q°(¢). Ahora demos el siguiente lema.

Lema 3.2. Para cada V, existe un tinico operador R—lineal, d¥ : QI (€) — QIt1(¢),

que satisface:

i. d¥ =V, cuando j =0
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i, d¥(wAt) =dwAt+ (=1)wAdY(t), cuando w € Q' (M), t € QI (€).
Demostracion. Para la existencia es suficiente con (12), pues por la Proposicién(3.1)
siempre existe conexién, y para la unicidad es suficiente tomar dos operadores que
satisface (i) y (ii) se prueba que se trata del mismo operador.

Para la parte (i) hacer j = 0 en (12). Y para la parte (ii) lo obtenemos de:
d(wAt)=dY(wA (1®s) = dV((wAT)®s), usando 12 tenemos
= dwAT)®@s+ (=1)(wAT)AV(s)
= (dwAT)+ (=D)'wAdr)®s+ (=1)H(wAT)AV(s)
= dwAT)®s+ (1) wAdr®s+ (=1 (wAT)AV(s)
= dwA(T®s)+ (1) wAd (T®s)
= dwAt+ (=1D)'wAdVt.

Ahora tomemos una secuencia de Q°(M)—médulos

0— 00(6) > 01(6) <> 0%(¢)

1

note que en el caso que & sea el fibrado trivial de dimension 1 es decir €', se obtiene el

complejo de Rham

0——= QM) —%> QY(M) -~ Q2(M) — - - -,

donde la conexién coincide con el diferencial exterior d ademas se cumple que dod = 0.

3.2. Curvatura

En general cuando &, es cualquier fibrado vectorial no siempre la composicién d¥ o V

es nula, ésta composiciéon nos da una aplicaciéon que la denotaremos por:
V=d"oV:0%¢) = Q¢
Proposicién 3.2. FV =dY oV, es QO(M)-lineal.
Demostracion. Tomemos dos secciones s1, s2 en Q°(€) se verifica inmediatamente que
FV(s1 + s2) = FV(s1) + FV(s2). Veamos la otra propiedad de la linealidad, tome
QM) yse0E) aplicando en FV tenemos
FY(fs) = dY(df ®s+ f®V(s))
= dV(df ®s)+dY(f®V(s))
= d(df) As+ (=1)'df AV(s)+df AV(s)+ (=1)°f AdY(V(s))
— 1dY((s) = £.F(s).

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




@15“!&%

§rT - r% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs UNIVERSIDAD

DEL PERU

Conexién y Curvatura 62

O]

Esta proposicién muestra que FV € Homgo () (Q2°(£), 2%(€)). Usando los isomorfismo

del Teorema(2.4) tenemos:

1

Homgo(ap)(2°(£), 2%(6)) Homgo(ar)(2°(€), 2°(€) ®gqo(ar) 2°(M))
=~ Homgqo(pr)(2°(£), 2°(€)) ®qo(ar) Q°(M)
=~ Q°(Hom(¢,€)) ®ao(ar) (M)
=~ O*(M) ®qo(n) Q°(Hom(¢, )

Q(Hom(&,€))

1

por lo tanto, FV € Q?(Hom(¢,€)) con lo cual a FV la llamaremos una 2-forma.

Definicién 3.2. Una 2-forma FY € Q?(Hom(&,€)) es llamada forma de Curvatura
del fibrado vectorial (&, V).

Una conexién V, en el fibrado &, es llamada conexién plana si y sélo si FY = 0.
Con lo cual todo fibrado trivial tiene conexién plana. También podemos decir que la

curvatura mide cuando una conexién deja de ser plana.

Considere dos campos vectoriales X,Y éste par induce una aplicacion Q°(M)-lineal
Bvxy : Q3 (M) — Q°%M), dada w — w(X,Y), usando la propiedad universal del

producto tensorial esta induce una tinica aplicaciéon Q°(M)-lineal
Euxy = Buxy ®id : 0(M) ®qo(ar) 2°(Hom(¢, £)) = Q°(M) @qo(ar) 2°(Hom(&, £))

Evx,y : Q*(Hom(¢, €)) — Q°(Hom(¢,€)), dada por FY — FY

donde F)Y,Y (p) : & — &, puede ser determinada por los valores XY, € T, M.

Ahora veamos la representacién local de FY = d¥ o V, donde V(e;) = > Aij ® ey
segun (4)

dV(V(e)=dV (Y Ay@e;) = Y dV(A;@e)
J i

= Z(dAij ® 6]‘) — Z(Aij A V(ej))

J J
= YA @) =D (A A A e,
J j v
= Z(dAw & ey — (Z AZ] A\ A]v) X 61})-
v J

Entonces, FV (e;) = Y., (dA—ANA);,®e,, como FY es un tensor con lo cual si se quiere

determinar F)Y,,,Yp7 bastard evaluar el referencial en el punto p, y (dA — AA A)x,y,.
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Por lo tanto podemos expresar la curvatura de la siguiente manera
FV =dA—ANA.  (13)

Considere una aplicacién Q°(M)—bilineal A : Q'(&) x Hom(Q%(¢),Q%(€)) — QF2(¢)
dada por A((w®s),G) — wAG(s). Con esta definicién podemos presentar el siguiente
lema.

Lema 3.3. Sea w ® s € (&), y FY —forma de curvatura, Entonces, la composicion
dV odY : Q€)= QF2(€), viene dada por w A FY.
Demostracion. Como w @ s € Q' (M)qoanQ°(€), podemos aplicar el Lemal(3.2)
dV(dV(w®s)) = d¥(dw® s+ (—1)'wAV(s))
= dV(dw® s) + (=1)%dY (w A V(s))
= d(dw) ® s+ (—=1)dw A V(s) + (=1) (dw A V(s) +
(—=1)'w A dY(V(s)))
= (=1)%wAFY(s)
asi se obtiene la igualdad deseada. O

Ejemplo 3.3. En el Ejemplo(2.2) hemos construido el fibrado vectorial candnico de
lineas H,, en éste ejemplo construiremos una conexion y curvatura para el cason = 1.
Sea H = S3 x g1 C el fibrado vectorial sobre CP! donde su espacio total es E(H) =
{(L,u) € CP! x C% : w € L} y L es una recta que pasa por el origen, H puede ser

incluido en el fibrado trivial €2 = CP* x C?, mediante la aplicacidn de fibrados
i: 83 xg1 C— CP! x C? dada por |21, z2,u] = ([21, 22], uz1, uz2)

se puede ver que éste es un homomorfismo de fibrados vectoriales. Por el Teorema(2.1)

existe el complementar H- de H donde su espacio total esta dada por
E(HY) = {(L,v) € CP' xC*:v € L}

tal que H ® H+ = CP! x C2. Ahora definimos la proyeccion j : CP' x C* — E(H)
dada por j(L,uy,us) = (L,u) donde u es la proyeccion ortogonal de (u1,us) en la recta
L. En el caso que L = [21, 23] con |z1]? + |22|? = 1 entonces, j(L,u1,us) = (u1,us2)Pp
donde Pj, es la matriz de 2 X 2 dada por:

2121 Z1%2
Pp=1 _ -
Z9%1 RQR9
en realidad si L contiene al vector unitario z = (21, z2) entonces, la proyeccion ortogonal

"7 " queda expresada de la forma

Jr(ur, u2) = (Z1ur + Zaug) (21, 22).
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Se usa la conexion Vo = (d,d) en el fibrado trivial € = CP! x C2, para definir una

conexion en el fibrado H sobre CP'; hacemos la composicidn

Vo

QO(H) —> 00(e2) 2 Q1(e2) L= Q1(H)

por lo tanto, V = j, o Vg o i, define una conexion en el fibrado H, ahora hallaremos
la matriz A de forma de conexidn como en (4) para eso considere una parametrizacion
local de CP!

g:R? = Uy C CPYg(x,y) =[1, 2]

donde z = x + iy y considere una seccion e : Uy — H definida en Uy, mediante la

aplicacion i esta seccion puede incluirse en el fibrado trivial € de la forma

e(g(z,y)) = (g(z,y), (1,2)) € CP' x C?,

como en el fibrado trivial tenemos una conexion Vo = (d,d) por lo tanto
Vo(e) = (g(z,y),(0,dz)), donde dz = dx + idy

En el caso que L = [1, 2], la matriz de la proyeccion, se expresa de la forma:
1 1 =z
Pig=——
(1,2] 1—|—|Z|2 ( 7 |Z|2 >

V(e) = jxo Volix(e)) = JxoVolg(z,y),(1,2)) = j:(9(2,y), (0, dz))

— (g(x7 y)? (07 dz) : F)[l,z])
= (ol@), o efd)

= 1+| |2d2®( ( 7y)7(17z)):Ag(x,y)®e

por lo tanto

entonces, la matriz de forma de conexion en coordenadas locales es Ay, ) = 15;=dz

1+| |
con z(x,y) = = +iy.

Usaremos FY = dAg(zy) = Aglay) N Agla,y) como en (13), para determinar la 2-forma
de curvatura.

Podemos observar que AN A =0 puesto que dz N dz = 0 esto puede calcularse usando

propiedades de la derivada exterior de formas diferenciales
dz N\ dz = (dz +idy) A (dx + idy) =0

y también
dz N dz = (dz —idy) A (dzx + idy) = 2idz A dy
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ahora calculamos

dA :£<L)d,§/\dz: dz A dy

24
9(zy) = 5z \1 1 |22 (1+[22)2
por lo tanto, la 2-forma de curvatura expresada en coordenadas locales en el fibrado H
viene dada por:

2i
v —
Folay) = it ]z\Q)de Ady.

3.2.1. La Conexion y Curvatura en Algunos Fibrados

Sea &, 7, dos fibrados vectoriales sobre M, y V¢,V una conexién en &, 7 respectiva-
mente; y considere f : M’ — M, una aplicacién diferenciable. Usando las conexiones

que tenemos, se dard una conexién en los fibrados f*¢, £*, Hom(§,n) y £ ® 7.

La aplicacién diferenciable f, induce una aplicacién Q°(M)—lineal definida de la si-
guiente forma f* : Q%(¢) — QO(f*¢), s — so f. De la misma forma f induce la
aplicacion Q°(M)—lineal f* : Q(M) — Qi(M'), dada por w — f*(w).

Para tales objetivos empezamos dando el siguiente lema.

Lema 3.4. Sea f : M — M, una aplicacion diferenciable y V¢ una conexion en &,

entonces existe una unica conexion f*(V¢) en f*€ tal que el diagrama

Q0(6) — - QL (g)
f*l f*i
20(1+¢) " 1)

conmuta.
Demostracion. Tenemos que demostrar la existencia de una aplicacién R—lineal
FA(Ve) : QO(f*€) = Q1(f7¢)

que satisface la ragla de Leibnitz, ademds que sea tunica, sabiendo que el diagra-
ma conmuta. Primero veamos la existencia para eso establecemos un isomorfismo de

Q°(M)—médulos de la forma:

QY M') @qon) Q°(E) — QH(f*E)
P ®s - @' f(s)

efectivamente éste es un isomorfismo. Usando éste isomorfismo se prueba que

QY (&) = Q' (M) @qoar Q0(F*€) = Q1 (M) ®goar) 2°(€)
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por otro lado, el pull-back de 1-formas induce una aplicacién Q°(M)—lineal
QUM") @go(ary Q' (M) — QY(M)
¢ @w - of*(w)

ésta aplicacién junto con la identidad en Q°(¢), inducen una tinica aplicacién Q°(M)—lineal
p: QO (M") @qoary Q1(€) = (M) ®qo(ar) 2°(€)

note que el rango de p es isomorfo a QL(f*¢).
De la misma forma la aplicacién V¢ es R-lineal y junto con la identidad en QO(M")
inducen una tnica aplicacién 1 ® Ve : Q°(M") @qo(ar) Q0(€) = Q°(M") @qo(ar) 2'(€),

R—lineal. Entonces
po(1®Ve): QM) @goary 2°(6) = Q' (M) ®qoary 2°(€)

es una aplicacién R—lineal. El diferencial exterior d junto con la identidad en Q°(¢)

inducen una tunica aplicacion R—lineal
d®1:Q%(M") ®qoar 2°(8) = (M) ®qo(ary Q°(8),

por lo tanto existe la aplicacion f*(V¢) : QO(f*€) — QLY(f*€), R—lineal dada por
[*(Ve) :=po(1®V¢) +d® 1. Para ver que ésta define una conexién veamos la regla
de Leibnitz.

F(Ve)(f(f'®s)) = po(1&Ve)(f @ f5)+dR1(f'® f5) := df & (f'@s)+ f.f*(Ve) (f'®s).

Para la unicidad suponga que existe otro g*(Ve¢) tal que f*o V¢ = g*(V¢)o f* entonces,
g*(Ve) o f* = f*(Ve) o f* por lo tanto, g*(Ve) = f*(Ve).
]

Si e = {e1,...,en} es un referencial en &|y? y A(e) es la matriz de forma de conexién
para V¢ con respecto al referencial e, entonces f*(A(e)) es la matriz de forma de cone-

xién para f*(V¢), con respecto al referencial f*(e) = {e1 0 f,...,en o f} en f*&| 11

Veamos la forma de curvatura Ff"(Ve) en el fibrado f*¢. Sabiendo que FV¢ es la forma
de curvatura en el fibrado V¢; en el Lema(3.4) obtendremos otro diagrama conmutativo

si cambiamos V¢ por dVé : Q1(€) — Q%(€) y formamos el siguiente diagrama

() 5 02(¢)

f*l f*i
QO (f*e) " 02(fre).

2El fibrado & tiene base M usamos la notacién £|y para denotar que el fibrado esta restringido a
un abierto U de M.
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Ahora sea Hom(¢, &) un fibrado vectorial, el fibrado inducido via la aplicacién f es
f*Hom(&, §) que es isomorfo al fibrado Hom(f*¢, f*¢), por lo tanto,

O’ (Hom(f*¢, f*€)) = f*Q*(Hom(¢,€)), ast F/" V) = f*(FVe).

En seguida definiremos una conexién en el producto tensorial £ ® n. En virtud al
Teorema/(2.4)-(iii), Q°(§ ® n) = Q&) @qoary Q°(n) y a la definicién del producto
QO(M)—bilineal en (10) definimos

Vean(s@t) = Ve(s) ANt + s A V(1) (14)

ésta aplicacién es R—lineal y satisface la regla de Leibnitz, por lo tanto define una
conexion en & ® 1.
Usando (12) y el Lema(3.2) Veg, puede extender a d¥ : (¢ ®n) — QT (E@n)y

puede escribirse de la forma:
dV(s®@t)=dVs@t+ (—1)s®dVt,

donde s € Q1(¢) y t € QI(n) y dV corresponde a V = V¢, V,, respectivamente.

Ahora definiremos una conexiéon en el fibrado dual £*, para eso se define la pareja
no-singular

() - () ® W(€) —2> AH (@ £7) — O (M)
de la forma (w ® 5,7 ® s*) = (w A T) ® (s, s*) donde,
() : () ® Homgo(a) (2°(6), Q°(M)) = Q°(¥) — Q°(M)

corresponde a la evaluacién. Si V¢ es una conexién en &, definimos una conexién en

V¢« requiriendo que
d(s,s") = (Ve(s), %) + (5, Ve=(s)).  (15)

La definicién en (14) permite definir una conexién en el fibrado Hom(§,n) debido
al isomorfismo de fibrados vectoriales £* ® n = Hom(¢,n); alternativamente podemos
definir otra conexién en éste fibrado. La aplicacién evaluacion Q2°(Hom(€, 7)) x Q°(¢) —
Q%(n) induce una aplicacién Q°(M)—bilineal (,) : Q¥(¢) x ¥ (Hom(&,n)) — QHi(n) y
define una conexién

V= VHom(¢,n) en Hom(E, n) por la férmula

Vi((5,0)) = (Vels), ¢) + (5, V()
donde s € Q°(¢) y ¢ € Q°(Hom(&,7)). Podemos también extender a una aplicacién

av Q' (Hom(&,n)) — Q" (Hom(&, 7)),
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con la propiedad d¥((s,¢)) = (dV(s),¢) + (—1)i(s,d@(¢>)) donde s € Qi(¢), ¢ €
0 (Hom(&,n)) y d¥ corresponde a V = Vg, V, respectivamente.

Considere a ¢ como un fibrado vectorial real de dimensién k, y e = {ei,...,ex} un

referencial en un abierto trivializante U con lo cual tenemos los isomorfismos
flu 2 U xRY y Hom(&,€)|y = U x My(R),
éstos a la vez inducen
Q" (ely) = Q" (U)" y Q" (Hom(g, )|u) = Mi(Q"(U)).

Si V es una conexién en &, con representacién local dada en (5), entonces induce la

aplicacién
dv - QUU)PF — QvTL(U)®F dada por dY (sy, ..., 55) = (ds1, ..., dsp) + (51, ..., 5k) A A,

donde A es la matriz de forma de conexién. De la misma forma si V es una conexién

en el fibrado Hom(¢, §), por lo tanto induce la aplicacién

d¥ : Mp(Q"(U)) = M@ (U)),d% ¢ = dp — (AN § — (~1)"6 A A).  (16)

Si en U tomamos otro referencial €/, entonces e = Ge’ donde G' € GL(2°(U)), asociado
a estos referenciales tenemos las 2-formas de curvatura FY (e) y F'Y (¢’) que se relacionan

de la forma
F¥(e) = GFY (G

Teorema 3.1. Identidad de Bianchi Sea d¥ la extension de la conexion ¥V entonces
dVFYV =0.

Demostracion. Como FV es Q°(M)— lineal depende tinicamente del valor de la seccién
puntualmente, es decir si s, s’ secciones en Q°(€) con s(x) = s'(z) entonces FV (s(x)) =
FV(s'(x)), por lo tanto es suficiente demostrar para FV en su representacién local
FV = dA — AN A. Usando (16) para n = 2 tenemos dV¢ = dp — AN ¢+ ¢ A A,

remplazando ¢ por la matriz FV tenemos:

dVFY = dFV —AANFY 4+ FYAA
= d(dA—ANA)—ANFY+FVYAA
= —d(ANA)—ANdA+ANANA+dIANA—ANANA
= —dANA+ANdA—ANIA+dANA=DO.
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Ahora veamos el homomorfismo traza Tr : Hom(V, V) — R, que puede ser definida sin

consideracién a alguna base de V'; como la composicion

Tr:Hom(V,V) 2= V* @V =R asi Tr(f) = g(v)
donde ¢(f) = g ®v. Esta induce un Q°(M)—homomorfismo traza T : Hom(&, &) — ¢!
en fibrados vectoriales, y ésta a su vez induce una traza
Tr o Q(Hom(€,€)) = QM) @goan) ) @aon 2(€7) — (M) (17)
p=wsxs" — Tr(p)=(s,s")w
donde w € QY(M), s € QV(¢), s* € Q&%) y (s, 5%) es la evaluacion.

Teorema 3.2. Sea d¥ la derivacion asociada a la conexion V = VHom(g), Y ¢ €

Qf(Hom(&, €)), entonces tenemos
dTre = Tr(dY ¢).

Demostracion. Sea ¢ € Q¢ (Hom(, €)) = QI(M) ®qo(M) Q0(¢) ®qo () Q0(¢*), entonces
¢ =w®s®s* donde w € Q(M), s € QV(€) y s* € QV(£*), ahora hallando la derivacién
dV ¢ tenemos:

Awes®s*) = dw®(s®s*)+(-1)weV(s® s
= du® (s®5%) + (—1)'w® (Ve(s) ® s* + 5@ Ve (s¥))

tomando la traza a éste operador se tiene

Tr(dV¢) = duw(s,s")+ (=1)'wA((Ve(s),5) + (s, Ve (s7)))
= (s,8")dw + (=1)'w A d(s, s")
= (s,8")dw + (=1)%d(s, s*) A
= d((s,s")w) = dTr¢.

O

Combinando éste teorema con la Identidad de Bianchi se tiene que d(TrFY) = 0,

entonces TrFV define una 2-forma cerrada.

Nosotros hemos probado varios resultados para fibrados vectoriales reales, estos son
completamente analogos para fibrados vectoriales complejos £ para éste caso la conexion
V en ¢ tiene que ser C—lineal, ademds se tomara el médulo €2*(M; C) con coeficientes
complejos en ves de /(M) ademds se cambiard ®g por ®c y Homg por Homc.

Si ¢ es un fibrado vectorial complejo sobre M entonces, [Tr(FV)] € H?(M;C) es una
2-forma cerrada. En forma més general F¥Y A ... A FY € Q% (Homc(€,€)), entonces

k—veces

Tr(FV A....AFV) es una 2k—forma cerrada en Q2¢(M;C); por lo tanto podemos dar

la siguiente definicion:
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Definicién 3.3. Sea (£,V) un fibrado vectorial complejo con conexion V. Definimos

la Clase caracteristica de Chern como la clase de cohomologia

chi(€,V) = %(_\/;)fk' Tr(FY A ... A FV)} e H*(M;C).
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Capitulo 4

Clases Caracteristicas

En éste capitulo vamos a estudiar las clases de cohomologia que se pueden asociar
a un fibrado vectorial, estas clases son invariantes en fibrados vectoriales isomorfos.
Para poder asociar las clases de cohomologia a cierto fibrado vectorial es necesario
estudiar los polinomios invariantes, por eso que en esta primera parte estudiaremos

ciertas propiedades de estos polinomios.

4.1. Polinomios Invariantes

Considere la matriz A = (4;j) € M,(C), denotaremos por P(A) a un polinomio de
n? variables, éstos serdn considerados como polinomios homogéneos es decir esté for-
mado por monomios de igual grado, y que el grado de éste monomio sera el grado del

polinomio P.
Definicién 4.1. Sea A = (A4;;) € M, (C) un polinomio P(A), es llamado invariante si
y sélo si P(A) = P(gAg™') para todo g € GL,(C).

Todo polinomio determina una funcién P : M, (C) — C, ésta funcién queda tinicamen-

te determinada por dicho polinomio.

Dada la matriz A, podemos asociarle el polinomio caracteristico dado por:
o(t) =det(I +tA) = ZUZ )t con og(A) =1,

cada polinomio ¢;(A) es un polinomio invariante, esto pues los autovalores de A son
independientes por cambio de base es decir A y gAg~! tienen los mismos autovalores,
donde g € GL,(C).

Considere la aplicacién s(t) = —t% log(det(I — tA)) la misma que se puede expresar

como series de potencias

s(t) = _tdi log(det(I —tA)) Z sk(A)tY, (%)
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donde el polinomio caracteristico se puede expresar en términos de la aplicacién s(t)
de la forma o(t) = exp(/[ s(t;t)dt) eso puede verse resolviendo la ecuacién diferencial

dada en (x).

La observacion que sigue simplificard la justificacién de algunos resultados posteriores.

Observacion 4.1. El conjunto de matrices diagonalizables D C M, (C) es denso en
M, (C).

Probaremos que el conjunto de matrices con autovalores todos distintos es denso en
M, (C). Sea A € M, (C) y € > 0 existe una matriz A. € M, (C) que tiene valores propios
todos distintos tal que ||A — A¢|| < e. Dada la matriz A € M, (C) Por el Teorema de
Schur existe una matriz unitaria U € M,(C) tal que T' = (T;;) = U AU donde T
es una matriz es triangular superior y los elementos de la diagonal principal son los
autovalores de A.

Dados ntimeros complejos 111, 159, ..., Ty, siempre podemos escoger n niimeros comple-
jos e1, e, ..., e, tales que |e;| < \/Lﬁ y Th1 +e1,Tos + eo, ..., Thy + €, son todos distintos.
Ahora tome la matriz E = diag(ey, ea, .., €,), entonces la matriz T+ E es una matriz
triangular con elementos 111 + e1, T2 + €9, ..., Ty + €5, en su diagonal principal; siendo
éstos ntimeros sus autovalores; definamos la matriz A, = U~*(T + E)U con valores

propios distintos y elijamos la norma de Frobenius®

IA~ Al = |UT'TU ~U~XT + E)U|| = U EU.

La norma de Frobenius es unitariamente invariante con lo cual U 'EU|| = ||E| =

1/2
(ler]?+...+]en|)V/? < (%4——1—%) < € por lo tanto se consigue que ||[A— A¢|| < e.

Ahora podemos apoyarnos en éste resultado para simplificar la prueba en algunos

resultados.
Lema 4.1. Para cada matriz A € M, (C) se tiene que sp(A) = Tr(AF).

Demostracion. Por la observacion anterior es suficiente trabajar con una matriz diago-
nal A = diag(\q, ..., \,) entonces, o(t) = det(I —tA) = (1 —tA1)...(1—t\,) y la funcién
s(t) se expresa de la forma

d d n r tA
s(t) = —t— log(det(I —tA4)) = _tdt(; log(1 = 1)) = 3 7= Y

1=

Usando la serie geométrica ésta se puede expresar de la forma:

() = () = 3 (SO

i=1 k=1 k=1 =1

'Si A = (aij)nmla norma de Frobenius se define como [|A| = /37 doi lais)?.
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Note que si A = diag(\1, ..., \n) entonces A¥ = diag(\}, ..., \F), asf sp(A) = Tr(AY);
con lo cual es suficiente con una matriz diagonal pues ésta la puedo aproximar me-
diante sucesiéon de matrices diagonales, esto es, si A € M, (C) por la observacién an-

terior A = lim g,,D,,g;;', y como la traza es una funcién continua entonces, Tr(A) =

lim T (g Dng,, ') = im Tr(D,,). O
Lema 4.2. Para un polinomio de n? variables tenemos:
sk(A) = sp-1(A)01(A) + sp_2(A)o2(A) — oo + (1) ko (A) = 0.

Demostracion. Por la Observacién(4.1) es suficiente hacer la prueba para una matriz
diagonal A = diag(A1, ..., Ay ); definamos las funciones
n
5(t) = det(I —tA) = (1 — thr)..(1 = th) = Y _(=1)For(A)tF
k=1

ys(t)=>1, 1%);;\—1 = >"7° | sk(A)t* multiplicamos ambas funciones.

o(t)s(t) = (3 %)(1 C Al = ) = %‘Z

=

por otro lado —t9% = "7 | (—1)k~1koy, (A)t* luego

Sk(A) = Sk_l(A)O'l(A) - Sk_Q(A)O'Q(A) T oeenees = (—1)k_1k0k(A).

Observe que en el lema anterior si(A) es un polinomio con coeficientes enteros y va-
riables 01(A), ...,0,(A), también o1(A) es un polinomio con coeficientes racionales y

variables s1(A), ..., sk(A) es decir

si(A) = Qr(01(A), ..., o1 (A))
O'k(A) = Pk(Sl(A), veeay Sk(A))
por ejemplo
s1(A) = 01(4),52(A) = Ul(A)2 —203(A) y 02(A) = %(51(14)2 — 52(4)).

Si consideramos A; y As matrices de orden n? y n3 respectivamente, entonces

A 0
AL @ Ay =
Lo A ( b )
es una matriz de orden (ny +n2)? y la matriz A; ® Ay tiene orden (n1n2)?2. Por lo tanto

tenemos las siguientes identidades
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ioop(A @ Az) = S8 0i(A1)ok_i(Ag).
i sp(A1 @ Ag) = si(A1) +sk(42). (1)

iii. sp(A1 ® Ag) = sg(A1)sk(A2).

Los polinomios 0;(A1,...., A\n), @ = 1, ..,n definidos de la forma:
n n
[Ta+8x) =D ol At
i=1 i=0
son llamados polinomios simétricos elementales en las variables A1, ..., A,.

Observacién 4.2. Todo polinomio P € C[\y,..., \,] invariante por permutaciones®

puede escribirse de la forma:

P(A1, M) =p(01( A1y s An)s oy 0n( A1, oo An)),
donde p es un polinomio de n—variables y o; son los polinomios simétricos elementales.
Vea [9]. Pdg.191.

Teorema 4.1. Todo polinomio invariante P : M,(C) — C, puede escribirse de la
forma
P(A) =p(01(A),....,on(A)),

donde p es un polinomio de n—variables y o; son los polinomios simétricos elementales.

Demostracion. Por la Observacién(4.1) es suficiente probar para matrices diagona-
les, asi considere A = diag(A1,...,\,) € M,(C). Tome ademds una permutacién s :
{1,..,n} — {1,..,n} en S,, ésta permutacién induce una aplicacién C—lineal S :
C" — C" de la forma S(21,..,2n) = (25(1), -+ Zs(n)), Si denotamos por S a la matriz

asociada a la aplicacién S, entonces tenemos
S.diag(A1, ..., An).S™" = diag(As(1)s -, As(n))

y como P es invariante se tiene P(diag(Ai,...,\n)) = P(diag(Ag1), s Asn))) esto es
para toda permutacion s € S, ahora se puede aplicar la observacién anterior; esto

quiere decir que existe un polinomio p de tal manera que

P(diag()\l, ceny )\n)) = p(al()\l, ceey /\n)7 ceey O'n(>\17 ceny )\n))

De la densidad del conjunto de matrices diagonalizables tenemos que A = lim g, Dy, g, !,
aplicando P se tiene que P(A) = P(lim g, D,,g;, ') y por la continuidad de P, se consigue
que P(A) =1im P(D,,), entonces

para toda matriz A € M, (C). O

2Un polinomio P es invariante por permutaciones si dada una permutacién o : {1,..,n} — {1,...,n}

en Sy (grupo de permutaciones) se tiene que P(A1, ..., An) = P(Ao(1)s oy Aa(n))-
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4.2. Clases Caracteristicas en Fibrados Vectoriales Com-

plejos

En la Definicién(3.3) se expresé las k—Clase Caracteristica de Chern, usando el homo-
morfismo traza, en ésta seccion se buscard otra forma diferente de expresar estas clases
usando los polinomios invariantes, para eso consideremos £ como un fibrado vectorial
diferenciable complejo de dimension n, sobre una variedad diferenciable compacta M

y Q*(M;C) denotara el espacio de formas con coeficientes complejos.

Sea P un polinomio invariante y A = (A;j)rxr la matriz con elementos en A;; €
O2(M;C), y como el producto exterior de formar de orden par es conmutativo, entonces
el polinomio P(A) en la variables A;;, pertenece a P(A) € Q*(M;C) y esta bien

definido de forma més general podemos definir
P : Q*(Homc(€,€)) — Q*(M;C).

Sea U un abierto donde ¢ se trivializa, entonces &|yy = U xC™ esto induce un isomorfismo
Hom(¢&, &) |y =2 U x M,(C) por lo tanto tenemos:

Q% (Hom(¢, €)|v) = Q2 (U; My,(C)) = M, (Q%(U; C)).

En U tenemos un referencial e, asociado a éste tenemos la 2-forma de curvatura
FV(e), si en éste abierto tomamos otro referencial e’ entonces asociado a éste re-
ferencial tenemos otra 2-forma de curvatura FV (¢’), que se relacionan de la forma
FV(e) = GFV(')G~! donde e = Ge'. Si aplicamos un polinomio invariante P de gra-
do k, se consigue que P(FY(e)) = P(FV(¢')), en consecuencia P(FY(e)) define una

2k—forma global en M independiente a cualquier trivializacién de &.

Lema 4.3. Para cada polinomio invariante P de grado k y una conexion V en el
fibrado wectorial complejo & de dimension n, se tiene que P(FYV) es una 2k—forma

cerrada.

Demostracion. Por demostrar que dP(F V) = 0; para esto considere U un abierto
trivializante y A = (A;;) la matriz de forma conexién asociada a V, por otro lado
sabemos que FY = dA — AN A = (Fj;) y por los comentarios previos al lema, P(FY)

define una 2k—forma global en M. Usando la identidad de Bianchi tenemos:
d(FVY=AANFY —FYV A A.

Por otro lado, si derivamos P(FV) ésta derivada se expresarfa de la siguiente forma:

oP
6Aij

dP(FV) = (FV)ANdE,; = Tr[P'(FYV)NdFY], (%)

ij
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donde P'(FV) = (%(F v))t es la matriz transpuesta de las derivadas parciales de
P respecto de las variables A;;, para ver la igualdad dada en (%), la hacemos de la

siguiente forma

oP
BAji

oP
8A2~j

Tr[P(FY) N dFY] = T[S (o (FV))' A dFy) = (FY) A dFj.

Ahora demostremos que P'(FV) A FY = FY A P'(FV), ésta igualdad se prueba para
una matriz A arbitraria en M, (C) y luego la aplicamos a nuestro caso, como P es
un polinomio invariante se tiene que P(AB) = P(BA), donde A 6 B es invertible,
considere Ej; la matriz cuadrada donde toma el valor de 1 en la posicién (i,7) y cero

en las demds posiciones, asi la matriz (I + tE;;) es invertible, por lo tanto

la matriz E;; puede expresarse de la forma E;; = (e,s) donde, e,s = 0;.055 ¥ &ij
representa el delta de Kronecker?

También tenemos:

0, si s#i

Aric 8l (8§ =1

0, si r#j

* % %
Ais, 81 7=] ( )

(Ejid)rs = { (AEji)rs = {

Luego derivamos (x%) respecto a t y evaluando en ¢t = 0, se tiene:

oP oP
. m(EjiA)rs > - BTN(AEJ‘Z'>TS-

Usando (x * %) se consigue que:
> AisaaTP = ;TPATJ- por lo tanto, AP(A)* = P(A)!A.
S js P 1

Si cambiamos A por FV se consigue la igualdad deseada P'(FV)AFY = FY AP/(FV).
Usando éste resultado en (x) obtenemos:

dP(FY) = Tr[P'(FY)A(AANFY —FY A A)]
NANFY — P (FY)ANFY A A]

1, i=j

3El delta de Kronecker esta dada de la forma 0ij = {
0, i#j.
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Este lema dice que, si P es un polinomio invariante de grado k, entonces P(FV) es una
2k—forma cerrada, por lo tanto define una clase de cohomologia es decir [P(FY)] €
H?F(M;C).

El siguiente lema muestra que la clase [P(FY)] es independiente de la eleccién de la

conexion V en &.

Lema 4.4. Si P es un polinomio invariante de grado k, entonces la clase [P(FY)] €

H?F(M;C) de cohomologia es independiente de la conexion.

Demostracion. Tenemos que £ es un fibrado vectorial complejo sobre M; para demos-
trar la independencia de la conexién, elegimos Vg, Vi dos conexiones en £ y tome
la proyeccién m : M x R — M en el primer factor, entonces 7*¢ es el fibrado vecto-
rial inducido sobre M x R, como V,(q=0,1) son dos conexiones en &, entonces por el

Lema(3.4) existe una tnica conexién V, = 7*(V,) en 7*¢ talque el diagrama

Q0(£) — > QL(¢)

| |

() T 1 ()

conmuta. Por la Proposicién(3.1) la aplicacién, V(s)(p, t) = (1—t)Vo(s)(p, t)+tV1(s)(p, t)
con (p,t) € M x R, define una conexién en 7*¢&; por otro lado las inclusiones ig : M —
M x R definidos de la forma ig(p) = (p,0) y i1 : M — M x R como i1(p,1) = (p,1),
inducen homomorfismos i; : QO(r*¢) — QO(¢) para cada ¢ = 0,1 entonces por el

Lema(3.4) el diagrama
Q(m6) —— Q! (n*¢)

szzqol@) AR Qzlq}vq)

es conmutativo, por lo tanto i(V) = Vq y i;(V) = V1, en consecuencia

i(FY) = F¥° también i} (F¥) = F¥!

por lo tanto iZ(P(Fﬁ)) = P(FVa) para cada ¢ = 0,1 y como [P(FV)] es una clase
cerrada, y ademas ig, 41 son aplicaciones homotépicas, entonces

[P(FY0)] = i3([P(FV))) = i{([P(FV)]) = [P(FY")].
Il

Sea &,¢ fibrados vectoriales diferenciables complejos y f 0 & — & un isomorfismo
diferenciable, asi f induce una aplicacién f, : Q° (€) = Q°(¢') de la forma f*(s) = fos,
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as{ f* es un isomorfismo. Ahora elegimos conexiones V, V' en £ y ¢ respectivamente
de tal manera que el diagrama

20(6) ——~0'(¢)

f*l f

Q(¢) = Ql(¢)
conmute, y considere referenciales locales e, €' de £ y £ respectivamente donde éstos
se trivializan, entonces las matrices FV(e), FV'(¢/) son semejantes esto quiere de-
cir que FV(e) = GF v’ (¢/YG~1, aplicando el polinomio invariante P se tiene que
P(FY¥(e)) = P(FV'(¢)), esto dice que fibrados isomorfos definen clases de cohomo-

logia idénticas. Esto nos permitira demostrar cuando dos fibrados vectoriales no son

isomorfos.

Los ejemplos mas importantes de polinomios invariantes homogéneos son:
P(A) = ox(A) y P(A) = s(A) = Tr(4")
ahora ya podemos presentar la siguiente definicion.

Definicion 4.2. Sea £ un fibrado vectorial complejo de dimension n sobre M, y los
polinomios simétricos elementales oy, s, : My (Q*(M;C)) — Q*(M;C), k = 1,..,n

Definimos:

i. La k-ésima Clase de Chern del fibrado vectorial complejo £ es

cn(€) = [0k< FV)] e H2*(M; C).

-1
2my/—1

1. La k-ésima Clase Caracteristica de Chern es

che(8) = 7 [sk< FV)} € H2*(M;C).

2/ —
Donde V es una conexion compleja en &; ademds en el caso que k = 0, se define

co(€) = 1 y cho(€) = dim .

Note que esta definicién se encuentra en relacién con la Definicién(3.3).

Por otro lado, usando la notacién chi(§) = 7 55(£) tenemos por el Lema(4.1) que

Sk(g) = Qk(cl(€)7 . Ck(g)) y ck(g) = Pk(51(€)7 L Sk(f))

para ciertos polinomios Qx y Pi. Entonces tenemos por ejemplo

(€)= e1(6) y eha(€) = 5A(E) — ea(€).
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4.2.1. Clases Chern de un Fibrado de Linea

Sea, L un fibrado vectorial complejo lineal sobre M, considere U un abierto trivializante
con lo cual Home(L, L)y = U x C por lo tanto, Q%(Home(L, L)|y) = Q2(U;C).
Entonces F'Y € Q?(U;C) y por otro lado s : Q2(M;C) — Q%(M;C) esté dada por:

sp(FY)=Tr(FV)*)=FVYA...AFY .

Con lo cual obtenemos:

chi(L) = *Ch1( ) , también chy(L) =

Ll (L)

k!

asi chy(L) puede verse como el k—ésimo término de la serie de potencias de la aplica-
cién ec(k) = Gei(L)k.

Considere el fibrado canénico de lineas H,, sobre CP" con espacio total
E(H,) = {(L,u) € CP" x C"*! /ju € L}

como H,, es un fibrado de linea, tenemos que la Clases de Chern ¢;(H,) = 0, cuando
kE>1.

Teorema 4.2. El homomorfismo integracion de c¢1(Hy) es -1.

Demostracion. Sea Uy = {[20, 21]/20 # 0} un abierto de CP' y tome g : C — Uy C CP!
dada por g(z,y)=[l,z] donde z = z + iy, una parametrizacién de éste abierto, la
aplicacién ¢ induce la aplicacién g* : Q2(Ug) — Q%(C) de la forma, FV — ¢g*FV,

por el Ejemplo(2.3) se tiene que g*FY = FY

glzy) = —(14_‘2;2)2 dz A dy, por otro lado la

clase ¢1(H1) esta dada por:

o = [ (2] =[]

o —2i
H)= [ —Fi,,=[ 5 pgdeAd
/UOCI( 2 /ﬂ@ i 9(@w) /R2 ami(t+ 2 "

para integrar la ultima igualdad usamos coordenadas polares x = rcosf, y = rsinf
donde dx = cos Odr —rsin 0df y dy = sin Odr+r cos 0df, por lo tanto, dr Ady = rdr AdO

/ L N —1/2”/ rdr N\ df _/oo ds _ 1
i (1+||) v= a+r22 ), Qrs2  —

Esto dice también que on FY = 2mi.

Entonces
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4.2.2. Clases Caracteristicas de Chern de Operaciones con Fibrados

En esta parte de nuestro trabajo hallaremos las Clases de Chern y las Clases Carac-
teristicas de Chern de algunos fibrados; como el fibrado inducido f*¢, de la suma de
Witney & @ &1, del producto tensorial de fibrados & ® &1 y por dltimo de £*.

Para abreviar notacién en algunas ocasiones escribiremos P(€) en ves de P(FY (e)).

Teorema 4.3. Sea f : N — M, una aplicacion diferenciable y & un fibrado vectorial

complejo sobre M. Entonces para cada polinomio invariante P, tenemos f*[P(§)] =

[P(fE)].

Demostracion. Tenemos que f*€ es un fibrado vectorial sobre N, y V es una conexion
en ¢ asociada a ésta conexién tenemos la forma de curvatura FV. Por el Lema(3.4)
existe una conexién f*(V) en el fibrado f*€ y asociada a ésta conexién se tiene la forma
de curvatura F7"(V) que estd dada de la forma F/*(V) = f*(FV). Si P es un polinomio
invariante tenemos P(F/(V)) = f*(P(FV)).

O]

Teorema 4.4. Sea & y &1 fibrados vectoriales complejos sobre M, donde Vi, V1 su

respectiva conexrion, tenemos:
1. Chk(§0 S5 51) = Chk(f()) + Chk(fl).

it. cx(§o @ &) = Z,Ifzo cr(&o)ck—r(&1)-

Demostracion. Usando el isomorfismo Q°(&y) @ Q9(&1) =2 Q°(& @ &), definiremos una

conexién

Vot QO(&O ® &) — Ql(f{) ®&1)

de la forma Ve ge, (S0 @ s1) = Vo(so) ® Vi(s1); asi podemos extender de la forma
dVeora = dVo ¢ dV1 por lo tanto, asociada a ésta conexién tenemos definida la forma

de curvatura
FYost = dVeo® o Ve,ge, = FY0 @ FV' € Q°(Hom(& & &1, 6 @ &1)).

Si U es un abierto de M lo mas pequeno, donde &p,&1 v o @ &1 se trivializan, entonces
podemos elegir un referencial e, con lo cual la representacion matricial de la forma de

curvatura FVé®¢ de la suma de Whitney ests dada por:

FYo(e) 0

FVeooe (e) = ( 0 I ©

) € My ym(2°(U;C)),

usando las identidades dadas en (1) se tiene que s,(EFVé®(e)) = s(FVo(e)) +
sk(FV1(e))
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por lo tanto

chi(§o @ &1) = % [Sk(QW?/l_—lFVO(e))} + % {Sk<2ﬂ_?/1_71FV1(6)>:|.

Para la otra igualdad usamos la identidad

k

or(FVe0e(e)) = Y 0 (FY0(e)) A op_p(FV(€))
r=0

luego se tiene la igualdad deseada.

Teorema 4.5. Sea & y &1, fibrados vectoriales complejos entonces

k

chi(€o ® &) =) chy(éo)chi—r(&1)

r=0
Demostracion. Considere Vi, V1 conexiones en los fibrados &y, &1 respectivamente, en
(3.14) se definié una conexioén; V(s ® s1) = Vo(so) A s1+ so A Vi(s1) en el fibrado

&0 ® &1, junto con su extensién, para el caso n = 1 y se escribe de la forma
dv(w & So X 81) = dvo(w & So) VANCE R WA dV1 (w & 81),

donde w € QY (M), sp € 0°(&) v 51 € 2°(&1). Ahora hallamos la forma de curvatura

como la composicion
FV(SO ® s1) = dv o V(sp® s1) = dVoo Vo(so) A s1+ so A dV1 o Vi(s1),

por lo tanto, la 2-forma de curvatura queda expresada asi, FV = FV0 Aid +id A FV1
donde id : Q°(&,.) — Q°(&,) para r = 0, 1. Por otro lado para hallar las Clases de Chern
tenemos que determinar si(FV) = Tr((FY)"*¥) donde Tr es el homomorfismo traza

ver (3.17), empezamos determinando (FV ).

k
(FV)Y = FV A . AFY :Z(
—_—

k—veces 1=

k) (FVO)/\i A (FVl)/\(k_i)‘

)

El producto tensorial de aplicaciones lineales induce una aplicaciéon entre los fibrados

Hom(&o, &) ® Hom(&1, &) — Hom(&p ® &1, &0 @ &1),

ésta aplicacién junto con (3.10), definen la aplicacién

A+ Q' (Hom(&, &)) ® Q' (Hom(&y,&)) — Q7 (Hom(& ® &,& ® &1))

entonces podemos formar el siguiente diagrama conmutativo

Q¥ (Hom (&, &) ® @ (Hom(&y, &1)) —"— Q1+ (Hom(& ® &1, & @ &1))

T7"®Trl iTr

Q(M;C) ® Q(M;C) A QI (M;C)
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es decir Tr(¢pAp) = Tr(¢) ATr(p). Sabiendo que la traza es un Q°(M )-homomorfismo

y usando la conmutatividad del diagrama tenemos:

s =1 (3 () #") A (7)) = 32

X 1 X
=0 1=0

Por lo tanto tenemos:

chi(éo® &) = % {Z(,)Si(Fvo)Sk—i(Fm)]

3]

: (k—1)! [Sk‘i(F VI)}

= chi(&o)chik—i(&1)-

@
Il
=}

O

Sea ¢ un fibrado vectorial complejo; en lo que sigue hallaremos las Clases de Chern y
las Clases Caracteristicas de Chern del fibrado vectorial £*, pero primero abordaremos

dos teoremas que ayudaran a determinar dichas Clases.

Teorema 4.6. Principio de Splitting Para un fibrado vectorial complejo & de
dimension n, sobre una variedad diferenciable compacta M, existe una variedad T =

T(&) y una aplicacion propia diferenciable f : T — M tal que
i. La aplicacion f* : HF(M) — H*(T) es inyectiva.

ii. Bl fibrado inducido es isomorfo a f 6 = v @ .... B Y, para ciertos Yi,...,Vn

fibrados vectoriales complejos de linea.
Prueba. Vea. [4]. Pag.201. Teorema(18.10).

Teorema 4.7. Sea £ un fibrado vectorial complejo sobre M. Existe precisamente un
conjunto de clases de cohomologia ci(€) en H?*(M;C) dependiendo sélo de la clases

de isomorfismo de £ tal que:
i. La integracion de la clase c1(Hy) es —1, ¢x(Hy) =0 cuando k > 1 y co(Hy) = 1.
i f*(cr(§)) = en(f7E).

iii. cp(EoDér) = Zf:o cr(&o)ck—r(&1), donde &y, &1 son fibrados vectoriales complejos.
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Demostracién. Podemos notar que las Clases de Chern de la Definicién(4.2) satisface

las tres condiciones, faltaria demostrar la parte de unicidad.

Considere L un fibrado vectorial complejo de linea sobre M, por el Teorema(2.1) L
tiene su complemento L* tal que L& L+ = M x C"*!, esto quiere decir que L, ® L+ =
{z} x C"*! = C"*! para cada z en M, entonces L, = (L,z) donde x € M y L es
una recta contenida en C"*!, es un subespacio vectorial de dimensién uno contenida
en {z} x C"*1; asf tenemos la proyeccién projs : M x C**t — C"*! en la segunda

componente. Ahora definimos la aplicacion
m: M — CP";x — n(x) = proja(Ly),

por otro lado se tiene el fibrado canénico de lineas H,, = {(I,u) € CP" x C"*!/u € I}

sobre CP", mediante 7 tenemos el fibrado inducido sobre M

prj2
o H, —— H,

\LPW& i”l

M —Z-CP",

donde 7*H,, = {(z, (l,u)) € M x Hy, tal que m(l,u) = w(x)} y las fibras de 7*H,
son isomorfas a las fibras de H,; la aplicacién 7 : L — H,, entre fibrados vectoriales
de linea definida de la forma 7#(z,v) = (I’,v) donde I" = prjs(l,) y v € I, define un

isomorfismo de fibras. Formamos el siguiente diagrama

L—Y% nH,

lprjl J{prjl

M4 M
conmutativo, donde 1) se define de la forma ¢ (x,v) = (z, (I,v)), donde [v] = [, entonces
tenemos isomorfismos de fibras. En seguida se prueba que L es isomorfo al fibrado
n* H,,; sélo faltaria ver la diferenciabilidad para eso usamos la expresion local de ;
tome U un abierto de M, y considere h : U x C — L|y dada por h(zx,z) = (z, ze), una
trivializacion del fibrado L, donde e es la direccién de larecta ly k: U x C — n*Hy |
dada de la forma k(z, z) = (x, [z€], ze) es una trivializacién del fibrado 7* H,,, la inversa
estd dada por k=1 (x(l,v)) = (z, z) donde | = [ze]. La expresién local queda expresada

de la forma
kl oo h(z,z) = kN ((z,2)) = k7' (2, [2€], ze) = (z,¢),

entonces ¢ es diferenciable por lo tanto 7*H,, = L. De la parte (ii) se tiene que
m*ck(Hy) = cp(n*Hy), 6sea wcx(Hy) = cx(L), y como cx(Hy,) = 0 cuando k& > 1,

entonces ci(L) = 0 para k > 1 esto es para cualquier fibrado de linea. Entonces
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podemos observar que (i) y (i) determinan las Clases de Chern de un fibrado de linea
arbitrario. Si tenemos Ly, ..., L, fibrados de linea, usando la parte (iii) y (i) se tiene
que las Clases de Chern del fibrado L1 @ ... ® L, queda unicamente determinado por
cl (Ll), ...,Cl(Ln), por ejemplo Ck(Ll D L2) = Ck(Ll) + (Ll)Ck_l(Lg) + Ck(Lg), asi se
puede expandir la suma cuando tenga n fibrados de linea. Usando el Teorema(4.6) si §
es un fibrado vectorial complejo, entonces c(f*§) = f*(ck(€)), donde el fibrado f*¢ =

YD ... Dy, y como f* es inyectiva entonces ck(€) quedan tdnicamente determinadas

por ¢1(71)s - €1(n)- O

Dada el dlgebra graduada H*(M;C) = @,;5q H %(M;C) de cohomologia; se define la

clase total como
() =14 c1(§) +c2(8) + ... e H*(M;C) (2)

llamada la Clase Total de Chern . Si L es un fibrado linea entonces ¢(L) = 1+c¢;(L).

Por otro lado si tenemos L, ...., L,, fibrados de linea entonces
k k
C(Ll@....@[/k) = H(1+cl ZO’Z Cl L1 Cl Lg) 1(Lk)), (3)
r=1 =0

por lo tanto se sigue que ¢;(L1 @ .... ® Ly) = oi(c1(L1),c1(L2), ..., c1(Lg)) por ejemplo
Cl(Ll D....D Lk) = Cl(Ll) + ...+ Cl(Lk) y Ck(Ll D....D Lk) = Cl(Ll)....Cl(Lk).

La siguiente proposiciéon nos proporciona las Clases y las Clases Caracteristicas de

Chern del fibrado vectorial dual £* en términos de las respectivas clases del fibrado &.
Proposicion 4.1. Para un fibrado vectorial complejo & de dimension n se tiene:
i. Si k> n entonces, la clase ci(§) = 0.

1. Las Clases de Chern y las Clases Caracteristicas de Chern del fibrado £, se
determinan de la forma cx(€*) = (=1)Fcp(€), chip(€*) = (=1)Fchi(€).

iii. Sin es un fibrado vectorial real entonces, copr1(nc) =0 y chogr1(ne) = 0.

Demostracion. Para la parte(i), en el caso que v sea un fibrado de linea por el Teore-
ma(4.7) entonces v = 7*H,, y asi ¢x(y) = 0 cuando k > 1. Ahora para el caso general
usamos el Principio de Splitting tomemos & = v ®.....Hy,, donde 71, ..., 7y, son fibrados

de linea. Por lo tanto por (3) se tiene

k

k
c(€) = [T+ crtw) =D ailer(m), - er(w)),
i=0

r=1

donde ¢;(&) = o4(c1(71), ..., c1(n)); estos son polinomios que dependen tinicamente de

las clases ¢1(71), ..., ¢1(7n), por lo tanto en el caso que k > dim ¢ se tiene que ¢x(§) = 0.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\‘\ﬁNm

§rT r% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs EX%E;_'E"E’AD

DEL PERU

Clases Caracteristicas 85

Ahora veamos la parte(ii) sea v un fibrado de linea complejo y por el Lema(2.7)-(ii),
se tiene que v* ® v = Hom(vy,7), pero Hom(v,~) es un fibrado trivial de dimensién
uno entonces, tiene conexién plana(en el sentido de la Definicién(3.2)), por lo tanto
c1(v* ® ) = ¢1(Hom(v,7))= 0, ahora aplicando el Teorema(4.5) para el caso en que
kE = 1, con lo cual obtenemos chi(v*) + chi(y) = 0, asi chi(y*) = —chi(7), y como
c1(y) = chy se tiene ¢1(7*) = —ci(7). Por lo tanto

(&) =c(ri @ ... o) = H1+01 H1—01 ),

haciendo la multiplicacién del término de la derecha, se puede mostrar inductivamente
que cx(€*) = (=1D)F S or(ci(m),.,c1(71)) con lo cual cx(€*) = (—1)Fci(€). Para el
otro caso, como v es un fibrado de linea y las Clases caracteristicas dependen de las
Clases de Chern, entonces chy(vy) = 0 cuando k > 1, y como chi(§) = c1(£); asi que la
Clase caracteristica completa de Chern de un fibrado de linea es ch(vy) = 1+ chi(y) =
1+ c1(7), por lo tanto chg(€*) = (—1)Fchy(€).

Para demostrar la parte(iii), primero se probara que para un fibrado vectorial real 7
éste es isomorfo a su dual, es decir n = n* = Hom(n, R). Como 7 es un fibrado vectorial
sobre una variedad diferenciable M compacta, entonces éste tiene un producto interno

elegimos un producto interno (,) en 7 y definimos la aplicacién

Y :m — Hom(n,R);¥(v) = (u, —),

donde restricta a cada fibra 1, : 1, — Hom(n;,R) dada por ¢, (v)u = (u,v) es un
isomorfismo, Para demostrar que es un isomorfismo de fibrados faltaria ver la dife-
renciabilidad de 1 veamos su expresion local. Tome U un abierto de M donde am-
bos fibrados se trivializan, considere h : U x R™ — 7|y una trivializacién de 7 y
k:U x (R")* — Hom(n, R|y) la trivializacién del fibrado n* donde su inversa esta da-

da por k~1(g) = g o k(x, —), hagamos la composicién

k= ot o h(z,v) = k7 (¥(2,v)) = ¥(h(z,v)) o k(z, -)

la dltima igualdad es una aplicacién ¥ (h(z,v)) o k(x,—) : R™ — R lineal, evaluando en
un vector tenemos que ¥ (h(x,v)) o k(z,u) = (h(x,v), k(z,u)) la cual es diferenciable,
en consecuencia los fibrados en cuestién son isomorfos.

El isomorfismo vale para fibrados reales, por lo tanto

(nc)r = (nc)r = (1¢)r, entonces (nc)” = (1¢)-

De esta forma se tiene que ci(nc) = cx(ng) también chy(nc) = chi(ng), ahora usando
la propiedad(ii) para el fibrado complejo n¢

2k+1

cor+1(nc) = car+1((nc)™) = (=1)"" " cart1(nc)

igualando los extremos de la ecuacién se tiene que cor11(nc) = 0, y de la misma forma

se tiene chog11(nc) = 0. O
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En virtud a ésta propiedad damos la siguiente definicion

Definicion 4.3. Sea 1 un fibrado vectorial real, definimos las Clases y las Clases

Caracteristicas de Pontryagin respectivamente como:

pe(n) = (=1 ear(nc) y phi(n) = (—1)*chor(nc)

La Clase Total de Pontryagin se define como p(n) =1+ p1(n) + ...

En el siguiente ejemplos se determinard las Clases de Chern del fibrado tangente sobre

el espacio proyectivo CP".

Ejemplo 4.1. En éste ejemplo estamos interesados en calcular las Clases de Chern
del fibrado tangente T sobre espacio proyectivo complejo CP". Primero identificaremos
a 1 con el fibrado Hom(H, HL), donde H = H,, es el fibrado canénico de lineas y H*
es su complemento; las fibras del fibrado vectorial complejo Hom(H, HY), son de la
forma Hom(L, L*) = C" para cada recta L C C"*1 y las fibras del fibrado tangente T

son espacios tangentes Ty, CP™. Definimos una aplicacién de la forma
gr, : Hom(L, L*) — U, € CP"; ¢ — Gra(¢),

donde Uy, es una vecindad de L, que contiene a todas las rectas que son consideradas
como la grifica de aplicaciones lineales; esto puede verse de la forma: como ¢ : L — L+
es lineal ¢(z) = z(a1,..,an) entonces, el grifico de ¢ se expresa de la forma Gra(¢) =

{(z,2(a1,..,an)) : z € L} = [1,a1,..,a,] € Ur. Ahora definase la inversa de gr, como

Wn

g7t 1 Uy, € CP" = Hom(L, LY): [wo, ..., wn] — (1, =, ..., =2)

Y )

wWo wWo

donde 1 significa que se omite, por lo tanto cada (gzl,UL) es una carta coordenada
holomorfa; como Hom(L, L*) se identifica con C", y el espacio tangente a C" en cual-
quier punto es C". La parametrizacion g, induce un isomorfismo en sus respectivos
espacios tangentes

(Dgr)o : Hom(L, Lt) — Ty, CP"

éste define el isomorfismo requerido. Por otro lado se sabe que H @& H+ = CP" x C"t!
y el fibrado dual de H es H* = Hom(H,CP" x C) y como H es un fibrado de linea se
tiene que Hom(H, H) = ¢! donde €' es un fibrado trivial de dimension uno. Usando el
Teorema(4.7)-(iii) calculamos las Clases de Chern del fibrado T @ €

k
TEBG Zcz T)Cl— Z
=0

se consigue que ci(T ® €') = cx(7) para cada k, en consecuencia sus respectivas Clases

Totales son iguales dsea c(T @ €t) = c(7), usamos ésta igualdad para calcular las Clases
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de Chern de T

T® e = Hom(H,H') ® Hom(H,H) =~ Hom(H, H ® H-) = H* ® ... ® H* .
N————
(n+1)veces

Usando el hecho que H* es un fibrado de linea, y por el Proposicién(4.1) se consigue
que c1(H*) = —c1(H), ademds cx(H*) = 0 cuando k > 1, para hallar la Clase Total
Chern se usa (3)

n+1
c(r)=c(H*"®..dH") = H(l +c1(HF)) = (1 — ¢y (H))"H
la dltima parte de la igualdad es el desarrollo de la formula binomial general, asi obte-

nemos:

ex(T) = (— )k%ﬁ(fﬁk'
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4.3. La Clase de Euler

En ésta seccién, estamos interesados en definir las clases de Euler, para un fibrado
vectorial real, para esto consideremos a £ como un fibrado vectorial real de dimensién
2k sobre una variedad compacta M. Empezamos ésta seccién estudiando un tipo de
polinomio homogéneo de grado n en n(2n — 1) variables llamado Pfaffian, que denota-

4

remos por Pf(A4), donde A € s03,* es una matriz antisimétrica.

Sea la matriz A = (A;j)onx2n definimos el operador alterno asociada a la matriz A de

la forma

w(A) = Z Ajje; Aej € A2(R*™), donde {e;} es la base canénica de R*".
i<j

0 al

En el caso que A = ) se tiene, w(A) = aje; A es.

—ai 0
Definimos el Pf(A) por la ecuacién

w(A) A ... Nw(A) = n!Pf(A)vol,

[

n—uveces

donde vol = e; A ... Ae, y A una matriz antisimétrica. Si A es una matriz de bloques

de la forma

. 0 a1 0 a9 0 an .
A—dmg((_al 0), (_a2 O)’ ....,<_an 0)) ()

se tiene que w(A) = aje; A e+ azez Aeg+ ... + anean—1 A €2, por lo tanto obtenemos
que
w(A) A ... N\w(A) = nl(ay.az...a,)vol.

De éste modo se obtiene Pf(A) = aj.as..a, y se deduce la relacion Pf(A)? = det(A).
Lema 4.5. Si A € s09, y B € M,(R) una matriz arbitraria entonces:

i. Pf(A)? = det(A).

ii. Pf(B.A.BY) = Pf(A)det(B).

Demostracion. Como la matriz es antisimétrica entonces tenemos la existencia de g €

0s, tal que

gAgfl:diag 0 @ , 0 a2 ) e 0 an
—ai 0 —ag 0 —anp 0

4509, denota al espacio de matrices antisimétricas y A® denotara a la matriz transpuesta de A.
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(Vea. [4]. P4g.231) con eso tenemos que Pf(gAg!)? = (ai...a,)? = det(gAg™!) =
det(A), usando la parte (ii) y el hecho que g=! = g* se concluye que Pf(A)? = det(A)
esto es para todo A € s09,.

Demostremos las parte (ii) dada la matriz B = (B,;) considere los elementos u; =
Be; € R*" donde los {e;} forman una base de R*" entonces escribimos u; = 32" Bye;,

asi tenemos que
T= Z Ajju; Nuj = Z ByiAi;Brje, N ep = Z(BABt)WeU A ey
de donde se tiene 7 = w(BAB!) y haciendo
w(BABY)Y Aw(BABY) A ... N\w(BABY) = 7 A ... AT = nIPf(A)us Aug A ... Augy, (%)

y como sabemos que u; A ug A ... A ug, = det(B)ej A ... A ez, ademds remplazando en

(%) se tiene que

w(BAB") Aw(BABY) A .... Nw(BAB") = n!Pf(A)det(B)ey A ... A eay,

de donde concluye que Pf(B.A.B!) = Pf(A) det(B). O
Si A € M,,(C) es una matriz compleja la realificaciéon de la matriz A es una aplicacién
—b
de M, (C) en Ms,(R) en donde un elemento a + ib se escribe de la forma
a

Esta aplicacién induce una funcién de su, C M, (C) en so2, C Ms,(R) donde su,
es el conjunto de matrices antihermitiana. Desde que A es antihermitiana entonces
existe una base ortonormal conformado por autovectores donde sus autovalores son
imaginarios puros esto es ia; para (1 < j < n), CON lo cual podemos asumir que

A = diag(—iay, .., —iay,) asi obtenemos que det(A) = (—i)"a;...a, con a; E Ry

O , ¥ 8
ia; = % ) e 509.
aj 0

De esta manera tenemos Pf(Ag)) = (—1)"a;..a,, de ahi se concluye que

Pf(Ag) = (—1i)"det(A).

Sea ¢ un fibrado vectorial real sobre una variedad compacta M en £ tenemos un pro-

ducto interno(métrica), éste induce un producto interno de parejas definido de la forma
() P ®Y(E) — XH(M)
(w1 ® s1,w2 ®@s3) — w1 Aws ® (s1,52),

donde s1, 52 son secciones en &,y (,) : §, & &, — R es el producto interno en la fibra §,
dada de la forma (s1(p), s2(p)) para cada p € M, y wy € QY (M), wy € QI (M).
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Definicion 4.4. Sea £ un fibrado vectorial real de dimension 2k sobre M, con producto

interno. Una conexion V en (&, (,)) se llama métrica ortogonal si
d<81, 82) = <V81, 32> + <81, VS2>

donde, d es la derivada usual en R, y diremos que la métrica ortogonal de conexion V

es compatible con la métrica ().

Sea U un abierto de M donde £ se trivializa, elegimos un referencial ortonormal e =
{e1, .., e9} local, esto quiere decir que e = {e1(p), .., ear(p)} es una base ortonormal de
&p para todo p en U, y tome A = (A;;) la matriz de forma de conexién asociada a dicho
referencial, Ve; = Z?il A;j ® ej. Como e es ortonormal se tiene que (e;, ey) = d;; en
U, ademés d({(e;, er)) = 0 para toda pareja (i, k).

Si consideramos que V es una métrica ortogonal, entonces

d({ei,ex)) = (Vei,ex) + (e, Vex)
0 = <ZA” ®€j,€k> + <€i,ZAkj ®€j>
J J

= > Aiilejen) + ) Arjlenes) = Au + A
j j
0 = A+ Ak

de donde se deduce que A es una matriz antisimétrica, con respecto a un referencial
ortonormal. Y de la misma forma si A es una matriz antisimétrica entonces V es una
métrica ortogonal de conexién. Por otro lado asociada a éste referencial ortonormal
tenemos la forma de curvatura FV(e) = dA — AN A € My(Q%(U)), donde A es la
matriz antisimétrica de forma de conexién, asi F'V(e) también se convierte en una
matriz antisimétrica. Por lo tanto se puede aplicar el polinomio Pf y se consigue que
Pf(FV(e)) € Q2*(U).

Sien U tomamos otro referencial ortonormal €', y ademds suponemos que £ es orientable
(Vea.P4g.26) entonces, la matriz de cambio de base B, € SOg;> entonces, FV (¢/) =
B,FY (e)B,* aplicando el polinomio Pf y usando el Lema(4.6)-(ii) se tiene

PE(FY (¢')) = PE(B,FY () B, ') = det(B,)Pf(FY (e)) = P{(F (e))

por lo tanto Pf(FV (e)) define una 2k—forma, global en M y por el Lema(4.4) se mues-
tra que Pf(FV) es una forma cerrada que define una clase de cohomologia, esto es
[PE(FV)] € H?(M).

Si € es un fibrado vectorial sobre M, entonces éste tiene una métrica de conexion,

como el fibrado se trivializa en abiertos de M, esto quiere decir que localmente tiene

5S04 es el grupo de matrices ortogonales. Si A € SOy, entonces A = A~
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una métrica de conexién V, compatible con un producto interno g = (,). Usando
la particién de la unidad diferenciable (p)qer y por la Proposicién(3.1) se tiene que
V = > paVe define una conexién en &, ahora veamos que esto es una métrica de
conexion, si cada V, es una métrica de conexién compatible con g = (,) entonces

encaja en la Definicién(4.4)
d(s1,52) = (Vas1, s2) + (s1, Vasz)

por otro lado tenemos que

d(s1,52) = (Vs1,52) + (51, Vsa) = () paVasi, s2) + (51, Y paVas2)
= > pa({Vast, s2) + (51, Vasa))
= ) pad(s1, s2) = d(s1, 52).

Considere las aplicaciones continuas ¢, y m
Ty s
M—MxR——M

dadas por i,(z) = (z,v) para(v = 0,1) y w(x,t) = x. Si € es un fibrado sobre M
entonces & = m*(£) es el fibrado inducido sobre M x R, por lo tanto i%(€) = £.

Lema 4.6. Sea & un fibrado vectorial diferenciable sobre M, dado los productos internos
gu y métricas de conexion V,, para (v = 0,1) en & entonces, existe un producto interno

g en 5 y una métrica de conexidn V compatible con § tal que G =gy zj(@) =V,.

Demostracion. Si g, es un producto interno en £ entonces 7*(g,) es un producto in-
terno en ¢, asf mismo si V, son conexiones en ¢ por lo tanto m*(V,) son conexiones
en £~ . Considere la particién de la unidad {pg, p1} subordinada a la cobertura abierta
M x(—00,3/4) y M x(1/4,00). Entonces g = pom*(go)+p17*(g1) define un producto in-
terno en £, de tal manera que if(§) = 7 (go) en M x (—o00, 1/4) y también %(3) = 7*(g1)
en M x (3/4,00). Ahora considere V' cualquier métrica de conexién compatible con
el producto interno §, por lo tanto se tiene tres conexiones 7*(Vy),V’ y 7*(V1) com-
patibles con g sobre los abiertos M x (—oo,1/4), M x (1/8,7/8) y M x (3/4,00)
respectivamente; ahora usamos la particién de la unidad diferenciable {po, p1, p2} su-
bordinada a dicha cobertura para pegar las conexiones y obtenemos una conexién
V = por*(Vo) + p17* (Vo) + p2V’ en M x R compatible con § de tal manera que
i*(V) = V,.

O

Corolario 4.1. La clase de cohomologia [Pf(FY)] € H?*(M) es independiente del

producto interno y de la métrica de conexion compatible.
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Demostracion. Consideremos dos métricas de conexién junto con sus productos in-
ternos compatibles, (go, Vo), (91, V1) y tomemos el producto interno y la métrica de
conexién en €, definida en lema anterior (§,V). Si F V es la forma de curvatura aso-
ciada a la conexién V, y FV» la forma de curvatura asociada a las conexiones V,,
para(v = 0,1) por lo tanto, z'jj(F@) = FVv aplicando el polinomio Pfaffian se tiene
iy (P{(F 6)) = Pf(FV7). Ademds como las aplicaciones ig,i; son homotépicas entonces
it =4} : H*(M x R) — H*(M)

[PE(FY0)] = is(PE(FY)) = i (PH(EY)) = [PEEF)].
]

Definicion 4.5. Sea & un fibrado vectorial real orientada de dimension 2k definimos

la clase de cohomologia

v)} e H2 (M),

8= [Pf< 2m

llamada la Clase de FEuler.

Ejemplo 4.2. Tome M como una superficie en R® orientada con métrica riemaniana,
definimos el fibrado cotangente(dual) T sobre M, podemos notar que Q°(7*|y) = QY(U)
entonces elegimos un referencial ortonormal e = {e1,ea} de 1-formas, de tal manera
que e1 A eg = vol en U. Si V es una métrica ortogonal en 7™ entonces la matriz de

forma de conexion es antisimétrica esto es

A= 0 Alg
—A12 0

por lo tanto Vep = A1a ® ea y Veg = —A1o ® €1 donde Ao = a1e1 + ases para ciertas
funciones diferenciales ay, as; esto es llamada la conexion de Levi-Civita. Por otro lado
podemos notar que Aia N A1g = (a1e1 + agez) A (are; + agez) = 0, entonces la forma

de curvatura

A
FV(e)=dA—ANA= 0 ddn
—dA12 0

en este caso el PI(FY (e)) = dA1a, esta es llamada la forma de Gauss-Bonnet, y la

Curvatura Gaussiana r € QV(M) es definida por la férmula
—rkvol = PE(FY).

Ahora nuestro interés es definir la clase de Euler para un fibrado complejo, para esto

considere a £ como un fibrado vectorial complejo de dimensién k, sobre M con una
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conexién hermitiana que denotaremos por (,)c. Una conexién V en £ es una métrica

ortogonal(unitaria) si se cumple que
d(s1,52)c = (Vs1,s2)c + (51, Vsa)c,

donde sy,s2 son secciones en Q°(¢). Sea U un abierto de M donde ¢ se trivializa,
elegimos un referencial ortonormal e = {e1,...,e;} asi (e;, e;)c = 0i5, si A = (A;;) es
la matriz de forma de conexién asociada al referencial e, entonces Ve; = ) y A ®
ej, aprovechando que la conexién es una métrica ortogonal, conseguimos que A;; +
flji = 0 por lo tanto la matriz de 1-formas de conexioén es antihermitiana. El fibrado
vectorial complejo (&, (,)c) con métrica ortogonal, induce un fibrado vectorial real &g
de dimension 2k, entonces una métrica ortogonal (,) para éste fibrado es la parte real
de la métrica de &, (,) = Re((,)c), la matriz de forma de conexién del fibrado &g,
asociada al referencial €/ = {eq, ..., ek, i€1, .., iex } es la matriz antisimétrica (ARr)agx2k-
Entonces la Clase de Euler del fibrado complejo &, es la Clase de Euler de &g que se

denotard por e(&g).
Teorema 4.8. Tenemos las siguientes afirmaciones:
i. Para £ fibrado vectorial complejo de dimension k se tiene, e(§r) = cx(£).
it. Para &1 y & fibrados vectoriales reales orientados se tiene, e(&1 B &) = e(&1)e(&2).

1i. St f: N — M wuna aplicacion diferenciable y & un fibrado vectorial real sobre M

entonces, e(f*¢) = f*(e(§)).

Demostracion. Para la parte(i), dado el fibrado vectorial complejo con una métrica
hermitiana (&, (,)c), por los comentarios previos a éste teorema el fibrado £ induce
un fibrado vectorial real &g, donde la matriz de forma de conexién es Ag asociada al
referencial €, por lo tanto la forma de curvatura es FRV , que se relaciona con FV de la

forma

Pf (FY) = (—i)kdet(FY),

donde FV es la forma de curvatura de (¢, {,)c); usando esta igualdad se tiene

P () = it () = (5) e = on((5)

eso completa la prueba. Para(ii) tenemos dos fibrados orientados con métricas (1, (,)) y
(&2, (,)) y métricas ortogonales V1 y Vg respectivamente; entonces la métrica ortogonal
en & @ &, esta dada por V = V| @ Vs, si tomamos U un abierto en M donde ambos
fibrados se trivializan y elegimos referenciales ortonormales e’ en &1y y €” en &y, por
lo tanto la matriz de forma de conexién asociada al referencial {€’,e”} esta dada por
A = A; © Ay, donde A es la matriz de forma de conexién asociada al referencial e’

y Ay es la matriz de forma de conexién asociada al referencial €¢”, de la misma forma
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tenemos la forma de curvatura que estard dada por F¥Y = FV1 @ FV2 en consecuencia
tenemos

PE(FV' @ FV?) = Pf(FV)P{(FV?)

de ahi obtenemos que e(&; @ &) = e(&1)e(&2). Para la demostracion de la parte(iii)
usamos la forma de curvatura en f*¢ dada de la forma f* (FV): FI*(V) | aplicando el
Pf y usando la propiedades del Pull-back se tiene f* (Pf(FV)): Pf(Ff*(V)) de ahi se

tiene e(f*¢) = f*(e(§))- -

El Principio de Splitting real que presentamos en seguida ayuda a justificar que las

Clases de Euler son unicas, salvo una constante real.

Teorema 4.9. Principio de Splitting Real Para un fibrado vectorial real ¢ orien-
table sobre M, entonces existe una variedad diferenciable T' = T((), y una aplicacion

propia diferenciable f : T — M tal que:
i. f*:H*(M)— H*(T) es inyectiva.

i fC=® ... DY cuando dim¢=2ny f*C=1 P ... v, D el en el caso que
dim{ = 2n + 1; donde 1, ...., s son fibrados reales orientados bi-dimensionales

y €' es un fibrado de linea trivial.
Demostracion. Vea.[4]. P4g.197. Teorema(19.7). O

El Teorema siguiente, muestra que si existe una clase de cohomologia asociada a un

fibrado real éste es la Clase de Euler salvo una constante real.

Teorema 4.10. Suponga que para cada clase de isomorfismo de fibrados vectoriales
reales (2" orientados de dimension 2n sobre M, tiene asociada una clase é(¢?") €
H?"(M) que satisface:

i. f*(e(C))=¢é(f*()), donde f: N — M es una aplicacion diferenciable

ii. é(C @) =é(Q)é(¢"), para fibrados vectoriales reales orientables sobre la misma

base.
Entonces existe una constante real a € R tal que é((*") = a"e(¢?").

Demostracion. Considere L un fibrado de linea complejo sobre M, éste fibrado induce
un fibrado vectorial real Lr de dimensién dos, ahora se define ¢(L) = é(Lg), entonces
por la condicién(i) del teorema se tiene que f*(¢(L)) = ¢(f*L), usando los argumentos
de la demostracién del Teorema(4.7), se tiene que las clases ¢(L) dependen unicamente
de la clase uno de Chern c;(L), esto quiere decir que existe una constante real a tal
que ¢(L) = acy (L), luego se tiene que é(Lr) = ae(Lg), por otro lado si v es un fibrado

real orientable sobre M de dimensién dos, éste fibrado es de la forma Lk esto se ve
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de la siguiente manera -, es una fibra orientada(espacio vectorial real orientado de
dimensién dos) a éste le daremos estructura compleja donde la suma es la misma, sélo
falta la multiplicacién por /—1 esto se define como la rotacién de positiva en 7/2. Por
lo tanto para cualquier fibrado real orientado de dimensién dos se tiene é(y) = ae(y).
Si ¢?" = 4 @ ... ® v, donde 7; son fibrados vectoriales orientables bi-dimensionales,
usando el Teorema(4.8)-(iii) se consigue que é(¢?") = a™e((*"). Veamos el caso general
donde (%" es un fibrado vectorial orientable real, por el Principio de Splitting Real,
parte (i) tenemos f*(¢?") = v1 @ ... ® Yp, ast é(f*¢*") = é(71 @ ... © 7,,) aplicando la
primera y segunda condicién del teorema se tiene f*(é(¢?")) = f*(a"e(¢*")) y por la
inyectividad de f*, se concluye la igualdad deseada é(¢?") = a"e(¢?").

O

Ahora definimos las Clases de Pontryagin para un fibrado vectorial { real, como:

Pe(¢) = (—1)*ear(Ce)

y la Clase Total de Pontryagin se define de la forma p(¢) = 1 + p1(¢) + p2(¢) + ...
. Terminamos esta seccién dando un importante resultado que relaciona las Clases de

Pontryagin con la Clase de Euler.

Proposicion 4.2. Sea ¢ un fibrado vectorial real orientable de dimension 2k, entonces

pr(¢) = e(¢)*.

Demostracion. Debemos probar que e(¢)? = (—1)¥cy;,(¢c) donde ¢ es el fibrado vecto-
rial real orientable, con métrica (,) que es compatible con la métrica de conexién V,
entonces e(() es representado localmente por (%)ka(F V(e)), acd e es un referencial
ortonormal elegido en un abierto trivializante del espacio base; por otro lado complexi-
ficamos el fibrado ¢, asi obtenemos un fibrado vectorial complejo (¢ de dimension 2k,
para dotarle de una métrica a éste fibrado complexificamos la métrica la misma que
quedaria expresada de la forma (v @7, w ® z)c = (v, w) ®rz, de ésa manera e es un re-
ferencial ortonormal con la métrica complexificada, que es compatible con una métrica
hermitiana elegida V, por lo tanto A es la matriz antihermitiana de forma de conexion
asociada a dicho referencial, en consecuencia FV (e) es la matriz antihermitiana de for-
ma de curvatura, entonces cox((c) es representado localmente por (ﬁ)w€ det (Fv(e)),

usando la propiedad de que Pf(A)? = det(A), se tiene el resultado deseado. O
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Capitulo 5

El Isomorfismo de Thom y la
Formula General de

Gauss-Bonnet

Este es uno de los capitulos mas importante de nuestro trabajo, acé se relacionara la
cohomologia del espacio total £ de un fibrado £, con la cohomologia de su espacio
base M. Pero nuestro principal objetivo es establecer el Isomorfismo de Thom. En el
caso que el espacio base M sea una variedad compacta se escribird éste isomorfismo
en forma explicita en términos de la Clase de Thom; finalmente usando ésta clase y el

isomorfismo dado encontraremos la Férmula General de Gauss-Bonnet.

5.1. La Férmula de Kiinneth y el Teorema de Leray-Hirsch

En esta parte demostraremos la Férmula de Kiinneth, que permite calcular los grupos
de cohomologia de un espacio producto en términos de los grupos de cohomologia de

cada uno de los productos
H*(M x F)=2 H*(M)® H*(F), (%)

donde M y F son variedades diferenciales. La demostracién se hard por induccion
sobre abiertos de uno de los productos y luego se aplica el Teorema(1.3) para obtener
el resultado mas general.

Como (*) puede presentarse de la forma
H"(M x F) @ HP(M) ® HY(F) para todo n. (k)

pt+q=n

Con la cual demostraremos (%) usando las ideas establecidas.

96
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Las proyecciones

MxF-LsF
iw
M
dan origen a las aplicaciones * : H¥(M) — H*(M x F) y p* : H(F) - H'(M x F)
y éstas inducen la aplicacién
H¥(M) @ H{(F) — H*Y(M x F) de la forma w ® ¢ — 7*w A p*¢,
por lo tanto queda bien definida la aplicacién

¥ H* (M) ® H*(F) — H*(M x F).

Demostraremos que 1 es un isomorfismo. Considere V una cobertura abierta de M, y
U coleccién de abiertos donde se cumple que v es un isomorfismo; se probara las cuatro
condiciones del Teorema(1.3).La primera condicién es trivial, para la segunda condicién
considere U un abierto en V difeomorfo a R™ asi se tiene H*(U) = H*(R") = R y c6mo
H*(U x F) = H*(F') entonces 9 es un isomorfismo. Para la condicién tres considere
U,V €U y también U NV € U bsea tenemos los tres isomorfismos; ¢ : H*(U x F') —
H*(U)® HY(F), ¥ : H*(V x F) - H* (V)@ H*(F) y v : H*(UNV) x F) —
H*(UNV)® H*(F) por demostrar que ¢ : H*(UUV) x F) - H(UUV) @ H*(F)
es un isomorfismo, en ese sentido tomemos la secuencia de Mayer-Vietoris para U UV

y un p—fijo
. — = HP(UUV) L H(U) H/(V) L~ H(UNV) —> - -
si tensorizamos por H" P(F'). Entonces obtenemos la secuencia
I*®i J*®i
i = HP(UUV) @ H" P(F) —> (HP(U) ® H"—P(F)) @ (HP(V) ® H”—P(F)> —=
HP(UNV)® HV P(F) —— - -

Por otro lado la siguiente secuencia

= @, HP (U UV) @ H'P(F) ——> @ ((HP(U) @ H"P(F)) © (HP(V) @ H" P (F)))

—— @ HY(UNV) ® H" P (F) ——> -

sigue conservando la exactitud. Ahora podemos formar el diagrama

@HP(UUV)® H" P(F) — @((HP(U) ® H"~P(F) & (HP(V) 8 H""P(F))) ——>= @ H"(UNV) & H"P(F)

w - w

H™(UUV) x F) H™(U x F)@® H™(V x F) H™(UNV) X F)
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el cual es conmutativo, excepto posiblemente en el cuadrado

D (HP(U nV)® H”_p(F)) @ (Hp+1(U uv)® H”_P(F))

wl iw

H((UNV) x F) o H™Y(UUV) x F)

verificaremos que el diagrama es conmutativo, sea w ® ¢ en HP(U U V) @ H" P(F)

entonces
Yodt(w®e)=1(d(w)® ) =r"(5"(w) Ap*(¢).  (0)
También se tiene

5 o p(w ® @) = 8* (n*(w) A p*(d)).  (B)

Ahora considere {ay, ay } la particién de la unidad subordinada a la cobertura {U,V'}
esto es, apw + ayw = w y como w € HP(UNV), se tiene que dw = 0, entonces
d(apg(w)) = —d(ay(w)) en U NV, ahora podemos definir

5 (w) —d(ayw), enU
w) =
d(agw), en V

el conjunto {7*ay, 7*ay } forma una particién de la unidad en (UUV') x F' subordinada

a la cobertura {U x F,V x F'} entonces definimos

—d(m*(ayw)), enUx F
0% (w) =
d(r*(ayw)), enV xF

entonces "3 queda de la siguiente manera

§* (" (w) A p*(¢)) = d(m*au (m*w A p*¢)) = d((7*aw)m*w A p*¢) = d(7* (ayw) A p*o)

de la tltima igualdad tenemos que es de la forma 7*(6*w) A p*(¢), por lo tanto es igual
a 0", entonces el diagrama es conmutativo y por el Lema Cinco se concluye que la
aplicacién ¢ : @ HP(UUV)®@ H" P(F) - H"(UUV) x F) es un isomorfismo.

Para la condicién (iv) considere el conjunto {Uy,..,U,...} de abiertos disjuntos dos a

dos en U, entonces tenemos
H*(UUz- X F) ~ (H*(Ul) ®...0oH(U)® ) ®@ H*(F) = H*(UUi) ® H*(F),

en consecuencia la Formula de Kiinneth vale para M.

El Teorema de Leray-Hirsch que presentaremos en seguida es una primera relacién

entre la cohomologia del espacio total E de un fibrado, y la cohomologia de su base M.
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Para tales fines empezamos dando la siguiente definicién.
Sea 7 : E — M, un fibrado diferenciable sobre M con fibra F', el producto

HY (M) ® H)(E) — H"™(E) dada por a.e = 7*(a) A e, (1)

donde a € H'(M), e € H/(E) y n* : H(M) — H'(E), hace que H*(E) llegue a ser un
médulo graduado sobre el dlgebra graduada H*(M).

Considere { = (E,F,M,n) un fibrado diferenciable (no necesariamente vectorial) y
ip : F = E, la inclusién. Supéngase que existen clases de cohomologia globales {e, |
a € A} en H™(FE), con la propiedad que:

{is(ea) | @ € A} es una base del espacio vectorial H*(F}) (2)

entonces queda definida la aplicacion
Y H (M) ® R{ea/a € A} — H*(E), Y(a®e) =7"(a)Ne (9)

Teorema 5.1. En el sentido de la definicion en (2) el espacio vectorial H*(E), es
H*(M)-mddulo libre, con base {eq | @ € A}.

Demostracion. La demostracién equivale a probar que la aplicacién ¢ definida en "6~
es un isomorfismo, y dicha prueba se hace en base a induccién sobre abiertos de M y
luego se aplica Teorema(1.3), se sigue de forma andloga a la prueba de la Férmula de
Kinneth, por eso omitiremos la demostracion en éste trabajo. Sabiendo que si 1 es un

isomorfismo tenemos:
H*(E) 2 H*(M)® R{eq/Ja € A} = H* (M) ® H*(F)

por lo tanto H*(FE) es un médulo libre sobre H*(M) con base {e, | a € A}. O

5.2. Isomorfismo de Thom

En adelante indicaremos a ¢ = (E, M, m¢) como un fibrado vectorial real orientable
de dimensién m, sobre la base M (de dimensién n). El Isomorfismo de Thom
permite calcular los grupos de cohomologia con soporte compacto H;(E) del espacio
total del fibrado &, en términos de los grupos de cohomologia del espacio base H*(M),
especificamente HIT"(E) = HI(M) para cualquier ¢ € {0, ..,n}. Incorporaremos dos

proposiciones que ayudaran a establecer dicho isomorfismo.

~

Proposicién 5.1. Para un fibrado vectorial { = (E, M, 7¢), se tiene que HI(E) =
H(M).

Demostracion. Considere la seccién s : x — (x,0) que encaja difeomorficamente M

en E. Para probar la proposicién es suficiente ver que M x {0} es un retracto por
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deformacién de E; con esa idea tenemos la aplicacion m¢ : E — M x {0} de donde
resulta que m¢g o s : M x {0} — M x {0} es la identidad en M x {0} de donde se
tiene que M x {0} es un retracto de E. Ahora veamos que pasa con la composicién
some : E — FE para eso definamos la aplicacién F' : E x [0,1] — E de la forma
F(v,t) = tv+ (1 — t)s o m¢(v), con eso se tiene que s o m¢ es homotdpica a la idg
asi M x {0} es un retracto por deformacién de E y por los comentarios hechos previos

a la Secci6én(1.2) se concluye que
HYE)~ HY(M x {0}) = H{(M).
O

Para aplicar la Dualidad de Poincaré a la variedad E, de necesita que éste sea una

variedad orientable, la siguiente proposicién proporcionara tal resultado.

Proposicién 5.2. Sea & = (E, M, ) un fibrado vectorial orientado de dimension m, y
M es una variedad orientada de dimension n, Entonces E es una variedad orientable

de dimension (n 4+ m).

Demostracién. De la orientabilidad de M existe un atlas A = {( o V)| € J}, tal que
para todo o, 8 € J y @ € U, NUg se tiene que det( (Yo oz% (z ))) > 0; por otro lado
tenemos las trivilizaciones locales del fibrado h, : Uy x R™ — E|y,,, dando origen a las
funciones de transicién(co-ciclos) hqag(z) : R™ — R™, debemos demostrar la existencia
de un atlas en E, para eso tome de la forma A’ = {(Ua, (¢, id) o hy 1|8 € J} ahora

hallemos las funciones de transicion

(g id) hs hot i Yarid) R

R" x R™ 27> Up x R™ —2> E|y, v, —=> Uy X R n % R™

las aplicaciones de cambio de coordenadas es,
(Yasid) o hy' o hgo (Y5 id) : R* x R™ — R" x R™
que se puede expresar de la forma
($ayid) o hyt o hg o (Y5, id)(z,y) = (Va0 ¥ (2), has(¥a ' (2))y),

la matriz jacobiana del cambio de coordenadas es:

i ( D(aoty'(x) )
0 has (V3 (x))

el determinante de ésta matriz es el producto de los bloques de la diagonal de la matriz
el primer bloque tiene determinante positivo por la orientabilidad de la variedad M y
el segundo bloque tiene determinante positivo por la orientabilidad del fibrado.

O
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El espacio total E tiene dimensién (n +m) como variedad donde n = dim M y m es la
dimensién de la fibra. Usando la proposicién anterior ya podemos aplicar la Dualidad

de Poincaré para E entonces
Hy' () = gt =t By — Y 9(E) = H' (M) 2= HY(M)

el segundo isomorfismo es por la Proposicién(5.1) y el tercer isomorfismo es de la
Dualidad de Poincaré para M.

Esta prueba es valida para una variedad diferenciable orientable. En lo que sigue se
establecera el Isomorfismo de Thom de forma explicita cuando M sea una variedad
compacta orientable. Para tales objetivos se construird un nuevo fibrado usando el
fibrado vectorial £ con un producto interno (), las fibras de éste fibrado a construir
seran esferas S™, y a éste espacio lo llamaremos fibrado de esferas . Con esa idea
considere la Suma de Whitney £ ® 1 = Upe w &p @R, éste es un fibrado vectorial real

donde 1 representa el fibrado de linea sobre M, tome
Sp = {U = (w,z) € ép@R | <’U,U> = 1}7

ahora tomemos la unién S(§®1) = [, Sp ¥ la proyeccién definida por 7 : S(€®1) —
M, 7t(v) =p, con v € 7~ 1(p). Ast S(€D 1) es el fibrado de esferas sobre M por lo tanto
las fibras son homeomorfas a la esfera S™ = 7=1(p); también la orientacién de &, induce

una orientacién en cada fibra 7=1(p), con lo cual tenemos el isomorfismo

/ : Hm(Tr_l(p)) — R. (3)

Vea Observacién(1.2). Y Por el Teorema(5.1) se tiene que H*(S({®1)) es un H* (M )—mo6du-
lo libre; por otro lado tenemos la seccién so : M — S(§ & 1) definida por s (p) =
(0,1,) € & @ R. Si a la esfera 71(p) le quitamos el punto s« (p) entonces por la pro-
yeccién estereogrifica se tiene 1 (p) — s (p) = &, ahora si hacemos esto globalmente
entonces se puede identificar el espacio total E de £, con S(§ © 1) — soo(M).

En la siguiente definiciéon se introduce lo que es la clase orientadora de todo fibrado

vectorial real orientado que sera de suma importancia para éste objetivo.

Definicion 5.1. Sea & un fibrado vectorial real orientado, una clase de orientacion

para & es una clase se cohomologia u € H™(S(£ ® 1)) que satisface:
i. s5o(u) =0.
i. Para cada p € M, la restriccion de u a la fibra 7= (p) tiene integral 1.

En el sentido de esta definicién el siguiente teorema garantiza la existencia y unicidad

de la clase orientadora para &.

Teorema 5.2. Cada fibrado vectorial real orientado &, admite una unica clase de
orientacion u € H™(S(E® 1)), y ademds H*(S(E® 1)) es un H*(M)—mddulo libre con
base {1,u}.
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Demostracion. Por el Teorema(5.1) tenemos que; H*(S(£® 1)) es un H*(M)—mébdulo
libre. Por otro lado tenemos

el N S

0, en otros casos,

donde 7~1(p) son las fibras(esferas) de S(é@1). La aplicacién iy, : 7~ 1(p) — S(E®1) es
la inclusién, entonces i% : H™(S(£®1)) — H™ (7 *(p)) es la restriccién de las clases en
las fibras, y como u € H™(S(£@ 1)) es una clase orientadora y por el isomorfismo dado
en (3), se concluye que la base es {1, u}. Faltaria demostrar la existencia y unicidad de
la clase u, es decir tenemos que demostrar que existe una unica clase u que satisface la
Definicién(5.1), en las siguientes lineas se justificard porque sélo es necesario demostrar
la condicién (i) de la definicién de clase de orientacién. Si tomamos una clase u que
satisface la Definicién(5.1), y supongamos que existe otra clase v € H*(S(§ & 1)) que

satisface s6lo la condicién Definicién(5.1)-(ii) entonces es de la forma
v=zl+au=7"(z)+7%(a) Au (@)

para algin z € H™(M) y a € H°(M). Podemos notar que la restriccién de la clase
7*(z) a la fibra 7~!(p) se anule para todo p € M y elegimos a “a” como la funcién

constante 1 en cada vecindad de p, entonces iy (v) == i;(7*(x)) + iy (1 Au) por lo tanto

so(V) =z +s5(w)  (B)

y 85 (v) =0siy sblo si z = —s%_(u), con lo cual esto indica que es suficiente probar la
condicién Definicién(5.1)-(ii). Para la unicidad supdéngase que existen dos clases u y v
que satisface las dos condiciones de la Definicién(5.1) entonces tenemos que en () la
clase x es nula asimismo remplazando en («) y habiendo elegido la funcién localmente
constante a como 1, entonces se concluye que v = v.

Para la existencia de la clase u, que satisface la condicién Definicién(5.1)-(ii) se hard en
base al Teorema(1.3), usamos la notacién Sy = m~1(U) donde U es un abierto de M.
Consideremos U la coleccion de abiertos de M que en cada abierto de esta coleccién
cumple el teorema es decir U € U si y sblo si existe una clase en H™(Sy) con integral
1 en cada fibra 7~1(p) para todo p € U; también consideremos a V = (Vj)ges como
una cobertura abierta de M donde S(§@®1)|y, es trivial. Ahora verifiquemos las cuatro
condiciones del Teorema(1.3), la primera condicién es trivial.

Para la condicién(ii) considere U € V3 difeomorfo a R™, entonces Sy es trivial y es
de la forma Sy = U x 8™, ademas H™(Sy) = H™(U x S™) = H™(S™) y por el
isomorfismo

/ cH™(S™) - R

existe una clase u € H™(Sy) = H™(S™), con integral 1.

Ahora veamos la tercera condicién, para eso considere Uy, Us y U1 NUs en U asi tenemos
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las clases u, € H™(Sy,) para r = 1,2 que restricta a cada fibra tiene integral 1,

considere la secuencia de Mayer Vietoris
Hm(SU1UU2) L Hm(SU1) @ Hm(SUQ) SA Hm(SU1ﬂU2)

de la exactitud de la secuencia se tiene que (uj,u2) € KerJ* = ImI*, entonces existe
una clase u € H™(Sy,ur,) tal que I*(u) = (u1, uz2) con restriccién u, en Sy, , ésta clase
tiene integral 1 sobre cada fibra 7~1(p) para todo p € Uy UUs, por lo tanto Uy UU; € U.
Por dltimo considere la secuencia de abiertos Uy, Us, .. disjuntos dos a dos en U con

unién U = U,.U, por lo tanto tenemos el isomorfismo

H™(Sy) — @Hm(SUT) dada por w — i) (w),

donde i, : U, — U es la inclusién, también tenemos u, € H™(Sy,) entonces existe
u € H™(Sy) tal que los u, son la imagen de algin u, como la clase u restricta a U,
coincide con la clase u,, entonces u restricta a cada fibra 7—!(p) tiene integral 1 para

todo p en U. En consecuencia M € U. ]

En lo que se ha trabajado hasta ahora en éste capitulo no se exigié que M sea com-
pacta, para lo que sigue se considerard a M como una variedad diferenciable orientable
compacta, con lo cual tenemos que s (M) es una subvariedad compacta de la variedad
compacta S(£ @ 1) y ademds sabemos que S(§ B 1) — soo(M) = E'y soo(M) = M, por
lo tanto de acuerdo a la Proposicién(1.3) se tiene la secuencia exacta larga
.. — > HI(E) —=> HY(S(¢® 1)) &)HQ(M) —5—>H3+1(E) SLERG

ahora si hacemos la composicién s% o m* = (7 0 $o0)* = id se concluye que s¥ es
sobreyectiva y por la exactitud de la secuencia se tiene § = 0 y i, es inyectiva, con lo

que la secuencia larga, se convierte en una secuencia exacta corta

*

0—— HY(E) —“= HI(S(E & 1)) == HY(M) —>0 .
Ahora ya estamos en condicién de presentar el Isomorfismo de Thom.

Teorema 5.3. (Isomorfismo de Thom) Considere a & = (E,M,n) como un fi-
brado vectorial real orientado m—dimensional con espacio total E, sobre una variedad
diferenciable compacta M. Entonces existe una unica clase U € H*(E) con integral 1

sobre cada fibra &, y la aplicacion
¢ : HI(M) — H"(E) definida por; ¢(x) = .U = 7*(x) NU

es un isomorfismo. La clase ¢(1) = U es llamada la Clase de Thom.
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Demostracion. Usando la secuencia exacta corta dada en (4)

0 —— H(E) == H™(S(§ & 1) == H™(M) —=0
la clase de orientacién u € H™(S(£ ® 1)) es de la forma u = 1, (U) donde U € H'(E),
la inyectividad de ¢, demuestra la unicidad y la sobreyectividad de s}, muestra la
existencia, por lo tanto la clase U queda tinicamente determinada. El operador "." es el
definido en (1) y por el Teorema(5.2) muestra que H(E) es un H*(M)—médulo libre

y como ¢
plex) =pleNz) =n"(eNz) NU =7"(e) N p(x) = e.p(x); e,z € HI(M)

es un H*(M)—homomorfismo, por lo tanto es un isomorfismo.
O

Usando las mismas notaciones de éste teorema donde se tiene el isomorfismo ¢ :
H™(M) — H™™(E). La clase é(§) € H™(M) la definimos de la forma

p(eE) =UAU.  (5)

El producto exterior en H}(E) es anticonmutativo asi U AU = 0 en el caso que m sea
impar, en consecuencia ¢(é(€)) = 0, por la inyectividad de ¢ se tiene que é(§) = 0 para
un fibrado vectorial real de dimensién impar.

La clase é(§) € H™(M) satisface las condiciones del Teorema(4.10), entonces tenemos
e(e™) = a™2e(€™)
donde e(£™) es la Clase se Euler y a € R.

Lema 5.1. Sea s : M — E, una seccion diferenciable arbitraria en un fibrado vectorial

€ real orientado con espacio total E y donde U es la Clase de Thom, entonces s*(U) =
é().

Demostracion. El lema equivale a probar que ¢(s*(U)) = U AU, la seccién s es propia
puesto que 7 o s = idy, si C' es un compacto en M, entonces s (7~ 1(C)) = C, la
imagen inversa via s de todo compacto 7~(C) en E es un compacto en M; por lo

tanto la aplicacién s induce un homomorfismo
s* HX(E)— HX(M)=H*(M).

Sea w € Q'(E) una forma cerrada que es un representante de la clase U, ésta define
una clase [w] € H™(E); por otro lado tenemos que la aplicaciéon son : E — E es

homotdpica a la idg por lo tanto [w] = [7*(s*(w))]; usando la definicién en (5) tenemos

$(s*(U)) = 7 (s*(U) AU = U AU
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La Proposicién(5.1) muestra que la Clase de Euler para un fibrado vectorial real orien-

tado sobre una variedad compacta, se puede definir como s*(U) = e(&).

5.3. Foérmula de Gauss-Bonnet

En esta ultima parte deL trabajo extenderemos a secciones el concepto indice de un
campo vectorial con singularidades aisladas; en ese sentido considere a § = (E, M, )
un fibrado vectorial real orientado sobre una variedad compacta M, donde dimé =
dimM = m y denotemos por sy : M — FE a la seccién nula que se define como
so(p) = 0 € &, es decir es el cero de cada fibra, y tome una segunda seccién diferenciable
s: M — E'ycomo mos = idys entonces Dy(mos) = Dy, m.Dp(s) = idr,m por lo tanto
el homomorfismo Dys : TyM — Ty, E es inyectiva y de la misma forma se consigue

que Dys, : Ty M — T ;) E' es monomorfismo.

Definicion 5.2. un punto p € M es un cero o una singularidad para la seccion s, si

s(p) = so(p). Y diremos que s es transversal en p si
D,s(T,M) N Dypso(Tp,M) =0 (6)
s es llamada transversal a so si (6) se mantiene para todos los ceros de s.

Sabemos que la aplicacién D,s, : T,M — TyE es un monomorfismo, por lo tanto
el espacio T, () E es la suma directa del espacio tangente Dyso(1,M) con el espacio
tangente en Ty ) (s0(M)) éste tiltimo se identifica con la fibra &,, y como D;sq es un
isomorfismo en su imagen, entonces T, E = T, M © &, Con ésta identificacion, (6) es
equivalente a decir que D,s(T,M) es el grafico del isomorfismo lineal A : T,M — &,
ambos espacios vectoriales son isomorfos, entonces definimos el indice local de s en

un cero o una singularidad p € M como:

41, si A preserva orientacion
i(s,p) =

—1, caso contrario.
Dado una trivializacién local de  en U ésea €|y = U x R™ identificamos la restriccién
de s como la aplicacién diferenciable F': U — {p} x R™ = R™, entonces la aplicacién
A T, U — & se corresponde con el homomorfismo D,F' : T,U — R™ y si p es un
cero de F' entonces se verifica (6) por lo tanto A es un isomorfismo asi i(s,p) = +1
dependiendo si A preserva o no la orientacién. El teorema de la aplicacién inversa
garantiza que F' es un difeomorfismo local por lo tanto p es un cero aislado, en resumen
si s : M — F es una seccién transversal a la seccién sg y como M es compacto entonces
el nimero de ceros de s es finito, ésea s intercepta en un nimero finito de puntos a la

seccion nula.
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Nuestro trabajo concluye con la demostracién del siguiente teorema, que relaciona la

Clase de Thom con el indice de s en p(ceros de s).

Teorema 5.4. Sea & un fibrado vectorial real orientado sobre una variedad M compacta

donde dim& = dimM = m. Si s es transversal a la seccion cero, entonces
JEGESCYNG
P

donde la suma es sobre los ceros de s.

La demostracién requiere incorporar cierto material técnico como el Lema(5.2), por eso

postergamos su justificacién.

Considere p1, ..., pr ceros de una seccidn s; en la primera parte del lema siguiente se
construird una forma cerrada w € Q'(E) que es representante de la clase U € H'(E).
Para eso considere Vi, .., Vi vecindades abiertas de los ceros de s donde £ se trivializa
Osea goi_l 1 &y, 2 Vi x R™; definimos f; : &, — R™ como la composicién de goi_l con la

proyeccién de V; x R™ en R™.

Lema 5.2. Con la misma notacion usada lineas arriba, dada la forma cerrada w €

QI (E) con integral 1 sobre cada fibra, entonces Vi y f; de eligen tal que
w‘{Vi ~ fi*(wi)v 1<i<k,
donde w; € Q' (R™) son formas con me w; = 1.

Demostracion. Para la prueba construiremos una aplicacién diferenciable h : M — M
con las siguientes propiedades:

(a) h homot6pica a la idys

(B) h es constante igual a p; en las vecindades abiertas V; de p; para i =1, .., k.

En ese sentido consideremos una aplicacién diferenciable G : R™ x R — R™ que

satisface

G(z,0) =0 para {z € R"/||z| <1/2}
G(x,1)=x parax € R™
G(z,t) =2 parateRyzeR™ —{xeR"/|z| <1/2}. (8)

Por ejemplo podemos tomar la aplicacién diferenciable
G(z,t) = ((1 = to(|lz])) + t)=
donde p : R — R es una funcién diferenciable definida de la forma,

0 siy<1/2
p(y) = .
1 siy>1,
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la aplicacién G asi definida cumple con las condiciones dadas en (8). Ahora elegimos
(Wi, ¢;) cartas donde los W; son abiertos disjuntos en M con la propiedad ¢;(p;) = 0,
asi tenemos los difeomorfismo ¢; : W; — R™ para 1 < i < k, con lo cual definimos una
homotopia F': M x R — M de la forma

0 1o G(pi(p),t) sip pertenece a W;

F(p,t)={""

D si p no pertenece a U; W;

por lo tanto tomamos h(p) = F(p,0) asi esta verifica la propiedad («), y si tomamos
Vi =¢; ' ({x € R™/||z| < 1/2}), entonces h(p) = F(p,0) = p; para todo p € V; con lo
cual se cumple la propiedad (3).

Como h es homotdpica a la identidad se tiene por el Teorema(2.2) que el fibrado
£ = h*(€) es isomorfo a & es decir existe un aplicacién diferenciable h : E(¢') — E(€)

que aplica isomérficamente la fibra 51’9 en la fibra & (,) que hace que el diagrama

B, F

N

M M

conmute, donde E' = E(¢') y E = E(§); dada la forma cerrada w € Q7'(E) de tal
manera que restricta a cada fibra &, de £ tenga integral 1 esto es [ i,w = 1, donde
i:& — E es la inclusién , entonces la forma w' = iL*(U)) tiene integral 1 sobre cada
fibra de &', para ver esta tltima parte sabemos que E' = {(p,v) € M x E/h(p) = 7(v)},

por lo cual la inclusién 4, : §, — E’ la podemos definir de la forma i'(p,v) = (p,i(v)),

[ = [tonyw = [aw=1,

asf w' tiene integral 1 sobre cada fibra &,. De la condicién () se tiene que h(V;) = p; y

entonces

como el diagrama es conmutativo, entonces tenemos el isomorfismo h : &, C E(/l — &p;
esto es para todo p € V; y ademads fijamos un isomorfismo ¢, Y(p,—) - &pi — R™,
entonces tenemos el isomorfismo

¢ (p)

¢ s gy TSR Wp eV

y sea w; € Q' (R™) que se corresponda con wle, € 07'(§p), de f; y bajo el isomorfismo

tenemos
w'\s'vi = [i(wi); / w; =1, 1<i<k

m

O

Demostracién del Teorema(5.4). Usando la misma informacién del Lema(5.2),
donde los abiertos V; los remplazaremos por vecindades abiertas W; de los puntos

pi; més pequefias de tal manera que W; C V;; los V; se toman de forma que la funcién

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\‘\WNE&PJ

§ -"‘r% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs EX%E;_'E"E’AD

DEL PERU

El Isomorfismo de Thom y la Férmula General de Gauss-Bonnet 108

fio(sly;) : Vi = R™ aplique difeomorficamente V; en algun abierto de R™ esto es
posible por el teorema de la aplicacién inversa. Sabemos que sopy(w) es compacto y
tomemos el abierto M — U;W;, asi podemos encontrar una constante ¢ > 0, de tal
manera que la seccidon s se reduce gradualmente y se obtiene la seccién § = cs que

satisface
sopgm (W) C fi(5(V2) v §<M - UZ-I/VZ) Nsopg(w) =0; 1<i <k

Ahora sea la clase e(§) € H™(M), que es representada por la m—forma §*(w) que es

idénticamente nula en M — U;W;, entonces por el lema anterior se tiene:

F (W)l =(fi 0 (3Jw;)) " (wy),

donde f;0(5]y;) es un difeomorfismo de V; en un abierto de R™ que contiene a sopgm (w;).
La derivada de éste isomorfismo puede o no preservar la orientacion dependiendo del
valor de i(8,p;) = i(s,p;) = £1

[e© - /M§*<w>=i2k; /V (fi 0 (3lvs) " (i)
- Zus,pi)/ﬂw wi =3 i(s,p),

i= P

—_

donde p es un cero de s, y la peniltima igualdad es el cambio de variables para inte-

grales.

Ejemplo 5.1. Sea H el fibrado candnico de lineas sobre CP* y H* es el fibrado dual
de H, si de éste vemos su estructura real entonces obtenemos un fibrado vectorial real
orientado 2 = (H*)g 2-dimensional sobre CP! = 52, recordando el espacio total de H

viene dado por
E(H)={(L,z) € CP! x C?/z € L} c CP' x C?

y CP! x C? es el fibrado trivial sobre CP!, en el Ejemplo(3.3) tenemos la aplicacion
inclusion i : E(H) — CP! x C? definida por ([20,21,u]) — ([20,21], uz0,uz1), con lo
cual existe un epimorfismo i* : (CP! x C?)* — E(H*) definida de la forma i*(f) =
f oi. Definimos una seccion constante s' : CP* — (CP! x C?)* en el dual del fibrado
trivial dado por s'([z0, 21])([20, 1], wo, w1) = w1, por lo cual podemos tomar una seccion
s: CP! - E(H*) en H* de la forma s = i* o s’ que en coordenadas locales quedaria
expresada de la forma s([zo,z1])([20, 21, w]) = z1w el dnico cero de esta seccion es
po = [1,0] € CP! que se encuentra sobre la carta coordenada Uy = {[1,2]/z € C}, con
lo cual la seccidn restricta s|y, se representa como una funcion Uy — C que lleva [1, 2]
en z. Si s es transversal a la seccion nula en el punto pg = [1,0] y como s es la identidad
entonces su derivada D,y s es la identidad con lo cual ésta preserva la orientacion, por

lo tanto i(s,po) = 1 y por el Teorema(5.4) se concluye que [ (&%) = 1.
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Este ejemplo me permite ver que é(&) = e(§), cuando el fibrado esta definido sobre
una variedad M compacta; hasta ahora tenemos é(£2™) = a™e(£%™) probaremos que
la constante a = 1, si consideramos ¢? = (H*)g, entonces el ejemplo muestra que
Jé(€%) =1y por el Teorema(4.8)-(i) se tiene e(£?) = c1(H*) y por el Teorema(4.7)-(i)

y la Proposicién(4.1)-(ii) se consigue [ ¢i(H*) = 1, entonces

[a@) = [aur = [

y como la integral es inyectiva se consigue que é(£2) = e(£2), para ver la forma general

se usa el Princio de Splitting Real y el Teorema(4.10)-(i)-(ii)

FHEEP™) = e(f* (€M) = e(n @ .. ® ym) = e(n)--e(ym) = [*(e(€¥™))

donde f* es inyectiva, asi se tiene que é(£2™) = e(£2™).

En el caso que dim{ = m(impar) en la discusién de la definicién en (5), se concluye que
é(&) = 0 por lo tanto por el Teorema(5.4) la suma de los indices de cualquier seccién en
éste fibrado es cero. Si £ es de dimensién par y admite una seccién sin ceros entonces
la suma de los indices de s es cero.

Como aplicacién del Teorema(5.4) damos el siguiente teorema y como consecuencia de

éste se obtiene la férmula general de Gauss-Bonnet.

Teorema 5.5. Considere a M como una variedad diferenciable compacta y Ty el

fibrado tangente, entonces
[ etran) =xtan.

Demostracion. Aplicamos el Teorema(5.4) considerando a & = 7, y donde una seccién

se convierte en un campo vectorial X, por lo tanto
[ et =Y icxp)
P

donde p son los ceros de el campo vectorial, aplicando el Teorema de Poincaré-Hopf,
cuando X tiene ceros aislados, entonces Index(X) = y(M)! = >, (X, p) (Vea. [2].
Pag. 129) asi de obtiene la igualdad deseada. ]

Ahora combinamos el Teorema(5.5), y el hecho que é(¢2™) = e(£2™), donde £2™ es
un fibrado vectorial real orientado sobre una variedad compacta M de dimensién 2m,

entonces se obtiene la Formula General de Gauss-Bonnet
_FV
/ Pf(—) — (M2™).
M 27T

1Si M es una variedad compacta de dismensién m con lo cual sus grupos de cohomologia son de

dimensién finita. Los i—ntdmeros de Betti son dados de la forma b;(M) = dimpH*(M), entonces la

caracteristica de Euler de M esta dada de la siguiente manera x (M) = 3" (—1)%b;(M).
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