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Resumen

Se presentan dos modelos de regresion para datos de conteo: el modelo de regresion
Poisson y modelo de regresién Binomial Negativa dentro del marco de los Modelos Lineales
Generalizados.

Los modelos son aplicados inicialmente a un conjunto de datos conocido como «The Aircraft
Damage» presentado en Montgomery (2006) referido al nimero de danos en las aeronaves
durante la guerra de Vietnam.

La principal aplicacion de este trabajo serd el andlisis de los votos obtenidos por el candidato
Ollanta Humala Tasso en los resultados de las «Elecciones Generales y Parlamento Andino
2011», analizamos los datos de la primera vuelta a nivel de regiones considerando diversos
predictores.

Ambos conjunto de datos, presentan sobredispersion, esto es una varianza mayor que la media,
bajo estas condiciones el modelo de Regresion Binomial Negativa resulta mas adecuado que
el modelo de Regresién Poisson.

Adicionalmente, se realizaron estudios de diagnésticos que confirman la elecciéon del modelo
Binomial Negativa como el mas apropiado para estos datos.

Palabras-clave: Modelo Lineal Generalizado, Modelo de Regresion Poisson y Modelo de

Regresiéon Binomial Negativa.
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Abstract

We present two regressions of models for count data: Poisson Regression and Negative
Binomial Regression within the framework of Generalized Linear Models.

The models are applied to a data initially known as The Aircraft Damage referred an Umber
of damage located in the aircraft during the Vietnam War and Election Results.

The principal application for this work is to find a regression model to predict the number
of votes obtained from the candidate Ollanta Humala Tasso in the Andean Parliament and
General Elections, 2011 at the level of regions considering various predictors.

Both the data and Election Results Aircraft Damage occurred, have over dispersion, this is
a variance greater than average in certain conditions Regression model Negative Binomial
result or As appropriate for the Regression Model Poisson.

Additionally, we performed studies diagnostic confirming the election Negative Binomial
model as most appropriate for these data

Keywords: Generalized Linear Model, Poisson Regression and Negative Binomial Regression
Model.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Consideraciones Preliminares

Los Modelos Lineales Generalizados (MLG) propuestos por Nelder v Wedderburn (1972)
surgen por la necesidad de expresar en forma cuantitativa relaciones entre un conjunto
de variables, en la que una de ellas se denomina variable respuesta y las restantes son de-
nominadas covariables, cuando el supuesto de normalidad no es sostenible. Para los MLG
la distribucién de componentes aleatorias no es necesariamente homocedastica; es decir, no
se requiere de un supuesto de homogeneidad de varianzas y tampoco de normalidad, como
ocurre en el Modelo Lineal General. Los MLG permiten que el componente aleatorio pueda
provenir de la familia exponencial, la cual unifica a los modelos con variables de respuesta
categérica y numerica; casos particulares de esta familia son las distribuciones: binomial,

poisson, hipergeométrica, binomial negativa, gamma y normal, entre otros.

El MLG difiere del Modelo Lineal General en que la variable respuesta sea un miembro
de la familia exponencial donde la respuesta puede ser, heterosceddstica. Asi, la dispersién
puede variar con la media que a su vez varia con las variables explicativas.

En resumen los Modelos Lineales Generalizados se caracterizan por lo siguiente:

= Los valores observados ¥; son independientes.

= No se requiere el supuesto de homogeneidad de variancias. En algunos modelos como
el de Regresion Poisson o la de Bernoulli tienen un solo parametro ajustado, la media

1, de forma que al varie y varie también la variancia.

Generalmente, la variable respuesta de interés en el andlisis politico estd representada por
datos de conteo; es decir, el nimero de votos alcanzado por un determinado candidato en
una circunscripcién electoral, como en las regiones o distritos del Peri. En la mayoria de los

casos los datos de conteo no siguen una distribucién normal.

El propésito de esta investigacién es analizar la relacién entre el nimero de electores que
votan por un determinado candidato en una circunscripcién electoral y los factores asocia-
dos que puede influir en esas cantidades, considerando los modelos de regresién de conteo:

Poisson y Binomial Negativa.
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El Modelo de Regresion Poisson es un MLG y es el modelo de referencia en estudios de

variables de conteo (Cameron v Trivedi (1998); Winkelmann (2000)).

El Modelo de Regresién Poisson (MRP) ha sido usado extensamente en diversas areas de
investigacién, pero muy poco en el Analisis Politico. En nuestro medio, es casi nula la bibli-
ografia sobre el niimero de votos obtenidos en un proceso electoral con estudios relacionados

a propiedades estadisticas y estimaciones.

El modelo MRP es adecuado cuando los datos no presentan sobredispersién; es decir,
cuando la varianza muestral es igual a la media. Se dice que existe sobredispersién cuando
la varianza exhibida por los datos es mucho més grande que la que predice el modelo. El
Modelo de Regresién Binomial Negativa (MRBN) es casi siempre pensada como el modelo

alternativo al Modelo de Regresién Poisson cuando hay sobredispersiéon en los datos.

1.2. Objetivo de la Tesis

El objetivo general de la tesis es estudiar y presentar las propiedades de los modelos de

conteo como parte de los MLG considerando aplicaciones a Resultados Electorales.

= Revisar la literatura acerca de los modelos de regresién de conteo: Poisson y Binomial

Negativa como parte de los MLG.

= Evaluar y presentar propiedades de los modelos de regresiéon de conteo: Poisson y

Binomial Negativa.

= Presentar e implementar los métodos de estimacién cldsica para los modelos de regresién

de conteo.

= Aplicacién del modelo de regresién de conteo para el andlisis de resultados electorales

peruanos incluyendo estudios de diagnésticos.

1.3. Organizacion del Trabajo

El presente trabajo de investigacion se encuentra organizado en capitulos que describire-
mos a continuacion.

En el presente capitulo se expone los objetivos de la investigaciéon que se desea realizar.
En el capitulo 2, se presentan los conceptos previos para el desarrollo de los modelos de
conteo, una revisién sobre los Modelos Lineales Generalizados, los conceptos de la familia
exponencial, funcién verosimilitud, funcién enlace, variable offset y la funcién desvio. En el
capitulo 3, se explican los modelos de regresién Poisson y Binomial Negativa, para datos de
conteo y se detalla el concepto de equidispersién. En el capitulo 4, se describe a detalle las
aplicaciones de los modelos de regresiéon Poisson y Binomial Negativa para los conjuntos de
datos «The Aircraft Damage» y del «Voto obtenido por el candidato Ollanta Humala» en
las Flecciones Generales y Parlamento Andino 2011 y se presentan los resultados obtenidos

en la aplicacién los que determinan el mejor modelo. Finalmente, en el capitulo 5 se discute
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algunas conclusiones obtenidas en este trabajo. Se analizan las ventajas y desventajas de los
modelos propuestos.

En el anexo A se presentan resultados obtenidos por el candidato Ollanta Humala y
las variables del contexto social de los electores. En el anexo B se expresan los programas

utilizados en R.
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Capitulo 2

Modelos Lineales Generalizados

2.1. Conceptos

Familia Exponencial

Sea Y; una variable aleatoria. La funciéon de densidad o probabilidad de esta variable
pertenece a la familia exponencial de distribucion si y solo si tiene la siguiente forma Paula
(2010):

f(yi; 03, 0) = expld™ {yi0; — b(6:)} + c(yi, 9] (2.1)
Donde:
= 0; es el pardmetro candénico

= ¢ es el pardmetro de dispersiéon

» b(0;) vy ¢(yi, ¢) son funciones conocidas y determinan la funcién de probabilidad como

la binomial, normal 6 gamma.

En términos de b(6;) se puede expresar la media y varianza de la siguiente manera:

/

E(y;) = pi = b (6;) (2.2)

Var(y;) = ¢b (6;) (2.3)

b'(0;) y b’ (6;) son respectivamente la primera y segunda derivadas de b(6;) con respecto a

s 7 1" 7 . .7 .
6;. La funcién b (6;) a menudo se expresa en funcién de p;, y se denomina la funcién varianza.

Funcién Varianza
La funcién varianza juega un papel importante en la familia exponencial, ya que
. . . .7 .7 " . .7 .
caracteriza a la distribucién. La funcién b (6;) puede ser escrita en funcién de la media

w; de la siguiente manera:

" 8bl(91) . 8/,1/1
00;  00;

= V(p)
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Luego podemos escribir:

Var(y:) = 67V (1)
donde V' (u;) es llamada la funcién de varianza e indica la relacién entre la media y la varianza.
Para mostrar la relacién de la media y varianza, se define:

s f'(y;;0;, ) primera derivada y

s /" (yi; 05, ) segunda derivada de f(y;;6;, $) en (2.1) con respecto a 6;.

Reemplazando en (2.1):

Si ¢* — ¢_1
fuitid) = eapl 220 1oy )
i0; — b(0;
— (P eap{clys )
i0; — b(0;
=l ppeap L1
Primera derivada:
. yiti —b(0:) , d  yibi — b(6;)
f (yla927¢) = ¢ (yz,<b)e:np{ ¢* }dGl ¢* }
i — b (6;
= f(yz‘;@z‘,(b)(y—w_(—))
Segunda derivada:
it 8 = g gy Y (0
[ (Wi 0i,0) = dei{f(yheud’)( o )}

(d(éif(y“ b ¢))(yi_¢b*(9i)) + (f (i3 0, ¢)(d(éi(yi_¢’1(9i>))
— 00 )R 0 00T

yi — b (0:) b (6:)
o o*

= f(yi;05,0)( )% — Fyis 0, 9)(

)
Luego

b (6)

£ (i3 05, 0) = f (i3 05, 9){ L s (2.4)

" i — b (6
[ (yi; 05, 0) = f(yi§9i7¢){y(;)*()

1"

b (0:)

2 0. 4*
} f(ybel?d) ){ ¢*

} (2.5)
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Integrando a ambos lados de las ecuaciones (2.4) y (2.5) se obtiene las expresiones (2.6) y

(2.7) respectivamente con respecto a y;, que nos permite llegar a (2.2) y (2.3).

0= 2.6
p= (2.6)
El{(y:) — b (6:)}% (6
o= Fllw) ~¥ 0¥ (27)
¢ ¢
Los lados izquierdos son ceros definido por Jong v Heller (2008), puesto que:

/ 0
f (wistho 0y = - [ F(wi0s,0)dy

1 82
(0505, )y = 3 / F (s 65, &) dy,

donde [ f(yi;6;,¢)dy; = 1, la demostracién se puede dar por terminada, asumiendo que la

integracion y diferenciacién pueden ser intercambiadas.

2.1.1. Elementos del Modelo Lineal Generalizado
Dada una variable respuesta y;, la construccién de un MLG estd compuesto por los

siguientes elementos:

= Componente Aleatorio: Dado Yi,...,Y, un conjunto de variables respuesta,
caracterizada por los parametros 6; y ¢, pertenece a la familia exponencial si presenta

la forma:

f (i3 05, 0) = explo™ {yibs — b(6:)} + c(yi, 9)]

» Componente sistematico: Especifica las variables explicativas x; = (z;1, ...,xip)T

que ingresan en forma de efecto fijos de un modelo lineal, y se relacionan como:

Bo + Brzin + .. + Bpip, i =1,..,n

Esta combinacion lineal de las variables explicativas se denominan predictor lineal y se

puede generalizar para el término:

p
ni=Po+ > Biti

=1

donde 3; es el j-ésimo coeficiente de regresion y x;; es el j-ésimo predictor, en el i-ésimo
individuo, parat=1,...ny j=1,..,p.

Los elementos 7; pueden ser expresado como un vector de la siguiente manera

(7717 ceey 7771)
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s Funcién Enlace: Los dos componentes son combinada en el modelo mediante la
eleccién de un enlace denotado como ¢g(.), de manera que relaciona p; con el predictor

lineal 7;, a través de la funcién.

9(pi) =mi
De este modo, para ¢ = 1,...,n y el valor esperado de la variable respuesta:

E(y; | ;) = pi

Cada distribucién tiene una funcién enlace especial que se denomina enlace canénico,

para la cual existe un estadistico suficiente y se da cuando n; = g(u;) = 6;.

Los enlaces mas conocidos para g(u;) son:

Cuadro 2.1: Enlaces de los Modelos Lineales Generalizados

Funcién Enlace
Logaritmo logu; = n;
Identidad i = 1)
Raiz Cuadrada Vi =1
Logit log(£4-) =
Reciproca i =1
Exponencial pt =
Inverso ;—11 =1
Normal Inversa & ()

La eleccién del enlace dependerd de la familia de distribucion, del tipo de respuesta y

de la aplicacién en que se emplea.

2.2. Estimacion Clasica en los Modelos Lineales Generalizados

Dentro de los Modelos Lineales Generalizados para estimar los pardmetros desconocidos,
se utilizan varios métodos, los mas comunes son el método de Minimos Cuadrados Ordi-
narios y el método de Maxima Verosimilitud (Inferencia Clasica), pero también se tiene el
método bayesiano. La estimacién de parametros més utilizadas para el modelo de regresién
lineal es el método de Minimo Cuadrado Ordinarios; éste no resulta adecuado cuando el
componente aleatorio del modelo no es normal, en este caso se debe utilizar el método de

Méxima Verosimilitud.
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2.2.1. Funcién de Verosimilitud

La estimacién de méaxima verosimilitud se basa en la eleccion de estimaciones de los
pardmetros que maximizan la probabilidad de haber observado la muestra y = (y1, ..., yn)T
un conjunto de n observaciones aleatorias independientes cuya funcién de densidad de
probabilidad f(y;;0;,¢) depende de un vector de pardmetros 6; y ¢. Si los y; son

independientes, entonces su funcién de probabilidad conjunta es:

n

Flyis 03, 0) = [ [ filwis 01, 9)

i=1

Se escribe la funcién log-verosimilitud de la siguiente forma:

L(0:,¢) = Inf(yi; 05,0) = Y _ Infi(ys; i, 0)
i=1

Si f(yi; 0, @) pertenece a la familia exponencial de probabilidad entonces L(6;, ¢) tiene

la forma siguiente:

L6n9) = 3 {inc(y;6)) + LI b
j=1

P

- szc(yj,aw@;—b@

0; —b
= n{y +Zln y]v

Se desea encontrar los estimadores de 0; que maximizen a L, por lo que se puede tomar

derivada de primer orden a ambos lados de la igualdad para encontrar el estimado.

(0, ¢) _ n{y —b'(6:)}
00; ¢

=0

Como c¢(y;, ¢) no depende de 6;, su derivada es 0

b(0:)=1

Donde la estimacion méaxima verosimilitud de 6; se obtiene mediante la busqueda 6; de

tal manera que:

E(b (0:)) = E(pa)

es igual a la media de la muestra 7.
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Entonces para cualquier distribucién de la familia exponencial se tiene:

Hi =Y
Estas ecuaciones de estimacién no se pueden resolver directamente y el principal interés

es la estimacién de B8 = (8o, B1, ..., Bp)T y el parametro de dispersion ¢.

Para el algoritmo de estimacion se utiliza el método de Score de Fisher.

2.2.2. Funcién Score e Informacion de Fisher

Este método implica una sustitucién de la matriz de derivadas parciales de segundo orden
por la matriz de valores esperados de derivadas parciales; es decir, la matriz de informacién

observada por la matriz de informacién de Fisher.

Funcién Score para (3

Se considera la particién @ = (8%, $)T, como en Paula (2010), que denota el logaritmo
de la funcién de verosimilitud por L(8).

Para obtener la funcién score para los pardmetros 3 se calcula inicialmente derivadas:

OL(0 " dl; du; On;  db(6;) db; du; On;
() Z¢{ i Qg OT); ()zﬂznz

B; yid_md_mé_ﬁ;_ d6; dy; dn; 9B;

:Z¢{V

)l’u Mz'Vfl(d -)Tij

De (i)
_1 dpiy N/ (dpi/mi)
Vi dm)_ V2
_ L[ (dpi/mi)
VvV Vi
1
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donde
 (dpi/dni)?
w; = v

Luego se escribe la funcién score en forma de matriz, descrito por Paula (2010):

OL(0)
o8
= oXTWRVI(y — )

Us(0) =

Donde:

= X es una matriz n X p+ 1 de rango completo cuyas filas son denotadas por a:iT, 1=

1,...,n,

» W = diag{wi,...,w,} es una matriz de ponderaciones,

V =diag{V1,..., V., },
[ ] ’y = (yl; ...,yn)T y
. = (it i)

Matriz de Informacion de Fisher para 3

Para obtener la matriz de informacién de Fisher se necesita calcular la segunda derivada:

8/8]8/8l B ¢;(yz )d/L ( 7 xz]le‘i‘(ﬁz d d 2 .’]7” oy ¢Z d/,tz i xz_]-fvll

Cuyos valores esperados estan dados por:

0?L(0) de; du,
E = - i
Yos,08) ¢Z i )
(dpi/dn;)?
= 9 Z H‘//n)xijxil
i=1 '
n
= =0 wimijz
i=1
Luego, podemos escribir la informacion de Fisher para 3 en forma matricial y denotarlo
como:
Koo) - p-2H0),
= ¢oXTWX
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En particular, para el enlace canénico (6; = 7;), estas cantidades toman formas simplificadas:
Us=0X"(y —p)
B Yy—np

Kgs=¢X"VX

Si particionamos el vector de pardmetros 3 = ( 1T, BQT)T, la funcién score y la matriz de

informacién de Fisher para el pardmetros 3, se tiene respectivamente:
Ug, = ¢XTW'"V 12y — p)
Kpp =X WX,

Funcién Score para ¢

La funcién score para el pardmetro ¢ como en Paula (2010) estd dada por:

Del punto (2.1)
L(f(yi; 05, 0) = Hf(y¢;9,¢)
= emp[z ¢~ {yibi — b(6:)} + c(ui, 9)]]

Tomando logaritmo:

L(0) = In(i(f(vi;0i,9)))
= > [¢{witi — b0+ _[c(yi, )]

i=1 i=1

derivando: n n
agg)) = {withi — b0} + > ¢ (1. 0)

i=1 i=1

donde:
(o ) = 20
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Matriz de Informacién de Fisher para ¢

Para obtener la informacion de Fisher para ¢ se tiene que calcular:

a ¢2 Z ¢ (i, &

donde:

%c(yi, ®)

c//(yi’ (b) = 8¢2

Por lo tanto, la informacién de Fisher para ¢ es dada por:

0L ()
0¢? }

= —ZE{c”m,¢>}

Ku(0) = E{-

2.2.3. Estimacion de los Parametros

Estimacién de 3
Mediante el proceso iterativo de Newton-Raphson se obtiene la estimacion de Maxima
Verosimilitud de 3 y se define mediante la expansién de la funcién score Ug en torno a un

valor inicial 8, Paula (2010) tal que:

Uy =UY +U" (8- pO)

donde, UIB denota la primera derivada de Upg respecto a BT, siendo U/ﬂ(()) y U )
respectivamente, estas cantidades son evaluadas en ,6'(0). Por lo tanto, repetir el procedlmlento

anterior, genera el proceso iterativo siguiente:

B = B 1 {(~Uy) YUY

donde m = 0,1,.... Como la matriz —U/ﬁ puede ser no positiva definida, la aplicacién del
método Score de Fisher sustituye la matriz —Ulﬁ por el correspondiente valor esperado K gg.

Esto da como resultado el siguiente proceso iterativo:

I@(m+1) _ I@(m) + {(_KEE)}(m)U(m)

donde m = 0,1, ...
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Trabajando el lado derecho de la expresién anterior, se llega a minimos cuadrados

iterativos reponderados como sigue:

Bt = (xTw ) x) (=1 x Ty (m) z(m) (2.8)
Donde:
= m=0,1,..
s z=n+ W IPV2(y —p)

Ademds z desempena el papel de una variable dependiente modificada y W es una matriz

de pesos que cambia en cada paso del proceso iterativo.

La convergencia de (2.8) generalmente se produce en un nimero finito de pasos, indepen-
dientemente de los valores iniciales utilizados. Es usual tomar como valor inicial n(® = g(y)
para (2.8).

Por ejemplo con la binomial logistica, obtenemos w = nu(l — p) y la modificacién de la

variable dependiente dada por z =1+ (y + np)/nu(l — w).

Recordando para el modelo lineal normal no es necesario recurrir al proceso iterativo (2.8)

para obtener la estimacion de probabilidad maxima. En este caso, B toma la forma de:

B=(X"X)' X"y

Se puede observar que el lado derecho de (2.8) no depende de ¢. Por lo tanto para obtener

3 no es preciso conocer ¢.

Estimacion de ¢

Igualando la funcién score Uy a cero, se llega a la siguiente solucién:

> i) = Dlys ) — > _{yifl — b(6:)}
=1

=1

donde D(y; f1) es la funcién desvio del modelo a estimar.

Se ha encontrado que la estimaciéon de méaxima verosimilitud para ¢ para el caso normal y

normal inversa, igualando Uy a cero, esta dada por:

- n
= Dly:p)
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2.3. Enlace Candnico

Asumiendo ¢ conocido, la funcién log verosimilitud para un MLG con respuesta

independiente se puede expresar como:

n

LB) = > o Huih — b(0)} + > clyi, )
=1

i=1
Un caso particularmente importante se produce cuando el pardmetro canénico (6;)

2
coincide con la prediccién lineal; es decir, cuando 6; = n; = zi; ;. En este caso, L(B3)
—

J
viene dada por:

LB) =Y ¢ Hyi ) w8 —bQ_wisBi)} + Y c(yi 9)
i=1 j=1 j=1 i=1

La creacion del estadistico;

n
Si=¢Y yixy
j=1

donde L(3) es expresado de la siguiente forma:

LB) =8B =&Y b ziiBy) + Y c(ui,¢)
i=1 j=1 j=1

i=1

Luego, por el teorema de factorizacién del estadistico S = (51, ..., Sp)T es suficiente para el
minimo vector @ = (B4, ..., Bp). Los enlaces que corresponden al estadistico son llamadas

enlaces candnicos y juegan un papel importante en la teoria de los MLGs.

Una de las ventajas de usar enlaces candnicos es que garantizan la concavidad de la
funcién log-verosimilitud L(8) y por tanto se obtienen resultados asintéticos facilmente. La
concavidad de la funcién log-verosimilitud L(3) garantiza la unicidad de la estimacién de

méaxima verosimilitud S cuando ésta existe.

2.4. Funcién Desvio

La bondad de ajuste en un MLG es evaluado a través de la funcién desvio:

D(y; r) = 2{L(y;y) — L(f1;y)}

Suponiendo que el logaritmo de la funciéon verosimilitud estd definida como en Paula
(2010):

L(p;y) = Z L3 yi)
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donde:

i =g~ ()

n =z B

Luego el modelo con un pardmetro por observacion se llama un modelo saturado.

Para el modelo saturado (p = n) la funcién L(p;y) esté estimada por:

n
L(y;y) = > L(yisvi)
i=1
Es decir, la estimacién de maxima verosimilitud de p; estd dada por [; = y;. Cuando
p < n, denotamos la estimacién de L(p;y) por L(fi;y). En este caso, la estimacién de

méxima verosimilitud y; viene dada por fi; = g~ !(#;), donde:

N T 2
N =x; B

Entonces la calidad del ajuste de MLG se evalia a través de la funcién desvio:

D*(y; p) = ¢D(y; o) = 2{L(y;y) — L(f;9)}

que es la diferencia entre el logaritmo de la funcién de verosimilitud del modelo saturado
(con n pardmetros) y el modelo a estimar (con p pardmetros) evaluados en una estimacién
méxima verosimilitud 3. Un valor pequeno para una funcién desvio indica un menor ntimero

de pardmetros, obtenemos un ajuste tan bueno como cuando se ajuste un modelo saturado.

Sea:

Estimaciones de maxima verosimilitud de @ para los modelos con p pardmetros (p < n)y
modelos saturado (p = n), respectivamente, tenemos que la funcién D(y; f1) alternativamente

estd dada por:

D(y; ) =2 {wi(6i — 6;) + (b(8;) — b(6:))}

=1

Donde el desvio es siempre mayor o igual a cero. Para probar la adecuacién a un MLG, el
valor del desvio debe ser comparado con el percentil de alguna distribucién de probabilidad
referente. En la préctica, la funciéon desvio se compara con los percentiles de una distribucion
X%fp McCullagh y Nelder (1991).
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2.5. La Variable Offset

En aquellos casos en que los conteos de las observaciones se dan en periodos de tiempo,
tamano de poblacién, espacios no homogéneos entre los valores de las variables explicativas
se requiere una correccion, es recomendable incluir en el modelo un término adicional: la
variable de control, también denominada offset que se simboliza por t.

Si u; es la media de conteo de y;, luego la presencia del ratio p;/t de interés Jong v Heller
(2008) y

COREA:

cuando ¢(.) es la funcién Log, esto se convierte en:

entonces:

In(pi) = In(t) + = B

donde la variable ¢ es llamada de exposicién y In(¢) es llamada offset. Un offset efectivamente
es otra variable x en la regresién, con un coeficiente § igual 1. t; es un vector de columnas
que contiene las variables de exposicién para cada unidad de observacion. Con la variable

offset, y tiene un valor esperado directamente proporcional a la exposicién:

i = texiT

Entonces el offset es utilizado para hacer la correcién mencionada anteriormente.

2.6. Seleccién del Modelo

Existen varios criterios para seleccionar el mejor modelo alternativo, entre los principales
criterios para la comparacién tenemos el Criterio de Informacion de Akaike - AIC, propuesto
por Akaike (1974), es un indice que evalia tanto el ajuste del modelo a los datos como la
complejidad del modelo. La idea es seleccionar un modelo que es parsimonioso, que tenga un
numero reducido de pardmetros. Cuando el logaritmo de la funcién verosimilitud L(,@) crece
o aumenta el nimero de pardmetros del modelo, una propuesta razonable seria encontrar un

modelo con menor valor para la funcién:

AIC = —L(B) +2p
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Este método se extiende directamente para los MLG. Donde el método de Akaike puede
ser expresado de una forma mas simple con la funcién desvio del modelo. En este caso el

criterio consiste en encontrar un modelo tal que el valor sea minima:

AIC = ~D*(y; ) + 2p

donde D*(y; f1) es la funcién desvio del modelo y p es el nimero de pardmetros.

2.7. Andlisis de Diagnéstico

Seleccionado el modelo, es importante hacer un andlisis de diagnéstico para verificar el
ajuste de los datos a un MLG. Para este proceso, se seguird la metodologia propuesta por

Paula (2010) que consiste en:

= Puntos Leverage:

Considerando la expresion para B obtenida en el proceso de convergencia interactivo
dada en (2.8), Paula (2010) se tiene:

B=XTWX)1xTWwz (2.9)

—o WO

con Z2=n+W "V "T(y—p)

Por lo tanto, 8 puede ser interpretado como una soluciéon de minimos cuadrados de la

/

... = 1/2 = 1/2 . C
regresion lineal de W / z frente a la columna W ' X. La matriz de proyeccion H de

minimos cuadrados de Regresién Lineal de 2 versus a X con ponderacion W para los
MLG se define como:

H=-w"xxTWwx) 'xTw'’ (2.10)

Que sugiere utilizar los elemento de la diagonal hi de la matriz sombrero H , para

detectar presencia de puntos leverage.

Donde:

o hi = 99/

e H es simétrica é idempotente

Por ser idempotente, se tiene: Rango(I:I) = traza(I:I) = Y 7" hi; = p. Luego, se sugiere

que los puntos h;; > %p donde pueden ser considerados puntos palanca o de alto leverage.
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= Residuos para Puntos Aberrantes: Es importante precisar otro tipo de residuos

que son definidos como:

e Residuos en base a desvio: Los residuos mas utilizado en los Modelos Lineales
Generalizados se definen a partir de los componentes de la funcién de desvio. La

versién estandar (Ver McCullagh (1987)) es la siguiente:

tp, =

donde d(ys; i) = £v2{yi(6; — ;) + (b(6;) — b(8;))}1/2. Con el signo de d(y;; fi;) la

misma de (y; — fi;).

e Residuo de Pearson: El residual de Pearson es el residual mas 1égico e intuitivo.
Este residual corrige la heterocedasticidad debido a que incorpora la varianza de
1, sin embargo una desventaja es que su distribucién es bastante asimétrica para

modelos no normales. El residuo de Pearson estd definido como:

rp; = ¢Y2r}

1/2

donde 75 =V '"(y — ).

= Influencia 6 Distancia de Cook: Suponiendo ¢ conocido, la distancia en

verosimilitud, cuando eliminamos la ¢-ésima observacién es denotada por:

LD; = 2{L(B) - L(B))}

Es por tanto una medida que verifica una influencia de la eliminaciéon de la i-ésima
observacién en (3. Puesto que es imposible obtener una forma andlitica para LD;, es
usual utilizar una segunda aproximacién por series de Taylor en torno de 3. Esta

extension conduce al siguiente resultado:

LD; = (8- B) {~Lss(B)}B - B)}
Sustituyendo —flgg (B) por el correspondiente valor esperado y 3 por Bz obtenemos:

LD; = ¢(8—Bu)" (X"WX)(B - B;) (2.11)

Asi tenemos una buena aproximacién para LD; cuando L(B) es aproximadamente

cuadratica en torno a (3.
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Generalmente no es posible obtener una forma cerrada para B(; se obtiene una
aproximacién en un paso (Ver, Cook y Weisberg (1982)) que consiste en tomar la
primera iteraccion del proceso iterativo por el método Score de Fisher cuando se

comienza en (3

Esta aproximacién es introducida por Pregibon (1981):

Bl =B+ {~Eps(B) ' Liy(B)

Donde L (B) es la funcién de logaritmo de maxima verosimilitud sin la i-ésimo

observacién. Sustituyendo nuevamente —Lg5(3) por K(8) se obtiene:

2 f‘ Y 'UA)Z‘QO_l = _

Finalmente, sustituyendo en la expresién (2.11), la distancia de Cook es definida por:

Bii
LD; = {—(1 = ﬁ”)}té (2.13)
donde:
. o2 (yi — fui)
V(1 = ha)

Incorpora el i—ésimo h;; elementos de la matriz sombrero H

Grafico de probabilidad normal con Envelope

Para evaluar el ajuste de un modelo, también se puede utilizar el grafico de probabilidad

normal o semi-normal con envelope simulado.

El grafico de tp), versus a los valores esperados de las estadisticas de la normal

estandar, Z;) es dado por:

E(Zu) ~ o1 <i—3/8>

n+1/4
donde ¢(.) es la funcién de distribucién acumulada de N (0, 1).

También existe el grafico de probabilidad medio-normal con banda de ajuste simulada,
definido como el grafico de E = \ta)] frente a los valores esperados de £ = (|Z(;)]). Se

tiene la aproximacién:

n+i+1/2>

~ =1
B2z = o7 ("

Si se gréfica A; versus E(|Z(;)|). Puede ser informativo sobre la presencia de puntos

aberrantes y/o influyentes.
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Adicionalmente al andlisis de diagndstico, de manera complementaria se tiene:

= Residuos estandarizados versus a variables explicativas: Representa los residuos frente a
los valores ajustados ayuda a identificar si la falta de linealidad o la heterocedasticidad
es debido a algin punto aberrante. Si un punto estd relativamente por encima o muy

por debajo de la recta horizontal, es un valor atipico.

» Normalidad de los errores (q-q plot): El gréfico cuantil - cuantil sirve para ver si los
residuos tiene distribucién gaussiana (normal). En el caso perfecto, todos los puntos
estarian en linea recta. Los puntos que mas se desvia de la linea recta aparecen con

etiquetas identificadas.

= Raiz de valor absoluto de residuo frente a valores ajustados: éste grafico ayuda para el
diagnéstico de la homocedasticidad, pero dificulta el diagnéstico de linealidad; esto es
debido a las transformaciones que se someten los residuos, por lo que no ofrece ninguna

informacién relevante para el analisis de los residuos.

= Valores atipico frente a leverage: grafico de valores atipicos, el leverage es una medida
de influencia que tiene un punto en el calculo de los coeficientes del modelo. El leverage
se basa en la aportacién del punto a las varianzas de las variables independientes. Los
puntos poseen una influencia notable si el residuo correspondiente se separa mucho del

cero. Se suele considerar muy influyente si supera la distancia de Cook igual a 1.
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Capitulo 3

Modelos de Regresion para Datos de Conteo

3.1. Modelo de Regresion Poisson

Cuando la variable respuesta es de conteo. Es conveniente utilizar la distribucién de Pois-
son. Con el Modelo de Regresién de Poisson (MRP), la media de p se explica en términos de

las variables y através de un enlace adecuado.

3.1.1. Distribucién Poisson

Sea Y una variable aleatoria discreta que indica el nimero de veces que cierto evento

ocurre, tal que la funcién de probabilidad de Y; estd dada por:

fly)) = P(Yi=yi) =

T para y = 1,2,3...
Yi:

donde:

= y;: es el nimero de ocurrencias de un evento

= 4 es un parametro positivo que representa el niimero de veces que se espera que ocurra

el evento durante un periodo.

La funciéon acumulada de la distribucién Poisson se expresa por:

[yi]!

para y; > 0 donde I'(x,y) es la funcién Gamma incompleta

F(ylu) =

Propiedades de la distribucion de Poisson:

1. Si p crece, la masa de la distribucién se desplaza hacia la derecha. Entonces: E(y;) = p.
El parametro p es conocido como ”tasa” dado que es el nimero esperado de veces

que un evento ha ocurrido por unidad de tiempo.

2. La varianza es igual a la esperanza en la distribucién de Poisson. Esta propiedad se

conoce como equidispersién: E(y;) = Var(y;) = p

3. A medida que p crece, P(Y; = 0) decrece.
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Figura 3.1: Distribucién de Poisson
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4. A medida que p crece, la distribucion de Poisson se aproxima a la distribucién normal.

La funcién de probabilidad puede tomar diversas formas y valores para los parametros
que caracteriza esta distribucién. En la Figura 3.1 se presenta como si fuera densidades, pero
se debe considerar que se trata de valores discretos para la funcién de probabilidad de la

distribucién Poisson para diferentes valores de p;

3.1.2. La Distribuciéon Poisson como Familia Exponencial

Sea Y7, ..., Y, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidos. La funcién
de probabilidad de este vector pertenece a la familia exponencial y se puede escribir de la

siguiente forma:

Inf(y;) = exp{yin(pu;) — pi — In(y:!)}
yifi — b(0;)

= —In(y!) + 3

Donde:

= ¢ = 1, pardmetro de escala

= 0; = In(p)
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Esto muestra que la distribucion de Poisson es de la familia exponencial, donde:
V(0;) = €% = pi = Ey;)

1"

b (0;) = pi = Var(yi)

Es decir, en el modelo Poisson la media y la varianza son iguales entre si e igual a p;.

3.1.3. Modelo de Regresion Poisson

Decimos que una variable Y; sigue el modelo de Regresién Poisson si se cumple que:

Yi~P(u;), 1=1,2,3,..n

g(w) =mi == B
Donde:

w x; = (241, ..., zip)T es el vector de covariables explicativas.

» 3= (0o, ., BP)T, es el vector de parametros desconocidos.

Los elementos del Modelo de Regresion Poisson son:

= Componente Aleatorio: Dado Yi,...,Y,, un vector de variable respuesta positiva y

x; = (i1, ...mp)T un vector de covariables explicativas con parametro pu; especifica que:

Yi~ P(ui), i=1,2,3,..n

= Componente sistematico: Dado u;, y el llamado predictor lineal simbolizado por:

ni = Bo+ e+ ... + Bprip
P
= fPo+ Z,@jfﬂij
j=1

= Funcién Enlace: Ambos componentes desarrollados anteriormente son combinados en

el modelo, mediante la eleccién de una funcién enlace:

g(pi) =i
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Las més usada para MRP, son:

Cuadro 3.1: Enlaces para el Modelo de Regresiéon Poisson

Funciéon Enlace
Logaritmo logp; = n;
Identidad i =n;

Raiz Cuadrada /i; = n;

Cuando el enlace logaritmo ji; = exp(xiT,@) es positivo.

3.1.4. Funcién Desvio

Se tiene 6; = log(u;), lo que implica 6; = log(y;) para y; > 0y 6; = log(4i;). Por lo tanto
Paula (2010):

Dl ) = 23 ostos (2 - (s — )
i=1 “

Siy; = 0, el i-ésimo término de D(y; 1) es 2/i;. Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado

para el modelo Poisson de la funcién desvio:

: A O\ -
(s, i) = Q{Ayl log <u) (yi — 115) } ,ST y; >0,
24, ,siy; = 0.

3.1.5. Estimacion Maxima Verosimilitud del Modelo de Regresion Poisson

Sea Yi,...,Y, un conjunto con m observaciones aleatorias e independientes donde el

predictor es x, entonces la funciéon de verosimilitud es:

n

n
Il plexp(— 3 i)
1=

=1

—

y;!

=1

donde 1; = g~ (a7, B).

Una vez que la funcién enlace se ha seleccionado, se puede maximizar. El logaritmo de la

Funcion Verosimilitud estd dado por:

n n

L(B) =Y yiln(m) = > In(ps) — Y In(y:!)
=1

i=1 i=1

El valor que maximice L(3), es el vector de coeficientes estimado ,3

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




L o PONTIFICIA
TESIS PUCP gx_}\gﬁgﬁm

DEL PERU

3.2. Equidispersién

El Modelo de Regresiéon Poisson se presenta como un modelo con indudables mejoras
para representar datos de conteos, sin embargo éste puede resultar inapropiado debido a
incumplimiento de ciertos supuestos, cuyo origen es diverso Winkelmann (2000).

La distribucion de Poisson se caracteriza por la equidispersion, esto es:

Var(y) = E(y) = p

La equidispersion constituye un supuesto basico de diversos MLG. Una violacién del
supuesto de la variancia, es suficiente para violar el supuesto distribuciéon de Poisson. Sin
embargo, un problema que se da con cierta frecuencia en este modelo es que la relacién
media-varianza no es equitativa. Las desviaciones en relacién a la equidispersién pueden

resultar en:

» Sobredispersién: Var(y) > E(y) es decir si o2 > 1.

» Infradispersién o Subdispersién: Var(y) < E(y) es decir si 02 < 1

Tal como senalan Krzanowki (1998) y Winkelmann (2000), es mucho més frecuente una

situacién de sobredispersion que de infradispersion.

Cuando existe exceso de variacién en los datos, las estimaciones de los errores estandar
pueden resultar sesgadas, pudiendo presentarse errores en las inferencias a partir de los
pardametros del modelo de regresién Krzanowki (1998). Fenémeno que ocurre en aplicaciones

con distribuciones con varianza poco flexible como la Poisson o Binomial.

Entre las diversas causas de sobredispersién, se tiene:

Alta variabilidad en los datos

= Los datos no provienen de una distribuciéon Poisson
= Los eventos no ocurren independientemente a través del tiempo

= Falta de estabilidad; es decir la probabilidad de ocurrencia de un evento puede ser
independiente de la ocurrencia de la media p Winkelmann (2000) como omitir variables
explicativas o que entran al modelo a través de alguna transformacion en lugar de

linealmente.
= Frrores al elegir la funcién enlace.

= Es la heterogeneidad de la muestra que puede ser debido a la variabilidad entre

experimentos.
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Existen diversas propuestas para detectar sobredispersion, una de ella es el Indice de
dispersion (I,): Lindsey (19958) propone aplicar (I,,), como un indicador para evaluar
el supuesto de equidispersion. Se define como la razén entre la varianza y la esperanza

matematica.

_ Var(y)
" E(y)

Teéricamente, Var(y) = E(y), el Indice de dispersién deberfa ser igual a 1. Entonces:

(3.1)

= Posiblemente exista sobredispersién, si I, > 1,

= Indica infradispersién, si I, < 1.

La presencia de sobredispersién como de infradispersién dependerd de la magnitud del
valor del Indice de dispersién.

Otro indicador simple y sencillo para determinar sobredispersion es: Si la varianza esti-
mada es mas del doble de la media estimada, probablemente los datos permanezcan sobre-

dispersos aun después de la inclusién de regresores. Cameron v Trivedi (1986).

3.3. Modelo de Regresiéon Binomial Negativa

El Modelo de Regresién Binomial Negativa (MRBN) es casi siempre pensada como el
modelo alternativo al Modelo de Regresién Poisson que no impone igualdad entre la media

y la varianza, cuando hay sobredispersion en los datos.

3.3.1. Distribucién Binomial Negativa

La densidad de la distribucién binomial negativa es dada por:

(¢ +yi)

- o \Y,,?
T+ DI M)

flyi) =

Propiedades de la distribucién Binomial Negativa:
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Figura 3.2: Distribucién Binomial Negativa (0.5,10)
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La funcién de probabilidad puede tomar diversas formas y valores de los pardmetros que
caracteriza a la distribuciéon Binomial Negativa. En la figura 3.2 se presenta como si fueran
densidades, pero se trata de valores discretos, donde Y; ~ BN (0,5, 10).

3.3.2. La Distribucién Binomial Negativa como Familia Exponencial

La funcién de probabilidad de la binomial negativa es dada por:

fyis s @) = F(Zi(it)%qu) (M:j: ¢>yi <uii¢>¢

donde y = 0,1, ..., con pardmetros u; y ¢, con pu; >0y ¢ >0.

Sil/¢ — 0, entonces Var(Y;) — p; y la distribucién binomial negativa converge a una
distribucién de Poisson.

Cuando ¢ es fijo esta densidad pertenece a la familia exponencial y podriamos hablar de
un MLG binomial negativa.

Entonces, si denotamos Y|z ~ P(z)y Z ~ G(u, ¢) donde ¢ no depende de p Paula (2010).
En este caso:

E(Z) =
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Se tiene que:

flol) =
(im.6) = (o) 22

La funcion de probabilidad Y viene dada por:

PY =y) = /Ooof(yIZ)g(zm,cb)dz

L 6 [ —aré/w) sty—1
= B © < B

Transformando la variable:

¢
t=z(14)—
( )u
Tenemos:
dz - ¢ 1
- =1+ M)
De aqui se deduce que:
— _ WY ? ¢ ? —(o+y) /OO —tipty—1
PY=y) = y!F(qﬁ)(u) (1+M) : e 't dt
L(¢ +y)p¢?

()T (y + 1)(p + p)?T¥
. Tle+y) (- ) °

Liy+1DT(o) p+¢ “u+o
— (¢ + y) (1 . 7T)¢7Ty
I'(y + 1)I'(¢)

En el que m = p/(u + ).

Por lo tanto Y sigue una distribucién binominal negativa de media p y pardmetro de

dispersion ¢.
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Entonces la funciéon de probabilidad de esta distribucion, se puede escribir de la siguiente

forma:
[ pt o I'(y+9)
lo = exp{ylog(——) — plog(——) + log—"—=—
9/ (y) = explylog( =) = dlog(™=) + log e “yp v}
donde:
= ¢ = 1 pardmetro de escala
= 0 =log(;t5)
= b(0) = qblog(%f)
= b(0) = plog(1 — €%)
o (i ¢) = loglr i)
Ademsds se deduce lo siguiente:
E(Y;) = s
w2
Var(Y;) = p; + ?;

3.3.3. Modelo de Regresion Binomial Negativa

Decimos que una variable Y; sigue el modelo de Regresiéon Binomial Negativa, si cumple

que:

YZNBN(/J’L?QS)a i2071a2737"'a

9(w) =z} B

donde:

w x; = (v, ..., zip)T es el vector de covariables explicativas.

» 8= (B0, Bp)T, es el vector de pardmetros desconocidos.

Elementos del Modelo de Regresion Binomial Negativa:

= Componente Aleatorio: Sea Y7i,...,Y, una variable aleatoria independiente que
indica el nimero de sucesos necesarios para obtener r-éxitos. Es decir, el nimero de

éxito estd predeterminado y la aleatoriedad es el nimero de sucesos, de modo que:

YZNBN(u17¢)7 i:O7172737"'7
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= Componente sistematico: Dado u;, y el llamado predictor lineal simbolizado por:

n =zl B

s Funcién Enlace: Los dos componentes son combinados en el modelo, mediante la

eleccion de la funcién enlace:

9(pi) =i
Donde la g(.) es una funcién enlace.

Algunas enlaces usados para MRBN, son:

Cuadro 3.2: Enlaces para el Modelo de Regresién Binomial Negativa

Funcién Enlace
Logaritmo logu; = n;
Identidad i =15

Raiz Cuadrada  /i; = n;

3.3.4. Funcién Desvio

Si se asume ¢ fijo, la funcién desvio es dada por Paula (2010):

Dy 5) = 2 plog{ ) 4 yutog il t9)
(y; ) 2;[¢Og{yi+¢}+y Og{ﬂi(yi+¢)}]

donde fi; = g~ (x'B). Bajo la hipdtesis de que el modelo adoptado es correcto D*(y; f1) para

¢ y p; grande. Sigue una distribucién X (Qn_p) con (n — p) grado de libertad.

3.4. Estimacién Maxima Verosimilitud para Modelo de Regresiéon Bino-
mial Negativa

Se considera la particién 8 = (,BT, #)T', que denota el logaritmo de la funcién verosimilitud
por: Paula (2010)

n

1(6) = >_llog{ g, 5 + 910w +ailog i = (64 i) og(ys + 0]

=1
T

donde p; = g1 (' B), es una funcién score para 3.
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Calculamos inicialmente las derivadas para la funcién score para 3:

oLO) _ Z{ Yi dpidn; (9 +yi) dps 8m}
9B, pidn; B (¢4 ps) dn; 0B;
_ &%x“_ (¢ + i) d’”z-}
= ppdy (¢ ) dig Y
_ ¢(dﬂz/d771 . N
= Z wi fi (i — )i
i—1
Donde:
_ (dui/dmi)®
(2o + )
dj;
fi==
T

Luego podemos expresar la funcion score en forma matricial para 3:

Up(0) = X"WF ' (y —p)
Donde:
= X es una matriz con modelo lineal: a:;fp,i =1,..,n,
» W = diag{ws, ..., w,} con w; = %
» F =diag{fi,..., fa} con fi = jﬁ;;
=y = (Y1, n)”
= = (s )"

Lo mismo podemos expresar para la funcién score de ¢, dada por:

n

Uy(0)

=1

donde 9 (.) es una funcién digama.

Para obtener la matriz de informacién de Fisher calculamos las derivadas:

02L(0)
08,08

— _Z{(
i=1
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Cuyos valores esperados son dados por:

PLO), _ N sldufdn)
Bogon’ = ~ L rp mum

n
= - Z WiTijTq
i=1

Luego, podemos expresar la informacién de Fisher para 3, en forma matricial:

92L(8)
o0posT

Lawless (1982) muestra que la informacién de Fisher para ¢ se puede expresar como:

K5(0) = E{ }=XTWX

Kgs(0) => D (6+4)°Pr(Yi > j) — ¢ 1pi/ (i + ¢)

i=1 j=1

donde B y ¢ son parametros ortogonales. Por lo tanto, la matriz de informacién de Fisher

para 0 asume la forma de bloque diagonal:

K 0
Ko = o
0 Kyp

La estimaciéon de maxima verosimilitud para @ y ¢ puede ser obtenida a través de un
algoritmo de minimos cuadrados ponderados para obtener 6 desarrollado a partir del punto
(3.2) y el método de Newton-Raphson para obtener ¢ desarrollado a partir del punto (3.3)

que se describe a continuacién:

I@(m—l—l) A (XTW(m)X)—lXTW(m)y*(m)

y
(m+1) _ ym) _ ¢ U6
o) = ¢ {iEZZ)}
param =0,1,2,..., en la que:

Yy =XB+F (y—p)
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3.5. Implementacién Computacional
3.5.1. Ajuste del Modelo

El Modelo de Regresiéon Poisson y el modelo de Regresiéon Binomial Negativa en su
estimacién cldsica son casos particulares de la estimacion presentada en el capitulo 2 del
presente estudio para los MLG.

La implementacién computacional para la estimacién clasica se realiza a través de la li-

breria Mass y glm2 del programa R Development Core Team (2011), mediante las funciones:

glm?2:
Estima los modelos lineales generalizados, pero con un método de ajuste modificado pre-
determinado que proporciona una mayor estabilidad para ciertos modelos que pueden fallar

al converger con la funcién glm.

glm.bn:

El paquete MASS, proporciona la funcién binomial negativa que directamente se puede
enlazar en la funcién glm(), siempre que el argumento de 6; sea especificado. ; no se conoce,
pero se estima a partir de los datos, el modelo binomial negativa no es un caso especial de
los MLG, sin embargo, un ajuste de los Modelos Lineales puede ser reutilizado en los MLG,
métodologia de calculo por iteraccién de los 5 dado 6; y viceversa. Esto conduce a estima-

ciones de los Modelos Lineales tanto para 8y 6;.

stepAIC:
Una manera de aplicar el criterio de Akaike - AIC, es partiendo del mayor modelo cuyos
resultados se guarda en el objeto fit.model, para después utilizar el comando stepAIC. Cuan-

do mas pequeno son los criterios mejor son los ajustes.

3.5.2. Grafico de Diagnéstico del modelo

Muestra la sensibilidad del modelo usado para el andlisis de diagndstico en los MLG,
identificando puntos de leverage, influencia 6 distancia de Cook, residuos(aberrantes) usando
los residuos tp,, luego de ajustar el modelo, tratado en el capitulo 2 de la secciéon 2.7. La
implementacién computacional para la adecuacién del modelo, se usa el programa diagnodstico

desarrollados por Paula (2010), que presenta:

= Punto Leverage
Con este grafico se desea verificar si alguna observacién son punto leverage.

Inicialmente se ilustra como calcular h;. Los valores se almacenan en fit.model. La

matriz diseno X se obtiene con el siguiente comando:

X=model .matrix(fit.model)
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Donde V' se puede mostrar la matriz V. Obtenemos la diagonal principal de V' debe
ser obtenido a partir de ajustes de los modelos que a su vez son extraidos a través del
comando fitted(fit.model). Como por ejemplo la matriz con las funciones de varianza

estimada serfa obtenido con un modelo de Poisson de la siguiente manera:

<
I

fitted(fit.model)
diag(V)

<
I

En particular una matriz W también depende de los valores ajustados, sin embargo

tanto, como en la matriz de peso, se puede obtener directamente mediante:

W=fit.model$weights
w=diag(V)

Una vez obtenida la matriz W se puede obtener los elementos h;; con la matriz:

fu s
I

solve (t (XD %*%W/*%X)
sqrt (W) %x%X%* k%)t (X) f*%hsqrt (W)

==
I

Vector hat o leverages:

h = diag(H)

Grafico de indice para hy;, a fin de detectar punto leverage.

Plot(h, xlab="Indice", ylab="leverage")

Residuos para puntos Aberrantes

Almacenando en fit la estimacion de ¢, éste componente de desvio de residuos

estandarizados son obtenidos de la siguiente manera:

Residuo en base a Desvio:

rd
td

resid(fit.model, type= "deviance")
rdxsqrt(£i/(1-h))

Residuo de Pearson:

rp = resid(fit.model, type= "pearson")
rp = sqrt(fi)*rp
ts = rp/sqrt(l - h)

Recordando que los enlaces canénicos W y V' coinciden.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




L o PONTIFICIA
TESIS PUCP gx_}\gﬁgﬁm

[EL PERU

s Influencia 6 distancia de Cook

Los puntos de influencia se detectan mediante el andlogo del estadistico de Cook de
los modelos lineales clasicos. La influencia puede ser medida a través del cambio en la

estimacién de los parametros cuando una i-ésima observacion es retirada.

El vector de la distancia de Cook es facilmente obtenido con el comando:

LD=h(ts~2)/(1-h)
plot(LD, ylab="Distancia de cook", xlab="Indice")

La construccion de los graficos desarrollados por Gilberto Paula se encuentra en:

o hittp : www.ime.usp.br/ ~ giapaula/diag — pois

e hittp : www.ime.usp.br/ ~ giapaula/diag — bino

Se ejecuta a través de la secuencia de comandos:

fit.model <- ajuste
attach(dados)

source("diag_pois")

Grafico de probabilidad normal con Envelope:
Otra técnica para evaluar el ajuste del modelo son las bandas de ajuste a través de
simulaciones el cual se denomina Envelope. Consiste en generar residuos que tienen media

cero y matriz de varianza - convarianza (I, — H). El procedimiento es:

1. Generar n observaciones P(u) y almacenarlas en el vector y = (y1, ..., yn)"

2. Ajustar y frente X y obtener r; = y; — y;, ¢ = 1,...,n tenemos que E(r;) = 0,
VCM“(’I“Z') =1- hii y COU(Ti,Tj) = —hij

3. Obtenemos tp, = r;/{1 — hy}'/?i=1,..,n

4. Repetir los pasos (1)-(3) m veces. Luego tenemos, residuos que genera tz‘ij),i =1,..,n

vi=1,..m

5. Colocamos cada grupo de n residuos en orden creciente, obteniendo t?i)j,i =1,..,ny

j=1,....m
*

6. Obtener los limites t?i) = mangti; y t’("i) g = maa:jt(i) i asi, los limites correspondientes

del i-ésimo residuo seria dado por t’("i) IR t’(“i) g
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Sugiere Atkinson (1985) generar n = 19 veces, tal que la probabilidad que el valor abso-

luto de un residual se encuentra fuera del envelope, se aproxima igual a % = 0,05.

La construccion de los graficos desarrollados por Gilberto Paula, se encuentra en:

» hitp : www.ime.usp.br/ ~ giapaula/envel — pois

» hitp : www.ime.usp.br/ ~ giapaula/envel — bino
Se ejecuta a través de las secuencia de comandos:

fit.model <- ajuste
attach(dados)

source("envel_pois")

Ademas se usard de manera complementaria, implementada en R:
plot:
Los residuos pueden guiar sobre la adecuacién del modelo. La funcién genérica plot(),

muestra los graficos residuales para un objeto del tipo "Im”6 ”glm”, que genera figuras de:

= Residuos estandarizados frente a variables explicativas

Normalidad de los Errores (q-q plot)
s Raiz de valor absoluto de residuos

= Valores atipicos frente a leverage
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Capitulo 4
Aplicacion

4.1. The Aircraft Damage

Para ilustrar la metodologia presentada en el Capitulo 3, se analiza el Modelo de Regresion
Poisson para los datos de Aviones danados de Montgomery (2006). Los datos consisten en

30 observaciones y considera las siguientes variables:

= Damage: ntimero de danos encontrados en las aeronaves durante la guerra de Vietnam,

en la armada de los Estados Unidos

» Type: variable binaria que indica el tipo de avién (0 para aviénes A-4 Skyhawk4, 1

para aviones A-6 Intruder)
= Bombload: carga de bombas en toneladas

= Airexp: totales de meses de experiencia de la tripulacién

4.1.1. Estadistica Descriptiva preliminar The Aircraft Damage

Previo al andlisis del Modelo Lineal Generalizado para datos de conteo se llevé a cabo
el analisis exploratorio, los resultados se presentan en el cuadro 4.1, donde se observa que
el promedio de danos ubicados en las aeronaves es aproximadamente de 2 danos, con una
tendencia a variar por debajo o encima. Ademds existen naves que no sufren ningin dano y

otras que tuvieron un valor maximo de 7 dafios.

Con respecto a la carga de bombas en los aviones el promedio es de 8, con una tendencia

a variar de 9 aproximadamente, con un valor minimo de 4 y 14 como maximo.

El promedio de meses de experiencia de la tripulacion de las aeronaves es de 81, con una
tendencia a variar por debajo o encima de los 19 meses y la mayor cantidad de meses de
experiencia es de 120, mientras que la mas pequena es de 50 con una amplitud de distribucién
de 70.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




L o PONTIFICIA
TESIS PUCP gx_}\gﬁgﬁm

[EL PERU

Cuadro 4.1: Estadistica Descriptiva The Aircraft Damage - Preliminar

Estadisticas damagY type bomb air
Media 1.53 0.50 8.10 80.76
Mediana 1.00 0.50 7.50 80.25
Moda 1.00 0.00 7.00 50.00
Desv. Tip. 1.77 0.50 2.98 19.44
Varianza 3.15 0.25 8.99  377.93
Asimetria 1.72 0.00 0.66 0.28
Rango 7.00 1.00  10.00 70.00
Minimo 0.00 0.00 4.00 50.00
Maéximo 7.00 1.00  14.00 120.00

Figura 4.1: Distribucién The Aircraft Damage

1

757

Frecuencia

5,07

|

T T T
-2)00 0,00 200 4.00 6,00 8,00

damag_Y

En la figura N° 4.1 se presenta la distribucién de la variable nimero de danos encontrados
en las aeronaves durante la guerra de Vietnam, ademads se observa una fuerte asimetria hacia

la derecha, por existir mayor cantidad de aeronaves con danos encontrados,

El supuesto fundamental para la aplicacion del Modelo de Regresion Poisson, es que exista
equidispersién, el cual fue descrito en (3.2) del capitulo 3. Para determinar que no exista

sobredispersién de la variable respuesta, se presenta a continuacién el Indice de dispersion:

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL. PERU

Noétese que los datos presentan sobredispersién, segiin la ecuacion anterior, donde el In-

dice de dispersion es mayor a 1. No obstante para ilustrar la metodoldgia del Modelo de

Regresién Poisson, ignoramos la sobredispersién y estimaremos los parametros mediante la

Funcién de Verosimilitud.

4.1.2. Modelo de Regresion Poisson para datos The Aircraft Damage

Supongamos que el nimero de danos en las aeronaves en cada misién es independiente al

de otras para un Modelo de Regresién Poisson con pardametros ;.

Sea Y numero de danos ubicados en la aeronaves que se produce en 30 misiones,

suponemaos:

damage; ~ Poisson(;)

Mediante el criterio de AIC se determina el mejor modelo o en su defecto el mas apropiado

para el conjunto de datos «The Aircraft Damage». Ver cuadro N° 4.2.

Cuadro 4.2: Valores AIC para los modelos de datos The Aircraft Damage

Modelo Null Residual Funcion AIC
Deviance Deviance Desvio
Type 5388 38.28 28.95  95.98
Bombload 53.88 29.21 45.79  86.90
Airexp 53.88 50.54 6.20 108.20
Type + Bombload 53.88 28.63 46.86  88.33
Type + Airexp 53.88 32.19 40.26  91.89
Bombload + Airexp 53.88 27.22 49.48  86.92
Type + Bombload + Airexp 53.88 25.95 51.84  87.65

El modelo que presenta mejor ajuste al conjunto de datos de acuerdo a su AIC=86.90 es

el modelo que considera a la variable «Bombload», esto debido a que es el valor méas bajo
entre todos los valores de AIC. (Véase Ntzoufras (2009))

El modelo a ser considerado es:

damage; = By + [S1bombload;,

i=1,2,....,30

(4.1)

En el cuadro N° 4.3 se presenta los estimadores de los coeficientes de regresion para el

modelo de la ecuacién (4.1).
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Cuadro 4.3: Estimacion del niumero de danos encontrados en las aeronaves para el modelo «Bombload»
mediante el Modelo de Regresion Poisson con enlace Log lineal

Coeficiente Estimacién Error z value Pr(> |z|)
Estandar

(Intercept) -1.70097 0.50685 -3.356  0.000791

bombload 0.23112 0.04677 4.942  7.72e-07

Se define desvianza nula como la desviacién para el modelo que tiene solo la constante, la
desvianza residual es la desviacién del modelo que tiene la constante y la variable Bombload
con valores 53,883 y 29,206 respectivamente. La diferencia entre los dos valores tiene una
distribucién chi-cuadrado con 29 grado de libertad. Determinado por Cayuela (2011) sobre

la variabilidad, el modelo explica:

DesvianzaNula — DesvianzaResidual

= 1
£ DesvianzaNula P
2 53,883 — 29,206 100
53,883
= 45,79

El modelo dado en la ecuacién (4.1) para la regresién Poisson con enlace logaritmo explica
un 45,79 % el ntimero de danos debido a la carga en el avién, asimismo se observa que las

variables son significativas en la estimacion.

Diagnéstico para el modelo de la ecuacién (4.1) mediante el Modelo de Regresion
Poisson:

Seleccionado el modelo, se procede a validar el MLG, asumiendo una familia Poisson y
se realizan graficos de diagnéstico. El modelo explica el niimero de danos respecto a la carga
en el avién. (Ver figura N°4.2).

Considerando el andlisis de diagnésticos en la figura N°4.2 a) se presenta los valores hi;
en cualquiera de los 8 grupos y se puede observar que destaca un punto. En la Figura N°4.2
b) se denota al menos 2 puntos con mayor influencia en B destando el punto 25. De la figura
N°4.2 ¢) se muestra la influencia del punto 25 encontrandose fuera de la banda. Por lo tanto

existe evidencia de observaciones influyentes en el ajuste.

Ajustando el modelo sin el punto 25, en la figura N°4.3 se sigue observando otro punto
29 como influyente, el grafico de distancia de Cook y el grafico de andlisis de residuos se
observan varios puntos fuera de la banda, notdndose que el modelo no mejora a pesar de
eliminar un punto influyente, lo que confirma que el Modelo de Regresién de Poisson no

ajusta convenientemente a los datos.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DE'. PERU

Figura 4.2: Diagnéstico para el modelo de la ecuacién (4.1) mediante el Modelo de Regresién Poisson
con enlace log Lineal

* *
o - 1
7] s =
o [=1
= W 1]
2 = R -
s 9 ©
- B O
. B i Rl
T} o - *
[ == F
o ™es o 2 A + wn’ets e
T T T T T T T 1T T 1
1 2 3 4 0 5 10 20 30
Valores Ajustados Indice
a) b)
2
o
a 25 *
— o =
=) ™ *
=
& O TTTTTTT L N
[=4 _ » —
g -— - .. - g
g' | ", e @ .%
E . *
— %
S : T - =
o e * ==
=
2 m o
o T 1T 1T T T 1
v

Preditor Linear
dj

Figura 4.3: Diagndstico para el modelo de la ecuacién (4.1) sin el punto 25 mediante el Modelo log
Lineal de la Regresién Poisson
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4.1.3. Modelo de Regresion Binomial Negativa para datos The Aircraft Damage

Como se ha indicado, el modelo de Regresiéon Binomial Negativa es adecuado cuando los
datos cumplen todos los requisitos del modelo de Poisson y ademés presentan sobredisper-

sion, evaluamos este modelo para los datos The Aircraft Damage.

Cuadro 4.4: Estimacién de los nimeros de danos encontrados en las aeronaves para el modelo de la
ecuacién (4.1) mediante el Modelo de Regresién Binomial Negativa con enlace log Lineal

Coeficiente Estimacién Error z value Pr(> |z|)
Estandar

(Intercept) -1.70093 0.50689 -3.356  0.000792

bombload 0.23112 0.04677 4.942  7.75e-07

Definido anteriormente al modelo de la ecuacién (4.1) se presenta en el cuadro N°
4.4 la estimacion mediante el modelo Regresién Binomial Negativa con enlace logaritmo,
presentando un valor AIC=86.902 y la variabilidad del modelo es determinada mediante el

desvio explicada:

D — 53,875 — 29,202 100
53,875

= 45,80

El modelo explica un 45,80 % el niimero de danos debido a la carga en el avién. Asimismo

la variable resulté ser significativa para la estimacién del modelo «Bombload».

Diagnéstico para el modelo de la ecuaciéon (4.1) mediante el Modelo de Regresién
Binomial Negativa:

Se procede a validar el MLG, asumiendo un Modelo de Regresién Binomial Negativa con
graficos de diagnéstico. El modelo explica el nimero de dafios respecto a la carga en el avion.
(Ver figura N°4.4).

Mediante el andlisis de diagndstico en la figura N°4.4 a) del gréfico de h;; indica que existe
una observacién con alto leverage y que podria ser una observacion influyente. En la figura
N°4.4 b) se denonta al menos 3 puntos con mayor influencia en B siendo el punto 25 con
mayor presencia. De la figura N°4.4 c) de los residuales con bandas simuladas se confirma la
presencia de datos atipicos como el punto 25.

Ajustando el modelo eliminando el punto 25, en la figura N°4.5 se observa que todavia
existe un punto influyente en el grafico de la distancia de Cook en el grafico de residuos no
se puede determinar que existe puntos aberrantes observandose en el grafico los datos dentro

de la banda. El modelo mejora notablemente retirando el punto 25.
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Figura 4.4: Diagnéstico para el modelo de la ecuacién (4.1) mediante el Modelo de Regresion Binomial

Negativa con enlace log Lineal
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Cuadro 4.5: Comparacién final entre ambos modelos de regresién para el modelo de la ecuacién (4.1),

sin el punto 25

Regresion de Poisson Regresion Binomial Negativa
Variable Estimacién Error Pr(> |z|) | Estimacién Error Pr(> |z|)
Estandar Estandar
(Intercept) -1.84259 0.62592 0.00659 -2.03263 0.55492 0.000249
bombload 0.40185 0.07244 7.03e-06 0.25408 0.04046 366.e-07
AIC 95.3.14 77.937
Desvio Exp. 53.26 55.42

Se observa en los cuadros N° 4.3 y 4.4 que los dos modelos ajustado son muy similares

y presenta igual porcentaje de desvio para los Modelo de Regresion Poisson y el Modelo de

Regresion Binomial Negativa.

Sin embargo se puede observar el cuadro N° 4.5, en relacion a los modelos de Regresién

Poisson y Binomial Negativa estimados para datos de conteo, se ajusta mejor el

MRBN

eliminando el valor 25, que se determiné como un valor atipico. El Modelo de Regresién
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Figura 4.5: Diagnéstico para el Modelo de la ecuacién (4.1) eliminado la etiqueta 25 - Modelo log
Lineal de Regresién Binomial Negativa ajustado
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Binomial Negativa con enlace logaritmo para los datos de conteo The Aircraft Damage es-
pecificamente el modelo de la ecuacién (4.1) mejora notable presentando un AIC=77.93 y
explicando el modelo un 55 %, aproximadamente, verificandose en la figura N°4.5. Los cédi-

gos utilizados para esta aplicacién se presentan en el Apéndice B en el punto B.1.

Finalmente el modelo estimado de la ecuacién (4.1) eliminando el punto 25 mediante la

Regresién Binomial Negativa con enlace logaritmo es:

log(damage;) = —2,03263 + 0,25408bombload i =1,2,....,.30

De la ecuacion, se puede interpretar que, por cada aumento en una unidad de la variable
carga de bombas en aviones, el nimero de danios ubicados en las aeronaves aumenta en

0.25408 unidades.
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4.2. Aplicacién en Resultados Electorales

Para el andlisis de resultados electorales, se utilizan los datos del ntimero de votos
alcanzado por un determinado candidato en una circunscripcion electoral y se opta por el
modelo de Regresiéon Poisson, teniendo en cuenta ademas los factores de las variables que
influyen en la determinacién del candidato electo. En ésta oportunidad se hara uso de la base
de datos de los resultados electoral de las Elecciones Generales Presidenciales del 2011 en el
Pert.

El estudio se centrard en la influencia del contexto social en la elecciéon de un candidato,
entendiéndose como covariables el ingreso promedio percapita, porcentaje de mujeres anal-

fabetas, Indice de desarrollo humano, etc. Los datos corresponden a las 25 regiones del pais.

4.2.1. Definicién y descripcién de las variables

En el cuadro 4.6 define las variables con las que se desarrollara el modelo alcanzado por

un determinado candidato en una circunscripcion electoral y sus 16 variables explicativas.

Cuadro 4.6: Variables de Datos Electorales Peruanos considerados en la aplicacién a nivel de Regiones

Cédigo Nombre de Descripcion

Variable

Y Voto Hum Votos obtenido por Ollanta Humala Tasso

T Pob 11 Total de Poblacién Estimada a Junio de 2011

T2 P11 65 Poblacién Estimada a Junio de 2011 mayores de 65 afios
T3 Ele Hab Ntumeros de electores hébiles

T4 Ele 65 Numero de electores mayores de 65 anos

5 PobRura Poblacién en el drea rural

Tg Quint Indice de carencias - Quintil

7 SinAgua Poblacién sin agua

g SinDesa Poblacion sin desagiie

To SinElec Poblacién sin electricidad
T10 TasaAnaf Mujeres analfabetas
T11 Nino0O 12 Nino entre 0 a 12 anos
T12 TasaDes Tasa de desnutricién. Ninos de 6-9 anos
z13 IndDesHu Indice de Desarrollo Humano (IDH) 2007
214 Ing Per Ingreso Promedio Percapital Mensual (Nuevos Soles)
Z15 Sever Severidad (FGT2)
T16 GiniDes Coeficiente Gini

Descripcién de las variables:

= Voto Hum: «Votos obtenidos por el candidato Ollanta Humala» en la primera vuelta
de las elecciones Generales y Parlamento Andino 2011, realizado el 10 de abril de 2011,
la cual fue convocada por la Presidencia del Consejo de Ministro - PCM con DS N° 105-
2010-PCM de fecha 05 de diciembre de 2010, para elegir Presidente de la Reptblica,

Vicepresidentes, Congresistas y representantes peruanos ante el Parlamento Andino
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para el periodo 2011-2016, elaborado por Bazan, J. and Sulmont, D. and Calderdn, A.
and Millones, O. (2010).

El ntimero obtenido en cada Regién del Perd se procedié a dividir entre 10,000, una

vez dividido se adecud a nimeros enteros para ser usado en datos de conteo.

Pob 11: Total de Poblacién Estimada a Junio de 2011. «Las proyecciones de poblacién
por provincias y distritos del pais son derivadas de las proyecciones de poblaciéon por
departamento, obtenidas previamente. Uno de los modelos matemaéticos empleados
en demografia para analizar las tendencias del crecimiento de una poblacién y de
diversos indicadores demograficos es la funcion logistica, la que fueron utilizadas para
la estimacion de la poblacién» (Boletin Especial N°18 - INEI - 2009).

P11 65: Poblacién Estimada a Junio de 2011 de personas mayores de 65 anos,
proyeccién extraida del Total de poblacién estimada a junio de 2011 realizada por

el Instituto Nacional de Estadistica e Informéatica - INEI.

Ele Hab.: Ntumero de personas mayores de 18 anos, sin impedimento de votar para el

proceso de las Elecciones Generales y Parlamento Andino 2011.

Ele 65: Numero de electores habiles mayores de 65 anos, sin impedimento de votar.

Para el estudio de las covariables antes mencionadas se procedié igual que la variable

en estudio, dividir entre 10,000, una vez dividido se adecué a ntimeros enteros.

Quint: Quintil. Representan a los mas pobres por carencias (1= més pobres y 5=menos
pobre). El primer quintil se llama «Més pobre», el segundo quintil «Quintil 2», el tercer

quintil «Quintil 3», el cuarto quintil «Quintil 4» y el quintil 5 «Menos pobre».
SinAgua: Porcentaje de poblacion viviendas que carecen de agua potable.
SinDesa: Porcentaje de la poblacién que carecen de desagiie o letrinas.
SinElec: Porcentaje de la poblacién que carecen de electricidad.
TasaAnaf: Porcentaje de mujeres analfabetas de 15 afios y maés.

NinoO 12: Porcentaje de nifios de 0 a 12 anos de edad.

TasaDes: Porcentaje de ninos desnutridos de 6 a 9 afios.

IndDesHu: Indice de Desarrollo Humano (IDH) es un indicador del desarrollo humano
por pais, elaborado por el Programa de las Naciones Unidas para el Desarrollo (PNUD).
Se basa en un indicador social estadistico compuesto por la esperanza de vida al nacer,
el logro educativo y los ingresos, cada uno de los cuales estd influenciado directa o

indirectamente por los servicios provistos por el Estado.

Ing Per: Ingreso Promedio Percapital Mensual - Nuevos Soles.
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= Sever: Severidad. Es una medida de distribucién del gasto en consumo entre los pobres
respecto a la linea de pobreza. La estimacion da una mayor ponderacion a las distancias

relativas de los mds pobres, siendo que a mayor distancia mayor sea la severidad.

» GiniDes: Indice de Desigualdad Estimada - Coeficiente Gini. Esta medida es estima-
da con los gastos deflactados; es decir con los gastos a precios de Lima Metropolitana
(utilizando la relacién del valor de la linea de pobreza total del drea urbano y rural
de cada departamento respecto al valor de la linea de Lima Metropolitana). Es igual a
cero cuando el gasto total se distribuye por igual entre toda la poblacién (plenamente

equitativa) y es uno cuando una sola concentra dicho gasto (plenamente inequitativa).

4.2.2. Fuente de Informacion

Para el desarrollo del presente estudio, fue necesario crear una base de datos que contenga

la informacién con las diferentes fuentes, que se describe a continuacion:

Los datos de la variable en estudio «Votos obtenidos por el candidato Ollanta Humala»
(Voto Hum) corresponde a los resultados publicado por la Oficina Nacional de Procesos
Electorales - ONPE, realizado el 10 de abril de 2011 para «Elecciones Generales y Parlamento
Andino 2011», elaborado por (Bazan, J. and Sulmont, D. and Calderén, A. and Millones, O.

(2010)).

Las siguientes covariables, como:

= Los datos de las variables Pob 11 y Pob11 65 corresponde a los resultados del Censo
2007 y que es proyectada a junio de 2011 por el Instituto Nacional de Estadistica e
Informatica - INEIL (Robles (2009))

= Los niimeros obtenidos de las variables Ele Hab y Ele 65 compete al padron electoral
de la Oficina Nacional de Procesos Electorales - ONPE, del proceso realizado el 10 de
abril de 2011 para las elecciones Generales y Parlamento Andino 2011. (ONPE (2011))

= Los datos de las variables PobRura, Quint, SinAgua, SinDesa, SinElec,
TasaAnaf, Nino0 12, TasaDes y IndDesHu pertenece a la publicacién realizada
por Foncodes con datos del Censo 2007.(Robles (2009))

» El Ingreso Promedio Percapita Mensual del Censo 2007, de la variable (Ing Per) es
publicado por el Instituto Nacional de Estadistica e Informatica - INEL. (INEI (2007))

» La informacién de la variables Sever y GiniDes es analizada en la publicacion sobre
el enfoque de la pobreza monetaria divulgada por el Instituto Nacional de Estadistica
e Informética.(Diaz (2006))

En Apéndice A, se muestra la base de datos elaborado con los resultados obtenidos por el
Candidato Ollanta Humala Tasso en las diferentes regiones del pais en relaciéon a las variables

del contexto social, asi como las covariables mencionadas.
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Figura 4.6: Box Plot
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4.2.3. Analisis Descriptivo preliminar

Previo al anélisis de los Modelos Lineales Generalizados, se llevo a cabo un analisis
exploratorio de los datos en estudio.
FEn figura 4.6 se puede apreciar la dispersion de los datos «Votos obtenidos por el candidato

Ollanta Humala» en la diferentes regiones del Pert.

Ademss, la figura 4.6 muestra valores outlier, este dato atipico pertenece al Departa-
mento de Lima. Removiendo el dato outlier, se realiza la prueba de ajuste del modelo para
contrastar la hipétesis sobre la distribucién de la variable «Votos emitido a favor del candida-

to Ollanta Humalas», para las 24 regiones del pais sin Lima mediante la prueba de Kolmogorov.

Esta prueba, sirve para contrastar la hipdtesis de que la distribucién de una variable se
ajusta a una determinada distribucién teérica de probabilidad, en nuestro caso se compara

con la distribucién Poisson, el estadistico de prueba es la maxima diferencia de:

D = max|F,(z) — F,(x)|

Donde F,(z) es la funcién de distribucién muestral y F,(z) la funcién de distribucién

tedrica.

Se desea comprobar si los «Votos obtenidos por el candidato Ollanta Humala» sigue una

distribucién Poisson, sobre la base de la Prueba de Kolmogorov.

En el cuadro N° 4.7 se muestra los resultados de la prueba de Kolmogorov para las re-

giones del Peru sin considerar las regiones de Madre de Dios, Moquegua, Pasco y Tumbes,
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Cuadro 4.7: Prueba de Kolmogorov-Smirnov para datos «Votos obtenido por el candidato Ollanta

Humala»

Votos Humala

Pardmetro de Poisson(a,b) Media 16.650
Diferencias mas extremas Absoluta .302
Positiva .302

Negativa -.167

7 de Kolmogorov-Smirnov 1.351

Sig. asintét. (bilateral) 052

a La distribucién de contraste es la de Poisson.
b Se han calculado a partir de los datos.

Figura 4.7: Histograma - Nimeros de votos obtenidos en las regiones del Peri

Histograma
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se verifica que no hay discrepancia entre los datos y la distribucién Poisson, estas regiones
fueron eliminadas sobre la base de un andlisis del aporte de cada regién, la distribucién de
los votos obtenidos por el candidato Humala en las regiones consideradas en el estudio, se

muestra en el grafico N° 4.7.

Andlisis descriptivo para los «Votos obtenidos por el candidato Ollanta Humala» para
las 20 regiones, la figura 4.7 muestra una leve asimetria a la derecha, debido a la concen-

tracién de votos en las regiones donde obtuvo mayor preferencia el candidato Ollanta Humala.
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En el cuadro 4.8 se observan las estadisticas descriptivas de las variables relacionadas con
«Votos obtenidos por el candidato Ollanta Humala» y que fueron descritas en el cuadro N°
4.6.

Cuadro 4.8: Estadistica Descriptiva Preliminar para las variables relacionadas con los Votos obtenidos
por el candidato Ollanta Humala

Var. Rango Min. Max. Media Desv. Varianza Asimetria Error

Tip. Tip.
Y 30 6 36 16.65 9.42 88.66 1.12 0.51
x1 146 32 178 98.70  44.61 1,990.22 0.20 0.51
T2 9 2 11 5.65 3.07 9.40 0.19 0.51
x3 90 22 112 60.45  29.00 841.21 0.19 0.51
Ty 10 2 12 5.95 3.10 9.63 0.29 0.51
x5 0.68 0 0.68 0.35 0.20 0.04 0.00 0.51
T6 4 1 5 2.25 1.21 1.46 0.66 0.51
7 0.51 0.09 0.6 0.30 0.14 0.02 0.46 0.51
xs 0.55 0.03 0.58 0.22 0.12 0.02 1.10 0.51
Zg 0.54 0.05 0.59 0.33 0.15 0.02 -0.06 0.51
10 0.3 0.02 0.32 0.15 0.09 0.01 0.39 0.51
11 0.11 0.23 0.34 0.29 0.04 0.00 -0.21 0.51
12 0.5 0 0.5 0.26 0.13 0.02 -0.16 0.51
13 0.2 0.5 0.7 0.58 0.06 0.00 0.25 0.51
214 470.87 144.74 615.61 336.07 128.92 16,621.36 0.72 0.51
15 29.1 0.7 29.8 7.90 6.61 43.72 1.93 0.51
T16 0.14 0.26 0.4 0.34 0.04 0.00 -0.38 0.51

Donde se puede apreciar que el promedio de «Votos obtenido por el candidato Ollanta
Humala» es 17%10,000 hab. aproximadamente, con una tendencia a variar de 9%10,000 hab.
Asimismo se muestra que el valor minimo obtenido es 6%10,000 hab. y como valor maximo
36%10,000 hab. Presenta asimetria positiva y variabilidad de 9.42. Ademds se aprecia que
las variables xg, 11, 12 ¥ T16 presentan asimetria negativa. (Variables descrito en el punto

4.2.1, del presente capitulo).

Como se ha mencionado, el supuesto fundamental para la aplicacién correcta del
modelo de regresién Poisson es que exista equidispersién. Para determinar la condicién de

equidispersion de la variable respuesta, se presenta a continuacién el Indice de dispersién:

Sy

Y
88,66
16,65
= 5,32
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De la ecuacién anterior se puede observar que existe sobredispersiéon debido a que el co-
eficiente de variacién es mayor a 1, violando uno de los supuestos fundamentales para el
Modelo de Regresion Poisson, el cual asume que los valores de la media son iguales a los de
la varianza. En consecuencia se espera que el modelo de Regresiéon Binomial Negativa ajuste

mejor los datos que el modelo de Regresion Poisson.

En la seccion 4.2.4 y 4.2.5 se presenta el andlisis de los datos electorales considerando
ambos modelos de regresion de conteo. En la secciéon 4.2.6 se realiza un resumen de la
comparacién de los Modelos de Regresion Poisson y el Modelo de Regresién Binomial

Negativa.

4.2.4. Modelo de Regresion Poisson para los Votos obtenidos por el candidato

Ollanta Humala

Como hemos indicado previamente, los datos presentan sobredispersion, no obstante para
mostrar la metodolégia del Modelo de Regresion Poisson, ignoraremos la sobredispersién y se
estimard los parametros mediante el método de Maxima Verosimilitud descrito en el Capitulo

3, para los datos de la aplicacion.

Se denota Y; como el nimeros de «Votos obtenidos por el candidato Ollanta Humala» en

la i-ésima region del Perd para las Elecciones Generales realizadas el 9 de abril del 2011.
Determinamos: Y; ~ P(u;) como parte aleatoria.

Como parte sistematica:

log(pi) = Bo + Przi1 + Pazio + B33 + Pazia + Psis + Petic + Prrir + Ps +
xi8 + Bozio + BroTito + Sr1xii1 + Braxie + Bi13zing + BiaTina + BisTiis + BieTite

donde i =1, ...,20
En este caso las variables x1 al x14 son las descritas en el cuadro N° 4.5.

Variable Offset: Electores Habiles

Los datos no son homogéneos entre los valores de las variables explicativas, por lo que se
incluiré en el modelo una variable «offset» Electores hébiles.

La variable Electores habiles actia como una variable offset, esto es debido a que influye
en la respuesta directamente, ya que es 1égico asumir que a mas electores, puede existir mayor
cantidad de votos a favor del candidato Ollanta Humala. Los resultados son mostrados en el
cuadro N° 4.9.

El cuadro 4.9 muestra que la dnica variable que no es significativa es x4, «Numero de
electores mayores de 65 anos», esto significa que no tiene efecto sobre la variable en estudio,

mediante la estimacién con variable offset.
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Cuadro 4.9: Estimacion de los coeficientes para los «Votos obtenidos por el candidato Ollanta Humala»
con variable offset, considerando un Modelo de Regresién Poisson

Coeficiente Estimacién Error z value Pr(>|z|)
Estandar
(Intercept) -66.242253 8.463775 -7.827  5.0le-15
1 -0.493527 0.009553  -51.663 2e-16
) -0.105106 0.238677 -0.440 0.65967
T4 -0.892230 0.222422 -4.011 6.04e-05
5 -31.445007 3.696310 -8.507 2e-16
T6 10.172386 0.990575 10.269 2e-16
T7 -12.754609 1.561775 -8.167  3.17e-16
s 14.512762 2.356889 6.158  7.39e-10
T9 59.380382 5.489817 10.816 2e-16
10 25.576785 5.526580 4.628  3.69e-06
T11 292.525191  28.416331 10.294 2e-16
12 -12.336520 3.915368 -3.151 0.00163
13 -28.058842 3.025210 -9.275 2e-16
14 -0.025743 0.002637 -9.763 2e-16
15 0.319479 0.039471 8.094  5.77e-16
16 -91.215010 4.802671 -18.993 2e-16

De la figura N°4.8 de probabilidad normal para los datos en estudio mediante la es-
timacién con variable offset, se observa que agregando una variable offset no beneficia la
prediccién del modelo. Procediendo a evaluar los datos en estudio, utilizando el criterio AIC

para la seleccién del mejor modelo.

Para evaluar posibles modelos alternativos se considera la diferentes covariables y se
realizé un anélisis mediante la funcién StepAIC, descrito en la seccién 3.5, esta funcién,
selecciona el modelo més apropiado para los «Votos obtenidos por el candidato Ollanta Hu-

mala», presentado en el cuadro N° 4.10.

La funcién StepAIC busca el modelo que describa adecuadamente los datos y tenga el

minimo AIC de variables regresoras, presentados en el cuadro 4.10.

Usando el criterio AIC que se utiliza para la seleccién del modelo mas apropiado para los
«Votos obtenidos por el candidato Ollanta Humala» de acuerdo al criterio de informacién de
Akaike, se opta por aquel modelo con menor AIC= 112.99 entre los demés modelos presentado
en el cuadro N° 4.10 para la regresion Poisson es el modelo N° X, que denominaremos a partir
de ahora el modelo seleccionado, y cuyo valor AIC es el mas pequenio comparando con los

otros modelos como se puede observar en el cuadro N° 4.11.
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Figura 4.8: Probabilidad Normal para residuos del Modelo Poisson para los Votos obtenidos por el
Candidato Ollanta Humala con variable offset
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Cuadro 4.10: Modelos encontrados para Votos obtenidos por el candidato Ollanta Humala

N° Modelos
I Bo+ Bixi1 + Baxiz + B3xiz + Baxia + B5xi5 + Bexie + Brxiz
+B32i8 + Boxig + BroTito + Pr1witt + Braxiz + 137413 + Prawita + BisTis + BreTite
I Bo+ Brwi1 + Bowiz + B3wi3 + Baia + BsTis + BeTis + Brrir+
Bsxis + Boig + BroTito + Briwinn + Biawiiz + P13Tias + Bi5Tits + P16Tite
I Bo + rwi1 + Baxio + Bamia + Bswis + Bexie + Brrir + BeTis + Boxio+
Brozito + Brizin + Pizxiz + P13ziiz + BisTits + PieTite
IV Bo+ Brwir + Powiz + Bawia + Bsis + Bewic + Brwir + Bswis + Bowig+
Brozito + Br1xitt + B13wi13 + Bis5Tits + BieTite
Vo Bo+ Brxin + Bawia + Bsxis + Bewie + Brvir + Bsxis + Porig + BroTito+
Brizin + Bisxiiz + BisTits + SieTite
VI Bo + Brwi1 + Bawia + Bswis + Brair + Pswis + Boig + FroTito+
Brizi + Bisxis + Bisxits + BieTite
VIL  Bo + Brwi1 + Bawia + PBsis + Pswis + Borio + BroTito + Briwit+
B13z:13 + BisTits + B16Tile
VIIL  Bo + P11 + Bawia + Psis + Boig + FroTito + Brixiti+
B13zi13 + BisTits + Br6Tite
IX Bo+ B1wi1 + Bawia + Bewis + BroTito + Br1xit1 + B13wi13 + Pi15Tits + BieTite
X Bo+ Brwin + Bawia + Bswis + Browito + fr1zi1 + Bi3rits + PreTite
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Cuadro 4.11: Valores AIC de los modelos para los «Votos obtenidos por el candidato Ollanta Humala»

Modelo Null Residual Funcion AIC
Deviance Deviance Desvio

I 92.234 3.279 96.445  127.79
II 92.234 3.280 96.444  125.79
111 92.234 3.287 96.436  123.80
v 92.235 3.343 96.376  121.85
A% 92.234 3.372 96.344  119.88
VI 92.234 3.688 96.001  118.20
VII 92.234 4.456 95.169  116.97
VIII 92.234 5.199 94.363  115.71
IX 92.234 5.559 93.973  114.07
X 92.234 6.483 92971  112.99

Este modelo seleccionado se puede escribir como:

log(i) = Bo + Brxin + Bazwia + Bswis + Brorito + Br1zit1 + Bisziis + Bi6Tite (4.2)

Donde:

x1: Total de Poblacion estimada a junio de 2011
x4: Nimero de electores mayores de 65 anos

xg: Poblacién sin Desagiie

T10: Mujeres analfabetas

x11: Ninos entre 0 y 12 anos

z13: Indice de Desarrollo Humano

r16: Coeficiente de Gini

Cuadro 4.12: Estimacién de los coeficientes para el modelo de la ecuacién (4.2) mediante el Modelo
de Regresién Poisson con enlace log lineal

Coeficiente Estimacién Error 1z value Pr(> |z|)
Estandar
(Intercept) 11.974152 1.956621 6.120  9.37e-10
1 0.010834 0.004674 2.318 0.0205
T4 -0.126919 0.079018 -1.606 0.1082
s 1.157691 0.721404 1.605 0.1085
10 -3.220388 1.633975 -1.971 0.0487
11 -18.855574 4.538705 -4.154  3.26e-05
13 -9.587168 2.155329 -4.448  8.66e-06
T16 4.506500 1.854887 2.430 0.0151
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En el cuadro N° 4.12, se observa los pardmetros estimados para el modelo seleccionado,
con enlace logaritmo.

Se define desvianza nula como la desviacién para el modelo que tiene solo la constante,
la desvianza residual es la desviacién del modelo que tiene la constante mas las covariables
de la ecuacién (4.2) con valores 92,2348 y 6,4834 respectivamente. La diferencia entre los dos
valores tiene una distribucion chi-cuadrado con 12 grado de libertad. Sobre la variabilidad,

el modelo explica:

02,2348 — 6,4834
b= 920315 10

= 92,97

El modelo dado en la eduacién (4.2) para la Regresién Poisson con enlace logaritmo expli-
ca aproximadamente un 93 % los resultados de los «Votos obtenidos por el candidato Ollanta

Humala» en relacion a sus covariables determinado.

Del cuadro N° 4.12 se observa que las variables total de Poblacién estimada a junio de 2011
y Coeficiente de Gini, son significativas y positias, las variables Mujeres analfabetas, Nifios
entre 0 y 12 anos e Indice de Desarrollo Humano, son significativas pero negativas, siendo
las variables niimero de electores mayores de 65 anos y Poblacion sin desagiie no significati-

va para el coeficiente estimado, lo que indica un efecto nulo sobre la variable en investigacion.

Diagnéstico para el modelo de la ecuacién (4.2) mediante el Modelo de Regresion
Poisson:

Para validar el modelo seleccionado, se realiza grafico de diagnéstico para el modelo
que explica el comportamiento de los «Votos obtenidos por el Candidato Ollanta Humala»
variable: Voto Hum, en funcién a sus covariables determinadas en la ecuacién (4.2) que se
encuentra representada en la figura N°4.9.

En la figura N°4.9 a) se observa que el grafico de punto leverage, representa mas o menos
una nube de puntos, lo cual demuestra normalidad. La figura N°4.9 b) de influencia presenta
un dato aberrante, la figura N°4.9 c) de residuos se observa la etiqueta 4, siendo la Regién
de Arequipa, como dato que influye en el ajuste del modelo.

Realizado el ajuste para el modelo el modelo de la ecuacién (4.2) sin Arequipa, se presenta
en la figura N°4.10 una comparacion de los gréaficos probabilistico de normalidad que permite
contrastar la normalidad de la distribucién de los residuos del modelo de la ecuacién (4.2)
para la regresion Poisson, donde se aprecia que no mejora la prediccién de los datos de la
figura a) en relacién a la figura b). Ademas la figura b) vemos que existe grandes desvios con
respecto a la diagonal g-q plot, por lo que no existe linealidad de los datos, determinando
que no existe una mejora importante cuando se elimina Arequipa, cuando se ajusta con el

modelo de Regreisén Poisson.

Los cddigos correspondiente son mostrados en el Apéndice B en el punto B.2.
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Figura 4.9: Diagndstico para el modelo de la ecuacién (4.2) mediante el Modelo de Regresién Poisson
con enlace Log lineal
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Figura 4.10: Comparacién con Q-Q Normal del modelo de la ecuacién (4.2) sin Arequipa mediante el
Modelo de Regresién Poisson con enlace Log lineal
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4.2.5. Modelo de Regresiéon Binomial Negativa para los Votos obtenidos por el

candidato Ollanta Humala

Como se ha indicado el Modelo de Regresién Binomial Negativa es adecuado cuando los
datos cumplen todos los requisitos del modelo de Poisson pero adicionalmente muestran so-

bredispersién.

En esta seccién esperamos verificar este resultado con los datos de la aplicacion, para el

modelo determinado en la ecuacién (4.2)

La eleccion de la funcién enlace no siempre resulta facil. En tal sentido existen diferentes
funciones enlace aplicable para la Regresién Binomial Negativa. Para los datos en estudio se
comparara dos funciones enlace para determinar cudl es el mejor enlace para la variable en

estudio numero de votos obtenidos por el Candidato Ollanta Humala.

Los enlaces que se utilizard para linealizar la relacién entre la variable respuesta y sus
covariables mediante la transformacion de la variable respuesta para el Modelo de Regresién

Binomial Negativa son:

= Identidad u; = n;

= Logaritmo logu; = n;

Modelo de Regresion Binomial Negativa usando enlace identidad para el modelo
de la ecuacién (4.2)
Ajustando un Modelo Lineal Generalizado (MLG) como la Binomial Negativa con la

variable en estudio se tiene:

Cuadro 4.13: Estimacion de los coeficientes mediante el Modelo Regresion Binomial Negativa con
enlace Identidad

Coeficiente Estimacién Error 1z value Pr(> |z|)
Estandar
(Intercept) 87.42719 30.88033 2.831 0.00464
1 0.06065 0.08935 0.679 0.49731
T4 0.21428 1.39170 0.154 0.87763
s 0.25174 12.07245 0.021 0.98336
10 -30.93932 24.33727 -1.271 0.20363
11 -124.35508 50.43381 -2.466 0.01367
13 -93.27954 39.42063 -2.366 0.01797
16 46.39993 37.50093 1.237 0.21598

En el cuadro 4.13 se muestra el criterio de evaluacion AIC=128.06 para el modelo de

la ecuacion (4.2). Para determinar la variabilidad del modelo se tiene que la desvianza nulo
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Figura 4.11: Diagnéstico del modelo de la ecuacién (4.2) mediante el Modelo de Regresién Binomial
Negativa con enlace Identidad
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es la desviacién del modelo que tiene la constante. Desvianza residual es la desviacién del
modelo que tiene la constante y las variables poblacién mayores de 65 anos estimada a junio
de 2011, Numero de electores mayoras de 65 anos, Poblacién sin desague, Mujeres Analfa-
betas, Nifios entre 0 a 12 afios, Indice de Desarrollo Humano (IDH) e Indice de Desigualdad.
La diferencia entre los valores tiene una distribucién chi-cuadrado de 7 grado de libertad y
permite contrastar si el coeficiente de las variables puede considerarse nulo. El modelo de la
ecuacién (4.2) con enlace Identidad explicaria aproximadamente 79 % los «Votos obtenidos

por el candidato Ollanta Humala» en relacién a sus covariables.

Diagnéstico del modelo mediante el Modelo Regresion Binomial Negativa con
enlace identidad para el modelo de la ecuacién (4.2):
Se procede a realizar los gréficos de diagndstico para el modelo de la ecuacién (4.2), que

se encuentra representada en la figura N° 4.11.

En la figura N°4.11 vemos que el grafico de punto leverage, representa méds o menos una
nube de puntos, lo cual demuestra normalidad (Arriba izquierda), el grafico de influencia
presenta un dato aberrante (Arriba derecha), el grafico residuos se observa las etiquetas 17,
8 y 4 como datos que influye en el ajuste. Por lo tanto existe evidencia de que el modelo no
describe bien a los datos. Determinandose que el enlace identidad no ayuda a la prediccién

del modelo de la ecuacién (4.2) para los «Votos obtenidos por el candidato Ollanta Humalas.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\‘\WNE&%

§rT - r% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs UNIVERSIDAD

DEL PERU

Modelo Binomial Negativa usando enlace log lineal para el modelo de la ecuacion
(4.2)

Los Votos obtenidos por el candidato Ollanta Humala se caracterizan por los valores en-
teros positivos, lo que implica la incorporacién de efecto multiplicativo y esto es expresado

mediante la funcién de enlace logaritmo.

En el cuadro 4.14 se puede observar que el modelo de la ecuacién (4.2) para la regresién
Binomial Negativa con enlace log, explica aproximadamente 92,97 % los «Votos obtenidos

por el candidato Ollanta Humala» en relacion a las demés covariables, con un AIC=114.99.

Cuadro 4.14: Estimacién de los coeficientes del Modelo de la ecuacién (4.2) mediante el Modelo de
Regresién Binomial Negativa con enlace log lineal

Coeficiente Estimacién Error z value Pr(>|z|)
Estandar
(Intercept) 11.974106  1.956656 6.120  9.38e-10
1 0.010834 0.004674 2.318 0.0205
T4 -0.126918 0.079019 -1.606 0.1082
s 1.157684 0.721415 1.605 0.1086
Z10 -3.220368 1.633995 -1.971 0.0487
11 -18.855478 4.538764 -4.154  3.26e-05
13 -9.587125 2.155367 -4.448  8.67e-06
16 4.506471 1.854924 2.429 0.0151

Diagnéstico del modelo de la ecuacién (4.2) mediante el Modelo de Regresién
Binomial Negativa con enlace log Lineal

Del modelo de la ecuacién (4.1), se realiza los graficos de diagndstico, el modelo que
explica los «votos obtenidos por el Candidato Ollanta Humala» en funcién a la poblacién
estimada para el ano 2011, Ntimero de electores mayoras de 65 anos, Poblacién sin desagiie,
Mujeres Analfabetas, Nifios entre 0 a 12 anos, Indice de Desarrollo Humano (IDH) e Indice
de Desigualdad, se encuentra representada en las figuras N°4.12 y N°4.13.

Se presenta una comparacién de graficos probabilistico de normalidad (Envelopes),
observéandose que el modelo final del grafico b) del modelo de la ecuacién (4.2), mejora
notablemente en relacién al grafico a). Asimismo, en la b) de la figura N°4.12 de probabilidad
normal para el modelo de la ecuacién (4.2) nos confirma que el modelo determinado ajusta
mejor a los «Votos obtenidos por el candidato Ollanta Humalas.

Sin embargo, realizando un diagnéstico de residuos se detecté un puntos leverage en el
grafico influencia, en la figura N°4.13 donde se aprecia la detecciéon de un punto leverage que
puede influir con en el ajuste del Modelo Lineal Generalizado Binomial Negativa con enlace

log. Se muestra el punto 4 «Arequipa» como un posible atipico.
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Figura 4.12: Probabilidad normal del modelo de la ecuacién (4.2) mediante el Modelo de Regresién
Binomial Negativa con enlace log lineal
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Figura 4.13: Diagnéstico para el modelo de la ecuacién (4.2) mediante el Modelo de Regresién Binomial
Negativa con enlace Log lineal
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Figura 4.14: Andlisis de Residuos del modelo de la ecuacién (4.2) eliminando Arequipa mediante el
Modelo de Regresién Binomial Negativa con enlace Log lineal
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Retirando la etiqueta 4 «Arequipa» se observa que el modelo de la ecuacion (4.2), estima
mejor los «Votos obtenidos por el candidato Ollanta Humala», como se puede apreciar en
figura N°4.14.

La figura N°4.14 izquierda, parte superior, vemos que los residuos estandarizados frente
a los valores predichos representa una nube de puntos, lo cual indica normalidad.

Asimismo, la figura N°4.14 izquierda, parte inferior, vemos que no hay desvio muy grande
respecto a la diagonal en el Q-Q plot, el grafico probabilistico de normalidad nos permite
contrastar la normalidad de la distribucion de los residuo y nos confirmar la linealidad de los
Votos del Candidato Ollanta Humala.

La figura N°4.14 derecha, parte inferior, vemos que no hay datos atipicos ni sobre-

influyentes.
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4.2.6. Resumen de la comparacién del modelo de Regresion Poisson y Binomial

Negativa para los Votos obtenidos por el candidato Ollanta Humala

El cuadro N° 15 muestra la comparacién final entre ambos modelos.

Cuadro 4.15: Comparacién final entre ambos modelos de regresién para el modelo de la ecuacién (4.2),
sin Arequipa

Regresion de Poisson Regresion Binomial Negativa
Variable Estimacién Error Pr(> |z|) | Estimacién Error Pr(> |z|)
Estandar Estandar
(Intercept) 132.0689 38.4607 0.00558 11.048353 2.079881 1.08e-07
1 0.2506 0.1085 0.04130 0.015454 0.005646 0.006195
x4 -2.8637 1.6937 0.11898 -0.187898 0.090696 0.038290
xs 23.4318 14.0956 0.12464 1.380982 0.732420 0.059361
10 -23.4912 31.3431  0.46929 -2.035610 1.824025 0.264422
11 -235.4111 73.0171 0.00810 -18.043970 4.622857 9.49e-05
13 -109.5384 46.6349 0.03857 -8.045477 2.410364 0.000844
16 14.7726 43.4793 0.74043 2.930108 2.151347 0.173202
AIC 120.29 107.37
Desvio Exp. 81.78 94.39

La estimacién de los pardametros del modelo de Regresion Poisson y el Modelo de Regre-
sién Binomial Negativa tienen similares valores de prediccién e igual porcentaje de desvio

explicada tal como se observa en los cuadros N° 4.11 y 4.14.

Sin embargo, se puede apreciar en el cuadro N° 4.15, eliminando Arequipa, resulta para
el Modelo de Regresién Poisson que indica un AIC= 112.99 y para el Modelo de Regresién
Binomial Negativa que indica un AIC= 107.37, se muestra que el modelo més adecuado entre
los dos antes mencionados, es el Modelo de Regresion Binomial negativa eliminando Arequipa
con enlace logaritmo, para la variable «votos obtenido por el candidato Ollanta Humalax.
Ademsds se puede observar que el Modelo de Regresién Binomial Negativa con enlace loga-
ritmo sin Arequipa explica mejor con un 94 % los «Votos obtenidos por el candidato Ollanta

Humala» en relacion a las demads covariables.

El modelo final obteniendo por méxima verosimilitud los parametros alternativo para el

modelo de la ecuacién (4.2) sin Arequipa, se muestra:

Log(VotoHum;) = 11,044-0,02x;1 —0,192;4+1,392;8 — 2,042,710 — 18,042,711 — 8,052,134+ 2,93 2516

Del modelo de la ecuacién (4.2) sin Arequipa, ajustando para el modelo de Regresién
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Binomial Negativa de enlace logaritmo se aprecia para la variable en estudio nimero de
«votos obtenido por el Candidato Ollanta Humala», respecto a las variables Poblacion
estimadas a junio de 2011, asi también Ntimero de electores mayores de 65 anos, Ninos entre
0 — 12 afios e Indice de Desarrollo Humano son significativos Pr(> |z|). El Intercepto y la
variable Poblacién estimadas a junio de 2011 son significativo y positivo. Esto nos indica que
estas variables incrementan la posibilidad de votar por el candidato Humala. Las variables
Nimero de electores mayores de 65 anos, Nifios entre 0 — 12 e Indice de desarrollo Humano
también son significativas pero negativas, es decir disminuyen con el aumento de votos para
el candidato Ollanta Humala. Sin embargo las variables Mujeres analfabetas, coeficidente
de Gini y Poblacién sin desague no son significativas, lo que indica un efecto nulo sobre la

variable «votos obtenido por el candidato Ollanta Humalas.
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Capitulo 5

Conclusiones y Recomendaciones

5.1. Conclusiones

= En la aplicacién de los datos «The Aircraft Damage», donde se desea predecir el
nimero de danos encontrados en las aeronaves durante la guerra de Vietnam, se
pudo determinar que el mejor modelo es aquel que considera solamente la variable
«Bombload» y que este modelo explica alrededor del 55.42 % de la variabilidad dentro

de un Modelo Binomial Negativa con enlace logaritmo.

= Para el analisis de datos sobre resultados electorales se deben tener varias considera-
ciones sobre datos de conteo. Adicionalmente es importante determinar si existe sobre-
dispersién o no (varianza mayor que la media) a fin de decidir convenientemente por

un modelo adecuado.

= Para este estudio se elaboré una base de datos propia acerca de resultados electorales
peruanos del 2011 a partir de diferentes fuentes de informacién, los cuales se presentan

en el Apéndice A.

= Para los datos analizados, donde se intenta modelar el nimero de votos del candidato
Ollanta Humala en cada una de las regiones del pais, en funcién de un conjunto de
predictores se encontré que el mejor modelo es aquel que presenta las covariables
Poblacion estimadas a junio de 2011, asi también Mujeres Analfabetas, Nifios entre
0 — 12 anos, Indice de Desarrollo Humano e Indice de Desigualdad explican el 94 % de
la varianza, dentro de un modelo Binomial Negativa. Entre los factores identificados
positivo son el Intercepto, la variable Poblacién estimadas a junio de 2011 e Indice de
Desigualdad y los factores o covariables identificado como negativos o de efecto inverso,

identificamos a Mujeres analfabetas, Ninos entre 0 — 12 e Indice de desarrollo Humano.

= Kl modelo de Regresién Poisson resulta adecuado cuando no hay evidencia de
sobredispersion. Si existe sobredispersion y se usa, es posible que se eliminen covariables
que realmente si son significativas, como se puede observar en las aplicaciones

analizadas.

= El Modelo de Regresiéon Binomial Negativa resulta ser més adecuado para datos que

presentan sobredispersion, de acuerdo a las aplicaciones descritas.
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s La libreria glm2 y MASS del paquete R implementan el método de Maxima
Verosimilitud convenientemente tanto para la Regresion Poisson como para la Regresién

Binomial Negativa.

5.2. Recomendaciones

= Presentar y desarrollar la Inferencia Bayesiana de los Modelos presentados.

= Extender el estudio para el andlisis de la votacion de otros candidatos del proceso

electoral analizado.

= Realizar un modelo para otro tipo de circunscripcién electoral por ejemplo provincias,

distritos, o al interior de un departamento.

= Andlizar otros procesos electorales y eventualmente medir modelos de Regresién Poisson

vy Binomial Negativa de efecto mixto 6 de multinivel.
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Apéndice A

Datos Electorales

Cuadro A.1: Datos Electorales Parte I: Votacién de Ollanta Humala en la Eleccién Presidencial de
2011 de la Primera Vuelta a Nivel Regional y Covariables Asociadas

REGION Voto | Pob | P11 | Ele | Ele | Pob | Quint | Sin

Hum 11 65 | Hab | 65 | Rura Agua
AMAZONAS 6 42 2 23 2 0.6 1.0 0.5
ANCASH 16 112 8 74 8 0.4 3.0 0.2
APURIMAC 8 45 3 24 3 0.5 1.0 0.4
AREQUIPA 35 123 9| 89| 10 0.1 4.0 0.1
AYACUCHO 14 66 3| 37| 4 0.4 1.0 0.4
CAJAMARCA 18 151 8| 89| 9 0.7 1.0 0.3
CALLAO 11 96 6| 65 6 0.0 5.0 0.2
CUSCO 35 128 8 78 7 0.4 2.0 0.3
HUANCAVELICA | 9 48 2 25 3 0.7 1.0 0.6
HUANUCO 12 83 4| 45 4 0.6 1.0 0.5
ICA 13 76 5 52 6 0.1 3.0 0.1
JUNIN 21 131 7179 7 0.3 3.0 0.3
LA LIBERTAD 20 g, . LTI (3T 0.2 3.0 0.2
LAMBAYEQUE 16 122 8 78 8 0.2 3.0 0.1
LORETO 10 100 3| 54| 4 0.3 1.0 0.4
PIURA 25 U NANS Sl VY 0.3 2.0 0.3
PUNO 36 137 9 780 9 0.5 2.0 0.3
SAN MARTIN 11 80 3 47 3 0.4 2.0 0.4
TACNA 10 32 2 22 2 0.1 4.0 0.1
TUMBES 7 47 2 27| 2 0.2 2.0 0.3

Descripcién de las variables y de su unidad de medida:
= Voto Hum: Votos obtenido por Ollanta Humala Tasso. Ntimero de personas * 10,000.
= Pob 11: Total de Poblacién Estimada a Junio de 2011. Numero de personas * 10,000.

= P11 65: Poblacién Estimada a Junio de 2011 mayores de 65 afios. Niimero de personas
*10,000.

= Ele Hab: Niimeros de electores hébiles. Nimero de personas * 10,000.

= Ele 65: Numero de electores mayores de 65 afios. Numero de personas * 10,000.
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= PobRura: Poblacién en el area rural. Porcentaje.
= Quint: Indice de carencias - Quintil
= SinAgua: Poblacién sin agua. Porcentaje.

Cuadro A.2: Datos Electorales Parte II: Votaciéon de Ollanta Humala en la Eleccién Presidencial de
2011 de la Primera Vuelta a Nivel Regional y Covariables Asociadas

REGION Sin Sin | Tasa | Nino | Tasa Ind | Ing | Sever | Gini

Desa | Elec | Anaf | 012 | Des | DesHu | Per Des
AMAZONAS 0.2 0.5 0.2 0.3 0.3 0.6 | 236.7 8.4 | 0.34
ANCASH 0.3 0.2 02 03] 03 0.6 | 350.3 6.1 0.36
APURIMAC 0.2 0.4 0.3 0.3 0.4 0.5 | 199.1 11.3 | 0.31
AREQUIPA 0.1 0.1 0.1 0.2 0.1 0.6 | 494.7 2.1 | 0.35
AYACUCHO 0.3 0.4 0.3 0.3 0.4 0.5 | 224.1 13.8 | 0.36
CAJAMARCA 0.2 0.6 0.3 0.3 0.4 0.5 | 2184 10.7 | 0.36
CALLAO 0.0 0.0 0.0 0.2 0.1 0.7 | 615.6 1.1 ] 0.29
CUSCO 0.3 0.3 0.2 0.3 0.3 0.5 ] 270.4 10.8 | 0.40
HUANCAVELICA | 0.6 0.4 0.3 0.3 0.5 0.5 | 144.7 29.8 | 0.40
HUANUCO 0.3 0.6 0.2 0.3 0.4 0.5 | 236.2 11.5 | 0.35
ICA 0.1 0.2 0.0 0.2 0.1 0.6 | 418.3 0.7 | 0.26
JUNIN 0.2 0.3 0.1 0.3 0.3 0.6 | 318.2 5.0 0.33
LA LIBERTAD 0.2 0.3 0.1 0.3 0.2 0.6 | 414.2 5.5 | 0.40
LAMBAYEQUE 0.1 0.2 0.1 0.3 0.2 0.6 | 350.2 3.8 0.33
LORETO 0.3 0.4 0.1 0.3 0.3 0.6 | 308.0 7.8 0.38
PIURA 0.3 0.3 0.1 0.3 0.2 0.6 | 335.2 6.4 | 0.37
PUNO 0.4 0.4 0.2 0.3 0.3 0.5 | 226.5 13.3 | 0.29
SAN MARTIN 0.1 0.4 0.1 0.3 0.2 0.6 | 293.9 6.3 | 0.35
TACNA 0.1 0.1 0.1 0.2 0.0 0.7 | 551.4 2.5 | 0.33
TUMBES 0.2 0.3 0.1 0.3 0.2 0.6 | 515.2 1.1 | 0.28

Descripciéon de las variables y de su unidad de medida

= SinDesa: Poblacion sin desagiie. Porcentaje.

= SinElec: Poblacién sin electricidad. Porcentaje.

= TasaAnaf: Mujeres analfabetas. Tasa.

= Nino0 12: Nino entre 0 a 12 afios. Porcentaje.

= TasaDes: Tasa de desnutricién. Nifios de 6-9 anos. Tasa.

= IndDesHu: Indice de Desarrollo Humano (IDH) 2007. Indice.

» Ing Per: Ingreso Promedio Percapital Mensual (Nuevos Soles). Promedio.
» Sever: Severidad (FGT2). Porcentaje.

s GiniDes: Coeficiente Gini. Indice.
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Apéndice B
Programa en R

B.1. Programa para los datos The Aircraft Damage

a. Modelo de Regresion Poisson:

require (glm2)

gPD<-glm2(formula = damage ~ type + bombload + airexp,
family=poisson(link = "log"))

fit.model = gPD

stepAIC(fit.model)

gPDD<-glm2(formula = damage ~ type, family=poisson(link = "log"))
fit.model = gPDD

source("diag_pois.txt")
summary (gPDD)

gPDD25<-glm2(formula = damage ~ bombload, subset=-25)
fit.model = gPDD25

source("envel_pois.txt")
b. Modelo de Regresion Binomial Negativa:
require (MASS)
gBND<-glm.nb(formula = damage ~ bombload, link = log)

fit.model = gBND

source("diag_pois.txt")
summary (gBND)

gBND25<-glm.nb(formula = damage ~ bombload, subset=-25)
fit.model = gBN25
source("diag_nbin.txt")

identify(fitted(fit,model) ,h,n=3)
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B.2. Programa para la aplicacién de datos Electorales

a. Modelo de Regresion Poisson:

gP0<-glm2(formula = Voto_Hum ~ Pob_11 + P11_65 + offset(Ele_Hab)
+ Ele_65 + PobRura + Quint + SinAgua + SinDesa + SinElec + TasaAnaf

+ NinoO_12 + TasaDes + IndDesHu + Ing Per + Sever + GiniDes, family=poisson)

summary (gP0)

gP<-glm2(formula = Voto_Hum ~ Pob_11 + P11_65 + Ele_Hab + Ele_65 + PobRura
+ Quint + SinAgua + SinDesa + SinElec + TasaAnaf + NinoO_12 + TasaDes

+ IndDesHu + Ing Per + Sever + GiniDes, family=poisson(link = "log"))
fit.model = gP

stepAIC(fit.model)

gPX<-glm2(formula = Voto_Hum ~ Pob_11 + Ele_65 + SinDesa + TasaAnaf
+ NinoO_12 + IndDesHu + GiniDes, family=poisson(link = "log"))
fit.model = gPX

source("envel _pois.txt")

gPX<—glm2(formu1a = Voto_Hum ~ Pob_11 + + Ele_65 + SinDesa + TasalAnaf
+ NinoO_12 + IndDesHu + GiniDes, subset=-4)
fit.model = gPX

source("diag_pois.txt")

b. Modelo de Regresion Binomial Negativa:
Enlace Identidad

gBNi<-glm.nb(formula = Voto_Hum ~ Pob_11 + Ele_65 + SinDesa + TasaAnaf
+ NinoO_12 + IndDesHu + GiniDes, link =identity)
fit.model = gBNi

source("diag_nbin.txt")
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Enlace Log

gBNX<-glm.nb(formula = Voto_Hum ~ Pob_11 + Ele_65 + SinDesa + TasaAnaf
+ NinoO_12 + IndDesHu + GiniDes, link=log)

fit.model = gBNX

source("diag_nbin.txt")

gBNX4<-glm.nb(formula = Voto_Hum ~ Pob_11 + Ele_65 + SinDesa + TasaAnaf
+ NinoO_12 + IndDesHu + GiniDes,subset=-4)

fit.model = gBNX4

source("diag_nbin.txt")

par (mfcol=c(2,2))
plot (gBNX4)
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