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Resumen

Una foliacién algebraica unidimensional %, es aquella que es generada por un

campo vectorial meromorfo o € H°(P", Opn(1 — d)), donde d > 1 sobre el
espacio proyectivo complejo P”. En este trabajo estudiaremos cémo determinar
las foliaciones holomorfas unidimensionales mediante sus singularidades usando
la cohomologia de haces asociadas a las foliaciones holomorfas. El trabajo esta
basado en la investigacién desarrollada por Xavier Gémez-Mont y George Kempf
en [GMKA89].

Palabras clave: Foliaciéon algebraica unidimensional, campo vectorial

meromorfo, singularidad, espacio proyectivo complejo, cohomologia de haces.



Abstract

A one-dimensional algebraic foliation %, is generated by a meromorphic vector
field a € H°(P",Opn(1 — d)), where d > 1 on the complex projective space
P™. In this work we will study how to determine one-dimensional holomorphic
foliations through their singularities using the cohomology of sheaves associated
with holomorphic foliations. This work is based on the research developed by Xavier
Gomez-Mont and George Kempf in [GMK89].

Key works: one-dimensional algebraic foliation, meromorphic vector field,

singularity, complex projective space, cohomology of sheaves.
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Introduccion

Las primeras investigaciones de las foliaciones holomorfas o algebraicas sobre
espacios proyectivos se remontan a fines del siglo XIX, primero con las
investigaciones realizadas por Darboux [Dar78] sobre el niimero de singularidades
de una foliacion sobre el plano proyectivo y luego con el estudio de Poincaré [Poi91],
[Poi97] de las condiciones de integrabilidad de las foliaciones.

Estas investigaciones han venido desarrollandose y ha tenido picos en su evolucién
con las investigaciones de [Ily68] desde el punto de vista dindmico, Jouanolou [Jou77]
mediante el uso de la Geometria Algebraica, Mendes, Brunella y McQuillan [Men00],
[Bru00], [McQO1] desde el punto de vista de Kodaira. A partir de estos resultados se
han generado muchos avances importantes en el estudio de las foliaciones holomorfas
y la Geometria Algebraica.

Dentro de estos importantes avances debemos mencionar lo desarrollado por Kemf y
Gomez-Mont [GMKS89]. Ellos mediante técnicas de Geometria Algebraica muestran
que es posible determinar las foliaciones a partir de sus singularidades.

El objetivo de este trabajo es estudiar como determinar las foliaciones
holomorfas unidimensionales en el espacio proyectivo mediante singularidades. Para
ello usaremos la cohomologia de haces asociadas a las foliaciones holomorfas.

Este trabajo de tesis esta dividido con cuatro capitulos.

En el capitulo 1, presentamos definiciones y resultados importantes sobre
funciones analiticas en varias variables, gérmenes de funciones holomorfas, extensién
analitica, foliaciones singulares y foliaciones en el espacio proyectivo P" que son
utilizados en el desarrollo de la tesis.

En el capitulo 2, estudiamos los fibrados vectoriales, operaciones entre ellos
y las relaciones entre los fibrados lineales con los divisores. También estudiamos los
fibrados lineales asociados a las foliaciones de dimensioén uno en el espacio proyectivo
P™. Finalmente estudiamos la secuencia exacta corta de Euler.

En el capitulo 3, desarrollamos un estudio de los haces y su cohomologia. En
la altima seccién estudiamos la cohomologia, sobre el espacio proyectivo, del haz
determinado por las secciones de los fibrados lineales, estos fibrados lineales estan
determinados por el fibrado tautolégico.

En el capitulo 4, estudiamos el complejo de Koszul y demostramos que si
dos campos vectoriales a, o’ € HY(P",Opn(1 — d)), donde d > 1, generan dos
foliaciones %, %, con singularidades no degeneradas tal que si las singularidades
de las foliaciones %, %, son iguales, entonces los campos vectoriales holomorfos

determinan la misma foliacion (Teorema de Gomez-Mont, Kempf). Finalizamos este



capitulo dando ejemplos y contraejemplos para este teorema.

Graciela del Pilar Burgos Namuche
Lima, Peri.

2024



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos las principales definiciones, teoremas sobre funciones
analiticas en varias variables, gérmenes de funciones holomorfas, extension
analitica, foliaciones, foliaciones singulares y foliaciones en el espacio proyectivo
P™ necesarios para los capitulos posteriores de la tesis. Para el desarrollo de este
capitulo se sigue las siguientes referencias [CN13], [Lim08], [CCD13], [NS20],
[FFF82], [Sha92], [IY08], [Sot79], [Jurl5].

1.1 Funciones analiticas en varias variables

Definicién 1.1.1. Una funcién f: U C C" — C definida sobre el conjunto abierto
U es C-diferenciable (respectivamente R-diferenciable) en un punto p € U, si existe

una aplicacion C- lineal (respectivamente R-lineal) T :C" — C tal que
flp+h)=f(p)+T(h)+r(h), VheB(0,e) CU, (1.1)

donde r(h) es una funcion tal que

r(h)
noo IR

T es llamada diferencial de f en p y se denota por df (p).

Se dice que f es C-diferenciable en U si lo es en cada punto de U.
De la definicion 1.1.1 tenemos:
e La aplicacién C-lineal T es tunica.
e La funcién f es continua en p.

e Si la funcion f es C- diferenciable entonces f es R- diferenciable (f : U C
R2" — R?).

A continuacién veamos las condiciones que garantizan que una funcion R-

diferenciable sea C-diferenciable.



1.1. FUNCIONES ANALITICAS EN VARIAS VARIABLES 4

Dado que una funciéon C-diferenciable f : C" — C es R-diferenciable
f : R?" — R? tenemos la representancion

f - vcC* - C
z = f(z) =u(z) + iv(z)

luego u y v, parte real e imaginaria de f respectivamente, son R- diferenciables en

las variables xj,y;, j = 1,...,n, entonces
"L [ Ou(z) ou(z ) n( 31}(2) >
= dz; + dy; ),
j_1< gz; 7 Oy, g 8% "oy,
donde z = (21,...,2n) ¥ 2; = z; + 1y,
Ju v v ou ov
0= (g5 vige,) i+ (g i) ot (g i) ot
dyn oy, ) Um
o of L of of
8x1d 1+ +axnda:n+ay1dy1+ +ayndyn
— [ Of f
df—z<%dj+a d]>
j=1
Si
de :d{Ej + idyj,
dij :dl‘j — Zdy]
tenemos
" of (dz‘—i—dz‘ of (dz; —dz;
=) = (—-—= J>+ N 4
]Z:; P 2 0y; 2
NS08 LAY, AN
‘;2(6%- Zayj)d“jz (axﬁayj E
"/ of af )
=3 | a-dy + 2-dz )
e (6% 0
donde
of 1 (of _or\ of _1(of of
0z 2 \0zj ayj T 0z, Ox; 8yj
luego

df:zjlaz 287
i= =1

of of

Por lo tanto
df = 0f +0f (1.2)
~—~ ~—
R—dif. C—dif.

En consecuencia, tenemos el siguiente resultado.

PUCP 4



1.1. FUNCIONES ANALITICAS EN VARIAS VARIABLES 5

Teorema 1.1.2. (Cauchy-Riemann). Sea U C C" abierto. Una funcion f : U — C
es C-diferenciable en p € U si y solamente si f es R-diferenciable en p y 0f(p) = 0.

La condicién df(p) = 0 es llamada ecuacion de Cauchy- Riemann.
Ejemplo 1.1.3. . Sea la funcién
f o Ccr = C
R e R
=2121 + -+ ZnZn
f es R-diferenciable. Si p = (a1, ...,a,) tenemos

9 9
87‘2(19) =a y a?“’;(p) = ax

Asi f es C-diferenciable cuando ay = %(p) =0, Vk, luego p = 0.

k
Por lo tanto, en el tnico punto donde f es C-diferenciable en p = 0.

Definicion 1.1.4. Una funcién f : U C C* — C definida en el abierto U C C™ es
holomorfa en un punto p € U si existe 7 > 0 tal que f es C-diferenciable en la bola
abierta B(p,r) C U.

Una funcién f = (f1,..., fm) : U C C* — C™ es holomorfa en el punto p
del abierto U si las funciones f1, ..., fi,, son holomorfas en p.

Sea U C C™ un conjunto abierto. Denotamos por O(U) el espacio de todas
las funciones holomorfas en U. Asimismo denotamos por O*(U) el espacio de todas
las funciones holomorfas que no se anulan en ningun punto de U.

La funcién f del ejemplol.1.3 no es una funcion holomorfa en ningin punto
de C™.

Una serie de potencias en varias variables centrada en el punto p con

coordenadas aq,...,a,, es decir
o0
k= 2 S TN Y/
cr(z—p)t = Chyvoen, (71— 01)" " oo (2 —an)™™, k1, .. kn € Z>o,
k=0 kit k=0

es convergente en el polidisco
A(p,7) = B(a1,7) X ... x B(ap,r) ={(z1,...,20) €C": |zx —ag| <7, 1 <k <n}
si 3 =0 cks'¥| converge para todo 0 < s < 7.

Definicién 1.1.5. Una funcion f : U C C* — C definida en el abierto U es analitica

en el punto p = (ai,...,a,) € U, si existe una serie de potencias en p € C" de la
forma

Z cr(z *P)k,

|k|=0
con ¢, € C convergente en un polidisco A(p,r) donde r = (ry,...,r,) € R™ con
r; > 0,2 =1,...,n, cuya suma es f. Diremos que f es analitica en U si lo es en
cada punto del abierto U.

Una aplicacion F' = (f1,...,fm) : U — C™, se llama analitica si cada

fi:U—=C,i=1,...,m es analitica en todo punto de U.

PUCP 5



1.1. FUNCIONES ANALITICAS EN VARIAS VARIABLES 6

Los dos teoremas que siguen nos mostraran que las dos ultimas definiciones

son equivalentes.

Teorema 1.1.6. Sean U C C" un abierto y f : U — C wuna funcion analitica,

entonces f es holomorfa.
La demostracion del teorema se puede ver en [Sha92].

Definicién 1.1.7. Sea una funciéon f : U — C, definida en el abierto U C C™ y

a=(a,...,a,) €U, diremos que:

e [ es holomorfa respecto a la variable z; en el punto a si

f(al, e 7CLJ'_l, Zj, a]‘+1, ey an)
es holomorfa en z; = a;.

e f es holomorfa separadamente en cada variable z; si f es holomorfa respecto

a la variable z; en todo punto de U.

Teorema 1.1.8 (Osgood). Sean U un abierto de C™* y f : U — C una funcién
continua. Si f es holomorfa separadamente en cada variable z;, Vj = 1,...,n,

entonces f es analitica.
La demostracion del teorema se puede ver en [Sha92].

Corolario 1.1.9. Sea U C C™ un conjunto abierto. Toda funcion f : U — C

holomorfa es analitica.

Teorema 1.1.10. Sean el espacio complejo C* y U C C™ un conjunto abierto. Si

0
f: U — C holomorfa, entonces a—f : U — C son holomorfas para todo j =1,...,n.

En particular, la derivada ' es también holomorfa.
La demostracion del teorema se puede ver en [Sha92].

Teorema 1.1.11 (Identidad). Sea D C C" un dominio, a € D y f : D — C

holomorfa, si
ok f(a)
———= =0, VI/kl>0
R LLE
entonces f =0 en D.

La demostracion del teorema se puede ver en [Sha92].

Una. consecuencia del teorema de la identidad es que si D es un dominio de
C™ entonces O(D) es un dominio de integridad.
En efecto. Considere f,g € O(D) tal que f-g = 0 en D. Supongamos que f # 0,
existe p € D tal que f(p) # 0, entonces por definicion de continuidad, existe una
bola abierta B(p,r) tal que f # 0 en B(p,r). Luego g = 0 en B(p,r). Por lo tanto,
por el teorema de identidad g = 0 en D.

PUCP 6



1.2. GERMENES DE FUNCIONES HOLOMORFAS 7

1.2 Gérmenes de funciones holomorfas
Sea p € C™ y considere el conjunto
Fp={f:f funcién holomorfa definida en una vecindad de p},

Dadas las funciones f,g € 7, f: U = C, g: V — C, donde U,V son vecindades

de p. Definimos la relacion de equivalencia
f~g siysolosiexiste W cCUNV talquef|w=g|w, (1.3)

la clase de f € F,, denotada por f,, es llamada germen de funcion holomorfa. El
el conjunto de todos los gérmenes O, , = Op, se define como

Op:&:{fp:fefp}. (1.4)

~

O, es un anillo local, dominio y noetheriano con las operaciones de adicién y

multiplicaciéon inducidas por las operaciones a nivel de funcién:

fot9p=(f +9)p (1.5)

fo 9o =(f - 9)p (1.6)

Teorema 1.2.1. El anillo O, es isomorfo a C{z1 —p1,...,2, — pn}, anillo de
las series de potencias convergentes en alguna vecindad de p = (p1,...,pn).

Prueba. Considere la aplicaciéon

o : Opp — C{z1—p1,...,2n —Dn}
fp = Qo(fp) = HZ Ckl---kn(zl *pl)kl s (Zn *pn)k"a
k|=0

donde

_1oMpp) 7
*T R0k (2m)n / WCK’ r>0
T(p,r)

se verifica que:

e ¢ es biyectiva.

‘P(fp + gp) = ‘P(fp) + Sp(gp)-

‘P(fp : gp) = ‘P(fp) : ‘P(gp)-

p(l) = 1.

O

Si p=0 € C", denotamos O, ;, = Oy, en este caso el anillo local O,, ¢ es
isomorfo a C{zy,..., z,}. Por otro lado, denotamos por Of al grupo multiplicativo

de las unidades del anillo Oy.

PUCP 7



1.2. GERMENES DE FUNCIONES HOLOMORFAS 8

Observacién 1.2.2. (1) Para todo p € C" el anillo O,, ,, es isomorfo a O,, o = O,,

que por el teorema 1.2.1 se puede identificar con el anillo C{zy,...,2,} de la
serie de potencias,
oo
Z Chyokn 2Lt 20, (1.7)
ket kn =0

convergentes en alguna vecindad de 0.

(2) El anillo Op es un dominio de integridad.
De hecho, si fg = 0 entonces f(z)g(z) = 0 en algun polidisco A(0, ) centrado
en 0. Si f(p) # 0, donde p € A(0,r), por continuidad, f(z) # 0 en una vecindad
de p, entonces g(z) = 0 en esta vecindad. Asimismo g = 0 en A(0,r) por el

teorema de la identidad.

(3) Denotemos por C[z1,...,z2,] el conjunto de series de potencias formales,

Clz1, -, 2n] = {Z P; : P; es polinomio homogéneo de grado z} (1.8)
i=0

esta claro que C{z1,...,2,} C C[z1,...,24].

El conjunto C[z1, ..., z,] tiene estructura de anillo:
D P+ Q=) (Pi+Q)
i=0 i=0 i=0
(oo} oo oo oo
(2r) (o) -n  anen- 3 ro
i=0 §=0 1=0 it+j=1
(4) C[z1,.--,2n] es un dominio notheriano, local y un espacio métrico completo.

(5) f € Og tal que f(0) # 0, si y solo si existe g € Op tal que fg = 1. Esta
observacion nos dice que el anillo O, tiene un tnico ideal maximal

m={fe0:f(0)=0}

Los anillos con un tnico ideal maximal son llamados anillos locales, asi Oy es

un anillo local.

(6) Si f € Og podemos escribir
f(z)=f(z1,...,2n) = Pn(21,.. ., 2n) + -+ Pj(z1,. .., 2n) + -+

donde cada P; es un polinomio homogéneo de grado j y P, # 0. Esta expresién
se llama desarrollo de Taylor de f, el polinomio homogéneo P,,(z) se llama la

forma inicial de f, y el entero m la multiplicidad de f en p, denotado por
mult, (f).

0f(p)
0z

J

e Sim = 1 entonces existe i € {1,...,n} tal que # 0, en este caso el

punto p es un punto simple o regular de f.
af(p)
aZj

punto singular de f.

e Sim > 1, entoces = 0, para todo i, en este caso se dice que p es un
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1.2. GERMENES DE FUNCIONES HOLOMORFAS 9

Equivalentemente, la multiplicidad de f puede ser expresada como:

|k
mult(f) = min {|k| : %Zlf(p) # O} . (1.9)

e Un germen de hipersuperficie analitica ¢ en el origen de C™ es un conjunto de
puntos dados por la ecuacion f(z) =0, donde f € C{z1,...,2z,}y f(0) =0.

e Los términos anteriores asociados con f tales como multiplicidad, puntos

simples, etc, son también asociados a 7.

e Cuando n = 2 al germen de hipersuperficie J# se le llama germen de curva
plana analitica.
Como todo polinomio homogéneo de dos variables con coeficientes complejos
se puede factorizar linealmente, la forma inicial f,, de S, puede ser escrita

como
s

fm(z,w) = H(aiz + bw)", (1.10)

i=1
con a;b; —a;b; #0, sii# j.
Las rectas a;z + bw = 0,7 =1,...,s, se llaman tangentes a la curva S en 0
y la unién de estas rectas es llamada cono tangente a 5 en el origen.
Si m =1, el germen de curva analitica posee una Unica tangente y esta tiene
multiplicidad 1(uno).

Ejemplo 1.2.3. Sea la curva analitica € : y?> — 2> = 0. entonces

f(z,y) = fa+ f3

donde f, = y? y fz3 = —23 son polinomios homogéneos de grados 2 y 3

respectivamente. Observe que la multiplicidad de f en cualquier punto p es uno(1),
salvo el origen. Sin embargo, multyf = 2 > 1, entonces 0 es un punto singular de

€.
Ademas, el eje X es el cono tangente a € en 0 (Ver figural.l).

Figura 1.1: El cono tangente a € en O
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1.3. EXTENSION ANALITICA 10

Teorema 1.2.4 (Preparacion de Weierstrass). Sea f € C{z1,...,2,} convergente
en el polidisco A(0,7), r = (r1,...7,). Si multe(f) = m > 0, entonces existe un
cambio lineal de coordenadas T, en el origen de C", y existen s; <r;, j=1,...,n,

u,h € C{z1,...,2,} tales que:
(i) foT =uh, en A0, s),
(i) u no tiene ceros en A(0,s).
(iii) h es de la forma,

h(z1, ...y 2n—1,2n) = 2z;' + b1(21, .. .,zn_l)szfl + o F bz, 2n—1)
(1.11)
donde bj(z1,...,2n—1) € C{z1,...,2n-1}, b;(0) =0y

multo(b;(21,...,2n-1)) > J
para todo j =1,...,m.
La funcién holomorfa h es la inica que satisface las condiciones (i) y (iii).

Corolario 1.2.5 (Teorema de la funciéon implicita). Sea f wun elemento de

C{z1,...,2n} tal que f(0) =0y 687}0(0) # 0. Entonces existe p(z1,...,2n-1) €

C{z1,...,2n-1} tal que p(0) = 0 gjf(z1,...,zn,1,<p(zl,...,zn,1)) = 0 como
elemento de C{z1,...,2n_1}.

1.3 Extensién analitica

El teorema més conocido de extension analitica de una funcién holomorfa es el

teorema de Hartog que enunciamos a continuacién.

Teorema 1.3.1. (Hartogs). Sea un polidisco A = A(a,r) y A" = A(a,s) de C"
(n>2),0<s;<rj, j=1....,n. 8 f:A—N — C es holomorfa, entonces

eziste una inica funcion F : A — C holomorfa tal que F' |\ _x= f.

Sin embargo, en este trabajo necesitaremos los teorema que generalizan el
bien conocido teorema de la singularidad removible de Riemann en una variable
compleja.

Sea D un dominio de C™. Un subconjunto A C D es analitico si para todo
p € A existe un polidisco A(p,r) C D y funciones holomorfas f1,..., fi : A(p,r) —
C, donde k depende del punto p, tal que

ANA(p,r) ={z€Alp,r): fi(z) =... = fi(2) = 0}

Asi tenemos que un conjunto analitico esta definido localmente por un nimero finito
de funciones analiticas. Cuando este nimero de funciones es siempre k = 1 para
todo punto diremos que el conjunto analitico tiene codimensiéon 1. Por otro lado,
si este numero de funciones k£ es uno o dos para todos los puntos diremos que el

conjunto analitico tiene codimension 2.
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1.3. EXTENSION ANALITICA 11

Teorema 1.3.2 (Primer teorema de la singularidad removible de Riemann).
Consideremos el dominio D C C" y un conjunto analitico A C D de codimension
uno. Si f : D\ A — C es una funcion holomorfa y para cada z € A existe una
vecindad U, tal que f es acotada en (D \ A)NU, (localmente acotada), entonces f

se extiende unicamente a una funcion holomorfa en D.

Prueba. Unicidad. Si F' y G son funciones holomorfas que extienden a f en D tal
que
F|p\a= G |p\a=f

Como D \ A es un conjunto abierto no vacio y D es conexo, por el teorema de la
identidad F' = G en D.

Ezistencia. Basta probar que f puede extenderse holomorfamente en un punto
arbitrario a € A, y podemos suponer que a = 0. Sea g la funcién homomorfa que
define el conjunto A en una vecindad de 0 satisface la condicion ¢(0’,z,) # 0
para z, # 0. Entonces existe un circulo » > 0 tal que ¢g(0’,2,) # 0 en el circulo
{|zn| = r}. Por lo tanto, g(z’,z,) # 0 tanto para z’ perteneciente a un entorno

U’ ¢ C"! suficientemente pequefio como para |z,| = 7.

Definamos la funcion

F(2,2) = L/ 1 n) ge (1.12)
216 J{jgal=r} $n ~ %n

Para 2z’ € U’, la funcion f(2’,¢,) en el integrando es holomorfa en z’, puesto que los

puntos (z',(,) estan en D\ A, pues g(z’, () # 0. Por tanto F' también es holomorfa

respecto de z’ en U’, y respecto de z, es holomorfa en el disco U, = {|z,.| <r};

luego, F' es holomorfa en el dominio U = U’ x U,.

Por otro lado, para 2z’ € U’ fijo la funcién g(z’, z,,) tiene un namero finito de
ceros en el disco U,,, que corresponden a los puntos de A. Como por hipétesis f esta
acotada en una vecindad de estos puntos, las singularidades con respecto a z, son
removibles. Después de eliminarlos, la funcion f(2’, z,,) en el disco U, se representa
por una integral de Cauchy con respecto a valores en el circulo {|z,| = r}, es decir,

coincide con la funciéon F'y esta tltima es holomorfa en el dominio U > 0 O

Si el conjunto analitico fuese pequeiio, una funciéon holomorfa se extiende a
este conjunto sin la condicién que la funciéon sea localmente acotada. Este resultado
serd probado en el siguiente teorema.

Para la demostracién del teorema serd necesario introducir la nocién de la
dimensién de un conjunto analitico.

Considere un conjunto analitico A C C™, p € A y supongamos que

ANAp,r)={z€ Ap,r): f1(z) =... = fr(z) =0}

(5)
0z; i=1,... k;j=1,....n

en una vecindad de p es k diremos que p es un punto regular de A y el nimero

Si el rango de la matriz

m = n — k es llamado dimensién del punto p y serd denotado por dim,A. El
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1.3. EXTENSION ANALITICA 12

conjunto de todos los puntos regulares de A sers denotado por A° y los puntos de
A — A° son llamados puntos criticos de A.

Ejemplo 1.3.3. El conjunto de puntos
A: 224255 =0
en C? es un conjunto analitico y los puntos regulares de A forman el conjunto
A% = A — (ejeX UejeY)
y evidentemente en todo punto p € A tenemos dim, A = 2.

Teorema 1.3.4 (Segundo teorema de la singularidad removible de Riemann). Sea
D c C"(n>1) un dominio y A es un conjunto analitico de codimension al menos
dos. Si [ : D\ A — C es holomorfa, entonces f se extiende de forma inica a una
funcion holomorfa en D.

Prueba. La unicidad de la extensién se prueba como en el Teorema 1.3.2.
Probaremos la existencia de la extensién por induccién sobre la dimensién del
conjunto A, la cual asumimos igual a m < n—2. Si A es de dimension cero (m = 0),
entonces consiste en puntos aislados y la extensiéon de f es consecuencia del teorema
de Hartog.

Supongamos que la afirmacion ha sido probada para dimensiones menores
que m <n—2,y que A es un conjunto de dimensién m. Probaremos que f puede
extenderse a cualquier punto regular p € A%, que podemos suponer que es p = 0,
siendo A° el conjunto de puntos regulares del conjunto analitico A.

Como en una vecindad de 0 el conjunto A es una variedad compleja de codimension
al menos 2, por el teorema de la funcion implicita podemos encontrar dos funciones
g1 Y g2, holomorfas en una vecindad U” del punto 0 € C*~2, tal que A esta dado

por los ceros de las funciones

Zn-1—g1(2") ¥y 70 — g2(2")

donde 2" = (21, ,2p_2).

Supongamos que ¢1(0”) = ¢2(0”) = 0y w = (zp—1,2n), entonces el toro
T ={(0",w) : |zn-1] = |2n| = r}, r > 0 es lo suficientemente pequefio, se encuentra
en D\ A, luego V2" € U” y Vw en el bidisco U? = {|z,_1| <7, |z.| < r}, la funcién

L[,
(27TZ)2 T C —w

F(" w) = ¢ (1.13)
es holomorfa. Pero para 2" fijo, el punto (2”,w) € A solo para z,_1 = ¢1(2") y
zn = g2(2"); por lo tanto, en funcién de w, F solo puede tener una singularidad
puntual, que es removible por el teorema de Hartog. En consecuencia, F' = f, es
decir, f se extiende holomorficamente hasta el punto 0. Esto prueba existencia de
la, extensién de f al conjunto A° de puntos regulares de A.

Finalmente, dado que los puntos criticos forman un conjunto analitico de
codimension menor que m, entonces f se extiende a los puntos criticos de A por la
hipotesis de induccion. O]
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1.4. FOLIACIONES 13

1.4 TFoliaciones

Antes de dar la definicién de una foliaciéon observemos la estructura geométrica local
del flujo de un campo vectorial de clase C! alrededor de un punto regular.

Un campo vectorial es una aplicacién de una variedad diferenciable M™ en
su fibrado tangente T'M tal que X (q) € T,M para todo ¢ € M. Considere un punto
p € M tal que X (p) # 0. Por el teorema del flujo tubular [Sot79] existe una vecindad
U de p en M y un difeomorfismo

f:B'*'x Bt U

donde B™ = B(0,1) es la bola abierta de centro en el origen y radio 1 en R™ tal
que el cambio de coordenadas esta definido como

1. N¢

Si tenemos otro difeomofismo aplicando el teorema del flujo tubular en otro punto
qgeM
g:B'x B"l v
tal que
0
= or

Como f y g linealizan las curvas integrales de X alrededor de los puntos p y ¢

*

g X

respectivamente tenemos

glof + fTYU) - g7U(V)
(z,y) = g o f(t,2)=(h(t2)l(z))

Veamos que esta forma de los cambios de variables que linealizan los campos
vectoriales alrededor de los puntos regulares son los que estidn determinando la

descomposicién de M mediantes las 6rbitas de X. Esto puede ser generalizado.

Definicién 1.4.1. Sea M™ una variedad, una foliacion (regular) # en M de
dimension & y de clase C” (u holomorfo (M variedad compleja)) es una estructura

diferenciable determinada por un atlas del tipo

A={U, f): fi : B*xB™* > U;, i eI}

de clase C" (u holomorfa) tal que el cambio de coordenadas satisface:

filtofi o Uy — £ (Uy)
(x,y) = fio filz,y) = (hij(2,9), 915 (1))-

Donde B* = B(0,1) C R* es una bola abierta con centro en el origen, radio 1,

dimensioén k y B™~* bola abierta de dimensiéon m — k.

Observacién 1.4.2. En la figura (1.3) se observa que B* x {y} son copias de B*.
La imagen de una bola abierta B* x {y} que es llevada en una linea (azul) curvada
en la variedad M es superficie de dimension k, el asunto es que se pegue con una
superficie del mismo tipo inducida por f;, eso no lo hace cualquier atlas.
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1.4. FOLIACIONES 14

Figura 1.2: Flujo tubular

Figura 1.3: Cambio de coordenadas f; ' o f;

e Las subvariedades de dimensién k de la forma f;(B* x {y'}) son llamadas

placas de foliacion.

e Las subvariedades de dimensién m — k de la forma 3 = f;({z} x B™*) son

llamadas secciones de foliacion.
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Figura 1.4: Cadena de placas uniendo p con q.

Definiciéon 1.4.3. Sea M la variedad cubierta por placas de la foliacion &, se
define sobre M la relacion de equivalencia:

p,q € M, p ~ ¢ si existen un nimero finito de placas &4, ..., & talque p € H,, q €
Py ademés P;N P # O parai=1,..,1— 1. Las clases de equivalencia de esta

relacion ~ se llaman hojas de la foliacion Z.
De la definicién se tiene directamente las siguientes observaciones

e Por cada punto p € M pasa una y sola una hoja de .# denotada por H,.
e JH, =M
peM

e Toda hoja es un conjunto conexo por caminos.

Proposicién 1.4.4. Toda hoja de la foliacion F* es una subvariedad inmersa en

M™ de dimension k y tiene la misma clase de diferenciabilidad que .F*.

Prueba. Sea p € H, por definicién de hoja existe una placa &;, y un punto fijo tal

que p € Z; = fi(B* x {y})

¢ : B¥ CRF s Bk x {y} —L's o,

T - (mvy) *)fl(xﬂy)

Luego
(bj_loq‘bi : ¢;1(,@iﬂyj)CRk —> (bj_l(e@iﬂe@j)CRk
x = 050 di(x) = 5 H(filw,y)) = hij(z,y)
con y fijo.
O

1
Ejemplo 1.4.5. Sea M™ una variedad de clase C' y f : M —S>R una

submersion. Por el teorema de la forma local de las submersiones [Lim08], f
determina una foliacion &% = 9’;"‘1 en M. Ademas, las hojas son componentes

conexas de los conjuntos de nivel de f: f~1(r),r € R tal que
T,f'(r) = Kerdf (p).

Finalmente, note que todas las hojas de la foliacion .# son encajadas.
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Figura 1.5: Hoja H subvariedad inmersa en M.

Ejemplo 1.4.6. Consideremos una 1-forma diferencial w de clase (C*°) no nula en
una variedad M™. Por el teorema de Frobenius [CN13| si la 1-forma satisface la
condicion de integrabilidad w A dw = 0 ella define una foliacién

F=F"1:w=0. (1.14)

Las hojas de la foliacion (1.14) son las subvariedades inmersas H de M que

satisfacen la ecuacion

T,,Hm*1 = Kerw(p), Vpe€H. (1.15)

Figura 1.6: Hoja de la Foliacion . = #m~1

Veamos en detalle el caso particular cuando M = R? donde las foliaciones se
pueden definir por campos vectoriales o 1-formas diferenciales. En este caso la 1-

forma diferencial w es de la forma
w = a(z,y)dx + b(z,y)dy en R?

Evidentemente en R2 se tiene w A dw = 0. Por otro lado, el campo vectorial

0 0
X = b(l’,y)% - a(xvy)aiy
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no nulo en todo punto, es dual a la 1-forma w esto es:
0 0
w(p)X(p) = (alp)dz + b(p)dy) | bz, y) 5~ — alz,y) 5

= (a(p)dz + b(p)dy) <b(p)aax - a(p)a)

—a(p)ds (b)) ) + by (8005~ o) )

Finalmente, observe que toda 1- forma cerrada (no nula) w en una variedad
M cumple la condicién de integrabilidad:

WAdwo=wAN0=0

luego define una foliacién en M.

1.5 Foliacion singular

1.5.1 Singularidades de campos vectoriales holomorfos

Sean el conjunto abierto U = (C™,0) (vecindad de 0 en C"), n > 2y z =
(#1,.-.,2n) € U. Un campo vectorial holomorfo en el abierto , es un campo vectorial

D 2 (Ugee— TCE

0 0
z = X@)=hHE)z—+ -+ folz) 57—
()= e g+ + Fule) g
tal que sus funciones coordenadas fi,...,f, son funciones holomorfas en C"
0 0 . .
y 9=—,...,— ¢ es base de TC™. Entonces las funciones coordenadas tienen
321 ﬁzn
expansion en series de potencias, es decir
o0
. A P :
fi(z) = Z Chyvo kn 21 2" K1y kb € Lo, ¢, g, €C. (1.16)
ki tky =0
Si ordenamos, en funcion de los grados, los términos ¢}, K, 28 2k de la serie de

potencias de f;, podemos expresar las series f; en funciéon de sumas de polinomios

homogéneos:
fi(z) =Y Pi(2), (1.17)
n=0

donde P!(z) son polinomios homogéneos de grado n. Por lo tanto, podemos expresar

el campo holomorfo en funcién de sumas de polinomios homogéneos como:

X(2) = (Z P&(z)) a% +oot (Z Pﬁ(z)) % (1.18)
n=0 n=0 n

Llamamos parte homogénea de grado j del campo 1.18 a la expresién

0 0
Xj(2) = P}e) g o+ P(2) 5

3 (1.19)
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1.5. FOLIACION SINGULAR 18

donde le, ..., P} son polinomios homogéneos de grado j. Por lo tanto,
X:X1+.+XJ+. ,

si X,, es el menor campo homogéneo de grado m no nulo, se dird que m es la
multiplicidad de X en 0. En particular, si n = 0, a X, llamaremos parte constante,

sin =1, X; se le llama parte lineal, si n = 2, llamaremos a Xy parte cuadrdtica.

Definicion 1.5.1. Sea X un campo vectorial holomorfo

X() = g+ 4 Sulz)

] 02,
Un punto p € U C C" se llama punto singular si X (p) = 0.
El conjunto de puntos singulares de X se denota como:

Sing(X) ={p€U: fi(p) = = fu(p) = 0}.
Si X (p) # 0, el punto p se llama punto regular.

Se dice que p es una singularidad aislada si existe V), una vecindad abierta
de p, tal que para todo ¢ € V, \ {p}, X(¢) # 0, es decir, V, no tiene otro punto
singular de X aparte de p.

Ejemplo 1.5.2. Dado el campo vectorial

0 0
X(Zl,ZQ) = Z12’26721 o (2’12’% + Zil)aiZQ

en el espacio complejo C?, el conjunto de sus puntos singulares es
Sing(X) = {z1 = 0}

Ejemplo 1.5.3. Para el campo vectorial

0
X(z1,22) = (z% = 21)3721 + (2122 — zf)a—z2

en el espacio complejo C2, el conjunto de sus puntos singulares es
Sing(X) = {z1 = 0y U{(1, 1)}
Por lo tanto, el punto (1,1) es la unica singularidad aislada.

Definicion 1.5.4. Sea el campo vectorial holomorfo

0 0

X(2) = he)g -+ + fal2) g

en un abierto U C C™. Un punto p € Sing(X) es no degenerado si X tiene
dfi(p) "
aZj

parte lineal X7 no nula centrada en p y su matriz DX (p) = ( tiene
ij=1
determinante no nulo.
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Ejemplo 1.5.5. Dado el campo vectorial holomorfo

0 0
X(Zl,zz) = *2'18721 + (Z% + 22)67,22’

0 0
tenemos p = (0,0) € Sing(X), con parte lineal X1 = —z1 — + 20— y la matriz

821 822
-1 0
ox- (1 0)

es tal que su determinante |[DX(p)| = —1 # 0. Por lo tanto, p = (0,0) es una

jacobiana en p = (0, 0)

singularidad no degenerada de X.

Definiciéon 1.5.6. Sea M una variedad compleja de dimensién m > 2. Una foliacion
% holomorfa singular de dimensiéon £ < m sobre M es una foliacién holomorfa
regular en M \ S, donde S es un conjunto analitico propio de M, llamado conjunto
singular de F y denotado por Sing(.%).

La foliacion % es saturada cuando no puede ser extendida a cualquier punto

del conjunto singular.

Observacién 1.5.7. Si el conjunto singular Sing(.%#) tiene codimension 2, como la
foliacion .Z localmente es generada por k campos vectoriales holomorfos [CN13| que
se extienden por el teorema 1.3.4. Por lo tanto, esta foliacién .% se puede extender
a una parte de S en donde estas extensiones de los campos definen una foliacién
regular.

Ejemplo 1.5.8. Sea el campo vectorial holomorfo

0
Xeli (2P — e SRIN(7octe o202

19 ) 9%

en el espacio complejo C?, entonces su conjunto singular esta dado por:
Sing(X) = {(0,0)}

Las 6rbitas de este campo vectorial holomorfo X, son las hojas de la foliaciéon regular
F definidas por este campo vectorial fuera del conjunto singular Sing(X). Entonces

esta foliacién determina una foliacion singular en C2.

Proposicion 1.5.9. Consideremos una variedad compleja M de dimension n > 2
los siguientes elementos

1. Un cubrimiento abierto {U;};c; de M,

2. Una familia de campos holomorfos {X;}icr, donde X; es el campo vectorial
en el abierto Us;.

3. Una familia de funciones holomorfas {gi;}i jer, donde g;; € O*(U; N U;).

Que satisfacen la relacion
Xi = ginj en Ui]‘.
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Entonces existe una foliacion holomorfa F en M — U;crSing(X;) tal que sus hojas

L satisfacen la condicion.
T,L =C.X;(p) sipeU; yp ¢ Sing(X;).

El conjunto analitico Sing(.F#) = U,;ecSing(X;), es el conjunto singular de la
foliacion & .

Definiciéon 1.5.10. Sea M una variedad compleja de dimensién n > 2. Sea F#
una foliacién holomorfa singular de dimensién uno generada localmente por campos
vectoriales holomorfos {X;}ic; en M, como en la proposicion 1.5.9. Se dice que
Z tiene singularidad no degenerada, si toda singularidad p € Sing(%#) N U; es no
degenerada, esto es, si p € U; es un punto singular no degenerado de Xj;.

1.6 Foliaciones en el espacio proyectivo

Sea la relacién de equivalencia en C™*!

(oy---sxn) ~ (Yo, -+, Yn) < existe A € C*: (xg,...,2Zn) = AY0,---+Un)

Las clases de equivalencia por esta relacién son rectas sin el origen, es decir son
direcciones. Asi, el conjunto de todas estas direcciones forman el espacio proyectivo

de dimensién n

(Cn-H {0}

~

Denotamos las clases de equivalencias como

[To i - xp] == [(Toy- ., Tn)] (1.20)

PTL

S

[9‘1 )]={(30.30.33)]

v

Figura 1.7: [(zo, 21, 22)] ¥ [(yo,y1,y2)] representan la misma recta
Los espacios P! y P? son llamados rectas y planos proyectivos
respectivamente. Veamos en detalle las estructura diferenciable del plano proyectivo

Ejemplo 1.6.1. De la definicion del espacio proyectivo y la notacion de la clase de

equivalencia o direccién tenemos

= {[iﬂo Ty ] : (moaxlaxQ) 7£ (030,0)}
={[zo:x1:x2]: w0 Z 0} U{[xo: a1 : @] : 1 # 0 U{[xo: @1 : x2] : 22 # 0}
= Uy U Uy U U,
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1.6. FOLIACIONES EN EL ESPACIO PROYECTIVO 21

donde Uy, U; , Us son abiertos de P2, cada uno de ellos son copias de C? mediante
las biyecciones:

d)o : C? — Uy

(z,y) = [y
¢1 (C2 — U

(s,t) — [s:1:1]
¢2 C? — Us

(w,v) — Ju:v:1]

Por otro lado

. X X
Si 29 #0=>[x0:21:22] = [1:1:2}
Zo To
r1 T2
= (xo,thQ) = o <17 ¥ 1 >
o To

donde x1 0 x5 varian en C.
Teniendo en cuenta la topologia cociente del plano proyectivo P? tenemos
que es compacto y conexo. De la descomposicién

P? = {[xo : z1 : o] : o # 0} U {[xo : x1 : 2] : xo = 0}
= c? U{[0:21:22]:21#0 o z9#0}
= C? U Pt
notamos que P? es la compactificacién de C2? agregando una copia de la linea
proyectiva Pg.
Finalmente, veamos como se relacionan las coordenadas.

—1

CxC U & orxc
(z,y) —[1:z:y]
)

ERE Rl CH A

Es decir, las coordenadas (z,y) de ¢¢ se relacionan con las coordenadas (s, t) de ¢

de la siguiente manera

(1 y) = ¢ o do(z,y) = (5,1).

)
xr T

Los otros cambios de coordenadas tienen similares expresiones, dadas en la figura
1.8, como ellos son funciones holomorfas, entonces el plano proyectivo es una

variedad holomorfa y los ¢;, 7 = 0,1, 2 son sus parametrizaciones.

Esta situacion particular del plano proyectivo se tiene en general para todo

espacio proyectivo P”, es decir este espacio puede cubrirse por n + 1 abiertos

U]:{[Zoxn}fj#o}’ j:(),...,n,
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1.6. FOLIACIONES EN EL ESPACIO PROYECTIVO 22

Figura 1.8: Cambios de coordenadas del plano proyectivo

cada uno de ellos se identifica con el espacio C™ mediante las parametrizaciones
(bj : cn e Uj
(tla--~7tn) — [tlZ...thfllllthrlZ...Ztn]

y los cambios de coordenadas las aplicaciones

1t ti—1 tj41 tn)
t

-1
j ta"'7t :( ) y T ) [

(1.21)
Con la topologia cociente, el espacio proyectivo P™ es un espacio compacto y conexo.
De la representacion

P*=Crup"!

se tiene que P" es la compactificacion de C" agregandole el espacio P~ 1.

1.6.1 Dos formas de determinar foliaciones en el espacio P"

1) Primera forma. Dado un campo vectorial polinomial en espacio complejo C™,

donde n > 2 5 5
X=P—+---+FP,—,
18:171 + + 8In
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1.6. FOLIACIONES EN EL ESPACIO PROYECTIVO 23

con conjunto singular
Sing(X)={peC": Pi(p)=---= P,(p) =0}.

Si los polinomios P; no tienen un factor comun, el conjunto Sing(X) tiene
codimensién mayor igual a dos. Veremos a continuacion que X induce una foliacién

% con singularidades en el espacio proyectivo P

Proposicion 1.6.2. Dado un campo polinomial X en C™, existe una foliacion F
en el espacio proyectivo P™ que coincide con la foliacion determinada por el campo

X en el espacio afin C™.

Prueba. Considere el campo vectorial X de grado d = méx{grado(P;)/j =
1,...,n}. Mediante un calculo directo tenemos
—1 * 1 .
(671 © ¢0) X=X, j=Ln (1.22)
J

donde X; es un campo vectorial polinomial de grado d y los ¢; son las coordenadas
del espacio proyectivo P y el cambio de coordanadas estd dado en (1.21). Dado
U;NUy = {(t1,...,t,) : t; # 0}, la proposicién 1.5.9 nos dice que la relacion (1.22)
define una foliacion # en el espacio proyectivo P — Sing(.%), donde

Sing(F) = U}, Sing(X;)

que serd de codimensiéon 2 porque el conjunto singular de X tiene codimension
dos. O

2) Segunda forma. Veamos otra forma de generar las foliaciones en el espacio
proyectivo. Consideremos un campo vectorial

0 0

X = fo(P)T% gl &5 fn(P)a7,

donde f; es un polinomio homogéneo de grado d. Considere el campo radial

0 0
R—Zoaizo-i-“--&-ZnaiZn.
Como
0 0 0 0
(R, X] —R(fo)aizo‘k”"FR(fn)ﬁ _X(ZO)T% - _X(Z”)azn
0 0 0 0
*d-foaizoJr"'er-fn@*foaiZO*"'*fnﬁ
=dX - X
=(d-1)X

por el teorema de Frobenius [CN13| tenemos una foliacion .# generada por los
campos vectoriales X y R, esto es, dada una hoja L de esta foliaciéon tenemos

T,L = (X(p),R(p)), paratodop € L.
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1.6. FOLIACIONES EN EL ESPACIO PROYECTIVO 24

En este caso diremos que la foliacion % tiene grado d, el cual denotamos por
grado(F). La aplicacion cociente 7 : C"*1—{0} — P" es una submersion y sus fibras
coinciden con los radios de C"*! partiendo del origen que son tangentes del campo
radial R. Por lo tanto, el tinico campo vectorial, de los dos campos considerados,
que se proyecta por m, es el campo vectorial X. Veamos la representacion local de
esta proyeccion en el abierto Uy = {Zj # 0}, donde

7 7z,
Zo:...:Zp)=11:==,... ==
% =2 2
. z Z
(Zos...  Zn) €T — {0} — " [1: 25, ..., 2| e P”
Zo 70

47(;1077 J/ /

4L I
TR

i Z Zn
(¢0107T)(Z07--~7Zn): <Z(1),,ZO)

se tiene

-7 1
— L o i o
Z Zy ) fi
~7 i
= i~ 0 :
c s
—Zn il :
Zg Zo nx(n+1) fn

(n+1)x1

- —Zl 1 8 _Zn 1 a
~(Zht zh) am o (vt mh) o7,

En las coordenadas afines Zp =1

_ 4 _Zn
z1 ZO 9. y Zn = ZO
tenemos
B 0

es un campo polinomial en coordenadas afines en C".
Veremos en el Capitulo 2 que toda foliacion P™ esta determinada por un

campo vectorial polinomial en el espacio complejo C",

1.6.2 Interpretaciéon geométrica del grado de una foliacién

A continuacion daremos una interpretacion géometrica del grado de una foliacion

7 de dimensién 1 en el espacio proyectivo P generada por un campo. Para ello
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1.6. FOLIACIONES EN EL ESPACIO PROYECTIVO 25

consideremos un hiperplano en el espacio proyectivo P como un subconjunto de la
forma:

S ={[xo:...: 2] €EP": agmg + - - + apzy, =0}
donde algun ag,...,a, € C es no nulo. El conjunto de tangencias de esta foliacion

y el hiperplano esta dada por el conjunto de puntos
Tang(F, ) ={[xo:...:xp) € H : aofo+ -+ anfn =0}

este conjunto es algebraico en el hiperplano 7. Evidentemente, si J¢ es F#
invariante entonces el conjunto de tangencia coincide con el hiperplano, caso

contrario es un conjunto algebraico propiamente contenido en el hiperplano.

Proposicion 1.6.3. Sea F una foliacion de grado d en el espacio proyectivo P™.
Genericamente los hiperplanos € en este espacio proyectivo no son invariantes por
la foliacioon y el grado de Tang(F, ) en S tienen grado d.

La demostracion se puede ver en [NS20]. Se observa de la Figura 1.9 que los
puntos de tangencia de la foliacion .# con la recta L, son los puntos regulares donde

hay tangencia y también los puntos singulares de la foliacion %#.

Figura 1.9: Puntos tangentes de la foliacion % con la recta L.

Ejemplo 1.6.4. El campo vectorial homogéneo de grado cero en C3 — {0}

9 P 9
X=—-1— — —_—
2z Yoz "%z,

y el campo radial R generan una foliacién de codimension 1 en C* — {0}. Mediante
la submersion 7 : C3 — {0} — P2, esta foliaciéon se proyecta en una foliacién .# en
el plano proyectivo P? de grado 0, localmente (1.23) esta foliacién es determinada

por el campo vectorial radial en C2

0
F 218721 +22872;2

PUCP 25



1.6. FOLIACIONES EN EL ESPACIO PROYECTIVO 26

Las hojas de esta foliacién .# son rectas que pasan por el origen (Figura 1.10).
Ninguna recta de P? es invariante por la foliacién, en particular

Tang(.F, Loo) = {[x0 : 71 : 12) € P? 1 g = 1} = 0,

todas las rectas cortan a L., transversalmente, tampoco hay puntos regulares, el
unico punto singular de la foliacion % es el origen O.

Figura 1.10: Foliacion .# con grado cero.

Un automorfismo de P"™ es un biholomorfismo o : P* — P". Los
automorfismos forman un grupo con la operacién de composicién, y denotaremos

este grupo por Aut(P™).

Si se aplica el teorema de Chow. [Sha92], segtn el cual todo subconjunto
analitico del espacio proyectivo P™ son conjuntos algebraicos, los automorfismos
del espacio proyectivo P" vienen a ser inducidos por isomorfismos lineales T :
Ct1—{0} — C"*1—{0}. Como T es un isomorfismo lineal, entonces lleva siempre
rectas que pasan por el origen en rectas que pasan por el origen. Esas rectas vienen
al espacio proyectivo P™ en un punto, por lo tanto ¢ inducido por 7' lleva puntos

en puntos, donde ¢ es el automorfismo, como se observa en el diagrama.

(Cn+1_{0} 4T> Cn+1 _{0}
P -9 o P
Proposicién 1.6.5 (Foliaciones de grado 0). Toda foliacion por curvas de grado

0 en el espacio proyectivo P™ es equivalente a la foliacion % que en coordenadas

afines Zy = 1 estd generada por el campo radial en C"

LD
1821 ”6‘zn
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1.6. FOLIACIONES EN EL ESPACIO PROYECTIVO 27

Prueba. Sabemos que toda foliacion de grado cero estd generada por un campo
vectorial de grado cero en C™t!

Y*ciJrc iJr +c o
~ 9z, " oz, o7,

donde ¢; € C, siendo algunos de ellos no nulo. Como las érbitas de X son rectas con
una misma direccién, entonces tenemos un isomorfismo lineal 7" en C™ que establece

una equivalencia entre Y y campo

P 9
Xx=-1-2 4102 +. .. 102
2z Yoz T 052

Por lo tanto, la foliacion determinada por Y es equivalente a la foliacion .# generada
por el campo X. Por (1.23) la foliacién en coordenadas afines Zy = 1 esta dada por
el campo radial en C”

o wem ek % 0 |
821 ”8zn

21
O

De este teorema podemos concluir que las foliaciones de grado cero estan
determinadas por su punto singular, esto es, si hay dos foliaciones de grado cero

que tienen el mismo punto singular se trata de las mismas foliaciones.

Ejemplo 1.6.6 (Jouanolou). Sea J(n,k) el campo vectorial polinomial dado en
Ey=C" C P" por

n—1

0 0
j=1 / =

La foliacion en P™ generada por J(n, k) se denota por J(n, k) y se llama Foliacion
de Jouanolou de grado k en P™.
Probaremos que las singularidades de J(n,k) son no degeneradas, mediante la

siguiente proposicion:

Proposicion 1.6.7 (Jouanolou). Sean .#(n,k) el espacio de las foliaciones de
grado k en P" y S(n,k) el espacio de las foliaciones en F(n,k) que tienen todas

sus singularidades no degeneradas. Entonces se tienen las siguientes propiedades:

(a) J(n,k) € S(n, k). Si k > 2, entonces todas las singularidades de J(n,k) son

tales que los cocientes de dos valores propios distintos no son reales positivos.

(b) T (n, k) tiene todas sus singularidades en Eq. Estas estdn dadas en coordenadas
afines por
py = (87, () (@YD) =1, N

donde 0 es la N-ésima raiz primitiva de la unidad, N = 1+ k+---4+ k" y
fm) = —(k+ k2 +--- + k™).

(¢) Euxiste un subgrupo ciclico finito G C Aut(P™) con N elementos, tal que cada
elemento T € G permuta las singularidades de J(n,k) y deja invariante esta
foliacion, es decir

T TJ(n, k) = T (n, k)
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Prueba. (b) Las singularidades del campo vectorial J(n,k) estan dadas por el

sistema de ecuaciones

k —
1—x,xf = 0
k koo
Ty — Tp—1zy = 0
k ok
i —zjey = 0
E_ okl
Ty — Ty = 0

que se puede resolver inductivamente:

Tn = xfk
_ L2
Tn—1 = gkarh = Rk
j+1
T {(J )
. (1.24)
To = x{(n_l)
: k
(x{(nfl)) _ o = gt

donde
FG) = —~(k+ 12 4+ 1)
De la ultima ecuacién, se obtiene

gkt 4k

Si N =1+k+---+ k" entonces ¥ = 1, luego 71 = &7 es una de las raices
N-enésimas de la unidad. Sustituyendo este valor de x; en las ecuaciones 1.24, se

obtiene
I = (V

zy = (69)/ (=D

Ty = (67)7F = (67)fD)
Por lo tanto, los puntos singulares p; de J(n, k) estan dados por
pj = (21,22, Tn) = (5j,(5j)f(n*1)’... ’(5J’)f(1)> L j=1,---,N
En particular, J(n, k) tiene N singularidades en Ej.
(c) Consideremos ahora una transformacion A € GL (n,C) definida en
E C P” por:
Az, n) = (a1@y, -+ aney) = (621,67 2y, 67D 1)

Entonces la matriz A asociada a la transformacion lineal, esta dada por:

5 0 0
0 §fn=1) .. 0
0 0 P YACY
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Ademas:

5k 0 e 0 Sk 0 . 0

0 gkftn—1) .. 0 0 K =1 L 0
AF = o AR =

0 0 Y LA 0 0 I U €Y

Por otro lado, se tiene:

) 0 . 0 Sk 0 e 0
i 0 §ftn=1) .. 0 0 K -1 L 0
A-AF .. A = .
0 0 YA 0 0 P LA e
51+k+-~~+k" 0 0
0 §Atk+ k™) f(n—1) .. 0
0 0 coo §ARE+ET) (1)
il 0 0 10 --- 0
0 §Nfln—1) .. 0 01 --- 0
b £ ‘ : =1. . =
0 0 s SWINF) 00 --- 1

donde N =1+k+---+k™y 6 es la N-ésima raiz primitiva de la unidad. Ademas,
AT #£1Tsi0<j<N.

En particular, el grupo G = {Id, A - ,AN’l} tiene N elementos.

Ademas, A7(1,---,1) = (6j, (69)F(n=1) ... 7((53‘)18(1)) = pj, lo que prueba, que los
elementos de G permutan las singularidades de J(n, k). Por otro lado,

o=l
x d 0
A (I, k) =D o7t (afsr oy —aj - of -3y ab) 5—
j=1 !
-1 k A\ e
+ oy, (l—an-a1~xn~x1)am 0% J(n, k)

es decir, A*(J(n,k)) = J(n,k), lo que prueba (c).

(a) Para probar el apartado (a), teniendo en cuenta (c), basta demostrar que

una singularidad p = (1,---,1) de J(n, k) es no degenerada.

Calculamos la matriz Jacobiana J = DJ(n, k)(p)

—(k+ 1)k Ezb™b 0 0 0 0 0
—kxgxh Tl b kab? 0 0 0 0
—kazah! 0 R 7 | 0 0
J=| —kasatt 0 0 A 0 0
: 0 0
szn_lxlf_l 0 0 0 0 v —ab kakl
—kx, it 0 0 0 O .
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Si evaluamos la matriz jacobiana en p = (1,---,1) se tiene la matriz J
—(k+1) k 0 0 0 0 0
—k -1 k 0 O 0 0
—k 0 -1 k£ O 0 0
J=DJmk)1,--- )=| -k 0 0 -1 k 0 0
: 0 0
—k 0 0 0 0 -1 k
—k 0 0 0 0 0 -1

nxn

Se calcula ahora el det(J) aplicando las propiedades de los determinantes

—(k+1) kK 0 0 O 0 0
—k -1 k 0 0 0 0
—k 0 -1 k 0 0 0
det(J) = —k 0 0 -1 k 0 0
) } ; : 0 0
—k 0 0 0 O -1 k
—k 0 0 0 O 0 -1
-1 k 0 O 0 O
0 -1 k 0 0 0
0 0o -1 &k 0 0
=—(k+1) ) +
: 0 0
0 0 0 0 -1 k
0 0 0 0 0 =1 1y
-k k 0 O 0 0
-k -1 k O 0 O
-k 0 =1 k 0 0
+(=1)°(k) :
: 0 0
-k 0 0 O -1 k
-k 0 0 O 0 -1 (n—1)x(n—1)
—k k 0 0 0 0
0 -1-k k 0 0 O
0 —k -1-k k 0 0
=k+DH(-1)" -k
: : : : 0 0
0 —k 0 0o -~ -1 k
0 —k 0 o -~ 0 -1 (n—1)x(n—1)
y se deduce que det(J) # 0, entonces la singularidad p = (1,--- , 1) es no degenerada.

Los valores propios de la matriz J estan dados por la solucién de la ecuacion
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det(J — M) = 0, es decir:

—(k+1)—A k 0 0 0 0 0
—k —-1-A k 0 0 0 0
-k 0 —-1-A k 0 0 0
—k 0 0 —-1-X k 0 0 =0
: 0 0
—k 0 0 0 0 —-1-A k
-k 0 0 0 0o --- 0 —-1-A i
—-1-X k 0 0 0 0
0 —1-A k 0 0 0
0 0 —1-X k 0 0
—(k+1+X) +
: : ] o 0 0
0 0 0 0 --- —1-—-2X\ k
0 0 0 0o --- 0 —1-=A (n—1)x(n_1)
—k k 0 0 0 0
-k —-1-—-X k 0 0 0
3 —k 0 —1-X k 0 0
+(=1)°(k) =0
: : : R 0 0
—k 0 0 0 --- —1-2X k
—k 0 0 0o --- 0 —1-A ... B
I+ A+E)(=D)"A+ N1+
—k k 0 0 0 0
0 —-1—-k-—X\ k 0 0 0
0 -k —1-X k 0 0
+ (=1)3(k) =0
: : : Do 0 0
0 —k 0 0 -~ —1-—-2X\ k
0 —k 0 0o --- 0 —-1-A (n—1)x(n-1)
Luego, se obtiene el polinomio caracteristico
AN+ k(N "2+ N)2 A+ N+ =0
Por lo tanto, los valores propios son de la forma A; = —1+k.wj,j =1,---,n,

donde w es la n + 1-ésima raiz primitiva de la unidad.

En particular, A; #0, Vk > 1y Vn > 2, es decir, J(n, k) € S(n, k).

Por otro lado, si k > 2, entonces A; esta en el circulo de centro —1 y radio k, donde,
si ¢ # j los argumentos de A\; + 1 y de A; + 1 son diferentes. Esto implica que

AL
LR, O
/\2¢ +
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Capitulo 2

Fibrados vectoriales

En este capitulo estudiaremos los fibrados vectoriales asociados a las foliaciones

de dimension uno en el espacio proyectivo P". Para el desarrollo de este capitulo
se sigue las referencias [MS01], [CN13|, [GH94], [FH98], [Bru00], [GMOBS9].

2.1 Fibrados vectoriales

Nuestro objetivo de estudiar los fibrados vectoriales esta motivado por los fibrados
asociados por las foliaciones.

Para comenzar, veamos como determinamos los fibrados en el plano
proyectivo para las foliaciones de grado cero, las foliaciones méas simple sobre este
espacio.

Ejemplo 2.1.1. Sea el campo vectorial X (z,y) = (z,y) cuyas orbitas son rectas

que pasan por el origen (figura 2.1) y sea la 1- forma diferencial
wo = —ydx + xdy
que anula el campo vectorial X , es decir
wo(X(z,y)) = —yz + 2y = 0.

Entonces el campo vectorial X (x,y) y la 1- forma diferencial wg determinan la
misma, foliacién Z en el plano proyectivo P2,

Consideraremos los cambios de coordenadas del ejemplo (1.6.1)

(s.6) = (67" o 60)(9) = (5. 2)

x x
— s 1
(wv) = (65" 0 81)(s,t) = (3. 7)
En la carta (s,t) la foliacion esta descrita por la 1-forma diferencial

N _ * t —d 1 dt —td
7ia=(otea) w=-(3) (57)+ () (%)

1

1
f:wlz—zdt:gmwl
S
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2.1. FIBRADOS VECTORIALES 33

Figura 2.1: Orbitas del campo vectorial X

1
donde — = go1 y dt = wi. La funcién go; no esta definida en s = 0 (polos) ni
5

1
en v = 0 (infinito para go; ). Si s # 0 entonces las formas diferenciales —dt y dt
s

determinan la misma foliacion (6rbitas).

Para hallar la 6rbita de la forma diferencial &1 = 0ds + 1dt, es encontrar
primero el campo vectorial dual a @y, es decir X; = (1,0). En el plano st las 6rbitas
del campo vectorial X; son rectas paralelas al eje s (figura 2.2).

Y

Figura 2.2: Orbitas del campo vectorial X en el plano st

En la carta (u,v) la foliacion esta descrita por la 1-forma diferencial

F o= (p3t o) @ = (ff”)

v

- -1
Wy = —3 dv = g1z wp

-1 -1
donde — = g12 y dv = wa. Si v # 0 entonces las formas diferenciales U—2dv y dv
v

determinan la misma foliacion (6rbitas).

Para hallar las o6rbitas de la forma diferencial &, = 0du + 1dv, es encontrar
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2.1. FIBRADOS VECTORIALES 34

primero el campo vectorial dual a @5, es decir X5 = (1,0). En el plano u v las 6rbitas
del campo vectorial X» son rectas paralelas al eje u (figura 2.3).

o I

'

Figura 2.3: Orbitas del campo vectorial X5 en el plano uv

Figura 2.4: Bosquejo del Plano proyectivo P?

Las 1-formas wp, w1 y W2 que describen la foliacion .# en la cartas (z,y),
(s,t) v (u,v), determinan 1-formas diferenciales 1o, 71 y 72 definidas en los abiertos
Uo, Ur y Ua

(¢1)" @1 = (¢0)" wo
(¢1)" go1 (¢1)" w1 = mo
fo1 M

form =mno en Up;
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De manera andloga se tiene:

Joomz =m0  en Up
Por lo tanto, tenemos las siguientes relaciones:

ni = fij nj, en Uy,
donde f;; € O*(U;;). Por otro lado, como

m = fi2 M2 en Ujs
N2 = fo1m en U
ne = f21f10m0 en Upia
ne = fa1fi0foene en  Upi2
tenemos
fiafar =1 en Ujy
fa1fiofoza =1 en Upi2

La funcién fi5 es la inversa de la funcién f5;. En general, tenemos las siguientes

(2.1)

relaciones
fijfii=1 en Uy,
fijfiefri =1 en Uy

Sean M una variedad, U C M conjunto abierto y F' un C- espacio vectorial.

(2.2)

Entonces
UxF={(p,v):peU, veF}
= xF

peU

se le llama fibrado vectorial trivial. Sea la aplicacién proyeccion

™ : UxF — U
(p,v) = p

entonces 7~ !(p) = {p} x F se le llama fibra.

Definicion 2.1.2. Un C-fibrado vectorial de rango n sobre una variedad M es un

conjunto E con una aplicacion 7 : E — M tal que
(1) Para todo p € M, 77 1(p) es un C espacio vectorial de dimcm~1(P) = n.

(2) Existen V; C M abiertos y F; : V; x C* — 7~ (V;) biyecciones llamadas
trivializaciones si satisfacen las propiedades:
(i) M=y
(ii) 7o F; = 1, donde 7 es la proyeccion m(z,v) =

(iii) Vp € V;, Fj : {p} x C* — 7~ '{p} C- isomorfismo de espacios
vectoriales.

(iv) F'Fj: Vj, x C* — Vj x C™ es diferenciable (C* u holomorfo).
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Figura 2.5: 19,71 ¥ 12 formas diferenciales en el plano proyectivo P2

Figura 2.6: Bosquejo del fibrado vectorial trivial

En Vji, los homeomorfismos F)~ R  son de la forma:

F Fj(p,v) = (p, fij(p)v) (2.3)
Del apartado (ii) en Vj, esta definida una funciéon fi; con valores en GL(n,C)

fk:j : ijk — GL(’IL(C)
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Figura 2.7: Isomorfismo lineal £}~ le

estas funciones son llamadas funciones de transicion que satisfacen las siguientes
propiedades:

fig =1 en V; reflexiva

fie-fr; =1 en Vi; simétrica (2.4)

fik-Jon-fng =1 en Vi, transitiva

donde I € GL(n,C) es la identidad.
Estas relaciones son llamadas condiciones de cociclos.

Verifiquemos la segunda propiedad (simétrica)

(F;1Fy) (Fy 'Fy)(p,v) = F; ' Fi(p, fr;(p)-v)
(p,v) = (D, firfri(p)v)

= v = firfe;(P)v = fixfe; =1

El fibrado es topoldgico, diferenciable, C* u holomorfo segtin los fir 6 F;le posean
estas propiedades para todo jk.

Las condiciones de cociclos determinan el fibrado, ellas permiten reconstruirlo y los
objetos definidos sobre los fibrados localmente se expresan en base a ellas.

Si se tienen una variedad M y funciones fi; : Vi = GL(n,C) que cumplen
las condiciones (2.4), ellas determinan el fibrado, es decir que se puede construir en
base de ellas un fibrado.

Por otro lado, tenemos que F}~ 1Fj es un isomorfismo lineal del espacio
vectorial Vj;, x C" sobre el espacio vectorial Vj;, x C™.

Observaciones
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Figura 2.8: Coordenadas de un fibrado lineal

1. Del ejemplo (2.1.1), se observa que las funciones f;; pegan las foliaciones en
el abierto U; y en el abierto U;, y ademéas cumplen con las condiciones (2.4),
por lo tanto determinan un fibrado.

2. Se observa de la Figura 2.9, que en cada punto del plano proyectivo pasa una
orbita y la tangente a la dérbita es un espacio vectorial sobre ese punto, que
viene ser la fibra. La union de esas fibras determinan el fibrado tangente.

3. Ademas se cumple que Ker ng = Ker ns.

Figura 2.9: Fibras en el plano proyectivo

Definicion 2.1.3. Sean 7 : By — M y 7o : E5 — M fibrados vectoriales, p € M.

Una aplicacion ¢ : Ey — E5 es un morfismo de fibrados vectoriales si:

1) ¢| -1, ;77 (p) = 75 Y(p) es una transformacion lineal.
w1 (p) 1 2

PUCP 38



2.1. FIBRADOS VECTORIALES 39

(2) El diagrama

conmuta.

Del diagrama conmutativo se tiene:
T2 O = T (25)

o (m '(p) C w3 (p) (2.6)

En efecto. Sean 71 : By — M , mo : E5 — M fibrados vectoriales y v € wfl(p).
Siw € ¢ (71'1_1(]))) = ¢(v), entonces ma(w) = w2(p(v)). Como 72 0 ¢ = my,
m2(p(v)) = 71 (v) = p. Por lo tanto, w € w5 ' (p).

Si existe otro morfismo de fibrados ¢ tal que ¥ o ¢ = Idg, y ¢ o = Idg,,

entonces ¢ es llamado isomorfismos de los fibrados m y mo.

Relaciones fundamentales de morfismos de fibrados
Si ¢ es un morfismo de los fibrados 71 : By - M y m : Es — M cuyas
trivializaciones son

F;j:V;xC" = a7 (V;) C B4

Gj:V; xC" = ;1 (V;) C Es
respectivamente. Entonces ¢; = Gj_lchj es de la forma
pi(@,v) = (z,a;(z)v) (2.7)

donde a; : V; — L(C™,C™) (a; : V; = GL(n), si ¢ es un isomorfismo). Entonces,
para otro indice i, @; = G;lapFi Luego, en V;; = V; NV, tenemos la siguiente
relacién

GigDiFi_l = jSijj_l

que equivale a la relacion fundamental que determina un morfismo de fibrado.
aifij = gija; en Vi (2.8)

Proposicion 2.1.4. Sean M wuna variedad, con M = UV; un cubrimiento por
abiertos de M y fjr : Vi = GL(n,C) aplicaciones que satisfacen las condiciones

de cociclo. Entonces existe un fibrado w: E — M cuyas trivializaciones son
F; iV xC" = n~ (V)

tal que
Fy "t o Fi(p,v) = (p, fj(p)) (2.9)

Ademds, este fibrado es tnico salvo isomorfismos.

Prueba. Es consecuencia directa de las relaciones fundamentales (2.8).
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2.2 Las secciones de un fibrado

Definicion 2.2.1. Sea M una variedad, una seccion de un fibrado m : E — M

sobre un abierto U C M es una funcién s : U — E tal que
mos=Idy (2.10)

esto es

U—>FE conmuta

7

U

Denotamos por I'(M, E) al espacio de las secciones sobre U.

2.2.1 Relaciones fundamentales de las secciones de un
fibrado
Se refiere a como estan relacionadas las secciones mediante las funciones de

transicién, para ello se utilizan las trivializaciones.

Sean s : M — E una secciéon de un fibrado y Fj : V; x C* — 7=1(V;) una
trivializacion del fibrado m : £ — M, definimos la seccién s en V; como:

(F; " 05) () = (9. 5,(p)), (2.11)

donde s; : V; — C™.
Si o F; = m1, donde 71 es la proyeccién tal que 71 (g, v) = ¢, entonces del diagrama

conmutativo

peV;

se prueba que (¢,v) = (p,v)
En efecto

Entonces (Ff1 o 5) (p) = (p,v). Luego v € C" y por lo tanto v = s;(p).
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Luego en Vi

2

P, frj(p)s;(p))

Asi, se tiene la relacion fundamental que determina una seccion
sk = frjs; en Vi (2.12)

Ejemplo 2.2.2 (Fibrado tautolégico O(—1)). Sobre el espacio proyectivo complejo
P™ de dimensién n tenemos la fibracién trivial

7 o PrxCrtlo Pr
(plo) = pl

denotado por C*t!. El fibrado tautoldgico, es un subfibrado de rango 1 de C**!,
definido como

O(-1) = {([w],2) eP" x C"' : 3t € C*, z = tw} C P" x C"! (2.13)

T™T=T |(9(—1): O(—l) — P"
es un fibrado cuya fibra sobre el punto [p] € P" es una recta que pasa por p y por
el origen 0 € C"+1.
En efecto
Dado el abierto U; = {[w] = [wq : ... : w,]/w; # 0}, definimos las trivializaciones
der=7 |(’)(—1)

Fj : UjX(C — 7T_1(Uj)

()~ (1l Lo)

W
Entonces el cambio de coordenadas del fibrado tautolégico esta dado por:

—1 F; = Fl;1
Fo oF;: UpgxC —= 7 " (Uj) — ik x C

() — (1wl o-w) — |l £

W Wi
——
Frj([w])-t
Luego, las funciones de transicién
fkj : Uj — GL(LC) =C*
W
[w] = [wp : wp] = —
Wy
satisfacen las condiciones de cociclos
fuw =1
WE Wj;
frjfixk=—-—"2L=1
Wj; Wk
WE Wi Wy
frjfifu=—-—2—=1
Wj; Wy Wk
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Ejemplo 2.2.3 (El dual del fibrado tautologico: O(1)). Sea el espacio proyectivo

complejo de dimensién n
P" ={[zg:...:xn]/(z0,...,20n) # (0,...,0)}
Consideremos el hiperplano del infinito 2, C P,
Hoo ={[xo: ... xp]/ 20 =0} (2.14)

que es un divisor en P™.

Figura 2.10: Fibrado hiperplano proyectivo

En cada abierto afin U; = {[z¢ : ... : z,]/x; # 0}, el hiperplano esta definido
localmente como sigue:
Hoo |y, 1 — =0 ji=0,....,n (2.15)
J
es decir, las funciones que definen el hiperplano son las funciones
g; Uj — C
[Zo 1 ... & Xy 2o
Ty

Estas funciones estan relacionadas en la intersecciéon U;; = U; N U; de la siguiente

forma:
i) Tj o
9i=— = """ = g9
T Xi Tj
Zj . .. .
donde g;; = — # 0 son las funciones de transicién en U;; que satisfacen las
Py

3
condiciones de cociclos:

gii =1
Tix
J 7
9ij-95i = —— =1
T Xj
T T
9ij-9ik-gki = ——— =1
Ti Tj Tk
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Por la proposicién (2.1.4), las funciones de transicién {g;;}, ; determinan un fibrado
lineal (rango 1) denotado por O(1). Por otro lado, los fibrado O(—1) y O(1) son
uno dual de otro, porque sus cociclos estan relacionados de la siguiente manera:

figl = Gij, en Uij (216)
donde f;; son los cociclos del fibrado tautolégico.

Finalmente para cada k € Z, tenemos el fibrado torcido O(k) del fibrado
tautolégico y de su dual, definido por:

oMe*  =01)®...@0(1), k>0
k) = k veces
Otk) O(-1)® =0(-1)®...00(-1), k<0
—k veces

2.3 Fibrados asociados a divisores

Considere una variedad compleja M.

Definicion 2.3.1. Un conjunto analitico 'V C M de codimensién 1, es un conjunto

si para todo p € M, existe U, vecindad de p en M y f, € O(U,) tal que
VnU,: f,=0 (2.17)

V son los ceros de una funcién holomorfa dada por una ecuacién de una funcién

holomorfa f.

De la figura 2.11, se observa que el punto ¢ ¢ V/, entonces U,NV =0 : f, =1,

es decir los ceros de una funcién constante igual a 1 es vacio.

Figura 2.11: Los ceros de una funcién constante f, =1 es vacio.

Ejemplo 2.3.2. . En la variedad M = C, el conjunto
V={(zyecC:e*-1=0}

es analitico, pues, para cualquier p € C podemos tomar U, = C y f,(z) = e* — 1.
Los ceros de esta funcién analitica son: z = 2imn, n € Z y son puntos aislados.
Por lo tanto, el conjunto analitico es V = {...2mi,4mi, ...}, ver figura 2.12
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1

v

Figura 2.12: El conjunto analitico V :e* —1 =0

Ejemplo 2.3.3. Sea P? el espacio proyectivo, en la variedad M = P2, el conjunto
V= {[zo: 21 :22) €EP?: 2fmy = 2}
es analitico, pues las ecuaciones:

Vn{xzy=1}:y? =28
Vn{zg=1}:v?v=1
Vel = TN
son representaciones locales de 239 = x3, esto hace que V sea un conjunto analitico,

donde {29 = 1}, {zo = 1} y {1 = 1} son los conjuntos abiertos afines. En la figura
2.13 se presenta un bosquejo del conjunto analitico V' en el espacio proyectivo P2.

Ejemplo 2.3.4. En la variedad M = C?, el conjunto
V={(z,y) €C*:y?>—2* =0}

es analitico, pues, para cualquier p € C? se puede tomar U, = C?y folz,y) =
y? — a3, ver figura 2.14

Ejemplo 2.3.5. En la variedad M = C?, el conjunto
V={(z,y) €C*: 2y =0}

es analitico, pues, Vp € C? podemos tomar U, = C*y F,(z,y) = zy. El conjunto
V corresponde a los ejes coordenados en C2.

Pero ademas, observe que:

e Sise considera un punto p = (z,0) con x # 0 que esté sobre el eje z, escogemos
el abierto U, = (C—{0}) xCy f, : Uy = C, fu(z,y) = y, de manera que
VnU,: f, =0, ver figura 2.15
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Figura 2.13: Bosquejo del conjunto analitico V en P2

Figura 2.14: El conjunto analitico V : y? — 2% =0

! L, (Sinel ejey)

n/

¥

V

Figura 2.15: El conjunto U, = (C — {0}) x C en C?

e Si se considera un punto ¢ = (0,y) con y # 0 que esté sobre el eje y, escogemos
el abierto Uy = C x (C—{0}) y fq : Uy — C, fy(z,y) = =, de manera que
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L, (Sinel eje 5)

Figura 2.16: El conjunto U, = C x (C — {0}) en C?

VU, : fy =0, ver figura 2.16.

e Si se considera el punto que esté en el origen: o = (0,0), escogemos el abierto
U, = B(0,r) una bola abierta de centro en el origen y radio ry f,: U, = C,
folx,y) = zy de manera que:V N U, : f, = 0, ver figura 2.17

Figura 2.17: El Conjunto analitico V' y la bola abierta U, = B(0,r) en C>

Por lo tanto, para cada g € O(U,) tal que g |y,nv= 0 se tiene que existe
h € O(U,) tal que g = hf, en U,. Esta propiedad no la tiene la funcién f,
sin embargo estamos interesados en el tipo de funciones f, que a continuacién

defineremos.

Definicion 2.3.6. Una funcion definidora de V en el punto p, es una funcién
fp € O(Up) que define V' en Up, vecindad de p, tal que para toda g, € O(U,),

gp lu,nv=0 existe una funciéon holomorfa h, € O(U,), tal que

9p = hpfp (2.18)

La propiedad de Dominio de Factorizacion Unica (DFU) del anillo de
gérmenes de funciones holomorfas O, en un punto p € M garantiza la existencia de
estas funciones definidoras en una pequena vecindad de p, ver Teorema 6 Cap. 1 en
[FH9S8.

Luego, tenemos un cubrimiento V C Uj U; y una familia de funciones
definidoras f; : U; — C de este conjunto analitico, tales que:

(i) Existe {U;},.; cubrimiento de V' tales que VN Uj; : f; =0, f; € O(U;).
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(ii) Existen f;; € O*(U;;) (funciones holomorfas no nulas en algin punto de Uj;)
tal que fz = f,’j.fj en Uij = U,‘ N Uj.

Tenemos entonces que las funciones holomorfas f;; : U;; — C* = GL(C, 1)
cumplen las condiciones de cociclo:

fii =id
Jij-fji =1d (2.19)
fij-fik-fri = id

Figura 2.18: Cubrimiento {U;} del conjunto analitico V.

Consideramos U, = M =V, f, =1y J* = J U {}. Asi tenemos {U;},_ ;.
un cubrimiento abierto de M y las funciones f = f;/f; € O*(Uy;) , i,j € J* que
cumplen las condiciones de cociclo en M. Denotamos por [V] al fibrado definido por
el cociclo { f;‘k} en M.

Definiciéon 2.3.7. Un conjunto analitico V de una variedad compleja M es
irreducible si para cualquier de los dos conjuntos analitico V; y V5 de M tal que
V = ViUV, se tiene que V; = 0 o V3 = (. Cuando un conjunto analitico no es
irreducible se llama reducible.

Ejemplo 2.3.8. En el espacio complejo C2, el conjunto analitico
V ={(z,y) €C*: 2y =0}
es reducible, pues se puede descomponer en dos conjuntos V; # 0y Vo # ()

V= {(z,y) €C*:ay =0}
={(z,y) eC’:2=0}U{(z,y) €C*®:y=0}
V=Vul,

siendo Vj : ejey y Vo : eje x que se intersectan en el origen, ver figura 2.19.
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Figura 2.19: Conjunto analitico V : 2y = 0 reducible en C2.

Ejemplo 2.3.9. En el espacio complejo C2, el conjunto analitico
V= {(x,y) E(CQ::UQ—yZ—x?’:O}

globalmente es irreducible en C2. Sin embargo localmente, se puede descomponer
en dos conjuntos analiticos en una vecindad pequena del origen, por lo tanto el
conjunto V en el origen se torna reducible, ver figura 2.20.

Figura 2.20: Conjunto analitico V : 22 — 3% — 23 = 0 irreducible en C2.

A continuacién recordemos como son las funciones meromorfas en C. Para
ello consideremos una funcion holomorfa f en B(0,r)—{0}, donde B(0,r) es la bola

abierta en C. La funcién f se puede escribir de la forma:

_ G | O—(n-1) a-1 2
flz) ="+ o T o Tt Taotarz a4

es la serie de Laurent. Se tiene, entonces:
(1) Sia, =0, Vn € Z,y entonces f se extiende de forma holomorfa al origen.

(2) Si{n € Z<o : an, # 0} infinito se dice que z = 0 es una singularidad esencial de

7.
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(3) Si{n € Z<o: a, # 0} finito digamos:

a—p QA (p— a_
f(Z)ZZTﬂL%+"'+71+ao+a12+a222+~-~, a—n #0

Gt a ozt ta 12" 4 ap2” + a2 a2 4

ZTL

f(z) :&z) h#0 en el disco D(O,r)

es el cociente de dos funciones holomorfas g(z) y h(z), en este caso decimos que f
es meromorfa con un polo en el origen de orden n. Los ceros de f son los ceros de
g, los polos de f son los polos de h.

Se puede extender la funcién f a la esfera de Riemann C (variedad compleja

de dim C = 1) con estructura compleja

holomor fa

f:B(0,r) C=CU{o0}
. f(z), z#0
oo, z=0

Se observa, que toda funcién meromorfa induce una funcién holomorfa,
asignandole a los polos, co (infinito). Es decir, una funcién meromorfa y holomorfa
en variedades se pueden estudiar como uno solo. A diferencia de la singularidad
esencial no hay forma como hacerlo holomorfa, por mucho que se le asigne infinito.

En general, una funciéon f € O(D — A), donde D C C es un dominioy A C D
conjunto discreto cerrado, es llamada meromorfa en D si todo a € A es un polo
para f. Si f es meromorfa, entonces f € .#(D), donde .# (D) es el cuerpo cociente
del dominio O(D).

Definicién 2.3.10. Sean M una variedad compleja y ., el cuerpo cociente del
anillo O,. Una aplicacién
f o M - = 4
pEM
p =  fpeH
es meromorfa si Vp € M existen g,, h, € Op, h, # 0y sin factores comunes tal

que
)

e (2.20)

o

esto es, existe V,, C M vecindad de p tal que f,g,h € O(V,) y f= % en V.

Es decir, una funciéon meromorfa f es una familia {f;} tal que existe un
cubrimiento M = (JV; y dos colecciones de funciones holomorfas g;, h; : U; — C
i

relativamente primos tal que f; = %
i

Definicion 2.3.11. Sean M una variedad, V' C M un conjunto analitico irreducible

y p € V, definimos el orden ordy,,f de f en p como el mayor entero n € Z tal que

n

Ip = upvy en O, (2.21)

lindicamos por la flecha punteada para indicar que est4 funcién no est4 definida en todo M
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Figura 2.21: V,, vecindad de p contenida en la variedad M.

donde vy, es la funcién definidora de V' en p, f, germen de f en p y u, € 0.

Ejemplo 2.3.12. Consideremos la funcién f : C?> — C holomorfa definida por:
fla,y) = 2*y*(L+ 2 +y +zy)
y el conjunto analitico V : xy = 0. Analicemos el orden de f en cada punto de V.

e Sipe€ejeX —{O} entonces:

fr=2*(1+z+y+ay) v
N

3
Uup v3

ordy,f =3 ordende fenp

Up =Y funcién definidora

e Sig€ejeY —{O} entonces:

fo=v*(+z+y+azy)

2
Uq Yg

ordy,f =2 ordende fengq

Vg'= T funcién definidora

e Si O =(0,0) (origen de coordenadas), entonces

fo=y(l+z+y+ay) (zy)’
—

Uo v2

ordy,f =2 orden de f en o

Vo = TY funcién definidora

Definicién 2.3.13. Sea M una variedad compleja, un divisor en M es una suma

formal finita

D=> n;V; (2.22)
J

donde n; € Z y V; C M son conjuntos analiticos de codimension uno irreducibles.
Denotamos por Div(M) al conjunto de todos los divisores sobre M, grupo libre
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Figura 2.22: Las funciones definidoras v,, v, y v, de f, enp, g y o.

generado por los conjuntos analiticos de codimension 1 irreducibles:
Si Dy, Dy € Div(M)

D1 :anVj
Dg :ij‘/j

definimos
Dy + Dy =Y (nj +m;)V; (2.23)
Un divisor D es llamado efectivo si n; >0, Vj.
Veremos que esencialmente este grupo libre generado por los conjuntos

analiticos estd identificado con los fibrados lineales.

Para asociarle un fibrado lineal a un divisor D = >, n;Vj, consideremos su

soporte, se define como la unién de conjuntos analiticos
iD= J (2.24)
nﬁéO

es decir dado un divisor le podemos asociar un fibrado lineal y reciprocamente.

Ahora, podemos considerar las funciones que definen el cociclo de D:

k
(i) Sip € |D|, existe k = k(p) € N tal que p € (| V},, y U;, C M son abiertos
i=1

donde V},

1=
u;,+ fi; = 0 (fj, es la funcién definidora de Vj,), tomemos

k k

fp= H(fjb)"h definidoen U, = ﬂ Uj,

i=1 i=1

(ii) Sip ¢ |D|, tomemos

fp=1 en U,=M —|D|.
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Consideremos J = M, para i,j € J definimos

fij = & en O (Uij) (2.25)
i
las cuales cumplen las condiciones de cociclo
fii =1 en U;
fig-fii =1 en U;; (2.26)

fij fie-fei =1 en Uy,

y por tanto definen un fibrado lineal [D].

Figura 2.23: El punto p € (Vo N V;)

Ejemplo 2.3.14. Sea el divisor D = 2.i — 5.4/2 + 9.¢>™ € Div(C), entonces los

conjuntos analiticos estén definidos como:

Vi:fi(z) =0 donde fi(z) = (z—1) funcion definidora
Vo :fa(2) =0 donde fo(2) = (2 — V2) funcion definidora
Vz:f3(z) =0 donde f3(2) = (2 —€®™) funcién definidora

Localmente las funciones fi, f2, f3 definen la funcién meromorfa

2 r9
fz) =115

2

los ceros de f son los puntos i y €2™ y el polo de f es el punto /2. La familia de

funciones f;;:

fia = %
-
= 22
_h

13 f3

cumplen las condiciones de cociclo y por tanto definen un fibrado lineal [D].
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Definicion 2.3.15. En el espacio proyectivo P", un divisor es una suma formal
finita
D=3 nV
J

donde V; : f; = 0, donde los f; € C[Xy,...,X,] son polinomios homogéneos
irreducibles y los coeficientes n; son nimeros enteros.
Ejemplo 2.3.16. En el espacio proyectivo P? tenemos el divisor:
D=2V, -3V,
y los conjuntos analiticos:

Vi: ZY?-X3=0
Vo ZY —\X2%=0

En los abiertos afines Uy, Uy y Us de P2, se definen localmente funciones meroformas:

Uol Z =1
Viloe: o —2°=0 2 x3)?
o 2 :>f0:(y 2)3
V2|Uo: y—x =0 (y_‘r)

Up: Y=1
V1|UZ 2—1'3:0 Z_x32
. 2 =>f1=( 2)3
Volu,: z—2°=0 (z —2?)

U X =1

(zy —1)*

Las funciones fy, fi1 y fo son determinadas por el divisor, ademés, son

Vi |u,: 2y —1=0 22 —1)2
‘/2|U2: Zy—lZO

representaciones locales de la funcion meromorfa f(X,Y, Z), entonces

(ZY2 il X3)2
XY, Z)= ——
fX,Y,2) (ZYy — X2)3
La familia de funciones
J

satisfacen las condiciones de cociclo. Por lo tanto determinan un fibrado lineal [D].

Ejemplo 2.3.17. El hiperplano del infinito 475, C P", donde
%oo = {[SC() Ceen s {,Cn]/x() = 0}

es un divisor en P™, son los ceros de una funcién que es un polinomio homogéneo de
grado 1, este divisor tiene asociado un fibrado O(1) cuyas funciones de transicién

son gij.

Definicién 2.3.18 (Divisor de una funcion meromorfa). Sea f : M --» C una

funcién meromorfa sobre M, definimos el divisor de f como

(f)=> ordy,f.V (2.27)
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Figura 2.24: Localmente, z =1, V; 1 y> =23 y Vo 1 y = 22

Podemos descomponer este divisor como suma de dos divisores:

(Ho= Z ordy ,f.V el divisor de ceros

peEM
ordy,, f>0
(oo = Z ordy,,f.V el divisor de polos
peEM
ordy, f<0
del divisor de f
(f) = o— (o (2.28)

Ejemplo 2.3.19. (1) Sean el plano complejo C y la funcién meromorfa
f(2) = p(2) B (z—2z1)" ... (2 — )™
q(z)  (z—wy)™ ... (2 —wg)™s

donde wj ¢ {z1,...,21}, Vj.
El divisor de f esta dado por

(f)=mn1.21 4+ +npzp,— (mpwy + -+ - + mgaws)
(Ho
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(2) Sobre el plano proyectivo P? definimos la funcién meromorfa

f P2 --» C
P N T 2Vl
’ (zo — z1)5% 0
(two + tx1)?(tw2)®  (zo 4 21)%23
(

trg i txy = 1 = h
[two : txy : txy] txg — tx1)%(txo)” (w0 — x1)%2]

N Deta ov o dnfinita

AN /
\
\
II
|
1

B 'Ir-é: x%=0
I - x=y Vooxt+y=0

Figura 2.25: Conjuntos analiticos: V, : x+y =0,Vo 120 =0, Va:x=yy Vy:2=0

Si consideramos x5 # 0

[ﬂcolezxg]:[@:ﬂzl}
xro xro

=z s )

entonces, se tiene la representacion local de f en las coordenadas (z,y):

P? - C
T 9
o T N
(z,y) € C?

Por lo tanto el divisor de la funcién meromorfa f esta dado por:

(f) = (9Vy + 3Va) — (5V3 + TVy)
(Fo (oo

2.4 Relaciones de divisores con fibrados lineales

Proposicion 2.4.1. Sea D un divisor sobre una variedad compleja M entonces [D]
es trivial si y sdlo si existe una funcidn meromorfa f tal que D = (f).
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Prueba. Suficiencia: Por hipotesis, existe una funciéon f : M --+ C meromorfa tal
que D = (f) = (f)o— (f)eo ¥ €s localmente el cociente de dos funciones holomorfas,
esto es, existe un cubrimiento de M = |J V; y g, h; : V; = C funciones holomorfas
i€l

tal que:
_ o

hi
Asi, el divisor (f)o es definido localmente por g; y (f)oo es definido localmente por
hi:

f

Vi

(flonV;={g: =0}
(f)oo NVi ={h; =0}

Luego, como (f) = (f)o — (f)oo, las funciones de traunsicion de [D] = [(f)]:

esto es, el fibrado [(f)] es trivial.

Necesaria: Por hipotesis, [D] es un fibrado trivial. Sean [;; : V;; — C* las
funciones de transicion de [D].
Como [D] es trivial, entonces existe un isomorfismo de [D] con el fibrado trivial
M x C — M, luego existen a; : V; — C* = C — {0} funciones holomorfas tal que:

aj - 1= Zij a; en V;j, (229)

donde 1 es la funcién de transiciéon del fibrado trivial
Por otro lado, si D |y,: g; = 0, entonces las funciones de transicién de D estan

definidas como
il

=
-y
donde los g; son funciones meromorfas que definen localmente D.
De (2.29) y (2.30) tenemos

en Vi; (2.30)

esto es
=2 en Vy (2.31)
Asi tenemos una funciéon meromorfa f : M --» C definida localmente
i
flv==
a;
que estard bien definida (2.31). Ademas, como los ceros y polos de f coinciden con

los ceros y polos de g; (a; no se anulan en ningan punto) tenemos que D = (f).
O

Definicién 2.4.2. Dos divisores Dy, Dy € Div(M) son linealmente equivalentes

si existe una funcién meromorfa f : M --» C tal que D; — Dy = (f).
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Asi tenemos una relacion de equivalencia, Dy, Dy € Div(M).
Dy ~ Dy <= D; y D5 son linealmente equivalentes

Sea M y FL(M) el conjunto de todos los fibrados lineales sobre M. En FL(M) se
tiene la relacion de equivalencia F, E € FL(M)

F~E<3Jp: E—=F
FL(M)

un isomorfismo de fibrados. Denotamos Pic(M) = el espacio de las clases

de isomorfismos de fibrados lineales de M llamado grupo de Picard.
Por la proposicién anterior, dos divisores linealmente equivalentes definen el mismo

fibrado. Por lo tanto, se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 2.4.3. Sean M wuna variedad y Pic(M) el grupo de Picard. La

aplicacion
Div(M
b: (M) 5 Pic(M)
linealmente equivalentes -
D —  [D]

es inyectiva.

Prueba. Sean Dy, Dy € Div(M) tales que ¢(D1) = ¢(Dz), entonces [D1] = [Da] y
asi [Dq] es isomorfo a [Ds]. Entonces D; — Dy = (f) para alguna funcién holomorfa
f:M--»C.

Por lo tanto, D; = Do O

Definiciéon 2.4.4. Sean M una variedad, L un fibrado. Una seccidn meromorfa de L
es una aplicacién s : M --» L tal que para toda carta trivializadora F; : V; xC — L

de L entonces s |y, (,n= F;(p,s;(p)) con s; : V; — C meromorfa.

Observacién 2.4.5. Sea V un conjunto analitico irreducible , si s; = g;;5; en Vj,
entonces, ordy s; = ordy s;. Luego, no existe ambigiiedad en definir el orden ordy s
de s en V; NV como ordys; cualquiera que sea i. Asi, definimos el divisor de la

seccion meromorfa como:
(s) = Zordvs.V, (2.32)
v

la suma est4 variando sobre todos los conjuntos irreducibles de M (compacta).
Ademaés, por construccion [(s)] y L son isomorfos y es efectivo si s es una seccion
holomorfa (ya que, ordys; > 0).

Proposicion 2.4.6. Si todo fibrado lineal tiene una seccion meromorfa no trivial
entonces la aplicacion definida en la Proposicion 2.4.8 es un isomorfismo. Si un
fibrado lineal tiene una seccion holomorfa no trivial entonces este fibrado es asociado

con un divisor efectivo.

Prueba. Para demostrar que la aplicacién dada en la proposicién es un isomorfismo
basta que esta aplicacion sea sobreyectiva, esto es, existe un divisor D tal que [D]
equivale a L. Como vimos en la observacion 2.4.5 este divisor es dado por el divisor

de la seccion meromorfa (el cual existe por hipotesis).
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Reciprocamente, si existe un divisor D tal que L = [D] entonces por la
construccién hecha a partir de la definicién 2.3.13 existen abiertos V; y funciones
meromorfas s; : Vj --+ C tal que D |y,: s; = 0 y satisfacen la relacién s; = g;;s;
en V;;.Por lo tanto, esta relacion determina una seccién meromorfa de L en M, Ver
seccion 2.2.

2.5 Operaciones con fibrados vectoriales

Sean M una variedad, F y F fibrados vectoriales. Considere m : E — My
me : F' — M, proyeccion de E sobre la variedad M y proyecciéon de F' sobre M.
Sean

fij 1 Uij = GL(n,C) transiciéon de m;

gij : Uij = GL(m,C) transiciéon de my

2.5.1 E&F, suma de fibrados

Sea la aplicacion 7 : E® F — M. Se busca construir un fibrado 7 cuyas fibras sean

™' (p) @ 5 (), esto es, w1 (p) = my ' (p) © 73 (p)-
Para ello considere la familia de aplicaciones

hij=fi; ®9;5 : U; — GL(n+m,C)
p = [i;(p) ®9i(p)

donde f;;(p) @ gi;j(p) tiene matriz asociada

(fij (p 0 )
0 i (p)

De la definicién de h;; se tiene que ellos cumplen las condiciones de cociclo, puesto
que fi; y gi; cumplen estas condiciones. Por lo tanto h;; determinan un fibrado
n:E®F — M.

2.5.2 E*, el dual de un fibrado vectorial E

Sean la variedad M, las aplicaciones «# : B — M y 7 : (E)* — M tal que
7 Hp) = (7 (p))*

Sean V y W espacios vectoriales y f : V — W Sean V y W espacio vectoriales
y f:V — W C -lineal, f induce una aplicaciéon C- lineal entre los duales
V* = L(V,C)y W* = L(W,C) definida como

o Wt = v
L — Lof

Consideremos {v1,...,v, },{wi,...,wy,} basesde V.y W, f(v;) = Z fijw;, donde

J
(fij) es la matriz correspondiente a f. Sean {Ti,...,T,} y {L1,...,L,} bases
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duales, de las bases dadas, de V* y W*, esto es, T;(V;) = 0;5, Li(w;) = 0;;. Luego

FH(La)(v)) = Lalf(v3) = Li(Y_ fiewn) = fii
l

Por lo tanto, la matriz f* es:

(f) =" (2.33)

Se quiere construir un fibrado cuya fibra sea 77 '(p)*, para tal fin consideremos la

unién disjunta E* = |J (77 1(p))* y la proyeccién 7 : E* — M definida como
peM

m(v) =psive (771(p)*
Sea F; : U; x C* — 7~ 1(U;) una trivializacion de E y a partir de ella construyamos

las parametrizaciones de E*,

Fr . U;x(C") —= = YU
®,T) — To(F |i-14))"

entonces en U;j, el cambio de coordenadas es determinada por las composiciones
* Fi* ~—1 (F;)il ny\*
Uy x (C") = 7 (Ui;) ——— Uy x (C")
®,T) = To(F lz1))" = (p, (f55)"(D))
Luego de 2.33, tenemos que los cociclos correspondientes a E* son
(fzH)* :+ U; — GL(n,C)
p o= [(fue)™']

0).

T

esto es, (FJ’-‘k)*1 o (F{)(p,v) = (p, [(fji(P))fl]T

2.5.3 E®F, producto tensorial de fibrados

Se busca contruir un fibrado cuyas fibras son 7; *(p) ® 7, *(p), p € M, para ello se
considera la unién disjunta E® F = |J 7, (p) ® 75 *(p), v la aplicacion
peEM
™ . EQF — M
1w — w(vw)=p

donde v € 7 1 (p), w € 75 *(p).
SiF;,:U; xC" — wfl(Ui) yG;: Uy xC™ — ng(Ui) son trivializaciones de E y F'

respectivamente, definimos

H;, U xCteC™ — T UIL)
(p7 Z QabhCq ® 62) — Z OlabFi(P7 ea) & Gz(pv 62) S Wfl(p) & ng(p)
a,b a,b
donde ey, ...,e, es una base de C", e, € Wfl(p) y €p,...,€el. es una base de C™,

e, € 7r2_1(p).

PUCP 59



2.5. OPERACIONES CON FIBRADOS VECTORIALES 60

Luego, el cambio de coordenadas

Hjil © Hz (p7 Z Qab€q & 6;7) (p» f’Lj ® gz] Z Qghlq & eb )

a,b

Asi, hij(p) = fi;(p) ® gij(p), p € Usj. Ademas,
hij(p)(ea ® €y) = fij(p)(ea) ® gi; (P)(€})
= Z Zglie'
= Z figser ®

donde (fi) y ( fqb) son las representaciones matriciales de f;; y gi; respectivamente,
luego
hij=fi; ®g; : Uyj — GL(nm, (C)
p = (fi0) 93(P))ar=1..n
1

s,b=1,....m

2.5.4 A*E, producto exterior del fibrado E.

En este caso, se busca construir un fibrado cuyas fibras sean Akwfl(p). Para ello
consideremos la unién disjunta

B = | At ()

pEM
y la aplicacién definida como
7 & AFE — M
up Ao Aug = w(ur Ao Aug) =D, u; € 7 H(p)

Si F;: U x C™ — 7y *(p) es trivializacion de E, definamos

H; :U; x AFR™? e W_l(Ui)
(p, Zaal_“akeal /\.../\eak> — Zaal apFi(p,€ay) N ... AN Fi(p, eq,)
ai,...,ak ai,...,ak
donde ey, ..., e, es una base de C". Por lo tanto en la interseccién U;; tenemos:

H; ' o Hi(p,v) = (p, hyi(p)(v))

con
hij=fi; Ao Nfiy o Uy — GL((R) x((}%),C
j

p — (det(f; bé(p))rs 1,.. ,k)a1<mak
b1 <...bg

donde (fi, (p))r.s=1,...k) es la submatriz k x k de f;:(p) = (fi3(p))-

a
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2.6 Subfibrados y fibrados cocientes

Sean M una variedad y 7 : £ — M un fibrado vectorial de rango m.

Definicion 2.6.1. Un subfibrado F de E es una subvariedad de E tal que
71 =7 |p: F — M es un fibrado de rango n < m y las fibras 7, ! (p) son subespacios

vectoriales de 77 1(p).

Sean U/ un abiertoy p € M, p € U] C M tal que F'y E se trivializan sobre
U!. Consideremos (s1,...,S,) un referencial de F en U/:

(51(q), .-, sa(q)) basede 1 '(q), Vg€ U]

y F; : Ul x C™ — 7~ 1(U;) una trivializacion de E.

Como F' es una subfibrado de FE, se tiene que s1,..., s, son secciones de F, tal que
51(q), ..., 8n(q) € E; = 7 1(q) son linealmente independientes Vq € U].
Completamos la base

$1(P)s- 150 (D)s Shg1s -8y de By
Como los s, € E, entonces existen vectores w, € C™ tales que

Fi(p,we) =8, a=n+1,...m.

Extendemos s, 1,...,s;, como:
Sntlyev-ySm : Ul — FE
g = Fi(g,wa).
Existe una vecindad U; C U/ tal que Sp41,...,Sm siguen siendo linealmente
independientes y por lo tanto si,...,Sn, Snt1,- -, Sy, forman un referencial de E
en Uz
Luego podemos considerar una base (wi,...,w,) de C™ tal que (wi,...,w,) es

una base de C" y
es un referencial de F'. Entonces
G, UxC' — N (U;)
(¢;v) = wisi(g) + - +vnsi(q),

es una trivializacion de F', donde v = (v1,...,vp).

Anéalogamente, escribimos F; en término de su referencial, esto es:

F, :U;xC" — 7T71(U1')
(g;v) = wisi(q) + -+ vmsh,(q),
donde v = (v1,...,Vm).
Como
si(q) = gl1si (@) + - + glnsh (@) + 0s)y 1 (@) + -+ + Osl (q), (2.34)
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donde ¢ € U;NUj, a=1,...,n. Por lo tanto
Fj(Qawa) == Fl(Qag{§w1 + - +g{;wn + Own+1 + -+ me)
Luego

((L fl'j (Q)wa) = Fi_le ((L wa) = (q7g{21w1 + -+ g{;wn + 0wn+1 + -+ me)

Para ¢ = n + 1,...,m no necesariamente tenemos ceros como coeficiente de
557,+1(Q)7 R Sgn(Q)
Asi
Fi_lon :Ul'j xC™ — Uij x C™
(pvv) — (p; flj(p)v)
G;lOGj IUin(Cm — UinCm

(p,v) = (p,gij(p)-v)
son los cambios de coordenadas de las trivializaciones de E y F' respectivamente.
Matricialmente se relacionan como:

() 0\ (g O
fij((li]g) (@2))(%‘ hij) (2.35)

donde (g%) matriz de orden n X n, (lfi) matriz de orden (m —n) X n, (h%) matriz
de orden (m —n) x (m —n) y la matriz cero de orden n X (m — n).
2.6.1 Secuencia de Euler
La secuencia de Euler, es una secuencia exacta natural
0 — Opn (0) = Opn (1)®(+) & Tipn 4 g (2.36)

donde Opn(0) = P™ x C es el fibrado trivial de rango 1, Opn (1) es el fibrado de
hiperplanos, Opn (1)@ = Opa (1) @ ... © Opn (1) (suma de n + 1 veces) y T'P"
es el fibrado tangente holomorfo al espacio proyectivo.

Explicaremos ahora, la secuencia de Euler:

(a) & es sobreyectiva.

En efecto
Sea la aplicacion cociente 7 : C"*! — {0} — P", sean Zy, ..., Z, coordenadas
homogéneas en C"*! y

Zy . Zn,

Z; T g

coordenadas afines correspondientes en P".
Si fi(p), i =0,...,n es un polinomio homogéneo de grado 1 en C**! tenemos

0 0 0 0
T <f0(p)8Zo + fn(p)aZn> = T« (fo()\P)aZO +-+ fu(Ap) 8Zn)

para cualquier p € C**1, X € C. Luego el campo vectorial

0 0
fo(p) 87271

oz, T T @)
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desciende a P™ mediante el campo

0 0
T (fanO++fnaZn)

Asi tenemos el diagrama:

c - (o) foD) g+ Sulp) 5
P" T (fo(p)aaz0 +o Tt fn(p)62>

Por otro lado, el espacio tangente T'P™ a P en un punto 7(p) esta generado

s
*621‘ i=0,...,n

)

por los vectores

con la dnica relacion

0 0
- 7 — A
Can0+ +c oz, 0

donde ¢ € Opn (0) =P™ x C.
Ahora, la fibra de Op~ (1) sobre un punto 7(p) € P™ corresponde a polinomios

f(Zo, ..., Z,) homogéneos de grado 1. Consideramos

ZO Zn ZO Zn
Z; — ... = =fZ,...,Z,) = Z; — e, —
f Z; 7 f( 0 ) J f Zj Zj

i—ésimo j—eésimo

fi fj
7.
8= ?]_fj (2.37)

7.
Como — es la funcién de transicion del fibrado Opx (1), entonces f es una
i
seccion de este fibrado. Por lo tanto la ecuacién 2.37 es la relacion entre la
secciéon f; y la funcién de transicion ?j localmente.
i
Ademas, la fibra del haz de rectas del hiperplano Opx (1) sobre un punto 7(p)
corresponde a funcionales lineales en la recta C {p} C C"*! entonces se define

la aplicacién

Opn (1)@ S prpn

oo o) ot = (Bl g+ + 1) 5

estableciendo, para (fo, ..., f,) una seccion de Opn (1)@ +1),
Por lo tanto, el morfismo £ es sobreyectivo.
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(b) 4 es inyectiva.
En efecto

Sea ¢ € Opn (0), definimos la aplicacion i como:

Opn(0) —5  Opn(1)2(+D)
c —  i(e) = (cZo, ... ,cZy)

Suponga que ¢ € Ker(i), luego i(c) = (¢Zo,... ,¢Z,) = (0,...,0). Entonces
cZy=0,...,cZ, =0.Como Zy,...,Z, € C"t1 —{0}, existe algtin Z; # 0, i =

0,...,n, esto implica que ¢ = 0. Por lo tanto la aplicacién ¢ es inyectiva.

(c) La secuencia de Euler es exacta.
Para probar que la secuencia de Euler es exacta, se debe demostrar que
Im(i) = Ker(€), para ello, verificaremos dos casos:
(I) Im(4) C Ker(§).
Es suficiente demostrar que £ o7 = 0.

En efecto Sea la secuencia de fibrados
Opn(0)  —» Opn (1)@(+1) £, pr

¢ i Z(C) =~ (CZOa'-- ’CZn) — T <CZ08(; ++CZ7L82>
0 n

Sean la aplicacién cociente 7 : C"*1 — {0} — P", el abierto coordenado

A Zn,
Uy = {Zp#0}, con [Zy:...: Z,] = [1 LY. }, las coordenadas de

. ?0 o e e e . ZO
P™ en esa carta local y el campo vectorial E = (¢Z, ... ,cZ,). Entonces del

diagrama conmutativo

B={(cZo,... ,cZp) €C™! {0} = [1:22,..., 22| e P
Zo Zo
SDIOﬂ'l /
Zl Zn
7 7,
se tiene: . p
_ c Clin
(QO 1O7T)(CZO,...,CZn):<Z01,...,Z0>
y
(¢l om)E=[D(p " om)] E
—cZ Z 0
L Z 0 o -
Z, ZO CZ]_ 0
—c2y 0o = 0 :
Zg ZO . _ .
. CZi 0
—cZy,
St 00 L ' '
0 0 nx(n+1) CZn (n+1)x1 0

Entonces £ o4 = 0. Por lo tanto Im(i) C Ker(¢).
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(IT) Ker(¢) C Im(4)
En efecto
Si (fo,--., fn) € Ker(§) entonces

0 0
0=2¢&(fo,-- -, fn) =T (anZ()—F"'-l-fnaZ) =0

Por otro lado tenemos

0 0
Ty <anZO++fnaZn> —0
iy 1 0
0 ... 0 fo
Z Zy fi 0
—Zs 1 0 . .
Zg Zo = (2.38)
: A B : fi 0
Zn, 1 : :
N0 _ommeeme | N" 4 :
ZO Zo fn O

Resolviendo 2.38 se obtiene:
—74 1
— — A =0=Zfo=Z
72 fo+ Zofl 0 1fo 0f1

—Zs 1
7 Jo+ Zofz 2fo = Zof2

—
—Zy 1
TSfO ats ?Ofn =0=2Znfo = Zofn
Luego, como Zy # 0 se tiene
fo:fiioo i fol=1Z20: 21 . Zy]
=[cZy:cZy:...:cZy,], Ve#0
es decir 9 5 5 5
— 4+ R AL S o ——
fogz + Tingg, = Pogy Tt gy

Entonces (fo,. .., fn) = (¢Zo,...,¢cZ,) € Im(i). Por lo tanto (fo,...,fn) €
Im(i).

En consecuencia, se tiene que la secuencia de Euler es exacta.

Se observa en la figura 2.26 que, las érbitas del campo E en C"*! son rectas
que pasan por el origen 0. En el fibrado C*"*! — {0} las 6rbitas del campo E
son rectas separadas que no tienen ningin punto en comun. Cuando el campo
E se proyecta en T,P" plano tangente del proyectivo P se va proyectar en el

0 0
vector nulo. Es decir, el campo E = 62087 + -+ CZ"67 en C"*! — {0} no
0
es nulo, sin embargo cuando se proyecta en el plano tangeﬁte de P™ el campo

0 0
W*E:’ﬂ'* (CZOaZO—’_—’_CZTLaZn) :0
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Figura 2.26: Orbitas del campo E en C"*! — {0} y la proyeccién de E en el plano
tangente T,P".

2.7 Fibrados asociados a una foliacion

Sea .# una foliacion holomorfa singular de dimension 1 en una variedad compleja
M, generada localmente por campos vectoriales holomorfos X;, i € I, ver [MS01]
proposicién 6.1.4.

Asi tenemos un cubrimiento U = {U;},.; abierto de M tal que, para cada

i €I, .7 |y, es inducida por un campo vectorial holomorfo X;, es decir

F

vi: XU —TM
en este caso el conjunto singular Sing(.#) localmente estd definido como
Sing(F) |, Xs = 0
Si U;; = U; NU; # 0, entonces existe f;; € O*(U;;) tal que
Xi = fi;X;, en Uy;. (2.39)

El cociclo (f;;) induce un fibrado lineal holomorfo T'.%* en M, llamado fibrado
cotangente de #. Su dual T.% = (T *)* se llama fibrado tangente a F.

Consideremos que TM y T.F* se trivialicen en U;,i € I.

U; i) T My,

1 F;
F; oX;

UiXCn

Del diagrama conmutativo se tiene

(F7 o X5) (p) = (p. si(p)),

entonces X;(p) = Fi(p, si(p))-
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De la ecuacion 2.39 se tiene:

Fi(p,si(p)) = fi; Fj(p, s;(p))
(p,s:(p)) = F; (F; (p, fi5(p)s;(p)))
= (F7 ' o ) (p, fi;(p)s;(p))
(p,5i(p)) = (P, 915 () fij ()3 (P))

donde (g;;5) es el cociclo de TM. Luego s; = g;;fi;s;. Entonces s; determina una
seccion « del fibrado TM ® T.Z*. Por lo tanto, o € HY (M, TM @ T.7*).

Proposicion 2.7.1. Sean M wuna variedad compleja, TM fibrado tangente de la
variedad M. Eziste una aplicacion de fibrados [ : Tg — T M tal que:

(a) Para todo p € M \ Sing(.F), f |(1,), es inyectiva y f((T),) es una recta

tangente a la foliacion .F en p.
(b) p € Sing(F) si y solamente si f |(1,),=0

Ademds, si f : T¢ —s TM es otra aplicacion de fibrados que satisface (a), entonces
existe h € O*(M) tal que f = hf. En particular, f también satisface (b).

Prueba. Consideremos las notaciones dadas previamente. Sea Iy C I el conjunto de
todos los indices iy € I tales que U;,NSing(F) # 0. Definimos V;, = U;, \ Sing(F),
ig € Iny Vi = Ui, i € I\ Iy. {Vi},c; es un cubrimiento abierto de M \ Sing(.#).
Para cada ¢ € I, se toma una trivializacion local

Vi x C %Tg‘vi

definida
fi(p, ) = tXi(p). (2.40)
Las trivializaciones locales (2.40) son compatibles por el cociclo ( fm ), donde
Xi = fi;X; si Vi # 0, en una aplicacion de fibrados [ : T'z|,\sing(z) — TM.
por el segundo teorema de la singularidad removible de Riemann (1.3.4) f admite
una extension f : T — TM. Puesto que p € M \ Sing(%), se tiene X;(p) A0y
se satisface la condicion (a).
En las vecindades U, \ Sing(.%), ig € I, se construye f tomando cada fibra
sobre p € Uy, \ Sing(.%) en la direccion de TM definida por X;,(p). Dado que X;,
se anula sobre U;, N Sing(.%#), la extension de f a este conjunto es necesariamente

cero. Por lo tanto, la condicién (b) se cumple.

Sea f : Ty — T'M otra aplicacion de fibrados que satisface (a). Como fy f
son lineales en las fibras, existe una funcién holomorfa h definida en M, que nunca

se anula, tal que

f l(r5),= h(D)f l(15),, Vp € M\ Sing(F) (2.41)

Nuevamente, por el segundo teorema de la singularidad removible de Riemann
(1.3.4) h se extiende a una funcién holomorfa que nunca se anula en M (ya que
el conjunto de ceros de una funciéon holomorfa tiene codimensiéon 1 y llegariamos
a una contradiccion de 2.41 porque Sing(.#) tiene codimensiéon 2), por lo que la

relacion anterior se cumple en todos los puntos de M. O]
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Corolario 2.7.2. Sean M wuna variedad compleja, TM fibrado tangente de la
variedad M. F es foliacion no singular (Sing(F) = () si y solo si Ty es un
subfibrado de T M .

Si M es una variedad compacta, de la Proposicion 2.7.1 se deduce que dos
aplicaciones de fibrados f, f : T# — TM que satisfacen las condiciones (a) y (b),
difieren por una constante distinta de cero.

Sea f:Tg — TM una aplicacién de fibrados como en la proposicién 2.7.1.
Si U C M es un conjunto abierto y s una seccién holomorfa del fibrado T's en U,
entonces f os es un campo holomorfo que induce .# en U. Asimismo, la imagen

por f de una seccién meromorfa da como resultado un campo meromorfo tangente

a.Zz.

Teorema 2.7.3. Sea F una foliacion en P con T'e = O(k). Entonces k <1 y .F
es inducida en un abierto afin por un campo de vectores holomorfo con coeficientes

polinomiales que puede ser escrito en la forma:

G(:clail+~-~+xnail) +Q16%1+~~+Qn6%n,
donde
(a) G es homogéneo de grado 1 —k o G =0;
(b) Q1,...,Qn, son polinomios de grado maximo como 1 —k (o nulos). Si G = 0,

entonces al menos uno de estos polinomios tiene grado 1 — k;

(¢) El hiperplano en el infinito con respecto a este abierto afin es F-invariante si

y solo si G = 0.

Prueba. Sea # una foliacion en el espacio proyectivo complejo P de dimensién 1.
Sean el fibrado O(k) y T'# el fibrado tangente a .# con Tz = O(k) para algin
ke Z.

Después de escoger coordenadas homogéneas [zg : 21 : ... : z,] en P", se toma una
seccién meromorfa s : P* — O(k) inducida por 2§. La imagen de s por la aplicacién
f:Tg — TP™ es un campo de vectores meromorfo

v=fos:P" — TP"

holomorfo en el abierto afin Uy : {29 # 0}, donde induce la foliacion % y {zy = 0}
es divisor de ceros con multiplicidad &, si £ > 0, o de polos con multiplicidad —k,

si k < 0. Escribimos, entonces

—p 2 ... v
v luy 181:1+ Oz,

donde P, ..., P, € O(Uy).
Haciendo un cambio de coordenadas a U; : {z; # 0}, j # 0, encontramos, en Uy,,
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1 Ti_1 0 1 Tj+1 1o}
—p -2 _p | = —p., -2 p
" (xj N J> oy; (“fj T e ) Oy

J
+~-~+<1an”Pj> 0

2
xj 3 Y

0 0 0
= 2P, P — P)— 4+ ... P, — P —
Y; i 9y + (1P — y1y2 ])ayQ + 4 (P — 1y g)ayj

0
+ WP =y b)) 5— + -+ (WP —iynBj) 57—
(Y1 Pjr1 — y1Yj+1 J)ayj+1 (y1 1 ])ayn

. . . . 1 .
Si consideramos la primera componente de v |y;, se tiene que — P; se extiende
€Ts

a una funcién meromorfa sobre Uj;. Teniendo en cuenta las demas componentes,
obtenemos que cada P;, i = 1,--- ,n, también se extiende.

Si se repite el argumento para cada una de las coordenadas abiertas, se concluye
que, para ¢ = 1,--- ,n, P; se extiende a una funcion meromorfa en P”, es decir, a

una funcion racional. Como P; es holomorfo en Uy, entonces P; es un polinomio.

Supongamos que se elige j de modo que P; sea el polinomio de mayor grado
entre P, ..., P,. El divisor {29 = 0} corresponde, en Uj, a {y1 = 0}. Para analizar
su multiplicidad, basta considerar los términos homogéneos de mayor grado. Para
ello, tomamos ]31,...7P~n las partes homogéneas de Pi,..., P,, respectivamente,
del mismo grado que P; (eventualmente, algunos de estos términos son nulos). Se

presentan dos situaciones:

(i) Las ecuaciones:

P1 - yQP‘7 =0
Z?J*I ¥ yj]?J 0
it~ Yiab =0
Pn — yn]sj =0

se cumplen. En este caso, la multiplicidad de {zp =0} se puede leer en el

1
U1

coeficiente de —,
oy
2 "y
de donde se tiene que grado(P;) = 2 —k. Agrupando los términos homogéneos

de mayor grado de X |y, se obtiene:

P; ) G, G, d
3(x1+...+xn> :G<x1x+...+xn>7

xj o0x1 Ox,,
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P
donde G' = ~ es polinomio de grado 1 — k, por tanto, k& < 1. Notar que, en
Py

J
este caso, el hiperplano {zyp = 0} es invariante por la foliacién.

(ii) Al menos una de las igualdades del punto (i) no se cumple. En este caso,
la multiplicidad de {zp = 0} se puede leer del coeficiente correspondiente, de
donde vemos que grado(P;) = 1 —k y por lo tanto k < 1. En este caso, el
hiperplano {zyp = 0} no es hoja invariante.

O

PUCP 70



Capitulo 3

Haces y Cohomologia

En este capitulo realizaremos un breve estudio de los haces y su cohomologia,
daremos las definiciones béasicas y enunciaremos los principales teoremas, no
daremos las demostraciones de los teoremas por ser ellos tratados en detalles
en la tesis [Sar08]. En la ultima seccién estudiaremos cohomologia de haces
sobre el espacio proyectivo, nuestras principales referencias para esta seccién
seran los libros [Fos81] [GH94], [FFF82], [OSS80],[MSO01].

3.1 Haces

Definicién 3.1.1. Considere un espacio topologico (X, 7), donde 7 es la topologia

sobre X. Un prehaz de grupos abelianos sobre X es el par (%, p) que consiste en:
(a) Una familia . = (.(U))ver de grupos abelianos.

(b) Una familia p = (p¥)v,ve, de grupos de homomorfismos.
vcU

py 2 L U) = LV),
donde V es abierto en U, satisfaciendo las siguientes propiedades:

1. pf =idy @) paracadaU €.

2. pYyopl =pY, paraW CV CU.
Los homomorfismos p¥, se denominan homomorfismos de restriccion.

Denotaremos . en lugar (., p). También denotaremos p¥(f), para f €
Z(U), como f|y. De manera analoga a los prehaces de grupos abelianos, también
se pueden definir prehaces de espacios vectoriales, anillos, conjuntos, etc.

Ejemplo 3.1.2. Supongamos X un espacio topolégico arbitrario y U C X un

subconjunto abierto. Sea € (U) = {f : U — C: f es una funcién continua}, espacio
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Figura 3.1: Homomorfismos de restriccién

vectorial de funciones continuas. Para cada inclusion V' C U, la aplicacién restriccion
es la restricciéon usual
7 &
py : ()

— (V)
= pU(f) =1 lv
Entonces (%, p) es un prehaz de funciones continuas en X.

Definicioén 3.1.3. Un prehaz . sobre un espacio topolégico X se llama un haz si

para todo conjunto abierto U C X y toda familia de subconjuntos abiertos U; C U,

i € I, tales que U = |J U; se cumplen las siguientes condiciones, que llamaremos
il

azriomas de haz:

(I) Si f,g € #(U) son elementos tal que f
f=g

(IT) Dados los elementos f; € .#(U;), i € I, tal que

v:;= g |u,, para cada i € I, entonces

fi

U;NU; = f] U;NUj» V’L’j el
entonces existe f € .#(U) tal que f |y,= f; para cada i € I.

El axioma (I) quiere decir que si dos secciones definidas en un abierto U
coinciden cuando se restringen (mediante pgi, i € I) a todos los abiertos mas
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pequenios (U;);c; de su dominio original, entonces es que eran iguales desde el
principio en el abierto U. Es decir: Para comparar dos secciones, basta comocer
como son localmente.

El axioma (IT) quiere decir que si tenemos una coleccién de secciones f;, cada
una en algun grupo . (U;) correspondiente al abierto U;, y son todas compatibles
entre si (en el sentido de que cuando dos de estas secciones fi, fo se comparan en
alguna interseccion V = Uj N Us, coinciden: p¥(f1) = pY(f2)), entonces, cada f;
desciende de una seccion mayor definida en U. Es decir:secciones compatibles entre

si se pueden pegar para construir secciones definidas en abiertos mas grandes.

Ejemplo 3.1.4. Para cada espacio topologico X el prehaz € definido en el (3.1.2)

es un haz, puesto que los axiomas (I) y (II) se cumplen trivialmente.

Ejemplo 3.1.5. Sea X una variedad compleja. Para cada U C X abierto
consideremos O(U) el anillo de las funciones holomorfas f : U € X — C. Para
cada abierto V C U, sea

o oU) - o)
A A6

la aplicacion de restriccion en el sentido usual. Entonces, O es un prehaz de anillos
sobre X . Evidentemente este prehaz O cumplen los axiomas (I) y (II) de haz.
El haz .# de funciones meromorfas en X se definen de manera analoga.

Ejemplo 3.1.6. Sobre una variedade compleja X tenemos el prehaz O* formado
por los grupos multiplicativos de aplicaciones holomorfas

O*(U)={f:U— C*: f es holomorfa en U},

donde U es abierto de X. Con las aplicaciones de restriccion habituales, O* es un
haz de grupos abelianos (conmutativos).
El haz #* es definido de manera analoga.

Ejemplo 3.1.7. Dado un espacio topologico X y un grupo abeliano G. Definimos

el prehaz ¢ sobre X formado por los grupos
% (U) = G, donde U es abierto no vacio de X y 4(0) = {0}.

Evidentemente para definir los homomorfismos restricciéon hay que tomar en
cuenta si el abierto es vacio o no lo es.

Sif#£V C U, definimos como la aplicacion de restriccion pg a la aplicacion
identidad de G, se le denota idg

P =idg :9(U) — 94 (V).
SiV =0,Vg € G, la aplicaciéon de restriccién pg es el homomorfismo cero

py 4 U) — (0
g = pp(9) =0.
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Si existen en G dos elementos distintos g1, go y X tiene dos subconjuntos
abiertos disjuntos no vacios Uj,Us, entonces ¢4 no es un haz. Esto se debe a
que el axioma (II) del haz no se cumple, pues, dado U; N Us = (), se tiene
91 |luynus= 0 = g2 |uynu, pero no existe f € Y(U; UU,) = G tal que f |y,=g1 y
flu,= g2

Ejemplo 3.1.8. Dado X un espacio topolégico y G un grupo. Con la finalidad de
que G determine un haz, consideremos las funciones localmente constantes en G en
vez de la funciones constantes como se hizo en el ejemplo anterior. Dado un abierto
U de X, una aplicacion g : U — G es localmente constante en U C X si para todo

p € U existe un entorno V C U de p tal que g es constante en V', denotemos
G(U) ={g:U — G : g es localmente constantes en U}

el cual tiene estructura de grupo. Para los abiertos V' C U consideremos la aplicacién
restriccion usual 4(U) — 4(V), Estos elementos forman un haz & sobre X. Este

haz se denota simplemente por G.

Ejemplo 3.1.9. Sea X un espacio topologico, G un grupo abeliano, y p € X. A
cada abierto U de X asociamos el grupo

%(U):{{O}’ sipg¢ U
G, sipeU

Para definir los homomorfismos restriccién entre estos grupos hay que tomar
en cuenta si el abierto contienen al punto p o no.
SipeV CU, definimos la aplicacién de restriccion pg como la aplicacion
identidad idg de G
oY =idg :9(U) = 4 (V).

Si p ¢ V C U, definimos la aplicacién de restriccion pf como el
homomorfismo cero
pygU) - 9(V)
9 = py(g) =0.
Los grupos y homomorfismos que acabamos de definir forman un haz ¢ llamado
el haz rascacielos sobre el espacio X asociado al punto p € X y al grupo G y se
denota por G).

Observacion 3.1.10. Las secciones de cualquier fibrado forman un haz. En
particular, presentamos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 3.1.11. Sean P" es el espacio proyectivo complejo, U C P™ un conjunto
abierto y T,P" el espacio tangente a P" en p € P". Las secciones del fibrado

holomorfo

TP = | J {p} x T,P"
pEPn

forman el haz tangente Opn por el grupo abeliano

Opn(U) ={X :U CP" - TP"/X es un campo vectorial holomorfo en U}.
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y los homomorfismos de restricciéon

p‘[{v . @Pn (U) — @]Pm (V)
X = px)
Ejemplo 3.1.12. Sean P" es el espacio proyectivo complejo, U C P™ un conjunto
abierto y A*T,P" el conjunto de las k-formas alternadas sobre T},P",

AFTP™ = | ) {p} x AT, P
pePn

El haz de las k-formas holomorfas QF. es determinado sobre U por las secciones
holomorfas de este fibrado definidas en U, esto es

Q. (U) ={w:U CcP" - A*TP" : w es una k-forma en U}.
y los homomorfismos de restricciéon

Py OU) = 9.(V)
w = opp(w)
Ejemplo 3.1.13. Si P" es el espacio proyectivo complejo, U C P™ un conjunto

abierto, entonces las secciones (polinomios) del fibrado de hiperplanos Opn (1)
forman el haz hiperplano £ por el grupo abeliano

ZWU)={f:UCP*— Opn(1): f es una seccion holomorfa sobre U}.

y los homomorfismos de restricciéon

3.1.1 El tallo de un prehaz

Consideremos un prehaz % sobre un espacio topologico X y un punto p € X. En
la unién disjunta ;
S 7 DLAY
peU
sobre todas las vecindades abiertas U de p. Definimos la siguiente relaciéon de
equivalencia: f € S (U)y ge (V)

f~g<e IWvencindad de ptal que W CcUNVy flw=g|w -
P

Ahora consideremos el espacio cociente

S = (3.1)

7o

»
y denotemos la clase cociente de f € . (U) por [f], = f, € 7). Para cualquier
vecindad abierta U de p, existe la aplicacién natural

Y o SU) = S
foo= (=1, =r
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llamamos a pg (f) germen de f en p. La aplicaciones consideradas determinan en
#p una estructura de grupo abeliano, heredada de .%/(U) mediente pg de modo que
ellas se tornan homomorfismos.

La construccién que hemos realizado para obtener .#, a partir de los grupos
{Z(U)} es conocido proceso de limite inductivo de la familia de grupos {<(U)},

esto es .
U ~u)
. €
Sy = 1lim S (U) = ——— (3.2)
peU p

la cual también tiene estructura de grupo y se llama tallo de . en el punto p € X.

Figura 3.2: El Tallo ., del prehaz .% en el punto a € X.

Ejemplo 3.1.14. Sean un dominio X C C, a € C. Consideremos el haz O de
funciones holomorfas en X C C y el anillo de funciones holomorfas

S, = {f : funcién holomorfa definida en una vecindad de a}
Sean f,g e Sy, f: U —C,g:V — C, U,V vecindades de a. Definimos la siguiente
relaciéon de equivalencia: f ~ ¢ si existe un conjunto abierto W C U NV tal que
f lw= g |w- El conjunto de todas las clases de equivalencias esta definido como:
Sa

Oa:?:{fa:fesa}7 (33)
donde f, es la clase de equivalencia de f € O(U) C F,. Entonces para cualquier
vecindad abierta U de a, existe una aplicacién

v OU) = O,
f = pa(f) = fav
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donde f, € O, es el germen de la funcién holomorfa f en a. Por lo tanto, O, es
el tallo de O en el punto a € C y f, tiene una expansiéon de la serie de Taylor

oo
E en(z —a)”, ¢, € C con radio de convergencia positivo.
n=0

Dos funciones holomorfas f y g en vecindades de a determinan el mismo germen en
a, precisamente si tienen el mismo desarrollo en serie de Taylor alrededor de a.

Por tanto, existe un isomorfismo ¢ entre el tallo O, y el anillo C{z — a} de todas
las series de potencias convergentes en z — a con coeficientes complejos, definido

Como:

w : 0O = C{z—a}
fa = gp(fa)zz:cn(z—a)"
n=0

y satisface las siguientes propiedades:

p(1) = 1.

Ejemplo 3.1.15. El cuerpo .#, de los gérmenes de funciones meroformas en a es
oo

isomorfo al anillo de las series convergentes de Laurent Z cn(z—a)"k€Z, ¢, €C
n=k
que tienen partes principales finitas.

Lema 3.1.16. Dado un haz de grupos . sobre un espacio topoldgico X y un
subconjunto abierto U C X. Entonces f € #(U) es cero, si todos los gérmenes
pz(f) =0¢€ 7 para todo x € U.

Este lema es una consecuencia directamente del axioma I de haces. Ver
[Fos81].
Supongamos que X es un espacio topologico y .’ es un prehaz en X. Sea

| =" VA% (3.4)
reX
la unién disjunta de todos los tallos. Denotemos por
p : | = X
¢ = plp) ==,
la aplicacién que asigna a cada elemento ¢ € ., el punto x.

Ahora se introduce una topologia en |.7|: Para cualquier subconjunto abierto U C X
y un elemento f € #(U), sea

U, f1:=Ap(f) : 2 € U} C|.7]. (3.5)

Teorema 3.1.17. El sistema % de todos los conjuntos [U, f], donde U es un
conjunto abierto en X y f € S(U), es una base para una topologia en |Z|. La

proyeccion p : |.7| — X es un homeomorfismo local.

La demostracion se puede ver en [Fos81].

PUCP 77



3.2. COHOMOLOGIA DE HACES 78

3.2 Cohomologia de haces

3.2.1 Cocadenas, cociclos, cobordes

Sean X un espacio topologico, . un haz de grupos abelianos sobre X y U = (U;)ier
un cubrimiento abierto de X. Para ¢ = 0,1,2... definimos el g-ésimo grupo de
cocadenas de ., respecto de U, como:

ClU,.S) = I sw,n...nuy. (3.6)

(205.00ytq)ETITT

Los elementos de C?(U,.¥) se denominan ¢-cocadenas. Asi, una g-cocadena es una

familia

(fio,....i,) tal que fiy..4, € L (UiyN...NT;,)
para todos (ig,...,iq) € I?"'. La adicion de dos cocadenas se define por
componentes.

Definimos un homomorfismo sobre estos grupos de cocadenas llamado operador

coborde, como sigue

=6, : CIU, ) — crtiu,.s),.7)
i B 'Lq) = 5((fio...iq)):(gio ..... iq+1)7

donde
a+1

. ) _ k Uioﬂ‘-'ﬂUiq -

(Gioseroviqrn) = § (1) Pu. . 0. U (fio,...,ik,u.,iqﬂ)'
=0 0 k q+1

y 1 indica la ausencia de este indice.

Veamos algunos casos particulares:

(1) Si q = 0 entonces para (fi)ie] S CO(L{,Y), tenemos 6((fz)z€1) = (gij)i’jej,
donde
gi; = f; — fi € L(U:NUy),

aqui se entiende que uno restringe f; y f; a la interseccién U; NU; y luego se

toma su diferencia.

(ii) Siq = 1 entonces para (f;j)ijer € C*(U,.7), tenemos 6((fij)) = (Gijk)i.j kel
donde
Gijk = fik — fie + fi; € LU NU; N Uy).

Nuevamente, los términos de la derecha estan restringidos a su dominio comun de
definicion U; N U; N Uy,

El operador de coborde satisface la propiedad:
82 =344100, =0. (3.7)
El nucleo del homomorfismo coborde § se define como:

29U,.7) = Ker(CUU, ) 2 CT (U, 7))
= {(fio,ig) € CUU, L) : ((fig,....i,)) = O}
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Los elementos de Z9(U,.) se llaman g¢-cociclos.
La imagen del homomorfismo coborde ¢ se define como:
BYU, ) = Im(CT (U, .7) S C1U, 7))
= {0((fig,.ig—1)) € CUU, 7 : (fig...sig—1) € CTHU, L)}

Los elementos de BY(U,.”) se denominan g¢-cobordes.

Por ejemplo, una 1-cocadena (fi;) € C*(U,.7) es un cociclo si
fik="Ffij +fir enU;NU;NU (3.8)
para todo 4,7,k € I. A la ecuacion (3.8) se le llama relacion cociclo e implica

fii=0, fij =—fj (3.9)

Se obtiene (3.9) de la ecuacion (3.8) haciendo ¢ = j = k para el primero y
i = k para el segundo. Como 62 = 0, todo coborde es un cociclo.

En particular, un 1-cociclo (f;;) € Z'(U,.Z) es una 1-coborde si y solo si hay
una O-cocadena (g;) € C°(U, .F) tal que

fij=g9i—g; en U;NU; paracadai,j€l.

Definicién 3.2.1. El grupo cociente

zZ1U,.7)
HIU,S) = =—T—~, 3.10
UT) = Fai 7 (3.10)
es llamado g-ésimo grupo de cohomologia con coeficientes en . con respecto al
recubrimiento U. Sus elementos se llaman clases de cohomologia y dos cociclos que

pertenecen a la misma clase de cohomologia se denominan cohomadlogos.

Los grupos H4(U,.”) dependen del recubrimiento I/. Para tener grupos de
cohomologia que dependan solo de X y ., tenemos que usar recubrimientos cada

vez més finos y luego tomar un limite. Ahora precisaremos esta idea.

Un recubrimiento abierto V = (Vi )kek se dice més fino que el recubrimiento
U = (U,);er, denotado por V < U, si cada Vj, estd contenido en al menos un U;. Por

lo tanto, existe una aplicaciéon 7: K — I tal que
Vi, CUr), paracada ke K.

Mediante la aplicaciéon 7 se define una aplicacion
& 29U, — 29V,
(fio,..‘,iq) = tZ{Jl((fmlq)) = (gk07~~~5kq)7
donde

Gho,eokg = Jr(ko),im(ky) [Vign.nvy,  Paracada  ko,... kg € K.

Como esta aplicacion lleva cobordes en cobordes, induce un homomorfismo de
grupos
& HIU, F) — HI(V,.S)
Esta aplicacion es independiente de la eleccion de la aplicacién de refinacion
T: K —1.
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3.2.2 Grupo de cohomologia HI(X,.”)

Si se tiene tres cubrimientos abiertos tales que W < V < U entonces
thy o tht =1,

Por lo tanto, se puede definir la siguiente relacion de equivalencia ~ en la unién
disjunta de H?(U,.”), donde U es un cubrimiento abierto de X. Dos clases de
cohomologia ¢ € HI(U,.”) y n € HI(U',.#) son equivalentes, & ~ n, si existe un
cubrimiento abierto V con V < U y V < U’ tal que t%(¢) = 4 (n).

Definicion 3.2.2. El conjunto de las clases de equivalencia se llama limite inductivo
de los grupos de cohomologia H?(U,.”) y se denomina g grupo de cohomologia de
X con coeficientes en el haz .. Esto es,

UHIU, )
HY(X,.?) = imH(U, ) = % (3.11)
u

Este conjunto de clases de equivalencias tiene estructura de grupos. Sean
x,y € HYX,.”) representados por & € HYU,), n € HIU,S), V un
refinamiento comtn de U y U’. Entonces = +y € H4(X,.) se define como la clase
de equivalencia de t%(&) + % (17) € H(V,.7). Esta definicion es independiente de
las elecciones realizadas y H%(X,.%) en un grupo abeliano.

Por otro lado, si . es un haz de espacios vectoriales, entonces H4(X,.7) y
H1(U,.) son espacios vectoriales, en este caso denotamos

h(X,.7) = dimH(X,.%)

Teorema 3.2.3. Sean X wuna variedad diferenciable y & el haz de funciones
diferenciables en X. Entonces H1(X, &) = 0.

La demostracion de este teorema es consecuencia de la existencia de una

particiéon de la unidad sobre una variedad diferenciable. Ver [Fos81].

Ejemplo 3.2.4. Sea X una variedad compleja simplemente conexa. Entonces
H'(X,C) = 0, donde C denota el haz de funciones localmente constantes con
valores en los numeros complejos En efecto, Sean ¢/ un cubrimiento abierto en X y
(cij) € ZY(U,C). Como Z'(U,C) Cc Z'(U,&) y H' (U, &) = 0, existe una cocadena
(f) € CO°U, &) tal que
cij =fi—f; enUNUj.

Pero dc;; = 0 implica df; = df; en U; N Uj;, y por lo tanto existe 1- forma

diferencial global w € &M (X) tal que w |y, = dfi. Puesto que ddf; = 0, entonces w

es cerrado. Como X es simplemente conexo, existe f € &(X) tal que df = w. Sea

¢ =fi—flu

Dado que de¢; = df; — df = w —w = 0 en Uy, por tanto ¢; es localmente constante,
es decir, (¢;) € C°(U,C). En U; N Uj se tiene

ci=fi—fi=fi—f)—(fi—f)=ci—cj

y asi el cociclo (c;;) se divide.
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El siguiente teorema demuestra que, en ciertos casos, se puede calcular
H1(X,.#) usando solo un cubrimiento tnico de X.

Teorema 3.2.5 (Leray). Si.” es un haz de grupos abelianos en el espacio topoldgico
X yU = (U;)ier un recubrimiento abierto de X tal que HI(U;,¥) =0, Vi € I,
entonces

HI(X, )2 HIU, ).

Al recubrimiento abierto U se llama recubrimiento de Leray para el haz ..

La demostracion de este teorema, se puede ver [GH94]

3.3 La secuencia de cohomologia exacta

Definicion 3.3.1. Sean .; y %5 haces de grupos abelianos en el espacio topolégico

X. Un homomorfismo de haz o : 1 — ¥ es una familia de homomorfismos de
grupo

ay : AU) — H(U), U abiertoen X,
tal que para todo par de conjuntos abiertos U,V C X con V C U el diagrama

ay

S U) ——= AU)

es conmutativo.

Si todos los ayy son isomorfismos, entonces « se le llama isomorfismo.
De manera similar, se pueden definir homomorfismos de haces de espacios

vectoriales.

Ejemplo 3.3.2. Sea & el haz de funciones diferenciables en una variedad
diferenciable X. La derivada exterior d en funciones induce homomorfismos de haz.

d:& — &

Ejemplo 3.3.3. En una variedad compleja X, las inclusiones naturales O — &,
C — &, Z — O son homomorfismos de haces, donde & haz de funciones

diferenciables, O haz de funciones holomorfas.

Ejemplo 3.3.4. En una variedad compleja X se puede definir un homomorfismo
de haz exp : O — O* del haz de funciones holomorfas al haz multiplicativo de

funciones con valores en C*. Para U C X y f € O(U) se tiene:

expy : OU) — O*U)
f —  expy(f) := exp(2mif)
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3.3.1 El nicleo de un homomorfismo de haz

Sean .77 y % haces en el espacio topoldgico X y a : %% — % un homomorfismo

de haces. Para U abierto en X, sea
H(U) := Ker(A(U) = .7 (U)). (3.12)

Se puede verificar facilmente que la familia de grupos ¢ (U), junto con los
homomorfismos de restriccién inducidos a partir del haz %7, es también un haz,

llamado nicleo de « y se denota & = Ker a.

Ejemplo 3.3.5. Sea X una variedad compleja, consideramos el homomorfismo de
haces inducido por la exponencial exp : O — O*. Entonces el nicleo de exp es
Z = Ker(O =25 ©0*) que es un haz.

Dado un homomorfismo « : % — % de haz en el espacio topolédgico X, se
puede definir

BU) = Im(A(U) 2 #(U)) para cada U en X.
Esto define un prehaz % que en general no satisface el axioma II de haz.
Ejemplo 3.3.6. Considere el homomorfismo de haz

exp : O — OF
f— exp(f) = exp(2mif),

en el espacio C*.
Sean los conjuntos abiertos Uy = C* \R_ y U; = C*\ R,. Se define f; € O*(Uy)

por fr(z) = z para cada z € Uy, k = 1,2. Como Uy, es simplemente conexo,
fr € Im (O(Uk) e O*(Uk)) .
Ademas, f1 |v,nv,= f2 luinu,- Pero no existe ningan elemento
felm (o<<c*> L 0*(@*)) ,
con f |u,= fx, puesto que la funcién z — z no tiene un logaritmo de valor unico en

todo C* = Uy U Us,.

3.3.2 Secuencias exactas

Supongamos que « : ¥ — 7 es un homomorfismo de haz en el espacio topoldgico

X. Entonces, para cada z € X hay un homomorfismo inducido de los tallos
Q2 Sy — Ty

Una sucesién de homomorfismos de haces Z -2+ . 2+ 7 se llama exacta, si para
cada x € X la sucesiéon
R 22 Sy 2 7,

PUCP 82



3.3. LA SECUENCIA DE COHOMOLOGIA EXACTA 83

es exacta, es decir Ker 8, = Im a,.

Una secuencia

« [e% Qnp—2 Ay —1
5”1 L yg LI - yn_léyn (71>3)
de homomorfismos de haces se llama ezacta si la secuencia
Qg Q41
S — 11 ——— Fhao

es exacta paracada 1 < k <n — 2,

Un homomorfismo de haz « : ¥ — 7 se llama monomorfismo si 0 —
S 25 T es exacta y epimorfismo si . — T —» 0 es exacta.

Una sucesién exacta de la forma 0 — #Z — % — 7 — 0 se llama
sucesion exacta corta.

Lema 3.3.7. Sea o : ¥ — 7 un monomorfismo de haz en el espacio topolégico
X. Entonces, la funcion ay : S (U) — T (U) es inyectiva, para cada subconjunto
abierto U C X.

Prueba. Supongamos f € (U) y ay(f) = 0. Como «, : ¥, — 7, es inyectiva
para todo = € X, todo « € U tiene un entorno abierto V,, C U tal que f |y, = 0.
Del axioma I de la definicién 3.1.3 se tiene que f = 0. O

Sia:.¥ — 7 es un epimorfismo de haces, no es necesariamente cierto que
para todo conjunto abierto U la funcion oy : Sy — Ty es sobreyectiva. Esto se
ilustra con el ejemplo 3.3.6, donde el homomorfismo exp : O — O* para cada z, la
aplicacion exp : O, — O} es sobreyectiva, una funcién que no se anula localmente

tiene un logaritmo. Sin embargo, exp : O(C*) — O*(C*) no es sobreyectiva.

Lema 3.3.8. Sea 0 — #Z =5 ¥ L 7 una secuencia exacta de haces en el

espacio topolégico X . Entonces para cada conjunto abierto U C X la secuencia
0— 2(U) 2 7(U) 2 7(U)
es exacta.
La demostracion se puede ver en [Fos81].
Ejemplo 3.3.9. Daremos algunos ejemplos de secuencias exactas cortas de haces
0—Z%—Y— T —0

en una variedad compleja X.

1. Sea ¥ = Ker (5’(1) N g(z)) el haz de formas diferenciales cerradas, donde

&M es el haz del espacio vectorial de 1-formas diferenciables y &® el haz del

espacio vectorial de 2-formas diferenciables. La secuencia

0—C—eW L 2 50 (3.13)
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es exacta. Puesto que localmente toda forma diferencial cerrada es exacta,
entonces d : &V — £ es un epimorfismo.

2. La secuencia exacta
0—C—0-50-—0 (3.14)

es la version holomorfa de (3.13), donde 2 es el haz del espacio vectorial de las

1-formas holomorfas.

3. La exactitud de la secuencia
0—7Z5022 0" —0 (3.15)

se sigue del ejemplo (3.3.5), donde 74 es la inclusién. A esta secuencia se le llama

secuencia exponencial de haces.

3.3.3 Homomorfismos inducidos por homomorfismos de
haces

Cualquier homomorfismo a : Z — % de haces en el espacio topologico X induce

homomorfismos:
o : HYX,%Z) — HX,%),
ol : HY(X, %) — HYX,Y).

0

El homomorfismo o’ no es mas que la aplicacion ax : Z(X) — S (X).

El homomorfismo o, ¢ > 1, se construye de la siguiente manera: Sea U = (U;)ier

un cubrimiento abierto de X. Se considera la aplicacion
oy CIU %) — CUU,.Y)
que asigna a cada cocadena & = (fi,,....i,,,) € CU(U,Z) la cocadena

ay(&) = (afig....i.11)) € CUU,.7).

Esta aplicacion lleva cociclos en cociclos y cofronteras en cofronteras y por lo tanto

induce un homomorfismo

oy HY(U,Z) — HY (U, 7).
La coleccion de ayy, donde U corre sobre todos los cubrimientos abiertos de X,
induce el homomorfismo 4.

3.3.4 El homomorfismo de conexion

Sea
00— 9 7

una secuencia exacta de haces en el espacio topologico X. Un homomorfismo de

conerion es una aplicacion de la forma

& HYX,T7) — H™"Y (X, %).
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Veamos como se define 6* cuando ¢ = 0, el caso general es similar aunque con mas
notaciones. Sea
he H(X, 7).

Como todos los homomorfismos 3, : .. — 7, son sobreyectivos, entonces existe
un recubrimiento abierto U = (U;);er de X y una cocadena (g;;) € C°(U,.7) tal
que

B(gi) = h |y, paracadaiel. (3.16)

Por lo tanto 3(g; — g;) = 0 en U; N U;. Por el Lema 3.3.8 existe fi; € Z(U; NU,)
tal que

olfis) = 95 = 9:- (3.17)
En U, NU; N Uy se tiene offi; + fix — fik) = 0 y por el Lema 3.3.7 se tiene
fij + fik = fik, es decir,

(fi;) € Z2'U, %)

Luego §*h € H'(X,Z) es la clase de cohomologia representada por (f;;). Esta
definicion es independiente de las diversas elecciones realizadas.

Teorema 3.3.10. Si X es un espacio topoldgico y
0—2%7 27 0

una secuencia exacta corta de haces en X . Entonces, la secuencia inducida de grupos

de cohomologia
0 — HO(X, %) > H(X,.7) 25 mox, 7) 2
B HNX, 2 2 HA(X,.) 2 HN(X, ) s
L gx, %) 25 mx, ) LS HY(X, 7).
es exacta.

En las referencias [Fos81] y [GH94] podemos encontrar una demostracién de

este teorema.

3.4 Cohomologia del espacio proyectivo

Considere una variedad compleja M y una k-forma diferenciable w de clase C**° en
M. Sea

(21,...,2n), donde z; = x; + iy;,

un sistema de coordenadas locales, de M tenemos una representaciéon de la forma

w en estas coordenadas reales como

w = ZG/LJd.'I}[/\dyJ.

considerando la relaciéon de las coordenadas reales con las coordenadas complejas y

sus conjugadas
1 1
dz; = §(dzi +dz,), dy; = §(dzi — dz;)
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tenemos la representacion de w en término de los diferenciales complejos y sus
conjugadas
W:ZbI,JdZI/\dZ]-

donde dzy = dz;, A---Ndz;, y dz; = dz;, N--- AdZz;, . En esta situacién, diremos
que el término by ydz; A dz;, de la forma w, es del tipo (r,s) donde r + s = k. Asi

podemos expresar w de forma tnica como
w=w®0 k=11 4 (0k)

donde todos sus términos de la forma w(™*) son del tipo (r, s).
Denotemos por @F(M) el espacio de las k-formas de clase C* sobre la
variedad M y por @™*)(M) el espacio de la formas del tipo (r,s) de clase C™.

Asi tenemos
a*(M) = a®O (M) e a* PR (M) @ - @ aOF (M).
Por otro lado, tenemos la diferencial exterior
d:ak(M) — a1 (M),
la derivada O y la derivada conjugada
8 a9 (M) = ar+H) (M), 3 A (M) = as (),
definidos localmente para w™*) = 3 ay jdz; Adz; € A% (M) como
Ow(™%) = ZaaI,J ANdzr Ndzy, D) = znzgaLJ ANdzr Ndzy,
1,J i=1

asi tenemos d = 0 + 0. Ademés, de dd = 0 se desprende

0w 4+ 90w + §OwW™® + 9 Jw ™) = ddw™*) = 0.
Comparando el bigrado de las formas,

O s ¥ 0D"=20m 000" ST

En particular, una (r,0)-forma w(™% = 3" a;dz; € a™% (M) es holomorfa si

Ow(™®) = 250” ANdzr = 0.
T
Definimos la cohomologia de Dolbeault de bigrado (r, s) como:
Ker(9: a™) (M) — a1 (M
e agy _ Ker@: 900 o a9 a))
Im(a™*) (M) — a"+%*)(M))

19}

Lema 3.4.1 (0- Lema de Poincaré en una variable). Sean A disco cerrado en C y
g(z) € C>(A), la funcién

£ = == [ 29 4 di
2 JA w — 2

estd definida y es de clase C™ en el disco A, ademds satisface

of _
oz Y
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Prueba. Para zy € A, se elige ¢ tal que el disco A(zg,2¢) C A. Considerando una
particién de la unidad adecuada obtenemos funciones g;, g2 € C'°° con suporte de
(g1) contenida en A(zg,2¢) y suporte de go contenida en A(zg,¢) tal que

9(2) = 91(2) + ga(2),

La integral
1 dw N\ dw

£22) = g [ alw) TR

esta bien definida y es de clase C* en el disco A(zg,¢). Ademas

Oy L [ 9 (g o
82f2(z) - 277@'/A 0z <w—z dw A dw = 0.

Como ¢ (z) tiene soporte compacto, se puede escribir

1 dw N dw 1 dw N dw
G(w)———= ) (05— =

w—2z  2mi C w— 2z
du A du

= [+
= — U -z
omi Jo ! W

%

21 A

donde v = w — z. Cambiando a coordenadas polares u = re'? esta integral se

convierte en |
fi(z) == / g1(z +re®)e=®dr A db,
™ Jc

que esta bien definida y es de clase C*° en z € A. Entonces

df1(2) _ 1 991 0y —if
5z = 7)o 82( +re)e"dr A dO
1 % dw N dw

= — — w
2mi Jo Ow W=z

)

pero g; se anula en JA. Finalmente por la formula de Cauchy obtenemos

9 () = 5o 1u(2) = qa(2) = g(2).
O

Lema 3.4.2 (0-Lema de Poincaré). Sobre el polidisco A = A(r) en el espacio C
la cohomologia de Dolbeault de bigrado (p,q), con g > 1 es trivial, esto es,

HYY(A)=0, ¢>1.
Prueba. Toda (p, q)-forma se puede escribir como

p= Z wry-dzr Ndzy,
#I:p
#J:q

si esta es una 9 forma cerrada, entonces las formas

pr= Y ¢rs-dz; € A"(4),

#J=q
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son también O formas cerradas, y si
Yr = 677[7

entonces
¢ =+0 (ZdZI /\771> ;
I

por tanto, es suficiente probar que los grupos Hg’q(A) se anulan, para probar esto
dividiremos la prueba en dos partes

i) Primero mostramos que si ¢ es una (0, ¢)-forma O-cerrada en A = A(r),
entonces para cualquier s < r, podemos encontrar ¢ € 4%97*(A(s)) con I = ¢
en A(s).

Para mostrar esto, escribimos

= Z wrdzy.

y consideremos £ > 0 el natural mas pequeno tal que ¢ es generado por los
dzy,...,dz, como C*®-modulo. La demostracion de i) serd por induccion en k = 0.
Si k = 0 entonces ¢ = 0 dado que ¢ > 0.
Si £ > 1 entonces suponga por la hipétesis inductiva que podemos encontrar
n € a1 Y(A(s)) tal que
@p=0nen A,
Por la hipétesis inductiva podemos encontrar

1= pr-dz_qy
I:kel

w2 = Z o1 - dzg
I:k¢I
de modo que
© =1 NdZ + p2,

donde @1, @2 son generadas por los dzy,...,dZp_1. Como ¢ es O-cerrada Y1y V2
son holomorfas en las variables zj41,...z,. Luego, aplicamos el lema anterios a las
funciones ¢y (21,..., 2k, .., 2,) €n la variable zj en el disco D(0,ry) para encontrar
funciones ny(z1,..., 2k, - . ., 2n) de clase C* tal que

onr

o”!izl = (p1)1,
y holomorfa en las variables zxi1, ..., 2,. Consideremos

n= Z nr dZr—(ky,
I:kel

Por lo tanto,
n = n
o =1 ANdz iz, Adzy iz Adz
@ +0n = Zk+802+1;162k Ze A dzg {k}Jr;I%I AL

k—1
onr

=1 NdZ+pa+dE AL+ Y Y oA Nz
l
=1 I:kel

k—1
0
= g + Z Z ngil A dEI,{k}

=1 I:kel
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que es una forma generado por dzi,...,dZ;_1. Luego por hipotesis inductiva existe
e a%171(A(s)) tal que

0+ 0n =0y
en A(s) como se deseaba probar.

ii) Prueba del lema d-Poincaré en general.

Sea {r;} una sucesién mondétona creciente que tiende a r. De la primera
parte i), podemos encontrar 1, € %97 (A) tales que 9y, = ¢ en A(r). Para ello
tomemos ¢}, € A»971(A(rg41)) con 9y}, = ¢ y una funcion py de clase C™ igual a
1 en A(ry), con soporte compacto en A(ryy1). Tome by = py - ¥},

Veremos a continuacion que podemos elegir {1} tal que estd sucesién converja

uniformemente en compactos. La demostracién sera por induccién sobre q.

Por i) podemos consideras a € @%471(A) con da = ¢ en A(ryy1); entonces
O —a)=0 en A(rg).
Si ¢ > 2, entonces por la hipétesis de inductiva podemos hallar 5 € a*?-2(A) con

OB =1y —a en Alry_1).

Sea,
wk+l =a+ a_ﬂ7
entonces
OYpy1 =0a = en Alrpy1),
y

Yer1 =Yr en A(rg_1).

Por lo tanto, la sucesion {¢} escogida de esta forma converge uniformemente en
conjuntos compactos de A.

Falta el caso ¢ = 1. Para ello consideremos nuevamente, 1, € C*°(A) con
Oy, = ¢ en A(ry) y sea a € C®(A) con da = ¢ en A(ryy1), entonces ¥, — a
es una funcién holomorfa en A(rg) y por lo tanto, tiene una expansion en serie de
potencias centrada en el origen convergente en A(rg). Truncamos esta serie para

obtener un polinomio 5 con

1
sup (6~ a) = Bl < o,
A(’r’k,l)

y se establece
Y41 = a+ .
Entonces
OYpy1 =0 =, A(rper)
asi Yg+1 — Wy es holomorfa en A(rg) y
sup  [Yp1 — Yif < -
(rk—1) 2k’

entonces existe ¢ = lim ¢y, y 0¢ = . O
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Teorema 3.4.3 (Teorema de Dolbeault). Si M es variedad compleja entonces para
todo p,q > 0
HP (M, QP) ~ Hg’q(M)

Prueba. Por el lema 3.4.2 toda (p, q)- forma 0-cerrada es localmente 0- exacta, asi

tenemos la secuencia exacta
d d
0—C—QF 5P 2,62 o
cortando esta secuencia tenemos las secuencias exactas cortas

0 — Q5 o0 2y zen g

0 — z®LH _y L) 2y Ze2 .,

0 — Zek gk 2, Zki)
Como a(™*) es fino H*(M,a"*)) =0, Vk > 0, 7,5 > 0 tenemos,

H (M, Z(m)) HY(M,QP),
H2(M, Z(P2) ~ HI"Y(M,zPD),

12

: (3.18)
HY(M, zPa=1) : H?(M,Qpa=2),
De la secuencia
0 iy G5 (E5SLam 507l A
tenemos
0 — ZPa=D (M) — a@e=D(M) 25 20D (M) — B (M, ZP9=D) — 0,
Finalmente

7(p,q) (M)

HY(M,Z®P9 D)y~ =
W22 = S )

— H2Y(M).

De 3.18 tenemos
HI(M,QF) ~ HZ(M).

Observacion 3.4.4. Del teorema 3.4.3 se tienen las siguientes consecuencias:
(i) Para p =0 tenemos Q2° = O
HI(M,0)~ H*(M)=0 si ¢>dimM.
(ii) Por el lema 3.4.2, se tiene

HI(A,QF) ~ HEY(A) =0, ¢>1, A CC" polidisco
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En particular
HI(C*",O)=0sig>1

Sea U = {U;} un cubrimiento abierto afines U; = {(z0, - ,2n): z; # 0},
0 < i < n deP". Dado que cada U; es biholomorfo a C™ y, por lo tanto, U es un
cubrimiento de Leray del espacio proyectivo complejo P™ para el haz O. Se sigue

inmediatamente del teorema de Leray 3.2.5 que
HP(P",0)=0, p>n.

Usaremos la misma notacion Opn(m) para denotar el haz de secciones del
fibrado Op»(m). Con relacién al cubrimiento U, el fibrado Opn (1) tiene funciones
de transicion ¢;; = z—’ Para m € Z denotamos Opn(m) el fibrado con funciones de
transiciéon en (z—z)m en U;;, asi este haz estd asociado al divisor 23" = 0. Es decir, si

hacemos que P"~! C P" denota el hiperplano zy = 0, entonces tenemos
Opn(m) = [m-P"'].

Con esta convencion, Opn (m) tiene la seccion candnica s™ dada localmente por
m Zo\™
sit=(—) ,
Zi

div(s™) = m - P L

y ademas

Lema 3.4.5. Dado un hiperplano 5 de P". Para cada m € 7, tenemos un O-
morfismo no nulo
Qﬁ% & O]Pm(m) — Opn<m+ 1),

satisfaciendo ¢ . = 0 si y solo si z € JC. En particular, ¢ se restringe a un
isomorfismo de Opn(m) con Opn(m + 1) sobre P™\ 2.

Prueba. Sea h(zg,...z,) = 0 la ecuaciéon que define el hiperplano .. El morfismo
(bﬁf(f) = h.f, donde f € Opn <m>z
satisface las propiedades requeridas. O

Denotemos por P(™) (C"*1) el espacio de polinomios homogéneos de grado
m sobre C"*L. Luego aplicando la proposicién 5.9.2 de [FFF82], se tiene:

P(m) (Cn+1) m >0

HO(P", Opn(m)) =
(", O (m)) { 0 m<0
Teorema 3.4.6. (1) Para m > 0, se tiene:

0 p#0

Hp(]P”’O[pn(m)) ~ { P(m)((C"""l) p=0

(2) Para m <0, se tiene

B _Jo pF#N
]:Ip(}P> 7OP" (m)) ~ { P(fmfnfl)((C’nrl’l) p=n
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Prueba. Previamente hemos analizado los casos p = 0y p > n. De ahora en adelante
supondremos 1 < p < n.
Consideramos el caso m = 0. Para ello considere un p-cociclo ¢ del haz O

respecto al cubrimiento U por abiertos afines, ¢ € ZP(U, O), digamos

c={c(s) =c(s0,---,Sp)},

donde ¢(s) € O(Us) y s = (S0, - - -, Sp) es una (p+1)- upla de enteros (distintos) que
se encuentran entre 0 y n. Cada c(s) es una funciéon holomorfa sobre Uy C C*1,
como m = 0 esta funcién seria homogéno de grado cero, luego su desarrollo en serie

de Laurent sobre U, es de la forma

c(8)(z0y- -y 2n) = Z C(8)rg-rn 20+ 2"
= Z c(s)r2",

Ir|=0

Observe que el coeficiente ¢(s)y,...,,, sera cero si r; < 0 con j ¢ {so,...,Sp}.
Definimos

1 4
a(sg, ..., 8p—1) = ———— Z c(j, 805+ -y 8p—1)T,

n—p+1
3¢ {505 1}
donde ¢(j, so, - - ., sp—1) " es una funcién holomorfa en U, ..., _, con series de Laurent
. + _ . T
(4,805, Sp—1)" = E (4,805 8p—1)r2".
|r|=0
TjZO

Asf tenemos el operador borde de a € CP~1(U, O).

(0a)sg..s, ¥< Z (C(j751,327...,8p)_"':IIC(j,SO,...,Sp_l))+)

Tn—ptl
nopE Jj¢{s0,....,sp—1}

1 2 ( ) iclo: dc =0
= 7 c(sg,..-,8 n iclo: —
n—ptl 0,---,5p), Cesun cociclo: dc

J¢{507~»-7Sp_1}
=c(80,...,8p).

ast ZP(U,0) = 6(CP~1(U, ©O)). Por lo tanto HP(U,O) =0, p > 0.

Los mismos argumentos demuestra que si m > 0 entonces H? (U, O(m)) = 0,
p > 0. En efecto, en este caso una cocadena es una coleccion de funciones holomorfas
que son homogéneas de grado m. También la demostracion vale para m < 0 siempre
que p < n.

Solo falta demostrar el caso p =mn y m < 0. Para ello consideremos el cociclo

c€ Z™"(U,0(m)), esto es, ¢ € O(Up1...,) es homogénea de grado m. Por lo tanto
(20, .-y 2n) = Z 2.
|r|=m

El cociclo ¢ lo podemos descomponer como la suma de dos cocadena ¢ = Cy + C,

donde la cocadena Cj es la serie donde todos sus términos c,,.. ., 2(° - - - z5" tienen
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al menos un indice r; > 0y C es la suma de los términos tal que todo indice r; < 0.
Observe que Cy =0, si —m < n.

Como en la primera parte de esta demostracion existe una (n—1)-cocadena
a tal que Cy = da. Por otro lado teniendo en cuenta el desarrollo de la serie de
Laurent de C; tenemos que C; # 0 no puede ser un coborde. Asi, podemos suponer
m < —n — 1. Por lo tanto

E = Z ¢r2" 1 ¢ € C, cada indicer; <0 = H"(U,O(m))

|[r|=m

Asi el cociclo ¢ se puede escribir

o —1 ro+1 Tn+1
c=1(20...2n) E Cr2g® Tz
B0, - - GO

ro+-Frn=m+n+1

Por lo tanto H"™(U,0O(m)) ~ P(m=7=1(C"*!), donde el isomorfismo se da
asignando al cociclo ¢ en polinomio P € P(=m="=1(C"*1) tal que

(205 -y 2n) = (20 20) TP(25 Y, ..., 20 h).

Corolario 3.4.7.

k
<2n> ,q=0,k>0

—k—1
K ,q=n,k<-n-1
—k—1—n

0 , otros casos

hI(P™, Opn (k))

3.4.1 Fibrados de lineas sobre el espacio proyectivo

Dado una variedad compleja M, tenemos el grupo de Picard
Pic(M) = {[L] : L es un fibrado lineal homorfo sobre M}

donde
[L] =[L'] siysolosi Ly L son isomorfos .

Sea U = {U,}icr un cubrimiento abierto de M tal que L y L' se trivializan
sobre cada uno de los abiertos U;. Sean (gi,i,) ¥ (9;,;,) las funciones de transicién
de los fibrado L y L’ respectivamente. Como ellos satisfacen las condiciones de
cociclos tenemos (giyi,) v (igi,) estan en Z(U, O*) asi ellos determinan elementos
del grupo de cohomologia H'(M,O*). Si L y L' son isomorfos existen f; € O*(U;)
tal que

Gioir fio = Gigi, fir» €n Uiy, -
esto es,

-1 _ -1
fio in — Yi0i19igin
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Luego
3°((f)) = (9iyi, i)
Por lo tanto (giyi,) ¥ (9,4, ) son cobordes y por lo tanto deteminan el mismo elemento

del grupo H'(M, O*), de esta manera tenemos la aplicacién

6:Pic(M) — H'(M, 0%
[L] - [(giohﬂ

esta bien definida y es un isomorfismo de grupos. Asi tenemos

Proposicion 3.4.8. Si M es una variedad compleja, Entonces los grupos son

isomorfos

¢
Pic(M) = HY (M, 0*).

Proposicion 3.4.9. El grupo de Picard Pic(P™) es isomorfo al grupo ciclico infinito

generado por el fibrado Opn(1).

Prueba. Primero vemos que el grupo Pic(P™) es infinito, para ello basta probar
que el grupo generado por Opn (1) en Pic(P™) es ciclico infinito. En efecto, como
Opn (p) = Opn (1) es isomorfo al fibrado trivial P* x C si y solo si H?(P", Opn (p)) =2
C y por el teorema 3.4.6 esto sucede si y solo si p = 0.

Ahora veamos que Opn(1) genera el grupo de Pic(P™). En efecto, de la

secuencia de cohomologia
0—72Z—0— 0" —0,
como H(P" O) =0y H?*(P", O) =0, por el teorema 3.4.6, tenemos
HY(P",0*) = H*(P",7Z)

donde el isomorfismo viene dado por §*, el homomorfismo de conexion (ver teorema
3.3.10). Por topologia, H?(P",Z) = Z, n > 1. Sea P! C P". Tenemos el diagrama
conmutativo

HY(P", 0*) —5> H2(P",Z) = Z

HY(P, 0%) —2~ H2(PY,2) = Z
donde los mapas verticales son inducidos por inclusién. Ahora sabemos que el haz
7(Opn (1)) genera H' (P!, O*), ver [FFF82]. Pero r mapea el haz de la seccién del
hiperplano de P" al haz de la seccién del hiperplano de P! y asi 6*r(Opn (1))

genera H2(P!,Z). Por la conmutatividad del diagrama se deduce que Opn (1) genera
H(P™, 0%). O
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Capitulo 4

El teorema de G6émez-Mont

Kempft

En este capitulo estudiaremos el complejo de Koszul, daremos su definicién,
ejemplos y un teorema en el cual se demuestra que el complejo de Koszul
es una secuencia exacta. Finalmente, demostraremos el teorema de Gémez
Mont, Kempf, teorema principal de la tesis, nuestras principales referencias
son [Eis13],[OSS80], [Jurl5], [GH94] y [GMKS89|.

4.1 Secuencia regular

Sea R un anillo (conmutativo y con 1), x € R, x # 0 se llama un divisor de cero si
existe y € R, y # 0 tal que zy = 0. Si = no es divisor de cero se le llama elemento

reqular.

Definicién 4.1.1. Sean fq,..., f, € O, una secuencia de gérmenes de funciones

holomorfas. Diremos que (fi,..., fn) es una secuencia regular, si la clase de fi no
@)

es un divisor de cero en ———— para todo k=1,...,n.
<f17’ . '7fk71>
Ejemplo 4.1.2. Sea la foliacion %, generada por el campo vectorial
0 0
a = .13% + y@,

en (C2,0). Probaremos que la secuencia de los gérmenes f; = x, fo = y € O3 es
una secuencia regular y la singularidad de %, es no degenerada.

Prueba. (i) Probaremos que la secuencia de los gérmenes f; =z, fo =y € Oz es
una secuencia regular.
En efecto:

(a) fi1 =z no es divisor de 02, pues no existe ningin
g = ago + a10 + ag1y + a20z* + ar 7y + agey® +--- #0 € Oy

tal que f1g = 0.
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4.1. SECUENCIA REGULAR 96

(b) fo =¥ no es un divisor de cero en <02>
1
En efecto.

Sea g € O, entonces g se define como:

g = ago + a10T + a1y + aspr® + ar1wy + agey® +- -

O,

Como Z =0 en Ak entonces se tiene
1

g = apo + a0z + ao1y + axx? + anzy + apey?® +- - -

0 0 0
= apo + @102?/4— aop1y + aQOjZ(‘F auz@ + G0l +- - -
g = ago + ap1y + a02g2 4+

(@

Como fy = # 0, entonces fo = § no es un divisor de cero de m, pues
1
| (@) _ _
no existe ningtin § = agg + ao1§ + aey> + - #0 € (f2> tal que fog =0.
1

Por lo tanto, la secuencia de gérmenes fi;, fo € Oy es una secuencia
regular.

(ii) Dada la foliacion %, generada por el campo vectorial

a=alx )—xﬁ—i— 9
- Y) = ax yay7

tenemos Sing(F,) = Sing(X) = {pe (C%,0):z=0,y =0} = {(0,0)}.
Como
1 0

det(Dap)) = || |

£0

entonces p = (0, 0) es una singularidad no degenerada. Por lo tanto, la foliacion
F, tiene singularidad no degenerada.

En la Figura 4.1, se observa que El eje  : y = 0 y el eje y : z = 0 son curvas

regulares, siendo la interseccion de ellos el punto O = (0,0).

Figura 4.1: fi = z, fo = y es una secuencia regular

O

Proposicion 4.1.3. Sea U = (C™,0) una vecindad del origen y f = (f1,..., fn):

U — C™ una aplicacion holomorfa, las siguientes condiciones son equivalentes:
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(1) £71(0) = {o0}.
(2) codim{p € (C",0): fi(p) == fx(p) =0} = k.
(8) fi,---, fn € O, es una secuencia reqular.

La demostracion se puede ver en [GH94| pag 660.

Corolario 4.1.4. Sea U C C™ vecindad del origen y f = (f1,...,fn): U — C". Si
f(0)=0y|Df(0)] #0, entonces fi,...,fn € On es una secuencia regular.

Ejemplo 4.1.5. Sea U C C? vecindad del origen y f = (f1, f2) : U — C2, donde
fi=y—2% fo=2—y> Como

0 1

detDFO) = ]

——1#0

Por el corolario 4.1.4, la secuencia (y — 22,2 — y?) es regular en el anillo local O,

ver Figura 4.2

Figura 4.2: La secuencia f; =y — 22, fo» =  — y? regular.

Lema 4.1.6. Si (f1,...,fi,---,fr) es una secuencia regular en el anillo O,.
Entonces cualquier permutacion de (foys- .-, fo(i)s---s fo(r)), donde o es una
permutacion de los elementos {1,...,i,...,n}, también es una secuencia regular.

La demostracion se puede ver en [Eis13].

4.2 Complejo de Koszul
Dado f1,..., fr € O, y definamos los O,-mddulos
Ey = O, ®c AFC”

con O,-base {e;j =¢€j, A...Nej, : 1 <j; <---<jp<r}, donde {e1,...,e.} esla
base canénica del espacio C.
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Entre estos espacios tenemos los morfismos de moédulos O,,-lineal

d¥ . Ey — Ep_
k

ej— df(eJ) = Z(—l)t_lfjtejl VANAN éjt ANV (41)
t=1

mediante é;, indicamos que e;, debe omitirse del producto. Estos morfismos
satisfacen la propiedad

df odf,, =0,Vj>0 (4.2)
y asi tenemos determinado un complejo de cadenas de O,-médulo de longitud r
o dr di’ df df o
’C(fl,...,fr) : 00— F, — FE, 4 Eq Ey—0 (43)
llamado complejo de Koszul.
Dado el complejo de cadenas K(f1, ..., fr), definimos el k-ésimo espacio vectorial
de cohomologia como:
Ker(df)
HYK(fr, - fr)) = ——2525), k=0,...,r —1. (4.4)
" Im(dkE+1)

H'(K(f,..., fr) = Ker(dy)
HN(K(f1,- o, fr) =0, k>
Observacién 4.2.1. Veamos como es la aplicacion de O,-moédulo d¥. Para ello
primero obsermos los médulos entre los cuales esté definido
Ey = Oy,
Ei1=0,cAC"=0,0cC"=0,®--- @0, =0j.

T—veces

Asi la tenemos la aplicacion O,,- lineal:
dr 0 — 0,
dado (¢1,...,9r) € O tenemos

dlE(gla oo 7g7') = dlE(glel = T gTeT)
= gldlE(el) isedo 1 grdlE(er)
:glfl+"'+grfr (45)

puesto que de (4.1) tenemos d¥ (e;) = f;.

Se presenta a continuaciéon dos ejemplos para entender la nocién de complejo
de Koszul de longitud 1 y de longitud 2.

Ejemplo 4.2.2. Sea f € O,,. Construimos el complejo de Koszul I(f) de longitud

1, asociado a f, de la siguiente forma:

]C(f) 0 d—2> El d—l) EO d—0> 0,

donde los O,,-médulos E; y Ej estan definidos como:
E1=0,®cNC=0,®c:C=0,,
Ey = 0, ®c A°C = 0, ®¢c C = O,,.

y por 4.1 los morfismos ds, dy y dy estan dados por:
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° dg(O) = 0,
e di(e1) = (=1)f -1 = f (multiplicacion por f),
e dy(h) =0, h € O,.

Entonces el complejo de Koszul KC(f) de longitud 1, se expresa como:

K(f):o%@n%(%%o
g +— [y

donde g € O,. El complejo de Koszul de longitud 1, es un complejo de cadena,
puesto que se cumplen las condiciones:

L (do o d1)(g) = do(d1(g)) = do(fg) =0,
IL (dy o dz)(g) = di(d2(g)) = do(0) =0
Ademss esta condiciéfimplica:
(a) Im(dz) =Im(o) C {g € On: fg =0} = Ker(f).

(b) Im(dl):‘[m(f):{fg geon}:fon:<f>
De 4.4 calculamos la cohomologia de IC(f):
. 1 _ Ker(di) Ker(f) Ker(dy)
(1) H (’C(f)) — Im(dgl) - Im(o) I {O} -
. _ Ker(dy) Ker(o) O, O,

Si consideramos que f es regular en O,, como este anillo es un dominio

= Ker(dy)

todos los elementos no nulos no son divisores de cero, asi f # 0. Entonces
Ker(f) = {g€ O, : fg =0} = {0} Por lo tanto, en este caso (cuando f # 0)
tenemos

H'(K(f)) = Ker(di) = {0}.

Ejemplo 4.2.3. Sean f,g € O,. Construimos el complejo de Koszul K(f,g) de

longitud 2 asociado a la secuencia f, g, de la siguiente forma:
K(zy): 03B 2 B 4 E 20,

donde los O,-mo6dulos E», Eq, Ey estan definidos como:
Ey =0, ®@c N’C? = 0,, @c (CP*ANC?) 20, ¢ C = O,
FEi1 =0, ®c¢ AC? = O, ¢ C?= 0721
Ey =0,, ¢ A°C? = 0,, @c C = O,,.

y por 4.1 los morfismos ds, dy, dy estan dados por:

e Dada la base Ba = {e1 A ea} de Es, se define el morfismo dy como:

ds : On — 0721
(e1Nex) = daler Aea) = (=1)°f -ea+ (=1)'g-e1 = —ge1 + fes,

que se corresponde con la matriz vertical (*fg).
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e Dada la base By = {e1,e2} de E1, se define el morfismo d; como:
dier) = (-1)°f-1=f,

die2) = (-1)°g-1=g.
que se corresponde con la matriz horizontal (f, g).

e Dada la base By = {1} de Ey, se define el morfismo

do: On — 0
h s do(h)=0, YheO,

Entonces complejo de Koszul de longitud 2, se expresa como:

-9
K(fg): 0-20, o2 19,0 oy
do dq do

Puesto que se cumplen las condiciones:
I (doodi) (%) =do((f,9)(3)) = do(fh+gj) =0, Vh,g€O,

I (drodo)(h) = di ((9)) = (F9)(19) = ~hfg+hfg =0, ¥h e O,
entonces se dice que K(z,y) es un complejo de cadena. Estas condiciones implican:
(a) Im(ds) = {(*;;) Cse on} c {(g) C fh+ g = o} — Ker(d),

(b) Im(dy) = fO, + 9O, C O,, = Ker(o),
(c) Im(ds) = {0} .

De 4.4 calculamos la cohomologia de KC(f, g):

() HOK(f,g) = Zeld) _ __ On %

Im(di) ~ fOn+90,  (f.9)

_ Ker(d) {(}): fhtgi=0 hj€On}

ii 1 = =

Supongamos (f, g) una secuencia regular en el anillo local O,,. Entonces, si la

matriz vertical (?) € Ker(d;) tenemos

fh+gj=0, (1)

luego

_ _ @)

9j = fh+79j =0 en el cociente —.

(f)

Como g no es un divisor de cero en el anillo cociente ?fg, tenemos j = 0,

esto es, j = sf para algun s € O,. Por otro lado, como el anillo O, es
local, la secuencia (g, f) es también regular por lema 4.1.6, asi de lo realizado
previamente tenemos h = lg, para algun [ € O,. Luego de (1) tenemos

flg)+ g(sf) =0, como fy g son no nulos en O,, (no son divisores de cero),
(6)-(7)
J sf )

PUCP 100

tenemos | = —s, luego




4.2. COMPLEJO DE KOSZUL 101

Por lo tanto, si el par (f,g) es regular en O, entonces Ker(d;) = Im(da) y
asi

H'(K(f,9)) = {0}.

= Ker(ds)

Si (f, g) es una secuencia regular en el anillo local O,,, como O,, es un dominio
necesariamente f £ 0y g # 0. Entonces

Ker(dy) ={h€ O, : —gh=0y fh =0} = {0}.
Por lo tanto, en este caso tenemos

H*(K(f,9)) = Ker(dz) = {0} .

Teorema 4.2.4. Sean fi,...,f. € O, gérmenes de funciones holomorfas. Si
(f1,-.., fr) es una secuencia regular en el anillo local O,,, entonces el complejo
de cadena de Koszul

E E E E
dr—l d2

K:(fl, ey fr) 3 0 L> ET d—r> ET,1 E1 4 Eo L) 0 (46)

es una secuencia exacta en E;, para todo j > 1. En particular

0 — On B
" (K(flv,fr))i <f17"' afT>,

FEUCTF il TS Ol Ll
Prueba. Por inducciéon sobre 7.
(i) Sir =1, entonces E; = O,,. Sea Ey = O,.
dy’

OgEl — FEy — 0

I I
dy’

= @, XN\ _ =gl
Si se toma k =1 en (4.1) se tiene d¥(e;) = f1. Ademas se tiene

() = G - B peerap

Si g € Kerd¥ entonces gf; = 0. Como f; es regular, f; no es un divisor de

cero. Luego g = 0. Por lo tanto

H'(K(f1)) = {0} .

También se tiene

_ Ker(o) O, O,
- Imdf [0, (fi)

HO(K(f1)
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(ii) Hipotesis inductiva: Supongamos que el resultado es valido para r — 1.
Consideremos los siguientes O,, -mddulos:
Fj, = 0, ®c A*C™1,
E, =0, Q¢ /\k(C’“,

Ey
Qk—?k

Observemos que Fj, C E) puesto que AFC"~1 c AFC™.

Consideremos el siguiente diagrama

0 0 0 0
o df—l dg df o
F 0 F’rfl Fr72 Fl Irfl 0
ir—1 ir—2 i1 )
° d? = dy dy o
E:0——sFE.—>FE.1——=FE.5... Ey I, 0 (4.7)
T Tpr—1 Tr—2 T )
d, dy— d: d I,
Qi0—">=Q —>Qr1—>Qra... Q1 —> >0
r—1
0 0 0 0 0
donde ¢._1 : F._y — E,._1, r > 0 es la inclusion, n, : B, — Q., v > 0 es
la proyeccién canénica y I, = (f1,...,fr) el ideal generado por las funciones
f15-~-7f'r eon-

Por hipétesis inductiva, se tiene que la secuencia

d_y a7, dy dr
F: 0 — F, — Fog— - — F — I[.., — 0

es exacta.

Los O,,-mo6dulo cociente Q) son:

E n ko krr
_ bk @ QRc N C %On@)c( AFC )20” (6T®C/\kfl(cr71)

Qk - Fk - On Rc /\k(cr_l /\k(Cr—l

Considerando J' = (j1,... ,jk—1) C (1,... ,r — 1) y definiendo
di(e, ®ey) = frey —er @ di_(es)
=e, @dL_ (ey)mod Fy, k=1,...,r
demostraremos, en particular, que dy ods = 0. En efecto, dado e, ® e; € @2, se tiene
(di o do)(er @ ¢j) =di(frej — er @ d7 (¢;))
=di(fre; —erf;)

=frdi(e;) —di(er) f;
(d1 o dg)(@r & ej) :frfj - frfj =0
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que es justamente lo que queriamos, d; o dy = 0. De manera analoga, se cumple que
dr._10d. =0, Vr > 0. Por lo tanto, la secuencia cociente

dr 1 d I. o
= S =

Qr—2--— 1 7
r—1

Q:0 — Q 5 Q.

es nuevamente un complejo de Koszul y aplicando la hipoétesis inductiva es también
exacta.
Considerando las siguientes identificaciones:

Q2 gon(er(@(cr_l)v d2(er®ej):erfja
Ql g(l)’rlne’rw dl(geT) = gf’l‘u

y definiendo la proyeccion canoénica

TE : E1 — — = Ql
gier +gz2ea > 7r (g1e1 + gae2) = gieq,

el siguiente diagrama

dy’ dy’ o
E, Ey I, 0
TFy TRy lﬂ'lrl
d d I’r o
Q2 —> Q1 : 7 0
r—1
0 0 0

es conmutativo, puesto que se cumple: dy o T, = 77, _, o d¥. En efecto

(di o mr, )(g1€1 + gaea) = (m1,_, 0 d7)(g1€1 + g2e2)
d\(7r, (G161 + gaea)) = w1, (d7 ) (gre1 + gaea)
di(gie1) = 7r1,_, (91f1 + g2 f2)
afi=ah
y de manera anéloga, también se cumple do o g, = T, 0 d5.

Si di(ge.) = 0, entonces gf, esta en el ideal I,_; = (f1,..., fr—1) y como la
secuencia (f1,...,fr) es regular, se tiene g = 0. Entonces g estid en el ideal

Loy = (fi,. -, fro1). Asi ge, € d2(Qo).
Como la inclusién i es un monomorfismo y la proyeccién canénica 7 un epimorfismo,

entonces la secuencia corta de complejos
0—F5FE5Q 20

es exacta.
Ahora, aplicando el teorema 4.9 de [MT97] de secuencia exacta larga de

cohomologia, se tiene que la secuencia

0—H*(F) 5 HYE) ™ HH(Q.) L5 HM L (F) 5 HEY(E) 5 HM1(Q) — ---
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es exacta. Por lo tanto, el diagrama (4.7) es conmutativo y exacto.
Como H*(F) =0= H*(Q.) se deduce que:

HY(K(f1,...,f)=HYE)=0,Vk=1,...,r

y el complejo de cadena de Koszul (4.6) es una secuencia exacta. O

4.3 Campos vectoriales meromorfos en P"

Sean P™ el espacio proyectivo complejo C, Op» haz de funciones holomorfas, Opn
haz tangente, (0}, = O}, haz cotangente, £ haz hiperplano en P" y QF, = APQZL,
Si € es un Opn-haz, entonces denotamos:

®O n (1 & N N > 0
f(T) T ; » ( ) ®|r|
5@ O[Pn(—l) 5 T S 0
Si d > 1, se tiene:
Opn(1 — d) = Opn ® Opn (—1)211~4 = Qpn ® Opn (1 — d)

Teorema 4.3.1 (Las formulas de Bott).

k — k—1
<+n p)( ) ,q=0,0<p<n, k>p
k p
% o7 et
( +p>< g 1) 7q:n70§p§n7k<p7n
—k n—op
0 , otros casos

Prueba. La demostracion del teorema de la secuencia de Euler y del teorema 3.4.6.

Veamos el caso k =0, 0 < p = ¢q < n. En efecto, de la secuencia de Euler
0 — Opn(=1) — 02D TP™(—1) — 0, (4.8)

dualizando esta secuencia y tomando el producto exterior p-veces, tenemos:

("1
0 — Q. (p) — (’)Pn( 0 — Q. (p) — 0, (4.9)
Por otro lado, del teorema 3.4.6

HY(P",Opn) =0 paragq>1 (4.10)

Esta secuencia exacta corta de (4.9) da origen a una secuencia exacta larga de

cohomologia (teorema 3.3.10) luego de (4.10) tenemos
HYP" QL) == H°(P",QP.) = H*(P", Opx) = 1.

Los otros casos se demuestran de manera similar. Ver en [OSS80]. O
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Proposicion 4.3.2. 1. Sig<mnyr >0, entonces
HYP™, APQpn(—1)) = 0.
2. Sik>0, 0<q¢g<mnyn>2, entonces
(a) H°(P", 0}, @ Opn) = C.
(b) HI(P", APOp,. ® Opn((1 —p)k)) =0, ¢ <p.

Prueba. 1) Como Qf, = 03, y Q8. = APQ,. tenemos que 1) es consecuencia de la
Formula de Bott.
2) a) Tensorizando la secuencia de Euler

0 — Opn (0) — Opn (1)) 5 TP — 0,
con el fibrado Op»(—1) tenemos

0 — Opn(=1) — OS2 _ @pa(=1) — 0,
tensorisando esta secuencia con Q}, (1) obtenemos:

0 — Qb — Q5. (1)) 5 Ol ® Opn — 0.
Por el teorema (3.3.10), esta secuencia induce la secuencia de cohomologia:
0 — HOP™, Q) — HO(P", Qb (1)2 D) — HOP™, Qb ® Opn)
— H' (P, Qn) — H'(P", Q. (1)TT) — ..
De la formula de Bott las cohomologias de color rojo son nulos, luego
HO(P", 0}.. ® Opn) = HO(P", O} ® Opn) = H* (P, Q) = C.

la ultima igualdad también es consecuencias de la formula de Bott.

b) Para simplificar la demostraciéon consideremos el caso p = 2, luego ¢ < 2
el caso general se demuestra de manera analoga. Veamos

Tensorizando la secuencia de Euler

0 — Opn (0) — Opn (1)) TP 0,
con el fibrado Op» (—7), donde r > 0, tenemos
0 — Opn(—7) — Opn (1 — 7)Y 5 Op (—1r) — 0,
tensorisando esta secuencia con 2, (1) obtenemos:
0— Q2. (—r) — Q2. (1 — )8+t 5 02, ® Opn(—1) — 0.

Por el teorema (3.3.10), esta secuencia induce una secuencia larga de cohomologia
0 — HO(P", Q% (—r)) — HO(P", Q2. (1 — )2y — HOP", Q2. ® Opn(—r))

— H'(P",QF.(—1)) — H'(P", Q2. (1 — r)®" D) — HY(P™,QF, @ Opn(—1))

— H'(B", Q. (—1))
De la férmula de Bott las cohomologias de color rojo son nulos, luego

HY(P", Q2. @ Opn(—7)) = H (P, Q3. ® Opn(—1)) =0
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Teorema 4.3.3 (Gémez-Mont, Kempf). Sean a,o’ € HO(P",Opn(1 — d)), d > 1,
donde ., % son foliaciones con singularidades no degeneradas, de grado d. Si
Sing(#,) = Sing(Z ), entonces

Fo=Fo. (a=cd, ceC

Prueba. La foliacion %, es generada por el campo meromorfo a en P™. El conjunto

singular de la foliacion %, es denotado por:
Sing(Fa) = {p € P" : a(p) = 0}

Como el campo vectorial meromorfo o € H(P", Opn (k)), k=1 —d

a:P" — Opn(k),
induce un homomorfismo de haces, denotado por:

a: Opn — Opn (k)
entonces el campo vectorial dual meromorfo se define como:

o o Of.(k) — Opn.

Consideremos el cubrimiento UUl = P", por abiertos afines. Localmente, los
1

campos vectoriales meromorfos s y s’ se definen como: s = a |y,= 0/18— + 4
21

0
al, — y s’ = a' |y, entonces el campo vectorial dual s* se define como:

n

s* =a" |y Opn (k) |u,— OU), s=(d,...,a)

Como el conjunto Sing(Z#,) = {a}=:--=al =0} es de puntos singulares

no degenerados, entonces aplicando el corolario 4.1.4, se tiene que la secuencia
1

(al,...,al) es regular.
Considere el haz singular Ogjne(#,) de «, cociente del haz de las funciones

holomorfas Opr por el haz ideal I, localmente generado por las componentes de «,

esto es: O(U )
l
OSing(#.)lv, = i
«@ ‘Ul
y el morfismo proyeccién 7, como:
o,
7y, : O(U) — I(U)
all;

Por lo tanto, la secuencia determinada por el complejo de Koszul:
K(5):0—A" 0% (—nk)| s — - - AL O (= k)02 O(U)) ~25 Oging( |1 —0
es exacta por el teorema 4.2.4. Tensorizamos por Opn (k) |y,

0 — A" O (—nk)|v, @Opn (k) |y — -+ 22 A1 O (=k)|v, ©@Opn (k) |0, 2

285 O(U7) © Opn ()1, 2% Osing( 7.ty @Opn (k) |1, — 0,
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donde ¢1 =d1 ® 1, ¢g = Ty, ® 1.
Luego, se tiene:

Osing(#) lvu ~ ®  ©Opn (k) |y, Opn (k) |Sing(Za)s
o) ® Opn(k) |y, = Opn (k),
ANOE(—k) v, ® Opn(K) v, 0%, ® Opn,

Renombremos

0= F = F ' — ... F} P2, Opn ® Opn LN Opn (k) 2o, Opn (k) |sing(#.)— 0.

donde
Fl = NO. (—jk) @ Opn(k), j=2,...,n.

A esta secuencia exacta le asociamos
0— K5 Opn (k) = Opn (k) |sing(#.)— 0,
siendo K9 = Kergy
0— K} 5 Ofn @ Opagry 25 K — 0,

. 1_
siendo K = Kerg;.
Continuamos el proceso

K2

0— Ki — F) 2, gi7' 0, j=2--,n-2

0— Fp — FP71 > Ky ?2—0

donde K] = Ker¢;, que inducen secuencias exactas largas de cohomologias de
k 5o
haces:

0 — H°(P",K}) — H°(P",Opn (k)) — H(P", Opn (k) |Sing(#.)) — -

(4.11)
50
0 — H(P", K}) — H°(P", 0}, ® Opn) — HO(P", K}) —»
0
2 g P KL — HY(E, 0%, © Opn) — H(P", KY) (4.12)
. . ) ) . . 52
o — HITXPMK]) — HI72(P",F)) — HI72(P, K] 7' 21—
5§92 ) . ) . ) . 51
——  HITY(P",K]) — HITYP", F)) — HI7Y(P" KT —L—
§I—1t . . . ) . )
——  HI(P"K]) — HI(P"F) — HI@E" K" — -
(4.13)
donde j =2,--- ,n—2.
51

e — anS(]Pm’F]g) N H7173(Pn,F}?_l) N H"ig(P",K,?_z)
n—3 5,”:2
n—1 anQ(]P)n’Flzl) N Hn72(P7L7F]’2L—1) N Hn72(Pn7K’ZL—2) n—1
n—2
n—1 Hn—l(]}wz,’FlzL) — Hn—l(]pn’F];n—l) N Hn—l(IPm,K]’;L—2) ..
(4.14)
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De la proposicion 4.3.2 todos los espacios de cohomologia de color rojo son nulos.
Luego de (4.14) tenemos:
H" 3 (P, K 72) =0,

teniendo esto en cuenta de (4.13) concluimos
H(P", K}) = H'(P",K})=---= H" 4(P",K}"®) = H" *(P", K} *) = 0.
De (4.14) también tenemos
H"2(P", K} %) =0,
de esto y de (4.13) tenemos:
HY(P" K}) = =H"3P", K ®)=H"?(P", K} ?) =0

En resumen tenemos
H°(P",K})= H'(P",K}) =0,
luego de (4.12) y la proposicion 4.3.2 se tiene
H(P", K)) = H°(P", 0}, ® Opn) =C (4.15)

Como «,a’ € H°(P", Opx(k)) por hipétesis sus singularidades coinciden, esto es,
Sing(.%#,) = Sing(Z,/), tenemos

$o(a) = a |ging(#.)=0 y po(a’) = a' |sing(#,,)=0

de ahi que o,/ € H°(P", K}), ver (4.11), finalmente de (4.15) existe ¢ € C* tal
que a = ca’.
O

En el teorema 4.3.3 se considera que las foliaciones tienen grado mayor igual
a 2. ;Que sucede con las foliaciones de grado 0 y 1?7. En los siguientes dos ejemplos
confirmaremos que las foliaciones que tienen grado 0 cumplen con las conclusiones

del teorema 4.3.3, pero las foliaciones de grado 1 no cumplen tales conclusiones.

Ejemplo 4.3.4 (Foliaciones de grado 0). Por la proposicién 1.6.5 sabemos que
una foliacién .# de grado 0 tiene una tunica singularidad Sing(.%#) = {p} existen

coordenadas afines (z1,...,x,) tal que p = (0,...,0) y la foliaciéon estd generada
por el campo radial
X O 4 oihan (4.16)
=r1— 4+ -+ Ty .
! o0x1 "9z,

Por lo tanto las foliaciones de grado 0 estan determinados unicamente por su
singularidad.

Ejemplo 4.3.5 (Foliaciones de grado 1). Sabemos que una foliacion % de grado 1

esta generado por un campo vectorial

9
x=-p2 .. 1p
5z, T T ez,

(4.17)
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en C"*!, donde los polinomios P; son de grado 1
Pi(Zo,...,Zn) = ainZo + -+ + ainZn

Si aplicamos la forma canénica de Jordan a la matriz A = (a;j); j=o, .. n €xiste una
matriz P invertible tal que
P7YAP = Ja, (4.18)

donde J4 es la matriz de Jordan de A. Asi de 4.18 la foliacién .# es equivalente
a la foliacion generada por el campo vectorial determinado por la matriz J4.

Consideremos el caso en los autovalores Ag,..., A\, de A son distintos dos a
dos, \; # A; para todo i # j. En este caso la matriz J4 es diagonal.

M 0 ... 0
0 Py 1%y 8O
0 0 ... A\

En este caso la foliacion Zy,,. . », generada por la matriz J4, en las coordenadas
homogéneas (Zy, ...Z,), determinada por la matriz P, esta foliacion esta dada por
el campo vectorial

0 0
MNZo=— + -+ MZn—- 4.19
05%, Tt oz, (4.19)
esta foliacion tiene n + 1 singularidades, que en coordenadas homogéneas son los
puntos p; = [0:...:1:...:0],%=0,...,n, donde 1 estd hubicado en i-ésima

coordenada homogénea, esto es,

Sing(ZFx,,...0n) = {P0,- -, Pn}-

Siguiendo lo establecido en la subseccién 1.6.1 esta foliacion esta dado localmente
en coordenadas afines Z; = 1: (z1,...,x,) tenemos

0

0
(/\1 — )\j)ﬂ?li R ()\n — /\])JJHE

T (4.20)

en estas coordenada p;(0,...,0). Como \; # \; para todo i # j estas singularidades

son no degeneradas. Por lo tanto existen infinitas foliaciones %y, .., , dependiendo

AN

de Ao, ..., An, que tienen el mismo conjunto singular {po,...,p,}. Por lo tanto, el
teorema 4.3.3 no es verdad para foliaciones de grado 1.

Ejemplo 4.3.6 (Jouanolou). Sea J(n, k) el campo vectorial polinomial dado en el
abierto afin Uy = C™ C P™ por

J

n—1
o} 0
J(n, k) = Z (mfﬂ — x]x’f) P + (1 - xnx’f) E
j=1 "

La foliacién en P" generada por J(n, k) se denota por J(n,k) se llama foliacion
de Jouanolou. Del ejemplo 1.6.6 la foliacion J(n, k) tiene grado k en P" y todas
sus singularidades son no degeneradas. Luego, por el teorema 4.3.3 estas foliaciones
estan determinadas por sus singularidades y grado k£ > 2 fijado.
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El siguiente ejemplo muestra que la condicién que las singularidades sean
no-degeneradas en el teorema 4.3.3 es necesaria.

Ejemplo 4.3.7 (Cerveau, Deserti, Belko, Meziani). Las siguientes foliaciones %1,
Fo, F3y Fy de grado 2 en el plano proyectivo P?

0 0
Fy X1 = —qu? 2_ .3
F1 1 xy ax—k(z y)ay

d
— (2% + wa)% + (22 —zy +y%)

0
F3: X3 =—(a3 +xy2)% + (vy — 2%y — 3

0

Fa: X “

2 2 oy
0
oy
Y
Fii Xa=(ay—2— )2 +a(e+ )2

or dy
tienen una solo singularidad en P2, en esas coordenadas, la singularidad es el origen
0(0,0), esto es,
Slng(jj) i {0}7 Jj=1,2,3,4.

Como esta singularidad de estas foliaciones no tienen parte lineal entonces esta
singularidad es degenerada, luego estas foliaciones no cumplen con las condiciones
del teorema 4.3.3. Por lo tanto, el teorema 4.3.3 no nos garantiza que las foliaciones
coincidan en P2. En [CDGBM10] demuestran que estas foliaciones no son equivalente
en P2,
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Conclusiones

Después de estudiar como determinar las foliaciones holomorfas unidimensionales
en el espacio proyectivo mediante singularidades, se pueden extraer las siguientes

conclusiones:

1 Las foliaciones geométricamente son fibrados, en nuestro caso estudiamos las

foliaciones de grado 1 asociadas a los fibrados lineales.

2 Para obtener informacion de las foliaciones de grado 1 interpretadas como fibrados

lineales usamos el haz de las secciones holomorfas de este fibrado.

3 Las cohomologias de haces nos permitieron hacer calculos de las propiedades
geométricas de las foliaciones unidimensionales algebraicas. En este caso
estudiamos las singularidades no degeneradas, para poder usar el complejo de

Koszul.
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