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Resumen

Una foliación algebraica unidimensional Fα es aquella que es generada por un

campo vectorial meromorfo α ∈ H0(Pn,ΘPn(1 − d)), donde d > 1 sobre el

espacio proyectivo complejo Pn. En este trabajo estudiaremos cómo determinar

las foliaciones holomorfas unidimensionales mediante sus singularidades usando

la cohomología de haces asociadas a las foliaciones holomorfas. El trabajo está

basado en la investigación desarrollada por Xavier Gómez-Mont y George Kempf

en [GMK89].

Palabras clave: Foliación algebraica unidimensional, campo vectorial

meromorfo, singularidad, espacio proyectivo complejo, cohomología de haces.



Abstract

A one-dimensional algebraic foliation Fα is generated by a meromorphic vector

�eld α ∈ H0(Pn,ΘPn(1 − d)), where d > 1 on the complex projective space

Pn. In this work we will study how to determine one-dimensional holomorphic

foliations through their singularities using the cohomology of sheaves associated

with holomorphic foliations. This work is based on the research developed by Xavier

Gómez-Mont and George Kempf in [GMK89].

Key works: one-dimensional algebraic foliation, meromorphic vector �eld,

singularity, complex projective space, cohomology of sheaves.
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Introducción

Las primeras investigaciones de las foliaciones holomorfas o algebraicas sobre

espacios proyectivos se remontan a �nes del siglo XIX, primero con las

investigaciones realizadas por Darboux [Dar78] sobre el número de singularidades

de una foliación sobre el plano proyectivo y luego con el estudio de Poincaré [Poi91],

[Poi97] de las condiciones de integrabilidad de las foliaciones.

Estas investigaciones han venido desarrollándose y ha tenido picos en su evolución

con las investigaciones de [Ily68] desde el punto de vista dinámico, Jouanolou [Jou77]

mediante el uso de la Geometría Algebraica, Mendes, Brunella y McQuillan [Men00],

[Bru00], [McQ01] desde el punto de vista de Kodaira. A partir de estos resultados se

han generado muchos avances importantes en el estudio de las foliaciones holomorfas

y la Geometría Algebraica.

Dentro de estos importantes avances debemos mencionar lo desarrollado por Kemf y

Gómez-Mont [GMK89]. Ellos mediante técnicas de Geometría Algebraica muestran

que es posible determinar las foliaciones a partir de sus singularidades.

El objetivo de este trabajo es estudiar como determinar las foliaciones

holomorfas unidimensionales en el espacio proyectivo mediante singularidades. Para

ello usaremos la cohomología de haces asociadas a las foliaciones holomorfas.

Este trabajo de tesis está dividido con cuatro capítulos.

En el capítulo 1, presentamos de�niciones y resultados importantes sobre

funciones analíticas en varias variables, gérmenes de funciones holomorfas, extensión

analítica, foliaciones singulares y foliaciones en el espacio proyectivo Pn que son

utilizados en el desarrollo de la tesis.

En el capítulo 2, estudiamos los �brados vectoriales, operaciones entre ellos

y las relaciones entre los �brados lineales con los divisores. También estudiamos los

�brados lineales asociados a las foliaciones de dimensión uno en el espacio proyectivo

Pn. Finalmente estudiamos la secuencia exacta corta de Euler.

En el capítulo 3, desarrollamos un estudio de los haces y su cohomología. En

la última sección estudiamos la cohomología, sobre el espacio proyectivo, del haz

determinado por las secciones de los �brados lineales, estos �brados lineales están

determinados por el �brado tautológico.

En el capítulo 4, estudiamos el complejo de Koszul y demostramos que si

dos campos vectoriales α, α′ ∈ H0(Pn,ΘPn(1 − d)), donde d > 1, generan dos

foliaciones Fα,Fα′ con singularidades no degeneradas tal que si las singularidades

de las foliaciones Fα,Fα′ son iguales, entonces los campos vectoriales holomorfos

determinan la misma foliación (Teorema de Gómez-Mont, Kempf). Finalizamos este

1



capítulo dando ejemplos y contraejemplos para este teorema.
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo daremos las principales de�niciones, teoremas sobre funciones

analíticas en varias variables, gérmenes de funciones holomorfas, extensión

analítica, foliaciones, foliaciones singulares y foliaciones en el espacio proyectivo

Pn necesarios para los capítulos posteriores de la tesis. Para el desarrollo de este

capítulo se sigue las siguientes referencias [CN13], [Lim08], [CCD13], [NS20],

[FFF82], [Sha92], [IY08], [Sot79], [Jur15].

1.1 Funciones analíticas en varias variables

De�nición 1.1.1. Una función f : U ⊂ Cn → C de�nida sobre el conjunto abierto

U es C-diferenciable (respectivamente R-diferenciable) en un punto p ∈ U , si existe

una aplicación C- lineal (respectivamente R-lineal) T : Cn → C tal que

f(p+ h) = f(p) + T (h) + r(h), ∀h ∈ B(0, ϵ) ⊂ U, (1.1)

donde r(h) es una función tal que

ĺım
h→0

r(h)

∥h∥
= 0.

T es llamada diferencial de f en p y se denota por df(p).

Se dice que f es C-diferenciable en U si lo es en cada punto de U .

De la de�nición 1.1.1 tenemos:

� La aplicación C-lineal T es única.

� La función f es continua en p.

� Si la función f es C- diferenciable entonces f es R- diferenciable (f : U ⊂
R2n → R2).

A continuación veamos las condiciones que garantizan que una función R-
diferenciable sea C-diferenciable.

3



1.1. FUNCIONES ANALÍTICAS EN VARIAS VARIABLES 4

Dado que una función C-diferenciable f : Cn → C es R-diferenciable
f : R2n → R2 tenemos la representanción

f : U ⊂ Cn → C
z 7→ f(z) = u(z) + iv(z)

luego u y v, parte real e imaginaria de f respectivamente, son R- diferenciables en
las variables xj , yj , j = 1, . . . , n, entonces

df(z) =
n∑

j=1

(
∂u(z)

∂xj
dxj +

∂u(z)

∂yj
dyj

)
+ i

n∑
j=1

(
∂v(z)

∂xj
dxj +

∂v(z)

∂yj
dyj

)
,

donde z = (z1, . . . , zn) y zj = xj + iyj .

df =

(
∂u

∂x1
+ i

∂v

∂x1

)
dx1 + · · ·+

(
∂u

∂xn
+ i

∂v

∂xn

)
dxn +

(
∂u

∂y1
+ i

∂v

∂y1

)
dy1+

+ · · ·+
(
∂u

∂yn
+ i

∂v

∂yn

)
dyn

=
∂f

∂x1
dx1 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn +

∂f

∂y1
dy1 + · · ·+ ∂f

∂yn
dyn

df =
n∑

j=1

(
∂f

∂xj
dxj +

∂f

∂yj
dyj

)
.

Si

dzj =dxj + idyj ,

dz̄j =dxj − idyj .

tenemos

df =
n∑

j=1

∂f

∂xj

(
dzj + dz̄j

2

)
+
∂f

∂yj

(
dzj − dz̄j

2i

)

=
n∑

j=1

1

2

(
∂f

∂xj
− i

∂f

∂yj

)
dzj +

n∑
j=1

1

2

(
∂f

∂xj
+ i

∂f

∂yj

)
dz̄j

=
n∑

j=1

(
∂f

∂zj
dzj +

∂f

∂z̄j
dz̄j

)
,

donde
∂f

∂zj
=

1

2

(
∂f

∂xj
− i

∂f

∂yj

)
,

∂f

∂z̄j
=

1

2

(
∂f

∂xj
+ i

∂f

∂yj

)
luego

df =
n∑

j=1

∂f

∂zj
dzj︸ ︷︷ ︸

∂f

+
n∑

j=1

∂f

∂z̄j
dz̄j︸ ︷︷ ︸

∂f

.

Por lo tanto

df︸︷︷︸
R−dif.

= ∂f︸︷︷︸
C−dif.

+∂f (1.2)

En consecuencia, tenemos el siguiente resultado.

pucp 4



1.1. FUNCIONES ANALÍTICAS EN VARIAS VARIABLES 5

Teorema 1.1.2. (Cauchy-Riemann). Sea U ⊂ Cn abierto. Una función f : U → C
es C-diferenciable en p ∈ U si y solamente si f es R-diferenciable en p y ∂f(p) = 0.

La condición ∂f(p) = 0 es llamada ecuación de Cauchy- Riemann.

Ejemplo 1.1.3. . Sea la función

f : Cn → C
z 7→ ∥z∥2 = x21 + y21 + · · ·+ x2n + y2n

= z1z1 + · · ·+ znzn

f es R-diferenciable. Si p = (a1, . . . , an) tenemos

∂f

∂zk
(p) = ak y

∂f

∂zk
(p) = ak

Así f es C-diferenciable cuando ak =
∂f

∂zk
(p) = 0, ∀k, luego p = 0.

Por lo tanto, en el único punto donde f es C-diferenciable en p = 0.

De�nición 1.1.4. Una función f : U ⊂ Cn → C de�nida en el abierto U ⊂ Cn es

holomorfa en un punto p ∈ U si existe r > 0 tal que f es C-diferenciable en la bola

abierta B(p, r) ⊂ U .

Una función f = (f1, . . . , fm) : U ⊂ Cn → Cm es holomorfa en el punto p

del abierto U si las funciones f1, . . . , fm son holomorfas en p.

Sea U ⊂ Cn un conjunto abierto. Denotamos por O(U) el espacio de todas

las funciones holomorfas en U . Asimismo denotamos por O∗(U) el espacio de todas

las funciones holomorfas que no se anulan en ningun punto de U .

La función f del ejemplo1.1.3 no es una función holomorfa en ningún punto

de Cn.

Una serie de potencias en varias variables centrada en el punto p con

coordenadas a1, . . . , an, es decir∑
|k|=0

ck(z − p)k =
∞∑

k1+···+kn=0

ck1,...,kn
(z1 − a1)

k1 . . . (zn − an)
kn , k1, . . . , kn ∈ Z≥0,

es convergente en el polidisco

∆(p, r) = B(a1, r)× . . .×B(an, r) = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn : |zk − ak| < r, 1 ≤ k ≤ n}

si
∑

|k|=0 cks
|k| converge para todo 0 < s < r.

De�nición 1.1.5. Una función f : U ⊂ Cn → C de�nida en el abierto U es analítica

en el punto p = (a1, . . . , an) ∈ U , si existe una serie de potencias en p ∈ Cn de la

forma ∑
|k|=0

ck(z − p)k,

con ck ∈ C convergente en un polidisco ∆(p, r) donde r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn con

ri > 0, i = 1, . . . , n, cuya suma es f . Diremos que f es analítica en U si lo es en

cada punto del abierto U .

Una aplicación F = (f1, . . . , fm) : U → Cm, se llama analítica si cada

fi : U → C, i = 1, . . . ,m es analítica en todo punto de U .
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Los dos teoremas que siguen nos mostrarán que las dos últimas de�niciones

son equivalentes.

Teorema 1.1.6. Sean U ⊂ Cn un abierto y f : U → C una función analítica,

entonces f es holomorfa.

La demostración del teorema se puede ver en [Sha92].

De�nición 1.1.7. Sea una función f : U → C, de�nida en el abierto U ⊂ Cn y

a = (a1, . . . , an) ∈ U , diremos que:

� f es holomorfa respecto a la variable zj en el punto a si

f(a1, . . . , aj−1, zj , aj+1, . . . , an)

es holomorfa en zj = aj .

� f es holomorfa separadamente en cada variable zj si f es holomorfa respecto

a la variable zj en todo punto de U .

Teorema 1.1.8 (Osgood). Sean U un abierto de Cn y f : U → C una función

continua. Si f es holomorfa separadamente en cada variable zj , ∀j = 1, . . . , n,

entonces f es analítica.

La demostración del teorema se puede ver en [Sha92].

Corolario 1.1.9. Sea U ⊂ Cn un conjunto abierto. Toda función f : U → C
holomorfa es analítica.

Teorema 1.1.10. Sean el espacio complejo Cn y U ⊂ Cn un conjunto abierto. Si

f : U → C holomorfa, entonces
∂f

∂zj
: U → C son holomorfas para todo j = 1, . . . , n.

En particular, la derivada f ′ es también holomorfa.

La demostración del teorema se puede ver en [Sha92].

Teorema 1.1.11 (Identidad). Sea D ⊂ Cn un dominio, a ∈ D y f : D → C
holomorfa, si

∂|k|f(a)

∂zk
= 0, ∀ |k| ≥ 0

entonces f = 0 en D.

La demostración del teorema se puede ver en [Sha92].

Una consecuencia del teorema de la identidad es que si D es un dominio de

Cn entonces O(D) es un dominio de integridad.

En efecto. Considere f, g ∈ O(D) tal que f · g = 0 en D. Supongamos que f ̸= 0,

existe p ∈ D tal que f(p) ̸= 0, entonces por de�nición de continuidad, existe una

bola abierta B(p, r) tal que f ̸= 0 en B(p, r). Luego g = 0 en B(p, r). Por lo tanto,

por el teorema de identidad g = 0 en D.
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1.2 Gérmenes de funciones holomorfas

Sea p ∈ Cn y considere el conjunto

Fp = {f : f función holomorfa de�nida en una vecindad de p} ,

Dadas las funciones f, g ∈ Fp, f : U → C, g : V → C, donde U, V son vecindades

de p. De�nimos la relación de equivalencia

f ∼ g si y solo si existe W ⊂ U ∩ V tal que f |W= g |W , (1.3)

la clase de f ∈ Fp, denotada por fp, es llamada germen de función holomorfa. El

el conjunto de todos los gérmenes On,p = Op, se de�ne como

Op =
Fp

∼
= {fp : f ∈ Fp} . (1.4)

Op es un anillo local, dominio y noetheriano con las operaciones de adición y

multiplicación inducidas por las operaciones a nivel de función:

fp + gp =(f + g)p (1.5)

fp · gp =(f · g)p (1.6)

Teorema 1.2.1. El anillo On,p es isomorfo a C {z1 − p1, . . . , zn − pn}, anillo de

las series de potencias convergentes en alguna vecindad de p = (p1, . . . , pn).

Prueba. Considere la aplicación

φ : On,p → C {z1 − p1, . . . , zn − pn}
fp 7→ φ(fp) =

∑
|k|=0

ck1...kn
(z1 − p1)

k1 . . . (zn − pn)
kn ,

donde

ck =
1

k!

∂|k|f(p)

∂zk
=

1

(2πi)n

∫
T (p,r)

f(ζ)

(ζ − p)k+1
dζ, r > 0

se veri�ca que:

� φ es biyectiva.

� φ(fp + gp) = φ(fp) + φ(gp).

� φ(fp · gp) = φ(fp) · φ(gp).

� φ(1) = 1.

Si p = 0 ∈ Cn, denotamos On,p = O0, en este caso el anillo local On,0 es

isomorfo a C {z1, . . . , zn}. Por otro lado, denotamos por O∗
0 al grupo multiplicativo

de las unidades del anillo O0.
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Observación 1.2.2. (1) Para todo p ∈ Cn el anillo On,p es isomorfo a On,0 = Oo,

que por el teorema 1.2.1 se puede identi�car con el anillo C {z1, . . . , zn} de la

serie de potencias,
∞∑

k1+···+kn=0

ck1...kn
zk1
1 . . . zkn

n , (1.7)

convergentes en alguna vecindad de 0.

(2) El anillo O0 es un dominio de integridad.

De hecho, si fg = 0 entonces f(z)g(z) = 0 en algun polidisco ∆(0, r) centrado

en 0. Si f(p) ̸= 0, donde p ∈ ∆(0, r), por continuidad, f(z) ̸= 0 en una vecindad

de p, entonces g(z) = 0 en esta vecindad. Asimismo g = 0 en ∆(0, r) por el

teorema de la identidad.

(3) Denotemos por CJz1, . . . , znK el conjunto de series de potencias formales,

CJz1, . . . , znK =

{ ∞∑
i=0

Pi : Pi es polinomio homogéneo de grado i

}
(1.8)

está claro que C {z1, . . . , zn} ⊂ CJz1, . . . , znK.
El conjunto CJz1, . . . , znK tiene estructura de anillo:

∞∑
i=0

Pi +
∞∑
i=0

Qi =
∞∑
i=0

(Pi +Qi)

( ∞∑
i=0

Pi

) ∞∑
j=0

Qj

 =
∞∑
l=0

Rl donde Rl =
∞∑

i+j=l

PiQj

(4) CJz1, . . . , znK es un dominio notheriano, local y un espacio métrico completo.

(5) f ∈ O0 tal que f(0) ̸= 0, si y solo si existe g ∈ O0 tal que fg = 1. Esta

observación nos dice que el anillo Oo tiene un único ideal maximal

m = {f ∈ O0 : f(0) = 0}.

Los anillos con un único ideal maximal son llamados anillos locales, así O0 es

un anillo local.

(6) Si f ∈ O0 podemos escribir

f(z) =f(z1, . . . , zn) = Pm(z1, . . . , zn) + · · ·+ Pj(z1, . . . , zn) + · · ·

donde cada Pj es un polinomio homogéneo de grado j y Pm ̸= 0. Esta expresión

se llama desarrollo de Taylor de f , el polinomio homogéneo Pm(z) se llama la

forma inicial de f , y el entero m la multiplicidad de f en p, denotado por

multp(f).

� Si m = 1 entonces existe i ∈ {1, . . . , n} tal que
∂f(p)

∂zj
̸= 0, en este caso el

punto p es un punto simple o regular de f .

� Si m > 1, entoces
∂f(p)

∂zj
= 0, para todo i, en este caso se dice que p es un

punto singular de f .
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Equivalentemente, la multiplicidad de f puede ser expresada como:

mult(f) = mı́n

{
|k| : ∂

|k|f

∂zk
(p) ̸= 0

}
. (1.9)

� Un germen de hipersuper�cie analítica H en el origen de Cn es un conjunto de

puntos dados por la ecuación f(z) = 0, donde f ∈ C {z1, . . . , zn} y f(0) = 0.

� Los términos anteriores asociados con f tales como multiplicidad, puntos

simples, etc, son también asociados a H .

� Cuando n = 2 al germen de hipersuper�cie H se le llama germen de curva

plana analítica.

Como todo polinomio homogéneo de dos variables con coe�cientes complejos

se puede factorizar linealmente, la forma inicial fm de H , puede ser escrita

como

fm(z, w) =
s∏

i=1

(aiz + biw)
ri , (1.10)

con aibj − ajbi ̸= 0, si i ̸= j.

Las rectas aiz + biw = 0, i = 1, . . . , s, se llaman tangentes a la curva H en 0

y la unión de estas rectas es llamada cono tangente a H en el origen.

Si m = 1, el germen de curva analítica posee una única tangente y esta tiene

multiplicidad 1(uno).

Ejemplo 1.2.3. Sea la curva analítica C : y2 − x3 = 0. entonces

f(x, y) = f2 + f3

donde f2 = y2 y f3 = −x3 son polinomios homogéneos de grados 2 y 3

respectivamente. Observe que la multiplicidad de f en cualquier punto p es uno(1),

salvo el origen. Sin embargo, mult0f = 2 > 1, entonces 0 es un punto singular de

C .

Además, el eje X es el cono tangente a C en 0 (Ver �gura1.1).

,

Figura 1.1: El cono tangente a C en O

.
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Teorema 1.2.4 (Preparación de Weierstrass). Sea f ∈ C {z1, . . . , zn} convergente

en el polidisco ∆(0, r), r = (r1, . . . rn). Si mult0(f) = m > 0, entonces existe un

cambio lineal de coordenadas T , en el origen de Cn, y existen sj < rj , j = 1, . . . , n,

u, h ∈ C {z1, . . . , zn} tales que:

(i) f ◦ T = uh, en ∆(0, s),

(ii) u no tiene ceros en ∆(0, s).

(iii) h es de la forma,

h(z1, . . . , zn−1, zn) = zmn + b1(z1, . . . , zn−1)z
m−1
n + · · ·+ bm(z1, . . . , zn−1)

(1.11)

donde bj(z1, . . . , zn−1) ∈ C {z1, . . . , zn−1}, bj(0) = 0 y

mult0(bj(z1, . . . , zn−1)) ≥ j

para todo j = 1, . . . ,m.

La función holomorfa h es la única que satisface las condiciones (i) y (iii).

Corolario 1.2.5 (Teorema de la función implícita). Sea f un elemento de

C {z1, . . . , zn} tal que f(0) = 0 y
∂f

∂zn
(0) ̸= 0. Entonces existe φ(z1, . . . , zn−1) ∈

C {z1, . . . , zn−1} tal que φ(0) = 0 y f(z1, . . . , zn−1, φ(z1, . . . , zn−1)) = 0 como

elemento de C {z1, . . . , zn−1}.

1.3 Extensión analítica

El teorema más conocido de extension analítica de una función holomorfa es el

teorema de Hartog que enunciamos a continuación.

Teorema 1.3.1. (Hartogs). Sea un polidisco ∆ = ∆(a, r) y ∆′ = ∆(a, s) de Cn

(n ≥ 2), 0 < sj < rj , j = 1, . . . , n. Si f : ∆ − ∆′ → C es holomorfa, entonces

existe una única función F : ∆ → C holomorfa tal que F |∆−∆′= f .

Sin embargo, en este trabajo necesitaremos los teorema que generalizan el

bien conocido teorema de la singularidad removible de Riemann en una variable

compleja.

Sea D un dominio de Cn. Un subconjunto A ⊂ D es analítico si para todo

p ∈ A existe un polidisco ∆(p, r) ⊂ D y funciones holomorfas f1, . . . , fk : ∆(p, r) →
C, donde k depende del punto p, tal que

A ∩∆(p, r) = {z ∈ ∆(p, r) : f1(z) = . . . = fk(z) = 0}

Así tenemos que un conjunto analítico está de�nido localmente por un número �nito

de funciones analiticas. Cuando este número de funciones es siempre k = 1 para

todo punto diremos que el conjunto analítico tiene codimensión 1. Por otro lado,

si este número de funciones k es uno o dos para todos los puntos diremos que el

conjunto analítico tiene codimensión 2.
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Teorema 1.3.2 (Primer teorema de la singularidad removible de Riemann).

Consideremos el dominio D ⊂ Cn y un conjunto analítico A ⊂ D de codimensión

uno. Si f : D \ A → C es una función holomorfa y para cada z ∈ A existe una

vecindad Uz tal que f es acotada en (D \A)∩Uz (localmente acotada), entonces f

se extiende únicamente a una función holomorfa en D.

Prueba. Unicidad. Si F y G son funciones holomorfas que extienden a f en D tal

que

F |D\A= G |D\A= f

Como D \ A es un conjunto abierto no vacío y D es conexo, por el teorema de la

identidad F = G en D.

Existencia. Basta probar que f puede extenderse holomorfamente en un punto

arbitrario a ∈ A, y podemos suponer que a = 0. Sea g la función homomorfa que

de�ne el conjunto A en una vecindad de 0 satisface la condición g(0′, zn) ̸= 0

para zn ̸= 0. Entonces existe un círculo r > 0 tal que g(0′, zn) ̸= 0 en el circulo

{|zn| = r}. Por lo tanto, g(z′, zn) ̸= 0 tanto para z′ perteneciente a un entorno

U ′ ⊂ Cn−1 su�cientemente pequeño como para |zn| = r.

De�namos la función

F (z′, zn) =
1

2πi

∫
{|ζn|=r}

f(z′, ζn)

ζn − zn
dζn. (1.12)

Para z′ ∈ U ′, la función f(z′, ζn) en el integrando es holomorfa en z′, puesto que los

puntos (z′, ζn) están en D\A, pues g(z′, ζn) ̸= 0. Por tanto F también es holomorfa

respecto de z′ en U ′, y respecto de zn es holomorfa en el disco Un = {|zn| < r};
luego, F es holomorfa en el dominio U = U ′ × Un.

Por otro lado, para z′ ∈ U ′ �jo la función g(z′, zn) tiene un número �nito de

ceros en el disco Un, que corresponden a los puntos de A. Como por hipótesis f está

acotada en una vecindad de estos puntos, las singularidades con respecto a zn son

removibles. Después de eliminarlos, la función f(z′, zn) en el disco Un se representa

por una integral de Cauchy con respecto a valores en el círculo {|zn| = r}, es decir,
coincide con la función F y esta última es holomorfa en el dominio U ∋ 0

Si el conjunto analítico fuese pequeño, una función holomorfa se extiende a

este conjunto sin la condición que la función sea localmente acotada. Este resultado

será probado en el siguiente teorema.

Para la demostración del teorema será necesario introducir la noción de la

dimensión de un conjunto analítico.

Considere un conjunto analítico A ⊂ Cn, p ∈ A y supongamos que

A ∩∆(p, r) = {z ∈ ∆(p, r) : f1(z) = . . . = fk(z) = 0}

Si el rango de la matriz (
∂fi
∂zj

)
i=1,...,k;j=1,...,n

en una vecindad de p es k diremos que p es un punto regular de A y el número

m = n − k es llamado dimensión del punto p y será denotado por dimpA. El
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conjunto de todos los puntos regulares de A será denotado por A0 y los puntos de

A−A0 son llamados puntos criticos de A.

Ejemplo 1.3.3. El conjunto de puntos

A : z2 + x3y5 = 0

en C3 es un conjunto analítico y los puntos regulares de A forman el conjunto

A0 = A− (ejeX ∪ ejeY )

y evidentemente en todo punto p ∈ A0 tenemos dimpA = 2.

Teorema 1.3.4 (Segundo teorema de la singularidad removible de Riemann). Sea

D ⊂ Cn (n > 1) un dominio y A es un conjunto analítico de codimensión al menos

dos. Si f : D \ A → C es holomorfa, entonces f se extiende de forma única a una

función holomorfa en D.

Prueba. La unicidad de la extensión se prueba como en el Teorema 1.3.2.

Probaremos la existencia de la extensión por inducción sobre la dimensión del

conjunto A, la cual asumimos igual a m ≤ n−2. Si A es de dimensión cero (m = 0),

entonces consiste en puntos aislados y la extensión de f es consecuencia del teorema

de Hartog.

Supongamos que la a�rmación ha sido probada para dimensiones menores

que m ≤ n− 2, y que A es un conjunto de dimensión m. Probaremos que f puede

extenderse a cualquier punto regular p ∈ A0, que podemos suponer que es p = 0,

siendo A0 el conjunto de puntos regulares del conjunto analítico A.

Como en una vecindad de 0 el conjunto A es una variedad compleja de codimensión

al menos 2, por el teorema de la función implicita podemos encontrar dos funciones

g1 y g2, holomorfas en una vecindad U ′′ del punto 0 ∈ Cn−2, tal que A esta dado

por los ceros de las funciones

zn−1 − g1(z
′′) y zn − g2(z

′′)

donde z′′ = (z1, · · · , zn−2).

Supongamos que g1(0′′) = g2(0
′′) = 0 y w = (zn−1, zn), entonces el toro

T = {(0′′, w) : |zn−1| = |zn| = r}, r > 0 es lo su�cientemente pequeño, se encuentra

en D \A, luego ∀z′′ ∈ U ′′ y ∀w en el bidisco U2 = {|zn−1| < r, |zn| < r}, la función

F (z′′, w) =
1

(2πi)2

∫
Γ

f(z′′, ζ)

ζ − w
dζ (1.13)

es holomorfa. Pero para z′′ �jo, el punto (z′′, w) ∈ A solo para zn−1 = g1(z
′′) y

zn = g2(z
′′); por lo tanto, en función de w, F solo puede tener una singularidad

puntual, que es removible por el teorema de Hartog. En consecuencia, F = f , es

decir, f se extiende holomor�camente hasta el punto 0. Esto prueba existencia de

la extensión de f al conjunto A0 de puntos regulares de A.

Finalmente, dado que los puntos críticos forman un conjunto analítico de

codimensión menor que m, entonces f se extiende a los puntos críticos de A por la

hipótesis de inducción.
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1.4 Foliaciones

Antes de dar la de�nición de una foliación observemos la estructura geométrica local

del �ujo de un campo vectorial de clase C1 alrededor de un punto regular.

Un campo vectorial es una aplicación de una variedad diferenciable Mm en

su �brado tangente TM tal que X(q) ∈ TqM para todo q ∈M . Considere un punto

p ∈M tal que X(p) ̸= 0. Por el teorema del �ujo tubular [Sot79] existe una vecindad

U de p en M y un difeomor�smo

f : B1 × Bm−1 → U

donde Bm = B(0, 1) es la bola abierta de centro en el origen y radio 1 en Rm tal

que el cambio de coordenadas está de�nido como

f∗X =
∂

∂x1
.

Si tenemos otro difeomo�smo aplicando el teorema del �ujo tubular en otro punto

q ∈M

g : B1 × Bm−1 → V

tal que

g∗X =
∂

∂x1
.

Como f y g linealizan las curvas integrales de X alrededor de los puntos p y q

respectivamente tenemos

g−1 ◦ f : f−1(U) → g−1(V )

(x, y) 7→ g−1 ◦ f(t, x) = (h(t, x), l(x))

Veamos que esta forma de los cambios de variables que linealizan los campos

vectoriales alrededor de los puntos regulares son los que están determinando la

descomposición de M mediantes las órbitas de X. Esto puede ser generalizado.

De�nición 1.4.1. Sea Mm una variedad, una foliación (regular) F en M de

dimensión k y de clase Cr (u holomorfo (M variedad compleja)) es una estructura

diferenciable determinada por un atlas del tipo

A =
{
(Ui, fi) : fi : B

k ×Bm−k → Ui, i ∈ I
}

de clase Cr (u holomorfa) tal que el cambio de coordenadas satisface:

f−1
j ◦ fi : f−1

i (Uij) → f−1
j (Uij)

(x, y) 7→ f−1
j ◦ fi(x, y) = (hij(x, y), gij(y)).

Donde Bk = B(0, 1) ⊂ Rk es una bola abierta con centro en el origen, radio 1,

dimensión k y Bm−k bola abierta de dimensión m− k.

Observación 1.4.2. En la �gura (1.3) se observa que Bk × {y} son copias de Bk.

La imagen de una bola abierta Bk ×{y} que es llevada en una línea (azul) curvada

en la variedad M es super�cie de dimensión k, el asunto es que se pegue con una

super�cie del mismo tipo inducida por fi, eso no lo hace cualquier atlas.
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Figura 1.2: Flujo tubular

Figura 1.3: Cambio de coordenadas f−1
j ◦ fi

� Las subvariedades de dimensión k de la forma fj(B
k × {y′}) son llamadas

placas de foliación.

� Las subvariedades de dimensión m− k de la forma
∑

= fi({x} ×Bm−k) son

llamadas secciones de foliación.

pucp 14



1.4. FOLIACIONES 15

Figura 1.4: Cadena de placas uniendo p con q.

De�nición 1.4.3. Sea M la variedad cubierta por placas de la foliación F , se

de�ne sobre M la relación de equivalencia :

p, q ∈M, p ∼ q si existen un número �nito de placas P1, ...,Pl tal que p ∈ P1, q ∈
Pl y además Pi ∩Pi+1 ̸= ∅ para i = 1, ..., l− 1. Las clases de equivalencia de esta

relación ∼ se llaman hojas de la foliación F .

De la de�nición se tiene directamente las siguientes observaciones

� Por cada punto p ∈M pasa una y sola una hoja de F denotada por Hp.

�

⋃
p∈M

Hp =M

� Toda hoja es un conjunto conexo por caminos.

Proposición 1.4.4. Toda hoja de la foliación F k es una subvariedad inmersa en

Mm de dimensión k y tiene la misma clase de diferenciabilidad que F k.

Prueba. Sea p ∈ H, por de�nición de hoja existe una placa Pi, y un punto �jo tal

que p ∈ Pi = fi(B
k × {y})

ϕi : B
k ⊂ Rk

iy // Bk × {y}
fi //Pi

x // (x, y) // fi(x, y)

Luego

ϕ−1
j ◦ ϕi : ϕ−1

i (Pi ∩ Pj) ⊂ Rk → ϕ−1
j (Pi ∩ Pj) ⊂ Rk

x 7→ ϕ−1
j ◦ ϕi(x) = ϕ−1

j (fi(x, y)) = hij(x, y)

con y �jo.

Ejemplo 1.4.5. Sea Mm una variedad de clase C1 y f : M
C1
// R una

submersión. Por el teorema de la forma local de las submersiones [Lim08], f

determina una foliación F = Fm−1
f en M . Además, las hojas son componentes

conexas de los conjuntos de nivel de f : f−1(r), r ∈ R tal que

Tpf
−1(r) = Kerdf(p).

Finalmente, note que todas las hojas de la foliación F son encajadas.

pucp 15



1.4. FOLIACIONES 16

Figura 1.5: Hoja H subvariedad inmersa en M.

Ejemplo 1.4.6. Consideremos una 1-forma diferencial ω de clase (C∞) no nula en

una variedad Mm. Por el teorema de Frobenius [CN13] si la 1-forma satisface la

condición de integrabilidad ω ∧ dω = 0 ella de�ne una foliación

F = Fm−1
ω : ω = 0. (1.14)

Las hojas de la foliación (1.14) son las subvariedades inmersas H de M que

satisfacen la ecuación

TpH
m−1 = Ker ω(p), ∀p ∈ H. (1.15)

Figura 1.6: Hoja de la Foliación F = Fm−1
ω

Veamos en detalle el caso particular cuando M = R2 donde las foliaciones se

pueden de�nir por campos vectoriales o 1-formas diferenciales. En este caso la 1-

forma diferencial ω es de la forma

ω = a(x, y)dx+ b(x, y)dy en R2

Evidentemente en R2 se tiene ω ∧ dω = 0. Por otro lado, el campo vectorial

X = b(x, y)
∂

∂x
− a(x, y)

∂

∂y

pucp 16
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no nulo en todo punto, es dual a la 1-forma ω esto es:

ω(p)X(p) = (a(p)dx+ b(p)dy)

(
b(x, y)

∂

∂x
− a(x, y)

∂

∂y

)
= (a(p)dx+ b(p)dy)

(
b(p)

∂

∂x
− a(p)

∂

∂y

)
= a(p)dx

(
b(p)

∂

∂x
− a(p)

∂

∂y

)
+ b(p)dy

(
b(p)

∂

∂x
− a(p)

∂

∂y

)
= a(p)b(p)− b(p)a(p)

ω(p)X(p) = 0

Finalmente, observe que toda 1- forma cerrada (no nula) ω en una variedad

M cumple la condición de integrabilidad:

ω ∧ dω = ω ∧ 0 = 0

luego de�ne una foliación en M .

1.5 Foliación singular

1.5.1 Singularidades de campos vectoriales holomorfos

Sean el conjunto abierto U = (Cn, 0) (vecindad de 0 en Cn), n ≥ 2 y z =

(z1, . . . , zn) ∈ U . Un campo vectorial holomorfo en el abierto , es un campo vectorial

X : U → TCn

z 7→ X(z) = f1(z)
∂

∂z1
+ · · ·+ fn(z)

∂

∂zn

tal que sus funciones coordenadas f1, . . . , fn son funciones holomorfas en Cn

y

{
∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zn

}
es base de TCn. Entonces las funciones coordenadas tienen

expansión en series de potencias, es decir

fi(z) =
∞∑

k1+···+kn=0

cik1,...,kn
zk1
1 · · · zkn

n , k1, . . . , kn ∈ Z≥0, c
i
k1,...,kn

∈ C. (1.16)

Si ordenamos, en función de los grados, los términos cik1,...,kn
zk1
1 · · · zkn

n de la serie de

potencias de fi, podemos expresar las series fi en función de sumas de polinomios

homogéneos:

fi(z) =
∞∑

n=0

P i
n(z), (1.17)

donde P i
n(z) son polinomios homogéneos de grado n. Por lo tanto, podemos expresar

el campo holomorfo en función de sumas de polinomios homogéneos como:

X(z) =

( ∞∑
n=0

P 1
n(z)

)
∂

∂z1
+ · · ·+

( ∞∑
n=0

Pn
n (z)

)
∂

∂zn
(1.18)

Llamamos parte homogénea de grado j del campo 1.18 a la expresión

Xj(z) = P 1
j (z)

∂

∂z1
+ · · ·+ Pn

j (z)
∂

∂zn
(1.19)

pucp 17
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donde P 1
j , . . . , P

n
j son polinomios homogéneos de grado j. Por lo tanto,

X = X1 + · · ·+Xj + · · · ,

si Xm es el menor campo homogéneo de grado m no nulo, se dirá que m es la

multiplicidad de X en 0. En particular, si n = 0, a X0 llamaremos parte constante,

si n = 1, X1 se le llama parte lineal, si n = 2, llamaremos a X2 parte cuadrática.

De�nición 1.5.1. Sea X un campo vectorial holomorfo

X(z) = f1(z)
∂

∂z1
+ · · ·+ fn(z)

∂

∂zn
,

Un punto p ∈ U ⊂ Cn se llama punto singular si X(p) = 0.

El conjunto de puntos singulares de X se denota como:

Sing(X) = {p ∈ U : f1(p) = · · · = fn(p) = 0} .

Si X(p) ̸= 0, el punto p se llama punto regular.

Se dice que p es una singularidad aislada si existe Vp una vecindad abierta

de p, tal que para todo q ∈ Vp \ {p}, X(q) ̸= 0, es decir, Vp no tiene otro punto

singular de X aparte de p.

Ejemplo 1.5.2. Dado el campo vectorial

X(z1, z2) = z1z2
∂

∂z1
+ (z1z

2
2 + z41)

∂

∂z2

en el espacio complejo C2, el conjunto de sus puntos singulares es

Sing(X) = {z1 = 0}

Ejemplo 1.5.3. Para el campo vectorial

X(z1, z2) = (z21 − z1)
∂

∂z1
+ (z1z2 − z31)

∂

∂z2

en el espacio complejo C2, el conjunto de sus puntos singulares es

Sing(X) = {z1 = 0} ∪ {(1, 1)}

Por lo tanto, el punto (1, 1) es la única singularidad aislada.

De�nición 1.5.4. Sea el campo vectorial holomorfo

X(z) = f1(z)
∂

∂z1
+ · · ·+ fn(z)

∂

∂zn
,

en un abierto U ⊂ Cn. Un punto p ∈ Sing(X) es no degenerado si X tiene

parte lineal X1 no nula centrada en p y su matriz DX(p) =

(
∂fi(p)

∂zj

)n

i,j=1

tiene

determinante no nulo.
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Ejemplo 1.5.5. Dado el campo vectorial holomorfo

X(z1, z2) = −z1
∂

∂z1
+ (z21 + z2)

∂

∂z2
,

tenemos p = (0, 0) ∈ Sing(X), con parte lineal X1 = −z1
∂

∂z1
+ z2

∂

∂z2
y la matriz

jacobiana en p = (0, 0)

DX(p) =

(
−1 0

0 1

)
es tal que su determinante |DX(p)| = −1 ̸= 0. Por lo tanto, p = (0, 0) es una

singularidad no degenerada de X.

De�nición 1.5.6. SeaM una variedad compleja de dimensión m ≥ 2. Una foliación

F holomorfa singular de dimensión k < m sobre M es una foliación holomorfa

regular en M \ S, donde S es un conjunto analítico propio de M , llamado conjunto

singular de F y denotado por Sing(F ).

La foliación F es saturada cuando no puede ser extendida a cualquier punto

del conjunto singular.

Observación 1.5.7. Si el conjunto singular Sing(F ) tiene codimensión 2, como la

foliación F localmente es generada por k campos vectoriales holomorfos [CN13] que

se extienden por el teorema 1.3.4. Por lo tanto, esta foliación F se puede extender

a una parte de S en donde estas extensiones de los campos de�nen una foliación

regular.

Ejemplo 1.5.8. Sea el campo vectorial holomorfo

X(z1, z2) = z21
∂

∂z1
+ (z2 + z21z

2
2)

∂

∂z2

en el espacio complejo C2, entonces su conjunto singular está dado por:

Sing(X) = {(0, 0)}

Las órbitas de este campo vectorial holomorfo X, son las hojas de la foliación regular

F de�nidas por este campo vectorial fuera del conjunto singular Sing(X). Entonces

esta foliación determina una foliación singular en C2.

Proposición 1.5.9. Consideremos una variedad compleja M de dimensión n ≥ 2

los siguientes elementos

1. Un cubrimiento abierto {Ui}i∈I de M ,

2. Una familia de campos holomorfos {Xi}i∈I , donde Xi es el campo vectorial

en el abierto Ui.

3. Una familia de funciones holomorfas {gij}i,j∈I , donde gij ∈ O∗(Ui ∩ Uj).

Que satisfacen la relación

Xi = gijXj en Uij .
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Entonces existe una foliación holomorfa F en M − ∪i∈ISing(Xi) tal que sus hojas

L satisfacen la condición.

TpL = C.Xi(p) si p ∈ Ui y p /∈ Sing(Xi).

El conjunto analítico Sing(F ) = ∪i∈ISing(Xi), es el conjunto singular de la

foliación F .

De�nición 1.5.10. Sea M una variedad compleja de dimensión n ≥ 2. Sea F

una foliación holomorfa singular de dimensión uno generada localmente por campos

vectoriales holomorfos {Xi}i∈I en M , como en la proposición 1.5.9. Se dice que

F tiene singularidad no degenerada, si toda singularidad p ∈ Sing(F ) ∩ Ui es no

degenerada, esto es, si p ∈ Ui es un punto singular no degenerado de Xi.

1.6 Foliaciones en el espacio proyectivo

Sea la relación de equivalencia en Cn+1

(x0, . . . , xn) ∼ (y0, . . . , yn) ⇐⇒ existe λ ∈ C∗ : (x0, . . . , xn) = λ(y0, . . . , yn)

Las clases de equivalencia por esta relación son rectas sin el origen, es decir son

direcciones. Así, el conjunto de todas estas direcciones forman el espacio proyectivo

de dimensión n

Pn =
Cn+1 − {0}

∼
.

Denotamos las clases de equivalencias como

[x0 : · · · : xn] := [(x0, . . . , xn)] (1.20)

Figura 1.7: [(x0, x1, x2)] y [(y0, y1, y2)] representan la misma recta

Los espacios P1 y P2 son llamados rectas y planos proyectivos

respectivamente. Veamos en detalle las estructura diferenciable del plano proyectivo

Ejemplo 1.6.1. De la de�nición del espacio proyectivo y la notación de la clase de

equivalencia o dirección tenemos

P2 = {[x0 : x1 : x2] : (x0, x1, x2) ̸= (0, 0, 0)}

= {[x0 : x1 : x2] : x0 ̸= 0} ∪ {[x0 : x1 : x2] : x1 ̸= 0} ∪ {[x0 : x1 : x2] : x2 ̸= 0}

= U0 ∪ U1 ∪ U2
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donde U0, U1 , U2 son abiertos de P2, cada uno de ellos son copias de C2 mediante

las biyecciones:
ϕ0 : C2 → U0

(x, y) 7→ [1 : x : y]

ϕ1 : C2 → U1

(s, t) 7→ [s : 1 : t]

ϕ2 : C2 → U2

(u, v) 7→ [u : v : 1]

Por otro lado

Si x0 ̸= 0 =⇒ [x0 : x1 : x2] =

[
1 :

x1
x0

:
x2
x0

]
=⇒ (x0, x1, x2) = x0

(
1,
x1
x0
,
x2
x0

)
donde x1 o x2 varian en C.

Teniendo en cuenta la topología cociente del plano proyectivo P2 tenemos

que es compacto y conexo. De la descomposición

P2 = {[x0 : x1 : x2] : x0 ̸= 0} ∪ {[x0 : x1 : x2] : x0 = 0}

= C2 ∪ {[0 : x1 : x2] : x1 ̸= 0 o x2 ̸= 0}

= C2 ∪ P1
C

notamos que P2 es la compacti�cación de C2 agregando una copia de la linea

proyectiva P1
C.

Finalmente, veamos como se relacionan las coordenadas.

C∗ × C ϕ0−→ U0
ϕ−1
1−→ C∗ × C

(x, y) −→[1 : x : y]

| |︷ ︸︸ ︷[ 1
x
: 1 :

y

x

]
−→

(
1

x
,
y

x

)
= (s, t)

Es decir, las coordenadas (x, y) de ϕ0 se relacionan con las coordenadas (s, t) de ϕ1
de la siguiente manera (

1

x
,
y

x

)
= ϕ−1

1 ◦ ϕ0(x, y) = (s, t).

Los otros cambios de coordenadas tienen similares expresiones, dadas en la �gura

1.8, como ellos son funciones holomorfas, entonces el plano proyectivo es una

variedad holomorfa y los ϕj , j = 0, 1, 2 son sus parametrizaciones.

Esta situación particular del plano proyectivo se tiene en general para todo

espacio proyectivo Pn, es decir este espacio puede cubrirse por n+ 1 abiertos

Uj = {[x0 : · · · : xn] : xj ̸= 0}, j = 0, . . . , n,
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Figura 1.8: Cambios de coordenadas del plano proyectivo

.

cada uno de ellos se identi�ca con el espacio Cn mediante las parametrizaciones

ϕj : Cn → Uj

(t1, . . . , tn) 7→ [t1 : . . . : tj−1 : 1 : tj+1 : . . . : tn]

y los cambios de coordenadas las aplicaciones

(ϕ−1
j ◦ ϕ0)(t1, . . . , tn) =

( 1

tj
,
t1
tj
, · · · , tj−1

tj
,
tj+1

tj
, · · · , tn

tj

)
. (1.21)

Con la topología cociente, el espacio proyectivo Pn es un espacio compacto y conexo.

De la representación

Pn ≡ Cn ∪ Pn−1

se tiene que Pn es la compacti�cación de Cn agregandole el espacio Pn−1.

1.6.1 Dos formas de determinar foliaciones en el espacio Pn

1) Primera forma. Dado un campo vectorial polinomial en espacio complejo Cn,

donde n ≥ 2

X = P1
∂

∂x1
+ · · ·+ Pn

∂

∂xn
,
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con conjunto singular

Sing(X) = {p ∈ Cn : P1(p) = · · · = Pn(p) = 0}.

Si los polinomios Pi no tienen un factor comun, el conjunto Sing(X) tiene

codimensión mayor igual a dos. Veremos a continuación que X induce una foliación

F con singularidades en el espacio proyectivo Pn

Proposición 1.6.2. Dado un campo polinomial X en Cn, existe una foliación F

en el espacio proyectivo Pn que coincide con la foliación determinada por el campo

X en el espacio afín Cn.

Prueba. Considere el campo vectorial X de grado d = máx{grado(Pj)/j =

1, . . . , n}. Mediante un cálculo directo tenemos

(ϕ−1
j ◦ ϕ0)∗X =

1

td−1
j

Xj , j = 1, . . . , n (1.22)

donde Xj es un campo vectorial polinomial de grado d y los ϕi son las coordenadas

del espacio proyectivo Pn y el cambio de coordanadas está dado en (1.21). Dado

Uj ∩U0 = {(t1, . . . , tn) : tj ̸= 0}, la proposición 1.5.9 nos dice que la relación (1.22)

de�ne una foliación F en el espacio proyectivo Pn − Sing(F ), donde

Sing(F ) = ∪n
i=0Sing(Xi)

que será de codimensión 2 porque el conjunto singular de X tiene codimensión

dos.

2) Segunda forma. Veamos otra forma de generar las foliaciones en el espacio

proyectivo. Consideremos un campo vectorial

X = f0(p)
∂

∂Z0
+ · · ·+ fn(p)

∂

∂Zn
,

donde fj es un polinomio homogéneo de grado d. Considere el campo radial

R = Z0
∂

∂Z0
+ · · ·+ Zn

∂

∂Zn
.

Como

[R,X] = R(f0)
∂

∂Z0
+ · · ·+R(fn)

∂

∂Zn
−X(Z0)

∂

∂Z0
− · · · −X(Zn)

∂

∂Zn

= d.f0
∂

∂Z0
+ · · ·+ d.fn

∂

∂Zn
− f0

∂

∂Z0
− · · · − fn

∂

∂Zn

= dX −X

= (d− 1)X

por el teorema de Frobenius [CN13] tenemos una foliación F generada por los

campos vectoriales X y R, esto es, dada una hoja L de esta foliación tenemos

TpL = ⟨X(p), R(p)⟩, para todo p ∈ L.
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En este caso diremos que la foliación F tiene grado d, el cual denotamos por

grado(F ). La aplicación cociente π : Cn+1−{0} → Pn es una submersión y sus �bras

coinciden con los radios de Cn+1 partiendo del origen que son tangentes del campo

radial R. Por lo tanto, el único campo vectorial, de los dos campos considerados,

que se proyecta por π, es el campo vectorial X. Veamos la representación local de

esta proyección en el abierto U0 = {Z0 ̸= 0}, donde

[Z0 : . . . : Zn] =

[
1 :

Z1

Z0
, . . . ,

Zn

Z0

]

(Z0, . . . , Zn) ∈ Cn+1 − {0}

ϕ−1
0 ◦π

��

π //
[
1 :

Z1

Z0
, . . . ,

Zn

Z0

]
∈ Pn

(
Z1

Z0
, . . . ,

Zn

Z0

)
ϕ0

55

se tiene (
ϕ−1
0 ◦ π

)
(Z0, . . . , Zn) =

(
Z1

Z0
, . . . ,

Zn

Z0

)
y

(ϕ−1
0 ◦ π)∗X =

[
D(ϕ−1

0 ◦ π)
]
X

=



−Z1

Z2
0

1

Z0
0 . . . 0

−Z2

Z2
0

0
1

Z0
. . . 0

...
...

. . .
...

−Zn

Z2
0

0 0 . . .
1

Z0


n×(n+1)



f0

f1
...

fi
...

fn


(n+1)×1

=

(
−Z1

Z2
0

f0 +
1

Z0
f1

)
∂

∂Z1
+ · · ·+

(
−Zn

Z2
0

f0 +
1

Z0
fn

)
∂

∂Zn

En las coordenadas a�nes Z0 = 1

z1 =
Z1

Z0
, . . . , zn =

Zn

Z0

tenemos

(ϕ−1
0 ◦ π)∗X = (−z1f0 + f1)

∂

∂z1
+ · · ·+ (−znf0 + fn)

∂

∂zn
(1.23)

es un campo polinomial en coordenadas a�nes en Cn.

Veremos en el Capítulo 2 que toda foliación Pn esta determinada por un

campo vectorial polinomial en el espacio complejo Cn,

1.6.2 Interpretación geométrica del grado de una foliación

A continuación daremos una interpretación géometrica del grado de una foliación

F de dimensión 1 en el espacio proyectivo Pn generada por un campo. Para ello
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consideremos un hiperplano en el espacio proyectivo Pn como un subconjunto de la

forma:

H = {[x0 : . . . : xn] ∈ Pn : a0x0 + · · ·+ anxn = 0}

donde algún a0, . . . , an ∈ C es no nulo. El conjunto de tangencias de esta foliación

y el hiperplano está dada por el conjunto de puntos

Tang(F ,H ) = {[x0 : . . . : xn] ∈ H : a0f0 + · · ·+ anfn = 0}

este conjunto es algebraico en el hiperplano H . Evidentemente, si H es F

invariante entonces el conjunto de tangencia coincide con el hiperplano, caso

contrario es un conjunto algebraico propiamente contenido en el hiperplano.

Proposición 1.6.3. Sea F una foliación de grado d en el espacio proyectivo Pn.

Genericamente los hiperplanos H en este espacio proyectivo no son invariantes por

la foliacioón y el grado de Tang(F ,H ) en H tienen grado d.

La demostración se puede ver en [NS20]. Se observa de la Figura 1.9 que los

puntos de tangencia de la foliación F con la recta L, son los puntos regulares donde

hay tangencia y también los puntos singulares de la foliación F .

Figura 1.9: Puntos tangentes de la foliación F con la recta L.

Ejemplo 1.6.4. El campo vectorial homogéneo de grado cero en C3 − {0}

X = −1
∂

∂Z0
+ 0.

∂

∂Z1
+ 0.

∂

∂Z2
.

y el campo radial R generan una foliación de codimensión 1 en C3 −{0}. Mediante

la submersión π : C3 − {0} → P2, esta foliación se proyecta en una foliación F en

el plano proyectivo P2 de grado 0, localmente (1.23) esta foliación es determinada

por el campo vectorial radial en C2

F : z1
∂

∂z1
+ z2

∂

∂z2
.
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Las hojas de esta foliación F son rectas que pasan por el origen (Figura 1.10).

Ninguna recta de P2 es invariante por la foliación, en particular

Tang(F , L∞) = {[x0 : x1 : x2] ∈ P2 : x0 = 1} = ∅,

todas las rectas cortan a L∞ transversalmente, tampoco hay puntos regulares, el

único punto singular de la foliación F es el origen O.

Figura 1.10: Foliación F con grado cero.

Un automor�smo de Pn es un biholomor�smo σ : Pn −→ Pn. Los

automor�smos forman un grupo con la operación de composición, y denotaremos

este grupo por Aut(Pn).

Si se aplica el teorema de Chow. [Sha92], según el cual todo subconjunto

analítico del espacio proyectivo Pn son conjuntos algebraicos, los automor�smos

del espacio proyectivo Pn vienen a ser inducidos por isomor�smos lineales T :

Cn+1−{0} −→ Cn+1−{0}. Como T es un isomor�smo lineal, entonces lleva siempre

rectas que pasan por el origen en rectas que pasan por el origen. Esas rectas vienen

al espacio proyectivo Pn en un punto, por lo tanto σ inducido por T lleva puntos

en puntos, donde σ es el automor�smo, como se observa en el diagrama.

Cn+1−{0} T //

π

��

Cn+1−{0}

π

��
Pn σ // Pn

Proposición 1.6.5 (Foliaciones de grado 0). Toda foliación por curvas de grado

0 en el espacio proyectivo Pn es equivalente a la foliación F que en coordenadas

a�nes Z0 = 1 está generada por el campo radial en Cn

z1
∂

∂z1
+ · · ·+ zn

∂

∂zn
.
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Prueba. Sabemos que toda foliación de grado cero está generada por un campo

vectorial de grado cero en Cn+1

Y = c0
∂

∂Z0
+ c1.

∂

∂Z0
+ · · ·+ cn

∂

∂Zn

donde cj ∈ C, siendo algunos de ellos no nulo. Como las órbitas de X son rectas con

una misma dirección, entonces tenemos un isomor�smo lineal T en Cn que establece

una equivalencia entre Y y campo

X = −1.
∂

∂Z0
+ 0.

∂

∂Z1
+ · · ·+ 0.

∂

∂Zn
.

Por lo tanto, la foliación determinada por Y es equivalente a la foliación F generada

por el campo X. Por (1.23) la foliación en coordenadas a�nes Z0 = 1 está dada por

el campo radial en Cn

z1
∂

∂z1
+ · · ·+ zn

∂

∂zn
.

De este teorema podemos concluir que las foliaciones de grado cero están

determinadas por su punto singular, esto es, si hay dos foliaciones de grado cero

que tienen el mismo punto singular se trata de las mismas foliaciones.

Ejemplo 1.6.6 (Jouanolou). Sea J(n, k) el campo vectorial polinomial dado en

E0 = Cn ⊂ Pn por

J(n, k) =
n−1∑
j=1

(
xkj+1 − xjx

k
1

) ∂

∂xj
+
(
1− xnx

k
1

) ∂

∂xn
, k ≥ 2

La foliación en Pn generada por J(n, k) se denota por J (n, k) y se llama Foliación

de Jouanolou de grado k en Pn.

Probaremos que las singularidades de J (n, k) son no degeneradas, mediante la

siguiente proposición:

Proposición 1.6.7 (Jouanolou). Sean F (n, k) el espacio de las foliaciones de

grado k en Pn y S(n, k) el espacio de las foliaciones en F (n, k) que tienen todas

sus singularidades no degeneradas. Entonces se tienen las siguientes propiedades:

(a) J (n, k) ∈ S(n, k). Si k ≥ 2, entonces todas las singularidades de J(n, k) son

tales que los cocientes de dos valores propios distintos no son reales positivos.

(b) J (n, k) tiene todas sus singularidades en E0. Estas están dadas en coordenadas

a�nes por

pj =
(
δj , (δj)f(n−1), · · · , (δj)f(1)

)
, j = 1, · · · , N

donde δ es la N -ésima raíz primitiva de la unidad, N = 1 + k + · · · + kn y

f(m) = −(k + k2 + · · ·+ km).

(c) Existe un subgrupo cíclico �nito G ⊂ Aut(Pn) con N elementos, tal que cada

elemento T ∈ G permuta las singularidades de J (n, k) y deja invariante esta

foliación, es decir

T ∗J (n, k) ≡ J (n, k)
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Prueba. (b) Las singularidades del campo vectorial J(n, k) están dadas por el

sistema de ecuaciones 

1− xnx
k
1 = 0

xkn − xn−1x
k
1 = 0

...

xkj+1 − xjx
k
1 = 0

...

xk2 − xk+1
1 = 0

que se puede resolver inductivamente:

xn = x−k
1

xn−1 = xknx
−k
1 = x−k−k2

1

xn−j = x
f(j+1)
1

...

x2 = x
f(n−1)
1(

x
f(n−1)
1

)k
= xk2 = xk+1

1

(1.24)

donde

f(j) = −(k + k2 + · · ·+ kj)

De la última ecuación, se obtiene

x1+k+···+kn

1 = 1

Si N = 1 + k + · · · + kn, entonces xN1 = 1, luego x1 = δj es una de las raíces

N -enésimas de la unidad. Sustituyendo este valor de x1 en las ecuaciones 1.24, se

obtiene

x1 = δj

x2 = (δj)f(n−1)

...

xn = (δj)−k = (δj)f(1)

Por lo tanto, los puntos singulares pj de J (n, k) están dados por

pj = (x1, x2, · · · , xn) =
(
δj , (δj)f(n−1), · · · , (δj)f(1)

)
, j = 1, · · · , N

En particular, J (n, k) tiene N singularidades en E0.

(c) Consideremos ahora una transformación A ∈ GL (n,C) de�nida en

E ⊂ Pn por:

A(x1, · · · , xn) = (α1x1, · · · , αnxn) = (δx1, δ
f(n−1).x2, · · · , δf(1).xn)

Entonces la matriz A asociada a la transformación lineal, está dada por:

A =


δ 0 · · · 0

0 δf(n−1) · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · δf(1)
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Además:

Ak =


δk 0 · · · 0

0 δkf(n−1) · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 . . . δkf(1)

 , . . . , Akn

=


δk

n

0 · · · 0

0 δk
nf(n−1) · · · 0

...
... · · ·

...

0 0 · · · δk
nf(1)


Por otro lado, se tiene:

A ·Ak · · ·Akn

=


δ 0 · · · 0

0 δf(n−1) · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · δf(1)

 · · ·


δk

n

0 · · · 0

0 δk
nf(n−1) · · · 0

...
... · · ·

...

0 0 · · · δk
nf(1)



=


δ1+k+···+kn

0 · · · 0

0 δ(1+k+···+kn)f(n−1) · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · δ(1+k+···+kn)f(1)



AN =


δN 0 · · · 0

0 δNf(n−1) · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · δ(Nf(1)

 =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · 1

 = I

donde N = 1+ k+ · · ·+ kn y δ es la N -ésima raíz primitiva de la unidad. Además,

Aj ̸= I si 0 < j < N .

En particular, el grupo G =
{
Id,A, · · · , AN−1

}
tiene N elementos.

Además, Aj(1, · · · , 1) =
(
δj , (δj)f(n−1), · · · , (δj)f(1)

)
= pj , lo que prueba, que los

elementos de G permutan las singularidades de J (n, k). Por otro lado,

A∗(J(n, k)) =
n−1∑
j=1

α−1
j

(
αk
j+1 · xkj+1 − αj · αk

1 · xj · xk1
) ∂

∂xj

+ α−1
n

(
1− αn · αk

1 · xn · xk1
) ∂

∂xn
δkJ(n, k)

es decir, A∗(J (n, k)) = J (n, k), lo que prueba (c).

(a) Para probar el apartado (a), teniendo en cuenta (c), basta demostrar que

una singularidad p = (1, · · · , 1) de J(n, k) es no degenerada.

Calculamos la matriz Jacobiana J = DJ(n, k)(p)

J =



−(k + 1)xk1 kxk−1
2 0 0 0 · · · 0 0

−kx2xk−1
1 −xk1 kxk−1

3 0 0 · · · 0 0

−kx3xk−1
1 0 −xk1 kxk−1

4 0 · · · 0 0

−kx4xk−1
1 0 0 −xk1 kxk−1

5 · · · 0 0
...

...
...

...
... · · · 0 0

−kxn−1x
k−1
1 0 0 0 0 · · · −xk1 kxk−1

n

−kxnxk−1
1 0 0 0 0 · · · 0 −xk1


n×n
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Si evaluamos la matriz jacobiana en p = (1, · · · , 1) se tiene la matriz J

J = DJ(n, k)(1, · · · , 1) =



−(k + 1) k 0 0 0 · · · 0 0

−k −1 k 0 0 · · · 0 0

−k 0 −1 k 0 · · · 0 0

−k 0 0 −1 k · · · 0 0
...

...
...

...
... · · · 0 0

−k 0 0 0 0 · · · −1 k

−k 0 0 0 0 · · · 0 −1


n×n

Se calcula ahora el det(J) aplicando las propiedades de los determinantes

det(J) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−(k + 1) k 0 0 0 · · · 0 0

−k −1 k 0 0 · · · 0 0

−k 0 −1 k 0 · · · 0 0

−k 0 0 −1 k · · · 0 0
...

...
...

...
... · · · 0 0

−k 0 0 0 0 · · · −1 k

−k 0 0 0 0 · · · 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

= −(k + 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 k 0 0 · · · 0 0

0 −1 k 0 · · · 0 0

0 0 −1 k · · · 0 0
...

...
...

... · · · 0 0

0 0 0 0 · · · −1 k

0 0 0 0 · · · 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−1)×(n−1)

+

+ (−1)3(k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−k k 0 0 · · · 0 0

−k −1 k 0 · · · 0 0

−k 0 −1 k · · · 0 0
...

...
...

... · · · 0 0

−k 0 0 0 · · · −1 k

−k 0 0 0 · · · 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−1)×(n−1)

= (k + 1)(−1)n − k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−k k 0 0 · · · 0 0

0 −1− k k 0 · · · 0 0

0 −k −1− k k · · · 0 0
...

...
...

... · · · 0 0

0 −k 0 0 · · · −1 k

0 −k 0 0 · · · 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−1)×(n−1)

y se deduce que det(J) ̸= 0, entonces la singularidad p = (1, · · · , 1) es no degenerada.

Los valores propios de la matriz J están dados por la solución de la ecuación

pucp 30



1.6. FOLIACIONES EN EL ESPACIO PROYECTIVO 31

det(J − λI) = 0, es decir:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−(k + 1)− λ k 0 0 0 · · · 0 0

−k −1− λ k 0 0 · · · 0 0

−k 0 −1− λ k 0 · · · 0 0

−k 0 0 −1− λ k · · · 0 0
...

...
...

...
... · · · 0 0

−k 0 0 0 0 · · · −1− λ k

−k 0 0 0 0 · · · 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

= 0

−(k + 1 + λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1− λ k 0 0 · · · 0 0

0 −1− λ k 0 · · · 0 0

0 0 −1− λ k · · · 0 0
...

...
...

... · · · 0 0

0 0 0 0 · · · −1− λ k

0 0 0 0 · · · 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−1)×(n−1)

+

+(−1)3(k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−k k 0 0 · · · 0 0

−k −1− λ k 0 · · · 0 0

−k 0 −1− λ k · · · 0 0
...

...
...

... · · · 0 0

−k 0 0 0 · · · −1− λ k

−k 0 0 0 · · · 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−1)×(n−1)

= 0

(1 + λ+ k)(−1)n(1 + λ)n−1+

+ (−1)3(k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−k k 0 0 · · · 0 0

0 −1− k − λ k 0 · · · 0 0

0 −k −1− λ k · · · 0 0
...

...
...

... · · · 0 0

0 −k 0 0 · · · −1− λ k

0 −k 0 0 · · · 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−1)×(n−1)

= 0

Luego, se obtiene el polinomio característico

(1 + λ)n + k(1 + λ)n−1 + · · ·+ kn−2(1 + λ)2 + kn−1(1 + λ) + kn = 0

Por lo tanto, los valores propios son de la forma λj = −1+k.ωj , j = 1, · · · , n,
donde ω es la n+ 1-ésima raíz primitiva de la unidad.

En particular, λj ̸= 0, ∀k ≥ 1 y ∀n ≥ 2, es decir, J (n, k) ∈ S(n, k).
Por otro lado, si k ≥ 2, entonces λj está en el círculo de centro −1 y radio k, donde,

si i ̸= j los argumentos de λi + 1 y de λj + 1 son diferentes. Esto implica que
λ1
λ2

/∈ R+.
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Capítulo 2

Fibrados vectoriales

En este capítulo estudiaremos los �brados vectoriales asociados a las foliaciones

de dimensión uno en el espacio proyectivo Pn. Para el desarrollo de este capítulo

se sigue las referencias [MS01], [CN13], [GH94], [FH98], [Bru00], [GMOB89].

2.1 Fibrados vectoriales

Nuestro objetivo de estudiar los �brados vectoriales está motivado por los �brados

asociados por las foliaciones.

Para comenzar, veamos como determinamos los �brados en el plano

proyectivo para las foliaciones de grado cero, las foliaciones más simple sobre este

espacio.

Ejemplo 2.1.1. Sea el campo vectorial X(x, y) = (x, y) cuyas órbitas son rectas

que pasan por el origen (�gura 2.1) y sea la 1- forma diferencial

ω0 = −ydx+ xdy

que anula el campo vectorial X , es decir

ω0(X(x, y)) = −yx+ xy = 0.

Entonces el campo vectorial X(x, y) y la 1- forma diferencial ω0 determinan la

misma foliación F en el plano proyectivo P2.

Consideraremos los cambios de coordenadas del ejemplo (1.6.1)

(s, t) = (ϕ−1
1 ◦ ϕ0)(x, y) =

( 1
x
,
y

x

)
(u, v) = (ϕ−1

2 ◦ ϕ1)(s, t) =
(s
t
,
1

t

)
En la carta (s, t) la foliación está descrita por la 1-forma diferencial

F : ω̃1 =
(
ϕ−1
1 ◦ ϕ0

)∗
ω0 = −

(
t

s

)(
−ds
s2

)
+

(
1

s

)(
s dt− t ds

s2

)
=

1

s3
(s dt)

F : ω̃1 =
1

s2
dt = g01 ω1

32
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Figura 2.1: Órbitas del campo vectorial X

.

donde
1

s2
= g01 y dt = ω1. La función g01 no está de�nida en s = 0 (polos) ni

en v = 0 (in�nito para g01 ). Si s ̸= 0 entonces las formas diferenciales
1

s2
dt y dt

determinan la misma foliación (órbitas).

Para hallar la órbita de la forma diferencial ω̃1 = 0ds + 1dt, es encontrar

primero el campo vectorial dual a ω̃1, es decir X1 = (1, 0). En el plano st las órbitas

del campo vectorial X1 son rectas paralelas al eje s (�gura 2.2).

Figura 2.2: Órbitas del campo vectorial X1 en el plano s t

.

En la carta (u, v) la foliación está descrita por la 1-forma diferencial

F : ω̃2 =
(
ϕ−1
2 ◦ ϕ1

)∗
ω̃1 =

(
−dv
v2

)
ω̃2 =

−1

v2
dv = g12 ω2

donde
−1

v2
= g12 y dv = ω2. Si v ̸= 0 entonces las formas diferenciales

−1

v2
dv y dv

determinan la misma foliación (órbitas).

Para hallar las órbitas de la forma diferencial ω̃2 = 0du + 1dv, es encontrar
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primero el campo vectorial dual a ω̃2, es decir X2 = (1, 0). En el plano u v las órbitas

del campo vectorial X2 son rectas paralelas al eje u (�gura 2.3).

Figura 2.3: Órbitas del campo vectorial X2 en el plano u v

.

Figura 2.4: Bosquejo del Plano proyectivo P2

.

Las 1-formas ω0, ω̃1 y ω̃2 que describen la foliación F en la cartas (x, y),

(s, t) y (u, v), determinan 1-formas diferenciales η0, η1 y η2 de�nidas en los abiertos

U0, U1 y U2

(ϕ1)
∗
ω̃1 = (ϕ0)

∗
ω0

(ϕ1)
∗
g01︸ ︷︷ ︸

f01

(ϕ1)
∗
ω1︸ ︷︷ ︸

η1

= η0

f01 η1 = η0 en U01
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De manera análoga se tiene:

f02 η2 = η0 en U02

Por lo tanto, tenemos las siguientes relaciones:

ηi = fij ηj , en Uij ,

donde fij ∈ O∗(Uij). Por otro lado, como

η1 = f12 η2 en U12

η2 = f21 η1 en U12

η2 = f21f10η0 en U012

η2 = f21f10f02η2 en U012

tenemos f12f21 = 1 en U12

f21f10f02 = 1 en U012

(2.1)

La función f12 es la inversa de la función f21. En general, tenemos las siguientes

relaciones fijfji = 1 en Uij

fijfjkfki = 1 en Uijk

(2.2)

Sean M una variedad, U ⊂M conjunto abierto y F un C- espacio vectorial.

Entonces

U × F = {(p, v) : p ∈ U, v ∈ F}

=
⋃
p∈U

{p} × F

se le llama �brado vectorial trivial. Sea la aplicación proyección

π : U × F → U

(p, v) 7→ p

entonces π−1(p) = {p} × F se le llama �bra.

De�nición 2.1.2. Un C-�brado vectorial de rango n sobre una variedad M es un

conjunto E con una aplicación π : E →M tal que

(1) Para todo p ∈M , π−1(p) es un C espacio vectorial de dimCπ
−1(P ) = n.

(2) Existen Vj ⊂ M abiertos y Fj : Vj × Cn → π−1(Vj) biyecciones llamadas

trivializaciones si satisfacen las propiedades:

(i) M = ∪Vj
(ii) π ◦ Fj = π1, donde π1 es la proyección π1(x, v) = x

(iii) ∀p ∈ Vj , Fj : {p} × Cn → π−1 {p} C- isomor�smo de espacios

vectoriales.

(iv) F−1
k Fj : Vjk × Cn → Vjk × Cn es diferenciable (C∞ u holomorfo).

pucp 35



2.1. FIBRADOS VECTORIALES 36

Figura 2.5: η0, η1 y η2 formas diferenciales en el plano proyectivo P2

.

Figura 2.6: Bosquejo del �brado vectorial trivial

.

En Vjk, los homeomor�smos F−1
k Fj son de la forma:

F−1
k Fj(p, v) = (p, fkj(p).v) (2.3)

Del apartado (ii) en Vjk está de�nida una función fkj con valores en GL(n,C)

fkj : Vjk → GL(n,C)
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Figura 2.7: Isomor�smo lineal F−1
k Fj

.

estas funciones son llamadas funciones de transición que satisfacen las siguientes

propiedades: 
fjj = I en Vj re�exiva

fjk.fkj = I en Vkj simétrica

fjk.fkh.fhj = I en Vjkh transitiva

(2.4)

donde I ∈ GL(n,C) es la identidad.

Estas relaciones son llamadas condiciones de cociclos.

Veri�quemos la segunda propiedad (simétrica)(
F−1
j Fk

)
(F−1

k Fj)(p, v) = F−1
j Fk(p, fkj(p).v)

(p, v) = (p, fjkfkj(p)v)

=⇒ v = fjkfkj(p)v =⇒ fjkfkj = I

El �brado es topológico, diferenciable, Ck u holomorfo según los fjk ó F
−1
j Fk posean

estas propiedades para todo jk.

Las condiciones de cociclos determinan el �brado, ellas permiten reconstruirlo y los

objetos de�nidos sobre los �brados localmente se expresan en base a ellas.

Si se tienen una variedad M y funciones fkj : Vjk → GL(n,C) que cumplen

las condiciones (2.4), ellas determinan el �brado, es decir que se puede construir en

base de ellas un �brado.

Por otro lado, tenemos que F−1
k Fj es un isomor�smo lineal del espacio

vectorial Vjk × Cn sobre el espacio vectorial Vjk × Cn.

Observaciones

pucp 37



2.1. FIBRADOS VECTORIALES 38

Figura 2.8: Coordenadas de un �brado lineal

.

1. Del ejemplo (2.1.1), se observa que las funciones fij pegan las foliaciones en

el abierto Ui y en el abierto Uj , y además cumplen con las condiciones (2.4),

por lo tanto determinan un �brado.

2. Se observa de la Figura 2.9, que en cada punto del plano proyectivo pasa una

órbita y la tangente a la órbita es un espacio vectorial sobre ese punto, que

viene ser la �bra. La unión de esas �bras determinan el �brado tangente.

3. Además se cumple que Ker η0 = Ker η2.

Figura 2.9: Fibras en el plano proyectivo

De�nición 2.1.3. Sean π1 : E1 → M y π2 : E2 → M �brados vectoriales, p ∈ M .

Una aplicación φ : E1 → E2 es un mor�smo de �brados vectoriales si:

(1) φ |π−1
1 (p): π

−1
1 (p) → π−1

2 (p) es una transformación lineal.
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(2) El diagrama

E1

π1

��

φ // E2

π2}}
M

conmuta.

Del diagrama conmutativo se tiene:

π2 ◦ φ = π1 (2.5)

φ
(
π−1
1 (p)

)
⊂ π−1

2 (p) (2.6)

En efecto. Sean π1 : E1 →M , π2 : E2 →M �brados vectoriales y v ∈ π−1
1 (p).

Si w ∈ φ
(
π−1
1 (p)

)
= φ(v), entonces π2(w) = π2(φ(v)). Como π2 ◦ φ = π1,

π2(φ(v)) = π1(v) = p. Por lo tanto, w ∈ π−1
2 (p).

Si existe otro mor�smo de �brados ψ tal que ψ ◦ φ = IdE1
y φ ◦ ψ = IdE2

,

entonces φ es llamado isomor�smos de los �brados π1 y π2.

Relaciones fundamentales de mor�smos de �brados

Si φ es un mor�smo de los �brados π1 : E1 → M y π2 : E2 → M cuyas

trivializaciones son

Fj : Vj × Cn → π−1
1 (Vj) ⊂ E1

Gj : Vj × Cn → π−1
2 (Vj) ⊂ E2

respectivamente. Entonces φj = G−1
j φFj es de la forma

φj(x, v) = (x, aj(x)v) (2.7)

donde aj : Vj → L(Cn,Cm) (aj : Vj → GL(n), si φ es un isomor�smo). Entonces,

para otro índice i, φi = G−1
i φFi Luego, en Vij = Vi ∩ Vj tenemos la siguiente

relación

GiφiF
−1
i = GjφjF

−1
j

que equivale a la relación fundamental que determina un mor�smo de �brado.

aifij = gijaj en Vij (2.8)

Proposición 2.1.4. Sean M una variedad, con M = ∪Vj un cubrimiento por

abiertos de M y fjk : Vjk → GL(n,C) aplicaciones que satisfacen las condiciones

de cociclo. Entonces existe un �brado π : E →M cuyas trivializaciones son

Fj : Vj × Cn → π−1(Vj)

tal que

F−1
k ◦ Fj(p, v) = (p, fkj(p).v) (2.9)

Además, este �brado es único salvo isomor�smos.

Prueba. Es consecuencia directa de las relaciones fundamentales (2.8).
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2.2 Las secciones de un �brado

De�nición 2.2.1. Sea M una variedad, una sección de un �brado π : E → M

sobre un abierto U ⊂M es una función s : U → E tal que

π ◦ s = IdU (2.10)

esto es

U

IdU

��

s // E

π
��

U

conmuta

Denotamos por Γ(M,E) al espacio de las secciones sobre U .

2.2.1 Relaciones fundamentales de las secciones de un

�brado

Se re�ere a cómo están relacionadas las secciones mediante las funciones de

transición, para ello se utilizan las trivializaciones.

Sean s : M → E una sección de un �brado y Fj : Vj × Cn → π−1(Vj) una

trivialización del �brado π : E →M , de�nimos la sección s en Vj como:(
F−1
j ◦ s

)
(p) = (p, sj(p)), (2.11)

donde sj : Vj → Cn.

Si π ◦Fj = π1, donde π1 es la proyección tal que π1(q, v) = q, entonces del diagrama

conmutativo

s(p) ∈ π−1(Vj)
F−1

j // Vj × Cn ∋ (q, v) =
(
F−1
j ◦ s

)
(p)

p ∈ Vj

F−1
j ◦s

44
s

OO

se prueba que (q, v) = (p, v)

En efecto (
F−1
j ◦ s

)
(p) = (q, v)((

π1 ◦ F−1
j

)
◦ s
)
(p) = π1(q, v) = q

(π ◦ s)(p) = q

IdU (p) = q

p = q

Entonces
(
F−1
j ◦ s

)
(p) = (p, v). Luego v ∈ Cn y por lo tanto v = sj(p).
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Luego en Vjk

(p, sk(p))
2·11
=
(
F−1
k ◦ s

)
(p)

2·11
= F−1

k ◦ (Fj(p, sj(p)))

2·9
= (p, fkj(p)sj(p))

Así, se tiene la relación fundamental que determina una sección

sk = fkjsj en Vjk (2.12)

Ejemplo 2.2.2 (Fibrado tautológico O(−1)). Sobre el espacio proyectivo complejo

Pn de dimensión n tenemos la �bración trivial

π̃ : Pn × Cn+1 → Pn

([p], v) 7→ [p]

denotado por Cn+1. El �brado tautológico, es un sub�brado de rango 1 de Cn+1,

de�nido como

O(−1) =
{
([w], z) ∈ Pn × Cn+1 : ∃t ∈ C∗, z = tw

}
⊂ Pn × Cn+1 (2.13)

y

π = π̃ |O(−1): O(−1) → Pn

es un �brado cuya �bra sobre el punto [p] ∈ Pn es una recta que pasa por p y por

el origen 0 ∈ Cn+1.

En efecto

Dado el abierto Uj = {[w] = [w0 : . . . : wn]/wj ̸= 0}, de�nimos las trivializaciones

de π = π̃ |O(−1)

Fj : Uj × C → π−1(Uj)

([w], t) 7→
(
[w],

t

wj
w

)
Entonces el cambio de coordenadas del �brado tautológico está dado por:

F−1
k ◦ Fj : Ujk × C

Fj // π−1(Ujk)
F−1

k // Ujk × C

([w], t) //
(
[w],

t

wj
w

)
//

[w],
t

wj
wk︸ ︷︷ ︸

fkj([w]).t


Luego, las funciones de transición

fkj : Ujk → GL(1,C) = C∗

[w] = [w0 : . . . : wn] 7→ wk

wj

satisfacen las condiciones de cociclos
fkk = 1

fkj .fjk =
wk

wj

wj

wk
= 1

fkj .fjl.flk =
wk

wj

wj

wl

wl

wk
= 1
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Ejemplo 2.2.3 (El dual del �brado tautológico: O(1)). Sea el espacio proyectivo

complejo de dimensión n

Pn = {[x0 : . . . : xn]/(x0, . . . , xn) ̸= (0, . . . , 0)}

Consideremos el hiperplano del in�nito H∞ ⊂ Pn,

H∞ = {[x0 : . . . : xn]/x0 = 0} (2.14)

que es un divisor en Pn.

Figura 2.10: Fibrado hiperplano proyectivo

.

En cada abierto a�n Uj = {[x0 : . . . : xn]/xj ̸= 0}, el hiperplano está de�nido
localmente como sigue:

H∞ |Uj
:
x0
xj

= 0 j = 0, . . . , n (2.15)

es decir, las funciones que de�nen el hiperplano son las funciones

gj : Uj → C
[x0 : . . . : xn] 7→ x0

xj

Estas funciones están relacionadas en la intersección Uij = Ui ∩ Uj de la siguiente

forma:

gi =
x0
xi

=
xj
xi

x0
xj

= gij .gj

donde gij =
xj
xi

̸= 0 son las funciones de transición en Uij que satisfacen las

condiciones de cociclos: 
gii = 1

gij .gji =
xj
xi

xi
xj

= 1

gij .gjk.gki =
xj
xi

xk
xj

xi
xk

= 1
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Por la proposición (2.1.4), las funciones de transición {gij}i,j determinan un �brado

lineal (rango 1) denotado por O(1). Por otro lado, los �brado O(−1) y O(1) son

uno dual de otro, porque sus cociclos están relacionados de la siguiente manera:

f−1
ij = gij , en Uij (2.16)

donde fij son los cociclos del �brado tautológico.

Finalmente para cada k ∈ Z, tenemos el �brado torcido O(k) del �brado

tautológico y de su dual, de�nido por:

O(k) =


O(1)⊗k = O(1)⊗ . . .⊗O(1)︸ ︷︷ ︸

k veces

, k ≥ 0

O(−1)⊗k = O(−1)⊗ . . .⊗O(−1)︸ ︷︷ ︸
−k veces

, k ≤ 0

2.3 Fibrados asociados a divisores

Considere una variedad compleja M .

De�nición 2.3.1. Un conjunto analítico V ⊆M de codimensión 1, es un conjunto

si para todo p ∈M, existe Up vecindad de p en M y fp ∈ O(Up) tal que

V ∩ Up : fp = 0 (2.17)

V son los ceros de una función holomorfa dada por una ecuación de una función

holomorfa f .

De la �gura 2.11, se observa que el punto q /∈ V , entonces Uq∩V = ∅ : fq = 1,

es decir los ceros de una función constante igual a 1 es vacío.

Figura 2.11: Los ceros de una función constante fq = 1 es vacío.

Ejemplo 2.3.2. . En la variedad M = C, el conjunto

V = {(x, y) ∈ C : ez − 1 = 0}

es analítico, pues, para cualquier p ∈ C podemos tomar Up = C y fp(z) = ez − 1.

Los ceros de esta función analítica son: z = 2iπn, n ∈ Z y son puntos aislados.

Por lo tanto, el conjunto analítico es V = {. . . 2πi, 4πi, . . .}, ver �gura 2.12
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Figura 2.12: El conjunto analítico V : ez − 1 = 0

.

Ejemplo 2.3.3. Sea P2 el espacio proyectivo, en la variedad M = P2, el conjunto

V =
{
[x0 : x1 : x2] ∈ P2 : x21x2 = x30

}
es analítico, pues las ecuaciones:

V ∩ {x2 = 1} : y2 = x3

V ∩ {x0 = 1} : u2v = 1

V ∩ {x1 = 1} : t = s2

son representaciones locales de x21x2 = x30, esto hace que V sea un conjunto analítico,

donde {x2 = 1}, {x0 = 1} y {x1 = 1} son los conjuntos abiertos a�nes. En la �gura

2.13 se presenta un bosquejo del conjunto analítico V en el espacio proyectivo P2.

Ejemplo 2.3.4. En la variedad M = C2, el conjunto

V =
{
(x, y) ∈ C2 : y2 − x3 = 0

}
es analítico, pues, para cualquier p ∈ C2 se puede tomar Up = C2 y fp(x, y) =

y2 − x3, ver �gura 2.14

Ejemplo 2.3.5. En la variedad M = C2, el conjunto

V =
{
(x, y) ∈ C2 : xy = 0

}
es analítico, pues, ∀p ∈ C2 podemos tomar Up = C2 y Fp(x, y) = xy. El conjunto

V corresponde a los ejes coordenados en C2.

Pero además, observe que:

� Si se considera un punto p = (x, 0) con x ̸= 0 que está sobre el eje x, escogemos

el abierto Up = (C − {0}) × C y fp : Up → C, fp(x, y) = y, de manera que

V ∩ Up : fp = 0, ver �gura 2.15
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Figura 2.13: Bosquejo del conjunto analítico V en P2

.

Figura 2.14: El conjunto analítico V : y2 − x3 = 0

Figura 2.15: El conjunto Up = (C− {0})× C en C2

.

� Si se considera un punto q = (0, y) con y ̸= 0 que está sobre el eje y, escogemos

el abierto Uq = C × (C − {0}) y fq : Uq → C, fq(x, y) = x, de manera que
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Figura 2.16: El conjunto Uq = C× (C− {0}) en C2

.

V ∩ Uq : fq = 0, ver �gura 2.16.

� Si se considera el punto que está en el origen: o = (0, 0), escogemos el abierto

Uo = B(0, r) una bola abierta de centro en el origen y radio r y fo : Uo → C,
fo(x, y) = xy de manera que:V ∩ Uo : fo = 0, ver �gura 2.17

Figura 2.17: El Conjunto analítico V y la bola abierta Uo = B(0, r) en C2

.

Por lo tanto, para cada g ∈ O(Up) tal que g |Up∩V ≡ 0 se tiene que existe

h ∈ O(Up) tal que g = hfp en Up. Esta propiedad no la tiene la función fp,

sin embargo estamos interesados en el tipo de funciones fp que a continuación

de�neremos.

De�nición 2.3.6. Una función de�nidora de V en el punto p, es una función

fp ∈ O(Up) que de�ne V en Up, vecindad de p, tal que para toda gp ∈ O(Up),

gp |Up∩V = 0 existe una función holomorfa hp ∈ O(Up), tal que

gp = hpfp (2.18)

La propiedad de Dominio de Factorización Única (DFU) del anillo de

gérmenes de funciones holomorfas Op en un punto p ∈M garantiza la existencia de

estas funciones de�nidoras en una pequeña vecindad de p, ver Teorema 6 Cap. 1 en

[FH98].

Luego, tenemos un cubrimiento V ⊂
⋃

j Uj y una familia de funciones

de�nidoras fj : Uj → C de este conjunto analítico, tales que:

(i) Existe {Uj}j∈J cubrimiento de V tales que V ∩ Uj : fj = 0, fj ∈ O(Uj).
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(ii) Existen fij ∈ O∗(Uij) (funciones holomorfas no nulas en algún punto de Uij)

tal que fi = fij .fj en Uij = Ui ∩ Uj .

Tenemos entonces que las funciones holomorfas fij : Uij → C∗ = GL(C, 1)
cumplen las condiciones de cociclo:

fii = id

fij .fji = id

fij .fjk.fki = id

(2.19)

Figura 2.18: Cubrimiento {Uj} del conjunto analítico V .

.

Consideramos U∗ = M − V , f∗ = 1 y J∗ = J ∪ {∗}. Así tenemos {Uj}j∈J∗

un cubrimiento abierto de M y las funciones f∗ij = fi/fj ∈ O∗(Uij) , i, j ∈ J∗ que

cumplen las condiciones de cociclo en M . Denotamos por [V ] al �brado de�nido por

el cociclo
{
f∗jk

}
en M .

De�nición 2.3.7. Un conjunto analítico V de una variedad compleja M es

irreducible si para cualquier de los dos conjuntos analítico V1 y V2 de M tal que

V = V1 ∪ V2 se tiene que V1 = ∅ o V2 = ∅. Cuando un conjunto analítico no es

irreducible se llama reducible.

Ejemplo 2.3.8. En el espacio complejo C2, el conjunto analítico

V =
{
(x, y) ∈ C2 : xy = 0

}
es reducible, pues se puede descomponer en dos conjuntos V1 ̸= ∅ y V2 ̸= ∅

V =
{
(x, y) ∈ C2 : xy = 0

}
=
{
(x, y) ∈ C2 : x = 0

}
∪
{
(x, y) ∈ C2 : y = 0

}
V = V1 ∪ V2

siendo V1 : eje y y V2 : eje x que se intersectan en el origen, ver �gura 2.19.
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Figura 2.19: Conjunto analítico V : xy = 0 reducible en C2.

Ejemplo 2.3.9. En el espacio complejo C2, el conjunto analítico

V =
{
(x, y) ∈ C2 : x2 − y2 − x3 = 0

}
globalmente es irreducible en C2. Sin embargo localmente, se puede descomponer

en dos conjuntos analíticos en una vecindad pequeña del origen, por lo tanto el

conjunto V en el origen se torna reducible, ver �gura 2.20.

Figura 2.20: Conjunto analítico V : x2 − y2 − x3 = 0 irreducible en C2.

A continuación recordemos como son las funciones meromorfas en C. Para
ello consideremos una función holomorfa f en B(0, r)−{0}, donde B(0, r) es la bola

abierta en C. La función f se puede escribir de la forma:

f(z) = · · · a−n

zn
+
a−(n−1)

zn−1
+ · · ·+ a−1

z
+ a0 + a1z + a2z

2 + · · ·

es la serie de Laurent. Se tiene, entonces:

(1) Si an = 0, ∀n ∈ Z<0 entonces f se extiende de forma holomorfa al origen.

(2) Si {n ∈ Z<0 : an ̸= 0} in�nito se dice que z = 0 es una singularidad esencial de

f .
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(3) Si {n ∈ Z<0 : an ̸= 0} �nito digamos:

f(z) =
a−n

zn
+
a−(n−1)

zn−1
+ · · ·+ a−1

z
+ a0 + a1z + a2z

2 + · · · , a−n ̸= 0

=
a−n + a−(n−1)z + · · ·+ a−1z

n−1 + a0z
n + a1z

n+1 + a2z
n+2 + · · ·

zn

f(z) =
g(z)

h(z)
, h ̸≡ 0 en el disco D(O, r)

es el cociente de dos funciones holomorfas g(z) y h(z), en este caso decimos que f

es meromorfa con un polo en el origen de orden n. Los ceros de f son los ceros de

g, los polos de f son los polos de h.

Se puede extender la función f a la esfera de Riemann C (variedad compleja

de dim C = 1) con estructura compleja

f : B(0, r)
holomorfa−−−−−−−→ C = C ∪ {∞}

z −→

{
f(z), z ̸= 0

∞, z = 0

Se observa, que toda función meromorfa induce una función holomorfa,

asignándole a los polos, ∞ (in�nito). Es decir, una función meromorfa y holomorfa

en variedades se pueden estudiar como uno solo. A diferencia de la singularidad

esencial no hay forma como hacerlo holomorfa, por mucho que se le asigne in�nito.

En general, una función f ∈ O(D−A), donde D ⊂ C es un dominio y A ⊂ D

conjunto discreto cerrado, es llamada meromorfa en D si todo a ∈ A es un polo

para f . Si f es meromorfa, entonces f ∈ M (D), donde M (D) es el cuerpo cociente

del dominio O(D).

De�nición 2.3.10. Sean M una variedad compleja y Mp el cuerpo cociente del

anillo Op. Una aplicación

f : M 99K M =
⋃

p∈M

Mp
1

p 7→ fp ∈ Mp

es meromorfa si ∀p ∈ M existen gp, hp ∈ Op, hp ̸= 0 y sin factores comunes tal

que

fp =
gp
hp

(2.20)

esto es, existe Vp ⊂M vecindad de p tal que f, g, h ∈ O(Vp) y f =
g

h
en Vp.

Es decir, una función meromorfa f es una familia {fi} tal que existe un

cubrimiento M =
⋃
i

Vi y dos colecciones de funciones holomorfas gi, hi : Ui → C

relativamente primos tal que fi =
gi
hi
.

De�nición 2.3.11. SeanM una variedad, V ⊂M un conjunto analítico irreducible

y p ∈ V , de�nimos el orden ordV,pf de f en p como el mayor entero n ∈ Z tal que

fp = upv
n
p en Op (2.21)

1indicamos por la �echa punteada para indicar que está función no está de�nida en todo M
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Figura 2.21: Vp vecindad de p contenida en la variedad M .

donde vp es la función de�nidora de V en p, fp germen de f en p y up ∈ O∗
p.

Ejemplo 2.3.12. Consideremos la función f : C2 → C holomorfa de�nida por:

f(x, y) = x2y3(1 + x+ y + xy)

y el conjunto analítico V : xy = 0. Analicemos el orden de f en cada punto de V .

� Si p ∈ eje X − {O} entonces:

fp = x2(1 + x+ y + xy)︸ ︷︷ ︸
up

y3︸︷︷︸
v3
p

ordV,pf = 3 orden de f en p

vp = y función de�nidora

� Si q ∈ eje Y − {O} entonces:

fq = y3(1 + x+ y + xy)︸ ︷︷ ︸
uq

x2︸︷︷︸
v2
q

ordV,qf = 2 orden de f en q

vq = x función de�nidora

� Si O = (0, 0) (origen de coordenadas), entonces

fo = y(1 + x+ y + xy)︸ ︷︷ ︸
uo

(xy)2︸ ︷︷ ︸
v2
o

ordV,of = 2 orden de f en o

vo = xy función de�nidora

De�nición 2.3.13. Sea M una variedad compleja, un divisor en M es una suma

formal �nita

D =
∑
j

njVj (2.22)

donde nj ∈ Z y Vj ⊂M son conjuntos analíticos de codimensión uno irreducibles.

Denotamos por Div(M) al conjunto de todos los divisores sobre M , grupo libre
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Figura 2.22: Las funciones de�nidoras vp, vq y vo de f , en p, q y o.

generado por los conjuntos analíticos de codimensión 1 irreducibles:

Si D1, D2 ∈ Div(M)

D1 =
∑

njVj

D2 =
∑

mjVj

de�nimos

D1 +D2 :=
∑

(nj +mj)Vj (2.23)

Un divisor D es llamado efectivo si nj > 0, ∀j.

Veremos que esencialmente este grupo libre generado por los conjuntos

analíticos está identi�cado con los �brados lineales.

Para asociarle un �brado lineal a un divisor D =
∑

j njVj , consideremos su

soporte, se de�ne como la unión de conjuntos analíticos

|D| =
⋃

nj ̸=0

Vj (2.24)

es decir dado un divisor le podemos asociar un �brado lineal y recíprocamente.

Ahora, podemos considerar las funciones que de�nen el cociclo de D:

(i) Si p ∈ |D|, existe k = k(p) ∈ N tal que p ∈
k⋂

i=1

Vji , y Uji ⊂ M son abiertos

donde Vji |Uji
: fji = 0 (fji es la función de�nidora de Vji), tomemos

fp =
k∏

i=1

(fji)
nji de�nido en Up =

k⋂
i=1

Uji

(ii) Si p /∈ |D|, tomemos

fp = 1 en Up =M − |D| .
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Consideremos J =M , para i, j ∈ J de�nimos

fij =
fi
fj

en O
∗
(Uij) (2.25)

las cuales cumplen las condiciones de cociclo
fii = 1 en Ui

fij .fji = 1 en Uij

fij .fjk.fki = 1 en Uijk

(2.26)

y por tanto de�nen un �brado lineal [D].

Figura 2.23: El punto p ∈ (V2 ∩ V5)

Ejemplo 2.3.14. Sea el divisor D = 2.i − 5.
√
2 + 9.e2πi ∈ Div(C), entonces los

conjuntos analíticos están de�nidos como:

V1 :f1(z) = 0 donde f1(z) = (z − i) función de�nidora

V2 :f2(z) = 0 donde f2(z) = (z −
√
2) función de�nidora

V3 :f3(z) = 0 donde f3(z) = (z − e2πi) función de�nidora

Localmente las funciones f1, f2, f3 de�nen la función meromorfa

f(z) =
f21 f

9
3

f52
,

los ceros de f son los puntos i y e2πi y el polo de f es el punto
√
2. La familia de

funciones fij : 
f12 =

f1
f2

f23 =
f2
f3

f13 =
f1
f3

cumplen las condiciones de cociclo y por tanto de�nen un �brado lineal [D].
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De�nición 2.3.15. En el espacio proyectivo Pn, un divisor es una suma formal

�nita

D =
∑
j

njVj

donde Vj : fj = 0, donde los fj ∈ C[X0, . . . , Xn] son polinomios homogéneos

irreducibles y los coe�cientes nj son números enteros.

Ejemplo 2.3.16. En el espacio proyectivo P2 tenemos el divisor:

D = 2.V1 − 3.V2

y los conjuntos analíticos:

V1 : ZY 2 −X3 = 0

V2 : ZY −X2 = 0

En los abiertos a�nes U0, U1 y U2 de P2, se de�nen localmente funciones meroformas:

U0: Z = 1

V1 |U0
: y2 − x3 = 0

V2 |U0
: y − x2 = 0

}
=⇒ f0 =

(y2 − x3)2

(y − x2)3

U1: Y = 1

V1 |U1 : z − x3 = 0

V2 |U1 : z − x2 = 0

}
=⇒ f1 =

(z − x3)2

(z − x2)3

U2: X = 1

V1 |U2
: zy2 − 1 = 0

V2 |U2
: zy − 1 = 0

}
=⇒ f2 =

(zy2 − 1)2

(zy − 1)3

Las funciones f0, f1 y f2 son determinadas por el divisor, además, son

representaciones locales de la función meromorfa f(X,Y, Z), entonces

f(X,Y, Z) =
(ZY 2 −X3)2

(ZY −X2)3

La familia de funciones

fij =
fi
fj

∈ O∗(Uij), i, j = 0, 1, 2

satisfacen las condiciones de cociclo. Por lo tanto determinan un �brado lineal [D].

Ejemplo 2.3.17. El hiperplano del in�nito H∞ ⊂ Pn, donde

H∞ = {[x0 : . . . : xn]/x0 = 0}

es un divisor en Pn, son los ceros de una función que es un polinomio homogéneo de

grado 1, este divisor tiene asociado un �brado O(1) cuyas funciones de transición

son gij .

De�nición 2.3.18 (Divisor de una función meromorfa). Sea f : M 99K C una

función meromorfa sobre M , de�nimos el divisor de f como

(f) =
∑

ordV,pf.V (2.27)
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Figura 2.24: Localmente, z = 1, V1 : y2 = x3 y V2 : y = x2

.

Podemos descomponer este divisor como suma de dos divisores:

(f)0 =
∑
p∈M

ordV,pf≥0

ordV,pf.V el divisor de ceros

(f)∞ =
∑
p∈M

ordV,pf<0

ordV,pf.V el divisor de polos

del divisor de f

(f) = (f)0 − (f)∞ (2.28)

Ejemplo 2.3.19. (1) Sean el plano complejo C y la función meromorfa

f(z) =
p(z)

q(z)
=

(z − z1)
n1 . . . (z − zl)

nl

(z − w1)m1 . . . (z − ws)ms

donde wj /∈ {z1, . . . , zl} , ∀j.
El divisor de f está dado por

(f) = n1.z1 + · · ·+ nl.zn︸ ︷︷ ︸
(f)0

− (m1.w1 + · · ·+ms.ws)︸ ︷︷ ︸
(f)∞
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(2) Sobre el plano proyectivo P2 de�nimos la función meromorfa

f : P2 99K C

[x0 : x1, x2] 7→ (x0 + x1)
9x32

(x0 − x1)5x70

[tx0 : tx1 : tx2] 7→ (tx0 + tx1)
9(tx2)

3

(tx0 − tx1)5(tx0)7
=

(x0 + x1)
9x32

(x0 − x1)5x70

Figura 2.25: Conjuntos analíticos: V1 : x+y = 0, V2 : x2 = 0 , V3 : x = y y V4 : x = 0

.

Si consideramos x2 ̸= 0

[x0 : x1 : x2] =
[x0
x2

:
x1
x2

: 1
]

=[x : y : 1]

entonces, se tiene la representación local de f en las coordenadas (x, y):

P2 f
99K C

[x : y : 1] // (x+ y)9

(x− y)5x7

(x, y) ∈ C2

OO
99

Por lo tanto el divisor de la función meromorfa f está dado por:

(f) = (9V1 + 3V2)︸ ︷︷ ︸
(f)0

− (5V3 + 7V4)︸ ︷︷ ︸
(f)∞

2.4 Relaciones de divisores con �brados lineales

Proposición 2.4.1. Sea D un divisor sobre una variedad compleja M entonces [D]

es trivial si y sólo si existe una función meromorfa f tal que D = (f).
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Prueba. Su�ciencia: Por hipótesis, existe una función f : M 99K C meromorfa tal

que D = (f) = (f)0− (f)∞ y es localmente el cociente de dos funciones holomorfas,

esto es, existe un cubrimiento de M =
⋃
i∈I

Vi y gi, hi : Vi → C funciones holomorfas

tal que:

f |Vi=
gi
hi

Así, el divisor (f)0 es de�nido localmente por gi y (f)∞ es de�nido localmente por

hi:

(f)0 ∩ Vi = {gi = 0}

(f)∞ ∩ Vi = {hi = 0}

Luego, como (f) = (f)0 − (f)∞, las funciones de transición de [D] = [(f)]:

lij =

gi
hi
gj
hj

=
f

f
= 1

esto es, el �brado [(f)] es trivial.

Necesaria: Por hipótesis, [D] es un �brado trivial. Sean lij : Vij → C∗ las

funciones de transición de [D].

Como [D] es trivial, entonces existe un isomor�smo de [D] con el �brado trivial

M × C →M , luego existen ai : Vi → C∗ = C− {0} funciones holomorfas tal que:

aj · 1 = lij ai en Vij , (2.29)

donde 1 es la función de transición del �brado trivial

Por otro lado, si D |Vi
: gi = 0, entonces las funciones de transición de D están

de�nidas como

lij =
gj
gi

en Vij (2.30)

donde los gi son funciones meromorfas que de�nen localmente D.

De (2.29) y (2.30) tenemos

aj
ai

= lij =
gj
gi

en Vij

esto es
gi
ai

=
gj
aj

en Vij (2.31)

Así tenemos una función meromorfa f :M 99K C de�nida localmente

f |Vi
=
gi
ai

que estará bien de�nida (2.31). Además, como los ceros y polos de f coinciden con

los ceros y polos de gi (ai no se anulan en ningún punto) tenemos que D = (f).

De�nición 2.4.2. Dos divisores D1, D2 ∈ Div(M) son linealmente equivalentes

si existe una función meromorfa f :M 99K C tal que D1 −D2 = (f).
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Así tenemos una relación de equivalencia, D1, D2 ∈ Div(M).

D1 ∼ D2 ⇐⇒ D1 y D2 son linealmente equivalentes

Sea M y FL(M) el conjunto de todos los �brados lineales sobre M . En FL(M) se

tiene la relación de equivalencia F,E ∈ FL(M)

F ∼ E ⇐⇒ ∃ φ : E → F

un isomor�smo de �brados. Denotamos Pic(M) =
FL(M)

∼
el espacio de las clases

de isomor�smos de �brados lineales de M llamado grupo de Picard.

Por la proposición anterior, dos divisores linealmente equivalentes de�nen el mismo

�brado. Por lo tanto, se tiene el siguiente resultado:

Proposición 2.4.3. Sean M una variedad y Pic(M) el grupo de Picard. La

aplicación

ϕ :
Div(M)

linealmente equivalentes
→ Pic(M)

D 7→ [D]

es inyectiva.

Prueba. Sean D1, D2 ∈ Div(M) tales que ϕ(D1) = ϕ(D2), entonces [D1] = [D2] y

así [D1] es isomorfo a [D2]. Entonces D1−D2 = (f) para alguna función holomorfa

f :M 99K C.
Por lo tanto, D1 = D2

De�nición 2.4.4. SeanM una variedad, L un �brado. Una sección meromorfa de L

es una aplicación s :M 99K L tal que para toda carta trivializadora Fj : Vj×C → L

de L entonces s |Vj(p)= Fj(p, sj(p)) con sj : Vj → C meromorfa.

Observación 2.4.5. Sea V un conjunto analítico irreducible , si si = gijsj en Vij ,

entonces, ordV sj = ordV si. Luego, no existe ambigüedad en de�nir el orden ordV s

de s en Vi ∩ V como ordV si cualquiera que sea i. Así, de�nimos el divisor de la

sección meromorfa como:

(s) =
∑
V

ordV s.V, (2.32)

la suma está variando sobre todos los conjuntos irreducibles de M (compacta).

Además, por construcción [(s)] y L son isomorfos y es efectivo si s es una sección

holomorfa (ya que, ordV si ≥ 0).

Proposición 2.4.6. Si todo �brado lineal tiene una sección meromorfa no trivial

entonces la aplicación de�nida en la Proposición 2.4.3 es un isomor�smo. Si un

�brado lineal tiene una sección holomorfa no trivial entonces este �brado es asociado

con un divisor efectivo.

Prueba. Para demostrar que la aplicación dada en la proposición es un isomor�smo

basta que esta aplicación sea sobreyectiva, esto es, existe un divisor D tal que [D]

equivale a L. Como vimos en la observación 2.4.5 este divisor es dado por el divisor

de la sección meromorfa (el cual existe por hipótesis).
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Recíprocamente, si existe un divisor D tal que L ≡ [D] entonces por la

construcción hecha a partir de la de�nición 2.3.13 existen abiertos Vi y funciones

meromorfas sj : Vj 99K C tal que D |Vj
: sj = 0 y satisfacen la relación si = gijsj

en Vij .Por lo tanto, esta relación determina una sección meromorfa de L en M , Ver

sección 2.2.

2.5 Operaciones con �brados vectoriales

Sean M una variedad, E y F �brados vectoriales. Considere π1 : E → M y

π2 : F → M , proyección de E sobre la variedad M y proyección de F sobre M .

Sean

fij : Uij → GL(n,C) transición de π1

gij : Uij → GL(m,C) transición de π2

2.5.1 E ⊕ F, suma de �brados

Sea la aplicación π : E⊕F →M . Se busca construir un �brado π cuyas �bras sean

π−1
1 (p)⊕ π−1

2 (p), esto es, π−1(p) = π−1
1 (p)⊕ π−1

2 (p).

Para ello considere la familia de aplicaciones

hij = fij ⊕ gij : Uij → GL(n+m,C)
p 7→ fij(p)⊕ gij(p)

donde fij(p)⊕ gij(p) tiene matriz asociada(
fij(p) 0

0 gij(p)

)

De la de�nición de hij se tiene que ellos cumplen las condiciones de cociclo, puesto

que fij y gij cumplen estas condiciones. Por lo tanto hij determinan un �brado

π : E ⊕ F →M .

2.5.2 E∗, el dual de un �brado vectorial E

Sean la variedad M , las aplicaciones π : E → M y π̃ : (E)∗ → M tal que

π−1(p) = (π̃−1(p))∗

Sean V y W espacios vectoriales y f : V → W Sean V y W espacio vectoriales

y f : V → W C -lineal, f induce una aplicación C- lineal entre los duales

V ∗ = L(V,C) y W ∗ = L(W,C) de�nida como

f∗ : W ∗ → V ∗

L 7→ L ◦ f

Consideremos {v1, . . . , vn} , {w1, . . . , wm} bases de V yW , f(vi) =
∑
j

fijwj , donde

(fij) es la matriz correspondiente a f . Sean {T1, . . . , Tn} y {L1, . . . , Lm} bases
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duales, de las bases dadas, de V ∗ y W ∗, esto es, Ti(Vj) = δij , Li(wj) = δij . Luego

f∗(Li)(vj) = Li(f(vj)) = Li(
∑
l

fjlwl) = fji

Por lo tanto, la matriz f∗ es:

(f∗) = (f)T (2.33)

Se quiere construir un �brado cuya �bra sea π−1
1 (p)∗, para tal �n consideremos la

unión disjunta E∗ =
⋃

p∈M

(π̃−1(p))∗ y la proyección π : E∗ → M de�nida como

π(v) = p si v ∈ (π̃−1(p))∗.

Sea Fi : Ui ×Cn → π̃−1(Ui) una trivialización de E y a partir de ella construyamos

las parametrizaciones de E∗,

F ∗
i : Ui × (Cn) → π−1(Ui)

(p, T ) 7→ T ◦ (Fi |π̃−1(p))
−1

entonces en Uij , el cambio de coordenadas es determinada por las composiciones

Uij × (Cn)∗
F∗

i−−→ π̃−1(Uij)
(F∗

j )−1

−−−−−→ Uij × (Cn)∗

(p, T ) 7−→ T ◦ (Fi |π̃−1(p))
−1 7→ (p, (f−1

ij )∗(T ))

Luego de 2.33, tenemos que los cociclos correspondientes a E∗ son

(f−1
ji )∗ : Uij → GL(n,C)

p 7→
[
(fji(p))

−1
]T

esto es, (F ∗
j )

−1 ◦ (F ∗
i )(p, v) = (p,

[
(fji(p))

−1
]T
.v).

2.5.3 E ⊗ F, producto tensorial de �brados

Se busca contruir un �brado cuyas �bras son π−1
1 (p)⊗ π−1

2 (p), p ∈M , para ello se

considera la unión disjunta E ⊗ F =
⋃

p∈M

π−1
1 (p)⊗ π−1

2 (p), y la aplicación

π : E ⊗ F → M

v ⊗ w 7→ π(v ⊗ w) = p

donde v ∈ π−1
1 (p), w ∈ π−1

2 (p).

Si Fi : Ui ×Cn → π−1
1 (Ui) y Gi : Ui ×Cm → π−1

2 (Ui) son trivializaciones de E y F

respectivamente, de�nimos

Hi : Ui × Cn ⊗ Cm → π−1(Ui)

(p,
∑
a,b

αabea ⊗ e′b) 7→
∑
a,b

αabFi(p, ea)⊗Gi(p, e
′
b) ∈ π−1

1 (p)⊗ π−1
2 (p)

donde e1, . . . , en es una base de Cn, ea ∈ π−1
1 (p) y e′1, . . . , e

′
m es una base de Cm,

e′b ∈ π−1
2 (p).
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Luego, el cambio de coordenadas

H−1
j ◦Hi

(
p,
∑
a,b

αabea ⊗ e′b

)
=
(
p, (fij ⊗ gij)(p)(

∑
a,b

αabea ⊗ e′b)
)
.

Así, hij(p) = fij(p)⊗ gij(p), p ∈ Uij . Además,

hij(p)(ea ⊗ e′b) = fij(p)(ea)⊗ gij(p)(e
′
b)

= (
n∑

r=1

f ijraer)⊗ (
m∑
s=1

gijsbe
′
s)

=
∑
r,s

f ijrag
ij
sber ⊗ e′s

donde (f ijra) y (f ijsb) son las representaciones matriciales de fij y gij respectivamente,

luego
hij = fij ⊗ gij : Uij → GL(nm,C)

p 7→ (f ijra(p) g
ij
sb(p))a,r=1,...,n

s,b=1,...,m

2.5.4 ΛkE, producto exterior del �brado E.

En este caso, se busca construir un �brado cuyas �bras sean Λkπ−1
1 (p). Para ello

consideremos la unión disjunta

ΛkE =
⋃
p∈M

Λkπ−1
1 (p)

y la aplicación de�nida como

π : ΛkE → M

u1 ∧ . . . ∧ uk 7→ π(u1 ∧ . . . ∧ uk) = p, ui ∈ π−1
1 (p)

Si Fi : U × Cn → π−1
1 (p) es trivialización de E, de�namos

Hi : Ui × ΛkRn → π−1(Ui)(
p,

∑
a1,...,ak

αa1...ak
ea1

∧ . . . ∧ eak

)
7→

∑
a1,...,ak

αa1...ak
Fi(p, ea1

) ∧ . . . ∧ Fi(p, eak
)

donde e1, . . . , en es una base de Cn. Por lo tanto en la intersección Uij tenemos:

H−1
j ◦Hi(p, v) = (p, hji(p)(v))

con
hij = fij ∧ . . . ∧ fij : Uij → GL(

(
n
k

)
× (
(
n
k

)
,C)

p 7→ (det(f ijarbs
(p))r,s=1,...,k)a1<...ak

b1<...bk

donde (f ijarbs
(p))r,s=1,...,k) es la submatriz k × k de fji(p) = (f ijab(p)).
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2.6 Sub�brados y �brados cocientes

Sean M una variedad y π : E →M un �brado vectorial de rango m.

De�nición 2.6.1. Un sub�brado F de E es una subvariedad de E tal que

π1 = π |F : F →M es un �brado de rango n < m y las �bras π−1
1 (p) son subespacios

vectoriales de π−1(p).

Sean U ′
i un abierto y p ∈ M , p ∈ U ′

i ⊂ M tal que F y E se trivializan sobre

U ′
i . Consideremos (s1, . . . , sn) un referencial de F en U ′

i :

(s1(q), . . . , sn(q)) base de π−1
1 (q), ∀q ∈ U ′

i

y Fi : U
′
i × Cm → π−1(Ui) una trivialización de E.

Como F es una sub�brado de E, se tiene que s1, . . . , sn son secciones de E, tal que

s1(q), . . . , sn(q) ∈ Eq = π−1(q) son linealmente independientes ∀q ∈ U ′
i .

Completamos la base

s1(p), . . . , sn(p), s
′
n+1, . . . , s

′
m de Ep

Como los s′a ∈ Ep entonces existen vectores wa ∈ Cm tales que

Fi(p, wa) = s′a, a = n+ 1, . . .m.

Extendemos s′n+1, . . . , s
′
m como:

sn+1, . . . , sm : U ′
i → E

q 7→ Fi(q, wa).

Existe una vecindad Ui ⊂ U ′
i tal que sn+1, . . . , sm siguen siendo linealmente

independientes y por lo tanto s1, . . . , sn, sn+1, . . . , sm forman un referencial de E

en Ui.

Luego podemos considerar una base (w1, . . . , wm) de Cm tal que (w1, . . . , wn) es

una base de Cn y

si1(q) = Fi(q, w1), . . . , s
i
n(q) = Fi(q, wn)

es un referencial de F . Entonces

Gi : Ui × Cn → π−1
1 (Ui)

(q, v) 7→ v1s
i
1(q) + · · ·+ vns

i
n(q),

es una trivialización de F , donde v = (v1, . . . , vn).

Análogamente, escribimos Fi en término de su referencial, esto es:

Fi : Ui × Cm → π−1(Ui)

(q, v) 7→ v1s
i
1(q) + · · ·+ vms

i
m(q),

donde v = (v1, . . . , vm).

Como

sja(q) = gji11s
i
1(q) + · · ·+ gji1ns

i
n(q) + 0sin+1(q) + · · ·+ 0sim(q), (2.34)
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donde q ∈ Ui ∩ Uj , a = 1, . . . , n. Por lo tanto

Fj(q, wa) = Fi(q, g
ji
11w1 + · · ·+ gji1nwn + 0wn+1 + · · ·+ 0wm)

Luego

(q, fij(q)wa) = F−1
i Fj(q, wa) = (q, gji11w1 + · · ·+ gji1nwn + 0wn+1 + · · ·+ 0wm)

Para a = n + 1, . . . ,m no necesariamente tenemos ceros como coe�ciente de

sjn+1(q), . . . , s
j
m(q)

Así
F−1
i ◦ Fj : Uij × Cm → Uij × Cm

(p, v) 7→ (p, fij(p).v)

G−1
i ◦Gj : Uij × Cm → Uij × Cm

(p, v) 7→ (p, gij(p).v)

son los cambios de coordenadas de las trivializaciones de E y F respectivamente.

Matricialmente se relacionan como:

fij =

(
(gjiab) 0

(ljkab) (hjiab)

)
=

(
gij 0

lij hij

)
(2.35)

donde (gjiab) matriz de orden n× n, (ljiab) matriz de orden (m− n)× n, (hjiab) matriz

de orden (m− n)× (m− n) y la matriz cero de orden n× (m− n).

2.6.1 Secuencia de Euler

La secuencia de Euler, es una secuencia exacta natural

0 −→ OPn(0)
i−−→ OPn(1)⊕(n+1) ξ−−→ T ′Pn −→ 0 (2.36)

donde OPn(0) = Pn × C es el �brado trivial de rango 1, OPn(1) es el �brado de

hiperplanos, OPn(1)⊕(n+1) = OPn(1) ⊕ . . . ⊕ OPn(1) (suma de n + 1 veces) y T ′Pn

es el �brado tangente holomorfo al espacio proyectivo.

Explicaremos ahora, la secuencia de Euler:

(a) ξ es sobreyectiva.

En efecto

Sea la aplicación cociente π : Cn+1 − {0} → Pn, sean Z0, . . . , Zn coordenadas

homogéneas en Cn+1 y
Z0

Zi
, . . . , 1̂, . . . ,

Zn

Zi

coordenadas a�nes correspondientes en Pn.

Si fi(p), i = 0, . . . , n es un polinomio homogéneo de grado 1 en Cn+1 tenemos

π∗

(
f0(p)

∂

∂Z0
+ · · ·+ fn(p)

∂

∂Zn

)
= π∗

(
f0(λp)

∂

∂Z0
+ · · ·+ fn(λp)

∂

∂Zn

)
para cualquier p ∈ Cn+1, λ ∈ C. Luego el campo vectorial

f0(p)
∂

∂Z0
+ · · ·+ fn(p)

∂

∂Zn
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desciende a Pn mediante el campo

π∗

(
f0

∂

∂Z0
+ · · ·+ fn

∂

∂Zn

)
.

Así tenemos el diagrama:

Cn+1 − {0}

π

��

f0(p)
∂

∂Z0
+ · · ·+ fn(p)

∂

∂Zn

��

Pn π∗

(
f0(p)

∂

∂Z0
+ · · ·+ fn(p)

∂

∂Zn

)

Por otro lado, el espacio tangente T ′Pn a Pn en un punto π(p) está generado

por los vectores {
π∗

∂

∂Zi

}
i=0,...,n

con la única relación

cZ0
∂

∂Z0
+ · · ·+ cZn

∂

∂Zn
= 0,

donde c ∈ OPn(0) = Pn × C.
Ahora, la �bra de OPn(1) sobre un punto π(p) ∈ Pn corresponde a polinomios

f(Z0, . . . , Zn) homogéneos de grado 1. Consideramos

Zi f

Z0

Zi
, . . . , 1, . . . ,

Zn

Zi
i−ésimo


︸ ︷︷ ︸

fi

= f (Z0, . . . , Zn) = Zj f

Z0

Zj
, . . . , 1, . . . ,

Zn

Zj
j−ésimo


︸ ︷︷ ︸

fj

fi =
Zj

Zi
fj (2.37)

Como
Zj

Zi
es la función de transición del �brado OPn(1), entonces f es una

sección de este �brado. Por lo tanto la ecuación 2.37 es la relación entre la

sección fi y la función de transición
Zj

Zi
localmente.

Además, la �bra del haz de rectas del hiperplano OPn(1) sobre un punto π(p)

corresponde a funcionales lineales en la recta C {p} ⊂ Cn+1, entonces se de�ne

la aplicación

OPn(1)⊕(n+1) ξ−−→ T ′Pn

(f0, . . . , fn) 7−→ ξ(f0, . . . , fn) = π∗

(
f0(p)

∂

∂Z0
+ · · ·+ fn(p)

∂

∂Zn

)
estableciendo, para (f0, . . . , fn) una sección de OPn(1)⊕(n+1).

Por lo tanto, el mor�smo ξ es sobreyectivo.
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(b) i es inyectiva.

En efecto

Sea c ∈ OPn(0), de�nimos la aplicación i como:

OPn(0)
i−−→ OPn(1)⊕(n+1)

c 7−→ i(c) = (cZ0, . . . , cZn)

Suponga que c ∈ Ker(i), luego i(c) = (cZ0, . . . , cZn) = (0, . . . , 0). Entonces

cZ0 = 0, . . . , cZn = 0. Como Z0, . . . , Zn ∈ Cn+1−{0}, existe algún Zi ̸= 0, i =

0, . . . , n, esto implica que c = 0. Por lo tanto la aplicación i es inyectiva.

(c) La secuencia de Euler es exacta.

Para probar que la secuencia de Euler es exacta, se debe demostrar que

Im(i) = Ker(ξ), para ello, veri�caremos dos casos:

(I) Im(i) ⊂ Ker(ξ).

Es su�ciente demostrar que ξ ◦ i = 0.

En efecto Sea la secuencia de �brados

OPn(0)
i−−→ OPn(1)⊕(n+1) ξ−−→ T ′Pn

c 7−→ i(c) = (cZ0, . . . , cZn) 7−→ π∗

(
cZ0

∂

∂Z0
+ · · ·+ cZn

∂

∂Zn

)
Sean la aplicación cociente π : Cn+1 − {0} −→ Pn, el abierto coordenado

U0 = {Z0 ̸= 0}, con [Z0 : . . . : Zn] =

[
1 :

Z1

Z0
: . . . :

Zn

Z0

]
, las coordenadas de

Pn en esa carta local y el campo vectorial E = (cZ0, . . . , cZn). Entonces del

diagrama conmutativo

E = (cZ0, . . . , cZn) ∈ Cn+1 − {0}

φ−1◦π
��

π //
[
1 :

Z1

Z0
, . . . ,

Zn

Z0

]
∈ Pn

(
Z1

Z0
, . . . ,

Zn

Z0

)
φ

55

se tiene: (
φ−1 ◦ π

)
(cZ0, . . . , cZn) =

(
cZ1

Z0
, . . . ,

cZn

Z0

)
y

(φ−1 ◦ π)∗E =
[
D(φ−1 ◦ π)

]
E

=



−cZ1

Z2
0

c

Z0
0 . . . 0

−cZ2

Z2
0

0
c

Z0
. . . 0

...
...

. . .
...

−cZn

Z2
0

0 0 . . .
c

Z0


n×(n+1)



cZ0

cZ1

...

cZi

...

cZn


(n+1)×1

=



0

0
...

0
...

0


Entonces ξ ◦ i = 0. Por lo tanto Im(i) ⊂ Ker(ξ).
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(II) Ker(ξ) ⊂ Im(i)

En efecto

Si (f0, . . . , fn) ∈ Ker(ξ) entonces

0 = ξ(f0, . . . , fn) = π∗

(
f0

∂

∂Z0
+ · · ·+ fn

∂

∂Zn

)
= 0

Por otro lado tenemos

π∗

(
f0

∂

∂Z0
+ · · ·+ fn

∂

∂Zn

)
= 0



−Z1

Z2
0

1

Z0
0 . . . 0

−Z2

Z2
0

0
1

Z0
. . . 0

...
...

. . .
...

Zn

Z2
0

0 0 . . .
1

Z0





f0

f1
...

fi
...

fn


=



0

0
...

0
...

0


(2.38)

Resolviendo 2.38 se obtiene:

−Z1

Z2
0

f0 +
1

Z0
f1 = 0 =⇒Z1f0 = Z0f1

−Z2

Z2
0

f0 +
1

Z0
f2 = 0 =⇒Z2f0 = Z0f2

... =⇒
...

−Zn

Z2
0

f0 +
1

Z0
fn = 0 =⇒Znf0 = Z0fn

Luego, como Z0 ̸= 0 se tiene

[f0 : f1 : . . . : fn] = [Z0 : Z1 : . . . : Zn]

= [cZ0 : cZ1 : . . . : cZn] , ∀c ̸= 0

es decir

f0
∂

∂Z1
+ · · ·+ fn

∂

∂Zn
= cZ0

∂

∂Z1
+ · · ·+ cZn

∂

∂Zn

Entonces (f0, . . . , fn) = (cZ0, . . . , cZn) ∈ Im(i). Por lo tanto (f0, . . . , fn) ∈
Im(i).

En consecuencia, se tiene que la secuencia de Euler es exacta.

Se observa en la �gura 2.26 que, las órbitas del campo E en Cn+1 son rectas

que pasan por el origen 0. En el �brado Cn+1 − {0} las órbitas del campo E

son rectas separadas que no tienen ningún punto en común. Cuando el campo

E se proyecta en TpPn plano tangente del proyectivo Pn se va proyectar en el

vector nulo. Es decir, el campo E = cZ0
∂

∂Z0
+ · · · + cZn

∂

∂Zn
en Cn+1 − {0} no

es nulo, sin embargo cuando se proyecta en el plano tangente de Pn el campo

π∗E = π∗

(
cZ0

∂

∂Z0
+ · · ·+ cZn

∂

∂Zn

)
= 0
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Figura 2.26: Órbitas del campo E en Cn+1 − {0} y la proyección de E en el plano

tangente TpPn.

2.7 Fibrados asociados a una foliación

Sea F una foliación holomorfa singular de dimensión 1 en una variedad compleja

M , generada localmente por campos vectoriales holomorfos Xi, i ∈ I, ver [MS01]

proposición 6.1.4.

Así tenemos un cubrimiento U = {Ui}i∈I abierto de M tal que, para cada

i ∈ I, F |Ui
es inducida por un campo vectorial holomorfo Xi, es decir

F |Ui : Xi : Ui −→ TM

en este caso el conjunto singular Sing(F ) localmente está de�nido como

Sing(F ) |Ui
: Xi = 0

Si Uij = Ui ∩ Uj ̸= ∅, entonces existe fij ∈ O∗(Uij) tal que

Xi = fijXj , en Uij . (2.39)

El cociclo (fij) induce un �brado lineal holomorfo TF ∗ enM , llamado �brado

cotangente de F . Su dual TF = (TF ∗)∗ se llama �brado tangente a F .

Consideremos que TM y TF ∗ se trivialicen en Ui, i ∈ I.

Ui

F−1
i ◦Xi

��

Xi // TMUi

Ui × Cn

Fi

99

Del diagrama conmutativo se tiene(
F−1
i ◦Xi

)
(p) = (p, si(p)),

entonces Xi(p) = Fi(p, si(p)).
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De la ecuación 2.39 se tiene:

Fi(p, si(p)) = fijFj(p, sj(p))

(p, si(p)) = F−1
i (Fj (p, fij(p)sj(p)))

=
(
F−1
i ◦ Fj

)
(p, fij(p)sj(p))

(p, si(p)) = (p, gij(p)fij(p)sj(p))

donde (gij) es el cociclo de TM . Luego si = gijfijsj . Entonces si determina una

sección α del �brado TM ⊗ TF ∗. Por lo tanto, α ∈ H0 (M,TM ⊗ TF ∗).

Proposición 2.7.1. Sean M una variedad compleja, TM �brado tangente de la

variedad M . Existe una aplicación de �brados f : TF −→ TM tal que:

(a) Para todo p ∈ M \ Sing(F ), f |(TF )p es inyectiva y f((TF )p) es una recta

tangente a la foliación F en p.

(b) p ∈ Sing(F ) si y solamente si f |(TF )p≡ 0

Además, si f̃ : TF −→ TM es otra aplicación de �brados que satisface (a), entonces

existe h ∈ O∗(M) tal que f̃ = hf . En particular, f̃ también satisface (b).

Prueba. Consideremos las notaciones dadas previamente. Sea I0 ⊂ I el conjunto de

todos los índices i0 ∈ I tales que Ui0∩Sing(F ) ̸= ∅. De�nimos Vi0 = Ui0 \Sing(F ),

i0 ∈ I0 y Vi = Ui, i ∈ I \ I0. {Vi}i∈I es un cubrimiento abierto de M \ Sing(F ).

Para cada i ∈ I, se toma una trivialización local

Vi × C ∼= TF |Vi

de�nida

fi(p, t) = tXi(p). (2.40)

Las trivializaciones locales (2.40) son compatibles por el cociclo (f−1
ij ), donde

Xi = fijXj si Vij ̸= ∅, en una aplicación de �brados f : TF |M\Sing(F) −→ TM .

por el segundo teorema de la singularidad removible de Riemann (1.3.4) f admite

una extensión f : TF −→ TM . Puesto que p ∈ M \ Sing(F ), se tiene Xi(p) ̸= 0 y

se satisface la condición (a).

En las vecindades Ui0 \ Sing(F ), i0 ∈ I0, se construye f tomando cada �bra

sobre p ∈ Ui0 \ Sing(F ) en la dirección de TM de�nida por Xi0(p). Dado que Xi0

se anula sobre Ui0 ∩ Sing(F ), la extensión de f a este conjunto es necesariamente

cero. Por lo tanto, la condición (b) se cumple.

Sea f̃ : TF −→ TM otra aplicación de �brados que satisface (a). Como f y f̃

son lineales en las �bras, existe una función holomorfa h de�nida en M , que nunca

se anula, tal que

f̃ |(TF )p≡ h(p)f |(TF )p , ∀p ∈M \ Sing(F ) (2.41)

Nuevamente, por el segundo teorema de la singularidad removible de Riemann

(1.3.4) h se extiende a una función holomorfa que nunca se anula en M (ya que

el conjunto de ceros de una función holomorfa tiene codimensión 1 y llegariamos

a una contradicción de 2.41 porque Sing(F ) tiene codimensión 2), por lo que la

relación anterior se cumple en todos los puntos de M .
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Corolario 2.7.2. Sean M una variedad compleja, TM �brado tangente de la

variedad M . F es foliación no singular (Sing(F ) = ∅) si y solo si TF es un

sub�brado de TM .

Si M es una variedad compacta, de la Proposición 2.7.1 se deduce que dos

aplicaciones de �brados f, f̃ : TF −→ TM que satisfacen las condiciones (a) y (b),

di�eren por una constante distinta de cero.

Sea f : TF −→ TM una aplicación de �brados como en la proposición 2.7.1.

Si U ⊂ M es un conjunto abierto y s una sección holomorfa del �brado TF en U ,

entonces f ◦ s es un campo holomorfo que induce F en U . Asimismo, la imagen

por f de una sección meromorfa da como resultado un campo meromorfo tangente

a F .

Teorema 2.7.3. Sea F una foliación en Pn con TF
∼= O(k). Entonces k ≤ 1 y F

es inducida en un abierto afín por un campo de vectores holomorfo con coe�cientes

polinomiales que puede ser escrito en la forma:

G

(
x1

∂

∂x1
+ · · ·+ xn

∂

∂xn

)
+Q1

∂

∂x1
+ · · ·+Qn

∂

∂xn
,

donde

(a) G es homogéneo de grado 1− k o G = 0;

(b) Q1, . . . , Qn son polinomios de grado máximo como 1 − k (o nulos). Si G = 0,

entonces al menos uno de estos polinomios tiene grado 1− k;

(c) El hiperplano en el in�nito con respecto a este abierto afín es F -invariante si

y solo si G = 0.

Prueba. Sea F una foliación en el espacio proyectivo complejo Pn de dimensión 1.

Sean el �brado O(k) y TF el �brado tangente a F con TF
∼= O(k) para algún

k ∈ Z.
Después de escoger coordenadas homogéneas [z0 : z1 : . . . : zn] en Pn, se toma una

sección meromorfa s : Pn −→ O(k) inducida por zk0 . La imagen de s por la aplicación

f : TF −→ TPn es un campo de vectores meromorfo

v = f ◦ s : Pn −→ TPn

holomorfo en el abierto afín U0 : {z0 ̸= 0}, donde induce la foliación F y {z0 = 0}
es divisor de ceros con multiplicidad k, si k > 0, o de polos con multiplicidad −k,
si k < 0. Escribimos, entonces

v |U0
= P1

∂

∂x1
+ · · ·+ Pn

∂

∂xn

donde P1, . . . , Pn ∈ O(U0).

Haciendo un cambio de coordenadas a Uj : {zj ̸= 0} , j ̸= 0, encontramos, en U0j ,
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v |Uj =

(
− 1

x2j
Pj

)
∂

∂y1
+

(
1

xj
P1 −

x1
x2j
Pj

)
∂

∂y2
+ · · ·

+

(
1

xj
Pj−1 −

xj−1

x2j
Pj

)
∂

∂yj
+

(
1

xj
Pj+1 −

xj+1

x2j
Pj

)
∂

∂yj+1

+ · · ·+

(
1

xj
Pn − xn

x2j
Pj

)
∂

∂yn

= −y2jPj
∂

∂y1
+ (y1P1 − y1y2Pj)

∂

∂y2
+ · · ·+ (y1Pj−1 − y1yjPj)

∂

∂yj

+ (y1Pj+1 − y1yj+1Pj)
∂

∂yj+1
+ · · ·+ (y1Pn − y1ynPj)

∂

∂yn

Si consideramos la primera componente de v |Uj
, se tiene que

1

x2j
Pj se extiende

a una función meromorfa sobre Uj . Teniendo en cuenta las demás componentes,

obtenemos que cada Pi, i = 1, · · · , n, también se extiende.

Si se repite el argumento para cada una de las coordenadas abiertas, se concluye

que, para i = 1, · · · , n, Pi se extiende a una función meromorfa en Pn, es decir, a

una función racional. Como Pi es holomorfo en U0, entonces Pi es un polinomio.

Supongamos que se elige j de modo que Pj sea el polinomio de mayor grado

entre P1, . . . , Pn. El divisor {z0 = 0} corresponde, en Uj , a {y1 = 0}. Para analizar

su multiplicidad, basta considerar los términos homogéneos de mayor grado. Para

ello, tomamos P̃1, . . . , P̃n las partes homogéneas de P1, . . . , Pn, respectivamente,

del mismo grado que Pj (eventualmente, algunos de estos términos son nulos). Se

presentan dos situaciones:

(i) Las ecuaciones: 

P̃1 − y2P̃j = 0
...

P̃j−1 − yjP̃j = 0

P̃j+1 − yj+1P̃j = 0
...

P̃n − ynP̃j = 0

se cumplen. En este caso, la multiplicidad de {z0 = 0} se puede leer en el

coe�ciente de
∂

∂y1
,

y21Pj

(
y2
y1
, . . . ,

1

y1
, . . . ,

yn
y1

)
,

de donde se tiene que grado(Pj) = 2−k. Agrupando los términos homogéneos

de mayor grado de X |U0
, se obtiene:

P̃j

xj

(
x1

∂

∂x1
+ · · ·+ xn

∂

∂xn

)
= G

(
x1

∂

∂x1
+ · · ·+ xn

∂

∂xn

)
,
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donde G =
P̃j

xj
es polinomio de grado 1 − k, por tanto, k ≤ 1. Notar que, en

este caso, el hiperplano {z0 = 0} es invariante por la foliación.

(ii) Al menos una de las igualdades del punto (i) no se cumple. En este caso,

la multiplicidad de {z0 = 0} se puede leer del coe�ciente correspondiente, de

donde vemos que grado(Pj) = 1 − k y por lo tanto k ≤ 1. En este caso, el

hiperplano {z0 = 0} no es hoja invariante.
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Capítulo 3

Haces y Cohomología

En este capítulo realizaremos un breve estudio de los haces y su cohomología,

daremos las de�niciones básicas y enunciaremos los principales teoremas, no

daremos las demostraciones de los teoremas por ser ellos tratados en detalles

en la tesis [Sar08]. En la última sección estudiaremos cohomología de haces

sobre el espacio proyectivo, nuestras principales referencias para esta sección

serán los libros [Fos81] [GH94], [FFF82], [OSS80],[MS01].

3.1 Haces

De�nición 3.1.1. Considere un espacio topológico (X, τ), donde τ es la topología

sobre X. Un prehaz de grupos abelianos sobre X es el par (S , ρ) que consiste en:

(a) Una familia S = (S (U))U∈τ de grupos abelianos.

(b) Una familia ρ = (ρUV )U,V ∈τ
V⊂U

de grupos de homomor�smos.

ρUV : S (U) → S (V ),

donde V es abierto en U , satisfaciendo las siguientes propiedades:

1. ρUU = idS (U) para cada U ∈ τ .

2. ρVW ◦ ρUV = ρUW para W ⊂ V ⊂ U .

Los homomor�smos ρUV se denominan homomor�smos de restricción.

Denotaremos S en lugar (S , ρ). También denotaremos ρUV (f), para f ∈
S (U), como f |V . De manera análoga a los prehaces de grupos abelianos, también

se pueden de�nir prehaces de espacios vectoriales, anillos, conjuntos, etc.

Ejemplo 3.1.2. Supongamos X un espacio topológico arbitrario y U ⊂ X un

subconjunto abierto. Sea C (U) = {f : U → C : f es una función continua}, espacio
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Figura 3.1: Homomor�smos de restricción

.

vectorial de funciones continuas. Para cada inclusión V ⊂ U , la aplicación restricción

es la restricción usual

ρUV : C (U) → C (V )

f 7→ ρUV (f) = f |V

Entonces (C , ρ) es un prehaz de funciones continuas en X.

De�nición 3.1.3. Un prehaz S sobre un espacio topológico X se llama un haz si

para todo conjunto abierto U ⊂ X y toda familia de subconjuntos abiertos Ui ⊂ U ,

i ∈ I, tales que U =
⋃
i∈I

Ui se cumplen las siguientes condiciones, que llamaremos

axiomas de haz :

(I) Si f, g ∈ S (U) son elementos tal que f |Ui
= g |Ui

, para cada i ∈ I, entonces

f = g.

(II) Dados los elementos fi ∈ S (Ui), i ∈ I, tal que

fi |Ui∩Uj= fj |Ui∩Uj , ∀i, j ∈ I

entonces existe f ∈ S (U) tal que f |Ui
= fi para cada i ∈ I.

El axioma (I) quiere decir que si dos secciones de�nidas en un abierto U

coinciden cuando se restringen (mediante ρUUi
, i ∈ I ) a todos los abiertos mas
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pequeños (Ui)i∈I de su dominio original, entonces es que eran iguales desde el

principio en el abierto U . Es decir: Para comparar dos secciones, basta conocer

como son localmente.

El axioma (II) quiere decir que si tenemos una colección de secciones fi, cada

una en algun grupo S (Ui) correspondiente al abierto Ui, y son todas compatibles

entre si (en el sentido de que cuando dos de estas secciones f1, f2 se comparan en

alguna intersección V = U1 ∩ U2, coinciden: ρUV (f1) = ρUV (f2)), entonces, cada fi
desciende de una sección mayor de�nida en U . Es decir:secciones compatibles entre

si se pueden pegar para construir secciones de�nidas en abiertos mas grandes .

Ejemplo 3.1.4. Para cada espacio topológico X el prehaz C de�nido en el (3.1.2)

es un haz, puesto que los axiomas (I) y (II) se cumplen trivialmente.

Ejemplo 3.1.5. Sea X una variedad compleja. Para cada U ⊂ X abierto

consideremos O(U) el anillo de las funciones holomorfas f : U ⊂ X → C. Para
cada abierto V ⊂ U , sea

ρUV : O(U) → O(V )

f 7→ ρUV (f)

la aplicación de restricción en el sentido usual. Entonces, O es un prehaz de anillos

sobre X. Evidentemente este prehaz O cumplen los axiomas (I) y (II) de haz.

El haz M de funciones meromorfas en X se de�nen de manera análoga.

Ejemplo 3.1.6. Sobre una variedade compleja X tenemos el prehaz O∗ formado

por los grupos multiplicativos de aplicaciones holomorfas

O∗(U) = {f : U → C∗ : f es holomorfa en U},

donde U es abierto de X. Con las aplicaciones de restricción habituales, O∗ es un

haz de grupos abelianos (conmutativos).

El haz M ∗ es de�nido de manera análoga.

Ejemplo 3.1.7. Dado un espacio topológico X y un grupo abeliano G. De�nimos

el prehaz G sobre X formado por los grupos

G (U) = G, donde U es abierto no vacío de X y G (∅) = {0}.

Evidentemente para de�nir los homomor�smos restricción hay que tomar en

cuenta si el abierto es vacío o no lo es.

Si ∅ ̸= V ⊂ U , de�nimos como la aplicación de restricción ρUV a la aplicación

identidad de G, se le denota idG

ρUV = idG : G (U) → G (V ).

Si V = ∅, ∀g ∈ G, la aplicación de restricción ρU∅ es el homomor�smo cero

ρU∅ : G (U) → G (∅)
g 7→ ρU∅ (g) = 0.
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Si existen en G dos elementos distintos g1, g2 y X tiene dos subconjuntos

abiertos disjuntos no vacíos U1, U2, entonces G no es un haz. Esto se debe a

que el axioma (II) del haz no se cumple, pues, dado U1 ∩ U2 = ∅, se tiene

g1 |U1∩U2
= 0 = g2 |U1∩U2

pero no existe f ∈ G (U1 ∪ U2) = G tal que f |U1
= g1 y

f |U2= g2

Ejemplo 3.1.8. Dado X un espacio topológico y G un grupo. Con la �nalidad de

que G determine un haz, consideremos las funciones localmente constantes en G en

vez de la funciones constantes como se hizo en el ejemplo anterior. Dado un abierto

U de X, una aplicación g : U → G es localmente constante en U ⊂ X si para todo

p ∈ U existe un entorno V ⊂ U de p tal que g es constante en V , denotemos

G̃ (U) = {g : U → G : g es localmente constantes en U}

el cual tiene estructura de grupo. Para los abiertos V ⊂ U consideremos la aplicación

restricción usual G̃ (U) → G̃ (V ), Estos elementos forman un haz G̃ sobre X. Este

haz se denota simplemente por G.

Ejemplo 3.1.9. Sea X un espacio topológico, G un grupo abeliano, y p ∈ X. A

cada abierto U de X asociamos el grupo

G (U) =

{
{0} , si p /∈ U

G, si p ∈ U

Para de�nir los homomor�smos restricción entre estos grupos hay que tomar

en cuenta si el abierto contienen al punto p o no.

Si p ∈ V ⊂ U , de�nimos la aplicación de restricción ρUV como la aplicación

identidad idG de G

ρUV = idG : G (U) → G (V ).

Si p /∈ V ⊂ U , de�nimos la aplicación de restricción ρUV como el

homomor�smo cero
ρUV : G (U) → G (V )

g 7→ ρUV (g) = 0.

Los grupos y homomor�smos que acabamos de de�nir forman un haz G llamado

el haz rascacielos sobre el espacio X asociado al punto p ∈ X y al grupo G y se

denota por Gp.

Observación 3.1.10. Las secciones de cualquier �brado forman un haz. En

particular, presentamos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 3.1.11. Sean Pn es el espacio proyectivo complejo, U ⊂ Pn un conjunto

abierto y TpPn el espacio tangente a Pn en p ∈ Pn. Las secciones del �brado

holomorfo

TPn =
⋃̇

p∈Pn

{p} × TpPn

forman el haz tangente ΘPn por el grupo abeliano

ΘPn(U) = {X : U ⊂ Pn → TPn/X es un campo vectorial holomorfo en U}.
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y los homomor�smos de restricción

ρUV : ΘPn(U) → ΘPn(V )

X 7→ ρUV (X)

Ejemplo 3.1.12. Sean Pn es el espacio proyectivo complejo, U ⊂ Pn un conjunto

abierto y ΛkTpPn el conjunto de las k-formas alternadas sobre TpPn,

ΛkTPn =
⋃̇

p∈Pn

{p} × ΛkTpPn.

El haz de las k-formas holomorfas Ωk
Pn es determinado sobre U por las secciones

holomorfas de este �brado de�nidas en U , esto es

Ωk
Pn(U) = {ω : U ⊂ Pn → ΛkTPn : ω es una k-forma en U}.

y los homomor�smos de restricción

ρUV : Ωk
Pn(U) → Ωk

Pn(V )

ω 7→ ρUV (ω)

Ejemplo 3.1.13. Si Pn es el espacio proyectivo complejo, U ⊂ Pn un conjunto

abierto, entonces las secciones (polinomios) del �brado de hiperplanos OPn(1)

forman el haz hiperplano L por el grupo abeliano

L (U) = {f : U ⊂ Pn → OPn(1) : f es una sección holomorfa sobre U}.

y los homomor�smos de restricción

ρUV : L (U) → L (V )

f 7→ ρUV (f)

3.1.1 El tallo de un prehaz

Consideremos un prehaz S sobre un espacio topológico X y un punto p ∈ X. En

la unión disjunta

S ∗
p =

⋃̇
p∈U

S (U)

sobre todas las vecindades abiertas U de p. De�nimos la siguiente relación de

equivalencia: f ∈ S (U) y g ∈ S (V )

f ∼
p
g ⇔ ∃Wvencindad de p tal que W ⊂ U ∩ V y f |W= g |W .

Ahora consideremos el espacio cociente

Sp =
S ∗

p

∼
p

(3.1)

y denotemos la clase cociente de f ∈ S (U) por [f ]p = fp ∈ Sp. Para cualquier

vecindad abierta U de p, existe la aplicación natural

ρUp : S (U) → Sp

f 7→ ρUp (f) = [f ]p = fp
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llamamos a ρUp (f) germen de f en p. La aplicaciones consideradas determinan en

Sp una estructura de grupo abeliano, heredada de S (U) mediente ρUp de modo que

ellas se tornan homomor�smos.

La construcción que hemos realizado para obtener Sp a partir de los grupos

{S (U)} es conocido proceso de límite inductivo de la familia de grupos {S (U)},
esto es

Sp := lim−→
p∈U

S (U) :=

⋃̇
p∈U

S (U)

∼
p

. (3.2)

la cual también tiene estructura de grupo y se llama tallo de S en el punto p ∈ X.

Figura 3.2: El Tallo Sa del prehaz S en el punto a ∈ X.

.

Ejemplo 3.1.14. Sean un dominio X ⊂ C, a ∈ C. Consideremos el haz O de

funciones holomorfas en X ⊂ C y el anillo de funciones holomorfas

Sa = {f : función holomorfa de�nida en una vecindad de a}

Sean f, g ∈ Sa, f : U → C, g : V → C, U, V vecindades de a. De�nimos la siguiente

relación de equivalencia: f ∼
a
g si existe un conjunto abierto W ⊂ U ∩ V tal que

f |W= g |W . El conjunto de todas las clases de equivalencias está de�nido como:

Oa =
Sa

∼
a

= {fa : f ∈ Sa} , (3.3)

donde fa es la clase de equivalencia de f ∈ O(U) ⊂ Fa. Entonces para cualquier

vecindad abierta U de a, existe una aplicación

ρUa : O(U) → Oa

f 7→ ρa(f) = fa,
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donde fa ∈ Oa es el germen de la función holomorfa f en a. Por lo tanto, Oa es

el tallo de O en el punto a ∈ C y fa tiene una expansión de la serie de Taylor
∞∑

n=0

cn(z − a)n, cn ∈ C con radio de convergencia positivo.

Dos funciones holomorfas f y g en vecindades de a determinan el mismo germen en

a, precisamente si tienen el mismo desarrollo en serie de Taylor alrededor de a.

Por tanto, existe un isomor�smo φ entre el tallo Oa y el anillo C {z − a} de todas

las series de potencias convergentes en z − a con coe�cientes complejos, de�nido

como:
φ : Oa → C {z − a}

fa 7→ φ(fa) =
∞∑

n=0

cn(z − a)n

y satisface las siguientes propiedades:

(i) φ es inyectiva.

(ii) φ(fp + gp) = φ(fp) + φ(gp).

(iii) φ(fp.gp) = φ(fp).φ(gp).

(iv) φ(1) = 1.

Ejemplo 3.1.15. El cuerpo Ma de los gérmenes de funciones meroformas en a es

isomorfo al anillo de las series convergentes de Laurent
∞∑

n=k

cn(z−a)n, k ∈ Z, cn ∈ C

que tienen partes principales �nitas.

Lema 3.1.16. Dado un haz de grupos S sobre un espacio topológico X y un

subconjunto abierto U ⊂ X. Entonces f ∈ S (U) es cero, si todos los gérmenes

ρx(f) = 0 ∈ Sx para todo x ∈ U .

Este lema es una consecuencia directamente del axioma I de haces. Ver

[Fos81].

Supongamos que X es un espacio topológico y S es un prehaz en X. Sea

|S | :=
⋃̇
x∈X

Sx, (3.4)

la unión disjunta de todos los tallos. Denotemos por

p : |S | → X

φ 7→ p(φ) = x,

la aplicación que asigna a cada elemento φ ∈ Sx el punto x.

Ahora se introduce una topología en |S |: Para cualquier subconjunto abierto U ⊂ X

y un elemento f ∈ S (U), sea

[U, f ] := {ρx(f) : x ∈ U} ⊂ |S | . (3.5)

Teorema 3.1.17. El sistema B de todos los conjuntos [U, f ], donde U es un

conjunto abierto en X y f ∈ S (U), es una base para una topología en |S |. La
proyección p : |S | → X es un homeomor�smo local.

La demostración se puede ver en [Fos81].
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3.2 Cohomología de haces

3.2.1 Cocadenas, cociclos, cobordes

Sean X un espacio topológico, S un haz de grupos abelianos sobre X y U = (Ui)i∈I

un cubrimiento abierto de X. Para q = 0, 1, 2 . . . de�nimos el q-ésimo grupo de

cocadenas de S , respecto de U , como:

Cq(U ,S ) :=
∏

(i0,...,iq)∈Iq+1

S (Ui0 ∩ . . . ∩ Uiq ). (3.6)

Los elementos de Cq(U ,S ) se denominan q-cocadenas. Así, una q-cocadena es una

familia

(fi0,...,iq ) tal que fi0,...,iq ∈ S (Ui0 ∩ . . . ∩ Uiq )

para todos (i0, . . . , iq) ∈ Iq+1. La adición de dos cocadenas se de�ne por

componentes.

De�nimos un homomor�smo sobre estos grupos de cocadenas llamado operador

coborde, como sigue

δ = δq : Cq(U ,S ) → Cq+1(U ,S ),S )

(fi0,...,iq ) 7→ δ((fi0...iq )) = (gi0,...,iq+1),

donde

(gi0,...,iq+1
) =

q+1∑
k=0

(−1)kρ
Ui0∩...∩Uiq

Ui0
∩...Ûik

∩Uiq+1

(fi0,...,̂ik,...,iq+1
).

y îk indica la ausencia de este indice.

Veamos algunos casos particulares:

(i) Si q = 0 entonces para (fi)i∈I ∈ C0(U ,S ), tenemos δ((fi)i∈I) = (gij)i,j∈I ,

donde

gij = fj − fi ∈ S (Ui ∩ Uj),

aquí se entiende que uno restringe fi y fj a la intersección Ui ∩ Uj y luego se

toma su diferencia.

(ii) Si q = 1 entonces para (fij)i,j∈I ∈ C1(U ,S ), tenemos δ((fij)) = (gijk)i,j,k∈I ,

donde

gijk = fjk − fik + fij ∈ S (Ui ∩ Uj ∩ Uk).

Nuevamente, los términos de la derecha están restringidos a su dominio común de

de�nición Ui ∩ Uj ∩ Uk.

El operador de coborde satisface la propiedad:

δ2 = δq+1 ◦ δq = 0. (3.7)

El núcleo del homomor�smo coborde δ se de�ne como:

Zq(U ,S ) = Ker(Cq(U ,S )
δ−→ Cq+1(U ,S ))

= {(fi0,...,iq ) ∈ Cq(U ,S ) : δ((fi0,...,iq )) = 0}
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Los elementos de Zq(U ,S ) se llaman q-cociclos.

La imagen del homomor�smo coborde δ se de�ne como:

Bq(U ,S ) = Im(Cq−1(U ,S )
δ−→ Cq(U ,S ))

= {δ((fi0,...,iq−1)) ∈ Cq(U ,S ) : (fi0,...,iq−1) ∈ Cq−1(U ,S )}

Los elementos de Bq(U ,S ) se denominan q-cobordes.

Por ejemplo, una 1-cocadena (fij) ∈ C1(U ,S ) es un cociclo si

fik = fij + fjk en Ui ∩ Uj ∩ Uk (3.8)

para todo i, j, k ∈ I. A la ecuación (3.8) se le llama relación cociclo e implica

fii = 0, fij = −fji (3.9)

Se obtiene (3.9) de la ecuación (3.8) haciendo i = j = k para el primero y

i = k para el segundo. Como δ2 = 0, todo coborde es un cociclo.

En particular, un 1-cociclo (fij) ∈ Z1(U ,F ) es una 1-coborde si y solo si hay

una 0-cocadena (gi) ∈ C0(U ,F ) tal que

fij = gi − gj en Ui ∩ Uj para cada i, j ∈ I.

De�nición 3.2.1. El grupo cociente

Hq(U ,S ) :=
Zq(U ,S )

Bq(U ,S )
, (3.10)

es llamado q-ésimo grupo de cohomología con coe�cientes en S con respecto al

recubrimiento U . Sus elementos se llaman clases de cohomología y dos cociclos que

pertenecen a la misma clase de cohomología se denominan cohomólogos.

Los grupos Hq(U ,S ) dependen del recubrimiento U . Para tener grupos de

cohomología que dependan solo de X y S , tenemos que usar recubrimientos cada

vez más �nos y luego tomar un límite. Ahora precisaremos esta idea.

Un recubrimiento abierto V = (Vk)k∈K se dice más �no que el recubrimiento

U = (Ui)i∈I , denotado por V < U , si cada Vk está contenido en al menos un Ui. Por

lo tanto, existe una aplicación τ : K → I tal que

Vk ⊂ Uτ(k), para cada k ∈ K.

Mediante la aplicación τ se de�ne una aplicación

tUV : Zq(U ,S ) → Zq(V,S )

(fi0,...,iq ) 7→ tUV ((fi0...iq )) = (gk0,...,kq ),

donde

gk0,...,kq
= fτ(k0),...,τ(kq) |Vk0

∩...∩Vkq
para cada ko, . . . kq ∈ K.

Como esta aplicación lleva cobordes en cobordes, induce un homomor�smo de

grupos

tUV : Hq(U ,F ) → Hq(V,S )

Esta aplicación es independiente de la elección de la aplicación de re�nación

τ : K → I.
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3.2.2 Grupo de cohomologìa Hq(X,S )

Si se tiene tres cubrimientos abiertos tales que W < V < U entonces

tVW ◦ tUV = tUW .

Por lo tanto, se puede de�nir la siguiente relación de equivalencia ∼ en la unión

disjunta de Hq(U ,S ), donde U es un cubrimiento abierto de X. Dos clases de

cohomología ξ ∈ Hq(U ,S ) y η ∈ Hq(U ′,S ) son equivalentes, ξ ∼ η, si existe un

cubrimiento abierto V con V < U y V < U ′ tal que tUV (ξ) = tU
′

V (η).

De�nición 3.2.2. El conjunto de las clases de equivalencia se llama límite inductivo

de los grupos de cohomología Hq(U ,S ) y se denomina q grupo de cohomología de

X con coe�cientes en el haz S . Esto es,

Hq(X,S ) = lim−→
U
Hq(U ,S ) =

⋃̇
U
Hq(U ,S )

∼
. (3.11)

Este conjunto de clases de equivalencias tiene estructura de grupos. Sean

x, y ∈ Hq(X,S ) representados por ξ ∈ Hq(U ,S ), η ∈ Hq(U ′,S ), V un

re�namiento común de U y U ′. Entonces x+ y ∈ Hq(X,S ) se de�ne como la clase

de equivalencia de tUV (ξ) + tU
′

V (η) ∈ Hq(V,S ). Esta de�nición es independiente de

las elecciones realizadas y Hq(X,F ) en un grupo abeliano.

Por otro lado, si S es un haz de espacios vectoriales, entonces Hq(X,S ) y

Hq(U ,S ) son espacios vectoriales, en este caso denotamos

hq(X,S ) = dimHq(X,S )

Teorema 3.2.3. Sean X una variedad diferenciable y E el haz de funciones

diferenciables en X. Entonces Hq(X,E ) = 0.

La demostración de este teorema es consecuencia de la existencia de una

partición de la unidad sobre una variedad diferenciable. Ver [Fos81].

Ejemplo 3.2.4. Sea X una variedad compleja simplemente conexa. Entonces

H1(X,C) = 0, donde C denota el haz de funciones localmente constantes con

valores en los números complejos En efecto, Sean U un cubrimiento abierto en X y

(cij) ∈ Z1(U ,C). Como Z1(U ,C) ⊂ Z1(U ,E ) y H1(U ,E ) = 0, existe una cocadena

(fi) ∈ C0(U ,E ) tal que

cij = fi − fj en Ui ∩ Uj .

Pero dcij = 0 implica dfi = dfj en Ui ∩ Uj , y por lo tanto existe 1- forma

diferencial global ω ∈ E (1)(X) tal que ω |Ui
= dfi. Puesto que ddfi = 0, entonces ω

es cerrado. Como X es simplemente conexo, existe f ∈ E (X) tal que df = ω. Sea

ci := fi − f |Ui

Dado que dci = dfi − df = ω − ω = 0 en Ui, por tanto ci es localmente constante,

es decir, (ci) ∈ C0(U ,C). En Ui ∩ Uj se tiene

cij = fi − fj = (fi − f)− (fj − f) = ci − cj ,

y así el cociclo (cij) se divide.
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El siguiente teorema demuestra que, en ciertos casos, se puede calcular

Hq(X,S ) usando solo un cubrimiento único de X.

Teorema 3.2.5 (Leray). Si S es un haz de grupos abelianos en el espacio topológico

X y U = (Ui)i∈I un recubrimiento abierto de X tal que Hq(Ui,S ) = 0, ∀i ∈ I,

entonces

Hq(X,S ) ∼= Hq(U ,S ).

Al recubrimiento abierto U se llama recubrimiento de Leray para el haz S .

La demostración de este teorema, se puede ver [GH94]

3.3 La secuencia de cohomología exacta

De�nición 3.3.1. Sean S1 y S2 haces de grupos abelianos en el espacio topológico

X. Un homomor�smo de haz α : S1 −→ S2 es una familia de homomor�smos de

grupo

αU : S1(U) −→ S2(U), U abierto en X,

tal que para todo par de conjuntos abiertos U, V ⊂ X con V ⊂ U el diagrama

S1(U)
αU //

restr

��

S(U)

restr

��
S1(V )

αV // S2(V )

es conmutativo.

Si todos los αU son isomor�smos, entonces α se le llama isomor�smo.

De manera similar, se pueden de�nir homomor�smos de haces de espacios

vectoriales.

Ejemplo 3.3.2. Sea E el haz de funciones diferenciables en una variedad

diferenciable X. La derivada exterior d en funciones induce homomor�smos de haz.

d : E −→ E

Ejemplo 3.3.3. En una variedad compleja X, las inclusiones naturales O −→ E ,

C −→ E , Z −→ O son homomor�smos de haces, donde E haz de funciones

diferenciables, O haz de funciones holomorfas.

Ejemplo 3.3.4. En una variedad compleja X se puede de�nir un homomor�smo

de haz exp : O −→ O∗ del haz de funciones holomorfas al haz multiplicativo de

funciones con valores en C∗. Para U ⊂ X y f ∈ O(U) se tiene:

expU : O(U) −→ O∗(U)

f 7−→ expU (f) := exp(2πif)
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3.3.1 El núcleo de un homomor�smo de haz

Sean S1 y S2 haces en el espacio topológico X y α : S2 → S2 un homomor�smo

de haces. Para U abierto en X, sea

K (U) := Ker(S1(U)
α−−→ S2(U)). (3.12)

Se puede veri�car fácilmente que la familia de grupos K (U), junto con los

homomor�smos de restricción inducidos a partir del haz S1, es también un haz,

llamado núcleo de α y se denota K = Ker α.

Ejemplo 3.3.5. Sea X una variedad compleja, consideramos el homomor�smo de

haces inducido por la exponencial exp : O −→ O∗. Entonces el núcleo de exp es

Z = Ker(O exp−−−→ O∗) que es un haz.

Dado un homomor�smo α : S1 → S2 de haz en el espacio topológico X, se

puede de�nir

B(U) := Im(S1(U)
α−−→ S2(U)) para cada U en X.

Esto de�ne un prehaz B que en general no satisface el axioma II de haz.

Ejemplo 3.3.6. Considere el homomor�smo de haz

exp : O −→ O∗

f 7−→ exp(f) := exp(2πif),

en el espacio C∗.

Sean los conjuntos abiertos U1 = C∗ \ R− y U2 = C∗ \ R+. Se de�ne fk ∈ O∗(Uk)

por fk(z) = z para cada z ∈ Uk, k = 1, 2. Como Uk es simplemente conexo,

fk ∈ Im
(
O(Uk)

exp−−−→ O∗(Uk)
)
.

Además, f1 |U1∩U2
= f2 |U1∩U2

. Pero no existe ningún elemento

f ∈ Im
(
O(C∗)

exp−−−→ O∗(C∗)
)
,

con f |Uk
= fk, puesto que la función z 7→ z no tiene un logaritmo de valor único en

todo C∗ = U1 ∪ U2.

3.3.2 Secuencias exactas

Supongamos que α : S −→ T es un homomor�smo de haz en el espacio topológico

X. Entonces, para cada x ∈ X hay un homomor�smo inducido de los tallos

αx : Sx −→ Tx.

Una sucesión de homomor�smos de haces R
α−−→ S

β−−→ T se llama exacta, si para

cada x ∈ X la sucesión

Rx
αx−−→ Sx

βx−−→ Tx
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es exacta, es decir Ker βx = Im αx.

Una secuencia

S1
α1−−→ S2

α2−−→ . . .
αn−2−−−−→ Sn−1

αn−1−−−−→ Sn (n > 3)

de homomor�smos de haces se llama exacta si la secuencia

Sk
αk−−→ Sk+1

αk+1−−−−→ Sk+2

es exacta para cada 1 ≤ k ≤ n− 2.

Un homomor�smo de haz α : S −→ T se llama monomor�smo si 0 −→
S

α−−→ T es exacta y epimor�smo si S
α−−→ T −→ 0 es exacta.

Una sucesión exacta de la forma 0 −→ R −→ S −→ T −→ 0 se llama

sucesión exacta corta.

Lema 3.3.7. Sea α : S −→ T un monomor�smo de haz en el espacio topológico

X. Entonces, la función αU : S (U) −→ T (U) es inyectiva, para cada subconjunto

abierto U ⊂ X.

Prueba. Supongamos f ∈ S (U) y αU (f) = 0. Como αx : Sx −→ Tx es inyectiva

para todo x ∈ X, todo x ∈ U tiene un entorno abierto Vx ⊂ U tal que f |Vx
= 0.

Del axioma I de la de�nición 3.1.3 se tiene que f = 0.

Si α : S → T es un epimor�smo de haces, no es necesariamente cierto que

para todo conjunto abierto U la función αU : SU → TU es sobreyectiva. Esto se

ilustra con el ejemplo 3.3.6, donde el homomor�smo exp : O → O∗ para cada x, la

aplicación exp : Ox −→ O∗
x es sobreyectiva, una función que no se anula localmente

tiene un logaritmo. Sin embargo, exp : O(C∗) −→ O∗(C∗) no es sobreyectiva.

Lema 3.3.8. Sea 0 −→ R
α−−→ S

β−−→ T una secuencia exacta de haces en el

espacio topológico X. Entonces para cada conjunto abierto U ⊂ X la secuencia

0 −→ R(U)
α−−→ S (U)

β−−→ T (U)

es exacta.

La demostración se puede ver en [Fos81].

Ejemplo 3.3.9. Daremos algunos ejemplos de secuencias exactas cortas de haces

0 −→ R −→ S −→ T −→ 0

en una variedad compleja X.

1. Sea L := Ker
(
E (1) d−→ E (2)

)
el haz de formas diferenciales cerradas, donde

E (1) es el haz del espacio vectorial de 1-formas diferenciables y E (2) el haz del

espacio vectorial de 2-formas diferenciables. La secuencia

0 −→ C −→ E (1) d−→ L −→ 0 (3.13)
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es exacta. Puesto que localmente toda forma diferencial cerrada es exacta,

entonces d : E (1) → L es un epimor�smo.

2. La secuencia exacta

0 −→ C −→ O d−→ Ω −→ 0 (3.14)

es la versión holomorfa de (3.13), donde Ω es el haz del espacio vectorial de las

1-formas holomorfas.

3. La exactitud de la secuencia

0 −→ Z i−→ O exp−−−→ O∗ −→ 0 (3.15)

se sigue del ejemplo (3.3.5), donde i es la inclusión. A esta secuencia se le llama

secuencia exponencial de haces.

3.3.3 Homomor�smos inducidos por homomor�smos de

haces

Cualquier homomor�smo α : R → S de haces en el espacio topológico X induce

homomor�smos:
α0 : H0(X,R) −→ H0(X,S ),

αq : Hq(X,R) −→ Hq(X,S ).

El homomor�smo α0 no es más que la aplicación αX : R(X) −→ S (X).

El homomor�smo αq, q ≥ 1, se construye de la siguiente manera: Sea U = (Ui)i∈I

un cubrimiento abierto de X. Se considera la aplicación

αU : Cq(U ,R) −→ Cq(U ,S )

que asigna a cada cocadena ξ = (fi0,...,iq+1
) ∈ Cq(U ,R) la cocadena

αU (ξ) := (α(fi0...,iq+1
)) ∈ Cq(U ,S ).

Esta aplicación lleva cociclos en cociclos y cofronteras en cofronteras y por lo tanto

induce un homomor�smo

ᾱU : Hq(U ,R) −→ Hq(U ,S ).

La colección de ᾱU , donde U corre sobre todos los cubrimientos abiertos de X,

induce el homomor�smo αq.

3.3.4 El homomor�smo de conexión

Sea

0 −→ R
α−−→ S

β−−→ T

una secuencia exacta de haces en el espacio topológico X. Un homomor�smo de

conexión es una aplicación de la forma

δ∗ : Hq(X,T ) −→ Hq+1(X,R).
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Veamos como se de�ne δ∗ cuando q = 0, el caso general es similar aunque con mas

notaciones. Sea

h ∈ H0(X,T ).

Como todos los homomor�smos βx : Sx −→ Tx son sobreyectivos, entonces existe

un recubrimiento abierto U = (Ui)i∈I de X y una cocadena (gij) ∈ C0(U ,S ) tal

que

β(gi) = h |Ui
para cada i ∈ I. (3.16)

Por lo tanto β(gj − gi) = 0 en Ui ∩ Uj . Por el Lema 3.3.8 existe fij ∈ R(Ui ∩ Uj )

tal que

α(fij) = gj − gi. (3.17)

En Ui ∩ Uj ∩ Uk se tiene α(fij + fjk − fik) = 0 y por el Lema 3.3.7 se tiene

fij + fjk = fik, es decir,

(fij) ∈ Z1(U ,R)

Luego δ∗h ∈ H1(X,R) es la clase de cohomología representada por (fij). Esta

de�nición es independiente de las diversas elecciones realizadas.

Teorema 3.3.10. Si X es un espacio topológico y

0 −→ R
α−−→ S

β−−→ T −→ 0

una secuencia exacta corta de haces en X. Entonces, la secuencia inducida de grupos

de cohomología

0 −→ H0(X,R)
α0

−−→ H0(X,S )
β0

−−→ H0(X,T )
δ∗−−→

δ∗−−→ H1(X,R)
α1

−−→ H1(X,S )
β1

−−→ H1(X,T )
δ∗−−→ · · ·

δ∗−−→ Hq(X,R)
αq

−−→ Hq(X,S )
βq

−−→ Hq(X,T ) · · ·

es exacta.

En las referencias [Fos81] y [GH94] podemos encontrar una demostración de

este teorema.

3.4 Cohomología del espacio proyectivo

Considere una variedad compleja M y una k-forma diferenciable ω de clase C∞ en

M . Sea

(z1, . . . , zn), donde zj = xj + iyj ,

un sistema de coordenadas locales, de M tenemos una representación de la forma

ω en estas coordenadas reales como

ω =
∑

aI,JdxI ∧ dyJ .

considerando la relación de las coordenadas reales con las coordenadas complejas y

sus conjugadas

dxi =
1

2
(dzi + dzi), dyi =

1

2
(dzi − dzi)
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tenemos la representación de ω en término de los diferenciales complejos y sus

conjugadas

ω =
∑

bI,JdzI ∧ dzJ .

donde dzI = dzi1 ∧ · · · ∧ dzis y dzJ = dzj1 ∧ · · · ∧ dzjr . En esta situación, diremos

que el término bI,JdzI ∧ dzJ , de la forma ω, es del tipo (r, s) donde r + s = k. Así

podemos expresar ω de forma única como

ω = ω(k,0) + ω(k−1,1) + · · ·+ ω(0,k)

donde todos sus términos de la forma ω(r,s) son del tipo (r, s).

Denotemos por ak(M) el espacio de las k-formas de clase C∞ sobre la

variedad M y por a(r,s)(M) el espacio de la formas del tipo (r, s) de clase C∞.

Así tenemos

a
k(M) = a

(k,0)(M)⊕ a(k−1,k)(M)⊕ · · · ⊕ a(0,k)(M).

Por otro lado, tenemos la diferencial exterior

d : ak(M) → a
k+1(M),

la derivada ∂ y la derivada conjugada

∂ : a(r,s)(M) → a
(r+1,s)(M), ∂ : a(r,s)(M) → a

(r,s+1(M),

de�nidos localmente para ω(r,s) =
∑
aI,JdzI ∧ dzJ ∈ a(r,s)(M) como

∂ω(r,s) =
∑
I,J

∂aI,J ∧ dzI ∧ dzJ , ∂ω(r,s) =

n∑
i=1

∂aI,J ∧ dzI ∧ dzJ ,

así tenemos d = ∂ + ∂. Además, de dd = 0 se desprende

∂∂ω(r,s) + ∂∂ω(r,s) + ∂∂ω(r,s) + ∂ ∂ω(r,s) = ddω(r,s) = 0.

Comparando el bigrado de las formas,

∂∂ = 0, ∂∂ = 0, ∂∂ = 0, ∂ ∂ = 0.

En particular, una (r, 0)-forma ω(r,0) =
∑
aIdzI ∈ a(r,0)(M) es holomorfa si

∂ω(r,s) =
∑
I

∂aI ∧ dzI = 0.

De�nimos la cohomología de Dolbeault de bigrado (r, s) como:

Hr,s

∂̄
(M) =

Ker(∂ : a(r,s)(M) → a
(r+1,s)(M))

Im(a(r,s)(M) → a
(r+1,s)(M))

Lema 3.4.1 (∂̄- Lema de Poincaré en una variable). Sean ∆̄ disco cerrado en C y

g(z) ∈ C∞(∆̄), la función

f(z) =
1

2πi

∫
∆

g(w)

w − z
dw ∧ dw̄

está de�nida y es de clase C∞ en el disco ∆, además satisface

∂f

∂z̄
= g
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Prueba. Para z0 ∈ ∆, se elige ε tal que el disco ∆(z0, 2ε) ⊂ ∆. Considerando una

partición de la unidad adecuada obtenemos funciones g1, g2 ∈ C∞ con suporte de

(g1) contenida en ∆(z0, 2ε) y suporte de g2 contenida en ∆(z0, ε) tal que

g(z) = g1(z) + g2(z),

La integral

f2(z) =
1

2πi

∫
∆

g2(w)
dw ∧ dw̄
w − z

,

está bien de�nida y es de clase C∞ en el disco ∆(z0, ε). Además

∂

∂z̄
f2(z) =

1

2πi

∫
∆

∂

∂z̄

(
g2(w)

w − z

)
dw ∧ dw̄ = 0.

Como g1(z) tiene soporte compacto, se puede escribir

1

2πi

∫
∆

g1(w)
dw ∧ dw̄
w − z

=
1

2πi

∫
C
g1(w)

dw ∧ dw̄
w − z

=
1

2πi

∫
C
g1(u+ z)

du ∧ dū
u

,

donde u = w − z. Cambiando a coordenadas polares u = reiθ esta integral se

convierte en

f1(z) = − 1

π

∫
C
g1(z + reiθ)e−iθdr ∧ dθ,

que está bien de�nida y es de clase C∞ en z ∈ ∆. Entonces

∂f1(z)

∂z̄
= − 1

π

∫
C

∂g1
∂z̄

(z + reiθ)e−iθdr ∧ dθ

=
1

2πi

∫
∆

∂g1
∂w̄

(w)
dw ∧ dw̄
w − z

,

pero g1 se anula en ∂∆. Finalmente por la fórmula de Cauchy obtenemos

∂

∂z̄
f(z) =

∂

∂z̄
f1(z) = g1(z) = g(z).

Lema 3.4.2 (∂̄-Lema de Poincaré). Sobre el polidisco ∆ = ∆(r) en el espacio Cn

la cohomología de Dolbeault de bigrado (p, q), con q ≥ 1 es trivial, esto es,

Hp,q

∂̄
(∆) = 0, q ≥ 1.

Prueba. Toda (p, q)-forma se puede escribir como

φ =
∑

#I=p
#J=q

φIJ · dzI ∧ dz̄J ,

si esta es una ∂̄ forma cerrada, entonces las formas

φI =
∑

#J=q

φIJ · dz̄J ∈ a0,q(∆),
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son también ∂̄ formas cerradas, y si

φI = ∂̄ηI ,

entonces

φ = ±∂̄

(∑
I

dzI ∧ ηI

)
;

por tanto, es su�ciente probar que los grupos H0,q

∂̄
(∆) se anulan, para probar esto

dividiremos la prueba en dos partes

i) Primero mostramos que si φ es una (0, q)-forma ∂̄-cerrada en ∆ = ∆(r),

entonces para cualquier s < r, podemos encontrar ψ ∈ a
0,q−1(∆(s)) con ∂̄ψ = φ

en ∆(s).

Para mostrar esto, escribimos

φ =
∑

φIdz̄I .

y consideremos k ≥ 0 el natural mas pequeño tal que φ es generado por los

dz̄1, . . . , dz̄k como C∞-módulo. La demostración de i) será por inducción en k = 0.

Si k = 0 entonces φ = 0 dado que q > 0.

Si k ≥ 1 entonces suponga por la hipótesis inductiva que podemos encontrar

η ∈ a0,q−1(∆(s)) tal que

φ = ∂̄η en ∆,

Por la hipótesis inductiva podemos encontrar

φ1 =
∑
I:k∈I

φI · dz̄I−{k}

φ2 =
∑
I:k/∈I

φI · dz̄I

de modo que

φ = φ1 ∧ dz̄k + φ2,

donde φ1, φ2 son generadas por los dz̄1, . . . , dz̄k−1. Como φ es ∂-cerrada φ1 y φ2

son holomorfas en las variables zk+1, . . . zn. Luego, aplicamos el lema anterios a las

funciones φI(z1, . . . , zk, . . . , zn) en la variable zk en el disco D(0, rk) para encontrar

funciones ηI(z1, . . . , zk, . . . , zn) de clase C∞ tal que

∂ηI
∂z̄l

= (φ1)I ,

y holomorfa en las variables zk+1, . . . , zn. Consideremos

η =
∑
I:k∈I

ηI dz̄I−{k},

Por lo tanto,

φ+ ∂̄η = φ1 ∧ dz̄k + φ2 +
∑
I:k∈I

∂ηI
∂z̄k

dz̄k ∧ dz̄I−{k} +
k−1∑
l=1

∑
I:k∈I

∂ηI
∂z̄l

dz̄l ∧ dz̄I−{k}

= φ1 ∧ dz̄k + φ2 + dz̄k ∧ φ1 +
k−1∑
l=1

∑
I:k∈I

∂ηI
∂z̄l

dz̄l ∧ dz̄I−{k}

= φ2 +
k−1∑
l=1

∑
I:k∈I

∂ηI
∂z̄l

dz̄l ∧ dz̄I−{k}
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que es una forma generado por dz̄1, . . . , dz̄k−1. Luego por hipótesis inductiva existe

ψ ∈ a0,q−1(∆(s)) tal que

φ+ ∂̄η = ∂̄ψ

en ∆(s) como se deseaba probar.

ii) Prueba del lema ∂̄-Poincaré en general.

Sea {ri} una sucesión monótona creciente que tiende a r. De la primera

parte i), podemos encontrar ψk ∈ a0,q−1(∆) tales que ∂̄ψk = φ en ∆(rk). Para ello

tomemos ψ′
k ∈ a0,q−1(∆(rk+1)) con ∂̄ψ′

k = φ y una función ρk de clase C∞ igual a

1 en ∆(rk), con soporte compacto en ∆(rk+1). Tome ψk = ρk · ψ′
k.

Veremos a continuación que podemos elegir {ψk} tal que está sucesión converja

uniformemente en compactos. La demostración será por inducción sobre q.

Por i) podemos consideras α ∈ a0,q−1(∆) con ∂̄α = φ en ∆(rk+1); entonces

∂̄(ψk − α) = 0 en ∆(rk).

Si q ≥ 2, entonces por la hipótesis de inductiva podemos hallar β ∈ a0,q−2(∆) con

∂̄β = ψk − α en ∆(rk−1).

Sea

ψk+1 = α+ ∂̄β,

entonces

∂̄ψk+1 = ∂̄α = φ en ∆(rk+1),

y

ψk+1 = ψk en ∆(rk−1).

Por lo tanto, la sucesión {ψ} escogida de esta forma converge uniformemente en

conjuntos compactos de ∆.

Falta el caso q = 1. Para ello consideremos nuevamente, ψk ∈ C∞(∆) con

∂̄ψk = φ en ∆(rk) y sea α ∈ C∞(∆) con ∂̄α = φ en ∆(rk+1), entonces ψk − α

es una función holomorfa en ∆(rk) y por lo tanto, tiene una expansión en serie de

potencias centrada en el origen convergente en ∆(rk). Truncamos esta serie para

obtener un polinomio β con

sup
∆(rk−1)

|(ψk − α)− β| < 1

2k
,

y se establece

ψk+1 = α+ β.

Entonces

∂̄ψk+1 = ∂̄α = φ, ∆(rk+1)

así ψk+1 − ψk es holomorfa en ∆(rk) y

sup
∆(rk−1)

|ψk+1 − ψk| <
1

2k
,

entonces existe ψ = ĺımψk y ∂̄ψ = φ.
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Teorema 3.4.3 (Teorema de Dolbeault). Si M es variedad compleja entonces para

todo p, q ≥ 0

Hp(M,Ωp) ≃ Hp,q

∂̄
(M)

Prueba. Por el lema 3.4.2 toda (p, q)- forma ∂̄-cerrada es localmente ∂̄- exacta, así

tenemos la secuencia exacta

0 −→ C −→ Ωp ∂̄−−→ a(p,1)
∂̄−−→ a(p,2) −→ · · ·

cortando esta secuencia tenemos las secuencias exactas cortas

0 −→ Ωp −→ a(p,0)
∂̄−−→ Z(p,1) −→ 0

0 −→ Z(p,1) −→ a(p,1)
∂̄−−→ Z(p,2) −→ 0

...
...

...

0 −→ Z(p,k) −→ a(p,k)
∂̄−−→ Z(p,k+1) −→ 0.

Como a(r,s) es �no Hk(M,a(r,s)) = 0, ∀k > 0, r, s ≥ 0 tenemos,

Hq−1(M,Z(p,1)) ≃ Hq(M,Ωp),

Hq−2(M,Z(p,2)) ≃ Hq−1(M,Z(p,1)),
...

H1(M,Z(p,q−1)) ≃ H2(M,Ωp,q−2).

(3.18)

De la secuencia

0 −→ Z(p,q−1) −→ a(p,q−1) −→ Z(p,q) −→ 0,

tenemos

0 −→ Z(p,q−1)(M) −→ a(p,q−1)(M)
∂̄−−→ Z(p,q)(M) −→ H1(M,Z(p,q−1)) −→ 0.

Finalmente

H1(M,Z(p,q−1)) ≃ Z(p,q)(M)

∂̄(a(p,q−1)(M))
= Hp,q

∂̄
(M).

De 3.18 tenemos

Hq(M,Ωp) ≃ Hp,q

∂̄
(M).

Observación 3.4.4. Del teorema 3.4.3 se tienen las siguientes consecuencias:

(i) Para p = 0 tenemos Ω0 = O

Hq(M,O) ≃ Ho,q

∂̄
(M) = 0 si q > dimM.

(ii) Por el lema 3.4.2, se tiene

Hq(∆,Ωp) ≃ Hp,q

∂̄
(∆) = 0, q ≥ 1, ∆ ⊆ Cn polidisco
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En particular

Hq(Cn,O) = 0 si q ≥ 1

Sea U = {Ui} un cubrimiento abierto a�nes Ui = {(z0, · · · , zn) : zi ̸= 0},
0 ≤ i ≤ n de Pn. Dado que cada Ui es biholomorfo a Cn y, por lo tanto, U es un

cubrimiento de Leray del espacio proyectivo complejo Pn para el haz O. Se sigue

inmediatamente del teorema de Leray 3.2.5 que

Hp(Pn,O) = 0, p > n.

Usaremos la misma notación OPn(m) para denotar el haz de secciones del

�brado OPn(m). Con relación al cubrimiento U , el �brado OPn(1) tiene funciones

de transición ϕij =
zj
zi
. Para m ∈ Z denotamos OPn(m) el �brado con funciones de

transición en (
zj
zi
)m en Uij , así este haz está asociado al divisor zm0 = 0. Es decir, si

hacemos que Pn−1 ⊂ Pn denota el hiperplano z0 = 0, entonces tenemos

OPn(m) =
[
m · Pn−1

]
.

Con esta convención, OPn(m) tiene la sección canónica sm dada localmente por

smi =
(z0
zi

)m
,

y además

div(sm) = m · Pn−1.

Lema 3.4.5. Dado un hiperplano H de Pn. Para cada m ∈ Z, tenemos un O-

mor�smo no nulo

ϕH : OPn(m) −→ OPn(m+ 1),

satisfaciendo ϕH ,z = 0 si y solo si z ∈ H . En particular, ϕH se restringe a un

isomor�smo de OPn(m) con OPn(m+ 1) sobre Pn \ H .

Prueba. Sea h(z0, . . . zn) = 0 la ecuación que de�ne el hiperplano H . El mor�smo

ϕH (f) = hzf, donde f ∈ OPn(m)z.

satisface las propiedades requeridas.

Denotemos por P (m)(Cn+1) el espacio de polinomios homogéneos de grado

m sobre Cn+1. Luego aplicando la proposición 5.9.2 de [FFF82], se tiene:

H0(Pn,OPn(m)) ≈

{
P (m)(Cn+1) m ≥ 0

0 m < 0

Teorema 3.4.6. (1) Para m ≥ 0, se tiene:

Hp(Pn,OPn(m)) ≈

{
0 p ̸= 0

P (m)(Cn+1) p = 0

(2) Para m < 0, se tiene

Hp(Pn,OPn(m)) ≈

{
0 p ̸= n

P (−m−n−1)(Cn+1) p = n
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Prueba. Previamente hemos analizado los casos p = 0 y p > n. De ahora en adelante

supondremos 1 ≤ p ≤ n.

Consideramos el caso m = 0. Para ello considere un p-cociclo c del haz O
respecto al cubrimiento U por abiertos a�nes, c ∈ Zp(U ,O), digamos

c = {c(s) = c(s0, . . . , sp)} ,

donde c(s) ∈ O(Us) y s = (s0, . . . , sp) es una (p+1)- upla de enteros (distintos) que

se encuentran entre 0 y n. Cada c(s) es una función holomorfa sobre Us ⊂ Cn+1,

como m = 0 esta función sería homogéno de grado cero, luego su desarrollo en serie

de Laurent sobre Us es de la forma

c(s)(z0, . . . , zn) =
∑

r0+···+rn=0

c(s)r0···rnz
r0
0 · · · zrnn

=
∑
|r|=0

c(s)rz
r,

Observe que el coe�ciente c(s)r0···rn será cero si rj < 0 con j /∈ {s0, . . . , sp}.
De�nimos

a(s0, . . . , sp−1) =
1

n− p+ 1

∑
j /∈{s0,...,sp−1}

c(j, s0, . . . , sp−1)
+,

donde c(j, s0, . . . , sp−1)
+ es una función holomorfa en Us0...sp−1 con series de Laurent

c(j, s0, . . . , sp−1)
+ =

∑
|r|=0
rj≥0

c(j, s0, . . . , sp−1)rz
r.

Así tenemos el operador borde de a ∈ Cp−1(U ,O).

(δa)s0···sp =
1

n− p+ 1

( ∑
j /∈{s0,...,sp−1}

(
c(j, s1, s2, . . . , sp)− · · · ± c(j, s0, . . . , sp−1)

)+)
=

1

n− p+ 1

∑
j /∈{s0,...,sp−1}

c(s0, . . . , sp), c es un cociclo: δc = 0

=c(s0, . . . , sp).

así Zp(U ,O) = δ(Cp−1(U ,O)). Por lo tanto Hp(U ,O) = 0, p > 0.

Los mismos argumentos demuestra que si m > 0 entonces Hp(U ,O(m)) = 0,

p > 0. En efecto, en este caso una cocadena es una colección de funciones holomorfas

que son homogéneas de grado m. También la demostración vale para m < 0 siempre

que p < n.

Solo falta demostrar el caso p = n y m < 0. Para ello consideremos el cociclo

c ∈ Zn(U ,O(m)), esto es, c ∈ O(U01...n) es homogénea de grado m. Por lo tanto

c(z0, . . . , zn) =
∑

|r|=m

crz
r.

El cociclo c lo podemos descomponer como la suma de dos cocadena c = C0 + C1,

donde la cocadena C0 es la serie donde todos sus términos cr0...rnz
r0
0 · · · zrnn tienen
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al menos un índice rj > 0 y C1 es la suma de los términos tal que todo índice rj < 0.

Observe que C1 = 0, si −m ≤ n.

Como en la primera parte de esta demostración existe una (n−1)-cocadena

a tal que C0 = δa. Por otro lado teniendo en cuenta el desarrollo de la serie de

Laurent de C1 tenemos que C1 ̸= 0 no puede ser un coborde. Así, podemos suponer

m ≤ −n− 1. Por lo tanto

E =

 ∑
|r|=m

crz
r : cr ∈ C, cada índice rj < 0

 ≈ Hn(U ,O(m))

Así el cociclo c se puede escribir

c = (z0 . . . zn)
−1

∑
r0,...,rn≤0

r0+···+rn=m+n+1

crz
r0+1
0 . . . zrn+1

n .

Por lo tanto Hn(U ,O(m)) ≈ P (−m−n−1)(Cn+1), donde el isomor�smo se da

asignando al cociclo c en polinomio P ∈ P (−m−n−1)(Cn+1) tal que

c(z0, . . . , zn) = (z0 . . . zn)
−1P(z−1

0 , . . . , z−1
n ).

Corolario 3.4.7.

hq(Pn,OPn(k)) =



(
k + n

k

)
, q = 0, k ≥ 0(

−k − 1

−k − 1− n

)
, q = n, k ≤ −n− 1

0 , otros casos

3.4.1 Fibrados de lineas sobre el espacio proyectivo

Dado una variedad compleja M , tenemos el grupo de Picard

Pic(M) = {[L] : L es un �brado lineal homorfo sobre M}

donde

[L] = [L′] si y solo si L y L′ son isomorfos .

Sea U = {Ui}i∈I un cubrimiento abierto de M tal que L y L′ se trivializan

sobre cada uno de los abiertos Ui. Sean (gi0i1) y (g′i0i1) las funciones de transición

de los �brado L y L′ respectivamente. Como ellos satisfacen las condiciones de

cociclos tenemos (gi0i1) y (gi0i1) están en Z1(U ,O∗) asi ellos determinan elementos

del grupo de cohomología H1(M,O∗). Si L y L′ son isomorfos existen fi ∈ O∗(Ui)

tal que

gi0i1fi0 = g′i0i1fi1 , en Ui0i1 .

esto es,

fi0f
−1
i1

= g′i0i1g
−1
i0i1
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Luego

δ0((fi)) = (g′i0i1g
−1
i0i1

)

Por lo tanto (gi0i1) y (g
′
i0i1

) son cobordes y por lo tanto deteminan el mismo elemento

del grupo H1(M,O∗), de esta manera tenemos la aplicación

ϕ : Pic(M) → H1(M,O∗)

[L] → [(gi0i1)]

esta bien de�nida y es un isomor�smo de grupos. Así tenemos

Proposición 3.4.8. Si M es una variedad compleja, Entonces los grupos son

isomorfos

Pic(M)
ϕ∼= H1(M,O∗).

Proposición 3.4.9. El grupo de Picard Pic(Pn) es isomorfo al grupo ciclico in�nito

generado por el �brado OPn(1).

Prueba. Primero vemos que el grupo Pic(Pn) es in�nito, para ello basta probar

que el grupo generado por OPn(1) en Pic(Pn) es cíclico in�nito. En efecto, como

OPn(p) = OPn(1)⊗p es isomorfo al �brado trivial Pn×C si y solo siH0(Pn,OPn(p)) ∼=
C y por el teorema 3.4.6 esto sucede si y solo si p = 0.

Ahora veamos que OPn(1) genera el grupo de Pic(Pn). En efecto, de la

secuencia de cohomología

0 −→ Z −→ O −→ O∗ −→ 0,

como H1(Pn,O) = 0 y H2(Pn,O) = 0, por el teorema 3.4.6, tenemos

H1(Pn,O∗) = H2(Pn,Z)

donde el isomor�smo viene dado por δ∗, el homomor�smo de conexión (ver teorema

3.3.10). Por topología, H2(Pn,Z) ∼= Z, n ≥ 1. Sea P1 ⊂ Pn. Tenemos el diagrama

conmutativo

H1(Pn,O∗)
δ∗ //

r

��

H2(Pn,Z) ∼= Z

��
H1(P1,O∗)

δ∗ // H2(P1,Z) ∼= Z

donde los mapas verticales son inducidos por inclusión. Ahora sabemos que el haz

r(OPn(1)) genera H1(P1,O∗), ver [FFF82]. Pero r mapea el haz de la sección del

hiperplano de Pn al haz de la sección del hiperplano de P1 y así δ∗r(OPn(1))

genera H2(P1,Z). Por la conmutatividad del diagrama se deduce que OPn(1) genera

H1(Pn,O∗).

pucp 94



Capítulo 4

El teorema de Gómez-Mont

Kempf

En este capítulo estudiaremos el complejo de Koszul, daremos su de�nición,

ejemplos y un teorema en el cual se demuestra que el complejo de Koszul

es una secuencia exacta. Finalmente, demostraremos el teorema de Gómez

Mont, Kempf, teorema principal de la tesis, nuestras principales referencias

son [Eis13],[OSS80], [Jur15], [GH94] y [GMK89].

4.1 Secuencia regular

Sea R un anillo (conmutativo y con 1), x ∈ R, x ̸= 0 se llama un divisor de cero si

existe y ∈ R, y ̸= 0 tal que xy = 0. Si x no es divisor de cero se le llama elemento

regular.

De�nición 4.1.1. Sean f1, . . . , fn ∈ On una secuencia de gérmenes de funciones

holomorfas. Diremos que (f1, . . . , fn) es una secuencia regular, si la clase de fk no

es un divisor de cero en
On

⟨f1, . . . , fk−1⟩
para todo k = 1, . . . , n.

Ejemplo 4.1.2. Sea la foliación Fα generada por el campo vectorial

α = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
,

en (C2, 0). Probaremos que la secuencia de los gérmenes f1 = x, f2 = y ∈ O2 es

una secuencia regular y la singularidad de Fα es no degenerada.

Prueba. (i) Probaremos que la secuencia de los gérmenes f1 = x, f2 = y ∈ O2 es

una secuencia regular.

En efecto:

(a) f1 = x no es divisor de O2, pues no existe ningún

g = a00 + a10x+ a01y + a20x
2 + a11xy + a02y

2 +· · · ≠ 0 ∈ O2

tal que f1g = 0.
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4.1. SECUENCIA REGULAR 96

(b) f̄2 = ȳ no es un divisor de cero en
O2

⟨f1⟩
.

En efecto.

Sea g ∈ O2, entonces g se de�ne como:

g = a00 + a10x+ a01y + a20x
2 + a11xy + a02y

2 +· · ·

Como x̄ = 0̄ en
O2

⟨f1⟩
, entonces se tiene

ḡ = a00 + a10x+ a01y + a20x2 + a11xy + a02y2 +· · ·

= ā00 + ā10��
0̄

x̄+ ā01ȳ + ā20���
0̄

x̄2 + ā11��
0̄

x̄ȳ + ā02ȳ
2 +· · ·

ḡ = ā00 + ā01ȳ + ā02ȳ
2 +· · ·

Como f̄2 = ȳ ̸= 0̄, entonces f2 = ȳ no es un divisor de cero de
O2

⟨f1⟩
, pues

no existe ningún ḡ = ā00 + ā01ȳ+ ā02ȳ
2 +· · · ̸= 0̄ ∈ O2

⟨f1⟩
tal que f̄2ḡ = 0̄.

Por lo tanto, la secuencia de gérmenes f1, f2 ∈ O2 es una secuencia

regular.

(ii) Dada la foliación Fα generada por el campo vectorial

α = α(x, y) = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
,

tenemos Sing(Fα) = Sing(X) =
{
p ∈ (C2, 0) : x = 0, y = 0

}
= {(0, 0)}.

Como

det(Dα(p))) =

∣∣∣∣∣1 0

0 1

∣∣∣∣∣ ̸= 0

entonces p = (0, 0) es una singularidad no degenerada. Por lo tanto, la foliación

Fα tiene singularidad no degenerada.

En la Figura 4.1, se observa que El eje x : y = 0 y el eje y : x = 0 son curvas

regulares, siendo la intersección de ellos el punto O = (0, 0).

Figura 4.1: f1 = x, f2 = y es una secuencia regular

.

Proposición 4.1.3. Sea U = (Cn, 0) una vecindad del origen y f = (f1, . . . , fn) :

U → Cn una aplicación holomorfa, las siguientes condiciones son equivalentes:
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4.2. COMPLEJO DE KOSZUL 97

(1) f−1(0) = {0}.

(2) codim {p ∈ (Cn, 0) : f1(p) = · · · = fk(p) = 0} = k.

(3) f1, . . . , fn ∈ On es una secuencia regular.

La demostración se puede ver en [GH94] pág 660.

Corolario 4.1.4. Sea U ⊂ Cn vecindad del origen y f = (f1, . . . , fn) : U → Cn. Si

f(0) = 0 y |Df(0)| ≠ 0, entonces f1, . . . , fn ∈ On es una secuencia regular.

Ejemplo 4.1.5. Sea U ⊂ C2 vecindad del origen y f = (f1, f2) : U → C2, donde

f1 = y − x2, f2 = x− y2. Como

det(Df(0))) =

∣∣∣∣∣0 1

1 0

∣∣∣∣∣ = −1 ̸= 0

Por el corolario 4.1.4, la secuencia (y − x2, x− y2) es regular en el anillo local O2,

ver Figura 4.2

Figura 4.2: La secuencia f1 = y − x2, f2 = x− y2 regular.

Lema 4.1.6. Si (f1, . . . , fi, . . . , fr) es una secuencia regular en el anillo On.

Entonces cualquier permutación de (fσ(1), . . . , fσ(i), . . . , fσ(r)), donde σ es una

permutación de los elementos {1, . . . , i, . . . , n}, también es una secuencia regular.

La demostración se puede ver en [Eis13].

4.2 Complejo de Koszul

Dado f1, . . . , fr ∈ On y de�namos los On-módulos

Ek = On ⊗C ∧kCr

con On-base {eJ = ej1 ∧ . . . ∧ ejk : 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ r}, donde {e1, . . . , er} es la

base canónica del espacio Cr.
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4.2. COMPLEJO DE KOSZUL 98

Entre estos espacios tenemos los mor�smos de módulos On-lineal

dEk : Ek −→ Ek−1

eJ 7−→ dEk (eJ) =
k∑

t=1

(−1)t−1fjtej1 ∧ . . . ∧ êjt ∧ . . . ∧ ejk (4.1)

mediante êjt indicamos que ejt debe omitirse del producto. Estos mor�smos

satisfacen la propiedad

dEj ◦ dEj+1 = 0, ∀ j ≥ 0 (4.2)

y así tenemos determinado un complejo de cadenas de On-módulo de longitud r

K(f1, . . . , fr) : 0
o−−→ Er

dE
r−−→ Er−1

dE
r−1−−−→· · · dE

2−−→ E1
dE
1−−→ E0

o−−→ 0 (4.3)

llamado complejo de Koszul.

Dado el complejo de cadenas K(f1, . . . , fr), de�nimos el k-ésimo espacio vectorial

de cohomología como:

Hk(K(f1, . . . , fr)) =
Ker(dEk )

Im(dEk+1)
), k = 0, . . . , r − 1. (4.4)

Hr(K(f1, . . . , fr)) = Ker(dEr )

Hk(K(f1, . . . , fr)) = 0, k > r.

Observación 4.2.1. Veamos como es la aplicación de On-módulo dE1 . Para ello

primero obsermos los módulos entre los cuales está de�nido

E0 = On,

E1 = On ⊗C ΛCr = On ⊗C Cr = On ⊕ · · · ⊕ On︸ ︷︷ ︸
r−veces

= Or
n.

Así la tenemos la aplicación On- lineal:

dE1 : Or
n −→ On

dado (g1, . . . , gr) ∈ Or
n tenemos

dE1 (g1, . . . , gr) = dE1 (g1e1 + · · ·+ grer)

= g1d
E
1 (e1) + · · ·+ grd

E
1 (er)

= g1f1 + · · ·+ grfr (4.5)

puesto que de (4.1) tenemos dE1 (ej) = fj .

Se presenta a continuación dos ejemplos para entender la noción de complejo

de Koszul de longitud 1 y de longitud 2.

Ejemplo 4.2.2. Sea f ∈ On. Construimos el complejo de Koszul K(f) de longitud

1, asociado a f , de la siguiente forma:

K(f) : 0
d2−→ E1

d1−→ E0
d0−→ 0,

donde los On-módulos E1 y E0 están de�nidos como:

E1 = On ⊗C ∧1C = On ⊗C C = On,

E0 = On ⊗C ∧0C = On ⊗C C = On.

y por 4.1 los mor�smos d2, d1 y d0 están dados por:
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� d2(0) = 0,

� d1(e1) = (−1)0f · 1 = f (multiplicación por f),

� d0(h) = 0, h ∈ On.

Entonces el complejo de Koszul K(f) de longitud 1, se expresa como:

K(f) : 0
o−−→
d2

On
f−→
d1

On
o−−→
d0

0

g 7−→ fg,

donde g ∈ On. El complejo de Koszul de longitud 1, es un complejo de cadena,

puesto que se cumplen las condiciones:

I. (d0 ◦ d1)(g) = d0(d1(g)) = d0(fg) = 0,

II. (d1 ◦ d2)(g) = d1(d2(g)) = d0(0) = 0

Además esta condición implica:

(a) Im(d2) = Im(o) ⊂ {g ∈ On : fg = 0} = Ker(f).

(b) Im(d1) = Im(f) = {fg : g ∈ On} = fOn = ⟨f⟩.

De 4.4 calculamos la cohomología de K(f):

(i) H1(K(f)) =
Ker(d1)

Im(d2)
=
Ker(f)

Im(o)
=
Ker(d1)

{0}
= Ker(d1)

(ii) H0(K(y)) =
Ker(d0)

Im(d1)
=
Ker(o)

Im(f)
=

On

fOn
=

On

⟨f⟩
.

Si consideramos que f es regular en On, como este anillo es un dominio

todos los elementos no nulos no son divisores de cero, así f ̸= 0. Entonces

Ker(f) = {g ∈ On : fg = 0} = {0} Por lo tanto, en este caso (cuando f ̸= 0)

tenemos

H1(K(f)) = Ker(d1) = {0}.

Ejemplo 4.2.3. Sean f, g ∈ On. Construimos el complejo de Koszul K(f, g) de

longitud 2 asociado a la secuencia f, g, de la siguiente forma:

K(x, y) : 0
d3−→ E2

d2−→ E1
d1−→ E0

d0−→ 0,

donde los On-módulos E2, E1, E0 están de�nidos como:

E2 =On ⊗C ∧2C2 = On ⊗C (C2 ∧ C2) ∼= On ⊗C C = On,

E1 =On ⊗C ∧1C2 = On ⊗C C2 = O2
n

E0 =On ⊗C ∧0C2 = On ⊗C C = On.

y por 4.1 los mor�smos d2, d1, d0 están dados por:

� Dada la base B2 = {e1 ∧ e2} de E2, se de�ne el mor�smo d2 como:

d2 : On −→ O2
n

(e1 ∧ e2) 7−→ d2(e1 ∧ e2) = (−1)0f · e2 + (−1)1g · e1 = −ge1 + fe2,

que se corresponde con la matriz vertical
(−g

f

)
.
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� Dada la base B1 = {e1, e2} de E1, se de�ne el mor�smo d1 como:

d1(e1) = (−1)0f · 1 = f,

d1(e2) = (−1)0g · 1 = g.

que se corresponde con la matriz horizontal (f, g).

� Dada la base B0 = {1} de E0, se de�ne el mor�smo

d0 : On −→ 0

h 7−→ d0(h) = 0, ∀h ∈ On

Entonces complejo de Koszul de longitud 2, se expresa como:

K(f, g) : 0
o−−→ On

(−g
f )−−−→
d2

O2
n

(f,g)−−−→
d1

On
o−−→
d0

0,

Puesto que se cumplen las condiciones:

I. (d0 ◦ d1)
(
h
j

)
= d0((f, g)

(
h
j

)
) = d0(fh+ gj) = 0, ∀h, g ∈ On

II. (d1 ◦ d2)(h) = d1

((−hg
hf

))
= (fg)

(−hg
hf

)
= −hfg + hfg = 0, ∀h ∈ On

entonces se dice que K(x, y) es un complejo de cadena. Estas condiciones implican:

(a) Im(d2) =
{(−sg

sf

)
: s ∈ On

}
⊂
{(

h
j

)
: fh+ gj = 0

}
= Ker(d1),

(b) Im(d1) = fOn + gOn ⊂ On = Ker(o),

(c) Im(d3) = {0} .

De 4.4 calculamos la cohomología de K(f, g):

(i) H0(K(f, g)) =
Ker(d0)

Im(d1)
=

On

fOn + gOn
=

On

⟨f, g⟩
,

(ii) H1(K(f, g)) =
Ker(d1)

Im(d2)
=

{(
h
j

)
: fh+ gj = 0, h, j ∈ On

}{(−sg
sf

)
: s ∈ On

} .

Supongamos (f, g) una secuencia regular en el anillo local On. Entonces, si la

matriz vertical
(
h
j

)
∈ Ker(d1) tenemos

fh+ gj = 0, (1)

luego

gj = fh+ gj = 0 en el cociente
On

⟨f⟩
.

Como g no es un divisor de cero en el anillo cociente On

⟨f⟩ , tenemos j = 0,

esto es, j = sf para algun s ∈ On. Por otro lado, como el anillo On es

local, la secuencia (g, f) es también regular por lema 4.1.6, así de lo realizado

previamente tenemos h = lg, para algun l ∈ On. Luego de (1) tenemos

f(lg) + g(sf) = 0, como f y g son no nulos en On (no son divisores de cero),

tenemos l = −s, luego (
h

j

)
=

(
−sg
sf

)
.

pucp 100



4.2. COMPLEJO DE KOSZUL 101

Por lo tanto, si el par (f, g) es regular en On entonces Ker(d1) = Im(d2) y

así

H1(K(f, g)) = {0}.

(iii) H2(K(f, g)) =
Ker(d2)

Im(d3)
=
Ker(d2)

{0}
= Ker(d2)

Si (f, g) es una secuencia regular en el anillo local On, como On es un dominio

necesariamente f ̸= 0 y g ̸= 0. Entonces

Ker(d2) = {h ∈ On : −gh = 0 y fh = 0} = {0} .

Por lo tanto, en este caso tenemos

H2(K(f, g)) = Ker(d2) = {0} .

Teorema 4.2.4. Sean f1, . . . , fr ∈ On gérmenes de funciones holomorfas. Si

(f1, . . . , fr) es una secuencia regular en el anillo local On, entonces el complejo

de cadena de Koszul

K(f1, . . . , fr) : 0
o−−→ Er

dE
r−−→ Er−1

dE
r−1−−−→· · · dE

2−−→ E1
dE
1−−→ E0

o−−→ 0 (4.6)

es una secuencia exacta en Ej, para todo j ≥ 1. En particular

H0 (K(f1, . . . , fr)) =
On

⟨f1, . . . , fr⟩
,

Hk (K(f1, . . . , fr)) = 0, ∀ k = 1, . . . , r.

Prueba. Por inducción sobre r.

(i) Si r = 1, entonces E1 = On. Sea E0 = On.

0
o−→ E1

dE
1−−→ E0 −→ 0

∥ ∥

0
o−→ On

dE
1−−→ On −→ 0

Si se toma k = 1 en (4.1) se tiene dE1 (e1) = f1. Además se tiene

H1(K(f1)) =
Ker dE1
Im(o)

=
Ker dE1
{0}

= Ker dE1 .

Si g ∈ Ker dE1 entonces gf1 = 0. Como f1 es regular, f1 no es un divisor de

cero. Luego g = 0. Por lo tanto

H1(K(f1)) = {0} .

También se tiene

H0(K(f1)) =
Ker(o)

ImdE1
=

On

f1On
=

On

⟨f1⟩
.
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(ii) Hipótesis inductiva: Supongamos que el resultado es válido para r − 1.

Consideremos los siguientes On -módulos:

Fk = On ⊗C ∧kCr−1,

Ek = On ⊗C ∧kCr,

Qk =
Ek

Fk

Observemos que Fk ⊂ Ek puesto que ∧kCr−1 ⊂ ∧kCr.

Consideremos el siguiente diagrama

0

��

0

��

0

��

0

��
F· : 0

o //

��

Fr−1

dF
r−1 //

ir−1

��

Fr−2 . . .
dF
2 //

ir−2

��

F1

i1

��

dF
1 // Ir−1

i0

��

o // 0

E· : 0
o // Er

dE
r //

πr

��

Er−1

πr−1

��

dE
r−1 // Er−2 . . .

dE
2 //

πr−2

��

E1

π1

��

dE
1 // Ir

π0

��

o // 0

Q· : 0
o // Qr

dr //

o

��

Qr−1

dr−1 //

o

��

Qr−2 . . .
d2 //

o

��

Q1
d1 //

o

��

Ir
Ir−1

o //

o

��

0

0 0 0 0 0

(4.7)

donde ir−1 : Fr−1 → Er−1, r > 0 es la inclusión, πr : Er → Qr, r ≥ 0 es

la proyección canónica y Ir = ⟨f1, . . . , fr⟩ el ideal generado por las funciones

f1, . . . , fr ∈ On .

Por hipótesis inductiva, se tiene que la secuencia

F· : 0 −→ Fr−1

dF
r−1−−−→ Fr−2

dF
r−2−−−→ · · · dF

2−−→ F1
dF
1−−→ Ir−1 −→ 0

es exacta.

Los On-módulo cociente Qk son:

Qk =
Ek

Fk
=

On ⊗C ∧kCr

On ⊗C ∧kCr−1
∼= On ⊗C

(
∧kCr

∧kCr−1

)
∼= On

(
er ⊗C ∧k−1Cr−1

)
Considerando J ′ = (j1, . . . , jk−1) ⊂ (1, . . . , r − 1) y de�niendo

dk(er ⊗ eJ′) = freJ′ − er ⊗ dFk−1(eJ′)

= er ⊗ dFk−1(eJ′)mod Fk, k = 1, . . . , r

demostraremos, en particular, que d1 ◦d2 = 0. En efecto, dado er⊗ej ∈ Q2, se tiene

(d1 ◦ d2)(er ⊗ ej) =d1(frej − er ⊗ dF1 (ej))

=d1(frej − erfj)

=frd1(ej)− d1(er)fj

(d1 ◦ d2)(er ⊗ ej) =frfj − frfj = 0
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que es justamente lo que queriamos, d1 ◦d2 = 0. De manera análoga, se cumple que

dr−1 ◦ dr = 0, ∀ r > 0. Por lo tanto, la secuencia cociente

Q· : 0 −→ Qr
dr−→ Qr−1

dr−1−−−→ Qr−2 · · · −→ Q1
d1−→ Ir

Ir−1

o−→ 0

es nuevamente un complejo de Koszul y aplicando la hipótesis inductiva es también

exacta.

Considerando las siguientes identi�caciones:

Q2
∼=On(er ⊗ Cr−1), d2(er ⊗ ej) = erfj ,

Q1
∼=On.er, d1(ger) = gfr,

y de�niendo la proyección canónica

πF1
: E1 −→ E1

F1
= Q1

g1e1 + g2e2 7−→ πF1(g1e1 + g2e2) = g1e1,

el siguiente diagrama

E2

dE
2 //

πF2

��

E1

πF1

��

dE
1 // Ir

πIr−1

��

o // 0

Q2
d2 //

o

��

Q1
d1 //

o

��

Ir
Ir−1

o //

o

��

0

0 0 0

es conmutativo, puesto que se cumple: d1 ◦ πF1 = πIr−1 ◦ dE1 . En efecto

(d1 ◦ πF1
)(g1e1 + g2e2) = (πIr−1

◦ dE1 )(g1e1 + g2e2)

d1(πF1
(g1e1 + g2e2)) = πIr−1

(dE1 )(g1e1 + g2e2)

d1(g1e1) = πIr−1
(g1f1 + g2f2)

g1f1 = g1f1

y de manera análoga, también se cumple d2 ◦ πF2
= πF1

◦ dE2 .
Si d1(ger) = 0, entonces gfr esta en el ideal Ir−1 = ⟨f1, . . . , fr−1⟩ y como la

secuencia (f1, . . . , fr) es regular, se tiene g = 0. Entonces g está en el ideal

Ir−1 = ⟨f1, . . . , fr−1⟩. Así ger ∈ d2(Q2).

Como la inclusión i es un monomor�smo y la proyección canónica π un epimor�smo,

entonces la secuencia corta de complejos

0 −→ F·
i−→ E·

π−→ Q·
o−→ 0

es exacta.

Ahora, aplicando el teorema 4.9 de [MT97] de secuencia exacta larga de

cohomología, se tiene que la secuencia

0−→Hk(F·)
i∗−→Hk(E·)

π∗

−→Hk(Q·)
∂∗

−→Hk+1(F·)
i∗−→Hk+1(E·)

π∗

−→Hk+1(Q·) −→ · · ·
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es exacta. Por lo tanto, el diagrama (4.7) es conmutativo y exacto.

Como Hk(F·) = 0 = Hk(Q·) se deduce que:

Hk(K(f1, . . . , fr)) = Hk(E·) = 0, ∀ k = 1, . . . , r

y el complejo de cadena de Koszul (4.6) es una secuencia exacta.

4.3 Campos vectoriales meromorfos en Pn

Sean Pn el espacio proyectivo complejo C, OPn haz de funciones holomorfas, ΘPn

haz tangente, Ω1
Pn = Θ∗

Pn haz cotangente, L haz hiperplano en Pn y Ωp
Pn = ∧pΩr

Pn

Si ξ es un OPn -haz, entonces denotamos:

ξ(r) =

{
ξ ⊗OPn(1)⊗r , r ≥ 0

ξ ⊗OPn(−1)⊗|r| , r ≤ 0

Si d > 1, se tiene:

ΘPn(1− d) = ΘPn ⊗OPn(−1)⊗|1−d| = ΘPn ⊗OPn(1− d)

Teorema 4.3.1 (Las fórmulas de Bott).

hq(Pn,Ωp
Pn(k)) =



(
k + n− p

k

)(
k − 1

p

)
, q = 0, 0 ≤ p ≤ n, k > p

1 , k = 0, 0 ≤ p = q ≤ n(
−k + p

−k

)(
−k − 1

n− p

)
, q = n, 0 ≤ p ≤ n, k < p− n

0 , otros casos

Prueba. La demostración del teorema de la secuencia de Euler y del teorema 3.4.6.

Veamos el caso k = 0, 0 ≤ p = q ≤ n. En efecto, de la secuencia de Euler

0 −→ OPn(−1) −→ O⊕(n+1)
Pn −→ TPn(−1) −→ 0, (4.8)

dualizando esta secuencia y tomando el producto exterior p-veces, tenemos:

0 −→ Ωp
Pn(p) −→ O⊕(n+1

p )
Pn −→ Ωp

Pn(p) −→ 0, (4.9)

Por otro lado, del teorema 3.4.6

Hq(Pn,OPn) = 0 para q > 1 (4.10)

Esta secuencia exacta corta de (4.9) da origen a una secuencia exacta larga de

cohomología (teorema 3.3.10) luego de (4.10) tenemos

Hq(Pn,Ωq
Pn) = · · · = H0(Pn,Ω0

Pn) = H0(Pn,OPn) = 1.

Los otros casos se demuestran de manera similar. Ver en [OSS80].
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Proposición 4.3.2. 1. Si q < n y r > 0, entonces

Hq(Pn, ∧pΩPn(−r)) = 0.

2. Si k > 0, 0 ≤ q ≤ n y n ≥ 2, entonces

(a) H0(Pn,Θ∗
Pn ⊗ΘPn) = C.

(b) Hq(Pn, ∧pΘ∗
Pn ⊗ΘPn((1− p)k)) = 0, q < p.

Prueba. 1) Como Ω1
Pn = Θ∗

Pn y Ωp
Pn = ∧pΩr

Pn tenemos que 1) es consecuencia de la

Fórmula de Bott.

2) a) Tensorizando la secuencia de Euler

0 −→ OPn(0) −→ OPn(1)⊕(n+1) −→ TPn −→ 0,

con el �brado OPn(−1) tenemos

0 −→ OPn(−1) −→ O⊕(n+1)
Pn −→ ΘPn(−1) −→ 0,

tensorisando esta secuencia con Ω1
Pn(1) obtenemos:

0 −→ Ω1
Pn −→ Ω1

Pn(1)⊕(n+1) −→ Ω1
Pn ⊗ΘPn −→ 0.

Por el teorema (3.3.10), esta secuencia induce la secuencia de cohomología:

0 −→ H0(Pn,Ω1
Pn) −→ H0(Pn,Ω1

Pn(1)⊕(n+1)) −→ H0(Pn,Ω1
Pn ⊗ΘPn)

−→ H1(Pn,Ω1
Pn) −→ H1(Pn,Ω1

Pn(1)⊕(n+1)) −→ · · ·

De la fórmula de Bott las cohomologías de color rojo son nulos, luego

H0(Pn,Θ∗
Pn .⊗ΘPn) = H0(Pn,Ω1

Pn ⊗ΘPn) = H1(Pn,Ω1
Pn) = C.

la última igualdad también es consecuencias de la fórmula de Bott.

b) Para simpli�car la demostración consideremos el caso p = 2, luego q < 2

el caso general se demuestra de manera análoga. Veamos

Tensorizando la secuencia de Euler

0 −→ OPn(0) −→ OPn(1)⊕(n+1) −→ TPn −→ 0,

con el �brado OPn(−r), donde r > 0, tenemos

0 −→ OPn(−r) −→ OPn(1− r)⊕(n+1) −→ ΘPn(−r) −→ 0,

tensorisando esta secuencia con Ω2
Pn(1) obtenemos:

0 −→ Ω2
Pn(−r) −→ Ω2

Pn(1− r)⊕(n+1) −→ Ω2
Pn ⊗ΘPn(−r) −→ 0.

Por el teorema (3.3.10), esta secuencia induce una secuencia larga de cohomología

0 −→ H0(Pn,Ω2
Pn(−r)) −→ H0(Pn,Ω2

Pn(1− r)⊕(n+1)) −→ H0(Pn,Ω2
Pn ⊗ΘPn(−r))

−→ H1(Pn,Ω2
Pn(−r)) −→ H1(Pn,Ω2

Pn(1− r)⊕(n+1)) −→ H1(Pn,Ω2
Pn ⊗ΘPn(−r))

−→ H1(Pn,Ω2
Pn(−r))

De la fórmula de Bott las cohomologías de color rojo son nulos, luego

H0(Pn,Ω2
Pn ⊗ΘPn(−r)) = H1(Pn,Ω2

Pn ⊗ΘPn(−r)) = 0
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Teorema 4.3.3 (Gómez-Mont, Kempf). Sean α, α′ ∈ H0(Pn,ΘPn(1 − d)), d > 1,

donde Fα,Fα′ son foliaciones con singularidades no degeneradas, de grado d. Si

Sing(Fα) = Sing(Fα′), entonces

Fα = Fα′ . (α = cα′, c ∈ C∗)

Prueba. La foliación Fα es generada por el campo meromorfo α en Pn. El conjunto

singular de la foliación Fα es denotado por:

Sing(Fα) = {p ∈ Pn : α(p) = 0}

Como el campo vectorial meromorfo α ∈ H0(Pn,ΘPn(k)), k = 1− d

α : Pn → ΘPn(k),

induce un homomor�smo de haces, denotado por:

α : OPn → ΘPn(k)

entonces el campo vectorial dual meromorfo se de�ne como:

α∗ : Θ∗
Pn(k) → OPn .

Consideremos el cubrimiento
⋃
l

Ul = Pn, por abiertos a�nes. Localmente, los

campos vectoriales meromorfos s y s′ se de�nen como: s = α |Ul
= αl

1

∂

∂z1
+ · · · +

αl
n

∂

∂zn
y s′ = α′ |Ul

, entonces el campo vectorial dual s∗ se de�ne como:

s∗ = α∗ |Ul
: Θ∗

Pn(k) |Ul
→ O(Ul), s = (αl

1, . . . , α
l
n)

Como el conjunto Sing(Fα) =
{
αl
1 = · · · = αl

n = 0
}

es de puntos singulares

no degenerados, entonces aplicando el corolario 4.1.4, se tiene que la secuencia

(αl
1, . . . , α

l
n) es regular.

Considere el haz singular OSing(Fα) de α, cociente del haz de las funciones

holomorfas OPn por el haz ideal Iα, localmente generado por las componentes de α,

esto es:

OSing(Fα)|Ul
=

O(Ul)

Iα |Ul

y el mor�smo proyección πUl
como:

πUl
: O(Ul) −→

O(Ul)

Iα|Ul

Por lo tanto, la secuencia determinada por el complejo de Koszul:

K(s) :0−→∧nΘ∗
Pn(−nk)|Ul

−→ · · · d2−→∧1Θ∗
Pn(−k)|Ul

d1−→O(Ul)
πUl−−→ OSing(Fα)|Ul

−→0

es exacta por el teorema 4.2.4. Tensorizamos por ΘPn(k) |Ul

0 −→∧nΘ∗
Pn(−nk)|Ul

⊗ΘPn(k) |Ul
−→ · · · ϕ2−→ ∧1Θ∗

Pn(−k)|Ul
⊗ΘPn(k) |Ul

ϕ1−→
ϕ1−→ O(Ul)⊗ΘPn(k)|Ul

ϕ0−→ OSing(Fα)|Ul
⊗ΘPn(k) |Ul

−→ 0,
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donde ϕ1 = d1 ⊗ 1, ϕ0 = πUl
⊗ 1.

Luego, se tiene:

OSing(Fα) |Ul
⊗ ΘPn(k) |Ul

= ΘPn(k) |Sing(Fα),

O(Ul) ⊗ ΘPn(k) |Ul
= ΘPn(k),

∧1Θ∗
Pn(−k) |Ul

⊗ ΘPn(k) |Ul
= Θ∗

Pn ⊗ΘPn ,

Renombremos

0 → Fn
k → Fn−1

k → · · ·F 2
k

ϕ2−→ Θ∗
Pn ⊗ΘPn

ϕ1−→ ΘPn(k)
ϕ0−→ ΘPn(k) |Sing(Fα)→ 0.

donde

F j
k = ∧jΘ∗

Pn(−jk)⊗ΘPn(k), j = 2, . . . , n.

A esta secuencia exacta le asociamos

0 −→ K0
k

i−→ ΘPn(k)
ϕ0−→ ΘPn(k) |Sing(Fα)−→ 0,

siendo K0
k = Kerϕ0

0 −→ K1
k

i−→ O∗
Pn ⊗ΘPn(k)

ϕ1−→ K0
k −→ 0,

siendo K1
k = Kerϕ1.

Continuamos el proceso

0 −→ Kj
k

i−−−→ F j
k

ϕj−−→ Kj−1
k −→ 0, j = 2, · · · , n− 2.

0 −→ Fn
k −→ Fn−1

k

ϕn−1−−−→ Kn−2
k −→ 0

donde Kj
k = Kerϕj , que inducen secuencias exactas largas de cohomologías de

haces:

0 −→ H0(Pn,K0
k) −→ H0(Pn,ΘPn(k)) −→ H0(Pn,ΘPn(k) |Sing(Fα)) −→ · · ·

(4.11)

0 −→ H0(Pn,K1
k) −→ H0(Pn,Θ∗

Pn ⊗ΘPn) −→ H0(Pn,K0
k)

δ01−−→
δ01−−→ H1(Pn,K1

k) −→ H1(Pn,Θ∗
Pn ⊗ΘPn) −→ H1(Pn,K0

k) (4.12)

· · · −→ Hj−2(Pn,Kj
k) −→ Hj−2(Pn, F j

k ) −→ Hj−2(Pn,Kj−1
k )

δj−2
j−−−−→

δj−2
j−−−−→ Hj−1(Pn,Kj

k) −→ Hj−1(Pn, F j
k ) −→ Hj−1(Pn,Kj−1

k )
δj−1
j−−−−→

δj−1
j−−−−→ Hj(Pn,Kj

k) −→ Hj(Pn, F j
k ) −→ Hj(Pn,Kj−1

k ) −→ · · ·
(4.13)

donde j = 2, · · · , n− 2.

· · · −→ Hn−3(Pn, Fn
k ) −→ Hn−3(Pn, Fn−1

k ) −→ Hn−3(Pn,Kn−2
k )

δn−3
n−1−−−−→

δn−3
n−1−−−−→ Hn−2(Pn, Fn

k ) −→ Hn−2(Pn, Fn−1
k ) −→ Hn−2(Pn,Kn−2

k )
δn−2
n−1−−−−→

δn−2
n−1−−−−→ Hn−1(Pn, Fn

k ) −→ Hn−1(Pn, Fn−1
k ) −→ Hn−1(Pn,Kn−2

k ) −→ · · ·
(4.14)
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De la proposición 4.3.2 todos los espacios de cohomología de color rojo son nulos.

Luego de (4.14) tenemos:

Hn−3(Pn,Kn−2
k ) = 0,

teniendo esto en cuenta de (4.13) concluimos

H0(Pn,K1
k) ≡ H1(Pn,K2

k) ≡ · · · ≡ Hn−4(Pn,Kn−3
k ) ≡ Hn−3(Pn,Kn−2

k ) = 0.

De (4.14) también tenemos

Hn−2(Pn,Kn−2
k ) = 0,

de esto y de (4.13) tenemos:

H1(Pn,K1
k) = · · · = Hn−3(Pn,Kn−3

k ) = Hn−2(Pn,Kn−2
k ) = 0

En resumen tenemos

H0(Pn,K1
k) = H1(Pn,K1

k) = 0,

luego de (4.12) y la proposición 4.3.2 se tiene

H0(Pn,K0
k) = H0(Pn,Θ∗

Pn ⊗ΘPn) ≡ C (4.15)

Como α, α′ ∈ H0(Pn,ΘPn(k)) por hipótesis sus singularidades coinciden, esto es,

Sing(Fα) = Sing(Fα′), tenemos

ϕ0(α) = α |Sing(Fα)= 0 y ϕ0(α
′) = α′ |Sing(Fα′ )= 0

de ahí que α, α′ ∈ H0(Pn,K0
k), ver (4.11), �nalmente de (4.15) existe c ∈ C∗ tal

que α = cα′.

En el teorema 4.3.3 se considera que las foliaciones tienen grado mayor igual

a 2. ¾Que sucede con las foliaciones de grado 0 y 1?. En los siguientes dos ejemplos

con�rmaremos que las foliaciones que tienen grado 0 cumplen con las conclusiones

del teorema 4.3.3, pero las foliaciones de grado 1 no cumplen tales conclusiones.

Ejemplo 4.3.4 (Foliaciones de grado 0). Por la proposición 1.6.5 sabemos que

una foliación F de grado 0 tiene una única singularidad Sing(F ) = {p} existen

coordenadas a�nes (x1, . . . , xn) tal que p = (0, . . . , 0) y la foliación está generada

por el campo radial

X = x1
∂

∂x1
+ · · ·+ xn

∂

∂xn
. (4.16)

Por lo tanto las foliaciones de grado 0 están determinados unicamente por su

singularidad.

Ejemplo 4.3.5 (Foliaciones de grado 1). Sabemos que una foliación F de grado 1

está generado por un campo vectorial

X = P0
∂

∂Z0
+ · · ·+ Pn

∂

∂Zn
(4.17)
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en Cn+1, donde los polinomios Pi son de grado 1

Pi(Z0, . . . , Zn) = ai1Z0 + · · ·+ ainZn

Si aplicamos la forma canónica de Jordan a la matriz A = (aij)i,j=0,...,n existe una

matriz P invertible tal que

P−1AP = JA, (4.18)

donde JA es la matriz de Jordan de A. Así de 4.18 la foliación F es equivalente

a la foliación generada por el campo vectorial determinado por la matriz JA.

Consideremos el caso en los autovalores λ0, . . . , λn de A son distintos dos a

dos, λi ̸= λj para todo i ̸= j. En este caso la matriz JA es diagonal.
λ0 0 . . . 0

0 λ1 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . λn


En este caso la foliación Fλ0,...,λn generada por la matriz JA, en las coordenadas

homogéneas (Z0, . . . Zn), determinada por la matriz P , esta foliación está dada por

el campo vectorial

λ0Z0
∂

∂Z0
+ · · ·+ λnZn

∂

∂Zn
(4.19)

está foliación tiene n + 1 singularidades, que en coordenadas homogéneas son los

puntos pi = [0 : . . . : 1 : . . . : 0], i = 0, . . . , n, donde 1 está hubicado en i-ésima

coordenada homogénea, esto es,

Sing(Fλ0,...,λn
) = {p0, . . . , pn}.

Siguiendo lo establecido en la subsección 1.6.1 esta foliación esta dado localmente

en coordenadas a�nes Zj = 1: (x1, . . . , xn) tenemos

(λ1 − λj)x1
∂

∂x1
+ · · ·+ (λn − λj)xn

∂

∂xn
(4.20)

en estas coordenada pj(0, . . . , 0). Como λi ̸= λj para todo i ̸= j estas singularidades

son no degeneradas. Por lo tanto existen in�nitas foliaciones Fλ0,...,λn
, dependiendo

de λ0, . . . , λn, que tienen el mismo conjunto singular {p0, . . . , pn}. Por lo tanto, el

teorema 4.3.3 no es verdad para foliaciones de grado 1.

Ejemplo 4.3.6 (Jouanolou). Sea J(n, k) el campo vectorial polinomial dado en el

abierto a�n U0 = Cn ⊂ Pn por

J(n, k) =
n−1∑
j=1

(
xkj+1 − xjx

k
1

) ∂

∂xj
+
(
1− xnx

k
1

) ∂

∂xn
.

La foliación en Pn generada por J(n, k) se denota por J (n, k) se llama foliación

de Jouanolou. Del ejemplo 1.6.6 la foliación J (n, k) tiene grado k en Pn y todas

sus singularidades son no degeneradas. Luego, por el teorema 4.3.3 estas foliaciones

están determinadas por sus singularidades y grado k ≥ 2 �jado.
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El siguiente ejemplo muestra que la condición que las singularidades sean

no-degeneradas en el teorema 4.3.3 es necesaria.

Ejemplo 4.3.7 (Cerveau, Deserti, Belko, Meziani). Las siguientes foliaciones F1,

F2, F3 y F4 de grado 2 en el plano proyectivo P2

F1 : X1 = −xy2 ∂
∂x

+ (x2 − y3)
∂

∂y

F2 : X2 = −(x2 + xy2)
∂

∂x
+ (x2 − xy + y3)

∂

∂y

F3 : X3 = −(x3 + xy2)
∂

∂x
+ (xy − x2y − y3)

∂

∂y

F4 : X4 = (xy − x− y2)
∂

∂x
+ x(x+ y2)

∂

∂y
tienen una solo singularidad en P2, en esas coordenadas, la singularidad es el origen

O(0, 0), esto es,

Sing(Fj) = {O}, j = 1, 2, 3, 4.

Como esta singularidad de estas foliaciones no tienen parte lineal entonces esta

singularidad es degenerada, luego estas foliaciones no cumplen con las condiciones

del teorema 4.3.3. Por lo tanto, el teorema 4.3.3 no nos garantiza que las foliaciones

coincidan en P2. En [CDGBM10] demuestran que estas foliaciones no son equivalente

en P2.
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Conclusiones

Después de estudiar como determinar las foliaciones holomorfas unidimensionales

en el espacio proyectivo mediante singularidades, se pueden extraer las siguientes

conclusiones:

1 Las foliaciones geométricamente son �brados, en nuestro caso estudiamos las

foliaciones de grado 1 asociadas a los �brados lineales.

2 Para obtener información de las foliaciones de grado 1 interpretadas como �brados

lineales usamos el haz de las secciones holomorfas de este �brado.

3 Las cohomologías de haces nos permitieron hacer cálculos de las propiedades

geométricas de las foliaciones unidimensionales algebraicas. En este caso

estudiamos las singularidades no degeneradas, para poder usar el complejo de

Koszul.
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