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Resumen

La presente investigacion tiene por objetivo analizar como estudiantes de quinto de secundaria
comprenden la nocién de funcién exponencial con base en la Teoria de Registros de
Representacién Semidtica al realizar una secuencia de actividades. Los estudiantes tienen
edades de 16 a 17 afos, forman parte del Programa del Bachillerato Internacional de una
institucion privada de Lima-Peru. Para conseguir este propédsito se ha empleado algunos
aspectos de la Teoria de Registros de Representacién Semidtica (TRRS); tomando en cuenta
los registros en lengua natural, algebraico y grafico. Ademas, la configuracion del Registro
Grafico Dinamico (RGD) nos permite reconocer el desarrollo de aprehensiones. La metodologia
aplicada es de tipo cualitativa y como método se utiliza la Ingenieria Didactica. En relacion a la
parte experimental, hemos seleccionado a cuatro estudiantes agrupados en dos duplas, quienes
desarrollan dos actividades; la primera en relacion al reconocimiento de la funciéon exponencial
f(x) = A-b* junto a caracteristicas del dominio y rango, la segunda respecto a la monotonia de
dicha funcion. Estas actividades inician con el uso de GeoGebra en Linea para mejorar la
comprension de ciertas caracteristicas del objeto matematico y terminan en el uso de lapiz y
papel para resolver problemas extramatematicos que permitan evidenciar la comprension de lo
visto en la primera actividad. Por ultimo, los resultados mostraron que los estudiantes logran
realizar transformaciones de las representaciones en diferentes registros semiéticos junto al

desarrollo de aprehensiones, lo que significé la comprension de la nocidn de funcién exponencial.

Palabras clave: Funcion Exponencial, Registros de Representacion Semidtica, Registro

Grafico-Dinamico, GeoGebra.



Abstract

The objective of this research is to analyze how fifth year high school students understand the
notion of exponential function based on the Theory of Semiotic Representation Records when
performing a sequence of activities. The students are 16 to 17 years old and are part of the
International Baccalaureate Program of a private institution in Lima-Peru. To achieve this
purpose, some aspects of the Theory of Semiotic Representation Registers (TRRS) have been
used; taking into account the natural language, algebraic and graphic registers. In addition, the
configuration of the Dynamic Graphic Register (DGR) allows us to recognize the development of
apprehensions. The methodology applied is qualitative and the method used is Didactic
Engineering. In relation to the experimental part, we have selected four students grouped in two
pairs, who develop two activities; the first one in relation to the recognition of the exponential
function f(x) = A - b* together with characteristics of the domain and range, the second one in
relation to the monotonicity of this function. These activities begin with the use of GeoGebra
Online to improve the understanding of certain characteristics of the mathematical object and end
in the use of pencil and paper to solve extra-mathematical problems that allow to evidence the
understanding of what was seen in the first activity. Finally, the results showed that the students
manage to perform transformations of the representations in different semiotic registers together
with the development of apprehensions, which meant the understanding of the notion of

exponential function.

Keywords: Exponential Function, Semiotic Representation Registers, Graphic-Dynamic

Register, GeoGebra.

Vi



iNDICE

=T ¥ = o v
0 [ vii
I I ] 7 ] viii
LISTA DE FIGURAS ...ttt s s s s s s e a e e ne e ix
L] 01U o o1 [ ] 1
Capitulo I: PROBLEMATICA DE LA INVESTIGACION ........cocorimmrriassssssssssssssssssssssssssesns 3
1.1 Investigaciones de Referencia .......ccccceiiiieniiiiiniiiiiieiiiiiiissreris s senesssssenesssssensssssssnsssssssnes 3
1.2 JUSHIfiCACION ..cciiiiiinneniiiiiiiiccnirtc s s e e e s s asann e 13
1.3 Aspectos de la Teoria de Registros de Representacion Semiotica .........ccccceeeererenccrrerenccnnennnenns 16
1.4 Pregunta y Objetivos de 1a INVestigacion ............ccieieuiiiiiiniiiiieiccierecesreceneeesenaneesennsnessennnnnees 33
1.5 Aspectos de la Ingenieria DIdActiCa .......ccceiiiiiiniiiiinniiiiiiniiiiiieiiienresenesasssssenssssssensssssses 34
Capitulo Il: ESTUDIO DEL OBJETO MATEMATICO .......cooeeeeerereeeeeeeeeeeeeeeeneesesasssssssssssassssenes 38
2.1 Aspectos Epistemoldgicos del Objeto Funcion Exponencial ........cccceucerreeeiiireneiirreencinnneencenenen. 38
2.2 La FUNCION EXPONENCIAL ......ciieeeiiiiinieiiiiiieieieneeseteneeeenaneeesenasssesennsssseenssssesensssssesnnssssssnssssnennns 41
2.3 La Enseinanza de la Funcién Exponencial en el Bachillerato Internacional..........ccccccceuervenncnannen. 46
Capitulo Ill: EXPERIMENTACION Y ANALISIS .......cccreremrerersesressessessessesssssssssssesssssessessenss 76
3.1 Descripcion del Escenario y Sujetos de la Investigacion ........c.ccceveeeeiireeeciireenicsnneenccsneeenncenennns 76
3.2 Descripcion de la Secuencia de Actividades .......cccceueiiieeeniiiriiecinrencereeneeereneeeseenanesssenssessennns 77
3.3 Andlisis de 1as Actividades.........ccovvveriiiiiiiiiiiiiiniiiiirr e 78
CONSIDERACIONES FINALES. ........co oottt s s s sns s s ssmnn s 122
REFERENCIAS ...ttt s s s s e e a e s e n e e an e e an e e an e e 129
ANEXOS ...t RS aE e e eaeneeaenennenennenna 134

Vii



LISTA DE TABLAS

Tabla 1: Estandar de Aprendizaje del Nivel VIl en el Curriculo Nacional Peruano.................... 15
Tabla 2: Diferentes Representaciones Semiéticas de la Funcién Exponencial ........................ 19
Tabla 3: Aprehension Perceptiva de la Funcién Exponencial en el Registro Grafico-Dinamico 29
Tabla 4: Aprehension Secuencial de la Funcion Exponencial en el Registro Grafico-Dinamico30

Tabla 5: Aprehension Discursiva de la Funciéon Exponencial en el Registro Grafico-Dinamico 31

Tabla 6: Modificacion Optica de Tipo Acercamiento para la Funcién Exponencial.................... 32
Tabla 7: Modificaciéon Posicional de Tipo Traslacion para la Funcion Exponencial ................... 33
Tabla 8: Cronologia de las Concepciones de FUNCION..........ccc.uvviiiiiii i 38
Tabla 9: Libro de Consulta de Educacion Basica Regular del Nivel Secundario ....................... 46
Tabla 10: Temas de Funcién Exponencial del Texto Matematica 5 Corefo..........ccccovvveeeeeeennn. 47

Tabla 11: Secciones del Capitulo 10: Modelling Rates of Change: Exponential and Logarithmic

T o 1o RSP 54
Tabla 12: Descripcion de 1as ACVIAAdES ..........ooouuviiiiiiee e 77
Tabla 13: Representacion Tabular de la Cantidad de Bacterias en Funcion del Tiempo.......... 82

viii



LISTA DE FIGURAS

Figura 1: Sobre la Funcion Exponencial en la Curricula del Bachillerato Internacional ............ 16
Figura 2: Clasificacion de los Registros de Representacion Semiotica ...........ccccevcveeeeiiiineen. 18
Figura 3: Registro Grafico-Dinamico de la Funcion Exponencial ............cccccoviiieieiiiiiineniiieeeene 20
Figura 4: Formacién en el Registro Grafico-Dinamico de la Funcion Exponencial.................... 22
Figura 5: Tratamientos Con Deslizador en el Registro Grafico-Dinamico de la Funcion

54 0T ) 1= o = | S 23
Figura 6: Tratamientos Sin Deslizador en el Registro Grafico-Dinamico de la Funcion

D q 0 o) 1= o o = | SRR 24
Figura 7: Conversion Grafico-Dinamico de la Funcion Exponencial del RGD al Registro

2 [0 11 o] =1 {7 o 1S 25

Figura 8: Conversion Grafico-Dinamico de la Funcion Exponencial del Registro Algebraico al

21CD NUUURRR. A W R s S R 26
Figura 9: Transformaciones de una Funcion Exponencial ............ccccccoiiiiiiiiiiiniiniiiee e 27
Figura 10: Primera Tabla de Logaritmos Elementales ...................ccccc 39
Figura 11: Interpretacion del Logaritmo COmMO Area..........coowoeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 41
Figura 12: Representacion Grafica de la Funcion Logaritmo Natural ..........ccccceeeiiiiinninenne. 42
Figura 13: La Grafica de la Funcion Exponencial como Inversa de la Funcién Logaritmo........ 43
Figura 14: Representacion Grafica de la Funcion Logaritmo ............coooveeiiiiiieeiiiieee e 44
Figura 15: Representacion Grafica de la Funcién Exponencial por Spivak .............cccccccvvveeee... 45
Figura 16: Definicion de la Funcién Exponencial en el Libro de Teoria..........ccccceevivieeeviiiennnn. 47
Figura 17: Nocion de Funcién Exponencial por medio de Representaciones Semidticas ........ 48
Figura 18: Propiedades de la Funcion Exponencial ..........ccccoooiiiiiiiiiie e 49
Figura 19: La Funcion Exponencial en el Texto de Actividades............ccceeeiiiiiiiiiiiiee e, 50
Figura 20: Nivel 1: Pregunta 1 del Libro de Actividades............ccccvviieeieiiiiicieeee e 50
Figura 21: Nivel 1: Pregunta 2 del Libro de Actividades.............c.ccccceei 51
Figura 22: Nivel 2: Pregunta 1 del Libro de Actividades...........ccoouiiiiiiiiiiii e 52
Figura 23: Nivel 2: Pregunta 2 del Libro de Actividades...........ccoooieiiiiiiiiiiiieee e 52
Figura 24: Nivel 2: Pregunta 1 Asume el Reto del Libro de Actividades...........ccccccoovvvnnnnnnen.n. 53
Figura 25: Presentacion Introductoria de la Funcion Exponencial .............cccccceeeii, 55
Figura 26: Activacion de l0s Saberes Previos...........ccccuieeiiiic it 56
Figura 27: Historia de los Granos de Trigo y €l AJedrez ...........cooiiiiiiiiiiiii e 57
Figura 28: Representacion Algebraica del Término General............ccoooveeiiiiiiiieiiiiece e, 58



Figura 29: Transformaciones Semidticas de la Secuencia Geométrica............ccceevcveeeeiicieeenn. 59
Figura 30: Conversiones entre el Registro en Lengua Natural y el Registro Algebraico........... 60
Figura 31: Tratamientos en la Representacién Tabular .....................c.cc 61
Figura 32: Conversiones del Registro de Lengua Natural al Registro Algebraico..................... 63
Figura 33: Presentacién del Modelo Exponencial en su Representacién Algebraica................ 64
Figura 34: Conversion del Registro Algebraico al Registro Grafico-Dinamico.............ccc........... 66
Figura 35: Definicion de Funcion EXpONenCial............cccuueieiiiiiiiiiiiiiiiecee e 67
Figura 36: Tratamientos y Conversiones en el Registro Algebraico y de Lengua Natural ........ 68
Figura 37: Tratamientos en el Registro AIgebraiCo............coocuiiiiiiiiiiiiiiiiee e 69
Figura 38: Conversiones entre los Registros de Lengua Natural, Algebraico y Grafico............ 70
Figura 39: Representacion Grafico-Dinamica de la Funcion Exponencial en un Interés

(0701001 01U L= (o J OO SURTRRPO 71
Figura 40: Conversiones y Tratamientos entre Registros en Lengua Natural y Algebraico...... 72
Figura 41: Pasos para Obtener Valores de una Funcion Exponencial en una CPG Casio....... 73
Figura 42: Representacion Tabular de la Cantidad de Bacterias - Dupla A .......ooooooiiiiiiinnen.n. 84
Figura 43: Tratamientos en el Registro Tabular-Dupla A...........ooooii i, 84
Figura 44: Representacion Algebraica de la Cantidad de Bacterias- Dupla A................c..ueeee.... 85
Figura 45: Representacion Tabular de la Cantidad de Bacterias— Dupla B............cccccceeiee. 86
Figura 46: Tratamientos en el Registro Tabular - Dupla B ...........ccccooiiiiiiiiiiiiieieeee 86
Figura 47: Representacion Algebraica de la Funcion Exponencial - Dupla B............ccccoccee. 87
Figura 48: Representacion Grafica de la Funcién Cantidad de Bacterias en el Tiempo............ 88
Figura 49: Aprehension Discursiva — DUPIa A ... 89
Figura 50: Aprehension Discursiva — DUPIa A ....oooooiee e 90
Figura 51: Representacion Grafica de la Funcién Exponencial - Dupla A........ccccoooeeiiiiiiieenn.n. 91
Figura 52: Aprehension Discursiva - DUPIa B .........coooiiiiiiiii e 91
Figura 53: Aprehension Discursiva —Dupla B ... 92
Figura 54: Representacion Grafica de la Funcidn Exponencial - Dupla B ...............ccocouvvinee.... 93
Figura 55: Representacion Algebraica de la Funcién Exponencial — Dupla A..........cccoecvveeee.n. 95
Figura 56: Representacion Algebraica de la Funcién Exponencial - Dupla B..............c.c....e....... 96
Figura 57: Representacion Grafico-Dinamica de C(x)=4b* cuando b=0..............cccccceernnnnne 101
Figura 58: Conversion del Registro Algebraico al RGD de la Funcién Exponencial (Dupla A)102
Figura 59: Crecimiento en la Representacion Grafica de la Funcién Exponencial (Dupla A) . 103
Figura 60: Aprehension Discursiva de la Funcion Exponencial cuando b > 0 (Dupla A)........ 103
Figura 61: Tratamientos con Deslizador de la Funcion Exponencial cuando b = 1 (Dupla A) 104

X



Figura 62:
Figura 63:
(Dupla A)..
Figura 64:
Figura 65:
Figura 66:
Figura 67:
Figura 68:
Figura 69:
Figura 70:
Figura 71:
Figura 72:
Figura 73:
Figura 74:
Figura 75:
Figura 76:
Figura 77:
Figura 78:

Aprehension Discursiva de la Funcidon Exponencial cuando b = 1 (Dupla A)........ 104
Conversién de la Funcion Exponencial del Registro Algebraico al RGD para b < 0

................................................................................................................................... 105
Aprehension Operatoria con Modificaciones Optica y Posicional (Dupla A).......... 105
Aprehension Discursiva de la Funcién Exponencial para b < 0 (Dupla A)............. 106
Tratamientos con Deslizador de la Funcion Exponencial cuando b = 0 (Dupla A) 106
Aprehension Discursiva de la Funcidon Exponencial cuando b = 0 (Dupla A)........ 107
Aprehension Discursiva de la Funcion Exponencial (Dupla A).......coooviieieiiiieeenns 107
Aprehension Discursiva de la Funcién Exponencial cuando b > 1 (Dupla B)........ 108
Aprehension Discursiva cuando b =1 (Dupla B) ....oooueeeeiiiiiiiiiiieeeieeee 109
Aprehension Discursiva cuando b < 0 (Dupla B) ..c.coveeeeeiiiiiiiiiiiecee e 109
Aprehension Discursiva cuando b = 0 (Dupla B) ....cooeeeeiiiiiiiiiiie e 110
Aprehension Discursiva para Valores de b (Dupla B) .....covveioiiiiiiiiiiieieeiee 110
Aprehension Discursiva Sobre la Funcion Exponencial - Dupla A ..., 112
Aprehension Discursiva Sobre la Funcion Exponencial - DuplaB ...........c.cc..oeee.... 112
Representacion Grafica de los Modelos Poblacionales en Dos Regiones de China

................................................................................................................................... 115
Transformaciones de la Funcién Exponencial para el item 2a - Dupla A............... 116
Transformaciones de la Funcion Exponencial - Dupla B ..........cccccccoveeeeiiiiciiinennnn. 118

Xi



INTRODUCCION

En el Curriculo Nacional de la Educacién Béasica Regular, la funcion exponencial
constituye un tema necesario de abordar en los estudiantes de quinto de secundaria, ademas de
ser también utilizado en diversas aplicaciones como el interés compuesto, el crecimiento de
bacterias, el crecimiento poblacional, entre otros y porque es base para tomar otros
conocimientos a nivel de la educacién superior. Esta presente que para su ensefianza predomina
el uso de las representaciones algebraicas, el uso de problemas de contexto intramatematico y
el poco o limitado uso de la tecnologia, por ejemplo, algun software que permita comprender
mejor algunos conceptos que no pueden ser tan claros en lapiz y papel. Asi, encontramos esta
problematica en investigaciones de referencia como Diaz (2021), quien sefiala que un enfoque
repetitivo de mecanismos y de ensefanza tradicional trajeron como consecuencia dificultades en
la comprension de la funcion o como indica Garcia-Cuéllar y Martinez-Miraval (2018), que las
dificultades de aprendizaje del concepto de funciones estan dadas por la ausencia en el uso de
un software de representacion dinamica que favorezca la comprension del objeto matematico.

Asi, tomando en cuenta la literatura en las investigaciones preliminares, ofrecemos este
estudio que tiene por objetivo general analizar como estudiantes de quinto de secundaria
comprenden la nocién de funcién exponencial con base en la Teoria de Registros de
Representacién Semidtica. Para conseguir ello, utilizamos algunos aspectos de la Teoria de
Registros de Representacién Semiotica de Duval (1999) y la configuracién del Registro Grafico
Dinamico de Pefaloza y Salazar (2018), que nos ha sido de utilidad para analizar las actividades
desarrolladas produciéndose transformaciones de tratamiento y conversion entre diferentes
registros semidticos como, el registro de lengua natural, el registro algebraico, el registro grafico
y el registro grafico-dinamico (RGD) con el uso de GeoGebra en linea. Ello junto al desarrollo de
las aprehensiones: perceptiva, operatoria y discursiva, ayudaron a los estudiantes a la
comprension de la nocién sobre el objeto matematico funcidon exponencial.

Consideramos como método de investigacion algunos aspectos de la Ingenieria Didactica
de Artigue (1995) que, mediante la elaboracion de una secuencia de actividades, permiten
contrastar nuestro analisis a priori y a posteriori para validar los supuestos. En tal sentido, se
elaboraron dos actividades aplicadas por el docente del curso de matematicas que a la vez es
también el investigador y el andlisis de los resultados que se recogi6 de los estudiantes se realizo
con el uso de Fichas de Actividades y la grabacion de audio de las interacciones de cada dupla

y de las imagenes en video sobre lo realizado en GeoGebra en linea ello con el apoyo de la



plataforma de videoconferencia Zoom. Asi, consideramos dividir la investigacion de la manera
siguiente:

Para el primer capitulo, presentamos la problematica de la investigacion, donde
revisamos investigaciones de referencia relacionadas al aprendizaje de la funcion exponencial,
realizamos la justificacién del estudio considerando aspectos académicos, profesionales y
personales. Asimismo, los aspectos de la Teoria de registros de Representacion Semidtica de
Duval (1995) y el método correspondiente a la Ingenieria Didactica de Artigue (1995). De igual
manera, hemos definido la pregunta de investigacion y el objetivo general vinculado a tres
objetivos especificos.

En el segundo capitulo, hacemos un estudio del objeto matematico funcién exponencial.
Presentamos el aspecto epistemoldgico del objeto, los aspectos matematicos en libros de texto
de matematica y finalmente, el aspecto didactico donde se analiza un texto de matematica de
quinto de secundaria utilizado en la educacion basica regular y el texto utilizado por el estudiante
en el Programa del Bachillerato Internacional para, conocer las concepciones que tiene sobre el
objeto funcién exponencial en la ensefanza.

En el tercer capitulo, realizamos una descripcion de los sujetos de investigacion, se
realiza la organizacion y descripcion de lo son la secuencia de actividades que desarrollaran los
estudiantes y finalmente, realizamos el analisis a priori y a posteriori para contrastarlos y validar
nuestros supuestos.

Por ultimo, las consideraciones finales de la investigacion en relacién a las
investigaciones de referencia y la justificacién, en relacién al marco teérico y metodoldgico, en
relacion al objetivo general y la pregunta de investigacion. Seguidamente, damos
recomendaciones para futuras investigaciones por medio de perspectivas que pueden surgir a

partir de nuestro estudio.



Capitulo I: PROBLEMATICA DE LA INVESTIGACION

Este capitulo contiene la problematica que favorece el despliegue de esta investigacion.
Asi, realizamos una busqueda de aquellas investigaciones que guardan relacién con el objeto
matematico funcién exponencial. Seguidamente, la justificacién, la formulacién de la pregunta de
investigacion, los objetivos tanto el general como los especificos, el marco tedrico y finalmente,
la metodologia y procedimientos experimentales que desarrollaran este trabajo.

1.1 Investigaciones de Referencia

En esta seccidn, realizamos una revision de la literatura en educacion matematica referida
a funciones y en particular a la funcién exponencial. Todo ello teniendo como fuentes de consulta
investigaciones en educacién matematica (textos en fisico, en linea y revistas indexadas)
ademas de repositorios universitarios (tesis de maestria y doctorado). Las investigaciones se
enmarcan generalmente en estudiantes que se encuentran en la educacioén basica regular y el
primer semestre de estudios universitarios, hemos advertido que no hay mucha produccion
relacionada al estudio de la funcién exponencial en estudiantes de quinto de secundaria. Asi,
hemos considerado estudios que hacen uso de un ambiente de representaciones dinamicas
(ARD) como el GeoGebra. También hemos considerado autores que utilizan diferentes marcos
tedricos, entre ellos, la Teoria de Registros de Representacion Semidtica (TRRS), el
Pensamiento Variacional (PV), la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD) hacia objetos
matematicos como funcion y funcion exponencial.

En relacion a la problematica de aprendizaje del objeto matematico funcion, Diaz (2021)
manifiesta que el enfoque tradicional y repetitivo para la ensenanza de las matematicas, en
especial el de este concepto, trajo como consecuencia que los estudiantes de quinto de
secundaria de una institucion educativa peruana, presenten dificultades para su aprendizaje. En
tal sentido, propone como objetivo analizar si una propuesta didactica en un entorno virtual sobre
el concepto de funcién favorece transformaciones en las distintas representaciones de la funcion.
La investigacién se apoya en el marco teérico de la TRRS.

El desarrollo del estudio es de corte cualitativo. Los procedimientos metodoldgicos se
desenvuelven en 5 fases: planteamiento del problema, elaboracion de la propuesta didactica,
analisis de la propuesta didactica y conclusiones y posibles investigaciones futuras. La propuesta
didactica se bas6é en dos actividades: la primera esta referida a la exploracion de nociones
fundamentales del concepto de funcién donde se propone sesiones que empiezan con un
diagnéstico de saberes previos al concepto de funcién para luego, establecer actividades que

permitan conversiones del registro algebraico al grafico y del registro en lengua natural al
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algebraico, todo ello haciendo uso virtual de la plataforma Classroom, la pizarra Jamboard y el
GeoGebra. La segunda actividad, esta enfocada al manejo del dominio y rango de una funcion,
asi se realizaran tratamientos en la representacién algebraica utilizando también al GeoGebra
para permitir que los estudiantes puedan llegar a las soluciones. Asimismo, se presentan items
donde se realizan tratamientos en el registro grafico.

Es preciso sefalar entre las conclusiones de Diaz (2021) que en la propuesta didactica
se promueve tratamientos y conversiones en relacion al objeto matematico funcién. Asi también,
el analisis esperado de las actividades bajo la TRRS permitié proveer de espacios de reflexion
sobre los tratamientos y conversiones que se realizarian al resolver los problemas sobre
funciones. Finalmente, sugiere realizar un futuro estudio relacionado a otros conceptos sobre
funciones, en las que ademas es probable estudiar las coordinaciones entre sus
representaciones con apoyo de la tecnologia digital, por ejemplo, el GeoGebra.

Si bien es cierto el autor hace referencia al objeto matematico funcion, es pertinente
tomarla en cuenta dado que la propuesta didactica que refiere consigue establecer
coordinaciones entre registros de representacion semiética utilizando elementos virtuales para
las actividades propuestas. Ello, nos permite tomar en nuestro estudio el uso de tecnologias
digitales como el GeoGebra y tomar en cuenta que las actividades que realizaremos puedan ser
analizadas desde la TRRS.

Por otro lado, Tarira, Parra-Sandoval y Delgado (2020) mencionan que la praxis
pedagdgica en Ecuador apunta a ser tradicional, por ello es necesario conocer de cerca estos
aspectos para realizar futuras mejoras. Asi, la investigacién tiene como objetivo describir el
proceso de ensefianza de la funcidn exponencial en un docente de matematica de secundaria.
Mediante un acercamiento cualitativo, rescatan primero la importancia de la funciéon exponencial
como objeto matematico que apoya la comprensién de diversos campos como la economia,
biologia, fisica, medicina entre otros. En estos campos, el crecimiento y decrecimiento es un
aspecto relevante para comprender fendmenos de la vida real. La investigacion entonces se
desarrolla bajo una metodologia cualitativa, ademas hace uso del método de estudio de caso.
Asimismo, se aplicé el modelo del Cuarteto de Conocimiento (The Knowledge Quartet — KQ)
propuesto por Rowland, T., Huckstep, P. y Thwaites, A. (citado por Tarira et al., 2005), que son
un conjunto de categorias propuestas con la finalizad de analizar los conocimientos y didactica
del profesor en su accion pedagoégica: fundamento, transformacion conexiéon y contingencia.

En la investigacion, la experimentacion se realiza en un docente de matematica de una
institucion educativa del Ecuador. La misma se realiza en dos fases: la primera se realizé un

conversatorio con el docente para informarle del propdsito de la investigacion y solicitarle
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observar su praxis pedagodgica al ensenar la funcidon exponencial, la misma que se registré a
través de una grabacién de la clase. En una segunda fase, se procedio a la descripcion del
proceso de ensefianza de la funcién exponencial, se usé la observacién no participativa, para
después analizar las grabaciones. Se tomd en cuenta el andlisis e interpretacion usando las
categorias (fundamento, transformacion, conexion, contingencia) y propiedades tomadas en la
descripcion. Para la categoria fundamento, se observé aspectos pedagdgicos y disciplinares para
abordar la funcién exponencial como, el objetivo de la sesidn y los procedimientos empleados en
su ensefianza. En la categoria transformacion se hizo hincapié en los ejemplos y el material de
ensefianza. Para la conexidon, se observd el uso de situaciones que relacione la funcién
exponencial con la vida real. Por ultimo, para la categoria contingencia, se tomé en cuenta la
preparacion del docente para lo que no esta planificado, ello tiene relacion con las ideas de los
estudiantes y el posible desvio que tenga que hacer a su plan de trabajo por alguna circunstancia
no prevista.

En cuanto a los resultados, Tarira et al. (2020), evidencian que el docente emplea un
enfoque de ensefanza-aprendizaje tradicional y conductista, lo que se traduce en que las ideas
matematicas se dan de forma mecanica. Ademas, la conexion de la funcién exponencial con
otros cursos tales como la fisica, la biologia, no se dio del todo, con lo que el acercamiento de la
funcién exponencial a los estudiantes no se produjo. Esta investigacion propone también hacer
cambios en la practica docente a través de actividades de formacion efectivos.

En tal sentido, el estudio puede ayudar al nuestro a reconocer que para poder abordar el
estudio del aprendizaje de la funcion exponencial en estudiantes de quinto de secundaria es
necesario conocer también como estan recibiendo esta ensefianza. Es asi, que el docente juega
un papel necesario para reconocer sus practicas pedagogicas en especial cuando aborda este
objeto matematico, lo que ayudara en establecer vinculaciones con contextos extramatematicos
al elaborar las actividades de nuestro estudio.

Los investigadores Garcia-Cuéllar y Martinez-Miraval (2018) advierten las dificultades de
aprendizaje que se presentan en el estudio de las funciones. Es asi que para su investigacion
toman como objeto matematico de estudio a la funcién exponencial, que se ensefa en el curriculo
peruano tanto en educacion basica como en el nivel universitario. Segun el Curriculo Nacional
de Educacion Basica (CNEB), primero se estudia las ecuaciones exponenciales en cuarto de
secundaria y en quinto de secundaria se ensefa la funcién exponencial a través de graficas y
modelos. A nivel universitario, la funcién exponencial se ensefia generalmente en el primer ciclo
de la mayoria de especialidades y con aplicaciones en contextos como el crecimiento, curvas de

aprendizaje, tasa de interés, entre otros. Asi, podemos reconocer que el objetivo de la
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investigacion de Garcia-Cuéllar y Martinez-Miraval (2018) fue realizar un analisis de la génesis
instrumental de la funcién exponencial mediado por el GeoGebra en estudiantes de una
universidad de Lima-Peru, utilizando para ello el marco tedrico del Enfoque Instrumental (El).

Los autores, hacen uso de una metodologia cualitativa aplicando como método aspectos
de la Ingenieria Didactica (ID). La parte experimental se llevo a cabo con 11 estudiantes del curso
de Matematica Basica en la carrera de administracién de una universidad de Lima utilizando una
de sus salas de computo para realizar dos encuentros.

El primer encuentro desarrolla una primera actividad la cual permite a los investigadores
centrarse en la instrumentalizacion del objeto matematico funcion exponencial a través de las
propiedades y caracteristicas que presenta. El segundo encuentro permitié a los estudiantes
realizar la segunda actividad donde se buscaba la instrumentacién del artefacto funcién
exponencial. Cada participante tuvo una computadora donde se encontraba instalado el software
GeoGebra y una ficha de trabajo.

Para el analisis los autores tomaron un estudiante dado que era el Unico que no tenia
conocimientos sobre la funcion exponencial. En la actividad 1, el objetivo pasa por identificar los
parametros a y b en la funcién f(x) = a* + b utilizando un applet de GeoGebra que tenia
deslizadores. El estudiante logré movilizar conceptos previos relacionados a funcion, crecimiento
y decrecimiento, asi como reconocimiento de caracteristicas propias del uso del applet de
GeoGebra como el hecho de reconocer que la funcion exponencial no puede tomar el valor de
uno o que el parametro b es una asintota horizontal. La segunda actividad tuvo como objetivo
que a partir de una situacion dada se instrumentalice la funcion exponencial a través de la
modelacion de una situacion en un contexto extramatematico. Asi, respecto a la situacion referida
a la poblacion de canguros en Australia, el estudiante logré responder al primer item, modelar
las poblaciones de la regién A como A(t) = 10.2! y la region B como B(t) = 10240.(1/2)" por
medio de tablas. En el segundo item, el estudiante logr6 mediante el GeoGebra responder
respecto al crecimiento y decrecimiento utilizando los conocimientos que le brindé la primera
actividad. Por ultimo, para responder le ultimo item, reconocio en la pregunta el uso de la asintota
de la funcién exponencial.

En cuanto a las conclusiones, los autores senalan que el estudiante logré transformar el
artefacto funciéon exponencial en instrumento lo que es evidenciado en las actividades que
resuelve. Se reconoce que el GeoGebra favorecio la instrumentalizacion entonces, es posible
afirmar que permitié también convertir el artefacto funcion exponencial en instrumento cuando el

estudiante desarrolla las actividades.



Pensamos que la investigacién de Garcia-Cuéllar y Martinez-Miraval (2018) nos puede
ayudar a considerar que el uso del GeoGebra para nuestro estudio sobre la funcién exponencial
puede ser un medio importante al permitir el desarrollo de actividades en un entorno dinamico
que permita reconocer caracteristicas y propiedades que estaran presentes también en nuestras
actividades.

El siguiente estudio corresponde a Diaz-Berrios y Martinez-Planell (2022), tienen el
objetivo de formar el concepto de funcién exponencial en estudiantes de quinto de secundaria en
Puerto Rico, a través de actividades utilizando fichas de dominé donde se dividen a cada una por
una linea horizontal colocandose en la parte superior la potencia y en la inferior el exponente.
Esto se da debido a las dificultades que se presentan, por el sustento de estudios anteriores,
para el aprendizaje de este objeto matematico.

El marco tedrico utilizado en esta investigacion es el de la teoria Accion-Proceso-Objeto-
Esquema (APOS) en la intencion de poder realizar el analisis de las actividades realizadas con
miras a la comprension de las funciones exponenciales y su inversa, la funcion logaritmica. La
investigacion es de tipo cualitativo, fue aplicada a 16 estudiantes de quinto de secundaria de
edades entre 15 y 16 afios de una escuela publica de Puerto Rico después de las clases
regulares, quienes llevaron el curso de Algebra Il en el afio anterior y no poseen conocimientos
sobre funcion exponencial ni logaritmica, asi como cada sesion grabada para la recoleccion de
datos relacionados a la discusion entre estudiantes al resolver las actividades propuestas.

Los estudiantes divididos en dos grupos, desarrollaron 13 actividades repartidas en 15
sesiones cada una de 1,5 horas presentandoles unas tarjetas a modo de fichas de dominé
dividida en dos partes, la superior que representa a y, en la parte inferior el valor de n. En esta
parte, el estudiante va reconociendo cada para ordenado que implicitamente aparece en la ficha
de domind. En un primer momento se pretende que cada estudiante reconozca la exponenciacion
a través de la identificacion de y = b*, donde x > 0 y se toma una parte donde 0 < b < 1, y otra
parte donde b > 1. Cada grupo realiz6 la actividad de ordenar las fichas de domind segun un
patron a ser reconocido en base a exponentes enteros para extenderlos a los numeros
racionales. Luego, el estudiante a medida que va desarrollando las acciones con las fichas de
domind, debe escribir las relaciones que se presentan en la representacion algebraica para
reconocer la nocion de funcién exponencial. Finalmente, relacionan esa concepcién para
construir la nocidn de logaritmo como exponente.

Los autores refieren que el estudio permitié utilizar los materiales que propuso Ferrari-
Escola (2016, citado por Diaz-Berrios y Martinez-Planell) en estudiantes que no tenian

conocimientos sobre funcién exponencial con la finalidad que tengan la nocion de este objeto
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matematico extendiéndola a funciones logaritmicas. Los estudiantes evidenciaron la necesidad
de notacion exponencial para exponentes enteros y racionales. Es necesario cambiar las cartas
o dominds para que no se vean como fracciones. Se puede extender la idea de uso de este
material a procesos de experiencias reales continuas, asi como también utilizar el material para
representaciones graficas y el modelado.

El estudio de Diaz-Berrios y Martinez-Planell (2022) nos permite reconocer que la nocion
de funcién exponencial esta conectada a la comprension de la exponenciacién por parte de los
estudiantes, asi como el reconocer el uso de las propiedades que conlleva, lo que permitira para
nuestra investigacion tomar en cuenta estas consideraciones. Podemos pensar, que la teoria
APOS permitié realizar el analisis en las representaciones tabulares y algebraica, sin embargo,
consideraremos en nuestro estudio, mas de dos representaciones en la intencion de buscar que
los estudiantes coordinen o articulen las mismas.

Chacon (2017) realiza una investigacion, en ella analiza si una secuencia de actividades
favorecerad que estudiantes de segundo grado de secundaria se aproximen al concepto de
funcién lineal bajo la TRRS. La investigacién es de corte cualitativo y aplica como método la ID.
En la fase de experimentacion se elige a la instituciéon educativa publica Nuestra Sefiora de
Lourdes de Lima-Peru, la poblacion de estudio esta conformada por 27 estudiantes quienes
participaron de tres actividades, acompafados del profesor que hace también de investigador,
un observadory un colaborador. La primera actividad es la conversion desde el registro en lengua
natural hacia el registro grafico de la funcién lineal. La segunda actividad esta disefada para que
los estudiantes puedan realizar conversiones desde el registro de lengua natural hacia el registro
algebraico, grafico y tabular. Por ultimo, la tercera actividad parte de una situacién del contexto
de la vida real, aqui se espera que los estudiantes puedan realizar conversiones desde el registro
en lengua natural hacia el registro grafico.

Para el desarrollo de la experimentacion, se eligieron a dos estudiantes aleatoriamente,
se realiz el analisis a priori y se contrasta con lo realizado por el estudiante para un analisis a
posteriori. Uno de los estudiantes logré realizar transformaciones en los registros de lengua
natural, algebraico y grafico, asi también algunos tratamientos en los registros grafico y
algebraico. El otro estudiante tuvo dificultades para lograr estos transformaciones semibdticas en
los registros.

Finalmente, en la investigacion se evidencia que las transformaciones realizadas desde
la representacion de lengua natural hacia la representacion grafica, algebraica realizadas por los
estudiantes, uno mas que otro, permitié establecer que estan aproximandose al concepto de

funcién lineal, mas alla de los tratamientos realizados en las representaciones de cada registro,
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la importancia de la conversion entre registros favorece la comprension del objeto matematico
funcion lineal.

También mencionamos a Flores (2019), realiza una investigacién relacionada a las
dificultades y vacios en estudiantes de quinto de secundaria al estudiar la funcion exponencial.
La misma se centré en analizar como una secuencia didactica puede construir el concepto de
funcién exponencial en estudiantes de quinto de secundaria apoyado en la TSD. Su estudio es
necesario dado que, a la fecha, son pocas las investigaciones en el nivel secundario. Ademas,
este objeto matematico esta presente en el CNEB.

El autor toma aspectos de la ID como método de investigacion. El estudio se realizé en
la institucion educativa privada “San Vicente de Paul” en Lima-Peru siendo los sujetos de
investigacion estudiantes de quinto de secundaria con edades entre los 16 y 17 anos, con
saberes previos sobre funciones lineales y cuadraticas.

Para la experimentaciéon se formaron dos grupos, el primero conformado por dos
estudiantes y el segundo por tres. Se les presentaron tres situaciones problemas los que
desarrollaron a lapiz y papel. Se analizan las grabaciones de audio que tomaron para recoger
informacion de los estudiantes. Esta secuencia didactica estuvo conformada por tres situaciones
problematicas la primera de ellas esta orientada a conocer la construccion de la funcion
exponencial la segunda a conocer las caracteristicas de la funcion exponencial y la tercera a usar
lo aprendido en la primera y segunda y también buscar diferencias entre la funcidén exponencial
y la funcioén afin.

En cuanto a las conclusiones, Flores (2019) pudo evidenciar que los estudiantes
comprenden la funcién exponencial de la forma f(x) = a b*, ademas de lograr reconocer
propiedades de crecimiento y decrecimiento, asi como también la diferencia de un modelo
exponencial de un modelo lineal. Asi también, las situaciones problema ayudaron a mejorar la
comprension de dicho objeto matematico siguiendo el objetivo de su investigacion.

Este estudio aporta al nuestro en el sentido de que existe aun problemas en el aprendizaje
de la funcién exponencial, ademas, una secuencia de actividades es el camino para poder
estudiar qué tanto logran comprender dicho objeto matematico.

En Brasil, Toledo (2018) realiza un estudio en el que se presentaron dificultades para el
aprendizaje de la funcion exponencial en estudiantes de secundaria quienes la veian como un
concepto que sin conexidn con contextos reales. Asi, la autora busco analizar los resultados que
provocaban la Resolucién de Problemas propuesta por Onuchic (1999, citado por Toledo) como

metodologia para el aprendizaje de la funcién exponencial en estudiantes de secundaria.



Onuchic (1999, citado por Toledo) afirma que un problema es aquel que nos interesa pero
gue no tenemos de primera mano una salida para resolverlo. Las relaciones que se generan en
la solucidn traen nuevas concepciones y conceptos, también la actividad de resolucion de
problemas en clase se basa en la comprension y el significado aplicando la Resolucion de
Problemas que propuso Onuchic, comprendiendo 7 etapas: formacién de grupos, papel del
profesor, resultado en el tablero, plenario, analisis de resultados, consenso y formalizacién.

De acuerdo a ello, Toledo (2018) realiza una investigacion de tipo cualitativo y descriptivo,
para el efecto se tuvieron cuatro actividades donde las tres primeras se basaron en la Resolucion
de Problemas propuesta por Onuchic y la ultima actividad fue una prueba de verificacién la cual
se aplico a estudiantes de secundaria primer, segundo y tercer afno de bachillerato. Las
actividades se realizaron en cuatro partes: la primera corresponde resolver un problema
relacionado al crecimiento de bacterias con la funcidon exponencial en crecimiento, la segunda
etapa un problema relacionado a la vida media de una droga en el cuerpo, aqui interviene una
funcién exponencial decreciente ademas de un problema relacionado al precio de un inmueble,
en la tercera se analizaron graficos de funciones exponenciales para temas de crecimiento y
decrecimiento y la ultima etapa esta referida a la practica de situaciones diversas. En cada etapa,
de acuerdo a la metodologia de Resolucion de Problemas de Onuchic, los estudiantes resolvian
la situacion problematica de forma individual para luego ingresar a grupos y socializar su
solucidn, finalmente, el docente formalizaba los conceptos matematicos eliminando errores que
presentaban los estudiantes. Las respuestas eran valoradas como No Satisfactorio; cuando el
estudiante no resolvié el problema propuesto. Como Satisfactorio; cuando se ha acercado a la
respuesta que se ha esperado. Totalmente satisfactorio; cuando el estudiante ha realizado el
problema propuesto con una solucion adecuada.

Uno de los resultados encontrados por la autora es que el aprendizaje de la funcién
exponencial por medio de la metodologia de Resolucion de Problemas propuesta por Onuchic
aumento en los estudiantes a comparacién de una ensefianza tradicional, el uso de contextos
extramatematicos para introducir los conceptos de funcién exponencial, permitieron mejorar la
comprension de este objeto matematico. Ademas, se concluyo que los estudiantes de primer afo
lograron comprender mejor los conceptos de funcién exponencial que los de tercer y cuarto de
secundaria, dado que estos ultimos grupos tenian deficiencias en las nociones de funcién.

Es relevante para nuestro estudio conocer que las situaciones problema deban estar
ligadas a contextos de la vida real. Por ello, el estudio que realiza la autora, nos permite

considerar que en la secuencia de actividades debera contener situaciones extramatematicas.
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Tenemos la investigacion de Alvarez (2017) realizado en Colombia, quien expresa que
los estudiantes de primer semestre de las carreras de Ingenieria Mecanica y Eléctrica en la
Universidad Tecnoldgica de Pereira presentan, en el curso de Matematicas |, dificultades para el
aprendizaje de la funciéon exponencial y logaritmica junto a una ensefianza con enfoque
tradicional. Segun el autor, los estudiantes no comprenden el comportamiento exponencial de
una variable respecto de otra, asi como la nocién de crecimiento de una funcion exponencial.
Por ello, se realiza un estudio cuyo objetivo es mejorar la comprension de las funciones
exponenciales y logaritmicas utilizando la TRRS y la TSD, mediado por entornos virtuales como
la creacion de una plataforma virtual y los Applets de GeoGebra.

La investigacion es de tipo cualitativo, en ella se hace uso de la ID como método. El
investigador inicia con una prueba diagnéstica con la finalidad de averiguar con qué saberes
previos cuentan los estudiantes respecto a la funcion exponencial y logaritmica. Esta prueba
arrojé como resultado que los estudiantes presentan dificultades para el manejo de las potencias
y el de poder interpretar el significado después de las operaciones, ademas de no lograr
reconocer si la funcion es creciente o decreciente, dificultades en identificar propiedades,
dificultades para comprender problemas.

El autor hace una revisién del modelo de ensefianza aplicado. Finalmente, se realiza un
disefio de una estrategia dinamica usando entornos virtuales que ayudan a potenciar el
aprendizaje; el primer entorno virtual es una plataforma de interaccion entre profesor y estudiante
en la intencion de llevar un seguimiento del aprendizaje del estudiante y la segunda es una
herramienta dinamica como los Applets de GeoGebra en la que el profesor y estudiante pueden
modelar un ejercicio y observar el comportamiento de su grafica y realizar analisis. Se busca un
aprendizaje significativo para lograr la comprension de la funcidén exponencial y logaritmica desde
la TRRS.

Entre las conclusiones de la investigacién estan el apoyo del analisis epistemoldgico,
didactico y cognitivo junto a los objetivos permitié elaborar la situacion didactica considerando
las dificultades en el concepto de funcién exponencial y logaritmica. También esta la importancia
de la TRRS en el andlisis de una estrategia de aprendizaje didactica para reconocer las
dificultades de los estudiantes en relacion a los tratamientos y conversiones en las
representaciones semidticas. El uso de ambientes de representacion dinamicos como el
GeoGebra facilitd el tratamiento y las conversiones al momento de desarrollar las actividades
diversas que tienen los médulos didacticos. Los entornos virtuales como por ejemplo, el

Classroom mejoré la motivacion en el aprendizaje de la funcién exponencial y logaritmica.

11



Alvarez (2017) reconoce la importancia del GeoGebra como medio tecnolégico en el
aprendizaje de la funcién exponencial. Asimismo, el uso de la TRRS ayuda a explicar cada
transformacion semidtica que ocurre en el desarrollo de actividades disefiadas. Si bien es cierto,
esto fue aplicado a estudiantes de ingenieria del primer semestre, es pertinente tomarla para
nuestro estudio dado que nos ayudara de igual forma sobre estudiantes de quinto de secundaria
pues consideramos que sus edades caracterizan un aprendizaje similar.

Finalmente, presentamos la investigacion de Sawalha (2018), que corresponde a una
tesis doctoral. La investigadora observé en estudiantes de secundaria de los Estados Unidos,
que el aprendizaje de la matematica estaba orientado mas a los procedimientos que a la
comprension de los conceptos. Ademas, apoyandose en la National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM) recomienda que el aprendizaje de las matematicas debe estar ligado a
situaciones que conecten los conceptos con situaciones del ambito real para favorecer la mejora
en el rendimiento de los estudiantes. Asi, la autora tiene el propdsito de examinar la forma cémo
el uso de la resolucién auténtica de problemas impacta en el rendimiento y en la actitud de los
estudiantes al estudiar funciones exponenciales.

En este estudio se aplicoé un disefio mixto; participaron dos grupos de estudiantes de 8vo
grado del curso de Algebra | de dos escuelas suburbanas ubicadas en el medio oeste de los
Estados Unidos. Por un lado, se le ensefia a un grupo de estudiantes la funcién exponencial de
forma tradicional, mientras que al otro grupo se le ensefia a través de la resolucién auténtica de
problemas. Los instrumentos de recojo de informacion fueron pruebas de inicio y de fin,
cuestionarios, reflexiones, encuestas antes y después de la experiencia para obtener datos
cuantitativos y el uso de entrevistas, observaciones y reflexiones para datos cualitativos.

Los resultados del estudio con datos cuantitativos mostraron que antes del aprendizaje
sobre la funcidon exponencial, los estudiantes de los dos grupos mostraban similitudes, sin
embargo, luego del estudio revelaron diferencias a favor del grupo cuasiexperimental sobre el
grupo de control. La informacion cualitativa evidenciaba que los del grupo experimental se
afectaron mas por el uso de la resolucion auténtica de problemas. La actitud fue mejor en los del
grupo experimental después del estudio.

Dentro de las conclusiones que ofrece el estudio de la autora, se encuentra la mejora del
rendimiento por parte de los estudiantes del grupo experimental sobre los del grupo de control
en el aprendizaje de la funcion exponencial. Ademas, el uso de situaciones que estén vinculadas
a contextos de la realidad ha favorecido este aprendizaje. Asi también, queda evidenciado que
el uso de un enfoque tradicional donde se muestra a la funcién exponencial como una expresion

algebraica que replica valores de una variable dependiente en base al valor de su variable
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independiente solo produjo en los estudiantes del grupo de control un aprendizaje pasajero,
mientras que en el grupo experimental lograron reconocer el concepto de funcion exponencial
con amplitud de caracteristicas en un contexto extramatematico.

La investigacion de Sawalha (2018) favorece una vez mas el hecho de poder vincular en
la elaboracion de nuestras actividades el uso de relaciones que tiene la funcion exponencial con
situaciones de la vida cotidiana.

Por lo visto anteriormente, podemos entender la pertinencia de nuestra investigacion
dado que el desarrollo de actividades por medio del GeoGebra permitira reconocer a través de
la TRRS las transformaciones que suceden con los diferentes registros de representacion que
realizarian los estudiantes del Programa del Bachillerato, para favorecer su comprensién sobre
el objeto matematico funcion exponencial.

Estamos en condiciones de poder presentar la justificacion de nuestro estudio.

1.2 Justificacion

Los estudios realizados por Diaz (2021), Garcia-Cuéllar y Martinez-Miraval (2018), Flores
(2019) dan cuenta que los estudiantes de secundaria tienen problemas para reconocer la
naturaleza propia de la funcién, en particular la de la funciéon exponencial, comprender los
procesos de su formacién a partir de los cambios que pueda tener segun los valores de sus
variables, transformaciones segun parametros que se le asocian, aspectos de crecimiento y
decrecimiento.

Campo y Garcia (2020) sostienen que estudiar a las funciones exponenciales es
importante ya que estos conceptos presentan trascendencia en si mismos, de igual modo permite
comprender ideas que corresponden a las matematicas en los estudios superiores.

El estudio de la funcién exponencial, ademas de presentar conexiones con otros aspectos
matematicos como el Calculo, también es importante dado que se conecta con situaciones del
mundo real, lo que muchos paises contemplan también en sus curriculos de estudio. Asi lo
enfatiza Toledo (2018), que menciona el uso de la Resolucién de Problemas de Onuchic como
metodologia para el aprendizaje de nuestro objeto de estudio en contextos extramatematicos.
Ademas, esta conectada con otras areas del saber como la economia, la biologia, la demografia,
entre otras disciplinas profesionales. Es por ello que se requiere de la comprension de este objeto
matematico para poder interpretar la realidad, una habilidad de pensamiento necesaria en estos
tiempos (Cano, 2012). Villa-Ochoa (2015) expresa:

Los planteamientos expuestos anteriormente ponen de relieve la necesidad de proponer

mayores alternativas para establecer vinculos entre las matematicas escolares y la vida

cotidiana de los estudiantes; asimismo la indagaciéon sobre los factores que pueden
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intervenir en las maneras en que los profesores establecen estos vinculos y los integran

en los curriculos escolares también debe seguir siendo objeto de estudio. (p. 135)

Esta conexion puede establecer también mucha cercania al entorno propio de la persona,
en este escenario Elstak (2007) menciona que la funciéon exponencial estd muy vinculada a la
matematica financiera en el crecimiento del dinero cuando esta colocado bajo el interés
compuesto, la inflacién en un determinado pais, el creciente aumento en la deuda producido por
una tarjeta de crédito, una epidemia que azota a una poblacién vista desde el punto de vista del
crecimiento, el crecimiento de la radiacion solar como resultado del dafio de la capa de ozono,
etc. Esto puede ser aprovechado para darle el significado que presenta en los entornos de
aprendizaje de las escuelas.

En nuestra propuesta, enfocada en la funcién exponencial en estudiantes de quinto de
secundaria, consideramos al GeoGebra online como medio tecnolégico importante para
reconocer los cambios en las representaciones que realizaran los estudiantes al desarrollar las
actividades en dicho ARD. El estudio de Brandt, Moretti y Lopes (2018) menciona la pertinencia
de realizar actividades con el GeoGebra, dado que fomentan las operaciones cognitivas en las
aprehensiones perceptiva y operativa, a diferencia de un ambiente estacionario donde en una
representacion grafica no se puede apreciar cambios en su posicion.

Podemos incluir también la investigacién de Gay, Tito y San Miguel (2014, citado en
Jiménez y Jiménez, 2017, p. 12) quienes expresan que GeoGebra facilita las transformaciones
semidticas en un objeto matematico, ayudando a desarrollar el analisis en cada representacién
lo que genera un desarrollo sobre la comprension de dicho objeto.

Consideramos relevante nuestro estudio, dado que la funcidén exponencial esta presente
en el CNEB (MINEDU, 2016) dentro de la competencia Resuelve Problemas de Regularidad,
Equivalencia y Cambio, encontrandose en el nivel 7 donde esta el grupo de estudiantes de cuarto
y quinto de educacion secundaria. En el estandar del nivel, los estudiantes deben ser capaces
de establecer las diferencias entre la funcién lineal, la funcién cuadratica, la funcién exponencial

y los parametros que las involucran tal como lo muestra la Tabla 1.
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Tabla 1

Estandar de Aprendizaje del Nivel VIl en el Curriculo Nacional Peruano

Competencia Descripcion del nivel de desarrollo de la competencia
Resuelve Resuelve problemas referidos a analizar cambios continuos o
Problemas de periddicos, o regularidades entre magnitudes, valores o expresiones,
Regularidad, traduciéndolas a expresiones algebraicas que pueden contener la regla
Equivalencia y general de progresiones geométricas, sistema de ecuaciones lineales,
Cambio ecuaciones y funciones cuadraticas y exponenciales. Evalua si la

expresion algebraica reproduce las condiciones del problema. Expresa
su comprension de la regla de formacion de sucesiones y progresiones
geometricas; la solucién o conjunto solucién de sistemas de ecuaciones
lineales e inecuaciones; la diferencia entre una funcién lineal y una
funcién cuadratica y exponencial y sus parametros; las usa para
interpretar enunciados o textos o fuentes de informaciéon usando
lenguaje matematico y graficos. Selecciona, combina y adapta variados
recursos, estrategias y procedimientos matematicos para determinar
términos desconocidos en progresiones geométricas, solucionar
ecuaciones lineales o cuadraticas, simplificar expresiones usando
identidades algebraicas; evalua y opta por aquellos mas idoneos segun
las condiciones del problema. Plantea afirmaciones sobre enunciados
opuestos 0 casos especiales que se cumplen entre expresiones
algebraicas; asi como predecir el comportamiento de variables;
comprueba o descarta la validez de la afirmacion mediante
contraejemplos y propiedades matematicas.
Nota. Adaptado del Curriculo Nacional de Educacion Bésica Regular (p. 77).

Se muestra que el estudio del cambio continuo o periédico esta inmerso en la progresion
geomeétrica, que puede entenderse como un ejemplo de la funcién exponencial. EI CNEB requiere
que los estudiantes sepan reconocer si las condiciones de la situacion problema se ven reflejadas
en el modelo determinado. El cambio en los parametros para hacer la diferencia entre la funcién
exponencial, la lineal o afin y la funcion cuadratica también son tdpicos necesarios para la
formacion matematica del estudiante de secundaria.

Consideramos importante también hacer referencia que en algunas instituciones
educativas existe el Programa del Bachillerato Internacional. Dicho programa cuenta con una
curricula propia, con estandares internacionales en aproximadamente 75 paises en el mundo.
En tal sentido, el curso que se dicta en el grupo de estudiantes que forman parte de este estudio,
es el de Matematicas: Aplicaciones e Interpretacion Nivel Medio. Consideramos importante tener
una comprension clara del concepto funcién exponencial lo que debe asegurar que se puedan
construir e interpretar los modelos que exige el Programa del Bachillerato Internacional. La
curricula del curso, incorpora el estudio de las funciones exponenciales en el dominio de las

funciones que nos ayudan a obtener modelos matematicos en conexiones con el mundo real,
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con aplicaciones al interés compuesto, a las progresiones geométricas, series geométricas y la

amortizacion, como lo muestra la Figura 1.

Figura 1

Sobre la Funcién Exponencial en la Curricula del Bachillerato Internacional

Nota. Tomado de Guia de Matematicas: Aplicaciones e Interpretacion, 1BO, 2019,
https://colegioloscampitosweb.com/wp-content/uploads/2021/10/GUIA-DE-MATEMATICAS-
APLICACIONES-E-INTERPRETACION.pdf

En lo personal, la relevancia de este estudio pasa por el hecho de como las
transformaciones con diferentes registros de representacion intervienen en la comprension de la
nocion funcién exponencial.

De esta forma hemos justificado la relevancia y pertinencia del presente trabajo
valiéndonos de aspectos académicos, profesionales y personales. A continuacion, presentamos
aspectos tedricos sobre la Teoria de Registros de Representacion Semiotica (TRRS).

1.3 Aspectos de la Teoria de Registros de Representacion Semiética

La TRRS fue desarrollada a inicios de los afos 70 por Raymond Duval, filésofo y
psicologo, director de la Academia de Lila y profesor de la Universidad del Litoral en Francia.
Hizo estudios en psicologia cognitiva en el Instituto de Investigacion Matematica (IREM) de
Estrasburgo, Francia desde el afno 1970 a 1995, es alli donde realiza estudios a través de la
observacion a docentes y estudiantes en las actividades que realizan en cursos de matematicas.

La presente investigacion toma en cuenta algunos aspectos de la Teoria de Registros de
Representacién Semidtica.

Representaciones Mentales

Para Duval (1999), no es posible el conocimiento sin una actividad de representacion, es
por ello, que la representacion ha sido objeto de reflexion para lograr un conocimiento cierto.

Las representaciones mentales son las que permiten mirar el objeto en ausencia total de

significante perceptible. Por lo general, se igualan con las "imagenes mentales" en tanto

que entidades psicolégicas que han tenido una relacion con la percepcion. Pero las

representaciones mentales cubren un dominio mas amplio que el de las imagenes. Es
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necesario incorporar en ellas no solo los conceptos, las nociones, las "ideas", sino

también las creencias y las fantasias, es decir, todas las proyecciones mas difusas y mas

globales que reflejan los conocimientos, y los valores que un individuo comparte con su

medio, con un grupo particular o con sus propios deseos. (Duval, 2006, p. 36)

Las representaciones mentales son representaciones conscientes que un sujeto tiene en
relacion a un objeto o situacién, las que posee como imagenes y concepciones. Tienen la
cualidad de ser estrictamente internas, es decir, no pueden ser observadas por otro sujeto. Las
representaciones mentales pueden desarrollarse en la medida que se adquiere e interioriza
diferentes sistemas de representacion semidticas y en especial la representacién de lengua
natural.

Representaciones Semiébticas

Para poder exteriorizar las representaciones mentales y poder hacerlas accesibles a otros
sujetos se utilizan las representaciones semidticas. Asi, Duval (1999) menciona que “las
representaciones semiéticas no solo son indispensables para fines de comunicacion, sino que
también son necesarias para el desarrollo de la actividad matematica misma” (p. 5).

Las representaciones semiédticas estan constituidas por todo signo, perteneciente a un
sistema de representacion, que permite exteriorizar una representacion mental. Por ejemplo,
para la actividad matematica, cuando el sujeto escribe la representacion algebraica de una
funcion exponencial utiliza la expresion f(x) = 3* + 2, lo que esta conformado por numeros,
letras y simbolos para exteriorizar su representacion mental y poder comunicar las caracteristicas
de la funcién exponencial tales como la base, el exponente, la asintota, etc., asi como la
dependencia funcional entre la variable independiente x y la variable dependiente f(x).

Duval (2012), senala que los objetos matematicos requieren de representaciones
semidticas para poder tener una percepcion o experiencia de ellos, con estas representaciones
sera posible realizar los tratamientos y manipulaciones que se requieran del objeto. En tal
sentido, la semiosis esta vinculada a la produccién de representaciones por medio de signos y la
noesis esta vinculada a todo proceso cognitivo como la aprehensién conceptual por las distintas
representaciones semiéticas del objeto matematico.

En nuestra investigacion sera importante tomar en cuenta las representaciones que
realizan los estudiantes en relacion a la funcidon exponencial. Estas representaciones tanto
mentales y semioticas se presentaran en los estudiantes al desarrollar las actividades que seran
propuestas. El uso de signos en diversos sistemas de representacion de la funciéon exponencial
permitira comprender las acciones cognitivas que realizaran sobre el objeto matematico de

estudio.
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Registros de Representacion Semidtica

Para Duval (2004), la actividad matematica caracterizada por su universalidad e
intelectualidad tiene una manera de pensar que no es, para la mayoria de personas, algo
espontdneo sino mas bien los aspectos cognitivos requieren del uso de sistemas de
representacion particulares. Son a estos sistemas de representacién a los que el autor llama
registros de representacion semidtica y son necesarios dentro de la actividad cognitiva para la
comprension en matematicas.

Los registros de representacion semiotica se clasifican segun Duval (2014), en registros
discursivos y registros no discursivos. Asi, en los primeros encontramos al registro de lengua
natural, al registro algebraico, mientras que en el segundo grupo se encuentran el registro grafico
y el registro figural. Podemos encontrar en la Figura 2, un esquema que nos permite comprender

mejor esta clasificacion.

Figura 2

Clasificacion de los Registros de Representacion Semidtica

Nota. Adaptado de Los problemas fundamentales en el aprendizaje de las matematicas y de las formas
superiores del desarrollo cognitivo (p. 52), por R. Duval, 2004, Universidad del Valle.

Pasamos a explicar en qué consiste cada registro de representacion.

Registro en Lengua Natural. Es el registro que utiliza los signos linglisticos de forma
escrita o verbal para comunicar descripciones, caracteristicas o explicaciones de un objeto
matematico lo que produce una interpretacién desde el punto de vista matematico.

Registro Algebraico. Este registro esta dado por el uso de letras y simbolos numéricos
que conforman una expresion algebraica que ayuda a generalizar, de modo tal que permite la

representacion del objeto matematico en estudio.
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Registro Grafico. Es el registro que hace uso del plano cartesiano para representar al
objeto matematico por medio de una figura, es decir, se tiene tanto la figura como los ejes y
coordenadas, lo que permite observar relaciones matematicas.

Registro Figural. Este registro representa al objeto matematico a través de lineas,
dibujos 0 marcas de manera que constituyan una estructura o forma de la que se pueden
establecer relaciones matematicas a través de la percepcion visual.

Es importante resaltar que Janvier (citado en Font, 2001), emplea representaciones
tabulares y pares ordenados cuando realiza diversas investigaciones relacionadas a funciones.
Por lo tanto, como también usaremos estas representaciones para nuestra investigacion,
pasaremos a explicar lo afirmado por el autor.

El autor expresa que, la representacion tabular refleja los datos referentes a una funcion
y se presentan en forma de tabla mediante filas y columnas, en la misma se destaca el
pensamiento numérico, donde se puede apreciar las relaciones numéricas para su lectura y dicha
representacion pertenece al registro tabular. En relacion a la representacion de pares ordenados
permite identificar a los valores que caracterizan de forma general a una funcién.

En la Tabla 2, podemos observar algunas de las representaciones semiéticas de la

funciéon exponencial.

Tabla 2

Diferentes Representaciones Semidticas de la Funcién Exponencial

Registro en Registro Registro Registro
Lengua Natural Algebraico Tabular Grafico
Ay 4

x f(x)

-2 0,25
Funcion -1 0,5 e
exponencial cuya f(x) = 2%, x €R 0 1
base es 2. 1 2 .

2 4

o ° X
< S

Nota. Adaptado de Estudio de la funcion exponencial mediado por el GeoGebra para Tablet (p. 114), por
Garcia-Cuéllar y Martinez-Miraval, 2020, Lectorum y de Expresiones simbdlicas a partir de las gréficas. El
caso de la parabola (p. 185), por Janvier (citado en Font), 2001. Revista EMA.
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En la Tabla 2, para el caso de la funcion exponencial, tenemos la representacion en el
registro de lengua natural que hace uso necesariamente de un valor de la base mayor que la
unidad, funcién creciente, dado que existen infinitas posibilidades para definir a cada funcién.
Luego, observamos que la funcidon exponencial puede representarse por medio de una regla de
correspondencia en el registro algebraico donde se aprecia el valor que tiene la base, asi como
también las variables tanto dependiente como independiente que intervienen, ademas, damos
cuenta que la funcion exponencial en la representacion tabular se presenta para este caso en
una tabla de 5 filas y dos columnas donde también se aprecian sus variables. Por ultimo, en el
registro grafico la funcion exponencial representada en un plano cartesiano mediante una curva
nos permite a través de la observacion reconocer algunas de sus caracteristicas y propiedades.
Registro Grafico-Dinamico

El estudio iniciado por Salazar y Alimouloud (2015), hizo referencia a la importancia de los
ARD para la ensefianza y aprendizaje de la geometria. Pudo entonces configurar el Registro
Figural Dinamico estableciendo las transformaciones que se pueden realizar en él. Luego,
Pefaloza y Salazar (2018), propusieron extender el estudio de la visualizacién del paraboloide
realizado por Penaloza (2016, citado en Pefialoza y Salazar, 2018) en el que, con base en los
estudios de Salazar y Almouloud (2015), definieron el registro Grafico-Dinamico (RGD), para
configurar las transformaciones que pueden realizarse al representar graficamente dicho objeto
en el ARD GeoGebra 3D, resultando lograr adaptaciones de las transformaciones que propuso
Duval.

Asi, al utilizar el GeoGebra en Linea para representar a la funcién exponencial, hacemos

uso del RGD tal como lo muestra la Figura 3.

Figura 3

Registro Grafico-Dinamico de la Funcion Exponencial
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En la Figura 3, podemos apreciar que el RGD segun Penaloza y Salazar (2018) puede
ser representado en la Vista Grafica de GeoGebra en Linea, la cual nos permite realizar diversas
acciones valiéndonos de las herramientas propias del software y del puntero del mouse para
conocer datos que probablemente requerimos al resolver una situacion problema.

En nuestro estudio tomaremos en cuenta actividades que promuevan el uso del registro
en lengua natural relacionado a los enunciados de las actividades que representen a la funcion
exponencial. Asimismo, el uso del registro algebraico al escribir expresiones algebraicas
asociadas a nuestro objeto matematico para la construccion de actividades o el desarrollo de las
mismas por parte de los estudiantes. Finalmente, el RGD que lo encontraremos al representar la
funcién exponencial en la Vista Grafica cuando se utilice el ARD GeoGebra en Linea.

Duval (1999) nos dice que, todo registro de representacion semidtica para ser
considerado como tal, debe tener asociado 3 acciones cognitivas: la formacion, el tratamiento y
la conversiéon. Pasaremos a explicar cada una de ellas.

La formacion, en el sentido de Duval (2004), esta referida a toda oracion, expresiéon
algebraica, formula, dibujo, grafico, etc. que recoge los caracteres de un objeto que permiten
identificarlo por medio de su representacion en un determinado registro expresando de esta
manera una representacion mental o una representacion real. La formaciéon debe respetar las
reglas propias que tiene el registro en el que se representa.

Un ejemplo de formacién para el caso de la funcién exponencial, a partir de las reglas
que tiene el registro algebraico, la encontramos cuando se plantea el crecimiento de bacterias
dada por B(t) = 2¢, donde t > 0. Asi, podemos identificar y reconocer que la representacion esta
formada por la cantidad de bacterias en un tiempo determinado que usa la letra B, los paréntesis
y la letra t, luego, su resultado mediante el signo igual, resulta de operar una potencia formada
por la base 2 y como exponente, el tiempo transcurrido usando la letra t. Esta formacién ocurre a
partir de las reglas que tiene el registro algebraico.

Segun Pefaloza y Salazar (2018), la formacién grafico-dinamica se presenta cuando
hacemos uso de las herramientas del GeoGebra para originar la representacion en la Vista
Grafica. Asi, por ejemplo, si deseamos representar en el RGD a una funcién exponencial que
pasa por los puntos (1; 2) y (3; 8) podemos hacer uso de la Vista Algebraica y escribir en la barra
de entrada uno a uno los puntos dados para que luego de presionar la tecla enter aparezcan en
la Vista Gréfica. Finalmente, ajustamos de forma exponencial los puntos ingresando en la barra
de entrada el comando AjusteBaseExp(<Lista de puntos>) quien nos pedira los nombres de los
puntos asociados y dando un clic en enter tendremos la grafica de la funcidon exponencial en el

RGD, esto lo apreciamos en la Figura 4.
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Figura 4

Formacion en el Registro Grafico-Dinamico de la Funcién Exponencial

Eje X |

El tratamiento para Duval (2004), es la transformacidon de una representacién inicial,
dentro de un registro dado, a otra representacién final que responde a una necesidad dentro de
una situacion planteada tomando en cuenta las propias reglas del registro. Se dice entonces que
el tratamiento es una transformacion interna al registro porque no se cambia la semibtica que
conlleva se vale unicamente de los procesos propios del sistema de representacion. Por ello,
podemos indicar que cada registro lleva en si sus propias posibilidades de tratamiento.

Asi, podemos ejemplificar tratamientos en la funcién exponencial en el registro de lengua
natural. La situacién planteada se puede expresar mediante signos linguisticos cuando en un
inicio se tuvo 1 bacteria, posterior a una hora se duplicaron, luego de la segunda hora pasaron a
convertirse en 4 de ellas, posteriormente, se contabilizaron 8 bacterias al término de la siguiente
hora y asi sucesivamente. Esta situacion nos hace reescribir la idea con la intencion de poder
conocer mejor las relaciones matematicas que aparecen en el registro de legua natural
expresandola de la forma siguiente: Cada grupo de bacterias sera el resultado de trabajar con
potencias de 2, donde el exponente relaciona la hora que transcurre. De este modo, es mas
sencillo comprender las relaciones matematicas reconociendo al objeto funcién exponencial.

Segun Pefaloza y Salazar (2018), el tratamiento grafico-dinamico se presenta cuando se
hace uso de herramientas que forman parte de GeoGebra de forma directa o indirecta. Asi, segun
los autores, existen dos clases de tratamientos en el RGD, el primero de ellos corresponde a
tratamientos con deslizador, caracterizado por el uso de un elemento o herramienta formada por
una porcion de linea y un punto, llamado dial, sobre ella que se puede mover a lo largo lo que
produce variaciéon de algun parametro como por ejemplo, un coeficiente en una expresion
algebraica, un punto en el plano cartesiano, etc. que a su vez produce modificaciones en la
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representacion grafica-dinamica del objeto matematico. La Figura 5, muestra la forma como se

realizan tratamientos en el RGD con el uso de deslizadores.

Figura 5

Tratamientos Con Deslizador en el Registro Grafico-Dinamico de la Funcién Exponencial

En la Figura 5, podemos apreciar que la representacion grafico-dinamica de la funcion
exponencial esta asociada a dos deslizadores. El primero, de color azul, hace referencia al
coeficiente que acompana a la potencia, el cual hemos considerado, para una mejor observacion,
mantenerlo en un valor determinado, por ejemplo, el valor 2,5. Mientras, el segundo deslizador,
de color rojo, hace referencia a la base de la potencia la misma que comenzamos a variar
moviendo el dial del deslizador desde el valor 1,6 al valor 0,7. Asi, obtenemos que en la
representacion grafico-dinamica la funcidon exponencial se transforma de ser una funcion
creciente a ser una funcion decreciente logrando con ello hacer un tratamiento.

También, en el RGD pueden realizarse fratamientos sin deslizadores, como lo clasifican
Penaloza y Salazar (2018), que consiste en hacer uso de elementos directos como, por ejemplo,
el puntero del mouse para realizar modificaciones en el RGD del objeto representado tal como lo

podemos advertir en la Figura 6.
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Figura 6

Tratamientos Sin Deslizador en el Registro Grafico-Dinamico de la Funcion Exponencial

1

La Figura 6, muestra el tratamiento realizado en el RGD por medio del puntero del mouse.
Donde, teniendo inicialmente a la funcidon exponencial con dos puntos A y B, se decide mover la
representacion del punto A desde la posicién (2; 1) a la posicion (2; 2) utilizando el puntero del
mouse, con lo cual se observa que la representacién grafica ha sufrido una transformacion en el
RGD.

La conversion en el sentido de Duval (2004), es la transformacion de la representacion
de un objeto de un registro de partida a otro de llegada. En ese sentido, la transformacioén es de
caracter externo y los elementos que contiene la representacion semiética de un objeto pueden
conservarse en su totalidad o llegar con algunos de ellos al registro de destino, asimismo, la
conversién puede realizarse en el sentido inverso. Se convierte en una transformacién que no
resulta ser espontanea, requiere ser provocada para que se produzca. Por ello, resulta ser mas
compleja que el tratamiento y permite la comprension del objeto matematico en estudio, asi
‘parece ser que la conversién es un proceso cognitivo mas complejo que el tratamiento. El
problema que la mayoria de estudiantes encuentra es tan profundo que la conversién puede ser
considerada como el umbral de la comprensién” (Duval, 2006, p. 149).

Para el caso de la funcién exponencial, podemos seguir tomando el ejemplo de la
reproduccion de bacterias, donde el objeto matematico enunciado en el registro de lengua natural
como: Cada grupo de bacterias sera el resultado de trabajar con potencias de 2, donde el
exponente relaciona la hora que transcurre, pasa al registro algebraico mediante la expresion:
B(t) = 2%, t > 0. Esta transformacién, permite conocer aspectos algebraicos que ayudan a
reconocer una representacion diferente de la funcién exponencial y el proceso de conversion

resulta de gran ayuda para comprender al objeto matematico. Al respecto, Duval (2006) expresa
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que no se debe confundir al objeto matematico con su representacion de producirse traeria
consecuencias negativas para lograr no solo comprender al objeto matematico sino también a
otros. Por ello, la conversion nos permite reconocer esa diferencia del objeto con su
representacion al producirse esas transformaciones semidticas.

Por otro lado, en relacién a la conversion grafico-dinamico, Pefaloza y Salazar (2018), la
enuncian como aquella transformacion que se hace entre algun registro de representacion
semidtica con el RGD. Particularmente, explicaron la conversion Grafico-Dinamico entre el RGD
y el registro algebraico. Esta conversion puede darse de forma inmediata si el sujeto relaciona el
RGD con la representacion algebraica que se encuentra en la Vista Algebraica del GeoGebra o

viceversa. Podemos observar esto en la Figura 7.

Figura 7

Conversion Grafico-Dinamico de la Funcion Exponencial del RGD al Registro Algebraico

En la figura 7, podemos observar la conversion Grafico-Dinamico. Estando en el RGD (1)
se requiere conocer la representacion algebraica de la funcidon exponencial, para ello, bastara
con solo observar la Vista Algebraica, encontrando la expresiéon f(x) = 0,33-1,73* que es la
representacion de la funcion exponencial en el registro algebraico (2), con lo cual se estaria
produciendo la conversion en ese sentido. Ademas, una conversion Grafico-Dinamico desde el
RGD al registro algebraico puede producirse también si el sujeto utiliza algunas herramientas de
la Vista Grafica para reconocer algunos valores especiales como puntos de paso o ecuacion de
la asintota lo que le ayudara, mediante tratamientos realizados en el registro algebraico mediante
lapiz y papel, a encontrar la ecuacion que represente a la funcién exponencial.

En el sentido inverso, la conversion Grafico-Dinamico puede producirse, por ejemplo,
cuando se tiene la regla de correspondencia de una funcidn exponencial y se desea conocer su
representacion grafica. En este escenario, se ingresa la expresion algebraica en la barra de

entrada del GeoGebra en linea y presionando la tecla Enter del teclado podemos observar
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rapidamente como aparece la representacion de la funcion exponencial en el RGD,

produciéndose la conversion del registro algebraico al RGD, tal como se muestra en la Figura 8.

Figura 8

Conversion Gréfico-Dinamico de la Funcion Exponencial del Registro Algebraico al RGD

En la actividad matematica se usan registros de representacion que son de naturaleza
semidtica. Por ello, es necesario conocer cOmo se usan estas representaciones semioéticas a
través de los requisitos cognitivos que son la transformacion y la coordinacion y sigue:

Estas son las dos caras de la actividad matematica que no se pueden considerar

separadamente la una de la otra, sobre todo para comprender los problemas de

aprendizaje, y que proporcionan la idea clave para analizar los procesos cognitivos

involucrados en el pensamiento matematico. (Duval, 2006, p. 145)

En consecuencia, esto impacta directamente en nuestro estudio dado que, segun el autor,
debe existir tratamientos y conversiones entre los registros de representacion semidtica para
garantizar la referencia a un solo objeto matematico a comprender, es decir, la funcion
exponencial en nuestro caso. Este punto es necesario tomarlo en cuenta para el planteamiento
de las actividades que formaran parte de nuestra experimentacion.

Veamos los tratamientos y conversiones que se pueden presentar para la funcion

exponencial presentada en la Figura 9.
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Figura 9

Transformaciones de una Funcién Exponencial

Nota. Adaptado de Un tema crucial en la educacion matematica: la habilidad para cambiar el registro de
representacion (p. 146), por R. Duval, 2006, Universidad del Valle.

Asi, considerando a Duval (2006), sobre los tratamientos y conversiones podemos
advertir en la Figura 9, la formacién de la funcidon exponencial puede presentarse en el registro
en lengua natural mediante signos linguisticos, reconociendo sus caracteristicas o elementos.
Sin embargo, dada alguna necesidad de poder expresar la funcidn exponencial en una
representacion que permita reconocer la dependencia entre el nimero de habitantes y el tiempo
en afios, se procede a realizar transformaciones de conversion llevando la representacién del
registro en lengua natural al registro algebraico (1). Luego, es necesario reconocer de forma
explicita los elementos que conforman a la funcién exponencial en este ultimo registro, para ello
en base a la representacion obtenida de la conversion, se hacen tratamientos que permiten
realizar transformaciones que derivan en la expresion P(t) = 1000 - 1,02¢, t > 0 que representa
la relacién de dependencia de la cantidad de habitantes en funcién a los afios transcurridos
utilizando signos propios del registro algebraico. Es claro observar que esta transformacion no
ha sido inmediata, ha requerido de cambios en la representacion en dicho registro respetando
sus propias reglas. Luego, puede resultar necesario ver el comportamiento de la variable

dependiente en funcién de su variable independiente de forma visual usando un gréafico. Asi, se
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realizé la transformacion de conversion pasando de una representacion del registro algebraico a
otra en el registro grafico (2) utilizando sea el papel y lapiz o el GeoGebra como un ARD. Esta
representacion permite reconocer comportamientos de la funcién que no se aprecian
directamente en el registro algebraico, por ejemplo, cdmo se comporta la cantidad de habitantes
pasado 20 anos. Por ultimo, esta representacion en el RGD puede interpretarse como lo enuncia
su representacion en lengua natural (3). Es posible también realizar la conversion en el sentido
inverso como se aprecia en (2), asi si el sujeto requiere ir de una representacién grafica a una
representacion algebraica, debera reconocer caracteristicas del objeto que puedan ser
representadas en el registro algebraico de forma tal que, al realizar tratamientos en este registro
puede llegar a obtener la regla de correspondencia P(t) = 1000 - 1,02¢, t > 0, para el caso, que
relacione la poblacién con el tiempo transcurrido en afios.

En tal sentido, Duval (2004) indica que para el pensamiento matematico es necesario
usar representaciones semioticas diversas asi, cada registro de representacion ayuda a
comprender al objeto matematico de forma parcial en tanto son requeridas sus representaciones
diversas y las transformaciones de conversion que permitan ir de un registro a otro. Se hace
necesario por parte del docente poder proponer actividades que permitan estas
transformaciones.

Duval (2006) nos recuerda no confundir un objeto matematico con su representacion. Asi,
debemos advertir que la comprension de un objeto matematico pasa por articular al menos dos
registros de representacion semidtica, el objeto puede encontrarse en representaciones
diferentes, sin embargo, las acciones que se puedan tomar en sus transformaciones se efectiuan
sobre dichos registros de representacion.

Segun Duval (2012), las dificultades que se presentan al leer o interpretar una
representacion grafica en el plano cartesiano, por ejemplo; si tratasemos de que el estudiante
realice la conversion del registro grafico al registro algebraico, se presentan en estudios diversos.
Sin embargo, la raiz no debe buscarse en el concepto del objeto en si, sino mas bien en la falta
de conocimiento de las reglas de coordinacion entre los registros grafico y algebraico.

Pensamos que, la conversién realizada por un estudiante que parte del registro algebraico
y va al registro grafico, requiere tratamientos en ese registro para conseguir la grafica de una
funcién exponencial determinada. Sin embargo, para la conversion en el sentido inverso, sera
necesario que el estudiante realice tratamientos en el RGD por lo que debera desarrollar
aprehensiones. Al respecto Duval (1995) nos senala que una aprehension proviene de la accion
de aprehender 1o que se traduce en la comprensién de un objeto que se tiene por medio de sus

representaciones y propiedades las que pertenecen a un determinado registro quien, teniendo
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sus propias reglas, permiten inferir otras propiedades que resultaran en aplicar lo aprehendido a
otros contextos y situaciones.

Para nuestro estudio, sera relevante conocer las aprehensiones en el RGD que adaptaron
Salazar y Pefaloza (2015) con base a las aprehensiones en el registro grafico configuradas por
Ingar (2014) en un estudio hecho sobre la visualizacion de valores maximos y minimos de una
funcién real de dos variables reales tomadas de las aprehensiones en el registro figural
estudiadas por Duval (1995) para la geometria euclidiana.

Si un estudiante ha identificado la funcién exponencial en el RGD, es decir, ha logrado
percibir elementos explicitos que le permiten reconocer al objeto matematico representado,
entonces podemos decir que ha desarrollado una aprehension perceptiva. Asi, la Tabla 3, nos
permite comprender que la aprehension perceptiva esta dada por el sujeto cuando reconoce la
funcién exponencial por medio de caracteristicas que se aprecian en su representacion grafico-
dinamico, aunque todavia puede resultar dificil reconocer, por ejemplo, la base de dicha funcion,

lo que lleva a un mayor andlisis, que implica desarrollar otras aprehensiones.

Tabla 3

Aprehension Perceptiva de la Funciéon Exponencial en el Registro Grafico-Dinamico

Representacion grafico-dinamico del objeto Aprehension perceptiva

A

El objeto es una funcién
exponencial

Nota. Adaptado de Aprehensiones y modificaciones en el registro grafico-dinamico del paraboloide eliptico.
(p- 73), por Penaloza y Salazar, 2018, https://revistas.pucsp.br/index.php/emp/article/view/34170/pdf

Cuando sea necesario que un sujeto deba realizar la representacion grafico-dinamica de
la funcién exponencial f desde su representacién algebraica vy, el sujeto reconozca los pasos
gue son necesarios realizar para lograr dicha representacion habra desarrollado la aprehension

secuencial de la funcién exponencial. En este sentido, sera necesario valerse de herramientas
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de construccién que tiene el GeoGebra en Linea para poder graficar a la funcién exponencial,

como podemos apreciar en la Tabla 4.

Tabla 4

Aprehension Secuencial de la Funcion Exponencial en el Registro Grafico-Dinamico

Aprehension secuencial de la funcion exponencial f(x) = 2*

A
Paso 1: Activar la Vista Grafica.

Paso 2: Ingresar la regla de
correspondencia de la funcion

exponencial.
Abrir el teclado virtual.
Entrada: f(x) = 2* =

Nota. Adaptado de Aprehensiones y modificaciones en el registro grafico-dinamico del paraboloide eliptico.
(p. 74), por Pefialoza y Salazar, 2018, https://revistas.pucsp.br/index.php/emp/article/view/34170/pdf

En la Tabla 4, observamos que el sujeto ha sido capaz de reconocer los procedimientos
realizados para lograr la representacion grafico-dindmico a través de una serie de pasos
considerados tratamientos secuenciales.

Para que un sujeto pueda evidenciar una aprehensién discursiva con el objeto funcion
exponencial es necesario que a partir de su representacion grafico-dinamica pueda reconocer
caracteristicas o elementos del objeto que no se encuentren dados de forma explicita en ese
registro. Por ejemplo, intervalos donde se encuentra el valor de la base, la posicion de la asintota
de la funcidn, si existen puntos de paso con valores enteros, hacia qué posicion en el eje X estan
los mayores o menores valores de la variable independiente, entre otros y con la capacidad de
poder nombrarlas. Ademas, el sujeto puede tener necesidad de formular alguna conjetura y para
ello realizara tratamientos en la representaciéon grafico-dinamica que le permita establecer un
discurso y poder validar alguna situacion determinada.

En la Tabla 5, se muestra el desarrollo de la aprehensién discursiva de un sujeto sobre la
funciéon exponencial, lo cual le permite reconocer caracteristicas o propiedades que no estan

explicitas en el RGD.
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Tabla 5

Aprehension Discursiva de la Funcién Exponencial en el Registro Grafico-Dinamico

Representacion grafico-dinamico Aprehension discursiva

1 Su asintota es paralela al eje X.
La asintota pasa por un punto en el
eje Y cuya ordenada mayora 0,5y
menora 1.
La funcién muestra dos puntos de
paso Ay B cuyas coordenadas
pueden conocerse por inspeccién
de la cuadricula.
La funcion tiende a 0,7 cuando el
valor de la abscisa tiende a —o
La funcién tiende a +o cuando el
valor de la abscisa tiende a +o
En su expresién algebraica, la
base es mayor a 1.

Nota. Adaptado de Aprehensiones y modificaciones en el registro grafico-dinamico del paraboloide eliptico.
(p. 75), por Penaloza y Salazar, 2018, https://revistas.pucsp.br/index.php/emp/article/view/34170/pdf

Asi, la Tabla 5 muestra la accién del sujeto al identificar las propiedades implicitas en la
representacion grafico-dinamico que permiten la representacién, reconoce lo que llamamos en
la TRRS variables visuales; asintota, puntos de paso identificables gracias a la cuadricula, que
permiten expresar el discurso asociado.

En cuanto a la aprehension operatoria, podemos indicar que para evidenciar su desarrollo
en relacion a la funcién exponencial es necesario que el sujeto realice transformaciones en la
representacion grafico dinamica llamadas modificaciones que para nuestra investigacién pueden
ser Optica y posicional. Estas modificaciones realizadas por el sujeto, permiten reconocer figuras
y valores de los elementos que conforman a la funcion exponencial tales como; crecimiento,
decrecimiento, limite inferior de la funcién, punto de corte con el eje de ordenadas que pueden
permitir resolver una situacion problema. Todo ello, tomando como referencia lo estudiado por
Salazar y Pefialoza (2018) respecto a las modificaciones para el paraboloide eliptico.

La modificacion éptica de una funcién exponencial se realiza por un sujeto en el RGD al
utilizar el acercamiento o alejamiento en el GeoGebra online para poder descubrir aspectos
relacionados a la forma y valores necesarios para la solucién problémica. La Tabla 6, muestra

este aspecto.
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Tabla 6

Modificacién Optica de Tipo Acercamiento para la Funcién Exponencial

Representacion grafico-dinamico de la Modificacion 6ptica mediante la
funcién exponencial herramienta alejar

Nota. Adaptado de Aprehensiones y modificaciones en el registro grafico-dinamico del paraboloide eliptico.
(p. 77), por Penaloza y Salazar, 2018, https://revistas.pucsp.br/index.php/emp/article/view/34170/pdf

La Tabla 6, corresponde a la funcién exponencial f(x) = 1,5%~3) + 1 la cual no puede ser
percibida en su totalidad para ser reconocida, lo que provoca en el sujeto el utilizar la herramienta
alejar para apreciar mejor su representacion, finalmente lo que se esta realizando es un cambio
en la escala de los ejes coordenados.

La modificacion posicional de un objeto matematico en el RGD, nos refieren Salazar y
Penaloza (2018), consiste en realizar movimientos de rotacién o traslacion del objeto con la
finalidad de advertir formas y valores que sean necesarios para la solucion de un problema
determinado. Asi, podemos indicar que un sujeto realiza una aprehension de este tipo con

relacion a la funcion exponencial cuando traslada la grafica haciendo uso de la herramienta

Mueve o la herramienta Desplaza Vista Gréafica , lo que permitira también reconocer
formas y valores asociados al objeto en un contexto determinado. La funcién exponencial no
presenta modificaciones posicionales en el sentido de la rotacion dado que por el hecho de ser
una funcién en una variable no lo requiere. La Tabla 7 muestra las modificaciones de posicion
que asume la funcion exponencial f(x) = 1,5% + 1 para reconocer el valor aproximado de la

funcién en la abscisa 6.
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Tabla 7

Modificacion Posicional de Tipo Traslacion para la Funcién Exponencial

Representacion grafico-dinamico de

. . Traslacion
la funcién exponencial

A Y/

Nota. Adaptado de Aprehensiones y modificaciones en el registro grafico-dinamico del paraboloide eliptico.
(p. 78), por Pefialoza y Salazar, 2018, https://revistas.pucsp.br/index.php/emp/article/view/34170/pdf

De esta forma hemos configurado las aprehensiones que pueden presentarse en el RGD
en torno a la funcion exponencial, las cuales seran pertinentes para identificarlas en el desarrollo
de las actividades que realizaran los sujetos de investigacion.

De esta forma, ya es posible definir nuestra pregunta y objetivos de investigacion.

1.4 Pregunta y Objetivos de la Investigacion

En este estudio hemos planteado la siguiente pregunta de investigacion: §Como
comprenden los estudiantes de quinto de secundaria la nocion de funcién exponencial con base
en la Teoria de Registros de Representaciéon Semiética?

Para lograr responder a esta pregunta, nos planteamos los siguientes objetivos:
Objetivo General

Analizar cdmo estudiantes de quinto de secundaria comprenden la nocién de funcién
exponencial con base en la Teoria de Registros de Representacién Semiodtica.

Objetivos Especificos

1. Identificar los registros de representacion semiética de la funcion exponencial que

utilizan estudiantes de quinto de secundaria.

2. Describir los tratamientos, conversiones entre los registros de lengua natural,

algebraico, grafico y grafico-dinamico, asi como las aprehensiones que realizan
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estudiantes de quinto de secundaria en las representaciones de la funcion
exponencial.
1.5 Aspectos de la Ingenieria Didactica

Una investigacion cuya metodologia es de tipo cualitativa tiene como caracteristica la de
tomar la realidad para ser observada tal y cual ocurre, de forma natural y a partir de ello realizar
una interpretacion buscando el significado de las acciones, comprender la perspectiva de quienes
intervienen para establecer conclusiones. En ese sentido, va de lo particular a lo general
caracteristica del método inductivo. Para ello se hace una recoleccion de datos que pueden
encontrarse en lenguaje escrito, verbal, visual la cual no es estandarizada, no utiliza una
medicion numérica, tampoco hace un andlisis estadistico, como si lo hace la investigacion
cuantitativa, promueve el descubrir y mejorar una pregunta de investigacion dado que siempre
se plantean interrogantes en todo el proceso (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2014). Ademas,
en la idea de los autores toda investigacion cualitativa apunta a “describir, comprender e
interpretar los fendmenos a través de las percepciones y significados producidos por las
experiencias de los participantes” (p. 11).

Consideramos también a Borda (2004, citado en Portugal, 2015) quien caracteriza a una
investigacion cualitativa como aquella que obtiene los datos del medio natural, se apropia mas
del proceso que de los resultados otorgando al significado un puesto predominante.

Finalmente, podemos declarar que la metodologia de nuestra investigacién es de tipo
cualitativa descriptiva ello en virtud a que, observaremos el desarrollo de las actividades que
realizaran estudiantes de 5to de secundaria del Programa del Diploma del Bachillerato
Internacional con el apoyo de GeoGebra en Linea para luego, describir y analizar las posibles
transformaciones semidticas que se presentaran en su desarrollo lo que nos permitira llegar a
determinadas conclusiones.

La ID como método de investigacidn en la didactica de las matematicas surge en Francia
por la década de los 80 como resultado de los descubrimientos de la Teoria de Situaciones
Didacticas y de la Trasposicion Didactica. Su principal exponente es Michéle Artigue, quien la
denomind asi, para relacionar el trabajo didactico del docente con el del ingeniero.

Segun Artigue, Douady, Moreno, y Gomez (1995), en las realizaciones didacticas, se
senalan dos divisiones para la ID: la micro ingenieria y la macro ingenieria. La micro ingenieria
es la que corresponde a nuestro trabajo dado que esta enfocada a un tema y en un ambiente de
clase. Ademas, la micro ingenieria es mas factible de ponerse en practica ya que toma en cuenta
los fenémenos propios en la clase, se reconoce por el registro en la que se encuentra (registro

de estudio de casos) y la validacién a la que se asocia (contraste entre el andlisis a priori y a
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posteriori). La macro ingenieria relaciona las investigaciones de la micro ingenieria con el tiempo
en que se desarrolla la ensefianza y el aprendizaje.

Para nuestra investigacion, definida como cualitativa, se ajusta al método de la ID debido
a que, “se caracteriza en primer lugar por un esquema experimental basado en las “realizaciones
didacticas” en clase, es decir, sobre la concepcién, realizacion, observacién y andlisis de
secuencias de ensefanza” (Artigue et al., 1995, p. 36).

Asi, considerando lo dicho por los autores, el método de la ID realiza, sobre las
experiencias didacticas de clase, un analisis preliminar para luego, plantear la secuencia
didactica, ejecutarla y finalmente analizar los resultados obtenidos del desarrollo de las
actividades hechas por los estudiantes.

Por ello realizaremos un trabajo experimental en el estudio de la comprension desde el
punto de vista de Duval (2006), entre los registros de representacion semiotica de la funcion
exponencial en estudiante de 5to de secundaria de una institucion privada mediada por
GeoGebra.

Consideramos, siguiendo a Artigue et al. (1995), 4 fases para el desarrollo de este
meétodo: el analisis preliminar, la concepcion y analisis a priori de las situaciones didacticas, la
experimentacion y finalmente, el analisis a posterior y la validacion. Pasaremos a explicar cada
una de ellas.

Fase 1: Analisis Preliminar

En palabras de Artigue et al. (1995):

En una investigacion de ingenieria didactica, la fase de concepcioén se basa no solo en un

cuadro tedrico didactico general y en los conocimientos didacticos previamente adquiridos

en el campo de estudio, sino también en un determinado numero de analisis preliminares.

(p. 38)

Esta fase esta formada por el andlisis que se hace sobre las concepciones que tiene los
estudiantes sobre el objeto funcion exponencial, la forma como este concepto se aborda en las
escuelas, su génesis, las dificultades en la ensefanza y el aprendizaje del objeto, entre otros.

Tomando a Artigue et al. (1995), consideramos para nuestro trabajo el estudio de las
siguientes dimensiones:

Dimensién Epistemoldgica. Se asocia al saber en juego, analizamos los aspectos de la
génesis del objeto matematico funcion exponencial y sus obstaculos, con la finalidad de conocer
las diferentes concepciones que ha tenido a lo largo del tiempo, la forma como ha ido

evolucionando este concepto matematico en manos de los hombres de ciencia. En el caso
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nuestro esto sera desarrollado a través de algunos aspectos en el estudio histérico del objeto
matematico funcién exponencial.

Dimensién Cognitiva. Esta relacionado a como los estudiantes interpretan el concepto
de funcién exponencial, los errores que presentan en relacién a sus conocimientos previos. Esto
se apoya en las investigaciones de referencia y textos de formacién docente que incluiremos en
nuestro estudio.

Dimensién Didactica. En esta dimensién se analiza la manera como los estudiantes han
recibido el concepto de funcién exponencial, nos enfocamos al sistema de ensefianza, asi como
los efectos que ha tenido este aprendizaje. Asi, se analizan los conceptos de funcion exponencial
en textos utilizados por estudiantes.

Fase 2: Concepcioén y Andlisis A priori

En esta fase tomamos el conjunto de, antecedentes, el estudio del objeto funcion
exponencial, los aspectos de la TRRS y las actividades que, deben guardar relacién con el
objetivo de nuestra investigacion. Asi, en esta fase se toma las concepciones que tienen los
estudiantes, incluyendo sus restricciones cognitivas, para la comprension del objeto funcion
exponencial.

El control de las actividades esta sujeta, como afirma Artigue et al. (1995), a las variables
didacticas que estan ligadas el objeto de estudio. Estas variables son de dos tipos, variables
macro didacticas y variables micro didacticas, las primeras a nivel global y las segundas a nivel
local.

Para nuestro estudio vamos a considerar las variables micro didacticas que seran
definidas para cada actividad.

En un andlisis a priori se presentan las posibles soluciones que darian los estudiantes a
cada uno de los items de las actividades, estos supuestos (hipotesis) permitirdn ser contrastados
luego con el analisis a posteriori que se realiza en la cuarta fase. En consecuencia, Artigue et al.
(1995), nos expresan: “Tradicionalmente, este analisis a priori comprende una parte descriptiva
y una predictiva se centra en las caracteristicas de una situacién a-didactica que se ha querido
disefiar y que se va a tratar de llevar a los alumnos” (p. 45).

Fase 3: Experimentacion

En esta etapa, Artigue et al. (1995) sefalan que corresponde a la ejecucién de todas las
actividades que han sido preparadas con anticipacion y que forman parte de la secuencia
didactica. El profesor-investigador, los observadores y estudiantes interaccionan en el aula, se

inicia el contrato didactico que define los roles y obligaciones que tendra cada integrante.
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Esta etapa se desarrolla de la manera siguiente: Primero, se expresa a los estudiantes
de 5° de secundaria, que aceptaron participar voluntariamente de la investigacion, los objetivos
y condiciones para la aplicacion de los instrumentos de recoleccion. Segundo, se ejecutan los
instrumentos, entre los que se encuentran las actividades que desarrollaran los estudiantes
ayudados del GeoGebra, y por otro lado el uso de lapiz y papel.

Consideramos como instrumentos de recojo de informacién a las fichas de actividades en
fisico, usaremos el software OBS para grabar lo que realizan los estudiantes en la pantalla de su
computadora en relacion a las actividades de mediacién con GeoGebra online y una grabadora
de voz para la entrevista en el trabajo a lapiz y papel, todo ello con la finalidad de realizar un
posterior analisis.

Fase 4: Analisis A Posteriori y Validaciéon

Artigue et al. (1995) nos expresan que en esta etapa el investigador organiza los datos
recogidos de la etapa anterior, seguidamente se hace un contraste o validacién entre el analisis
a priori y los resultados la que se caracteriza por ser una validacion interna. Esta refutacion
finalmente es entre lo que se espera que realizara el estudiante (hipotesis) y lo realmente hecho
por él.

En nuestra investigacion, con el marco tedrico establecido realizaremos el analisis de las
acciones que realizan los estudiantes de 5° de secundaria cuando desarrollan las actividades
propuestas y contrastarlas con lo que se espera que realicen de manera que podamos realizar
la validacién, dado que nuestro interés es conocer la comprension de la nocién funcion
exponencial a través de las transformaciones por los diferentes registros de representacion.

En el capitulo siguiente, abordaremos aspectos epistemoldgicos; para conocer la
evoluciéon del concepto, matematicos; donde presentaremos al concepto formal de la funcién
exponencial y didacticos; entendido a cdmo se muestra el concepto de funcién exponencial a los

estudiantes en los textos.
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Capitulo Il: ESTUDIO DEL OBJETO MATEMATICO

Este capitulo profundiza en los hitos histéricos significativos en el desarrollo del concepto
de funcién exponencial en matematicas. Explora cémo esta idea ha evolucionado a lo largo del
tiempo a través de las contribuciones de figuras importantes de la historia de las matematicas.
Ademas, se examinan los aspectos didacticos, concretamente como se ensefia actualmente el
concepto de funcion exponencial en determinados libros de texto de quinto de secundaria.

2.1 Aspectos Epistemologicos del Objeto Funcion Exponencial

Freitas (2015) nos dice que el concepto propiamente de funcién exponencial que
conocemos hoy en dia no es el que se tuvo en sus origenes, hubo necesariamente contribucién
de diversos pueblos en su construccidon. La idea de funcién exponencial nace a partir del
concepto de potencia, que actualmente se escribe como b™ la que se corresponde como potencia
de base b y exponente n. Dado que la funcidon exponencial esta asociado al concepto de funcién,
es necesario recorrer también los origenes de este concepto. Para ello, nos valemos de Rossini

(2006) quien realizé un cuadro con la evolucion de estos dos conceptos que muestra la Tabla 8.

Tabla 8

Cronologia de las Concepciones de Funcion

Aino Matematico Concepto

1594  Napier Invencién de los logaritmos.

1637  Descartes Ecuacién x e y que muestra dependencia entre
variables.

1670  Newton Cantidades relacionadas; fluidos relacionados
analiticamente.

1673  Leibniz Relacion, cantidades geométricas que dependen de un
punto de la curva, maquina.

1696 Jean Bernoulli  Calculo con exponenciales.

1718 Jean Bernoulli Relacion entre cantidades variables

1748  Euler Expresion analitica. Introduce por primera vez el
concepto de funcion exponencial como inversa de la
funcion logaritmica

1755  Euler Dependencia arbitraria

1778  Condorcet Dependencia arbitraria

1797  Lacroix Dependencia arbitraria

1797  Lagrange Expresién de calculo, expresion analitica.

1821  Cauchy Resultado de operaciones hechas sobre una o varias
cantidades constantes y variables

1822  Fourier Series trigonométricas; secuencia de valores;

ordenadas no sujetas a una ley comun.
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1834  Lobachevsky Expresién analitica; condicion para probar los numeros,
dependencia arbitraria.

1837  Dirichlet Correspondencia: para cada valor de x (abscisa), unico
valor de y (ordenada); funcion definida por partes.
1870  Hankel Para cada valor de x en cierto intervalo, corresponde un

valor bien definido de y; no es necesario una misma ley
para todo el intervalo; y no necesita ser definido por una
expresion matematica explicita en x.

1888 Dedekind Correspondencia entre elementos de dos conjuntos,
obedeciendo dos condiciones.
Cantor Subconjunto de un producto cartesiano obedeciendo
dos condiciones
1939  Bourbaki Correspondencia entre elementos de dos conjuntos

obedeciendo las dos condiciones

Nota. Adaptado de Saberes docentes sobre o tema fungdo: uma investigagdo das praxeologias
(p. 54), por Rossini, 20086,
https://ariel.pucsp.br/ispui/bitstream/handle/11099/1/Renata%20Rossini.pdf

La Tabla 8, muestra el desarrollo conceptual de funcion mediante una cronologia bien
detallada. Hemos observado en la revision de la literatura que el concepto de funcién exponencial
esta siempre vinculado a conocer el de funcion, por ello, es necesario reconocer también la
evolucion de este concepto. Observamos que la concepcion de funcién y funcion exponencial ha
recibido influencia en un inicio del matematico Napier, llegando hasta Bourbaki.

Boyer y Merzbach (2011), nos expresa que el concepto de funciéon exponencial pudo
haber empezado con el concepto de logaritmo, en ese sentido John Napier (1550-1617) estaba
atento a las series de potencias que se presentaban en publicaciones, como la que se muestra

en la Figura 10.

Figura 10

Primera Tabla de Logaritmos Elementales

Nota. Adaptado de Ensefianza de las Funciones Exponenciales en la escuela secundaria. Aspectos
didacticos y cognitivos, Sureda, 2012.

La Figura 10, muestra dos sucesiones que se corresponden una aritmética y la otra
geométrica. Se llegd a descubrir que, si se multiplicaban dos valores de la sucesién geométrica,
el resultado se encontraba en la casilla que corresponde a la suma de los valores que se

encontraban en la sucesion aritmética. Lo mismo ocurre si es que se dividen dos valores de la
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sucesion geomeétrica, el resultado era el valor que se encuentra debajo de la diferencia de los
valores que se encuentran en la sucesion aritmética. Asi, “las sumas y diferencias de los indices
de las potencias correspondian a los productos y cocientes de las propias potencias” (Boyer y
Merzbach, 2011, p. 213). De esto nace las ecuaciones exponenciales como cercano ya a la idea
de logaritmos. La funcion logaritmica se encontraba sobreentendida en las definiciones de
Napier, quien no tenia la definicion de logaritmo que utilizamos hoy en dia, tampoco la nocién de
base en un logaritmo. Sus estudios lograron obtener una expresién que permitia tener préximos
a términos en una progresion geométrica, asi se obtuvo la expresion N = 107 (1 — 1/107)% donde
L introduciria la idea de logaritmo, pero aun no con ese nombre. Los logaritmos empiezan a
aparecer entre 1727 a 1728, encontramos que Freitas (2015) reconoce que la funcion N tiene la
representacion de una funcién exponencial, por ello es que se asocia a los logaritmos con la
funcién exponencial como su operacion inversa.

Segun Boyer y Merzbach (2011), Leonhard Paul Euler (1707-1783) fue uno de los
cientificos que mejores aportes realizdé en cuanto a las notaciones matematicas dado que ya
utilizaba el numero e para representar la base de un logaritmo natural, al parecer esta notacion
provino de la palabra exponencial que utiliz6 en su obra Mechanica. Ademas, Maor (2008)
expresa que fue Euler quien ya no solo veia que la inversa de la funcion logaritmica era una
simple expresion, sino mas bien la iba reconociendo como una funcion.

Por aquel entonces, ya era posible expresar una funcién como una serie conformada por
potencias. Un ejemplo, lo podemos tener cuando se desea expresar la funcion f(x) =e”*, a

través de la serie de Taylor cuando se tiene un entorno a = 0:

v x x? x3 x* x"

et = 1+E+E+§+Z+W+E
Ya se comenzaba a estudiar a expresiones exponenciales, por ejemplo, Boyer (2011),
nos cuenta que ya existia el calculo exponencial que se le atribuye a Jean Bernoulli (1667-1748).
Este matematico estudioé funciones exponenciales de la forma f(x) = a* y g(x) = x*, quien al
preocuparse por esta ultima logro realizar calculos relacionados al area bajo la curva tomando
como inicio a x =0 y como extremo a x = 1, utilizando para la expresion x* como e*"*

expresandola de la siguiente manera:
1 1 1 1
Tz TETEtT
Entonces, el surgimiento de la nocion de funcidn exponencial estuvo siempre asociado a
ser la inversa de la funcioén logaritmo, siendo Euler que la caracteriza con las propiedades que

conocemos hasta el dia de hoy.
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2.2 La Funcién Exponencial

Los componentes matematicos del concepto de funcién exponencial se establecen en los
libros de analisis matematico y calculo diferencial, basandose en los conocimientos
proporcionados por Apostol (2001) y Spivak (1967).

Desde el punto de vista de Apdstol (2001), define en primer término la funcién logaritmo
natural para continuar con la definiciéon de la funcion exponencial. En este sentido, coincide con
la forma histérica en que se formod este concepto.

Empleando las palabras del autor, la funcién logaritmo natural se define de la manera
siguiente:

“DEFINICION: Si x es un numero real positivo, definimos el logaritmo natural de x,

designando provisionalmente por L(x), como la integral:
*1

L(x) = f —dt
QG

Cuando x > 1, L(x) puede interpretarse geométricamente como el area de la region

sombreada bajo la curva” (Apoéstol, 2001, p. 281), la que se muestra en la Figura 11.

Figura 11

Interpretacion del Logaritmo como Area

Nota. Tomado de Calculus. Volumen I. Calculo con funciones de una variable, con una introduccion al
algebra lineal. (p. 282), por Apostol, 2001, Reverté.

Luego, se enuncia las propiedades de la funcién logaritmo natural:
a) L(1)=0
b) L'(x) = % para todo x > 0.
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c) L(ab) = L(a)+ L(b)
Apostol (2001), hace referencia a la grafica de la funcién logaritmo natural, describiendo
sus caracteristicas a partir de las propiedades enunciadas anteriormente. A continuacion, la

Figura 12 muestra la grafica de la funcion logaritmo natural.

Figura 12

Representacion Grafica de la Funcion Logaritmo Natural

P

y=Lx)

0f (1,0)

Nota. Tomado de Calculus. Volumen I. Calculo con funciones de una variable, con una introducciéon al
algebra lineal. (p. 282), por Apéstol, 2001, Reverté.

Con base en el autor, la grafica de la funcion logaritmo natural a partir de las propiedades
mencionadas, tiene su derivada positiva en todo momento, por ello es creciente. Dado que la
grafica corta al eje x en el punto (1 ; 0), se encuentra por encima del eje x six > 1y se encuentra
debajo si 0 < x < 1. Ademas, la curva presenta como pendiente el valor 1 cuando x = 1. Si
x > 1y crece de manera infinita la pendiente de la curva va disminuyendo tendiendo a cero. Para
valores de 0 < x < 1, donde x decrece la pendiente de la curva va haciéndose infinita. Por ultimo,
si calculamos la segunda derivada de la funcion logaritmo natural obtenemos L (x) = 1/x?
siempre es negativa para cualquier valor de x, lo que nos hace advertir que la grafica de la funcion
es concava.

Posteriormente, empleando las palabras del autor, se prosigue con la definicién de la
funciéon exponencial como sigue:

Para cualquier x real, definimos E(x) como aquel nimero y cuyo logaritmo es x. Esto es,

y = E(x) significa L(y) = x. El dominio de E es todo el eje real; su recorrido es el conjunto

de numeros reales positivos. La grafica de E, se obtiene de la grafica del logaritmo
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mediante una simetria respecto a la recta y = x. Puesto que L y E son inversas una de
otra, se tiene L[E(x)] = x para todo x y E[L(y)] =y para todo y > 0. (Apdstol 2001, p.
296)

La Figura 13, muestra la representacion grafica de la funcidon exponencial en relacion a la

funcion logaritmica.

Figura 13

La Gréfica de la Funciéon Exponencial como Inversa de la Funcién Logaritmo

3
|y = £
-—) =X
0. 7T Nl
N -
N
L X
0 ,/ (1,0)
/

/
1

Nota. Tomado de Calculus. Volumen I. Calculo con funciones de una variable, con una introduccion al
algebra lineal. (p. 297), por Apéstol, 2001, Reverté.

Como lo hace notar Apéstol (2001), la funciéon logaritmo natural es estrictamente creciente
y continua en el semieje positivo de las x, se deduce que la funcion exponencial sera también
estrictamente creciente y continua en todo el eje real, de esta forma se pueden enunciar sus
propiedades.

“TEOREMA: La funcion exponencial tiene las propiedades siguientes:

a) E(0)=1, E(1)=e

b) E'(x) = E(x), paratodo x

c) E(a+b) =E(a)E(b), paratodo ay para todo b” (p. 297).

De este teorema se obtienen las siguientes expresiones:
Para todo numero r que es un nimero racional se tiene

E(ry=e"
Para todo n entero positivo se cumple
En(a) = E(a)"

Para el caso particular cuando n = 1, se tiene que E(n) = e™.
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Para cuando a = 1/n se tiene

n

Como lo hace notar Apdstol (2001), define la potencia en base e de la manera siguiente:
e* = E(x), para todo x real.

Teniendo en cuenta al autor, prosigue con la definicién de la funcidon exponencial de forma

general como sigue:
Sia # 1, entonces y = a* siy solo six = log,y

En el contexto de la Teoria de Registros de Representacion Semibtica, se puede observar
que el autor emplea el registro de lengua natural para transmitir la definicion del objeto funcion
exponencial, asi como también la representacion grafica de la misma para comprender mejor su
concepto. Es decir, se basa en una coleccion de signos linglisticos y graficos para articular las
caracteristicas del objeto que pretende representar.

Por otra parte, Spivak (1967) de igual modo empieza definiendo la funcién logaritmo

considerando su relacion con la integral como sigue “Si x > 0, entonces logx = flx%dt” (p. 468).

Muestra la representacion grafica de la funcién logaritmo como se puede apreciar en la Figura
14.

Figura 14

Representacién Grafica de la Funcion Logaritmo

log

Nota. Tomado de Calculo infinitesimal. (p. 468), por Spivak, 1967, Reverté.
Spivak (1967), define las propiedades y caracteristicas de la funcién logaritmo de la forma
siguiente:
si x,y > 0, entonces
log(xy) = log x + log vy,
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si n es un numero natural y x > 0, entonces
log(x™) = nlogx

si x,y > 0, entonces
X
log (;) = logx —logy

Luego el autor pasa a la definiciéon de funcidon exponencial como sigue: “La funcion
exponencial, exp, se define como log™!. Dado que log x se define solamente para x > 0,
tenemos siempre que exp(x) > 0” (Spivak, 1967, p. 471).

Se muestra entonces la grafica de la funcién exponencial, como lo indica la Figura 15.

Figura 15

Representacion Grafica de la Funcion Exponencial por Spivak

exp

_

Nota. Tomado de Calculo infinitesimal. (p. 472), por Spivak, 1967, Reverté.
Spivak (1967), presenta las propiedades y caracteristicas de la funcidén exponencial de la
forma siguiente:
Para todos los numeros x se cumple
exp'(x) = exp (x)
Si x e y son dos numeros cualesquiera, se cumple
exp(x +y) = exp (x) - exp (¥)

Del mismo modo, el autor hace la siguiente definicion:

e =exp (1)
Para todo numero x, se cumple

e* = exp (x)
Sia > 0, entonces para cualquier x que sea real se cumple

a* = exloga
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Segun la Teoria de Registros de Representacién Semidtica, Spivak (1967) hace uso de
la representacion en lengua natural y la representacion grafica para definir la funcién exponencial.
En tal sentido se alinea con lo dicho por Duval (1995) en el sentido que la comprensién de un
objeto matematico esta en relacion al uso de al menos dos registros de representacion. Si bien
es cierto que, su definicion es diferente en cuanto a la notacién que usa Apéstol (2001), enfatizan
en el uso consistente de la funcién logaritmica para definir a la funcién exponencial partiendo de
la base e; base de los logaritmos naturales o neperianos y llegando a una forma general para
unabasea>0ya# 1.

2.3 La Ensenanza de la Funcion Exponencial en el Bachillerato Internacional

En el nivel de escuela secundaria de la educacién basica regular, los maestros utilizan
diversos materiales instructivos, con énfasis actual en el libro de actividades del estudiante por
sobre el libro de teoria. Para el analisis didactico se ha elegido el libro de texto “Matematica 5”
de la editorial Corefo (2018), de uso comun por parte de los estudiantes de su educacion basica
regular. La Tabla 9 proporciona detalles esenciales, incluido el nombre del autor, la unidad que
cubre el concepto de funcién exponencial, las paginas especificas dedicadas a este tema y el

titulo del libro.

Tabla 9

Libro de Consulta de Educacion Basica Regular del Nivel Secundario

Editorial Unidad Paginas Titulo
Corefo 3 Libro de texto Matematica 5
Funciones Il 201-205
Libro de actividades
211-212

En el texto existe una categorizacion de temas organizados por cada unidad. Vale la pena
sefalar que la seccién de Funciones Il es donde se originan ciertos temas, como se ilustra en la
Tabla 10.
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Tabla 10

Temas de Funcién Exponencial del Texto Matematica 5 Corefo

Matematica 5

Unidad Seccién Temas
I Funciones Il Funcion exponencial
Propiedades
Funcién logaritmica
Propiedades

El libro de consulta “Matematica 5” de la editorial Corefo (2018) se presenta en dos
volumenes. El primer volumen es usado como libro de texto, proporcionando una base tedrica
para los conceptos tratados en sus respectivas unidades didacticas. El segundo volumen se
centra en aplicaciones practicas, reforzando la teoria mediante ejercicios. Este doble enfoque
ofrece al estudiante recursos tanto tedricos como practicos para su aprendizaje. En el texto
tedrico, se ofrece una exposicion de la regla de correspondencia que rige la funcidon exponencial,
asi como las caracteristicas de la funcién logaritmica. Continua ilustrando cémo las
caracteristicas del grafico de una funcién exponencial dependen del valor que tiene la base y
también proporciona informacion sobre el dominio y el rango, posterior a ello se hace lo mismo
para la funcién logaritmica. A continuacion, la Figura 16 muestra la forma como se introduce la

nocion de funcion exponencial en el texto de teoria.

Figura 16

Definicién de la Funcion Exponencial en el Libro de Teoria

Nota. Tomado de Matemética 5. Libro del Area. (p. 201), Corefo, 2018.
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La interpretacion utilizada en el texto de Corefo (2018) no se alinea con el punto de vista
expuesto por Apédstol (2001), ni por Spivak (1967), dado que ambos autores mencionan a la
funcién exponencial como la exponencial del nimero natural e utilizando notaciones diferentes.
Esta forma de introducir la nocion de funciéon exponencial no se alinea con la construccion del
concepto como tal. Se presentan directamente su representacion algebraica por medio de una
regla de correspondencia y su representacion grafica utilizando el plano cartesiano. Creemos
que al momento no hay acciones que permitan al estudiante apropiarse mejor de estas nociones.
No aparece alguna explicacion de como se forma dicha regla de correspondencia y como
asociarla a su representacién grafica. Ademas, el texto no aborda la asintota horizontal de la
funcion exponencial. En el contexto de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica, el
concepto de funcion exponencial estd asociado a mostrar la representacion algebraica de la
misma mediante f(x) = b*, donde b >0y b # 1 y la representacioén grafica asociados a los
intervalos de valores que asume la base b.

Posteriormente, el texto de teoria muestra ejemplificaciones de lo que es la funcion
exponencial a través de su regla de correspondencia, de su grafica en el plano cartesiano y de

los valores que tienen las variables ubicadas en una tabla. Asi lo presenta la Figura 17.

Figura 17

Nocién de Funcién Exponencial por medio de Representaciones Semidticas

Nota. Tomado de Matematica 5. Libro del Area. (p. 201), Corefo, 2018.
Se aprecia desde la teoria de registros de Representacion Semibdtica que utilizan para ello
representaciones algebraicas, graficas y tabulares. En la idea de Duval (1995), las
representaciones semioticas permiten comunicar lo que es la representacién mental de un objeto

matematico. El texto no ofrece alguna explicacion respecto a como se realizan las conversiones
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de un registro a otro, lo que en términos de Duval (1995) no permitiria la comprension del objeto
funcién exponencial.

El texto de teoria de Corefo (2018), nos muestra luego las propiedades de la funcion
exponencial asociadas a la monotonia. Asi, presenta el crecimiento o decrecimiento segun el

valor que tenga la base b, tal como se muestra en la Figura 18.

Figura 18

Propiedades de la Funcién Exponencial

Nota. Tomado de Matemética 5. Libro del Area. (p. 201), Corefo, 2018.

Las propiedades que aborda el libro de teoria, describen el crecimiento y decrecimiento
de la funcion exponencial, sin embargo, no describen caracteristicas de puntos especiales como
el de corte con el eje y, ademas, es conveniente agregar una descripcion para la asintota de la
funcién.

Desde la 6ptica de la Teoria de Registros de Representacion Semiotica, observamos que
utilizan la representacion en lengua natural para describir aprehensiones perceptivas en relacion
a las representaciones graficas de nuestro objeto de estudio y su aprehension discursiva
respecto a las caracteristicas de crecimiento o decrecimiento de la funcién exponencial, asi como
también hace uso de la representacion algebraica para referirse a esta misma caracteristica pero
tomando en cuenta la comparacion de dos valores para la variable independiente y lo que ocurrira
en cuanto a aumento o disminucién de los valores de la funcion.

En cuanto al libro de actividades que presenta Corefo (2018), presenta a la funcion
exponencial junto a la funcién logaritmica. Por un lado, a la funcidon exponencial se le presenta
con su regla de correspondencia y sus representaciones graficas de acuerdo al valor de la base
b, y por el otro, a la funcién logaritmica con su propia regla de correspondencia y las
representaciones graficas que pueda tener de acuerdo también a la base b. Esta presentacion
no relaciona que una es la funcién inversa de la otra, se observan como dos objetos matematicos

gue estan juntos pero que no guardan una relacion clara entre ellos. Asi lo presenta la Figura 19.
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Figura 19

La Funcion Exponencial en el Texto de Actividades

Nota. Tomado de Matematica 5. Libro de Actividades. (p. 211), Corefo, 2018.

Desde la TRRS se hace uso de representaciones algebraicas en relacién a la regla de
correspondencia y de representaciones graficas. Dado que es un cuadro sintético de lo que se
presento en el texto de teoria, consideramos que deben estar presentes algunas caracteristicas
importantes como, por ejemplo, la asintota de la funciéon exponencial, ademas, de establecer el
vinculo importante de la funcién inversa de una sobre la otra. Quiza algunas representaciones
en lengua natural permitiran subsanar estas observaciones que hacemos en el analisis didactico.

En cuanto a los ejercicios o problemas que propone el texto de actividades se disponen

en dos niveles, con una actividad reto para los estudiantes. La Figura 20, muestra el item 1.

Figura 20

Nivel 1: Pregunta 1 del Libro de Actividades

Nota. Tomado de Matematica 5. Libro de Actividades. (p. 212), Corefo, 2018.
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En el nivel 1, tenemos la pregunta 1, la cual pretende que el estudiante relacione la
representacion algebraica en su forma exponencial con su forma logaritmica. Bajo el analisis de
la Teoria de Registros de Representacion Semidtica, en el nivel 1, el item 1 hace uso de una
representacion tabular en la que se colocan las funciones exponenciales y logaritmicas; para
darle solucion, el estudiante debera realizar tratamientos en el registro algebraico para lograr la
representacion algebraica que corresponda a la inversa de la funcion.

El item 2, relacionada al uso de la funcion logaritmica solicita que se determine el rango

a partir de la funcién mostrada, tal como se muestra en la Figura 21.

Figura 21

Nivel 1: Pregunta 2 del Libro de Actividades

Nota. Tomado de Matematica 5. Libro de Actividades. (p. 212), Corefo, 2018.

En cambio, el item 2 considera una representacion en forma de intervalo al usar el
dominio. El estudiante debera partir de la representacién algebraica de la funcion a la cual le dara
un intervalo correspondiente, a partir de alli debera construir la representacion algebraica en su
totalidad.

A continuacién, el texto de actividades solicita a través del nivel 2, pregunta 1, que
determinen la grafica de la funcidn a partir de su regla de correspondencia, tal y como lo muestra

la Figura 22.
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Figura 22

Nivel 2: Pregunta 1 del Libro de Actividades

Nota. Tomado de Matematica 5. Libro de Actividades. (p. 212), Corefo, 2018.

Tomando la representacion algebraica de la funcidn que se le presenta al estudiante, este
debera realizar algunas transformaciones de tratamiento, luego, utilizar alguna estrategia que le
permita realizar una conversion del registro algebraico al registro grafico.

“Cambiar la representacion de objetos o relaciones matematicas de un sistema semiético

a otro es siempre un salto cognitivo. A diferencia del tratamiento, no hay reglas ni

asociaciones basicas, como entre palabras e imagenes en el lenguaje cotidiano, para

este tipo de transformacién de representacion. La conversidén no se reduce pues a una

codificacion”. (Duval, 2006, p. 150)

La pregunta 2, pretende que el estudiante logre determinar el conjunto solucion de una

inecuacioén tal como lo muestra la Figura 23.

Figura 23

Nivel 2: Pregunta 2 del Libro de Actividades

Nota. Tomado de Matematica 5. Libro de Actividades. (p. 212), Corefo, 2018.
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En esta pregunta los estudiantes deberan hacer uso de las propiedades que caracterizan
a las potencias y de la logaritmacion. En ese sentido, el estudiante realizara transformaciones en
el registro algebraico; multiplicando y trasponiendo términos. Luego, transformara la expresion a
una representacion algebraica que sea equivalente a la anterior con el uso de las propiedades
de los logaritmos. Finalmente, determinara el conjunto de solucion.

Finalmente, tenemos la seccién Asume el Reto, que tiene por finalidad que los

estudiantes se desafien asi mismos, la que se muestra en la Figura 24.

Figura 24

Nivel 2: Pregunta 1 Asume el Reto del Libro de Actividades

Nota. Tomado de Matematica 5. Libro de Actividades. (p. 212), Corefo, 2018.

En este caso, el estudiante debera aplicar las propiedades del valor absoluto que les
permitiran realizar tratamientos en el registro algebraico, ademas del propio uso de la base y de
la logaritmacién. Una vez que tenga el resultado el estudiante debe tomar en cuenta las
restricciones y valores que ha obtenido de x.

Desde la Teoria de Registros de Representacion Semiédtica se privilegia en el desarrollo
de este item el registro algebraico en el contexto de una ecuacién. En ese sentido, la propuesta
de los problemas a resolver requiere de enfocarse mas al concepto de funcién exponencial dado
gue no se aprecian items relacionados a construir este concepto.

Finalmente, el texto de Corefo (2018) empieza por presentar la funcién exponencial y
luego la funcién logaritmo, a diferencia de las concepciones de Apdstol (2001) y Spivak (1967)
quienes empiezan por definir la funcién logaritmo y luego la funcidon exponencial del numero
neperiano. En buena parte del texto tanto de la parte teérica como de la parte de actividades, no
se observa la construccién de la nocion de funcién exponencial, se presentan directamente las
representaciones algebraicas, graficas acompanadas de sus caracteristicas y propiedades, lo
que puede provocar en los estudiantes dificultades para la comprensiéon de este objeto
matematico. Es importante hacer notar que, en los problemas propuestos para los estudiantes,
se privilegia el uso del registro algebraico; asi tenemos que le solicitan enlazar la representacion
algebraica de la funcién logaritmo con su inversa, o también el estudiante debera trabajar

calculando el dominio a partir de una representacion algebraica o resolver una ecuacién e
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inecuacién sea exponencial o logaritmica. Se observa también la necesidad de incorporar
problemas de contexto extramatematico. Hay pocas oportunidades de poder realizar
transformaciones como conversiones y tratamientos utilizando el registro grafico, el registro de
lengua natural y la representacion tabular, lo que puede traer como consecuencia que los
estudiantes presenten dificultades para la comprension del concepto de funcién exponencial.
Para conocer de qué forma se ensefia la funcidon exponencial en el Programa del
Bachillerato Internacional en las instituciones educativas elegimos el texto de Mathematics:
Applications and Interpretation de la editorial Oxford. En razén que este es el texto promovido
por la institucién educativa y utilizado por los estudiantes de grado 11 (5to de secundaria), que
se preparan en su formacion matematica para el Programa del Diploma y sobre quienes se
realiza la presente investigacion. Analizaremos desde la TRRS, especialmente desde la
formacion, tratamiento y conversion, de qué manera se presenta la funcién exponencial con el
fin de conocer definiciones, las propiedades que presenta y los ejemplos que promueve el texto.
Los autores del texto en mencién, Chang, Doering, Forrest, Harris, Stoyanova y Waldman

(2019) presentan la funcién exponencial tal como se muestra en la Tabla 12.

Tabla 11

Secciones del Capitulo 10: Modelling Rates of Change: Exponential and Logarithmic Functions

Seccion Titulo Pagina
10.1 Geometric sequences and series 462
10.2 Compound interest, annuities, amortization 470
10.3 Exponential models 481
10.4 Exponential equations and logarithms 487

Chang et al. (2019) inician el capitulo con una breve resefia sobre las aplicaciones de los
modelos exponenciales en el registro de lengua natural, tomando en cuenta la reduccion de la
temperatura de una bebida caliente, el interés compuesto, la depreciacion del valor de un
automovil, entre otras. A estas, le acompanan algunas imagenes de situaciones acompafnadas
de texto que sugieren el uso de modelos exponenciales. De igual manera, aqui también se hace

uso del registro en lengua natural. Lo podemos observar en la Figura 25.
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Figura 25

Presentacion Introductoria de la Funcion Exponencial

Nota. Tomado de Mathematics: Applications and Interpretation. (p. 460), por Chang, Doering, Forrest,
Harris, Stoyanova y Waldman, 2019, Oxford.

La Figura 25, sugiere el uso de los modelos exponenciales desde situaciones de contexto
extramatematico. Sin embargo, en este registro de lengua natural, las expresiones no son del
todo claras o asociadas directamente al objeto matematico. Creemos que, en este aspecto, no
se logra involucrar al estudiante con el objeto funcién exponencial.

Luego, Chang et al. (2019), presentan una seccion inicial que busca activar los saberes
previos de los estudiantes sobre aspectos matematicos que les serviran para el desarrollo del
capitulo, tal como se muestra en la Figura 26.
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Figura 26

Activacion de los Saberes Previos

Nota. Tomado de Mathematics: Applications and Interpretation. (p. 461), por Chang, Doering, Forrest,
Harris, Stoyanova y Waldman, 2019, Oxford.

Las situaciones propuestas en la Figura 17, exigen del estudiante que tenga recuerdos
sobre aspectos algoritmicos en relacion a las leyes de exponentes en la parte de multiplicacién
de bases iguales, la obtencion del porcentaje de un nimero y el reconocimiento de la notacién
sigma como sumatoria. Estas herramientas numéricas, creemos que seran usadas para operar
con funciones exponenciales, aplicarlas al uso de matematica financiera como el interés
compuesto y el uso de series geométricas. Esto representa un estadio inicial para activar los
saberes que utilizaran los estudiantes para la comprension del objeto funcién exponencial.

El capitulo 10, inicia de manera formal con el uso de las Secuencias y Series Geométricas,
los autores presentan esta seccion a través de la historia de Sissa, que se considera el inventor
del ajedrez, con una narrativa sobre el agradecimiento del Rey Shihram con el juego donde se
involucra el tablero de ajedrez. La historia se muestra en la Figura 27.
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Figura 27

Historia de los Granos de Trigo y el Ajedrez

Nota. Tomado de Mathematics: Applications and Interpretation. (p. 462), por Chang, Doering, Forrest,
Harris, Stoyanova y Waldman, 2019, Oxford.

En esta historia, el Rey Shihram en agradecimiento debera dar la cantidad de granos de
trigo que ocupa la ultima casilla de un tablero de ajedrez, sabiendo que en la primera casilla se
coloca un grano, en la segunda 2 granos, en la tercera 4 granos, en la cuarta 8 granos de trigo y
asi sucesivamente. Con la historia mostrada en la Figura 18, creemos que busca del estudiante
descubrir una secuencia numérica para hallar la cantidad de granos de trigo que debera dar el
Rey Shihram al llegar a conocer la cantidad de granos de trigo que corresponde a la ultima casilla
del tablero de ajedrez. En esta parte, se presenta la secuencia geométrica en el registro de
lengua natural, la cual luego obliga al estudiante para resolver la primera pregunta, a realizar una
conversion hacia el registro tabular para abordar la secuencia geométrica:
20; 21, 22, 23, ..; 2% reconociendo en este Ultimo término la cantidad de granos de trigo que
debera entregar el Rey. Asimismo, para poder obtener el valor, el estudiante debera hacer
tratamientos en registro tabular para obtener el valor. Y, para resolver la segunda pregunta, el
estudiante debera reconocer al objeto matematico serie geométrica como 2° + 2! + 22 + 23 +
.-+ 264 realizar tratamientos en el registro tabular y obtener el resultado.

Consideramos que, el inicio del uso de una secuencia geométrica, es importante para
abordar el concepto de funcién exponencial. Una de las caracteristicas de este objeto matematico
radica en estar asociada a una progresion geométrica. En la idea de Duval (1999), el uso de al

menos dos registros de representacion permite la comprensién del objeto matematico.
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En el texto, Chang et al. (2019) pasa a definir lo que es una secuencia y serie geométrica
para pasar a dos trabajos de investigacion.

El primero de ellos contiene un grupo de secuencias numericas, donde el objetivo esta en
que el estudiante descubra como se puede reconocer una secuencia geométrica entre otras que
no lo son. En este aspecto, el estudiante debera realizar tratamientos a la representacion, para
descubrir si pertenece o no a una secuencia donde el producto por un factor constante produce
la sucesion.

El segundo de ellos, consiste en que, una vez reconocida la idea del factor multiplicativo,
es decir, la base de la funcion exponencial, ésta se use para completar secuencias geométricas
y reconocer la razén de una progresién geométrica. Las caracteristicas de una secuencia
geomeétrica se realizan en la representacion tabular. En los items que le sigue, se busca que la
secuencia se construya a partir del primer término y su razon. Asi, en este apartado también se
hace en la representacion tabular.

Creemos que la intencion de las secciones llamadas investigacion 1y 2 son las de ir
reconociendo la aparicion exponencial en su formacion como secuencia geométrica. Sin
embargo, pensamos que esta nocion no es pertinente para la comprensién del objeto, dado que
solo se encuentra en una representacion semidtica: la tabular.

Chang et al. (2019) dan indicios de una cercania a la funcién exponencial al definir la
representacion algebraica del término general para una secuencia geométrica, tal como se

muestra en la Figura 28.

Figura 28

Representacioén Algebraica del Término General

Nota. Tomado de Mathematics: Applications and Interpretation. (p. 464), por Chang, Doering, Forrest,
Harris, Stoyanova y Waldman, 2019, Oxford.

La Figura 28, consideramos, es un primer acercamiento del texto a la funcién exponencial
desde la representacion algebraica. Observamos coémo los autores generan la formacion de lo
que sera el registro algebraico a partir de los signos como el término de un lugar n, por medio de
u,, el primer término de la secuencia u4, la razén r de la secuencia, que representa la base y la
variable independiente se encuentra en el exponente como n — 1.

Presentamos un primer ejemplo que propone el texto, en la Figura 29.
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Figura 29

Transformaciones Semibticas de la Secuencia Geomeétrica

Nota. Tomado de Mathematics: Applications and Interpretation. (p. 464), por Chang, Doering, Forrest,
Harris, Stoyanova y Waldman, 2019, Oxford.

En este primer ejemplo, Chang et al. (2019) tienen el propdsito de mostrar en principio el
reconocer el primer término de la secuencia geométrica u4 y la razon r. Para ello, realizan la
conversién desde el registro en lengua natural (al solicitar el calculo del primer término o de la
razon) al registro tabular de la secuencia geométrica para identificar la variable y finalmente a la
representacion algebraica, donde en el item ii, utilizan el tratamiento, en este registro, por medio
del cociente para obtener lo pedido. Ademas, el ejemplo también presenta en su item iii, por
medio de una representacién algebraica como uq4, hacer uso de la representacion algebraica de
la secuencia geométrica u,, = u, - r™* 1, y a través de tratamientos en el registro algebraico sea
posible obtener el valor del término que ocupa el lugar 10.

Consideramos que existe una conexion articulada en la construccion del uso de la
representacion algebraica: término general. En esta parte se aprecian conversiones entre los
registros en lengua natural y algebraico. En palabras de Duval (1999):

Cada registro presenta posibilidades de tratamiento que le son propios o que, siéndoles

comunes, son considerablemente mas econémicos en relacion con otros registros. De ahi

el interés de un cambio de registro. Esto es equivalente a decir que no hay tratamientos
que tengan la misma naturaleza en dos registros diferentes. Sin embargo, hay una
excepcion para los registros de lengua. (...). Una comparacién de los tratamientos por
negacion, tal como pueden efectuarse en cada uno de estos dos registros, es entonces

esencial en la perspectiva de una coordinacién de registros. (p. 139)

Posterior a ello, los autores presentan problemas en contextos extramatematicos,
relacionados a la constante porcentual que muestra el aumento de sueldo que se gana por afo.

Para luego, presentar un problema de contexto intramatematico, donde se pretende utilizar la
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idea de formacion que tiene un término general de una secuencia para ser aplicada a cualquier

término, tal como lo muestra la Figura 30.

Figura 30

Conversiones entre el Registro en Lengua Natural y el Registro Algebraico

Nota. Tomado de Mathematics: Applications and Interpretation. (p. 464), por Chang, Doering, Forrest,
Harris, Stoyanova y Waldman, 2019, Oxford.

En la Figura 30, se aprecia en la solucion del segundo problema donde se pretende
construir un modelo exponencial a partir de los aumentos porcentuales que se dan cada afio.
Asi, se aprecia la conversion de la representacion en lengua natural hacia la representacion
algebraica de la secuencia geométrica, en este ultimo registro de representacion se realizan
tratamientos que llevan a la regla de correspondencia que permitira hallar lo que recibe en el
quinto afio. Podemos atribuir a la conversion entre estos dos registros la comprension de este
objeto matematico tal como lo indica Duval (1999).

Sin embargo, consideramos que si bien es cierto las caracteristicas matematicas de la
secuencia geometrica son el foco de atencion de los autores, el descubrimiento de modelos
exponenciales deberia recobrar mayor relevancia. Por ello, consideramos insuficiente los
ejemplos relacionados a este punto.

Chang et al. (2019), contindan la propuesta de esta seccidén: Secuencias y Series
Geométricas, presentando ejercicios de contexto extramatematico referidos sobre crecimiento
poblacional, uso de la constante en el aumento porcentual en el precio del tomate y sobre
depreciaciones, para seguir con el concepto de series geométricas que representa también una
transformacion de la funcion exponencial, culminando con ejercicios y problemas relativos a este
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ultimo concepto. Se resalta que, en la propuesta de actividades, son los problemas de contexto
extramatematico lo que mas hay en comparacion a los ejercicios o problemas intramatematicos.

La seccién 10.2 que se propone en el texto esta relacionada al interés compuesto,
anualidades y amortizaciéon. Nuevamente, Chang et al. (2019) apuestan por ir introduciendo
aplicaciones de la funcion exponencial para poder generar su comprension. La seccion parte de
una situacién de contexto donde Yun Lu cumple 10 afos y el asunto esta relacionado a la
inversion de dinero producto de una herencia para colocarlo en un banco a un interés compuesto
anual de 2% hasta que cumpla 21 afios o recibir USD 1400 cuando Yun Lu cumpla esa edad.
Este problema pretende inducir al estudiante a buscar un modelo matematico, probablemente,
una representacion algebraica, que le permita obtener la cantidad de dinero al interés compuesto
en mencion y compararla con los USD 1400 que podria recibir Yun Lu y decidir cual es la mejor
opcioén.

Luego, los autores proponen una actividad llamada Investigation 4 donde se solicita que,
a partir de una cantidad dada, se averigle el interés generado al cabo de 3 anos. Tal como se

muestra en la Figura 31.

Figura 31

Tratamientos en la Representacion Tabular

Nota. Tomado de Mathematics: Applications and Interpretation. (p. 470), por Chang, Doering, Forrest,
Harris, Stoyanova y Waldman, 2019, Oxford.
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De la Figura 31, podemos advertir del propésito de la actividad, la misma esta en que el
estudiante pueda reconocer la diferencia entre un interés simple de otro compuesto a partir del
calculo del interés que se produce afio a afo y contabilizar el interés generado en este tiempo.
Asi, en el texto se propone que la comprension de estos objetos matematicos, pasen por
diferenciarlos dentro de la representacién tabular a través de tratamientos a partir de la cantidad
de dinero inicial que se coloca. Finalmente, esta idea es utilizada para mostrar al estudiante como
se puede modelar matematicamente un interés compuesto a través del depdsito de USD 100 a
un interés del 5% anual, llegando a la expresion final del dinero que obtendra al final del afio n,

como sigue:

5 n
100 (1 + W)

Asi, en el texto el uso de la representacion en lengua natural permite hacer una conversion
hacia una representacion algebraica que es utilizada para dar la idea de como construir el modelo
exponencial. Consideramos al respecto, que este paso es importante en la construccion del
objeto matematico funcién exponencial dado que, si bien esta representacion algebraica aun no
guarda formalmente una representacion funcional, ya da indicios de ella mas aun al momento de

expresar el Future Value (FV), es decir, Valor Futuro por medio de una férmula:

n

FV=PV(1+1?W)

Apreciamos en esta féormula, una representacion algebraica que utiliza el modelo
exponencial en su formacion compuesto por el Present Value (PV) que esta referido al Valor
Presente, el periodo anual de interés r, y la cantidad de afios n a la que se impondra el capital.

Chang et al. (2019), utilizan un ejemplo en el que intervienen dos personajes Peter y Paul,
el primero invierte AUD 2000 (ddlares australianos) en un banco a interés simple con tasa de 3%
y Paul invierte la misma cantidad de dinero en el otro banco bajo interés compuesto anualmente
con una tasa de 2,9%. Con el apartado del primer sub-item se solicita calcular la cantidad de
dinero recibida al término de 10 afios. Los autores buscan con ello que el estudiante comprenda
la diferencia de calculo entre un interés simple y otro compuesto, en este momento se ha pasado
del registro de representacion en lengua natural al registro algebraico cuando usan las férmulas
y reemplazan los valores para obtener los intereses solicitados realizando tratamientos en este
registro de representacion. Y en el segundo sub-item se busca ejemplificar la forma cémo se
utilizan las formulas para calcular el tiempo en el que logran al menos en ambas personas una
cantidad de AUD 5000. Para lograr ello han hecho una conversion del registro de lengua natural

al registro algebraico cuando utilizan la férmula para colocar los datos y ubicar | variable tiempo.
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Resolver las ecuaciones que aparecen, implican realizar tratamientos en este registro. A

continuacion, el problema presentado en la Figura 32.

Figura 32

Conversiones del Registro de Lengua Natural al Registro Algebraico

Nota. Tomado de Mathematics: Applications and Interpretation. (p. 471), por Chang, Doering, Forrest,
Harris, Stoyanova y Waldman, 2019, Oxford.

Posterior a ello, se presentan una serie de problemas asociados a interés compuesto
donde el estudiante debera realizar conversiones desde la representacion en lengua natural que
tiene el problema sobre interés compuesto al algebraico, donde utilizara la férmula para
reemplazar valores y determinar, a través de tratamientos en este registro lo solicitado. Asi, los
autores van mostrando los modelos exponenciales a través de la inflacién y la amortizacion bajo
la misma idea: presentan una situacién de contexto extramatematico asociada al modelo que se
quiere mostrar en el registro de lengua natural, utilizan un razonamiento l6gico para iniciar con la
conversion al registro algebraico, donde finalmente presentan la formula, luego, en base a
ejemplificaciones y problemas de contexto extramatematico, fomentan en el estudiante las
conversiones desde el enunciado del problema que representa el modelo representado en lengua

natural hacia el registro algebraico para poder utilizar el modelo que se presenta en la formula y
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por medio de tratamientos en las representaciones algebraicas obtener finalmente la respuesta
a lo solicitado.

Creemos importante destacar el uso de las conversiones entre estos registros y los
tratamientos realizados y explicados lineas arriba. Sin embargo, consideramos que para que los
estudiantes puedan tener una mayor comprension de los modelos exponenciales seria
conveniente usar también por ejemplo, la representacion tabular, lo que permitiria acercar al
estudiante a la dependencia e independencia de variables en el modelo en el que trabaja, con
ello su comprension sobre el objeto matematico sera mejor, tomando la idea de Duval (2006), en
la solucién de un problema se necesita que los estudiantes identifiquen las cantidades conocidas,
y la relacion entre las cantidades conocidas y desconocidas, y que traduzcan un enunciado a
una ecuacion.

El texto de Chang et al. (2019) continda con la seccién 10.3 denominada Exponential
models, la misma empieza presentando una situacién relacionada al modelo exponencial de la
temperatura T en °C de una taza de té y el tiempo x en minutos que transcurre, tal como lo

evidencia la Figura 33.

Figura 33

Presentacion del Modelo Exponencial en su Representacion Algebraica

Nota. Tomado de Mathematics: Applications and Interpretation. (p. 481), por Chang, Doering, Forrest,
Harris, Stoyanova y Waldman, 2019, Oxford.

Notese que la expresion T(x) = 21 +55(1,9)™* en la Figura 24, corresponde a la

transformacion de una funcién exponencial. Para comprender esta representacion algebraica, el
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texto propone responde preguntas vinculadas a caracteristicas de la funcidon exponencial tales
como: ¢ cuanto tiempo permanecera caliente el t€?, esta pregunta induce al estudiante a buscar
informacion de 4 cuando se considera caliente el t€?, siendo este el valor de al menos 27°C, es
decir, hay una conversion desde la representacion de lengua natural hacia la representacion
tabular. Este valor sera utilizado en la representacion algebraica de la temperatura T(x) = 21 +
55(1,9)7* para reconocer el intervalo de tiempo en que tendremos un té caliente. En tal sentido
se producen tratamientos en el registro algebraico que permitiran obtener el intervalo de tiempo
buscado.

Otra pregunta que se presenta en el texto es jalguna vez la temperatura sera de 0°C?
para ello uno de los caminos que puede tomar el estudiante es realizar una conversién desde el
registro algebraico, que lo marca la regla de correspondencia, hacia el RGD. Por ejemplo, con
ayuda del GeoGebra, el estudiante puede ver claramente que la temperatura mas baja se
acercara a 22 °C, lo que implica que realice una aprehension perceptiva, ademas de poder utilizar
la herramienta para mover el grafico y observar que la funcién tiene una asintota cuya ecuacion
es y = 22. Asi, el estudiante habra realizado una aprehension operatoria que le permitié
modificaciones en el RGD para lograr comprender esta caracteristica. Una ultima pregunta, esta
asociada a ¢ puedes calcular la temperatura en diversos tiempos?, la que obliga al estudiante a
probablemente utilizar la representacion algebraica dada por la regla de correspondencia T(x) =
21 +55(1,9)™* y realizar una tabla con diversos valores para el tiempo y sus respectivas
temperaturas reconociendo que el tiempo no puede ser negativo y que existe una temperatura
de inicio, asi como una temperatura final que se espera la pueda asociar a la caracteristica de
asintota que descubri6 en la pregunta anterior. Asi, el estudiante ha realizado una conversion
desde el registro algebraico hacia el registro tabular, en el cual se han producido tratamientos
para obtener valores de pares ordenados de ambas variables para reconocer caracteristicas
como temperatura inicial, final y decrecimiento de la funcion.

Posteriormente, de Chang et al. (2019), inician con una seccion de investigacion. En ella,
solicitan en primer término utilizar la tecnologia, que en el bachillerato puede ser la calculadora
de pantalla grafica o algun software relacionado a un ARD para graficar diversas funciones
exponenciales de la forma f(x) = b*,b > 0,b # 1, luego les pide ordenarlas en dos grupos:
crecientes y decrecientes, y finalmente, utilizar la funcién g(x) = e* para determinar en el gréfico
el valor de e. Al final de esta investigacion, el texto presenta a todas las funciones usadas como

funciones exponenciales. Asi lo podemos ver en la Figura 34.
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Figura 34

Conversion del Registro Algebraico al Registro Grafico-Dinamico

Nota. Tomado de Mathematics: Applications and Interpretation. (p. 482), por Chang, Doering, Forrest,
Harris, Stoyanova y Waldman, 2019, Oxford.

Analizando la actividad de investigacién desde nuestro marco tedérico, podemos advertir
en la pregunta 1 que se produce una conversion del registro algebraico, cuando se presentan
diversas reglas de correspondencias asociadas a funciones exponenciales, hacia el RGD cuando
el estudiante utiliza un software de ARD o incluso su calculadora de pantalla grafica para realizar
la representacion grafico-dinamica de las funciones exponenciales.

En la pregunta 2, el estudiante hace solo ordenamientos de funciones en el RGD
crecientes y decrecientes utilizadas en la pregunta 1. En esta parte el estudiante hace uso de su
aprehensién perceptiva al reconocer el crecimiento y decrecimiento de las funciones.
Consideramos que en este aspecto el texto puede proveer también algunos tratamientos en el
RGD que permitan comprender mejor esta nocién. Por ejemplo, al solicitarles desarrollen su
aprehensién operatoria cuando utilicen en GeoGebra la funcidon de coordenadas de un punto y
mover el punto a medida que se avanza en la variable independiente y observar que los valores
de la funcién suben o bajan para conocer el crecimiento o decrecimiento de la funcién.

Finalmente, en la pregunta 3, al solicitar el valor del nimero e, se esta induciendo al
estudiante a realizar tratamientos en el RGD cuando el valor del exponente sea 1, y mediante
una aprehension perceptiva y operatoria obtiene que el valorde e = 2,718281 ...

Consideramos que estas actividades son insuficientes para el desarrollo de la nocién de
funcién exponencial, dado que los autores Chang et al. (2019) proponen el reconocimiento de
las caracteristicas como el crecimiento o decrecimiento y el valor del numero e realizando

basicamente aprehensiones en este RGD. Por ello, nos parece importante no quedarnos en un
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solo registro, es recomendable hacer conversiones. Como dice Duval (1999), las conversiones
son las operaciones cognitivas mas demandantes y permiten la comprension del objeto
matematico.

Luego, Chang et al. (2019), presentan la definicion de funcién exponencial como sigue en

la Figura 35.

Figura 35

Definicién de Funcién Exponencial

Nota. Tomado de Mathematics: Applications and Interpretation. (p. 482), por Chang, Doering, Forrest,
Harris, Stoyanova y Waldman, 2019, Oxford.

El texto, muestra en la Figura 26 la definicion de una funcién exponencial, como aquella
que tiene una base y un exponente, siendo ésta ultima su variable independiente. Ademas,
muestra la representacion algebraica de lo que es su ecuacién general en la forma f(x) = ka* +
c,dondea>0yk #0.

La definicion que presenta el texto, requiere que la base a # 1, al igual que presentar la
funcion exponencial por la representacion algebraica en su forma f(x) = a*, con la intencién que
el estudiante pueda familiarizarse con la forma elemental de la funcion. Consideramos que la
presentacion que hace el texto de la funciéon exponencial, no esta articulada, dado que primero
muestra en una situacién problema a la funcién exponencial en su forma general con el ejemplo
de la temperatura de la taza de té, luego pasa que en las actividades de investigacion usa la
representacion algebraica de funciones exponenciales elementales, para pasar luego, mostrar la
definicion de funcion exponencial en su forma general.

Luego, los autores proponen otra actividad de investigacion. En ella, se les presentan 3
funciones exponenciales f(x) = 2*; g(x) = e*; h(x) = 3* y con el uso de un software de ARD
se realiza una conversion del registro algebraico al registro grafico, con la intenciéon que los
estudiantes puedan reconocer la tasa de cambio usando la pendiente de una recta. Ello, con la
intencion de presentar el crecimiento o decrecimiento de la funciéon exponencial.

Uno de los ejemplos que presenta el texto esta orientado a determinar caracteristicas de

la funcién exponencial en su forma general f(x) = ka* + c. Asi, los items de la Figura 36
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preguntan por la ecuacion de la asintota horizontal, coordenadas del punto donde la curva corta

al eje Y, y por ultimo determinar si es creciente o decreciente.

Figura 36

Tratamientos y Conversiones en el Registro Algebraico y de Lengua Natural

Nota. Tomado de Mathematics: Applications and Interpretation. (p. 484), por Chang, Doering, Forrest,
Harris, Stoyanova y Waldman, 2019, Oxford.

En la Figura 36, podemos observar que, dada la regla de correspondencia, el estudiante
debe permanecer en el registro algebraico para identificar valores asociados a las caracteristicas
que se le solicitan. Por ejemplo, el item a) presenta la representacion algebraica de la funcion
exponencial f(x) = 3* + 2, se le solicita al estudiante en el subitem i) escribir la ecuacién de la
asintota. Para ello, el desarrollo que propone el texto utiliza la identificacién del coeficiente ¢ en
f(x) = ka* + ¢, estando en el mismo registro, se ubica el valor de ¢ = 2 lo que se traduce en que
la ecuacion de la asintota sera y = 2. Para el subitem ii) se solicita las coordenadas del punto
que corta al eje Y, para ello, estando en el registro algebraico, se identifican los valores de k = 1
y ¢ = 2, el tratamiento continua al sumar estas cantidades k + ¢ = 3, lo que ayuda a obtener las

coordenadas del punto de corte de la curva con el eje Y como (0 ; 3). Finalmente, el subitem iii)
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solicita indicar si la funcion es creciente o decreciente; para ello, el ejemplo estando en el registro
algebraico, identifica la base 3 y la compara con una base mayor a 1, hace una conversion al
registro de lengua natural concluyendo asi que la funcién es creciente. Lo mismo sucede para la
funcion de la parte b).

Creemos que la solucidon que se propone en el texto esta dirigida a una solucion
algoritmica de la matematica; al identificar coeficientes claves para reconocer asintotas,
intercepto con el eje Y e indicar el crecimiento o decrecimiento, manejandose mayormente la
solucion en el registro algebraico. Ello a consideracion de Duval (1999) representa un trabajo
que no genera desarrollo en la comprension del objeto matematico al permanecer en un mismo
registro de representacion semidtica.

Luego, se propone una serie de ejercicios relacionados a determinar el intercepto con el
eje Y, la ecuacion de la asintota y el crecimiento o decrecimiento de las funciones exponenciales

propuestas, como lo muestra la Figura 37.

Figura 37

Tratamientos en el Registro Algebraico

Nota. Tomado de Mathematics: Applications and Interpretation. (p. 485), por Chang, Doering, Forrest,
Harris, Stoyanova y Waldman, 2019, Oxford.

La Figura 37, se le muestra al estudiante para que pueda aplicar los mismos
procedimientos que en el ejemplo anterior. Nuevamente el desarrollo se estaria produciendo en
el registro algebraico.

Posterior a ello, Chang et al. (2019) presenta la aplicacion del modelo exponencial al
interés compuesto, para ello introduce un ejemplo, donde previamente ya ha indicado que
“Exponentials functions can be used to model real-life situations where there is a constant
percentage change® [Las funciones exponenciales se pueden usar para modelar situaciones de
la vida real donde hay un cambio porcentual constante]. Este ejemplo se puede observar en la
Figura 38.
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Figura 38

Conversiones entre los Registros de Lengua Natural, Algebraico y Gréafico

Nota. Tomado de Mathematics: Applications and Interpretation. (p. 485), por Chang, Doering, Forrest,
Harris, Stoyanova y Waldman, 2019, Oxford.

El enunciado del problema, muestra la funcién exponencial a través de una situacion
aplicada de interés compuesto de 4,5% anual con un capital inicial de US$ 2000. Esta expresién
en el registro de lengua natural es abordada en otros registros segun los items del problema.

En el item a) se solicita dibujar un grafico que exprese lo que tiene Bailey al cabo de x
afos. Aqui se hace una conversion desde el registro en lengua natural hacia el registro grafico.
Se muestra una grafica, la que no indica como se obtuvo, sin embargo, podemos inferir que ha
sido bosquejada en la idea de que, si existe un porcentaje constante, el resultado de la grafica
es una funcion exponencial. Ha tomado en cuenta el capital inicial de US$ 2000 y se ha trazado
una curva exponencial.

Consideramos que en esta grafica debio tenerse cuidado en que la grafica no llegue hacia
el semieje negativo de la variable tiempo x. Esto puede confundir al estudiante al reconocer el

dominio de la funcién en el contexto de la situacion.
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En el item b) se pide deducir si un modelo exponencial seria el mas adecuado para
conseguir el capital que tiene en determinado tiempo. En este caso, se parte del registro en
lengua natural para hacer un tratamiento en este mismo registro explicando que si es posible
dado que la variable independiente esta en el exponente.

En el item c) se solicita desde el registro en lengua natural, calcular cuanto recibe Bailey
al cabo de 4 afos de haber puesto su dinero. Asi, en la solucion se hace una conversion al
registro algebraico, construyendo el modelo exponencial: y = 2000(1,00375)2*, este modelo le
permite hacer tratamientos en este registro al reemplazar el valor de 4 en el tiempo x y conseguir
el dinero que recibira Bailey.

Cabe mencionar que, en esta expresion algebraica, Chang et al. (2019) la presentan
como una ecuacion, mas no con la notacién funcional C(x), por ejemplo. Esta notacién que
presentan puede traer confusiones a los estudiantes, dado que las ecuaciones no se someten a
las variables dependientes e independientes como si las funciones, y es esta ultima quien modela
la situacion de contexto extramatematico.

Finalmente, en el item d) se solicita calcular el tiempo para el cual Bailey recibira
US$ 3000. En este desarrollo, los autores solo indican que se trace la linea y = 3000 y que se
consiga el valor de la funcion en la interseccion. Presentando la respuesta como 9,03 afios y
aproximando el tiempo a 10 afios para conseguir los US$ 3000. No queda claro cémo han
resuelto esta parte, sin embargo, podemos asumir que, dado que los estudiantes aun no manejan
topicos relacionados a ecuaciones logaritmicas, se ha hecho uso de la calculadora de pantalla
gréfica. Se ha ingresado la representacion algebraica y = 2000(1,00375)'2* a la calculadora, la

cual hace una conversion al RGD como se presenta en la Figura 39.

Figura 39

Representacion Grafico-Dinamica de la Funcion Exponencial en un Interés Compuesto
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En la Figura 30, observamos que al cruzar la linea y = 3000, es sindnimo de utilizar la
herramienta X-Cal e ingresar como valor de Y el nimero 3000, haciendo estos tratamientos en
el RGD, es posible obtener el valor del tiempo como se aprecia 9,0272... anos.

Lo que se propone después en el texto de Chang et al. (2019) es una serie de problemas
que se presentan en contextos extramatematicos, aplicaciones a la vida real donde la funcién
exponencial tiene presencia. Hemos tomado uno de ellos para analizarlo a la luz de nuestro

marco tedrico mostrado en la Figura 40.

Figura 40

Conversiones y Tratamientos entre Registros en Lengua Natural y Algebraico

3 The temperature, T°C, of a cup of hot
chocolate can be modelled by the equation
T(x) =70(1.45)™+ 21, where x is the time
in minutes.

a Sketch the graph of T(x) for0 £ x< 12.

b Find the initial temperature of the hot
chocolate.

¢ Find the temperature after five minutes.
Find the number of minutes it takes for
the hot chocolate to reach 50°C.

e Write down the equation of the
horizontal asymptote of the graph.

f Write down the temperature of the
room.

Nota. Tomado de Mathematics: Applications and Interpretation. (p. 486), por Chang, Doering, Forrest,
Harris, Stoyanova y Waldman, 2019, Oxford.

El presente problema presenta un contexto real relacionado a la temperatura de una taza
de chocolate en el transcurso de los minutos. Este escenario esta modelado por la funcién
T(x) = 70(1,45)™* + 21. Esta representacion algebraica permite sera el punto de partida para
responder a cada item. El item a) hace referencia a graficar la funcién para el dominio
0 < x < 12. En este sentido, una de las opciones que se puede esperar del estudiante, dado que
es parte del Programa del Bachillerato Internacional, es que pueda usar alguna herramienta
tecnolégica como parte del ARD que le permita encontrar la grafica y luego poder dibujar bajo el
dominio indicado. Dado que la preferencia la tiene la calculadora de pantalla grafica (CPG), el
estudiante procederia de la manera siguiente: primero, utilizaria la representacion algebraica de
la temperatura de la taza de chocolate para introducirla en la entrada de la opcién Graph.

Segundo, presionaria la tecla Draw para obtener la grafica de la funcion. Tercero, utilizando la
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tecla Y-Calc buscara el valor de la funcion en el dominio 0 < x < 12, obteniendo los valores de
la funciodn para poder dibujarla en el rango que corresponde. A continuacién, se muestra este

proceso en las capturas de pantalla que aparece en la Figura 41.

Figura 41

Pasos para Obtener Valores de una Funcién Exponencial en una CPG Casio

En la Figura 41, en la secuencia A, el ingreso de la representacién algebraica en la
entrada de la calculadora produce la conversién hacia el RGD, mostrandose la grafica de la
funcién exponencial en la secuencia B. En la secuencia C, se ingresan los valores extremos del
dominio, uno por uno, estos tratamientos en el RGD, permiten obtener las secuencias D y E,
donde se aprecian los valores de la funcidon respectivos. Asi, el estudiante graficara en su hoja
la funcion exponencial T(x) = 70(1,45)7* + 21, bajo el dominio 0 < x < 12. Hacer ello, implica
que el estudiante desarrolle su aprehension perceptiva al reconocer las caracteristicas de la
funcién exponencial a dibujar y también su aprehensién operatoria, al hacer modificaciones como
moverse a traves de la grafica para reconocerla de mejor manera y saber ubicar la posicion que
ocupara el rango de la funcion.

En el item b) se solicita encontrar la temperatura inicial de la taza de chocolate. Para ello,
se espera que un camino del estudiante sea el reconocer de la parte a) que el tiempo 0 min le
corresponde 91°C. En este caso utilizaria su aprehension perceptiva y discursiva al momento de
reconocer el valor de la funcién al inicio y de poder expresarlo por medio de una representacion

en lengua natural; la temperatura inicial es de 91°C. Otro camino que utilizaria es el de partir de
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la representacion algebraica T(x) = 70(1,45)* + 21 y realizar tratamientos en este registro
reemplazando el valor de 0 min en la variable x, para asi obtener 91°C como temperatura de
inicio.

En el item c) se pide encontrar la temperatura de la taza de chocolate a los 5 min de
transcurrido el tiempo. De igual manera, un estudiante del Programa del Bachillerato, puede
tomar como camino usar su CPG, buscar la funcion Y-Calc y escribir el valor 5, que le arrojara el
resultado 31,92 °C. En este caso, hara uso del RGD en el que con su aprehension perceptiva y
secuencial encontrara los comandos que le permitan calcular lo que se solicita, coincidimos en
que se esta realizando un tratamiento en este registro.

En el item d) se solicita determinar el numero de minutos en que la taza de chocolate
alcanza los 50°C. Para ello, una via esperada es que el estudiante use nuevamente su CPG y
haga clic en GSolve, luego en X-Calc y escriba el valor 50, presiona Exe y finalmente, obtiene el
resultado 2,37 min. En esta situacidon encontrandonos en el RGD, el estudiante a través del
reconocimiento de las secuencias de comandos (aprehensién perceptiva y secuencial) logra
introducir el valor 50 y obtener en estos tratamientos del registro el valor de 2,37 min.

En cuanto al item e) escribir la ecuacion de la asintota horizontal, pasa por el hecho que
el estudiante, como ya vimos en ejemplos anteriores, identifique el término independiente de la
funcion exponencial. Asi, de la funcién T(x) = 70(1,45)* + 21, se observa que el término
independiente es 21, por lo tanto, la ecuacién de la asintota horizontal serd y = 21. Analizando,
vemos que desde la representacién algebraica de la funcién exponencial se ha hecho
tratamientos para reconocer la ecuacion de la asintota de la funcién exponencial.

Finalmente, el item f) que indica determinar la temperatura de la habitacién. Para este
caso, se espera que el estudiante reconozca de la representacion algebraica
T(x) =70(1,45)"* + 21 que la disminucion de la temperatura puede llegar a igualar la
temperatura de la habitacion, pero no ser menor a ella, es decir, la asintota horizontal indica que
la temperatura de la taza de café disminuye y tiende a 21°C, lo cual indica que la temperatura de
la habitacion sera esa. Lo que podemos indicar es que aqui en la representacion semidtica del
sujeto, puede haber reconocido esta representacion algebraica y llevarla a una representaciéon
grafica (conversién) donde finalmente por una aprehension perceptiva, reconoce que la
temperatura de la habitacion sera la mencionada linea arriba.

Consideramos que este problema propuesto por el texto que utilizan los estudiantes del
Programa del Bachillerato, propone mayormente el uso del registro algebraico. Esta es una
accién comun en la ensefanza de la matematica, en especial en el caso de las funciones. Si bien

es cierto hay conversiones que realiza con el registro grafico o RGD, pensamos que ello puede
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mejorarse en favor de la comprensién del estudiante sobre este objeto matematico. Vincular las
preguntas con tratamientos y conversiones con otros registros, puede ayudar a mejorar la
comprension de funciéon exponencial. A la luz de lo que menciona Duval (1999) los aspectos
cognitivos del sujeto estan relacionados a una nocion del objeto matematico al realizar

conversiones en dos registros de representacion.
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Capitulo Ill: EXPERIMENTACION Y ANALISIS

En este capitulo se abordara la parte experimental; contextualizamos a través de una
descripcion del escenario y quienes son los sujetos de investigacion, ademas, presentamos la
secuencia de actividades haciendo hincapié en los medios y describiremos en qué consiste cada
una de ellas. Posterior a ello, mostramos en extenso las actividades junto a sus variables
didacticas, el analisis a priori, el analisis a posteriori contrastando los resultados para poder
realizar la validacion.

3.1 Descripcion del Escenario y Sujetos de la Investigacion

El escenario para la experimentacion sera en un aula de una institucion educativa privada
de Lima, que contiene carpetas unipersonales, un proyector multimedia, computadora para el
docente, conexidn a internet por cable y wifi, pizarra, mota, plumones. Los estudiantes haran uso
de sus laptops, en caso hubiera alguna consulta, la misma sera respondida en forma verbal
utilizando la pizarra y los plumones.

Los sujetos de investigacion son 4 estudiantes del curso de Matematicas: Aplicaciones e
Interpretacion Nivel Medio, que pertenecen al grupo de 27 estudiantes que forman parte del
Programa del Bachillerato Internacional, y éstos a su vez a 81 estudiantes de 5° afio de educacién
secundaria de la institucion educativa. La eleccion de estos 4 estudiantes se justifica en su
rendimiento académico aceptable, considerados estudiantes promedio, mostrandose en las
clases dispuestos y participativos. Cabe mencionar que los estudiantes elegidos poseen
nociones sobre funciones, construccion de la grafica de una funcién, uso de la regla de
correspondencia para determinar valores de la funcion o valores de la variable independiente,
determinacion del dominio y rango, asi como también nociones sobre sucesiones aritméticas y
geométricas. Los estudiantes no han desarrollado aun el concepto de funcién exponencial, por
ello, las actividades estan enfocadas tomando en cuenta este aspecto, que nos permitira
responder a nuestra pregunta de investigacion. Ademas, los estudiantes cuentan con
conocimientos de GeoGebra, dado que es una exigencia para los estudiantes conocerlo a través
de las clases impartidas en el Programa del Diploma del Bachillerato Internacional.

Para el desarrollo de las actividades se establecieron dos duplas etiquetadas como Dupla
A y Dupla B, ello en virtud que la interaccién entre los estudiantes ayudaria a favorecer las
conjeturas que tuvieran dado que aun no tienen conocimiento sobre la funcién exponencial. Cada
dupla recibira una ficha de actividades las mismas que contienen las instrucciones para el

desarrollo sea a lapiz y papel o con el uso de GeoGebra en Linea.
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Es conveniente hacer notar que la presente investigacion es de tipo cualitativo, asi Borba
y Araujo (2004) expresan que el objetivo es el de entender el fenomeno que se estudia, por lo
cual no es necesaria una muestra grande.

Esta experimentacion contdé con la participacién del docente del curso de matematica
quien cumple la funcién de profesor-investigador y se desarrollé en horario extracurricular por la
tarde, en la intencion de no perjudicar las clases regulares que reciben los estudiantes.

Seguidamente presentamos la descripcion de la secuencia de actividades.

3.2 Descripcion de la Secuencia de Actividades

La presente secuencia esta organizada en dos actividades, la primera con una duracion
de 80 minutos y la segunda actividad de 60 minutos realizados en dos dias distintos. Cada
actividad cuenta con problemas de contexto intramatematicos y extramatematicos, estos a su
vez con items que nos permitirdn analizar la comprension de los estudiantes mediante las
transformaciones con diversos registros de representacién en las actividades que ellos realizan.

En algunos problemas, se proporciona a los estudiantes el trabajo con GeoGebra en
Linea, en la intencién de comprender algunos conceptos presentados en la vista grafica que les
permita resolver siguientes problemas a lapiz y papel.

En la Tabla 13, presentamos la organizacién de la secuencia de actividades, el numero

de actividad, el medio que se usara y una descripcién para cada una de ellas.

Tabla 12

Descripcién de las Actividades

Actividad Medio Descripcion

Dado el crecimiento de bacterias bajo variables de

cantidad y tiempo, expresar su representacién numérica

en forma de tabla y luego su representacién algebraica

en la forma f(x) = A- b*.

Conseguida la representacion algebraica del crecimiento

GeoGebra en de bacterias realizar la conversion del registro algebraico
Linea al RGD para reconocer aspectos del domino y rango a

través de aprehensiones.

A partir de la representacion grafica de una situacion de

crecimiento animal, realizar conversiones del registro

grafico al registro algebraico para obtener la regla de

correspondencia considerando el dominio.

GeoGebra en Dada la regla de correspondencia €(x) = 4 - b* reconocer
Linea mediante el uso de GeoGebra en Linea, por medio de

Lapiz y papel

Lapiz y papel
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tratamientos y aprehensiones, los valores que puede
admitir la base b, en relacion a la existencia de la funcion
exponencial, asi como el crecimiento y decrecimiento de
la misma.
Dada una situacion de crecimiento y decrecimiento
poblacional en el registro de lengua natural, realizar
Lapiz y papel conversiones del registro de lengua natural a los registros
algebraico y grafico para interpretar en el registro de
lengua natural.

Segun lo que apreciamos en la Tabla 13, hemos considerado momentos en las
actividades para el uso de lapiz y papel, porque en los casos donde los estudiantes deben de
realizar soluciones a problemas de contextos extramatematicos, se pueden agenciar de los
conocimientos previos que tienen sobre funciones y de lo que van comprendiendo en relacion al
concepto de funcidn exponencial. En cambio, hay otros items que demandan del uso de
GeoGebra en Linea; ello en virtud a que las representaciones graficas en ese medio tecnoldgico
se presenta 6ptimo para reconocer algunos conceptos claves en el aprendizaje de la nocién de
funcién exponencial tales como descripcién de la grafica, reconocimiento del domino y rango,
reconocimiento de los valores que asume la base b en una funcién de la forma C(t) = A - bt
para su existencia y para el analizar el comportamiento funcional de crecimiento y decrecimiento.

Es conveniente anotar que al término de cada actividad el docente-investigador realiza
una formalizacién de las cuestiones matematicas que desarrollaron los estudiantes a partir de
las dudas y errores que presentaban en el desarrollo de la actividad realizada. Ello se hacia de
modo expositivo en la pizarra acrilica.

Los instrumentos de recoleccion de datos que se usaron fueron: las fichas de actividades;
cada una contiene una actividad, la que a su vez muestra las instrucciones, problemas e items a
desarrollar por las duplas. Ademas, se ha grabado las interacciones entre los estudiantes de
cada dupla, asi como las acciones realizadas en GeoGebra online mediante el software de
videoconferencia Zoom.

3.3 Analisis de las Actividades

Seguidamente, desarrollaremos el analisis de las dos actividades propuestas por el
docente-investigador. Cada actividad mostrara sus objetivos, asi también, para cada pregunta
presentaremos su respectivo analisis a priori y a posteriori junto al contraste que demandan estos
dos analisis para conocer si logramos el objetivo de la pregunta y por consiguiente el de la

actividad.
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Las actividades propuestas fueron disefiadas de manera que puedan permitir realizar
transformaciones semiobticas en los registros de lengua natural, algebraico, grafico y RGD, asi
como manifestar aprehensiones en el registro grafico o grafico-dinamico para conocer la
comprension de la nocion del objeto matematico funcion exponencial por parte de los
estudiantes.

Asi, presentamos el analisis de lo que desarrollaron las dos duplas que para este caso
llamaremos Dupla A y Dupla B.

Actividad 1: Funcién Exponencial f(x) = A.b* con su Domino y Rango

La primera actividad tiene por objetivo que el estudiante pueda reconocer la funcion
exponencial por medio de la conversién desde el registro en lengua natural hacia el registro
tabular. Ademas, identificar las variables que intervienen para hacer una conversion desde el
registro tabular hacia el registro algebraico por medio de la expresion del modelo exponencial
que corresponde. Identificar el domino y rango de la funcion exponencial en el RGD donde
articulen sus aprehensiones perceptiva y operatoria y representar graficamente la funcion
exponencial a lapiz y papel. Finalmente, valiéndose de las nociones vistas, resolver un problema
de contexto de la poblacion de venados.

En este apartado se procede a describir las variables micro didacticas asociadas a esta
primera actividad. Consideramos que estas variables estan asociadas a la expresion:

f(x) = A.b*
Donde A y b son constantes que pertenecen al conjunto de los numeros reales, con
b>1yb=+1.
Asi, podemos indicar que las caracteristicas que presenta esta funcion estan vinculadas a la
variacién de Ay b y por la naturaleza que tiene la variable x. Por esta razén hemos considerado
las siguientes variables micro didacticas:

El valor inicial. Para la expresion f(x) = A.b* al determinar el valor inicial podemos
advertir que esta dado por A = f(0).

Ahora bien, considerando la secuencia de la Actividad 1, el valor inicial esta asociado a
la cantidad inicial de bacterias identificada por los estudiantes en el item 1c). En el item 3,
aparece ligada a la cantidad inicial de 300 venados en el estudio realizado por un biélogo sobre
el aumento de ellos.

El tipo de registro de representacion. Para la expresién f(x) = A.b* los registros de
representacion que se presentan para f son: el registro en lengua natural, el registro tabular, el

registro algebraico, el registro grafico y el RGD.
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Asi, en el item 1a) se presenta la necesidad de realizar una conversion desde el registro
en lengua natural hacia el registro tabular; en el item 1c) se presenta la necesidad de realizar la
conversién desde el registro tabular hacia el registro algebraico. En el item 2d) existe la
necesidad de realizar la conversion del RGD al registro grafico. En el item 3, se presenta la
necesidad de realizar una conversion del registro grafico al registro algebraico.

En nuestra investigacion, consideraremos el control sobre todas las variables micro
didacticas. Nos parece indispensable el control de las variables en mencion dado que con ello
se producira el concepto de funcién exponencial.

Presentamos a continuacién la actividad 1 con su respectivo andlisis a priori y a posteriori.
ACTIVIDAD 1

1. En un laboratorio de biologia celular, se encontré un grupo de bacterias cuya reproduccion
se caracteriza porque después de cada hora resulta ser el doble de la cantidad que habia la
hora anterior. Si inicialmente se encontraron 3 bacterias.

a) En la tabla siguiente exprese la cantidad de bacterias que hay después de cada hora
transcurrida.

Tiempo | 1 2 3 4 5 6 7
en horas
Cantidad
de
bacterias

b) Escribe la secuencia de la cantidad de bacterias de la tabla anterior en funcion del factor
2.

c) Escriba una expresion algebraica de la forma f(x) = A - b* que relacione la cantidad de
bacterias que se reproducen en funcién al tiempo transcurrido por hora. ¢ qué
representan Ay b en el contexto de la situacion?

2. Abra GeoGebra en Linea (www.geogebra.org/classic) e ingrese la expresion matematica que
escribié sobre el crecimiento de bacterias en el tiempo.
a) Tomando en cuenta que el crecimiento de bacterias es limitado, ¢es posible que la
variable tiempo tome todos los valores del eje horizontal que se observan en la grafica?,
épor qué?
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b) Tomando en cuenta que el crecimiento de bacterias es limitado, ¢jes posible que la
variable cantidad de bacterias tome todos los valores que se observan a lo largo del eje
vertical?, ¢ por qué?

c) Con lo abordado, esboce en la Ficha de Actividades la representacién grafica de la
funcidon exponencial para una reproduccion de bacterias durante las primeras 5 horas,
sea lo mas preciso posible.
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3. En una regién de Africa, la cantidad de venados se encuentra en aumento debido al
alejamiento de los depredadores y de la prohibiciéon para cazarlos. Un bidlogo mostré el
crecimiento por ano a través de la siguiente grafica. Escriba la expresién algebraica
acompafado de su dominio, que represente el modelo exponencial que mide el crecimiento
de los venados hasta los 2,5 anos.

Nota: En los anexos la ficha se encuentra en forma integra.
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Analisis A Priori de los items 1a, 1b, 1c. En este bloque esperamos que las duplas
utilicen lapiz y papel y logren en un primer momento reconocer algunas caracteristicas propias
de la funcién exponencial asociadas a su construccién y al dominio y rango, partiendo de la
representacion en lengua natural produciéndose una conversion desde el registro en lengua
natural hacia el registro tabular y de esta otra conversion hacia el registro algebraico de la
cantidad de bacterias en funcién del tiempo.

En el item 1a, se espera que las duplas reconozcan a partir de la representacion en
lengua natural la frase referida a la cantidad de bacterias: resulta ser el doble de la cantidad
que habia en la hora anterior, que le permita realizar la conversion desde el registro en lengua
natural hacia el registro tabular colocando la informaciéon en la tabla adjunta. Asi, podrian
empezar de 3 bacterias, luego, se espera que para la primera hora transcurrida la cantidad sea
de 3(2) = 6 bacterias, para la segunda hora transcurrida sera de 6(2) = 12 bacterias, la tercera
hora sera de 12(2) = 24 bacterias, para la cuarta hora sera 24(2) = 48 bacterias, luego, al
término de la quinta hora sera 48(2) = 96 bacterias, al término de la sexta hora sera 96(2) = 192
bacterias y finalmente, a la séptima hora sera 192(2) = 384 bacterias, con ello se responderia a
la pregunta 1a. En consecuencia, la Unica solucion que se presenta es la que aparece en la Tabla
13.

Tabla 13

Representacién Tabular de la Cantidad de Bacterias en Funcion del Tiempo

Tiempo 0 1 2 3 4 5 6 7
en horas
Cantidad

de 3 6 12 24 48 96 192 384
bacterias

En el item 1b, un comportamiento esperado es que los grupos puedan reconocer que en
la formacion de la cantidad de bacterias intervienen las potencias de 2. Asi, realizarian
tratamientos en la representacion tabular bajo representaciones funcionales. Cabe mencionar
que el uso de las potencias en la funcién exponencial lo hemos recogido de nuestro analisis
preliminar.

Asi, las duplas representarian la secuencia de la manera siguiente:

3(2)° 5 3 5 3% 5 3(2)° 5 3% 5 3(2° 5 3¢ 3(2)
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Es de esperar también que, alguna dupla no escriba la potencia de 2 para la cantidad
inicial y solo coloque 3.

En el item 1c, con lo desarrollado en el item anterior 1b, se espera que las duplas
interpreten la representacion en lengua natural del problema y utilizando la representacion tabular
obtenida en la parte 1b, construyan la ley de formacion que relacione la cantidad de bacterias en
funcion del tiempo bajo la forma f(x) = A - b*, produciéndose una conversion desde el registro
tabular hacia el registro algebraico. En la formacién de esta representacién algebraica,
esperamos que el estudiante identifique a los valores A y b como la cantidad inicial de bacterias
y el factor multiplicativo, escribiendo a lapiz y papel:

c(t)=3-2¢
Donde, C(t): Cantidad de bacterias en funcién del tiempo.
t . Tiempo transcurrido por hora.

Ademas, los grupos deberan responder mediante una representacion en lengua natural
que representan los valores de A y b en el contexto de la situacion. Esperamos que su respuesta
sea: A representa la cantidad de bacterias que habia en un inicio y b representa el factor
multiplicativo que aparece al usar el factor 2.

Es evidente que esta respuesta tiene sus equivalentes en el registro de lengua natural.
Es por ello, que consideraremos la respuesta correcta como aquella que represente la idea
esperada.

Analisis A Posteriori de los items 1a, 1b, 1c.

Dupla A. Realizando un contraste entre la ficha de actividades y la grabacién de las
interacciones, tenemos lo siguiente.

Para el item 1a, la Dupla A reconoce en el registro de lengua natural que aparece en el
enunciado, la expresion relacionada a la cantidad de bacterias que por cada hora resulta ser el
doble de la anterior, logrando realizar una conversion desde el registro en lengua natural hacia
el registro tabular cuando coloca los valores que corresponden a la tabla: 3,6, 12,24 , 48, 96 ,
192 y 384 bacterias.

Algo que es interesante hacer notar es que la Dupla A logra también mencionar la palabra
creciente, reconociendo que los valores de la variable dependiente van en aumento, sin aun tener
en claro que hay una relacion entre las variables: tiempo en horas y cantidad de bacterias. Asi lo

muestra la Figura 42.
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Figura 42

Representacion Tabular de la Cantidad de Bacterias - Dupla A

Para el item 1b, la Dupla A ha tomado los valores de la cantidad de bacterias que
aparecen en la tabla y han realizado tratamientos en la representacién tabular, obteniendo

potencias de base 2. La Figura 43, muestra lo realizado por la Dupla A.

Figura 43

Tratamientos en el Registro Tabular - Dupla A

En este punto podemos notar, que la Dupla A no ha escrito el primer término como 3 - 2°,
por ello, ha realizado de forma incompleta lo que se esperaba. Sin embargo, podemos observar
que los demas valores fueron escritos correctamente lo que no desmerece la idea que tiene
respecto de la formacion del patrén con las variables a pesar de que el primer término no fue
escrito como se esperaba. Por otro lado, la Dupla A, no lo escribid, pero se advirtid6 en sus
interacciones que se presenta una secuencia geométrica, algo que no estaba dentro del analisis
a priori.

En relacion al item 1c, la Dupla A utilizdé los valores escritos en potencias de 2
presentados en la tabla para lograr reconocer la representacién algebraica que corresponde a la
cantidad de bacterias en funcion del tiempo. A continuacion, la Figura 44 muestra la respuesta
de la Dupla A.
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Figura 44

Representacién Algebraica de la Cantidad de Bacterias - Dupla A

En la Figura 44, los estudiantes lograron identificar la secuencia que se presenta en la
tabla y rapidamente escribir la representacion algebraica de la funcion exponencial como
f(x) = 3 - 2%, en este sentido han realizado una conversion desde el registro tabular hacia el
registro algebraico de la funcién exponencial. Identificaron el coeficiente A como bacterias
iniciales, lo cual revela que aun falta un adecuado manejo del lenguaje matematico para escribir
cantidad inicial de bacterias. Por otro lado, identificaron a b como duplicacion por hora, de igual
forma la comunicacién matematica esta en proceso, lo adecuado es haber escrito el factor
multiplicativo como 2 o la base de la funcién exponencial. Luego, a x como horas, cuando lo
adecuado es la cantidad de horas transcurridas. Por ultimo, a f(x) se le identific6 como nimero
de bacterias, lo cual es aceptable. En este sentido, es recomendable trabajar las formas de
comunicacion matematica en el contexto de las funciones lo que afianzara su desarrollo.

Finalmente, la Dupla A ha realizado la conversion desde el registro en lengua natural
hacia el registro tabular, que ha sido de apoyo para realizar tratamientos en dicho registro
produciéndose una conversion al registro algebraico lo que finalmente se traduce en escribir la
regla de correspondencia de la funcidon exponencial, pudiendo identificar los valores que
intervienen en su formacién. Empleando las palabras de Duval (2006) “lo que importa es el
tratamiento, que es el que hace relevante la eleccion del “mejor” cambio de registro (economia
de medios, mas potencia para la generalizacién, o mas intuitivo...) para resolver el problema
dado” (p. 149).

Dupla B. De igual manera, recurrimos a lo que han realizado en la ficha de actividades
en contraste con la grabacion de las voces en las interacciones y la pantalla donde los
estudiantes realizaron acciones que se les solicita utilizando el GeoGebra.

Para el item 1a, la Dupla B en las interacciones se escucha decir a uno de los estudiantes
que el numero de bacterias se va duplicando cada hora que pasa. Asi, la Dupla B logré

transformaciones semiéticas de la funcién exponencial por medio de la conversion desde el
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registro en lengua natural hacia el registro tabular al expresar la cantidad de bacterias segun el

enunciado del problema, tal como se muestra en la Figura 45.

Figura 45

Representaciéon Tabular de la Cantidad de Bacterias — Dupla B

Para el item 1b, la Dupla B a partir de la representacion tabular de la funciéon exponencial
realizada en el item anterior, ha realizado tratamientos en la representacién tabular mediante el
uso de potencias con base 2. Podemos indicar que se cumplié el propésito indicado para este
item, donde los estudiantes de la Dupla B reconocieron al factor 2 inmerso en la secuencia de
numeros que aparecia en la tabla. A continuacion, el trabajo realizado por la Dupla B para este

item que muestra la Figura 46.

Figura 46

Tratamientos en el Registro Tabular - Dupla B

Para el item 1c, la Dupla B logré encontrar la representacion algebraica de la funcion
exponencial, reconociendo la cantidad inicial de bacterias como A y el factor multiplicativo b al
que ellos llaman, por tanto. Definieron la relacién entre las variables cantidad de horas f(x) y la
variable x tiempo transcurrido al que ellos llamaron horas. La Dupla B logra asi realizar la
conversion desde el registro tabular hacia el registro algebraico. La Figura 47, muestra el trabajo
de la Dupla B para este item.
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Figura 47

Representacion Algebraica de la Funcion Exponencial - Dupla B

En conclusion, podemos reconocer que la Dupla B utilizé representaciones de la funcion
exponencial en el registro de lengua natural, registro tabular y registro algebraico. Ademas, logro
realizar tratamientos en la representacion tabular por medio de una representacion funcional, al
transformar la secuencia de la cantidad de bacterias en potencias de 2. Con ello estos
tratamientos se realizé la conversion desde el registro tabular hacia el registro algebraico al lograr
escribir la expresion f(x) = 3 - 2*.

Analisis A Priori de los items 2a, 2b, 2c. En relacion a la pregunta 2, el propdsito es
que los grupos mediante el uso de un ARD como GeoGebra puedan reconocer en el RGD, por
medio de sus aprehensiones perceptiva y operatoria, al usar las herramientas Movery Lupa, el
dominio y rango de la funcién exponencial utilizando su aprehension discursiva para describir lo
solicitado. Por ultimo, en la intencibn que pueda evidenciarse estas nociones que va
descubriendo, las duplas esbozaran mediante papel y lapiz la grafica de la funcion determinada
considerando el dominio y rango segun el contexto.

En el item 2a, se tiene como propdsito que las duplas reconozcan el dominio de la funcion
en un contexto determinado. En este apartado, se les cuestiona si a partir del crecimiento limitado
de bacterias ¢ es posible que la variable tiempo asuma todos los valores en el eje horizontal? Se
espera que los grupos realicen la conversién del registro algebraico al RGD, para luego,
utilizando la herramienta Mueve y Zoom, logren comprender mediante su aprehensién perceptiva
y operativa, qué valores asume el tiempo en el eje horizontal. En esta idea, mediante las
modificaciones de tipo posicional que realicen, encontrarian que el tiempo no puede tomar
valores negativos, y que el punto de partida corresponde a las 0 horas. Ademas, dado que el
crecimiento de bacterias es limitado, entonces el valor del tiempo también lo es. Finalmente, la
respuesta esperada por las duplas seria: La variable tiempo no puede tomar todos los valores en

el eje horizontal, dado que no es posible valores negativos del tiempo. Se parte desde las 0 horas
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hasta un tiempo determinado dado que la cantidad de bacterias es limitada. Esto ultimo, estaria
produciendo el desarrollo de la aprehension discursiva respecto de la funcién exponencial.

En el item 2b, se espera que las duplas logren reconocer en la representacion algebraica
ingresada al GeoGebra y la representacion en el RGD, que los valores del rango de la funcion
estan limitados por la cantidad inicial de bacterias con que se comienza hasta una cantidad
determinada que no especifica, pero que indica el enunciado como limitada. Para ello, hacen uso
de las aprehensiones perceptiva, cuando observa el objeto matematico buscando la
caracteristica asociada y la aprehension operatoria, al modificar la posicionalmente al objeto
matematico utilizando las herramientas Zoom y Mueve para encontrar los valores que asume el
rango de la funcién lo que se traduce en una aprehensién discursiva como sigue: No es posible
que la variable cantidad de bacterias tome todos los valores en el eje vertical, dado que la
cantidad de bacterias inicia en 3 y termina en una cantidad determinada, dado que se indica
limitada pero no especificada.

En el item 2c, se espera que las duplas puedan reconocer los valores que se relacionan
a este crecimiento de bacterias y los ubiquen por medio de representaciones en pares ordenados
en el plano cartesiano para luego trazar una linea continua. Asi, utilizarian la tabla de valores
que realizaron en el item 1a y con ello ubicar los puntos en el plano cartesiano dado en la ficha
de actividades para las primeras 5 horas

(0;3),(1;6),(2;12), (3; 24), (4; 48), (5; 96).

Entonces realizarian una conversion desde el registro en lengua natural el registro grafico

reflejado en la construccién de la representacion grafica de la funcién exponencial como lo

muestra la Figura 48.

Figura 48

Representacion Grafica de la Funcién Cantidad de Bacterias en el Tiempo
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También podria presentarse dificultades en la conversién desde el registro tabular hacia
el registro grafico. Por ejemplo, cuando los estudiantes observan en los valores de la
representacién tabular como pares ordenados y al trazar la grafica de la funciéon confundan la
naturaleza de la variable tiempo y coloquen solo puntos en la cuadricula en vez de una linea
continua. Esta dificultad puede presentarse debido a que los estudiantes no reconocen el tipo de
variable independiente que se esta utilizando, para el caso: continua, dado que la variable tiempo
t es de esa naturaleza.

Analisis A Posteriori de los items 2a, 2b, 2c.

Dupla A. En relacién al item 2a, las grabaciones de pantalla y audio demuestran que
teniendo la representacion algebraica de la funcion exponencial C(x) = 3 - 2* la ingresaron a
GeoGebra y se produjo una conversion del registro algebraico al RGD. Es en la vista gréafica que,
para reconocer la variable tiempo como limitada en el contexto, tuvieron que realizar
modificaciones de tipo éptico y posicional, desarrollando su aprehension perceptiva y operatoria
para finalmente, por medio de su aprehension discursiva expresa que el tiempo no puede asumir

valores negativos, tal como lo muestra la Figura 49.

Figura 49

Aprehension Discursiva — Dupla A

Es necesario hacer notar que la Dupla A no reconocié que el tiempo debe encontrarse
limitado al saber que la reproduccion de bacterias si lo esta. Esto puede deberse a que no
interpretaron la representacion en lengua natural del enunciado, dado que en GeoGebra la curva
se ve continua en todo su dominio. Consideramos que ejercitar los valores de la funcién y de la
variable independiente en el contexto extramatematico o intramatematico de una situaciéon puede
ser de gran apoyo.

Con respecto al item 2b, la Dupla A acciona de la misma forma que en el item anterior.
Nuevamente observando la representacion algebraica de la funciéon exponencial C(x) = 3-2*
ingresada a GeoGebra se produce la conversién del registro algebraico al RGD. Asi, en la vista
grafica la Dupla A utiliza su aprehensién perceptiva y operatoria realizando con esta ultima
modificacion de tipo éptico y posicional; alejando y acercando el plano cartesiano con la intencion

de utilizar su aprehension perceptiva y reconocer a la variable cantidad de bacterias como un
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valor que debe ser entero y positivo. La Dupla A, si bien con ello logra reconocer que la cantidad
de bacterias es un valor mayor que 0, no distingue los valores iniciales y finales que caracterizan
al rango de la funcién. Podemos advertir que la Dupla A tuvo dificultades para reconocer los
valores de la funcién cantidad de bacterias. Ello puede producirse dado que en GeoGebra se
muestra una curva continua. De igual modo esto puede apoyarse en ejercitacion respecto a los
valores de las variables de una funcién en el plano cartesiano en especial en situaciones de

contexto extramatematico. Ello se observa en la Figura 50.

Figura 50

Aprehension Discursiva — Dupla A

Tomando en cuenta el item 2c, la Dupla A utilizé la tabla del item 1a y GeoGebra para
reconocer la grafica de la funcion. En la Vista Grafica, la representacion de la funcién exponencial
sufre modificaciones de tipo Optico y posicional para comprobar los valores de la tabla y
reconocer que coinciden. En la interaccion que tienen los integrantes mencionan que deben
colocar en el papel puntos hasta llegar al valor 96 de la cantidad de bacterias que corresponde
al transcurrir 5 horas. Hay evidencia que su aprehensién operatoria tiene desarrollo, sin embargo,
presentan dificultades en su aprehensién perceptiva. Ello puede ser debido a que como en la
tabla de valores pueden tomarla como pares ordenados no se percataron que la variable tiempo
es continua, lo que significa que debe haber un trazo continuo también hasta la hora 5. Esto
puede solucionarse si se ejercita la identificacion de la naturaleza de la variable independiente.

Podemos indicar que la dupla ha tenido dificultades para realizar transformaciones
semidticas como la conversion desde el registro tabular hacia el registro grafico hecho a papel y
lapiz. Esta accién corresponde a un comportamiento esperado en el analisis a priori tal como se

puede apreciar en la Figura 51.
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Figura 51

Representacion Grafica de la Funcion Exponencial - Dupla A

Entonces, las conversiones desde el registro algebraico hacia el RGD se dieron de forma
correcta, sin embargo, la Dupla A presento dificultades en su aprehensién perceptiva y discursiva
cuando identificaron caracteristicas del dominio y rango de la funcién. Asi también, dificultades
al realizar la grafica de la funcion reproduccion de bacterias en el contexto de la situacion.

Dupla B. En relacién al item 2a, los integrantes ingresaron la expresion C(x) = 3 - 2* al
cuadro de entrada en GeoGebra, aqui se produjo una conversion del registro algebraico al RGD,
donde buscaron a través de alejamientos y acercamientos utilizando la herramienta lupa v,
movimientos del plano cartesiano con la herramienta Mueve de GeoGebra para reconocer los
valores del tiempo. Apelaron a su aprehension perceptiva y discursiva donde evidenciaron
reconocer el dominio de la funcién, comportamiento que se encontraba en lo esperado,
mencionado el valor inicial del tiempo en 0 horas, como el inicio para esta reproduccion de

bacterias hasta llegar a un determinado valor. Asi lo evidencia la Figura 52.

Figura 52

Aprehensién Discursiva - Dupla B
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Con respecto al item 2b, la Dupla B tomando la representacion algebraica como
C(x) = 3-2* siendo introducida en la vista grafica de GeoGebra, se produce una conversién del
registro algebraico al RGD donde, los integrantes de la dupla estuvieron realizando tratamientos
de tipo 6ptico y posicional, sin embargo, el profesor tuvo que intervenir realizando preguntas
respecto al dominio de una funcién: ¢cual es la minima cantidad de bacterias que se puede
producir?, ¢cual es la maxima cantidad de bacterias que se puede producir?. Luego, los
integrantes realizando modificaciones optica y posicional lograron reconocer el valor minimo de
la cantidad de bacterias en 3 y un valor maximo que no se puede determinar pero que si indica
el enunciado cuando pone limites a la reproduccion, evidenciando desarrollo en su aprehension

perceptiva, operatoria y discursiva. La Figura 53 nos muestra su aprehensién discursiva.

Figura 53

Aprehension Discursiva — Dupla B

Tomando en cuenta el item 2c, la Dupla B utilizé la tabla del item 1a para reconocer la
grafica de la funcién. Asi, se observé que los datos que aparecen en la tabla del item 1a son
utilizados para realizar la formacion de la representacion grafica de la funcién exponencial en el
item 2c. Se presentd dificultades en su aprehension perceptiva dado que se utilizaron puntos
para los pares ordenados desde el tiempo 0 hasta el tiempo 5 y estos puntos fueron unidos con
segmentos de recta, lo que origind que no se produzca una correcta representacion grafica de la
funcién a partir de su representacion tabular. Creemos que esto se produce debido al poco
reconocimiento que pudieron tener respecto a la funcidon exponencial en su representacion
grafica, lo que definitivamente provoca que no tenga desarrollada su aprehension perceptiva.
Esto puede superarse en la medida que se ejercita respecto a las caracteristicas graficas de la
funcién exponencial.

A continuacion, la representacion grafica de la funcién exponencial propuesta por la Dupla
B en la Figura 54.
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Figura 54

Representacion Grafica de la Funciéon Exponencial - Dupla B

Al terminar la solucion de los items 1 y 2, el profesor-investigador realizé precisiones
respecto de lo abordado, mostr6 en GeoGebra dos funciones exponenciales crecientes y
establecio una forma de aclarar las caracteristicas graficas por medio de preguntas: ¢esta la
representacion grafica de la funcion exponencial formada por trozos de segmentos de recta que
unen algunos de sus puntos?, las duplas advirtieron que esta formada por una linea curva
continua. Ademas, el profesor-investigador preguntoé si existe una diferencia entre dibujar una
linea curva de forma continua o dibujar puntos y si esto tiene relacién con la variable
independiente. El docente aclaré a través de dos representaciones de la funciéon exponencial,
por un lado, para una secuencia geométrica en funcién al lugar que ocupa un numero de la
progresion y por otro lado, para el crecimiento de bacterias en funcién del tiempo. Se compararon
las variables independientes y ambas duplas lograron aclarar las caracteristicas de la variable
independiente al momento de representar graficamente una funcion, en particular una funcion
exponencial.

Analisis A Priori del item 3. En el item 3, el propédsito va orientado a que las duplas
puedan, en base a las nociones adquiridas en los items anteriores como; el reconocimiento de
la funcién exponencial por medio de su representacion algebraica, de las caracteristicas del valor
inicial de la funcion para contextos de tiempo, el factor multiplicativo que tiene la base y la
representacion grafica, puedan integrarlas en la solucibn de un problema de contexto
extramatematico a lapiz y papel, sin apoyo de GeoGebra. Cabe mencionar que para este caso

hemos cambiado los valores de nuestras variables didacticas como el valor inicial, que en el
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problema se presenta como 300 venados, el valor de la base que para el problema tiene el valor
3, el tipo de variable independiente ha permanecido continua y los tipos de registros de
representacion que para el problema es el registro grafico y el registro algebraico.

Se espera que las duplas para el desarrollo de este item, hagan uso de su aprehensién
perceptiva en el registro gréafico, para reconocer el valor inicial de la poblacién de venados, que
para el caso es de 300 venados. Ademas, tomando en consideracion que el enunciado del
problema hace mencién a un crecimiento exponencial, logren a través de su aprehension
perceptiva, identificar la base de la funcién exponencial al observar los pares ordenados
B(0;300) y A(1;900), obteniendo que el valor del factor multiplicativo es 3. Con esta informacién
se espera que las duplas puedan hacer la conversién del registro grafico al registro algebraico
obteniendo:

V(t) = 300 - 3t

Ademas, mediante el desarrollo de su aprehension perceptiva, puedan reconocer el
dominio de la funcion crecimiento de venados, que al observar el eje del tiempo reconozcan que
la variable es de naturaleza continua dado que, el enunciado hace mencion que el crecimiento
de la cantidad de venados (variable discreta) es a través de los afos y que los limites van de 0
hasta 2,5 afios. Se espera que escriban finalmente que el dominio de la funcion es:

t € [0; 2,5] afos

Andlisis A Posteriori del item 3.

Dupla A. La dupla empieza reconociendo al problema con caracteristicas que vieron en
el problema con bacterias. Intentan relacionar los datos que se aprecian en la grafica como el
valor 300 venados y 900 venados, por medio del desarrollo de su aprehension perceptiva
reconocen el valor inicial y el valor de la cantidad de venados al final del primer afio. Uno de los
estudiantes menciona “para pasar de 300 a 900 se debié multiplicar por 3” esto revela que
también desarrollaron su aprehensién discursiva. Asi, logran realizar una conversién desde el
registro grafico hacia el registro algebraico al escribir f(x) = 300.3* y discuten la pertinencia del
modelo dado que presentan dudas al no ver un punto mas que les permita confirmarlo. El
profesor-investigador se acerca y les pregunta: “lean el enunciado, alli esta la respuesta a su
duda”, los estudiantes encuentran la frase ‘“representa el modelo exponencial” lo que les da la
seguridad finalmente de lo escrito. Cabe sefalar que la conversion en este sentido tuvo mas de
una dificultad. Al respecto Duval (2017) sefala que, una de las formas de comprension sobre un
objeto matematico esta ligada a la transformacion de las representaciones semiéticas donde se
reconoce el objeto y la autoconfianza generada por medio de la busqueda de lo pertinente que

significa lo hallado.
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Luego, la Dupla A hizo desarrollo de su aprehension perceptiva y discursiva al escribir el
dominio de la funcién con la notacion de intervalo [0:2,5]. Consideramos que esta dupla logré
reconocer la naturaleza de la variable tiempo como continua, asi logré superar la dificultad que
presentd cuando discretizo la variable tiempo en el item 2c al elaborar la representacién grafica
sobre la reproduccién de bacterias. El trabajo realizado por la Dupla A en el item 3 lo podemos

apreciar en la Figura 55.

Figura 55

Representacion Algebraica de la Funcion Exponencial — Dupla A

En conclusion, podemos indicar que la Dupla A pudo realizar transformaciones semiéticas
de la funcién exponencial como la conversién del registro grafico hacia el registro algebraico,
después de procesar cuestionamientos para lograr confianza en su modelo algebraico.
Asimismo, queda evidenciado el desarrollo de su aprehension perceptiva y discursiva al
reconocer los elementos como el valor inicial, la base y, la naturaleza del tipo de variable
independiente (variable micro didactica) que para el caso es continua.

Dupla B. Cabe recordar que esta dupla tuvo dificultades en la conversion desde el registro
tabular hacia el registro grafico de la funcidon exponencial en el item anterior. Para este item 3,
la Dupla B revela en sus interacciones reconocer la grafica de la funcion exponencial, el docente
les preguntod: “4,s6lo la reconocen por qué piensan que esta en forma grafica?, la dupla responde:
“no, esta escrito arriba como modelo exponencial por eso la grafica es una funcién exponencial”.
En este didlogo, la dupla logra reconocer graficamente la representacion de la funcion
exponencial que confirma en el enunciado, sin embargo, confunde el objeto matematico con la
representacion cuando menciona que la grafica es la de una funcion exponencial. Al respecto,
Duval (2017) sefala que no se debe confundir el objeto con su representacion. En este sentido,
consideramos que los estudiantes la reconocen como funciéon exponencial no solo a la
representacion grafica como lo mencionan, sino también llama funcién exponencial a la
representacién algebraica, probablemente esto se deba a que aun no hay claro discernimiento

entre la representacion de un objeto matematico y el propio objeto matematico. Esto puede
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superarse en la medida que se haga mencién a cada representacién de la funcién exponencial
como tal y hacer la diferencia entre lo que es este objeto de su representacion.

En su camino para encontrar la representacion algebraica de la funcion exponencial, la
Dupla B, en sus interacciones reconoce que la cantidad de venados al inicio es de 300, pero para
llegar a 900 es necesario haberlo multiplicado por 3, encontrando que la base o factor
multiplicativo es 3, y el valor de A = 300. Esto nos hace notar que la aprehension realizada en
los items 1 y 2 ha influido en su comprension pues identifican el valor inicial como A y la base
como lo que va multiplicando, escribiendo f(x) =300-3* que lo han relacionado con la
reproduccion de bacterias con la representacion algebraica C(x) = A - b*. Ademas, al escribir el
dominio de la funcién crecimiento de venados, la Dupla B ahora considera a la variable tiempo
en forma continua. Podemos advertir que la dupla ha realizado correctamente la conversion del
registro grafico al registro algebraico, ademas han desarrollado su aprehension perceptiva y

discursiva al escribir el dominio utilizando un intervalo. Asi lo muestra la Figura 56.

Figura 56

Representacion Algebraica de la Funcion Exponencial - Dupla B

En la Figura 56, podemos apreciar que la Dupla B escribié el dominio considerando
inicialmente al tiempo hasta el valor 2. Un cuestionamiento que surgié en la interaccion fue que
si les pedian escribir el dominio hasta 2,5 afios ¢ sera necesario escribir ese valor?, creemos que
aun tenian un tanto la concepcion discreta del tiempo, sin embargo, se observa como tachado el
valor 2 y escriben finalmente el valor 2,5 como el tiempo limite. Con ello han logrado desarrollar
su aprehension perceptiva y discursiva cuando advirtieron que la variable tiempo es continua.
Por otro lado, en la Figura 48 observamos que, la variable independiente ha recibido una notacién
diferente; por un lado, en la representacion algebraica de la funcién exponencial como x y por
otro lado al escribir el dominio como t. Creemos que la dupla en todo momento se refiere al

tiempo cuando la usa como exponente en la representacién algebraica y cuando la usa para
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senalar el tiempo en afios del dominio, lo que nos hace pensar que s6lo es una cuestion de forma
mas no de fondo.

En suma, podemos sefialar que la Dupla B, realizé la conversién desde el registro grafico
hacia el registro algebraico de la funcion exponencial referida al crecimiento de los venados,
reconociendo elementos y caracteristicas propias mediante el desarrollo de sus aprehensiones
perceptiva y discursiva en la representacion grafica que fueron evidenciadas en su ficha de
trabajo y en sus interacciones. Creemos que la intervencién del profesor-investigador en los
items 1y 2 fue importante para dejar en claro la forma como debe comprenderse la naturaleza
de la variable continua para el tiempo, lo que ayudd a escribir correctamente el dominio de la
funcién.

Actividad 2: Funciéon Exponencial f(x) = A.b* factor multiplicativo y monotonia

La segunda actividad tiene por objetivo que las duplas puedan reconocer los valores que
asume el factor multiplicativo b y la influencia que tiene en el crecimiento y decrecimiento de la
funcién. Para ello, hemos considerado que, a partir del uso de GeoGebra en Linea, puedan usar
en el RGD de la funcién cantidad de bacterias en un tiempo t para reconocer por medio de
tratamientos con deslizador los valores que puede asumir este factor multiplicativo b, asi como
también, que puedan reconocer en el RGD por medio de tratamientos con el deslizador la
monotonia de la funcion relacionada al crecimiento o decrecimiento. Finalmente, consideramos
que las duplas deben lograr aplicar las nociones aprendidas hasta el momento al desarrollar un
problema de crecimiento o decrecimiento poblacional a lapiz y papel, a través de conversiones
entre los registros de lengua natural, registro algebraico, registro tabular y registro grafico.

En este apartado procederemos a describir las variables micro didacticas asociadas a
esta segunda actividad. Consideramos que estas variables estan asociadas a la expresion:

f(x) = A.b*
Donde A y b son constantes que pertenecen al conjunto de los numeros reales, con
b>0yb=+1.

Asi, podemos indicar que las caracteristicas que presenta esta funcién estan vinculadas
a la variacién de A y b y por la naturaleza que tiene la variable x. Por esta razén hemos
considerado las siguientes variables micro didacticas:

El valor inicial. Para la expresion f(x) = A.b* al determinar el valor inicial podemos
advertir que esta dado por A = f(0).

Ahora bien, considerando la secuencia de la Actividad 2, el valor inicial esta asociado a
la cantidad € (0) = 4 identificada en el item 1b). En el item 2, aparece ligada a la cantidad inicial

de 1 000 pobladores de una regién de terminada de China, mientras en otra regién aparece como
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cantidad inicial 64 000 pobladores, todo ello en un estudio sobre el crecimiento y decrecimiento
poblacional.

La monotonia de la funcién. En la funcién f(x) = A. b* el aspecto de la monotonia esta
dado por los intervalos especificos que toma b. Asi:

Si consideramos que b > 1 la funcidn es estrictamente creciente.

Si consideramos que 0 < b < 1 la funcién es estrictamente decreciente.
Encontramos en la segunda actividad que la monotonia de la funcién exponencial aparece en el
sub-item 1ai) donde por medio de transformaciones con el deslizador puedan reconocer el
crecimiento y decrecimiento exponencial. En el item 2, la monotonia de la funcién esta dada en
los modelos de crecimiento y decrecimiento poblacional en dos regiones distintas en China,

especificamente cuando el valor de b = 2 > 1 se relaciona con el crecimiento exponencial de la
.2 . 1 . ..
poblacion, mientras que con el valor de b = €< 0; 1 > se relaciona con el decrecimiento

exponencial para la poblacion de otra region de China.

El tipo de registro de representacion. Para la expresién f(x) = A.b* los registros de
representacion que se presentan para f son: el registro en lengua natural, el registro algebraico,
el registro tabular, el registro grafico y el RGD.

Asi, en el item 1a) se presenta la necesidad de realizar la conversién desde registro
algebraico hacia el RGD cuando se requiere percibir los valores que asume b para reconocer
caracteristicas de la representacion grafica de la funcién exponencial. En el item 2) se presenta
la necesidad de realizar conversiones del registro en lengua natural, al registro algebraico cuando
se busca la regla de correspondencia de dos poblaciones en regiones diferentes de China. Otra
conversion desde el registro algebraico hacia el registro tabular, cuando se requieren puntos de
la representacidon grafica de las poblaciones en dos regiones de China. Y por ultimo otra
conversién desde el registro tabular hacia el registro grafico, cuando se realiza las
representaciones graficas de las poblaciones en dos regiones distintas de China.

En nuestra investigacion, consideraremos el control sobre todas las variables micro
didacticas. Nos parece indispensable el control de las variables en menciéon, dado que con ello
se producira el concepto de funcién exponencial.

A continuacion, se muestra la actividad 2 y el analisis a priori y a posteriori.
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ACTIVIDAD 2

1. Abre el siguiente enlace https://www.geogebra.org/classic/p9uuzn93

a) Mueva el deslizador que representa la base b de la funcién C(x) = 4b*. Exprese qué
sucede con la grafica de la funcién exponencial cuando:
i) b tiene valores positivos.

i)b = 1.
iii) b tiene valores negativos.
iv) b = 0.

v) Finalmente ¢ entre qué valores se encontraria b para que la funcidén exponencial exista?

b) Para cualquiera de los valores de b encontrados en la parte 1av), ¢cambia C(0)?
Explique.

2. En determinada regién de China se realizé un primer censo y se determiné una poblacion de
1 000 personas, con los censos siguientes, este numero se ha ido duplicando por afio dado
que hubo una baja en las campanas de planificacion familiar. En otra region, por el contrario,
en el primer censo se contd 64 000 personas, para los siguientes censos se observé que este
numero baja a la mitad con respecto al afio anterior, ello debido al Covid-19 que azoté dicha
region. Este comportamiento para ambas regiones se ha mantenido hasta los primeros 6
afnos. Representa de forma algebraica y luego, en la cuadricula de forma grafica los modelos
de crecimiento y decrecimiento que se observé en cada poblacion.

70000

60000

50000

40000

30000

20000

10000

Nota: En los anexos se encuentra en forma integra.

Analisis A Priori de los items 1ai, 1aii, 1aiii, 1aiv, 1av. Esta parte tiene como finalidad
que las duplas por medio de un enlace a GeoGebra en Linea, puedan reconocer la

representacion algebraica de la funcion C(x) = 4b* y realizar una conversién del registro
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algebraico al RGD, donde a través de tratamientos con deslizador para b reconozcan por medio
de sus aprehensiones perceptiva, operatoria y discursiva la existencia de la funcién exponencial,
asi como los comportamientos de crecimiento y decrecimiento que la caracterizan.

En el sub-item 1ai), a priori se espera que las duplas ingresando a GeoGebra por medio
del enlace, reconozcan a la funcién exponencial en el registro algebraico con la expresién
C(x) = 4b* y al mover el deslizador que representa a b en valores positivos, se produzcan
tratamientos con deslizador en el RGD. En ese momento, a través del desarrollo de su
aprehensién perceptiva y operatoria con modificaciones de tipo 6ptico y posicional reconozcan
la existencia de la funcidon exponencial. Asi, se espera que las duplas puedan expresar también
por medio de su aprehension discursiva el crecimiento y decrecimiento que se observa. Otra
solucién que pueden dar esta relacionada a que las duplas puedan indicar que el crecimiento de
la funcién exponencial esta ligado para cuando b > 1y el decrecimiento de la misma para cuando
0<b<1.

En el sub-item 1aii), se espera que las duplas nuevamente reconozcan la representacion
algebraica C(x) = 4b* y realicen una conversion desde el registro algebraico hacia el RGD,
muevan el deslizador a b = 1, donde a través del desarrollo de su aprehension perceptiva y
operatoria con modificaciones de tipo Optico y posicional traslacional puedan reconocer que no
aparece la funcién exponencial. Finalmente, por medio de su aprehension discursiva las duplas
deberian expresar que la funcién exponencial no aparece para b = 1, o también puede darse el
caso que su respuesta sea que aparece la grafica de una funcion constante C(x) = 4. Se espera
también que alguna dupla pueda solo describir que se observa una linea horizontal que pasa por
el valor 4 en el eje Y, dado que aun no puede haber interiorizado el concepto de funcion.

En el sub-item 1aiii), a priori se espera que las duplas identifiquen la representacion
algebraica C(x) = 4b* y realicen una conversion del registro algebraico hacia el RGD, y por
medio de tratamientos en dicho registro muevan el deslizador b a valores negativos. Utilizando
el desarrollo de sus aprehensiones perceptiva y operatoria con modificaciones de tipo éptico y
posicional puedan reconocer si aparece o0 no la funcion exponencial. Finalmente, haciendo uso
del desarrollo de su aprehensién discursiva las duplas deberian indicar que no aparece la funcion
exponencial.

En el sub-item 1aiv), de igual manera, se espera que las duplas puedan reconocer
primero la representacion algebraica C(x) = 4b* y realizar la conversion desde el registro
algebraico hacia el RGD, donde puedan ubicar el dial en el valor b = 0, asi con el desarrollo de
sus aprehensiones perceptiva y operatoria con modificaciones de tipo éptico y posicional
traslacional puedan reconocer si aparece la grafica de la funcion exponencial. Asi, valiéndose de
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su aprehension discursiva es de esperar que las duplas expresen que no existe la grafica de la
funcién exponencial o también que solo describan que se aprecia una semirrecta que descansa
sobre el semieje positivo de las Y.

Cabe resaltar que lo mostrado por GeoGebra representa una limitacion del software, este
obstaculo puede llevar a confusion a los estudiantes podrian salvarla si comprueban lo que el
GeoGebra les dice. Sin embargo, se espera que esto no se de. Asi, si la base b = 0 la regla de

correspondencia de la representaciéon algebraica seria C(x) = 0%, x > 0, dado que si x = 0:
€(0) = 0° no esta definida en R, asimismo, si x < 0: C(x) = % se generaria una division entre 0

la cual no esta definida en R. Por tanto, esto se reflejaria como una funcion lineal constante a lo
largo del semieje positivo de las abscisas. Sin embargo, GeoGebra lo muestra como una recta

que descansa sobre el semieje positivo de las ordenadas, tal como se observa en la Figura 57.

Figura 57

Representacion Grafico-Dinamica de C(x)=4b* cuando b=0

En el sub-item 1av), se espera que las duplas en base a la nociéon que han logrado de
los sub-items anteriores puedan hacer uso de los resultados y responder que los valores de b

asociados a la funcion exponencial son b > 0y b # 1 o sus equivalentes.
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Analisis A Posteriori de los items 1ai, 1aii, 1aiii, 1aiv, 1av.

Dupla A. Para este analisis ha sido necesario revisar tanto lo escrito por la dupla en la
ficha de actividades como la grabacién de las voces en la interaccion y la grabacién de la pantalla
para observar y describir el fenémeno de estudio.

Para el sub-item 1ai, la Dupla A ingresé al enlace de GeoGebra en Linea que aparece
en la ficha de actividades, en su interaccibn mencionaron que la representacion algebraica
C(x) = 4b™ que se encuentra presenta un deslizador para la base b, asimismo, mientras ellos
movian el deslizador a valores positivos observaban las representaciones grafico-dinamicas que
aparecian. En este sentido, podemos hacer notar que la Dupla A, realizé una conversion del

registro algebraico al RGD de la funcién exponencial. Asi lo muestra la Figura 58.

Figura 58

Conversién del Registro Algebraico al RGD de la Funciéon Exponencial (Dupla A)

La Dupla A, realizaba alejamientos y cambios de posicidon para reconocer mejor la
representacion grafica de la funcidn exponencial y reconocieron que mientras aumentaba el valor
de b la funcién exponencial cambiaba de decreciente a creciente. Asi, podemos indicar que la
Dupla A desarrolld sus aprehensiones perceptiva y operatoria con modificaciones de tipo 6ptico
al alejar la grafica y con modificaciones de tipo posicional traslacional al mover el plano cartesiano

con la gréfica. A continuacion, la Figura 59.
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Figura 59

Crecimiento en la Representacion Grafica de la Funcion Exponencial (Dupla A)

Asimismo, la Dupla A da muestra de su aprehensién discursiva cuando escribieron que
mientras b aumentaba la funcion exponencial pasaba de ser decreciente a creciente. Mientras al
mover el dial de b, advirtieron que sus valores pasaban de niumeros mayores a 0 a valores mucho
mas grandes. Sin embargo, cabe resaltar que en la interaccién que esta dupla tuvo, se detuvieron
en b = 1, reconociendo que alli no aparece la representacion grafica de la funcién exponencial.

Presentamos la aprehension discursiva de la Dupla B para esta tarea en la Figura 60.

Figura 60

Aprehension Discursiva de la Funciéon Exponencial cuando b > 0 (Dupla A)

Para el sub-item 1aii) la Dupla A debe reconocer la existencia o no de la representacion
grafica de la funcion exponencial cuando b = 1. En su interaccion se observé que volvio a
reconocer la representacion algebraica C(x) = 4b* en la Vista Algebraica de GeoGebra en Linea
se produjo entonces la conversion del registro algebraico al RGD, la Dupla A comenzé a realizar
tratamientos al mover el dial del deslizador. Luego, lleva el dial a 1, también se produjeron
tratamientos con deslizador. Entonces, la Dupla A, coloca el deslizador a 1, como se muestra en,

la Figura 61 muestra el momento en que la Dupla A ubica el deslizador b en el valor 1.
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Figura 61

Tratamientos con Deslizador de la Funcion Exponencial cuando b = 1 (Dupla A)

La Dupla A ha desarrollado su aprehension operatoria con modificaciones de tipo 6ptico

cuando realiza alejamientos con la herramienta alejar ° y modificaciones de tipo posicional

traslacional cuando realizé cambios de posicion del plano cartesiano utilizando la herramienta

Mueve ) o que les ha permitido reconocer que no aparece la funcién exponencial. La Figura

62, muestra la aprehension discursiva para la funcién exponencial.

Figura 62

Aprehensién Discursiva de la Funciéon Exponencial cuando b = 1 (Dupla A)

Lo que observamos en la Figura 62 es que la Dupla A menciona que no existe funcién
exponencial, ello en virtud al conocimiento que tienen sobre su grafica. Es curioso que la Dupla
A no menciona a la funcién constante en este apartado a pesar que la ve. Esto nos hace pensar
que hace falta reconocer a algunas funciones especiales como la funcion constante f(x) = A.

Para el sub-item 1aiii) la Figura 63 muestra que la Dupla A fijé su atencion nuevamente
en la representacion algebraica de la funcidon exponencial C(x) = 4b* y realiz6 su conversion del

registro algebraico al RGD, alli observan la representacion grafica cuando empiezan a mover el
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deslizador b a valores negativos una y otra vez, lo que coincide con la conducta esperada

ademas de estar haciendo tratamientos en el RGD.

Figura 63

Conversion de la Funcién Exponencial del Registro Algebraico al RGD para b < 0 (Dupla A)

En la Figura 64, se observa que se producen acciones esperadas cuando la Dupla A se
detiene en algunos valores negativos y por medio del desarrollo de su aprehension perceptiva y
operatoria, realizan tratamientos a través de modificaciones 6pticas cuando acercan y alejan la

Q

vista grafica mediante la herramienta y modificaciones posicionales de tipo traslacional

cuando mueven el plano cartesiano con la herramienta £l para lograr reconocer si aparece o ho

la funcién exponencial para valores donde b < 0.

Figura 64

Aprehension Operatoria con Modificaciones Optica y Posicional (Dupla A)

En la Figura 65, se puede apreciar que la Dupla A reconocié las caracteristicas propias

de la funcidn exponencial cuando la base b < 1, en el desarrollo de su aprehension perceptiva y
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operatoria explicada lineas arriba, con un comportamiento esperado desarrollé su aprehension
discursiva al indicar que la grafica de la funcién exponencial no aparece cuando b tiene valores

negativos.

Figura 65

Aprehension Discursiva de la Funciéon Exponencial para b < 0 (Dupla A)

En relacion al sub-item 1aiv) junto a la revisién de las interacciones de la Dupla A,
presentan un reconocimiento de la representacion algebraica C(x) = 4b* al ser mencionada por
sus integrantes al momento de buscar la funcién exponencial en su representacién grafica
produciéndose una conversion del registro algebraico al RGD.

La Figura 66, muestra el tratamiento con deslizador realizado por la Dupla A, al mover el

dial que representa a b al valor 0.

Figura 66

Tratamientos con Deslizador de la Funcion Exponencial cuando b = 0 (Dupla A)

La Figura 67 muestra la respuesta de la Dupla A. Hay evidencia en la comunicacién que

sostienen los integrantes de la Dupla A al dar cuenta que no aparece la funcién exponencial, solo
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una linea vertical. Fue esto ultimo que escribieron, sin embargo, no deja de ser valido reconocer
en la Dupla A que llegaron a una respuesta esperada y ademas podemos indicar que hubo
desarrollo en su aprehension discursiva, dado que reconocieron que no se presenta la funcion

exponencial.

Figura 67

Aprehensién Discursiva de la Funciéon Exponencial cuando b = 0 (Dupla A)

En relacion al sub-item 1av), la interaccion de la Dupla A consistié en regresar al
GeoGebra y reconocer nuevamente la representacion algebraica C(x) =4b* y su
correspondiente representacién grafico-dinamica. Observamos que han realizado una
conversion del registro algebraico al RGD, para que por medio de tratamientos con el deslizador
que representa a b reconozcan la aparcion o no de la funciéon exponencial por los valores de b
que indican los sub-items 1ai), 1aii), 1aiii) y 1aiv). Entonces, los estudiantes de esta dupla
expresan que los valores de b son mayores a 1 para la existencia de la funciéon exponencial.
Cabe resaltar que la Dupla A no expreso que los valores de b > 0, pensamos que esto puede
superarse en la medida que los estudiantes exploren las caracteristicas propias de la funcion
exponencial lo que incluye también sus restricciones.

A continuacién, la Figura 68 muestra la aprehension discursiva de la Dupla A,

correspondiente al sub-item 1av).

Figura 68

Aprehensién Discursiva de la Funciéon Exponencial (Dupla A)

Dupla B. La dupla empezo la solucion al item 1a, segln se aprecia en la grabacion en

video, ingresaron a GeoGebra a través del enlace dado en la ficha de trabajo, que también la
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tenian de manera virtual en formato pdf. Una vez en este ambiente de representaciones dinamica
pasaron a resolver el sub-item 1ai, reconocieron la representacion algebraica de la funcion
C(x) = 4b”™ en la vista algebraica, asi como también identificaron el deslizador b como la base
de la funcion dada. Luego, se produjo la conversion desde el registro algebraico al RGD, asi
movieron el deslizador para buscar qué sucede con esta ultima representacion de la funcion
exponencial. Cuando la base b toma valores positivos, se produjeron conversiones del registro
algebraico al RGD y viceversa, ademas de transformaciones de tratamientos con deslizador en
el RGD de la familia de funciones C(x) = 4b*. Asi, los estudiantes de la Dupla B

expresaban en primer término que buena parte de la grafica estaba sobre el primer cuadrante,

luego a través de modificaciones posicionales y opticas utilizaron la herramienta Mueve y

la herramienta Alejar ° o Acercar . del GeoGebra, mediante su aprehensién perceptiva y
operatoria lograron advertir que la grafica se extiende por todo el primer y segundo cuadrante,
ademas, reconocen por medio de su aprehension perceptiva que, la grafica toma dos posiciones
distintas; en particular cuando b > 1, la posicion de la grafica la identifican como creciente, sin
embargo, para la posicion decreciente asumen que su valor corresponde de 0 a 1. Creemos que
esto ultimo no se ha resuelto para los estudiantes, dado que no tomaron detalle respecto a lo
que sucede en b =0y b = 1. Pensamos que luego de resolver los siguientes sub-items podran
reconocer y definir finalmente cuando la funcién es creciente y cuando es decreciente. A

continuacion, mostramos la aprehension discursiva de la Dupla B al sub-item1ai en la Figura 69.

Figura 69

Aprehension Discursiva de la Funciéon Exponencial cuando b > 1 (Dupla B)

En relacién al desarrollo del sub-item 1aii, la Dupla B utilizé la representacion algebraica
dada de la funcion exponencial C(x) = 4b*, produciéndose una conversién del registro
algebraico al RGD. Asi, se enfocaron en la vista grafica del GeoGebra para reconocer qué sucede
cuando b = 1. La dupla haciendo uso de su aprehension perceptiva y operatoria observo y

expresd que aparecia una linea recta en forma horizontal, algo que esta en nuestro analisis a
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priori. Esto nos hace suponer que aun el concepto de funcion constante no esta del todo
interiorizado. Ademas, reconocieron que esta representacion grafica pasa por el punto 4 del eje

y. Presentamos el desarrollo de la Dupla B en la Figura 70.

Figura 70

Aprehension Discursiva cuando b = 1 (Dupla B)

Para el desarrollo del sub-item 1aiii, la Dupla B nuevamente utilizé el deslizador que
representa a los valores de la base b reconociendo la representacion algebraica de la funcion
exponencial C(x) = 4b*, los movio para valores negativos produciéndose tratamientos entre las
representaciones algebraica y grafica-dinamico y conversiones entre el registro algebraico y el
RGD. En un primer momento los estudiantes de la Dupla B pensaron que se habian equivocado,
dado que no se veia alguna representaciéon grafica. Luego, por medio de su aprehension
perceptiva y operatoria realizaron modificaciones de tipo éptico y posicional con las herramientas
Mueve y Acercar o Alejar para reconocer si aparece alguna grafica, asimismo, utilizaron la opcion
Ver todos los objetos y no encontraron grafica alguna. Finalmente, lograron a través de su
aprehensién perceptiva y discursiva expresar que no existe la funcién exponencial cuando b < 0.
En esta parte los estudiantes confunden y piensan que la funcién exponencial esta en la
representacion grafica y es pertinente aclarar que la representacion grafica es solo una parte. A

continuacion, la Figura 71, muestra la respuesta de la Dupla B.

Figura 71

Aprehension Discursiva cuando b < 0 (Dupla B)

Para el desarrollo del sub-item 1aiv, la Dupla B sigui6 la indicacién de esta parte, la de

expresar qué sucede con la representacion grafica de la funcién exponencial cuando b = 0. La
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Dupla B reconocié la representacion algebraica C(x) = 4b* y movi6 el deslizador que representa

a la base b hacia el valor 0, se produce una conversion desde el registro algebraico al RGD y

utilizando su aprehensidn operatoria utilizd las herramientas Mueve % y la herramienta Alejar

o Acercar @ del GeoGebra y por medio de su aprehensiéon perceptiva en el RGD
reconocieron que aparece una recta en el eje Y. Aqui no hubo precisién dado que lo que se
esperaba es que respondieran que se ve una recta en el semieje positivo de las Y, podemos
pensar que su aprehension discursiva no fue la mejor. Ocurrié algo singular en esta dupla, luego
de responder, repasaron las respuestas de cada sub-item desarrollado hasta el momento,
finalmente agregaron a su respuesta que no existe funcidon exponencial para este sub-item.
Podemos reconocer que los estudiantes de esta dupla no conjeturaron si realmente la
representacion algebraica obtenida como € (0) = 4b° produce una recta vertical, solo se limitaron
a describir lo que observaron. Esto nos hace pensar que los estudiantes requieren de un trabajo
de analisis del objeto matematico funcion para llegar a estos razonamientos. Mostramos en la

Figura 72 la respuesta al sub-item 1aiv.

Figura 72

Aprehension Discursiva cuando b = 0 (Dupla B)

Para el desarrollo del sub-item 1av, la Dupla B teniendo ya una mirada general de lo que
realizd, no le resultdé complejo darse cuenta, en su interaccién expresaron que “los valores que
asume la base b son positivos” y escriben en la ficha que son mayores a 0 y diferentes a 1. Asi

lo muestra la Figura 73.

Figura 73

Aprehension Discursiva para Valores de b (Dupla B)
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En conclusién, la Dupla B identificd las representaciones algebraicas que se producian
en C(x) = 4b* para diversos valores que asume la base b, asi también reconoce las diversas
representaciones graficas de la funcion exponencial en su mayoria, se producen conversiones
desde el registro algebraico con la expresion C(x) = 4b* hacia el RGD la cual se realiza también
en sentido inverso al ir reconociendo mediante sus aprehensiones perceptiva y operatoria lo que
sucede con la representacion grafico-dinamica de la funcion exponencial. Podemos indicar que
usaron su aprehension perceptiva para identificar la existencia o no de la funcién exponencial, lo
cual ocurrié en la mayoria de las respuestas. En cuanto a la aprehension operatoria, si hay
evidencia en las grabaciones de video de las herramientas utilizadas para reconocer
caracteristicas de la funcién exponencial. De igual modo, la Dupla B ha reconocido
caracteristicas de la funcion exponencial las que por medio de su aprehension discursiva ha
podido escribir con lo que hay evidencia de desarrollo de la funcidén exponencial.

El profesor-investigador intervino para aclarar definiciones y conceptos cuando las duplas
han terminado el desarrollo de este apartado. Asi, les preguntd: ¢ por qué b no puede ser 07, los
estudiantes utilizando el GeoGebra respondieron que “no aparece la funciéon exponencial, solo
una recta vertical’. El profesor-investigador responde: ¢,alguno se tomo el tiempo de comprobarlo
algebraicamente? Y el docente desarrollé la expresion C(x) = 4b* para cuando b = 0 explicando
qué sucede con valores negativos y con el valor 0 en la variable independiente. Expresando que
GeoGebra puede tener algunas limitaciones en ciertos casos.

Analisis A Priori del item 1b. En el item 1b), se espera que alguna dupla pueda partir
del registro algebraico, hacer tratamientos para encontrar el valor de € (0):

C(x)=4b* , b>0,b+1

C(0) = 4b°
C(0) = 4(1)
C(0) =4

O también, mediante tratamientos de la funcién C(x) = 4b* con el uso del deslizador para
la base b puedan reconocer en el RGD mediante su aprehension perceptiva, que el valor C(0)
representa al valor en el punto de abscisa 0 que resulta en la vista grafica es el punto de corte
con el eje C(x) y no cambia a pesar de los diversos valores que tiene b para la funcidon
exponencial. Finalmente, utilizando su aprehension discursiva se espera que expresen que el
valor 4 no cambia a pesar de los diversos valores que pueda tomar b para la funcién

exponencial.
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Analisis A Posteriori del item 1b.

Dupla A. Esta dupla utiliza el GeoGebra en linea para encontrar si el valor C(0) cambia.
Se produce la conversion del registro algebraico al RGD y viceversa al realizar tratamientos con
el deslizador b moviéndolo para valores positivos y diferentes de 1, generando otras
representaciones grafico-dinamicas y mediante su aprehensién perceptiva y operatoria con
modificaciones de tipo 6ptico como el acercamiento o alejamiento y de tipo posicional de
traslaciéon mediante la herramienta Mueve, reconocen que el valor C(0) representa al valor de la
funcién en el punto 0 y observan que es 4 y éste no cambia, algo que tomamos como un
comportamiento esperado en nuestro analisis a priori. Podemos ver su respuesta en lo que

respecta a su aprehension discursiva en la Figura 74.

Figura 74

Aprehension Discursiva Sobre la Funcién Exponencial - Dupla A

Dupla B. Esta dupla utilizé también el GeoGebra en linea para reconocer si el valor €(0)
cambia o no para diferentes valores de b en la expresion C(x) = 4b*. La dupla en la grabacién
de video y audio se observa que reconocen la representacion algebraica de la funcién
exponencial C(x) = 4b*, manipula el deslizador b por diversos valores tanto positivos como
diferentes a 1, produciéndose la conversion del registro algebraico al RGD y viceversa, ademas,
realizando tratamientos con deslizador a la representacion grafico-dindamica. Asi, los estudiantes
reconocen a C(0) como el valor de la funcidén cuando la variable independiente es 0, ademas,
por medio de su aprehension perceptiva y operatoria reconocen dicho valor; en las interacciones

que tienen expresan “jmira, siempre es 4!” ello revela también el uso de su aprehension

discursiva. Ello lo observamos en la Figura 75.

Figura 75

Aprehension Discursiva Sobre la Funcion Exponencial - Dupla B
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En suma, podemos indicar que ambas duplas han utilizado la conversién producida del
registro algebraico al RGD y viceversa, el uso de transformaciones tipo tratamientos con
deslizador en el RGD les permite reconocer con el desarrollo de sus aprehensiones perceptiva,
operatoria que a diferentes valoresde b > 0y b # 1 el valor de la funcién en x = 0 es siempre 4,
manifestado por un desarrollo de su aprehension discursiva. Podemos sefialar que ambas duplas

han realizado conversiones y desarrollo de aprehensiones evidenciando comprension.

Analisis A Priori del item 2a.

En el item 2a), se espera que las duplas puedan en primer lugar realizar la conversion
del registro en lengua natural al registro algebraico asociado al estudio de la poblacién en dos
regiones de China.

Asi, reconocen para la primera regién que el primer censo realizado es el valor inicial en
la poblacién igual a 1 000 personas. Al leer la frase “este nimero se ha ido duplicando por afno”,
con las nociones aprendidas en la actividad 1, reconocen que la base de la funcion es 2,
asimismo, este valor les debe indicar que la funcién a construir es de crecimiento exponencial.
Finalmente, mediante el reconocimiento de la formacion en el registro algebraico proceden a
escribir: P;(t) = 1000 - 2¢.

Para la segunda region de China, se espera que las duplas reconozcan como valor inicial
aquel que proviene del primer censo realizado tomandolo como 64 000 pobladores. Al leer la

frase “este niumero baja a la mitad con respecto al afio anterior”, usando las nociones aprendidas
.. P . 1 . 1
en la actividad 1, reconocen que la base de la funcién exponencial es b ademas, 0 < 5 < 1, se

espera que las duplas con ello logren identificar que el decrecimiento de esta poblacion.

Finalmente, mediante el reconocimiento de la formacion en el registro algebraico proceden a
- 1\t

escribir: P,(t) = 64000 - (E) .

Luego, un comportamiento esperado es que las duplas logren la conversion desde el
registro algebraico al registro grafico cuando dibujen las funciones exponenciales a lapiz y papel.
Para ello, se espera que tomen una de las regiones, por ejemplo, la regién 1 y realicen
tratamientos en la representacién algebraica para obtener algunos de los pares ordenados que
les ayuden a graficar la funcién exponencial.

Una dificultad esperada es que las duplas al inicio no reconozcan que la grafica solo esta
en el primer cuadrante. Sin embargo, al realizar la grafica con los puntos que encuentren se
espera que alguna dupla reconozca que el dominio de la funcién pertenece al primer cuadrante

porque la variable tiempo en afios empieza de 0.
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Asi, una solucion esperada es elaborar una tabla de valores a partir del calculo:
Parat =0 - P;(0) =1000-2° - P,;(0) =1000-1 — P;(0) = 1000
Parat =1—- P;(1) =1000-2! - P,(1) =1000-2 — P,(1) = 2000
Parat =2 - P;(2) =1000-22 - P,;(2) = 1000 -4 — P,(2) = 4000
Parat =3 - P;(3) =1000-23 - P,;(3) =1000-8 — P;(3) = 8000
Parat =4 - P;(4) =1000-2* - P;(4) = 1000-16 — P;(4) = 16000
Parat=5- P;(5) =1000-2° - P;(5) = 1000-32 — P,(5) = 32000
Parat=6— P;(6) =1000-2% — P;(6) = 1000 -64 — P;(6) = 64000

Construyen la tabla:

t 0 1 2 3 4 5 6

P (t) 1000 2000 4000 8000

16000 32000 64000

Luego, se espera que las duplas tomen la region 2 cuya representacion algebraica es

t
P,(t) = 64000 - G) y consigan los puntos de la funcion que les permitan graficarla a lapiz y

papel. Nuevamente, una dificultad esperada es que las duplas inicialmente no reconozcan que
la grafica de la funcion solo tomara el primer cuadrante dado que el tiempo tiene valores positivos
y empieza en 0. Sin embargo, luego de colocar los puntos que ellos elijan se espera que logren
identificar la grafica de la funcion en el primer cuadrante.

Asi, el comportamiento esperado es:
0
Parat =0 — P,(0) = 64000 - (%) — P,(0) = 64000 -1 — P,(0) = 64000

1
Parat=1- P,(1) = 64000 - (%) > P,(1) = 64000 -1 > P,(1) = 32000

2
Parat=2— P,(2) = 64000 - (% — P,(2) = 64000 -

AR

- P,(2) = 16000

Parat =3 - P,(3) = 64000 - - P,(3) = 64000 -

- P,(3) = 8000

Parat =5 - P,(5) = 64000 -

Parat = 4 —» P,(4) = 64000 - (
( = P,(5) = 64000 - = - P,(5) = 2000

)

" L Py(4) = 64000 -1 - P,(4) = 4000
) 16

)

)

Parat =6 - P,(6) = 64000 - - P,(6) = 64000 -é - P,(6) = 1000

Construyen la tabla:

t

0

Py (t)

64000

32000

8000

4000

2000

1000
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Luego de este proceso, se espera que alguna dupla reconozca la variable independiente
como continua y que la respuesta para las representaciones graficas que modelan el crecimiento

y decrecimiento poblacional de dos regiones de China sea el que se muestra en la Figura 76.

Figura 76

Representacion Grafica de los Modelos Poblacionales en Dos Regiones de China

La Figura 76, muestra finalmente la conversion desde el registro tabular al registro grafico
que se espera realicen las duplas para la funcién que modela la poblacién de dos regiones en
China.

Analisis A Posteriori del item 2a.

Dupla A. La dupla empieza leyendo el enunciado y buscando comprender el contexto,
trata de identificar una relacién entre los datos y lo que se pide hallar. En su interaccion,
reconocen que hay dos poblaciones cada una perteneciente a una region distinta de China.
Identifican que una regién va duplicando su valor. En este punto, la dupla recordé lo que se hizo
en el problema de las bacterias y reconocié que el problema esta refiriéndose a una funcién
exponencial. Identifican que la expresion que permite la regla de correspondencia tiene la forma
C(x) = A-b* y escriben f(x) = 1000 - 2* es en este momento que se produce la conversion
desde el registro en lengua natural al registro algebraico de la funcion exponencial. Ademas, para
la otra regidn, identifican del mismo modo los elementos de la funcion exponencial que aparecen

en su representacion en lengua natural para realizar la conversion desde el registro en lengua
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64000
2x

natural hacia el registro algebraico escribiendo g(x) = es curioso notar esta

representacién, que no estaba en nuestro analisis a priori. Pensamos que, como por cada afio la
poblacion en esta region resulta ser la mitad de la del afo anterior, consideraron dividirla entre
un factor cuya potencia es 2. Asi, convienen que, para determinar la grafica de la funcion es
necesario obtener puntos para cada regla de correspondencia por region, realizan tratamientos
en la representacién algebraica por medio de calculos, determinando una tabla de valores. Asi,
se produce la conversion desde el registro algebraico hacia el registro tabular de la funcién
exponencial. Para Duval (2006), la conversién y el tratamiento forman pieza importante en la
resolucion de problemas, pues el tratamiento permite finalmente hacer el cambio de registro mas
adecuado.

Luego, colocan los puntos sobre la cuadricula para una regién y luego para la otra.
Comentan que debido a que la poblacién cambia con el tiempo deben utilizar una linea continua
que pase por dichos puntos: con ello se reconoce la variable didactica tiempo de naturaleza
continua. Se observa que en la ficha de actividades la dupla llegé también a colocar los rétulos
para los ejes coordenados; numero de habitantes y tiempo en afios. Asi, se produce la conversion
desde el registro tabular hacia el registro grafico. Presentamos el desarrollo de este item en la

Figura 77.

Figura 77

Transformaciones de la Funcién Exponencial para el item 2a - Dupla A
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Finalmente, podemos mencionar que la Dupla A identific6 desde el enunciado de la
situacion la representacion en lengua natural de la funcion exponencial. Asimismo, realizdé una
conversion desde el registro en lengua natural hacia el registro algebraico al escribir la
representacion algebraica por medio de la regla de correspondencia que pertenece a la cantidad
de habitantes en funcién al tiempo en afios por cada region de China. La Dupla A, hizo
tratamientos en la representacion algebraica para determinar los puntos correspondientes a cada
modelo poblacional que le permita construir una tabla de valores produciéndose la conversion
desde el registro algebraico hacia el registro tabular. Por ultimo, al colocar los puntos que
corresponden al modelo poblacional de cada regién en la cuadricula, rotulando los ejes, se
produce la conversion desde el registro tabular hacia el registro grafico.

Dupla B. Para este apartado, la dupla al igual que la anterior, empieza por comprender
el enunciado buscando alguna relacion entre los datos y lo solicitado. En un primer momento les
dificultaba reconocer la representacion de la funcion exponencial en el registro de lengua natural.
Sin embargo, el docente tuvo que intervenir para preguntarles: ;como se entiende la expresion
“este numero se ha ido duplicando por afio” y la expresion “este numero baja a la mitad con
respecto al afio anterior?, ;tiene alguna relacién con el problema del crecimiento de bacterias?
La dupla empezé a recordar qué es lo que se relacionaba en esa situacion del crecimiento de
bacterias e identificaron que se generaba un modelo exponencial. Asi, en sus interacciones se
percibe que reconocen la forma de su representacion algebraica como f(x) = A - b*. Identificaron
al valor A como la cantidad inicial que para el primer caso corresponde a la poblacién de 1 000
personas. Luego, la base b como el factor que multiplica, que para el caso es 2 porque la cantidad
de habitantes se duplica cada afio y escriben f(x) = 1000 X (2)*. Lo mismo hicieron para la

segunda regién a la que llamaron Region B, identificaron el valor inicial 64000 habitantes y el

X
valorde labase b = % escribiendo h(x) = 64000 x G) . Con ello se produce la conversién desde

el registro en lengua natural al registro algebraico. Posteriormente, se produce la formacién de
la tabla de valores a partir del hecho que en la Region A, a la que asi llamaron, el valor de la
funcién era el doble de aquel que corresponde al afio anterior, finalmente se la conversién desde
el registro algebraico hacia el registro tabular. Del mismo modo, en la Regién B, advirtieron
también que lo Unico que tendrian que hacer para obtener los valores de esta funcién era de
extraer la mitad a cada afo en relacion al anterior, produciéndose la formacién y la conversion
desde el registro algebraico hacia el registro tabular. Finalmente, colocaron los puntos en la
cuadricula y los unieron con lineas continuas. En la interaccion no se comenta si el trazo realizado

tiene que ver con la variable independiente tiempo, sin embargo, suponemos que ello ha sido
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tomado en cuenta al momento de formar la representacion grafica. Advertimos que cada
representacion grafica de la funcién exponencial no tiene un nombre que la identifique, pero
podemos concluir que la referencia para cada una la obtenemos de las representaciones
algebraicas escritas como f(x) y h(x). Otro aspecto a resaltar, es que el eje de la variable
dependiente esté con el nombre f(x) en vez de f(x); h(x), por ejemplo, o solo con el nombre
cantidad de habitantes. Creemos que esta omision no es evidencia de confusion de una funciéon
con otra, dado que en la interaccidon se menciona a la funcion h la que sera pintada de color rojo
ello nos hace pensar que la dupla tiene claro que la funcion f no es igual a la funciéon h. En ese
sentido, se logra producir la conversion desde el registro tabular hacia el registro grafico para

ambas regiones. Asi lo evidencia la Figura 78.

Figura 78

Transformaciones de la Funcion Exponencial - Dupla B

Concluimos sobre los comportamientos observados en la Dupla B, que identificaron los
registros de lengua natural en el enunciado con dificultades, identificaron el registro algebraico al
lograr reconocer la representacion algebraica de la funcion exponencial, la representacion tabular
y la representacion grafica. Realizaron conversiones, primero del registro en lengua natural al
registro algebraico, hicieron tratamientos en la representacidn algebraica al conseguir los valores
iniciales y acciones de formacion de la tabla para cada regién, produciéndose la conversion

desde el registro algebraico hacia el registro tabular. Finalmente, al graficar las funciones
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exponenciales para cada modelo poblacional de dos regiones de China, la dupla consigui6
realizar la conversion desde el registro tabular hacia el registro grafico.
Resultados de la Parte Experimental

Durante el proceso de la parte experimental en nuestra investigacion, logramos aplicar el
marco tedrico propuesto; la Teoria de Registros de Representacion Semidética de Duval (2006) y
la configuracién del RGD de Pefialoza y Salazar (2018), lo que nos ofrecié herramientas para
realizar el analisis de los resultados de la investigacién tomando en cuenta las fortalezas,
debilidades y obstaculos que se han presentado en los comportamientos de los sujetos para el
desarrollo de las actividades.

Durante nuestra experimentacion encontramos limitaciones en el uso de GeoGebra en
linea, que influyeron en cierta medida en la comprension de algunas caracteristicas como, por
ejemplo, la base b del modelo exponencial f(x) = A - b*, dado que, cuando la b = 0 GeoGebra
en linea muestra una linea en el semieje positivo de la variable dependiente, algo que los
estudiantes aceptaron confiados en que el software no tiene limitacion alguna, ademas, ello
tampoco anim6é a comprobarlo de forma analitica. Consideramos que para futuras
actualizaciones mejorara la precision de GeoGebra lo que permitira aprovechar de mejor manera
sus utilidades en investigaciones préximas.

En relacion a la Actividad 1, requirié en primer momento el uso de papel y lapiz con el
objetivo que los estudiantes puedan reconocer el modelo exponencial partiendo de su
representacion en lengua natural, realizando la conversién desde el registro en lengua natural
hacia el registro tabular. Luego, utilizar GeoGebra en linea para buscar aspectos del dominio y
rango en el ARD por medio de las aprehensiones perceptiva, operatoria y discursiva, finalmente
realizar la conversion desde el registro tabular hacia el registro grafico. Por ultimo, mediante el
uso de lapiz y papel con las nociones anteriores partir de una situacién de contexto
extramatematico como es el crecimiento de venados en una regién de Africa, representada
graficamente, buscar el modelo de representacion algebraica produciéndose la conversion del
registro grafico al registro algebraico, el cual estaria acompafiado de su dominio, reconociendo
la naturaleza discreta de la variable tiempo para este caso.

En cuanto a los objetivos de la investigacion se han cumplido los 3 objetivos especificos
de nuestra investigacién. Se ha identificado los registros en lengua natural, algebraico, grafico y
grafico-dinamico de la funcion exponencial realizado por ambas duplas. Asi también, se han
producido conversiones desde el registro de lengua natural hacia el registro tabular, luego
tratamientos en la representacion tabular. En este punto, la Dupla A no presentd el valor inicial

de la cantidad de bacterias como potencia de 2, sin embargo, si lo hizo con todos los demas
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valores de la tabla. Posteriormente, se ha producido en el RGD aprehensiones perceptiva,
operatoria y discursiva para describir caracteristicas del dominio y rango de la funcién
exponencial reproduccién de bacterias. Ademas, las duplas realizaron la conversion desde el
registro tabular hacia el registro grafico. Aqui, podemos indicar que la Dupla B tuvo dificultades
para graficar la funcién exponencial como una linea continua y la dibujo con segmentos de recta,
desarrollando de forma incompleta su aprehension perceptiva. Luego, ambas duplas realizaron
correctamente la conversioén del registro grafico al registro algebraico al resolver un problema de
contexto extramatematico relacionado al crecimiento de venados.

La Actividad 2, tuvo como objetivo que mediante el uso del GeoGebra en linea los
estudiantes puedan reconocer los valores que toma la base b de la funcién exponencial
C(x) = 4b™ para conocer el intervalo que corresponde a la funciéon exponencial. Ambas duplas
realizaron conversiones del registro algebraico al RGD utilizando sus aprehensiones perceptiva,
operatoria y discursiva dieron respuesta a los valores que asume b para que la funcién
exponencial exista. Es de mencionar que se presentd una limitacion de GeoGebra en linea
cuando se busco observar en la vista grafica si C(x) = 4 - 0%, donde el ARD lo presentaba como
una semirrecta que descansa sobre Y. Por ultimo, las duplas con las nociones aprehendidas
hasta el momento, realizan un problema de contexto poblacional para dos regiones de China
produciéndose conversiones desde el registro en lengua natural hacia el registro tabular, de esta
hacia la representacion en pares ordenados para conseguir la correspondencia con la
representacion grafica para ambas poblaciones.

En relacién a los objetivos de nuestra investigacién, podemos indicar que se llegaron a
cumplir. Ello en virtud a que en los items desarrollados por las duplas se identifican los registros
grafico-dinamico, el registro algebraico y el registro en lengua natural. Asimismo, las duplas han
logrado en general realizar un desarrollo de aprehensiones perceptiva, operatoria y discursiva
bastante cercanos a lo esperado. Ambas duplas no lograron reconocer a la funcién constante en
el sub-item 1aii, diferenciandola de la funcién exponencial. Para el desarrollo del problema de
contexto extramatematico, donde se entiende que las duplas han podido recoger las nociones
necesarias de la funcidon exponencial, de ambas duplas, fue la Dupla B la que vacilaba en
reconocer en el registro de lengua natural la expresién “este niumero se ha ido duplicando por
ano” o “este numero baja a la mitad con respecto al afo anterior”. Sin embargo, cuando el
profesor-investigador intervino a manera de preguntas con lo que la Dupla B logré realizar la
conversion del registro en lengua natural al registro algebraico. Ademas, ambas duplas realizaron
tratamientos en el registro algebraico y la conversion desde el registro algebraico hacia el registro

tabular al elaborar la tabla de valores para el problema del item 2. Finalmente, lograron también
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la conversion desde el registro tabular hacia el registro grafico cuando representaron a la funcién
exponencial en la cuadricula del plano cartesiano utilizando algunos de los valores de la tabla

para ubicarlos y trazar la grafica.
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CONSIDERACIONES FINALES

En esta seccién realizaremos una reflexion a la luz de los aspectos mas importantes de
la investigacion como son los antecedentes de investigacion y la justificacion, el marco tedrico y
los aspectos metodoldgicos, la pregunta de investigacion y el objetivo general, la parte
experimental y las perspectivas futuras.

En relacién a los Antecedentes e Investigaciones de Referencia y la Justificacion

Tomando como base los antecedentes y la justificacion de nuestra investigacion,
podemos mencionar que los estudiantes presentan dificultades en el aprendizaje de la funcién
exponencial, especificamente, estudiantes de quinto afio de educacién secundaria. Ello se debe
a que los estudiantes trabajan mayormente en el registro algebraico, dado que el docente prioriza
este registro al desarrollar sus sesiones de clases. Ademas, las investigaciones de referencia
senalan la importancia que tiene el uso de contextos extramatematicos y el uso de ambiente de
representaciones dinamicas para mejorar la comprensiéon del objeto matematico funcién
exponencial.

En nuestra investigacion los estudiantes desarrollaron actividades a papel y lapiz, por otro
lado, en un ambiente de representacion dinamica como GeoGebra y tuvieron oportunidad de
resolver problemas de contexto extramatematico relacionados a la funcién exponencial. Ello
ayudo a que se acercaran a la comprension de la nocién de este objeto matematico desde la
teoria de Duval (2006). Sin embargo, este acercamiento no se dio de manera inmediata, fue
necesaria la intervenciéon del docente-investigador para permitir que los estudiantes puedan
asimilar caracteristicas y propiedades de la funcién exponencial a través de preguntas puntuales.
Esperamos que nuestra investigacion se convierta en un aporte para poder acercar al estudiante
al concepto de funcion exponencial mediante la comprensién de sus caracteristicas y
propiedades en un ARD y su posterior aplicacién en problemas de contexto extramatematico.
En Relacién al Marco Teérico y Metodolégico

Pensamos que la Teoria de Registros de Representacion Semidtica de Duval (2012)
como marco tedrico de base, apoyado de la reconfiguracion tedrica para el Registro Grafico
Dinamico de Pefialoza y Salazar (2018), han permitido explicar la manera como se realiza la
actividad matematica en los estudiantes agrupados en duplas. Asi, las transformaciones
semidticas entre los registros en lengua natural, tabular, algebraica y grafica, han permitido
analizar los comportamientos en la actividad matematica de los estudiantes al desarrollar la
Actividad 1. Ademas, las conversiones del registro algebraico al RGD vy viceversa utilizando el

GeoGebra en linea, asi como la conversion del registro en lengua natural al registro algebraico,
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la conversién del registro algebraico hacia el registro tabular y finalmente de este ultimo hacia el
registro grafico, permitié explicar la actividad matematica de las duplas en la Actividad 2. Mencién
también la valiosa ayuda de GeoGebra en linea para que los estudiantes puedan desarrollar sus
aprehensiones en el RGD: perceptiva, operatoria y discursiva que articuladas convenientemente
han permitido puedan resolver situaciones y acercarse a comprender la nociéon de funcion
exponencial.

En relacion al método de la Ingenieria Didactica, ha sido el mas adecuado dado que al
desarrollarse en sus 4 fases: analisis preliminar, concepcion y el analisis a priori, experimentacion
y analisis a posteriori y validacion, nos ha permitido poder hacer un analisis de la actividad
matematica que realizaron los estudiantes en el desarrollo de las actividades para comprender
la nocién de funcion exponencial, tal como nos dice Duval (2017), “No hay noesis sin semiosis,
no hay pensamiento matematico sin transformacion de las representaciones semidticas,
cualesquiera que sean” (p. 22). En el analisis preliminar logramos comprender la dimensién
epistemolégica para reconocer cémo se ha ido formando el concepto de funciéon exponencial que
empezd asociado a la inversa de la funcion logaritmo, siendo este hecho usado también en
nuestra Actividad 1. La dimension cognitiva que esta apoyada en las investigaciones de
referencia que dan cuenta de las dificultades para la comprension de la funcién exponencial, las
mismas que pasan por solo el trabajo en el registro algebraico o la conversion desde este registro
hacia el registro grafico, sin considerar en general otros cambios de registro. Asimismo, el
conocimiento del objeto matematico a través de textos de matematica formales. La dimension
didactica, donde se analizaron los textos que manejan los estudiantes en el bachillerato
internacional para el curso de Matematica: Aplicaciones e Interpretacion Nivel Medio, dan cuenta
de que se empieza mostrando la concepcién de la funcién exponencial a través de problemas
agrupados por temas como el financiero, el biolégico, el médico, entre otros.

En Relacion al Objetivo General y la Pregunta de Investigaciéon

Se han logrado cumplir los tres objetivos especificos de la investigacion en el desarrollo
de las actividades que realizaron los estudiantes en la experimentacion:

Identificar los registros de representacién semiébtica de la funcién exponencial que utilizan
estudiantes de quinto de secundaria.

En nuestra investigacion en el apartado 1.3 Aspectos de la Teoria de Registros de
Representaciéon Semiética, hemos definido los registros de representacion que utilizaremos para
la funcion exponencial. Ello nos ha permitido tener el fundamento teérico que ayudo a disefiar
los items para las actividades. En las actividades en que formaron parte estudiantes agrupados

en las Duplas A y B, hemos podido identificar los registros que han utilizado para desarrollar las
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situaciones propuestas: el registro en lengua natural, el registro algebraico, el registro tabular, el
registro grafico y el RGD.

En la actividad 1, pregunta 1a ambas duplas realizaron la conversién del registro de
lengua natural hacia el registro tabular. En la pregunta 1a y 1b utilizan la tabla para lograr la
representacion algebraica que modela la cantidad de bacterias en funcion del tiempo
transcurrido. En la pregunta 2a y 2b, hacen uso del registro algebraico y el registro grafico-
dinamico para reconocer caracteristicas del dominio y rango de la funciéon exponencial cantidad
de bacterias. En la pregunta 2c¢, ambas duplas hacen uso del registro grafico para la elaboracion
de la representacién grafica de la funcidon exponencial cantidad de bacterias hasta el tiempo de
5 horas. En la pregunta 3, las duplas utilizan el registro en lengua natural, el registro gréafico y el
registro algebraico para resolver un problema sobre poblacién de venados.

En la actividad 2, pregunta 1a las duplas realizan la conversion desde la representacion
algebraica hacia la representacion grafico-dinamica para reconocer caracteristicas de la
representacion grafica a partir del valor de la base b. En la pregunta 1b, de igual forma hacen
uso de la representacion algebraica y grafico-dinamico para reconocer en la representacion
grafica si el punto de corte con el eje y cambia al varirar los valores de la base b. En la pregunta
2, las duplas hacen uso del registro en lengua natural, registro algebraico, registro tabular y
registro grafico para modelizar y graficar la funcion poblacion de dos regiones en China. Al
respecto, Duval (2004) nos expresa: “Estos sistemas constituyen registros de representacion
semidtica. Su integracion a la arquitectura cognitiva de los sujetos es la condicién absolutamente
necesaria para poder comprender en matematicas” (p. 24).

Describir los tratamientos, conversiones entre los registros de lengua natural, algebraico,
grafico y grafico-dinamico, asi como las aprehensiones que realizan estudiantes de quinto
de secundaria en las representaciones de la funcién exponencial.

De igual manera que en el objetivo especifico anterior, antes de describir la metodologia
de investigacion se ha mencionado lo que significan las transformaciones (tratamiento y
conversion) de una representacion semiética. Asimismo, se han descrito las aprehensiones
(perceptiva, operativa y discursiva) que utilizaron los estudiantes en el desarrollo de las
actividades.

Asi, en la Actividad 1 las Dupla A y B realizaron transformaciones semiéticas al objeto
matematico funcion exponencial referida a la cantidad de bacterias; de conversion del registro en
lengua natural hacia el registro tabular cuando construyeron una tabla de valores en la
reproduccion de bacterias. Conversion desde el registro tabular hacia el registro algebraico

cuando escribieron la representacion algebraica de la reproduccion de bacterias, en este
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aspecto, la Dupla B es la que realizé un correcto tratamiento en el registro tabular descubriendo
el patron que apreciaban en la secuencia de valores de la tabla. La Dupla A realizé un tratamiento
incompleto al no colocar el primer término como 3 - 2°. Consideramos que es conveniente que
los estudiantes interioricen que la identificacion de un patron pasa por representar
adecuadamente cada término para identificar dicha regularidad. Ambas duplas realizaron la
conversion desde el registro algebraico al RGD para reconocer el dominio y rango de la funcion
cantidad de bacterias, asimismo, realizaron tratamientos con deslizador y modificaciones de tipo
Optico y posicional para generalizar su respuesta. Ademas, ambas duplas mostraron desarrollo
en sus aprehensiones perceptiva y operatoria pero solo la Dupla B mostré desarrollo también en
su aprehension discursiva cuando reconocio claramente los limites tanto en el dominio como en
el rango. En la pregunta 2c, solo la Dupla B realizd correctamente la representacion grafica de la
funcién exponencial referida a la cantidad de bacterias durante las 5 primeras horas. En la
pregunta 3, ambas duplas lograron realizar la conversion desde el registro grafico hasta el
registro algebraico identificando claramente los elementos que componen a tal representacion
hasta los 2,5 afos.

En la Actividad 2, preguntas 1a y 1b, ambas duplas realizaron la conversion desde el
registro algebraico al registro grafico-dinamico cuando ingresaron la representacion algebraica
de la cantidad de bacterias a GeoGebra en linea produciéndose la representacion grafica. De
igual forma, ambas duplas realizaron tratamientos en la representacion grafico-dinamica para
reconocer caracteristicas de presencia o ausencia de la funcién exponencial segun los valores
de la base b. En cuanto al desarrollo de las aprehensiones perceptiva y operatoria, la Dupla A
presento dificultades para responder ambas preguntas dado que no logra reconocer una funcién
creciente o decreciente, una funcion constante ademas del poco manejo algebraico para
interpretar situaciones graficas. En tal sentido, el docente-investigador tuvo que hacer
precisiones en relacion a estos puntos al finalizar la actividad lo que ayudé a la Dupla A en la
mejora del desarrollo de sus aprehensiones. Por otro lado, la Dupla B demostré desarrollo en
sus aprehensiones perceptiva, operatoria y discursiva. En la pregunta 2, ambas duplas realizaron
correctamente la conversion desde el registro de lengua natural hacia el registro algebraico al
escribir a lapiz y papel la representacion algebraica que corresponde a cada poblacién de dos
regiones de China. Segun Duval (2012), para lograr la comprensién de un objeto matematico, es
requisito por lo menos de la conversién de dos registros de representacion. Sélo la Dupla A
realizo correctamente la conversion desde el registro tabular hacia el registro grafico. La Dupla
B no hizo correctamente la representacion grafica de la funcidén exponencial que corresponde al

modelo de las poblaciones de dos regiones de China porque le falté rotular los ejes adecuandolo
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al contexto. Sin embargo, demostrd rotular correctamente los ejes en el contexto del crecimiento
de bacterias. Creemos que es necesario reafirmar en los estudiantes la importancia de atender
la rotulacion de ejes segun el contexto de la situacion.

Al cumplir con los objetivos especificos de la investigacién, podemos afirmar que se ha
logrado alcanzar el objetivo general:

Analizar cémo estudiantes de quinto de secundaria comprenden la nocién de funcién
exponencial con base en la Teoria de Registros de Representacion Semiotica.

Hemos analizado el desarrollo de las actividades realizando, como lo menciona Artigue
et al. (1995), la validacion; la contrastacion entre el analisis a priori y el andlisis a posteriori de
las actividades en conformidad con el método de la Ingenieria Didactica.

Es por ello que, al cumplir con el objetivo general de la investigacién, hemos logrado
responder a nuestra pregunta de investigacion:
¢Como comprenden los estudiantes de quinto de secundaria la nocién de funciéon exponencial
con base en la Teoria de Registros de Representacion Semidtica?

Asi, hemos logrado conocer cémo los estudiantes de quinto de secundaria del programa
del Bachillerato Internacional comprenden la nocion de funcién exponencial con base en la Teoria
de Registros de Representacion Semidtica reconociendo tratamientos, conversiones en los
registros de lengua natural, registro algebraico, registro grafico, complementando este estudio
con las aprehensiones en el registro grafico y RGD.

Perspectivas Futuras

Una de las caracteristicas presentadas en el desarrollo de la parte experimental es
relacionada a la dificultad que presentaron las duplas en diferenciar por medio de su aprehension
perceptiva las funciones de las ecuaciones matematicas. En la actividad 2, por ejemplo, los
estudiantes agrupados por duplas, no reconocieron a través de su aprehensién perceptiva a la
funcién constante en la Vista Grafica de GeoGebra, cuando se presentd la funcién de la forma
C(x) =4-1%, donde b =1, solo la mencionaron como una recta horizontal (lo que hace
referencia a la ecuaciéon de una recta lineal o afin). De igual modo, cuando tuvieron que utilizar
su aprehension perceptiva para reconocer en la Vista Grafica la existencia de la funcion
exponencial de la expresion C(x) = 4 - 0%, GeoGebra en linea la mostraba como una semirrecta
vertical, lo cual evidentemente es una limitacion de GeoGebra dado que, la funcién que debe
aparecer es una funcién constante C(x) = 0, para x > 0. De igual manera, al hacer uso de su
aprehensién operatoria, las duplas tuvieron que utilizar muchas veces modificaciones de tipo

Optico (alejando o acercando los ejes coordenados) y de tipo posicional de traslacién (moviendo
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los ejes coordenados) para observar si aparece o no la funcién exponencial para cierto valor de
b en la expresion C(x) = 4b*.

Consideramos que en investigaciones que puedan realizarse en adelante en relacion al
uso de funciones, es importante considerar realizar actividades previas que permitan a los
estudiantes reconocer aspectos de representacion grafica y representacion algebraica y la
conversion entre los registros grafico y algebraico en ambos sentidos de forma tal que, el
estudiante logre familiarizarse con ello y tenga la capacidad de comprobar analiticamente por
medio de tratamientos en la representacion algebraica, si la representacion grafica es la que
corresponde a determinada representacién algebraica. Ademas, seria importante afadir una
revision y ampliacion del uso de diversas herramientas en GeoGebra en linea donde hagan uso
de situaciones referidas al campo de las funciones y las ecuaciones para lograr ampliar sus
conocimientos y lograr mayor intensidad en el desarrollo de su aprehension operatoria, lo que
finalmente redundara también en aumentar el desarrollo de su aprehensién discursiva a través
de las conjeturas y razonamientos que se puedan presentar.

La presente investigacion se abordd para estudiantes de quinto de secundaria del
Programa del Bachillerato Internacional en el curso de Matematicas: Aplicaciones e
Interpretacion Nivel Medio. Dado que nuestros antecedentes dan cuenta que este objeto
matematico también es utilizado por estudiantes de nivel superior, seria interesante realizar una
investigacion que haga un contraste entre estos dos niveles de educacion de manera que se
pueda rescatar acciones que pueda tomar el docente para proveer de aprendizajes que permitan
logros en la comprensiéon que va mas alla de la nociéon de funciéon exponencial. Asimismo,
creemos que es importante abordar otros objetos matematicos relacionados a funciones: la
funcién logaritmo, por ejemplo. Por ultimo, consideramos que es pertinente realizar un estudio
de la comprension de la funcion exponencial dirigido a docentes del nivel secundaria, dado que
ellos son los que mediante sus metodologias y concepciones ensefan este objeto matematico y
es importante conocer reflexivamente ello.

Dada la revisiéon del texto de Matematicas: Aplicaciones e Interpretacién Nivel Medio, que
utilizan los estudiantes del Programa del Bachillerato Internacional, damos cuenta que se
privilegia el uso del registro algebraico al abordar el concepto de funcién exponencial, destacando
el uso de problemas de contexto extramatematico como apoyo para su comprension. Creemos
importante que los estudiantes puedan realizar conversiones por ejemplo no solo del registro de
lengua natural al registro algebraico, sino también en el sentido inverso. De igual manera, no solo
realizar la conversioén del registro algebraico al registro grafico, sino también en el sentido inverso.

Esto es importante, dado que los estudiantes de quinto de secundaria se encuentran ya al término
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de sus estudios en la Educacién Basica Regular y en los estudios de Educaciéon Superior
Universitaria, se les exige una comprension muy fluida respecto de la actividad matematica
relacionada a las funciones y en particular el de la funcién exponencial.

Finalmente, del parrafo anterior se desprende la importancia de realizar estudios sobre
los textos de matematica o las fichas de trabajo que se usan en las instituciones educativas para
el aprendizaje del objeto matematico funcién exponencial. Asi, el analisis de material de trabajo
en las instituciones educativas nos daria informacioén de la forma en que se viene impartiendo la
ensefianza de este concepto, asumiendo una postura reflexiva y critica para la mejora de los

aprendizajes.
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ANEXOS

ACTIVIDAD 1

APELLIDOS Y GRADO/ ANO: 11° AB C

NOMBRE(S): FECHA: _/_/23

Construccién de la funcién f(x) = A.b*- Dominio y rango

En un laboratorio de biologia celular, se encontré un grupo de bacterias cuya reproduccion

se caracteriza porque después de cada hora resulta ser el doble de la cantidad que habia la

hora anterior. Si inicialmente se encontraron 3 bacterias.

a) En la tabla siguiente exprese la cantidad de bacterias que hay después de cada hora
transcurrida.

Tiempo

en horas 0 1 2 3 4 5 6 7

Cantidad
de

bacterias

b) Escribe la secuencia de la cantidad de bacterias de la tabla anterior en funcion del factor
2.

c) Escriba una expresion algebraica de la forma f(x) = A - b* que relacione la cantidad de
bacterias que se reproducen en funcién al tiempo transcurrido por hora. ;Qué
representan Ay b en el contexto de la situacion?

2. Abra GeoGebra en Linea (www.geogebra.org/classic) e ingrese la expresion matematica que
escribié sobre el crecimiento de bacterias en el tiempo.
a) Tomando en cuenta que el crecimiento de bacterias es limitado, ¢es posible que la
variable tiempo tome todos los valores del eje horizontal que se observan en la grafica?,
épor qué?
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b) Tomando en cuenta que el crecimiento de bacterias es limitado, ¢es posible que la
variable cantidad de bacterias tome todos los valores que se observan a lo largo del eje
vertical?, ¢ por qué?

c) Con lo abordado, esboce en la Ficha de Actividades la representacion grafica de la
funcién exponencial para la reproduccion de bacterias durante las primeras 5 horas, sea
lo mas preciso posible.

120

100-

80

40

20

3. En una region de Africa, la cantidad de venados se encuentra en aumento debido al
alejamiento de los depredadores y de la prohibicion para cazarlos. Un bidlogo mostré el
crecimiento por afio a través de la siguiente grafica. Escriba la expresion algebraica
acompafado de su dominio, que represente el modelo exponencial que mide el crecimiento
de los venados hasta los 2,5 afos.
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ACTIVIDAD 2

APELLIDOS Y GRADO/ ANO: 11° AB C
NOMBRE(S):

FECHA: /723

1.

Valores de b — Monotonia de Ila funcion

Abre el siguiente enlace https://www.geogebra.org/classic/p9uuzn93

a) Mueva el deslizador que representa la base b de la funcion C(x) = 4b*. Exprese qué
sucede con la representacion grafica de la funcion exponencial cuando:
i) b tiene valores positivos.

i)b=1.
iii) b tiene valores negativos.
iv)b =0.

v) Finalmente ¢ entre qué valores se encontraria b para que la funcién exponencial exista?

b) Para cualquiera de los valores de b que corresponden a una funcién exponencial
encontrados en la parte 1av), ¢ cambia €(0)? Explique.
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2. En determinada regién de China se realizé un primer censo y se determiné una poblacién de
1 000 personas, con los censos siguientes, este niumero se ha ido duplicando por afio dado
que hubo una baja en las campanas de planificacion familiar. En otra region, por el contrario,
en el primer censo se conté 64 000 personas, para los siguientes censos se observo que este
numero baja a la mitad con respecto al afio anterior, ello debido al Covid-19 que azoté dicha
region. Este comportamiento para ambas regiones se ha mantenido hasta los primeros 6
afnos. Representa de forma algebraica y luego, en la cuadricula de forma grafica los modelos
de crecimiento y decrecimiento que se observé en cada poblacion.
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