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Resumen

La distribucién Senohiperboélico-Normal, denominada también como una variacién de la dis-
tribucién Birnbaum-Saunders, surgi6 inicialmente para estimar el deterioro en la calidad de
los materiales sujetos a estrés. Asimismo, los modelos de mixtura han suscitado considerable
interés en el campo de estadistica debido a que permiten lidiar con situaciones en las que
el comportamiento de los errores de un modelo con ajuste lineal se aleja significativamente
de la normalidad. Esta tesis aborda los dos temas mencionados mediante la presentaciéon de
un modelo de ajuste lineal usando una mixtura de distribuciones Senohiperboélico Normal o
Log-Birnbaum-Saunders. Esta propuesta es una familia versatil de distribuciones de probabi-
lidad que posibilita representar datos que presentan multimodalidad ademéas de provenir de
poblaciones heterogéneas. Para conseguir los estimadores de maxima verosimilitud se emplea
el algoritmo EM con maximizaciéon condicional. Asimismo, se llevan a cabo estudios de simu-
lacién y analisis de conjuntos de datos reales para demostrar la utilidad del método propuesto.

Por dltimo, se implementa la propuesta del algoritmo y los métodos en el software R.

Palavras-clave: Modelos de regresion lineal, Mixtura finita, Log-Birnbaum-Saunders, ECM

algoritmo.



Abstract

The Senohyperbolic-Normal distribution, also known as a variation of the Birnbaum-Saunders
distribution, was initially developed to estimate the deterioration in the quality of materials
subjected to stress. Likewise, mixture models have attracted considerable interest in the field
of statistics because they allow dealing with situations where the error behavior of a linearly
fitted model deviates significantly from normality. This thesis addresses the two aforemen-
tioned issues by presenting a linear fitting model using a mixture of Senohyperbolic Normal
or Log-Birnbaum-Saunders distributions. This proposal is a versatile family of probability
distributions that makes it possible to represent data that present multimodality as well as
coming from heterogeneous populations. The EM algorithm with conditional maximization
is used to obtain the maximum likelihood estimators. Simulation studies and analysis of real
data sets are also carried out to demonstrate the usefulness of the proposed method. Finally,

the proposed algorithm and methods are implemented in R software.

Keywords: Linear regression models, Finite Mixture, Log-Birnbaum-Saunders, ECM algo-

rithm.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Consideraciones Preliminares

Una de las suposiciones de un modelo de ajuste lineal es que el error tiene una distribuciéon
normal. No obstante, se tiene conocimiento de que hay fenémenos que no cumplen con esta
suposicion Johnson (1949) establecié como una alternativa relevante, la generacion de dis-
tribuciones no normales mediante la transformaciéon de variables aleatorias normales. Entre
estas se incluyen las distribuciones Birnbaum-Saunders (BS) (Birnbaum y Saunders, 1969),
log-normal (Johnson y Kotz, 1970) y Senohiperbolico-Normal (SHN) (Rieck y Nedelman,
1991), entre otras.

La distribucién BS se originé en el campo de la ingenieria de materiales, debido a su adecuaciéon
para describir procesos de degradaciéon acumulativa. Esto la convierte en un modelo versétil

que puede aplicarse a otras areas (Birnbaum y Saunders, 1969).

En el trabajo de Leiva et al. (2008) y Leiva et al. (2010) se presentan diversos ejemplos de apli-
caciones en distintos campos, como ciencias de la salud, ambientales, forestales, demograficas,

actuariales, financieras, entre otras areas.

Birnbaum y Saunders (1969) demostr6 que bajo ciertas condiciones, la funcion de distribucion
acumulada (fda) de una variable aleatoria T', que representa el tiempo total hasta que ocurre

una falla, puede expresarse mediante la siguiente ecuacion:

Fr(t:a,8) = P(T < t) = ® [i (ﬁ-ﬁ)] £>0.

Donde T sigue una distribuciéon BS con parametro de localizaciéon a > 0 y escala § > 0

representada por T~ BS(a, ).

Un aspecto crucial en la construccién de esta distribucion es que la variable aleatoria exhibe



el siguiente comportamiento:

1 T é N
Y A R

Por lo tanto, la distribucion BS guarda una estrecha relacion con la distribucién normal

mediante la siguiente relacién:

2

A Z\?2
T=p5 %+ <0‘2> +1f

donde Z ~ N(0,1). donde Z sigue una distribucién normal estandar Z ~ N(0,1). Al tener
en cuenta la funcion de distribucién acumulada (fda) de la variable aleatoria T', dada en la
ecuacion (1.1), su correspondiente funcion de densidad de probabilidad (fsp) se define como
sigue:

fT(t) = ¢(at(a7 6))At(a7 5)7

donde ¢(+) representa la funcion de densidad de probabilidad (fdp) de la distribucién normal

estandar, mientras que a;(a, 8) y Ai(a, B) se definen como sigue:

J _3/2
astolBr=] <\/g _ ﬁ) v Ao d) = s = EE),

Para esta investigacion nos basaremos en el trabajo de Bartolucci y Scaccia (2005) los cuales
propusieron un modelo de regresion en el cual los errores siguen una mixtura de distribuciones

normales, cuya definicion es la siguiente:

g
Yi=B0+xiB+e, € szjN(Mj,Uj), i=1,...,n,
j=1

donde Y; son las variables respuestas, x; = (zi1,. .. ,avz-p)T es un conjunto de variables expli-
cativas en forma de vector, 3 = (6o, 51, ..., ,Bp)T es un vector que contiene los pardmetros
lineales desconocidos, los p; son pesos positivos que suman uno, los términos p; que satisfacen
la restriccion Z?:1 pjp; = 0. Siguiendo esta misma linea se propone en este documento un
modelo de regresién cuyo error es una mixtura de distribuciones SHN; el trabajo realizado
por Benites et al. (2016) realizaron similar planteamiento de modelos de regresion lineal con
mixtura finita de colas pesadas. La ventaja de estos modelos de regresiéon son su capacidad
de modelar datos con mayor flexibilidad cuando presentan multimodalidad y provienen de
poblaciones heterogéneas siendo en estos casos conveniente considerar una mixtura finita de
distribuciones. Entre los topicos a ser estudiados consideramos: la estimacién de parame-
tros utilizando un algoritmo de maximizacion con esperanza condicional (ECM), analisis de

simulacién y aplicaciones con informacién real para mostrar la utilidad practica del modelo.



1.2. Objetivos del documento de trabajo

El proposito de este documento es plantear un modelo de ajuste lineal usando una mixtura
finita de distribuciones SHN que serd denominado Modelo de regresion lineal usando una
mixtura de distribuciones senh-normal (MR-MF-SHN), esto incluye la metodologia para la

estimacién de parametros y su aplicacién con informacion real. Especificamente:

= Plantear y poner en practica un algoritmo ECM para llevar a cabo la estimacién de los

parametros.
= Llevar a cabo analisis de simulacién para demostrar el rendimiento del modelo planteado.
= Utilizar nuestro modelo con informacién real para ejemplificar la metodologia empleada.

= Implementar el modelo propuesto en el lenguaje R e incorporarlo al paquete bssn.

1.3. Estructura del documento

En el capitulo 2, se presenta los conceptos iniciales relacionados a la distribucién senh-normal.
En el capitulo 3 se examina el modelo planteado, modelo de regresiéon lineal usando mixtura
de distribucién senh-normal desde un enfoque estadistico tradicional, teniendo en cuenta el
algoritmo ECM para el célculo de sus variables. En el capitulo 4 se presenta las conclusiones
de la simulacién para la obtencién de los parametros, presiciéon de las estimaciones de los
parametros y propiedad de consistencia de los estimadores. Al finalizar, se presenta el capitulo

5 donde se demuestra la implementacién del modelo con un conjunto de datos reales.



Capitulo 2
Distribuciéon Senh-Normal

En relacion al trabajo realizado por Sanchez et al. (2002) se menciona que no todos los feno-
menos de la naturaleza pueden ser descritos por la distribucién normal, siendo necesarias otras
distribuciones para modelar ciertos comportamientos aleatorios. Histéricamente, se constru-
yeron distribuciones no normales asumiendo que una transformaciéon de la variable aleatoria
tenia una distribucion normal estandar. También se han hecho transformaciones que pueden
ser representadas por polinomios. En la presente seccion se considerara la transformacion lo-
garitmica planteada por Sanchez et al. (2002) en una variable aleatoria T que se distribuye

de acuerdo a una distribucion BS.

2.1. Distribuciéon acumulada de la distribucién Senh-Normal

La funcion de de la variable aleatorio Y esta dado por:

Fly) = ® [2 sinh (T)] . (oo <y < o0). (2.1)

«

y de densidad

0= () (5o - (257

con distribucion SHN, denotada por SHN(«,,0), donde v es pardametro de posicion, o el
parametro de tamano y « parametro de forma; « y o son positivos, mientras que y pertenece

a los reales.

A continuacién se estableceré la conexién existente entre la distribucion SHN y la distribucion
BS, demostrado en Sanchez et al. (2002).

Teorema 2.1.1. Sea T' ~ BS(«, 5). Entonces, In(T) ~ SHN(«,v,0 = 2), donde v = In(f3).

4



2.2. Propiedades de la Distribucién Senh-Normal

La distribucion SHN tiene algunas propiedades que se veran en los siguientes lemas (Rieck,
1989) :

Lema 2.2.1. La distribucion SHN es simétrica respecto al pardmetro de posicion 7.

Lema 2.2.2. La distribucion SHN es estrictamente unimodal para o < 2 y bimodal para «

>2.

Lema 2.2.3. La media y la varianza estin dadas por E(Y) = v y V(Y) = o?w(a), donde
w(a) es la varianza cuando o = 1.
Lema 2.2.4. Si Y ~ SHN(a,7,0), entonces Z = % converge a una distribucion Normal

2a0

estdndar cuando o tiende a cero.



Capitulo 3

Modelo de regresion lineal basado en
la mixtura de distribuciones

Senh-Normal

Baséndose en las ideas desarrolladas por Bartolucci y Scaccia (2005) se propone el modelo
de regresion lineal en el cual el error sigue una distribucion MF-SHN, denotado por MR-MF-

SHN. Se considera el siguiente modelo de regresion
Yi:ﬁo—i—xjﬁ—i—ai, i=1,...,n, (3.1)

en el cual Y; son los registros de la variable a explicar, x; = (x;1,... ,xip)T son variables
independientes (p + 1) x 1y 8 = (Bo,B1,---,58p) " es el de vector coeficientes de regresion.

Ademas, se asume que

g9
eiwzpj¢SHN(€i‘ajanan:2))i:17"'7n7 j:]-a-"vga (32)
=1

en el que ¢gpn(+) representa la funcion de densidad de probabilidad (fdp) de una distribucion
SHN (e, pj, 05 = 2) donde Z?:1 pj = 1y los pu; deben cumplir la restriccién de identificacion
Z?:l pjpj = 0. En consecuencia, debido a la linealidad de las distribucion de SHN y teniendo
en cuenta que E(¢;) = 0, la funcion de densidad de probabilidad de Y; es

g
F(il0) = pidsun(ilay, mij 05 = 2), iy = Bo+x{ B+p; =95 +x B, (3.3)
j=1

en el cual Wij = X;F/B + 19]’ 19] = BO + iy 0= (alv .. 'aagnBTv (pla s 7pgfl)—r>19la s 7199)T
es el vector con todos los parametros. Dado y = (y1,...,¥n) ', la forma de log-verosimilitud



se representa por

n g9
(Bly) = log [ > pidsun(ilay, mij o5 =2) | - (3.4)
i=1 j=1

Para cada ¢ y j, consideramos la variable indicadora latente Z;; tal que:

g
P(ZZ] = 1) = 1—P<Zij = O) :pja ij =1 y yz|Zz] =1~ SHN(C&j,,U,Z'j,O' = 2) (35)

j=1
Se puede apreciar que luego de integrar Z; = (Z;1, ..., Zig)T se obtiene la densidad marginal
de una distribucién SHN y Z1,...,Z, representan vectores aleatorios independientes, cada

uno de ellos posee una distribuciéon multinomial con funcién de densidad de probabilidad
f(zi) = pi'ps®..(1 —p1 — ... —pg-1)"*,

la cual se denota por Z; ~ M (1;p; ..., pg). Dichos vectores latentes aparecen en la representa-
cion jerarquica que presentaremos a continuacion, la cual es usada para construir el algoritmo
ECM. De la expresion (3.5), el MR-MF-SHN puede ser representado como:

ind
YilZy =1 '~ SHN(qj,pij0 =2), (3.6)
Z; % MQ@pi...,p,), i=1,...n, j=1,...,g. (3.7)

3.1. Algoritmo de maximizaciéon de esperanza condicional

En estadistica, un algoritmo de optimizacién de valor esperado condicional (Expectation
Conditional Mean, ECM) (Meng y Rubin (1993) y Sexton y Swensen (2000)) es un proce-
so iterativo para encontrar estimadores de méxima verosimilitud, donde el proceso depen-
de de valores inferidos no observadas. La iteracion ECM es una variacién del algoritmo de
Esperanza-Maximizacion (EM), en donde primero se realiza un paso de esperanza (E), que
genera una funcién para la esperanza de la log-verosimilitud utilizando los estimadores ac-
tuales de los parametros, y luego se agrega un paso de maximizacion condicional (MC), que
calcula los pardmetros optimizando el valor esperado encontrado en el paso (E). El célculo
de estos pardmetros se emplean para establecer la distribucién de las variables no observables

en el siguiente paso (E).

3.2. Calculo de los parametros a través del algoritmo ECM

La puesta en practica del algoritmo ECM, que permite obtener los estimadores de MV de
los parametros del MR-MF-SHN. De (3.6) y (3.7), se obtiene la subsiguiente ecuacion de

logaritmo de verosimilitud completa



n g
|
Le(Oly,2) =c+ > Y Z; {logpj +1log (€1ij) — 253@} :

i=1 j=1
en el cual v 5 v
gl’b‘j o COSh (12/1%]) 521] o ~ sinh <22M”> ,

y ¢ es un coeficiente independiente del conjunto de parametros 6. Se establece la siguiente

esperanza condicional
y haciendo uso de las caracteristicas de la esperanza condicional, se concluye que:

s _ _ Dbidsan(yilay, pij 05 = 2)
7 ~
g > 91 Digsun (il o, pij, 05 = 2)

Asi, la funcion—@Q dada por Q(G\a(k)) = E[l:(0)]y, /é(k)] puede ser escrita como,
(k)
QOI6") = c+ ZZ < <10g (py) + log(&15) — f%;-)) :
=1 j=1

Luego, el método ECM para obtener los estimadores de MV de 8 esta compuesto de la siguien-

te forma (los cuales estan demostrados en el anexo de Demostraciones de este documento):

~(k = . o
Paso-E: Considerando que 0( ), determinar z;;, cuandoi=1,...,ny j=1,...,g.
Paso-MC 1: Fijando ,6' ( ) y actualizamos ﬁ] ) a(’“) que tienen las siguientes expresio-

nes:

a2(k) o Zz 1 z] S31]
o n k
Zz 1 Az(] )

Paso-MC 2: Fijando ]3§-k+1) ) @yﬁ ) y actualizando ,8 (k1) ﬁgkﬂ)

funcién funciéon—(@ tenemos que

por maximizacién de la

~(k+1)

B = argmix Q@*+, g, p+n, §® ™),

S+ — argmgx Q@*+ ﬁ(k—l-l)’ﬁ(k#—l)’ﬁ"é(k))‘

De acuerdo con Bartolucci y Scaccia (2005) se obtienen los parametros estimados de Sy y f;



segiin este procedimiento:

A(k+1 k+1) 9(k+1
B = S

Jj=1

y para pu;, j=1,...,g, como
1 =395 — Bo.

Este procedimiento se realiza de forma repetida hasta que se alcance un criterio de finalizacién

adecuado

3.2.1. Criterio de detenciéon

Para verificar la convergencia del algoritmo EM para el MR-MF-SHN; se utiliza el criterio de

detencion segun la aceleracion de Aitken:

IEE,IZH) _ é(k+1)| <e,

en el cual £511) es el logaritmo de verosimilitud observado en o) v € es el la margen aceptable.
Para los célculos numéricos que se mostrardn en la siguiente secciéon y las aplicaciones de
este documento, se considerara un ¢ = 107%. Considerando que los estimadores de méxima
verosimilitud (EMV) convergen, 5, también Egéﬂ) es asintoticamente calculado del logaritmo

de verosimilitud en la iteracion k + 1, (McLachlan y Krishnan, 2008), en el cual,

pk+1) _ p(k)

(t1) —pk) . 2~ =
05 o - 2

con ¢®) representando el acelerador de Aitken en la iteracion k, denotado por,

k+1 k
) D — B
1) gD

El método expuesto anteriormente también es valido para un caso més sencillo, es decir, al

considerar Z;; =1, (g = 1).

3.2.2. Valores iniciales

Los modelos de mixtura pueden presentar una funcién de verosimilitud con varias modas,
por tal motivo, el proceso de estimaciéon de méxima verosimilitud a través del algoritmo EM
puede no alcanzar una soluciéon global méxima si los valores iniciales estdn alejados de los
valores reales de las variables. A continuacién, se resume el procedimiento para obtener los

valores iniciales.

» Ejecutar el algoritmo de agrupamiento k-medias (Benites et al., 2016) o k-medoids

(Kaufman y Rousseeuw, 1990) para inicializar con respecto a un centro de cluster elegido



al azar;

de acuerdo con el algoritmo de agrupamiento

2Ne,

= Inicializar el indicador 2;0) = {z

escogido en el item anterior;

_{

» Establecer las proporciones de la mixtura de la siguiente forma: pjo) =(1/n)> ", ES-)).

Esto es, el valor de inicio para pj;

= Para conseguir los valores de inicio para 3y y B se emplea el método de minimos cuadra-
dos ordinarios. De acuerdo a los grupos obtenidos usando el método de agrupamiento

se calculan los valores iniciales para pj, u; y «;.

3.2.3. Seleccion del modelo

Tomando en consideracion el desafio de comparar varios modelos de MR-MF-SHN, con dis-
tintos valores de densidades de componentes. Emplearemos dos enfoques para la seleccion de
modelos:el criterio de informacion de Akaike (AIC) méas un término de correcciéon de sesgo
(Hurvich y Tsai, 1989), que se representa por (AICc), y el criterio de informacion Schwarz o
bayesiano ajustado (Sclove, 1987), representado por (BICa). Estos criterios se definen de la

siguiente manera:

o ~ 2np - ~ n+2
AIC, = —24(6) + o1 ¥ BIC, = —2/(0) + plog <24 )

en el cual 5(5) es la expresion del logaritmo de verosimilitud evaluada en el EMV, p es el

nimero de parametros que deben estimarse, y n es el tamano de la muestra.

3.2.4. Desviacion estandar estimado

Una forma sencilla de obtener la estimaciéon de la desviacién estandar es aproximando la ma-
triz de covarianza asintética de @ mediante la inversa de la matriz de informacion observada.
Consideremos I,(0) como la matriz de informacion observada, en el cual £(8]y) es el proce-
dimiento del logaritmo de verosimilitud observada en (3.4). En este estudio, empleamos el
enfoque alternativo propuesto por Basford et al. (1997), el cual se basa en una aproximacion

de la inversa de la matriz de covarianza por:

n g
-~ PN - 0
I,(0) =) 8], donde & = 29 108 > dsun(uilay, pij, 0 = 2) ; (3.8)
i=1 Jj=1 0-6
donde
s (o o ~ ~ 2 ~ T
S; = (Si,aa Sipry-- s Si,pg_l ) S@Bv Si 019 s Si,’@g)
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las expresiones para los elementos 3; q, i p,, 5i,8, 8i,0;, J = 1,..., g, son las siguientes:

o 2=piDs(yi6)) s, Do wi8y) o prDay(yi: 0))
v flis0) T ) T (i)

N 1
501 = T ) (dsun(yilaj, pij, 0 = 2) — ¢sun(yilag, pig, 0 = 2)),

(2]
Obteniendo (mayores detalles se encuentran en el anexo de demostraciones de este documen-
to):

1
Dp(yis0;) = 7 [D(&2ij) €265(&355 — V)] x4,
1
Dﬁj (?/i;gj) = 1 [@f)(f%j)f%j(ﬁz‘j - 1)] )
1
Do, (yi;0;) = 70 [p(&2i) €15 (€555 — 1)] -

Ahora, regresando a la parametrizacion original, se calcula la matriz Hessiana para el vector
de parametros originales 0* = (a1, ..., g, (P1,.--,pg—1) B0, B, k1, )" . Utilizando el

método de delta se obtiene
L(0") = J(6*|9)L,(©) LI (6*]6),

donde J(0%|0) es una matriz de dimension (p + 4¢g) x (p 4+ 4g — 1), definida por:

Iy 0gx(g-1) 0gxp 0gxg
50" Og-1)xg Lig-1)x(g-1) Otg-1)xp O(g-1)xg
J(07(0) = 20 O1xg4 015x(g-1) O1xp 1ixg ;
Opxg Opx (g-1) L Opxg
0g><g o/ OQXP Ig
_ o —INT . . ., B T
donde v = JoT A(p™") esunamatriz de dimension gx(g—1), con A = (pg — o1, ..., g — fig—1)
P

yp '=Q1/p1,...,1/pg-1)".
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Capitulo 4

Simulacion

En este apartado, se llevaran a cabo algunos casos de simulacién con el objetivo de ilustrar el
rendimiento del modelo planteado. El primer estudio de simulacién muestra la consistencia de
los errores estandar aproximados para los estimadores de MV de los parametros a través del
algoritmo ECM con cada muestra bajo el criterio de detencion en (3.2.1). El segundo estudio
de simulacion muestra que los estimadores obtenidos a través del algoritmo de ECM tienen

buenas propiedades asintdticas.

4.1. Recuperacion de parametros (estudio de simulacion 1)

Aqui, se consideraran dos escenarios para el estudio de simulaciéon con el fin de verificar si
es posible estimar los valores verdaderos de los parametros con precision mediante la apli-
caciéon del algoritmo ECM propuesto. Iniciamos con el primer paso para garantizar que el
procedimiento funciona correctamente. Para ello se generaran datos artificialmente a partir

del siguiente modelo con dos componentes:

Donde Z;; es un componente indicador de Y; con P(Z;; = 1) =pj, j = 1,2, XZT = (@1, Ti2),
tal que x;1 ~ U(0,1) and x;2 ~ U(0,1), 7 =1,...,n, y €1 y €2 siguen una distribucién como
en la suposicion dada en (3.1). Consideramos los valores de los pardmetros como: a; = 0.5,
ag =1.5, Bp =1, f1 =2,y B2 = 3. Ademas, consideramos los siguientes escenarios: escenario
1 (componentes bien separados, representados en la Figura 4.1 (a)): p1 = 0.2, uyy = 4y
1 = —1 , y escenario 2 (componentes ligeramente separados, representados en la Figura 4.1
(b)): p1 = 0.2, uy = 3.5y p3 = —0.875. Para cada conjunto de parametros y tamafios de
muestra, se generaron 1000 muestras de Monte Carlo de tamano n = 1000. Se calcularon
las medias y desviaciones estdndar (MC Sd) de los estimadores en las 1000 muestras de
Monte Carlo, junto con las medias (IM SE) de las desviaciones estandar aproximadas de los

estimadores obtenidos mediante el método descrito en la Seccién 3.2.4.

Los resultados se muestran en el Cuadro 4.1 y el Cuadro 4.2. Obsérvese que en ambos esce-

narios (componentes bien separados y poco separados), los resultados sugieren que el modelo
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Figura 4.1: Funciones de densidad. (a) Escenario 1 y (b) Escenario 2 del estudio de simulacion.

Cuadro 4.1: Simulacién 1 - Escenario 1: Media y MC Sd son las respectivas medias y desviaciones
estandar estimados del modelo MR-MF-SHN basado en 1000 muestras. IM SE es el resultado promedio
del residuo estandar aproximado conseguido con el procedimiento propuesto. Los valores reales estan
entre paréntesis.

Escenario 1: (Bien separados)
Parametro n =100 n=300 n=>500 n =800 n = 1000
«1(0,5) Media 0.4810 0.4867 0.4914  0.4949 0.4953
IM SE 0.1290 0.0500 0.0405  0.0289 0.0259
MC Sd 0.1066 ~ 0.0507 0.0381  0.0296 0.0263
az(1,5) Media 1.5423  1.4859  1.4938 1.4921 1.4932
IM SE 0.4938 0.1020 0.1081  0.0422 0.0381
MC Sd 0.1821 0.0724 0.0546  0.0426 0.0380
Bo(1) Media 0.9597 0.9820 0.9795  0.9824 0.9757
IMSE 0.2033 0.1302 0.1005 0.0761 0.0653
MC Sd 0.4316 0.1188  0.0862  0.0679 0.0603
B£1(2) Media 1.9908  1.9985 2.0003  1.9992 1.9986
IM SE 0.1003 0.0485 0.0393  0.0293 0.0271
MC Sd 0.1001  0.0508 0.0396  0.0301 0.0262
B2(3) Media  2.9862 2.9969  2.9965  2.9988 2.9996
IM SE 0.1282 0.0481 0.0405 0.0308 0.0267
MC Sd 0.1224  0.0511  0.0412 0.0313 0.0268
n1(4) Media 3.8185  4.0152  4.0258  4.0200 4.0278
IMSE 1.1104 0.2181 0.1058  0.0827 0.0700
MC Sd 0.4708 0.1384 0.1013  0.0795 0.0708
pn2(—1) Media -0.8963 -0.9922 -0.9892 -0.9921 -0.9876
IM SE 0.4939 0.1401  0.0951  0.0686 0.0605
MC Sd 0.3821 0.0846  0.0592  0.0469 0.0416
p1(0,2) Media  0.2090 0.1987  0.1972  0.1980 0.1969
IM SE 0.0705 0.0254 0.0184 0.0135 0.0118
MC Sd 0.1356  0.0306  0.0218  0.0172 0.0153

MR-~MF-SHN propuesto produjo estimaciones satisfactorias.

También podemos ver en esta tabla que el método de estimacion de los errores estandar
proporciona resultados relativamente cercanos (IM SE y MC Sd), lo que indica que la apro-

ximacion asintotica propuesta para las varianzas de los estimaciones MV (A.1) es confiable.
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Cuadro 4.2: Simulacion 1 - Escenario 2: Media y MC Sd son las respectivas medias y desviaciones
estandar estimados del modelo MR-MF-SHN basado en 1000 muestras. IM SE es el resultado promedio
del residuo estandar aproximado conseguido con el procedimiento propuesto. Los valores reales estan
entre paréntesis.

Escenario 2: (Ligeramente separados)
Parametro n =100 n =300 n=>500 n=3800 n = 1000

«1(0,5) Media  0.4850 0.4923  0.4999  0.4979 0.5010
MC Sd 0.1071  0.0535 0.0424  0.0322 0.0275

IMSE 0.1026 0.0534 0.0411 0.0313 0.0282

az(1,5) Media  1.3701  1.4333  1.4482  1.4608 1.4630
MC Sd 0.0863 0.0437 0.0365  0.0285 0.0261

IM SE 0.1245 0.0698 0.0541  0.0430 0.0383

Bo(1) Media  0.9730 0.9698  0.9565  0.9851 0.9601
MC Sd 0.1634 0.1052 0.0843  0.0684 0.0555

IM SE 0.1932 0.1059 0.0809  0.0647 0.0571

B1(2) Media  2.0013  1.9977  1.9962  1.9979 1.9975
MC Sd 0.0928 0.0523 0.0430 0.0334 0.0291

IM SE 0.0893 0.0539 0.0429  0.0315 0.0289

B2(3) Media  2.9924 29966  2.9986  2.9994 2.9978
MC Sd 0.1073  0.0493 0.0399  0.0326 0.0286

IM SE 0.1012 0.0504 0.0411 0.0320 0.0281

11(3,5) Media 3.5138  3.5260  3.5462  3.5136 3.5403
MC Sd 0.2892 0.1140 0.0930 0.0747 0.0623

IM SE 0.2349 0.1263 0.0966 0.0763 0.0677
u2(—0,875) Media -0.9057 -0.8755 -0.8627 -0.8751 -0.8649
MC Sd 0.2166 0.0938 0.0765  0.0607 0.0530

IMSE 0.1272 0.0681 0.0515 0.0415 0.0364

P1(0,8) Media  0.7934 0.8011 0.8044  0.8006 0.8037
MC Sd 0.0384 0.0206 0.0169 0.0135 0.0116

IM SE 0.0516 0.0286  0.0218 0.0175 0.0154

4.2. Propiedades asintoticas de las estimaciones de ECM (es-

tudio de simulacién 2)

El enfoque principal en esta simulacién es presentar las propiedades asintéticas de los esti-
madores obtenidos mediante el uso del algoritmo ECM. Como estrategia se gener6 muestras
artificiales del modelo MR-MF-SHN con :L‘ZT = (z14,2;), tal que x;1 ~ U(0,1) y zjo ~ U(0, 1),
1 =1,...,n. Se seleccionaron muestras de tamanos n = 100, 300, 500 y 1000. Los parametros
fueron tomados como a1 = 0.5, as = 1.5, Bgp =1, 51 =2, 52 =3, p1 = 0.2, uyy =4y
p1 = —1.Para cada conjunto de pardmetros y cantidad de observaciones, generamos 1000
muestras aleatorias. Para examinar las propiedades asintéticas de los valores obtenidos utili-
zando el algoritmo ECM, se calculd el sesgo y el error cuadratico medio relativo (RMSE) por

cada combinacién de tamafio de muestra y valores de los pardametros, para 6;, son dados por:

L | 100
Sesgo(0;) = 1000 (6 —6;) y RMSE(6;) = 1000 Z(Qz@ —0;)?,
i=1 =1

donde /Q\Z(j ) es el estimador de 0; para la j-ésima observacion. Las conclusiones del sesgo para Sy,
51, B2, p1, po, p1, a1y ao se observan en la Figura 4.2, las conclusiones del RMSE se observan
en la Figura 4.3. Se puede ver un patréon de convergencia a cero del sesgo y el RMSE cuando

n aumenta para todos los parametros. Como norma general, podemos decir que el Sesgo y el
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Figura 4.2: Estudio de simulacién 2. Sesgo promedio de los estimadores 3, p, p1 y @
RMSE convergen a cero cuando aumenta el tamano de las observaciones, indicando que los

estimadores basados en el algoritmo de tipo ECM establecido bajo el modelo MR-MF-SHN

brindan adecuadas propiedades asintoticas.
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Figura 4.3: Estudio de simulacion 2. Promedio de RMSE de los estimadores 8, u, p1 y «

16



Capitulo 5
Aplicaciones

En esta capitulo presentaremos los resultados obtenidos de la aplicacién del modelo MR-MF-

SHN con datos reales, asimismo realizaremos una comparaciéon con un modelo de mixtura

finita normal (MR-MF-N).

5.1. Instituto Australiano de Deportes(AIS)

Para la primera aplicacion, consideraremos los datos del Australian Institute of Sport (AIS)
el cual consta un registro de 202 atletas. Estos valores, fueron analizados previamente por
Cook y Weisberg (1994) y posteriormente por Benites et al. (2016) donde se us6 un modelo

de regresion lineal usando mixtura finita con una distribucién de colas pesadas.

Para esta aplicacion nos centramos en el porcentaje de grasa corporal (Bfat), que es explicado
por la suma de pliegues cutaneos (ssf) y altura en cm (Ht). Por lo tanto, consideraremos el

modelo estudiado como:

Bfat; = Bo + Bissfi + B2 Ht; + €,

donde ¢; pertenece a la familia MR-MF-SHN para i = 1, ..., 202.

Como primer paso se procedié a ajustar los modelos MR-MF-SHN como esté descrito en el
capitulo 3. El cuadro 5.1 compara el ajuste con el modelo MR-MF-N para diferentes compo-
nentes (g = 1 a 5). Observamos que el MR-MF-SHN considerando dos componentes (g=2)
funciona significativamente mejor que el MR-MF-N, usando los criterios de seleccién descritos

en el capitulo 3.2.3.

El cuadro 5.2 presenta los estimadores de MV de los parametros para el modelo MR-MF-SHN

con g = 2, junto con los errores estandar correspondientes (SE).

En la Figura 5.2, se grafico el histograma de los residuales ordinarios junto con las densidades
de los residuales de los modelos MR-MF-SHN y MR-MF-N con dos componentes (g=2).
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Cuadro 5.1: Cuadro comparativo del maximo log-verosimilitud, el criterio de informaciéon de Akaike
(AIC) y el criterio de informacion bayesiano (BIC) para los modelos MR-MF-SHN y MR-MF-N usando
el conjunto de datos AIS.

Modelo g AIC  AICc Loglik BIC
FM-N 1 7445 744.8 -367.2 T761.0
FM-N 2 734.4 735.1 -359.2 760.9
FM-N 3 7311 7325 -354.6 7675
FM-SHN 1 1037.3 1037.3 -516.6 1043.9
FM-SHN 2 722.1 722.4 -356.1 738.7
FM-SHN 3 7245 725.2 -354.2 751.0
FM-SHN 4 7319 733.3 -354.9 768.3
FM-SHN 5 737.8 740.0 -354.9 784.1

Cuadro 5.2: Estimaciones de los parametros del modelo MR-MF-SHN con g = 2. SE denota los errores
estandar correspondientes usando el conjunto de datos AIS.

Parametro ML SE

Bo 16.2905 1.7124
B1 0.1768 0.0025
B2 -0.0836 0.0094
o1 0.8881 0.3460
oo 3.2334 0.1025
1 -0.2126  0.3592
2 0.4070  0.1405
p1 0.6569 0.3388
<t
S - Modelo
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5§ - - MR-MF-SHN
o
o
©
3
=2 l
2 s
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Qa
g
o |
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Residuos ordinarios

Figura 5.1: Histograma de los residuales ordinarios superpuestos con las densidades de los residuales
considerando los modelos MR-MF-SHN y MR-MF-N para g = 2 componentes.
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Basado en esta representacion gréfica, parece una vez mas que el modelo MR-MF-SHN tiene
un ajuste bastante razonable y mejor que el modelo MR-MF-N con dos componentes (g=2).
No obstante los valores de los criterios de comparacién son algo similares y lo que puede

explicar el comportamiento mostrado en la Figura 5.2.

5.2. Clima de Szeged, Hungria, entre 2006 y 2016

Para este segunda aplicacién se utilizard una base inicial de 96,453 registros con datos histo-
ricos del clima de Szeged, Hungria, entre 2006 y 2016. Con datos del tipo de clima, tipo de
precipitaciones, temperatura, humedad, velocidad del viento, direccion del viento y visibili-
dad, que fueron utilizados en el articulo (Han et al., 2018). Tal como se realiz6 en el primer
conjunto de datos, se aplicard el modelo MR-MF-SHN en comparacién con un modelo de
mixtura finita normal (MR-MF-N). Este conjunto de datos fue extraido de una API (Appli-
cation Programming Interface) proveniente de DarkSky.net, el cual provee datos del clima de

cualquier parte del mundo. (Budincsevity, 2016).

Para esta aplicacién se tomara en cuenta los registros correspondientes al clima parcialmente
nublado y las precipitaciones de tipo nieve, registrando 1,720 datos de tamafno de muestra. Con
esta aplicacion se pretende estimar la velocidad del viento medido por km/h (WindSpeed), que
es explicado por la direccion del viento (WindBearing), la humedad (Humidity), temperatura
(Temperature) y la visibilidad en Km. (Visibility). Por lo tanto, consideraremos el modelo

estudiado como:

WindSpeed; = Bo+ f1WindBearing; + Bo Humaidity; + BsTemperature; + B4V isibility; + €;,

donde ¢; pertenece a la familia MR-MF-SHN para ¢ = 1, ..., 1720.

Posteriormente se procedié a ajustar el modelo MR-MF-SHN. El cuadro 5.3 compara el ajuste
con el modelo MR-MF-N para diferentes componentes (g = 2 a 5). Observamos que el MR-
MF-SHN considerando cinco componentes (g=5) funciona significativamente mejor que el
MR-~MEF-N, usando los criterios de seleccion descritos en el capitulo 3.2.3. Sin embargo note

también para el modelo FM-N el modelo que result6 ser mejor es aquel con 3 componentes.
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Cuadro 5.4: Valores estimados de los parametros del modelo MR-MF-SHN con parametro g=5. Se
denota los errores estandar correspondientes empleando la muestra de datos histéricos del clima de
Szeged, Hungria.

Parametro g=5 ML g=5SE

Bo 18.3879  19.3152
B1 0.0021  0.0017
Ba -10.7878  0.1741
Bs -12.0182  0.1803
Ba 0.0058  0.0253
@0 7.8518  2.9694
o 36.2538  1.8863
a2 9.7884  12.3575
as 23.5489  5.5231
o 24.1992  2.3394
10 -2.7786  9.2051
1 -2.9799  1.1371
2 0.3512  10.9718
U3 -4.9603  4.4429
M 5.8762  4.4436

Cuadro 5.3: Comparacion del maximo log-verosimilitud, el criterio de informacion de Akaike (AIC)
y el criterio de informacion bayesiano (BIC) para los modelos MR-MF-SHN y MR-MF-N usando el
conjunto de datos historicos del clima de Szeged, Hungria, entre 2006 y 2016.

Modelo g AIC AICc Loglik BIC
FM-N 2 10472.0 10472.1 -5226.0 10526.5
FM-N 3 10410.6 10410.8 -5192.3 10481.5
FM-N 4 10421.5 10421.8 -5194.7 10508.7
FM-N 5 10414.5 104149 -5188.2 10518.0
FM-SHN 2 11191.5 11191.6 -5590.8 11218.8
FM-SHN 3 10552.1 10552.2 -5268.1 10595.7
FM-SHN 4 10488.8 10488.9 -5233.4 10548.7
FM-SHN 5 10410.0 10410.2 -5191.0 10486.3

El cuadro 5.4 presenta las estimaciones de méxima verosimilitud de los parametros para el
modelo MR-MF-SHN con cinco componentes, junto con los errores estandar correspondientes

(SE), obtenidos a través del procedimiento presentado en el capitulo 3.2.4.

Finalmente, en la Figura 5.2 se grafico el histograma de los residuales ordinarios junto con las
densidades de los residuales del modelo MR-MF-SHN y MR-MF-N con cinco componentes
(g=5). Basados en esta representacion grafica, se muestra nuevamente que el modelo MR-
MF-SHN tiene un ajuste bastante razonable y mejor que el modelo MR-MF-N con cinco

componentes (g=5).
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Figura 5.2: Histograma de los residuales ordinarios superpuestos con las densidades de los residuales
considerando los modelos MR-MF-SHN y MR-MF-N para g = 5 componentes.
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Capitulo 6

Conclusiones y sugerencias

6.1.

Conclusiones

Del trabajo realizado se concluye:

Esta investigacion propone un nuevo modelo cuyo término de error tiene una mixtura
de distribuciones Senh-Normal como una extensiéon propuesta por Rieck y Nedelman
(1991) y Bartolucci y Scaccia (2005).

El modelo planteado permite modelar con gran flexibilidad, conjunto de datos que

presentan multimodalidad y que provienen de poblaciones heterogéneas.

Para esta estructura se desarroll6 el algoritmo ECM para calcular los EMV y la obten-
cién de los errores estandar aproximados utilizando el método planteado por Basford
et al. (1997).

Se elaboraron dos simulaciones para analizar la recuperaciéon de pardmetros y las pro-
piedades asintoticas de los estimadores obtenidas a través del algoritmo ECM. Los
resultados mostraron resultados satisfactorios en términos de aproximacion asintotica,

sesgo y RMSE.

Se realiz6 la aplicacion del modelo propuesto en dos conjuntos de datos reales. El ren-
dimiento del modelo MR-MF-SHN se compar6 con el modelo MR-MF-N en diversas
condiciones. En el primer conjunto de datos del Instituto Australiano de deportes, los
resultados mostraron que para la situacion de dos componentes (g=2) el modelo plan-
teado se ajusta mucho mejor a los datos, para el segundo conjuto de datos del clima de
Szeged, Hungria, entre 2006 y 2016 se identifico que para cinco componentes (g=5) se
obtiene mejores ajustes con la informacién. Ademaés, los criterios de seleccion de modelos
indican en ambos casos que el modelo MR-MF-SHN supera al modelo MR-MF-N.
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Apéndice A

Anexo de Demostraciones

A.1. Demostraciones del Capitulo 3

Demostrando el Paso MC-1 del algoritmo ECM

~(k ~
Se actualiza 0( ) por optimizacién, derivando la funcién @ (9‘9(’“)) con relaciéon a cada para-

metro y se equipara a cero para conseguir las ecuaciones de estimacion:

A(k+l _1 Zn:
n

i=1
n g
0 (0‘5(’“)) =c+> Y Z¥ {logpj + log (£1ij) — ;f%ij}
Il

Derivadas y expresiones relevantes a considerar:

SO —ié 3

804]' aj 14

0%, = 352,.

8%- Oéj 2ij
1

2
fQij = ﬁ§3ij
&

Yi — pij
&3ij = 2sinh <2Mj>

Simplificando la expresion:
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Q0 < w1 1 2
o~ 2, (aes) -2 (0 4)}

2(k) wc)
631]]

Z]

o
=1 J
n
1 (k) 1
=T 2 + 3 2 €34
J =1 J i=1

Igualando a cero el resultado anterior, obtendriamos:

k) _ ~(k)
/{ | B Z 532]

; ZJ
(6%
J =1 J'Ll

2(k) ZZL 1 %ij 531]
& = s 20

zlzy

Notese que B (k+1) ¢ 5(k+1) 1o tienen expresiones cerradas, por lo que se obtienen por maxi-

mizacién numeérica.

Demostrando el calculo de las expresiones de los errores estandares aproximados

~ Z N I, 9
=Y 88/, donde § = 20 18 > psun(yiley, pij, 0 = 2) ;

i=1 J=1 0-6
donde
/S\’i = (/s\’i,aa /S\LPM D agi,pg,1 ) /S\i’ﬁa /5}71917 O agi,’@g)—r
las expresiones para los elementos s; o, 5; p,, 5i,8, 5i,9,, § = 1, ..., g, son las siguientes:
N > _10iDs(yi; 0;) - prDo; (yi: 05) prDa, (yi; 05)
5 = Sy, = G =T )
i f(i; 6) ” flyi;0) 70 f(yi; 0)
Y 1
Sip; = T 0) (ésun (Yilaj, pij, 0 = 2) — ¢dsun (Yilayg, pig, 0 = 2)),
(3]
donde

0
Dy, (yi;0;) = W@SHN(?M%,MJ‘,U =2))
J
1
osun (Yilej, pij, 0 = 2) = §¢(§2ij)€lij

2 Y; —vj — XF
§2ij = — sinh <’ U 6)
o 2

J
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2 Y; —v; — XT
€155 = — cosh (vj i 6)
Qg 2

Derivando respecto a sus parametros

Primera expresion:

o 1
giN 5[ Szzﬂﬁ (&2i) &1ij + ¢ (&245) <—aj§1z'j>
% < glljgb(é.QU)) [f%m - 1]
= ﬂjﬁuﬂb (6aij) (€355 — 1)
Segunda expresion:
0 1 1
q;S;N 3|3 <Z5 (E2i5) ELi56205i + & (S215) <—2§2u‘3€i>}
1 1
= 4¢ (5223) 51”521]552 - Z¢ (€2ij) §2i; T
1
= 4¢(52U)£2m$1 (flzg 1)
Tercera expresion:
0 1 1
(giIJ{N 3 *¢(521j)5%¢j52ij + ¢ (&2i5) (—2522'3')}
1
4¢ (5221) 51”621] ¢ (‘521'3') £2ij
.
4 Cb (52”) 522] (Elzg )
Obtenemos:
Dﬁ(%; aj) = 1 [¢(§2U) 521] (flz] )] Xi,
1
Dy, (yi;05) = i [6(E2i5) €24 (635 — 1]

1
Do, (yi;0;) = 2a; [¢(£2ij)flij(§§i]‘ -1)].
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Demostrando los valores de la matriz Hessiana

Oa da da Ooa
830; Igxq aapﬁ = OgX(gfl) aa’ﬁ = Ogxp 38? = Ogxg
14 p D p
GaaTﬁ (9-1)xg 8%Tﬁ: Iig-1)x(g-1) 86;5: O(g—1)xp (%ang Otg—1)xg
&T:Op = O1xg %7;1 = Uix(g-1) 856; = O1xp 87; = lixg
85 Op><g i = Opx(g—l) i = IPXP ai = Ong
% ou" A ‘n
E Ogx i:AT(_l)x—l i:()x iz[x
daT gxg opT gx(g—1) 08T gxp vl gxg
6041 8041 6041
Ovi  Ovs vy
6042 80(2 6052
Oovi  0Ovg Ovg
da
T = Do
Oay  Oay Oay
Ovr  Ovy vy
o1 Op op1
ovy Ovy Ovg
Op2  Op2 9p2
5 Oy 0y Ovg
p
5T — = Og-1)xg
apg,1 apgfl 817971
ovy Ovoy vy
oo |98 9B IBo| 0
daT — |0a; Oy dag | Ixg
o (0% 0RO
opT ~ |01 0P R
vj = Bo + uj
Bo = v; — 1y

g
> pju; =0
j=1

pifi1 + - pgptg =0
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Respecto a lo anterior se procede a derivar

_ “ba2pt2 — P3H3 — ... — Pglg
M1 =
P
o P2 (I=p1—p2— ... —pg_1) lig
P
Opr _ pipg — (=P2p2 = - — Pglty)
op1 p?
Op1 _ pipg —pipa
p1 P
% _Hg— M
Ip1 P1
% | G
Ip2 P1
O g — Pg—1
apg—l p1
- —p1p1 — p3p3 — ... — (1 —p1 — p2 —---—ngl)ﬂg
p2
Opa _ Tt
Ip1 P2
Opz _ THat g
Ip2 P2
pL+p2+..+p;=1
OO O
opr Opz ~ Opg—1
Opa Oz Opiz
Op1 Opa  Opg—1
o
opT
Oy Ong Oty
Op1  Op Opg—1
Hg — K1 g — [2 Hg — Hg—1
P D p1
Mg — K1 g — K2 Hg — Hg—1
P2 P2 P2
o
opT
Hg — H1 Mg — H2 Mg — Hg—1
Dg Pg Pg
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1y = —papia —p3p3 ... — (L —=p1 —pa... —pg_1) lig
b1
O _ HgDP1 — P11
op1 p?
% _Hg— M
op1 P1
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