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RESUMEN

La presente tesis se enfoca en el diseno, andlisis y validaciéon de los controles
O6ptimos para el Sistema de Péndulo Doble. Para ello, se desarrolla un modelo
matematico del sistema desde un enfoque energético y se analiza su dindmica
en diferentes puntos de operacion. Los controladores 6ptimos utilizados en
este estudio tuvieron como objetivo principal llevar los péndulos a su punto de
equilibrio y mantenerlos alli. Entre los controladores lineales implementados,
se incluyen el LQR, el Observador con controlador de estado, el MPC y en
cuanto al controlador no lineal el NMPC. Este ultimo se basa en el solver
ACADO vy utiliza una interfaz en MATLAB para resolver el problema 6ptimo
de control en su forma no lineal, considerando la dindmica real del sistema,
restricciones en las variables de estado y entrada de control, asi como en las

incertidumbres.

Los resultados obtenidos fueron contrastados y se determina cuél de los con-

troladores se adecua mejor al Sistema de Péndulo Doble.

La tesis esta estructurada de la siguiente manera:

Capitulo 1 provee una vista general de los trabajos e investigaciones sobre el

Sistema de péndulo doble.

Capitulo 2 presenta una vision general de la base tedrica asi como el modela-
miento del Sistema de péndulo doble. Ademds incluye la linealizacion,

implementacion y validaciéon del modelo.

Capitulo 3 muestra las diferentes estrategias de control propuestas para la
estabilizacion del Sistema de péndulo doble. Los controladores sera pos-
teriormente comparados en un mismo de operacion de modo a fin de
evaluar su performance.Por otro, se adiciona un apartado extra sobre el

estudio de la robustez inherente del NMPC frente a perturbaciones.

Capitulo 4 presenta los comentarios e impresiones sobre la realizacién de la

presente tesis.

Capitulo 5 termina la tesis con las conclusiones y observaciones.
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INTRODUCCION

La dindmica del movimiento del Sistema de péndulo doble es complicada debi-
do alas trayectorias independientes de cada péndulo. Mientras que el primer
péndulo sigue un movimiento predecible a lo largo de arcos de circunferencia,
el segundo péndulo experimenta movimientos cadticos y no definidos. A pesar
de que este sistema es relativamente féacil de construir, su estudio y control
presentan un desafio debido a este tltimo factor, como se puede observar en
la figura 0.1 generada en MATLAB los tipos de movimiento que realiza cada
uno de los péndulos. En color azul se muestra el movimiento de circunferencia
del primer péndulo altamente predecible y el segundo péndulo en rojo con

ese movimiento cadtico como antes se menciono.

En cuanto a la estructura mecénica del Sistema de péndulo doble, se presen-
ta la figura 0.2, en donde se muestra una esctructura real de un Sistema de
péndulo doble como objeto de estudio en un laboratorio [1]. Este, consta de
dos péndulos con masas m; y my, y longitudes [, y l», respectivamente. S6lo
el primer péndulo estd conectado a un pivote con motor que controla el sis-
tema y el segundo péndulo, si se toma como referencia la capa terrestre, se
encuentra unido al primer péndulo sin ningtiin motor de por medio. Debido a
la gravedad terrestre, éste sistema experimenta un comportamiento cadtico

que puede ser modelado mediante ecuaciones acopladas de segundo grado

Doble Pendulo Caotico

Figura 0.1: Caos del Sistema de Péndulo Doble.
Fuente : Elaboracién propia



con una fuerte no linealidad.

Figura 0.2: Sistema real de un Péndulo Doble.
Fuente : Instituto de Ingenieria de Control y Mecatrénica (rtm) de la TU
Darmstadt.

Anteriormente, el uso del Sistema de péndulo doble se restringia al &mbito
académico. No obstante, un tema interesante a tratar es su aplicacién practica
del control y uso de este tipo de sistemas en proétesis robdticas o su uso en el
mecanismo de sillas de ruedas eléctricas con capacidad de subir escalones.
Aunque esta tesis no se enfoca en dichas aplicaciones précticas, se centrard en
el modelamiento y control del sistema para mejorar su eficiencia energética y
robustez. En el futuro, se podria aplicar solucién de control 6ptima presentada
en esta tesis a dichas aplicaciones practicas.

En la presente tesis se propone desarrollar, disefiar e implementar una estrate-

gia de control 6ptima para dar solucidon a la dindmica no lineal del Sistemas de
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péndulo doble caracterizada con movimientos no periddicos e inestables. Para
ello se emplea una estrategia de control lineal y no lineal la cual a lo largo del
desarrollo de la tesis, muestra ctial de ellos es el més efectivo para el control
de este tipo de sistemas. Por ello, el uso del modelo del sistema se propone por
medio de la linealizacion del mismo en un punto de operacién o por medio

de la descripcién por ecuaciones diferenciales.

Para alcanzar los objetivos, se esctructura la presente tesis en diferentes fases

descritas en diferentes capitulos.

El primer capitulo describe el estado del arte de los diferentes Sistemas de
péndulo dobley las estrategias de control utilizados. Posteriormente, se detalla
la problematica que presenta el sistema y la respectiva propuesta de solucion

que gobierna esta tesis.

Precisamente, el capitulo 2 muestra el modelamiento del Sistema de péndulo
doble desde el punto de vista energético asi como su respectiva simulaciéon
de las ecuaciones diferenciales que describen la dindmica del sistema bajo
diferentes excitaciones a la entrada del sistema. Ademas, se detalla la lineali-
zacion de la misma para describirlo por medio de las matrices en espacio de
estados para el uso de controladores optimos lineales. Para eso, se prueban
diferentes puntos de operaciones por medio de los criterios de observalidad y

controlabilidad.

En cuanto al desarrollo, disefio e implementacién de los controladores 6p-
timos avanzados se presentan cada uno de ellos en el capitulo 3. Como se
mencion6 anteriormente, se desarrollan diferentes tipos de controladores
6ptimos avanzados dependiendo del linelidad o no lineadlidad del modelo
descrito. En cuanto al uso modelo lineal, se presenta el controldor LQR, Ob-
servador completo y reducido con controlador y el MPC lineal bajo un mismo
punto de operacién. Bajo esa premisa, se desarrolla el NMPC para el modelo
no lineal y se contraste bajo el mismo punto de operacién que el de los contro-
ladores lineales. Posteriormente, se prueba este controlador bajo otros puntos

de operacién y se prueba su robustez.

Finalmente en los capitulos 4 y 5 se presentan las conclusiones y observacio-
nes, y recomendaciones y perspectivas respectivamente bajo los resultados

obtenidos en cada fase de la tesis.



Capitulo 1

ESTADO DEL ARTE

1.1. Introduccién

En este capitulo aborda los diferentes trabajos relacionados al control de
Sistema de péndulo dobley sus usos practicos. Ademads, se detalla las diferentes
estrategias de control aplicadas para este tipo de sistemas que se produjeron
en los ultimos tiempos, partiendo de su importancia de las mismas para el

proposito de esta tesis.

1.2. Estado del Arte de los péndulos dobles

A continuacion se hard una breve descripcion de los trabajos consultados que

utilizan un Sistema de péndulo doble:

= Control 6ptimo no lineal del péndulo doble subactuado para una graa
(Nonlinear Optimal Control for the Underactuated Double-Pendulum
Overhead Crane) El proposito de este trabajo de investigacion es propo-
ner un enfoque de control 6ptimo no lineal para grias puente basado en
un péndulo doble utilizados habitualmente en la industria, las obras de
construccion y las operaciones de la cadena de suministro [2]. El control
y la estabilizacion de este tipo de griias puede ser un reto debido a las
no linealidades y a la falta de actuadores en referencia a los grados de
libertad.

El enfoque propuesto por los autores implica la linealizacién del modelo
dindmico de la graay el sistema de doble péndulo en torno a un punto
de operacion, utilizando la expansion en serie de Taylor y matrices ja-
cobianas. A continuacion, se disefia un controlador de realimentacion
o6ptimo estabilizador (H-infinito) para el modelo linealizado de espacio
de estados, que es la solucion al problema de control 6ptimo no lineal
bajo incertidumbre del modelo y perturbaciones externas. Las ganan-
cias de realimentacion del controlador se calculan mediante soluciones

repetitivas de la ecuacion algebraica de Riccati, y las estabilidad del
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mismo se realiza por medio del andlisis de Lyapunov. Ademas, se utiliza
el filtro de Kalman H-infinito como estimador de estado robusto para
implementar un control basado en la estimaciéon de estado sin medir
el vector de estado completo de la gria y el sistema de doble péndulo.
El enfoque propuesto consigue un seguimiento rapido y preciso de los

puntos de consigna de referencia para todas las variables de estado.

Control de posicionamiento y eliminacién de oscilaciones del puente
graia con dindmica de doble péndulo (Positioning and Swing Elimi-
nation Control of the Overhead Crane System with Double-Pendulum
Dynamics) El objetivo del estudio es abordar la dindmica de doble pén-
dulo para un sistema de puente gria [3] y desarrollar una estrategia
mejorada de control antioscilacion para el posicionamiento y la elimi-
nacién de oscilaciones. Para ello los autores introdujeron una entrada

de control auxiliar, e implementaron una funcién de Lyapunov.

En cuanto a la estrategia de control, elaboraron un enfoque de con-
trol antioscilacién no lineal considerando un andlisis teérico para la
convergencia de los estados del sistema. Las pruebas de simulacién
confirmaron la eficacia y robustez del enfoque propuesto y demostraron
que supera a los métodos de control existentes. El estudio concluye que
el planteamiento propuesto tiene importantes implicaciones para el

control de sistemas de gruas puente con dindmica de doble péndulo.

Control en modo deslizante antioscilacion para un péndulo doble
tridimensional basado en un observador de estado extendido (Anti-
swing sliding mode control of three-dimensional double pendulum
overhead cranes based on extended state observer) Este trabajo se trata
sobre el uso de una graa basado en un péndulo doble en modo de
movimiento tridimensional a fin de mejorar la eficiencia del transporte
de carga [4]. Sin embargo, el control de los dangulos de oscilaciéon de dos
etapas presentan gran dificiltud. Para resolver este problema, los autores
proponen un método de control coordinado para el carro de la gria de
péndulo doble.

El método utilizado por los autores para el control empieza con un mo-
delo tridimensional de gria de péndulo doble simplificado. Se emplea
ademds un método de control en modo deslizante, junto con un obser-

vador de estado extendido, para posicionar y suprimir la oscilacién en
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dos etapas de la graa. El método propuesto tiene una gran robustez y
capacidad antiinterferente, y se demuestra que consigue un posiciona-
miento rdpido y preciso a la vez que suprime eficazmente la oscilacién
en dos etapas. El método se aplica en una planta experimental no lineal
y, en comparacion con otras propuestas, el control propuesto demuestra
una reduccién del tiempo de movilidad, una mejora de la eficacia del

trabajo y una reduccién del riesgo para la seguridad de los operarios.

Control de un péndulo doble inverso basado en una rueda que consi-
dera la dindmica hibrida (Regelung eines Radbasierten Inversen dop-
pelpendels Unter Betrachtung Hybrider Dynamik), es un trabajo rela-
cionado al sistema denominado por su autor como Star Climbing Device
(SCD) [5], donde se puede apreciar una aplicacion directa respecto al
péndulo doble. En este trabajo se aborda el disefio de una silla de ruedas
eléctricas capaz de subir/bajar escaleras. Para eso, las ruedas se alinean
de tal manera que se asemejan a dos péndulos los que mantendrén a
la persona, sin movilidad, y la silla eléctrica en una posicion tal que se
mantengan estables a pesar del peso de ambos objetos. Por otro lado, se
considera de la misma forma las incertidumbres que pudieran ser parte
de las perturbaciones como movimientos de la persona en cuestiéon o

algin tipo de friccién que presenten las ruedas con el suelo.

En el caso del controlador usado para este trabajo fue el de Dindmica
Cero (Zero Dynamics) cuyo fin de mantener la dindmica interna del
sistema en posicién de equilibrio, sin movimiento y por ende estable.
Para este proposito, se us6 un modelo dindmico basado en el método
de Lagrange, el cual se necesita linealizar para compensar la dindmica
no lineal del SCD. Posteriormente, se utiliza un control adicional por
retroalimentacion junto con la metodologia de desacoplamiento que
finalmente logra la estabilizacion con el método de dindmica cero. Con
eso, se garantiza que el objeto se quede en su posicion de equilibrio
de modo que tanto la silla de ruedas eléctrica junto a la persona con

movilidad restringida permanezcan en una posicion estable y segura.

Control y dindmica de lalocomocién de una pierna que funciona como
péndulo doble auto-impulsado (Dynamics and Control of Locomotion
of One Leg Walking as SelflImpact Double Pendulum), es otro traba-
jo relacionado al Sistema de péndulo doble [6]. Para eso, se modela la

locomocién de una pierna humana. La cual se asemeja a un péndulo
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doble auto-impulsado. Ademas, se modela también las articulaciones
que limitan el movimiento a solo muy cortos dngulo de giro. Este tltimo
punto es importante a tomarlo en cuenta ya que el Sistema de péndulo
doble que se estudia en esta presente tesis a diferencia de éste trabajo es

que claramente no posee éstas limitaciones.

En cuanto al controlador como se trata de un sistema linealizado, el
autor de este trabajo propone un controlador lineal denominado como
Retroalimentacion Linealizada de Entrada-Salida (Input-Output Feed-
back Linearization). En este caso, los retroalimentadores se tratan de
dos coeficientes utilizados como ganancias de control que regulan cada
angulo, variables del proceso, por separado ddndoles autonomia. Asi-
mismo, al trabajar con un sistema linealizado se debe notar que no se
consideran las no linealidades propias del movimiento particular de una
pierna obviando la dindmica real del sistema. Sin embargo, ofrecen una

solucién interesante al respecto.

Control de un sistema de doble péndulo no afin mediante inversiéon
dindmica y separacién de la escala de tiempo (Control of a Nonaffine
Double-Pendulum System via Dynamic Inversion and Time-Scale Se-
paration), se trata de un péndulo doble con entrada no afin, es decir no
lineal, que tiene como propésito de control seguir una trayectoria [7]. En
cuanto al sistema que utilizan en este trabajo, éste usa dos torques, uno
colocado en la base del primer péndulo y el segundo en la juntura de
ambos péndulos. Estos dos actuadores a diferencia de nuestro modelo
de Sistema de péndulo doble de ésta tesis marca una diferencia en cuanto
a su estrategia de control ya que tienen una sefial de control adicional a

nuestro modelo, es decir Ul y U2.

Al respecto, la estrategia de control usada fue propuesta en el afio 2006
[8] y fue usada de forma académica por los autores usando un Sistema
de péndulo doble. Este método se basa en la separacion temporal entre
la dindmica del sistema y la del controlador para lograr el seguimiento a
la trayectoria requerida. Cabe sefialar que esta estrategia de control re-
quiere de un sistema lineal por lo que el sistema fue linealizado. Ademas,
se consideraron perturbaciones en la senal de control como también
fue probado en la presente tesis teniendo buenos resultados como los

nuestros.
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= Sintesis de un control 6ptimo para la oscilacion y la amortiguaciéon
de un péndulo doble (The optimal control synthesis of the swinging
and damping of a double pendulum), intenta solucionar el problema
de balanceo/oscilacion de un Sistema de péndulo doble [9]. En cuanto a
la descripcion del sistema a diferencia de nuestro Sistema de péndulo
doble, donde usamos el &ngulo de giro y la velocidad angular. En éste
trabajo se hace un cambio, es decir se usa el momento angular y no la
velocidad angular. Ya que como se sabe, el elemento derivativo (veloci-
dad angular) proveniente del &ngulo de giro genera una gran dificultad
para la aplicacion de un control 6ptimo. El autor de este trabajo elimina
por lo tanto este término durante el modelamiento. Como se mencion6
antes, el modelamiento Sistema de péndulo doble que se llevara a cabo a
diferencia de este trabajo en mencion, si considera la velocidad angular

como subproducto del dangulo de giro, es decir su derivada natural.

Tal como se menciona en el titulo de este trabajo, se usa un control
6ptimo usado para solucionar el ratio de cambio del dngulo entre las
diferentes secciones es decir el balanceo/oscilacion de los dngulos. Para
eso, el autor usa del principio méaximo Pontryagin. Ademds como se
menciond anteriormente, al usar el Momento Angular, se elimina s6lo
la segunda derivada pero se mantiene siempre la primera derivada de la
variable de control resolviendo de una forma més sencilla el problema

6ptimo de control.

= Estabilizacién de un péndulo doble invertido con un torque de control
(On stabilization of an inverted double pendulum with one control
torque), a diferencia del trabajo anterior, este trabajo posee s6lo un
controlador ubicado en la base. Es decir, s6lo del primer péndulo tiene
un control establecido asi como el modelo del Sistema de péndulo doble
de esta presenta tesis. Por consiguinte, el segundo péndulo queda libre
y conectado por una juntura al primer péndulo [10] presentando un

movimiento no periédico.

El modelo también se linealiza como casi todos los trabajos antes men-
cionados a fin de realizar su control y estabilizacion. Para eso se asume
que los péndulos solo trabajan en un rango pequeio de giro de modo
que puede aproximarse a un valor especificos. En cuanto al controlador
lineal usado, se trata de una ganancia por retroalimentacion. Precisa-

mente, este andlisis es parte de nuestra primera etapa de estudio de la



presente tesis teniendo en cuenta que el modelo es muy parecido.

= Control de un robot humanoide andante con modificaciéon en tiempo
real de las posiciones de los pies ( Laufen humanoider Roboter auf
regelungstechnischer Basis mit Echtzeitmodifikation der FufSpositio-
nen),es otro trabajo relacionado al control del un péndulo doble por
medio de un control 6ptimo cuyo objetivo es controlar lalocomocién
de un robot humanoide. Este robot humanoide utiliza dos piernas ar-
ticuladas [11] las cuales se busca, segun el autor, que las posiciones de
los pies y las piernas sean precisas como la que generaria un humano.
Este trabajo se diferencia asimismo con esta presente tesis en la orienta-
cion de las coordenadas para su modelamiento que lo convierte en un

péndulo doble invertido.

Los controles utilizados para este trabajo fueron el PC (Preview control)
y el MPC (Model Predictive Model) pero en su estado lineal. Para eso, se
utiliza un proceso de linealizacion del sistema; lo que limita el trabajo a
sélo ciertos puntos de operacion. Tal como se explica en este trabajo,el
autor de este trabajo simplificé la no linealidad de su su sistema hacien-
do que los pasos que da el robot articulado sean pequeios; de modo
que su estabilidad no sea un problema. Por otro lado, se consideraron
también las posibles perturbaciones o obstaculos que el robot, en su mo-
vimiento, encuentren en su camino, de modo que el robot humanoide

pueda ser capaz de sobrepasar con éxito estos obstdculos.

Como se vieron en los proyectos antes mencionados, todos los modelos utili-
zan un Sistema de péndulo doble en su variante inversa y no inversa. Se podria
mencionar que los modelos del Sistema de péndulo doble de algunos de estos
trabajos varien en su modelamiento ya sea por el cambio de coordenadas o
que se asumen aproximaciones en los dngulos de giro para su simplificarlo.
Aun asi con estas consideraciones, estos trabajos son validos como materia de
estudios en el marco de su aplicacién partiendo del hecho que los sistemas
utilizan alguna dindmica de un péndulo doble y utilizan estrategias de control
con buenos resultados a fin para resolver estos tipos de sistemas cadticos.
Ahora bien, cabe mencionar que casi todos trabajos presentan una modeliza-
cion de los sistemas en su forma lineal. Es decir, el control de los Sistemas de
péndulo doble se realiz6 basado en un sistemas linealizados; de modo que los

controladores usados son de naturaleza lineal dando como resultado que los



10

puntos de operacién o trabajo sean cortos y muy limitados que no abarquen
todo el espectro de la dindmica de los reales Sistemas de péndulo doble como
silo haria un sistema no lineal y que si es parte del estudio de esta tesis como

se vera mas adelante.

Por otro lado, la motivaciéon que presentan muchos de estos proyectos en
materia de su aplicacion va mds alld de la parte académica. En efecto, muchos
de ellos toman en cuenta la aplicaciéon humana para el bien y beneficio de
la calidad de vida de personas. Por ejemplo, en el primer trabajo presentado
en este capitulo, el autor menciona que este tipo de trabajo va a mejorar la
calidad de vida de personas con movilidad reducida dando a entender ésta
como su motivacion especifica en mencion. El segundo trabajo, por otro lado,
tiene como propdsito y motivacion el control de la locomocién de una pierna
a fin de usarlo en una prétesis robdtica que en un futuro pueda reemplazar la
pérdida de este miembro en alguna persona en necesidad. El tercer, cuarto y
quinto trabajo presentan un estudio puramente académico y aplicativo para
un Sistema de péndulo doble. No cabe ninguna duda que su aplicacién vaya
mas del mero dmbito de la investigacion sino también para un beneficio mas
altruista. En cuanto al Gltimo trabajo mencionado, el autor explica que su
trabajo, a modo de aplicacién, puede ayudar a proteger de alguna manera a
las personas en ambientes peligrosos o no apropiados para ellos ya que se
utilizaria un robot humanoide que pueda evitar obstaculos que un simple
humano no lo lograria con efectividad. De los antes visto, se concluye y deja
por sentado que el estudio del Sistema de péndulo doble tiene un gran valor ya
que su aplicacion va mas alla de su parte académica ya que también puede y

muy ciertamente va a mejorar la calidad de vida de las personas.

1.3. Problemadtica de control del Sistema de péndulo doble

Los sistemas basados en un Sistema de péndulo doble presentan dificultad para
su control y su estabilizacion. El movimiento cadtico que produce el segundo
péndulo se hace resaltar enormemente a diferencia del movimiento circular
que se produce por el primer péndulo. Ademés del movimiento cadtico ya

mencionado, se presentan otros problemas y son los siguientes:
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1.3.1 No linealidad del Sistema de péndulo doble

El Sistema de péndulo doble presenta no linealidades ya que en su modela-
miento, se encuentran términos cuadraticos o funciones de segundo grado
con términos de cosenos y senos que hacen dificil su soluciéon matematica;
para dar por un ejemplo de ello, al cambio minimo en estos &ngulos pueden
considerarse quasi lineales pero al ser de valores mds grandes como condicién
inicial, pueden generar recorridos muchos mas caoéticos y analiticamente difi-
ciles de manejar, y por ende dificil de controlar. Si bien es cierto que este tipo
de sistema es parte de muchos estudios académicos y muchos estudios han
abordado la solucién de la misma desde un punto de vista lineal aproximando
los dngulos a valores pequenos, como por ejemplo, resultando es un sistema
con ecuaciones puramente lineales. Sin embargo, al linearlizar el Sistema de
péndulo doble se deja de lado la dificultad no lineal del sistema y su verdadera
dindmica ya que el sistema linealizado s6lo sera valido para un pequeno espa-
cio de dngulo de giro; de modo que se obvia su verdadero comportamiento

difiriendo bastante a uno real [12].

1.3.2 Oscilaciones y dificultad para la estabilizacion del Sistema de péndulo
doble

En efecto, ademds del comportamiento cadtico antes descrito debemos ana-
dir las oscilaciones y la dificultad de estabilizacion que tiene un Sistema de
péndulo doble. Debemos entender primeramente que al tener dos dngulos
de giros, tenemos por lo tanto dos grados de libertad que al ser posicionados
en un punto especifico de equilibrio, deberia existir dos controladores que
gobiernen dichos dngulos de giro a fin de estabilizar eficientemente el Sistema
de péndulo doble [13]. Sin embargo, cabe sefialar que el problema radica en
que la mayoria de Sistemas de péndulo doble e incluyendo el nuestro, posee
mads grados de libertad que entradas de control. En efecto, nuestro Sistema de
péndulo doble si bien posee 2 dngulos de giro, es decir 2 grados de libertad o
parametros que nos ayudan a describir las demds variables, s6lo depende de
una Unica sefial de entrada control ubicada en el pivote del Sistema de péndulo
doble. Este tiene como tarea de estabilizar y posicionar los dos péndulos en
un determinado punto de equilibrio y mantenerlos alli. Este hace por consi-
guiente que sea su control muy desafiante al momento de elegir una estrategia

de control ya que éste tiene que ser no s6lo robusto sino también capaz de
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vencer las oscilaciones [14]. Adicionalmente a la dificultad antes mencionada
debemos describir otra la problemética, las oscilaciones que en su mayoria
pueden originarse en el actuador que gobierna la entrada de control, es decir
el motor que genera el momento de torque al todo el Sistema de péndulo doble
por medio de su desgaste en el tiempo y la friccion entre las superficies y ro-
tores del motor que se traduce en oscilaciones y/o perturbaciones. Estos que
se modelan como un ruido continuo que afecta al buen funcionamiento del
sistema en su totalidad o parcialmente que la estrategia de control sea capaz
de disminuir a su minima expresion a fin de tener un buen control 6ptimo y
robusto; empero como se mencion6 antes, es un tema bastante complicado

de solucionar.

1.3.3 Dificultad para el seguimiento especifico de la trayectoria del Sistema
de péndulo doble

Segun la literatura consultada, los tipos de problemas que se plantean para
el Sistema de péndulo doble no contemplan un punto de referencia a donde
el péndulo doble tendria que direccionarse, en muchos casos solo se plantea
que el sistema llegue a un punto de equilibrio estable. Sin embargo, si se le
agrega puntos de referencia diferentes a los puntos de equilibrio estables, la
dificultad aumenta ya que el nuevo objetivo es que la estrategia de control
sea robusto y capaz de mantener estos puntos de referencia diferentes a los
de equilibrio y mantenerlos alli [15]. Esto incurre es un problema adicional
a la dificultad ya establecida previamente en los puntos anteriores que no es

considerado en muchos de los trabajos.

1.4. Propuesta de solucion

Para dar un panorama amplio sobre la solucion a las problemadticas asociadas
al Sistema de péndulo doble antes mencionadas, se deben establecer éstos
como puntos importantes a tomar en cuenta. En efecto, como primer punto se
debe comenzar por considerar las no linealidades del Sistema de péndulo doble,
como segundo punto se debe considerar también las oscilaciones propias que
presenta el sistema, y los agentes externos que las producen y finalmente la
trayectoria de seguimiento para valores de referencia arbitrarios mas alld de

los puntos de equilibrio.
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1.4.1 Modelamiento No Lineal del Sistema de péndulo doble

Nuestra propuesta se basa en trabajar con un modelo de péndulo doble no
lineal que verdaderamente represente su dindmica real; entonces para mo-
delar el sistema, se tiene dos alternativas ya que podemos plantearlo desde
un punto de vista energético o desde un punto de vista basado en fuerzas
que soportan los péndulos. La diferencia de uno contra el otro es su simpli-
cidad o complejidad para describir las ecuaciones matemaéticas del modelo
que gobiernan al Sistema de péndulo doble respectivamente. En efecto, en
esta tesis analizaremos el sistema desde el punto de vista energético debido a
su estandarizacion y facilidad de célculo ya que sélo se hard uso de algunas
derivadas (método Langragiano) [16] y no el célculo de fuerzas que gobierna

al sistema (método de Newton) [17] .

El sistema por lo tanto, serd descrito por ecuaciones diferenciales ordinarias
o ODEs (Ordinary Differential Equations) de segundo grado,los que conside-
ran la No Linealidad propia del Sistema de péndulo doble en todo su rango
de accién. Por consiguiente, su respectiva solucion serd dada, considerando
todo el espectro del control No lineal, a base de métodos de integraciéon que
puede ser bastante compleja por la solucién numérica que se requiere y asi-
mismo computacionalmente costosa. De alli su importancia de resolver un
verdadero/real Sistema de péndulo doble puramente No Lineal cobra mucha
importancia [18] ya que no muchos autores consideran esta no linealidad y

optan por linealizarlo a fin de obviar los puntos antes mencionados.

1.4.2 Estrategia de control no lineal

Comenzaremos con una estrategia de control bastante exitosa para la solucién
de este sistema no lineal mediante un modelo linealizado. Se puede mencionar
al Control Linear Cuadréatico (LQR) como un método bastante exitoso para su
control, estudiado y utilizado mucho en la parte académica [19]. El LQR usa
un modelo lineal para predecir el comportamiento del sistema, el cual pueda
representar su dindmica en un cierto rango de operacion. Sin embargo, su
control y estudio se limita de gran manera ya que no se cubre la no lineal propia
del Sistema de péndulo doble ni las restricciones que puedan considerarse
tanto en las variables de control o en la misma sefial de control. Al usar el LQR,
el Sistema de péndulo doble es resuelto como un problema éptimo de control

(OCP); ya que la solucion de la misma, requerird la busqueda de una entrada
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de control 6ptima, tal que se pueda alcanzar un costo minimo de energia o
que los valores de posicién de los péndulos converjan a un punto de referencia
o trayectoria deseada en el menor tiempo posible. La solucién de ésta OCP
mediante el LQR debera utilizar necesariamente un modelo lineal por lo que
para su pleno uso, se deberd linealizar el sistema en un punto especifico de
operacion por algiin método de linealizacion como la expansién de la serie
de Taylor de las ODEs considerando un punto especifico de operacién [20], el

cual presentaria, como se mencion6 anteriormente, limitaciones.

Ademas de la linealizacion propia del sistema para asi usar el LQR, tenemos
que entender que este control optimal se basa en un modelo deterministico
donde éste predice su comportamiento a futuro en un espacio de tiempo de-
terminado (Horizonte finito) . Por lo tanto, este control optimal no contempla
perturbaciones o mismatch de los modelos. De modo que a fin de tener atin
mejores resultados considerando las limitaciones previamente mencionadas,
el LQR debe combinar un control a lazo cerrado y/o un Observador completo
o reducido que prediga las variables no medibles [21] como se probard en la

presente tesis.

Por esa razon, se presentard en esta tesis un andlisis de las estrategias de con-
trol optimales no lineales para un Sistema de péndulo doble considerando
restricciones, robustez contra el mismatch y perturbaciones, y un horizonte de
prediccién infinito que garantice estabilidad del sistema [22]. Asi, se propone
como solucion al NMPC (Nonlinear Model Predictive Control) consideran-
dolo como un Receding Horizon Control (RHC) que construye una funcién
de control que predice el comportamiento del sistema con un horizonte de
prediccion indeterminado (Infinite Horizon) o que lo aproxime al mismo a fin
de garantizar una buena optimizacion y de posicionamiento en el punto de
referencia deseado como por ejemplo mantener el Sistema de péndulo doble
en forma vertical a lo largo del tiempo, consumiendo la minima cantidad de
energia [23] a lo largo de todo el rango de accion del Sistema de péndulo doble

sin limitaciones alguna.

Ahora bien, esta estrategia de control no lineal tiene que ser comparada a
fin de asegurar su efectividad frente a las otras estrategias de control que ya
tuvieron mucho éxito para la solucion de este tipo de sistema. Sin embargo,
precisamente estas estrategias de control manejan un modelo lineal del sis-
tema por lo que se tiene que idear un punto en comun entre ella. En efecto,

todas las estrategias de control lineal junto con la estrategias de control no
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lineal pueden ser solo probadas en un punto comun de operacion. Para eso se
linealizara el Sistema de péndulo dobley se controlara el sistema lineal para
un LQR, Observador completo con Controlador, Observador Reducido con
Controlador y un MPC (Model Predictive Controler). En cuando a la estrategia
de control no lineal, el NMPC no serad linealizado, sino que su rango de giro
del sistema de péndulo doble se limitard a un punto inicial y punto final, tal
que se asemeje a sus pares lineales, pero manteniendo la dindmica no lineal

del Sistema de péndulo doble en su totalidad.

1.5. Objetivos

Disefar diferentes estrategias de control basados en el método Langrariano
de energia y probar ctaal de ellos es la que mejor performance ofrece en la
solucion del problema 6ptimo de control (OCP) considerando las restricciones,
el menor consumo de energia y el tiempo de establecimiento al punto de

equilibrio.
Los objetivos especificos de este trabajo son:
= Modelar y simular el Sistema de péndulo doble basado en energias (Mé-
todo Langrariano)

= Linealizar el modelo en distintos puntos de operacion y obtener sus
respectivos espacios de estado para posteriormente analizar la observa-
bilidad y controlabilidad.

= Disefar estrategias de control para estabilizar el sistema lineal (LQR,
Observador y MPC) y no lineal de péndulo doble (NMPC).

= Realizar las simulaciones a fin de verificar el performance de las estrate-

gias de control comparando los resultados de las estrategias de control.

m Probar la inherente robustez del NMPC frente a incertidumbres.



Capitulo 2

MODELAMIENTO DEL SISTEMA DE PENDULO DOBLE

El Sistema de péndulo doble se modelara por medio de diferentes tipos de mo-
delado, como por ejemplo, el modelado fisico o el modelado por bloques en
Simulink entre otros. Los cuales serdn descritos en detalle en este capitulo. En
primer lugar como se mencion6 anteriormente, se desarrolla el modelamiento
fisico del Sistema de péndulo doble. Concretamente, se deduce las ecuaciones
del movimiento del péndulo doble mediante el método Lagrangiano para lue-
go simularlo y obtener las ecuaciones que describan el sistema. En segundo
lugar, se obtiene el modelo del sistema por medio de MATLAB/SIMULINK, para
ello se emplea las funciones de bloque (Fcn-Blocks) y funciones de MATLAB
(Script y S-Function). Y por ultimo, se simula los diferentes modelos obteni-
dos; para eso, se considera condiciones iniciales con y sin excitacion a fin de

comparar el comportamiento de los diferentes modelos obtenidos.

2.1. Estudio del Sisterna de Péndulo doble

La representacion del Sistema de Péndulo doble [1] con las variables que se

utilizaran en el modelado se puede ver en la figura 2.1.

-X

m-g

Figura 2.1: Representacion de un Sistema de péndulo doble.
Fuente : Elaboracion propia
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En el contexto de esta tesis, el primer péndulo esta fijo en el punto Ay posee
un rodamiento (pivote), que es excitado por un motor. En cuanto al segundo
péndulo, éste esta conectado con la parte final del primer péndulo y posee la
misma caracteristica del primer rodamiento pero sin motor. Es importante
notar dos consideraciones, los rodamientos estan influenciados por fricciones
respectivamente y el flujo de aire serd omitido para el modelamiento del
sistema. Las longitudes del péndulo que seran parte del modelamiento, son
las distancias entre el centro de gravedad (punto medio) y el rodamiento de los
pivotes para cada uno de los péndulos. El movimiento de los péndulos estan

dados por los dngulos ¢ (7) y @2 (2).

Entonces, procedemos a asignar las variables de entrada y salida. El torque
M(1) (a través de un motor) en el punto A actiia como entraday los dngulos
@1(1) y @2 (1) se consideran como salida. Aqui es importante tener en cuenta
que la direcciéon positiva de los dngulos ¢ (1), ¢2(f) y del torque M(t) son en

sentido contrario a las agujas del relo;j. .

Las variables y unidades necesarias para el modelamiento fisico o la obtencién
de la ecuacion diferencial del Sistema de péndulo doble se pueden ver en la
tabla 2.1 [1].

2.2. Modelamiento Fisico

2.2.1 Obtencion analitica de las ecuaciones de LAGRANGE

En forma general, la modelizacion fisica de cualquier sistema se describe en
forma matemadtica con mayor frecuencia por ecuaciones diferenciales linea-
les ordinarias asi como parciales o en su defecto en ecuaciones diferenciales
no lineales [24]. En cuanto a la construcciéon de las ecuaciones diferenciales,
existen varios métodos a emplear y en esta tesis se utilizaran las ecuacio-
nes de LAGRANGE. Como se mencion6 anterior en marco de esta tesis, las
ecuaciones de movimiento no se obtienen a través el principio de d’Alembert
(Generalizacion de la segunda ley de Newton), ya que conlleva a considerar el
modelamiento de fuerzas [25] que no son necesarias para el movimiento del
péndulo. En cambio, se emplea las ecuaciones de Lagrange para las ecuaciones
de movimiento [25]. Los n grados de libertad de un sistema se especifica por

la n coordenadas generalizadas [26], Los dngulos ¢ (f) y @2 (f) se representan
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Tabla 2.1: Variable y unidades para el modelado fisico del Sistema de péndulo

doble.
Variable Designacion Valor/Unidad
x1(8),x2(8),y1(8),y2(8) Posicion m
M(1t) Momento (Torque) Nm
Mp1(8) Torque por friccién del ro- Nm
damiento del motor de
accionamiento Mg (f) =
Rp1¢
Mg (1) Torque por fricciéon del Nm
rodamiento del péndulo
MRg2(1) = Rp2 (@2 = ¢1)
©1(1) Angulo del primer péndulo rad
®2(1) Angulo del segundo péndu- rad
lo
J1(D) Momento de Inercia del pri- kg m?
mer péndulo en relacién
con el eje del punto medio
L/2
Jo (1) Momento de Inercia del pri- kg m?
mer péndulo en relacién
con el eje del punto medio
Ir/2
I Longitud del primer péndu- 0,2m
lo
I Longitud del segundo pén- 0,2m
dulo
g Aceleraci6n de gravedad 9,81 m/s?
mp Masa del primer péndulo 0,3kg
my Masa del segundo péndulo 0,3 kg
Rp1(0) Coeficiente de friccion 1.1072 ”ﬁi's’il
Rpy (1) Coeficiente de friccion 1. 10‘3%

con las coordenadas generalizadas:

q1 =1

und g2 =@»

(2.1)

Como se puede notar en el punto 2.1, existen 2 grados de libertad representa-

dos por los dngulos que gobiernan los péndulos.

Las posiciones del péndulo (en el centro de gravedad) se describen a continua-

cion:

X —llsin( )
1—2 1

L. .
Xp = Esm (2) + 1y sin (1)

l
n= —51 cos(¢1) 2.2)

l
Vo = —52 cos (¢2) — Iy cos (¢1) 2.3)



19

La derivacién con respeto al tiempo

l l
X1 = El CcoS ((pl) '(ljl J)1 = 51 Sin((pl) '(pl (2.4)

l l
Xo = 52 cos (¢2) -2 + 11 - cos (1) - P Vo = 52 sin (¢2) - @2 + 11 - sin (¢1) - 1

(2.5)

Ahora se determina la energia cinética T, la cual se obtiene por medio de la
suma de las ecuaciones de movimiento que gobierna cada péndulo en las 2

dimensiones para la traslacion (x - y) y rotacion (¢).

2 (e i\
r=Y 22+ 2+ LY ¢ (2.6)
i-1\ 2 2 \jo

A continuacién se acomoda y simplifica la ecuacion de la siguiente manera:

1 2 1 2 1 2 1 2
T:E-ml-vl+E-]1-w1+§-m2-v2+5-]2-w2 (2.7)
Con:

v2—x‘2+.2 2_ 2, .2 2
1=XxX7+0 Uy =X5+Y, (2.8)
wi = ¢? w5 = @2 2.9

1 1

=—.m P =—.my-I5 2.10
N ] P 1 M2h (2.10)

De la misma manera se obtiene la energia potencial U de los péndulos por

medio de la suma de la energia.

Vi
U=| mi-gdy=m;gyi 2.11)
0

De alli se obtiene la energia potencia de cada péndulo por medio de la integral

y queda de la siguiente manera:

U=my-g-y1+ma-g-y (2.12)

Definimos por la tanto la funciéon de LAGRANGE como la diferencia de la

energia cinética y la energia potencial:

L=T-U (2.13)
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Y usamos ahora la funciéon de LAGRANGE como base para las ecuaciones de
Lagrange de segundo tipo para el angulo de giro y su respectiva derivada, la

velocidad angular para cada péndulo:

d(aL)_aL_ Y d(aL)_ 6L__M (2.14)
- M drag, ap, ‘
Se procede ahora a ordenar los términos que corresponden a la ecuaciéon 2.13.

Entonces ordenamos los sumandos:

1 1 . .
z-ml-vfzg-ml-(x‘f+yf)
1 1 I
=5 m (51)2«/512- cos? (1) + > (51)2-4512- sin® (¢)
1 hio o
_ L2 2.15
> m (2) 1 ( )

-mz-(x'§+y'§)
2 .2 12 2 .2 lZ 2 2 . g
:E'mZ'[ll“Pl +(§) -2 +2-l1-5-(p1-(pz-(Sln(pl-sm<p2+cos<p1

1 [ I
:E-mz-[l%-qn%(32)2-4522+2-ll-§-<p1-<pz-cos(<p1—wz)l (2.16)

La ecuaciéon de LAGRANGE seria finalmente:

L=T-U
1 L

1
279 2 s 2
= — . . —_— . —_— .
2 mg (2) @1 2 Jl P1

1 l l
+E-mz-[lf-</512+(32)2-<ﬁ22+2-l1-f-(ﬂr(ﬁz-cosapl—(pz)]
+E-]2-<p2 +m1-g-3-cos<p1+m2-g-(ll-cos<p1+E-COS(pg) 2.17)

Las ecuaciones de movimiento 2.14 obtenemos los términos de cada velocidad
de dngulo ¢, y ¢)». Empezamos con la derivada de la funcién de LAGRANGE

con respecto a la velocidad de dngulo ¢, y su derivada en el tiempo:
_ ll 2 . . 2 . lZ .
36, my- () - g1+ i@ +mp-[I7- ¢ + 11'5'(132-008(4)1 -] (2.18)

y la segunda derivada en el tiempo seria:
d oL

— ()= ml'(l_l)z'(ﬁl +]1'(,51+mz'lz'(ﬁl+mz-ll'(l—z)-(ﬁz'cos(%—(ﬂz)]
dt 0p 2 1 2

I
—my-1ly- (52) G- sen(py — 2) - (g1 — o) (2.19)

- COSP)]
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Y el segundo termino de la primera ecuacion 2.14:
oL L. . . L . .
P —mz-l1-(§)-<p1-<pz-sm(<p1 — ) - my-g: - Sing —my-g-li-sing;
(2.20)

Ahora procedemos a obtener la derivada de la funcién de LAGRANGE con

respecto a la velocidad de dngulo ¢, y su derivada en el tiempo:

oL l2 2 . . 12 .
362 My (5)" Pat Jo- o+ my- 1y ()41 cos(gr = p2)] (2.21)
y la segunda derivada en el tiempo seria:
d OL I, . . L .
E(a_z) =my-(7) '(P2+]2'(.02+m2'll'(5)'(,01'003((ﬂ1_(,02)
—my-ly- (%2) p1-sen(pr—@2)-(P1—@2) (2.22)

Y el segundo termino de la segunda ecuacion 2.14:
oL

302 =my-ly- (—) “P1-@P2-Sin(@r—@r)—my-g- (—) -Sing; (2.23)
2

Entonces se forman las ecuaciones de cada ecuacién de movimiento. Se toman

las ecuaciones intermedias 2.19y 2.20 asi como las ecuaciones 2.22y 2.23:

d oL oL B J S Iy )
—(—=—)=—=——=(m 1-(5) +]1+m2-ll)-(p1+(m2-ll-(5)-cos((p1—<p2))-(p2

ZZ 9 .2 ll .
+Mz-ll-(3)-sm(<p1—<pz))-<pz +(m1-(5)+mz-ll)-g-szmp1
(2.24)
lz o l2 2 .
— () —7—=ma-l1-(=)-cos(p1 —@2))- @1+ (M- (=) + J2)- P2
0] 2 2
l2 9 92 12 .
_m2'll'(5)'51n((,01_(,02))'(,01 +mz-(5)-g-sm<pz
(2.25)

Para una mejor vision de las ecuaciones de movimiento se procede a hacer

asignar coeficientes:

a = ml-(%)2+]1+m2-lf (2.26)
I
aiz = m2'll'(z) (2.27)
l
a3 = [m; - (51) +my-l]-g (2.28)
_ lz 2
az = mz-(;) + /o (2.29)

I
a2 = mz-(f) g (2.30)
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Obteniendo la ecuacién de movimiento 1:

ay1- @1+ arz- cos(Qy — P2) - o + ayz - SiN(Py — P2) - Po®
+a13-sin((p1):M—MR1 (2.31)

Y la ecuacién de movimiento 2:

a12-coS(P1 — P2) -1 + Ap1 - P — A1z - SIN(P1 — P2) - P1°

+6l22-Sl'l’l((,02) = _MRZ (2.32)

2.2.2 Acoplamiento

Como se puede apreciar, existe un acoplamiento en el sistema ya que las
variables de estado depende uno del otro como se pueden apreciar en las
ecuaciones 2.33y 2.34 respectivamente. Por lo tanto, acomodamos las ecua-
ciones con respecto a las derivadas de mayor orden respectivamente para

poder apreciar mejor este caso. Mgy = Rpy - ¢1 Y Mr2 = Rp2 - (P2 — 1)

. a 1
<p1=—£ cos(p1—@2)- (.02—— Sin(Qy — @2) - Po° — — szn((p1)+— -M
arn al an arl
1
- — . Mp; (2.33)
an
. a2 . o 12, az? 1
(o = ——=-COS(P1 — P2) -1 + ——-Sin(P1 — P2) - P1° — — szn((pz)—— Mp>
any a1 azi azi
(2.34)
Ahora reemplazamos la ecuacién 2.34 en la ecuaciéon 2.33:
. az
@1 =——-cos(p1—@2)- [—— -cos(p1—@2)- (,01+— sin(gr—@2)-¢1°
arn azi azi
azo 1 aiz a3
——=-sin(@y) — —- MRz]—— Sin(Qy — 2)- Po* — —-sin(¢py)
azi azi a ar
1 1
+— M- —-Mp;

an arl
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Donde obtenemos la ecuacion diferencial de segundo orden para el primer

angulo desacoplado:

ao . .2 .2
-sin(@y —@2)-[arz2-cos(@1 —@2)- P17+ azy - P2°]

Pr=-
ayl-agy
ao . . .
+ -cos(p1—@2)-[azz-sin(@z) + Rpa- (P2 — ¢P1)]
ayp-azn
s sin(gi) + ! M ! Rpy-¢
L D+ —-M——-Rp1-¢
arl arn arl
ar - a1 — ai2?-cos* (g1 — 2)
(2.35)
ayp-azi

Ahora reemplazamos la ecuacion 2.33 en la ecuacion 2.34 :

. ar a2 N 74 VR .2
Pr=———-c08(P1—P2)-[———-cos(@1 —@2) - P — —-Sin(P1 —P2) - P>
azl arn arl
aiz . 1 1 az . .o Q2
——=sin(Q1) + — M —— Mgl + —sin(@1 — 92)-¢1° — — - sin(ps)
a & ar ar api 784 azi ¢
1
———Mpg>
azi

y finalmente obtenemos la ecuacion desacoplada para el segundo dngulo:

a2 . . 2 .2
-sin(@y—@2)-larz-cos(@r —@2)-P2° + a1 - P17}

2:

aypl-azx

apo ; . azy
+ ~cos(p1—@2)-larz-sin(@1) — M+ Rpy-¢p1] — —-sin(gy)
aypl-azi azi

1 . .
——Rpo- (2 — 1)

azl

a1 - a1 — ay2?-cos? (g1 — @2)
(2.36)

ayl-azi
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Enla figura 2.2 se presenta representacion del diagrama de bloques Sistema
de Péndulo doble. Se nota claramente que el sistema es acoplado.

M

L 1 $1 P1
—_— >
a1 f{\ . ) L1
1
2
()
22
1
Cais y cos(p1 — pa)
aiq
s y sen(p1 — )
aiy
- X sen(-) P2
Mgz = Rpa - (P2 — 1)
P2
Y2 —P1)f_
Mgy = Rp1 -4y
1
e
aq: $1
o X sen(-)
I
X% sen(-)
_ai2 s
aii [
| x cos(+) C
p1—@2) [ T_
52
¥2
2
()
P2 : G2 | . P2

Figura 2.2: Diagrama de bloques del Sistema de péndulo doble.

Fuente : Elaboracion propia
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2.2.3 Resultados de simulacion

La configuracion de la simulacion asi como la implementacién de los modelos
en Matlab junto con los algoritmos se encuentran en el anexo de la presente

tesis. A continuacién se presentan los resultados:

- Resultados de la simulacion sin excitacion

En primera instancia, todos los modelos tendrén una condicién inicial x, 7 =
[ﬁOﬁO]. Se define el vector de las variables x- |p; ¢ @2 @2 | v se asigna
una entrada sin excitacion (M = 0) a fin ser simulado sin ninguna influencia
y ver la respuesta de los dngulos ¢; y ¢» mostrados en la figura 2.3 para cada
modelo. Para este caso se mostrard con una linea continua el resultado de Fcn-
Block, una linea discontinua para el modelo con Matlab-Function y finalmente
linea de puntos para el modelo con S-Function.

Evaluacion de las sefiales para una excitacion Sinusoidal
1

Entrada M en Nm

1 en Rad

| | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Tiempo ten's

Figura 2.3: Resultado de la simulacion para los dngulos ¢ y ¢2 con C.1.
xo" = [{%707%70] sin excitacion a la entrada.
Fuente : Elaboracion propia

Como se puede apreciar en los resultados sin excitacién, desde las posiciones
iniciales de los péndulos se dejan caer ya que no existe ninguna fuerza motriz
que haga una rotacion de los péndulos; por lo que la gravedad juega un papel
importante. Como se puede apreciar en la grafica del dngulo ¢, tiene un

movimiento amortiguado casi regular en el que todos los modelos convergen



Entrada M en Nm

1 en Rad

)

@2 en Rad
]
o« 5 & 8

o
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a su posicion de equilibrio natural, es decir cuando el péndulo cuelga hacia
abajo influenciado por la gravedad. Sobre el segundo péndulo, la gréfica del
dngulo ¢, tiene un movimiento mas caético pero al igual que el primer dngulo

llega a las misma posicion de equilibrio debido a la fuerza de gravedad.

- Resultados de la simulaciéon con excitacion sinusoidal

Ahora los modelos seran excitados con una senal sinusoidal con M(t) =

0.1-sin(w-Hyw= 1% para el espacio de tiempo ¢ = 0 hasta £ =50s

Evaluacion de las sefiales para una excitacion Sinusoidal
T T

Fen-Block
— — — MATLAB-Function
! S-Function

‘W\N\

0

| | | | | | | |
10 15 20 25 30 35 40 45 50

Fen-Block
— — — MATLAB-Function

/\/(/\ANVV\/WWV\/\/WW S-Function

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempotens

Figura 2.4: Resultado de la simulacion de una excitacion sinusoidal durante 50
segundos.
Fuente : Elaboracion propia

Como se puede apreciar, la figura 2.4 los tres resultados de la simulacion
son representados. En el primero se muestra sefial de entrada sinusoidal
de amplitud 0.1 y frecuencia 1%. Después, la siguiente grafica muestra la
posicion del dngulo ¢, y la ultima grafica, muestra la segunda posicién del

angulo ;.

Como se puede apreciar, la primera posicion de dngulo tiene casi el mismo
recorrido que la sefal sinusoidal en la entrada. Es muy cierto decir entonces
que el momento en la entrada tiene una influencia directa en la primera
posicion de dngulo. La segunda posiciéon de dngulo se mueve a una mayor
frecuencia (cerca de 6 veces mas rdpido) y pequenia amplitud (cerca de 10

veces pequeiia). En otras palabras, la segunda posicion tiene un valor de 47
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para el segundo dngulo casi 0 radianes; por lo que podemos decir, que los
péndulos hacen una forma o especie de linea recta pero si nota méas de cerca
este resultado, el &ngulo ¢, oscila desde cerca a los 25 segundos en sincronia
con la entrada sinusoidal con amplitud parecida pero de forma quasi periddica.
En cuanto al segundo dngulo llega a su estado natural o de equilibrio oscilando
en forma quasi simultanea al primer pendulo. Algo que se debe tambien afadir
es que los primeros segundos de la simulacién dichos dngulos empiezan de
una posicién inicial cercana a los 90 grados x,7 = [r’{noLo] por lo que existe

1,01
ya de por si un momento que los péndulos tienen en un principio.

Para comprender mejor este comportamiento de los dos péndulos,vamos a
simular los modelos por un intervalo de 2 segundos, esto se puede apreciar en
la figura 3.5. En caso que el segundo péndulo no sea estimulado, seria el resul-
tado de la simulacion de la primera posicion de dngulo también sinusoidal.

Ahora, si agregamos el segundo péndulo, este tendria una influencia directa

en la posicion del primero dngulo, casi intuitivamente.

Evaluacion de las sefiales para una excitacion Sinusoidal

Entrada M en Nm

en Rad

1

Tiempo tens

Figura 2.5: Resultado de la simulacion de una excitacion sinusoidal durante
dos segundos.
Fuente : Elaboracion propia

2.2.4 Linealizacion del Sistema de péndulo doble

Como se puede apreciar las ecuaciones 2.31 y 2.32 existen componentes trigo-

nométricas (senos y cosenos) y asi como términos cuadréticos. Por lo tanto,
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todos estos componentes hacen que las ecuaciones y el comportamiento del

Sistema de péndulo doble no sea lineal.

En efecto, sistemas como el del péndulo doble asi como muchos otros son pro-
cesos no lineales cuyo comportamiento se puede describir mediante modelos
lineales con un rango limitado y especifico. En algunos casos una aproxi-
macién puede ser suficiente para prescindir de la no linealidad. Para eso se
considera una aproximacion que transforma la no linealidad a una estructura
matematica més sencilla [27]. En nuestro caso se podria considerar los angulos

(1Y 2 como muy pequenos tal como se puede apreciar en la siguiente tabla:

Tabla 2.2: Aproximaciones

Angulo Aproximacién

1< sing; = ¢ cos@; =1

Pr <<

n
2
z sing, = cos@y =~ 1
2 Q2= P2 (O

Sin embargo, en nuestro caso, para realizar una buena modelizacion y evitar
imprecisiones en el modelo provenientes de una aproximacion, el sistema de
doble péndulo deberd trabajar a diferentes puntos de operacion, considerando
angulos de diferentes valores segtin la posicion de los péndulos; por lo tanto,
se necesitara linearlizar el sistema. Los puntos de operacién ttiles son las
dos posiciones en reposo, donde el doble péndulo cuelga hacia abajo y la
otra en donde se mantiene en posicion vertical. Otro punto de operacion es
cuando el péndulo 2 forma una perpendicular al péndulo 1; claro esta notar,
que el péndulo 1 estd situado en el eje x. Y posteriormente se consideraran
otros puntos de trabajo que sean convenientes para la correcta simulacién del
modelo linealizado. En el siguiente apartado se mostrard una representacion
matemadtica la cual puede ser 1til para aplicar estrategias de control pero con

una condicion de linealidad del sistema para este fin.

2.2.5 Sistema de péndulo doble en espacio de estado

El sistema puede describirse a continuaciéon mediante ecuaciones diferen-
ciales lineales de primer orden y, en consecuencia, puede describirse en la

representacion del espacio de estado de la siguiente forma:

X=Ax+Bu (2.37)
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y=Cx+Du (2.38)

El sistema dindmico no lineal serd descrito como lineal en un espacio de

estado y mediante un sistema de ecuaciones diferenciales:

x=fxuw (2.39)

y=hw (2.40)

Los puntos de operacion (PO) en la mayoria se encuentran, por ejemplo en el
punto de reposo o equilibrio del sistema donde no existe ninguna dindmica.
En efecto, el controlador tratard siempre de llevar la dindmica del sistema en
equilibrio y mantenerlo alli. Para eso hacemos que nuestro sistema dindmico
no lineal sea igualado a 0 a fin de obtener vector de salida en funcion del vector

de entrada [24]. Y se representa de la siguiente forma:

g = EPO — z(zpoyﬂpo) (241)

Otro punto a considerar cuando el sistema este en punto de equilibrio o sin
dindmica a fin de hallar los puntos de operacion. Entonces se considera la
velocidad y aceleracion angular igual a 0. Entonces se tiene: (¢1,¢2 =0) y
(¢1, 92 = 0) respectivamente. Ademads se considera M = 0. De las ecuaciones

2.35y2.36 se obtiene lo siguiente:

Por lo tanto de la primera ecuacion quedaria de la siguiente manera:

a2 ! ais .
0=———"-cos(p1—2)-lazz-sin(gz)] ——-sin(g1)
apy-azy a
(2.42)
Y la segunda ecuacién quedaria de esta manera:
aiz , azz .
0=———"-cos(@1—2)-lar13-sin(@1)] — —-sin(g)
ap - azy az1
(2.43)

Como se puede apreciar, existen 2 ecuaciones 2.42 y 2.43 y dos incognitas (¢
y ¢2). Hallamos entonces los puntos de operaciéon. Como se explic6 anterior-

mente, se lleva al sistema en el punto de equilibrio para esto podemos tener
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2 puntos, considerando que el inicio del movimiento del péndulo es cuando
los dngulos (¢ y ¢2) son iguales 0. Se calculan los dngulos por medio del
comando SOLVE en MATLAB®/ Simulink. Se obtiene por lo tanto los 4ngulos
que hacen que el Sistema de péndulo doble se encuentre en equilibrio. Los

resultados se muestran en la tabla 2.4:

Tabla 2.3: Puntos de equilibrio de los Péndulos.

Variable Designacién Descripcién
¥1 0 Péndulo 1 posicionado hacia abajo
©2 0 Péndulo 2 posicionado hacia abajo
¥ b4 Péndulo 1 posicionado hacia arriba
©2 n Péndulo 2 posicionado hacia arriba

Como se puede notar cuando los dngulos son ¢, = ¢ = 0°, los péndulos se
encuentran en su estado natural, es decir en reposo sin movimiento y se le
considera "Estable". Por otro lado cuando los dngulos se encuentran a 180°
(), los péndulos se encuentran en una posicion "Inestable" y es exactamente

donde trataremos de controlar nuestro sistema.

Ahora bien es importante considerar la diferencia entre el vector de variable de
estadoy el vector de la variable de estado en el punto de operacion, asi también
como en los vectores de entrada y salida para controlar las desviaciones de
cada valor real contra el valor alrededor del punto de operacién. Esta diferencia

se expresa media un delta y se representa de la siguiente forma:

AZ:Z_-V (2.44)

Asi también como el vector de salida en el punto de operacion:

Y, =hxpo Upp) (2.45)

ZPO
La forma de representacion del sistema, es decir en espacio de estado y tener
la forma de la ecuaciones 2.37 y 2.38, se deberd obtener la linealizacion de
forma matemaética por medio del Jacobiano que trata sobre las diferencias

parciales de las ecuaciones que corresponden a la funcién del sistema f(x, u)
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y la funcién de salida h(x, u) entre la variable de estado y la variable de entrada

[1]. Esta operacion se muestra de la siguiente forma :

of (x, w
4==5—
X Punto de operacién
0f(x,u)
B
u Punto de operacién
0h(x, )
c=—=2=
61 Punto de operacién
O0h(x,u)
D= ———/ (2.46)

Punto de operacién

Posteriormente, debemos tener en cuenta que tenemos un sistema multiva-
riable por lo que se desarrolla la funcion vectorial f en la serie de Taylor en los
puntos de operacion x,, ,Up, [1]. La matriz resultante se denomina matriz

jacobiana y se ve de la siguiente manera.

En donde:
oA ... OA
o S X =A (2.47)
O il | = ’
- = O ... O | x=x
U=Up, 0x1 0xy = =PO
5 ° U=1Upg
y
9fi of
oL ™ - =B (2.48)
aﬂ z - xpo b . . - —_ .
gﬁ ... gf" X=Xpo
u=u u Um -
U==upp u=1tpg
Entonces se obtiene la ecuacién del modelo lineal :
(Ax) = AAx+ BAu (2.49)
y para la ecuacion de salida:
Ay=CAx+DAu (2.50)
con: oh
(—_) =C (2.51)
0x) x=xpy
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oh
(——) =D (2.52)
=x

2.2.6 Sistema lineal de doble péndulo

Para la linealizacion debemos desarrollar la serie de Taylor en el punto de ope-
racion. En nuestro caso, debemos notar el vector de estado con las variables
de estado x para el Sistema de péndulo doble, asi como el vector de variable de

entrada u.

Para el vector x de variables de estado:

Y1 Y1
AN . = | ¥ (2.53)
@2 derivada P2
| P2 | | 92

y para el vector de entrada u :
u=| M| (2.54)
Entonces linealizamos las ecuaciones. Empezamos con la ecuacion 2.31.

Se desarrolla la parte derecha de la ecuacion y se iguala a 0. Con Mgy = Rp; - ¢y

f1 f2 f3 fa 5 f6
— -~ - 7 > > T A
ftu-(pl+a12-cos(<p1—<pz)-<pz+a12-sm(<p1—<pz)-<pz +ayz-sin(p1)— M +MR£=0

FM,1,61,91,92,42,¢2)
(2.55)

en una serie de Taylor en el punto de operacion, se obtiene

0= 3 (M, 91,41, 41,92, P2, §2) Ay + Of (M, 1,41, 91,02, P2, P2) Agy
01 PO 041 PO

+ af(M’(plr(pl’(ﬁl’(PZ»(pZ’(ﬁZ) 'A(ﬁl + af(Mr(Pl;(ljl,(ﬁl»(PZ;(pZ;(ﬁZ) 'A(PZ
0¢ PO el PO

| Of (M, 91,41, 91, 92, 42, §2) Agiy+ 0f (M, 1,91, 1, P2, P2, P2) AG)
6(ﬁ2 PO 6([)'2 PO

N Of (M, 91,61, 91,92, P2, P2) AM

(2.56)
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Ahora se procede a linealizar las ecuacién 2.55 por partes:

f1

Df—'% 0f1 AG ]

a . —)d . —_— .
1191 o 11 3¢ | v P1
=a11-A¢h

f2

2) 12 COSPL—Pa) - Fr— OP2] apy+ 2| ap,+ U2 A"]
12 P1—@2)-P2 . 12 3¢ 0 ®1 393 0 1) 3¢, o P2

=a12-[=sin(@ipo —P2p0) - P2po-AP1 + Sin(Q1po — P2po)  P2po- A2

+cos(p1po — P2po) - A2l
f3

A
- N

3) ay2- sin(p) — @2) - ¢o° T az-

O3 s 83 s O3
091 1po 092 | po 02

= a12-[cos(P1po = P2p0) P2p0" AP1 — COS(P1po — P2po) - P20 A2

+Sil’l((,01po —(,02p0) '2‘¢2P0'A(ﬁ2]
f4

.A(pz]
PO

0911 po

=a13-cos(P1pg) - Ay

ors
oM

T
4) ar3-sin(pr) T @ -A(pl]
n.

~—
5 -M —

-AM]
PO

=-AM

[6f6

Entonces ordenamos la primera ecuacién de movimiento linealizada.

. a . . az .2 a3
APy =A@, - [a— Sin(@1po—P2p0) P2po — P cos(@1po—P2p0) - P2p0 — P cos(@1pp)]
11 11

11

a . . ao . 2
+A(P2-[—a—u-sln(<P1po—<P2po)-(P2po+a—H-COS(<P1po—<P2po)-(PZPO]
1
+Agy-[-—Rp1]
P1 a1 P1
. a2
+A@y-[——-cos(@1po— P2pp)]
arn
. as . .
+A(P2'[—a—'Sl”(<P1Po_<P2po)'2'(P2Po]
11
1
+AM.-[—] (2.58)

ar
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y de forma andloga se linealiza la ecuacién 2.32. Con Mgy = Rp2 - (2 — ¢1)

gl g2 é’? g4 g5

~

s -~ — . S, T
fllz'COS((pl—(Pz)'(Pl+6l21'(/)2—6llz'$ln((p1—<P2)'(.01 +d22'Slﬂ(<P2)+MR%:0

g(M,p1,91,41,92,92,42)
(2.59)

en una serie de Taylor para la segunda ecuacién de movimiento en el punto

de operacion, se obtiene

de (M. 01,61, 1. Do G, G de (M. 01,61, 1. Do, G,
0= 28M. 91,91, 41,92, P2, §2) g+ &M, 1,41 P12, 92 $2) Agh
0¢1 PO 0¢ PO
aM! ).)“’ ?-)" .e aM! ).7“) !.)“
1 9891, 1,91, 42,42, ¢2) G+ EWM, p1,91, 1, P2, P2, P2) A@s
0¢ PO 9 PO
+ ag(M,(Pl»(ljl»(lﬁl;(sz(pz;(ﬁz) A(p2+ ag(M)(plrcp.l)('{'jl)(lJZ)(er(p.Z) A(pz
02 PO 0¢2 PO
Be (M. 01, 1, G1. Do, G, G
L 08M91,91,91,92.92,42) |\,
oM PO
(2.60)
Ahora se procede a linealizar las ecuaciéon 2.59 por partes:
gl
WO || AN, ol 1N LN ]
12° 1= @2)- 91 ——a12: | 7 —| A@1+—| -A@2+ —| -A@;
lin. 091 |po ¥21po P1lpo

= a12-[=Sin(@1po— P2po)  P1po - AP1+ SiN(P1po — P2p0) - P1po* AP2

+cos(@1po — P2po) -A¢il

2)21—/\T a 082 ) ]
212 ey 21 362 | v, 2
=ax-Agy
g3
- — > 0g3 0g3 0g3 _
3)“12'Sln((,01—tpz)-wlz,—’alz' o 'A(,Dl"'i . (P2+i. ‘A(Pl]
lin. 0(,01 PO 0(,02 PO a(pl PO

= a12-[cos(P1po — P2po) - P150- A1 — COS(P1po = P2p0) - P1 50 Ap2

+sin(@1po—P2p0) 2 P1po-A¢1]
g4

02

=ap-cos(P2pp) - Ay

—_——
4) apz - sin(go) T azo- Ao
n.

PO

g5

5)Mp2 = Rp2 - (¢ — ¢1) — Rp2-

0g5

0p2

Ap2— 3 A¢1]
PO P11po
= Rpy- (Ag2 — A¢gr)
(2.61)
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Entonces ordenamos la segunda ecuacién de movimiento linealizada.

.. a . . az .2
Agp = Ag; - [a_ -Sin(@1po—P2p0) P1po— . cos(P1po = P2po) - P1pol
21 21
a . . a .2 arp
+AQ2 - [=——-sin(@1po = P2p0)  P1po+ ——-€0S(P1po = P2po) - P1po— —— - €OS(P2p()]
an az azi
. ayiy . X 1
+AQPy-[——-sin(@i1po— P2pp) - 2-P1po+ — Rp2]
azi api
. a
+ APy [———-cos(@1pg— P2po)]
azi
. 1
+ Ay [—— Rpy] (2.62)
a1

Ahora bien, formaremos el modelo lineal a partir de las ecuaciones antes

halladas asignando constantes. Comenzamos con la ecuaciéon 2.58:

a2 . . a2 .2 a3
X1 =[——sin(@i1po—P2po) P2po— ——-€0S(P1po — P2po) - P2po— —— - €OS(P1p()]
an an an
ayr . .. a2 . 2
Xo=[———=-sin(@1po—P2p0) P2po+ —COS(P1pg—P2po) P27l
all arl
1
X3 =[-—"Rp1]
arn
a2
Xy =[=——=-cos(¢1po—P2po)]
ar
ay .
X5 = [—a—'Sl”((Plpo —P2p0)2-P2p0]
11
1
Xg=[—] (2.63)
arn

Entonces tenemos la primera ecuacién de movimiento simplificada:
A(ﬁl = A(pl Xy + A(pz X0+ A(pl - X3+ A(ﬁg <Xy + A(ﬁg -X5+AM - Xg (2.64)
De la misma forma, formaremos el modelo lineal a partir de la segunda ecua-

cién de movimiento. También asignando constantes a fin de simplificar el

analisis 2.62:

_ a2 . .. a2 .2
Yi=[—"-sin(@ipo=P2p0) P1po— ——€0S(P1po — P2p0) P10l
an az1

a . .. aio . 2 azs
Yo =[=—=-sin(@ipo—P2p0) - P1po+ ——-€08(@1pg = P2p0)  P1po— —— - €0S(P2p()]
a1 273} az
a . . 1
Y3=[——-sin(@i1ppo—@P2p0)-2-P1po+ —Rp2]
azy az1
a2
Yy=[-——-cos(¢1pog—P2pp)]
azi
1
Y5 =[-—"Rp2] (2.65)

azy
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A¢h
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Entonces tenemos la segunda ecuacién de movimiento simplificada:

A(p'z = A(pl -1+ A(pg Yo + A(p'l ‘Y3 + A(p'l Y+ A(ﬁg - Y5 (2.66)

Como se puede apreciar, en las 2 ecuaciones de movimiento simplificadas
2.64y 2.66 las derivadas de mayor orden depende una de otra. Por lo tanto,
finalmente reemplazamos una ecuacion en la otra y obtenemos las siguientes
ecuaciones de movimientos. La primera ecuacién de movimiento linealizada

es la siguiente:

. X1+Y-X, X+ Y- Xy X3+ Y3-Xy
AL =Ag- | ST L pg, [ 22 g | 23
1-Y,- Xy 1-Y,- Xy 1-Y,- Xy
. [ X5+ Y5 Xy Xe
+APy | ——— | +AM - | ——— (2.67)
1-Ys X4 1Y n
y la segunda ecuaciéon de movimiento linealizada es la siguiente:
. Vi+X,-Y, YLo+X,-Y, Y5+ X3-Y,
Apr =N, | ———— @y | ——— g’ " o "<
1-Y, Xy 1-Y4-Xy 1-Y,-X4
Y5+ X5-Y, Xg- Y,
+ Ay - w]+AM-[L] (2.68)
1-Y,- Xy 1-Y,- Xy

2.2.7 Espacio de Estado del Sistema linealizado de doble péndulo

Espacio de Estado para el modelo linealizado del Péndulo Doble

Para el vector Ax de variables de estado:

Ax =

-

Ag:
Agy
Ap>
Ago

Ak =

derivada

Agy

Agy
A@o
Ag>

Entonces se obtiene la ecuaciéon del modelo linearizado del sistema :

En donde las matrices A, By C serian de la siguiente forma:

Ax=A-Ax+B-AM

Ay =

C-Ax+D-AM

A
0 1 0 0
X1+Y1-Xy X3+Y3-Xy Xo+Yr- Xy X5+Y5- Xy
1-Y,- X, 1-Y,- X, -V, X, 1-Y3-Xs
0 0 0 1
Y1+X7-Yy Y3+ X3-Yy Yo+ X2V, Y5+ X5-Yy
1-Y,  Xs 1-Y2-X; 1-Y, X4 1-Y,-Xs

A,

Agy
Ap2

| A9z |

1-Ys- Xa

(2.69)

(2.70)

[ an ]
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S S— .V
10 0 0]| Ag
Ay = LA s @.71)
001 0| Ap,
| A9z |

Las dimensiones serian de la siguiente manera:

Tabla 2.4: Dimension de las matrices

Matriz ‘ Descripcién ‘ Dimension
A | Matriz del Sistema/Estado | (4,4) - Matriz
B

10

‘ Matriz de Observacion/Salida ‘ (2,4) - Matriz

|
|
| Matriz de Control/Entrada | (4,1) - Matriz |
|
|

lw]

| Matriz de Transmision directa | (2,1) - Matriz

2.2.8 Linealizacion en software

En MATLAB se puede linealizar ecuaciones diferenciales no lineales a través de
codigo en forma simbdlica; de modo que las matrices A, B, Cy D se puedan
obtener. Tal como en la parte analitica 2.39 y 2.40 el sistema puede ser descrito

mediante ecuaciones diferenciales de primero orden y son de la forma:

X Ii(ﬁ,ﬂ) (2.72)

y=hxuw

Cuando f'y h asi como los vectores son impresos en forma simbdlica, se puede
entonces obtener las matrices de espacio de estado con el comando jacobian

y se muestra en el siguiente algoritmo 2.1

Algoritmo 2.1: Comando jacobian

1 >>A_ap=jacobian

14
4

>>B_ap=jacobian

(£, %)
(£,u)
>>C_ap=jacobian (h, x) ;
(h,u)

W N

>>D_ap=jacobian ;

Ahora bien, el sistema debe ser en 3 tres puntos de operacion linearizado. Los
puntos operacion convenientes son las dos posiciones de equilibrio del siste-

ma tal como se vio en la tabla 2.5, en donde el doble péndulo esta posicionado
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o colgado hacia abajo (P0O;) y cuando el péndulo se mantiene en posicion
vertical o hacia arriba (PO,). El tercer punto de operacion (POs) hace que
los péndulos hagan un dngulo perpendicular entre si. Algo muy importante a
notar es que el Péndulo 1 estd situado en el eje X. Ahora bien, el tercer Punto
de Operacion se eligio a criterio propia ya que la idea es demostrar que el

sistema en ese punto no serd controlable.

A continuacién se muestran las operaciones para el calculo de Momento Mgp

para cada uno de los puntos de operacion en el algoritmo 2.2 en MATLAB:

Algoritmo 2.2: Puntos de Operacion

1 %% Puntos de Operacion

2 syms phil phi2 dphil dphi2 M

3 % Punto de Operacion 1

4 x_pol = [0 0 O 0],

5 [f£, h] = nonlinear_model () ;

6 f_pol = subs(f(2),{phil,dphil,phi2,dphi2}, {x_pol(l),x_pol(2)
7 ,xX_pol(3),x_pol(4)});

8 M _pol = solve (f_pol==0,M);

9 % Punto de Operacion 2

10 x_po2 = [pi 0 pi 01;

11 [f,h] = nonlinear_model ();

12 f_po2 = subs(f(2), {phil,dphil,phi2,dphi2}, {x_po2(1l),x_po2(2)
13 ,x_po2(3),x_po2(4)});

14 M_po2 = solve (f_po2==0,M);

15 % Punto de Operacion 3

16 x_po3 = [pi/2 0 pi 0];

17 [f, h] = nonlinear_model ();

18 f_po3 = subs(f(2), {phil,dphil,phi2,dphi2}, {x_po3(1l),x_po3(2)
19 ,x_po3(3),x_po3(4)});

20 M_po3 = solve(f_po3==0,M);

El Momento Mpg para los dos primeros puntos de operacion son cero, ya que
son posiciones de equilibrio del sistema. Si el Momento Mpg no es cero, la
desviacion corresponde a todos los demds puntos que no representan posicio-
nes de equilibrio. Este hecho se refleja en el resultado del punto de operacion
P03 donde esta el Momento Mppz = 0.8823Nm+# 0.

Luego, el sistema se linealiza alrededor de los tres puntos de operacién.Para
eso se usa la funcién que se muestra en el siguiente algoritmo 2.3. Los valores

de retorno son las matrices (A,B,C,D) en cada punto de operacion respectivo.
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Tabla 2.5: Puntos de operacién y Momentos.

‘ Puntos de Operacién ‘ Momento ‘ Descripcion ‘
| POy =[0;0;0;0] | Mpo1=0Nm | Péndulo1y2 posicionados hacia abajo |
| PO;=[m0;m;0] | Mpo2=0Nm | Péndulo1y2 posicionados haciaarriba |
| POs=15;0,m;01 | Mpp3=0.8829Nm | Péndulo 1y 2 forman éngulo perpendicular |

Algoritmo 2.3: Linealizacion en los Puntos de Operacion

1 %% Linealizacion

2 POl = [x_pol M_pol];

3 [ Al1,B1,C1,D1 ] = linealizacion( f,h,PO1 );
4 PO2 = [x_po2 M_po2];

5 [ A2,B2,C2,D2 ] = linealizacion( f,h,P02 );
6 PO3 = [x_po3 M_po3l;

7 [ A3,B3,C3,D3 ] = linealizacion( f£,h,P03 );

Los resultados se muestran en las siguientes matrices:

0o 1 0 0 0
Ay o |T128 0 8 of L 3| 1000 0]
o 0 0 1 0 0
189 0 —168 0 ~214 |
o 1 0 o 0
Ay, | 126 0 830l w3100 0] —
0o 0 0 1 0 0
-189 0 168 0 | 214
[0 1 0 o] 0
Apo3 = 00 0 Bpos = 03 Cpo3 = L o00 Dpo3 = 0
0 0 1 0010
0 0 74 0

2.2.9 Los valores propios de los modelos de espacio de estado

Una de las condiciones mas importantes para hallar los valores/vectores pro-
pios de un sistema de ecuaciones lineales y no lineales es que sean cuadradas
nxn.Ahorabien en nuestro caso, lo que determina la estabilidad de un sistema

son sus valores propios de un sistema linearizado en sus puntos de operacion.
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Por ejemplo, si son reales o imaginarios o si son menores y/o mayores a 0 [24].

Se hallan de la siguiente manera:
Ax=Ax (2.73)

Como se puede apreciar en la ecuacion 2.73 el término x que recibe la deno-
minacién vector propio de los valores propios A. Ahora para calcular los n
valores propios 1; de una matriz A con dimensién nxn, se debera utilizar la

determinante igualada a cero y se representa asi:

det(A—AD) =0 (2.74)

Luego del célculo de la determinante de una matriz nxn se van a obtener los
n diferentes valores propios A1;; de la misma forma existen también 7 vectores
propios x; lineales e independientes donde se hallan a través de la ecuacion

lineal homogénea :

(A-A;iDx;=0 (2.75)

En MATLAB el algoritmo seria asi:

Algoritmo 2.4: Célculo de los valores propios

oo

1 %% Valores propios

lambdal=double (eig (Al));
lambda2=double (eig (A2));
lambda3=double (eig (A3));

=W N

Y los resultados de los valores propios son :

[ 16.0744; ] [ 59929 ] [ o
5.9929; 16.0744 0
Ay = Ay = As =
~16.0744i ~5.9929 _8.5776
~5.9929; ~16.0744 8.5776

Los valores propios del sistema linearizado en el primer punto de operacion
son puramente imaginarios conjugados. Eso quiere decir que el comporta-
miento del sistema corresponde al de un oscilador arménico y por lo tanto es
criticamente estable. Los valores propios del segundo punto operacién tienen

dos partes, reales positivas. Esto significa que el sistema es inestable en este
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punto para ambos péndulos. El tercer punto de trabajo es criticamente estable

de una varilla del péndulo, pero inestable debido a la otra.

Si se tuviera en cuenta la friccion, se amortiguarian los movimientos del pén-
dulo. En el primer punto de operacion, la oscilaciéon decaeria. Los valores
propios ya no serian puramente imaginarios. Cuanto mayor fuera la friccion,
mads se amortiguaria la oscilacién y menor seria el 4&ngulo entre la linea de
sobregiro constante y el eje real. Asi que la amortiguacion s6lo depende de la

parte real.

2.2.10 Controlabilidad y Observabilidad del Sistema

Las caracteristicas de un sistema puede acotarse en qué tanto controlable
y observable es. Es decir en el caso que no sea controlable, no seria posible
disefar un sistema de control. Y en cuanto en el caso que no sea observable,
no se podria saber lo que ocurre en un sistema durante el proceso de control;
es decir, no se podria saber si un valor de una variable de estado sobrepasaria,
por ejemplo, el limite permitido ocasionando perdidas o falta de control del

sistema en el peor de los casos.

Analizamos las notaciones para controlabilidad y observabilidad (citado de
[24]): "Un sistema dindmico se denomina completamente controlable cuando
desde cada estado inicial x,, por medio de una adecuada variable de entrada
u(t), dentro de un intervalo de tiempo finito [0, 7], en cada variable deseada
X joseadq PUEdE ser transmitida. Y un sistema dindmico se denomina comple-
tamente observable cuando se puede inferir todas las variables de estado x(j)
a partir de la marcha de las variables de entrada u() y salida y() dentro de un

intervalo de tiempo finito [y, Z.] ".

En la figura 2.6 se ve un diagrama de bloques en donde las 2 notaciones se
cumple. Desde la entrada U(s) se puede llegar a X1(s) y X2(s). De la misma
forma desde cualquier de las salidas (Y (s)) se puede llegar también a X1(s) y
X2(8).
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X1(s) X1(s)

=

X2(s) Y (s)

=

Figura 2.6: Sistema Controlabley Observable
Fuente : Elaboracion propia

2.2.11 Criterios de Controlabilidad y Observabilidad
-Criterio de Kalman

En cuanto al criterio de Kalman, existen un criterio para controlabilidad y otro
para observabilidad. En cuanto al criterio de estabilidad se tiene la siguiente
matriz Sy de dimensién (nxn-m) en donde:

Ss=|B AB A?B --- A™lB (2.76)

Para considerar que el sistema (A, B) es completamente controlable, la matriz

Ss tendra que tener Rango 7 [28], para MATLAB se usa la funcion ctrb:
Rang(Ss) =n
En cuanto al criterio de observabilidad se tiene la siguiente matriz Sz de

dimension (r - nxn) en donde:

CA
Sg=| CA? 2.77)

CAn—l
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Para considerar que el sistema (A, C) es completamente observable, la matriz

Sp tendrd que tener Rango n [28], para MATLAB se usa la funcion obsv:

Rang(Sg)=n

-Criterio de Gilbert

Antes de poder entrar a fondo sobre el criterio de Gilbert, se debe entender
la Transformacion de un sistema en formas Canonicas. Para eso, debemos
entender la diagonalizacién en forma candnica;en donde la matriz A serd
diagonalizada en primera instancia por medio de la Transformacion de Seme-
janza, en donde se encuentran todos los n-valores propios (11, 42,:--,1,) del
sistema en una diagonal principal de la matriz resultante A [24]. Donde se

cumple:

AL 0 0 0

_ 0 A 0 0

A=diaghi=| - (2.78)
0l 0\ 0\ dn

Pero para eso debemos hacer uso de la matriz de transformacién T de modo
que transformemos el sistema original como se mostro6 en la ecuacién 2.37 a

su forma forma canénica donde:

=TI

X=Tx=T(Ax+ Bu)

= TAT '%+ TB @i (2.79)
—
A B

Por lo tanto, la matriz semejante para la que la Matriz A tengo una forma

diagonal se veria de la siguiente forma:

A=TAT!

en donde la matriz de transformacién T de n (estandarizado) contendra vecto-

res propios v; [29] y se define de la siguiente manera:

T=|{vy vy - vy,
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Los vectores propios v; cumple la condicién ya mostrada en la ecuacion 2.75
en donde:
Avi=Aivi=0= (A-A;)-v; =0

Asimismo, la matriz de entrada y la matriz de salida seran:
B=T'B
C=CT

Un prerrequisito para la existencia de las matrices semejantes A, B, C es que la

matriz T sea regular [29].

Entonces con lo visto anteriormente se puede definir el criterio de Controla-
bilidad y Observabilidad de Gilbert. En cuanto al criterio de controlabilidad
(citado de [28]) se dice que " el sistema (diag];, B), cuyo modelo de espacio
y estado esta en forma canoénica, es completamente controlable , cuando la
matriz B no tiene ceros en sus filas y cuando los p filas b de la matriz B que
pertenecen a las variables de estado candnico de un valor propio multiplos de

p, son linealmente independientes ".

Y en cuanto al criterio de observalidad de gilbert (citado de [28]) se puede
también definir que " el sistema (diagA;, C), cuyo modelo de espacio y estado
esta en forma canodnica, es completamente observable , cuando la matriz C
no tiene ceros en sus columnas y cuando los p columnas ¢; de la matriz C que
pertenecen a las variables de estado candnico de un valor propio multiplos de

p, son linealmente independientes ".

-Criterio de Hautus

El criterio de controbilidad de Hautus se define (citado de [28]), .¢! sistema

(A,B) es exactamente completamente controlable, cuando la condicién

RanglA;I-A Bl=n

para todos los valores propios A;(i = 1,2,---, n) de la matriz A es satisfecha ".

Y en cuanto al criterio de observabilidad de Hautus se define (citado de [28]),
" el sistema (A,C) es exactamente completamente observable, cuando la con-
dicion

AI-A

Rang =n
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para todos los valores propios A;(i =1,2,---, n) de la matriz A es satisfecha ".

Una vez explicado los criterios se calcula los criterios de Kalman, Gilbert y

Hautus en MATLAB usando los puntos de operacion de la tabla 2.5.

2.2.12 Criterios de Controlabilidad y Observabilidad en MATLAB

Comenzamos por lo tanto con el criterio de Kalman. En el algoritmo 2.5 mues-
tra la funcién que usaremos para hallar su controlabilidad, por medio de un
funcion realizada en matlab en donde se arma la matriz kalmaniana de con-
trolabilidad mostrada en la ecuacion 2.76. Y en la tabla 2.6 mostraremos los
resultados de la funcién checkCtrbKalman(A,B), que hemos programado

versus el comando crtb(A,B) propio del MATLAB.

Algoritmo 2.5: Controlabilidad de Kalman

1 %% Funcion Controlabilidad Kalman

2 function [ 1 = checkCtrbKalman( A,B )

Tabla 2.6: Controlabilidad de Kalman en diferente puntos de operacién

| checkCtrbkalman(A,B) [ ctrb(A,B) |

Sistema en OP1 | Controlable Controlable
Sistema en OP2 | Controlable Controlable
Sistema en OP3 | No controlable No controlable

De la misma forma se compara la funcién checkObsvKalman (A, C),lacual
contiene la matriz kalmaniana de observabilidad de la ecuacién 2.77 realizada
en MATLAB y el comando obsv(A, C) propio de MATLAB mostrados en el

algoritmo 2.6 y la tabla 2.7 respectivamente.

Algoritmo 2.6: Observabilidad de Kalman

1 %% Funci n Observabilidad Kalman

2 function [ ] = checkObsvKalman( A,C )

Continuamos con el criterio de Gilbert. En el algoritmo 2.7 muestra la funcién
que usaremos para hallar su controlabilidad. Y en la tabla 2.8 mostraremos los
resultados de la funcién checkCtrbGilbert (A,B), que hemos programado
considerando el criterio explicado de Gilbert versus el comando crtb(A,B)
en MATLAB.
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Tabla 2.7: Observabilidad de Kalman en diferente puntos de operacién

‘ checkObsvkalman(A,C) \ obsv(4A,C) ‘

Sistema en OP1 | Observable Observable
Sistema en OP2 | Observable Observable
Sistema en OP3 | Observable Observable

Algoritmo 2.7: Controlabilidad de Gilbert

1 %% Funci n Controlabilidad Gilbert

2 function [ ] = checkCtrbGilbert( A,B )

Tabla 2.8: Controlabilidad de Gilbert en diferente puntos de operacién

| checkCtrbGilbert (A,B) | ctrb(A,B) |
Sistema en OP1 | Controlable Controlable
Sistema en OP2 | Controlable Controlable

Sistema en OP3 | Matriz Transformacién no Regular | No controlable

Consiguientemente como el caso anterior, ahora se compara la funcién checkObsvGilbert (A,
C) y el comando obsv(A, C) de MATLAB mostrados en el algoritmo 2.8 yla

tabla 2.9 respectivamente.

Algoritmo 2.8: Observabilidad de Gilbert

1 %% Funci n Observabilidad Gilbert
2 function [ ] = checkObsvGilbert( A,C )

Tabla 2.9: Observabilidad de Gilbert en diferente puntos de operaciéon

| checkObsvGilbert (4,C) | obsv(4,C) |
Sistema en OP1 | Observable Observable
Sistema en OP2 | Observable Observable

Sistema en OP3 | Matriz Transformacién no Regular | No observable

Para el punto de operacion 3 (OP3) debido a que posee doble valor propio por
lo tanto, la matriz de transformacion no es regular. Este resultado se ve para el

caso de controlabilidad y observabilidad para el criterio de Gilbert.

Finalmente veremos el criterio de Hautus. En el algoritmo 2.9 muestra la
funcién que usaremos para hallar su controlabilidad. Y en la tabla 2.10 mos-
traremos los resultados de la funcién checkCtrbHautus(A,B), que hemos

programado versus el comando crtb(A,B) en MATLAB.
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Algoritmo 2.9: Controlabilidad de Hautus

1 %% Funci n Controlabilidad Hautus

2 function [ ] = checkCtrbHautus( A,B )

Tabla 2.10: Controlabilidad de Hautus en diferente puntos de operacion

‘ checkCtrbHautus (A,B) \ ctrb(A,B) ‘

Sistema en OP1 | Controlable Controlable
Sistema en OP2 | Controlable Controlable
Sistema en OP3 | No controlable No controlable

Como ultimo punto en esta seccion, ahora se comparala funcién checkObsvHautus (A,
C) yel comando obsv(A, C) de MATLAB mostrados en el algoritmo 2.10y la
tabla 2.11 respectivamente.

Algoritmo 2.10: Observabilidad de Hautus

1 %% Funcion Observabilidad Hautus

2 function [ ] = checkObsvHautus( A,C )

Tabla 2.11: Observabilidad de Hautus en diferente puntos de operacion

| checkObsvHautus(A,C) [ obsv(A,C) |

Sistema en OP1 | Observable Observable
Sistema en OP2 | Observable Observable
Sistema en OP3 | Observable Observable

2.2.13 Conclusiones sobre Controlabilidad y Observabilidad del Sistema

linearizado

El sistema linearizado es Observable para los tres puntos de operacion. La
Controlabilidad s6lo estd garantizada para los sistemas alrededor de los puntos
de operaciéon OP1 y OP2. Para el tercer punto de operacion OP3 hay una
excepcion, como queda claro por el criterio de Kalman, Hautus y el comando
ctrb de MATLAB.

Fisicamente esto puede explicarse de tal manera que en un dngulo de ¢; = 7
el primer péndulo no se puede realizar ninglin movimiento en direccién x, lo
que si seria necesario a fin de equilibrar la segunda barra con un dngulo de
(2 = 7 ya que se espera que en este punto no haya ninguna dindmica en el

sistema.
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Perpendicular
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Figura 2.7: Representacion de un Sistema linearizado de péndulo doble
cuando los dngulos de los péndulos hacen un dngulo perpendicular.

Ahora qué pasaria si se consideraria la friccién a la controlabilidad y la obser-
vabilidad. La Observabilidad no se veria afectada. Sin embargo, la Controlabi-
lidad del sistema en el tercer punto de operacion se veria afectada. Un cambio
de dngulo ¢, = 5 + Aw y asi mismo ¢; # 0, provoca que un momento sea
transmitido en el punto B por la relacion Mg, () = Rp2(¢p2 — ¢1). Asi pues, ¢

también puede utilizarse para controlar ¢,,y viceversa.



Capitulo 3

DISENO DE CONTROLADORES AVANZADOS PARA UN
SISTEMA DE PENDULO DOBLE

En el capitulo anterior se analiz6 el modelamiento, la linealizacion y el analisis
de la observabilidad, y controlabilidad del Sistema de péndulo doble. Este
anadlisis previo nos ayudé entender la dindmica del sistema y con esta infor-
macion poder construir las estrategias de control. En efecto, en el presente
capitulo se van a probar diferentes tipos de controladores para el sistema;
para eso se van asumir diferentes asumpciones a fin de tener un resultado
cercano a la realidad. En la primera asumpcion se tiene que todas las variables
son medibles. Por lo tanto, se puede disenar un con Control cuadrdtico lineal
(LQR). En el caso que sea diferentes, es decir, que alguna de las variables no
sean medibles; podra usarse un Observador. Posteriormente, se probara un
control 6ptimo a fin de resolver el problema 6ptimo de control (OCP) para el

sistema en su forma lineal y no lineal.

3.1. Diseiio de un Controlador lineal cuadratico

El disefio de este controlador nos permite calcular la diferencia entre la varia-
ble controlada y (salida de la planta) y el valor final estacionario y, durante
todo el periodo de tiempo. Para eso, usar el control cuadréatico de drea; cuyo
objetivo es minimizar y optimizar en forma rapida dichas dreas mediante la
funcién de Costo J [24]. En la figura 3.1 se muestra la funcién de costo y el drea
que hace respuesta del sistema con su valor final. En grafico es sacado de la
fuente [24].

Las caracteristicas de este control que se puede deducir de la figura 3.2 sobre

el valor de la funcién de costo J [24]:

= Cuando mads la variable de control y se aleje del valor final estacionario

Yoo, Mayor serd el valor de J.

» Una gran diferencia entre y y y», se pondera més que las pequefias
(debido al cuadrado).
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- [ (5 — yoo) "l
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t

Figura 3.1: Funcion de costo J y el area que hace entre y y yeo.
Fuente : Systemdynamik und Regelungstechnik II, J. Adamy

Debido a las caracteristicas antes mencionadas, el control cuadratico de area

J es una gran solucién para describir la calidad de una respuesta en el tiempo.

Para que la integral converga tenemos que tener en cuenta que el termino
del valor final estacionario tienda a cero y,, — 0, de otro modo tampoco se
podria realizar algtn tipo de control 6ptima si no se cumple esta condicién
[30]. Adicionalmente, para ponderar salida en la funcién de costo se utiliza

una la matriz de ponderacion g, . Por lo tanto se tiene:

szo (qyy(®) 1dt 3.1)

Y para el caso donde haya maés salidas, la notacion seria de la siguiente forma:

J= fo y(®'Q y@idt (3.2)

Ahora bien. nuestro objetivo es calcular la trayectoria x(f) desde un punto
de inicio x, en un estado final x_ y no la salida. Por lo tanto, de la planta
en espacio de estado se tiene y(f) = C x(#) y la especial caso de la matriz
de ponderaciéon Q = QTQyQ [3(ﬁ se tiene una funcién de costo respecto a la

trayectoria x(#). Entonces se tiene:

J= fo (x(" Qx(n)dr (3.3)
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Cabe sefnialar que la matriz Q, es aquella que estabiliza el sistema con la mayor
o menor variacion de las variables de estado [31]. A fin de redondear la idea
sobre la matriz de ponderacién en mencién se presenta la deducciéon de la

misma para el caso de una variable :

J= fo (g1 (X1 = X100)) + G2(X2 — Xooo))2 + - ++ + G (Xn — Xnoo))2)d t

(3.4)
y el de més variables :
J=f x-x) Qu-x_)dt
. =
(3.5)
con:
rql 01
- 5 ) :
.0 qn‘

A fin de simplificar la ecuacion se hace un cambio de coordenadas:

I&=

=X— Xy

Al igual que para la parte del valor final estacionario y, el valor de la variable
de estado estacionario x., también tendrd que tender a 0 a fin de lograr la
convergencia de la integral se tiene x., = 0. Entonces tenemos al final la integral

de la funcién de costo en funcién a la trayectoria:
[e.0]
]:f T Qxdt (3.6)
0 e

Y para un sistema MIMO , cual es materia de nuestro célculo seria:

J= foogTdit (3.7
o X
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Por otro lado es necesario cuantificar la energia que se necesita durante el
proceso de control; para eso, es también prescindible definir una funcién de
costo en relacion al consumo de energia, la cual depende cuadraticamente

por variable manipulada u [24]. Y se define de la siguiente manera:

o0
JE= f Ru’dt con R=const.
0

(3.8)

Y en forma general para un Sistema MIMO:

]:f ulRudt (3.9)
0

Finalmente para se define la ecuacién para una Trayectoria o de Energia, se

tiene la ecuacion final para el valor de coste:

]:f xT'Qxdt+u'Rudt (3.10)
, T X

El objetivo es que J sea minima. Para lograr eso Q y R deben ser son positivos,

definitivos y simétricos [30].

3.1.1 Obtencion de la ley de control 6ptima

Proveniente de la siguiente figura donde se muestra el lazo de control cerrado

se puede deducir la ley 6ptima de control:

Figura 3.2: Lazo cerrado y la ley 6ptima de control
Fuente: Elaboracion propia

Donde la ley de control tiene por lo tanto la forma:

u=-Kx (3.11)
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Para hallar el valor de K de la ley de control, se deberd adecuar la integral de la
funcién de costo. Partimos del sistema en espacio de estado donde usaremos
ley de control obtenida en la ecuacion 3.11 donde:

Xx=(A-BK)x
N———
A
y=Cx (3.12)

Asimismo, en la funcién de costo 3.13 se inserta la ley control y se tiene lo

siguiente:

]:f xT(Q+KTRK) xdt (3.13)
0 ;f_/
Q

Y haciendo uso de la ecuacion de Lyapunov [30]:

PA+A'P=-Q (3.14)
Considerando A= A-BKy Q =Q+K TRK se insertan en la ecuacién de

Lyuapunov 3.14 se obtiene la matriz 6ptima de control, que resulta de la

solucidon del problema de optimizacién.

P(A-BK)+(A-BK)'P=-(Q+K'RK) (3.15)

T
De la ecuacion 3.15 se procede a obtener K mediante las derivadas de K g%j y

% [30] correspondientemente se tiene :
)

K*=K=K  =R'BTpP (3.16)

y finalmente , se halla P por medio de la ecuacion matricial algebraica de

RiccaTI considerando la ecuacién 3.16 en la ecuacién 3.15:

A'P+PA-PBR'B"P=-Q (3.17)
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Una condicién para que exista una solucién unica es que el sistema contro-
lado sea completamente controlable [24]. Otra cosa interesante sobre este
procedimiento es que los polos del sistema de control cerrado no se den por
defecto, sino seran determinados por medio de las matrices Q y R. En cuanto

a las variables x y la entradas u segun su valor influirdn en la funcién de costo.

Como se puede deducir, las ecuaciones 3.16 y 3.17 previamente halladas,
son fundamentales para la obtencion de la ley de control K. En efecto, para
obtenerla debemos primero calcular P de la Matriz de Ricatti y este valor
sustituirlo en la ecuacion de la matriz K, de modo que finalmente obtengamos
la ley de control 6ptima que buscamos [30]. A continuacién, en el préximo

apartado se desarrolla estos célculos en MATLAB.

3.1.2 Diseiio de un LQR en MATLAB

La parte analitica antes vista se ha sintetizado en MATLAB y sera parte de
nuestro desarrollo del LQR en software. Si bien existe un comando para el
disefo de un controlador cuadratico lineal (LQR), construimos una funcién
llamada CALCULALQR mostrada en el algoritmo 3.1 para asegurar las condi-
ciones que requiere este controlador. Usaremos entonces las matrices A,B,Q y
R para calcular esta funcion y asimismo serdn parte de un anaélisis en primera

instancia.

Algoritmo 3.1: Funcion LQR

1 function [ K, poleRK ] = calculaLQR( A,B,Q,R )

Como se menciono antes, para asegurar que la funcién pueda ser correctamen-
te calculada se debe cumplir condiciones como por ejemplo la controlabilidad

del sistema y es mostrado en el algoritmo 3.2 a continuacion:

Algoritmo 3.2: Controlabilidad

1 % Controlabilidad
Ms = ctrb(A,B);
if rank (Ms) == length (A7)
disp('El sistema es completamente controlable')

else

D s W N

disp('El sistema no es controlable')
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7 end

Otra condicion es las matrices Q y R sean Simétricosy Definidos positivos. E1
algoritmo es casi igual para ambos casos por lo que se presentara a continua-
cion el codigo para la matriz para Q. Estas dos condiciones se muestran en el

algoritmo 2.2:

Algoritmo 3.3: Matriz simétrica y definida positiva

[)

% Test de la simetria de Q
if Q' ==

disp('La matriz QO es simetrica')

—

else

disp('La matriz Q no es simetrica')
end
% Test de la definicion positiva de Q
lambda_Q = eig(Q);
posdef_Q = 0;
for i=1:1length (Q)

if lambda_Q(i) > O

posdef_Q = posdef_Q + 1;

© 0 N o gk w0

=
N = O

end

—
w

end
if posdef_Q == length (Q)

e
(o2& )

disp('La matriz Q es positiva definida"')

else

—_
e« N

disp('La matriz Q no es positiva definida')

end

—_
©

Finalmente, una vez cumplido el andlisis de las condiciones antes sefialadas,
se utiliza el comando LQR de MATLAB para obtener los valores de la ley de

control y los polos a lazo cerrado:

Algoritmo 3.4: Calculo de la regla de control para el LQR

1 % Calculo de la ley de control
2 [K, poleRK] = 1gr(A,B,Q,R);
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3.1.3 Prueba del LQR

Ahora para poder simular y probar el algoritmo, debemos obtener las variables
de estado (@1, @1, @2, ¢-) para diferentes puntos de operacion. A fin de obtener
dichos resultados y probarlos en nuestra funcién FUNCTION [ K, POLERK | =
CALCULALQR(A,B,Q,R). Por eso se arma el modelo del sistema a lazo cerrado

en SIMULINK. El modelo se puede mostrar en la figura 3.3.

» vinput

PO(5) sistemaPendulo » Variables

Level-2 MATLAB
S-Function

Figura 3.3: Modelo en SIMULINK del control del sistema a lazo cerrado.
Fuente : Elaboracion propia

El modelo de SIMULINK de la figura 3.3 por medio del bloque S-function
denominado como SISTEMAPENDULO lee la matriz de control K, los datos del
péndulo (g, my, my, 11, 15), los puntos de operacion PO y el estado inicial x
del WORKSPACE. En este modelo, las cuatro variables de estado (Variables)
seran devueltos al WORKSPACE de la misma forma que la variable manipulada
(vInput). Ademds, es muy importante considerar que no se tiene en cuenta la
friccion (Rp1, Rp2).

Algoritmo 3.5: Célculos de los POs

1 % Calculo de los PO (Punto de operacion)

2 x_PO = [pi/3 0 pi 0];

3 £ PO = subs(f(2), {phil,dphil,phi2,dphi2},
4 {x_po(l),x_po(2),x_po(3),x_po(4)});
5 M_po = solve(f_po==0,M);

»

PO = double([x_po M_pol);
7 % Condicion Inicial

8 x0 = [-pi/3 0 pi 0];
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De el algoritmo 3.6 los PO(1), PO(2), PO(3) y PO(4) corresponden a los puntos
donde se usalalinealizacién y se usan asi mismo como los puntos de referencia
o equilibrio donde se quiera que los péndulos llegen. E1 PO(5) se obtiene luego
de hallar el punto donde el sistema esta en equilibrio y se forma el vector que
se usard en la 3.3.Posteriomente estos puntos OP, se usan para linealizar el
modelo de la siguiente forma:

Algoritmo 3.6: Uso de las POs para la linealizacién del modelo

1 % Linealizacion

2 [ A,B,C,D ] = linealizacion( f,h,PO);

Aqui es también importante sefialar que la matriz de control K fue calculada a
partir del modelo linealizado. Esto significa que la matriz de control K depende
de la diferencia entre el modelo linealizado y el modelo no linealizado (no
lineal) que contiene el la S-function SISTEMAPENDULO ya que las variables
estados que va a la retroalimentacion son restados de los puntos de operacién.
Hay que notar que el punto de operaciéon PO(5) corresponde al Momento My

se calcula como se vi6 anteriormente cuando el sistema estd en equilibrio.

A fin de comprobar la linealizacion del modelo en SIMULINK en el siguien-
te punto de referencia x,, = [%; 0;;0]. Se consigue entonces un Momento
Mpo = 0.7646 con xg = [~7;0; ;0]

Simulacion del modelo en Simulink
1
T . T

o o -

Momento M en Nm

& on Rad

Tiempotens

Figura 3.4: Resultado de la simulacion en SIMULINK del control del sistema a
lazo cerrado.
Fuente : Elaboracion propia

La figura 3.4 muestra los resultados de la simulacién. Aqui se puede ver que

los dngulos de la variable de estado inicial seleccionados convergen con el
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punto de operacion linealizado en ¢ = Z y ¢ = 7 alos 4 segundos aproxima-
damente. Por lo tanto, podemos decir que el modelo linealizado resulto ser

exitoso asi como la ley de control 6ptima que logra este resultado.

3.1.4 Simulacién del LQR

En la parte tedrica, las matrices Q y R juegan una parte importante para el
calculo del algoritmo. De modo que la matriz Q es la ponderacion para las
variables de estado y la matriz R es la ponderacién para la entrada [32]. Como
la matriz Q es una matriz diagonal, las variables de estado se ponderan de esta

manera:

(g0 0 0 0]
0 0 0
x; con y/q;; ponderado con Q = = (3.18)
0 0 g33 O

0 0 0 qaa

Para ver la influencia de las dos matrices de ponderacién, se mostraran dos
resultados de simulacién a continuacion. Los resultados de la simulacién

conxpoz[gooo]yxo:[—gooo] asicomoxpo:[§0n0]yx0:

-3 0m 0] muestran en las figuras respectivamente. Cabe sefialar que cuan-
do se usan los POs, estos sefialan los puntos donde se linelizado del modelo
y sirve asi mismo como los puntos de referencia donde se espera que los

péndulos lleguen.

La linea sé6lida muestra la mayor ponderacion en la variable de estado ¢,
por lo tanto la linea sélida en el grafico-¢; converge mas rapidamente a su
posicion de reposo. Ademas, la linea sélida en el gréfico-¢, la que converge

mas lentamente.

Ahora un comportamiento diferente se muestra con la de la linea punteada.
Lalinea de punteada es la respuesta a una ponderacién mas fuerte en en la

variable de estado ¢,.En este caso ¢, converge mds rapido que ¢;.

Como se observa en la figura, que sélo el segundo dngulo en el punto de
operacion y en su estado inicial ha cambiado de 0 en #. Aqui no se ve una
gran diferencia como en la figura 3.5. El Momento M se ajusta con el control

de tal manera que el segundo péndulo no debe salir de la posicién inestable
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Figura 3.5: Los resultados de la simulacion con xpo = |
yxo=[-% 00 0]
Fuente: Elaboracion propia
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Fuente : Elaboracion propia

de reposo . Por lo tanto, la inica diferencia se encuentra al principio del

comportamiento del Momento.




3.1.5 Prueba de las matrices Q y R

La eleccion de los valores de las matrices Q y R producen cambios positivos o
negativos en la funcién de Costo. Si elegimos valores inadecuados para Q y R
como por ejemplo Q=diag(100 1 1 1) yR=1 para xp = [—% 0m 0] tendre-
mos problemas numéricos durante la simulacion. A fin de analizar la causa,
se deberd calcular los valores propios del bucle de control a lazo cerrado y las
variables manipuladas u al principio de la simulacion para diferentes casos 'y
asi tener mas certeza de los valores correctos para la matriz de ponderacién Q

y R. Se mostrard a continuacion lo antes mencionado en 4 casos diferentes y

estos son:

[u—

Q=diag(110 11 1]),R=1
2. Q=diag([11101]),R=1
3. Q=diag((1111)),R=10
4. Q=diag((100 1 1 1]),R=1

Para ellos se utiliza el siguiente algoritmo,

Algoritmo 3.7: Valores propios y variable manipulada

1 % Calculo de las variables manipuladas

( ( ))
10 lambda3 = eig(double (A-BxK3));
11 lambdai4 (double (A—-B*K4))
12

eig ;
13 % Matrices Q yv R

14 Q4 diag([100 1 1 11]);

15 R4 = 1;

16 [K4, - ] = calculalLQR( double (A),double (B

2 ul = PO(5)-K1lx(x0'-[PO(1);PO(2);PO(3) ;PO
3 u2 = PO(5)-K2x(x0'-[PO(1);PO(2);PO(3) ;PO
4 u3 = PO(5)-K3%x(x0'-[PO(1);PO(2);P0O(3);PO
5 u4 = PO(5)-K4x(x0'-[PO(1);PO(2);PO(3);PO
6

7 % Calculo de los valores propios

8 lambdal = eig(double (A-BxK1l));

9 lambda2 = eig(double (A-B%K2));

)i
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se calcula los valores propios (1) y la variable manipulada (u) al comienzo de

la simulacién.

-90.9471 —-90, 9606
—7.19+2.621 ~7,3+2.52i
Alz = As =
-7,19-2.621 -7,3-2.52i
—-3,1992 —-1.1017

[ _29.0943 |
—6.9+2.43i
—6,9—2.43i

—1.8629

Ay =

[ _90.6298 |
-8,52+4i
_8.52—4i

—6.6699

Analizando los resultados, es interesante notar que en la parte imaginaria

de los valores propios complejos y conjugados; en el cuarto caso, la parte

imaginaria es significativamente mayor (4) que los otros valores (alrededor

de 2.5). Esto tiene como consecuencia que el péndulo puede tener en este

caso, una gran oscilacion. Este efecto también puede verse en las variables

manipuladas al principio de la simulacién como se muestra a continuacion:

uy = —6.8472, U = —2.4494, us =

-1.2973,

uy = —21.1243

La variable manipulada en el cuarto caso es significativamente mayor que las

otras, por lo que el péndulo oscila muy fuertemente en el cuarto caso. Debido

a un exceso en la oscilacion, el péndulo deja su rango linealizado. Dado que la

matriz de control K sélo funciona alrededor del punto de operacién (rango

linealizado), se producen problemas numéricos ya antes mencionados.De

modo que se puede concluir que valores mayores en la diagonal Q pueden

producir este error.

3.1.6 Prueba del LQR en un punto de operacién

A fin de comparar el LQR y los demads controladores que se presentaran en los

siguientes apartados, se decide por lo tanto probar el controlador LQR en un

punto de operaciéon y condiciones iniciales especificos que serdn usados en

todos y cada uno de los controladores. Estos parametros son los siguientes:

Q=diag([111 1))

R=1
Xo=1[30m 0]

Xpo=1I[7m 0 7w 0]

(3.19)
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Figura 3.7: Respuesta del controlador LQR
Fuente : Elaboracion propia

Como se puede observar la respuesta del controlador para el primer dngulo
(1 converge en 7 alos 2.8 segundos y el segundo dngulo ¢» alos 2.3 segundos.
En cuanto a las velocidades angulares ¢; y ¢J») , éstos lo hacen en 2.2 y 1.7
segundos respectivamente. En cuanto a la entrada de control u que tiene un
valor mdximo de 0.16 Nm y a los 1.6 segundos llega a 0 Nm.
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3.2. Diseiio de un Observador y un Controlador con Observador de estado

En el capitulo anterior se disefio un controlador asumiendo que todas las
variables son medibles. Sin embargo, éste no seria el caso en la practica, porque
se pueden medir los dngulos de los péndulos con razonable dificultad , pero

no las velocidades.

Algunas de las razones [24] por la que algunas variables no puedan ser medidos

son:

» Lavariable a medir no es un elemento fisico.

= Lamedicion puede llevar tiempo debido a la dindmica lenta de la varia-

ble a medir.
= Es necesario realizar la medicién en un laboratorio especializado.

= La técnica de medicion puede ser peligrosa o el material a medir puede

ser perjudicial para la persona que la realiza.

= La medicién requerida implicaria un gasto elevado

En nuestro caso, una posibilidad para calcular las variables de estado faltantes
seria derivar la posicion y el angulo numéricamente. Sin embargo, esto puede
causar problemas debido a que podria presentarse un comportamiento dife-
rencial como resultante de la derivacién, la cual a su vez muy susceptible al

ruido.

Por lo antes dicho, una segunda posibilidad y la que serd parte de este capitulo

es el disefio de un Observador de Estado para el sistema.

3.2.1 Diseiio del Observador de Estado

Vamos a analizar el Observador Luenberger para la representacion del espacio
de estado. David Luenberger, creador de esta teoria, tuvo la idea de formar
una estructura que contenga el modelo del sistema controlado y el sistema
controlado en paralelo donde sean alimentados por una misma entrada u pero
con diferentes salidas provenientes del sistema controlado y y el modelo del
sistema controlado j. Estas salidas posteriormente se restan (_y— ) y formarén
parte de la retroalim_entacién que tiene como fin minimizar la_ dif_erencia entre
el modelo y el sistema controlado ajustando su valor en cada bucle de control

hasta que la desviacion sea casi cero. El valor a ajustar se le denomina matriz
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L como se puede apreciar en la figura 3.8 [24]. En la figura también se puede
apreciar la estructura antes mencionada donde en la parte superior representa
el sistema de control, en la parte media representa matriz de retroalimentacién
del observador L (Luenberger) y en la parte inferior el observador o el modelo
del sistema de control. La parte media y de abajo representan por lo tanto
el observador como se puede observar en la figura con lineas punteadas.
Por lo tanto para definir con claridad, la matriz Luenberger L depende de la
retroalimentacién que viene de la diferencia entre el valor de salida real y y
el valor de salida estimado j y que a su vez minimiza la diferencia entre las

variables de estado real y estimado x — X [28].

z(0)
|

I=

—~
\/

o=

]

|

S1STEMA CONTROLADO

[t~
>(<

CONTROLADOR u, €, =Yy

ﬁ

MODELO

OBSERVADOR T

Figura 3.8: Modelo y Controlador del Observador-Luenberger
Fuente: Systemdynamik und Regelungstechnik II, J. Adamy
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3.2.2 Diseiio del Observador de Estado con controlador

Como se vi6 anteriormente, la existencia de la matriz Luenberger L ayuda a que
el modelo y el sistema controlado tener una diferencia minima que equipara
las salidas tanto estimada como la real. Ahorabien, a fin de eliminar/minimizar
las perturbaciones y los valores iniciales no conocidos se puede agregar un
controlador [24]. Para eso consideramos la diferencia de la variable de salida

del sistema de control y la salida del modelo y se muestra a continuacion:

e,=y- con y=CX (3.20)

[
<

Entonces tenemos el Controlador proveniente de la diferencia de de las salidas
multiplicado por la matriz de retroalimentacién (Luenberger) L de la siguiente

manera [24]:

IS
Il
|t~
I3

(3.21)

3.2.3 Convergencia del Observador

Ahora bien, a fin de mejorar el error entre el modelo y el sistema se considera
un Estimador de Error de Estimacion de la diferencia de las variables de estado
del sistema controlado x y la variable de estado del modelo X, que se espera

que sea cada vez menor de modo que llegue a casi cero:

£ =% 3

[ &=

(3.22)

Posteriormente, el error de estimacién se calcula utilizando las ecuaciones de

estado del sistema controlado y el observador de esta manera [28] :

Sistema Controlado: X=Ax+Bu (3.23)
Observador : X=AX+Bu+L (y-7)
A
Cx-Cx
=AX+Bu+LC(x-X)

X=A-LOX+Bu+lLy (3.24)
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Es entonces valido que la diferencia del error de estimacion:

e=i-X

[

=AXx-X)+LC(x-X) (3.25)

De modo finalmente se tiene el error de estimacion del observador, con e =

X — X, sea:

e=(A-LQC)-e (3.26)
Una parte muy importante a tomar en cuenta es el error de estimacion del
observador sea nulo. Esto se logra cuando ¢ — oo, por eso es importante que

los valores propios de la matriz (A — LC) tienen una parte real negativa [28].

lim |le]| =0 3.27)
t—oo

Por eso se espera que el error no solo disminuya o sea casi nulo, sino también
que sea rapido. Estas caracteristicas se logran cuando los valores propios
del observador se encuentran en el lado izquierdo de los valores propios
dominantes, es decir de los valores propios del sistema a lazo cerrado. Por lo
tanto los valores propios no son elegidos aleatoriamente sino se considera que
sean 2 a 10 veces los valores propios de sistema a lazo cerrado. Sin embargo,
cuando mas lejos tengo los valores propios del observador si bien disminuye
rapidamente el error del observador entre el sistema y el observador; hay
una sensibilidad grande al ruido [28]. Este punto se estudiard en la parte de

simulacion probando diferentes valores propios.

3.2.4 Eleccion de la matriz de retroalimentacion L

El calculo del vector del observador L se hace por medio de Ackerman para
el disefio del controlador mediante la insercién de valores propios o posicio-
namiento convenientemente de los mismos en el plano real-imaginario para

cualquier sistema de matrices (parte real negativa) [24].

L= (Gol+@A+...+an1 A"+ AMmy (3.28)
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con mg :Z\_/[]_gl- : y ai=a;+ 14 (3.29)

En donde los coeficientes d; son los coeficientes del polinomio caracteristico
del Observador.

3.2.5 Diseiio del Observador de Estado con Controlador de Estado

Una vez que se conocen todas las variables de estado o se estiman por me-
dio del observador, se pude disefiar un Controlador de Estado. La figura 3.9
muestra al Observador y asi también al Controlador de estado K, el cual se
multiplica con el vector de estado estimado X proveniente del Observador. Este
producto se retroalimenta e ingresa nuevamente al por medio de la diferencia
con la entrada w de modo que este sea la nueva entrada u. Esta entrada vuelve
a alimentar al sistema controlado y al modelo respectivamente; cuyo objetivo
es dirigir el sistema a su punto de equilibrio. Por lo tanto, hasta ahora tenemos
(tomado del [24]):

. =Ax+Bu
Sistema Controlado Ry (3.30)
y=Cx
Estimacion del Error e=x—X
S %Y (3.31)
e del Observador é=(A-LC)e
Controlador de Estado{ u=w-Kx (3.32)

Y la combinacién Observador y controlador de estado proveniente de la ecua-
cién 3.24 y 3.32 (tomado del [24]):

Observador con {

¥=(A-BK-LCO)X+Bw+Ly  (3.33)
Controlador de Estado - =
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3.2.6 Teorema de separacién

Cabe hacer una pregunta si los valores propios del control a lazo cerrado
influenciarian a los valores propios del observado. Segtn el enunciado el
teorema de separacion, si el sistema a lazo abierto (A,B,C) completamente
observable y controlable es, los valores propios del sistema a lazo cerrado (sin
observador) y los valores propios del observador serdn independientes uno
del otro [33].

x(0)
Il

o Y —‘
=0 = B O Tli—” c

S1sTEMA CONTROLADO

A

CONTROLADOR u ey =Y U

B (: i ' I

B

H

A

Hﬂ

MODELO

CONTROLADOR DE ESTADO

Figura 3.9: Observador y Controlador de Estado
Fuente : Systemdynamik und Regelungstechnik II, J. Adamy

De las ecuaciones 3.30, 3.31 y 3.32 pueden sintetizar en sistema considerando
los componentes de los vectores de estado x y e para todo el sistema, estas

ecuaciones dan como resultado la siguiente descripcion del sistema:
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I |
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o =

|=

(3.34)

[Valores propios del Observador}

Como se puede observar en el sistema de matrices 3.34, es una matriz trian-
gular donde elementos por encima o por debajo de su diagonal principal son
cero. Los valores propios para el observador y del sistema de control, por lo
tanto no influyen una a la otra.Asi pues, el sistema total es estable, siempre
que el observador y el sistema de control cerrado sin observador son respecti-

vamente estables [29].

Debido al teorema de separacion se puede disefiar el controlador de estado
con observador. Para eso, se deberdn seguir los siguientes pasos (citado del
(24]):

1. Sedisefia en primera instancia el controlador de estado sin el observador.
Se entiende que como no medimos todas las variables estas deberian
venir de la parte de la estructura del Observador Luenberger. Cuya es-

tructura sera parte de la retroalimentacion del controlador de estado.

2. Luego. se anade entonces al lazo de control, el Observador como parte
de su retroalimentacion. Cabe sefialar que los valores propios del obser-
vador deberan tener un valor (negativo) y mds pequefio en referencia a
la parte real de los valores propios del sistema de control a lazo cerrado.
Es decir, los polos del observador deberdn ser mas rapidos que el de los
polos a lazo cerrado.

3.2.7 Diseiio del Observador de Estado con controlador de estado en MATLAB
y SIMULINK

Después de haber visto la parte tedrica, se arma entonces el modelo del Ob-
servador en SIMULINK en donde se estimara las variables del sistema en base

al modelo del sistema como se muestra en la figura 3.10.
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Figura 3.10: Modelo y controlador del Observador
Fuente : Elaboracion propia

Se puede observar que el SistemaPendulo es una S-Function Level 2, donde
como salida se tienen las cuatro variables ¢1, ¢1, @2, ¢2 explicado en el capitulo
2. Segun la figura 3.9 se necesita la salida Y del modelo para ser comparado
con la salida del Observador del que se forma a través de las matrices A, B
y C. De las misma forma se tiene al controlador Luenberger L en la parte
media y el controlador de estado. Este controlador de estado por el teorema
de separacion se hallan los valores de cada una independientemente al del
Observador. En el medio de ambos modelos hay un switch donde se puede
seleccionar simular con o si el observador. Para la simulacion, se probara la
influencia de los valores propios del Observador con los valores propios del

sistema a lazo cerrado.

Los valores del Observador con controlador, los valores iniciales y el punto de

operacion estan preestablecidos.
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Q=diag([1111])

R=1

Xo=1[30 7 0]

Xops = 0 7 0]

Xpo=I[m 0 7 0] (3.35)

Para determinar la influencia de los valores propios del observador y del
sistema controlado en los variables estimados, se considera los valores propios
del sistema de control a lazo cerrado en su conjunto. En los tres graficos por
ejemplo, los valores propios del observador se multiplicaran 1 vez, 2.5 veces
y 10 veces los polos del sistema. De alli se definird cual de ellos presenta el

mejor resultado.

En cuanto al modelo en SIMULINK se simulard por un intervalo de 5 se-
gundos de donde se tomardn las cuatro variables estimadas del Observa-
dor (VariablesObs) y las variables provenientes Sistema del Péndulo doble

(Variables).

A continuacioén se muestra el algoritmo para el calculo del observador en el
algoritmo 3.8 y Los plots de de las variables ¢; y ¢» del Sistema y del Observa-

dor.

Algoritmo 3.8: Algoritmo del Observador

—

%Calculo del Observador 2.5 veces los polos del sistema

2 polObsl = 2.5%[poleRK(1l) poleRK(2) poleRK(3) poleRK(4)];
3 [L] = calculaObs (A,C,polObsl);

4 sim('sim_system_pendell')

5 vIl = Variables.Time;

6 mX1l = [Variables.Data(:,1) Variables.Data(:,3)];

7 mXobsl = [VariablesObs.Data(:,1) VariablesObs.Data(:,3)];
8

9

%$Calculo del Observador 10 veces los polos del sistema

—_
o

polObs2 = 10x[poleRK(l) poleRK(2) poleRK(3) poleRK(4)];
[L] calculaObs (A,C,p0ol0Obs?2);

12 sim('sim_system_pendell')

—
—

13 vI2 = Variables.Time;
14 mX2 = [Variables.Data(:,1) Variables.Data(:,3)];
15 mXobs2 = [VariablesObs.Data(:,1) VariablesObs.Data(:,3)];
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16

17 %Calculo del Observador 1 vez los polos del sistema

18 polObs3 = [poleRK(1l) poleRK(2) poleRK(3) poleRK(4)];

19 [L] = calculaObs(A,C,pol0bs3);

20 sim('sim_system_pendell')

21 vT3 = Variables.Time;

22 mX3 = [Variables.Data(:,1) Variables.Data(:,3)];

23 mXobs3 = [VariablesObs.Data(:,1) VariablesObs.Data(:,3)];

05 Polos del Observador = polos del Sistema a lazo cerrado
| I I

3.05

¢1 en Radianes

o

o» en Radiancs

@y C
o w
s B

Tiempoten's

Figura 3.11: Observador con 1 vez los polos del Sistema a lazo cerrado
Fuente : Elaboracion propia

Los tres ejemplos que se mostraron antes, nos dan a entender que cuanto
mayor es la magnitud de los valores propios del Observador en relacién a los
valores propios del Sistema controlado a lazo cerrado, se mejora el tiempo
de establecimiento, el "Overshoot", decrece por mencionar algunas cosas
mejoras. Veamos los resultados més a detalle segtin los valores del Observador
y el Sistema controlado, en la figura 3.11 se muestra que los valores propios
tanto de sistema controlado a lazo cerrado son iguales a los valores propios del
Observador. Sin embargo, existe un desfase entre ambas respuestas tanto para
el dngulo ¢; y .. También se puede observar que a pesar en las condiciones
iniciales en comparacion con los valores esperados para el Observador, con-
vergen cerca a los 4.7 segundos y 3.8 segundos respectivamente. En la figura
3.12 muestra una mejora sustancial en su respuesta con una convergencia de

casi 3.6 segundos y 1.7 segundos para ¢, y ¢, respectivamente, considerando



Polos del Observador = 2.5 * polos del Sistema a lazo cerrado
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Figura 3.12: Observador con 2.5 veces los polos del Sistema a lazo cerrado
Fuente: Elaboracion propia

Polos del Observador =10 * polos del Sistema a lazo cerrado

1 en Radianes

s en Radianes

| | | | | | | 1 |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5
Tiempoten's

Figura 3.13: Observador con 10 veces los polos del Sistema a lazo cerrado
Fuente: Elaboracion propia

que los valores propios del Observador son de 2.5 veces que el del Sistema
alazo cerrado. Por tltimo, la figura 3.13 muestra una mejora ain mejor que
de la figura anterior ya que el tiempo de respuesta llega a menor de los 3.2

segundos y 1.2 segundos para ¢; y ¢, respectivamente. Ahora bien como se
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menciono antes, en general, el valor que asignamos a los valores propios de
los Observadores deberan ser aproximadamente de dos a seis veces o incluso
hasta 10 veces los valores propios del sistema a lazo cerrado segun la parte
tedrica y en los resultados se muestran que este anunciado es ttil a la hora
de elegir los valores de los valores propios. Sin embargo, tenemos que tener
cuidado ya que si elegimos los valores muy a la izquierda, si pensamos en
el plano real-imaginario, es decir valores reales negativos cercanos al —oo, el
Observador adquiere entonces un cardcter cada vez mas diferenciador y por
lo tanto inestable. El comportamiento del sistema podria atin mejorarse intro-
duciendo un observador reducido que no necesita estima todas las variables

sino las que no se miden.

3.3. Diseiio de un Observador Reducido y un Controlador de estado

El Observador reducido surge de la idea que no es necesario estimar todas
variables de estado si ya de por si algunas se pueden medir o en su caso mas
complejo, calcularlas ya que se pueden derivar de alguna variable de estado
o en su defecto obtenerlas desde la salida del sistema [29]. Por lo tanto no es
necesario implementar un Observador para cada variable no medida como se
vi6 en el apartado anterior, de alli el nombre de observador reducido. Con esto,
se puede hacer que los célculos y costo computacional sea menor. Veamos a
continuacién como se puede implementar dicho Observador reducido; co-
menzamos a identificar las variables que si son medibles. Desde esta premisa,
esta variable medible se considera como salida y y de alli se precede a medir
solo la salida y calcular las demds variables de estado. Pongamos el siguiente
ejemplo [24], si tenemos la tnica variable medible a el vector de estado x,,
entonces se procede a asignar esta misma como salida y; como se muestra a

continuacion:

Z:gz — ZZEI

Veamos entonces como se procede; tenemos a continuacion la siguiente siste-
ma de ecuacion de estado y se separa los términos de la matriz A asi como el

la matriz B de la siguiente manera (tomado del [24]):

X A B
I =i (3.36)
X2 Ay Ap| | X B,
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Desarrollamos el sistema en primera instancia en ecuaciones diferenciales asi:

X, =A) X +A, X+ Bu
Xy =Ap Xy +Ay X+ Byu

(3.37)

Recordemos que la variable de estado medible es el vector x,, por lo tanto la
variable de estado desconocida es el vector x,. Entonces ordenamos el sistema
separando los vectores de estado conocidos y desconocidos por separado.
Haciendo cambio de vector de variables tanto para x, y X, por Y,y vres-
pectivamente. Entonces tenemos las siguientes ecuaciones que formarian el
Observador reducido (tomado del [24]):

X, =45 +ZZ + B u

V=Ay X +Bu (3.38)

Xy =Ap X, + V

L A X, (3.39)

La ecuacion 3.39 describe la parte desconocida de x, del vector de estados y v
a estimador integrando para este fin a la matriz de retroalimentacién (Luen-
berger) L, de modo que tendriamos la siguiente ecuacion para el Observador

reducido Luenberger:
EZZAzzzz +v+L- (Xz - 22)

=l — LA X+ v+ Ly, (3.40)

La estructura del Observador Luenberger reducido entonces tendria la siguien-

te forma:
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CONTROLADOR u Ey =Y—Y _

MODELO

OBSERVADOR REDUCIDO Lo

W

Figura 3.14: Observador Luenberger reducido
Fuente : Systemdynamik und Regelungstechnik II, J. Adamy

3.3.1 Diseiio del Observador Reducido de Estado con controlador de estado

en MATLAB y SIMULINK

Ahora se procede a implementar el observador reducido segtn la nueva es-
tructura donde las matrices son reducidas. En esta oportunidad asumimos
que solo 2 variables son medibles. Es decir las variables de posicion ¢, y ¢»
son las que se considerarian medibles y las variables de velocidad las variables
no medibles. La idea del disefio y simulacién del Observador Reducido sera
analizar el tiempo de computo y la performance numérica de las variables
manipuladas es decir ¢; y ¢, las variables observadas ¢, y ¢» si bien son

las que forman parte del algoritmo se busca si existe mejora en las variables
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manipulas por esa razén se muestra dichos en resultados en las siguientes

figuras. A continuacién mostramos el bloque en simulink y posteriormente
explicaremos los resultados.
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Figura 3.15: Controlador de Estado con Observador Luenberger reducido
Fuente : Elaboracion propia

La estructura del Observador reducido en MATLAB se muestra a continuacion

con los valores respectivos se muestra en la figura 3.16

Los resultados se comparan entre el observador reducido y el observador

completo. Cabe mencionar que se mantienen mostrados de los valores para
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(A22-red_|_place*A12)'red_L_place+(A21-red _L_place*A11)* uvec
xm_ind

L—»| red_L_place* uvec
Vector entrads 2
+

" — o 1 » 2_d ()
(T ——#| B2red L place'B1 M 1 — x2_tide
) xidachp | ® \2_dach

wind
A22-red_L_place’A12* wee M——————

Sistema de matrices

Wector de entrada

Figura 3.16: Estructura del Observador reducido en bloques en SIMULINK
Fuente : Elaboracion propia

condiciones iniciales, punto de operacion para el Sistema y el Observador de

las ecuaciones 3.73. Los resultados se muestran a continuacion:

Comparacion Observador completo vs. Observador reducido

w
@

| | | | | | | | |
o 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Tiempo tens

Figura 3.17: Observador completo vs. Observador reducido
Fuente : Elaboracion propia

De los resultados vistos en la figura 3.17 que aunque convergen en los valo-
res esperados tienen una diferencia marcada. En efecto, el tiempo de esta-
blecimiento y el "Overshoot" tienen diferente performance; sin embargo,
debemos tener en cuenta que el Observador completo requiere més calculo y
tiempo para dar una respuesta ya que estima todas las variables y en el Ob-

servador reducido no. Este caracteristica se puede ver en la respuesta de cada
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angulo en su parte inicial. Veamos un poco mds de cerca este aspecto a consi-
derar en la figura 3.18, los valores iniciales de ambos observadores (reducido y

completo) muestran una diferencia significativa como se ve a continuacion:

Comparacion Observador completo vs. Observador reducide
I T

0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
Tiempotens

Figura 3.18: Diferencia entre el Observador completo y reducido
Fuente : Elaboracion propia

Se ve claramente que el Observador reducido tiene una performance mds
rapida a la de la respuesta que sea espera a la del Sistema, eso quiere decir
que el Observador reducido reacciona desde el primer instante a estimar
los valores deseados. En cambio, se nota que en cuanto a la respuesta del
Observador completo; éste tiene una demora al comienzo pero con el paso

del tiempo converge a los valores deseados.

A fin de entender y ver la mejora del Observador reducido también podemos
observar una respuesta oscilante casi imperceptible pero marcada para el
Observador completo por cierto espacio de tiempo como se puede apreciar
en la figura 3.19. Esto se debe a un error numérico y el costo computacional
que requiere el algoritmo para obtener los valores. Como se mencion6 ante-
riormente al emplear un Observador reducido se emplea menos recursos y se

vuelve mds 6ptimo.

Finalmente, se muestra claramente que los valores de los &ngulos convergen
en el tiempo pero es casi minima como se puede ver en la figura 3.20. De todas

maneras se muestra una mejora sustancial del observador reducido. Y como
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Figura 3.19: Oscilaciones en la respuesta del Observador completo

4 4.05
Tiempotens

Fuente : Elaboracion propia

Comparacion Observador completo vs. Observador reducido

41

415

4.042325 4.04233

4.042335 4.04234 4.042345

4.04235

4.042325 4.04233

Figura 3.20: Observador completo y reducido convergencia

4.04234
Tiempotens

4.042335 4.042345

Fuente: Elaboracion propia

4.04235

se menciono antes, se debe a que no se requiere observar todas las variables

sino parte de ellos a partir de variables de estados medibles.
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3.4. Control Lineal Predictivo Basado en Modelo (MPC)

El control predictivo basado en modelos es una técnica de control basada en
la optimizacién que permite alcanzar un rendimiento 6ptimo de un sistema
controlado [34, 35]. Al mismo tiempo, garantiza la satisfaccion de restricciones
que pueden ser criticas para la seguridad [36, 37]. Como se pudo visualizar en
los capitulos anteriores, el controlador LQR junto con los Observadores tanto
completo o reducidos, en caso que no es posible medir todas las variables,
todos en conjunto aunque presentan buenos resultados, éstos son limitados.
Por ejemplo, si se necesita estabilizar nuestro sistema cerca del origen a la vez
que satisface restricciones en la entrada; estos controladores no garantizan
que las restricciones en la entradas sean satisfechas y menos que se estabi-
lice alrededor del origen. O por ejemplo, si afiadimos adicionalmente que
el controlador tenga restricciones en las variables de estado; el controlado
LQR, aunque sea un controlador 6ptimo, no podria garantizar satisfacer estas

restricciones en las variable de estado [38].

Por las razones antes mencionadas, el controlador LQR no cumple con estos
requerimientos. Sin embargo, el Control Predictivo Basado en Modelo si puede
garantizar estabilidad en el sistema para todas las variables de estado a la vez
que satisfaga restricciones en la entrada. Por lo tanto, en este capitulo se
presentard al Control Predictivo Basado en Modelo conocido por sus siglas en
ingles MPC (Model Predictive Control). En sus dos variantes es decir lineal y

no lineal.

Otros puntos a favor del MPC con respecto al LQR y otros controladores tradi-
cionales es que el MPC puede manejar Sistemas Multivariables y Sistema no
lineales. Este ultimo punto se va a desarrollar a cabalidad en esta tesis y sera
base para presentar el Control No lineal Predictivo basado en Modelo (NMPC)

como la solucién idénea para el Sistema de péndulo doble.

3.4.1 Principio basico del Control Lineal Predictivo Basado en Modelo

El control predictivo es una técnica de control que utiliza modelos matema-
ticos para predecir el comportamiento futuro de un sistema en base a sus
sefnales de entrada y salida anteriores. Se trata de un control iterativo que
busca optimizar el comportamiento del sistema mediante ajustes continuos

de las variables de control en funcién de las predicciones realizadas. De esta
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manera, se pueden tomar decisiones anticipadas y ajustar las variables de
control en tiempo real para garantizar un mejor desempefio del sistema en el
futuro [39].

Para entender de manera clara el concepto de control 6ptimo, podemos ob-
servar el ejemplo ilustrado en la 3.21. En este caso, un automévil rojo debe
recorrer un circuito sin inconvenientes, buscando llegar de manera eficien-
te y ahorrando energia en lo posible, lo que se conoce como horizonte de
prediccion. En el problema de control, las curvas y los bordes del circuito
son las restricciones que el automovil debe considerar para lograr un mejor

rendimiento.

Restriccion

HORIZONYXE DE PREDICCION

T

Restriccion

Figura 3.21: Ejemplo did4ctico para el entendimiento del MPC
Fuente : Elaboracion propia

El problema de control se resuelve de la siguiente manera para el ejemplo

antes mencionado:

1. Identificar el modelo representado por el tridngulo amarillo punteado

en la figura.

2. Predecir el sistema en el futuro utilizando el horizonte de prediccién

mostrado por las lineas azules en la figura.

3. Resolver el problema 6ptimo de control para obtener la mejor entra-
da para ese tiempo, tomando en cuenta las restricciones previamente

descritas marcadas mediante las lineas amarillas.
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4. Aplicar la entrada 6ptima anteriormente obtenida en el tiempo actual.

5. Volver a resolver el problema 6ptimo de control para obtener la mejor

entrada para el siguiente tiempo.

6. Regresar al primer punto donde se identifica un nuevo modelo con
la informacién anterior y se vuelve a resolver el problema 6ptimo de

control.

7. Repetir los pasos anteriores hasta completar el circuito, eligiendo siem-

pre la mejor entrada 6ptima.

En resumen, se utiliza la informacién del modelo identificado y se predice el
sistema en el futuro, se resuelve el problema 6ptimo de control para obtener
la mejor entrada posible, se aplica la entrada 6ptima actual y se repiten estos
pasos hasta completar el circuito, eligiendo siempre la mejor entrada 6ptima

en cada momento.

3.4.2 Formulacién matemadtica del Control Predictivo Optimo

Si deseamos explorar soluciones al problema de control 6ptimo desde una
perspectiva analitica, es crucial que el sistema de control esté en modo de lazo
cerrado para permitir que la retroalimentacion influya en el comportamiento
6ptimo del sistema [40], como se muestra en la Figura 3.22. Para lograrlo,
es necesario medir la variable de estado actual en cada intervalo de tiempo
t; tan pronto como se disponga de nueva informacion. Luego, se resuelve
el problema de control 6ptimo utilizando esta informacién y se aplica la
sefal de entrada 6ptima obtenida u(t;) al sistema de control. Este proceso se
repite continuamente, avanzando en el tiempo ;) y utilizando la sefal de
entrada 6ptima previamente obtenida para resolver nuevamente el problema

de control 6ptimo y aplicarlo al sistema hasta obtener una respuesta 6ptima.

La secuencia de acciones que se requiere llevar a cabo los pasos para la ob-
tencion de una respuesta 6ptima, se puede comprender de una manera mas
claray detallada a través de un diagrama de flujo, que se muestra en la figura
3.23, y en el cual se utiliza el enfoque de control basado en la prediccién y

optimizacion repetida, tal y como se ha descrito en la literatura [41].

Ahora se detallard como funciona la secuencia para formular el MPC segtin la

secuencia descrita en la 3.23 desde el tiempo ¢;, ;41 y fj+2 en adelante.
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x(t1)

T

r

A Y
> X Controlador ¢ . by

()
"\
Y {

Figura 3.22: Tiempo de muestreo a lazo cerrado
Fuente : Handbook of Model Predictive Control, R. Goebel

1. Obtener el estado ](-
2. Calcular entrada 6ptima ]
3. Aplicar la sefial de entrada "Optima". ]—

Figura 3.23: Secuencia de formulacién del MPC
Fuente : Handbook of Model Predictive Control, R. Sanfelice

Obtener el estado para el tiempo ¢;

Se determina el modelo a lo largo de todo el intervalo de tiempo [42], lo que
permite abordar el problema de control y obtener la sefial de control u(?),

como se muestra en la figura 3.24 [43].

M’/ T(t)
ult)

] HORIZONTE PREDICCIOW

Figura 3.24: Obtencion de la sefial de control u(¢) y variable x(t) en tiempo ¢.
Fuente : Optimal and Predictive Control , R. Findeisen

Es importante entender que la sefial de control solo se aplica durante un breve

lapso de tiempo y avanzamos hacia el futuro hasta el instante ¢; (Shift Forward),
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tal como se muestra en la figura 3.25 [43]. A continuacion, se extraey se obtiene
el estado x(¢;) de la trayectoria completa x(¢) en el tiempo especifico ¢; [44],y

luego pasamos al siguiente paso.

o

t;

(t;)

Figura 3.25: Obtencion del estado x(¢;) en ¢;
Fuente : Optimal and Predictive Control , R. Findeisen

Calcular la entrada 6ptima en el intervalo de tiempo (7; a t; + T})

Una vez que se ha obtenido el estado x(¢;), se procede a calcular nuevamente
la senal de control u(t) desde el instante ¢; hasta el final del horizonte de

tiempo predicho T, tal como se muestra en la figura 3.26.

’ HORI1ZON PREDICCION \

u(t) u(t):ti<t§i,U

‘ t
ti ti + T

Figura 3.26: Calculo de la senal de control u(#) paraelintervalo t; < t < t;+T),
Fuente : Optimal and Predictive Control , R. Findeisen

Con el fin de obtener la sefial de control 6ptima u(t), se realiza un célculo que
considera el intervalo de tiempo desde ¢; hasta el final del horizonte de tiempo
predicho, es decir, ; < t < t; + T, [39]. Este célculo se lleva a cabo mediante la

aplicacion de una ecuacion especifica, descrita en la literatura [43].
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Calculamos la senial 6ptima u(t) : tit<t;+ T, via

l’l'+Tp
m(lr)lf Fx(m),u(@)dr + Ex(t+ Ty))
u(+) Jy;

s.t. x(t) = f(x(n), u(r), x(t;) = x;

x(Dey, u(eu (3.41)

Luego de obtener la nueva sefial de control u(t) mediante la ecuacién 3.41,
avanzamos al siguiente instante ¢;;; (Shift Forward) y extraemos tinicamente
el valor de u(t) para el intervalo de tiempo ¢; < ¢ < t;+1, descartando el resto,

como se muestra en la figura 3.27 [43].

Figura 3.27: Extraccion de la sefial de control u(t) para el intervalo acortado
deti< t <ty
Fuente : Optimal and Predictive Control , R. Findeisen

Aplicar la sefial de entrada Optima

Como se pudo observar de la figura anterior, ahora tenemos un nuevo tiempo
ti+1y eso hace que la senal de control antes hallada es decir (u(?) : t; < t < t; + T))
sea acortada entre el intervalo de ¢; a t;,; [39]. Y esta nueva senal acortada de

control se aplica al sistema:

Al avanzar al siguiente instante de tiempo ¢;41, la sefial de control anterior-
mente obtenida (u(#) : t; < ¢ < t; + T,) se acorta en el intervalo de #; a ;1 y se

aplica al sistema, como se muestra en la figura anterior [39].

ut):ti<t=<tin (3.42)
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Por lo tanto, volvemos al punto de partida con la informacién previamente

adquirida. La secuencia comienza desde el tiempo f;;1:

Obtener el estado ahora para el nuevo tiempo ;.

En el nuevo tiempo f;;; se obtiene el nuevamente el estado x(z;+) para el

tiempo especifico ¢;.1, como se puede apreciar en la figura 3.28 [43].

Figura 3.28: Obtencién del estado x(¢;+1) en ;4]
Fuente : Optimal and Predictive Control , R. Findeisen

Calcular la entrada 6ptima en el intervalo de tiempo (1 a t;41 + T))

Se procede por lo tanto a calcular la entrada o sefial de control para este nuevo

intervalo como se aprecia en la figura 3.29 [43].

"HORIZONTE PREDICCION ‘

z(tizr)

u(t) i <t§ﬁ,ﬁi,j
; |

t
| |
ti tiv1 tiv1+ 1,

Figura 3.29: Senal de control u(f) para tj41 < ¢ <tj1+ 1)
Fuente : Optimal and Predictive Control , R. Findeisen

Y la ecuacién correspondiente es de la siguiente manera [43]:



88

Calculamos la sefial 6ptima u(t) :  tj1t<tjy1+71, via

tiy1+Tp
rn(lr)lf Fx(m),u@)dr + Ex(tiv1+Tp)
u(- t

s.t. X =fx@,u@®),  x(ti+1) = Xi+1

x(Deyx, u(t)ei (3.43)

Luego nos movemos nuevamente hacia adelante ¢;;, (Shift Forward) como se

muestra en la figura 3.30 y pasamos al siguiente paso.

Figura 3.30: Extraccion de la sefial de control u(¢) para el intervalo acortado
de ti+l <t < ti+2
Fuente : Optimal and Predictive Control , R. Findeisen

Aplicar la nueva sefial de entrada Optima

En el presente instante disponemos de un momento ¢;; adicional, lo que im-
plica que la sefial de control previamente adquirida (u(?) : tj+1 < ¢ < t;41 + T)p)
se suspende una vez mds en el lapso comprendido entre ¢;.; y t;+2. Se utiliza

la sefal de control acortada resultante para regular el sistema:

u(t) i1 Sttt (344)

Y asi sucesivamente hasta completar el tiempo predicho T,. Como se vio el

control predictivo se basa en repetidas predicciones y optimizaciones.
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3.4.3 Formulacion lineal del MPC

El modelo del sistema dentro de la optimizacion es o deberd ser una perfecta
representacion del sistema real. Por lo tanto, las predicciones serian iguales
alas mediciones del proceso real. Sin embargo, en la realidad, esto nunca es
cierto, existen claramente errores en el modelo "mismatch" y/o ruidos en
los datos obtenidos entre otras cosas. TeGricamente, se asume por lo tanto un

modelo nomimal para el MPC [45].

En cuanto a la formulacién lineal del MPC. se resuelve el problema de 6ptimo

de control a cada tiempo de muestreo i [39, 46] y representa asi:

min % T ) T Qe (k) + u(k) T Ru(k)) + %x(i+N)TPx(i+N) (3.45)
Sujeto a:

x(k+1)=Ax(k)+Bu(k) , x@()=ux; (3.46)

x(k) € x, u(k) e p (3.47)

x(i+N) € € (3.48)

Es importante sefialar que aunque la funcién de costo es cuadratico, lo que
hace el lineal al MPC lineal es el modelo del sistema como se muestra en la
ecuacion 3.46 donde y es la restriccion en los estados, u es la restriccion en la
entradas, € es el conjunto terminal al final de la predicciéon y N es el horizonte
de prediccion. Ahora bien, podemos usar una simplificacién a la notaciéon
porque le sistema, las restricciones y las funciones de costos son invariantes
en el tiempo [42]. Por lo tanto tenemos la siguiente formulacién del MPC

simplificada:

min M (x0T Qx(k) + u(k) T Ru(k) + LanTrxy)  349)
u() 2 = 2

Sujeto a:
x(k+1)=Ax(k)+Bu(k) , x(0)=x; (3.50)
x(k) € x, u(k) e p (3.51)
x(N) € ¢ (3.52)

Con y,u,& como conjuntos convexos
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Viabilidad recursiva

Como se puede observar en la ecuacion 3.49, el objetivo de la funcién de costo
es encontrar la sefial 6ptima de control u. Sin embargo, se debe satisfacer
las restricciones para las variables y y entradas u para todos los valores de
K =0,---N—1. Ademaés al final de la prediccién el conjunto terminal ¢, las
variables deberdn permanecer alrededor de este conjunto de modo que se

satisfaga también esta condicion.

Por lo tanto, una vez que obtenemos la secuencia de entradas Uy y que sa-
tisfagan todas las restricciones, ésta debera satisfacerlas iterativamente para

todo los tiempos desde i = 0. A esto se le denomina viabilidad recursiva [40].

3.4.4 Diseiio Control Lineal Predictivo Basado en Modelo (MPC)

En cuanto al MPC lineal como se dijo antes, la idea es predecir el compor-
tamiento del sistema calculando en cada iteracion del algoritmo, la entrada
necesaria que resuelve el problema de control 6ptimo. Asimismo, el objetivo
de este controlador es que las variables de estado convergen al valor de refe-
rencia esperado, modificando la entrada hasta lograr que la distancia entre
las variables de estado del sistema con respecto a la referencia esperada sean

minimas o casi nula, considerando naturalmente las restricciones del caso.

La implementacion de el controlador MPC esta hecho en forma discreta.Sin
embargo, se debe tener en cuenta que nuestro modelo es lineal y continuo.
Por lo tanto, se debera linealizar el modelo Espacio-Estado continuo a discreto
en el punto de operaciéon Xpp = [ 0 7 0]. Consideramos ademds un sistemas

lineal de tiempo discreto e invariable de la siguiente forma:

Xi+1 = Axg + Buy (3.53)

Donde xi y ui son las variables de estado y de entrada respectivamente en
un tiempo dado, y xi; es la variable estado siguiente. Cabe resaltar y dejar
en claro que este algoritmo para la implementacion del controlador MPC
es llamado simultédneo ya que se obtienen en cada tiempo de muestreo, la
entrada de control y la variable de estado cuyos valores serdn parte de las
decisiones a tomar en cuenta para los siguientes cdlculos del controlador.

Matemdticamente, el objetivo es llevar a las variables de estado del sistema
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desde un valor inicial (xy) al valor de la referencia (w) [39] y se describe de la

siguiente manera:

. l1nN,-1 1
min 23 7y (G~ w) QU — w) + i Ru) + 2 (xn = w) ' Py — w)

N J/

Coste de fase g
Coste Terminal

(3.54)
Sujeto a:
Xk = X (3.55)
X1 =Axg+Bu , k=0,..,N,-1 (3.56)
Umin < Uk < Umax , k=0,..,Np—1 (3.57)
Xmin < Xk < Xmax , k=0,..,Np (3.58)

Donde la ecuacion 3.54 es la funcion objetivo que conduce a las variables de
estado del sistema al punto de referencia deseado bajo las restricciones dina-
micas del sistema lineal representadas por la ecuacion 3.56. Las restricciones
para las variables de estado y la entrada de control estdn representadas en las
ecuaciones 3.57 y 3.58 respectivamente. La ecuacion 3.55 fuerza al algoritmo
de prediccion empezar con las variables de estado iniciales. En cuanto al N,
representa al horizonte de prediccion, en otras palabras significa hasta qué
punto predecimos el futuro. Finalmente, las matrices Q, R y P son las matrices
de algebraicas de Ricatti. En cuanto a la matriz Q (Matriz Coste de estado)
debera ser semidefinida positiva y simétrica cuya funcion es ajustar los valores
de las variables de estado, la matriz R (Matriz Coste de entrada) debera ser
definida positiva y simétrica y su funcién es ajustar los valores de la entradas o
entradas, y finalmente la matriz P (Matriz Coste final) deberd ser semidefini-
da positiva y simétrica cuya funcion es ajustar los valores en el tiempo final.
La variable z que aparece en la ecuacion 3.54 representa a las entradas y las

variables de estados donde z = [xy, cees XNy =1, U, -y UN 1] T

Se explicard a continuacion el algoritmo y los resultados del mismo para este

punto de operacion por ser lineal.

Conversion del Sistema continuo a discreto

Como se mencion6 anteriormente la implementacion del MPC es realizada

en forma discreta para ello, nuestro sistema discreto es obtenido a través del
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método Zero-Order Hold (ZOH), método que se adecua al tipo de entrada
que usamos para usamos para el péndulo doble es decir escalon. Por ejemplo
de una entrada para el estado ¢; (Por ejemplo, de 7 a ) y de la misma forma
para el otro estado ¢, [47]. En nuestro caso, usaremos los valores iniciales y
puntos de operacion que fueron usamos para el control LQR mostrados en
la ecuacién 3.19 del capitulo 3.2 de modo que se pueda mostrar una mejor
comparacion de los diferentes controladores. A continuacion se muestra el Sis-
tema Continuo en el algoritmo 3.9 para el punto de operacion PO2 = [z 0 7 0].
dado por el algoritmo 2.3 del capitulo 2 como parte de estudio para este y

demas controladores.

Algoritmo 3.9: Definicion del Sistema Continuo

1 %Definicion de Sistema continuo

2 Asys_c= [0 1 0 0;-126.128571428571 0 63.0642857142857
0;0 0 0 1;189.192857142857 0 -168.171428571429 0];

3 Bsys_c= [0;142.857142857143;0;-214.285714285714];

4 Csys_c= [1 0 0 0;0 0 1 0];

5 Dsys_c= [0;0];

Las matrices continuas que representan al péndulo doble para el punto de ope-
racion antes mencionados se debera discretizar para un tiempo de muestreo
T's =0.01. El valor que se toma para el tiempo de muestreo no es arbitrario de-
bido a que tiene que cumplir requisitos de estabilidad, capacidad de computo
y requisito de reconstruccion requerida por el teorema de Nyquist y Shannon
[48]. En nuestro caso, es necesario elegir un tiempo de muestreo que pueda
mantener el sistema estable. Para eso se toma en cuenta en su forma discreta
que los polos y ceros de la correspondiente funcién de transferencia discreta

se encuentren dentro del circulo unitario con el tiempo de muestreo.

Ahora bien, el comando en MATLAB convierte el Sistema-Espacio de estado
continuo en un Sistema-Espacio de estado discreto usando el metodo ZOH
ya antes mencionado. A continuacion se presenta el comando donde las ma-
trices Asys_c, Bsys_c, Csys_c y Dsys_c son los que se hallaron luego de la

linealizacion es el siguiente:

Algoritmo 3.10: Discretizacién Sistema Péndulo

1 %% Metodo discretizacion ZOH para un Ts=0.01
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2 [F,G,H,J]=c2dm (Asys_c,Bsys_c,Csys_c,Dsys_c,Ts,'zoh'");

Se obtiene a partir de este comando las matrices Espacio-Estado discretas
con las que el algoritmo trabajard guardadas en las matrices F, G, H, ] que
representan como es natural las correspondientes matrices discretas que
describen el Sistema de péndulo doble para los puntos de operacion Xpgp =
[ 0 m 0O].

Parametros del controlador

Para el controlador MPC consideramos un horizonte de prediccién de N, = 30,
valor aceptable que resulta después de varias pruebas realizadas. Sobre el valor
para el N, depende de la estabilidad del sistema controlado que en forma
ideal el valor debera tender al co que garantiza estabilidad [42]. Sin embargo,
este valor no es realizable pero existe un teorema que se denomina "Quasi
to Infinite" y éste aproxima el sistema a un valor cercano al infinito o dentro
de la region de estabilidad [49] ; de ese tema se hablard mas adelante en los

siguientes capitulos de esta tesis.

Ahora bien, se define los parametros del controlador MPC; en cuanto al valor
inicial del controlador seriaxy = [3 0 7 0]” ylas restricciones paralas variables
de estado y las entradas son las siguientes:

)7

T
Xmin = -7, -7, —7,—7 ,  Xmax = [T, 7,70, 7]

(3.59)
Umin = —10 ’ Umax = 10

Y los parametros para la funcién de costo son los siguientes en primera instan-

cia que luego dependiendo de los resultados se pueden variar:

, R=1 (3.60)

o = O O
_ o O O

‘o o o ~
o o ~ o

Implementaciéon del MPC linear en MATLAB

La idea para resolver problemas de control 6ptimo dindmico con restricciones

es reformular un problema de optimizacién dindmica en un programaciéon
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cuadratica (QP) [50, 51]. Es decir, la ecuacion 3.54 se reformula a la ecuaciéon
3.61 que corresponde a una QP. Para eso, para la implementacion de esta
nueva ecuacion, se usard el solver cuadrdtico cuyo comando es quadprog en
MTALAB [52] . Este solver resolverd el siguiente problema de programaciéon

cuadratica discreta de la forma:

1
min EZTHz+sz (3.61)
Sujeto a:
Az = b (3.62)
Aeqgz = beg (3.63)
Ib < z <ub (3.64)

El problema de control 6ptimo que resulta de la formulacién MPC es también
un tipo de programacién cuadrdtica como se puede ver al mirar la ecuacion
3.54, pero no esta en una forma estdndar como en la de ecuacién 3.61. De
modo que para utilizar el solver cuadrdtico quadprog tenemos que construir
todas las matrices y vectores, y asi encontrar la solucién de nuestro problema
utilizando el comando en MATLAB quadprog [53]. El comando seria de la

siguiente forma:

Algoritmo 3.11: Comando quadprog

1 %% Solucion del problema cuadratico en cada tiempo de
muestreo

2 7 = gquadprog(H, f, A, b, Aeq, beqg, 1lb, ub, z0);

Construccién las matrices para la prediccion del sistema

A partir de la ecuacion 3.56 se puede apreciar que la dindmica del sistema
lineal, forma parte de las restricciones lineales en la formulacién del problema

6ptimo. A fin de incluir esta informacion en el algoritmo se usaran las matrices
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Aeq Y beg- Donde pueden ser escritas de la siguiente forma:
Axyg —x1 + Bug=0

Axy —x2 + Bu;=0

Axyp —x3 + Bupy=0 (3.65)

Apr_l —pr + BuNp_lzo

El comando quadprog necesita que las ecuaciones antes mostradas se es-
criban en forma estandar de la forma A.;z = beq4 y puede ser escrito de la

siguiente forma:

A-I 0 O --- B 0 O Xo
0o A -I 0 -~ 0 B 0 X1
0o 0 A -I 0 B
XA% L
Up I
0 0 0 A -I 0O O0 - B||Un-1
\ A J/ O\ Nz J/ \“f—d
nx + I’lx-Np nu-Np 4 L Z p L

Donde n, es el nimero de variables de estado (dimensién del vector x), n,,
es el nimero de entrada de control (dimension del vector u) y z es el vector

extendido de variables extendidas donde contiene las entradas y variables

T
=(xI ... I Tl
z= (xl XN, Uo “N,,—l)

Algoritmo 3.12: Construccion matrices A.;yB4; con comando kron

% LR R R I I R I I I I I R I I S I I I I e b b b b I b A I b

—

o\

Construccion de las matrices de prediccion

o\

Ak kA rkhkh A hkh A hkh A kA hkhhArhkhhhhkdkrhdrhhkrhkkhrhkhxkhkxx

Construccion Aeqg %Asys=discreto de A%
auxl = eye (Np,Np+1l);
Abarl = kron(auxl, Asys);

[)

% Parte de matriz identidad

© [e<} ~ [=2) 4] > w [\
o\°

for i =1 : Np

—_
o

aux2 (i,i+1) = -1;
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11 end

12 Abar2 = kron (aux2,eye(4));

13 % Part of the control matrix %Bsys=discreto de B%
14 aux3 = eye(Np, Np);

15 Abar3 = kron (aux3,Bsys);

16

17 % Construccion completa matriz Aeqg

18 Aeq = [Abarl+Abar2,Abar3];

19 % Construccion Beqg

20 beqg = zeros (nx*Np,1);

En el entorno de MATLAB a fin de crear las matrices utilizamos el comando
kron que junta dos matrices en una sola. En nuestro caso, empezamos crean-
do con las matrices A del sistema discreto, luego afiadimos las matrices de
identidad y creamos por separado la parte con las matrices B proveniente
del sistema discreto. Finalmente ponlas todas juntas en una tiinica matriz A
como se puede apreciar en el codigo de linea 18 en el algoritmo. Por tltimo,

creamos la matriz B,; con ceros.

Construccién de las matrices para la funcién de costo

De la ecuacion 3.54 se puede apreciar que la funcion de costo del controlador
MPC es la suma de costos cuadraticos sobre el horizonte de prediccion. Esto
puede ser transformado en matrices requeridas para el comando quadprog
requerido en la forma estdndar como se puede apreciar en la ecuacion 3.61 y

se veria de la siguiente forma:

H
En este caso volvemos a hacer uso del comando (kron). Ademads, creamos por

separado la parte de la matriz H que contiene las matrices Q en la diagonal
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y la parte que contiene las matrices R. Después puedes utilizar el comando
(blkdiag) de MATLAB que creard una matriz con los bloques dados en la

diagonal.

Construccién de las matrices para la prediccion inicial, y los limites

inferiores y superiores de la variables de optimizaci6n

El valor de los valores iniciales de las variables de optimizacion xo = X;j,;tial
mostrado en la ecuacion 3.55 se debe ingresar como argumento en el coman-
do, para ello se debe forzar al optimizador iniciar con la prediccién inicial y
asi sucesivamente actualizar este valor en cada tiempo de muestreo previa-
mente computado. Este vector se halla de igual manera con el comando kron.
En cuanto a los limites superiores e inferiores de las ecuaciones 3.57 y 3.58
respectivamente se usan este método de concatenacion. A continuacion se

muestra el algoritmo para la construccién de los vectores:

Algoritmo 3.13: Construccion vectores Xxo-/b-ub con comando kron

1 % LR R R I I I R I e I e A i b S I I b I b i b b I I S b b b b b b b b b b b

2 % Construccion valor inicial, los limites inferiores vy

superiores
3 % Parte de variables de estado
4 z0_states = kron(ones (Np+1l,1), x_guess);
5 1lb_states = kron (ones (Np+1l,1),x_min);
6 ub_states = kron(ones (Np+l,1),x_max);
7 % Parte de Control
8 z0_control = kron(ones(Np,1l),u_guess);
9 1lb_control = kron(ones(Np,1l),u_min);
10 ub_control = kron (ones (Np,1l),u_max);

11 % Construccion final de los vectores

12 z0 = [z0_states;z0_control];
13 1lb = [lb_states;lb_control];
14 ub = [ub_states;ub_control];

Solucién del MPC en cada tiempo de muestreo

Como se mencioné antes, se usara el comando quadprog y los argumentos

(matrices y vectores) ya fueron hallados en los pasos previos a este apartado.
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Asimismo, al no tener restricciones de desigualdad estas matrices Ay b se

definiran nulas.

En el algoritmo 3.11 la salida del comando serd el vector " Z" en mayusculay no
confundir con el vector extendido de entradas y variables "z", el cual contiene
el control Uy, y la trayectoria de las variables. Otro punto importante a
recordar es que con el algoritmo obtenemos la entrada 6ptima de control en
cada tiempo de muestro y este lo usaremos directamente en la dindmica del
sistema Xpext = AXinirial + BUmpc. Pero no usaremos todo el vector de salida Z,
sino que extraemos solo la primera sefial de control procedente del algoritmo

3.11 de la siguiente manera:

Algoritmo 3.14: Extraccion de la entrada de control

1 % Extraccion de la primera entrada de control de la
solucion optima

2 u_mpc = Z(dim_states+1,1);

Esto responde al cdlculo de la sefial de control repetitiva explicado desde el
capitulo 3.5 en adelante sobre el termino denominado como Shift Foward
hasta el final de la simulacién (#.,4) de tal manera que en cada paso de tiempo
se resuelve el problema de optimizacion (N,) pasos de prediccion en el futuro
considerando s6lo una sefial de control 6ptima en cada paso. Por lo tanto,
calculamos el sistema real usando la senal de control calculado en cada tiempo

de muestreo de lasiguiente manera:

Algoritmo 3.15: Simulacion del sistema real

1 % Simulacion del sistema real

2 x_next = Asys*x_initial + Bsys*u_mpc;

Finalmente se ejecuta el comando quadprog y se analiza los resultados a

continuacion.

Los resultados del MPC lineal

Una vez que se que se ejecuta el comando, se obtiene los resultados para los
angulos ¢ y ¢, las velocidades ¢, y ¢j», y la entrada de control u como se

muestra en la figura 3.31.
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Figura 3.31: Resultado de simulacion del MPC lineal usando el comando
QUADPROG
Fuente : Elaboracion propia

Como se puede apreciar en las figura 3.31, para el caso del primer dngulo ¢,
empieza como punto inicial 3 radianes y como punto final 7 radianes. Dentro
de nuestro intervalo de simulacion, el dngulo ¢; llega a su punto de equilibrio
o esperado en un tiempo de 1.57 segundos aproximadamente. En cuanto al
angulo ¢, perteneciente al segundo péndulo empieza como punto inicial en 7
radianes y llega a su punto de equilibrio en 1.86 segundos aproximadamente.
Lo mismo se puede apreciar la sefal de entrada de control u, en la que después

de 1.6 segundos llega a su punto de equilibrio.

Para entender lo que representa los resultados anteriores, debemos recordar
que el problema 6ptimo de control (OCP) se solucion6 por medio de una
programacion cuadrética (QP). En donde la funcién de costo se tuvo que
reformular para que pueda ser usado por el solver quadprog. La primera ex-
plicacién de los resultados se debe a que el modelo dindmico del sistema
se tuvo que llevar al plano discreto. Es decir, se us6 una aproximaciéon para
llevarlo a cabo, en ese interin es posible que se halla perdido informacién
de la dindmica ya se trabaja en un punto especifico de operacién como se

sefialo en la ecuacion 3.19 del capitulo 3.2. Debe quedar claro que este punto
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de operacion no representa el modelo completo de la dindmica del sistema
sino una parte. Ademas, otra explicacion de los resultados va por el hecho de
la existencia de retardos propios que se deriva del sistema real y que afectan al
tiempo de establecimiento final del sistema. Cabe bien sefialar que este aspec-
to no se tomo en cuenta al momento de realizar la solucién del sistema del
péndulo doble por medio del algoritmo de MATLAB utilizado. Si bien tenemos
buenos resultados para el uso del MPC lineal por medio del solver QUADPROG,
como se puede apreciar en los resultados. Sin embargo, existe una diferencia
importante con los resultados antes propuestos como el del controlador de
estado y sus variantes, a decir, observador reducido y completo. Si observamos
detalladamente en la figura 3.31 existe una oscilacion evidente al inicio de la
simulacién. Por eso, es muy recomendable usar un sistema no lineal donde
la casi la totalidad de la dindmica del sistema es tomado en cuenta, esto sera

visto en el capitulo siguiente.

Otro punto interesante a notar se podria mejorar el algoritmo usando un con-
trolador MPC para el seguimiento de referencia y no un comando de MATLAB,
ya que si cambia los puntos de referencia, cambia totalmente el controlador
que debe asegurar la viabilidad de la optimizacion [54]. Esa técnica ya de por
si seria un estudio exhaustivo que escapa del espectro de esta tesis pero se

deja al lector como un posible tema de investigacién a futuro.

En cuanto a la entrada de sefial de control, era de esperar que su estabilizacion
tenga el valor en equilibrio de 0 Nm como se mostr6 también en la tabla 2.5.
Esto se explica que cuando los dos péndulos alcanzan el valor de 7,es decir se
encuentren de forma perpendicular en referencia al plano en el que el sistema
gira, se mantengan en esa posicion hasta tiempo indefinido por el hecho que
no existe algiin tipo perturbacién externa que haga que cambien como por
ejemplo la friccién, la gravedad en si misma, el desgaste de los engranajes o el
viento para mencionar algunas de ellas. En cuanto a la friccién en particular
no se tomo en cuenta para el modelado del Sistema de péndulo doble en su
variante lineal. En cuanto al valor de la entrada 6ptima de control calculada,
en forma numérica, se puede apreciar, detalladamente en la parte inferior
central de la figura 3.31, que el valor en Nm cambia de 0.23 Nm a 0 Nm en 1.86
segundos aproximadamente y se mantiene en 0 unidades hasta tiempo indefi-
nido debido a que el péndulo doble sélo necesita de cierto Momento o Fuerza
para llegar a su posicion perpendicular y luego de eso ya no necesita de alguna

fuerza adicional para mantener los péndulos en la posicién perpendicular por
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eso el valor del momento queda en 0 Nm considerando adicionalmente que

no hay perturbacion que lo haga cambiar.

Por otro lado el nimero de pasos del horizonte de prediccion es de N=30y es
en cierta forma suficiente a fin de encontrar el minimo de la funcion de coste.
Ademés, junto con la buena eleccion del horizonte prediccién y como bien se
vi6 en la parte tedrica, el uso del termino final en la funcién de costo puede
mejorar la respuesta ya que concentra a la misma dentro de un conjunto
que garantice su estabilidad y performance cercana al su punto de equilibrio.
Sin embargo, no se usé6 este termino final ya que el solver quadprog no lo

desarrolla dentro de su algoritmo.

Por ultimo, valores de las matrices R y Q harian un cambio sustancial pero
debido a los errores antes mencionados no tendrian mucho efecto. Ya que
incrementando la matriz Q vamos a forzar al sistema a alcanzar la referencia
lo mas rapido posible pero a costa del incremente del control para hacerlo. Y
al incrementar la matriz R significa que se fuerza al sistema a llegar al reposo
rdpidamente y esto puede llevar a que los tardard més tiempo en alcanzar el

estado estacionario.

Esta claro que un MPC lineal puede ser reformulado en una programacion
estdtica cuadratica (QP), no necesita aproximaciones iterativas ya que el mo-
delo ya es lineal y el problema es convexo. Por lo tanto, se puede encontrar
una soluciéon 6ptima global. Estas bondades del MPC lineal es, sin embargo,
limitado ya que en la practica y los sistemas a controlar no son lineales o se
pueden aproximar de manera que cubra todas el comportamiento propio del
sistema. Lamentablemente un MPC lineal no cubre todas las necesidades de
la industria, por eso, se estudiara en el siguiente capitulo el MPC no lineal que

es ampliamente efectivo y si cumple las necesidades antes mencionadas.

Prueba MPC lineal bajo otros puntos de operaci6on

A continuacién se prueba el MPC lineal en diferente puntos de operacion. De-
bemos recordar que el punto de operacion es aquel punto donde se linealiza el
sistema y ademas sirve como punto de referencia donde deberén llegar ambos
péndulos. Ahora bien se van a variar las condiciones inciales alejandonos
desde el punto de operacion a fin de probar el controlador. El primer punto es

el siguiente:
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Figura 3.32: Resultado de simulacién del MPC lineal (MPC) con xp = [3 0 3 0]

y xpo=[m 0 m 0]
Fuente : Elaboracion propia

De los resultados de la figura 3.32 se puede apreciar que el primer dngulo ¢,

no converge a 7 pero si llega a un valor cercano. En cuanto al segundo dngulo

(2 converge al punto esperado luego de los 1.7 segundos aproximadamente.

Veamos un segundo punto mas alejado al punto de operacion:

Xmin = [-7, -7, -7, -7

Umin = —

Xo=[Z0Z 0]
Xpo:[ﬂOTL'O]

]T

10 ,

Umax = 10

T
) xmax:[ﬂ;”;ﬂ)ﬂ]

(3.67)
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Figura 3.33: Resultado de simulacion del MPC lineal (MPC) con
x0=[50%0]yxpo=[m0m 0]
Fuente: Elaboracion propia

Del mismo modo los resultados mostrado en la figura 3.33 hacemos el rango de
accion mds amplio. De la figura podemos notar claramente que no convergen
a los puntos de equilibrio querido. Para ser exactos, la no convergencia para

ambos péndulos ¢; y @2 por pocos puntos. Veamos un tercer punto mas
amplio y veamos que sucede:

Xp=1[00 0 0]

Xpo=1I[m 0 7w 0]

T T
Xmin = [-7,—7,—7,—-7]" , Xmax =7, 7,7, 7]
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Figura 3.34: Resultado de simulacién del MPC lineal (MPC) con xp = [0 0 0 0]
y xpo=[m 0 7 0]
Fuente : Elaboracion propia

Tal como se puede apreciar también en la figura 3.34, aunque los dngulos
convergen no precisamente en los puntos de referencia deseados, convergen
en valores cercanos a ellos pero como se puede apreciar de la misma forma

que en los casos anteriores, mds lentos.

Para entender mejor sobre los puntos previamente probados para el MPC
lineal, se debe entender que hizo una linealizacién bajo en un punto de opera-

cién especifico. Para nuestro caso fue xpg = [n 0n O] y los puntos de pruebas

fueron inferiores a ese hasta llegar xp = [0 00 0]. De los resultados se ven
claramente que la convergencia varia a cian lejano se encuentre al punto de
operacion. Precisamente esto se cumple deacuerdo a la teoria de linealizacién
sobre la zona de validacion de la linealizacién [55]. En cuanto mads se aleja
desde los puntos de linealizacion se distorciona y por ende la dindmica ya se
pierde. Sin embargo, si queremos utilizar atin asi el MPC lineal, se deberd ser
uso de un controlador Gain Scheduling la cual por cada rango de operacién
se utiliza una ganancia para cada rango del sistema linealizado cubriendo la

trayectoria esperada [56]. Ahora bien, se presenta otra solucién que deja de
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lado la linealizacion del sistema y toma el modelo no lineal. En la siguiente

seccion se detalla dicha solucién.

3.5. Disefio Control No Lineal Predictivo Basado en Modelo (NMPC)

Como se menciono en el capitulo anterior las limitaciones del MPC lineal
sobre sistemas y restricciones no lineales hacen que se contemple otro tipo
estrategia de control que pueda trabajar y tener un buen performance con
el Sistema de péndulo dobleno lineal. Las ecuaciones de movimiento 2.35y
2.36 describen el modelo del sistema real. Claramente se nota en ellas que
poseen términos como seno y coseno que muestran el comportamiento no
lineal propio del Sistema de péndulo doble. Este tipo de problema de control
no lineal pueden resolverse con paquetes de Solvers que tienen algoritmos
e integradores compatibles con MATLAB [57]. Estos proveen una solucién
6ptima para problemas MPC ylos hace adecuados para aplicaciones en tiempo

real.

La opci6n que sugiero para resolver el problema 6ptimo de control de nuestro
sistema no lineal es mediante el uso del software ACADO: https://acado.github.io/.
Aunque existen otras opciones de solucionadores disponibles, ACADO tiene
la capacidad de adaptarse eficientemente a sistemas no lineales, incluyendo
controladores no lineales como el NMPC, asi como a restricciones no lineales.
Ademads, ACADO ofrece una ventaja en términos de velocidad y eficiencia en
comparacion con otras herramientas de optimizacién como CasADi, especial-
mente en sistemas con dimensiones pequefias a medianas, es decir, aquellos
con menos de 20 variables de estado, una funcién de costo no cuadrética y un
horizonte de prediccion corto [58] y [59]. Todas estas caracteristicas se ajustan

perfectamente a las necesidades del problema del Sistema de péndulo doble.

3.5.1 Principio basico del Control No-Lineal Predictivo Basado en Modelo

El MPC lineal como se vio en la capitulo anterior, tiene éxito en cierta limitada.
Sin embargo, es muy usado en la industria como en el sector petroquimicos/-
refineria [60]. La limitacion, es otros sectores o sistemas a controlar es que un
sistema linear tiene pobre capacidad de prediccion. En otras palabras su per-
formance es reducida. Y esta claro sefnalar que una funcién de costo cuadratica

y restricciones lineales no reflejan las necesidades industriales. Entonces dada
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las limitaciones, se debe entender que cambiaria un MPC lineal a diferencia
den MPC No-Lineal. Veamos por lo tanto una cuadro comparativo de ambos
controladores mostrado en la tabla 3.1 y 3.2 (Fuente: Optimal and Predictive
Control [43]).

Nomenclatura Lineal MPC
- Usa modelo lineal: X=Ax+Bu
-Funcién de costo Cuadrética: Fo,w)=xTQx+uru
-Restricciones afines: Hx+Gu<0

Programacion cuadrética (Tiempo discreto)

Tabla 3.1: Nomenclatura de un MPC lineal

Nomenclatura No-Linear MPC (NMPC)

-Usa modelo No-lineal: X=f(xu
-Funcién costo puede ser No-Cuadrética: F(x,u)
- Restricciones No-lineales: h(x,u)<0

Programacion No-Lineal (NLP)

Tabla 3.2: Nomenclatura del un MPC no lineal

En las tablas 3.2 y 3.1 se pueden observar las diferencias en el modelo, la
funcion de costo y las restricciones utilizadas entre los dos controladores. Sin
embargo, ambas estrategias de control siguen una metodologia similar para
resolver problemas 6ptimos de control, lo que significa que la secuencia de

pasos en el algoritmo presentado en la figura 3.23 es la misma en ambos casos.

Enlo que respecta ala resolucion del sistema no lineal de péndulo doble, se uti-
liza el software ACADO, un software de codigo abierto para control automatico
y optimizacion dindmica. Este software se encarga de encontrar la solucion
6ptima al problema de control mediante la formulacién de una funcién de
costo que tiene en cuenta las restricciones del sistema y las preferencias del
usuario. La solucién 6ptima se obtiene a través de la implementacién de algo-
ritmos de optimizacién numérica, lo que garantiza la eficacia y precision del

proceso de control.

En resumen, el uso de ACADO permite una resolucion eficaz del sistema no
lineal de péndulo doble mediante la formulacion y solucién de un problema
6ptimo de control que tiene en cuenta las restricciones y preferencias del

usuario.
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Implementacién del MPC No-lineal basado en ACADO en MATLAB

A fin de implementar nuestro problema se debe considerar definir nuestra

ODE (Ordinary Differential Equation) , establecer las variables de estado

(p1,91,P2,y,¢P2), la entrada de control u y la perturbacién d.

Definimos entonces los estados y la entrada de control de la siguiente manera:

© 0 N O G

11
12

% Sistema Pendulo doble Master PUCP

g=========Author: Carlos Raymundo ========%
S=========Yeagr :2023==========%
clc;

clear all;

close all;

% Condition for compiling
EXPORT = 1;
DifferentialState phil dphil phi2 dphiZ2; % define states

Control u % define controls

OnlineData d; % Disturbance d *0.001xd

Luego el modelo no lineal de la ODE definido en las ecuaciones 2.35 y 2.36 asi:

w

% Diferential Equation

f = dot ([phil; dphil; phi2; dphi2]) == [dphil;

(375% ((9%cos (phil - phi2) *sin(phil -
phi2) xdphil”2) /1250

+ (3%sin(phil - phi2)*dphi2”2)/625 — (4xu)/5 +
(8829%sin (phil)) /12500

- (8829%cos (phil -
phi2) *xsin (phi2)) /25000) )/ ((27*cos (phil -
phi2)~2) /10 - 24/5);

dphi2;

- (1250% ((18*sin(phil - phi2)*dphil~2) /3125

+ (27xcos(phil - phi2)*sin(phil -
phi2) xdphi2”2) /12500

- (8829xsin(phi2)) /31250 + (79461xcos(phil -
phi2) *sin (phil)) /250000

- (9xuxcos (phil - phi2))/25))/((27*cos (phil -
phi2)~2) /10 - 24/5)1;

Posteriormente definimos el horizonte de prediccion, el tiempo de muestreo,




108

la funcién de costo asi como el numero de variables de estado y entrada de

control.

D A s wN

©

10
11

$define the

simTs = 0.01
Num = 30;
numSteps = 5;

$define the
h =

hN = [diffSt

)

n_XD =

n_U = length

[diffStates;

step length

; % time interval

14

objective function ( stage and end costs)
controls];

ates];

% Define number of sates and control signal
length (diffStates);

(controls);

Y afadimos los parametros como el punto inicial, la referencia y los pesos para

la matriz Q que se hallo de forma experimental obteniendo el mejor resultado

que mostrard posteriormente.

© O N o g ks W NN =

e e o =
a s W NN = O

% Simulation

Parameters

N=30;

dt =0.01; % Amount of punts
input.N =30; % predicition Horizon
X0 = [3 0 pi 0 ]; % Initial Point

Xref = [pi 0 pi 0]; % Reference

input.x = repmat (Xref,N+1,1);

Xref = repmat (Xref,N,1);

Uref = zeros (N,n_U);

input.u = Uref;

input.y = [Xref(l:N,:) Uref];

input.yN = Xref (N, :);

input.W = diag([10, 0.01, 10 0.01 171);
input.WN = diag([10, 0.01, 10 ,0.0171); %

Posteriormente, como se menciono sobre los métodos numéricos para la

solucion de la OCP, se elige una discretizacion de tipo Multiple Shooting y la

aproximacion Gauss Newton para la obtencion de la soluciéon 6ptima local

como se muestra a continuacion:
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1 % Configuration MPC

setModel (f) ;

mpc = acado.OCPexport (ocp) ;

.set ("HESSIAN_APPROXIMATION', 'GAUSS_NEWTON') ;

6 mpc.set ('DISCRETIZATION_TYPE', 'MULTIPLE_SHOOTING') ;

AW
0]
Q
el
Il

w
3
o)
Q

Ahora se construye el algoritmo para el NMPC. Como se puede notar en los
punto 20 se obtiene del vector de control 6ptimo y de ella se toma la primera
salida de control tal como se menciona en la formulacién matematica del
MPC. Por consiguiente, esta es reutilizada en la siguiente iteracion tal como se
vio en la seccion 3.4 y se calcula en base a la entradas y salidas de las variables

anteriores, la nueva salida de control repetitivamente.

—

while time (end) < Tf
%$Solve NMPC OCP
input.x0 = state_sim(end, :);

)

output = acado_doble (input); % Solve our OCP

for k = 1l:length(N)
outputl = [outputl; output.x(l,:)];
k=k+1;

© 0 N o g ks W

end

—_
o

% Optimal input

11 input.x = [output.x(2:end,:); output.x(end,:)];
12 input.u = [output.u(2:end, :); output.u(end,:) 1;
13 input_sim.x = state_sim(end, :)"';

14 % NMPC control

15 input_sim.u = output.u(l,:)"’';

16 input_sim.od = 10;

17

18 for k = 1:length(N)

19 inputl = [inputl; input.x(1l,:)1;
20 k=k+1;

21 end

22

23 % Simulate our system

24 states = integrate_doble (input_sim);

25 state_sim = [state_sim; states.value'];

26 % Save the MPC step

27 INFO_MPC = [INFO_MPC; output.info];

28 KKT_MPC = [KKT_MPC; output.info.kktValue];
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29 controls_MPC = [controls_MPC; output.u(l,:)];
30 controls = [controls; output.u(l,:)];

31 % Update iteration

32 iter = iter+l;

33 nextTime = iterxdt;

34 time = [time nextTime];

35 result.CalTime = output.info.cpuTime;

36 itera = [itera iter];

37 cpuTime = [cpuTime output.info.cpuTime];

38 % Time display

39 disp(['current time: ' num2str (nextTime) '
char(9) ' (RTI step: '
num2str (output.info.cpuTimexle6) ' s )'])
40 end

Los resultados del MPC No-lineal basado en ACADO

Para seguir la linea de los mismos puntos de operacion tanto para los contro-
ladores lineales. Para este NMPC basado en ACADO probaremos los mismo
puntos de operacién y restricciones como se pueden apreciar en el siguiente

cuadro:

Xo=1[3 07 0]
Xpo=I[m 0 0]
- T L 1 T
Xmin = [=7, =7, -7, —7]" , Xmax = [7,7,7,7T]

Una vez que se ejecuta el algoritmo basado en ACADO, se obtiene los resulta-
dos para los dngulos ¢, y @2, las velocidades ¢; y ¢, y 1a entrada de control u
como se muestra en la figura 3.36.

Ahora si a comparaciéon del MPC lineal, el MPC no lineal basado en ACADO
tiene una mejor performance como se puede apreciar en las figuras. Los
resultados son sin duda muy alentadores. Veamos el caso del dngulo ¢; que
empieza con un valor de 3 radianes, llega al valor esperado de 7 radianes en un
tiempo muy 6ptimo ya que lo realiza en 0.83 segundos aproximadamente. Una
diferencia bastante con el MPC lineal que se demora casi el doble en llegar a

su punto de equilibrio. Cabe también resaltar que la respuesta no presenta
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Figura 3.35: Los resultados de la simulacién con xo = [3 0 7 0]
yxpo=[m 0 7 0]

Angulo ¢; Pendulo Doble

Fuente: Elaboracion propia
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Figura 3.36: Resultado de simulacion del NMPC basado en ACADO
Fuente: Elaboracion propia

oscilaciones como en el caso del MPC lineal. En cuanto al 4angulo ¢, el punto

inicial 7 que alcanza el valor esperado para este controlador no lineal en 0.84
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segundos aproximadamente. Y sin una oscilacién tan marcada como lo es
con el MPC lineal. Ahora, en cuanto al a la sefial de entrada de control u se
estabiliza en las 0.13 segundos y sin oscilacion. Si hablamos de las velocidad
(1Y 2 claramente se observan que tienen una respuesta mucho mas rdpiday

sin oscilaciones como si las tiene su par MPC lineal.

Los buenos resultados que observamos en la respuesta se debe a que ACADO
no utiliza un modelo linealizado como en los otros caso, sino una ecuacién
diferencial algebraica que describe el comportamiento matematico del Siste-
ma de péndulo doble con sus caracteristicas propias. ACADO utiliza el método
de Runge-Kutta para la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales por
eso razon se provee al algoritmo la ODE como modelo. En nuestro caso usa-
mos Runge-Kutta implicito por ser un sistema denominado rigido que al ser
resuelto por métodos numéricos estandar son estables solo por un corto in-
tervalo de tiempo. De modo este método puede mejorar la estabilidad y la
convergencia del sistema [61]. Para ser especificos usamos el método Radau
ITA5 para solucion de la ODE ya que en cierta forma la soluciéon las ODEs que
tienen un parte no lineal, después de ser resueltas por método numéricos,
empero pueden presentar inestabilidad (oscilaciones en su aproximacion). Ya
que como se comento antes el sistema no lineal descrito por las ecuaciones
diferenciales 2.35y 2.36 donde los senos y cosenos representan la no linealidad
de la dindmica del sistema. Por lo tanto, la solucién de la ODEs por medio de
Runge Kutta implicito es la mejor alternativa para ODEs que presentan rigidez
(Stiff Differential Equation ). Cabe sefialar que el niimero del orden "5", se
eligio ya que desde ese orden se tiene una convergencia al valor esperado y
su implementacién dentro de ACADO se puede facilmente seleccionar [62] y
(61].

Aligual que el MPC lineal el horizonte de prediccién es de 30 pasos o intervalos
y un tiempo de muestreo de 0.01 segundos. Y como se mencioné antes se uso el
método de discretizaciéon "Multiple Shooting" usando los datos anteriores que
son efectivos para el tipo de sistema no lineal que a diferencia del MPC lineal,
s6lo abarca un punto especifico de operacion por lo que el NMPC basado en

ACADO segun los resultados antes expuestos resulta ser més eficaz.

Como se puede apreciar en los puntos de operacion iniciales empieza desde
una posicion inestable con [3 0 7z 0], mientras que la referencia también es
inestable [ 0 7 0] pero el controlador NMPC presenta buen resultado a pesar

que hay restricciones en la entrada acotada y las restricciones en las variables
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de estado como se ven en la ecuacion 3.59. Otro punto interesante en notar
que las matrices Q y R no tuvieron un cambio extremo desde su estado inicial
3.60 ya que de por si, la posiciéon de los dngulos ¢, y @2 tuvo su punto de
convergencia bastante rdpido y la matriz Q le afectaria directamente a las
variables de estado; del mismo modo, para la entrada de control «, la matriz R

no tendria un cambio importante en la respuesta de la misma.

En cuanto la entrada de control u, se nota un cambio importante ya que con
el MPC lineal se necesitaba de un méximo de 0.23 Nm para que los dngulos
convergen. Con el solver ACADO se necesita solamente alrededor de 0.75 Nm.
Por lo tanto se encontr6 la sefial de control 6ptima que minimiza la funcién
de costo y a su vez satisface las restricciones en las variables de estado y de
control y por ende requiere mas potencia al potencia al motor. Ademds, debido
a que la dindmica del sistema es no lineal es problema que nos enfrentamos
en No-Convexo, hemos resuelto con un estdndar SQP usando la aproximacién
Gauss-Newton que secuencialmente aproxima la NLP secuencialmente por
sub QP convexos [63] . Aunque existe otro que se denomina Interior Point
(IP) [64] también para problemas no convexos pero que no cubre este solver.
Quizds sea también otro tipo de estudio a futuro el comparar esta técnica de

aproximacion.

Algo que si se llevo a cabo para este tema de estudio, es la perturbacién en
el sistema de control. Este punto se lleva a cabo en el apartado sobre las in-
certidumbres. Sin embargo, es importante notar que en estos resultados la
perturbacion recibe la denominacién d que para probar el solver en prime-
ra instancia lo mantenemos en 0. Posteriormente se prueba con diferentes
perturbaciones y probamos a su vez la rosbustes del NMPC. Las simulaciones
se llevaron a cabo con una Laptop HP con 1.80 GHz, procesador Intel Core
i5-8250U y 8GB de RAM, de donde podemos ver que la media del tiempo de
computo es de 210 us que se demora el solver ACADO para resolver el NMPC.
En la figura 3.37 se puede observar el CPU Time por cada iteracién a lazo cerra-
do con un horizonte de prediccién N=30 sin perturbacién como se mencion6

antes.

3.5.2 Robustez inherente del NMPC vs MPC

La idea principal que se presenta es que, en los capitulos anteriores, se ha

demostrado la necesidad de que los controladores adopten una estrategia
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Tiempo de computo para el lazo cerrado NMPC
T T T T

et
MLt b

CPU time pi s

Figura 3.37: Tiempo de computo 210 us para el NMPC a lazo cerrado
implementado con ACADO
Fuente : Elaboracion propia

adicional para mantener los estados de equilibrio en una zona segura y es-
table. No obstante, el NMPC cuenta con una robustez que le permite hacer
frente a las diferentes incertidumbres W o errores que puedan afectar el com-
portamiento normal del sistema. Ademas, se utiliza un término final en las
funciones de costo que garantiza que el sistema permanezca dentro del drea

de estabilidad y convergencia.

Error en el modelo del NMPC - MPC

El modelo del sistema es crucial para el controlador, ya que este debe reaccio-
nar de manera similar en tiempo real a como lo hace con el modelo experi-
mental. Los controladores MPC o NMPC crean un modelo interno del sistema
que es una representacion casi exacta del sistema real, por lo que las predic-
ciones deberian coincidir con las mediciones en tiempo real. Sin embargo, en
la préactica, existen errores de modelizacion y ruido en los datos que deben
ser considerados [65]. La figura mostrada en [43] ilustra la diferencia entre la

prediccion ideal y la real de un controlador MPC/NMPC.

La figura 3.38 muestra que la prediccién de un MPC real puede desviarse de
la del MPC nominal debido a errores en el modelo. Sin embargo, la medicion
actual se utiliza como condicién inicial para la siguiente prediccion, lo que
permite que el MPC real se ajuste y corrija cualquier desviacién anterior. Esto
se conoce como la robustez inherente del MPC, y si el error de modelado es

minimo, el MPC real puede funcionar igual de bien que el nominal [66]. En la
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z(t) : E x(t) :
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Figura 3.38: Estdindar MPC nominal versus MPC real
Fuente : Optimal and Predictive Control, R. Findeisen

préctica, a menudo se utiliza un MPC nominal con buenos resultados. En el
algoritmo, se modelan matemdticamente las incertidumbres, como errores de

modelado o ruido.

Resultado de prueba de robustez del controlador NMPC

La instalacion y configuracion de ACADO para Matlab se muestra en el Anexo.
En esta seccion se demostrard como el NMPC reaccionaria ante diferentes
tipos de perturbaciones en la sefial de control, y se explicard que los errores e
incertidumbres son inherentes al mundo real. Para fines experimentales, no se
considerardn restricciones en la entrada de control o variables de estado. En la
primera prueba, se introducird una perturbacién aditiva con valores aleatorios

en el sistema de control, y los resultados se mostraradn en la figura 3.39.

En los resultados mostrados en la figura podemos apreciar que una perturba-
cion aditiva ingresa al sistema de control que se suma a la entrada de control
que afectaria directamente a la performance del NMPC'y es asi como se llevard
acabo para propésitos experimentales de esta tesis. Como resultado de esta
perturbacién aditiva, el controlador NMPC reacciona con retardo. En efecto,
se observa claramente que el dngulo ¢, llega al valor esperado de 7 radianes
en un tiempo considerablemente tardio ya que lo realiza en 2.7 segundos
aproximadamente. Una diferencia bastante con el MPC lineal que se demora
casi el doble en llegar a su punto de equilibrio o con el NMPC sin perturba-
cion. En cuanto al dangulo ¢, el valor esperado para este controlador no lineal
con perturbaciones es de 2.8 segundos aproximadamente. Para el caso de
ambos dngulos antes de conseguir su estado de equilibrio tuvieron valores
bastantes oscilaciones debido a que la perturbacién afecta a directamente

a las las variables de estado y sus derivadas. Por ejemplo, el &ngulo ¢, que
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Figura 3.39: Resultado de simulacién del MPC No-lineal (NMPC) con una
perturbacién con valores aleatorios basado en ACADO
Fuente : Elaboracion propia

representa la posicion del primer péndulo, tiene un movimiento leve en el
sentido horario hasta el valor aproximadamente de 2 radianes, para luego
tomar el momento a pesar de la perturbacién y llevar nuevamente al péndulo
a un valor de 4ngulo de 5 radianes. Este movimiento de extremo a extremo
hace que el angulo pueda finalmente pueda llegar al valor deseado. Lo mismo
sucede con el angulo ¢, que da un movimiento oscilatorio mas marcado ya
que este dngulo representa al segundo péndulo el que recibe el mayor momen-
to de inercia en base al movimiento que recibe el sistema. A esta caracteristica
anadimos la perturbacién d en la entrada de control empeorando en cierto
modo al sistema ya que como se puede apreciar, la entrada de control varia
peligrosamente de -27 Nm a 27 Nm pero finalmente al termino del tiempo
antes mencionado, termina en el punto de equilibrio deseado como también

se puede apreciar.

El controlador reacciona ante una perturbacion en el sistema, es necesario
recordar que el método utilizado para resolver el problema 6ptimo de control
(OCP) requiere que el valor inicial de la variable de estado siempre se conozca.

De esta manera, el valor de la sefial de control se calcula y predice antes de
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que la perturbacién ingrese al sistema. El objetivo es mantener el valor de la
senal de control en 0 Nm, lo cual es evidente en los resultados obtenidos. Se
puede concluir, en base al buen comportamiento del controlador, que una
vez que el controlador aprende y predice la sefial de control, puede enfrentar
perturbaciones. Las simulaciones se realizaron utilizando una Laptop HP con
procesador Intel Core i5-8250U y 8GB de RAM, y se tardé en promedio 228 us
en resolver el NMPC mediante el solver ACADO. En la figura 3.40 se muestra el
tiempo de computacion por cada iteracion a lazo cerrado con un horizonte
de prediccion N=30 y una perturbacién aleatoria, y se puede observar que el

solver ACADO tarda en promedio 228 pus.

Tiempo de computo para el lazo cerrado NMPC
T T T T T
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Figura 3.40: CPUTime 228 us para el NMPC con perturbacion aleatoria
Fuente : Elaboracién propia

Ahora afladamos un ruido blanco Gaussiano de -6dB complejo cuyo periodo-

grama se muestra en la figura 3.41.

Periodogram Power Spectral Density Estimate

Normalized Frequency (= rad/sample)

Figura 3.41: Ruido blanco Gaussiano con -6 dB
Fuente: Elaboracion propia

La respuesta a esta perturbacion es de la siguiente manera mostrado en la
figura 3.42.

Vemos por lo tanto que el NMPC reacciona también a esta perturbacion solo

que a diferencia de la perturbacion aleatoria lo hace en menos tiempo como se
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Figura 3.42: Resultado de simulacion del MPC No-lineal (NMPC) con un ruido
blanco Gaussiano de -6dB basado en ACADO
Fuente: Elaboracion propia

puede apreciar. En efecto, se aprecia que el dngulo ¢, y en el angulo ¢, alos 1.8
segundos y 2.1 segundos respectivamente.Esto se debe a que el ruido blanco
Gaussiano tiene valores aleatorios que no guardan correlacion estadistica
entre sus valores y su valor de potencia en los distintos anchos de banda.
Por lo tanto este disturbio al ser recurrente ya es predicho por el NMPC y su
reaccion a este ruido blanco Gaussiano de -6dB no presenta oscilaciones en
las variables de estados como en los casos anteriores pero la perturbacién
que ingresan al sistema de control hacen que el rango de la sefial varie casi de
forma constante con valores que van de los -7 Nm a 7 Nm como maximo en
comparacion con el caso anterior. Si pensamos que pasaria con el actuador
al recibir esta sefial podria afectar al sistema. Las simulaciones se llevaron a
cabo de la misma forma como la simulacion anterior con una Laptop HP con
1.80 GHz, procesador Intel Core i5-8250U y 8Gb de RAM, de donde podemos
ver que la media del tiempo de computo es de 217 us que se demora el Solver
ACADO para resolver el NMPC. En la figura 3.43 se puede observar el CPU
Time por cada iteracion a lazo cerrado con un horizonte de predicciéon N=30

con un ruido blanco Gaussiano.
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Tiempo de computo para ol lazo cerrado NMPC
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Figura 3.43: CPUTime 217 us el NMPC con ruido blanco Gaussiano a - 6dB
Fuente : Elaboracion propia

3.6. Comparacion de los controladores y resultados finales

Finalmente, realizamos una comparacion a los 5 tipos de controladores que vi-
mos en esta tesis, es decir LQR, Observador con controlador de estado,Observador
reducido con controlador de estado, MPC y NMPC .

Si bien es cierto que los modelos de los 4 primeros controladores son lineales
y el ultimo no lineal; para fines académicos y de muestra sobre la efectividad
de un controlador sobre el otro, se hicieron las pruebas en el mismo punto de
operacion, los mismos puntos iniciales y de referencia. De modo que todos
los modelos en este punto de operacion se aproximan bastante bien como se

vio en la capitulo 2. Los resultados los podemos apreciar en la figura 3.44.

De hecho podemos concluir lo antes mencionado ya que el NMPC utiliza
un modelo completamente no lineal que se aproxima mucho a la dindmica
real del sistema de péndulo doble y facilmente podria probarse en la préctica.
Aunque en cierta forma el MPC que utiliza un modelo lineal al tener pequefios
error de modelado, pueda usarse sin problemas en la practica considerando

las restricciones en las variables de estado y entrada de control.

A fin de detallar mas los resultados, se puede apreciar en la figura 3.44. Veamos
lo que sucede en la primera variable de estado, es decir el &ngulo de posicién
del primer péndulo ¢,, que para el caso del NMPC, la convergencia es mas
rdpida en comparacion al MPC lineal, seguido por el LQR, Observador y fi-
nalmente el Observador reducido. Si analizamos mds a fondo los resultados,

notamos que el MPC lineal y el LQR tienen las mismas caracteristicas. Esto
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Figura 3.44: Comparacion de los controladores LQR, Observador, Observador
reducido, MPC y NMPC
Fuente: Elaboracion propia

es claro ya que utilizan el mismo modelo continuo; uno varia del otro por
poco, por ejemplo en el tiempo de establecimiento. Claramente, esto podria
mejorarse con las matrices Q y R para ambos casos ya que si recordamos el
algoritmo del MPC lineal, este utiliza el comando QUADPROG que penaliza
tanto las variables de estado y/o la sefial de entrada tal como lo hace el LQR.
En cuanto a los Observadores controlador completo y reducido, tienen un
respuesta mucho més Overshooting y mdas pronunciado que los hace menos
efectivo que los otros controladores. Para entender lo que sucede con ellos,
debemos tener en cuenta que los Observadores tienes por objetivo obtener
variables que no son medibles, por esa razén el Observador completo toma
mads tiempo ya que mide todas las variables en base al modelo y el Observador
reducido solo algunas de ellas. En este punto por lo tanto radica la velocidad
de respuesta. De la misma forma, en cuanto al dngulo del segundo péndulo
@2 , el controlador no lineal NMPC tiene una mejor performance frente a los
otros controladores. En este caso, el Observador Reducido es aquel que tiene

el resultado menos efectivo considerando que este segundo dngulo es que
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recibe la mayor momento de inercia. Para el caso del LQR y el Observador
completo tienen mejor resultado que este tltimo pero no se compara al buen

performance del NMPC.

Se nota claramente que el controlado del NMPC basado en ACADO tiene
una mejor performance sobre los otros controladores. Es mucho mas rédpido
y converge al punto de equilibrio de la misma manera. Por lo tanto, este
controlador resulta ser el mas adecuado para este tipo de Sistema de péndulo
doble. En la siguiente seccion se verd mds a detalle los indicadores que sefialan

la performance de los controladores estudiados de forma cuantitativa.

3.6.1 Indicadores de performance de los controladores estudiados

A continuacién vamos a comprobar la performance de los 5 controladores.

Para eso se deben establecer indicadores que los miden.

RMSE para medir la precision del modelo

El indicador RMSE (Root Mean Square Error) o Error medio cuadrético pro-
medio. Como su nombre menciona se mide el error del valor predicho sobre
el valor real o conocido. Este indicador es eficaz para medir la precision del
modelo usado en el control optimal presente en los controladores antes men-
cionados ya que precisamente que el control optimal utiliza un modelo para
predecir el comportamiento del sistema y por esa razon este indicar es de

suma importancia [67].

Tabla 3.3: Indicador RMSE para el modelo optimal

LQR 0BS OBSRED | MPC NMPC

¢ (rad) 0.0320 | 0.0266 | 0.0527 0.0106 | 0.0267
@1 (rad/s) 0.0531 | 0.2173 | 0.2866 0.0866 | 0.0674
@, (rad) 0.0027 | 0.0087 | 0.0157 0.0069 | 0.0039
@2 (rad/s) 0.0293 | 0.1406 | 0.8822 0.0905 | 0.0494
RMS(prom) | 0.0294 | 0.0983 | 0.3093 | 0.0486 | 0.0369

Este indicador viene de la raiz cuadrada del cuadrado de la suma de la di-
ferencias entre los valores reales y predichos, la cual es elevada al cuadrado
dividido por la cantidad de valores observados. Este valor fue evaluado para
cada controlador optimal y de la tabla 3.3 se puede apreciar los resultados. A

fin de interpretar este valor, es importante notar que cuando mas pequeiio
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es el RMSE, mas preciso es el modelo. Por lo tanto, se nota claramente que
el LQR y el NMPC poseen los valores méas pequenos en comparacion de los
demads controladores. Ambos modelos se diferencian en que el LQR se base
en un modelo lineal y el NMPC se basa en un modelo no lineal. El resto de
los controladores poseen valores aunque también pequefios, no tan 6ptimos

como los ultimos mencionados.

Indicadores para medir la performance de los controladores

Introducimos ahora otros indicadores que miden la performance los con-
trolares. En este caso usaremos el ISE (Integral Square Error) y IAE (Integral
Absolute Error). Ambos indicadores de performance indican el mejor perfor-

mance cuando poseen valores pequefos [68].

Por otro lado, incluimos también otros indicadores como el Overshooting (OS
%), Peak time (PT) y Settling Time (ST). Los resultados se ve en la tabla 3.4
donde se puede apreciar que nuevamente el NMPC y el LQR poseen los valores
mas pequefios para el ISE y IAE. Sin embargo, debemos analizar los otros
indicadores también descritos. Precisamente, segin la tabla se puede apreciar
que ambos controladores para el primer dngulo del sistema de péndulo doble
(1 no posen ningun tipo de Overshooting pero para el segundo angulo ¢ el
controlado LQR posee menos OS en comparacion con el NMPC. Ahora bien,
en cuando al tiempo de establecimiento es claro que el NMPC como respuesta

es el que tiene mejor resultado.

Ante lo antes indicado, el controlador que posee una mejor performance ya
que su ISE, TAE, OS, PT y ST es definitivamente el No lineal Model Predictive
Controller (NMPC). Por lo tanto, el controlador NMPC basado en ACADO
nuevamente comprueba que que tiene una mejor performance sobre los
otros controladores, punto que también se concluyo en el analices cualitativo

descrito en la seccién anterior.
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] Variables \ 0S % \ PT(s) \ ST(s) \ ISE \ ISE prom \ IAE \ IAE prom ‘
¢ (rad) 0 0 2.82 0.0085 0.0827
¢ (rad/s) NA | NA 2.19 0.0271 0.1619
LAk @2 (rad) 0.58 | 0.12 2.36 0.0001 0.0103 0.0082 0.0755
¢ (rad/s) NA | NA 1.75 0.0056 0.0492
¢ (rad) 1.43 | 0.66 3.19 0.0071 0.0873
¢1 (rad/s) | NA | NA 2.09 0.4717 0.3985
B .1662 .1841
088 @ (rad) 2.47 | 0.08 2.92 0.0007 0.166 0.0206 0.18
¢ (rad/s) NA | NA 1.77 0.1854 0.2300
¢ (rad) 5.97 | 0.50 3.75 0.0275 0.2268
@1 (rad/s) NA | NA 1.52 0.6588 0.6482
OBSRED > (rad) 479 | 0.03 3.67 0.0025 0.9601 0.0378 0.3643
> (rad/s) NA | NA 1.92 3.1518 0.5445
@1 (rad) 0 0 1.57 0.0010 0.0657
@1 (tad/s) | NA | NA 1.59 0.0750 0.1835
HPe @2 (rad) 1.09 | 0.11 1.86 0.0005 - 0.0099 0.0862
¢ (rad/s) N.A | NA 1.61 0.0820 0.0858
¢ (rad) 0 0 0.83 0.0071 0.0126
¢1 (rtad/s) | NA | NA 0.88 0.0455 0.1151
NMPC @2 (rad) 1.03 | 0.09 0.84 0.0002 Y 0.0134 0.0713
@2 (tad/s) | NA | NA 0.94 0.0245 0.1436

3.7. Andlisis del NMPC basado en ACADO con restricciones y diferentes

puntos de operacion

Hemos determinado que el NMPC basado en ACADO se presenta como el

mejor controlador no lineal para un sistema de péndulo doble. Sin embargo,

solo se prob6 este mismo junto con los demads controladores dentro de un

rango relativamente pequefo para fines de comparacion y performance como

se vieron anteriormente. Ahora bien, a continuacion probaremos diferentes

de operacion para el Sistema de péndulo dobleno lineal. Ademds se incluyen

las restricciones que en este caso se haran en la sefial de entrada de control.

Por lo tanto, empezaremos con los siguientes puntos:

Umin =

Xo=150

Xmin = [_7[, —7,—7,—T

-9

T
2

0]

]T

Xpo=1I[7 0 7w 0]

)

T
xmax = [n)ﬂ)ﬂ)n]

Umax =9

(3.70)

La representacion gréfica del Sistema de péndulo doble con estos puntos de

operacion se aprecian en la figura 3.45 se puede ver la representacion grafica



del Sistema de péndulo doble.
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Figura 3.45: Representacion de un Sistema de péndulo doble con
x0=[50%0]yxpo=[m0m0]

Angulo ¢; Pendulo Doble

Fuente: Elaboracion propia
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Figura 3.46: Resultado de simulacion del MPC No-lineal (NMPC) con

x0=[50%0]yxpo=[n0m0]
Fuente : Elaboracion propia

Una vez configurado los nuevos pardmetros, se dispone a probar el algoritmo y
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el resultado se nuestra en la 3.46 que el primero dngulo ¢; converge a su punto
de operacion a los 1.62 segundos y el segundo angulo ¢ a los 1.25 segundos.
Cabe senalar que las restricciones las cuales dan un buen resultado van de los

-18Nm a 18Nm y el tiempo de computo CPUTime promedio fue de 221.4 ps.

A continuacion, configuramos los nuevos pardametros, el resultado se nuestra
en la 3.48 en donde el primer dngulo ¢; converge a su punto de operacién a
los 2.53 segundos y el segundo dangulo ¢, alos 2.8 segundos. Las restricciones
fueron de -31 Nm a 31 Nm y el tiempo de computo CPUTime promedio fue de
405.8 ps.

Xo=[0000] Xpo=I[m 0 7 0]

T T
Xmin = [_n)_n)_n)_ﬂ] ’ Xmax = [7‘[,7‘[,7‘[,7‘[]

Umin = —6 ) Umax = 6 (3.71)

Figura 3.47: Representacion de un Sistema de péndulo doble con
x0=[0000]yxpo=[m0mO0]
Fuente : Elaboracion propia
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Angulo ¢; Pendulo Doble

Velocidad ¢; Pendulo Doble
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Figura 3.48: Resultado de simulacion del MPC No-lineal (NMPC) con
x0=[0000]yxpo=[mn0m 0]
Fuente: Elaboracion propia

Luego cambiamos a puntos de operacién interesantes ya que las condiciones

iniciales se diferencian una de la otra como se pueden apreciar en la figura
3.49:

Xo=[5 07 0] Xpo=1I[m 0 7 0]

I

T
Xmin = [-7,—7,—7,—7" , Xmax=[7, 7,7, 7]

Umin = —8 ) Umax =8 (3.72)
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Figura 3.49: Representacion de un Sistema de péndulo doble con

Angulo ¢; Pendulo Doble

x0=[5 07 0] yxpo=[n 0 m 0]
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Figura 3.50: Resultado de simulacion del MPC No-lineal (NMPC) con

xo=[5 07 0] yxpo=[n0 0]
Fuente: Elaboracion propia

Los resultados muestran en la 3.50 que el primero dngulo ¢; converge a su

punto de operacion a los 1.67 segundos y el segundo dngulo ¢, a los 1.73

segundos. Las restricciones fueron de -8 Nm a 8 Nm y el tiempo de computo
CPUTime promedio fue de 205.9 us.

Por ultimo, cabe una ultima prueba al NMPC basado en ACADO por eso
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elegimos puntos diferentes iniciales y puntos finales diferentes a :

Xo=1Z0710 Xpo=Iks 07 0]

xmin:[—ﬂ,—ﬂ',—ﬂ,—ﬂ:]T ’ xmax:[nyn»”;ﬂ]T
Umin = —9 ) Umax =9 (3.73)
A
3 @ SN\

Figura 3.51: Representacion de un Sistema de péndulo doble con
x0=[% 07 0] yxpo=[13s 07 0]
Fuente: Elaboracion propia

Finalmente los resultados muestran en la 3.52 que el primero dngulo ¢; con-
verge a su punto de operacion a los 1.86 segundos y el segundo angulo ¢, a los
2 segundos. Las restricciones fueron de -6 Nm a 6 Nm y el tiempo de computo
CPUTime promedio fue de 232.7 us.
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Figura 3.52: Resultado de simulacion del MPC No-lineal (NMPC) con

XO:[%OJTO]J/XPO:[%OEO]

Fuente: Elaboracion propia

Como se pudo observar el NMPC basado en ACADO para diferentes puntos
de operacion y condiciones iniciales ha respondido bastante bien. Un hecho

importante de este controlador es que maneja un modelo netamente no lineal

e ideal para el Sistema de péndulo doble.



Capitulo 4

CONCLUSIONES Y OBSERVACIONES

Esta tesis se enfoca en disefiar un control para el Sistema de péndulo doble.
Para eso, se modela matematicamente Sistema de péndulo doble a fin de
evaluar cuial controlador ejerce una mejor estrategia de control. De todos los
controladores usados, vimos que el NMPC es aquel que presenta una mejor
performance con resultados prometedores a pesar incluso de incertidumbres
en la entrada control. Si bien es cierto que los otros controladores mostraron
de igual forma buenos resultados; sin embargo, su rango de performance se

reduce al punto de operacion cosa que el NMPC no adolece.

Consiguientemente se concluyé que un modelo no lineal si bien es compli-
cado de resolver, el solver ACADO tiene una herramienta de calculo para las
ODEs basado en el método de Runge-Kutta implicito a partir de quinto orden,
que segun los resultados obtenidos, presentan una convergencia aceptable
y no existe el problema de rigidez (Stiff problem) que suele aparecer para los
métodos de integracion sobre sistemas no lineales. Queda como un trabajo
futuro también de ser el caso probar diferentes ordenes y otro tipo de método
de discretizacion dentro del espectro del programacion cuadrética secuencial

(SQP).

Por otro lado se concluye que si bien, los modelos lineales en la practica
pueden ser usados en la industria manera restringida, en el mundo real se debe
considerar un modelo no linealizado, de modo que asi, se tiene un espectro
mas amplio del comportamiento del Sistema de péndulo doble. Por lo tanto, se
deben definir las ecuaciones diferenciales no lineales para una descripciéon
completa de la dindmica real del sistema y no un Sistema de péndulo doble
linealizado alrededor de un punto especifico de operacion. Por eso razén se
eligi6 alo largo de la solucion del problema 6ptimo de control (OCP) por medio
de ACADO, con un tiempo de muestro de valor de 0.01 segundos como el de
mejor performance cumpliendo el teorema de Nyquist y Shannon junto con el
numeros de pasos o horizonte de prediccion que fue de N=30. Precisamente,
estos 2 parametros antes mencionados se recomiendan para usarlos en la
configuracion del solver ACADO en el sistema no lineal. cabe sefialar que esta

conclusion se llevo a cabo mediante las pruebas del algoritmo hasta que se



131
lograron muy buenos resultados.

Ademas se probd la robustez del controlador NMPC y se concluy6 que este
controlador no lineal es efectivo en contra las posibles incertidumbres. Lo
primero que obtuvimos es que el modelo no es perfecto y en realidad no se
lograria tener un modelo que represente el 100 por ciento del comportamiento
real del Sistema de péndulo doble. Pero atn, asi el controlador NMPC podria
ser usado en la practica y en la industria. Ahora bien, se tiene que dejar bas-
tante claro que la incertidumbre que se agrego fue aditiva a modo de ejemplo.
Existen incertidumbres paramétricas que no fueron parte de esta tesis y debe-
ria ser materia de investigacion si fuera necesario llevarlas a cabo en base a

esta presente tesis.

Se concluye claramente que ACADO como solver, se presenta como la mejor la
eleccion para resolver el problema 6ptimo de control. La razén principal como
se vio en la tesis es que con él se obtiene la mejor performance para resolver la
OCP usando un modelo no lineal debido a que contempla el comportamiento
real del Sistema de péndulo doble. Ademas, el solver es de obtencion libre y
los parametros del algoritmo pueden modificarse a criterio como se vio en
la tesis entre ellas la definicion del sistema no lineal por medio de ODEs, la
descripcion de las trayectorias que queremos que el péndulo siga, el cambio
de nimeros de pasos, la definicién de tiempo de muestro, las restricciones
en las variables de estado y entradas de control, entre otras cosas. Existen
otros solvers que podrian ser también usados pero segun la literatura para
este tipo de sistema que estudia esta tesis, ACADO es una herramienta que se
adecua perfectamente al Sistema de péndulo dobleya que a diferencia de otros
solverss no se emplean mas de 4 variables de estado, una entrada y una salida
los cuales forman parte de nuestro sistema, usa el método multiple Shooting y
aproximacion Newton-Gauss, usa el termino final en la funcioén de costo que
asegura la estabilidad y convergencia del sistema no lineal, y que es particular
del solver ACADO.

Por 1ltimo, si bien el tiempo de computo y los requerimientos de softwa-
re/hardware si son importantes. Sin embargo, el NMPC basado en el solvers
ACADO optimiza el tiempo de computo ya que encuentra el minimo 6ptimo
después de la llegar a la cantidad de pasos definidos. Y no requiere un uso de
un CPU de alta gama. En efecto, el computador usado, Laptop HP con 1.80
GHz, procesador Intel Core i5-8250U y 8GB de RAM, fue mas que suficiente

para alcanzar buenos resultados. Por estas razones expuesta se concluye final-
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mente que el NMPC basado en ACADO es la mejor opcién para la solucion del
problema 6ptimo de control como estrategia de control para nuestro Sistema

de péndulo doble.



Capitulo 5

RECOMENDACIONES Y PERSPECTIVAS

Como se vio en la presente tesis, se model6 el Sistema de péndulo doble si-
guiendo las ecuaciones de LAGRANGE que describen la energia cinética y
potencial que gobiernan al Sistema de péndulo doble. Desde ese punto se
obtienen las ecuaciones de movimiento con respecto a la posicion ¢; y @2,y
la velocidad de los pendulos ¢, y ¢». En base a estas ecuaciones se prueba
el modelamiento matemaético en MATLAB/SIMULINK con las funciones Fcn
Blocks, Matlab Function block y S function. Los resultados de simulacién sobre
el modelo matemaético obtenido en MATLAB se notan muy prometedores para
diferentes entradas como la de una excitacion nula y/o excitacion sinusoidal .
Como se menciond en el capitulo 2, muchos sistemas no lineales pueden ser
descritos de modo lineal con un rango limitado de accién, el llamado punto de
operacion. Era de forma mads rdpiday sencilla poder aproximar los términos no
lineales como los senos y cosenos cuando los dngulos fueran pequefios pero a
fin de evitar imprecisiones en el modelo, se procedi6 a linealizar el sistema no
lineal en diferentes puntos de operacion con el objetivo de obtener el sistema
en espacio de estados mediante ecuaciones diferenciales de primer orden.
Luego, mediante la expansion de la serie de Taylor en los diferentes puntos de
operacion se obtienen las matrices A, B, Cy D en forma analitica. Ahora bien,
se realizo posteriormente la linealizacion en MATLAB en diferentes puntos
de operacion de modo que obtengamos el sistema en espacio de estados. A
partir de ese punto se pudieron calcular los valores propios de cada sistema
que mostraron cual de esos sistemas linealizados segin dado un punto de
operacion sea estable. A modo de prueba se consideré 3 puntos de operacién
con los cuales se procedi6 a probar la controlabilidad y observabilidad del

sistema.

Estos términos a decir controlabildad y observabilidad nos daria una vista
extra sobre que puntos de operaciones estarian aptos a realizar un control
y observabilidad en caso de crear un sensor artificial de modo que todas las
variables aun si fisicamente no sea posible. Los criterios que se usaron fueron
el de Kalman, Gilbert y el de Hautus. Para lograrlo se usaron las funciones de

MATLAB que ofrecen el estudio de los criterios. Como resultado se demostr6
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que los 2 primeros puntos de operaciones garantizan la controlabilidad y ob-
servabilidad del sistema compatible claramente con la fisica que gobierna
los sistemas de péndulos doble. Una vez obtenida la informacién sobre los
sistemas se procedi6 a implementar los controladores. El primer controlador
usado fue el LQR (Controlador Lineal Cuadratico) cuyo objetivo es minimizar
y optimizar la funcién de costo. La ley de control del LQR logra la solucién del
problema de optimizacién. Consiguientemente, se realizé el LQR en MATLAB
Y SIMULINK donde se los valores de los dngulos convergieron en los valores
deseados en un tiempo esperado. Sin embargo, estos resultados vimos que los
resultados podrian mejorarse. Para eso se las matrices de ponderacion Q y R
podrian mejorar o empeorar derivando a errores numéricos dado que la ley
de control K funciona alrededor del punto de operacién. Dado los resultados,
se concluy6 que valores grandes en la Matriz Q produce errores numéricos
ya que se presentaron valores grandes en la parte imaginaria en los valores
propios. Se asume para el disefio de un controlador, que todas las variables
puedan ser medidas por lo general por un controlador. Sin embargo, en la
practica esto no es siempre asi ya que la medicién pueda que no sea posible,
ya sea por el costo o que fisicamente sea imposible. Por esa razon, el disefio de
Observador de estado con controlador seria nuestro segundo controlador para
el Sistema de péndulo doble estimando las variables no medibles. Para ello se
utiliza el denominado Observador Luenberger, cuya realimentacion depende
de la diferencia entre el valor real de salida y y el valor estimado y. Adicional-
mente, incluimos un controlador de estado. que haga que el sistema llegue a
los valores de referencia esperados. Se demostr6 posteriormente la Teoria de
Separacion donde muestran que los valores propios del sistema controlado y
sistema observado no influyen una de la otra. De modo que su cdlculo de los
mismos puedan ser hallados independientemente. Segun se vio en la parte
del teorema, la mejor performance del observador y control de estado se da,
cuando los valores propios del observador sean 10 veces los valores propios del
controlador de estado. Es decir cuando los polos del observador sean mas rapi-
dos. Para probar esta teoria se disefa el observador de estado con controlador
en MATLAB Y SIMULINK. Para eso, se calculan los valores propios del sistema a
lazo cerrado. Posteriormente se multiplican 1, 2.5 y 10 veces, cuyos resultados
serdn tomados como los valores propios del observador. Los resultados fueron
interesantes ya que se comprobo6 que si los valores propios son mas pequefios
que los de los polos a lazo cerrado, obteniamos una mejor performance. Y

efectivamente ese fue el caso, sin embargo, el comportamiento del sistema
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podria mejorarse ya que no es necesario observar todas las variables sino y
unicamente las que no se pueden medir. Para eso se identifica las variables
medibles y se toman como salida. De alli se pueden calcular las variables fal-
tantes sin un problema numérico considerable. Se debe tener en cuenta que el
Sistema de péndulo doblelineal, solo tiene un punto de operacion 6ptimo por
lo que el valor de la ley de control tiene buen resultado alrededor del mismo. Al
igual que el observador completo, se disefia segtin la estructura del observador
Luenberger reducido y se muestra en la figuras los resultados, donde se puede

apreciar claramente una mejor performance como antes se habia predicho.

El controlador LQR y Observador con control de estado presentaron limita-
ciones ya que los sistemas en la practica son no lineales, multivariables y con
restricciones. Estas caracteristicas antes mencionadas hacen que los controla-
dores tradicionales no logren satisfacerlas. Por eso, se disefi6é un controlador
Lineal Predictivo Basado en Modelo (MPC Lineal). Como se vio en la parte
teorica, el MPC hace que los péndulos lleguen en forma 6ptima y eficiente con
el menor gasto de energia. Para eso, se resuelve el problema 6ptimo de control
en donde a fin de predecir el estado siguiente, se toma el valor de la variable de
estado anterior y con este se calcula la sefial 6ptima de control para predecir
el siguiente valor de estado. Con estos valores se procede a volver a obtener la
nueva variable de estado y esta se convierte en nuestro nuevo valor inicial y
se reinicia el proceso. Esto se realiza segtin la cantidad de pasos establecidas
llamadas horizonte de prediccion durante el tiempo de simulacion. Al tener
un forma de retroalimentacion los valores finales convergen a los puntos de-
seados ya que se corrige a lo largo del tiempo. Posteriormente se lleva el disefio
al MATLAB; usaremos por lo tanto el comando quadraprog. Para ello se tuvo
que llevar el sistema de espacio de estado continuo a discreto a fin de hacer
uso del comando. Esta discretizacion se hizo también por medio de MATLAB
y es muy probable que tenga errores de aproximacion. El comando requiere
que se construyan las matrices que forman parte del comando. Por lo tanto se

resuelve el problema de control con el MPC.

Los resultados se muestran mas rapidos a diferencia de los controladores ante-
riores, ademads que el tiempo de convergencia es en su estado de equilibrio es
bastante rapido también. Sin embargo, se muestra claramente una oscilacion
hasta el segundo 2.3 que es probablemente producto de las matrices de pon-
deracion. Debemos acordarnos que el rango de punto de operaciéon es muy

pequeiio y afiadido a su error de discretizacion. Se podria mejorar la respuesta
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en cuanto a la discretizacion del sistema considerando delays que muestren
realmente el sistema en discreto. Sin embargo, los resultados son aceptables
y sobre todo mejorable por esa razén se prueba el MPC no lineal para este
problema 6ptimo de control. Como se mencioné en la capitulo 4 sobre los
resultados del comando QUADPROG se podria mejorar usando un NMPC para
el seguimiento de referencias que considera cambios en los mismos y que el
comando no lo considera, es claro que esta técnica forma parte de un estudio
en el futuro para el mejoramiento de un MPC lineal para un sistema lineal.
Por lo tanto, es claro que la mayor concentracién de esta tesis es en lo que

respecta al disefio e implementacién del MPC no lineal sino del NMPC.

Las limitaciones del MPC lineal debido al uso de un sistema discreto hace
que no sea una estrategia de control adecuada para la solucion del problema
de control. Por esa razén el NMPC basado en ACADO llega a ser adecuado
porque se resuelve las ODEs que previamente se hallaron en la modelizacion
matemadtica del sistema. Las ecuaciones de movimiento ya no se deberan
linealizar y debido a ACADO pueden resolverse mediante el método de Runge-

Kutta implicito.

Para hacer el uso de ACADO se debera instalar el paquete libre enMATLAB
y asimismo el compilador de Visual C++. Los resultados del MPC no lineal
basado en ACADO muestran resultados bastante buenos en comparacién con
los otros controladores. Y ain mejor incluso que el MPC lineal ya que no habia
necesidad de linear el sistema como con los otros controladores. Después se
probé la robustez del NMPC sobre posible incertidumbres tanto en el modelo.
Los resultados del NMPC frente a perturbaciones dan buenos resultados. Las
perturbaciones que se uso fueron ruido blanco Gaussiano de -6 dB y un ruido
aleatorio que se introduce adicionalmente a la entrada de control. Donde con-
cluimos que el ruido blanco Gaussiano de -6dB estadisticamente es constante
por lo que el NMPC aprende esta perturbaciéon mas rdpidamente y reacciona
de mejor manera que el del caso de la perturbacion aleatoria ya que estos
son aleatorios e impredecibles. Sin embargo, para ambos casos el controlador
reacciona con buenos resultados solo que uno mas rapido que el otro. Para
ambos casos se muestra ademds, el tiempo de computo (CPU Time) para todas
las simulaciones considerando el procesador y velocidad RAM del equipo que
se utiliz6. Cabe resaltar de este punto que el CPU Time mds rapido fue el del
ruido blanco Gaussiano en comparacion a la perturbacién aleatoria. Queda

en trabajos futuros probar perturbaciones en las variables de estado a fin de
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probar la robustez del NMPC.

Finalmente, se prueban todos los controladores en un mismo punto de opera-
cién. De modo que todos tengan los mismo pardmetros a ser evaluados. De
los resultados se nota claramente que el NMPC tiene una mejor respuesta
frente al Sistema de péndulo doble. Por esa razon, se probaron otros puntos
de operacion hasta incluso otros puntos de referencia o trayectorias, dando
muy buenos resultados. Sin embargo, aunque no se tienen restricciones tan
marcadas que harian al NMPC y el sistema mads restrictivo son resultados
bastantes importantes para concluir que el NMPC soluciona mejor la OCP; sin
embargo, podria ser materia de un préximo trabajo restringir mucho mas las

variables de estado y entrada de control.

Se recomienda por lo tanto el uso del NMPC para sistemas no lineales tales
como el Sistema de péndulo doble. Y se vaya aun mas alld ya que se recomienda
encarecidamente aplicar esta solucion a proyectos que utilicen este sistema no
lineal tales como los que se vieron en la recopilacién de trabajos que usan este
tipo de sistema en el capitulo 1. Por otro lado, se recomienda a los autores de
trabajos antes mencionados y que usaron un sistema linealizado del Sistema

de péndulo doble, puedan probar esta solucion no lineal.
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ANEXOS

Implementacion y validacion del Modelo

Después de la obtencion analitica de las ecuaciones de LAGRANGE se

procede a la verificacion por medio del MATLAB. Se comienza entonces a
codificar la parte matemdtica. Una parte del algoritmo se muestra en el algoritmo

1:
Algoritmo 1: Ecuacién de Lagrange
%% Mecanica de LAGRANGE
T = 1/2%mlx (dx172+dy1°2) + 1/2%J1lxdphil”2 +

1/2%m2% (dx2"°2+dy2°2) + 1/2%J2%dphi2"2;

3 U = mlkgxyl + m2*xg*xy2;

4 Qphil = M — Mrl;

5 Qphi2 = —Mr2;

6 L =T — U;

7 %% Obtencion de la derivada seg n las coordenadas
generalizadas

8 % dL/dphil

9 L_phil = jacobian(L,phil);

10 % dL/ddphil

11 L_dphil = jacobian(L,dphil);

12 % dL/dphi2

13 L_phi2 = jacobian(L,phi2);

14 % dL/ddphi2

15 L_dphi2 = jacobian(L,dphi2);

16 % Variables con t mediante Variables sin t

17 dL_dphil_t = subs(dL_dphil_t ,Var_t ,Var_ot);

18 dL_dphi2_t = subs(dL_dphi2_t ,Var_t ,Var_ot);

19 %% Obtencion final de la ecuacion de LAGRANGEschen

20 Sol = solve([dL_dphil t — L_phil == Qphil, dL_dphi2_t -
L_phi2 == Qphi2], [ddphil ,ddphi2]);

21
22

outputl = simplify(Sol.ddphil);
output2 = simplify(Sol.ddphi2);

Las salidas tanto outputl y output2 corresponden a ¢; y ¢, halladas en

software.
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Modelamiento en MATLAB/SIMULINK

Los modelos que se van a utilizar para la verificacion de la parte analitica son:

- Fen-Blocks
- Matlab-Function-Blocks y
- M-File S-Function

-Fen-Blocks

Este tipo de bloque tiene como entrada u(i). Para la verificacién de las
ecuaciones de movimiento serdn necearias 5 entradas y son las siguientes:

Tabla .1: Entradas Fcn-Block

Entradas u(i)
u)=M u@=¢p1 u@=¢1 u@d=¢ uld)=¢,

El modelo en MATLAB/SiMULINK se muestra en la figura .1. La entrada u(1)
puede ser variada y representa a M . Los valores iniciales se pueden ingresar en

el bloque integral .

L.
A1, | @@

f(u) >I 1] =J 1
» IL' IL' phi1_Fecn
Fent -
1 Calculo de phit”
- f(u) o 1] o 1
> — L= ] Led phi2_Fen

s
b Calculo de phi2”
" .

Figura .1: Modelamiento del Sistema de péndulo doble con Fen-Block.

Fuente: Elaboracion propia

Si hablamos de las ventajas del modelamiento por medio de este Fcn-Block
es que se puede implementar directamente desde las ecuaciones diferenciales
obtenidas en la parte analitica; no hay necesidad por lo tanto de transformarlas
en Variable de Estado. En cuanto a la desventaja de este Fcn-Block es que no
se puede realizar ninguna operacion matricial. A continuacion se muestran las
funciones del modelo, a decir Fenl 'y Fen2:
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Algoritmo 2: Fcnl y Fen2

1 outputl =

2 — (6% (4%xRpl*xu(2)*12 — 4*xu(l)*12 + 6%xRp2*xu(2)*x1llxcos(u(3)
— u(4)) — 6xRp2xu(5)*x1ll*kcos(u(3) — u(4)) +
(3%gx11x12*m2*sin(u(3) — 2xu(4)))/2 +
(3%xu (2) *2%x1172%12%xm2*sin (2%xu(3) — 2%u(4)))/2 +
2%u (5) "2x11%x1272*xm2*sin(u(3) — u(4)) +
2%xgx11*12%ml*xsin(u(3)) +
(5%g*x11%x12%m2%sin(u(3)))/2))/(1172%12% (8%ml + 15%m2 —
9%m2*cos (2*xu (3) — 2xu(4)))) \\

~

output2 =

(6% (4%Rp2*%xu (2)*11*ml — 6%u(l)*12*«m2*cos(u(3) — u(4)) +
12%Rp2*xu (2) *11*m2 — 4%xRp2%u(5)*11lxml — ...
12%Rp2*xu (5) *11xm2 + 6*xu(2)"2%1172%12*«m2"2%sin (u(3) —
u(4)) — 3*%g*x11*x12xm2"2%sin (u(4) +
(3%u (5) "2%11*x1272%m2"2%sin (2*u — 2%u(4)))/2 +
3kgx11*12*«m272%sin (2xu(3) — u(
6xRpl*u (2)*12*«m2*xcos (u(3) — u(
2%u(2) "2%1172%x12%ml*m2%sin (u (3
(gxllx12%ml*m2*sin(u(4)))/2 +
(3xg*x11*x12xml*xm2*%xsin (2*u(3) —
u(d)))/2))/ (1L1%12"2%m2x% (8%ml + 15%m2 —
9xm2*cos (2xu (3) — 2xu(4))))

W

)
3)
))
))

~ D~

+
+ B
u(4)) —

Las funciones Fcnl 'y Fcn2 contienen a las entradas u(1)..u(5) que reempla-
zan a las variables mencionadasenla.l. Los parametros (g,m1,m2,l,,l, Rp1, Rp>)
deben ser inicializadas antes de empezar la simulacion.
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-Matlab-Function-Blocks

A fin de utilizar 1a Matlab-Function-Block debemos transformar las ecuaciones
diferenciales de movimiento a ecuaciones diferenciales de primer orden. La
secuencia de las variables se toma el orden de las misma como el de la Fcn-Block
y es la siguiente:

Tabla .2: Entradas Matlab-Function-Block

Entradas x(i)
x(D=¢1 x2)=¢1 xB)=¢2 x4 =¢

Como se puede apreciar en la figura .2 a diferencia del modelo con Fcn-Block,
se pueden realizar operaciones matriciales.

o x » .-
{\_/ @/D—\—D M & dx 1 L . !
s phi1_Matlab_Fcn
p fen

D
phi2_Matiab_Fen
‘ [g. m1, m2, M, 12, Rp1, Rp2]

=

Figura .2: Modelamiento del Sistema de péndulo doble con Matlab Fcn-Block
Fuente: Elaboracién propia

11

-S-Function

Con el modelamiento por medio de S-Function, se puede programar directa-
mente en Matlab M, C; C++, Fortran entre otros. Un punto a tomar a cuenta es
que se toma la S-Function Level 2. El modelamiento de S-Function se puede ver
en la figura .3:
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S-Function
Examples | simulink_phi

i}
o » (]
/\/ sFunMadell ’—’
>

P simulink_phi2

Momento

Figura .3: Modelamiento del Sistema de péndulo doble con S-Function
Fuente: Elaboracion propia

Simulacién
- Configuracion de parametros

Para la simulacion se usa el Solver ODE45 (Dormand-Prince) esto se puede
apreciar en la figura .4 en el "Tab"Solver. Algo importante a notar en la cantidad
maxima de pasos (Step Size) (en el tab Max step size). Por lo general, se fija
en Auto y entre 0 a 10 segundos se calculardn aproximadamente alrededor de 145
puntos.A fin de mejorar la precision y aumentar la cantidad de puntos, se deberd
reducir la cantidad maxima de pasos a 0.01. Por lo tanto, obtenemos alrededor de
1000 puntos.

& Configuration Parameters: Madell_Fen2/Canfiguration (Active) - ] b3
Q
Salver Simulation time =
Data Import/Export
. Start time: 0.0 Stop time: 10.0
» Optimization
» Diagnostics
Solver options
Hardware Implementation
Model Referencing Type: Variable-siep = | Solver: ode45 (Dormand-Prince) -
Simulation Target
» Code Generation ¥ Additional parameters
» Coverage
Max step size: 0.01 Relative tolerance: 1e-3
Min step size auto Absolute tolerance: auto
Initial step size: auto Shape preservation: Disable All -

Number of consecutive min steps: |1

Zero-crossing options
Zero-crossing control: Use local settings - | Algorithm Nonadaptive -
Time tolerance: 10"128%eps Signal threshold:

Number of consecutive zero crossings: |1000

Tasking and sample time options

Automatically handle rate transition for data transfer

Higher priority value indicates higher task priority

Figura .4: Configuracién de pardmetros.
Fuente: Elaboracién propia
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Diseiio de un GUI para el Observador y Controlador de Estado

A fin de automatizar y graficar el movimiento de nuestro Sistema de péndulo
doble ya sea controlado por el controlador de estado junto con el observador se
realiza en MATLAB un programa visual donde el usuario puede no solo calcular
los valores de la ley de control, sino como los polos del sistema a lazo cerrado.
Cabe resaltar que de la misma forma se puede modificar segiin se necesite las
matrices de ponderaciéon Q y R. En el caso del Observador este GUI también
contempla los valores propios del observador, los cuales deberdn ser 10 veces
mas pequenios que los que se obtienen de la parte real de los valores propios
del sistema a lazo cerrado. Como se puede apreciar en la parte media se puede
modificar también a criterio los puntos de operacién de ambos péndulos. Y en el
parte inferior izquierda se pueden también modificar los puntos iniciales de todas
las variables de posicion y velocidad de los péndulos.

Matriz @ Matriz R

Plotear Detener [] Grabar video

0 1 0 0 t=5sec
1 0.5

Controlador K 03t

Calcula K [ -0.451084 -1.38575 -17.185 -2.18955 1

Polos del Sistema a lazo Cerrado
[ -258.5879+0i -5.660644-2.030424i

Tipo de retroalimentacion

Retroalimentacion ~
‘Observador 0

Valores propios del Observador

-2588 -57-30i -57+30i

Estados Iniciales (Angulos absolutos)

Sistema [ 3 0

Observador [ pj 0

-5.660644+3.030424i -1.315224+0i ]

PO_Pendulo_1

4 3
0 180° 180°
-13
PO_Pendulo_2
@180 °
Oo-

pi 0o |1

y[m]

01}

02

03r

04

0.5

02r

01

[ —

05 04 03 02 01 0 01 02 03 04
x[m]

0.5

Figura .5: Interfaz grafica para el Observador y el Sistema controlado

Fuente: Elaboracion propia

Una caracteristica visual importante del GUI para el Sistema de péndulo

doble, es que muestra en las lineas punteadas los puntos iniciales de los péndulos

y en colores tanto rojo (péndulo 1) y azul (péndulo 2) mostrarian su posicion final.

La ultima caracteristica también importante es que el movimiento del péndulo
doble puede ser grabado a fin de analizar el movimiento que se realizo.
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Instalacion de ACADO en MATLAB

Para empezar a dar detalles sobre el solver debemos entender qué es ACADO.
En resumen, ACADO es un toolkit escrito en C++ que provee una variedad de
algoritmos para control predictivo como el MPC. Los integradores para la simula-
ciéon como Runge-Kutta para las ODE’s y DAE’s son muy eficientes. Su caricter
open-source 1o hace manejable a fin de encontrar actualizaciones permanentes y
ayuda en linea respecto a diferentes problemas en su implementacion [51].

Para la instalacion de ACADO en MATLAB se debe instalar la ultima version
en el siguiente link: http://www.acadotoolkit.org/download.php y un compilar re-
ciente de C++. La version que usaremos para nuestro compilador serd MiCROSOFT
VisuaL C++ 2017.

Para vincular el compilador a MATLAB se us6 el siguiente comando:

1 mex setup ;

MaTLAB regresa la siguiente salida:

Select a compiler:
2 [1] Lccwin32 C 2.4.1 in
C:\PROGRA 1\MATLAB\R2017b\sys\lcc
3 [2] Microsoft Visual C++ 2017 Express in C:\Program
Files\Microsoft Visual
Studio 2017
[0] None
6 Compiler:

En ese caso elegimos la opcion 2 con la confirmacién con el mensaje:

Compiler: Microsoft Visual C++ 2017
2 Location: C:\Program Files\Microsoft Visual Studio 2017
3 Are these correct [y]/n?

Escribimos Y y presionamos enter para confirmar. Ahora el siguiente paso es
construccion de ACADO en MATLAB. Para eso, los archivos que descargamos lo
colocamos en el directorio de MATLAB con el siguiente nombre, <ACADOTOOLKIT-
INST-DIR> Y empleamos el siguiente comando para crear el directorio:

1 cd interfaces/matlab/;

Luego compilamos ACADO para MATLAB:

1 make clean all;

Y obtenemos la siguiente respuesta después de compilar los comandos antes
mencionados.
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Cleaning up all ACADO files...

Removing ACADO folders from Matlab path...
Clean completed.

Making ACADO. ..

*¥Building with 'Microsoft Visual C++ 2017".
MEX completed successfully.
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