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RESUMEN

Los peces asi como los pastizales, constituyen un ejemplo clasico de recursos naturales
renovables. El origen de este tipo de recursos es del tipo biol6gico y sus caracteristicas
temporales son: a) el agotamiento del recurso debido a la utilizacién o consumo del mismo
y b) la regeneracién automatica del recurso seglin un cierto mecanismo (generalmente de
base biolégica).

Estos recursos en muchos casos, tienden a agotarse, esto se debe a la caracteristica
a), lo cual se da, cuando aparecen ciertas condiciones relacionadas con el manejo de este
recurso, tales como el agotamiento o colapso del recurso (extincién). Si en la explotacion
comercial de los peces o del pasto, las capturas y el pasteo, se realizan a un ritmo superior
a la tasa de regeneracién biolégica de la poblacién, se producira el agotamiento por exceso
de pesca (colapso por sobreexplotacién) o agotamiento de los recursos renovables. En la
actualidad, la sobreexplotacién de los ecosistemas es uno de los problemas mas serios que
existen en la administracién (gerencia) de estos recursos.

Los sistemas de recursos renovables pueden ser modelados como sistemas predador-
presa. Una amplia clase de modelos del tipo predador-presa son modelados como sistemas
dindmicos no lineales de una y dos especies (o variables).

En un contexto ecolégico, a lo largo de esta tesis, el control poblacional debe ser
entendido como una remocién o extraccion proporcional de la poblacién de una determinada
especie. El control propuesto debe satisfacer algunas restricciones, desde el punto de vista
de la teoria de control y/o poseer ciertas caracteristicas, tales como: i) simplicidad de
implementacion, es decir la expresion matematica del control debe ser lo mas simple posible;
ii) no negatividad, es decir el control debe tener un anico sentido (remocién o extraccion);
iii) monitorizacién minima, es decir un nimero minimo de las densidades poblacionales
que tiene que ser medidas (a fin de implementar un control); y iv) capaz de fomentar
coexistencia, es decir a pesar de la remocidn realizada las especies deben equilibrarse en

niveles sostenibles.
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El objetivo de esta tesis es estudiar los problemas de gerencia de recursos renovables
desde un punto de vista de control, especificamente del problema de sobreexplotacién de
recursos. La posible solucién a este problema es la aplicacién de un control denominado de
politica de umbral (PU). Esta politica de umbral es aplicada a modelos del tipo predador-
presa de una y dos especies. Entre los modelos de una especie estan: el modelo de Noy-Meir
(en pasteo) y el modelo de Collie-Spencer (en pesca) y el modelo de dos especies es el de
la vegetacion—herbivoro en sistemas de pasteo en suelo semiarido. La realizacion del disefio
del control propuesto, consta de las etapas de descripcién de los modelos y conceptos de
control no lineal a emplear, asi como el disefio del control conmutado. En este trabajo se
demuestra que para varios modelos de una especie utilizados en ecologia matematica, la
politica de umbral sirve para estabilizar la poblacién de dicha especie en un nivel deseado.

La politica de umbral presenta ventajas tales como beneficio econémico (cuando es
aplicado a un sistema de una especie) y evita la extincién de la especie aiin cuando la
sobreexplotacion no puede ser evitada. El beneficio econémico promedio y la productividad
promedio sostenible dependen del valor de nivel de umbral; ademas eligiendo un valor de

umbral podemos maximizar la productividad o el beneficio econémico promedio sostenible.
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Capitulo 1

Introduccién

En la actualidad, la sobreexplotacion de los ecosistemas es uno de los problemas mas serios
que existen en la gerencia de recursos. Entre los ecosistemas sobreexplotados podemos
mencionar el de pasteo y el de pesca (Collie y Spencer, 1993; Van de Koppel y Rietkerk,
2000).

En un contexto ecolégico, el control poblacional debe ser entendido como una remo-
cién o extraccién proporcional de la poblacién de una determinada especie, asi como debe
satisfacer algunas restricciones tales como: (i) simplicidad de implementacién; (ii) no nega-
tividad; (iii) monitorizacién minima de especies; y (iv) fomentar coexistencia de especies,
es decir, evitar extincién.

El objetivo de esta tesis es estudiar los problemas de gerencia de recursos renovables
desde un punto de vista de control, especificamente del problema de sobreexplotacién de
recursos. Los recursos renovables se modelaran como sistemas no lineales.

El disefio a realizar consta de etapas tales como descripcion de los modelos y con-
ceptos de control no lineal, asi como el disefio del control conmutado para un sistema
vegetacion-herbivoro de pasteo en suelo semiarido. Finalmente se realiza una comparacién
de la productividad y la rentabilidad promedio del control conmutado con otros tipos de
control (politicas o estrategias).

En el Capitulo 2 del presente trabajo, se describen los modelos de dindmica poblacional,
asi como las caracteristicas deseadas de un control en un contexto ecolégico. Se exponen los

conceptos necesarios de sistema no lineales con el objetivo de entender la teoria desarrollada
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a lo largo de la tesis y finalmente se describen los términos ecol6gicos desde un punto de
vista de control.

En cuanto a la solucién del problema en el capitulo 3 se muestra el disefio del con-
trol conmutado para sistemas poblacionales de una especie y se demuestra el teorema de
estabilidad global para estos modelos. Los modelos considerados para la aplicacién de la
politica de umbral son: (i) Modelo Noy-Meir en el contexto de pasteo y (ii) Modelo de
Collie-Spencer en el contexto de pesca.

En el Capitulo 4 se muestra el disefio del control conmutado para la dinamica vegetacién—
herbivoro en el sistema de pasteo en suelo semidrido para diferentes tipos de umbral. El
modelo estudiado fue tomado del trabajo de Van de Koppel y Rietkerk (2000).

En el Capitulo 5 se realiza la comparacién de la productividad y rentabilidad sostenible de
la politica de umbral para modelos de una especie. Finalmente se exponen las Conclusiones

y Recomendaciones de esta tesis.
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Capitulo 2

Modelos y Conceptos de Control

No Lineal

2.1 Introduccién

Desde el inicio de su existencia el ser humano ha establecido diferentes formas de relacionarse
con la naturaleza. De hecho, no hay un solo momento de nuestra vida que no tengamos
contacto con ella: respiramos su aire, usamos su agua, nos alimentamos de sus plantas y
animales. Todo aquello que hemos detectado como nuestras necesidades a cubrir, tiene que
ver con el uso de los recursos naturales. Y es esta utilizacién de recursos la que ha llevado
a la transformacién del medio, modificando los sistemas naturales.

En el transcurso de la historia, el hombre ha encontrado las herramientas para extraer de
la naturaleza los recursos necesarios para su existencia y supervivencia. Esto ha determinado
diferentes formas de vida dependiendo de los recursos naturales, historia y cultura de las
diversas regiones.

La gerencia de los recursos renovables (donde ha sido practicado), se ha basado general-
mente en el concepto de la productividad sostenible maxima (comidnmente abreviada como
MSY del ingles Maximum Sustainable Yield). Este es quizas, el objetivo posible mas simple
en la gerencia de los recursos, el cual considera el hecho que una fuente de recursos biolé-
gica no puede ser explotada tan intensamente sin una pérdida maxima de la productividad

(Clark, 1985; Jensen, 2002).
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La sobreexplotacién de los ecosistemas es uno de los problemas mas serios que existe en
la gerencia de recursos. Dos ejemplos de ecosistemas sometidos a sobreexplotacién son el de
pasteo y el de pesca. La sobreexplotacion de recursos renovables debe ser entendida como la
accién que lleva al ecosistema a su extincién, es decir el exceso de esfuerzo de explotacién,
de manera que el sistema cae en la extincién. Un ejemplo real de sobreexplotacién fue el
que ocurri6 en Perl con la anchoveta. Nuestro pais desde 1960 hasta 1972 fue el mayor
productor de harina de pescado y la pesca el principal sector econémico. Los expertos
en pesca advirtieron que la MSY deberia ser de 10 millones de toneladas anualmente
y la captura deberia estar de acuerdo a este limite. Pero, el crecimiento de capacidad
de las embarcaciones de pesca, dio lugar a que en 1973 la cantidad de anchoveta en
nuestro mar decrezca abruptamente y como consecuencia de esto el nivel poblacional de
las aves guaneras disminuya de forma dramatica, lo anterior afecté catastréficamente la
economia peruana (ldyll, 1973). La sobreexplotacién de la anchoveta pareci6 ser la principal
causa del colapso, aunque su efecto combinado con las influencias de las fluctuaciones
profundas del medio ambiente (El Nifio) causo la quiebra de la industria de la anchoveta.
Una moratoria de la pesca pudo haber permitido la recuperacion de la anchoveta, pero esto
no fue politicamente posible porque 20 000 personas eran dependientes de la industria de
la anchoveta. Por lo tanto, el gobierno peruano tenia que permitir que la pesca continde

cada afio, por lo que la anchoveta nunca se recuperé (ldyll, 1973).

Otro ejemplo de sobreexplotacién es observado en los sistemas de pasteo, donde el
ganado consume la vegetacién de una determinada area. Si no se realiza una rotacién de

areas, es evidente que la vegetacion sera extinguida y el area erosionada.

Siendo la sobreexplotacién un problema serio, durante la década de los 70s se es-
tablecieron estrategias de regulacién, principalmente en la pesca, e.g., el establecimiento de
zonas nacionales e internacionales de pesca, 200 millas. Las politicas de pesca (estrategias
de regulacién) mas cominmente utilizadas son: (i) politica de cuota constante; (ii) politica

de tasa de pesca constante; y (iii) politica de umbral (Collie y Spencer, 1993).
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Gerencia de Recursos Renovables

La gerencia de pasteo se refiere a la sistematica manipulacién del ganado en los periodos
de pasteo y no pasteo — término usual aplazamiento (deferment) o descanso (rest). Los
principales objetivos son controlar los efectos del pasteo en el nivel de |a planta para proteger
el suelo y mejorar la produccién del ganado. Similarmente, una politica de pesca se refiere
a la gerencia de la poblacién de peces por el control sistematico del periodo de extraccién y
el tipo de pesca (politica). Nuevamente, el principal objetivo es maximizar la productividad,
sin llevar a extincion a la especie.

En la gerencia de pasteo, es posible controlar el consumo de los herbivoros (predador)
permitiendo o no permitiendo el pasteo. En el modelo de pesca, donde dos especies son
modeladas y la pesca de una de las especies es de interés, generalmente no es posible con-
trolar el consumo de la presa por la especie predador, es decir, referenciado como consumo
endégeno, sin embargo un control puede ser realizado mediante la remocién (pesca) de
una determinada cantidad de la especie deseada, el cual es referenciado como consumo
exdgeno.

Un modelo matematico que se utiliza mucho en el estudio de pasteo de los herbivoros
fue propuesto por Noy-Meir (1975) y sera estudiado en esta tesis. En el contexto de pesca,
un modelo similar es denominado Gordon—Schaefer (Clark, 1976, 1985; Kot, 2001) y sus
variantes (Collie y Spencer, 1993) también son estudiadas.

El modelo Noy—Meir describe el crecimiento de la vegetacion bajo la suposicion que esta
sujeto a la accién de una poblacion constante de herbivoros. En comin con la mayoria de
los otros modelos de una especie (autores), este modelo tiene un término de crecimiento
logistico y un término de consumo que modela la accion de los herbivoros. En el contexto
de la gerencia de pasteo, cuando un esquema con rotacién de aplazamiento es utilizado,
significa que el término de consumo esta siendo conmutado entre on (cuando el pasteo de
una area en particular es permitido) y off (cuando el ganado es retirado de dicha area en
particular).

En el contexto del modelo Gordon-Schaefer, tenemos un término de crecimiento logis-
tico para los peces, un término de predacién end6gena (correspondiente a los peces presa

comidos por los peces predador, cuya poblacion se asume que es constante en el tiempo,
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asi que entra como una tasa de predacién) y una tasa de remocién correspondiente a la

remocién de los peces presas por un agente exdgeno (hombre).

Gerencia como un Problema de Control

El problema de la gerencia de recursos renovables, e.g. pasteo y pesca, puede ser formulado
y resuelto en términos de la ingenieria de control. El diagrama de bloques de la Figura
2.1 representa un sistema que puede ser familiar para el gerente de recursos como para el
ingeniero de control. El “objeto de control” es una poblacién removida (recurso) del cual
el esfuerzo de remocién ¢ produce la captura ¢ y el tamafio = de la poblacién. La relacién
entre estas variables es gobernada por la dindmica y por los procesos internos de renovacién

de la poblacién (Jacobs et al., 1991).

Poblacion x
- Objeto de
1 control Captura q
Esfuerzo de
Temocion € Realimentacidn
Controlador

FIGURA 2.1: Diagrama de bloques representando la gerencia de recursos renovables como un problema
de control realimentado.

El valor de x es utilizado como base para las decisiones de la gerencia, representado por
el control realimentado, en la Figura 2.1, el cual es una caracteristica de la ingenieria de
control.

En esta tesis, se consideran modelos matematicos de una y dos especies que pueden ser
representados por ecuaciones diferenciales ordinarias. Estos modelos son descritos de una

manera general como se muestra en la siguiente seccién.

2.2 Modelos de Dindmica Poblacional

Una amplia clase de modelos que describen la dindmica poblacional (por ejemplo, del tipo

predador-presa) pueden ser descritos como sistemas dinamicos no lineales (Costa et al.,
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2000).

e Modelos de una especie. En este caso la densidad de una poblacién (generalmente, el
predador) es considerada constante. Estos modelos son denominados unidimensionales

o de una dimensién (1-D)

T = f(x), (2.1)

donde la variable de estado z denota la densidad poblacional de la especie, f(x)
describe la funcién de crecimiento de la especie, la cual generalmente es continua, no

negativa y limitada (por ejemplo, una funcién logistica).

e Modelos de dos especies. También denominados de modelos bidimensionales o de

dos dimensiones (2-D)

= filz)+ falz)y (2.2)
y = fs(x)y (2.3)

en los cuales la variable de estado = denota la densidad poblacional de las presas, la
variable de estado y denota la densidad poblacional de los predadores; f;, f3 describen
las funciones de crecimiento de la presa y del predador respectivamente y f, es la

funcién de consumo del predador.

Como ejemplo de un modelo de dos especies, consideremos el modelo clasico de Lotka—

Volterra
T = mr—azxy,

(2.4)
y = —reyteaxy,

donde = es la densidad poblacional de las presas, y es la densidad poblacional de los
predadores, r; es la tasa de crecimiento de las presas, r, es la tasa de muerte natural de
los predadores, a es el factor de consumo de presas por los predadores, ¢ es el factor de
eficiencia de consumo de las presas por los predadores. Este modelo puede ser representado
graficamente, ver Figura 2.2.

Para describir una relacién predador-presa es necesario especificar la tasa de consumo de

la presa por un predador f,, también denominada respuesta funcional que determinada la
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presa ()

Tasa de @ Factor de
crecimiento eficiencia

cosumo

@ Factor de

R

predador (y)

FIGURA 2.2: Representacién e interpretacién grafica del modelo Lotka—Volterra.

estabilidad dinamica, la respuesta a las influencias del medio ambiente y puede ser clasificada
como: (1) dependiente de la presa, llamado también dependiente de la densidad, cuando
solo la densidad de |a presa determina la respuesta, es decir, la funcion f, depende solamente
de la densidad de la presa x; (2) dependiente del predador o de la razén, cuando ambas
densidades, presa y predador, afectan la respuesta funcional, es decir la funcién f, depende

de las densidades de la presa y del predador.

La tasa de crecimiento de una poblacién de predadores no depende solo del consumo de
los individuos, sino también depende de la manera como los predadores convierten las presas

consumidas en nuevos predadores, esta tasa es llamada también de respuesta numérica fs.

La respuesta funcional y la numérica en conjunto proporcionan una descripcién com-
pleta de la dindmica poblacional. Es necesario el conocimiento de ambas para entender
completamente como el predador y la presa interactian. La suposicién mas comin es que

la respuesta numérica es una funcién linealmente creciente de la respuesta funcional.

Las propiedades de estabilidad de sistemas predador-presa son estudiadas desde hace
mucho tiempo, empezando por las técnicas graficas (Rosenzweig, 1971; Tanner, 1975; Noy-
Meir, 1975; May, 1977; Van de Koppel y Rietkerk, 2000; Van de Koppel et al., 1996), es
decir el analisis de |a estabilidad en el plano de fase por medio de las is6clinas del predador y
de la presa, las cuales son complementadas por el analisis mateméatico del comportamiento
del sistema (Brauer, 1976; Fisher et al., 1979; Conway y Smoller, 1986; Ho y Huang, 2001).

Existe también una serie de trabajos que tratan acerca de sistemas predador-presa sujetos
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a extraccion (pesca) (Brauer et al., 1976; Azar et al., 1995; Dai y Tang, 1998; Costa et al.,
2000).

Los sistemas de pasteo utilizados y controlados por el hombre pueden ser considera-
dos como un caso especial de sistemas predador-presa. Muchas de las teorias de sistemas
predador-presa fueron desarrolladas con una referencia explicita o implicita de dos pobla-
ciones de animales. En particular el caso de la interaccién herbivoro-planta (predador-presa)
se puede plantear de esta manera dada sus caracteristicas generales (Noy-Meir, 1975; May,
1977; Rietkerk y Van de Koppel, 1997; Van de Koppel et al., 1997; Rietkerk et al., 1997;
Augustine et al., 1998; Van de Koppel y Rietkerk, 2000).

Este trabajo estd orientado a la introduccién de un control, u del tipo on-off, en los
modelos de sistema dinamicos poblacionales de una y dos especies, como se muestra en la

siguiente seccién.

2.3 Modelos de Dindmica Poblacional con Control

e Modelos de una especie.

z = f(z) — zu, (2.5)

e Modelos de dos especies.
t = filz)+ f2(2)y, (2.6)
y = fil@)y—yus. (2.7)

En este trabajo, el control se realiza actuando en la remocién de una proporcién de la
poblacién de las presas (en los modelos de una especie) mediante la introduccion del término
de control = u en el modelo (2.5). En el contexto de dos especies, la accién de control de
remocién proporcional corresponderia a la extracciéon de la especie predador, mediante la
introduccién del término de control y uy en la dindmica del predador (2.7).

En la Figura 2.3 se muestra la clasificacién de los modelos predador-presa mas conocidos
en ecologia matematica, donde los cuadros de lineas continuas corresponden al desarrollo

que se realiza en esta tesis.
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del Tipo Predador-Presa
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Modelo Dependiente de la 1 Modelo Dependiente de la :
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|
Y \J
_____________ .
|
Modelo Bidimensional I Modelo Bidimensional :
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1 presa - 1 predador 11 presa - 1 predador :
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T 0 U [
doroe = /

1
1
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Modelo Unidimensional :
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1 presa
Yy =1L RJdFi" N | ‘

|
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\
2
g
I

Politica de
Umbral

FIGURA 2.3: Contexto en el cual se desarrolla esta tesis. Clasificacién de los modelos de sistemas
predador-presa. El término Remocion debe ser entendido dependiendo del contexto como
pesca o pasteo. Los cuadros y flechas con lineas sélidas son los modelos estudiados en
esta tesis.

Los modelos dependientes de la densidad de la presa, estudiados en esta tesis, presentan

las siguientes paradojas:

1. Paradoja de enriquecimiento. Estos modelos son desestabilizados si la capacidad
de carga de los recursos (el area donde la poblacién de las presas es intersectada
por su propio eje) es aumentada, es de decir el incremento del nivel de entrada de
nutrientes al sistema tiende a desestabilizar la interaccién entre la presa y el predador

(Rosenzweig, 1971; Gilpin, 1972), lo que es contrario a lo légico.

2. Paradoja del control biolégico. El control biolégico es la regulacién de la poblacién
de una plaga en niveles bajos, estables de la densidad del predador y/o parasitos (Hsu
et al., 2003; Lu et al., 2003). La paradoja significa que no es posible obtener niveles

bajos y estables de la densidad de equilibrio de la presa.
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Los modelos dependientes de la razén tienen las siguientes caracteristicas:

1. Modelos predador-presa del tipo razén dependientes son confiables para la interaccién
entre predador-presa cuando la predacion envuelve un proceso de busca, es decir, se

tiene que compartir o competir por el alimento.

2. El anélisis de estabilidad local muestra que los modelos de este tipo son capaces de
producir dindmicas més ricas y mas razonables o aceptables desde el punto de vista

biolégico.

3. La paradoja de enriquecimiento no sucede en este tipo de modelos. La paradoja de
control biolégico puede ocurrir para estos modelos, es decir, es posible obtener puntos

de equilibrio estables a niveles bajos de la densidad de la presa (Hsu et al., 2001a,b).

4. Note que para sistemas dependientes de la razén, en general, la estabilidad asintética
local del estado estacionario ni siempre garantiza la persistencia de los sistemas v,
por lo tanto, no implica la estabilidad asintética global (Kuang y Beretta, 1998; Jost
et al., 1999).

2.4 Objetivo y Caracteristicas Deseables de un Con-

trol en un Contexto Ecolégico

En este trabajo, el control debe ser entendido como una remocién de parte de la poblacién
de una determinada especie de manera que no provoque extincion de las especies. El objetivo
de esta tesis es estudiar problemas de la gerencia de recursos renovables desde un punto de
vista de ingenieria de control, utilizando los conceptos de la teoria control para disefiar una
ley adecuada para la gerencia de los recursos. En un contexto ecolégico, la ley de control

debe satisfacer las siguientes restricciones, es decir, el control u debe ser:

e simple de implementar. Esto es: (i) la expresion matematica del control debe ser
lo mas simple posible, (ii) el control no debe depender de los pardametros del sistema,

para que estos no deban ser estimados.

11

Tesis publicada con autorizacién del autor

SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP g:_:_\ésﬁg?\o

DEL PERU

e no negativo. Interpretado en este trabajo como la remocién de una proporcién de
la poblacién de una determinada especie. Por lo tanto, se considera que el control

debe tener un Gnico sentido (signo), correspondiente a la remocion.

e de monitorizacién minima. Se refiere al nimero de densidades que tienen que ser
medidas para implementar un determinado control. Cuando se trata de sistemas de
dos especies y el vector de estados tiene dos componentes, existe dos posibilidades
para la monitorizacién de las densidades, apuntando a realimentacion. Si se mide
apenas una especie — en este caso el término correspondiente utilizado en la teoria
de control es la realimentacién de salida. La otra opcién, si se mide ambas especies,

es denominada realimentacién de estados.

e capaz de fomentar coexistencia. Esto es, a pesar de la remocién realizada, las
especies deben equilibrarse en niveles sostenibles, en los cuales el valor de las pobla-

ciones son positivas.

Unidad de Densidad: La densidad poblacional es el tamafio de la poblacién en relacién
a alguna unidad de espacio. Generalmente es evaluada y expresada como el nimero

de individuos o biomasa de la poblacién, por unidad de area o de volumen.

Unidad de Tiempo: Tiempo en los sistemas ecolégicos es medido usualmente en dias,

semanas o afos.

Control de la Dinamica Poblacional por medio de Conmutacién

Citamos como ejemplo de un control on-off (politica de umbral) formalmente definida en
el Capitulo 3 conocida como weighted escapement policy (WEP), en el cual el umbral es
construido de una combinacién de los pesos de las densidades de la presa y del predador,
propuesta en Costa et al. (2000), donde esta politica fue utilizada para estabilizar un modelo
Lotka—Volterra sujeto a una pesca simultanea en ambas especies. Otra técnica de disefio,
es ofrecida en Emel'yanov et al. (1998), en el cual una metodologia general, denominada
realimentacion interna inducida ver Figura 2.4, para el control de sistemas dinamicos
no lineales inciertos es desarrollada, fundamentandose en el control on-off, donde se muestra

una aplicacién al modelo Lotka—Volterra.
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5 u(x,t)

Operador de Realimentacion Interna

FIGURA 2.4: Realimentacion interna inducida.

En el contexto de control de sistemas sujetos a perturbaciones, existen los trabajos
de Corless y Leitmann (1981), Lee y Leitmann (1983), Vincent et al. (1985), Vincent
(1987), en los cuales una forma de hacer continuo el control on-off (llamado también de
bang-bang) y aliviar el inconveniente de la conmutacién en frecuencia infinita (denominada
chattering), es introducir una faja limite, 20 (boundary layer), alrededor del umbral, de
manera que un control continuo substituye el control discontinuo cuando el sistema esta
dentro de la faja limite (Lee y Leitmann, 1983; Vincent et al., 1985; Slotine y Coetsee,
1986). Al suavizar el control discontinuo dentro de la faja limite esencialmente designa la
estructura de un filtro pasa-bajo a la dinamica local del umbral (Slotine y Coetsee, 1986;
Wong et al., 1998), eliminando de esta manera el chattering. Sin embargo en el contexto
de sistemas ecoldgicos, la implementacién puede ser impracticable (Lee y Leitmann, 1983,

Vincent et al., 1985; Slotine y Coetsee, 1986).
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2.5 Sistemas no Lineales del Punto de Vista de Con-
trol

Un sistema dindmico no lineal es descrito por la siguiente ecuacién

i = f(z,1) (2.8)

en el cual z € R" es el vector de estados del sistema, ¢ es el tiempo y f(z,t) en general es
una funcién no lineal localmente Lipschitz. Para este trabajo, se considera un sistema de
dimensién dos, z € R?, por lo tanto nuestro sistema puede ser descrito por

P T = fa(x7y) (29)

y = fb(xv y)
en el cual = e y son los estados del sistema, z € R?, f = [f, fi]7, fay f» son en general no
lineales con respecto a = e y*. Mas detalles con respecto a sistemas no lineales pueden ser
encontrados en Cook (1986), Slotine y Li (1991) y Khalil (1992). Un sistema bidimensional

puede ser estudiado graficamente en el plano de fase.

2.5.1 Plano de Fase

El plano de fase estd relacionado con el estudio grafico de sistemas de dimensién dos

descritos por
£ = faloy) (2.10)
v = filz,y)
en los cuales = e y son los estados del sistema, f, y f, son funciones no lineales de los
estados del sistema. Geométricamente, el espacio de estados de este sistema es el plano
que tiene como coordenadas x e y. Este plano es denominado plano de fase. Dado un
conjunto de condiciones iniciales zy, la ecuacién (2.10) define una solucién z(¢). En funcién

del tiempo la solucién z(t) puede ser representada geométricamente como una curva en

el plano de fase. Tal curva en el plano de fase es llamada de trayectoria. Una familia de

LEl super-indice T denota que se debe realizar la operacién del transpuesto.
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trayectorias en el plano de fase correspondientes a varias condiciones iniciales es llamada
de retrato de fase de un sistema. Los puntos que indican como la dindmica del sistema se

comporta en el plano de fase, son los puntos singulares o puntos de equilibrio.

2.5.2 Puntos de Equilibrio

Un punto singular es un punto de equilibrio, 2¢¢ = [z y*/]T = 0, en el plano de fase.

Un punto de equilibrio es aquel en el cual los estados del sistema pueden permanecer por
siempre, Slotine y Li (1991), su localizacién puede ser obtenida resolviendo =0y y = 0

para los estados x e y, es decir
f(z,t) =0, o falz,y)=0 y filz,y)=0. (2.11)

2.5.3 lIséclinas

Una is6clina es definida como el lugar geométrico de los puntos con una dada inclinacion

tangencial. Por ejemplo, la is6clina con inclinacién « es definida como (z,y) tal que

d_m _ fb(x7y)
dy  fa(w,y)

= Q.

En el método de las iséclinas, el retrato de fase de un sistema es generado en dos pasos. En
el primer paso, un campo de direccion de las tangentes a las trayectorias es obtenido. En el

segundo paso, las trayectorias en el plano de fase son formados del campo de direcciones.

2.5.4 Ciclo Limite

En el plano de fase un ciclo limite es definido como una curva cerrada aislada. La trayec-
toria tiene que ser cerrada, indicando la naturaleza periédica del movimiento, y aislada,
indicando la naturaleza limitada del ciclo (con trayectorias préximas convergentes o di-
vergentes del ciclo limite). Se puede diferenciar tres tipos de ciclo limite: (i) todas las
trayectorias en la vecindad del ciclo limite convergen a él; en este caso el ciclo limite es
denominado estable; (ii) todas las trayectorias en la vecindad del ciclo limite divergen de él;

el ciclo limite es inestable; (iii) algunas trayectorias convergen a él, mientras otras divergen
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de él: el ciclo limite es semi-estable.

2.5.5 Estabilidad de los Sistemas No Lineales

La estabilidad es una de las caracteristicas mas importantes de los sistemas dindmicos. Al
analizar la estabilidad de dichos sistemas, surgen diferentes problemas segtn la manera en
que se la caracterice y a los sistemas a ser considerados. Por ejemplo, considerando sistemas
lineales y estacionarios, existen métodos para poder determinar su BIBO-estabilidad, como
el criterio de la respuesta al impulso, el criterio de Routh y el de Nyquist. Sin embargo
cuando se tratan sistemas no lineales, estos métodos no tienen validez.

La riqueza dinamica de los sistemas no lineales presenta ciertos fenémenos que no se
evidencia al estudiar los sistemas lineales (ver (Khalil, 1992)). Uno de estos fenémenos es
la existencia de maltiples puntos de equilibrio aislados. Un sistema lineal puede tener un
solo punto de equilibrio aislado y por lo tanto un solo estado de régimen estacionario que —
si el punto es asintéticamente estable — atrae al estado del sistema independientemente del
estado inicial. En cambio, los sistemas no lineales pueden tener varios puntos de equilibrio
y la convergencia a uno equilibrio estable depende del estado inicial. Debido a esto, resulta
importante estudiar la estabilidad de los diferentes puntos de equilibrio de los sistemas no
lineales para poder entender mejor el comportamiento del mismo.

Aqui se analiza la estabilidad de los puntos de equilibrio de los sistemas no lineales
mediante el estudio del comportamiento del estado en un entorno de los mismos. Para
ello se presenta el concepto de estabilidad en el sentido de Lyapunov, como también una

introduccién los métodos de Lyapunov para el analisis de estabilidad.

2.5.6 Estabilidad de los Puntos de Equilibrio

Un punto de equilibrio de un sistema dindmico es estable en el sentido de Lyapunov si
todas las soluciones que nacen en la cercania del punto de equilibrio permanecen en dicha
cercania; de otra forma resulta inestable. El punto de equilibrio es asintéticamente estable si
las soluciones ademas de permanecer en las cercanias del mismo, tienden hacia el punto de

equilibrio a medida que transcurre el tiempo. A continuacién se formalizan estos conceptos.
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Considerase un sistema

i = f(z 1) (2.12)

el cual tiene un equilibrio en el origen, z = 0.

Definicidon 1 Si z(t) representa la solucién de (2.12) dada a partir de la condicién inicial
z(to) = 2o a partir del instante inicial t = t,, entonces el punto de equilibrio = = 0 de

(2.12) es:

e Lyapunov estable si para cada R > 0, existe unr = r(R) > 0 tal que

[2(0)]] <r = [lz(D| < R, Yt >0

e Inestable si no es estable.

e Asintdticamente estable si es estable y r se puede elegir de modo que

Iz(0)]| < r = th z(t) = 0.

En la Figura 2.5 se muestra una representacion grafica de la Definicién 1 para los tres casos

de estabilidad antes definidos (Khalil, 1992).

3, ) () (&

(a) (b) (c)

FIGURA 2.5: Puntos de equilibrio en z = 0 con trayectorias de soluciones representativas para un caso:
(a) estable, (b) inestable y (c) asintSticamente estable.
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2.5.7 Analisis de Estabilidad de los Puntos de Equilibrio de los

Sistemas No Lineales

Usualmente, el primer paso en el anélisis de sistemas no lineales es realizar una linealizacién
en torno de un punto de equilibrio y analizar el comportamiento del modelo lineal. A
continuacién se establece las condiciones bajo las cuales es posible extraer conclusiones
sobre la estabilidad del origen como punto de equilibrio del sistema no lineal a través del
analisis de estabilidad del modelo linealizado en torno de dicho punto de equilibrio (Khalil,

1992).

Método Indirecto de Lyapunov
Sea z = 0 un punto de equilibrio del sistema no lineal dado por (2.12) donde f : D — R?,
es continuamente diferenciable y D es un entorno del origen. Sea la matriz Jacobiana

A=V, f(z%).

Entonces, denotando con \; a los autovalores de A (i = 1,2).
e El origen es asintéticamente estable si Re{\;} < 0, para todo ;.
e El origen es inestable si Re{)\;} > 0 para uno o mas autovalores de A.

Esta aproximacion sera suficiente para determinar el comportamiento de las trayectorias
en la vecindad de los puntos de equilibrio. La naturaleza del equilibrio es determinada
esencialmente por los autovalores de A (Khalil, 1992). Para sistemas bidimensionales existe
una detallada clasificacién convencional de los puntos singulares segin sus autovalores,

como es mostrado en la Tabla 2.1.

2.5.8 Estabilidad en el Sentido de Lyapunov

De la teoria clasica de la mecanica, es sabido que un sistema es estable si su energia, una
funcion positiva, es continuamente decreciente, o sea tiene derivada negativa, hasta que el

sistema alcanza su estado de equilibrio (Ogata, 1990). El segundo método de Lyapunov es
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TABLA 2.1: Clasificacién Convencional de los Puntos Singulares para Sistemas Bidimen-

sionales
nodo estable  : autovalores reales y negativos
foco estable . autovalores complejos conjugados, con parte real negativa
nodo inestable : autovalores reales y positivos
foco inestable : autovalores complejos conjugados, con parte real positiva
silla . autovalores reales y de signos opuestos
centro . autovalores imaginarios conjugados puros.

una generalizacion de este hecho. Lyapunov demostré que ciertas otras funciones ademas
de la funcién energia pueden ser utilizadas para la determinacién de la estabilidad del punto
de equilibrio de un sistema. Antes de presentar el método directo de Lyapunov es necesario
revisar algunos conceptos.

Sea V' : D — R un campo escalar continuamente diferenciable definido en un dominio

en D C R™ que contiene al origen, entonces:

V(%) se dice que es una funcién definida positiva si V(0) = 0y V(z) > 0 en
D —0.

V (z) se dice que es una funcién semidefinida positiva si V(0) =0y V(z) > 0 en
D.

V (z) se dice que es una funcion definida negativa si —V/(z) es definida positiva.

e V/(z) se dice que es una funcién semidefinida negativa si —V'(z) es semidefinida
positiva.
e La derivada temporal de V' sobre las trayectorias de (2.12) se denomina derivada

orbital, se denota V(z), y esta dada por:

V() = 5= 5 =YV 1)
fi(2)
_ (g_z g_z Z_Z) EfQ(Z) —L;V(x). (213)
fa(2)
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La derivada de V sobre las trayectorias del sistema depende de la ecuacién vectorial
del estado del sistema (Khalil, 1992). De este modo, V(z) sera diferente para diferentes
sistemas.

Si z(t) representa la solucién de (2.12) dada a partir de la condicién inicial z(0) = 2,

a partir del instante inicial ¢ = ¢y, entonces

. d
Vi(z) = =V (z(t)).
() = SV
Consecuentemente, si V/(z) es negativa, V' sera decreciente sobre las trayectorias solu-

cién de (2.12). Ahora estamos en condiciones de presentar el segundo método o método

directo de Lyapunov.

Método Directo de Lyapunov

Sea z = 0 un punto de equilibrio del sistema 2 = f(z) y sea V. : D — R un campo
escalar continuamente diferenciable definido en un dominio D C R™ que contiene al origen,

entonces

e Si V(2) es definida positiva y V(z) es semidefinida negativa, el origen es un

punto de equilibrio estable.

e SiV(z) es definida positiva y V(z) es definida negativa, el origen es un punto

de equilibrio asintoticamente estable.

Una funcién V' (z) que cumple con las condiciones impuestas anteriormente se denomina
funcién de Lyapunov (Khalil, 1992). Este método es una herramienta de analisis muy
poderoso. Sin embargo, presenta dos desventajas. La primera es que no hay un método
sistematico para hallar una funcién de Lyapunov, por lo tanto hay que proponer una fun-
cién candidata a funcién de Lyapunov y probar si la misma cumple con los requisitos de
estabilidad. La segunda es que solo brinda condiciones suficientes por lo tanto el hecho de
no encontrar una funcién candidata a Lyapunov que satisfaga las condiciones de estabilidad
o de estabilidad asintética no significa que el origen es inestable o no es asintéticamente

estable.
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Se puede demostrar que si V' (z) es una funcién de Lyapunov, el conjunto de los z tal
que V(z) = ¢, para alguna contante ¢ > 0 es una hipersuperficie cerrada (denominada
superficie de Lyapunov o superficie de nivel) en el espacio de estados que encierra
al origen. El uso de las superficies de Lyapunov hace que el método sea facilmente in-
terpretable. Las superficies que corresponden a constantes decrecientes 0 < ¢y < ¢4, se
encuentran integramente contenidas, como lo muestra la Figura 2.6 para el caso R2.

La condicién V(z) < 0 se puede interpretar geométricamente a través de (2.13) ya que
la misma significa que el producto escalar entre el gradiente de V' y el campo vectorial f

es negativo:

V(iz)=a
¢ >
=y
Superficies
de Liapunov
I
grad(V) @®

FIGURA 2.6: Interpretacién geométrica de las superficies de Lyapunov para el caso de R?.

Teniendo en cuenta que f es un vector tangente a la trayectoria solucién, la condicion
V(z) = VV(2) - f(z) < 0 significa que cuando una trayectoria cruza una superficie de
Lyapunov, esta trayectoria lo haga hacia adentro y nunca vuelva a salir. Ademas cuando
V(2) < 0 las trayectorias se mueven desde una superficie hacia una otra interior corres-
pondiente a un ¢ menor. Cuando ¢ decrece, las superficies de Lyapunov correspondientes
se achican hacia el origen mostrando que las trayectorias se aproximan al origen a medida

que transcurre el tiempo. En cambio, si V(z) < 0 no se puede asegurar que las trayectorias

converjan al origen, pero se puede concluir que el origen es estable ya que las trayectorias
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quedaran contenidas en algiin entorno del origen si la condicién inicial zy estd dentro de

alguna superficie de Lyapunov contenida en dicho entorno (Khalil, 1992).

2.5.9 Funciones de Lyapunov con Control

Suponiendo que el sistema en lazo cerrado 2 = f(z,t) tiene una solucién de estado esta-
cionario en z = 0, la funcién de Lyapunov serd conocida como un funcional Vi(z) para
el cual Vi(2) > 0, Vi(2) = 0 <= 2z = 0y dVj(z)/dt < 0 considerando el sistema. La
siguiente afirmacién es valida: si una funcién de Lyapunov existe, entonces la solucién z = 0
es estable en el sentido de Lyapunov. Este resultado es utilizado para disefiar un control,
de la siguiente manera: si es necesario dar a la solucién z = 0 la propiedad de estabilidad
en el sentido de Lyapunov se fija un cierto funcional y se asume una forma de accién de
control con la finalidad de proveer a este funcional con las propiedades de una funcién de
Lyapunov (Emel’yanov et al., 1998).

En otras palabras, una manera de estabilizar un sistemas no lineal es seleccionar una
funcién de Lyapunov Vi(z) e intentar encontrar un control de realimentacién de estados
U, que convierte Vl(z,uT) en negativa definida. Con una eleccién arbitraria de V;(z), mas
esta tentativa puede fallar, pero si V;(z) es una funcién de Lyapunov con control (CLF del
inglés Control Lyapunov Function), se puede encontrar una ley de control de estabilizacion
u,. Para el sistema no lineal

z2 = f(2) +g9(2)u, (2.14)
Vi(z) es una CLF si, para todo z # 0,

av

o 9(z) =0 = %—‘Z/f(z) < 0. (2.15)

Si el sistema (2.14) puede ser estabilizado, una CLF existe. De (2.15), se observa que el
conjunto para el cual 0V/9z g(z) = 0 es significante, porque en este conjunto el sistema
no controlable tiene la propiedad 0V/0z f(z) < 0. Si sucede que 0V/0z f(z) > 0 cuando
0V /0z g(z) = 0, entonces Vi(z) no es una CLF y no puede ser utilizada para el disefio
de estabilidad por realimentacién (una observacién que ayuda a eliminar CLF candidatas

inadecuadas, Kokotovi¢ y Arcak (2001)).
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2.6 Términos Ecolégicos desde un Punto de Vista

de Control

2.6.1 Politica de Umbral (PU)

Entre las estrategias de pesca que han sido ampliamente aplicadas en la gerencia de la pesca
estan: (i) politica de cuota constante (constant escapement), que busca mantener el
abastecimiento en un nivel meta, permitiendo la pesca de todos los peces encima de la meta
y no permitiendo la pesca si el tamafio de la poblacién esta abajo de la meta; (ii) politica
de tasa de pesca constante (constant harvest rate), retira una fracciéon deseada de la
meta de cada afio; y (iii) politica de umbral (threshold policy), intermedio entre las dos
anteriores y es definida en el siguiente parrafo.

Collie y Spencer (1993) introducieron la llamada politica de umbral (PU) que es
definida como sigue: si la abundancia de los peces esta debajo del nivel de umbral, entonces
no es permitido pescar, se estd encima del umbral, entonces una tasa de pesca constante
es aplicada.

Aplicaciones de la PU pueden ser observadas en Funk y Rowell (1995) que estudiaron
esta politica aplicada en la pesca del arenque en la costa del Pacifico del la Bahia de
Bristol. Hjerne y Hansson (2001) modelaron la pesca de bacalao en la costa oriental del
Mar Baltico y aplicaron a este modelo la PU. Milner-Gulland et al. (2001) mostraron un
caso de estudio del uso de los modelos de simulacién para desarrollar y probar estrategias
para la gerencia de poblaciones sujetos a incertidumbres, entre las estrategias estudias esta
la PU. Debemos remarcar que ninguno de los trabajos mencionados arriba propone una
metodologia sistematica para el disefio de la PU — solamente investigan los efectos de
aplicacién de tal politica. La politica de umbral también es referida como un control on-off
y puede ser vista en las referencias de control (Utkin, 1978; Filippov, 1988; Utkin, 1992;
Edwards y Spurgeon, 1998).

Las politicas de umbral para sistemas dindmicos con entradas de control, son estrategias
que conmutan los controles de entrada de un nivel para otro tan pronto como una cierta
variable de medida cruza un valor predeterminado llamado umbral. En otras palabras, el

espacio de estados del sistema dindmico es dividido en regiones y, en cada regién, la dinamica
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es determinada por el vector de estados y la respectiva entrada de control. En términos
de control, tales sistemas dindmicos también son referidos como sistemas de estructura
variable y una PU nos conduce a un sistema de estructura variable con dos estructuras

diferentes. En términos matematicos, esto puede ser escrito como:

= fi(ztu), 2€G, 2(0)=z R, (2.16)

en el cual 2 = [z y|T es el vector de estados del sistema y = e y pueden representar
las densidades poblacionales de las especies, R? = {z € R* | > 0,y > 0} y la variedad

abierta M es definida como
M={zeR® | 7(2) =0} (2.17)

donde 7(z) : R? — R es la variedad que define el umbral dependiente del vector de estados.
La variedad M divide el espacio de estados R? en regiones abiertas G7, j € {1,2}, en las

cuales los campos vectoriales continuos correspondientes f; : G — R? son especificados

(f1 # f2)- El control u,,

N uy (z,¢) con T(2) >0, z2€G! (2.18)
us (2,t) con 7(2) <0, 2€G?

especificado usualmente como una funcién de z, conmuta de un valor para otro conforme
2z € G' 0 z € G?, es decir cuando el estado cruza el umbral 7(z). La funcién de control u,
(u1 # us) es indefinida cuando el vector de estados pertenece al conjunto M, i.e. u, es una
funcién de control discontinua, aunque u; y us sean funciones continuas. Consideraciones
matematicas cuidadosas tienen que ser adoptadas al respecto del sentido en el cual las
soluciones de (2.16) son definidas, ya que el lado derecho puede ser discontinuo (Edwards
y Spurgeon, 1998; Filippov, 1988; Utkin, 1992). Ahora se define el concepto de equilibrio

real y virtual, para el sistema (2.16) sujeto al control (2.18).
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2.6.2 Definicién del Equilibrio Virtual

Definicién 2 Sea z{i tal que f; (zf¢,u;) = 0 para algin u; en (2.16). Entonces zi; es

llamado equilibrio real si pertenece a G* y un equilibrio virtual si pertenece a G, j # i.

A partir de la definicién, queda claro que un equilibrio virtual estable nunca sera alcan-
zado en realidad. Pues, por ejemplo, una trayectoria iniciada, digamos en G; “busca” un
equilibrio virtual estable 2} localizado en G2, por lo tanto nunca alcanzara zf}, porque la
dindmica cambia tan pronto como la trayectoria cruza el umbral 7(z).

También, de esto se puede concluir que un fenémeno interesante ocurrira en la frontera
entre G' y G?. De hecho, ocurre el llamado “modo deslizante” encima de la variedad M

conforme se describe a continuacion.

YA

~-__ Region de Modo

\ Deslizante
J2

o |

S~ Umbral

FIGURA 2.7: Modos deslizantes ocurren en la frontera entre G' y G2. El equilibrio de deslizamiento
2} es mostrado por un “bullet”. Circulos sélidos grises representan equilibrios virtuales
estables.

2.6.3 Modo Deslizante y Equilibrio de Deslizamiento

Para definir el modo deslizante, considerase el sistema de dindmica no lineal de estructura

variable sujeto a un control w,(z,t) como mostramos a continuacién

i=f(z,tu.), z€RY, u, €R, z €RY, (2.19)
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en la cual u, es definido como en (2.18).

Un modo deslizante ocurre si existen regiones en la vecindad de la variedad M en las
cuales los vectores f1(z,t,u1)y fa(2,t,us) estan en direccion un para el otro (Figura 2.7).
Matematicamente, la condicién para que un modo deslizante surja en el umbral es que la
distancia a este umbral 7 y su velocidad de cambio 7, deben ser de signos opuestos, i.e.,

lim 7>0 y lim 7 <0, (2.20)

T——0 7—40

o, equivalentemente,

77 <0 (2.21)

La introduccién de un control on-off es responsable por el nuevo comportamiento dindmico,
i.e., convergencia para el umbral seguido por el movimiento a lo largo del umbral (referen-
ciado como un movimiento de deslizamiento o modo deslizante) hacia un punto llamado
de equilibrio de deslizamiento (z;/ en la Figura 2.7) o, alternativamente, equilibrio

alcanzado a través de un modo deslizante (Filippov, 1988; Utkin, 1992).

2.6.4 Notacion Estandar Utilizada para Equilibrios y Umbrales

A lo largo de la tesis se utilizara la PU que definimos como la funcién ¢(7)

1siT>0
¢(7) = _ (2.22)
0si7<0,

siendo que 7 es la variable que define el umbral, que es dependiente de los estados del

sistema (ver Figura 2.8.(a)). La politica continua de umbral es definida como una funcién

¢(T7 O-)’
1 si T>0
o(r,0) = o si —0<7<0 (2.23)
20
0 si T < —0.

en la cual 7 es la variable que define el umbral, que dependen de los estados del sistema,

20 es el ancho de la regién lineal de la politica y o es una constante positiva (vea Figura
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2.8.(b)).
¢(7) A ¢(1,0) )

1 17

2

2 !

N 0 T —s 0 4 T
(a) (b)

FIGURA 2.8: (a) Politica de Umbral (PU). (b) Politica Continua de Umbral con Region Lineal de ancho

20.

Esta forma de convertir en continua la PU tiene por objetivo aliviar el inconveniente de
la conmutacién en frecuencia infinita con la introduccién de una faja limite (20 en el caso
de la politica ¢(7,0)) alrededor del umbral, de manera que un control continuo substituya
al control discontinuo cuando el sistema esta dentro de la faja limite (Utkin, 1977, 1978,
Lee y Leitmann, 1983; Vincent et al., 1985; Slotine y Coetsee, 1986; DeCarlo et al., 1988;
Xu et al., 1989; Utkin, 1992; Guldner y Utkin, 2000). La suavizacién del control discontinuo
dentro de la faja limite designa principalmente una estructura de un filtro pasa-bajo a la
dindmica local del umbral (Slotine y Coetsee, 1986; Wong et al., 1998), eliminando asi la

conmutacion.

Definicién 3 La control u, en un contexto biolégico es definido como

uy (z,t) si 7(2) >0

u, = uy (2,t) ¢(2) = '
0 si 7(2) <0,

donde u; es una funcién continua. El sistema controlado es aquel en el cual el control
u, = uy es aplicado, y el sistema libre es aquel en el cual ningin control (i.e., u, = 0) es

aplicado.

La notacién padrdn para los diferentes tipos de equilibrio del sistema que se muestra a

sC

lo largo de la tesis es: (i) z{° denota un punto de equilibrio del sistema con control; (ii) z;

7
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denota un punto de equilibrio del sistema sin control; (iii) z;; denota un punto de equilibrio
de deslizamiento del sistema alcanzado a través de un modo deslizante; (iv) z;? denota un

punto de equilibrio real del sistema.

2.6.5 Control Equivalente

Una técnica formal denominada método de control equivalente (Utkin, 1977, 1978, 1992)
es utilizada para calcular las ecuaciones del modo deslizante ideal del sistema como se

muestra a continuacién

2= f(z) + g(2) u,. (2.24)

En esta técnica la derivada en el tiempo del vector 7 (el umbral) a lo largo de las trayectorias
del sistema (2.24) es igualada a cero y el sistema algebraico resultante es resuelto para el
vector de control. Ese “control equivalente” (si existe) es substituido en el sistema original.
Las ecuaciones resultantes son las ecuaciones del modo deslizante ideal. Desde un punto de
vista geométrico, el método indicado arriba tiene por objetivo calcular un control continuo el
cual guia el vector velocidad a lo largo de la interseccién de las superficies de discontinuidad

(a lo largo del umbral).

Esta técnica formal es establecida para sistemas lineales en relacién al control (2.24) en
el cual u, es determinado por (2.18). Supongamos que un modo deslizante existe sobre la
variedad M. Calculemos el control continuo de manera que para una condicién inicial del
vector de estados sobre esta variedad, la derivada en el tiempo del vector 7 a lo largo de

las trayectorias del sistema (2.24) es:
7 =5 (f(2) + 9(2) ueg) = 0, (2.25)

en el cual las lineas de la matriz S = {0 7/0 z} es el gradiente de la funcién 7. Suponiendo
que la matriz S ¢ no es singular para todo z y t, el control equivalente es como se muestra

a continuacién
Ueg = —[5(2) g(2)] 71 S(2) f(2,1). (2.26)

28

Tesis publicada con autorizacion del autor

SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




1ENE3,E,

- “¢. | PONTIFICIA
=]
o

TESIS PUCP ' gz_:_\gaﬁgfnn

DEL PERU

Substituyendo el control (2.26) en (2.24) resulta en la ecuacién

i=f(2)—g(2)(S9) g, (2.27)

la cual describe el movimiento del modo deslizante sobre la variedad 7 = 0.

Descrito los modelos de dinamica poblacional y los conceptos de sistemas no lineales
que seran utilizados a lo largo de toda la tesis, en el siguiente capitulo desarrollamos el
analisis del disefio del control de un sistema no lineal de una especie sometido

a una PU.
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Capitulo 3

Diseno del Control Conmutado para
Sistemas Poblacionales de Una

Especie

Los ecosistemas de pasteo tienen algunas ventajas al experimentar hipétesis ecolégicas,
sobretodo en los casos simples de la teoria de ecologia general. Ejemplos de estos casos
se dan: (i) cuando el nimero de especies es limitada (usualmente un herbivoro y una o
pocas especies de planta) y (ii) cuando el desplazamiento de los animales es controlado.
Estas hipétesis son razonables al gerenciar ecosistemas de pasteo en los cuales el nimero de
los herbivoros es mantenido constante por la intervencién del hombre. Existe un creciente
namero de observaciones y experiencias en ecosistemas de pasteo en muchas partes del

mundo (Van de Koppel et al., 1996; Augustine et al., 1998, y refs. contenidas en estas).

Noy-Meir (1975) y May (1977) explicaron los efectos irreversibles de la sequia y del
exceso de pasteo de vegetacién en ecosistemas de areas semidridas, en estos trabajos se

propuso estados estables alternativos en la vegetacién.

Con el objetivo de introducir un control exégeno (externo) a la dinamica poblacional
de modelos de una especie, se utiliza la técnica de CLF para elegir un control simple del
tipo conmutado. Esta técnica permite que el sistema dinamico se estabilice en un equilibrio

deseado y globalmente estable.
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3.1 Modelo de Una Especie con Consumo Exégeno

Controlado

En la forma tradicional del modelo de una especie, los cambios en la abundancia de la presa

pueden ser descritos por

dx
L = (@) o), (31)

donde la funcién continua f(z) describe el crecimiento de la presa como una funcién de
se densidad y la funcién continua c¢(x) es la pérdida debido al consumo de presas por el
herbivoro o la remocién (esta funcién es denominada también de respuesta funcional); en
eta Gltima la densidad del predador se asume que es constante. EI modelo mencionado
fue también estudiado por Clark (1976), Clark (1985), Kot (2001) con énfasis en aspectos

productivos en la gerencia de recursos renovables, especificamente en la pesca.

Para introducir al modelo un término de consumo exégeno controlado se introduce una

notacién y una suposicién. Denotase el lado derecho de la ecuacién (3.1) como sigue:

f(@) = f(x) = Cena(). (3.2)

Supongase que la funcién de consumo exégena, denotada como c..,(z), es proporcional a

la densidad = y no negativa para todo = > 0:
Cexo(T) = €, (3.3)

en el cual € es la tasa de consumo exdgena. Ahora, se introduce el modelo general de una

especie, el cual tiene un consumo endégeno, como también un consumo exégeno controlado:

T = f(-'L‘) - Cend('x) - Cel?O('r> ¢(T)7

, (3.4)
= f(z) —ex (),
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en el cual u, es el control (PU) a ser disefiado. En otras palabras, se escoge

u, = ex¢(r) (3.5)
T = T — Iy (3.6)

donde ¢ es el parametro de esfuerzo de control a ser disefiado, ¢(7) es definido como en
(2.22) y x4, es el valor de umbral de la densidad poblacional.

La introduccién del término xe ¢(x — xyp,) significa que se estd eligiendo un control
proporcional a la densidad de la presa y que es conmutado (on-off). Para la funcién f(x)

en (3.4), se puede considerar las siguientes formas:

: T
CL+sinCE : rz (1 - f) (3.7)
. . - B £ > C1T
CL + CE del Tipo Holling Il :  rx (1 K) f+d (3.8)
2
. . ‘ AV
CL + CE del Tipo Holling 1l :  rz (1 K) O (3.9)

donde CL significa crecimiento logistico, CE significa consumo endégeno, r es la tasa de
crecimiento intrinseca, K es la capacidad maxima de soporte del medio ambiente, ¢; es la
tasa de consumo endégena (considerada constante) y d esta relaciona a la densidad de la
presa en la cual el predador se sacia. Aqui definimos x,, como el punto de interseccién de
valor positivo de las curvas (3.8) y (3.9) con el eje x.

Para este modelo general de una especie, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3.1 Considerase un sistema del tipo (3.4), con un control como en (3.5), (3.6).
Se asume que la funcién f(x) es no negativa en el intervalo [0, x,,]. Suponiendo que se
desea mantener la densidad poblacional © en un valor deseado x4, con xq < x,, < K.

Entonces,

a. con un control € x ¢(1) como en (3.5), (3.6), el sistema se estabiliza en un modo
deslizante en el umbral x4, de manera que la seleccién x;;, = x4 resulta en el equilibrio

deseado.

b. con un control continuo ¢ x ¢(7,0), con ¢(1,0) como en (2.23), el sistema estabiliza
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en el umbral, de manera que la seleccion x, = xy;, resulta en el equilibrio deseado, el

cual es globalmente asintéticamente estable.

3.2 Demostracidon del Teorema de Estabilidad Glo-

bal para Modelos de Una Especie

La PU ¢(7), con umbral 7 := x — z,4 divide R en dos Segmentos y sea x, el punto de
equilibrio deseado. En cada segmento el sistema tiene una estructura diferente. Sea S* el
segmento correspondiente a 7 < 0, con PU u, =0y S? el segmento correspondiente a

7 >0, con PU u, = ¢. La dinamica en cada segmento es:

St { ‘;_j = f(z), (3.10)
2 ) dr 2
S { %_f(a:)—sx. (3.11)

a. Sea la Funcién de Lyapunov con Control V;(z) definida como
1 2
Vi(z) = §($ —xq)°. (3.12)
Derivando (3.12) respecto al tiempo a lo largo de las trayectorias de (3.4) se obtiene
Vi = (z—xq) (fx) —cx9), (3.13)
y haciendo el analisis por segmentos:
1. Segmento S, u = 0: En este segmento V; tiene la siguiente forma,

V= (x — zq) f2), (3.14)

y debido a que = y f(x) son no negativas, V; es negativa definida para todas

las formas de f(z).
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2. Segmento S2, u = : En este segmento V; tiene la siguiente forma,
Vi = (z — xq) (f(z) —cx), (3.15)
el término f(x) — ez debe ser negativo definido, i.e.,
e> f(z)/x :=T(x), (3.16)

por lo tanto ¢ debe ser lo suficientemente grande para que Vi sea negativa
definida. Para el calculo de ¢, se considera la funcién I'(x) diferenciable y que
alcanza su maximo en el intervalo [0 x,,]; para calcular el valor de x en el cual
['(x) es maximo, se debe derivar I'(z) con respecto a x y resolver la ecuacién
resultante para x, dicho valor de = es denotado como Z, es decir 1 es el valor

en el cual T'(z) alcanza su maximo, denotado como 'y, y 0 < & < 2y,

€ > 1nsax = F(@)

Esto demuestra que es posible estabilizar el sistema en un punto de equilibrio
de deslizamiento y como se desea estabilizar el sistema en el umbral, se debe

escoger T4 = Iy, es decir el equilibrio de deslizamiento.

b. Un sistema del tipo:

= f(z) — ez ¢(r,0) (3.17)

para el cual la politica continua de umbral es como en (2.23) siendo 7 := x —zy,, 20
es el ancho de la region lineal del control. De modo similar que en el caso anterior, se
escoge el umbral x, = x4. Sea Vi (x) una funcién de Lyapunov con control definida

como

Vi(z) = %(m — 1q)%. (3.18)

Derivando (3.18) con respecto al tiempo se obtiene

Vi=(z—zq) (f(z) —cx ). (3.19)

34

Tesis publicada con autorizaciéon del autor

SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




1ENE3,E,

- (‘o_‘ PONTIFICIA
TESIS PUCP o) g:_:_\ésﬁg?\n

DEL PERU

Para las diferentes formas de f(x), el analisis de f(x) — ez ¢ és calculado para las

diferentes regiones del control:

1. Segmento 7 < o, ¢(,0) = 0: En este segmento V; es de la siguiente forma
Vi = (z — zq) f(2), (3.20)

se considera x; = x4, como z y f(z) son no negativos, por lo tanto V; < 0.

2. Segmento —o < 7 < o: En este segmento V; es de la siguiente forma

- (f(:c)—a:z: (T”)), (3.21)

20

como se desea estabilizar el sistema en un punto que pertenezca a esta regién se
escoge Ty = Xy, €s decir 7 = 0, entonces el valor de ¢ que hace que el sistema

estabilice en ©z = x4, es

e =2 f(xy)/m

con esto\./lzoenx:xthyf/l<Oparatodoxth—a§x§xth+0, i.e.

—o0o<7<o0.

3. Segmento 7 > g, ¢(7,0) = 1: En este segmento V; es de la siguiente forma
Vi = (z—2q) (f(x) —ea), (3.22)

como f(xy,) — exy,/2 = 0, entonces para valores de = > x4, + o el factor

f(z) —ex <0, por lo tanto V; < 0.

Observacién 1 Para las diferentes formas de f(x) del sistema con politica discontinua
o continua, es posible calcular el valor del esfuerzo ¢ de forma que el sistema tenga un

equilibrio de deslizamiento o un equilibrio global y asintéticamente estable.
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3.3 Modelo de un Sistema de Pasteo sujeto a una

Politica de Umbral

El modelo Noy-Meir describe el crecimiento de la vegetacion bajo la suposicién que esta
sujeta a la accién de una poblacién constante de herbivoros. A semajanza con la mayoria de
los otros modelos (Rosenzweig, 1971; May, 1977; Collie y Spencer, 1993; Kot, 2001), este
modelo tiene un término de crecimiento logistico y un término de consumo que modela la
accién de los herbivoros.

El modelo mostrado en Noy-Meir (1975), asume una simplificacién drastica de la com-
plejidad inherente del mundo real en sistemas vegetacién-herbivoro, y proporciona ideas
atiles del comportamiento de los sistemas. En la forma simple del modelo Noy-Meir los

cambios en la abundancia de la vegetacién son descritos por

de  ~
E = f(ZU) - Cexo(x)7 (323)

en el cual en la ausencia de pasteo la funcién f(x) describe el crecimiento de la vegetacién
como una funcién de su densidad x, la funcién c...(z) es la tasa de pérdida debido al
consumo de los herbivoros o simplemente llamada tasa de consumo (correspondiente a un
consumo per capita ce.,(r) y puede ser escrita como Clyo(2) = Cero(2)y). La funcién
Cezo(2) €s llamada de respuesta funcional e y es la densidad de los herbivoros (considerada
constante).

El modelo Noy-Meir considera f(z) como en (3.7), logistica, y la tasa de consumo
Cezo() es considerada lineal en relacion a la densidad de la vegetacion, esto es c...(7) = € .

Este modelo también fue estudiado en May (1977); Clark (1976, 1985); Kot (2001).

Modelo Noy-Meir sujeto a una Politica de Umbral

En el contexto de la gerencia del pasteo, cuando un esquema de rotacién de aplazamiento
es utilizado, significa que el término de consumo esta siendo conmutado entre on (cuando
el pasteo de una &rea en particular es permitido) y off (cuando el ganado es retirado de

dicha area en particular, lo que permite la recuperacién de la vegetacién).
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En este modelo la PU es introducida en el término de la tasa de consumo, es decir,
si la cantidad de vegetacién esta debajo del nivel de umbral, el pasteo es prohibido; si la
cantidad de vegetacion estd encima del nivel de umbral, el pasteo es permitido. El modelo

de Noy-Meir sujeto a la PU tiene la siguiente forma:

CC% = rx (1—%)—5x¢(7), (3.24)
ur = (1)

siendo que ¢(7) es la PU definida como en (2.22) y 7 es el umbral definido como:
] (3.25)

y xy, es el valor del nivel del umbral. Se puede observar que una PU (2.22) aplicada al
sistema (3.24) genera dos estructuras y los puntos de equilibrio de la dinamica de cada

estructura seran analizados en la siguiente sub-seccién.

3.3.1 Analisis de los Puntos de Equilibrio

Para poder clasificar los puntos de equilibrio de cada sub-sistema, es necesario linealizar los

mismos, obteniéndose:

1. Sistema sin control o libre, cuando 7 < 0, es decir ¢(7) = 0,

2. Sistema con control, cuando 7 > 0, es decir ¢(7) =1,

0, = 2r
Arso = %(f(x)—ex)zr—?x—s.

Con la linealizacién calculada, se analiza los puntos de equilibrio.

1. Sistema Libre
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Cuando ¢(7) = 0, es decir, sistema para el cual no es permitido el pasteo (llamado

también sistema sin control). La dindmica es como se muestra a continuacion,

Los puntos de equilibrio del sistema libre son mostrados en la Tabla 3.1.

TABLA 3.1: Clasificacién de los Puntos de Equilibrio del Modelo Noy-Meir sin Control

Punto de Equilibrio |  Autovalor Clasificacion
=0 Positivo, | Equilibrio Inestable
=K Negativo, —r | Equilibrio Estable

2. Sistema con Pasteo

Cuando ¢(7) = 1, es decir el sistema en el cual es permitido el pasteo (llamado

también sistema controlado). La dindmica es como se muestra a continuacién

dz _ (1_£)_
dt—TI ET.

Los puntos de equilibrio del sistema con pasteo son mostrados en la Tabla 3.2.

TABLA 3.2: Clasificacién de los Puntos de Equilibrio del Modelo Noy-Meir con Control

Punto de Equilibrio Autovalor Clasificacion
=0 Positivo, si 7 —e > 0 | Equilibrio Inestable
x§¢ = K (1 —¢/r) | Negativo, si —r + ¢ < 0 | Equilibrio Estable

3.3.2 Diseno de la Politica de Umbral

El grafico de la curva logistica f(x) es una parabola convexa, intersectando el eje x en
el origen, en el cual se tiene una inclinacién r, y en el punto K. La curva de la tasa de
consumo es una linea recta que pasa por el origen con una inclinacién . Se consideran dos

casos para los valores de ¢ en relacién a r,
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1. Cuando € < 7.

En este caso, el sistema libre tiene el punto de equilibrio inestable 25 = 0 y el punto
de equilibrio estable x5¢ = K. El sistema controlado tiene el punto de equilibrio
inestable z{° = 0 debido a que 7 —e > 0 y el punto de equilibrio estable z5° debido a
que —r + ¢ < 0. Con el objetivo de hacer los puntos de equilibrio z5¢ y 25 virtuales,

se debe escoger el valor de umbral z;;, en la siguiente faja de valores

o <y < a5 = K,

este caso es mostrado en la Figura 3.1.(a). El calculo del valor de ¢ debe satisfacer
la restriccion 3.16). Para los valores de los parametros dados en la Figura 3.1.(a), el
valor de ¢, es:

e1 =03 <.

2. Cuando € > r.

En este caso el sistema libre tiene el punto de equilibrio inestable z3¢ = 0 y el punto
de equilibrio estable x5° = K. El sistema controlado tiene el punto de equilibrio
estable 2§ = 0 y el punto de equilibrio 25 no tiene sentido ecoldgico pues es un
valor negativo. Con el objetivo de hacer los puntos de equilibrio 2{* =0y 25° = K

virtuales, se debe escoger el valor del umbral z;, en la siguiente faja de valores

O<I‘th<K7

este caso es mostrado en la Figura 3.1.(b). El valor de £, para los valores de los

parametros dados en la Figura 3.1.(b) es:

e =12>r.

Observacién 2 Como se puede observar la localizacién del umbral desempefia un papel

importante en el disefio del control, pues el objetivo es hacer que los puntos de equilibrio
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Punto de Equilibrio
Virtual del Sistema
sin control

Punto de Equilifrio
Virtual del Sist¢ma

/ con control

@
0 TY=—Tih—= z 5 Tih K z

(a) (b)

FIGURA 3.1: (a) Equilibrio con una curva de tasa de consumo lineal con inclinacién media (e; < 7).
Puntos de equilibrio del sistema libre — 25¢, ¢ = 0. Puntos de equilibrio del sistema con
pasteo — z§¢, x{¢ = 0. Valores de los parametros: r = 1, ¢1 = 0,3, x4, = 0,85, K = 1.
(b) Equilibrio con una curva de tasa de consumo lineal con inclinacién grande (¢5 > 7).
Punto de equilibrio del sistema libre 25¢ = K. Punto de equilibrio del sistema con pasteo
x5¢ = 0. Valores de los parametros: » =1, e5 = 1,2, x4, = 0,5, K = 1.

Punto de Equilibrio
Virtual del Sistema
con control

estables de cada estructura al escoger la posicién del umbral se conviertan en puntos de

equilibrio virtuales.

3.3.3 Simulacién del Comportamiento del Modelo Noy-Meir su-

jeto a una Politica de Umbral

En la Figura 3.2 se muestra las simulaciones de la evolucién de la densidad de la vegetacion
en el tiempo que resulta de la aplicacién de la politica de umbral en cada caso descrito en

las Figuras 3.1.(a) y 3.1.(b).

Observacién 3 En la simulacidn, la politica discontinua de umbral (on-off) estabiliza el
sistema alrededor del nivel de umbral x = x;;,, con una rapida alternacién entre pasteo y
no pasteo. La densidad de la vegetacion se ‘estabiliza’ en una oscilacién de alta frecuencia

alrededor del valor de umbral x,,.

Esto demuestra que la aplicacién de esta politica no es recomendable y motiva el si-

guiente desarrollo, el cual es el disefio de una politica continua de similares caracteristicas.
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04r 0.2

02 . : 4 o1l

. 2 Zg ; 3; 4 0 Dg i .1£ é 2; 3
Tiempo Tiempo

(a) (b)
Figura 3.2: (a) Densidad de la vegetacion z, cuando € < 7, como una funcién del tiempo, sujeto a la
PU cone; = 0,3, 25 = 0,7, g = 1 y x4, = 0,85. (b) Densidad de la vegetacién x, cuando

e > r, como una funcién del tiempo, sujeto a la PU con e¢5 = 1,2, r = 1, 23° = K,
5¢ =0y z¢, = 0,5.

3.3.4 Diseiio de la Politica Continua de Umbral

Considerase el siguiente modelo sujeto a una politica continua de umbral ¢(7, o)

d
d—f — rx(l—%)—a?l‘qb(ﬂd), (3.26)
Ur = )—8$¢(T,O'>

siendo que ¢(7,0) es la politica continua de umbral definida como en (2.23) y 7 es el
umbral definido como

Ti=1T — Ty (3.27)
donde z;, es el valor del nivel de umbral.

Note que, para analizar esta politica, serd necesario considerar tres regiones. La idea es
escoger ¢ de forma que el sistema tenga su punto de equilibrio real (y deseado) dentro de
la regién lineal del control, es decir —o < 7 < o, y que los equilibrios en las dos regiones
restantes (7 > o y 7 < —0o) sean virtuales. El anélisis en cada regi6n es como se muestra

a continuacion:
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FIGURA 3.3: El control, en la simulacién, oscila en alta frecuencias cuando la densidad de la vegetacion
se ‘estabiliza’ alrededor del valor de umbral x;,, esto porque el método de integracién
utilizado, Euler, presenta errores de aproximacion, motivo por el cual se presenta oscilacién

en alta frecuencia.

e

o
[

Tlempo

1. Regién 7 < —o: La dinamica es
xr
r=ra (1- —) .
T=rx ( %
Los punto de equilibrio son mostrados en la Tabla 3.3.

TABLA 3.3: Clasificacion de los Puntos de Equilibrio del Modelo Noy-Meir sometido a una
Politica Continua en la Regi6n sin Control

Punto de Equilibrio |  Autovalor Clasificacién
z3¥ =10 Positivo, | Equilibrio Inestable
=K Negativo, —r | Equilibrio Estable

2. Regiéon —o < 7 < ¢: La dindmica en esta regién es descrita a seguir
. x
t=rzx <1 — E) —ecxo(r,0).

Los puntos de equilibrio del sistema en esta regién son mostrados en la Tabla 3.4.

Se desea que el equilibrio 257 sea igual al valor del umbral z;;,, de esta forma se puede
2

calcular el valor de ¢
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TABLA 3.4: Clasificacién de los Puntos de Equilibrio del Modelo Noy-Meir sometido a una
Politica Continua en la Regién Lineal

Punto de Equilibrio Clasificacién
z7=0 Equilibrio Inestable
4+ (T —0) 5=
ryl = <Tth - ) 3¢ Equilibrio Estable
LA + =
K 20

3. Regién 7 > o: La dinamica es

; (1_£>_
r=rx K EX.

Los puntos de equilibrio son mostrados en la Tabla 3.5.

TABLA 3.5: Clasificacion de los Puntos de Equilibrio del Modelo Noy-Meir sometido a una
Politica Continua en la Region con Control

Punto de Equilibrio | Autovalor Clasificacién
2 =0 Positivo | Equilibrio Inestable
x5 = K (1 —¢/r) | Negativo | Equilibrio Estable

3.3.5 Simulacién del Comportamiento del Modelo Noy-Meir su-

jeto a la Politica Continua de Umbral

Las simulaciones son dadas para diferentes valores de los parametros, como son indicadas

en la leyenda de la Figura 3.4.

Observacién 4 Notar que con una politica continua se resuelve el problema de oscilacién
de alta frecuencia. La vegetacién ain estabiliza en el nivel de umbral deseado xy;,. En la

Figura 3.4 se muestra la respuesta del sistema a una politica continua de umbral.

Observaciéon 5 Notar que ), es seleccionado de la siguiente manera:

JZ'SC + xgc
Tih = 9 ;
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Densidad de la Vegetacion Densidad de la Vegetacion

[— Densidad de la Vegetacion | [— Densidad de la Vegetacion |
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0.3

0.2

01fF

01r

FIGURA 3.4: (a) Densidad de la vegetacién = como una funcién del tiempo, sujeto a la politica continua
de umbral con e = 0,3, r =1, 0 = 0,05, z5° = 0,7, 25¢ = K y x4, = 0,85. (b) Densidad
de la vegetacién x como una funcién del tiempo, sujeto a la politica continua de umbral
cone =0,833,g=1,0=0,05 25 =0, 5= K y 24, = 0,5.

y o es escogido arbitrariamente de manera que cumpla la siguiente restriccion: si xy, es

escogido como el valor intermedio de x5° y x5 el valor de o debe satisfacer

ScC cc
Ty — Ty

<
g 2

caso contrario,

2 Sc cc
o =min{x3’ — x4, , T — 25}

3.4 Modelo de un Sistema de Pesca sujeto a una

Politica de Umbral

El modelo Collie-Spencer fue estudiado en el area de la gerencia de pesca (Collie y Spencer,
1993; Quinn y Deriso, 2000). Este modelo es definido como en (3.9) y se afiade un término

de pesca ¢ . Por lo tanto, el modelo resultante tiene la siguiente forma:

dx x ¢y 22
R
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en el cual x es la densidad poblacional de los peces y ¢ es la tasa de consumo de pesca
(esfuerzo de control). El estudio de este modelo fue realizado para investigar los efectos de

la pesca en la dindmica de la poblacién.

Modelo Collie—Spencer sujeto a una Politica de Umbral

El modelo Collie-Spencer sujeto a la PU en el término de la pesca es mostrado a continua-

cién:

dx z ¢ 2
il (1—E> R —cxo(r), (3.29)
Ur = 81}@5(7’),

siendo que u, es el control a ser disefiado, ¢ es el esfuerzo de control y ¢(7) es la PU

definida en (2.22) en la cual 7 es la variable que define el umbral, definido como
Ti=1T— Ty (3.30)

y x4, €s el valor de nivel de umbral.

3.4.1 Analisis de los Puntos de Equilibrio

Para poder clasificar los puntos de equilibrio de cada sistema, se necesita linealizar el mismo,

obteniendo

1. Sistema sin control o libre, cuando 7 < 0, i.e. ¢(7) =0,

4 27 201 d*x
r) =T — —= T — 5,
<0 K& (& +a2)?

2. Sistema con control, cuando 7 > 0, i.e. ¢(7) =1,

4 2r 201 d*x
=T — —— ———
= K= (& + 22)?

Con la linealizacién realizada, analizamos los puntos de equilibrio.
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1. Sistema Libre

Cuando ¢(7) = 0, es decir, el sistema para el cual no es permitida la pesca, la
dindmica es como se muestra a continuacion:

dx (1 x > c 2

—=rz(l—=)— ——.

dt K d? + x?

El primer término de la ecuacién representa el crecimiento de la especie, funcién
logistica 7z (1 — 2/ K), el segundo término representa el consumo de las presas por
los predadores, cuya densidad es considerada constante. Los puntos de equilibrio del
sistema son en total cuatro, dos de los cuales son imaginarios conjugados que no
seran tomados en cuenta, pues sélo se consideran los puntos de equilibrio de valor

real, los cuales son mostrados en la Tabla 3.6, siendo que los términos 777 y T,/

son mostrados en el Apéndice A.1.

TABLA 3.6: Clasificacién de los Puntos de Equilibrio del Modelo Collie-Spencer sin Control

Punto de Equilibrio Autovalor Clasificacion
i —1 Positivo, g | Equilibrio Inestable
L AL

sc __
x2 —

free\ 3

I (Tl ) 2 free 1 . ofel. o
-~ — —Ty" + -K | Negativo | Equilibrio Estable
6 r 3 3

2. Sistema con Pesca

Cuando ¢(7) = 1, es decir, sistema para el cual esta permitida la pesca, la dinamica

es como se muestra a continuacion:

dx x ¢y 22

a=r (%) mrae

El primer término de la ecuacidn representa el crecimiento de la especie, funcién
logistica = (1 — x/K), el segundo término representa el consumo de las presas por
los predadores, cuya densidad es considerada constante, el tercer término representa
la pesca, que es proporcional a la densidad poblacional de la especie. Los puntos de

equilibrio del sistema con pesca son en total cuatro, dos de los cuales son imaginarios
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conjugados y no seran considerados, puesto que sélo nos interesa los puntos de equi-
librios con valor real, los cuales son mostrados en la Tabla 3.7, siendo los términos

Trom y T5°" los cuales son mostrados en el Apéndice A.2.

TABLA 3.7: Clasificacion de los Puntos de Equilibrio del Modelo Collie-Spencer con Con-

trol.
Punto de Equilibrio Autovalor Clasificacion
=0 Positivo | Equilibrio Inestable
1
1(77°™)s 2 1K (— , e
s = 1@r 2 5"+ 1R (=ze+r) Negativo | Equilibrio Estable
6 r 3 3 r

3.4.2 Diseiio de la Politica de Umbral

El grafico de dx/dt sin control, es una curva convexa que intersecta el eje = en el origen y
en el punto z5° = x,,. La curva de pesca es una linea recta que pasa por el origen con una
inclinacion e.

Considerase valores positivos para el esfuerzo, es decir ¢ > 0. En este caso el sistema
libre tiene un punto de equilibrio inestable 3¢ y un punto de equilibrio estable z5¢ = x,,. El
sistema con control tiene un punto de equilibrio inestable 2 = 0 y un punto de equilibrio
estable z5°. Con el objetivo de convertir los puntos de equilibrio 25 y x5 en virtuales, se

debe de escoger el valor del umbral z;, en la siguiente faja de valores:
xy < xy, < T,

este caso es mostrado en la Figuras 3.6.(a) y 3.6.(b). El valor de ¢ debe de satisfacer la

siguiente restriccién -
o f@m) = cena(@m) _ f(xum)
Tth Tth

Explicaciéon Grafica

Explicando graficamente lo que sucede con la dindmica del modelo Collie-Spencer cuando

se afiade el término de pesca.
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FIGURA 3.5: Dindmica del modelo Collie-Spencer sin término de pesca, es decir, f(x) — cena(®).
En la Figura 3.5 se muestra las caracteristicas de las no linealidades del modelo Collie—

Spencer sin el término de pesca (sistema libre). Notese que el sistema libre tiene dos puntos

de equilibrio: el origen que es inestable y z,,, = 25¢ que es estable.
2

(@), Conal) i e F(&), Cond(2) 2Zo
Region sin
Control - ) iy
AN Region con Regioh sin ,--1- Region con
F(@) = cena(),/ Control Control Control
) \\f(T) Cend()
Punto de Bquilibrio \ Punto de Equilibrio < Punto de Equilibrio
Virtual del Sistema Y, Virtual del Sistema . *\ Virtual del Sistema
con control . sin control ,"Punto de Equilibrio sin control
\ 8 / " Virtual del Sistema N
N con control \.
0 T =— Tth —= Ty T 0 Tt L x

(a) (b)
FIGURA 3.6: (a) Equilibrios con una tasa de pesca lineal con inclinacién media ¢, z,, es el punto de
equilibrio real estable de la dinamica sin control. (b) Equilibrio con una curva de tasa de

pesca lineal con inclinacién grande ¢, el origen es el Ginico punto de equilibrio real estable
de la dinamica con control.

En la Figura 3.6.(a) se muestra la dinamica del modelo Collie-Spencer con el término
de pesca (sistema controlado). Notese que el valor del esfuerzo de control ¢ tiene un
valor medio. El término de pesca intersecta la curva f(z) en dos puntos, el origen que es
inestable y x5 con valor positivo y estable. Por lo tanto, para que los puntos z5° y 25 = z,,

se conviertan en puntos de equilibrio virtuales, el valor del nivel de umbral debe satisfacer

x5 < Xy < Ty

y, con esta seleccion, el sistema sujeto a la PU (control conmutado) posee un equilibrio
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globalmente estable, x;,, alcanzado por medio de un modo deslizante.

En la Figura 3.6.(b) se muestra la dindmica del modelo Collie-Spencer controlado con
un otro conjunto de pardmetros. Notese que el Gnico punto de equilibrio del sistema es el
origen, el cual es estable (el valor del esfuerzo de control ¢ tiene un valor grande). Por lo
tanto, para que los puntos 0 y x,, se conviertan en puntos de equilibrio virtuales, el valor

del nivel de umbral debe satisfacer:
0<ay, < Tm,

y nuevamente el equilibrio x;, es alcanzado por medio de un modo deslizante.

Observaciéon 6 El anélisis grafico, Figura 3.6, muestra claramente la principal ventaja de la
PU, que proporciona una densidad de equilibrio sostenible mayor que aquel proporcionado
por la politica de pesca lineal (sin PU) con el mismo valor de esfuerzo ¢, es decir xy, > ©5°
en la Figura 3.6.(a). En el caso de sobreexplotacién, Figura 3.6.(b), la ventaja de la PU
resalta mas, debido a que la pesca lineal (sin PU) con el valor de ¢ no es sostenible y
provoca extincion, mientras que la PU evita la extincién, estabilizando la poblacién en xy,

con el mismo valor de esfuerzo .

3.4.3 Simulacién del Comportamiento del Modelo Collie—Spencer

sujeto a una Politica de Umbral

En la Figura 3.7 se muestra la evolucién de la densidad de los peces en el tiempo, la cual

resulta de la aplicacién de la politica de umbral para diferentes valores del nivel de umbral

Tth-

3.4.4 Diseiio de la Politica Continua de Umbral

Considerase el siguiente modelo sujeto a la politica continua de umbral ¢(7, o)

dx x ¢y 12
% = rr (1—?>—m—5$¢(7,0), (331)
u, = ex¢(r,0)
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FIGURA 3.7: (a) Respuesta del modelo Collie-Spencer sujeto a la politica de umbral para dos condi-
ciones iniciales g = 12 y 2o = 20. Valor del umbral z;;, = 16,8 y ¢ = 0,4. (b) Respuesta
del modelo Collie—Spencer sujeto a la PU para dos condiciones iniciales xg =4y xg = 8.
Valor del umbral z;;, = 6,8 y ¢ = 0,6. Valores de los parametros: r = 0,6, K = 90,
Cc1 = 4, d=15.

siendo que ¢(7,0) es la politica continua de umbral definida como en (2.23) y 7 es el

umbral definido como:

T = X — Tp,

y zy, es el valor de nivel de umbral.

Notese que, para analizar esta politica sera necesario considerar tres regiones. La idea
del disefio es escoger ¢ de forma que el sistema tenga su punto de equilibrio real (y deseado)
dentro de la regién lineal del control, —o < 7 < g, y el equilibrio en las regiones restantes
(T > 0y T < —0) sean virtuales. A continuacién se muestra solo el analisis en la regién

lineal del control:

1. Regiéon —o < 7 < o: La dindmica en esta regién es descrita a continuacién

2

dx x X
a:T.T (1—E) —m—€x¢<770).

Los puntos de equilibrio son mostrados en la Tabla 3.8, siendo los términos 77¢ y

3¢, los cuales son mostrados en el Apéndice A.3.

Se desea que el equilibrio x5’ sea igual al valor del umbral x;,, de esta forma se
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TABLA 3.8: Clasificacién de los Puntos de Equilibrio del Modelo Collie-Spencer sujeto a
una Politica Continua de Umbral

Punto de Equilibrio Clasificacién
x7=0 Equilibrio Inestable
1(Te)s 1 1K (—c+2
zy! = 6< 17") - ETQCC + 6(+—|—7") Equilibrio Estable

Densidad de los peces

8 — Densidad de los peces
7 x -

6l 4

sl 4

I I I I I I I I
0 1 2 3 4 6 7 8 9 10

Tiersnpo
FIGURA 3.8: Respuesta del sistema sujeto a la politica continua de umbral para dos condiciones iniciales

xg =4y xg = 8. Valores de los parametros: = 0,6, K = 90, ¢; = 4, d = 15, x4, = 6,8,
e = 0,9088, o = 0,08.

puede calcular el valor de ¢ de la ecuacién del sistema (3.31) en el cual se substituye

T = Ty, 1.6., T = 0, obteniéndose

e=2r (1-22) - A
K d? + a3,

3.4.5 Simulacién del Comportamiento del Modelo Collie—Spencer

sujeto a la Politica Continua de Umbral

En la Figura 3.8 se muestra la simulacién de la evolucion de la densidad de los peces en el
tiempo, que resulta de la aplicacién de la politica continua de umbral.

Con lo anterior, queda demostrado que una politica de umbral puede estabilizar un
sistema no lineal de una especie en una vecindad préxima al valor del nivel de umbral y que
una politica continua de umbral puede estabilizar un sistema no lineal de una especie sobre

un nivel de umbral deseado. En el siguiente Capitulo desarrollamos el disefio de una PU
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aplicada a un sistema de dos especies, la dindmica estudiada es la de vegetacién—herbivoro

en sistemas de pastoreo en suelo semiérido.
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Capitulo 4

Diseno del Control Conmutado para
la Dinamica Vegetacion—Herbivoro
en Sistemas de Pasteo en Suelo

Semiarido

Los modelos de los sistemas de vegetacién—herbivoro son de dos dimensiones, pues tratan
de la interaccién de dos especies, una especie es la presa (vegetacion) y la otra es el predador
(herbivoro).

Es conocido (bibliografia) que los estados alternativos de la vegetacién pueden ocurrir en
sistemas de pasteo. Este fenémeno es de gran importancia cuando, por ejemplo, pequeiias
fluctuaciones del medio ambiente pueden conducir a un salto repentino e irreversible entre
estados de la vegetacion. Los modelos desarrollados para explicar los saltos repentinos e
irreversibles de la vegetacion en suelos semiaridos, normalmente asumen que la densidad
de los herbivoros es independiente del estado de la vegetacion. Esta hipétesis fue relajada
y se demostros (bibliografia) que cambios irreversibles en la vegetacién podrian ocurrir en
sistemas donde la dindmica poblacional de los herbivoros es afectado por cambios en la
vegetacion.

Los estados alternativos puede ser entendidos como estados en los cuales la densidad

de la vegetacidn es alta y el otro estado es caracterizado por suelo sin vegetacién. Los
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cambios en el niamero de herbivoros provoca que uno de estos estados desaparezca y de la

consecuencia es un dramatico e irreversible cambio en la densidad de la vegetacién.

El objetivo de este Capitulo es mostrar que al aplicarse una politica de umbral en la
dinamica de la vegetacion-herbivoro, los estados alternativos son evitados. Estos estados
pasan a ser puntos de equilibrio virtuales, los cuales nunca podran ser alcanzados ya que la

dindmica cambia tan pronto como la trayectoria cruza el umbral especificado.

4.1 Modelo Vegetacién—Herbivoro

Un modelo mas realista de sistemas de vegetacién—herbivoro fue propuesto por Van de
Koppel y Rietkerk (2000). Estos autores investigaron las implicaciones de la dinamica
de la poblacién de los herbivoros con la vegetacién regulada, en sistemas sensibles a la
degradacion del suelo, es decir, estudiaron las condiciones para las cuales los estados esta-

bles miltiplos surgen como una consecuencia de la degradacién del suelo.

Aqui se muestra un resumen del modelamiento realizado por Van de Koppel y Rietkerk

(2000), donde la dindmica de la vegetacién es representada por:

dx

o =2 f(2) — ela) v, (41)

en el cual z es la densidad de la vegetacién, f(x) representa el crecimiento per capita de
la vegetacion como una funcién de x, ¢(x) es la tasa de pasteo por los herbivoros e y
es la densidad de los herbivoros. Este modelo considera el fenémeno referenciado como la
degradacién del suelo, dado que f(x) presenta las siguientes caracteristicas: es pequefio en
densidades bajas de la vegetacién, es maximo en densidades intermedias de la vegetacién

y pequefio nuevamente en densidades altas de la vegetacion (en otras palabras, convexa).

Para observar el potencial de los estados estables multiplos en relacién a las condiciones
del suelo y del clima, el crecimiento de la planta f(z) es explicitamente relacionado a
las propiedades del sistema de pasteo en suelo semiarido. Un factor importante para el

crecimiento de la vegetacién es la disponibilidad de agua, asi el crecimiento per capita de
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la vegetacién f puede ser expresada como una funcién de la disponibilidad de agua:

f(z)=hz—-1, (4.2)

h es el coeficiente que relaciona el crecimiento de la vegetacién especifica con la dispo-
nibilidad del agua, z es el agua disponible en el suelo y [ es la tasa de pérdida de la
vegetacion debido a la vejez. La disponibilidad del agua es determinada por la infiltracién

de la precipitacién, absorbida por la vegetacion, evaporacién y drenaje:

dz

™ Zin(T) —pzT —TW 2, (4.3)

zin(x) es la tasa de infiltracién del agua como una funcién de la densidad de la vegetacion,
1 es un coeficiente que relaciona la tasa especifica de absorcién de agua por la vegetacién
en relacion a la disponibilidad de agua y 7y es la tasa de pérdida de agua debido a la

evaporacion y drenaje.

La infiltracién del agua es minima cuando la vegetacién estd ausente, y aumenta con
la densidad de la vegetacién. La relacion entre la infiltracién del agua y la densidad de la

vegetacion puede ser descrita utilizando la siguiente ecuacién:

T+ kz
zin(z) =p ?ko (4.4)

p representa la tasa de precipitacion y es determinado por el clima, z es la minima infil-
tracién del agua en la ausencia de la vegetacién y es determinada por las propiedades del
suelo: las tasas de infiltraciéon son mayores en suelo arenoso que en suelo arcilloso y & es

una constante de saturacién media.

Dado que la dindmica del agua en el suelo actia en una escala de tiempo mas rapida
que el crecimiento de la vegetacion, se asume que la disponibilidad del agua esta préxima
al equilibrio cuando se considera el crecimiento de las plantas: dz/dt = 0. Esta suposicién

permite expresar la disponibilidad del agua como una funcién de la densidad de la vegetacién:

I+k20 1

(@) = p (4.5)

r+k pxr+ry
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Entonces la ecuacién diferencial del crecimiento de la vegetacién para este sistema es:

Z—f = (hz"(x)—1—-by)x, (4.6)

b es un coeficiente que relaciona el consumo per capita con la densidad de los herbivoros.

Se asume que el consumo de los herbivoros ¢(z) generalmente aumenta con la densidad
de la vegetacién. La funcién mas simple utilizada es una de relacién lineal entre el consumo

de los herbivoros y la densidad de la vegetacion.

En los modelos de sistemas con dindmica poblacional de los herbivoros en la naturaleza,
la tasa de cambio de la poblacién de los herbivoros tiene que ser considerada explicitamente.

En muchos modelos vegetacién—herbivoro, la tasa de cambio es representada como

Y (o) - a) v, (4.7

donde g(x) representa el crecimiento per capita de la poblacién de los herbivoros como una
funcion de la densidad de la vegetacion y d representa la tasa de mortalidad. Frecuente-
mente, pero no necesariamente, g(x) se relaciona linealmente con c(x) : g(z) = ec(z),

siendo e la eficacia de crecimiento de los herbivoros.

Para estimar el potencial de los estados estables miiltiplos en sistemas con dindmica de
poblacién en los herbivoros, es necesario incluir la dindmica de los herbivoros en el modelo.
En su forma mas simple, el crecimiento de los herbivoros es modelado por una respuesta
numeérica lineal:

d
d—?i = (ebx —d) y, (4.8)

siendo e el coeficiente de conversién del consumo al crecimiento y d la tasa de mortalidad

natural de los herbivoros.

Por lo tanto, el modelo considerado es el siguiente:

de/dt = (hz*(z)—1—0by)

(4.9)
dy/dt = (ebx—d)y

donde z es la densidad de la vegetacion, y es la densidad del herbivoro, h es el coeficiente
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que relaciona el crecimiento de la vegetacién especifica con la disponibilidad del agua, [ es
la tasa de pérdida de la vegetacién debido a la senectud, b es un coeficiente que relaciona
el consumo per capita con la densidad de los herbivoros, ¢ el coeficiente de conversion del
consumo a crecimiento y d la tasa de mortalidad natural de los herbivoros. En la siguiente
seccién se propone una modificacién apropiada del modelo (4.9), en el cual es aplicada una

PU.

4.2 Dinamica de los Herbivoros en Sistemas de Pas-

teo en Suelo Semiarido sujeto a una PU

Aqui se propone una modificacién del modelo (4.9), en el cual se incluye una PU, el modelo

propuesto es como se muestra a continuacién:

de/dt = (hz*(x) —1— ¢1(7)) x,
dy/dt = (¢a(7) —d) y,

(4.10)

con

i 0
¢1(T) = (4.11)

ki si x,y) >0, ki <d ki~d
do(r) =4 m(y) X ! (4.12)

ebr si 7(z,y) <0,

7(z,y) es la variable que define el umbral que crea dos estructuras en el sistema (4.10): (i)
pasteo cuando 7 < 0 y (ii) ausencia de pasteo cuando 7 > 0. Desde que cada estructura
posee sus propios puntos de equilibrio no triviales, la localizacién de 7 determinara si esos
puntos permanecen en su respectiva regién o no equilibrios reales o equilibrios virtuales,

respectivamente.

La justificacién para la modificacién propuesta (4.10-4.12) es la siguiente: (i) cuando
7 < 0, la dindmica del modelo propuesto es la misma que el sistema (4.9); (ii) cuando
7 > 0, el pasteo no es permitido, el consumo por los herbivoros es cero, lo cual significa

que la densidad de la vegetacién puede recuperarse. Por otro lado, la densidad de los
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herbivoros comienza a decrecer, porque ellos no pueden pastear, pero pueden comer otros
alimentos menos sabrosos y menos nutritivos, lo que conduce a la hipétesis de que la tasa

de crecimiento de los herbivoros es cero o ligeramente negativa (k; < d, k; ~ d).

Puntos de Equilibrio del Sistema sujeto a una Politica de Umbral

El sistema (4.10) sujetos a las PU (4.11) y (4.12), tiene los siguientes puntos de equilibrio:

1. Para 7 < 0, los cuatro puntos de equilibrio del sistema con pasteo son:

zy = (0,0) Z3* = (25,0
Zg = (a5.0)  ZF = (@)
hz*(acfl")—l-

cc _ d cc __

El equilibrio Z{¢ es un punto localmente estable, los equilibrios Z5¢, Z$¢ son puntos
sillas y el equilibrio Z{¢ es un foco estable. El equilibrio Z{¢ puede ser interpretado
como la extincion del sistema para ciertas condiciones iniciales (colapso del sistema),

vea Figura 4.1.(a).

2. Para 7 > 0, los tres puntos de equilibrio del sistema sin pasteo son:
zy¢ = (0,0) Zy* = (23,0
Zs* = (25,0

siendo que {z5°, 2§} y {x3°, x5°} son las raices de

~lpx*+ (hp—lrw —lkp)x +hpk Wy —lkry = 0.

El punto equilibrio Z7¢ es localmente estable, Z5¢ es un punto de equilibrio silla y
el punto de equilibrio Z5¢ es un nodo estable. El punto de equilibrio Z7¢ puede ser
entendido como la extincién del sistema (colapso del sistema) y el punto de equilibrio

Z5¢ como la extincién del herbivoro (colapso del herbivoro), vea Figura 4.1.(b).

Observaciéon 7 El comportamiento del sistema (4.10): (i) cuando 7(V, H) < 0, Figura

4.1.(a), existen condiciones iniciales para las cuales el sistema tiende e la extincion Z{¢
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FIGURA 4.1: Comportamiento de cada una de las estructuras del sistema 4.10): (a) Cuando 7(V, H) <
(0,063,0), Z§¢ = (39,93,0) y Z5°¢ =

0, los puntos de equilibrio son Z¢ = (0,0), Z5¢ =
(15,9,312). La regi6n gris Q°¢ es el dominio de atraccion de Z¢¢. (b) Cuando 7(V, H) > 0,

los equilibrios son Z5¢ = (0,0), Z5¢ = (0,063,0) y Z5° = (39,93,0). La regién gris Q¢
es el dominio de atraccién de Z;¢. Los valores de los parametros son escogidos como en
Koppel y Rietkerk (2000), i.e., p = 10, Wy = 0,09, k = 5, u = 0,02, ryw = 0,1, h = 0,01,
1=0,1,6=0,01,e=0,2,d= 0,03y ky = 0,0275. Los circulos sélidos grises representan
equilibrios estables, mientras que los circulos abiertos representan equilibrios inestables.

(colapso del sistema), como también existen condiciones iniciales para las cuales el sistema
estabiliza en el equilibrio Z§¢, es decir, el sistema es sensible a la degradacion del suelo; (ii)
cuando 7(V, H) > 0, Figura 4.1.(b), existen condiciones iniciales para las cuales el sistema
va para extincién Z3¢ (colapso del sistema) y los herbivoros tienden a la extincién, Z5°

(colapso de los herbivoros). Para esta estructura, la vegetacién se puede recuperar.

En vista que el origen es un punto de equilibrio localmente estable para ambas estruc-
turas y Z3° es un punto de equilibrio estable, el colapso del sistema o de los herbivoros
es inevitable a menos que sean protegidos mediante una politica. Para esto, es necesario
que las condiciones iniciales de la vegetacion z(0) sea mayor que x5, es decir se exige que

exista un nivel minimo de vegetacion, de manera que el sistema o los herbivoros no colapse.

4.3 Diferentes Tipos de Umbral

Se muestra tres tipos especificos de 7, de facil implementacién, como también los efectos

de estos umbrales en la dinamica del sistema (4.10):
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0 <y < ys°

Umbral Horizontal o del Herbivoro: 7=y — y, si
Umbral Vertical o de la Vegetacion 7 =x — xy, si 23 < xy, < 2
T=y—mz+b si Z{ Zy L

Umbral Inclinado:

conservan su naturaleza.

En todos los casos los equilibrios estables deben ser virtuales cuando la PU es aplicada

al sistema.
YA YA
_ - 7=0
/ N e / N N
lN Region O, !
1 . 1
| | 7ee  Sin pasteo i \ i
V| Zee | Zee .,
/ Q74 / Q74 i Region
! | y \ i Con pasteo
I A SN -T=0 Regidn| |
I \ o I / \
: ' Region ' Sin| pasteo |
. ‘. Con pasteo ™ N
1 NS 0s . ~ L
I > i [
v RN v e TS
cc o = I - - SC 4 cc cc = 3 sC
Z7¢ Zs Z3¢ x zZ5%¢ 7§ Z3¢

(a)

FIGURA 4.2: (a) Representacion grafica de los puntos de equilibrio y la politica de umbral del herbivoro
en el plano de fase = x y (umbral horizontal). (b) Representacién gréfica de los puntos de

equilibrio y la PU de la vegetacién en el plano de fase = x y (umbral vertical). Las lineas

sélidas representan la iséclina de los herbivoros del sistema con pasteo, la linea trazada

representa la iséclina de la vegetacion del sistema con pasteo, la linea punteada representa

la isoclina de la vegetacion del sistema sin pasteo. El origen es un equilibrio localmente

estable. Z{¢y Z5¢ son puntos de equilibrio virtuales y estables. La linea trazada-punteada

representa el umbral 7 = 0.

4.3.1 Umbral del Herbivoro

Este tipo de umbral es definido por un valor critico del herbivoro (y;,) de manera que la
politica es descrita geométricamente como una linea horizontal en el plano de fase = x y
(vegetacién—herbivoro). Esto puede ser interpretado como: cuando el nimero de herbivoros
supera yy, el pasteo es prohibido, y cuando el nimero de herbivoros es menor que y;, €l
pasteo es reiniciado. La representacién grafica de la PU junto con los puntos de equilibrio

de cada estructura es mostrada en la Figura 4.2.(a). Simulaciones de la dinamica sujeta a

una PU del herbivoro son mostradas en la Figura 4.3.

60

Tesis publicada con autorizacion del autor

SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




1ENE3%
_T_ = ¢ | PONTIFICIA
[nl
™
—

TESIS PUCP g:_:_\gsﬁg?m

DEL PERU

Plano de Fase
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(2) (b)

FIGURA 4.3: Simulacién de la PU del herbivoro. (a) La evolucién en el tiempo de z(t), y(t). (b) El
plano de fase del sistema. Note que la estabilizacién es por medio de un modo deslizante
alrededor del valor del nivel de umbral y;;, = 8. Los valores de los pardmetros son p = 10,
Wo=0,1,k=5 p=002 riw =01, h=00L1=0,1b=0,01e=02 d=0,03
k1 = 0,0275.

Observacién 8 El disefio de la PU (es decir, la eleccion del valor del nivel de umbral del
herbivoro y,;,) es determinado por la localizacién de los puntos de equilibrio estables como
puntos de equilibrio virtuales en relacién a la linea horizontal T = y — v, = 0. En este caso
el origen se mantiene como un punto de equilibrio localmente estable. Por lo tanto, existen

condiciones iniciales para las cuales el sistema se encuentra en peligro de ser extinto.

4.3.2 Umbral de la Vegetaciéon

El umbral es definido para un valor critico de la vegetacién z;;, de manera que la politica es
descrita geométricamente como una linea vertical en el plano de fase = x y (vegetacién—
herbivoro). La interpretacion de esta politica es: cuando la vegetacién esta abajo del nivel
critico xy, el pasteo es suspendido y cuando la vegetacion esta arriba del nivel critico el
pasteo es reiniciado. La representacién grafica de la PU junto con los puntos de equilibrio
de cada estructura es mostrado en la Figura 4.2.(b).

El disefio de la PU (es decir, la eleccion del nivel critico de la vegetacion ;) es
determinado por la localizacién de los puntos de equilibrio estables como puntos de equilibrio

virtuales en relacién a la linea vertical 7 =  — x4, = 0. La dindmica resultando es un
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modo deslizante sobre el nivel critico de la vegetacion z;;,, como es mostrado en la Figura
4.4. Este disefio garantiza la estabilizacién del sistema (4.10-4.12) alrededor de un valor
predeterminado de la vegetacién. Nuevamente, dado que los puntos de equilibrio estables

son virtuales, el valor asignado a z;, debe estar entre los valores de z§¢ y x5°.

Observacion 9 Notese que la faja de posibles valores para elegir el valor de umbral es el
intervalo entre x5¢ y x5° (v, € [25°, x5°]), el cual puede ser interpretado como una margen
de error permitido para el posicionamiento del umbral o en la medicién de la vegetacion.

Esto confiere la propiedad deseable de robustez (a estas incertidumbres) de la PU.

Plano de Fase

Densidades poblacionales 45
T T T T

T T
200 — Densidad de la Vegetacion
v — - Dendidad del Herbivoro

| | | | i ; i i ;
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 s 10 15 20 2 30 35 40 a5
Tiempo X

(a) (b)

FIGURA 4.4: Simulacién de la PU de la vegetacién. (a) La evolucién en el tiempo de z(t), y(t). (b) El
plano de fase del sistema. Note que la estabilizacién es por medio de un modo deslizante
alrededor del valor del nivel de umbral x;;, = 30. Los valores de los parametros son como
en la Figura 4.3.

4.3.3 Umbral Inclinado

En este caso el umbral es definido como una suma ponderada de las densidades de la

vegetacién y de los herbivoros, esto matematicamente puede ser expresado como:

T=y—mx+b
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el cual es una linea recta con inclinacién positiva (m > 0) en el plano de fase =z x y
(vegetacion—herbivoro). El procedimiento para determinar la inclinacién de la linea se fun-
damenta en la creacién de puntos de equilibrios virtuales sucesivos. Se debe resaltar que en
este ejemplo la aplicacién de la politica depende del monitoreo de ambas densidades, del
herbivoro y de la vegetacién. Si el umbral del herbivoro o de la vegetacién fuese utilizado,
entonces solamente una de las especies necesita ser monitoreada. Simulaciones de la PU

inclinada son mostradas en la Figura 4.5.

Plano de Fase

Densidades poblacionales

— Densidad de la Vegetacion
— - Densidad del Herbivoro

H H 1 H H 1 1 1 1
) 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 0
Tiempo

(a) (b)
FIGURA 4.5: Simulacién de la PU inclinada. (a) La evolucién en el tiempo de z(t), y(¢). (b) El plano

de fase del sistema. Notese que la estabilizacién es por medio de un modo deslizante

alrededor del umbral. Los valores de los parametros son como los utilizados en la Figura
43.

4.4 Analisis: Umbral de la Vegetaciéon

4.4.1 Calculo de la Dinamica sobre el Umbral de la Vegetacién

Considerase el sistema (4.10), para poder calcular la dinamica sobre el umbral 7 = 2 — x4,

se utiliza la siguiente relacién, obtenida de Utkin (1992)

. S7_]m-<0 STfT>O
c= St (fr<0— fr>0) ST (fT<0 — fr>0)

(4.13)
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donde S 7 es el gradiente del umbral, 2z = [z y]*, f7<C es la dindmica del sistema cuando
7 <0y % es la dindmica del sistema cuando 7 > 0, substituyendo las dinamicas se

obtiene la siguiente ecuacion para la dinamica del sistema sobre el umbral

de/dt = 0

e = (hoip iy~ bo) Bt (i sy 1) =
(4.14)

en el caso del umbral de la vegetacién, la dinamica del sistema sobre el umbral, 7 = . — x4,
depende Gnicamente de la densidad del herbivoro como se muestra en la ecuacién (4.14). La
solucién de la ecuacién (4.14) para el estado estacionario, para los valores de los parametros

de la Figura 4.3, es:
224, (2200 — 215 2y, 4+ 4 22,)

(xth F 5)2

Yy =—

Y

esta ecuaciéon muestra el conjunto de posibles valores de umbral x;;,, para los cuales 1y
es positivo, ver Figura 4.6, que pueden ser considerados para que el sistema estabilice.

Calculase el valor de x;, que maximice 3¢, es decir,

ZBE = 24 63

y el nivel maximo de la densidad del herbivoro es

= 37,53.

Ymax

YA

Ymax

Y

13,75 x;‘;lax 40 Zih

FIGURA 4.6: Curva de posibles puntos de equilibrio del sistema (5, y°?), cuando estd sometido a una
politica de umbral de la vegetacién.
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4.4.2 Conclusién

El control propuesto (PU) estabiliza los sistemas estudiados sobre el nivel de umbral deseado,
siempre que los puntos de equilibrio estables de cada una de las estructuras sean mantenidas
como equilibrios virtuales; por ello los sistemas estabilizan sobre el nivel de umbral, a través
de un modo deslizante. En este sentido observamos dos etapas (fases) en las trayectorias del
sistema: i) Etapa de alcance (modo no deslizante), las trayectorias comienzan en cualquier
condicién inicial y se mueven en la direccién de la superficie de conmutacién (umbral) y
alcanza la superficie en tiempo finito; ii) Etapa de deslizamiento (modo deslizante), en
la cual las trayectorias tienden asintéticamente al equilibrio de deslizamiento. El modo
deslizante es una trayectoria que no es inherente a ninguna de las dos estructuras (Utkin,
1977, 1978; DeCarlo et al., 1988; Utkin, 1992; Edwards y Spurgeon, 1998).

Es pertinente remarcar que el origen en el sistema vegetacién—herbivoro es localmente
estable para ambas estructuras (con y sin control). Por este motivo, existen condiciones
iniciales para las cuales el sistema se extingue, vea la Figura 4.1. La ventaja observada de
la PU, es que la regi6n de atraccién del origen (€2°°) del sistema sin PU, es reducida con
la aplicacién de la PU a una regién de atraccién del origen menor (2°¢). La PU consigue
estabilizar el sistema vegetacién—herbivoro sobre el nivel de umbral; por lo tanto se puede
conjeturar que la productividad y la rentabilidad pueden ser maximizadas para una eleccién
adecuada del umbral.

El modelo original, ecuacion (4.9), tiene dos puntos de equilibrio, siendo uno de estos
el origen y el otro el punto (15, 9,375).

Con la modificacion propuesta, la ecuacién (4.10), y aplicando un umbral en la vegeta-
cién, se obtiene el equilibrio (x4, y°?). Ademas si la productividad del sistema es expresada
en funcién de la densidad de los herbivoros, entonces, se puede deducir que, la densidad
y°? puede ser maxima para un determinado valor de umbral z;,.

Por lo tanto, el modelo propuesto (con PU) tendra una productividad mayor que en el
caso original.

Una vez descrito el disefio de la PU en un sistema de dindmica vegetacién—herbivoro,
desarrollamos un analisis econémico de la PU en un sistema de una especie, para facilitar

los calculos matematicos.
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Capitulo 5

Comparacién de la Productividad y
Rentabilidad Sostenible para

Modelos de Una Especie

5.1 Modelo sometido a una Politica de Tasa de Pesca

Constante

Considerase un modelo unidimensional (de consumo por pesca) con una funcién logistica
de crecimiento, f(z) = rz (1 —2/K), se supone, por ejemplo, que la captura de los peces
por unidad de esfuerzo es proporcional al nivel existente de peces z, en esta seccién no se
esta incluyendo la PU. Entonces el modelo tiene la siguiente forma

dx x

—=rx 1——>— Ex. 5.1

dt ( K) 1 (5.1)
Este modelo también fue estudiado en Clark (1976), Clark (1985), Kot (2001) y Wang y
Wang (2004), en el contexto de la gerencia de la pesca, con el objetivo de obtener una
Productividad sostenible. La tasa de pesca es el producto de tres factores: ¢ es el esfuerzo
de pesca, ¢ es la constante proporcional que mide la captura y = es el nivel existente de

peces. El producto de la constante proporcional que mide la captura y el esfuerzo de pesca,

qe, es denominado mortalidad de la pesca, tiene la misma dimensién que r y desempefia
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un papel importante. Para simplificar los calculos se normaliza ¢ = 1 y la mortalidad de
la pesca serd denotada como &, expresada, en términos ya conocidos. Cuando la tasa de
crecimiento de la poblacién de peces es igual a la tasa de pesca, los puntos de equilibrio
del sistema (5.1) son:

K
27=0, 23'=—(r—¢).
r

El primer punto de equilibrio, z}?, es inestable y en términos ecolégicos este equilibrio
representaria la extincién del nivel existente de peces. El segundo punto de equilibrio, x57,
es estable (vea Figura 5.1.(a)). En la bibliografia se utiliza el concepto de Productividad
sostenible dado en Clark (1976), citetClark85 y Kot (2001), tomando como referencia el
punto de equilibrio estable x5?, la productividad sostenible! del sistema (5.1) es definida
como

K
Yoin—pv =25 =—(r—e)e. (5.2)
r

Observase claramente, que si € > r, conocido como exceso de pesca, entonces la curva
de remocién y la curva logistica se intersectan solamente en el origen, correspondiendo
a la extincién (vea Figura 5.1.(b)). Asi es necesario que ¢ sea menor que r para que el
sistema tenga un equilibrio no nulo, que en el grafico esta entre 0 y K, precisamente en

zy! = (1 — £)K (vea Figura 5.1.(a)).

%
8
=
—
—
8
=

Ccnd(x>-, d
=l &2

C(’nd(z)v

2 eq _ . eq
x] z K x T =1y K x

(a) (b)

FIGURA 5.1: (a) Equilibrio con una curva de tasa de consumo lineal con inclinacién intermedia (g1 < r).
Puntos de equilibrio del sistema — 257, 2:{? = 0. Valores de los parametros: r = 1, ¢; = 0,3,
K = 1. (b) Equilibrio con una curva de tasa de consumo lineal con inclinacién grande
(2 > r). Puntos de equilibrio del sistema — z5? = 27 = 0. Valores de los pardmetros:
r=1,e =12 K=1.

1La notacién Y,;,_ py significa productividad sostenible sin PU
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5.2 Modelo sometido a una Politica de Umbral

Ahora, considerase una poblacién de peces con crecimiento logistico y que esta siendo
pescado a una unidad de esfuerzo que es proporcional al nivel existente de la densidad = y

con una PU ¢(7),

d
d—j = rx(l— %) —ex (1),
exP(T)

Uyp =

(5.3)

donde ¢ es la mortalidad de la pesca cuando una PU (2.22) es aplicada, 7 es la variable

que define el umbral definido como

T =T — Ttp,

donde x, es el valor de nivel de umbral de la especie, escogido como el equilibrio deseado,

descrito arriba.

Cend(x), f(2)A

5]

Region sin T=0 &
Control

Region con
Control

Region con
Control

Punto de Equilibrio
Virtual del Sistema
sin control

Punto de Equilibrio
Virtual del Sistema
sin control

Punto de Equilibrio
Virtual del Sistema
con control

Punto de Equilifrio
Virtual del Sist¢ma

/ con control|

@
0 Ig'FIH,,"K x Ty Lth K x

(a) (b)

FIGURA 5.2: Puntos de equilibrio del sistema sin pastoreo — x{¢ = 0, x5°. Puntos de equilibrio del
sistema con pastoreo — x° = 0, z5°. (a) Equilibrio con una curva de tasa de consumo
lineal con inclinacién intermedia (1 < 7). 25¢ = (1 — ¢/r) K. Valores de los pardmetros:
r=1,¢e = 0,3, x4 = 0,85, K = 1. (b) Equilibrio con una curva de tasa de consumo
lineal con inclinacién grande (e > 7). 25° = 0. Valores de los parametros: r = 1, g2 = 1,2,
zn =05, K = 1.

cc

Como la PU es discontinua, para calcular la productividad sostenible del sistema (5.3) y
compararlo con la productividad sostenible (5.2), es necesario calcular el valor promedio de

u,. El valor promedio considerado es calculado utilizando el concepto de control equivalente
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(ver Capitulo 2)
T Tth
= (1= T) .
Ureq = 2 ( e (5.4)

de modo que la productividad promedio sostenible? en el equilibrio z,, es:

YPU = ETthUreq =T (1 — %) Tth- (55)

Conclusién

Cuando el sistema (5.1) es sometido a una pesca con una mortalidad de la pesca ¢ > r,
sucede el llamado exceso de pesca (sobreexplotacion), lo cual se convierte en una catastrofe
pues el nivel existente de peces tiende a cero y la productividad sostenible del sistema (5.1)
llega a ser

Ysin—pv = 0.

Ahora, cuando el mismo sistema (5.3) es sometido a una PU con & > r, esta situacion
corresponderia al exceso de pesca si es aplicado continuamente. Por otra parte, fue de-
mostrado que el sistema (5.3) estabiliza en zy, > 0. Por lo tanto, la ecuacién de la produc-

tividad promedio sostenible del sistema (5.3) es

T
Yy =g (1 — %) Tih.

Observacién 10 Esto muestra claramente la ventaja de la PU en una situacién de sobre-
explotacién o exceso de pesca, pues es posible estabilizar sin provocar extincién y mantener

el nivel de productividad promedio.

Observacion 11 La productividad promedio sostenible, Ypy del sistema (5.3), en el equi-
librio de deslizamiento x;,, expresada por la ecuacién (5.5), puede ser maximizada cuando

zg, = K/2, YR = r K/4. Por lo tanto, se obtiene el mismo valor de productividad

max
sin—P

tante estudiada en Clark (1976), Clark (1985) y Kot (2001).

sostenible maxima, v =1 K/4 que en el caso de la politica de tasa de pesca cons-

2Denotada como Ypy, significa productividad promedio sostenible del sistema sometido a una PU
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5.3 Modelo Econédmico de un Sistema de Una Es-

pecie

5.3.1 Pesca de Acceso Abierto con Politica de Tasa Constante

En la teoria de pesca de acceso abierto se predice que el equilibrio en el cual la renta-
bilidad econémica desaparece cuando el esfuerzo se amplia a un nivel ., en el cual la
rentabilidad y el costo de oportunidad son exactamente iguales. Considerase el modelo de
crecimiento logistico con un término de remocién lineal, por simplicidad, como se muestra

a continuacién:

) x
T = rx (l—g)—sx (5.6)
SRsianU = TRsianU - TCsianU iy vasianU(E) —C¢g (57)

donde la variable = denota la biomasa poblacional de los peces, r y K son constantes
positivas referenciadas como la tasa de crecimiento intrinseca y la capacidad de carga del
medio ambiente, respectivamente y ¢ denota la mortalidad de pesca, T'R.;,_rp represen-
ta el beneficio econdmico sostenible del sistema sin PU resultando del esfuerzo ¢, p es
el precio considerado fijo, T'Cy;,_py representa el costo total sin PU donde ¢ es el cos-
to, considerado fijo, por unidad de esfuerzo. La diferencia entre TR,;,_7p ¥ TCyin_pu
es denominada la rentabilidad econémica sostenible y es denotada como SR,;,_py. La

productividad sostenible sin PU del sistema (5.6-5.7) tiene la siguiente forma:

Yon_pu(e) = K (1 . f) . (5.8)

”
Observaciéon 12 Si e > r entonces ocurre una sobreexplotacion, el sistema va para ex-

tincion y la productividad sostenible llega a ser cero, Y, _py = 0.

Ecuaciones (5.6) y (5.7) pueden ser resueltas con facilidad para el nivel de equilibrio de

esfuerzo € = e.:

f =T (1 - p%) (5.9)
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para el correspondiente nivel poblacional z = z.:
Too = —. (5.10)
p

Con el propésito de expresar SR,;,_py como una funcién del esfuerzo de pesca ¢, se

substituye la ecuacién (5.8) en (5.7), obteniéndose

SRym_pv = (Kp (1 - ;) - c> (5.11)

y el valor de € que maximiza SR,;,_py es

) r c €
gl I EF 5.12
2 2 ( pK> 2 (512)
Por lo tanto el valor maximo de SR.;,_py es
rpK ¢\’
SIER P~ (\] _ e 5.13
sin—PU 4 ( pK) ( )

Ahora considerase el mismo sistema, pero en esta ocasién, sujeto a una PU.

5.3.2 Pesca de Acceso Abierto con Politica de Umbral

El modelo es como se muestra a continuacién

: x
T = rx <1 - E) —ex¢(T) (5.14)
u, = exo(r) (5.15)
T = T— Iy (5.16)
SRPU = TRPU — TCPU == prU — CUupy (517)

donde 7 es el umbral y x;;, es el valor de nivel de umbral. Dado que PU es discontinua
y para calcular la productividad sostenible del sistema (5.14-5.17), se necesita calcular la
productividad promedio sostenible, Yy, en el equilibrio x;;,, para esto se utiliza el concep-

to de control equivalente u,., (Capitulo 2), se obtiene la siguiente expresién del control
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equivalente

la productividad promedio sostenible tiene la siguiente forma

Ypu = € Tip Ureg = T T, (1 - x_[?) , (5.18)

el beneficio promedio sostenible T'Rpy; es

Lth
TRpy =pYpy = PTih Ureqg = PT Ty, <1 — %) ;

y el costo promedio total T'Cpy; es como sigue

TCpy = CUreqg =cCT (1 — x—}?) )

Entonces, la rentabilidad promedio econémica sostenible es
rp c
SRPU = TRPU o TCPU o=y ? (K o xth) (xth — ];) (519)

el valor que maximiza SRpy es

max __

Typ, =

(K n f) (5.20)

N | —

y el valor maximo de SRpy se halla

2
. rpK c
SR = 1—— . 5.21

5.4 Comparacién por simulaciéon

En la Figura 5.3 mostramos el diagrama de bloques del modelo de Pesca de Acceso Abierto

sometido a una Politica de Tasa de Pesca Constante, ecuacién (5.6-5.7), elaborado en

Simulink del Matlab.
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FISHERY MODEL

>
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time

X0 control } u L 1 White noise
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X0 Integrator
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Tishery model

5 Sum 7
2 @

control

policy

(a) (b)
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epsilonl »- policy
state x X
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FIGURA 5.3: (a) Diagrama de bloques del modelo (5.6-5.7). (b) Diagrama de bloques de la dindmica
del modelo. (¢) Diagrama de bloques de la Politica de Tasa de Pesca Constante.

FISHERY MODEL
>

state x
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.
White noise
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» | state x control control
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policy policy

(a) (b)
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i
: @
T Gainl Multiport
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FIGURA 5.4: (a) Diagrama de bloques del modelo (5.14-5.17). (b) Diagrama de bloques de la dindmica
del modelo. (c) Diagrama de bloques de la Politica de Umbral.
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En la Figura 5.4 mostramos el diagrama de bloques del modelo de Pesca de Acceso
Abierto sometido a una Politica de Umbral, ecuacién (5.14-5.17), elaborado en Simulink
del Matlab ©). Cabe remarcar que en los modelos implementados en Simulink,
Figuras 5.3 y 5.4, se incluye un factor de ruido blanco de una amplitud de +0,25.

En la Figura 5.5 mostramos la comparacién de la evolucién en el tiempo de las densidades
poblacionales, para las mismas condiciones iniciales 7o = 1y xy = 0,2, de los modelos (5.6-

5.7) y (5.14-5.17).

Densidad de la Vegetacion Densidad de la Vegetacion

0.9 4 0.9

0.8[-! 9 0.8[-!

0.7 q 0.7

0.6 q 0.6

0.5 B B 1 0.5

0.4 1 0.4

0.3 q 0.3

02 . 02
01\‘\A\4\~ | "l
i i ;

I L
8 10 12 0 2 4

| i
6 8 10 12
Tiempo

(a) (b)

FIGURA 5.5: (a) Evolucién en el tiempo de la densidad poblacional del modelo de Pesca de Acceso
Abierto sometido a una Politica de Tasa de Pesca Constante, ecuacién (5.6-5.7). (b)
Evolucioén en el tiempo de la densidad poblacional del modelo de Pesca de Acceso Abierto
sometido a una Politica de Umbral, ecuacién (5.14-5.17). Valores de los parametros: r = 1,
€9 = 1,2, K=1 Y Ttp = 0,5

En la Figura 5.6 mostramos la comparacion de la productividad y rentabilidad, para las

mismas condiciones iniciales o = 1 y zy = 0,2, de los modelos (5.6-5.7) y (5.14-5.17).

Conclusién

Cuando el sistema (5.6-5.7) es sometido a una pesca con mortalidad ¢ > /2, sobreex-
plotacién o exceso de pesca, ocurrird una catastrofe, de la ecuacién (5.8) se deduce que el
nivel de peces va para extincion y la productividad sostenible llega a ser nula, Y;,_py =0
ver Figura 5.6.(a), y la rentabilidad econémica sostenible llega a ser negativa de acuerdo

con (5.11), ver Figura 5.6.(b). Esto comprueba, desde un punto de vista de control, la
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Comparacion de Productividades

— Productividad SIN PU
— Productividad CON PU

Comparacion de Rentabilidades

— Rentabilidad SIN PU
— Rentabilidad CON PU

0.8

CON PU

0.6

0.4

0.2

6
Tiempo Tiempo

(a) (b)

FIGURA 5.6: (a) Comparacién de la productividad de la ecuacién (5.8) con la productividad de la
ecuacion (5.18). (b) Comparacién de la rentabilidad de la ecuacién (5.11) con la produc-
tividad de la ecuacién (5.19).

catastrofe que ocurri6 en Per en el afio de 1973 (Idyll, 1973), cuando la industria de la
anchoveta quebré a consecuencia de la sobreexplotacién de la misma.

Cuando el sistema (5.14-5.17) es sometido a una pesca con € > r, el nivel poblacional
se estabiliza sobre el valor de umbral x;;, por lo que la productividad promedio sostenible,
ray, (1 — x4,/ K), es positiva y la rentabilidad promedio econémica sostenible es positiva
de acuerdo con (5.19), ver Figura 5.6.(a) y (b).

Resumiendo, si una sobreexplotacién ocurre, entonces:

1. la productividad promedio sostenible Ypy es maximizada cuando =y, = K/2 y la
productividad promedio es K /4, exactamente el mismo valor que en el caso de tasa

de pesca constante continua estudiada en (Clark, 1976, 1985; Kot, 2001).

2. el beneficio econémico promedio sostenible es maximizado cuando x;, = (K +
cp~t)/2 y el beneficio promedio es como en (5.21), exactamente el mismo valor

que en el caso sin PU (5.13).

3. Con una PU se puede escoger el valor de nivel de umbral con el cual podemos

maximizar la productividad o el beneficio econémico promedio.

En la Figura 5.7 se muestra un cuadro comparativo del beneficio econémico sostenible
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entre un sistema sin, una politica de umbral y el mismo sistema sometido a una politica
de umbral. Se debe enfatizar que el beneficio econémico promedio sostenible (sistema con
PU) depende explicitamente del valor de nivel de umbral. Normalmente en la referencia bi-
bliografica de la gerencia de recursos renovables, el beneficio econémico sostenible depende
del esfuerzo de pesca, es decir de ¢, este esfuerzo normalmente significa estimar el namero
de barcos, la capacidad de cada barco, lo anterior causa mayores errores de estimacién. Por
lo que, en el caso de la politica de umbral, la Gnica fuente de error de estimacién seria la

estimacién de la densidad poblacional de una determina especie. Resumen de la conclucién

en la Figura 5.7.

:[i )
L =
;5 Msy  TCon-ry, § . TCry MSY
S| smu, SR
MSE
\ ‘ Sobreesplotacién ‘ \
0 53 B\ L gnix K T
€ r c
SRin_pu =€ (pK(l——) —c) SRPU:—p (K —x) (x——)
r K P
SIN politica de umbral COM politica de umbral
1. Sobreexplotacién cuando £ > r/2 1. Situacién de sobreexplotacién
2. MSY cone=r/2 2. MSY con xy, = K/2
3. SR - (beneficio econémico ma- 3. SRBX (beneficio econémico ma-
ximo) cuando € = £,,/2 < 1/2 ximo) cuando wy, = T > K/2
4. SR;,_pu en funcidn de e 4. SRpy en funcién de zy,
5. Manera de proteger sistema, limi- 5. Manera de proteger sistema, au-
tando ¢ mentando z;,

FIGURA 5.7: Comparacién del beneficio econémico sostenible: (a) Sistema SIN politica de umbral (5.6)-
(5.7). (b) Sistema CON politica de umbral (5.14)-(5.17).
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Conclusiones y Recomendaciones

Conclusiones

1. Se demostr6 en esta tesis, que para modelos de una especie utilizados en ecologia
matematica, un control on-off (PU) adecuadamente disefiado permite remocién, sin
provocar extincion. Ello significa que, los sistemas de una especie sometidos a una

PU, estabilizan en una vecindad préxima al valor de nivel de umbral.

2. El control PU posee ventajas en situaciones en las cuales existe sobreexplotacién de
las poblaciones; en el presente trabajo de investigacion se demostr6 que aan ante una
situacion de sobreexplotacion se puede implementar una PU (control) que evitaria la

extincién de las especies estudiadas.

3. En esta tesis el control es considerado como una extraccién (consumo, remocion)
de una determinada especie. El control disefiado satisface las siguientes restricciones:
(i) simplicidad de implementacién; (ii) no negatividad; (iii) monitorizacién minima;
(iv) fomenta coexistencia. Estas restricciones son impuestas, debido al hecho que las

densidades poblacionales resultan siempre positivas.

4. Con el control propuesto(PU), la densidad poblacional estabiliza sobre el nivel de
umbral deseado (escogido) y como se ha demostrado es posible obtener una produc-

tividad y rentabilidad positivas, ver Capitulo 5.

5. La PU es una versién mas simple del control on-off, el mismo que tiene como valores
de control —u o +u, dependiendo de la estructura. El control on-off estudiado en los

sistemas de control de estructura variable (VSCS) tiene las siguientes caracteristicas:
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i) invariancia a perturbaciones externas; ii) invariancia a incertidumbres en los para-
metros (Utkin, 1977, 1978, 1992). Se observa que el control disefiado (PU) hereda

las caracteristicas de robustez del control de estructura variable en general.

6. Los conceptos utilizados de la teoria de control son: control on-off, funciones de
Lyapunov con control (CLF), punto de equilibrio virtual, los cuales son de facil inter-
pretacién. Esto permite que el disefio del control (PU) tenga un analisis matematico
simple y de sencillo entendimiento. Esta combinacién de conceptos sirvié para in-
troducir un equilibrio globalmente estable en los modelos no lineales de una especie

utilizados en la ecologia matematica.

Recomendaciones

1. La idea que esta tesis ofrece es, de mantener el nivel poblacional sobre un nivel
de umbral deseado de manera que la rentabilidad y productividad sean lo maximo
posible, de acuerdo al nivel poblacional actual. Asi, es de verse que la catastrofe de la
anchoveta en el mar peruano ocurrida en los afios 70, pudo ser evitada si se hubiese
respetado la recomendacién de los especialistas: pescar hasta lo maximo 10 millones
de toneladas por afio. En aquella época una mejor y mas rigurosa fiscalizacién, hubiese
ayudado a mantener los niveles de productividad y rentabilidad adecuados. Estudios
indican (Idyll, 1973; Clark, 1976, 1985) que el nivel poblacional de la anchoveta niinca

se recupero hasta el nivel que tenia antes del afio de 1970.
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Futuros trabajos

1. Creemos conveniente, saber qué modelo se adecua mejor al sistema de pesca en el
mar peruano; a partir de ello, seria interesante estudiar este modelo adicionando otros
modelos econémicos mas realistas, considerando el precio y el costo fijos y/o variables.
En el mismo ambito, convendria saber qué tipo de politica es la mas adecuada para
el sistema del mar peruano. Estudios muestran que la politica de umbral presenta
mejores resultados que las politicas de cuota constante y que la politica de tasa de
pesca constante (Collie y Spencer, 1993; Funk y Rowell, 1995; Quinn y Deriso, 2000;
Hjerne y Hansson, 2001; Milner-Gulland et al., 2001).

2. Medir con exactitud la densidad poblacional de los peces es imposible, puesto que la
dindmica esta sujeta a variaciones de los parametros del sistema, a perturbaciones en
la medida de los estados del sistema y normalmente solo se dispone de una estimacién
de los estados del sistema (densidades poblacionales). Un futuro trabajo seria: i) incluir
en el modelo perturbaciones en los estados y aplicar la politica de umbral, verificar la
robustez de dicha politica a este tipo de perturbaciones; ii) mismo modelo, incluyendo

un estimador (observador) de los estados del modelo, verificar robustez.

3. Estabilizar un sistema, con un determinado control, en un punto de equilibrio deseado
es una exigencia muy fuerte. La politica de umbral utilizada, viene siendo muy criticada
por el fenémeno de chattering que se origina debido a su aplicacién, y otra critica es
que dicha politica es poco realista. Una manera de hacer que esta politica sea mas
realista es considerando el efecto de histéresis en el control, lo que probablemente
origine un movimiento oscilatorio, y se debe verificar si este movimiento oscilatorio

es limitado, estable y aislado (ciclo limite).

4. Para el modelo vegetacién—herbivoro estudiado, seria necesario calcular la productivi-
dad y la rentabilidad promedio sostenible, sabiendo que se trata de una modificacién

del modelo original desarrollado por Van de Koppel y Rietkerk (2000).

5. Existe un creciente interés en encontrar controles para aplicaciones en la biologia,

como por ejemplo, estabilizar poblaciones de virus en niveles bajos; por tanto un
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futuro trabajo seria extender el control propuesto para modelos semejantes en la

dindmica de virus (VIH).

6. Modelos de mayor dimensién, entre los cuales estan, el de un quimiostato simple
del tipo dos nutrientes y una fuente de alimento. Un futuro trabajo seria extender
la aplicacién del control propuesto para este tipo de modelos, que son cominmente

utilizados en la industrializacién de productos lacteos, e.g., yogurt.
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Anexo A

Términos del modelo

Collie—Spencer

A.1 Términos del Sistema Libre

Tlfree _ (727“Kd2 _ 3601K2 + 8K3T + 12\2/ 3T3) T27
3rd* + 3¢, K*r

T2free _ . 7
(T1)°
pfree _ (4r3d? — Ar) K* + (4¢3 — 2002dPcright) K3 + (8r3d* + 12rd*c?) K?
] =
,
n 12r2d*cy K + 4r3d°
. :
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A.2 Términos del Sistema Controlado

con
Tl

con
T2

con
T3

—T2Ker?d? 4 36ercy K2 — 8K3e® + 24 K3e%r — 24 302 + T2 K r3d?

—36r2c1 K2 + 8K3r® + 12/3T5,

3r2d? + 3re; K — K?e? 4+ 2K%er — K?r?
r(Th)3

(—20rd?c  K3e? + 40rd*c, KPe + 8r*d*K? + 4rc K* — r*cd K*

Y

+4rt P K —16r3d? Kte — 16rd> K*e3 + 24r2d* K*e? — 16r°d* K2e
+12r% 2 K? — 20r°dPe, KP + Ad° K*e* + 12r3d e K + 8r2d* K2&?

—A K + 2rcd Ke + 4rtd®)r.

A.3 Teérminos del Sistema con Politica Continua

cc
TI

cc
T2

cc
T3

—36Ker?d® + 18erci K? — K3¢® + 6 K3¢%r — 12e K312 + 72K 13 d?

—36r2c; K? 4 8K3r3 + 6/3T5,

12r2d% + 12rc1 K — K?€2 + 4K?er — 4K%r?
r(Ty)3

(—20rd*c; K*c* + 80r°d®c; K®e + 32r'd* K? + 16rci K* — 4r*c K*

Y

+16r*d2K* — 32’ Ke — 8rd? K*e3 + 24r2d* K*e? — 32r3d* K 2e
+48r2d* K2 — 80r3d?cK® + d* K*e* + 48r3d*c) K + 8r?d* K ?&?

—A K% + drci K'e + 16r*d%)r.
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