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Resumen

En la presente tesis se estudia una forma de encontrar dominios de Fatou-
Bieberbach, a partir de un automorfismo de C". Especificamente estos domi-
nios seran las cuencas de atraccién hacia un punto fijo del automorfismo. El
trabajo estd basado en la investigacién desarrollada por Jean Pierre Rosay
y Walter Rudin en [RR88]. En el primer capitulo se desarrolla los prelimi-
nares que necesitamos para la demostracion de los teoremas de los capitulos
posteriores: basicamente, el estudio de aplicaciones holomorfas y teoria es-
pectral de operadores lineales. En el segundo capitulo se prueba una version
débil del teorema principal de este trabajo. Este teorema nos brinda varios
ejemplos interesantes de dominios de Fatou-Bieberbach en C?. Finalmente,
en el capitulo 3 se desarrolla el teorema principal de la tesis. Se prueba que
si un automorfismo tiene un punto fijo y en ese punto fijo su radio espec-
tral es menor que uno, entonces la cuenca de atraccién del punto fijo via el
automorfismo es un dominio de Fatou-Bieberbach.



Abstract

In this thesis we study a way to find Fatou-Bieberbach domains from an
automorphism of C". Specifically, these domains will be the basins of attrac-
tion towards a fixed point of the automorphism. The work is based on the
research developed by Jean Pierre Rosay and Walter Rudin in [RR8S8]. In
the first chapter the preliminaries that we need for the proof of the theorems
of the later chapters are developed: basically, the study of holomorphic ap-
plications and spectral theory of linear operators. In the second chapter a
weak version of the main theorem of this work is proved. This theorem gives
us several interesting examples of Fatou-Bieberbach domains in C2. Finally,
in chapter 3 the main theorem of the thesis is developed. It is shown that
if an automorphism has a fixed point and at that fixed point its spectral
radius is less than one, then the basin of attraction of the fixed point via the
automorphism is a Fatou-Bieberbach domain.
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Introduccion

En la presente tesis se estudia una forma de encontrar dominios de Fatou-
Bieberbach, a partir de un automorfismo de C”. El trabajo esta basado en la
investigacién desarrollada por Jean Pierre Rosay y Walter Rudin en [RR88].
Los dominios de Fatoiu-Bieberbach tienen propiedades importantes, ya que
son subconjuntos propios que son biholomorfos a C". Estos dominios no exis-
ten en C. Los pioneros en el estudio de tales conjuntos fueron los matematicos
Pierre Fatou y Ludwig Bieberbach ([Fat22] y [Bie33]).

En el primer capitulo se desarrolla los preliminares que necesitamos para
la demostracion de los teoremas de los capitulos posteriores: basicamente, el
estudio de aplicaciones holomorfas y teoria espectral de operadores lineales.
En el segundo capitulo se prueba una versién débil del teorema principal de
este trabajo. Este teorema nos brinda varios ejemplos interesantes de domi-
nios de Fatou-Bieberbach en C?. Finalmente, en el capitulo 3 se desarrolla
el teorema principal de la tesis. Se prueba que si un automorfismo tiene un
punto fijo y en ese punto fijo su radio espectral es menor que uno, entonces
la cuenca de atraccion del punto fijo via el automorfismo es un dominio de
Fatou-Bieberbach.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentaremos conceptos y resultados preliminares que
nos serviran en el desarrollo de nuestro trabajo. Por tratarse de nociones
bésicas omitiremos en algunos casos las demostraciones.

1.1. Operadores lineales en espacios vectoria-
les normados

En esta seccién definiremos lo que es un operador lineal sobre un espacio
vectorial normado. También se definird lo que es un operador lineal acotado,
luego se daran algunos resultados sobre operadores acotados pueden ser con-
sultado en [Lagl4]. Finalmente, probaremos que los operadores invertibles es
un conjunto abierto de los operadores lineales acotados.

Definicién 1.1. Sean E, F' espacios vectoriales y K un cuerpo. Una trans-
formacion lineal A : F — F es una correspondencia que asocia a cada
vector u € E un vector A(v) € F de forma que se cumplen las siguientes
propiedades :

1. A(lu+v) = A(u) + A(v), Yu,v € E;
2. Alau) = aA(u), Vvae K yu € E.

La suma de dos transformaciones lineales A, B : E — F' y el producto
de una transformacion lineal A : F — F por un escalar o € K son las
transformaciones lineales A+ B : E — F y aA : E — E, definidas res-
pectivamente por (A + B)(u) = A(u) + B(u) y (aA)(u) = aA(u), para todo
u € E. O es el simbolo que indica la transformacién nula O : E — F' defi-
nida por O(u) = 0. Ademas, definimos —A : £ — F por (—A)(u) = —A(u).
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Sea L(FE; F) el conjunto de todas las transformaciones lineales de F en
F', con las operaciones ya indicadas es un espacio vectorial. Cuando F = F
usaremos la notacién L(E) en vez de L(FE; E). Las transformaciones lineales
A: E — F son llamados operadores lineales. Por su parte, las transforma-
ciones lineales ¢ : £ — K son llamados funcionales lineales. Escribase E*
en vez de L(E; K). El conjunto E* es llamado el espacio vectorial dual de E.

Definicién 1.2. Sean F, F' espacios vectoriales. Una transformacién lineal
A E — F se dice que es acotado, si existe una constante real C' > 0 tal
que

[A(2)[] < Cl]].

Al conjunto de transformaciones lineales de E en F' que son acotados se
le denota por B(E, F).

Lema 1.3. Si E es un espacio vectorial de dimension finita, entonces cada
operador lineal sobre E es acotado.

Definicién 1.4. Sea E un espacio vectorial normado y A : £ — E un
operador lineal acotado. Definimos la norma del operador A

Az
g =sup 15 e

Con esta norma el espacio vectorial B(F; E') se convierte en un espacio vec-
torial normado.

Lema 1.5. Sean E, F y G espacios normados, T : E — E, T, : F — G y
Ty : E — F operadores lineales acotados. Entonces se cumple lo siguiente

[Ty o To|| < (173 [I| 2], [T} < 177"
Definicién 1.6. Daremos las siguientes definiciones:

1. Una sucesién (z,) en un espacio normado E es convergente si £ con-
tiene un x tal que

lim ||z, —z| = 0.
n—oo

Entonces nosotros escribimos x,, — z y llamamos a z el limite de (x,,).

11. Una sucesién (z,,) en un espacio normado E es de Cauchy, si para cada
€ > 0 existe un entero N > 0 tal que

|em — xa|| <,

para todo m,n > N.
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1. Un espacio vectorial normado E donde toda sucesién de Cauchy es
convergente es llamado un espacio de Banach.

V. Sea(zy) es una sucesién en E. Podemos considerar la sucesién s, de
sumas parciales
Sp = %1+ + Ty

Si s, es convergente a s € E, entonces la serie denotado por

k=1

es convergente. El limite s es llamado la suma de la serie y escribiremos.

)
S = E T =21+ T2+
k=1

Si ||@1]| + ||| + ... converge, la serie (1.1) se dice que es absolutamente
convergente.

Lema 1.7. En un espacio normado de Banach toda serie absolutamente
convergente es convergente.

Teorema 1.8. Cada subespacio de dimension finita F de un espacio vectorial
normado E es de Banach. En particular cada espacio vectorial normado de
dimension finita es de Banach.

Teorema 1.9. Si E es un espacio de Banach, entonces B(E; E) es un es-
pacio de Banach.

Teorema 1.10. Sea T' € B(FE; E), donde E es un espacio de Banach. Si
|IT|| <1, entonces (I —T)™" existe como un operador lineal acotado sobre el
espacio E y

(I-T)' =) Tr=I4+T+T"+---,
k=0
donde la serie es convergente en la norma sobre B(E; E).

Denotemos por R(FE; E) al espacio vectorial formado por todos los ope-

radores lineales invertibles. Probaremos que R(E; E) es un conjunto abierto
de B(E; E).

Teorema 1.11. El espacio vectorial R(E;E) es un conjunto abierto de
B(E; E).
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1
Demostracion. SeaT € R(E; E).Sea A € B(F; E) tal que ||[A-T| < =

si definimos B = T~ ! o A, se tiene que
1T =Bl =T o (T = A < THIT - All < 1.

Usando el teorema 1.10 tenemos que B € R(F; E). Teniendo en cuenta que
A = ToB, concluimos que A € R(E; E). Por lo tanto, R(E; E) es un conjunto
abierto de B(FE; E). O

1.2. Teoria espectral de un operador lineal

De ahora en adelante se trabajarad en espacios vectoriales de dimensiéon
finita. En esta parte se tratara la teoria espectral de un operador lineal . Para
ello definiremos el espectro, el radio spectral. Finalmente, enunciaremos la
formula de Gelfand que nos serd de gran utilidad. Todos estos resultados
pueden ser consultados en [BLS8S].

Definicién 1.12. El espectro de un operador lineal A sobre un espacio vec-
torial complejo (K = C) de dimensién finita n denotado por spec(A) es
definido como el conjunto de todos los A € C tal que el operador A — \I es
no invertible.

A — Al es no invertible si y solo si el subespacio Nu(A — AI) # {0}, es
decir, si y solo si A es un autovalor de A. Se sabe que A es un autovalor de A
si y solamente si A es rafz del polinomio caracteristico pa(A) = det(A — AI).
De esta manera el espectro de A coincide con el conjunto de todas las raices
del polinomio caracteristico p4(A) . En particular, este conjunto es no vacio
y a lo mas tiene n elementos.

Definicién 1.13. Para cada A € spec(A) se define la multiplicidad (alge-
braica) m(\) como la multiplicidad que le corresponde al ser una raiz en el
polinomio caracteristico.

Como consecuencia de la definicién tenemos

Z m(A) = n.

A€spec(A)

Si m(A) = 1 para todo A € spec(A) el espectro de A es llamado simple,
en caso contrario se dice que A tiene espectro multiple.
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Definicién 1.14. Sea A un operador lineal en E, se define el radio espectral
de A como el nimero :
A) = mazx |\
p( ) )\Espec(A)| |

En otras palabras p(A) es el radio del disco més pequeno centrado en cero
que contiene al espectro de A.

Teorema 1.15. La desigualdad
p(A) < || Al
se cumple para cualquier operador lineal A.

Teorema 1.16. (Férmula de Gelfand)
p(A) = Jim [ A¥|]E,
k—o0

esta igualdad no depende de la norma elegida para el operador lineal A.

1.3. Funciones holomorfas en una variable com-
pleja

En esta seccion estudiaremos las funciones holomorfas en una variable
compleja. Mencionaremos algunos resultados sobre este tema que pueden ser
consultados en [GomO1] y [Lin08].

Sea U C C un conjunto abierto y f : U — C una funciéon. Denotaremos
f€0O(U),si f es holomorfa sobre U. Los siguientes teoremas se usaran en el
capitulo 2, nos ayudaran para el desarrollo de algunos ejemplos de dominios
de Fatou-Bieberbach. Para mas detalle se puede consultar [Rem98].

Teorema 1.17. (Mapeo de Riemann) Sea U C C un conjunto abierto y
simplemente conexo. Entonces existe un biholomorfismo entre U y el disco
unitario D(0,1).

En el teorema mencionado un biholomorfismo es una funcién holomorfa
con inversa holomorfa.

Teorema 1.18. (Pequeno Teorema de Picard) Sea f una funcion entera no
constante. Entonces [ toma cada nimero complejo como valor infinitas veces,
CON UNG ETCEPCION COMO MATIMO.
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Lema 1.19. (Hurtwiz) Sea la sucesion f, € O(G) que converge de manera
compacta en G a una funcion no constante f € O(G). Entonces para cada
punto ¢ € G existe un n. € N y una secuencia ¢, € G, n > n., tal que:

lim ¢, =cy fulch) = f(c),n > ne.
n—oo

Corolario 1.20. Sea la sucesion f, € O(G) que converge de manera com-
pacta en G a f € O(G). Si todas las funciones f, no se anulan en G y f no
es idénticamente cero, entonces f no se anula en G.

Definiciéon 1.21. Sea D C C un conjunto abierto y 7" un conjunto en D. Se
dice que T es localmente finito en D, si para cada punto a € D existe una
vecindad V de a tal que la vecindad contiene un ntimero finito de puntos de
T.

Teorema 1.22. (Interpolacion de Mittag- Leffler) Sea D C C un conjunto
abierto y T un conjunto localmente finito en D. A cada punto d € T le
astgnamos un polinomio

pa(z) = Zadv(z —d)".

Entonces existe una funcion holomorfa f en D tal que su serie de Taylor
alrededor de d comienza con el polinomio py.

Para el caso especial de D = C, este teorema significa que existe funcio-
nes enteras que tienen valores arbitrariamente prescritos sobre una sucesion
{d,}22, sin puntos de acumulacién en C.

Teorema 1.23. (Pequeno Teorema de Runge)Sea K C C un conjunto com-
pacto, tal que C\K es conexo. Entonces cada funcién holomorfa sobre K
puede ser aproximado uniformemente sobre K por polinomios.

Lema 1.24. (Criterio M de Weierstrass) Sea Q@ C C un abierto, {f,}>2,
una sucesion de funciones holomorfas en Q. St para cada compacto K C )

existen constantes M, (K) tal que |f,(2)| < M,(K) para z € K y Z M, (K)

n=1
[eS)

converge, entonces la serie E fn(2) converge uniformemente sobre compac-
n=1
tos en ) y define una funcion F' holomorfa en €.
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1.4. Funciones holomorfas en varias variables
complejas
En esta seccién definiremos funcion holomorfa en varias variables, ademas

daremos algunos resultados basicos que son analogos al de una variable com-
pleja. Estos resultados se pueden consultar en [Sch05].

EnC"=Cx..xC=R"4+iR", siw € C" denotaremos a w = (z1, ..., 2, ),
donde z; = zj+1y;, j = 1, ..., n es la descomposicién de la j-ésima coordenada
en la parte real e imaginaria.

Un poliradio es una n-upla de nimeros reales positivos r = (ry, ..., 7).
El polidisco de centro a = (ay, ...,a,) € C" y poliradio r = (r1,...,7,) es el
conjunto

Pra) ={(z1,...,2n) €C" \ |zj —qj| <r; ,¥Vj=1,....,n}.

T

Es decir el polidisco P"(a) es el producto de discos D,,(a;) X ... X D, (a,).
La bola abierta de centro a = (ay, ..., a,) y radio r > 0 es el conjunto

B,(a) ={(z1,...,2,) € C", Z |z — a;|* < r?},
j=1

es decir, es la bola en la métrica euclidiana.

Iz = al =

Definicién 1.25. Sea U C C" un conjunto abierto, f: U — C™, a € U y
||l.]| una norma arbitraria en C". Diremos que:

1. La funcién f es llamado complejo diferenciable en a, si para cada € > 0
existe un 6 > 0 y una aplicacién C lineal:

Df(a):C" — C™
tal que para todo z € U con ||z — a|| < § la desigualdad

1f(z) = f(a) = Df(a)(z — a)|| < €[z —al

se cumple. Si existe Df(a) es llamada la derivada compleja de f en a.
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2.

La funcién f es llamada holomorfa en U, si f es complejo diferenciable
en todo punto de a € U.

El conjunto
OU;C™):={f:U — C™/f es holomorfa }

es llamado el conjunto de aplicaciones holomorfas en U, si m = 1
escribimos

o) = o(U;C),

llamado el conjunto de funciones holomorfas en U.

Las pruebas de las siguientes proposiciones son analogas al caso real por
lo cual lo omitiremos.

Proposicién 1.26. Se tiene los siguientes resultados:

1.

2.

Si f es C diferenciable en a, entonces f es continua en a.
La derivada D f(a) es inica.

El conjunto O(U;C™) es un C' espacio vectorial y

D(af + Bg)(a) = aDf(a) + BDg(a)
para todo f,g € O(U;C™) y para todo «, 5 € C.

Sea U C C™",V C C™ conjguntos abiertos, a € U,
feOoU;V):={p:U — V/p es holomorfa }
y g€ OV;C*). Entonces go f € O(U;CF) y
D(go f)(a) = Df(g(a)) o Dg(a).
Sea U C C™ un conjunto abierto. Una aplicacion

f=01, fm): U —C™

es holomorfa si y solo si las componentes fi, ..., fn son funciones holo-
morfas en U.

O(U) es un C algebra.

17



Ejemplo 1.27. Para cada k = 1, ..., n la proyeccién
pre U — C, (21, ..., 2) — 2
es holomorfa y Dpri(a) = e (el k- esimo vector candnico) para todo a € U.

Ejemplo 1.28. La subélgebra compleja C|z1, ..., z,| de O(C™) generada por
las constantes y las proyecciones es llamado el algebra de polinomios. Estos
elementos son de la forma

> e

aeEN™

con ¢, # 0, solo para un nimero finito de ¢, € C, donde para z € C" y
a € N" usamos la notacion

2 ="z

Qn
o

Tenemos los siguientes resultados andlogos al caso de una variable com-
pleja.

Teorema 1.29. (Liouville) Toda funcion holomorfa acotada f : C* — C
es constante.

Teorema 1.30. (Identidad) Sea 2 C C™ abierto y conexo, a € ), f € O(Q)
tal que f =0 en una vecindad de a. Entonces f es la funcion nula.

Teorema 1.31. (Aplicacion abierta) Sean 2 C C" abierto y conexo, U C )
un subconjunto abierto y f € O() una funcion no constante. Entonces f(U)
es abierto, es decir, cada funcion holomorfa no constante es una aplicacion
abierta.

1.5. O(U) como un espacio topoldgico

En esta seccién estudiaremos la convergencia en el espacio O(U) de las
funciones holomorfas en un conjunto abierto U C C". Para este objetivo
introduciremos la topologia del compacto-abierto sobre O(U). El mayor re-
sultado de esta seccion es el teorema convergencia de Weierstrass. Para ello
estudiaremos los espacios localmente convexos. Para mas detalles puede con-
sultarse [Sch05].
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1.5.1. Espacios localmente convexos

Definicién 1.32. Sea K uno de los cuerpos R o C y V un K— espacio
vectorial. Una seminorma sobre V', es una aplicacién p : V' — [0, +00[ con
las siguientes propiedades:

1. La aplicacién p es positivamente homogéneo p(ax) = |a|p(x) para = €
VyaeK.

2. La aplicacion p es subaditivo p(z +y) < p(z) + p(y) para x,y € V.
Ejemplo 1.33. Cada norma ||.|| en un espacio vectorial V' es una seminorma.

Ejemplo 1.34. Sea R|[a, b] el espacio de funciones Riemann-integrables sobre
[a,b] y sea

b
piRlab — R, f r—>/ F(8)|dt.

Entonces p es una seminorma, pero no una norma, ya que p(f) = 0 no implica
que f = 0. Para ello basta tomar la siguiente funcién

f:la,b] — R

2 si t=b

ft) =
0 si t#b

Seminormas sobre espacios vectoriales pueden ser usadas para construir
topologias en estos espacios.

Ejemplo 1.35. Sea C(U, E) el espacio de funciones continuas de un con-
junto abierto U C C" en un espacio normado de Banach E. Definimos una
seminorma en C(U, F) por

pr(f) = [f]xlse-

Lema 1.36. Sea I un conjunto indexado, V un espacio vectorial (real o
complejo) y (pi)ier una familia de seminormas en V. Para un subconjunto
finito F' C I y e >0 ponemos

Up, = m{x € Vipi(z) < €}

i€F
y definimos

U={Up.le>0,F C I, F finito}.
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Entonces el conjunto
T ={0O C V| para todo x € O existe U € U, tal que x + U C O}
define una topologia en V.

Un espacio vectorial con una topologia inducida por una familia de se-
minormas como en el lema 1.36, es llamado un espacio localmente convexo.
En los espacios localmente convexos, los conjuntos Up,. cumplen el rol de las
e—bolas abiertas B"(0) en C" o R™. Es decir, ellos forman una base vecinda-
des abiertas del cero.

Definicién 1.37. Sea (V, (p;)iecr) un espacio localmente convexo, T la topo-
logia inducida por la familia (p;);e; de seminormas y U la base de vecindades
del cero como se defini6 en el Lema 1.36.

1. Una sucesion (x;);en en V converge al limite z € V, si para cada U € U
existe algin N € N, tal que  —z; € U para j > N.

2. Una secuencia (z;)jen en V es llamada sucesién de Cauchy, si para cada
U € U existe algin N € N, tal que xy, —x; € U para k,l > N.

3. El espacio V es llamado secuencialmente completo con respecto a la
topologia T, si toda sucesién de Cauchy es convergente en V.

Lema 1.38. Una sucesion (x;);en converge a x € V si y solo si

fm p;(z; —x) =0
j—oo

para todo i € 1.

1.5.2. La topologia del compacto-abierto en C(U, F)

Utilizaremos los resultados obtenidos de espacios localmente convexos y
la nocién de convergencia, en el espacio C(U, E) de aplicaciones continuas de
un conjunto abierto U C C™ con valores en un espacio de Banach (£, ||.||).
Es conocido para un conjunto compacto K C C" el espacio C(K, E) es un
espacio de Banach con respecto a la norma

[fll00 = supsex || f(2)]|e-

El hecho importante aqui es la completitud de C(K, E). La completitud
tambien se puede obtener para funciones continuas definidas sobre conjuntos
abiertos.
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Lema 1.39. Sea U C C" conjunto abierto. Para cada j € NT define
. 1
K; = {z e U/|||2|le < g, disty..(z,C"\U) > ;}

Entonces lo siguiente se cumple:

1. Cada K; es un conjunto compacto.
2. Para todo j € N* tenemos K; C K2,,.

3. El conjunto U es la unidn de los K
j=1

4. S1 K es un subconjunto arbitrario compacto de U, entonces existe algun
Jx € NT tal que K C Kj,.
Definicién 1.40. Usando la descomposicion del conjunto abierto U en el le-

ma 1.39, definimos la topologia 7., sobre el espacio C'(U, E') como la topologia
definida por la familia de seminormas

P, (F) = [1f1x; lloo-

La topologia 7, sobre C'(U, E) es llamada la topologia del compacto-abierto
o la topologia de la convergencia compacta.

Proposicién 1.41. Una sucesion (fj);en C C(U, E) converge con respecto a
la topologia T, siy solamente si (f;)jen converge compactamente(uniformemente
sobre cada compacto ) sobre U.

Es importante mencionar que la topologia 7., no depende de la descom-
posicién compacta que se realice de U, es decir, si (K j’) jen es otra descom-
posicién compacta de U, entonces la topologia inducida por las seminormas
Pk’ €s la misma topologia 7., definida anteriormente.

Proposicién 1.42. (C(U, E),T.,) es completo.

Retornaremos ahora al estudio del espacio O(U,C™) de las aplicaciones
holomorfas. Como O(U, C™) un subespacio de C'(U, C™) este hereda la topo-
logia de la convergencia compacta de C'(U,C™). De esta nanera, se tiene el
siguiente teorema.

Teorema 1.43. (Weierstrass) Sea U C C" un conjunto abierto. Entonces
O(U,C™) es un subespacio cerrado de C(U,C™) con respecto a la topologia
de la convergencia compacta. Para cada o € N™ el operador lineal

D® : O(U,C™) — O(U,C™),f s Df

es continuo.
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1.6. Series de potencias y teoria local de fun-
ciones holomorfas

En esta secciéon estudiaremos series de potencias en varias variables com-
plejas y algo de teorfa local para funciones holomorfas. Para esta parte se
puede consultar [Sch05], [Sha92] y [GR65] .

Empezaremos con la teoria de series de potencias de n variables comple-
jas. Como el conjunto N no trae ningin orden natural, empezaremos por
dar algunos resultados conocidos de sumabilidad en espacios de Banach. Sea
(E,]|||) un espacio de Banach y I un conjunto numerable.

Definicién 1.44. Sea (a,)ac; una familia numerable en E. (a4 )qecs es lla-
mada absolutamente sumable si existe una biyeccién

T7T:N— 1

tal que la serie Z @z || converge.
n>0

Los siguientes 2 lemas se pueden consultar en [BF87].

Lema 1.45. Sea (ao)acr una familia absolutamente sumable en E. Entonces
se cumple lo siguiente:

1. La serie Z |lapm) || converge para cualquier biyeccion ¢ : N — I hacia
n>0
al mismo limite.

2. Si I = N" el limite puede ser calculado mediante la siguiente expansion

homogénea
oo
2 ta=2 |2 a
a€Nn k=0 \ |o|=Fk

Gracias a este lema la expresion

Z Ao = Z Qr(n)

aEeN™ n>0

estd bien definido. Asi decimos que la serie E a, converge absolutamente.
aEN™
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Lema 1.46. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. La familia (ay)aer s absolutamente sumable.

2. La serie E aq converge absolutamente.
acl

3. Eziste una constante C > 0 tal que Z llaa|| < C para todo subconjunto
acF

finito F' C I.

Definicién 1.47. Sea (¢4 )aene una familia de nimeros complejos, la expre-

sion
Z Ca(z —a)® Z Cononon (21 — 1) (2 — ay) ™"

aEN™ aEN™

es llamada una serie de potencias en n variables complejas zy,...,2, centrada
en a € C".

Para simplificar la notacién principalmente trabajaremos con a = 0. Se
puede observar que la serie de potencias siempre converge para z = a, esto
nos hace preguntar por el conjunto de puntos z € C", para el cual la serie
converge.

Definicién 1.48. Sea Z coz” una serie de potencias. El interior del con-

aeNn?
junto de puntos donde converge la serie es llamado el dominio de convergencia

de la serie.

Ejemplo 1.49. La serie geométrica
2
aeN™

converge sobre el polidisco unitario. Esto se puede ver de la siguiente manera.
Sea z € P*(0) y F un subconjunto finito de N". Entonces existe algin ¢ €
[0, 1] tal que |z;| < ¢ para todo j = 1,2,...,n. Se sigue que

S = e < 3 gt < 30

acel acl aeF 7=0
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Ademas, el limite puede ser calculado de la siguiente manera

RN DO

aeN™ k=0 |a|=k

Lema 1.50. Si los términos de la serie de potencias mailtiple Z Ca(z—a)®

aEN™
son acotados en algun punto & € C" entonces este converge absolutamente

y uniformemente en cualquier subconjunto compacto K del polidisco P'(a)
donde el radio r = (r1,...,my,) estd dado r; = |&; — a;.

Definicién 1.51. Sean U,V vecindades abiertas de un punto w € C" y
considere dos funciones holomorfas f : U — C, g : V — C. Las funciones
f, g seran equivalentes en w si existe una vecindad abierta W de w tal que
W cUnVy fIW = g|W; la clase de equivalencia de estas funciones se
denomina un germen de funcién en el punto w.

Esta claro que la relaciéon introducida es una relaciéon de equivalencia. En
general los gérmenes (clases de equivalencia) seran denotados por letras en
negrita. Cualquier funcién f definida en una vecindad abierta U de w perte-
nece a una clase de equivalencia, clase que sera llamada germen de la funcion
f en w y sera denotado por f = f,.

A este conjunto de clases de equivalencia se le puede dotar estructura de
un anillo de la siguiente manera. Sean dos gérmenes f, g en w. Seleccionamos
representantes fy, gy respectivamente. La funcién suma fy + gy y la funcion
producto fy.gy son funciones holomorfas sobre la vecindad abierta U NV
y los gérmenes de estas funciones son definidos para ser la suma f + g y el
producto f.g de dos gérmenes. Este anillo serd denotado por O, ¥y, cuando
w =0, por Oy.

Proposicién 1.52. El anillo Oy es un dominio de integridad.

Teorema 1.53. El anillo O, es isomorfo al anillo de series de potencias
convergentes en 0 € C".
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El siguiente teorema lo enunciaremos como esta en el libro de [Sha92] y
lo utilizaremos més adelante. Sea a = (aq, ..., a,_1,a,) € C" denotamos por
a = (ay,..,a, 1) € C 1L

Teorema 1.54. (Preparacion de Weierstrass) Sea f una funcién holomorfa
en una vecindad U del punto a € C" con f(a) = 0 y la funcion g definida
por g(z,) = f(d, z,) no idénticamente nula. Entonces en alguna vecindad
abierta V=W x D(a,;r) de a, con W como una vecindad abierta de a’ se
tiene

f(2) = (ZF+ cpmi(z1, ooy 2nm1)2E 4+ o co(21, o0y 20m1)) (2),

donde k > 1 es el orden del cero de g en el punto z, = a,. Las funciones
c; son funciones holomorfas en W, con cj(a’) =0, para j =0,...k—1 y ¢
funcion holomorfa que no se anula en V.

Teorema 1.55. El anillo O, es un dominio de factorizacion unica.

1.7. Funciones parcialmente holomorfas y la
ecuacion diferencial de Cauchy- Riemann

El objetivo en esta seccion es enunciar las ecuaciones de Cauchy -Riemann.
Definiremos funcién parcialmente holomorfa y daremos algunos resultados,
los cuales pueden ser consultados en [Sch05].

Como en el caso de las funciones reales uno puede considerar fijas todas
las variables menos una de una funcién holomorfa dada

(21, ooy 2n) > f(21, 00y 20)-
Esto conduce al concepto de parcialmente holomorfa.

Definicién 1.56. Sea U C C™ un conjunto abierto, a e Uy f : U — C.
Para j = 1,...,n se define

Uj = {Z e C (al, vy A1, 2, Aj41, ...,an) € U}

~

fj : Uj — C, Z f((ll, vy 51,2, A541, ...,an).

La funcién f es llamado parcialmente holomorfa sobre U si todos los fj son
holomorfas.
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Toda funciéon holomorfa f sobre un conjunto abierto U C C" puede ser
considerado como una funcién diferenciable de 2n variables reales. De esta
manera definimos

CFU)={f:U — C/ f es k veces R diferenciable }.
Seaa € Uy fe CYU). Entonces existe un R funcional lineal
dof R — C
llamada la diferencial real de f en a, tal que
f(z) = fla) +dof(z —a) + O(z — a),

donde O(z — a)/|z — a] — 0 cuando z — a.

Comparando esto con la definicion 1.25 podemos decir que f es C dife-
renciable en a si y solo si d, f es C- lineal. Por lo tanto es necesario estudiar
la relacion entre las funciones R- lineal y C- lineal de un espacio vectorial
complejo.

Lema 1.57. Sea V' un espacio vectorial sobre C y V* su dual algebraico ,es
decir,

V*={p:V — C/u es C- lineal }.
Ademds, definimos

V' ={u:V — C/u es C- antilineal }
={p:V — C/u es C- lineal }

Vi ={pu:V — C/u es R- lineal }.

Entonces Vg es un espacio vectorial complejo, V*, V' son subespacios de Vg
y tenemos la descomposicion directa

Vi=VaeV .

Usaremos este lema 1.57 en el caso especial V' := C" = R" 4 iR". Sea
w=u+ 1w € C". Para j = 1,...,n consideramos los siguientes funcionales
lineales

dzj,dy; - C" — C,dxj(w) = u;, dy;(w) = v;.
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Observe que dz;,dy; € Vi y
dz;(iw) = —v;, dy;(iw) = u;.
Ahora definimos
dzj(w) = drj(w) + idy; (w), dzj(w) = dz;(w) — idy;(w).
Entonces tenemos
dzj(w) = uj + 1y,
dz;(w) = u; — ;.

Observe que dz; € V* y dz; € V". Aplicando combinaciones lineales de los
dzj, respectivamente dzj, a los vectores de la base canénica e, ..., e, de C",
encontramos que los conjuntos {dz1, ..., dz,}, respectivamente {dz, ..., dz,},
son linealmente independientes sobre C. De esta manera forman bases para
V*, V' respectivamente. Su unién entonces forma una base para Vi por el
lema 1.57. Esto conduce a la siguiente representacién para el diferencial real

dof :
daf = Z(aj(fa a)de + 6j(f7 (I)dZ_])
j=1

con unicos coeficientes «;(f,a), B;(f,a) € C. Establecemos las siguientes
notaciones

0;f(a) = g—jj<a> — oy(f,a),
7, f(a) = %W — B,(f.a).

Realizamos las siguientes observaciones:

1. Si consideramos a f : C* — C como funciéon de 2n variables reales
w = (21, ..., &Tn) + (Y1, .-, Yn), siendo u = Re(f) y v = Im(f) tenemos

- ou ou ov ov
d = - - (— -
If (w) E (a%xv + 8yvyv + Z(axvxv + i yv)) ,

v=1

- ou . Ov ou . Ov
df (w) = Z <<8xv + Za—%)% + (ayv + ’layv)yv> -

v=1

Usando la siguiente notacion
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af ou . Ov of 8u+i80
O, Oy 0w, Oy,  Oye | Oy

tenemos que

- 0 0
#@h}j@i%+£@)

De la definicién de dx; y dy; se tiene
~ (Of of
df = v dy, | . 1.2
d ;<3xvx 8yvy> 42

2. Sabemos que dz, = dx, + idy, y dz, = dx, — idy,. Por lo tanto,

1 1
dr, = 5(dz +dz) y dy, = 5-(dz, — d=,).
1

Reemplazando en (1.2) tendremos

1 8f of 1. 0f .0f
i = Z( 2By "o 3l ayv)d'z”)

y por lo tanto

of 1(of of of 1(0f _.0f
Dz (8% ay) Y 9= 72 (&vv “LlayU) ‘

(1.3)

Definicion 1.58. El funcional lineal
n f
O.f = Z (a)dz; : (C—>(Cw>—>zazj w;

es llamado la diferencial compleja de f en a. El funcional antilineal

o N~ em —~Of
6Mj?::§E:Zﬁ§(a)d;j:(j ——+(C,UJF%'§E:—1;(a)ug
7j=1 7=1

es llamado el diferencial complejo-conjugado de f en a.
Con estas notaciones podemos descomponer la diferencial real

dof = 0uf + uf € (C™) @ (CM)'

Todos estos resultados pueden ser resumidos en el siguiente teorema.
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Teorema 1.59. (Cauchy-Riemann) Sea U C C™ conjunto abierto y f €
CY(U). Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

a. La funcion f es holomorfa en U.
b. Para cada a € U el diferencial d,f es C- lineal, es decir, d,f € (C™)*.
¢. Para cada a € U se tiene que O,f = 0.

d. Para cada a € U la funcion [ satisface la ecuacion de Cauchy- Riemann

af

— 0 para todo j = 1,....n.
8Z_j(a) para todo j n

Esta ecuacion es equivalente a

ou ov ou ov ,
G_xj(a) = 8—%(607 a—yj(a) = —a—%(a) para j =1,....n,

donde uw = Re(f) yv=Im(f).

Lema 1.60. Sea fj definido como en la definicion 1.56. Si f es holomorfa
sobre U, entonces f es parcialmente holomorfa y se cumple que

g—i(a) = (fj)'(aj) para j =1,....n .

Demostracion. Sea fj como en la definicién 1.56 con z = x; + 1y;, u; =
Re(f;) v v = Im(fj). Como f : U — C es holomorfa en U y a =

0
(a1,...,aj,...,a,) € U, entonces —i(a) = 0. Usando (1.3) tenemos

07;

of of
a—xj(a) + @a—yj(a) =0,

ou Ov o Ou Ov

a—l,j(@) + @a—xj(a) +1 (8_yj<a) + Za—yj(a)> =0,
ou ov ( Ov ou
a—xj(a) - 8_yj(a> +1 (a—xj(a) + a—yj(a)> =0,

ou ov ou ov
a—xj(@) = a—yj(a% 8_yj(a) = —a—xj(a)-
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Ademas 1i; = uly, y v; = v|y,. Por lo tanto,

3:1:]-

8vj
0y,

(a;) =

—(a;

6uj
0y,

a’Uj

), 5 (a;) = —a—%(a]’)-

De esta manera f; cumnple las ecuaciones de Cauchy -Riemman, por lo tanto

es holomorfa y de esta manera f es parcialmente holomorfa. Sabemos que

(fi)(a;) =

Por otra parte

of of
=5 (5 -

1
2
1
2
1
2

Oz,

8uj . 0v;
a$] (a]) + Zaxj (a]>
ou Ov

@),

ay]

(@) (5 @) + i)

dz; @) Jy;

=5 (@ g+ i@ — g(@)).

Usando las ecuaciones de Cauchy -Riemman

ou ov ou ov

a—xj(a = (9_yj(a)’ 8_yj(a) = —a—l‘j(a)
obtenemos

af ou _Ov p

5o (@) = g+

]

Finalmente, necesitaremos el siguiente teorema, cuya demostracion puede

encontrarse en [BM48].

Teorema 1.61. (Hartogs) Sea f : U C C* — C con U abierto, parcial-
mente holomorfa. Entonces f es holomorfa.

1.8. La férmula de la integral de Cauchy

En esta secciéon enunciaremos la férmula integral de Cauchy, la cual nos
permitird expresar a la funciéon holomorfa como una serie de potencias. Para
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estos resultados puede consultarse [Sch05].

Empezaremos por considerar el toro 7"(a). Para a € C" y r € R} sea

T'a) ={2€C"\|z; —qj| =7j,j =1,2,...,n}.

T

T"(a) es la copia de n circulos en el plano complejo y estd contenido en
la frontera del polidisco P(a). Sea

f:TMa) — C

continua y definimos h : P"(a) — C por la integral de linea iterada

. 1 f(£177£n>
M2 = iy / o () oo

1 f(&, e 6n)
- d,...de,,
el A /|§| € = 2l — )

donde la notacién f‘ ¢,—a;|r, TEDTESENtA la integral de linea sobre el circulo de
J VAR

centro a; y radio r;.
Lema 1.62. La funcidén h es parcialmente holomorfa en P'(a).

Demostracion. Sea b € PP'(a)y escojamos § > 0 tal que |z; — a;| < r; para
todo z que cumpla que |z; — b;| < d, 7 = 1,2,...,n. Entonces definimos la
funcién

h B(S(b ) — C y R h(bl, ...,bj_l,Zj,bj+1, ,bn)

Debido a la continuidad de f tenemos que ﬂ es continua. Elijamos un
tridngulo cerrado A C B} (b;). Usando el teorema de Fubini-Tonelli obte-
nemos

/8Ah ()2 = /gn anl=rn /gl al_,,l/ 517“ ini n)dzjd&...dfn.

Este integrando es holomorfo en la variable z; en el tridngulo A. Aplicando
el teorema Cauchy-Goursat al integrando se obtiene que

/ ilj(Zj)de =0.
0A

Por el teorema de Morera vemos que ﬁj es holomorfa y por lo tanto h es
parcialmente holomorfa. Aplicando el teorema 1.61, tenemos que h es holo-
morfa. 0
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Ahora introducimos cierta notacién. Dado a = (aq, ..., a,,) € N"| llama-
remos a « multi-indice y definimos

lal = a1 + ... + ay,
a+l=(+1,.,0,+1),

al =aq!...ap).

Para z € C" y un multi-indice « escribimos

[0}

2% = 272

n

y definimos el operador derivada parcial

olal
DY = —.
0z7t...0zom

Teorema 1.63. (Fdrmula Integral de Cauchy) Sea f: U C C* — C una
funcion holomorfa con U conjunto abierto, a € U tal que P*(a) C U y
z € P*(a). Entonces

) — 1 f(£177€")
f( ) (2%2)” /Tﬂ(a) (fl —Z1)<€n — Zn)

Es decir, f se puede representar como la integral iterada

1 f(fla 7£n)
f( ) (271—2)” /|;'nan|:rn /|§1a1:r1 <€1 - Zl)(fn - Zn) f f (1 )

Demostracion. Sea a = (ay,...,a,) € U. Dado w = (21,...,2,) € P*(a) y
como f es parcialmente holomorfa por el lema 1.60, aplicamos la férmu-
la integral de Cauchy para la funcién de una variable compleja z; —
f(z1,22,..., z,) (con las dltimas n — 1 coordenadas fijas), holomorfa en una
vecindad de B, (a1). Tenemos

f(217Z27---7Zn) _ 1 / f(£17227‘”7zn)d£1'
|&1—aq|=r1

7% S1— 2

dé,..d&,.

De modo andlogo, fijando & € B, (a1),23, ..., 2z, obtenemos

f(&’ 29, .-.,Zn) _ L/ f(§1,§2, 7Zn) d€2'
|2 —az|=r2

2mi §2— 2
Procediendo de esta manera, obtenemos la integral iterada

o d, dg
f(z) = (2mi)n /|51a1|:r1 /{nan:rl f, -~-7§n)€n — 2z & —z
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Como f es continua, podemos aplicar el teorema de Fubini, lo que nos da lo

pedido:
12 = G /TM G = o) (6, — o) e

]

Considere una funciéon holomorfa f : U € C* — C, con U conjunto
abierto. Si consideramos la representacion en forma integral en un polidisco

Pr(a) C U dada por (1.4), tomando operador derivada parcial D sobre (1.4)
para z € P(a) tenemos

o . 061!...Oén! f(£17 7£n)
DU = i /m) & = 2 (g, — ayeii Gor

o _ ! f(é)
D) = (g i =

De (1.5) evaluando en a y tomando norma tenemos

225601~ G [

(1.5)

o!
< el [ 1
(2 )nratt #@ T7(a)

al(2m)™r

< ST ol / 1de
(27?)"T0‘+1 ( ) Tn(a)

r

o al
1D fa)l < 1 Flrz @) lloo- (1.6)
La expresién (1.6) es llamada la desigualdad de Cauchy.

Lema 1.64. Sea U conjunto abierto y sea f € O(U). Entonces la funcion
D*f .U — C es holomorfa.

Demostracion. Usando el mismo razonamiento que se utilizé en el lema 1.62
se prueba que D f es parcialmente holomorfa. Finalmente, usando el teorema
1.61 (Hartogs) se tiene que D f es holomorfa. ]
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Lema 1.65. Sea f : U C C* — C holomorfa, donde U es un conjunto
abierto. Entonces f es de clase C*(U).

Demostracion. Como f = (u,v) es holomorfa entonces es continua, ademéas
por las ecuaciones de Cauchy Riemann tenemos
df(a) Ou(a) .0v(a)

= +1 para 7 =1,...,n.

0zj 6’@ 8xj

0
Por el anterior lema —f es holomorfa y por lo tanto continua. De esta manera
Zj
las derivadas parciales reales de f son continuas. Entonces f es de clase
clU). O

Teorema 1.66. Sea U conjunto abierto, f € O(U) y considere a € U C C™.
Entonces eziste un poliradio P"(a) C U de a tal que f se puede representar
como la serie de potencias alrededor de a

f(2) =) calz—a),

aeN"”

_ 1 f€)
O G i T T

con coeficientes

Demostracion. Dado a € U, existe un poliradio P*(a) tal que P*(a) C U.
De la demostracién del teorema 1.63, f puede ser representado mediante una
integral de Cauchy

B 70
1) = Gy /TM - 9%

Podemos expresar

11 1
f—z_ﬁ—a'(l_zl—al)m(l_zl—a1>'
§1—a §n — an
. Zj — Gy .
Luego, debido a que | ——| < 1 para j = 1,2, ..., n, tenemos
i dj
r 1 i z—a\"
E—z €—a E—a)’

|k|=0
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donde k = (ky, ..., k,) es un vector entero,|k| = k1 + ... + k, y

(z—a)k B (zl —al)kl (zn —an>k"
f—(l B gl_al fn_an .

Esta expansion puede ser reescrito de la forma

1 (z—a)f

donde k+1= (k1 +1,...,k, +1) y z € P*(a). La serie converge absoluta y
uniformemente en ¢ sobre 7" (a), multiplicando esto por la funcién continua
f(&)/(2mi)™ en T*(a) e integrando término a término sobre 7" (a), obtenemos
lo deseado.

Corolario 1.67. (Ezpansion de Taylor) Sea U C C" conjunto abierto, a €
U, r € R} tal que P*(a) CU y f € O(U). Entonces lo siguiente se cumple:

D f(a)

al

1. La serie de potencias Z (z —a)® converge absolutamente e

aEN™
uniformemente sobre todo compacto K C P*(a).

2. La funcion

D f(a)

jr:Pla) — C,z— Z o

aEN™

(2 —a)”

es holomorfa.

3. Para todo z € P(a) se tiene la siguiente igualdad

f(z) = js(2).

1.9. Aplicaciones holomorfas

En esta parte estudiaremos algunas propiedades de las aplicaciones holo-
morfas y definiremos lo que es un biholomorfismo. Para ver las demostracio-
nes consultar [Sch05] y [Sha92].

Sea U C C™ conjunto abierto y sea f = (fi,..., fm) : U — C™. Esta apli-
cacién, como ya se habia mencionado, es holomorfo si todas sus componentes
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fi ( =1,...,m) son holomorfas en U. Ademds, si z, € U la aplicacién deriva-
dfi
da Df(z) : C* — C™ es C- lineal y se puede mostrar que D f(zy) = <8f ),
Zj
1=1,...,m,j=1,...,n, llamada matriz jacobiana de f en zy. El determinante
de esta matriz

det D f (z0) = J(z0)
es el Jacobiano de f en zj.

Definicién 1.68. Sea U C C" abierto y f € O(U,C™). f es llamado biho-
lomorfo si f(U) es abierto y existe una aplicacién

g: f(U) —U

tal que fog=ridsy)y go f =idy. Si g existe nosotros escribimos f~ = g.
Lema 1.69. Sea U C C" abierto y f € O(U,C™) aplicacion biholomorfa.
Entonces m =n y det Df(a) # 0 para a € U.

Demostracion. Sea a € Uy f(a) = b. Por la regla de la cadena tenemos que

D(go f)(a) = Dg(b)Df(a) = Ide
D(f o g)(b) = Df(a)Dg(b) = Idcn.
Entonces Df(a) : C" — C™ y Dg(b) : C™ — C" son inyectivas. Por lo

tanto dim Im(Df(a)) = n < m y dimIm(Dg(b)) = m < n. Asi m = n.
Tomando determinante a la composiciéon obtenemos que det D f(a) # 0. [

Definicién 1.70. Sea F': C" — C". Diremos que F es un automorfismo de

C"™ si es una aplicacion biholomorfa de C™ sobre C™. En este caso escribimos
F € Aut(Cm).

Teorema 1.71. (Funcion inversa) Sea X C C"un abierto, a € X y f €
O(X,C™). Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. El funcional determinante detD f(a) # 0.

2. Euxisten vecindades abiertas U = U(a) C X,V =V (f(a)) C C" tal que
fU)cVy
FIUU-—V

es btholomorfismo.
Teorema 1.72. Si las funciones fi,..., fx (k < n) son holomorfas en una
vecindad de zg € C™ con (f1(20), ..., fe(20) = wo y det(gfi (zo)> # 0 en esa
<j

vecindad (i,j = 1,2, ..., k), entonces el sistema de ecuaciones
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fi(2) = wg,
es localmente soluble relativo a zy, ..., 2k y la solucion z, = gu(Zki1s--s 2Zn)
(v=1,...,k) es holomorfa en una vecindad de (25, ..., 28).

Para desarrollar el siguiente teorema, enunciaremos algunas definiciones
y demostraremos unos lemas. El siguiente teorema es importante, ya que nos
facilita demostrar que una aplicaciéon holomorfa e inyectiva es biholomorfis-
mo. Primero definiremos lo que es la resultante de un polinomio y daremos
algunos resultados que nos ayudaran en la demostracién del teorema. Para
mas detalles puede consultarse [GLO1].

Definicién 1.73. Sean D un dominio, f(X),g(X) € D[X] dos polinomios
de grado mayor o igual que uno de la siguiente forma:

FX) = aX" +a; X" + o+ an; ao # 0
g(X) =bpX™ + i X"+ L+ by by # 0.

La resultante de f(X) y g(X), denotado por Ry, esta dado por el determi-
nante de la siguiente matriz (m 4+ n) x (m +n)

ag ai ... a, 0 ... 0

0 ay .. = a, ... 0

|0 aop an
Rf,g_ bo by bm 0 0
0 b bm 0

0 .. by ... b,

A la resultante entre un polinomio f(X) y su derivada f/'(X) se le deno-
mina discriminante de f(X).

Ejemplo 1.74. Sea f(X) = 2X3 + a1 X? + ay € C[X]. Vamos a calcular el
discriminante de f(X). Tenemos

f(X) =2X% + a; X? + as,
f(X)=6X"+ 20, X.
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Luego,
2 ay 0 as 0
0 2 aq 0 a9
Rpp =16 2a; 0 0 0|=216a3+ 8ajas.
0 6 240 0 O
0 0 6 2a 0

Proposicién 1.75. Sea D un dominio de factorizacion unica y sean f(X), g(X) €
D[X] dos polinomios de grado mayor o igual que uno. Entonces Ry, = 0 si

y solamente si f(X) y g(X) poseen un factor en comin de grado mayor o
igual que uno en D[X].

Proposicién 1.76. Sea D un dominio. Sea
fIX]=a X"+ a; X" '+ 4 a, = ap(X — 21)...(X — ) ag # 0

un polinomio en D[X| de grado mayor o igual que dos, con xi,...,z, en
algin cuerpo L D D. Sea f'(X) la derivada de f(X) con grado igual a n— 1.
Entonces tenemos que

Rpp = (-1)"7 a2 I @ -=)

1<i<j<n

Proposicién 1.77. Sea D un dominio y f € D[X]. Tenemos Ry # 0 si y
solamente si f(X) tiene raices simples.

Lema 1.78. Sea F' una funcion holomorfa en U C C", vecindad abierta de
0, FF#0, F(0) =0. Entonces eziste  : [0,1] — U de clase C* e inyectiva
tal que a(1) =0, a(t) & F~(0) para t € [0,1).

Demostracion. Realizando cambio de coordenadas podemos asumir que la
funcién ¢ definida por g(z,) = F(0,...,0, z,), diferente a la funcién nula.
Usando el teorema 1.54 tenemos que

F(z) = (zﬁ + Cr1 (21, oy Zne) 2 (2, zn_l)) (2)

para z € V x D(0,7) C U vecindad abierta de 0, con V' C C"! vecindad
de 0 € C"1. P(2) = 2F + cu1(21, oy 2n1)2 4+ -+ 021, 0y 201) €8
el polinomio de Weierstrass de F' .Consideremos una curva de clase C* e
inyectiva 5 : [0,1] — D(0,r) con (1) = 0. De esta forma la curva o que
estamos buscando sera

a:[0,1] — C"

definido como «(t) = (0,...,0,3(t)). Como ¢;(0') =0 para j =0, ...,k — 1 se
tiene que F(«(t)) # 0 para t € [0,1) . O
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Lema 1.79. Sea v : [0;p) — C un camino de clase C*> que wverifica la
tqualdad
() + ap_1 (D) + L ag(t) =0 (1.7)

donde las a; : [0; p] — C son continuas y acotadas. Entonces existe %im v(t).
—=p

Demostracion. Primero probaremos que v es acotada. Supongamos lo con-
trario. Entonces existe t,, € [0; p) tal que
lv(t,)] >n (n>1,n€N).

Reemplazando v(t,) en (1.7) tenemos

() |F = Jan1 ()0 ()" + apa(tn)v(ta) 2 + ... + ao(tn)|
|ak—1(tn)] |ao(tn)]

‘V(tn)‘ S ]ak,l(tnﬂ + W + ...+ |V(tn)|k_1.

Sabemos que los a; son acotados, podemos encontrar un A > 0 donde
laj(t)] < A. Ademas del hecho que |v(t,)| > n tendremos

1
=)

1
vt S AL+~ 4.+
()] < Ak.

Esta contradiccion prueba que v es acotada. Ahora probaremos la existencia
del limite. Sea A el siguiente conjunto:

A={beC:3t, —p, v(t,) — b}

Como v es acotada, podemos encontrar una sucesion t, que converge a p tal
que existe lim v(t,). De esta manera el conjunto A no es vacio. Ya que v
n—oo

cumple la ecuacién en (1.7), reemplazando v(t,) en (1.7) y tomando limite
obtenemos que
V" 4 ap_1(p)b" ' + ...+ ag(p) = 0.

Luego, si b € A entonces b es una raiz del polinomio
P(2) = 2" +ar_1(p)2" 4 ... +ao(p)

y por lo tanto el conjunto A es finito. Probaremos que el conjunto tiene un
solo elemento. Para ello usaremos el siguiente teorema que puede consultarse
en [Lag99].
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Teorema de la aduana.-Sea X C R" un conjunto arbitrario. Si un con-
junto C' C R™ conexo contiene un punto a € X y un punto b ¢ X, entonces
C contiene algin punto de la frontera de X.

Supongamos que el conjunto A tiene al menos dos elementos a y b, en-
tonces existen sucesiones t,, r, tal que

t, = p, v(t,) —a
rn—p,  v(r,) —b.

Sea la bola cerrada Bla,r] tal que Bla,r] N {b} = (. De la convergencia
de v(t,) existe ng tal que v(t,,) € Bla,r]. Luego, de la convergencia v(r,)
existe un n; tal que v(r,,) ¢ Bla,r]. Como v([0; p)]) es conexo, tenemos por
el teorema de la aduana que existe un s; tal que v(s1) pertenece a la frontera
de Bla,r]. Siguiendo con este razonamiento obtendremos una sucesién s, €
JdBla,r] con s, — p y podemos encontrar una subsucesion s, tal que v(s,, )
converge a un punto p € dB[a,r] . Esto es una contradiccién, ya que p no
serfa una raiz del polinomio P. Por lo tanto el conjunto A tiene un solo

elemento y de esta manera existe ll’m v(t).
—p

Teorema 1.80. Sea U C C" una vecindad de 0, f : U — C una funcion
holomorfa. Sea S el conjunto definido por

S={zeC"/f(z) =0}.
Suponga que 0 € S. Entonces existe una curva v : [0;1] — S de clase C*> e
inyectiva tal que y(1) = 0.

Demostracion. Si f = 0 no hay nada que probar. Caso contrario, se puede
encontrar una recta [ C U que contenga al 0 tal que f restringido a la recta
no es la funcién nula. Realizando un cambio de coordenadas se puede suponer
que la funcién f no se anula en el eje z = z,, es decir, f(0, z,) # 0. Aplicando
el teorema 1.54 (preparacion de Weierstrass), tenemos

f(z) = (zz + ck,l(zl, ey zn,l)zﬁfl +---F 00(217 L) anl)) 90(2)

en alguna vecindad abierta V=W x D(0;r) de 0 € C", con W como una
vecindad abierta de 0 € C"!. Denotamos

P(2)=2F +cri(z1y oy 2a1) 2P o o2, ooy 2nm1),

el polinomio de Weierstrass de f . Podemos asumir que P es irreducible en
Oy—1]z]. Sea AP el discriminante del polinomio P, o sea, AP = Rpps, la
resultante de Py P’. Definimos el conjunto

D= {(Zl, ...,Zn_l) ew /AP(Zl, ---;zn—l) = 0} cWw.
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Supongamos que AP = 0, entonces Rpp = 0. De esta manera, por la pro-
posicién 1.75, P y P’ tienen factor comin por lo cual concluimos que P no
es irreducible en O,,_1[z], lo cual es una contradiccién al suponer que AP es
idénticamente nulo en W. Del lema 1.78, considerando la funciéon holomorfa
AP : W — C tenemos una curva « : [0,1] — W con «a(1) = 0 tal que
a(t) ¢ D para t € [0,1). Consideremos el polinomio de Weierstrass de f en
0 restricto a «

Pi(z,) = 2F +cpoi(a(®) 2" + co(alt)).

Para cada t € [0, 1] tenemos que P, es un polinomio complejo en la variable
Zn. Sea ap una raiz del polinomio Py ,es decir, Py(ap) = 0 . Asi, definimos
2(0) = ap, como «(0) ¢ D tenemos que AP(«(0)) # 0. Esto es equivalente
a que el discriminante del polinomio Fy es diferente de cero. De esta forma,
por la proposicion 1.77 se tiene que o es una raiz simple y por lo tanto

Pi(ag) = =—(0,ap) # 0. Entonces por el teorema 1.72 localmente existe

0z,
z:[0,¢) — C

de clase C* tal que P;(z(t)) = 0, para todo z € [0, €). Esta funcién z permite
encontrar para cada t € [0, €) una raiz z(t) del polinomio P;. Sea p € (0, 1] el
supremo del siguiente conjunto

A={pe(0,1]\3 z:[0,p) — C de clase C*, P,(z2(t)) = 0 para t € [0, p)}.

Este conjunto A, por lo anterior, es diferente del vacio. Si p = 1, como z es
acotada se tiene que lm% z(t) = 0, por lo tanto se puede extender de manera
—

continua z a [0, 1]. Suponga que p < 1, en este caso de igual manera tendremos
que z es acotada y por consiguiente existe una sucesién t; tal que existe
ka z(tx) con t, — p. Ademads del hecho de que P,(z(t)) = 0, necesariamente
— 00

p es una raiz del polinomio P,, por lo cual podemos aplicar el lema 1.79, con
lo cual obtenemos que existe %im z(t). De esta manera, podremos extender z
—

al intervalo [0, p]. Por otra parte, como a(p) ¢ D tenemos que A, # 0, con

oP
lo cual z(p) es una rafz simple de P, y por lo tanto 8—(0, 2(p)) # 0. Luego,
2

por el teorema 1.72, localmente se puede extender la funcién z con lo cual p
no seria el maximal. Esta contradiccion surge al suponer que p # 1, por lo
tanto p = 1. Asi, conseguimos z : [0, 1] — C de clase C*, P;(z(t)) = 0 para
t € [0,1]. La curva 7 que estamos buscando es y(t) = («(t), z(t)). O

Teorema 1.81. Sea U C C" una vecindad de zg y f : U — C" una
aplicacion holomorfa. Si f es inyectiva en una vecindad de zy, entonces el

Jacobiano J¢(zy) # 0.
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Demostracion. Usaremos induccién sobre n. Para n = 1, es un resultado
conocido de la teoria de funciones holomorfas de una variable. Supongamos
que es verdadero para dimensiones menores que n. Asumimos que J¢(z) =0
y denotamos por k (0 < k < n—1) el rango de la matriz f'(zp). Si k > 0, sin

pérdida de generalidad podemos asumir que det (gﬁ ) #0(i,7=1,...,k).
wj

Sea h(z) = (f1(2), .. fe(2), k1, -y 2n). Entonces

oh oh | Oh ofh
821 sz 8zk+1 8Zn
: |
O O | o 0
Jn(2) = det oL | B
| 1 0
0 |
| 0 |
oh  oh
821 8Zk
Jn(2) = det .
o Ok
821 8zk

De esta manera el jacobiano de h en zy es diferente de cero. Por el teorema
1.71 de la funcién inversa existe una vecindad de zp donde h es un biholo-
morfismo. Si componemos g = h~! con f obtendremos

]E(z) = (g © f)(Z) = (217 ...,Z’k,fk+1(2>, 7fn(z))

Esta aplicacién también es inyectiva en una vecindad V' de zy y como es
un cambio de coordenadas podemos considerar a f como f. Ademas, su
jacobiano seria

1 0.0 |
- | 0
0 0 ..1 |
Ti(z) = det | =5, 2T e w09
82’1 | 8Zk+1 8zn
Ofn } of  Of
82:1 8Zk+1 8Zn
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8fk+l akarl

Ozp1 Oz
Jp(z) = det .

O fn Afn

02141 0z
Asi en el punto z esta ultima determinante es igual a cero. La aplicacion f
sobre el plano IT = {z; = ... = z; = 0} de dimensién n — k es aplicado hacia
el plano {w; = ... = wy, = 0}. Sea la restriccion f(2) = (fir1(2), o fu(2)|n
aplica la vecindad V = V N1I de dimensién n — k en C"* de forma inyecti-
va. El jacobiano de esta aplicacion en el punto (Z(])“H, ., 20) es igual a cero.

Segun (1.8) y por hipdtesis inductiva f no seria inyectiva en V', pero entonces
f no serfa inyectiva en V', lo cual serfa una contradiccion. Falta considerar
9 0 para todo i¢,5 = 1,...,n en zy. Por

Z‘j ., . .
el teorema 1.80, para un punto donde la funcién es igual a cero, existe un
camino suave que termina en este punto y donde la funcién se anula. Desde
que la funcién Jacobiano es holomorfa y Jr(z9) = 0 se tiene que existe un

camino 7y que termina en zg sobre el cual el jacobiano se anula. Tenemos 2

el caso cuando k£ = 0, es decir,

OF,
posibilidades: a) todos los i = 0 sobre un segmento de 7y colindando con
Zj
o . of;
zp b) arbitrariamente cerca de z existe un punto donde no todos a—fz son
Zj
iguales a cero. En el caso a) f transforma el segmento de « en un punto, y en
b) existe un punto cerca de 2z, donde J¢(z) = 0 y el rango de f'(z) =k > 0.
En ambos casos f no es inyectiva en una vecindad de zg, en el caso b) esto
se sigue por lo que fue probado anteriormente. Esto es una contradiccion.

Corolario 1.82. Sea U conjunto abierto en C* y f : U C C* — C"™ una
aplicacion holomorfa e inyectiva. Entonces f es un biholomorfismo.

Demostracion. Sea zy € U. Por el teorema 1.81 tenemos que J¢(z) # 0.
Luego, aplicando el teorema 1.71 de la funcién inversa, f es un biholomorfis-
mo local. Como f es inyectiva, tendremos que f es un biholomorfismo.

En la demostracion del siguiente lema usaremos la norma del maximo
en C". Con la tunica finalidad de que la constante de acotacion sea 1. Si
trabajamos con otra norma entonces solo cambiaria la constante de acotacion.
Tambien utilizaremos el lema de Schwartz para funciones holomorfas de una
variable.
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Lema 1.83. Sea f: D(0;1) C C — B1(0) C C" una aplicacién holomorfa,
donde D(0;1) es el disco abierto unitario y f(0) = 0. Entonces || f(2)] < ||z]|
para = € C y |F(O)] < 1.

Demostracion. Sea f = (fi; fa;...; fu) v 2 € D(0;1). Como | f(2)]| < 1 te-
nemos que || fi(z)]] < 1. Ademds, se tiene f;(0) = 0 para i = 1,2,
Aplicando el lema de Schwartz a cada f; obtenemos

ey

12 < [I=1],
IO <1,
para i = 1,2,...,n. Por lo tanto, || f2)| < ||2]| ¥ ||/ (0)]| < 1. ]

Teorema 1.84. Sea F': By(0) — B1(0) una aplicacion holomorfa, donde
B1(0) € C™ es la bola abierta unitaria y F(0) = 0. Entonces ||F(z)] < ||z]]
para z € B1(0) y [|[F'(0)]| < 1.

Demostracion. Sea u € C" vector unitario. Definimos

g:D(0;1) c C— B4(0)
g(t) = F(tu).

Aplicamos el lema 1.83 en g. Como consecuencia tenemos

lg@®1 = [1F @)l < 2] (1.9)
lg" O} = [[F"(0)u] < 1. (1.10)
Sea z € C" con z # 0. Consideremos u = H_zH , t = ||z]| y reemplazamos en

(1.9) obtenemos
IEEI < l=]-
De (1.10), como u es un vector unitario arbitrario tenemos
IF(0)]] < 1.
O]

Corolario 1.85. Sea F' : B,,(a) — B,,(b) aplicacion holomorfa, donde

B, (a), By, (b) son bolas abiertas en C" y F(a) = b. Entonces |F'(a)| < 2
T
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Demostracion. Definimos las aplicaciones holomorfas ¢ : B,,(b) — B;1(0) y
“b

h : B1(0) — B,(a) como g¢(z) = z y h(z) = r1z + a entonces go F o
T2

h : B1(0) — B(0) es holomorfa. Aplicamos el teorema 1.84 a go F o h
tenemos ||(go Floh)'(0)|| < 1. Luego usamos la regla de la cadena obteniendo

1
Ilg'(b).F'(a).h'(0)|| < 1. Finalmente utilizamos que h'(0) = 1, ¢'(b) = 7“_2[

r
para reemplazar en ¢'(b).F’(a).h'(0) y obtener |F'(a)| < -2 O]
1
Antes de probar el siguiente colorario enunciaremos lo siguientes teoremas
de analisis real en varias variables. Estos teoremas nos seran de utilidad en
el desarrollo de la tesis que pueden ser consultados en [Lag99].

Teorema 1.86. (Desigualdad del valor medio) Sea U C R™ abierto y con-
vero. Si f : U — R" es diferenciable, con ||f'(z)|| < M para todo x € U
entonces f es Lipchitz. Es decir, |f(x) — f(y)| < Ml|x — y| para cualquier
rz,yeU.

Teorema 1.87. (Perturbacion de la Identidad) Sea ¢ : U — R™ una con-
traccion definida en un abierto U C R™. Entonces la aplicacion f : U — R™,
dada por f(x) = x+p(x) es un homeomorfismo de U sobre el conjunto abierto

f(U) C R™

Corolario 1.88. Sea F': B1(0) C C" — Bg(0) C C" aplicacion holomortfa,
donde F(0) = 0. Entonces |F(z) — F(w)| < 4R|z — w| para todo |z| < 1/2,
lw| < 1/2.

Demostracion. Por el teorema 1.84 tenemos que |F(z)| < R|z| para todo
|z| < 1. Como consecuencia se tiene F(By/2(0)) C Bgy2(0). Ahora, si z €
Bi/2(0) entonces By /2(z) C Bi(0). De esta manera si restringimos F' a B j2(2)
se tiene

F : By3(2) — Bgr(0) C Byr(F(2)).

2R
Luego, aplicamos el corolario 1.85 a F' obteniendo ||F'(z)|| < 1—/2 = 4R para

|z| < 1/2. Por tltimo usamos el teorema de valor medio para la aplicacién
F 1 By 5(0) — BR(0).
Ya que su dominio es convexo y ||[F'(2)|| < 4R tenemos
1F(2) = F(w)]| < 4R|z — wl

para todo |z| < 1/2 | |w| < 1/2. O

45



Capitulo 2

Dominios de Fatou-Bieberbach
generados por un
Automorfismo

En este capitulo, introduciremos un tipo especial de abiertos de C", lla-
mados dominios de Fatou-Bieberbach. Usando el teorema 1.17 mapeo de Rie-
mann se prueba que estos conjuntos no existen en el plano complejo. Pierre
Fatou y Ludwig Bieberbach fueron los primeros en estudiar estos conjuntos
en dimensiones mayores, en la década de 1920.

Luego, probaremos el teorema 2.15, que nos da una forma de generar
dominios de Fatou-Bieberbach a través de un automorfismo. Finalmente,
daremos varios ejemplos de estas regiones usando dicho teorema. Comenza-
remos con algunos lemas que nos seran de utilidad para probar el teorema
principal del capitulo.

Lema 2.1. Sean F' € Aut(C"), 8, >0, B2 > 0, donde F'(0) = A, F(0) =0
y B1 < By < 1. 8Siexiste m €N tal que ||A™]| < BT, entonces existe r > 0

tal que
IE™ ()] < B2"[|=|

para ||z|| <.
Demostracion. Si derivamos F? tenemos
(F?)(0) = (F o F)(0) = F'(F(0)) o F'(0) = F'(0) 0 F'(0) = Ao A = A%,

Andlogamente se ve que, para nuestro m fijado, se tiene que (F™)(0) = A™.
Ya que F™ es holomorfa en 0, dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que

[E™(2) = A™(2)[|< e|=]]
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para ||z|| < 0. Luego,

IE™ ()] < ellzl[+A™ ()]
E™(2) [} < (e + [ A™[DI]=]]
1™ ()] < (e+ Bz

De esta manera, si ¢ = 83" — 87", entonces existe un r > 0 tal que
1™ (2)]|1< B3] 2]
para ||z]] < r. O

Lema 2.2. Sean F € Aut(C"), m € N, r > 0, donde F'(0) = A y F'(0) = 0.
Entonces el conjunto

F
A:{H ” (ﬁ)“;03j<m;0< IIZII<7“}'
z

es acotado.

Demostracion. Si j = 0, no hay nada que probar, ya que F° = I. Como F’
es holomorfa en 0 con (F7)(0) =0y (F7)'(0) = A7, para 0 < j < m. Se sigue
que para € = % existe ¢; tal que

1£7(2) = A'(2)][< 5 lI=]
para ||z]|< d; y 0 < j < m. Luego, se tiene

) 1 )
17 () =< Szl ]=]

17 (2)]
2]

<1 +
-2
1 , . .
Sea C' = max{§+\|AJ|]}, d = mind; , donde 0 < j < m. Entonces obte-
17 (2)]

2]

< (', donde 0 < ||z]][< d y 0 < j < m. Ahora, si r < § no

1 1 1
- > — > —. Ademas
. - 6 — el 7
|F7(z)|< K para 0 < j < m, ya que FV(B(0;r)) es acotado. Por lo tanto
FJ
% es acotado. De esta manera la prueba queda finalizada. O
z

nemos

hay nada que probar, pero si § < r se sigue que
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Lema 2.3. Sea F' € Aut(C"), a > 0 tal que F'(0) =1 y F'(0) = 0. Entonces
existe b > 0 tal que
lz = F(2)I| < bll=]*

con ||z|| < a .

Demostracion. Sea F' = (Fy,....F,) v z = (z1,...,2,). Como F'(0) = I,
si expresamos a F} en su serie de potencias alrededor del 0 tenemos que

Fi(z)= Z by.2*. Luego,

|k[=>1

I = B2 =11 Y b |

|k|>2

S A A EN

|k[>2

< > Izl

|k[>2

Esta ultima serie, como F; € O(C"), por el corolario 1.67 converge unifor-
memente para todo K C C" compacto. Reordenando la serie Z AN

|k|>2
obtendremos Z aillz]|" = HszZainHi’Q. Por lo tanto, si ||z]] < a se
i>2 i>2
tiene
I = B < Y all=ll
i>2
< l2l* ) all=l
i>2
< 2l - v
i>2
La serie ZainHi_Q converge para ||z|| = a debido a la convergencia de

i>2

Z a'. Siby = Zaiai_2 entonces ||z — Fy(2)]| < by]|z||*. Siguiendo con
i>2 i>2

el mismo razonamiento se tendrd ||z; — Fj(2)|| < bj||z||* para j = 1,2, ...,n.
Usamos la norma del méximo en C" y sea b = max;<;<, b; obtenemos

lz = F(2)]| < bll=]l*.
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Lema 2.4. Sea A un operador lineal en C" tal que p(A) < 1. Entonces
AF(v) — 0 para todo v € C".
Demostracion. Como p(A) = kh'm ||Ak||%< 1, entonces existe kg € Ny r < 1
— 00
tal que
A9 < r
lAR]| <o
para k > ko . Por lo tanto, ||A*|] — 0y, como ||[A*(v)|| < [JA¥]|||v] para
v € C", obtenemos lo deseado:
AR (v) — 0.
[
Lema 2.5. Sea F € Aut(C") con F(0) = 0 y Q C C™ abierto y conexo.

Entonces B = U Fk(Q) es abierto y conexo, donde F* es la composicion

—00

k-ésima de F'.

Demostracion. Como F* es holomorfa, entonces F* es continua. F*(Q) es
conexo, ya que ) es conexo y F* es continua. Ademds, 0 € F*(Q) para todo

k € Z y en consecuencia U F*() es conexo. Sea F* = (FF, ..., F*). Ya que
F* € Aut(C™) entonces FF : QO —s C es una funcién holomorfa no constante.
Por el teorema 1.31, F*(Q) es abierto para todo i = 1,2,3...n. Por lo tanto

F*() es abierto para todo k € Z . Como consecuencia U F*() es abierto
y de ahi se tiene que B es abierto y conexo. O]

Antes de probar el siguiente lema recordaremos algunas definiciones. Sea
f:UCR" — R™ con U conjunto abierto.

Definicién 2.6. Diremos que f es Lipchitz sobre el conjunto U, cuando
existe una constante L > 0 tal que

|f(z) = f(y)| < L]z —y|

para x,y € U. Si L < 1, decimos que f es una contraccion.

Definicién 2.7. f es localmente Lipchitz sobre el conjunto U, cuando dado
un punto arbitrario xg € U, existe una constante Ly > 0 y una bola abierta
B, (z0) tal que f es Lipchitz sobre B, (o) de constante Ly.
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Lema 2.8. Sea U C R" conjunto abierto y f : U — R™ una funcion. Se
tiene que f es localmente Lipchitz sobre U si y solo si para todo K C U
compacto, f es Lipchitz sobre K.

Demostracion. Sea K C U compacto. Como f es localmente Lipchitz pa-
ra cada v € K existe un r, > 0y L, > 0 tal que f es L, Lipchitz sobre
B, (z). Entonces las bolas abiertas Bre () con x € K forman un cubrimien-

to abierto de K. Asi, existe un subcubrimiento finito que lo denotaremos

. I _2M
sminrg, Lo = —

r
y L = max(Lg, Ly). Entonces L es la constante de Lipchitz para f sobre K.
Para ver esto tomamos z,y € K . Si |z — y| > r entonces vemos que

@) Sl _2M _

|z —y] r

B%k(xk) con k =1,...m. Sea M = sup,cx |f(z)], r =

Ahora, si |x — y| < r entonces para algin xj tenemos que z € B%k(a:k) De
esta manera y € B,, (x) y por lo tanto

|f(x) = f(y)| < Lilr —y| < Llz -y,

con lo cual queda probado la ida. Para probar el otro sentido. Sea x € U y
la bola cerrada B,[x] C U, que es un compacto. Entonces f es Lipchitz en
B, [z]. Es decir, f es localmente Lipchitz sobre U. O

Corolario 2.9. Sea U Cc C" y F : U — C™ holomorfa. Entonces F' es
Lipchitz para todo conjunto compacto K C U.

Demostracion. Como F' es holomorfa, entonces por el lema 1.65 tenemos que
F € CY(U) . Ademss, por un resultado conocido de analisis, si F' € C1(U) se
tiene que F' es localmente Lipchitz en U y por el lema anterior F' es Lipchitz
para todo compacto K C U. O

Para demostrar el siguiente lema usaremos el teorema 1.86 desigualdad del
valor medio y el teorema 1.87 perturbacién de la identidad). Lo que usaremos
del teorema de la perturbacién de la identidad, es el hecho de que f(U) es
abierto. En la prueba realizada en [Lag99] se toma un elemento a € U, con
f(a)=be€ f(U) . Se consigue una bola abierta B,(b) C f(U), donde el radio
estd dado por s = (1 — A\)r, donde A es la constante de contraccién de ¢ y r
es tal que B,[a] C U. Se puede observar que el radio de la bola abierta By(b)
solo depende de la constante de contraccion A de ¢ y del radio r de la bola
cerrada B,[a] C U. Este hecho lo usaremos en la prueba del siguiente lema.
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Lema 2.10. Sea F,, € Aut(C"), donde F,, — F de manera compacta en S,
con Q C C" un dominio. Sea a € 2 tal que JF(a) # 0 y F(a) = b. Entonces
existe r > 0 yny € N tal que B.(b) C F,(?) para todo n > n;.

Demostracion. Sea a € Q, con F(a) = b. Como JF(a) # 0, por el teorema
1.71 de la funcién inversa se puede encontrar una bola abierta B,,(b) y una
vecindad abierta V, de a tal que

F~':B.,0b) —1V,

es holomorfa. Ademas, como F,, —> F de manera compacta, existe una bola
cerrada B,,[a] C V, tal que
T2

Fu(2) = F)| < 2

para n > ng. Por otra parte, I es continua en a, entonces existe B,,(a) C €2
tal que

[F(z) —b| < %2 para z € B,,(a).
Por lo tanto, escogiendo r; = min{rs,r4}, para z € B, (a) y n > ny se tiene
ry T
Fule) = b < |Fu(2) = P +|F(2) — b < 5+ 5 = o

Se han encontrado 2 bolas abiertas B, (a) C €2, B,,(b) y un ny € N tal que
F.(B,,(a)) C B,,(b) y F(B,,(a)) C B,,(b) para n > ny. Ahora, definamos
gn como g, = F~ 1o F, : B, (a) = V,.Ya que F,, - F de manera compacta
en 2, para un n suficientemente grande F,(z), F(z) estaran contenidos en
un compacto de B,,(b). Por otra parte, F~! es holomorfa en B,,(b) y, por el
corolario 2.9, F~! es Lipchitz en todo compacto K C B,,(b). De esta forma
tenemos para z € K y n > ng

P (Fu(2)) = F7A(P()] € AFa(z) = F(2)] < Ae

De esta manera g, — I de forma compacta en B, (a). Luego, si defini-
mos ¢, = g, — I entonces p, — 0 de manera uniforme en cada compac-
to de B,,(a). Como consecuencia, si usamos el teorema 1.54, tenemos que
Dy, — 0 de manera compacta. Sin pérdida de generalidad, podemos consi-
derar la misma bola B;, (a) tal que |[Dy,(z)|| < 3 para todo = € B,,(a) y n
suficientemente grande. Asi que, si usamos el teorema 1.86 tenemos

(on(2) — ouly)| < 57—y
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para =,y € B, (a) y n > ny. Luego, definimos g, = I + ¢,, siendo ¢,
contraccion con A = % para todo n > ny. Ahora, si aplicamos el teorema 1.87
a g, tendremos que g, (B, (a)) es abierto . Si g,(a) = a,, entonces existe una
bola abierta Bg(a,) tal que By(a,) C g,(B,,(a)) para n > n;. Por otra parte,
como a,, — a, se puede encontrar un s; > 0 y n suficientemente grande tal
que

By, (a) C Bs(an) C gn(Br,(a)). (2.1)

Por tltimo, aplicamos F' en (2.1), sabiendo que F es abierto debido a que es
biholomorfo en una vecindad de a. Entonces existe un r > 0 tal que

B..(b) C F(Bs,(a)) C Fu(Br,(a)) C Fo(Q)
para n > nj. UJ

Lema 2.11. Sea Q C C" un dominio, f, € O(Q2;C) tal que no se anulan en
Qy fn —> [ en la topologia de la convergencia compacta sobre (). Entonces
f es idénticamente nula en €2 o nunca se anula en ).

Demostracion. Para el caso n = 1, esto ya fue desarrollado en el corola-
rio 1.20. Ahora, veamos cuando n = 2. Supongamos que existe un punto
(p1,p2) € Qtal que f(p1,p2) = 0. Como (p1, p2) € 2 es abierto, existe una bo-
la abierta B,.(p1, p2) tal que B,.(p1,p2) C §2. Sea 71 (B,-(p1,p2)) = Aq , la pro-
yeccién a la primera coordenada del conjunto B,.(p1, p2) v m2( B, (p1,p2)) = Qs
, la proyeccién a la segunda coordenada del conjunto B, (p1,p2). Ambos con-
juntos son dominios, ya que las proyecciones son abiertas y continuas. Ahora,
definimos g,(z) = fu(z,p2) € O(Ay) ,g(z) = f(z,pa). Se observa que g, — ¢
en la topologia de la convergencia compacta en A;. Ademads, g, no se anula
en Ay y g(p1) = 0. Por lo tanto, g(z) = f(z,p2) = 0 para todo z € A;.
Siguiendo la misma idea para cada z' € Ay tendremos que f(z,z!) = 0, para
todo z € C tal que (z,2z') € B.(p1,p2). De esta manera f(z,29) = 0, para
todo (z1,22) € B,.(p1,p2) . Finalmente, por el teorema 1.30 de la identidad
f(z1,22) = 0 para todo (z1,22) € . Un similar argumento se aplica para
cualquier valor de n. O

Lema 2.12. Sea Q2 C C" un dominio, F,, € O(Q2,C") tal que F,, — F unifor-
memente sobre todo compacto K C (). Entonces JF,, — JF uniformemente
sobre todo compacto K C €.

Demostracion. Sea Fy, = (Fig, ..., Fur) vy F = (F1, ..., F,,). Ahora, definamos
las siguientes aplicaciones Wy : @ — C™" y U : 3 — C"" de la siguiente
manera
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021 o 0z,
Wy(z) = : :
S 9n 0z,
OF(z) OF(2)
0z o 0z,
U(z) = : z
OF,(2) OF,(2)
0z o 0zp

Sea a; = (0,..,1...,0) la n-upla que tiene en la i-ésima posicién al 1 con
1 =1,....,n . Como F, — F de manera compacta sobre {2, tenemos por el
teorema 1.54 de Weierstrass que D F, — D F' de manera compacta sobre
Q. Esto significa que

(8F1k(z) | 8Fnk(z)> . (aF(z) 8F(z))

yeeey y ey

de manera compacta para ¢ = 1,...,n. Por lo tanto, cada coordenada de Wy
tiende uniformemente a cada coordenada de ¥. Asi, ¥, — ¥ de manera com-
pacta sobre 2. Ahora, si ¢ : C"*" — C es la funcién determinante definida
por ¢(A) = det(A), entonces el jacobiano de F'y Fj, estarfan determinados
por JF = ¢o WV, JF, = ¢ o ¥, respectivamente. Escojamos K C €2 conjunto
compacto. Debido a la convergencia uniforme de ¥, sobre ¥ se puede encon-
trar un conjunto compacto M C C"*™ y un kg € N, tal que V(K) C M y
U(K) C M para k > ky. Por otra parte, ¢ es multiplicacién de polinomios
entonces tenemos que ¢ es holomorfa en C™*". En particular ¢ es de clase C*,
entonces ¢ es localmente Lipchitz en C™*™. Por lo tanto, debido al colorario
2.9 se tiene que ¢ es Lipchitz sobre M. De esta manera existe un L > 0 tal
que
[0(Wi(2)) — o(V(2))| < L|Vy(z) — ¥(x)|

para x € Ky k > ky. Como consecuencia se tiene que ¥, — ¥ de manera
compacta sobre 2 y asi JFy, — JF uniformente sobre K, con lo cual queda
terminada la prueba. [

Lema 2.13. Sea Q2 un dominio, sea F,, € O(Q,C"), donde cada F,, es inyec-
tiva. Si F,, — F uniformemente para todo compacto K C 2 entonces o bien
F' es inyectiva, o bien JF es idénticamente nulo.

33



Demostracion. Sea ®, = JF,, y ® = JF. Debido al lema 2.12 nuestra hipote-
sis implica que ®,, converge uniformemente ® de manera compacta en §2.
Entonces por el lema 2.11 JF es idénticamente cero o nunca se anula en {2.
Ahora en el segundo caso, cuando JF(z) # 0 en  tendremos que F es lo-
calmente inyectiva y nosotros queremos mostrar que es inyectiva en 2. Esto
se sigue del lema 2.10. Si suponemos que F' aplica dos puntos distintos p, g
en el mismo punto w. Primero podemos conseguir 2 bolas abiertas B,, (p),
B,,(q) tal que su interseccién es vacia. Como F,, — F de manera compacta
en () entonces tendremos que

Fulp. w) — Fle,w) ¥ FalB,@w — FlB.,@

de manera compacta en sus respectivos dominios. Utilizando el lema 2.10
se puede encontrar un ny € N y una bola abierta B,.(w) tal que B,(w) C
F.(B,,(p)) v B.(w) C F,(B,,(q)) para n > ng. De esta manera para n > ng
existen a,, € B,,(p), b, € B,,(q) tal que F,(a,) = F,(b,) = w. Esto es una
contradiccién, ya que cada Fj, es inyectiva. O

Definicién 2.14. Decimos que un abierto 2 C C", 2 # C" es un dominio de
Fatou-Bieberbach si es biholomorfo a C”, es decir, si existe un biholomorfismo
vU:Q— C".

El siguiente teorema que probaremos nos dara la posibilidad de encontrar
dominios de Fatou-Bieberbach. Estas regiones seran generadas a través de
las cuencas de atraccién a un punto fijo mediante un automorfismo .

Teorema 2.15. Sea F' € Aut(C"),p € C",F(p) = p , y suponga que los
autovalores \; de A = F'(p) son tales que |A\1| > [Xa| > ... > | Aa] ¥

M2 < [Aal- (2.2)

Definimos
Q={zeC": kh'm F*(2) = p}. (2.3)
—00

Entonces §2 es abierto y conexo, y existe un biholomorfismo de Q a C*, dado
por

U = lim B~ *F*, (2.4)
k—o0
donde B7%(z) = A7%(2 — p). La convergencia en (2.4) es uniforme sobre

subconjuntos compactos de §2.

Al conjunto €2 se le denomina cuenca de atraccién hacia el punto fijo p a
través del automorfismo F'. Note que (2.2) implica que 0 < |\;|< 1 para todo

o4



1=1,2,...,n. Podemos describir a €2 como el dominio que es atraida hacia p
por F. Una inmediata consecuencia de (2.4) es la ecuacién funcional

U=A"UF
Ademas se tiene que J¥ = 1 siempre cuando JF' sea constante.

Demostracion. Podemos suponer p = 0 sin pérdida de generalidad. En caso
contrario, definimos G(z) = F(z + p) — p obteniendo G(0) = 0. Sean las
constantes a, 31, B, 8 tal que a < |\, |,|M] < B1 < B < B,y B2 < «a.

)2 2
Escogiendo o = |A”|_M’ B =1/ %, P2 = 5+T|)\1| y 61 =

Ba + |\

5 se obtiene lo afirmado. Como el radio espectral de A esta dado por

p(4) = lim || A¥|*
k—o0
y p(A) = |A1|< Bi. Entonces existe N > 0 tal que si k > N, se tiene
Bt > A,
De igual forma para el radio espectral de A~! se tiene

p(A™) = lim [|(A™"||*
—00
y los autovalores de A~! son A\[*; Ay 'i.. A2t Ademds, tenemos que p(A~!) =
|A\u|7'< o' Entonces existe M > 0 tal que si k > M, se tiene

at > HA”“H

Sea m = max{N, M}. Se sigue que a™* > [|[A7*|| y B} > ||A¥|| para todo
k > m . Ahora, aplicamos el lema 2.1 en F' para obtener un r > 0 tal que

[E™ ()< 83"l (2.5)
[F7(2)]

2|
el lema 2.2 el conjunto esté bien definido. Ahora, acotaremos ||F(2)|| para
N € Ny ||z|]|< r. Para ello, primero acotemos ||[F?™(z)||. Si usamos (2.5),
tenemos

para ||z||< r. Definimos M = sup{ ;0 < j <m;0 < |z| <r}, por

|F27 (2)|= [F™ (F™(2))|< By [F™(2)|< B3™[z] < 7.

Luego, sea N = km + j,k=1,2,3,....0 < j <my ||z||< r. Si seguimos con
la iteracién obtendremos que ||F*™(z)||< 85™|z|< r. Por lo tanto,

[FY (2)|= [F(FE™(2)|< CIF™ (2)|< CB™ |2l
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Como Cp5m|z|< CrBs™, si despejamos k de la desigualdad Crgim < &,

n(%)

min ()

grande N > Ny (donde Ny > m depende solo de m y r) se cumplird que

obtenemos k£ > . De esta manera, para todo niimero suficientemente

1Y (2)ll< B~ (2.6)

para ||z]|< r. Se sigue de (2.6) que B(0;7) C €2, ya que § < 1. Como conse-
cuencia se tiene

Q:IjF%mmmy (2.7)

En efecto, sea z = FP(u), p € Z con |u|< r . Ya que B(0;7) C 2 tenemos
que

lim F"(z) = lim F""P(u)

n—oo n—o0
= lim F"(u) =0.
n—00
+o0
Entonces z € Q, con lo cual tenemos U F*(B(0;7)) C Q. Probemos la otra
—0o0
inclusién. Si a € 2, entonces existe m € N tal que |F™(a)|< r . Como conse-

cuencia, si b = F™(a) tenemos que F~"(b) = a. Entonces a € F~"(B(0;7))
+o0

y se sigue que 2 C U F*(B(0;7)). De esta manera queda probado (2.7).

De (2.7) y del lema 2.5 se sigue que 2 es abierto y conexo. También de

(2.7) obtenemos que F(2) = Q. Ahora, probaremos la convergencia da-

da en (2.7). Escojamos un conjunto compacto K C 2 . De (2.7) tene-
+oo

mos que K C U F*(B(0;7)). Luego de la compacidad de K se obtiene

ng
K C U F*(B(0;r)). Se sigue de (2.6) que existe un N; > N, tal que

i=1
[FM (2) < 8™ <7

para z € B(0;r). Sea s = max{N;—k;,1} con1 <i <ngyz € K. Evaluemos
Féen z

FY(2) = FY(Fb(w) = F** ()
donde u € B(0;r). Como s > N; — k; tenemos que s + k; > Nj. Luego,

Fo(z2) < g5t < g <,
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Entonces F*(K) C B(0;r) y de ahi se sigue que K C F~*(B(0;r)). Ahora,
si 2 € K se tiene |[FYN(2)||= [|[FN(F~5(u))||= ||FY~5(u)|, con u € B(0;r).
Se sigue de (2.6) que

IFN ()<Y =aBY (2€ K,N >s+Ny) (2.8)

donde a = $7%. Debido a que (A™' o F)'(0) = I y si usamos el lema 2.3,
existe una constante b tal que

lw = A7 F@)[[<blwl*  (Jw]< a). (2.9)
Asi, si z € K y establecemos wy = FV(z), obtenemos la siguiente estimacién
IAFY (2) = ANEN ()| < JAT oy — AT (w)|

2\ N
< a Vblwy]||*< a®b (B—>

«

para todo N > s+ Ny. De esto obtendremos

Debido a que %2 < 1, se sigue que la sucesién Uy (z) = (A7"F*(z)) es una

sucesion de Cauchy para todo z € K. Como C" es completo, entonces exis-

te ka A7*F*(2) y lo denotaremos como ¥(z). Entonces se verifica (2.4) y
— 00

por el teorema 1.43 ¥ es holomorfa en 2. Ahora, probemos que ¥ es inyec-
tiva. Sabemos que W es el limite de automorfismos ¥, = A% o F¥ y esta
convergencia es uniforme en compactos de 2. Si utilizamos el lema 2.13 en
U, tenemos que V¥ es inyectiva o J¥ es idénticamente nulo. Calculemos el
JU.(0). Para ello, derivamos ¥y, en 0

(T1)'(0) = (A7 0 FFY(0) = (A7) (F"(0)(F*)'(0),
(U (0) = AFAR = 1.

Por lo tanto, J¥(0) = 1 para todo k € N. Debido a que V), — ¥ unifor-
memente en compactos, entonces, por el lema 2.12, JU,(0) — JU(0) = 1.
Asi, JU no es idénticamente nulo, entonces ¥ es inyectiva. Ahora probemos
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que W es sobreyectiva. Ya que F(Q2) = Q y ¥ = A~'UF, observamos que
U y A7 tienen la misma imagen. Sea ¥(Q2) = U. Como el radio espec-
tral de A es menor que uno, utilizando el lema 2.4, si v € C", entonces
A*(v) — 0. Luego, como U contiene una vecindad de 0, tenemos para un
ko suficientemente grande A*(v) € U. De la relacién A=1(U) = U se tiene
A~*(U) = U para todo k € N. De esta manera, como A*(v) € U tenemos
que A~R(Ako(v)) = v € U. Por lo tanto U = C", asf ¥ es sobreyectiva
y por el corolario 1.82 U~! es holomorfa. De esta manera ¥ es un biholo-
morfismo. Supongamos que el JF sea contamte, entonces JF(z) = det(A).
Como U, = A~% o F* se tiene que J¥,(z) = 1. Finalmente por el lema 2.12,
JU(2) = JYU(z) = 1. De esta manera queda probado el teorema. O

Ahora veremos algunos ejemplos de aplicacién de este teorema que aca-
bamos de probar.

Ejemplo 2.16. En este ejemplo, primero definiremos una aplicaciéon holo-
morfa F' que nos mostrard la importancia de la condicién (2.2) en el teo-
rema 2.15. Luego, modificaremos un poco la aplicacién holomorfa F, para
obtener el primer ejemplo de un dominio de Fatou-Bieberbach. Definamos
F:C?* — C? por F(z,w) = (az, fw + z?), donde 0 < < a < 1. Veamos
que F' es inyectiva. Sea F'(z1;wy) = F(z9; wy). Luego,

(Oézbﬁwl + Z%) = (&Z% ﬁUJQ + Z%)

entonces az; = azy y fw; + 28 = Pwy + 25 . Como a > 0, de la primera
igualdad se obtiene que z; = 25. Reemplazamos esto en la segunda igualdad
y como (8 > 0 obtenemos w; = wy. Por lo tanto F', es inyectiva. Ahora,

veamos que F es sobreyectiva. Sea (u;v) € C? tal que F(z;w) = (u;v).
u
Se sigue que az = u y Bw + 2> = v. Resolviendo obtenemos z = — y
a
1 u?
w = B(U — —2), con lo cual F' es sobreyectiva. F' es holomorfa, ya que sus
o
L : . z w22
componentes son polinomios. De igual forma F~'(z;w) = | =, - — = |,
a B pBa?

también es holomorfa por la misma razén. Por lo tanto, F' € Aut(C?). El
automorfismo F' fija el origen, es decir, F'(0,0) = (0,0). La derivada de F' en
(0,0) esta dado por

A:F/(0,0):(g“ g)

Por induccién se tiene que

FF(z,w) = (oFz, ffw + BF (L + e+ ... + &1,
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donde ¢ = a?/f3. En consecuencia se tiene
(AT F®) (z,w) = (2,0 + B7H1 4+ ¢+ ...+ F71H22).

El coeficiente de 22 en la segunda componente de A~*F* tiende a infinito,
excepto si ¢ < 1, es decir, cuando o < 3. En conclusién, la secuencia (2.4)
del teorema 2.15 puede no converger si se omite la condicién (2.2) de dicho
teorema. De esta manera usando el teorema 2.15 se obtiene un dominio {2
biholomorfo a C2, pero este dominio atraida al origen via F es todo C2.
Para evitar esta situacién, definimos G(z,w) = (az + (fw + 2%)?, fw + 22).
De nuevo, G € Aut(C?) y F'(0,0) = G'(0,0). Los coeficientes en G* son
al menos tan grandes como los de F*. Sabemos que el coeficiente de 2% en
A7FFF diverge, por lo tanto A~*G* seguir4 divergiendo cuando a? > 3. Pero,
ahora el dominio © que es atraida hacia 0 por G, no es todo C2, ya que G
tiene otros tres puntos fijos dados por 2* = (1 —a)(1—8)* y w = 2%/(1—f).
De esta manera el conjunto €2 es un dominio de Fatou-Bieberbach.

Ejemplo 2.17. Ahora, mostraremos un ejemplo de un dominio de Fatou-
Bieberbach Q C C? cuya interseccién con cada linea compleja estd limitada.
Para ello definamos F(z,w) = (u,v) por

u=ow, v=az+uw (2.10)

para algin « fijo, 0 < |a|< 1. Mostraremos que F € Aut(C?). Primero
probaremos que F es inyectiva. Si F(z1,w;) = F/(29,ws), entonces tenemos
que w; = qwy y @z + w% = azy + w%. De la primera igualdad se tiene

wy; = wy y reemplazamos esto en la segunda igualdad obtenemos z; = z5.

u?

- % u
F es sobreyectiva. En efecto, dado (u,v) € C? existe ( @ ) tal que
a T«
vy
F( @ —) = (u,v). Luego, F es holomorfa, ya que cada componente es
a a

holomorfa. Por lo tanto del corolario 1.82, F' € Aut(C?). Por otra parte F
fija (0,0). Si hallamos F’(0,0) tenemos

A:F’(0,0):<g 3‘)

Calculemos los autovalores de A

-\«

| — N2 a2
|A — \| ’oz _)\’ A — o =0.

Por lo tanto, sus autovalores son +a y se tiene que |a|? < |a|. Asi, se cumplen
las condiciones del teorema 2.15. Sea €2 la regién atraida al punto (0,0) por
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F' como en el teorema mencionado. Definamos el siguiente conjunto
E ={(z,w) € C?/|w| > 1+ 2[a| + |2[}.

Ahora, mostraremos que F'(E) C E. Sea (z,w) € E. De la definicién de F
se sigue que
jol= oz + w?] > Juf—oz].

Como (z,w) € E tenemos que |w| > |z|. De esta manera conseguimos
o] > wl* — |aw] = |w](jw] - |al).
De igual forma, ya que (z,w) € E obtenemos que |w| > 1 + 2|a|. Luego,

[o] > fw[(Jw] = [al) = |w|(]t + |a]) = [u] + |w]
[0l > [u] + [w] > 1+ 2|af 4 [ul,

de modo que (u,v) € E. Asi, F(E) C E y se sigue que F*(E) C E. Esto
muestra que ningin punto de E se encuentra en 2. Si existiese un punto
a € E que perteneciera a ) esto implicarfa que el 0 € E, lo que serfa una
contradiccién, ya que todo (z,w) € E cumple que |w| > 1. Ahora, sea L una
linea compleja en C?. Parametrizamos L por

z=a+ b\, w=c+dA\,
donde a, b, ¢, d son constantes complejas y A varia en C. Evaluamos F' en L
F(z,w) = (ac + ald, aa + aXb+ (c + Ad)?).

Mostraremos que tan pronto como |A| sea lo suficientemente grande se tendra
que F(z,w) € E. Para ello se debe cumplir que

laa 4+ aXb + (¢ + Ad)?| > 1+ 2|a| + |ac + ald|.
Tenemos la siguiente desigualdad
laa 4 aXb + (¢ + Ad)?| > |d|*|A\]* — (2|cd| + |ab])|A| = |¢|* — |aal = P(|)])

donde P es un polinomio dado por P(z) = |d|?x? — (2|cd| +|ab|)x —|c|* — |aal.
Ademas, tenemos

14 2)al+ |ac+ ard| < 14 |a|(2+ |¢]) + |ad||A] = Q(|A])

donde @ es el polinomio dado por Q(x) =1+ |a|(2 + |¢|) + |ad|z . Todo se
reduce a probar que

P(Al) > Q(A])
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para || suficientemente grande, lo que es equivalente a que P(|A|) —Q(|A]) >
0. Como P(|A]) — Q(|A]) es un polinomio de segundo grado con coeficiente
principal positivo, se tendrd lo pedido para |A| suficientemente grande. De
esta manera, si (z,w) pertenece a la recta, entonces ya no pertenecera a
) para |A| suficientemente grande. Por lo tanto la interseccién de € con
cualquier linea compleja esta limitada.

Ejemplo 2.18. Sea la funcién F(z,w) = (u,v) dada por

1

u=z+w, v:§(1—w—ez+w). (2.11)
F' es holomorfa, ya que cada componente es holomorfa. De la definicion de
F se tiene que es inyectiva y sobreyectiva sobre C2. Utilizando el corolario
1.82 tenemos que F € Aut(C?). Este automorfismo nos conduce a varios
fenémenos interesantes. Hallemos los puntos fijos de F'. Para ello igualamos
F(z,w) = (z,w). Asi se tiene que

z—f—w:Z’ 5(1_w_ez—i—w):
Si resolvemos ambas ecuaciones obtenemos que w = 0y z = 2mmi. Los pun-
tos fijos son p,, = (2mmi;0), para cada entero m. Calculemos los autovalores
de F'(pm)

w.

1 1
F/(Z,U}>:< 1 24w 1 1 2 w)
_§€+ —§—§€+

1 1
F/(pm):<_l _1>:Am

2
| Ay — M| =0
1—A 1
]
1
2—_
)\—2.

Asi, tenemos que los autovalores de F'(p,,) son #1/v/2. De esta manera se
cumplen las condiciones del teorema 2.15. Por lo tanto, existen dominios de
Fatou-Bieberbach disjuntas 2,,, C C? (m = 0; +1; 4+2;...), ya que son atraidas
por diferentes puntos fijos p,, de F. Estos dominios de Fatou-Bieberbach son
translaciones uno del otro:

Q= Q0 + Pon. (2.12)
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Para obtener (2.12) tenga en cuenta que F((z;w) + pn) = F(z,w) + pp.
Realizamos induccion sobre esta ultima igualdad para obtener

F*((z,w) + pm) = F*(z,w) + pm. (2.13)
Ahora, si (z,w) € g y tomando limite en (2.13)
lim F*((z;w) + pm) = lm (F*(230) + pn) = pn-
k—oco k—o00

Entonces se tiene que 29 + p,, C €2,,,. Andlogamente se prueba la otra in-
clusion €, C Qg + p,. Por lo tanto, ©,, = Qg + p,, . La aplicaciéon F dado
por

E(u,v) = (e*,ve™) (2.14)

es uno a uno en cada €,,. En efecto, sea (a,b) y (¢, d) € Q,, tal que E(a,b) =
E(c,d). Entonces tenemos e* = e“y be™® = de™°, para algin n € N . Si
resolvemos ambas ecuaciones, entonces ¢ = a + 2n7wi y b = d. Se sigue que

(¢,d) = (a,b) + (2nmi,0).
Luego, evaluando en F* y tomando limite se tiene

F*((a,b) + (2nmi,0)) = F*(a,b) + (2nmi,0)
lim F*(c,d) = lim (F*(a,b) + (2n7i, 0)
k—o0 k—o00
Asi, obtenemos que n = 0. Por lo tanto, E es inyectiva en €,,,. Por otra parte,
de la definiciéon de E y del hecho de que 2, = Q¢ + p,, tenemos
E(Q,) = E(Qo + pm) = E(Qo).
Por consiguiente, el conjunto

O = B(Q) (2.15)

serd independiente de m. Sea ¥ el biholomorfismo de Q a C? dado por el
teorema 2.15. Entonces tenemos el siguiente diagrama

Oy —Z= O

YoE 1

02
De esta manera, la aplicacién ¥y o E~1 : Q* — C? nos da el dominio de
Fatou-Bieberbach Q*. La regién Q* en C? no intersecta a la linea z = 0,
ya que la imagen de E no lo intersecta. Ademds, dado que JF = —1/2 (
constante),por el teorema 2.15 se tiene J¥ = 1 . Si calculamos el jacobiano
de E tenemos
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e 0

efu

JE = =1

—Uu

—ve

por lo cual J(¥ o E7!) = J(V).J(E~') = 1. De esta forma, tanto los €2,
como 2* son imdgenes biholomorfas de C? via aplicaciones cuyos jacobianos
son idénticamente a la unidad, por lo cual preservan el volumen. Es por eso
que definimos F por (2.14) mas que por la simple férmula E(u,v) = (e*,v).
Ya que si definimos E por E(u,v) = (e*,v) obtenemos todo lo anterior, pero
el JE no es idéntico a la unidad.

Es conocido de [Gre72] que el rango de una aplicacién holoforma de C?
en C? no degenerado no puede omitir 3 lineas complejas. Mostraremos que
esto no es cierto, si las lineas complejas son reemplazadas por traslaciones
de R2. Donde R? denota los puntos de C? con ambas componentes reales.
Definamos

I, = R* + ((2k + 1)7i,0)

parak = 0,£1,£2, .... Se tiene que F(Il;) = Il;, y ningin p,, se encuentra en
II;. Por lo tanto ningtin punto de Il es atraido a cualquier p,, via F'. Con lo
que concluimos que I no intersecta a ningun §2,,,. Finalmente, modificaremos
las regiones €2,,, para obtener dominios de Fatou-Bieberbach disjuntas Q,, con
la siguiente propiedad:

Para cada m, (,, N {w = 0} tiene infinitas componentes.

El teorema 1.18 (Picard) muestra que a lo mas una linea u = constante
omite 9. En efecto, supongamos que {2y omite dos lineas u = a y u = b.
Consideremos la funcién proyeccién Iy : Qy — C — {a, b}, la proyeccién a la
primera componente. Por otra parte, sabemos que existe un biholomorfismo
U=Vt C? = Q. Asi, tenemos G =11, o ¥ : C2 — C — {a, b} holomorfa.
Sea L una recta compleja. Entonces G restricto a L, G|, — C —{a, b} omite
dos puntos. Por el teorema 1.18 (Picard) tenemos que G|, es constante. Ya
que la recta L es arbitraria se tiene que G = II; o ¥ es constante. Esto
implica que la imagen de ¥ estd incluido en una recta u = constante, lo
cual es una contradiccién, ya que ¥(C?) = €y es un conjunto abierto. Asf,
Qg contiene puntos (us;vs), con us = s + iys, 278 < ys; < (28 + 1)m para
s € Z. Elegimos ntimeros complejos ¢, d, tal que ¢; + d; = v,. Por otra
parte, los e"s son no reales y ninguno dos de ellos son el complejo conjugado
del otro. Como consecuencia de esto el conjunto {e*s; % } es localmente finito
en C. Entonces aplicamos el teorema 1.22 (Interpolacién de Mittag- Leffter)
al conjunto {e“s;e%} y obtenemos una funcién entera f : C — C tal que
fle") = cs y f(e™) = ds. Sea f(2) = ag + a1z + a2* + ... la serie de
f alrededor de 0. Definimos f(z) = @ + @iz + .... La funcién f también es
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entera. Ademds, sea g(z) = f(z)+ f(2). Esta funcién g cumple que g(R) C R
y g(e*s) = vg. Definimos la aplicacién holomorfa @

O(u,v) = (u,v = g(e"))

y hacemos @m = ®(Q,,). Ya que ®(I1;) = IIj, ningin II intersecta a ningin
Q,,. Cada 2, contiene los puntos

(us + 2mmi, v; — g(e"**™™)) = (s + (ys + 2mn)i, 0),
uno en cada franja delimitada por las lineas reales
Xk = (x4 (2k 4+ 1)mi, 0) (—o0 < x < 0),

que se encuentran en II, para s € Z. Por lo tanto €2, N {w = 0} tiene al
menos una componente en cada una de estas franjas. En el siguiente gréfico
se muestra las componentes de Qo N {w = 0}.

gy e s T e gy i Lt
e Uy
T .- . £
.l
____________ 0l ____h
Ug
o

2 1 0 1 2

___________ . . CFt
e lU_y

___________ 8| __________*=

.U

Ejemplo 2.19. Acabamos de ver que existen dominios de Fatou- Bieberbach
Q,, en C? que omiten infinitas traslaciones de R?. Lo mismo puede ser de-
mostrado para finitas rotaciones de R?. Sea N un entero positivo. Ponemos
a=enN y E, =afR? para k =0,1,2,....,2N — 1. Cada Ej es una rotacién
de R%. Definamos F(z,w) = (u,v) por

[z + (2 4+ w)*N T (2.16)

U =z+w, U:2N+1
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De la definicién de F', se sigue que F' es inyectiva y sobreyectiva. Ademas,
F es holomorfa entonces por el corolario 1.82 F € Aut(C?). También de la
definicién de F', se tiene que F(Ey) = Ey parak = 0,1,2,...,2N —1. Hallemos
los puntos fijos de F'. De la igualdad F(z;w) = (z;w) tenemos que z+w = 2
Vo snrilz + (2 + w1 = w. Se sigue que w = 0, z = 0 0 2N = —1.
Resolviendo 22" = —1 obtenemos los puntos fijos (0,0) y p,, = (a™,0), para
m impar (m = 1,3, ...,4N — 1). Calculemos los autovalores de F'(p,)

F%%w%_(;ﬁq+@+wﬁN @+wﬁi>

1 1
F’(pm):< 1 9 _1>:Am

2N +1
|A,, — M| =0
1—X 1
1 =0
-1 —1-=)
2N +1
2: 1
2N +1

Los autovalores de F'(p,,) son +(2N + 1)~2. Se sigue del teorema 2.15 que
existen N pares disjuntos dominios de Fatou-Bieberbach (2,,, atraidos a p,,
por F. Ademas si suponemos que algun z € €,,, pertenece también algun
Ek. Se sigue del hecho de que F(Ey) = Ej y que Ej es un conjunto cerrado,

lim F*(z) € E.

k—o00

Pero como z € €, tenemos klim F*(2) = (@™;0) € Q,, con m impar. Por lo
—00

tanto, k no puede ser par, de esta manera tenemos que

Q CC\(EgU By U ... Eyn ).
Note también que F(a?z,a*w) = a?F(z,w), por (1). De esto uno puede
deducir que la rotacién (z,w) — (a?z, o*w) permuta las regiones ,,,.

Ejemplo 2.20. Mostraremos un dominio de Fatou-Bieberbach )y cuya clau-
sura omite una linea compleja. Escogemos o € C, 0 < |a] < 1 y encontremos
una funcion entera f: C — C tal que

1+a?
1 —a?

SO =1/a, f(O)=0, f(1)=0, f(1)
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Esto es posible, si consideramos que f es un polinomio de la forma

f(z) =az’ +bz* +cz+d

con a = 2log () + }J_rgz, b = —3log (1) - ifzz, c=0yd=log(d).
Se puede observar que f cumple con las condiciones requeridas. Definamos

F(z,w) = (u,v) por
u=1-—a’+ a2zef(z“’), v = we TEW),

F' es holomorfa, ya que cada componente es producto y composicion de
funciones holomorfas. Veamos que F' es inyectiva. Si F'(z1,w;) = F/(z9,ws)
tendriamos que

zef 1) — oo eflewe) gy e fEwn) — gy o= fz2w2) (2.17)

Multiplicamos ambas expresiones se obtiene zyw; = zsws. Reemplazando en
(2.17) se obtiene que z; = z3 y w; = wy. Por lo tanto, F' es inyectiva. Ahora,

2
u—1+a? f(m

sea (u,v) € C% Tomando z = 5= Y W = ve a2 ) se tendré
? v.(ufl2+a ))

2 1
que F(z,w) = (u,v). Por lo taﬁtg, F' es sobreyectiva. Por el corolario 1.82
tenemos que F' € Aut(C?). Ademds de la definicién de F se observa que (1,1)

es un punto fijo. Hallemos F’(z, w)

F'(z w) _ a2(ef(zw) + Zef(zw)f/<zw)w) a2226f(zw)f/<zw)
) —w26_f(zw)f/(zw) e—flew) _ we_f(zw)f’(zw)z ,

reemplazando el punto (1, 1) se tiene

202 o? + ot
/ _ 1—a2 1—a2
F (171) - 1_'_&2 —2&2

T 1-a% 1-a?

Los autovalores de F'(1,1) son +ia con |a|* < |a|. Asi, F' cumple las con-
diciones del teorema 2.15. Sea ) la region atraida a (1,1) por F. Por otra

parte,

F(1+a0) = (1 —a?+ SED 0 (14 o)

entonces (1 + a,0) es punto fijo de F'. Si calculamos F'(1 + «, 0)

F'(1+a,0) = (g‘ 2)
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obtenemos que su autovalor es «, con |a|? < |a|. De esta manera F' cumple
con las condiciones del teorema 2.15 en el punto (1 + «,0). Sea ©; la regién
atraida a (14 a,0) via F. Entonces Qo N Q; = 0. Ademés, se tiene que

F(z,0) = (1 —a®+ az,0)
para todo z € C. Se prueba por induccién que
F*(2,0) = (1 +a—a" — "™ +a2,0).

Entonces kh’m F¥(2,0) = (14+,0), por lo tanto €2, contiene a la recta w = 0.
— 00

De esta forma €2 serfa una vecindad de la recta y como g N Q; = () se tiene
que ¢ no intersecta a la recta w = 0.

Antes de comenzar con el siguiente ejemplo, enunciaremos un lema que
nos sera de utilidad.

Lema 2.21. Sean los discos abiertos X, = 2**D(1,1) C C y ¢, > 0 para

p=0,1,2,.... Entonces existe una funcion entera g tal que
e/ =2y |l —e9 <¢, en X,
para p=0,1,2...

Demostracion. Primero, debido a que la funcién f(z) = e* es continua y
f(In(3)) = 5 . Es suficiente para probar el lema , encontrar d, > 0 tal que si

1

)| < (2.18)

’g — In(
en X, entonces |5 — €9 < ¢, en X, para p =0,1,2...

Para ello, usaremos el teorema 1.23(Pequetio teorema de Runge). Sea un
disco D(0,71) tal que D(0,71) N Xy = (). Consideremos la funcién constante
fi(2) = In(2). Observamos que es holomorfa en D(0,r;) y C\D(0,71) es
conexo. Entonces por el teorema 1.23 f; se puede aproximar uniformemente
en D(0, 1) por polinomios en particular es aproximado en D(0, ;) de manera
uniforme. Es decir, dado § > 0 existe polinomio P; tal que

J
|P1(2) —In(2)] < ﬁ,v,z € D(0,ry). (2.19)
Sea P;(0) = by. Definamos el polinomio Qi(z) = Pi(z) — by + In(2) para
obtener (1(0) = In(2). Si usamos (2.19) tenemos que
by 6 9
Q) ~ )] < |PA() ~ In(@)] + b~ In(@) < §+ 5 = 3
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para z € D(0,r1). Ahora, consideremos la funcién f, : D(0,7,) U Xy — C
definida por fo(z) = 0en D(0,71) y f2(2) = In(3)—Q1(2) en Xo. Observamos
que fy es holomorfa y C\D(0,7;) U X, es conexo. Entonces por el teorema
1.23 existe un polinomio P, tal que

o 0
|&@n<mm{§5ﬂ>
en D(0,7ry) y
5 0
P) - (1n(3) ~ Qu(a) < min { 3. 2

en Xo. Si P5(0) = by, de la condicién que cumple P, en D(0,7;) obtenemos
que |bo| < min{Z, %}, Asi, definimos Qa(z) = Py(z) — by para obtener que

Q2(0) = 0. Luego,

Qu(4)| = 1Pa(2) — ba] < [P+ ol < min { 22, 2

en D(0,r1). Por otra parte, se tiene en Xy que

1 1 do O )
10a(2) — () = Q)] < IPa(2) = (n(2) = Qe + [bal < 24 20 = 20

2 2 2 2 2
De esta manera conseguimos un polinomio Qs tal que |Q2(z)| < min {%, %0

en D(0,7r1) y |Q2(2) — (In(3) — Q1(2))| < 2 en X,. Sea un disco D(0,7)

tal que Xo C D(0,72) y D(0,79) N X, = . Ahora, consideremos la funcién
fs : D(0,79) U Xy — C definida por f3(2) = 0 en D(0,12) vy fa(2) =
In(3) — Q1(z) — Q2(2) en X;. Asi, f3 es holomorfa y C\D(0,72) U X; es

conexo. Entonces por el teorema 1.23 existe un polinomio P5 tal que

. [ b0 0
P <min{ 72,58, 2

en D(0,r9) y

IPy(2) — (n(3) — @u(2) ~ @u(2))] < min {% . %}

en Xi. Sea P3(0) = bs. Definamos Q3(z) = P3(z) —bs para obtener Q3(0) = 0.

Luego,
) d 0o 01
|Qa2(2)] < mln{%a?a?}
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en D(0,75) y en X se tiene

Qs(2) — (In(3) = @i(2) ~ @u()] < &

De esta manera, obtendremos una sucesién de polinomios Q. y discos D (0, 7_1)

tal que
0 o 5“} (2.20)

en D(0,75_1) y

Qu(2) — (In(3) ~ @u(2) ~ Qalz) =~ QD < 2 (221)

en Xj_p. Donde el disco abierto D(0,rg_1) cumple que X 5 C D(0,75_1)

v D(0,75-1) N Xj_o = 0. Ademés, Q1(0) = In(2) y Qx(0) = 0 para k > 2.

Definimos la serie Z Qr(z). Probaremos que satisface las hipdtesis del lema
k>1

1.24. Sea K un compacto de C. Por la construccion de los polinomios Q)

existe un disco D(0,r,,) que contenga a K. Ademads, se cumple que

)
Quoi1(2)] < 5y

en D(0,7,,) ¥y

)
Qurs2(2)] < s

en D(0,7py41). Pero como D(0,7,,) C D(0,7,,+1) se tiene que |Qn,+2(2)] <

o731 D(0,7,,). Si seguimos este razonamiento, obtenemos

0

para k > ng+ 1y z € K. Luego,
k>no+1 k>no+1

Como ZZO:1 Qx(z) es continua en el compacto K entonces existe una cons-
tante My tal que > 12 |Qx(2)| < Mk en K. Por lo tanto,

ZlQ’f ‘__+MK



para z € K. Luego, por el lema 1.24 la serie ZQk(z) = ¢(2) define una
k=1

funcién entera con ¢(0) = ZQk(O) = [n(2). Ahora, mostraremos que g
k=1
satisface (2.18). Si fijamos un X, tenemos que

00 p+2 p+2

S Q)+ 3@kl — Do @)~ inly)|.

k=1

o)~ n3)| =

Se sigue que

p+2 o)
‘g(z) — ln(%)‘ < ZQk(z) — ln(%) + Z Qr(2)] - (2.22)
k=1 k=p+3
De (2.21) se tiene que
p+2 1 5p
;Qk(z) —In(3)] < 5 (2.23)

Por otra parte, para ()13 de (2.20) se tiene

0
Qpesl2)] < 52

en D(0,7rp12). Como X, C D(0,r,+2) la desigualdad anterior se cumplird
para X,,. Luego, usamos (2.20) en ()14 para obtener

0
Qpral2)] < 2

en D(0,7,13). De igual forma, como X, C D(0,r,.3) la desigualdad anterior
se cumplird para X,,. Siguiendo con la misma idea se tendrd
Op

Qe < 52

en X, para k > p + 3. Luego,

> Qul2)

k=p+3

S NCED P (2.24)

:p+3
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Si reemplazamos (2.24) y (2.23) en (2.22) tenemos

Op > op
<5+Z?:5p

k=2

1

—In(=
o)~ inf)
en X,. Finalmente, usando (2.18) se obtendra

1 z
‘——69() <€

2

en X,. De esta forma, se obtiene la funcién g
O

Ejemplo 2.22. Daremos un ejemplo de un dominio de Fatou-Bieberbach
Q) C C? que contiene al conjunto {zw = 0} y no es denso en C2. Sean
g,h : C — C funciones enteras tal que

eI =2, MO = 1/4 (2.25)
eI = 1/2, ) — 4 (2.26)
para p = 0, 1, .... Para encontrar dichas funciones, por ejemplo para g, es su-

ficiente conseguir una funcién entera tal que g(0) = In(2) y g(2%) = In(1/2)
para p = 0, 1,2.... Dicha funcién g se obtiene aplicando el teorema 1.22 (In-
terpolacién de Mittag- Leffter), ya que el conjunto {0,2%} parap=0,1,2...
es localmente finito. Un razonamiento analogo se aplica para demostar la
existencia de h. Ahora, definamos

Gz, w) = (29 e=396E"w)y

H(u,v) = (ue"™) pe= )y,

y precisamos F' = H o G. Probaremos que F' € Aut(C?) para ello basta
que G, H € Aut(C?),procederemos primero para G. G es holomorfa, ya que
cada componente es holomorfa al ser producto y composicién de funciones
holomorfas. Verifiquemos que G es inyectiva. Si G(a,b) = G(c, d) tenemos

a3b)

ae?@) = ced()), (2.27)

be~39(@*) — e=39(c%d), (2.28)
Elevamos al cubo la primera condicién

3 3
a3e3g(a b) _ 03639(0 d)'
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Luego, multiplicamos a?e39(a°?) = (3¢30(*d) pop pe—39(a’0) — Je=30(c*d) hte-
niendo

a’b = d.
Reemplazamos esta condicién en (2.27) y (2.28) tenemos que a = cy b = d.
Por lo tanto (a,b) = (c,d) y asi G es inyectiva. Veamos ahora que G es

sobreyectiva. Dado (u,v) € C?, si tenemos G(z,w) = (u,v), entonces

290 = g (2.29)

we39IEW) = o, (2.30)

Elevando al cubo (2.29) y multiplicAndolo por (2.30) se tiene que 2w = u’v.
Reemplazamos en (2.29) y (2.30), se tendra que z = ﬁ yw = %.

Por lo tanto, G es sobreyectiva. Su inversa G~! también serd holomorfa
entonces G € Aut(C?). Siguiendo el mismo razonamiento se prueba que
H € Aut(C?). Por lo tanto, FF = H o G € Aut(C?). De la definicién de F

tenemos . w
F(2,0) = (5,0) . F(0,w) = (0, 5) (2.31)
F(2P,2F) = (2°F! 2rFh) (p=0,1,2...). (2.32)
Ahora, hallemos F’(0,0). Para ello primero calculemos H'(0,0) y G'(0,0).
Luego,

G (2 w) = e9=Pw) (1 4 323wg’(z3w)) ) ZAedEwW) o (23)
’ _922w26—3g(z w)gl<23w> e—Sg(z w)(l _ 323’11]9/(2311)))

G'(0,0) = < ?) 1/2 )

h(uv) ! 2 h(uv) 7,/
, ML+ uvh! (wv)) u?e™ "B (uv)
H (u, 1)) - < _U267h(uv)h/(uv) efh(uv)(l _ uvh’(uv))

H(0,0) — ( s 2)

Como F’(0,0) = H'(0,0).G’(0,0) tenemos que F’(0,0) = < (1)/2 1/3 ) De

esta manera si denotamos A = F”(0,0) tenemos que A = 5] . Los autovalores

de A= F"(0,0) son A\; = Ay = 1/2 que satisfacen |\;|* < |\o|. As{ F satsiface
las condiciones del teorema 2.15. Entonces existe una aplicacién biholomorfo
U :Q — C?, donde Q es el conjunto

Q={zeC kh_)rgo F*(z) = (0,0)}.
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De (2.31) obtenemos que

lim F*(z,0) = lfm (=,0) = (0,0),

k—ro0 k—oo 2K’
, k . B _

Concluimos que €2 contiene al conjunto {zw = 0} y por (2.32) Q2 no contiene a
los puntos (27, 2P). En particular 2 # C2. Queremos probar que €2 no es denso
en C2. Para obtener esto, elegiremos con més cuidado a ¢ y h, especificamente,
fortaleceremos (2.26) al requerir que g y h sean casi constantes en los discos
centrados en 2% y 22P*2 respectivamente. Por otra parte, como la funcién
f(x) = x* es creciente en (0; +o0) y f(1) = 1. Entonces existe ¢ > 0 tal que
(14 ¢)* < 2 que es equivalente a (1 +¢)* — 1 < 1. Ademds, se pueden elegir
constantes c, tal que

1
0<c<c <..<c (1+c)4—1<1. (2.33)

Consideremos los siguientes discos en C

1 1
D, =2"D(1,¢,), Xp = 24pD(1’ Z)’ Y, = 22p+2D(1’ Z)
y los polidiscos
A,=D,x D,

parap=20,1,2...

Los X,’s tienen clausura disjunta, lo mismo sucede para los Y},’s. Dado
€, > 0, se puede encontrar funciones enteras g y h tal que cumplen (2.25) y

1
|§—69| < epen Xy, 4—e'| < e, en, (2.34)

para p = 0,1,2.... Para obtener g utilizamos el lema 2.21. Usando el mismo
razonamiento del lema 2.21 también se obtiene la funcion h.

Ahora, probaremos que € no es denso en C2. Nuestra eleccion en (2.33)
garantiza que z*w € X, y 4zw € Y, para todo (z;w) € A,. En efecto, si
(z;w) € A, tenemos que z = 2Pa con a € D(1;¢,) yw =2Pbcon b € D(1;¢,).

Asi, se tiene que 23w = 2'a3D. Es suficiente, mostrar que a*b € D(1; Z) para
que z3w € X,,. Luego,
la*b — 1] = |a*b — 1 +a® — d?|

la®b — 1] < |a®(b— 1)| + |a — 1||a® + a + 1].
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Como |a —1| < ¢, , [b—1| < ¢,y |a] <1+ ¢, tendremos
a®b — 1| < (¢, + 1)%¢, + ¢p(c2 + 3¢, + 3)

1
|a3b—1|<(1+cp)4—1<(1+c)4—1<1.

Anélogamente, se prueba que 4zw € Y, para todo (z;w) € Zp. Realizare-
mos la siguiente notacién. Dado 2 puntos (a,b) y (¢, d) en C?. Denotaremos
(a,b) = (c,d), si existe € > 0 lo suficientemente pequeno tal que

|(a,b) — (c,d)| < €

Por lo tanto, si (z;w) € A, v (u,v) = G(2,w), entonces (u,v) ~ (g,Sw).

1
Esto se debe a que €9 ~ 5 en X, Asi que si €, es lo suficientemente pequeno,

se sigue que uv € Y, y por lo tanto
F(z,w) = H(u,v) =~ (4u, g) ~ (22, 2w).

Podemos concluir, si elegimos €, lo suficientemente pequeno (2.34) nos ase-

gurard de que
F(A) C Ay (p=0,1,2,3..)

Como 2°(1 —¢) < ||(z,w)| para (z,w) € A, y del resultado anterior, ob-
tendremos || F*(z,w)|| — oo cuando k — oo, para (z,w) en cualquier A,,.
Esto muestra que {2 no intersecta a ningin A,. Asi, conseguimos que €2 no
es denso en C?.
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Capitulo 3

Dominio de Fatou-Bieberbach
generado por un punto fijo
cuya derivada tiene radio
espectral menor que uno.

En este capitulo se demostrara el resultado principal de la tesis que se
desarrolla en [RR88]. Se obtendrd una generalizacién del teorema desarrolla-
do en el capitulo 2. Para ello daremos algunas definiciones y lemas previos.

Definicién 3.1. Sea G = (¢1, ..., g») una aplicacién holomorfa de C" en C"
de la forma

91(2) = 121,

g2(2) = caza + ha(21),

gn(2) = cnzn + hn(21, oy 201),

donde ¢, ..., ¢, son escalares y cada h; es una funcién holomorfa de (z1, ..., z;_1)
que se anulan en el origen. Diremos que estas aplicaciones holomorfas son
triangulares inferiores.

La matriz que representa al operador lineal G’(0) es triangular inferior.
Asi, G'(0) es invertible si y solo si ningin ¢; es cero. De esto se sigue que
G es un automorfismo de C" si y solo si ningtn ¢; es cero. Si gy, ..., g, son
polinomios, el grado de G = (g1, ..., gn) es definido como

gradoG = 112%}; grado g;.
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Definicién 3.2. Sea p un polinomio complejo p : C* — C. Diremos que p
es homogéneo de grado m si cumple la siguiente relacién

p(Az) = A"p(2),

donde Ae Cy z € C™.

De la definiciéon podemos observar que el polinomio nulo es homogéneo
de grado m. Aunque esto no es lo mas usual, lo aceptaremos, ya que es
conveniente para el desarrollo del capitulo.

Definicién 3.3. Definimos H,, como el espacio vectorial de todas las aplica-
ciones holomorfas H : C* — C", donde H = (hy, ..., h,,), cuyas componentes
h; son polinomios homogéneos de grado m.

Una base conveniente B para H,, consiste de todos las aplicaciones H que
tienen solo una componente diferente de cero, y esta componente h; es un
monomio z* con |a| = m. El niimero de diferentes monomios homogéneos de

. —1)! . <

grado m en n variables es % De esta manera, la dimensién de H,, es
(n+m—1)!
n. ml(n—1)! *

Dado un operador lineal invertible A : C* — C", donde la norma de
todos autovalores \; son menores que uno. Ordenamos los autovalores de la
siguiente forma

0< |\ <. <N <1

Entre los miembros de la base B de H,, nosotros llamaremos especiales a los

hj que tienen la forma
— Aj—1
hj(z) = 21" 27,

y son tales que la relacion

Ay = AT

AL

se cumple. Esta nocion de especial depende de nuestro operador més es-
pecificamente del espectrum de A. Note que tal relaciéon no existe, si m es lo
suficientemente grande tal que |A;|™ < |\,|. En efecto, en este caso tenemos

IA™ < M) < <N,
luego
Al < A= M [Ag[7 < ageTe

[Ad]™ < A ]™,
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lo cual es una contradiccién. Note también que estos elementos especiales de
B son triangulares inferiores. Definamos X,,, como el subespacio de H,, que
es generado por estos elementos especiales de B (X, = {0} cuando no hay
ninguno). Sea Y,, el subespacio de H,, generado por los otros miembros de
la base que no son especiales. Definiremos una norma en el espacio vectorial
H,,, de la siguiente manera para p € H,,:

Ipll = Sup [[p(2)]| (= € C").

ll=l=1

Definicién 3.4. Sea F' : U C C* — C™ una aplicaciéon holomorfa tal
que U es un conjunto abierto y 0 € U. Diremos que F' es de orden p y lo
denotaremos con F' = O(]|z||?), si existe M >0y r > 0 tal que

[E)N < Ml|z[”

para [|z|| < 7.

Proposicién 3.5. Sea F' € O(U;C™) con 0 € U C C" tal que todas sus
derivadas de orden menor que p de sus componentes en 0 se anulan. Entonces
existe M >0 ya > 0 tal que

IF ()] < M|z|]7,
para ||z|| < a.

Demostracion. Sea F' = (Fy;..;F,) vy 2 = (21,...,2n). Si expresamos a F}
en su serie de potencias alrededor del 0 tenemos Fi(z) = Z b,lgzk . Luego,

|k[>p
tenemos que

IE =1 bk 1< D illzaf®lzal™ < D IbRl2])"

|k|=p [k|>p |k|=p

Esta tultima serie converge, por el corolario 1.67, uniformemente para todo
K C U compacto. Reordenando la serie Z |b:|]|z||* obtendremos
|k[>p

1B <) aallzll = 121 ) all=] P

i>p i>p
La serie ZainHi_p converge para ||z|| suficientemente pequeno, debido a
i>p
la convergencia de Z ai||z||. Entonces existe a > 0 tal que si ||z|| < a se

1>p
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tiene
Z%Hf’«'”i_p < Z%’Gi_p =M
i>p i>p
IE @) < =P casa™™ = M|z
i>p
Siguiendo con el mismo razonamiento en cada componente de F' se tendra

1E5 () < Myl ="

para j = 1,2, ...,m. Finalmente, usamos la norma del maximo en C™ y sea

M = max M; tenemos
1<j<m

IE ) < M][=[]”.
O

Para la siguiente proposicion utilizaremos el siguiente lema que se puede
consultar en [Lag99].

Lema 3.6. Sea r : U — R? un campo vectorial p veces diferenciable en 0.
Entonces r juntamente con todas sus derivadas parciales de orden < p de sus

componentes se anulan en 0 si y solamente si lim )] = 0.
w0 ol

Proposicién 3.7. Sea F' € O(U;C™) con 0 € U C C". Entonces I es de
orden p st y solamente si todas sus derivadas de orden menor que p de sus
componentes en 0 se anulan.

Demostracion. La condicion suficiente ya se probd en la proposicion 3.5, falta
probar la condicién necesaria. Si F' = ([, ..., F,,) probaremos que todas las
derivadas de orden menor que p de F; : U — C se anulan en 0. Consideremos
a Fy: U CR™ — R? como Fy = O(]|z||) tenemos que

IF1(2)[| < M|[=]]”

15

E
F

TN

20 [

Utilizando el lema anterior mencionado, obtenemos que todas las derivadas
parciales de orden menor que p reales de F} en 0 se anulan. Como conse-
cuencia se puede probar que las derivadas complejas de orden menor que p
de F; en 0 también se anulan. De igual manera, se procede con las otras
componentes de F, con lo que queda probado la proposicién. O
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Para la demostracion de las siguientes proposiciones introduciremos al-
gunas notaciones para las series de aplicaciones holomorfas.

Sea ' : U Cc C* — C™ una aplicacién holomorfa, donde U es un
conjunto abierto, 0 € U y F(0) = 0. Para F = (F!', F? ..., F™) consideremos
su serie de potencias centrada en 0

o 1« 2« m .«

F(E a,z”, E agz”, ..., E aa2>.
aEN™ aEN™ aeEN™

Esta serie puede ser expresada como una sumatoria de polinomios homogéneos

F=(F'+F+ - FF+F+ - F"+F+-),

donde F; es el polinomio homogéneo de grado j de la serie correspondiente a
la i-ésima componente de F'. Ademas, para F : U C C" — C, denotaremos

la serie de Taylor para F' en 0 hasta de orden m.

Proposicién 3.8. Sean H € H,, y F' : C* — C™ una aplicacion holomorfa
tal que F(0) =0 y F'(0) = I. Entonces Ho F — H = O(]||z||™).

Demostracion. Como F(0) =0y F'(0) = I, I es de la forma
F=(n+F + - o+ F+ o+ Fl 4.

Por otra parte H = (Hy, Ho, ..., H,), donde cada componente de H es un
polinomio homogéneo de grado m. Analicemos

(H o F)(z) = (Hi(F(2)), Hy(F(2)), ..., Hn(F(2))).

Supongamos que las componentes de H no son nulas, caso contrario la prueba
serfa inmediata. Si H(z) = E alz* tenemos que

laf=m

H\(F(2))= > al(zr+Fy + Fy + )" (o + Fp + Ff 40 )™

|a|=m
Hi(F(2)) = ) abz"+ > ril2),
|a|=m k=m-+1

donde 7} es un polinomio homogéneo de grado k, de igual forma se procede
con las otras componentes de H. Asi, probamos que la expansién en su serie
de Taylor de H o F alrededor en 0 es la misma que la de H, hasta de orden
m. Por lo tanto H o ' — H = O(]|z||™1). O
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Proposicién 3.9. Sean G,H,F € O(C",C") que se anulan en 0, tal que
H —F = O(||z||™""). Entonces Go F —Go H = O(||z]|™).

Demostracion. Probaremos que la serie de Taylor de G o F' y la de G o H
coinciden hasta el orden m en 0, en cada una de sus componentes. Sea G =
(G',G?,...,G™). Analizaremos G' o F'y G' o H, lo mismo se hace con las

demés componentes. Luego, si

G'=Gl+Gy+-+G+---

F=(F'4+F+ - FP+F 4+ Fl+F+-),
tenemos que
GloF=Gi(F)+Gy(F)+---+ G (F)+--
Se sigue que
(G' o F)|in = (GY(F)) i + (Go(F)) | + -+ + (GH(F)) | + -+
Calculemos (GL(F))|m = Z Co((Fy + Fy 4 ) (FT + F 4 )™ .
Fijemos A = (A1, Ag, ..., )\n|)a‘t:§1 que |A| = p para calcular la parte homogénea

de orden menor o igual que m de (F + Ff + - )M (FP+ F + - )M es
decir, (F} + Ff + - )M (FP 4+ F + - )2 . Asi,

(Y + Fy + )M (B 4 B )
estard conformado por todos los monomios de la forma
1 1 n n
Fkn...F,ml...Fknl...Fan,
donde el grado de este polinomio esta dado por

kit ko4 4k Fhka+-F ko, + ot ka ket Ea, <m.

Para que suceda esto, el orden del polinomio homogéneo F; ,fst debe ser menor
o igual que m. Debido a que H — F € O(|z|™*!), los polinomios homogéneos
F,g y H,Z son iguales para 7 = 1,2,...ny k = 1,2,...,m. De esta manera,
tenemos

(Bl Fyt s )M (T F e ) = (HidHy e ) (HT A HE ) ) s
Asi, (G(F))|m = (G,(H))|m para p arbitrario, con lo cual se tiene

(GHE))lm = (G (H)) |-
Por lo tanto, Go F — G o H = O(||z||™*1). O
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Lema 3.10. Sea G un automorfismo polinomial triangular inferior de C".

a. El grado de las iteraciones G* de G estdn acotadas, y eviste una cons-
tante B < oo tal que

GHU™ c pFU™ (K =1,2,3..). (3.1)
Aqui U™ es el polidisco unitario en C".

b. Si ademds |c;]< 1 para todo 1 < i < n, entonces G¥(z) — 0, uniforme-
mente sobre subconjuntos compactos de C", y

G GHVv)y=cC" (3.2)

para cualquier vecindad V' de 0.

Demostracion. Sea G = (g1, ..., gn), G¥ = (g¥, ..., g¥), colocamos u; = grado g;,
y S(m, k) la afirmacién

grado gF < wy..u; (3.3)
k) para k = 1,2,3,.... De
i < n. Verifiquemos que

para 1 < i < m. Nosotros queremos probar S(n,
la definicién de G, tenemos que 1 < u; para 1 <
S(n,1) se cumpla, es decir,

grado g; = u; < uy...u;

para 1 < i < n. Esto es cierto, ya que 1 < uy...u;_1. Supongamos que S(n, k)
se cumpla. Ya que G**! = G o G* nosotros tenemos

k+1 k .
9" = cigh 4+ hi(g, .. g (2<i<n).

Sea h;(2z1, ..., Zi—1) E ngz1 l-j Y7 Como grado h; < wu; entonces tene-

mos df;+.. +al(Z 1y; < ;. Por otra parte h; (gF,....gF ) = chij(g’f)dif...(gffl)
acotemos el grado de cada sumando. Par ello usamos (3.3:) obteniendo
grado(g’f)dzif...(gf_l)dlfi*1>j < updy; 4 upugdy; + -+ Uy i1.di_yy;.
Luego, ya que 1 < u; para 1 < i < n obtenemos que
up < UL U,

U1. U2 S Up...Uj—1,
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Ur...Uj—2 S Up... Uj—1.
De esta manera se tiene

grado(glf)d’ij_._(gfil)déifl)j S U1u171<d11] + + dll 1 ) < Up... U
grado hi(g¥, ..., g% |) < uyug...u;.

Por la hipotesis inductiva y por lo tltimo se deduce que
grado gz-(kﬂ) < up...uyy

(k+1)( ) k+

para 2 <1 < n. Ademas, g 21 entonces tenemos

(k+1)

grado g; =1<wu..u

Por lo tanto S(n, k) se verifica para k = 1,2,.... Poniendo d = wujus...u,
hemos probado que grado G* < d (k =1,2,...). Ahora, sea M el ntimero de
multi-indices de o = (o, ..., ) tal que |a| < d. Debido a que g; es continua
podemos escoger C' > 1 tal que |g;| < C sobre U" para 1 < i < n . Si
B = M.C?, pretendemos

g5 (2)] < B* (z€U"1<i<nk=1.2.). (3.4)

Ya que C' < 3, (3.4) se cumple para k = 1. Asumimos (3.4) para algin k > 1.
Los coeficientes a, en

= Z A2yt 2o = Ao 2" (3.5)

lal<d la]<d

1 k
Ao = 5 n/ gliiul)dw.
(2i) T (0) W

Asi, usando (3.4) y la desigualdad de Cauchy dada en el teorema 1.63 implica
ao| < B*. Ya que GF! = G o G¥, (3.5) muestra que

g =081 gn) = ) dagtt g
|| <d

G5 <Y aagf g8 < Y Jaallgn]™ - lgal®”
|| <d || <d

lgitt < MpKCor..co < MBFCY = gRTL

estd dado por
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Por lo tanto estd probado (3.4), en particular se cumple para U", escogiendo
v = [+ 1 se tiene que G¥(U™) C v*U™. Ahora, probaremos la parte b). Sea
E C C" un compacto. Como gf(z) = ¢}z tenemos

97(2)] < leal*laa] < Jer]*N.

Debido a que |¢;| < 1, tendremos ||gf||z — 0 si k — +o00 . Sabemos que

g =gt + hi(g”, ) @2<i<n). (3.6)

Supongamos que 1 <7< ny

lim gz =0 (3.7)
—00

para 1 < j < i. Probaremos (3.7) para j = i. Como h; es continua, dado
e > 0 existe un > 0 tal que si

|<Zl, ...,Zz;l)l <6 — |hi(21, ...,Zl;l)‘ < €.

De la hipdtesis, para § > 0 existe un kg € N tal que, si k > kg y 2 € E se
tiene

1(g¥(2), ... g% 1 (2)] < 6.
(k)

De esta manera, |h;(g; ,...797;(5)1)\ < € para todo k > kg y z € E. Asi,
obtenemos

lim [|hi(g”, ., o))l = 0. (3.8)
—00
Como consecuencia de (3.8), dado € > 0, (3.6) muestra que

167 < el o] + € (3.9)

sobre F, para todo k suficientemente grande. Tomando limite superior en
(3.9) se tendra

i W< —©
dm supllglle < 777

para todo € > 0. Por lo consiguiente (3.7) se cumplird para j = i y usando
induccion tendremos que

o o) —
Jim {lg;" ]|z =0

para 1 < j < n. Por lo tanto, G*(z) — 0 uniformemente sobre E. La segunda
afirmacion del lema es una consecuencia de la primera afirmacion. O
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A partir de ahora, trabajaremos con una transformacién lineal invertible
fija A: C" — C", donde la norma de todos sus autovalores \; son menores
que uno. Los ordenamos de la siguiente manera:

0< Pl << <1

y escogemos coordenadas en C" de tal manera que la matriz que representa
dicho operador lineal sea triangular inferior. Si A = (a;;) entonces a; = A; y
a;; = 0 cuando 7 < j.

Sea I'4 la aplicacién conmutador definido por T'y(H) = Ao H — H o A.
Para cada m, I'4 es un operador lineal sobre H,,.

Lema 3.11. Param > 2, H,, = X,, + [a(H,,).

Demostracion. En lugar de A comenzaremos con la matriz diagonal

M O - 0
0 X -+ 0
0 0 - X\,

Sea H = (0,...,0,2%,0,...,0) € B (base de H,,) con z“ en la j-ésima
coordenada. Usamos la aplicacion conmutador I'p sobre H obteniendo

Ip(H) = (A; — A8 A H.

Esto muestra que I'p anula aquellos elementos de B llamados especiales. I'p

actua como un operador lineal sobre el espacio Y,,. Ademas, si H es un
. Qg .
elemento de la base de Y,, se tiene que \; # /\f‘l...)\jill o existe un ay > 0

para algun k£ > j. En el primer caso se tiene que I'p(H) # 0. Para la otra
posibilidad tenemos

IS = Al Ak A A = [ a.

Como |a] = m > 2, se tiene que a < 1. Luego de la relacion |A;| > |\
tenemos que

A= Al > al A = AT AR
Sy Ay = AL £ 0,

Por lo tanto, I'p(H) # 0 para H siendo un elemento de la base de Y,. Por
otra parte, si H € Y,,, entonces H = Y 7 | a;X;, X; € base de Y,,. Ahora,
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veamos que ['p es inyectiva sobre Y,,. Sea H € Y,, tal que I'p(H) = 0. Luego,

i Oéi(liXi = 0
=1

o;a; = 0.

Como a; # 0, esto es debido a la observacién anterior, entonces tenemos
a; = 0. Asi, conseguimos que H = 0. De esta manera, I'p es inyectiva sobre
Y,, v como Y, es de dimension finita se obtiene que I'p es invertible sobre
Y,.. Sea 7 la proyeccion en H,, cuyo rango es X,, y su nucleo es Y,,, definido
de la siguiente manera:

Mostraremos que 7+ I p es un operador lineal invertible sobre H,,. En efecto,
la linealidad es obvia, veamos la inyectividad del operador lineal. Sea f € H,,.
Entonces f es delaforma f = h+g,conh € X,,yg € Y,,. Asi, h =>"7 | oy A,
y g = Z?Zl B;Bj, con o ,B; € C, A; € base X,, y B; € base Y,,. Hallemos
el nicleo del operador m + I'p. Luego,

(m+Ip)(h+g)=0

(m+ )Y aidi+ Y 8;B;) =0
P =1

S p
Z OéiAi + Z ajﬂij = 0.
i=1 Jj=1

Asi, a; = 0y a;8; = 0, ya que a; # 0 entonces ; = 0. Por lo tanto. F' = 0. De
esta manera, 7w+ I'p es inyectiva sobre H,, y como H,, es de dimensién finita
se obtiene que m + I'p es invertible sobre H,,. Ahora, volvamos a nuestra
matriz dada A. Para cada € > 0, sea S = S, la matriz diagonal

e 0 --- 0

0 € --. 0
Se: .

0 0 €
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Como A es triangular inferior, también lo es S.AS.!, obteniéndose € Ja;; en
la fila ¢ con columna j, sii > j. Asi, S;AS! converge a D cuando e tiende a 0.
Como consecuencia 7+ 'y ,4-1 converge al operador lineal 7 +I'p. Ademas,
por el teorema 1.11 se tiene que los operadores invertibles forman un conjunto
abierto en el algebra de los operadores lineales sobre H,,. Concluimos de esto
que existe € > 0 suficientemente pequeno tal que 7™+ I'g 44-1 es invertible
sobre H,,. En otras palabras, para cada G € H,, corresponde algin Hy € X,
y algun H € H,, tal que

ST'GS = Hy+ (ST'AS)H — H(S7'AS)
G=SHyS™ '+ A(SHS™) — (SHS M A.

Debido a que S es diagonal, esto muestra que SHS™! es un multiplo escalar
de H para cada H € B. Ya que Hy € X,, se sigue que SHyS™! € X,,. Asi,
G € X,, + T'a(H,,), con lo cual queda finalizada la prueba.

Lema 3.12. Sea V una vecindad de 0 en C" tal que F' : 'V — C" es ho-
lomorfo, F(0) = 0, y todos los autovalores \; de A = F'(0) satisfacen que
0 < |N\|< 1. Entonces existen

a. un automorfismo polinomial triangular inferior G de C" con G(0) =0
yG'(0)=A,y

b. aplicaciones polinomiales T, : C* — C™ con T,,(0) =0, T/ (0) = I tal
que
G loT,oF —T,=0(z"m). (3.10)

En otras palabras, la conclusion es que el desarrollo en series de potencias
del lado izquierdo de (3.10) en el origen de C™ no contiene términos de grado
menores que m.

Demostracion. Primero elegimos coordenadas de tal manera que A es una
matriz triangular inferior y |A\;| > |...]\,|. Supongamos que la siguiente
hipétesis inductiva se cumple para un m > 2: T,, es como en b) , G,, es
automorfismo polinomial triangular inferior de C" con G},(0) = A, y

TmoF —GyoT, =0(z™). (21)

Note que esta hipotesis es verdadero, cuando m = 2, con Gy = A, T, = 1.
Ahora puede ser reescrito de la siguiente manera

TpoF —GyoTy— P, = O(|2|™) (3m)
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para algin P,, € H,,. Usando el lema 3.11 descomponemos P,
P,=Q+AocH—-HoA
para algin @ € X,,,, H € H,,. Definamos
Gmi1 =G+ Q, Ts1 =T, + HoT,.

Ahora, tenemos que probar (2,,11). Ahora, sea el simbolo ~ que significa que
la diferencia entre los dos términos de ambos lados es de O(]z|™ ). Entonces
como Ty,y1 —T,, = H oT,, tendremos que T,,,.1 — T, ~Hy QoT, 1 ~Q
por la proposicién 3.8, y la diferencia A entre los lados izquierdos de (2,,11)
v (3,,) satisface por lo tanto

A:jjm—i-lOﬁj_CJTrL-i—lOjjm-i—l_(jjmoﬁv_GmO]jm_j:)nv,)
A:(Terl_Tm)OF—Gm+1OTm+1+GmOTm+Pm-

Ademas, se tiene que Ty,41 — T, = Ho T, y Gpy1 = G, + @, por lo tanto
A=HoTl,oF+G,oT,—G,oT,1—QoT,1+PF,. Sea B,, = Ho A+G,,0
T—Gmo(Ty+H)+AoH—HoA. Para probar (2,,,1) es suficiente mostrar que
A es de O(|z|™T1), ya que (3,,) es de O(|z|™"!). Primero probaremos que A ~
B,,,. En efecto, desarrollemos A — B,,, y utilizando que Q) = P,,—AocH+HoA
tenemos

A—B,=HoT,oF —HoA+Gu,o(T,,+H)—GpoT,1+Q—QoT,1.

Sabemos que QoT,,.1 ~ @, por probar que HoT,, o F ~ Ho Ay G, o(T,,+
H) ~ G,, o T,,41 lo que completarfa la afirmacién. En efecto, H o T}, o F
se puede expresar de la forma HoT,,0o F = Ho Ao A ' o T, o F. Como
HoAe€H,y (A 1'oT, oF)(0) =1, entonces usando la proposicién 3.8
obtenemos que HoT,,oF ~ HoA. Para la otra afirmacion, del hecho de que
Tri1 — Ty, ~ H obtenemos que T}, + H ~ T},,.1. De esta manera utilizando
la proposicién 3.9 concluimos que G,, o (T}, + H) ~ G, o T} y1. Asi, por lo
tanto

—A~Gpo(T,,+H)—GpoT, —G, (0)H

0, equivalentemente
1
) ~ [ G [T(e) +H () - Go0)}H ().
0
Sea R : C* — C™, definido por R(w) = G’ (w) — G’ (0). Observamos que

R(0) =0, por lo cual R = O(]|z]|). Como T,,(z) + tH(z) — 0, cuando z — 0
tenemos que

1G5 (T (2) + tH(2)) = G, (0)]| < Ol Tn(2) + tH(2)]]
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para ||z|]| < r. Por otra parte, T,,, = O(||z||) y H = O(||z||"™) , se sigue que

G (T (2) + tH (2)) — G, (0)]] < C(Chllz]| + Call=]™)
G (Tin(2) + tH(2)) = G (0)]] < C(|2[l(Cy + Ce|l2[1)).

Si consideramos ||z|| suficientemente pequeno obtenemos
1G (T (2) + tH (2)) — G (0)] < M= (3.11)

Volviendo a la integral tenemos

Esto muestra que A(z) = O(]z y prueba (2,,41). Para un m suficiente-
mente grande tendremos que X,, = 0, por lo tanto G,,.1 = G,,. Esto nos da
un G como en (a) que satisface

/Ol{Gin[Tm(z) +tH(z)| — G;n(O)}H(z)dtH < /01 M| Call 2|t

< Kllz|™*".

|m+1)

TmoF —GoT,=0(z") (3.12)

para todo m > 2. Finalmente, aplicamos G~! a (3.12) y utilizamos la pro-
posicién 3.9 para obtener (3.10). Ahora, si estamos listos para el resultado
principal.

Teorema 3.13. Suponemos que F € Aut(C"),p € C",F(p) = p, y los
autovalores \; de A = F'(p) satisfacen la propiedad 0 < |\;|< 1 . Entonces
Q={zcC": lim F¥(2) = p}

k—ro00

es abierto y conexo, y existe un biholomorfismo ® de C" a 2. Ademdas, se
tiene que J® =1, siempre cuando JEF sea constante.

Demostracion. Podemos considerar p = 0. Como antes, elegimos coordena-
das de tal forma que A = F’(0) es triangular inferior y |Ai] > ... > |A,].
Podemos encontrar un operador diagonal S, como en la solucién del lema
3.11 de tal manera que Ay = S;'AS, sea igual a:

A\ 0 o0
AO _ €a91 .)\2 . e O
€ la, € 2a,, An



Debido a que |X\;| < 1 para i = 1,2...,n y escogiendo € suficientemente
pequeno obtendremos que [|[Ap|| < 1. Por lo tanto ||A¢(z)|| < c||z|| para
algin ¢ < 1 y para todo z € C". Si probamos el teorema para Fy = S_'FS,
obteniendo ®( y €2y, entonces esto se cumple también para F' con & = S, P
y Q = S(Q0). Asi, podemos asumir que ||A|| < 1, fijando « tal que ||A]| <
a < 1. Debido a que F' es complejo diferenciable en 0, dado € > 0 existe
0 > 0 tal que

|F(2) = F(0) — A(2)] < €|]
[F(2)] < elz] + |A(2)] < (e + [[Al]]2].

Si tomamos € = o — || A|| existe r = ¢ tal que
IP()] < al] (3.13)

para |z| < r. Se sigue de (3.13) que |F¥(2)| < of|z| para |z| < r, por
lo tanto, B(0;7) C Q. Como en la prueba del teorema 2.15 se tendra que

0= U F*(B(0;7)). Entonces  es abierto y conexo, y F(Q) = Q. Aho-

ra, asociamos G a F' como en el lema 3.12, y aplicamos el lema 3.10 a
G~!(automorfismo triangular inferior) en lugar de G para concluir con la
ayuda del corolario 1.88 que existe una constante v < oo tal que

GH@) -Gl <Ml —yl  (k=123.)  (314)

para todo z,y € C" con |z| < 1/2,|y| < 1/2. Fijando un entero m tal que
a™ < 1/v. El lema 3.12 nos da una aplicacién polinomial T' = T,, , con
T(0)=0,I=T'(0),ycomo G'TF —T = O(|z|™) entonces existe § > 0 ,
Cy > 0, tal que si |w| < § implica que

IG7ITF(w) — T(w)| = Cyfw|™ (3.15)

Sea £/ C © un compacto. Como en la demostracion del teorema 2.15, F*(E) C
B(0;7) para algin entero s. De ahi que F*™*(E) C F*(B(0;r)) C o*B(0;r),
para todo k£ > 0, por (3.13). Escogemos un k; suficientemente grande tal que
ot < §y s+ k > 0. Sesigue que para Cy = a™*r, k > s+ k = ko y
z € E se tendra

|F*(2)] < Cya® < 6. (3.16)

Para tal z y k, (3.15) y (3.16) muestran que

|G TF Y (2) — TF*(2)| < C1|F*(2)|™ < CLC5a™*. (3.17)
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De (3.16) se tiene que F¥(z) — 0 uniformemente en E. Como G™'T y T
son continuas y se anulan en 0, entonces para un k > ko, |G YT EF*1(2)| v
|TF*(z)| son < 1/2, para todo z € E. De esta manera (3.14) puede aplicarse
a (3.17), y concluiremos que para k > ko y para todo z € E,

|GTFATFM(2) — GTFTF*(2)| < 40,05 (ya™)*.

Dado que ya™ < 1 y procediendo de igual manera que en el teorema 2.15,
tenemos probado que el limite
U(z) = lim (G™" o T o F¥)(2)
k—o0
existe, uniformemente sobre cada subconjunto compacto de €2. Entonces se

define una aplicaciéon holomorfa ¥ : Q@ — C" que satisface ¥(0) = 0 y
U'(0) = I. Ademas, (G toWoF)(z) = G_l(kh'm (G*oToF*)(F(2))), y como
—00

G™! es continua se tiene (G~ toWo F)(z) = Jim (GFtoTo FM 1) (2) = U(2).
—00

Asi, tenemos la siguiente ecuacion funcional
G loVoF =1, (3.18)

Ya que F(Q) =, (3.18)muestra que ¥ tiene la misma imagen que G~ o W,
Asi

T(Q) = GHT(Q) = ... = GH(T(Q)) = ...

y ya que cada componente de ¥ no es constante (W/(0) = I) entonces W(£2)
contiene una vecindad de cero. Luego, usando el lema 3.10 muestra que
U(Q2) = C™. Ahora, probaremos que ¥ es inyectiva. Sea z, y € ) tal que
U(z) = ¥(y) . Por (3.18), ¥ o F' = G o V. Por lo tanto V(F(x)) = V(F(y)).
Continuando, observamos que W(F*(z)) = W(F*(y)) para todo k positivo.
Para un k suficientemente grande F*(z) y F¥(y) estardn en una vecindad
de cero en el cual ¥ es inyectiva (JU¥(0) # 0). Asf F*(z) = F¥(y), y esto
implica que z = y. Por lotanto, ¥ es inyectiva en §2. De esta manera hemos
probado que V¥ es una aplicacién biholomorfo de €2 en C". La primera con-
clusién del teorema es por lo tanto satisfecho para ® = ¥~!. Finalmente,
asumamos que JF' es constante. Debido a que G es un automorfismo poli-
nomial de C”, el polinomio JG no tiene cero en C", por lo tanto es también
constante. Ademds, G'(0) = F’(0) entonces JF' = J@G. Si aplicamos la regla
de la cadena a W o FF = G o ¥, obtenemos para z € (),

(JU)(F(2)(JF)(2) = (JG)(¥(2))(J¥)(z).
Como JF = JG y son constantes se tiene

(JO)(2) = (JO)F(2)) = ... = (JO)(F"(2)).
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Ya que F*(2) — 0 cuando k — oo nosotros concluimos que
(J¥)(z) = (JO)(0) = 1,
para todo z € ). Por lo tanto J® =1 en C". O

Finalmente daremos un ejemplo de dominio de Fatou-Bieberbach que es
generado por un automorfismo F' que cumple con las condiciones del teorema
3.13, pero no cumple con la hipdtesis del teorema 2.15.

Ejemplo 3.14. Sea la funcién F(z,w) = (u,v) dada por

1
u=z+w, v:Z(l—w—e”w). (3.19)

De la definicién de F' se tiene que es holomorfa, inyectiva y sobreyectiva sobre
C?. Utilizando el corolario 1.82 tenemos que F' € Aut(C?). Calculemos los
puntos fijos de F'. Para ello igualamos F(z,w) = (z,w). Asi se tiene que

1
z+w =z, (1 —w—e*t) = w.
4
Si resolvemos ambas ecuaciones obtenemos que w = 0y z = 2mmi. Los pun-

tos fijos son p,, = (2mmi;0), para cada entero m. Calculemos los autovalores
de F'(pm)

4 2
| Ay — M| =
1—A 1
—1 _% N 0
1 1
A — 5)\ 1= 0
Asi, tenemos que los autovalores de F'(p,,) son \; = L+ V5 <1lyX =

4
1-V5

pero se tiene que |A;|* > |A\2|. De sta forma obtenemos dominios de Fatou-
Bieberbach €2,,, generados por un automorfismo que no cumple las condiciones
del teorema 2.15.

< 1. De esta manera se cumplen las condiciones del teorema 3.13,
2
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Conclusiones

= Es importante hallar dominios de Fatou-Bieberbach ya que son copias
propias y holomorfas de C", para n > 2. Esto resulta al ser conjuntos
propios y biholomorfos a C".

= Dado un automorfismo F' en C"*, n > 2 con un punto fijo p, se ha encon-
trado condiciones para que la cuenca de atraccion del punto fijo p sea
un dominio de Fatou-Bieberbach. Especificamente, el radio espectral
del operador lineal A = F’(p) tiene que ser menor que uno.

= Si un automorfismo F en C" n > 2 tiene més de un punto fijo y en
cada uno de ellos se cumple las condiciones del teorema 3.13. Entonces
para cada punto fijo existirda un dominio de Fatou-Bieberbach y estos
dominios seran disjuntos.

= Utilizando el teorema 2.15 se pueden encontrar ejemplos de dominios de
Fatou-Bieberbach en C? con algunas propiedades interesantes. Como
por ejemplo que omitan una linea compleja o contengan al conjunto
{zw = 0}, por mencionar algunos.
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