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Resumen

INMERSIONES ISOMETRICAS DE VARIEDADES COMPLETAS CON CURVATURA
NEGATIVA EN ESPACIOS EUCLIDIANOS

Miguel Angel Huaylla Salomé
2022

Asesor: Rudy José Rosas Bazan

Titulo obtenido: Magister en Matematicas

Las superficies pseudo-esféricas tienen localmente la misma geometria que H?Z,
ademés podemos obtener una realizacion (inmersion isométrica) de un horodisco
de H? en la pseudo-esfera. ;Se podra realizar todo H? en R? como una superficie
sin singularidades? ;Existe alguna variedad completa con curvatura constante
negativa que se pueda realizar en R3®? Una respuesta negativa lo da el teorema
de Hilbert. ;Es realmente esencial que la curvatura sea constante como hipotesis
en este teorema? ;Es posible dilatar las hipotesis de este teorema de modo que la
conclusion siga siendo valida? Encontraremos las respuestas a estas preguntas en
el teorema de Efimov. ;Existira algtin entero p tal que H? pueda realizarse en RP?
.La respuesta a la pregunta anterior se puede generalizar para H"? Como ultimo
objetivo de este trabajo, es estudiar a detalle el teorema de Blanusa quien logra
responder a estas preguntas, de manera afirmativa. Posteriormente Rozendorn,
Henke-Nettekoven y Azov, reducieron la codimension de estas realizaciones,

haciendo uso del método planteado por Blanusa el cual sera expuesto a detalle.

Palabras clave: inmersion isométrica, curvatura gaussiana, curvatura

negativa, superficie completo, espacio hiperboélico, variedad riemanniana.



Abstract

The pseudo-spherical surfaces locally have the same geometry as H?, furthermore
we can obtain a realization (isometric immersion) of a horodisk of H? in the
pseudo-sphere. Will all H? in R? be realized as a surface without singularities? Is
there a complete manifold with constant negative curvature that can be realized
on R3? A negative answer is given by the Hilbert’s theorem. Is it really essential
that the curvature be constant as an assumption in this theorem? Is it possible
to weaken the hypotheses of this theorem so that the conclusion holds? We will
find the answers to these questions in Efimov’s theorem. Will there exist some
integer p such that H? can be realized in R?? Can the answer to the previous
question be generalized to H"? As the last objective of this work, it is to study
in detail the Blanusa theorem who manages to answer these questions, in an
affirmative way. Subsequently, Rozendorn, Henke-Nettekoven and Azov reduced
the codimension of these realizations, using the method proposed by Blanusa,

which will be explained in detail.

Key words and phrases. isometric immersion, gaussian curvature, negative
curvature, complete surface, hyperbolic space, riemannian manifold.
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Introduccion

En 1827, Carl Friedrich Gauss publicé [Gau27| en la que se introducen conceptos
como la aplicacion de Gauss, la curvatura gaussiana y las ecuaciones basicas que
permitieron su estudio e interpretacion. En 1899, Heinrich Liebmann muestra el

conocido teorema de la rigidez de la esfera, ver |Lie99).

Teorema (Liebmann, 1899). Sea S C R® una superficie, conexa y compacta,

cuya curvatura gaussiana K > 0 es constante. Entonces S es una esfera.

Posteriormente, fueron Philip Hartman y Louis Nirenberg en 1959 quienes

logran mostrar el siguiente resultado, ver [HN59].

Teorema (Hartman-Nirenberg, 1959). Sea S C R® una superficie completa con

curvatura gaussiana idénticamente nula, entonces S es un cilindro o un plano.

El estudio de superficies de curvatura gaussiana negativa en R? esta
relacionado con el problema de interpretacion de la geometria no euclidiana.

Como afirma Rozendorn en [Roz92, p. 90]:

“A finales de la década de 1830 Ferdinand Minding investigo ciertas
propiedades de las superficies con curvatura gaussiana constante
negativa. En [Min39|, Minding descubri6 superficies helicoidales con
estas caracteristicas, posteriormente investigadas por Ulisse Dini en
|Din65]. Minding demostro que estas superficies de revolucion se
pueden dividir naturalmente en tres tipos. Ademas, bajo la condiciéon
Keonst. < 0, Minding en [Min40] encontré una serie de relaciones
entre los lados y angulos de tridngulos formados por geodésicas. El
hecho de que las formulas que encontrd son equivalentes a relaciones
trigonométricas en el plano hiperbélico, o plano de Lobachevsky, paso
entonces desapercibido. Algunos historiadores suponen que Minding

no estaba interesado en el problema asociado con la geometria no



euclidiana, y que estas obras suyas solo se referian accidentalmente a
Lobachevsky.”

Para una lectura complementaria véase [Nor56|, en este libro Aleksandr Petrovich
Norden comienza con un trabajo sobre la teoria de las superficies: la memoria
principal de Gauss y cuatro articulos de Minding (sobre la geometria intrinseca
de las superficies). A esto le sigue el trabajo de Beltrami [Bel68a] que contiene
la primera interpretacion de la geometria de Lobachevsky, este trabajo se
complementa con el articulo de Hilbert [Hil01l]. Segin lo mencionado por
Rozendorn en |[Roz92|, el hecho de establecer una conexion directa entre la
geometria de Lobachevsky y las superficies de curvatura gaussiana constante
negativa se remonta a 1868, cuando Eugenio Beltrami, en [Bel68a] y [Bel72],
utilizando los resultados de Minding llevé a cabo un analisis detallado de la
superficie de la pseudo-esfera mostrando asi que las superficies en el espacio
euclidiano tridimensional con curvatura gaussiana constante negativa tiene

localmente la misma geometria que el plano hiperbélico.

“De |Bel68a] queda claro, entre otras cosas, que Beltrami ya habia
visto la diferencia entre los enunciados locales y globales del problema,
y comprendié que la cuestion de la interpretacion de todo el plano de
Lobachevsky como una superficie de curvatura constante negativa en
R3 seguia sin resolverse en ese momento. Por otro lado el articulo
[Bel68a] jugd un papel importante en la asimilacién y popularizacion
de las ideas de la geometria no Euclidiana; tal vez menos conocido
es que sirvid6 como una etapa preparatoria importante para futuras
investigaciones del propio Beltrami, en [Bel68b| construy6 un modelo

analitico del espacio hiperbdlico n—dimensional.”

Regresando a las superficies en R3, veremos que en el borde de la pseudo-esfera
se incumple su suavidad y su curvatura media se vuelve infinita. En cada una
de las dos partes suaves de la pseudo-esfera separadas por su borde, en forma
de cubrimiento universal, podemos obtener una realizacién de un horodisco
recortado del plano hiperbolico. No solo en la pseudo-esfera, sino también en otras
superficies de curvatura gaussiana constante negativa. De modo que es natural

hacerse las siguientes preguntas

;De todos modos, se puede realizar todo el plano hiperbélico en R? como una

superficie sin singularidades?



; Existe una inmersion isométrica de todo el plano hiperbolico en R3?
;Existe alguna superficie completa con curvatura constante negativa en R3?

En 1873, Ludwing Schlifli en [Sch71] discutio6 la forma local de esta tltima
pregunta. Conjetur6 que una variedad riemanniana de dimension n puede ser
inmerso isométricamente en un espacio euclidiano de dimensién s, = §(n+1). Es
apropiado asumir en todo momento que Schlifli tenia en mente métricas analiticas
e inmersiones analiticas locales. Mas de medio siglo después, en 1926, Maurice
Janet [Jan26| publicé una prueba? de la conjetura de Schlifli para el caso n = 2,
mientras que en 1927, Elie Cartan probo el caso general en [Car27]. El teorema de
Schlafli-Janet-Cartan establece que en cualquier variedad riemanniana analitica
de dimensiéon n, dado un punto en esta variedad existe un entorno de este punto
que tiene una inmersion isométrica analitica en R*». Regresando a las preguntas
planteadas arriba, fue David Hilbert en 1901, quien abordé el problema de la
realizacion del plano hiperbolico en R?, y dio una respuesta negativa a todas las

preguntas anteriores, probando asi el siguiente teorema, ver [Hil01] y [Hil09).

Teorema (Hilbert, 1901). Una variedad riemanniana bidimensional completa
con curvatura constante negativa, no se puede aplicar en R3 mediante una

mmersion isomeéetrica.

En consecuencia no es posible extender una superficie de curvatura gaussiana
constante negativa sin la aparicion de singularidades. David Hilbert noté que
en la prueba utiliz6 una suavidad C” suficientemente alta de la superficie en
cuestion, pero no determind con precision qué r se requiere. Cabe mencionar
que no solo es imposible realizar la totalidad del plano hiperboélico como una
superficie de curvatura gaussiana constante negativa en R3, sino incluso el
semiplano hiperbolico (ver |Efi75]), y para la demostracion, segin Vorob’eva
en [Vor75|, también es suficiente asumir solo la suavidad C? de la superficie
desconocida. Debido a los conocidos resultados de Nicolaas H. Kuiper (véanse
Kuiper 1955 [Kuibbal, [Kuib5b| y John Nash 1954 [Nasb4]), el teorema de Hilbert
no puede extenderse a la clase de superficies C'—suaves. El trabajo de Hilbert
atrajo la atencion de muchos geémetras que investigaron en esta direccion y
comenzaron a hacerse preguntas en relaciéon a las hipotesis del teorema, por

ejemplo ;es realmente esencial que la curvatura gaussiana sea constante? Hasta

2En 1931, C. Burstin [Bur31] hizo esta prueba completamente convincente.



donde se sabe, esta pregunta fue planteada por el mismo Hilbert. En 1936, Cohn-
Vossen en |[CV36] conjeturd que el teorema de Hilbert puede ser generalizado a
superficies con curvatura gaussiana no constante, pero acotado superiormente por
una cantidad estrictamente negativa, es decir K < const. < 0. Es natural llamar
a esta conjetura el problema de Hilbert & Cohn-Vossen. En 1955, Erhard Heinz
prob6 en [Hei55] que no existen gréaficos enteros inmersos en R® con curvatura
gaussiana acotada superiormente por una constante negativa, es decir dio una
solucion parcial del problema de Hilbert & Cohn-Vossen. Finalmente en 1964,
Nikolai Vladimirovich Efimov fue quien dio una solucién total a este problema,

ver |[Efi63] y |Efi64], estableciendo asi el siguiente teorema

Teorema (Efimov, 1964). No existen superficies completas C*—inmersas en R?

con curvaltura gaussiana acotada superiormente por una constante negativa.

Posteriormente, el propio Efimov generalizd6 este resultado dilatando la
condiciéon de la curvatura, pidiendo asi que la curvatura K satisfaga la siguiente

desigualdad

| < e1d(p,q) + &2
V-K@) +-K@|
para cualesquiera para de puntos p y ¢ de la superficie, ver [Efi68]. Esta
generalizacion se hizo dilatando las hipotesis del teorema de Hilbert, pero
podemos pensar en tener una generalizaciéon dimensional, es decir ;admite el
espacio hiperboélico H" una realizaciéon como superficie en RP? De ser asi ;bajo
que relaciones entre p y n?

En 1886 Friedrich Heinrich Schur en [Sch86] construyé una inmersion
isométrica local de H" en R?>"~!. Posteriormente en 1919-1920 Elie Cartan
muestra que no existe inmersion isométrica de H" en R?"~? incluso de manera
local, véase [Car19] y [Car20]. Una década mas tarde en 1932 Ludwig Bieberbach
presenta en [Bie32| el primer resultado global sobre la inmersibilidad de H? en R?,
cuando p = oo. Sin embargo, parece que las formulas usadas por Bieberbach para
tal inmersion del plano hiperboélico no se pueden generalizar al caso de un espacio
hiperbolico multidimensional. Por tanto, Danilo Blanusa dandose cuenta de este
hecho construyé en 1952 una inmersién isométrica inyectiva del plano hiperbodlico
H? en RP, con p = oo, que pueda generalizarse al caso multidimensional, ver
[Bla52]. Veamos ahora que ocurre con el caso p finito, observamos que las

construcciones generales de John Nash y Mikhael Gromov para una inmersion

4



isométrica suave en R? de una variedad riemanniana no compacta M" requieren
dimensiones p = p(n) considerablemente altas, comparadas que lo encontrado
por Danilo BlanuSa, por ejemplo nos permite encontrar inmersiones isométricas
de H? en R®'; ver John Nash (1956) [Nas56|, Mikhael Gromov y Vladimir Rokhlin
(1970) |GR 70|, Mikhael Gromov (1986) [Gro86|, Matthias Giinther (1989) |G1i89]
y (2010) [Giil0]. Por otro lado casi en paralelo, se presenta una de las primeras
inmersiones isométricas inyectivas de H™ en R? para p finito la cual también fue
construidas por Danilo Blanuga en 1955, ver [Bla55]. En el cual muestra que H?
puede ser inmerso isométricamente de manera inyectiva en R, y ademas H", en
R"=> para n > 3. Cabe resaltar que las inmersiones son de clase C*° y se dan
mediante formulas explicitas. En 1960, Emil’ Renol’dovich Rozendorn haciendo
uso de la construccion obtenida por BlanuSa logra construir una inmersion
isométrica no inyectiva de H? en R®, ver [Roz60|. Esta tltima construccion, en
1981, se pudo generalizar en dimension y dar una inmersiéon isométrica de clase
C> de H" en R' 73 esto gracias al Wolfgang Henke ver [Hen81].

El objetivo principal de este trabajo es hacer un estudio detallado de la
posibilidad e imposibilidad de una inmersiéon isométrica del espacio hiperbodlico
H" en R? para n > 2y p = p(n). Los objetivos secundarios son: detallar
la clasificacion de superficies de acuerdo a su curvatura gaussiana constante;
entender la estructura de las superficies con curvatura gaussiana constante
negativa asi como brindar ejemplos no tan usuales; y finalmente entender el
método usado por Blanus$a.

En el capitulo 1 se introduce la notacién, terminologia y resultados
preliminares que seran usados a lo largo de este trabajo. Este capitulo se divide en
tres secciones, la seccion 1.1 estd destinada a la geometria diferencial en general
donde veremos resultados sin demostraciéon como el teorema de Minding entre
otros, y haremos también una subseccion sobre superficies de revolucion. En
la seccion 1.2 veremos resultado de topologia que seran usados posteriormente.
La seccion 1.3 esta destinada a introducir resultados preliminares de geometria
riemanniana y haremos una subseccion sobre el espacio hiperbdlico, en el cual
veremos sus distintos modelos, por ejemplo el disco de Poincaré.

El capitulo 2, se divide en dos secciones donde estudiaremos la clasificacion de
superficies completas de curvatura constante no negativa, mediante el teorema
de Hartmann-Nirenberg y el teorema de Liebmann. En el capitulo 3 haremos un
analisis detallado de las superficies de curvatura gaussiana constante negativa.

Este capitulo se divide en cuatro secciones, en la seccion 3.1 daremos la



definicion de una red de Tchebycheff asi como una caracterizacion de ella, el
resultado principal de esta seccion es que siempre existe una red de Tchebycheff
asintotica local en superficies de curvatura constante negativa. En la seccion
3.2 introduciremos la ecuaciéon de sine-Gordon, la cual describe inmersiones
isométricas de partes del plano hiperbolico en el espacio R3. En la seccién 3.3
estudiaremos las superficies pseudo-esféricas, dando como ejemplo de ellas a
la pseudo-esfera y a la superficie de Dini. En la secciéon 3.4 analizaremos las
transformadas de Bianchi y Backlund, luego las usaremos para proporcionar mas
ejemplos de superficies de curvatura constante negativa, por ejemplo la superficie
de Kuen entre otras, ademas se dan figuras que muestran sus comportamientos
y autointersecciones. En el capitulo 4 estudiaremos la imposibilidad de una
inmersion isométrica del plano hiperbélico en el espacio euclidiano tridimensional.
Este capitulo se divide en dos secciones, en la seccién 4.1 estudiaremos el teorema
de Hilbert y presentaremos dos demostraciones las cuales se van a separar en
subsecciones. En la seccion 4.2 demostraremos a detalle el teorema de Efimov.
En el capitulo 5 abordaremos el tema de la realizacion del espacio hiperbolico
n—dimensional en espacios euclidianos. Este capitulo se divide en tres secciones.
En la secciéon 5.1 veremos la construccion de una inmersion isométrica local del
plano hiperbolico H” en el espacio euclidiano R**~! dado por Friedrich Schur.
En la secciéon 5.2 estudiaremos el primer resultado global sobre inmersiones
isométricas del plano hiperbolico en R*> este resultado fue obtenido por Ludwig
Bieberbach; también veremos un resultado importante sobre una inmersion local
dado por Alexander von Brill. En la seccién 5.3 finalmente analizaremos la
posibilidad de un inmersion isométrica del espacio hiperbolico H" en un espacio
euclidiano RP con p < oo, esto se da gracias al teorema de Blanusa, al cual
dedicamos dos subsecciones: uno para el caso bidimensional y el otro para el
caso n—dimesional. En la subseccion 5.3.3 veremos el teorema de Rozendorn, sin
demostracion, cuyo impacto es la reduccién de la codimension de la inmersion
isométrica que brind6 Danilo Blanusa. En esta subseccion también enunciaremos
sin prueba los teoremas de Henke, Azov y Henke-Nettekoven, quienes hicieron

uso del método de Danilo Blanusa para generalizar el teorema de Rozendorn.

Miguel Angel Huaylla Salomé
Lima, Peri.
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Capitulo 1

Preliminares

Surely it is not knowledge, but learning;
not owning but earninﬁ; not being there,
but getting there; that gives us

the greatest pleasure.

Carl Friedrich Gauss.

En este capitulo se muestran las principales definiciones, teoremas
v resultados generales que seran usados a lo largo de este trabajo.
Se busca conectar la geometria de Lobachevsky con las superficies
de curvatura gaussiana constante negativa. Las demostraciones se
pueden encontrar en textos como [PdC16], [Spi99a| o [Sto89).

1.1 Geometria Diferencial

Teorema 1.1.1 (Minding). Dos superficies con la misma curvatura gaussiana

constante son localmente isométricos.

Demostracion. [PdC16, p. 292] O

Definicion 1.1.2. Un cilindro es una superficie regular S tal que por cada punto
p € S pasa una tnica recta R(p) C S (la generatriz que pasa por p), que satisface
la condicion de que si ¢ # p, entonces las rectas R(p) y R(q) son paralelas o

iguales.

Definicién 1.1.3. Una superficie S C R? es llamada conexa si cualesquiera dos
de sus puntos pueden ser unidos por una curva continua enteramente contenida

en S.
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Definicién 1.1.4. Sea S una superficie regular y conexa. S es denominada
completa cuando para cualquier punto p € S, cualquier geodésica parametrizada
v :[0,e) — S tal que v(0) = p puede ser extendida a una geodésica parametrizada
7 :R — S, definida sobre toda la recta real R.

Definicién 1.1.5. Un campo de direcciones r, en un conjunto abierto U C R2,

es una correspondencia que asocia a cada punto p € U una recta r(p) en R? que

pasa por p.

Definicion 1.1.6. Una curva regular conexa C' C U es una curva integral de un
campo de direcciones r, definido en U C R?, si r(q) es la recta tangente a C en

q, para todo ¢q € C.

Teorema 1.1.7. Sea X un campo de wvectores C* en S, una variedad

bidimensional, con X (p) # 0. Entonces eziste un sistema de coordenadas (x,U)

0
alrededor de p tal que X = —, en U.
8961

Demostracion. Ver [Spi99b, p. 148|. ]

Proposicion 1.1.8. Sean X; y Xo campos de vectores linealmente independientes
en una vecindad del punto p en wuna superficie S. FEntonces existe un
difeomorfismo h : U C R? — S, donde U C R? es un abierto y p € h(U),

cuya 1—ésima curva coordenada es una curva integral de X;.
Demostracion. Ver [Spi99b, p. 167]. ]

Proposicion 1.1.9. Sea p € S un punto no umbilico de S, entonces es posible
parametrizar una vecindad de p de tal modo que las curvas coordenadas de esta

parametrizacion sean lineas de curvatura.
Demostracion. Ver [AT12, p. 279]. O

Definicién 1.1.10. Sea p € S. Una direccién asintética de S en el punto p es una
direccion v de T,S para la cual la curvatura normal es cero, es decir II,(v) = 0.
Una curva asintética de S es una curva regular conexa C' C S tal que para cada

p € C' la recta tangente de C' en p es una direcciéon asintotica.

Proposicion 1.1.11. Sea p € S un punto hiperbolico de S. Entonces es posible
parametrizar una vecindad de p de tal modo que las curvas coordenadas de esta

parametrizacion sean las curvas asintoticas.

PUCP 8



1.1. GEOMETRIA DIFERENCIAL 9

Demostracion. Ver |[AT12, p. 279]. O

Proposicion 1.1.12 (Olinde Rodrigues). Una condicion necesaria y suficiente
para que una curva conexa y reqular C' en S sea una linea de curvatura es que
(Noa)(t)=—=At) - at), para cualquier parametrizacion a(t) de C, donde A(t)
es una funcion diferenciable de t. En este caso, —\(t) es la curvatura (principal)

a lo largo de o/(t).
Demostracion. Ver [PAC16, p. 147 O

Definiciéon 1.1.13. Se dice que una curva asintotica que pasa por un punto p € S

es maximal si no es un subconjunto propio de alguna curva asintética que pase

por p.

Dada una parametrizacion x : U € R* — S de una vecindad x(U) en una

superficie S tenemos que las funciones

E(u,v) = (Xu, Xu),, , F(U,0) = (Xu,X0),, G(u,0) = (X4, %X0), ,

donde (-,-),
producto interno euclidiano de R3, son los coeficientes de la primera forma

es el producto interno en el plano tangente 7s inducido por el

fundamental en el base {x,,x,} de T,S.
Tenemos también que dada esta parametrizacion, podemos escoger, para cada

punto de x(U), un vector unitario

Xy X Xy

N(p) = (p), p € x(U).

% X X

De esta manera obtenemos las funciones

e(u,v) = (N, Xuu),, f(u,v) =(N,Xuw),, 9(u,v) = (N, Xp),,

que son llamados los coeficientes de la segunda forma fundamental en el base
{xy,x,} de T,,S.

El teorema fundamental de superficies dice que una superficie se caracteriza
por los coeficientes de la primera y segunda formas fundamentales. Esto nos
permite proyectar gran parte de la teoria de superficies en términos de estos
coeficientes. Las ecuaciones se pueden escribir en términos de estos coeficientes
fundamentales. Estas ecuaciones lineales se conocen como las ecuaciones de

Gauss-Weingarten, y sus condiciones de compatibilidad, conocidas como las

PUCP 9



1.1. GEOMETRIA DIFERENCIAL 10

ecuaciones de Mainardi-Codazzi y el teorema Egregium de Gauss restringen los
coeficientes fundamentales admisibles.
Dada una parametrizacion x : U C R? — S de una vecindad x(U) en una

superficie S obtenemos las ecuaciones de Gauss,

Xeu = I'I1Xe+ 3%, +eN,
Xy = DioXy +T%x, + N, (1.1)
Xy = D3oXy +T%X%, + gN,

y las ecuaciones de Weingarten son

fF —eG £ el — fE
Xu X’U’

EG — F? EG — F?

gF—fGX fF—gEX
EG—-F?"" EG-F*"

N, =

(1.2)
N, =

Las condiciones de compatibilidad (Xuu)y = (Xuv)u ¥ (Xuw)v = (Xuw)w aplicadas a
las ecuaciones de Gauss (1.1) producen las ecuaciones de Mainardi-Codazzi, para
un abordaje mas detallado véase [PAC16, p. 239] o [Spi99a, p. 53].

{ ey — fu = eﬂz PN (F%Q N F%l) - gF%l (1.3)
fo=gu" = el3 + f (ng = F%Q) —gT'%,
donde
o _ GE.—2FF,+FB, ., 2EF,—EE,—FE,
L QEHC- F2) " EG-F2)
GE, - FG HENST
Fl — v u F2 _ U v )
27 9(EG — F2)’ 127 9(EG — F?2)’ (1.4)
r _ 2GF, -GG, —FG, ., _EG,—2FF,+FG,
2 2(EG-F?) 2 2(BEG-F?)

son los simbolos de Christoffel.
Es conveniente observar como se simplifican las ecuaciones de Mainardi-
Codazzi cuando el entorno coordenado no contiene puntos umbilicos y las curvas

coordenadas son lineas de curvatura (F' = f = 0). Entonces tenemos

€y = eF%Q - QF%p Gu = grfz - QF%Q‘ (1~5)

PUCP 10



1.1. GEOMETRIA DIFERENCIAL 11

Teniendo en cuenta que F' = 0 implica que

, 1E, _, 1B,
11 — 2G7 12_2E7
1G, ., 1G,
25 TG

(1.6)

1 _
[ =—
concluimos entonces que las ecuaciones de Mainardi-Codazzi adoptan la forma:

E, /e g
e”‘?( +G>’

(1.7)

Proposicion 1.1.14. Para todo p € S existe una parametrizacion x(u,v) de
una vecindad V' de p tal que las curvas coordenadas uw = const., v = const.
se intersecan ortogonalmente para cada q € V (se dice que tal x es una

parametrizacién ortogonal).
Demostracion. Ver [PdC16, p. 186] O

Proposicion 1.1.15. Sea x(u,v) un sistema de coordenadas en una vecindad de
p € S CR3, entonces

1 E By, B, 1 F,—G F,— FE
A s

donde W = VEG — F2. Esta expresion para K es conocida como la expresion de
Frobenius.

En particular, si E = G =1, entonces obtenemos la formula de Gauss:

LGNGO I

En particular, si x es una parametrizacion ortogonal, es decir F' = 0, entonces

owl@e )

Demostracion. Ver [Spi99a, p. 230] y [Spi99c, p. 129]. O también puede ver [PS90,
p. 383]. 0

obtenemos:
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1.1. GEOMETRIA DIFERENCIAL 12

Definicién 1.1.16. Dados dos puntos p,q € S, la distancia entre p y ¢ esta dada

por
d(p,q) = inf{l() : @ une p con ¢} (1.11)

donde « es una curva diferenciable por partes que une los puntos p y q.

Proposicion 1.1.17. Sea K = 0. Entonces exp, : T,S — S, p € S, es una

1sometria local.
Demostracion. Ver [PAC16, p. 391] O

Por otro lado, tenemos que una curva regular conexa C' en el entorno
coordenado (U,x(u,v)) es una curva asintotica si, y solamente si, para cualquier
parametrizacion a(t) = x(u(t),v(t)), t € I de C tenemos I1(/(t)) = 0, para todo
t € I, es decir, si, y solamente si

edu® + 2fdudv + gdv* =0, t € I. (1.12)

Una condicién necesaria y suficiente para que las curvas coordenadas de una
parametrizacion en un entorno de un punto hiperbolico (eg — f? < 0) sean
asintoticas es que e = g = 0. En efecto, si las curvas u = const., v = v(t) y

u = u(t), v = const. Satisfacen la ecuacion (1.12) tenemos:

u=const,v=0(t) = gdu>!=0 = g=0,

1.13
u=u(t),v=const. = edu*=0 = e=0. (1.13)

Reciprocamente, si e = g = 0y f # 0, entonces la ecuacion (3.14) se convierte

en fdudv = 0 ecuaciéon que claramente satisfacen las curvas coordenadas.

1.1.1 Superficie de revolucién

Durante el mismo periodo de tiempo en el que se originé el trabajo de
Lobachevsky, Ferdinand Minding estudi6 las superficies de revolucion de
curvatura constante. Sus obras [Min38|, [Min39] y [Min40] fueron reconocidas
como aplicaciones importantes de la teoria de superficies, que antes de su época
fue tratada sisteméaticamente por Gaspard Monge en su manual clasico sobre
geometria diferencial “Feuilles d’analyse appliquée a la géométrie” [MonO1].

Siguiendo el enfoque de Monge, en el que las coordenadas cartesianas (x,y, z) de
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1.1. GEOMETRIA DIFERENCIAL 13

un punto arbitrario en una superficie en el espacio euclidiano R? estan conectadas

por la relacion implicita
0, mas frecuentemente, en la forma

z = f(z,y), (1.15)

Minding estudié superficies de revolucién de curvatura constante K, tanto
positivas como negativas.

Sea S C R? el conjunto que se obtiene al rotar una curva regular plana ¢
alrededor de un eje. Tomemos, para nuestros fines, el plano xz como el plano

donde esta la curva ( y el eje z como el eje de rotacion. Sea la parametrizacion

x(u,v) = (f(v) cosu, f(v)senu,g(v)), f(v)>D0, (1.16)

del conjunto abierto U = {(u,v) ER*:0<u<2ma<v<b} en S. Los

Figura 1.1: Superficie de Revolucion

coeficientes de la primera forma fundamental vienen dados por
E=f), F=0 G=[f0))]+[d0)]. (1.17)

Es conveniente admitir que la curva ¢ estda parametrizada por longitud de arco,

es decir

[ +ld ] =G=1. (1.18)
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1.2. TOPOLOGIA 14

Los coeficientes de la segunda forma fundamental son:

e=—f(v)g (), [f=0, G=g)[f"v)-g"0)f ) (1.19)

Como F = f = 0, concluimos que los paralelos (v = const.) y los meridianos
(u = const.) de una superficie de revolucion son lineas de curvatura de tal

superficie. Como

g2 _ gdWIgW[W) - g"@)f @) (1.20)

K=fc-p~ )

y f siempre es positiva, deducimos que los puntos parabdlicos vienen dados bien
por ¢’(v) = 0 (la recta tangente a la curva generatriz es perpendicular al eje de
rotacion) o bien ¢'(v) f”(v) — ¢"(v) f'(v) = 0 (la curvatura de la curva generatriz
es cero). Un punto que satisfaga ambas condiciones es un punto plano, ya que
estas condiciones implican que e = f = g = 0.

Es conveniente expresar la curvatura gaussiana de otra manera. Al derivar

[F/ ()] + [¢(v)]> = 1 obtenemos f'(v)f"(v) = —g¢'(v)g"(v), de esta manera
tenemos:
eg — f?
K=Bc_ P
_ g g (v) — g"(v) f(v)]
f)
_ _d@Pf" ) + [P ()
f(v)
B _f”(v)
=~ (1.21)

1.2 Topologia

Definicién 1.2.1. Se dice que una aplicacién continua y sobreyectiva f : X — Y
tiene la propiedad del levantamiento de caminos cuando, para cualquier camino
arbitrario « : [sg, s1] — Y y cada punto z € X tal que f(z) = a(s), existe un

camino @ : [sg, s1] — X tal que @(sg) =z y foa = a.

Sabemos que no todo homeomorfismo local f : X — Y tiene la propiedad
de levantamiento de caminos pero, cuando X es un espacio de Hausdorff, el
levantamiento @ : [sg, 1] — X de un camino « : [sg, $1] — Y estd completamente

determinado por « y el punto inicial x = @(so).
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Cuando f es sobreyectiva y, para todo camino arbitrario « : [sg,s1] = Y y
todo punto z € X con f(x) = a(sg), existe un dnico camino @ : [sg, s1] = X
tal que foa = oy @(sg) = x, diremos que f : X — Y tiene la propiedad del

levantamiento de camino dnico.

Definicién 1.2.2. Dos caminos « y /3, que aplican [0,1] en X, se dice que son
homotépicos por caminos si tienen el mismo punto inicial xg y el mismo punto

final 21 y si existe una aplicacion continua H : [0,1] x [0,1] — X tal que

H(S,O)ZO&(S), H(S,l):5(5),
H(0,t) = zo, H(1,t) = x4,

para cada s,t € [0, 1]. La aplicacion H recibe el nombre de homotopia de caminos
entre a 'y (.

Proposicion 1.2.3. Sea S una superficie completa con curvatura gaussiana
K < 0. Entonces la aplicacion exp, : T,5 — S, p € S es una aplicacion de

recubrimiento.
Demostracion. Ver [PdC16, p. 392] O

Proposicion 1.2.4 (Unicidad del levantamiento de caminos). Sea 7 : B — B
una aplicacion de recubrimiento, o : [0,1] — B un camino en B y py € B tal que
7(Po) = (0) = po. Entonces existe un tnico levantamiento & : [0,1] — B de o

con origen en Do, es decir &(0) = py.
Demostracion. Ver [PdC16, p. 382] O

Proposicion 1.2.5. Sea f : X — Y un homeomorfismo local con la propiedad de
levantamiento de camino inico. St X es conexo por caminos y Y es simplemente

conexo, entonces [ es un homeomorfismo.
Demostracion. Ver |LL03, p. 140] O

Proposicion 1.2.6. Sea X un espacio de Hausdorff. Si un homeomorfismo local
sobreyectivo f : X —'Y es una aplicacion cerrada, entonces f tiene la propiedad

de levantamiento de camino dnico.

Demostracion. Ver [LLO3, p. 144] O
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1.3. GEOMETRIA RIEMANNIANA 16

1.3 Geometria Riemanniana

Definicién 1.3.1. Una variedad diferenciable de clase C* de dimensioén m, con 1 <
k < 400, es un espacio topolégico Hausdorff M la cual tiene una base numerable
de abiertos y esta dotado de un atlas diferenciable A = {(U,,x,) : @ € A}, es
decir, una familia de homeomorfismos x, : U, — x,(U,), a € A tales que:

1. cada U, es un abierto de M mientras que cada x,(U,) es un abierto de R™
y ademéas M = U Uy,
acl
2. la aplicacion xs o x;,' 1 x,(Uy N Up) — x5(U, N Up) es un difeomorfismo

de clase C* entre abiertos de R™, para cualesquiera a y 3 en A tales que
U MUz # 0.

3. la familia A = {(U,,X,) : @ € A} es maximal con respecto a la condicion
(2), es decir, si (U,x) es una carta local tal que x o x;! y x, o x~! son

difeomorfismos de clase C* para todo o € A, entonces (U,x) € A.

Los homeomorfismos x, son llamados cartas locales, los homeomorfismos x!
son llamados parametrizaciones o coordenadas locales, y las funciones x5 o x*
son llamadas cambio de coordenadas. A menos que se indique lo contrario,
consideraremos variedades diferenciables conexas, es decir, tales que los tnicos
subconjuntos abiertos y cerrados simultaneamente son el propio M y el conjunto
vacio ().

Diremos que una aplicacion f : M — N entre variedades diferencibles es

diferenciable si

yao foxg :x(UaN f7H(V3)) = y5(Va N f(Ua)) (1.22)

es una aplicacion diferenciable para toda carta local x, : U, — x(U,) de M y
toda carta local y; : V3 — x(V3) de N con f(Us) NV # 0. Ademas, diremos
que f es de clase C* si M y N son variedades diferenciables de clase C* y toda
aplicacion yzo fox;! en (1.22) es de clase C*. Llamaremos difeomorfismo a toda
biyeccion f : M — N tal que tanto f como f~! son diferenciables, si ambas
aplicaciones fueran de clase C* diremos que el difeomorfismo es de clase C*.
Sea M una variedad diferenciable de dimensién m. Para cada p € M,
consideremos el conjunto C,(M) de todas las curvas v : I — M, donde I es

un intervalo abierto que contiene a 0, tales que v(0) = p y v es diferenciable
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1.3. GEOMETRIA RIEMANNIANA 17

en el punto 0, es decir la aplicaciéon x, o v es diferenciable en el punto 0, para

toda carta local x, : Uy, — X,(U,) con p € U,. Diremos que dos curvas 71, v

d
= —(Xq 0 72)(%) para toda
dt i—o

carta local x,, : U, — x,(U,). De hecho, si la i_gualdad vale para una carta local

d
en C,(M) son equivalentes si a(xa o )(t)

entonces ella vale para cualquier otra, en efecto notemos que dada cualquier otra

carta local xg : Usg — x(Up) con p € Ug, tenemos que

oo m0] = Fllsox o (o))
= dxy 03,1) %0 010 (e 0 W)(B)]
= 35 03" (ke 0 72(0)) (ke 0 20)(1) B
d

= 20 m) (1)

t=0

Representamos por [y] a la clase de equivalencia de cualquier curva v €
Cp(M). El espacio tangente a la variedad M en el punto p es el conjunto de
tales clases de equivalencia, el cual serd denotado por 7, M. Dada cualquier carta

local x,, : U, — x4(U,) con p € U,, la aplicacion

dx.(p): T,M — R™

bl o @) = o)

t=0

esta bien definida y es una biyeccion. Podemos usar esta biyeccion para identificar
T,M con R™. De esta manera, el espacio tangente adquiere una estructura de
espacio vectorial. Aunque la identificacion dx, depende de la eleccion de la carta

local, la estructura de espacio vectorial de T, M no depende de ella.

Definicién 1.3.2. Sea M una variedad de clase C*, donde 1 < k < 4o00. Un
atlas A sobre M es llamado coherente si los cambios de coordenadas preservan
la orientacion de R™, es decir si x,,%Xs € A, entonces xs o x,' tiene jacobiano
positivo para todo punto de x,(U,NUz). Diremos que M es una variedad orientable
si M admite un atlas coherente, caso contrario, diremos que M es una variedad
no orientable. Fijada una orientacion en M, diremos que una base ordenada
V1,2, .., Uy €n un espacio tangente 7, M tiene orientacion positiva, si su imagen

por la derivada de cualquier carta x, : U, — x,(U,) en el atlas coherente, con
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1.3. GEOMETRIA RIEMANNIANA 18

p € U,, tiene orientaciéon positiva en R™, es decir cuyos vectores columna son

dxo(p) - v1,dXo(p) - Vo, . .., dXo(P) - U

tiene determinante positivo. Caso contrario diremos que ella tiene orientaciéon

negativa.

Ejemplo 1.3.3. La superficie S dada por (1.16), vista como una variedad

diferenciable, es orientable. Podemos tomar dos parametrizaciones
1 :(0,2m) x (a,0) = Sy o (—m,m) x (a,b) = S
cuyas imagenes cubren toda la superficie S, donde

05(u,0) = (f(v) cosu, F(v) senu, g(v)), j=1,2
Tomando las cartas x; = ;' y Xp = 0, ', tenemos
xj0x,': (—m,7m) — {0} — (0,27) — {=}

—1
U, v = X1 0Xy (u,v) =
(w9) 10% (u0) (u+2m,v) , —T<u<0

{ (u,v) , O<u<m

Por tanto el jacobiano es la identidad en todo punto, ya que el cambio de
coordenadas en el peor de los casos es una traslacion. Esto muestra que S es

una variedad orientable.

Definicién 1.3.4. Una métrica riemanniana (o estructura riemanniana) en una
variedad diferenciable M es una correspondencia que asocia a cada punto p

de M un producto interno (-,-) | es decir una forma bilineal simétrica, positiva

p?
definida en el espacio tangente 7, M que varia diferenciablemente en el siguiente
sentido: Si x : U C R™ — M es un sistema de coordenadas locales en torno
d

de p, con x(z1,29,...,2,) = q € x(U) y a_zi(Q) = dx(0,...,1,...,0), entonces

<8ixi(q)’ é%j(q)>q = g;j(z1,...,2,) y una funcién diferenciable en U.

Es claro que esta definicion no depende de la eleccion del sistema de
coordenadas. Es usual dejar de indicar el indice p en (-, ->p siempre que no hubiese
posibilidad de confusién. Las funciones g;; son llamadas expresiones de la métrica
riemanniana en el sistema de coordenadas x : U C R® — M. Una variedad
diferenciable M con una dada meétrica riemanniana ¢ se llama una variedad

riemanniana, y la denotaremos por (M, g).
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1.3. GEOMETRIA RIEMANNIANA 19

Planteemos ahora el problema de encontrar en el espacio euclidiano
tridimensional R un dominio S que realice la geometria de una variedad
bidimensional suave dada, M. En otras palabras: ;Es posible, y en qué casos,
encontrar en R3 algtin subconjunto, cuya geometria intrinseca coincida con la
geometria de la variedad bidimensional suave dada? Ademads, el método para
calcular la distancia entre dos puntos cualesquiera del dominio buscado S C R?,
realizada usando la métrica del espacio euclidiano R3, debe corresponder en S

con precision a la métrica del variedad M dada.

Definicién 1.3.5. Dos variedades riemannianas (M,gy) y (N,gny) son
isométricas si existe un difeomorfismo ¢ : M — N tal que ¢*(gn) = gum, es
decir

gN(dSO(U)’ dgp(w)) = gM(U’ w)a

para todos los vectores tangentes v,w en T,M y todo punto p en M. En este

caso, ¢~ también es una isometria.

Definicién 1.3.6. Sean (M, gy) y (N, gy) dos variedades riemannianas. Una
aplicacion ¢ : M — N es una isometria local si cada punto p en M tiene un
entorno U, tal que ¢|,; es una isometria sobre un subconjunto abierto de N. Es
usual decir que una variedad riemanniana M es localmente isométrica a la variedad
riemanniana N si para todo punto p en M existe un entorno U de p en M y una
isometria local ¢ : U — o(U) C N.

Generalmente, el problema de encontrar un subconjunto en algin espacio
R™ que tiene las mismas propiedades intrinseco-geométricas que una variedad
suave dada a priori M se conoce como el problema de la inmersion isométrica de
la variedad M en el espacio R™. Claramente, en la formulacion del problema
de inmersion isométrica hay un alto grado de arbitrariedad en la elecciéon de la

variedad original, asi como en la eleccién del espacio ambiental.

Definicién 1.3.7. Una variedad riemanniana S completa, simplemente conexa

y con curvatura gaussiana no positiva es llamada una variedad de Hadamard.

Teorema 1.3.8 (Hadamard). Si S es una variedad de Hadamard (inmersa en
R3). Entonces exp, : 1,5 — S, donde p € S, es un difeomorfismo.

Demostracion. Ver [PdC16, p. 393] O
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1.3. GEOMETRIA RIEMANNIANA 20

Definicién 1.3.9. Diremos que S es un recubrimiento duplo orientable si existe
una aplicacion p : S — S, con las siguientes propiedades:

a) S es una variedad conexa, S es una variedad orientada y p es un

difeomorfismo local;
b) Paracaday € S, laimagen inversa p~!(y) contiene exactamente dos puntos;

¢) Si p(x1) = p(az) con x1 # x, entonces el isomorfismo linea dp;) o dp,, :

T, S —T,,S invierte la orientacion.

Teorema 1.3.10. Toda wvariedad conexa S posee un recubrimiento duplo

orientable.

Demostracion. |LLO3, p. 196]. O

1.3.1 Espacio Hiperbolico H? y H"

En esta seccion definiremos el plano hiperboélico y sus isometrias, luego haremos

una generalizaciéon encontrando asi el espacio hiperbolico.

Definicién 1.3.11. Sea M = R? un plano de coordenadas (z,y) y definamos en

cada punto ¢ = (x,y) en R? el producto interno asociado a

(0 570) =£=1
<a%<q>,§y<q>>q —R=0

<§y<q>,§y<q>>q _Goen

La geometria de M difiere de la geometria usual de R?, por ejemplo usando (1.10)
1

(). )] ),
2WEG |\VEG/, EG/, 2¢% \ e* ) '

Esta variedad riemanniana bidimensional es conocida como plano de Lobachevsky

tenemos que la curvatura de M, esta dada por

o plano hiperbélico, y sera denotado por HZ.

Sin embargo, existen otros modelos que representan el mismo espacio, pero

de diferente manera. Por lo que estudiaremos algunos de estos modelos:
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1.3. GEOMETRIA RIEMANNIANA 21

a) El modelo del sistema de coordenadas horociclicas:

Sea R? con la métrica asociada dada por
ge = da’* + e**dy>.
b) El modelo del disco de Poincaré:
Sea D = {(x, y) €ER? 2?4 y° < 1} cuya métrica esta dada por

B dz? + dy?
=@+ )2

¢) El modelo de Lorentz:
Sea L = {(x,y, 2) R 22§ e 22 = 1% 3 O} cuya métrica esta dada
por
g1, = da® + dy* — d22.

d) El modelo del semiplano de Poincaré:
Sea P = {(:1:', y) ER?: y > O} cuya métrica esta dada por

da? + dy?
LA \\ |, o=
)

e) El modelo en coordenadas geodésicas o coordenadas de Fermi

Sea R? con la métrica asociada dada por

Geosh = dx® + cosh? xdy?.

f) El modelo de la semiesfera:
Sea S = {(x,y,z) € R 224 22 = o> O} cuya métrica asociada

esta dada por
_da? + dy? 4 d2?
= 3 .

gs
Veamos que estos modelos son equivalentes,

1) El modelo en coordenadas geodésicas (e) es equivalente (bajo isometria) al
modelo del sistema de coordenadas horociclicas (a):
Consideremos la funcion

2 (R2agcosh) — (R2age)
(z,y) —  (x,y) := (—y + In(cosh z), e tanh z)
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1.3. GEOMETRIA RIEMANNIANA 22

la cual es una isometria con inversa

o Hx,y) = (senh_l(yex), In(/e~2* 4+ y2)> .

Sean u = —y + In(cosh x), v = e¥ tanh z, luego

du = tanh xdx — dy
du® = tanh® zdz? — 2 tanh zdzdy + dy?
dv = €Y sech? zdx + €Y tanh zdy

dv® = €% sech® x [ sech? zdz? + 2 tanh zdzdy + senh? a:dyﬂ .
En consecuencia tenemos el pull-back,
So*ge — du2 + 62ud,U2
_ du2 + 62(—y—&-1n(coshx))d,u2
= du® + e~ cosh? xdv?
= tanh? zdz?® — 2tanh zdzdy + dy® + sech? xdx? + 2 tanh xdzdy + senh? zdy?
— (tanh® 2 4 sech® z)dz? + (1 + senh® z)dy?
= dz? + cosh? dy2 = Gcosh-

2) El modelo en coordenadas geodésicas (e) es equivalente (bajo isometria) al

modelo del semiplano de Poincaré (d):

Consideremos ahora la funcién

@: (R%geosn) — (P,gp)
(z,y) = (z,y) := (e¥ tanh z, e¥ sech z)

la cual es una isometria con inversa

7 .y) = (senh™ (@/y), In(v/2? + 7))

Sean u = eY tanh x, v = e¥ sech z, luego

du = e¥(sech® zdx + tanh zdy)

du® = €% sech® © [ sech? zdz® + 2 tanh zdxzdy + senh? xdyg]
dv = €” sech z(— tanh zdx + dy)

dv® = €% sech® x [ tanh? zdz? — 2 tanh zdxdy + dy2]
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En consecuencia tenemos el pull-back,

. du® + dv?
Ygp =5

= sech® zdz? + 2 tanh zdxdy + senh? zdy? + tanh® zdz? — 2 tanh zdedy + dy?
= (tanh® 2 4 sech® z)dz? + (1 + senh® ) dy?
= da® + cosh? dy* = Geosh.
3) El modelo de la semiesfera (f) es equivalente (bajo isometria) al modelo
del disco de Poincaré (d)
Consideremos ahora la funcion
¢: (S.9s) — (D,gp)

(z,y,2) = (p(x7y7z)::< Ty >

z+1 241

la cual es una isometria con inversa

gofl(x y) = 2x 2y 2> &, .
’ WEESUERS 1. 22 1\ 12 TSN Sl
z Y
S = = — |
ean u Z+1,v 1 uego
dx xdz
du = —
z+1 (241)?2
d d
do = Y yaz

z+1  (z+1)2
En consecuencia tenemos el pull-back,

4 du® + dv?
T @ )

[(z + V)dx — zd2]” + [(2 + 1)dy — ydz]?
o\ 2 2,12

(+1* 1= ()" - ()]

(2 4+ 1)%(da® + dy?) + 2(2 + 1)zdz® + (1 — 2°)dz?
22(z41)?
(24 1)%(da? + dy?) + (2 + 1)%d2?
22(z+1)?
da® + dy? + dz?

=4

= Jgs-
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4) El modelo de Lorentz (c) es equivalente (bajo isometria) al modelo de la

semiesfera (f)

Consideremos ahora la funciéon
o: (Lygr) — (S,9s)

zy 1
(I,y,Z) = QO(I,y,Z) = <;7_7_>

la cual es una isometria con inversa

Zz )
Sean u = —, v ==y w = —, luego
z z z

du-d—x—x—?
z z
d d

w= vl
z z
dz

dw:—;

En consecuencia tenemos el pull-back,

du? + dv? + dw?

©*gs = T
Ny (2 gV 455

22(dx® + dy?) — 2z(zdx + ydy)dz + (2* + y?)d2* + dz?
22

22(dx? + dy?) — 22%d2% + (2% — 1)d2? + dz2?
2

z
= da? + dy* — d2* = g1,

5) El modelo de la semiesfera (f) es equivalente (bajo isometria) al modelo

del semiplano de Poincaré (d)
Consideremos ahora la funcién
2 (Sv.gS) — (P,gp)

2y 2z
> = ——
(z,y,2) o(z,y, 2) <x+yx+1)
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la cual es una isometria con inversa

o, y) = 4 — 2% — 9 4o 4y .
’ A+ a2 +y2 4+ a2+ y2 44 22 + g2
S 2y 2z |
ean u = = uego
r+1 PRI Rt
2dy 2ydx
du = —
r+1 (z+1)?
2d 2zd,
o z zdx

T2+1 (zt1)2
En consecuencia tenemos el pull-back,
da? + dy? + dz?

52

_ 1) ( 2dy __2yde )2+ (z+1)° ( 2d> 2zdx>2)2

422 t+1  (z+41)? 422 r+1 (z+1

©'gp =

Az + 1)? [(x + 1) (dy +dz) — (y + z)dx]2
(x+1)4 422
(x + 1)%(dy? + d2?) — 2(x + 1)(ydy + zdz)dx + (y* + 2?)da?
2%(zx +1)2
(x 4+ 1)%(dy? + d2?) + 2(z + 1)zd2?® + (1 — 2?)dz?
22(x +1)2
(z + 1)*(dy? + d2?) + (z + 1)*dz?
22(x + 1)2

_da? + dy? + d2?
— 3

= gs-

Ahora de manera natural podemos definir el espacio hiperbélico n—dimensional,
como el espacio euclidiano n—dimensional cuya métrica asociada esta dada por
ge = da® + € (dyi + -+ + dy, ).

Asi mismo podemos tener sus modelos correspondientes clasicos, definidos de
la siguiente manera:
a) El modelo del disco de Poincaré:
Sea D = {:E ER™: 23+ 22 < 1} cuya métrica estd dada por
dai + - -+ da?
L= (@i + - af))®

gp =4
(
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b) El modelo de semiplano de Poincaré:
Sea P = {x € R" : y,_1 > 0} cuya métrica esta dada por
de? +dyi+dys + -+ dyn

2
Yn—1

ap

¢) El modelo en coordenadas geodésicas o coordenadas de Fermi:

Sea R™ con la métrica asociada dada por

Geosh = dz* + cosh? w(dy? +dys + -+ dy>_,).

Sabemos que el plano hiperbolico H? y la pseudo-esfera tienen la misma
curvatura gaussiana constante negativa igual a —1, de modo que en virtud del
teorema de Minding, ellas son localmente isométricas. Pero como curiosidad
podemos preguntarnos ;qué parte del plano hiperbolico realmente se esta
modelando como la pseudo-esfera? Para responder a esta pregunta, tomemos
una parametrizacion t — (f(t), g(t)) de la tractriz que comienza en (1,0). Luego
definimos ¢ : (0,27) x RT — R? dada por ¢(u,v) = (f(v)-cosu, f(v)-senu, g(v))

una parametrizacion de la pseudo-esfera

Figura 1.2: Inmersiéon de un horodisco

Considerando el modelo del semiplano de Poincaré, tomemos el horodisco
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1.3. GEOMETRIA RIEMANNIANA 27

D={(x,y) € P:y>1}. Sean p = (z,y), ¢ = (z,1) en P con y > 1. Entonces

e =1)
= 2arctanh (Z;%)
=2In(y/y) =Iny. (1.23)

Definamos F': D — R? dada por

F(z,y) = | f(Iny) - cosz, f(Iny) - senz, g(Iny)
~ ~\~ 4 ~~ SN——

Luego tenemos
du = —f(Iny) - senxdx + f'(Iny) - 5 - cos zdy
dv= f(Iny) - coszdr + f'(Iny) - ; - sen xdy
dw = ¢'(Iny) - édy

de modo que el pull-back de F resulta

F*g = du® + dv? + dw?
= [f(ny)P do® + | (/'(imy)” + (¢ (y))*] 5

tomemos ahora t — (f(t),g(t)) una parametrizacion por longitud de arco,
(f)?+ (¢)* =1y ademas f(t) = e'. Entonces

g(t) = /Ot V1 — e 2udy

1 (Ve 11
Y e B/ e
2 V1—e 2t -1

= arctanh(v1 — e=2) — V1 — 72t

cosSx senzx 1 1
Por tanto F(z,y) = , ,arctanh ( 1— —2) —4/1—=— | es una
y oy Y v
arccosh y
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1.3. GEOMETRIA RIEMANNIANA 28

inmersion isométrica del horodisco D sobre la pseudo-esfera. Por otro lado la
ecuacion (1.23) nos dice que esta es la distancia que debemos recorrer a lo largo
de la tractriz para asegurar la distancia geodésica correcta entre F'(x,1) y F(z,y).

De esta manera podemos notar que la pseudo-esfera en si puede interpretarse
como una superficie que esta cubierta muchas veces por el horodisco. Y si de
pronto se nos ocurre pensar que esta cobertura se puede extender a todo el plano
hiperbolico, inmediatamente notamos que esto no es posible dado que la pseudo-
esfera no es una superficie completa, lo mismo sucede con las demés superficies
de curvatura gaussiana constante negativa como veremos en el capitulo 3, de esta

manera ellas logran representar solamente una regién del plano hiperbolico H2.
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Capitulo

Superficies completas de curvatura

gaussiana constante no negativa

I don’t have anX magical ability.
I look at a problem, play with it,
work out a strategy.

Terence Tao.

En este capitulo clasificaremos las superficies completas de
curvatura gaussiana constante no negativa en R® segiin el signo
de su curvatura. La hipotesis de la completitud juega un papel
importante para esta clasificacion. Para mayor detalle y desarrollo
del tema véase por ejemplo [Spi99a|, [PdC16|, [Wil59] v [AT12].

2.1 Superficies completas de curvatura gaussiana

constante nula

En el capitulo 1 enunciamos el teorema de Minding 1.1.1, sin demostracion,
el cual muestra que las superficies con curvatura gaussiana constante nula, o
también llamada idénticamente nula, son localmente isométricas a un plano. El
objetivo principal de esta seccion es demostrar el siguiente teorema
Teorema (Hartman-Nirenberg, 1959). Sea S C R? una superficie completa con

curvatura gaussiana idénticamente nula, entonces S es un cilindro o un plano.
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2.1. SUPERFICIES COMPLETAS DE CURVATURA NULA 30

Observaciéon 2.1.1. La primera demostracion aparecié en 1959 como un
corolario de un teorema de Philip Hartman y Louis Nirenberg [HN59| que trata
de una situacion mucho mas general que la nuestra, el cual es enunciado a

continuacion

Sea M"™ una variedad riemanniana completa conexa en un espacio euclidiano
(n 4+ 1)—dimensional R"*1. Si el rango de la aplicacion de Gauss es < 1 en todas

partes, entonces M" es un cilindro generalizado.

Este teorema es la primera determinacion global de una variedad plana M en
el espacio euclidiano. De hecho, la condicién sobre el rango de la aplicacion
de Gauss es equivalente a la planitud de M. En ese momento, sbélo se tenia la
clasificacion local de superficies planas. Una version compleja del teorema anterior
fue demostrada por Kinetsu Abe en [Abe72].

Més tarde en 1961, William Schumacher Massey [Mas61] y James Johnston
Stoker [Sto61| obtuvieron demostraciones elementales y directas del teorema, de
manera independiente. La demostracién que presentamos aqui esta basada en la

demostracion de Massey, la cual también se puede encontrar en [PdC16].

Sea S C R?® una superficie con curvatura gaussiana K,,,i. = 0. Como
K = kyks, donde ky y ko son las curvaturas principales, los puntos de S o bien son
puntos parabdlicos, o bien son puntos planos. Denotaremos por P al conjunto de
puntos planos y por U = S\ P al conjunto de puntos parabolicos de S. Notemos
que P es cerrado en S, dado que los puntos de P satisfacen H = @ =0,
por tanto P = H~'(0). Luego sigue que U = S\ P es abierto, en consecuencia
Fr(U) C P.

Proposicion 2.1.2. La tnica curva asintdtica que pasa por un punto parabdlico
p € U de una superficie S con curvatura gaussiana K.ng = 0 es un segmento

(abierto) de una recta contenida en S.

Demostracion. Siendo K.pnee. = 0 = kiks, donde kq, ks son las curvaturas
principales y U es formado apenas por los puntos paraboélicos, entonces una de
estas es no nula. Luego estamos hablando de un punto no umbilico.

La proposicion 1.1.9 garantiza que es posible parametrizar un entorno V- C U
de p por x(u,v) de modo que las curvas coordenadas sean lineas de curvatura.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que k; = 0, donde k; es la curvatura
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correspondiente a v = const., es decir a(t) = x(u,vg) es una curva asintotica en

V. Luego, en virtud del teorema de Olinde Rodrigues 1.1.12, podemos escribir
(N oa)(t) = —A() - (t), (2.1)

donde « es una parametrizacion cualquiera de la curva coordinada v = const.,
A(t) es la curvatura principal asociada a o/(t), la cual es siempre nula a lo largo

de v = const. en V. Tomemos « como a(t) = x(t,vy), luego tenemos
N,=N,-14+N,-0=N,- v+ N,-v'=(Noa)(t)==A\t) - (t) =0. (2.2)

Dado que por cada punto del entorno V' pasa una curva v = const., la relacion

N, = 0 vale para todos los puntos de V. Se deduce entonces que en V', tenemos
(x,N), = (x4, N) + (x,N,) = 0. (2.3)
Por tanto

(x,N) = ¢(v), (2.4)

donde ¢(v) es una funcion diferenciable que solo depende de v. Derivando la

ecuacion (2.4) con respecto a v obtenemos:
(x, No) = ¢'(v). (2:5)

Por otro lado, N, es ortogonal a N y diferente de cero, puesto que los puntos
de V son parabolicos. En consecuencia, N y N, son linealmente independientes.
Ademaés sabemos que Ny, = Ny, =0 en V.

Observamos ahora que a lo largo de la curva v = const. = v, el vector
N(u) = Ny y que N,(u) = (N,)o = const. Asi, la ecuacion (2.4) implica que
la curva x(u,vy) esta contenida en un plano normal al vector constante Ny y la
ecuacion (2.5) implica que dicha curva esta contenida en un plano normal al vector
constante (N,)o. Como los vectores Ny v (IV,)o son linealmente independientes,
tenemos que la curva x(u, vy) esta contenida en la interseccion de dos planos, es

decir es un segmento rectilineo. O]

Observaciéon 2.1.3. En la proposicion anterior la hipotesis Ko, = 0 es
fundamental, dado que si consideramos el paralelo inferior del toro de revolucion,
es una curva asintotica construida por puntos parabolicos que no es un segmento

de recta.
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En breve veremos qué ocurre cuando prolongamos este segmento de recta. La
siguiente proposicién garantiza que la prolongacion de la recta nunca interseca
al conjunto P, es decir, o bien termina en un punto de la frontera de S o
bien permanece indefinidamente en U. Para verificar esta afirmaciéon usaremos

la siguiente consecuencia de las ecuaciones de Mainardi-Codazzi (1.7),

Lema 2.1.4. Sea s la longitud de arco de la curva asintdtica que pasa por un
punto parabdlico p de una superficie S, con curvatura nula, y sea H = H(s) la

curvatura media de S a lo largo de dicha curva. Entonces, en U tenemos,

d (1

— | =) =0 2.6

ds? (H ) (2.6)
Demostracion. En un entorno V' C U de p, introducimos un sistema de
coordenadas (u,v) tal que las curvas coordenadas son lineas de curvatura y las
curvas v = const. son curvas asintoticas de V. Sean e, f y g los coeficientes de la

segunda forma fundamental con respecto a esta parametrizacion. Como f =0y

la curva v = const., u = u(s) debe satisfacer la ecuacion diferencial de las curvas

du\? du dv dv\*
of 27 S\ = 2.
e(ds) i) fdsds+g(ds) ; (2.7)

entonces concluimos que e = 0. Bajo estas condiciones, tenemos

asintoticas

kir+ky 1/7e g 1lg
> 2:\ETG/T2¢a (2:8)
La proposicion 1.1.14 garantiza que F' = 0. Luego introduciendo los valores
F = f = e =0 en las ecuaciones de Mainardi-Codazzi (1.7), obtenemos
1gF, 19G,
== == ) 2.

A partir de la primera ecuacion de (2.9), tenemos que gE, = 0. Siendo p un punto
parabolico de S, en cada punto una de las curvaturas principales no se anula. De
esto podemos concluir que g # 0, pues de la ecuacion (2.8) tenemos 0 # H = %%
Luego, de gF, = 0 concluimos que E, = 0. Por tanto, £ = E(u) es una funcién

que solo depende de u. Entonces la aplicacion ¢ : V — R? dada por

© (u,v) = (/Ou\/mdu,v) (2.10)
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es un difeomorfismo con su imagen, y la aplicacion X = x o ¢! sigue siendo una
parametrizacion local con todas las propiedades de x, ya que lo tinico que hicimos
fue cambiar la parametrizacion de las curvas v = const. para que ahora estén
parametrizadas por longitud de arco, es decir £ = 1. Por un abuso de notacion,
volveremos a llamar u y v a los nuevos parametros. En la nueva parametrizacion

la expresion de la curvatura gaussiana, usando la ecuacion (1.10), es

1 G, E,
0= Reonat = =51 [(W)u * (W)J

=~ (V6.

——55@@). (2.11)

Entonces es posible escribir,
VG = ¢ (v)u+ e (v), (2.12)

donde ¢ (v) y c2(v) son funciones que solo dependen de v. Por otro lado la segunda
ecuacion en (2.9) puede escribirse en la forma (g # 0)

g 2JGVC VG

luego tenemos
g=cs(v)VG, (2.14)

donde c3(v) es una funcion que solo depende de v. Introducimos las ecuaciones
(2.12) y (2.14) en la ecuacion (2.8), obteniendo asi

pola@ve 1 o) (2.15)

C2VG VG 2a(vute(v)

Finalmente, recordando que u = s y derivando la expresion anterior con respecto

j_; (%) _ gj_; (%) 0. (2.16)

a s, concluimos que

]

PUCP 33



2.1. SUPERFICIES COMPLETAS DE CURVATURA NULA 34

Proposicion 2.1.5 (Massey, 1961). Sea r una curva asintética mazimal que pasa
por un punto parabdlico p € U C S de una superficie con curvatura Kqone. =0y

sea P C S el conjunto de puntos planos de S. Entonces r N P = ).

Demostracion. Supongamos que la curva asintotica maximal r que pasa por p,
estd parametrizada por la longitud de arco s y contiene un punto ¢ € P. Como
r es conexa y U es abierto, existe un punto py de r, correspondiente a sg, tal que
po € Py los puntos de r con s < sq pertenecen a U.

Ahora, el lema 2.1.4 nos dice que a lo largo de r y para s < s, existen
constantes a,b € R tales que

T\ (2.17)

as+b’

entonces, dado que la curvatura media es cero en todos los puntos planos,

deberiamos tener

1 1
0=H = lim H(s) = li = 0 2.18
) = ) = i et " w1

lo cual es una contradiccion. O

Proposicion 2.1.6 (Massey, 1961). Sea p € Fr(U) C S un punto de la
frontera del conjunto U de puntos parabolicos de una superficie S con curvatura
Keonst. = 0. Entonces por p pasa un inico segmento abierto de recta C(p) C S.
Ademdas, C(p) C Fr(U), es decir, la frontera de U estd constituida por segmentos

rectilineos.

Demostracion. Sea p € Fr(U). Entonces existe una sucesion (p,), C U tal que
pn — p. Para cada p,, sea C(p,) la tinica curva asintotica maximal (un segmento
abierto de recta) que pasa por p,, esto es gracias a la proposicion 2.1.2. Nuestro
objetivo es mostrar que, cuando n — oo las direcciones de los segmentos C/(py,)
convergen hacia una cierta direccién que no depende de la elecciéon de la sucesion
(pn>n~

En efecto, sea ¥ C R3 una esfera con centro en p suficientemente pequeia.
Como la esfera ¥ es compacta, los puntos de interseccion (g,), de C(p,) con X,
tienen al menos un punto de acumulaciéon ¢ € X, lo mismo ocurre de manera
simultanea para el punto antipodal de g. Si hubiera ademés de g y de su punto

antipodal, otro punto de acumulacion r, entonces en cada par de puntos p, ¥ pm
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arbitrariamente proximos las curvas asintoticas C(p,) y C(pn) deberian formar

un angulo mayor que

A (pq,pr)
2

0 = (2.19)

lo cual genera una contradiccion con la continuidad de las curvas asintoticas.
Concluimos entonces que las curvas C(p,) tienden a una direccién limite. De
manera aniloga se demuestra que esta direccion limite no depende de la sucesiéon
(Pn)ns con p, — p.

Como las direcciones de los C(p,) convergen y p, — p, los segmentos
rectilineos C'(p,,) convergen a un segmente C(p) C S que pasas por p. El segmento
C'(p) no se reduce solamente al punto p, pues en caso contrario como C(p,) es
maximal entonces p € S seria un punto de acumulacién de los extremos de los
C(pn), que no pertenece a S, en virtud de la proposicion 2.1.5. Por el mismo
razonamiento se tiene que el segmento C'(p) no contiene a sus puntos extremos.

Para terminar mostraremos que C'(p) C Fr(U). En efecto, si ¢ € C(p), existe

una sucesion
(Gn)n C C(pn) C U tal que g, — q. (2.20)

Entonces ¢ € U U Fr(U). Supongamos que ¢ ¢ Fr(U). Luego g € U y por la
continuidad de las direcciones asintoticas, C'(p) es la tnica curva asintotica que
pasa por q. Esto implica, gracias a la proposicion 2.1.5, que p € U, lo cual es una
contradiccion. Por tanto, g € F'r(U), es decir C(p) C Fr(U). O

Ahora ya estamos listos para demostrar el resultado principal de esta seccién,

Teorema 2.1.7 (Hartman-Nirenberg, 1959). Sea S C R3 una superficie completa
con curvatura gaussiana idénticamente nula. Entonces S es un cilindro o un

plano.

Demostracion. Admitamos que S no es un plano. Entonces por la
proposicion 2.2.2 tenemos que S contiene puntos parabdlicos. Sea U el conjunto
(abierto) de los puntos parabolicos de Sy P el conjunto (cerrado) de los puntos
planos de S. El conjunto int(P) es un abierto en S que solo contiene puntos
planos. En consecuencia, cada componente conexa de int(P) esta contenida en
un plano, esto ocurre gracias a la proposicion 2.2.2.

Primero demostraremos que si ¢ € S'y g € int(P), entonces por ¢ pasa una

tnica recta R(q) C S, y dos rectas de este tipo o bien son iguales, o bien no
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se cortan. En efecto, cuando ¢ € U, existe una tnica curva maximal asintotica
r que pasa por ¢, donde r es un segmento de recta (por tanto, una geodésica)
y NP = (la cual es una consecuencia de las proposiciones 2.1.2 y 2.1.5).
Parametrizando r por longitud de arco comprobamos que r no es un segmento
finito. Caso contrario, existiria una geodésica que no puede prolongarse a todos
los valores del parametro y esto generaria una contradiccion con la completitud
de S. Por tanto r es la totalidad de una recta R(q) y como rN P = (), concluimos
que R(q) C U. Deducimos entonces que cuando p es otro punto de U, p € R(q),
R(p) N R(q) = (. Caso contrario, por el punto de interseccion deberian pasar dos
curvas asintoticas, lo cual contradice la propiedad de unicidad.

Por otra parte, si ¢ € Fr(U) = Fr(P), entonces en virtud de la
proposicion 2.1.6 tenemos que por ¢ pasa un tnico segmente abierto de recta que
estd contenido en Fr(U). Mediante el argumento previo, este segmento puede
prolongarse a la totalidad de una recta R(q) C Fr(U) ysip € Fr(U), p € R(q),
entonces R(p) N R(q) = 0.

Esta claro que al ser U un abierto, si ¢ € U y p € Fr(U), entonces
R(p) N R(q) = 0. De esta manera, por cada punto de S\ int(P) = U U Fr(U)
pasa una tUnica recta contenida en S\ int(P), y como habiamos afirmado, dos
rectas de este tipo o bien son iguales, o bien no se cortan. Si demostramos que
estas rectas son paralelas, concluiremos que Fr(U) esta constituido por rectas
paralelas y que cada componente conexa de int(P) es un conjunto abierto de un
plano, delimitado por dos rectas paralelas. Por tanto, por cada punto ¢ € int(P)
pasa una tUnica recta R(t) C int(P), paralela a la direccion comin. Deducimos
entonces que por cada punto de S pasa una tinica generatriz y que las generatrices
son paralelas, es decir S es un cilindro; el objetivo de la demostracion.

Para demostrar que las rectas que pasan por los puntos de U U Fr(U) son
paralelas, procedemos de la siguiente manera. Sea ¢ € U U Fr(U) y p € U.
Como S es conexa, existe un arco a : [0,l]] — S, con a(0) = p, a(l) = q.
La aplicacion exp, : TS — S es una aplicacion de recubrimiento, gracias a
la proposiciéon 1.2.3, y una isometria local, gracias a la proposiciéon 1.1.17. Sea
a:[0,1] = T,S el levantamiento de «, con origen en 0 € 7,,S. Para cada a(t), con
exp, a(t) = a(t) € UU Fr(U), sea r, el levantamiento de R(c(t)) con origen en
a(t). Como exp, es una isometria local, r; es una recta en T,S. Demostraremos

que cuando «a(ty) # a(ta), con ty,ty € [0,1], las rectas r, y 7, son paralelas. En
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efecto si v € 1, N1y, entonces
exp,(v) € R(a(t)) N R(a(t2)), (2.21)

lo cual es una contradiccion.

Hasta ahora no hemos definido R(«a(t)) cuando a(t) € int(P). Veamos esto
ahora, cuando a(t) es tal que exp, a(t) = a(t) € int(P), por a(t) trazamos una
recta v en 1,5 paralela a la direccion comin que acabamos de obtener hace un
momento. Esta claro que exp,(r) C int(P) y como exp,(r) es una geodésica,
entonces exp,(r) es una recta completa contenida en S. De esta manera, la recta
R(a(t)) esta definida para cada t € [0,l]. Ahora mostraremos que las rectas
R(«(t)), con t € [0,1], son paralelas. En efecto por el argumento habitual de
compacidad, es posible recubrir el intervalo [0, [] con un numero finito de intervalos
abiertos Iy, ..., I, tal que a(l;) estd contenido en una vecindad V; de a(t;), con
tj € I, donde la restriccion de exp, es una isometria en V;. Ahora observemos
que, cuando t1,ts € I; y aty) # «(t2), entonces R(«a(t1)) es paralela a R(«(t2)).
En efecto, como 7y, es paralela a 1, y la exp, es una isometria en Vj, el segmento
abierto exp,(ry, MV;) es paralelo a exp,(r;, N Vj), lo cual significa que las rectas
exp, 1y, = R(a(t1)) y exp,r, = R(a(t)) contienen segmentos abiertos que son
paralelos, luego son paralelas. Pero entonces, utilizando la descomposicion de
[0,{] en I,...,I, podemos demostrar que las rectas R(«(t)) son paralelas. En
particular, la recta R(q) es paralela a R(p). Si s es otro punto de U U Fr(U),
entonces por el mismo argumento R(s) es paralela a R(p), y por tanto paralela a
R(q). De esta manera, se ha probado que todas las rectas que pasan por UUF'r(U)
son paralelas. O

Ejemplo 2.1.8. La hipoétesis de la completitud en el teorema de Hartman-
Nirenberg es esencial, dado que hay superficies no completas con curvatura
gaussiana idénticamente nula no contenidas en un plano o en un cilindro. Un

ejemplo muy simple es la parte superior de un cono circular. Sea
S={(z,y,2) ER*: 2 = 2> +y*, 2> 0},

la superficie de revolucion de la curva ¢ en el plano zz parametrizada por
(f(v),g(v)) = (v,v), conv > 0. Luego tenemos que Kopsne. =0y H(x,y,2) = 1/2.
En particular, S sélo consta de puntos parabolicos, por lo que no esta contenido
en un plano. Tampoco esta contenido en un cilindro, dado que a través de cada

punto parabodlico de S pasa un segmento tnico contenido en S gracias a la
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proposicion 2.1.2, y por lo tanto deberia ser un generador del cono. Por tanto, si
S estuviera contenido en un cilindro, los generadores serian paralelos, pero esto

no ocurre.

Figura 2.1: Cono de Revolucion

2.2 Superficies completas de curvatura gaussiana
positiva

El teorema de Bonnet nos garantiza que una superficie completa S de
curvatura gaussiana constante positiva, es compacta. En realidad, el teorema
nos dice mucho maés,

Teorema 2.2.1 (Bonnet, 1855). Si la curvatura gaussiana K de una superficie

completa S satisface la condicion
P 2\ (2.22)
Entonces S es compacta y el diadmetro de S satisface la desigualdad

diam(9) < —. (2.23)

=5

Demostracion. |[PAC16, p. 358| O

La primera demostracion de este teorema fue obtenida en 1855 por Pierre
Ossian Bonnet en [Bon55] y [Bon56]. Una formulacion del teorema, en términos
de superficies completas, puede encontrarse en el articulo de Heinz Hopf y Willi

Rinow [HR31]. En realidad, no es necesario que K esté acotada inferiormente
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lejos de cero sino que no se aproxime muy rapidamente a cero, véase por ejemplo

el articulo de Eugenio Calabi [Cal67] o el articulo de Rolf Schneider [Sch72].
Por tal motivo no perdemos generalidad si suponemos que estamos trabajando

con una superficie compacta. Asi el resultado principal de esta seccion es probar

el siguiente teorema

Teorema (Liebmann, 1899). Sea S C R® una superficie, coneza y compacta,

cuya curvatura gaussiana K es constante. Entonces S es una esfera cuyo radio

es 1/VK.

La primera demostracion de este teorema se dio en 1899 y se debe a Heinrich
Liebmann [Lie99|. La demostracion que presentamos aqui es una modificacion,
efectuada por Shiing-Shen Chern [Ched5], de la demostracion que dio David
Hilbert [Hil09], esta también se puede encontrar en [PdC16].

Proposicion 2.2.2. Una superficie orientada y conexa S que consiste
enteramente de puntos umbilicos estd necesariamente contenida en una esfera

o en un plano (y estas son superficies que consisten solo de puntos umbilicos).

Demostracion. Sea p € S'y sea x(u,v) una parametrizacion de S en p teniendo
asi un entorno coordenado V. De la hipotesis tenemos que existe una funciéon
A S — R diferenciable en V' tal que dN(w) = A(g) - w para todo w € T,S
y ¢ € V. Primero demostraremos que A(q) es constante en V. En primer lugar,

notamos
Ny=dN(x,)=Xx, y N,=dN(x,)=Ax,.
Diferenciando de nuevo obtenemos

Nuv = )\vxu + )\Xuzn
Nvu = /\uXU + /\Xvu

y entonces A\, X, — A\,x, = 0. Pero como x, y X, son linealmente independientes,

entonces

para todo ¢ € V. Lo cual muestra que A es localmente constante. Como S
conexo, entonces A es constante en todo S. En efecto, tomemos ¢y € S y sea

R = {q€ S:Xq)=Xq)}. Este conjunto no vacio es cerrado dado que X es
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continua, y es abierto por que A es localmente constante, luego por la conexidad
de S tenemos que R = 5, es decir A es constante en todo S.

Si A = 0, entonces el diferencial de la aplicacion de Gauss es cero en todos
lados, es decir N = Ny € S%. Tomemos py € S, v definamos h : S — R dada por

h(q) = (q — po, No). Si nos restringimos al entorno coordenado tenemos,
hu = <XU7 NO> =0= <Xv7 NO> = hva

de esto se sigue que h es localmente constante, y por tanto es constante por el
mismo argumento usado anteriormente. Como h(py) = 0, obtenemos h = 0, lo
cual significa que S estd contenida en un plano que pasa por py y es ortogonal a
Ny.

Si A=)\ #0,seaq:S — R dada por q(p) =p — /\lON(p). Obteniendo asi

¢ 1 , | .y
dg, = id — /\_ode = id — )\—O/\g id =0,

entonces ¢ es (localmente constante y por lo tanto) constante, denotamos por ¢

el valor de ¢, es decir ¢ = go. Luego p — qo = -~ N(p), y entonces

Ao
9 1
lp~all” = 5, Vpes.
0
) . o1
En otras palabras, S esta contenido en una esfera de centro ¢y y radio —. [

Aol
Proposiciéon 2.2.3. Toda superficie compacta S C R3 contiene un conjunto

abierto que consta de puntos elipticos.

Demostracion. Como S es compacto, tiene un punto py que tiene una distancia
méaxima desde el origen, queremos mostrar que py es eliptico. Denotemos por
¥ C R3 la esfera con centro en el origen y radio ||po||. Es claro que pp € XN S, y
S esta contenida en la bola cerrada con frontera . En particular, S es tangente
a X en py, por tanto py es ortogonal a 7,,S.

Dado que solo nos interesa lo que sucede en una vecindad de pg, podemos

suponer sin pérdida de generalidad que S es orientable, y escogemos una
Po

Ipoll”
una curva parametrizada por longitud de arco tal que o(0) = py. La funcion

aplicacion de Gauss N : S — S? tal que N(py) = Sea ahora o : (—¢,e) = S

s ||o(s)||? tiene un maximo global para s = 0, por lo que su segunda derivada
no es positiva en 0. Al diferenciar obtenemos
1

kn(o) < TR
||P0||
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donde k,, es la curvatura normal de o.

Dado que o era una curva arbitraria, se deduce que todas las curvaturas
normales de S en pq tienen el mismo signo y, por tanto, py es eliptica. Finalmente,
K(py) > 0 implica que K es positivo en una vecindad de pg, de modo que S

contiene un conjunto abierto que consta de puntos elipticos. O]

Regresando al resultado principal de esta seccién observamos que en realidad
podemos suponer que la superficie tiene una curvatura gaussiana constante
positiva, porque la proposicion 2.2.3 nos dice que toda superficie compacta tiene
puntos elipticos. En la proposicion 2.2.2 vimos que las esferas se caracterizan por
el hecho de que consisten enteramente de puntos umbilicos (y no son planos). La
proposicion 2.2.3 implica, en particular, que una superficie compacta no puede
estar contenida en un plano, por lo que esto sugiere que intentemos demostrar
que una superficie compacta con una curvatura gaussiana constante consiste
enteramente de puntos umbilicos. Para llegar a esto, usaremos el siguiente criterio

para obtener puntos umbilicos, originalmente debido a Hilbert:

Lema 2.2.4 (Hilbert, 1909). Sea S C R3 una superficie, donde ki, ko : S — R
son sus curvaturas principales correspondientes, con ki > ky. Sea p € S un punto

de S que satisface las siguientes condiciones:
1) K(p) > 0, es decir, la curvatura gaussiana en p es positiva,

2) p es simultdneamente un punto de mdzimo local para la funcion ki y un

punto de minimo local para la funcion k.
Entonces p es un punto umbilico de S.

Demostracion. Supongamos que p no es un punto umbilico de S. Entonces por
la proposicion 1.1.9 es posible parametrizar un entorno de p por coordenadas
(u,v) de manera que las curvas coordenadas sean lineas de curvatura. En estas
condiciones, F' = f = 0y las curvaturas principales vienen dadas por e/E y g/G.
Como el punto p no es umbilico podemos admitir que intercambiando u y v, si

fuera necesario, en un entorno de p

ky = (2.24)

Qe
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En el sistema coordenado asi obtenido, las ecuaciones de Mainardi-Codazzi (1.7)

se escriben como

E,

Cy = 7(11‘1 + k‘g), (225)
Gy

Gu = 7(k1 + k2) (226)

Derivando con respecto a v la primera ecuacion de (2.24) y usando la ecuacion
(2.25), obtenemos

Blby)o = 22—y + ko) (2.27)

Analogamente, derivando con respecto a u la segunda ecuacion de (2.24) y usando

la ecuacion (2.26),

Gy

(k1 — ko). (2.28)

Por otro lado, cuando F' = 0, la formula de Gauss se reduce a la expresion
1 G E,
K =—— || = — 2.2

—2EGK sonst. = By + Gy + mE, + nG, (2.30)

de modo que,

donde m = m(u,v) y n = n(u,v) son funciones de (u,v), cuyas expresiones
son irrelevantes para la demostracion. La misma observacion se aplica a las
expresiones m,n,m y m, que se introduciran a continuacion.
De las ecuaciones (2.27) y (2.28) obtenemos expresiones para E, y G, que,
tras ser derivadas e introducidas en la ecuacion (2.30), dan lugar a
2F

_2EGKconst. = _m
1 — h2

(kl)vv o (kQ)uu + m(kl)u + ﬁ(kZ)u (231)

k1 — ko

luego,
—2(k1 — ko) EGK const. = —2E (k1) vy + 2G(k2)uu + m(k1)y + 1(k2) .- (2.32)

Como Keonst. > 0y k1 > ko en p, el primer miembro de la ecuacion (2.32) es
estrictamente negativo en p. Como k; alcanza un méaximo local en p y ko alcanza

un minimo local en p, tenemos
(k1) =0, (k2)u=0, (k1) <0, (k2)uu >0 (2.33)

en p. Sin embargo, esto implica que el segundo miembro de (2.32) es positivo o

cero, lo cual es una contradiccion. O
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Ahora ya podemos probar el resultado principal de esta seccion,

Teorema 2.2.5 (Liebmann, 1899). Sea S C R?® una superficie, conexa y
compacta, cuya curvatura gaussiana K es constante. Entonces S es una esfera
cuyo radio es 1/vV K.

Demostracion. Como S es compacta, por la proposicion 2.2.3, tenemos que existe
al menos un punto eliptico, en consecuencia K., > 0 en S, de modo que S no
estd contenida en un plano. Dado que la curvatura gaussiana es siempre positiva,
el valor de la curvatura media no puede ser cero en ninguna parte, por tanto .S
es orientable. Fijando una orientacion de S, y sean ky, ko : S — R las curvaturas
principales de S, con k; > ko. En virtud a la compacidad, la funciéon continua k;
alcanza su maximo en un punto p € S. Dado que kiky = K 5. €S una constante
positiva, ko es una funciéon decreciente de k; y, en consecuencia alcanza su minimo
en p. Deducimos del lema de Hilbert 2.2.4 que p es un punto umbilico, es decir

k1(p) = ko(p). Entonces para todo ¢ € S tenemos

k1(p) = ki(q) = k2(q) = ka(p) = ka(p). (2.34)

Por tanto, k1(q) = ka2(q) para todo g € S. Concluimos asi que todos los puntos
de S son umbilicos y por la proposicion 2.2.2, S esté contenida en una esfera 3.
Por la compacidad, S es cerrada en X y al ser S una superficie regular, entonces
es una union de imagenes de parametrizaciones locales, por lo que estad abierto
en Y. Como X es conexa y, S es cerrada y abierta en X, entonces S = Y. En

consecuencia la superficie S es una esfera. Supongamos que S tiene radio r,
entonces K = Kppsr. = 1/7%, y por tanto r = 1/V K. O

Debemos observar que no surge contradiccion alguna en la demostracion del
lema de Hilbert 2.2.4 si suponemos que k; tiene un minimo local y ks un maximo
local en p. En realidad, tal situacién puede ocurrir, sin ser p un punto umbilico,

en una superficie de curvatura positiva, como veremos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2.6. Sea S la superficie de revolucién dada por
r = f(v)cosu, y= f(v)senu, z=g(v), 0<u<?2m,

donde
f(v) = Ccos(v), C>1

g(v) = /\/1 — C?%sen?vdv, ¢(0)=0.
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Tomamos |v| < arcsen(1/C'), de forma que g(v) esta bien definida. Usando las

expresiones vistas en la seccion 1.1.1 obtenemos:

E=C?%cos*v, F=0, G=1,

C cosv
e=—Ceosv (V1= Clsen?v), [=0, g=-—re,

luego tenemos

klziz_\/l—CQSeHQU k2:£:_ C cosv (2.35)

E C cosv ’ G V1—C%sen2v

Por tanto, S tiene curvatura K = kiky = 1 > 0, es decir constante y positiva. Es

sencillo comprobar que k1 > ko en todos los puntos de S, pues C' > 1. Por tanto,

S carece de puntos umbilicos. Ademas, como k; = —1/C parav =0y
V1—C?sen?v f
k= — —— 0 2.36
! Ccosv o Tal (¥, (2.36)

concluimos que k; alcanza un minimo (por tanto, al ser K . = 1, ks alcanza
un maximo) en los puntos del paralelo v = 0.

Observemos que el tnico efecto de la conexidad en el teorema de Liebmann
es prevenir la presencia de dos o més esferas en la conclusion final. Por otro
lado, el ejemplo 2.2.6 muestra lo esencial de la hipotesis de la compacidad en el
teorema de Liebmann antes mencionado, dado que la superficie S tiene curvatura
gaussiana constante positiva y no esti contenidas en una esfera, en las siguientes

figuras se muestran algunos casos particulares de esta situacion.

Figura 2.2: Superficie de curvatura K ., = 1 con C' = 7/4.
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(a) C' = 3/4 (b) C =1

Figura 2.3: Superficies de curvatura K., = 1.
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Capitulo 3

Superficies de curvatura gaussiana

constante negativa

Among the thousand-and-one faces whereby
form chooses to reveal itself to us, the
one that fascinates me more than any other,
and continues to fascinate me, is the
structure hidden in mathematical things.

Alexander Grothendieck.

Este capitulo esta dedicado al estudio de las superficies de curvatura
gaussiana constante negativa. En relaciéon a este capitulo y al
siguiente, unas lecturas complementarias cldsicas e interesantes
pueden ser [AVS93| y [PS76]. Nos ocuparemos en cuestiones
que estan relacionadas de una forma u otra con propiedades de
superficies en general. Veremos también la estrecha relacién que
existe entre las superficies pseudo-esféricas y la ecuacion de sine-
Gordon, para un estudio mas amplio de esta seccién se puede
recurrir a [BP96|, [Joh94|, [McL94], [MS93|, [Vin93|, [Pop07] y
[PMO7].

La transicion del estudio de las propiedades meramente locales, al estudio
més amplio y més profundo de las conexiones entre las propiedades locales de
los objetos geométricos y su estructura global es caracteristica de la geometria
del siglo XX, especialmente en las tltimas décadas. Histéricamente, el estudio

de superficies de curvatura gaussiana negativa en R® estuvo estrechamente
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3.1. RED DE TCHEBYCHEFF 47

relacionado con el problema de la interpretacion de la geometria no Euclidiana,
como veremos en el siguiente capitulo. Cuando pensamos en una superficie en R?
con curvatura gaussiana constante negativa tal vez la primera superficie que se
nos viene a la mente es la superficie de Beltrami o también llamada pseudo-esfera.
Con esta motivacion diremos que una superficie es pseudo-esférica, si esta es una

superficie en R3 con curvatura gaussiana constante negativa.

3.1 Red de Tchebycheff

El matemético ruso Pafnuti Lvovich Tchebycheff' en su obra de 1878 “Sur la
coupe des vétements” [Tch78|, introdujo una clase especial de redes de curvas,
que actualmente se conocen como redes de Tchebycheff. Para un estudio més

amplio sobre esta red, véase por ejemplo [SD95| y [Mas17].

Definicion 3.1.1. Sea S C R?® una superficie. Si las longitudes de los lados
opuestos de cualquier cuadrilatero formado por las curvas coordenadas de una
parametrizacion x(u,v) son iguales, diremos que ellas constituyen una red de
Tchebycheft.

Figura 3.1: Red de Tchebycheff.

Posteriormente, se desarrollé6 una generalizacién de esta nociéon de red, ver
[Shu63]. El primer ejemplo es, sin duda, el de las superficies de revolucion. Sea
C(t) = (f(t),g(t)) una curva suave del plano zz parametrizada por longitud del

arco. Luego sea S la superficie de revolucion definida por la parametrizacion

1 A lo largo de la historia encontramos que su nombre se translitera también como Tchebichev,
Tchebychev, Tschebyscheff, Chebyshev o Cebigév; de acuerdo a [che55] en este trabajo usaremos
Tchebycheff.

PUCP 47



3.1. RED DE TCHEBYCHEFF 48

x: U — S, dada por

x(u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu, g(v))

donde F = f?(v), F =0y G = 1. Definimos, para cada a > 0, el abierto

Uy = {(u,v) €U : (af(v))* <4, f(v)#£0} CU.

Ademés, sean X,, Y, : x(U,) — R3 los campos de vectores en x(U,) dados por

X, = a-x,, }7@ =4 —a2f?(v) - x,.
Entonces los campos de vectores )?a, 17,1 satisfacen <)?a, 17&> =0y
IXall® + [1Yall® = o f2(v) + 4 — o f*(v) = 4.

Por tanto, los campos de vectores X, = % eY, = @ satisfacen || X,| =1
v ||Ya|| = 1. Por tanto, deducimos la existencia de un sistema de coordenadas
Xo : Vo CR? — x(U,) tal que (x4)y = Xo ¥ (Xa)» = Y. Ademas, la aplicacion
X, es, por definicién, una red de Tchebycheff. Presentamos ahora dos aplicaciones

que permiten la construccion de redes de Tchebycheff, ver mas en [Ghyll].

Ejemplo 3.1.2. Sea ¢ : [-7/2,7/2[ — R? la curva definida por ((t) =
(cos(t),sen(t)). La superficie de revolucion definida por ¢ es la esfera unitaria
de R®. En la figura 3.2 se presenta un ejemplo de una red de Tchebycheff en la
esfera, construida por este método. Podemos observar en esta red un punto de

singularidad en cada polo.

Figura 3.2: Una red de Tchebycheff en la esfera
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3.1. RED DE TCHEBYCHEFF 49

Ejemplo 3.1.3. Un segundo ejemplo viene dado por la curva ¢ : R — R?
obtenido por reparametrizacion por longitud de arco de la curva E definida por
C(t) = (t, cosh(t)), para todo t € R. La superficie de revolucion definida por ¢ es
el Catenoide. En la figura 3.3 se presente la red de Tchebycheff x,, con a < 1,
construida sobre esta superficie. Podemos observar que al reducir «, se agranda
el dominio de definicion U, de x, y podemos construir de esta manera una red

de Tchebycheff sobre cualquier dominio acotado de la superficie.

Figura 3.3: Una red de Tchebycheff en el Catenoide.

Las siguientes dos proposiciones caracterizan las redes de Tchebycheff,

Proposicion 3.1.4. Una condicion necesaria y suficiente para que las curvas

coordenadas de una parametrizacion x(u,v) formen una red de Tchebycheff es
E,(u,v) = Gu(u,v) = 0. (3.1)

Demostracion. Supongamos que las curvas coordenadas de una parametrizacion
x(u,v) forman una red de Tchebycheff. Sean (ug,vy) € U fijo y (u,v) € U fijo
aunque arbitrario. Sean «; : [ug, u] — R?, para j = 1,2, dadas por ay(t) = x(, vo)
y as(t) = x(t,v) curvas coordenadas de la parametrizacion x(u,v). Sabemos que

las longitudes de arcos de a; y aw, entre ug y u estan dadas por

) = / B d, (3.2)
) = / " JEG) dt. (3.3)
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3.1. RED DE TCHEBYCHEFF 20

Como I(a1) = I(ag), entonces E(u,vy) = E(u,v), V(u,v) € U, es decir
E,(u,v) = 0. De manera analoga podemos tomar j3; : [vg,v] — R? para j = 1,2,
dadas por £1(t) = x(ug,t) v B2(t) = x(u,t), y concluir que G, (u,v) = 0.
Reciprocamente, supongamos que E,(u,v) = G,(u,v) = 0, entonces E(u,v) =
E(u) y G(u,v) = G(v). Luego dados (ug,vg), (u,v) € U tenemos,

l(ag) = /u VE(t,v) dt = /u VE(tv)dt =), (3.4)
1(pr) = /v VG (up, t)dt = /U VG(u,t)dt =1(bs). (3.5)

Por tanto la curvas coordenadas de x constituyen una red de Tchebycheff. O

Proposicion 3.1.5. Cuando las curvas coordenadas constituyen una red de
Tchebycheff es posible reparametrizar el entorno coordenado U de tal forma que

los coeficientes de la primera forma fundamental sean:
E=1 F=cosw y G=1, (3.6)
donde w es el angulo entre las curvas coordenadas.

Demostracion. De la proposicion 3.1.4 sabemos que E(u,v) = E(u) v G(u,v) =
G(v). Entonces la aplicacion ¢ : U — R? dada por

o) = ([ VE@a, [ VEww) (37)

1

es un difeomorfismo con su imagen, y la aplicacion X = x o ¢~ ' sigue siendo

una parametrizacién en coordenadas (w,v). De modo que w,(u,v) = \/E(u) y
Uy(u,v) = /G(v). Luego x(u,v) = (X o p)(u,v) = x(u,v), de donde podemos

notar que
Xy =Xg Uy + X5 Uy =Xz Uy =Xz VE. (38)
En consecuencia tenemos

E = (x4, %) = <s<'~ VE, % - \/E> — B (X, %), (3.9)

entonces E = 1. De manera analoga G=1. Finalmente,

- ~ o~ Xu Xv <XU7X’U>
F = (Xg,%x3) = < > = Ccosw (3.10)
VE'VG/ %l - %
donde w es el angulo formado por las curvas coordenadas. O]
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3.1. RED DE TCHEBYCHEFF 51

En las condiciones de la proposiciéon 3.1.6, es decir e = g = 0, las ecuaciones

de Mainardi-Codazzi (1.3) se convierten en
{ fu = f (P -Th)
fo = f(T3—T1).

Usando los simbolos de Christoffel (1.4) tenemos:

(3.11)

f (F 11 F%Q)
GE,—2FF,+FE, EG,-FE,
2(EG—-F?)  2(EG-F?)
P GE,+ EG, - 2FF, +2FE, — 2EG,
B 2(EG — F?)

_ . ((EG - F?), +2FE, - 2EG,
N ( 2(EG — F?) )

f

(3.12)

de manera analoga tenemos

o ((EG — F?), +2FG, — QGEU) ‘ (313

B 2(EG — F?)

Aplicando la proposiciéon 1.1.8, es posible parametrizar un entorno de p de

forma que las curvas coordenadas sean asintéticas. En otras palabras,

Proposicién 3.1.6. Sea p un punto de una superficie S C R3. Si la curvatura
gaussiana en p es K(p) < 0, entonces existe un difeomorfismo h : U C R?* — S,

con p € h(U), donde las curvas coordenadas son curvas asintdticas.
Demostracion. Ver [Spi99a, p. 217]. ]

Lema 3.1.7. Sea S una superficie en R con curvatura gaussiana constante
Keonst. < 0. Entonces para cada p € S existe h : (—g,e) X (—g,e) — S, con
h(0,0) = p, una parametrizacion local centrada en p cuyas curvas coordenadas
son curvas asintoticas parametrizadas por longitud de arco, y en consecuencia
constituyen una red de Tchebycheff.

Demostracion. De la proposicion 3.1.6 tenemos que para cada p € S existe
una parametrizacion local h : (—g,e) x (—e,e) — S, con h(0,0) = p, tal

que las curvas coordenadas son curvas asintoticas. Por una reparametrizacion
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3.1. RED DE TCHEBYCHEFF 52

adecuada obtenemos dos curvas coordenadas pasando por p = h(0,0) que son

parametrizadas por longitud de arco. Asi tenemos
E(u,0) =1, G(0,v) =1. (3.14)

Ahora vamos a probar que todas las curvas coordenadas estan parametrizadas
por longitud de arco. Para probar esto, notemos que en estas condiciones las
ecuaciones de Mainardi-Codazzi pueden ser escritas de la siguiente manera,

haciendo uso de las ecuaciones (3.12) y (3.13):

9 - o [((EG - F?),+2FE, - 2EG,
(= 205 = £ L2l .
2N o ((EG— F?), +2FG, — 2GE, '
= 2th = 7 Hats |
Por otro lado, de la ecuacion de Gauss tenemos
eg — f?
K - g J
const. EG — F2
_ %
Kconst. - EG M F2
f2 = _Kconst.<EG e\ F2) (316)

Reemplazando f? en la primera ecuacion de (3.15),
—Keonst.(EG — F?), = —Keonst. (EG — F?),, + 2FE, — 2EG,,) (3.17)
entonces
15fc, INAYE () (3.18)

De manera aniloga, reemplazando f? en la segunda ecuacion de (3.15), obtenemos
—FG,+GE, = 0. Es decir, tenemos un sistema de ecuaciones donde EG—F? #£ 0,

(3.19)

EG,—FFE, = 0
—-FG,+GE, = 0

el cual tiene como tnica solucién G, = E, = 0, y por tanto E(u,v) = E(u,0) =1
v G(u,v) = G(0,v) = 1. O

El lema anterior muestra que siempre existe una red de Tchebycheff asintotica

local en superficies de R?, con curvatura gaussiana constante negativa.
)
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3.1. RED DE TCHEBYCHEFF 23

Lema 3.1.8. Sea S una superficie reqular en R y sea h : (a,b) X (¢,d) — S una
red de Tchebycheff. Defina una aplicacion diferenciable w : (a,b) X (¢,d) — R que
a cada punto (ug, vo) le asocia un Unico nimero w(ug, vo) tal que 0 < w(ug, vy) < 7

y w(ug, vo) es el dngulo entre

d d
@h(u, Vo) y %h(ug, v) : (3.20)

u=ug V=v0
Entonces w satisface la siguiente ecuacion diferencial

W = —K senw. (3.21)

Demostracion. De la proposicion 3.1.5 podemos considerar ¥ = G = 1y
F = cosw. Entonces W = VEG — F?2 = /1 —cos?w = senw. Usando la
proposicion 1.1.15 tenemos

1 F, F,
e W'KW)J(W)J
1 [(—Senw-wv> <—Senw-wu) ]
2sen w sen w u sen w "

1
- =2 Wy
2senw [ ]
En consecuencia tenemos w,, = —K senw. ]

En 1878 Pafnuti Lvovich Tchebycheff, en [Tch78|, obtuvo por primera vez una
ecuacion no lineal del tipo

K sen’? w = (€08 W)yy + Wyly COS W (3.22)
conocida hoy como la ecuacion de Tchebycheff, que se reduce a la forma
Wy = —K senw. (3.23)

Aproximadamente al mismo tiempo una ecuacion de la forma (3.23) aparecio
también en el trabajo de Hazzidakis [Haz80|, quien obtuvo una férmula para el
calculo del area de un cuadrilatero de coordenadas de una red de Tchebycheff en
una superficie de curvatura gaussiana negativa, como un corolario del siguiente

teorema
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3.1. RED DE TCHEBYCHEFF 54

Teorema 3.1.9 (Hazzidakis, 1880). Sea S una superficie con curvatura gaussiana
negativa K. Sea U = [Lg, L1] x [Mo, My] con Ly > Lo, My > My y también
x : U — S una red de Tchebycheff. Denotando Q@ = x(U) y definiendo los

siguientes puntos
A:X(Lo,Mo), B:X(Ll,Mo), C:X(Ll,Ml) Yy D:X(Lo,Ml).

Los dngulos entre las curvas de coordenadas en estos puntos se denotan

respectivamente,
wa = w(Lo, My), wp=w(Li,My), wec=w(li, M), y wp=w(Ly, M).
Estos dngulos satisfacen la formula de Hazzidakis
wa + we :wB—i-wD—/KdA.
Q
Sean o, ap,ac y ap los dngulos interiores del cuadrildatero ABCD, tenemos

—/KdA:OéA—i-OéB-i-Oéc—i-OéD—Z?T.
Q

Figura 3.4: Tlustraciéon de los Angulos entre las curvas de coordenadas de una red
de Tchebychetf en €.

Por otro lado, volviendo a la ecuacion de Tchebycheff (3.23) el caso en que
K.onst. = —1, dicha ecuaciéon se convierte en la ecuacién de sine-Gordon més

conocida hoy en dia en aplicaciones, véase por ejemplo [PBSF21] y [AM21].
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3.2. LA ECUACION DE SINE-GORDON 55

3.2 La ecuacion de sine-Gordon

Desde su descubrimiento en 1965 por Zabusky y Kruskal [ZK65], los solitones?
y las ecuaciones que los admiten como soluciones han sido objeto de gran
investigacion por parte de matematicos y otros cientificos, véase por ejemplo
[Joh94]. Un ejemplo de una ecuacion con solitones es la ecuacion de sine-Gordon.
Este tema fue ampliamente analizado por los grandes gedémetras europeos del
siglo XIX. Esto se debi6 a que surgi6 originalmente en conexiéon con la teoria de
superficies pseudo-esféricas véase por ejemplo [Eis60).

Consideramos una superficie S con curvatura gaussiana negativa en la cual
las curvas coordenadas son curvas asintoticas. Luego, de la ecuacion de Gauss,

tenemos que

f? f? 1
EG — F? W2 p?’ (3:24)
donde p =W/ f y el angulo w entre las curvas coordenadas es tal que
F w
COSW = —(——, Senw = ——— (3.25)

VEG’ VEG

y como E, G > 0 podemos tomar sin pérdida de generalidad E = p%a?, G = p*B2.

Por tanto las formas fundamentales se transforman en:

I=p® [a’du’® + 20 cosw dudv + B*dv?] (3.26)
IT = 2paf sen w dudv. (3.27)

Las ecuaciones de Mainardi-Codazzi ahora toman la formas:

Ol g—;a y g—;ﬂ cosw =0 (3.28)
B + 5—26 - g—;oz cosw = 0 (3.29)

mientras que el teorema de Gauss proporciona,

L ( pu L [ py
wuv+§ (%gsenw>u+§ <%%senw)v—aﬁsenw:0. (3.30)

Las ecuaciones de Gauss-Mainardi-Codazzi en esta forma fueron presentadas en
[L.S90].

2Los solitones son ondas localizadas que se propagan sin deformarse que satisfacen ecuaciones
diferenciales no lineales, véase por ejemplo [MDO05].
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3.2. LA ECUACION DE SINE-GORDON 56

Estamos interesados en el caso en que la superficie S es una superficie pseudo-
esférica, de modo que p es constante, digamos a, esto se hace iinicamente para no
sobrecargar la notacion. Por otro lado, de la proposicion 3.1.5, de las ecuaciones
(3.26), (3.27) y del lema 3.1.8 tenemos

I = du® + 2 cos w dudv + dv* (3.31)
2

IT = — senw dudv (3.32)
a
1

Wuy = —5 SeNW. (3.33)

La ecuacion (3.33) es conocida como la ecuacion sine-Gordon. El teorema
fundamental de la teoria de superficies dice que las formas fundamentales
(3.31) y (3.32) corresponden a una superficie si, y solamente si, se satisface la
ecuacion (3.33). Por tanto, podemos hacer una correspondencia uno a uno entre
las soluciones de la ecuaciéon de sine-Gordon y las superficies pseudo-esféricas
parametrizadas de la forma antes mencionada. Para referencia posterior notamos

que las ecuaciones de Gauss, en este caso, son:

Xyu = COLW Wy Xy — CSCW + Wy * Xy
1

Xuy = —-senw-:N (3.34)
a

Xppy = —CSCW Wy Xy +COtw - w, - Xy

y las ecuaciones de Weingarten,

1 1
N, = —-cotw- X, — —-CSCW - Xy,
A ol (3.35)

| 1
N, = ——-cscw- X, + —-cotw-x,.
a a

En primer lugar, observamos que en lo que sigue a menudo es 1til trabajar
en términos de parametros medidos a lo largo de lineas de curvatura, en lugar de
curvas asintoticas. El cambio de parametros z = u + v, y = u — v corresponde
a la transicion de la red de Tchebycheff en una superficie pseudo-esférica a la
red de coordenadas ortogonales asociada a las lineas de curvatura principal de
la superficie (por ejemplo, en el caso de la pseudo-esfera tal red ortogonal esté
formada por los meridianos de revolucion y los paralelos circulares). Si ademéas

escribimos 6 = w/2 encontramos que la primera y segunda formas fundamentales
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son:
I = du® + 2 cosw dudv + dv?
- 1+ cosw dz? + 1 —cosw i
2 2
[ = cos® Odx® + sen? Ody” (3.36)
2
IT = —senw dudv
a
2 2
II = Zsenwdz? + = senw dy?
a a
1 AN A 2
IT = —senf cos @ dx* + — sen 6 cos 0 dy-. (3.37)
a a
Por tanto ||x,|| = cosf, ||x,]| = senf y (x,,x,) = 0, entonces el triedro-
ortonormal estd dado por A= ——- B=—2 C=N.
cos 0 sen 0

Podemos calcular las ecuaciones de Gauss-Weingarten en las variables z e vy,

A 0 0, Lsend A

B| = —0, 0 0 B (3.38)

C . —Lsend 0 0 C

A 0 0, 0 A

B| =] -6, 0 —2cosf B (3.39)

C g 0 % cos 0 C

Estos sistemas son compatibles si, y solamente si,
1
Orz — 0yy = — senf cos b (3.40)

a

es decir (3.33) en las variables transformadas. Esta forma de la ecuacion sine-
Gordon es la que se ve en la mayoria de las aplicaciones fisicas, como por ejemplo
el efecto Josephson ver [BEMST71], [CPST78]; entre otras aplicaciones para un
abordaje mas amplio véase por ejemplo [CMKW14].

La ecuacién sine-Gordon tiene un caracter universal. Por un lado, describe
inmersiones isométricas de partes del plano hiperbélico H? en el espacio euclidiano
R3 como veremos en el siguiente capitulo, y por otro, es una ecuaciéon modelo
ampliamente utilizada en fisica. Destaquemos ademas que es en el trabajo de
Tchebycheft, citado anteriormente, que se observo por primera vez una conexion
entre una ecuacion diferencial y una determinada red de coordenadas, la red que

ahora lleva su nombre.
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3.3 Superficies pseudo-esféricas

Comenzamos el estudio de las superficies pseudo-esféricas de revolucion. Sea S

una superficie pseudo-esféricas de revolucién dada por
r= f(v)cosu, y= f(v)senu, z=g(v), 0<u<?2m,
Como se vio en la secciéon 1.1.1, tenemos

_ ')
Kconst. - f(U> (341)

asi que para encontrar las superficies pseudo-esféricas de revolucion tomamos

Keonst. = —1/a?, donde a es una constante y al resolvemos (3.41) obtenemos la

siguiente solucion general

f(v) = ¢1 cosh (s) + cosenh (2) : (3.42)

Basta considerar los casos ¢; = 0, co = 0 y ¢ = ¢, dado que cualquier otra

solucién puede ser escrita como

f(v) = C cosh (2 —|—b> o f(v) = Csenh <2 +b>

coincidiendo asi con uno de los dos primeros casos luego de un desplazamiento.

Ademas como la curva plana estd parametrizada por longitud de arco, tenemos

- /0 VI[P dv. (3.43)

Por tanto, las ecuaciones de los meridianos para los tres tipos de superficies

pseudo-esféricas de revolucion estan dadas por

(1) f(v) = ccoah / \/1 — —senh2 Z) dv,
(2) f(v)—csenh / \/1——005h2 >d

(3) f(0) = coxp ( /\/1——exp )dv

Las superficies correspondientes se conocen como superficies pseudo-esféricas

de revolucion de los tipos Minding top, Minding bobbing y pseudo-esfera,

respectivamente.
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(a) Minding top a = c =1 (b) Minding bobbing a =1, ¢ = 1/2

Figura 3.5: Superficies pseudo-esféricas de revolucion tipo Minding top y Minding
bobbing.

3.3.1 Pseudo-esfera

Consideramos ahora el caso (3) en detalle. La integral para g(v) se puede evaluar

en este caso mediante la sustituciéon

siny = (E> exp (ﬁ) (3.44)
a a
dando como resultado,
_ - ‘ Y
z=g(w)=a(costy+In tanE . (3.45)
Ademas, encontramos que
d
d—? = cot ¢ (3.46)

de modo que v es el angulo que forma la tangente al con el eje z. Ademas, si
calculamos la distancia desde un punto del meridiano al eje z, medido a lo largo
de la tangente, encontramos que es a, por tanto una constante. Una curva con
esta propiedad se denomina tractriz, de modo que la superficie pseudo-esférica
del caso (3) es una superficie de revolucion generada por la tractriz.

Esta superficie es denominada pseudo-esfera o también conocida como la
superficie de Beltrami.
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Figura 3.6: Tractriz

Establecimos una correspondencia uno a uno entre superficies pseudo-esféricas
parametrizadas segin (3.36), (3.37) y las soluciones de (3.40). Para encontrar la
solucion de (3.40) correspondiente a la pseudo-esfera debemos parametrizarla de
la manera antes mencionada. En términos de u y v, tenemos:

wd)) o

x(u, ) = (a sen v cosu, asen v sen u, a (cosw +In

por tanto

I = a?sen? 1) du® + a? cot® ¢ dyp?
I = —asen ) cosy du® + a cot 1 dip?.

Si introducimos x de manera que
dxr = acsc di (3.48)

y sea y = au, entonces I y II toman la forma (3.36), (3.37) con § = . La

integracion de la ecuacion (3.48) muestra que la solucion de la ecuacion sine-
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Gordon correspondiente a la pseudo-esfera es

f = 2arctan (exp (2 — c>) (3.49)

donde ¢ es una constante de integracion. Esto se conoce como la solucion de
1—soliton estacionaria. En términos de los parametros x e y la parametrizacion

de la pseudo-esfera es x(z,y) = (x1(z,y), x2(,y), x3(z, y)), donde

x1(z,y) = asech (g - c) cos (Q) 7

a

x2(7,y) = asech (g - c> sen (Q) ’

a

x3(x,y) = a [(g - c) — tanh (g - c)] :

En la figura 3.7 se muestra una pseudo-esfera, trazada usando la

parametrizaciéon anterior.

(a)a=1,¢=0 b)ya=1c=0yu>0

Figura 3.7: Superficie de Beltrami

PUCP 61



3.3. SUPERFICIES PSEUDO-ESFERICAS 62

3.3.2 Superficie de Dini

El helicoide generado por la tractriz se conoce como superficie de Dini, y es una
superficie pseudo-esférica. Si la parametrizamos como en el caso de la pseudo-

esfera, encontramos x(z,y) = (x1(2,y),x2(2,y),x3(z,y)), donde

x1(x,y) = asen {sech £ cos (Q) ,  Xo(z,y) = asen (sech sen (Q) :
a a

x3(x,y) = x — asen (tanh &,

T — 1y cos

&= y—CC y C es una constante (la longitud de la tangente de la tractriz es
a sen

asen ( y el parametro helicoidal, que refleja las velocidades relativas de traslacion

y rotacion de la curva generadora, es acos (). La solucion correspondiente de

(3.40) es

0 = 2 arctan (exp (§)) = 2 arctan (exp (ﬂ)) : (3.50)

asen (

(a) (b)
Figura 3.8: Superficie de Dini (a) a =1, (=27/5y (b) a = 3/2, { = 207 /41.
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3.4 Las transformadas de Bianchi y Backlund

En las secciones anteriores vimos que un andlisis de los tipos mas sencillos de
superficies pseudo-esféricas conduce de manera bastante natural a la solucién
1—soliton de la ecuacion de sine-Gordon. Sin embargo, esto no proporciona
indicios sobre como encontrar soluciones méas generales de la ecuacion de sine-
Gordon, asi como tipos mas generales de superficies pseudo-esféricas. La clave
para lograr esta tarea es una transformacion geométrica propuesta por Luigi
Bianchi, que surge de la idea matemdatica atrevida sobre la posible existencia
de un vinculo especifico entre superficies pseudo-esféricas, formulada en su
tesis doctoral en 1879, véase [Bia79]. El significado general de la idea de la
transformacion propuesta es la siguiente: ; Es posible, dada una superficie pseudo-
esférica, construir una superficie pseudo-esférica nueva y diferente, de modo que
el algoritmo de construccion se base exclusivamente de informacién sobre la
superficie en cuestion? La respuesta resulté ser afirmativa, y hoy en dia a dicha
transformacion la conocemos como transformacion de Bianchi. Posteriormente, la
idea geométrica propuesta fue ampliamente desarrollada y generalizada en 1883
por Albert Victor Bicklund en |B&c83|. Analizaremos a continuacion el contenido
geométrico de estas transformaciones, véase por ejemplo las obras originales de
Bianchi |Bia23] y [Bia92|, o en todo caso [Joh94|. La aplicacion del método de
transformacion de Bécklund a la construcciéon de soluciones de ecuaciones no
lineales es uno de los enfoques efectivos en la fisica matemética moderna. Se
dedica especial atencion a la clase de soluciones de solitones de la ecuacion de
sine-Gordon y a su interpretacion geométrica, principalmente nos centramos en
la pseudo-esfera, la superficie de Dini, la superficie de Kuen y también en la

superficie pulsante (Breather surface).

3.4.1 La transformada de Bianchi

Supongamos que S es una superficie pseudo-esférica de curvatura —1/a?, a la

cual le asociamos otra superficie S , que satisface la siguiente propiedad:

Para cualquier punto p € §7 existe un punto p € S tal que la recta que los
une sea tangente a S en p, a S en p y tenga longitud a. Ademéas pedimos

que los planos Tﬁg y T,,S sean perpendiculares.

Bianchi mostré que bajo estas condiciones, S también es una superficie pseudo-

esférica de curvatura gaussiana —1/a?.
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Figura 3.9: Transformaciéon de Bianchi

Supongamos que Sy S se dan en términos de lineas de curvatura por x(x,y)
y X(x,y) respectivamente. La condicion de que las rectas que unen los puntos

correspondientes en S y S sean de longitud a y tangentes a S nos permiten
X =x+acosa A+ asenaB, (3.51)

donde « es una funcién de x e y. Derivando esta expresion y usando las ecuaciones
(3.38) y (3.39) obtenemos

X, = (cosf —a(a, +60,)sena) A + (a(a, +6,) cosa) B 4 cosasen C

X, = (—a(ay +6;)sena) A + (sen + a(oy, + 6,) cosa) B + (—senacosf) C.

El hecho de que la recta que une p con p es tangente a S en p puede expresarse

como
(X —x,X; X Xy) =0, (3.52)
es decir,
@ CoS asen o 0
cos 0 — a(oy + 6,)sen o a(a, +0,) cos cosasenf |=0
—a(ay +0,)sena senf + a(a, + 60,) cosa  —sen a cos 6

el cual resulta,

(0 + 0y)acosfsena + (o, + 0,)asend cos a + (3.53)
+ cos® asen’ § — sen” o cos® ) = 0. .
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La condicién que los planos tangentes en los puntos correspondientes sean
perpendiculares se pueden escribir como (C,X, x X,) = 0, es decir,

0 0 1
cos — a(ay, + 6,) sen a a(ay + 6,) cos o cosasend |=0
—a(ay +0,) sena send + a(ay, + 0,) cosa —senacosd

el cual resulta,
(az +6,)(—asenfsena) + (o, + 0,)(acosfcosa) + cosfsend =0.  (3.54)

Resolviendo el sistema (3.53) y (3.54) tenemos

1
ay + 0, = —senacosf (3.55)
a
1
a, + 6, = ——cosasenb. (3.56)
a

Cuando se satisfacen estas condiciones, obtenemos

X, = (cos® acosf) A + (sen o cos a cos ) B + (cos asen §) C

X, = (senacosasenf) A + (sen” asen) B + (—senacosf) C.

las cuales muestran que (X,,X,) = cos’a, (X;,%X,) = 0y (X,,X,) = sen®a. Por

tanto la primera forma fundamental de S es
I = cos® adz® + sen® a dy?. (3.57)

Se puede mostrar facilmente que la normal de Ses N=cosaB —senaA y en

consecuencia la segunda forma fundamental de S es

1 1
II = —sen acos a dr’® — = sen a cos av dy® (3.58)
a a

una comparacion de las formas fundamentales de S con S, y las ecuaciones (3.36)
y (3.37), muestra que S es una superficie pseudo-esférica de la misma manera
que S y que « juega el mismo papel en relacién con S que 6 en relacion con S.
En particular a debe ser una solucion de (3.40). Todos los enunciados anteriores

dependen de que podamos encontrar un « que satisfaga (3.55) y (3.56).
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3.4.2 Superficie de Kuen

Las ecuaciones (3.55) y (3.56) proporcionan un medio para obtener una solucion
de la ecuacién de sine-Gordon a partir de otra. Para ilustrar el uso de la
transformacion de Bianchi consideramos la solucion de la ecuacion de sine-Gordon

correspondiente a la pseudo-esfera, (3.49) con ¢ = 0, es decir

6 = 2 arctan (exp <§>> :

Para este 6 particular, las ecuaciones (3.55) y (3.56) se convierten en:

1

a, = ——tanh <E> sen o (3.59)
a a
1 x

ay=—- sech <5> (1+ cosa). (3.60)

Al integrar estas ecuaciones por separado y juntando las mismas obtenemos la

solucién

a = 2arctan (C Y sech (§>> ; (3.61)
a a

donde c es una constante arbitraria. Usando la formula (3.51) y la parametrizacion

de la pseudo-esfera obtenida anteriormente, encontramos que la parametrizacion

de la transformacion de Bianchi de la pseudo-esfera, con a = 1y ¢ = 1, es

x(z,y) = (x1(z,y),x2(z, y), x3(z, y)), donde

2 cosh z(cosy + yseny)

xi(z,y) =

(@) y2 4 cosh? z

cosh z(seny — y cosy)

Xo(z,y) =2

2(2,Y) y2 4 cosh? ©

(z(y? + cosh® z) — senh(2z))
X3<x7 y) = 2 2 :
y? + cosh” x

Esto coincide con la expresion dada en [Eis60]. Tengamos en cuenta que nada
sugiere que la correspondencia entre los puntos de una superficie pseudo-esférica
y los puntos de la transformacion de Bianchi de esa superficie sea uno a uno.
Evidentemente la transformacion de Bianchi de la pseudo-esfera es una superficie
complicada, que posee auto-intersecciones y es también conocida como superficie
de Kuen. En la figura 3.10 se busca mostrar desde distintos puntos de vista a la

superficie de Kuen,
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(a) r<y<mw (b) 3r<y<3r
(c) Vista superior (d) Pieza que muestra la estructura interna

de la superficie

Figura 3.10: Superficie de Kuen
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3.4.3 Generalizacion de Backlund

El ge6metra sueco Béacklund hizo una simple pero muy importante generalizacion
de la transformacion de Bianchi. El mostré que si se relaja el requisito de que los
planos tangentes a S'y S , en los puntos correspondientes, sean perpendiculares y
en su lugar se requeriria que los planos se encuentren en algtin angulo constante
¢, entonces S todavia podria verse obligada a ser una superficie pseudo-esférica
eligiendo la longitud de la recta que une los puntos correspondientes para que sea
una constante que depende de (, en lugar de tener longitud a como en el caso de
la transformacion de Bianchi.

Podemos obtener este resultado de una manera analoga a la que empleamos

para obtener la transformacion de Bianchi. Podemos escribir
X =X+ Lcosa A + Lsena B, (3.62)

donde L es alguna constante, que representa la longitud de la recta que une
los untos correspondientes, y como antes obtenemos expresiones para X, y X,.
El hecho de que la recta que une los puntos correspondientes sea tangente a S
implica

ag +6,)Lcosfsena+ (o, + 0,)L senf cos a+
(0:+6,) (0, +62) -

+cos® asen? 6 — sen? acos? 6 = 0

El requisito de que los planos tangentes se encuentren en el angulo constante (

puede expresarse como (D, X, X X,) = 0, donde D = C—cot ((sen @ A —cos a B),

es decir
—cot (sen« cot ( cos o 1
L
cos — Lsena(oy + 0,) L cos oo, + 0,) —cosasenf =0

a

L

—Lsena(oy, + 6,) sen® + Lcosa(ay, +6,) ——senacosf
a

el cual resulta

(g + 0,)(—Lsenfsena) + (ay + 6,)(L cosb cos o)+

I (3.64)
+cosf@senf + ECOt (senacosa = 0.
Resolviendo el sistema (3.63) y (3.64) tenemos
ay + 0, = %senacosG—i— écothosasenG (3.65)
ay, + 0, = —%COSOJSin@ — %COt (sen acos f. (3.66)

PUCP 68



3.4. LAS TRANSFORMADAS DE BIANCHI Y BACKLUND 69

Viendo esto como un sistema para «, con ¢ una solucion dada por (3.40), debemos
verificar la condicién de compatibilidad o, = a,,. Encontramos, usando el hecho

de que 0 satisface la ecuacion (3.40), que:

1 1
Qgy — Qyy = sen b cos (m - ﬁ) : (3.67)

por lo que la compatibilidad requiere que L? = a? + sen? , por tanto tomamos

L = asen , con esta eleccion de L el sistema (3.65) y (3.66) se transforman en:

1
ay +0, = p— C(sen a cos @ + cos (cos asen ) (3.68)
1
ay + 0, = — z (cos awsen @ + cos ¢ sen «vcos B). (3.69)
asen

Estas ecuaciones se conocen como ecuaciones de Bécklund para la ecuacién sine-
Gordon. La constante ( es conocida como parametro de Bécklund. Si « es la
solucion de las ecuaciones de Backlund para algunos 6 y C especificos, entonces «
es llamada la transformacion de Béacklund de 6 via el parametro . Como era de
esperar, las ecuaciones de Bécklund se reducen a las ecuaciones correspondientes
de la transformada de Bianchi, esto ocurre cuando ¢ = 7/2. De manera analoga,
como hicimos con la transformacién de Bianchi, podemos calcular la primera
y segunda formas fundamentales de 5, y encontraremos que tienen la forma
apropiada para que S sea una superficie pseudo-esférica de la misma manera

que S, y con « jugando el mismo papel en relacién con S que 6 en relaciéon con

S.
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3.4.4 Superficie pulsante (Breather surface)

La superficie pulsante es una superficie de curvatura gaussiana —1/a® que

corresponde a la siguiente solucién de la ecuacion de sine-Gordon:
2

0 = 2arctan (i sen(wy) sech <mx>) (3.70)

w

La superficie pulsante se puede parametrizar mediante

x(z,y) = (x1(z,y),x2(z, y), x3(z, y)), donde

(2, y) = —2aw cosh(v/1 — w?z) (w cos y cos(wy) — sen y sen(wy))
VI (@ oo (VI ) + (1 - wseni(wy)

2aw cosh(v/1 — w?x) (—w sen y cos(wy) + cos y sen(wy))

%2V = T (wP ol (VI ) + (1 — ) seri(wy))

2aw? cosh (V1 — w?z) senh (V1 — w?z)
V1 —w? (w?cosh®(vV1 — w?z) + (1 — w?) sen?(wy))

De la expresion anterior de la superficie obtenida no es dificil deducir que las

x3(x,y) = —azx +

lineas de curvatura y = const. son curvas planas en el espacio. La propia superficie
pseudo-esférica pulsante pertenece a la clase de superficies Joachimsthal-Enneper.
Por superficie de Joachimsthal-Enneper en el espacio euclidiano R? nos referimos
aqui a una superficie para el cual una familia de lineas de curvatura consta de
curvas planas, que se encuentran en planos que pasan por un eje fijo comun
general .Z. La otra familia de lineas de curvatura consiste en “lineas esféricas”,
es decir, lineas en esferas cuyos centros se encuentran en el eje .Z. La propia
superficie de Joachimsthal-Enneper interseca cada una de estas esferas a lo largo
de una linea de curvatura en un angulo de 7/2. Para mas detalle sobre esta clase
de superficies, puede ver [KI15], [Gar05] o [Mas00].

Para la realizacion de los graficos presentados en este capitulo se usd el

siguiente programa https://3d-xplormath.org/TopLevel/download.html.
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(a) Vista general de la superficie

(c) Vista superior

(b) Seccion de la superficie

(d) Pieza que muestra la estructura interna

de la superficie

Figura 3.11: Superficie pulsante, w = 1/2

PUCP

71



3.4. LAS TRANSFORMADAS DE BIANCHI Y BACKLUND 72

(a) Vista general de la superficie

(c) Vista superior

(b) Seccion de la superficie

(d) Pieza que muestra la estructura interna
de la superficie

Figura 3.12: Superficie pulsante, w = 3/7
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(a) Vista general de la superficie

(c) Vista superior

(b) Seccion de la superficie

(d) Pieza que muestra la estructura interna
de la superficie

Figura 3.13: Superficie pulsante, w = 1/5
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(a) Vista general de la superficie (b) Seccion de la superficie

(c) Vista superior (d) Pétalo pseudo-esférico, representa

1/6 de la superficie

Figura 3.14: Superficie pulsante, w = 3/7
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Capitulo 4

Imposibilidad de una inmersion

isométrica de H? en R°

In mathematics the art of proEosing
a question must be held of higher
value than solving it.

Georg Cantor.

El objetivo de este capitulo es responder a las siguiente
interrogantes, que surgen de manera bastante natural luego del
capitulo 3. ;Es posible encontrar una superficie completa con
curvatura gaussiana constante negativa en el espacio euclidiano
tridimensional? En otras palabras ;Es posible encontrar una
inmersién isométrica de todo el plano hiperbélico en el espacio
euclidiano tridimensional? ;Qué tan esencial es la condicién
de tener una curvatura gaussiana constante? A lo largo de
este capitulo iremos respondiendo estas interrogantes, mostrando
resultados como el teorema de Hilbert y el teorema de Efimov, asi
mismo también daremos paso a nuevas interrogantes acerca de la

realizacion del plano hiperbdlico.
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4.1 Teorema de Hilbert

Dedicamos esta secciéon a probar el siguiente teorema

Teorema 4.1.1 (Hilbert, 1901). Una wvariedad riemanniana bidimensional

completa con curvatura constante negativa, no puede ser inmersa isométricamente

en R3.

Este teorema garantiza la inexistencia de una geometria de Lobachevsky
para superficies completas inmersas isométricamente en R3. Veremos ademaés las
diferentes demostraciones del Teorema de Hilbert, cabe resaltar que esencialmente
solo hay dos demostraciones diferentes, la de David Hilbert [Hil01], y la de M. Erik
Holgrem [Hol02]. Las demés demostraciones que se pueden encontrar difieren poco
de las anteriormente mencionadas, ver por ejemplo [PdC16], [PdC15], [Spi99a],
[Mil72] y [Sto89]. Todos ellos, a pesar de usar diferentes técnicas, aprovecharon la
posibilidad de parametrizar una superficie completa, con curvatura gaussiana
constante negativa, por curvas asintoticas formando una red de Tchebycheff.
Y también usaron la ecuacién de sine-Gordon, w,, = senw donde w(u,v)
representa el angulo entre las curvas asintoticas, la cual estd estrechamente
relacionada con superficies de curvatura gaussiana constante negativa, como
se vio en el capitulo 3. En la secciéon 1.3.1 observamos que ninguna de las
superficies pseudo-esféricas clasicas, de curvatura K..,s. = —1, que consideramos
en las seccién 3.3 puede servir como ejemplo de realizaciéon en R?® del plano
hiperbolico completo H2. En tales superficies, solo se puede lograr una realizacion
parcial del plano hiperbélico H?, que refleja la geometria de algunos de sus
sub-dominios individuales: horodisco, franja equidistante, etc., que no puede
extenderse méas alla de las singularidades que surgen en la superficie: bordes
irregulares, puntos pico, etc. Geométricamente, la “no extensibilidad” antes
mencionada significa intuitivamente que es imposible extender continuamente
una superficie de curvatura gaussiana constante negativa mas alldi de una
singularidad de tal manera que el plano tangente a la superficie también varie de
manera continua. En primer lugar, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que tenemos una superficie S tiene curvatura gaussiana igual a —1, bastaria
multiplicar el producto interno por un factor constante. Ademas de la proposicion
1.2.3 tenemos que para cada p € S, la aplicacion exp, : TS — S es un
difeomorfismo local, que induce un producto interno en 7,S5:

(v,w), = (d(exp,)y(v), d(exp,)q(w))

expp(q)
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tenemos que este producto interno estd bien definido, pues siendo exp, un
difeomorfismo local, la aplicacion d(exp,), : (1,9)q & TpS — Texp, (S €s un

isomorfismo para todo ¢ € T,,S.

Figura 4.1: Aplicacion d(exp,),

Sea S la variedad riemanniana T,S con este producto interno. Tenemos que
si ¢S — R3 es una inmersién isométrica, también lo es ¢ = po exp, : S — R3.
De hecho, sean q € T),S, v € (1,,5), = T,S, por la regla de la cadena

dipg(v) = d(p o epr>q(U> = d@expp(q)@) ‘ d(epr)q<U)-
Por tanto, para todo q € T,,S, v,w € (1,,5), =~ T,S tenemos que:

{dipq(v), d¢q(w)>w(q) - <d¢expp(q)(q) - d(exp,,)q(v), dexp, (g (@) - d(epr)q(w>>
= <d(epr)q('U),d(epr)q(’LU)>expp(

= (v,w),.

poexp,(q)

q)

Con el producto interno en S y el teorema Egregium de Gauss se concluye que
la curvatura de S es —1. Ahora, solo basta probar que no existe una inmersioén
isométrica v : S — R3 de un plano g, con un producto interno tal que K = —1
en R3.

De esta manera podemos enunciar el teorema de Hilbert de la siguiente

manera.

Teorema (Hilbert, 1901). Una variedad riemanniana S, con curvatura constante

negativa iqual a —1, no puede ser inmersa isométricamente en R3.
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Admitamos la existencia de una inmersion isométrica ) : S — R3, donde
S es una variedad riemanniana bidimensional homeomorfa a un plano y con
curvatura gaussiana K = —1. A fin de evitar las dificultades asociadas a posibles
auto-intersecciones en ¢(§ ), trabajaremos con S y usaremos la inmersion ¢ para
inducir en S la geometria extrinseca local de @D(g ) C R3. Concretamente, al ser
1) una inmersion, para cada p € S existe un entorno V C S de p tal que la
restriccion ¢y = ¥ es un difeomorfismo. En cada ¢(q) € ¢(V), existen por
ejemplo dos direcciones asintoticas. Por medio de @Z, estas direcciones inducen
dos direcciones en ¢ € S , que se denominan las direcciones asintoticas de S en
q. de esta manera, tiene sentido hablar de curvas asintoticas en g, y el mismo

procedimiento se puede aplicar a cualquier otra entidad local de w(g)

Teorema 4.1.2. Eziste una parametrizacion global x : R? — §, tal que las curvas

coordenadas de X, son curvas asintoticas y constituyen una red de Tchebycheff.

Con el fin de demostrar este resultado, tomemos un punto py € S. Como
K (po) < 0, entonces existen dos direcciones asintoticas vy y ve. Consideremos

a: 1 CR — S la curva asintética parametrizada por longitud de arco, con

a(0) = po y &/(0) = v1.

Figura 4.2: Curva asintotica o(u)

Notemos que « esta definida para todo R. Supongamos que existe u; tal que

a(u) esta definido para todo u < uy. Sea ¢ = lim «a(u), por la completitud de S
u—uUl

tenemos que q € S. Por el lema 3.1.7, tenemos que «, § vy v son curvas asintoticas

Figura 4.3: Buena definicion de a(u)
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pero como sabemos Gnicamente pasan dos curvas asintoticas entonces sin pérdida
de generalidad § = a. Entonces « puede ser extendido, en consecuencia o(u;)
esta bien definido.

Sea W(0) = vy el vector, unitario, asintotico en a(0) = po linealmente
independiente con o/ (0) = vy, y sea W (u) el Gnico campo continuo a lo largo de «
tal que W (u) € Ta(u)g es un vector, unitario, asintotico linealmente independiente

con o (u).

Figura 4.4: Campo de vectores W (u)

El campo de vectores W a lo largo de a es s6lo una herramienta que nos
permite distinguir una direcciéon para cada valor del parametro de a.

Ahora definamos la aplicacion

x: R — 8§
(w,v) +—  x(u,v) = v,(v)

donde cada 7, es la Gnica curva asintotica parametrizada por longitud de arco
con 7, (0) = a(u) y 7,(0) = W(uw).

Figura 4.5: Definicién de la parametrizacion x
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Tenemos que probar que x es realmente una parametrizacion de S. Para ello

procederemos mediante una serie de lemas.

Lema 4.1.3. Para un v fijo, la curva x(u,v), —o0o0 < u < 00, €S una curva

asintotica, cuya longitud de arco es u.

Demostracion. En virtud del lema 3.1.7, para cada x(u,v) € S existe una red de
Tchebycheff parametrizada por longitud de arco h : (—¢,¢) X (—¢,e) — S, con
h(0,0) = x(u,v), alrededor del punto x(u,v). A partir de la definicion de x al

menos queda claro la siguiente observacion:

Observacion 4.1.4. Si para algin vy € (—¢,¢) la curva coordenada u — h(u, vy)
se encuentra a lo largo de la curva coordenada u — x(u,v), entonces todas
las curvas coordenadas u — h(u,vy) se encuentran a lo largo de las curvas
coordenadas de x. En efecto, sea u — h(u,7) con —e < T < € una curva
coordenada y sea ademas k = v — vy. Como las curvas coordenadas forman una
red de Tchebycheff tenemos que u +— h(u,?) se encuentra a lo largo de la curva

coordenada u — x(u,v + k).

Figura 4.6: Curva coordenada u — h(u, vy)
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Sea ahora x(uj,v;) € g, un punto arbitrario. Por la compacidad del
segmento {x(uy,v) : 0 < v < vy} es posible encontrar un niimero finito de redes de
Tchebycheff hy, . .., h, cuyas imagenes cubren {x(uy,v) : 0 < v < v;}. Ordenando
las funciones h;s como en la figura 4.7, esas imagenes consecutivas se sobreponen,
notando que u +— x(u,0) es por definicion una curva asintotica y aplicando la
observacion 4.1.4 repetidamente vemos que u +— x(u,v;) es una curva asintotica
en un entorno de u;. Como (u1,v;) era arbitrario, esto concluye la prueba del

lema.

Figura 4.7: Imagenes consecutivas de las funciones h's

Lema 4.1.5. x(u,v) es un difeomorfismo local.

Demostracion. Dado ¢ € R? tenemos dx, : T,R* — Tpg' ~ S. Como dx, =
[x, x,] es inyectiva dado que x, X x, # 0. Ademas dim T,R? = 2 = dim Tp§ =
dim S. Entonces dx, es un isomorfismo para todo ¢ € R?. Por el teorema de la
funcion inversa existe una vecindad V' C R? de p tal que x‘va :VNU — x(VNU)

es un difeomorfismo local. O]
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Lema 4.1.6. x(u,v) es sobreyectiva.

Demostracion. Sea Q = x(R?), como x es un difeomorfismo local, entonces @ es
un abierto de S, en efecto para cada p € R?, existe V,, C R? tal que X}V es un
p

difeomorfismo local, entonces x(R?) = X( U V;j) = U x(V},) el cual es abierto.

p€ER? p€ER?
Recordamos ademas del lema 3.1.7 que si ¢ = x(ug, vg), entonces las curvas

asintoticas que pasan por ¢ estan contenidas completamente en Q = x(RR?).
Supongamos que @) # S. como S es conexa y () es abierto no vacio tenemos
que 0Q # () pues de lo contrario @ seria cerrado y por tanto Q = S. Tomemos
p € 0Q, ademés p ¢ Q) (Q es abierto). Consideremos un entorno R de p en el

cual las curvas asintoticas formen una red de Tchebycheff. Sea ¢ € Q N'R.

Figura 4.8: Entorno R.

Entonces una de las curvas asintéticas que pasa por ¢ intersecta a una de las
curvas asintoticas que pasa por p lo que contradice el hecho de que las curvas

coordenadas que pasan por un punto ¢ de () estan completamente contenidas en
Q. O

Proposiciéon 4.1.7. La aplicacion x es cerrada.

Demostracidn. Supongamos que Y C R? es cerrado pero x(Y') no lo es. Entonces

existe una sucesion z, cuyo limite zg = lim z, estd en Y, pero lim x(z,) no
n—oQ n—oo

estd en x(Y). Consideramos un conjunto compacto C' C R? que contiene la
sucesion z,. El lema de la aplicacion cerrada establece que una funcién continua
de un conjunto compacto a un espacio de Hausdorff es cerrada, entonces x
restricta a C' es una aplicacion cerrada. Por tanto x(C' NY) es cerrada. En
particular, z, € C NY, entonces tenemos que x(z,) € x(C NY) y ademas
Iim x(z,) € x(Y). O

n—oo
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Como tenemos que x es un difeomorfismo local sobreyectivo, es suficiente

probar que x es inyectivo.
Proposicion 4.1.8. La aplicacion X inyectivo

Demostracion. Como x es un difeomorfismo local sobreyectivo cerrado, entonces
por la proposicion 1.2.6 tenemos que x tiene la propiedad de levantamiento de
camino tnico. Luego como R? es conexo por caminos y S’ es homeomorfo a un
plano, entonces es simplemente conexo, luego por la proposiciéon 1.2.5 tenemos

que X es un homeomorfismo y en consecuencia x es inyectivo. ]

En consecuencia de estos lemas tenemos que x(u, v) es una red de Tchebycheff

global de S. Lo cual prueba el teorema 4.1.2.

4.1.1 Primera demostracion

En esta subsecciéon, presentamos una demostraciéon del teorema de Hilbert que
fue originalmente hecha por M. Erik Holmgren en 1902, ver [Hol02|, cuya idea
central fue utilizada posteriormente por Tilla Klotz Milnor [Mil72], ver también

[Spi99a] y [Sto89]. Esta demostracion depende esencialmente de dos resultados:

(A) Supongamos que S puede ser inmersa en R?. Entonces existe una red de
Tchebycheff global f : R? — S de todo el plano R? en S y una funcién w
definida en todo R2, que da el 4ngulo entre las curvas coordenadas, que son

en realidad curvas asintéticas, satisfaciendo:

W =senw, O0<w<T.

(B) No existe funcion w : R* — R que satisfaga
Wy = Dsenw, 0<w <,
donde D > 0 es una constante cualquiera.

Demostracion de (A). Este resultado se sigue inmediatamente del teorema 4.1.2
y del lema 3.1.8. O

Demostracién de (B). Supongamos que tenemos una funcion w : R? — R que
satisface
Wy = Dsenw, 0<w<m, (4.1)
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para una constante D > 0. Luego en particular tenemos que wy,(u,v) > 0 en R?.

Lo cual implica que w,(u,v) como funcion de v es creciente, es decir
wy (U, v) > wy(u,0)  para v > 0. (4.2)

Como no podemos tener w,(u,v) = 0 en todas partes, podemos asumir,
cambiando nuestras coordenadas por una traslacion de ser necesario, que
wy(0,0) # 0. Como la aplicacion (u, v) — w(—u, —v) también satisface la ecuacion
(4.1), incluso podemos asumir que w,(0,0) > 0. Tomemos ahora tres niimeros
fijos 0 < w3 < wp < ug tales que wy,(u,0) > 0 para 0 < u < wug. Luego sean
w; = w(ug,0) —w(0,0) > 0, we = w(usz,0) —w(ug,0) > 0y w se encuentra en
cualquier caso entre 0 y 7, luego se sigue que el menor de w; y wy es positivo y

ademds menor que 7/2. Sea ¢ = min {wy,ws} < 7/2.

Figura 4.9: w crece al menos ¢ = min{wy, wo}

Como w,(u,v) es creciente en v y positivo en [0, us], entonces se tiene

w(us, V) —w(ug, V) = /ugwu(u,v)du

u2

us3
> / wy(u, 0) du

u2
= W(U:a; 0) — W(U2, 0)
€

v
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u1

w(u, V) —w(0,V) = /0 wy(u, v) du
> /u1 wy(u,0) du
= w(u1,0) — w(0,0)
> €

Por tanto tenemos w(uy, V) > e+w(0,V) > e y w(ug, V) < w(us, V) —e < m—e.
Como V es constante y fue escogida de manera arbitraria, se sigue para un punto

z = (u,v) en cualquier rectangulo sobre el segmento [u;, us] que

e <wu,V) <wu,v) <wlu, V) <m—e.

En consecuencia para u € [uy, us] y v > 0 tenemos € < w(u,v) < ™ — €, entonces
senw(u,v) > sene. Ahora integrando la ecuacion (4.1) sobre el rectéangulo
[u1, us] x [0, V]. Obtenemos

174 U 174 U
/ / Wy dudv = D / / senw(u, v) dudv
0 Ul 0 Ul

14 U2
w(ug, V) — w(ug, V) — w(ug, 0) + w(uy,0) > D/ sen e dudv
0 ul
(D)(

w(ug, V) — w(ug, V) — w(ug, 0) + w(uy,0) > V) (ug — uy) sene

2w
Tomando por ejemplo V' > obtenemos una contraccion. O
D(ug — uy)sene

4.1.2 Segunda demostraciéon

En esta subseccion, presentaremos la demostracion del teorema de Hilbert que
puede ser encontrada en el libro de Manfredo Perdigao do Carmo [PdC16],
o de James Johnston Stoker [Sto89]. La parte local de esta demostracion es
esencialmente igual a la del trabajo original de Hilbert [Hil01], pero la parte global
sin embargo es notablemente diferente. Esta demostracion trata de la existencia
de una parametrizacion de una superficie completa S, con curvatura gaussiana
constante negativa, por curvas asintoticas. También se usa el hecho de que la
superficie en cuestion es en realidad una variedad de Hadamard, que tiene area
infinita. Sin embargo, con la posibilidad de parametrizar la superficie mediante
curvas asintoticas, obtenemos que tiene un area finita, con lo cual tenemos una

contradiccion.
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Proposicion 4.1.9. Toda variedad de Hadamard M tiene drea infinita.

Demostracion. Sean p € M y v € T,M. El teorema de existencia y unicidad de
las EDO’s garantiza la existencia de una tnica geodésica v que pasa por p con
velocidad v, es decir v(0) =p y 7/(0) = v.

Por el teorema de Hadamard 1.3.8 tenemos que exp, : T,M — M es
difeomorfismo, entonces este induce un producto interno en 7,M. Escribimos

en coordenadas cartesianas (u,v) la primera forma fundamental como
I = Edu® + Fdudv + Gdv®.
Para escribir I en coordenadas polares hacemos u = rcosf y v = rsenf, asi

du = cosf@dr — rsen 6df
du® = cos® 0dr? — 2r sen 6 cos Odrdl + r? sen” 6d6>.

De manera analoga

dv = sen 0dr + r cos 0d0
dv?® = sen? 0dr? + 2r sen 6 cos Odrdf + r? cos® 0db>.

De donde notamos que E(r,0) = cos?d + sen?d = 1, F(r,0) = 0y G(r,0) =
r?(cos? 6 + sen? §) = r%. De modo que se satisface

Q= (V=L

r

Luego la curvatura gaussiana puede ser escrita como

Como K < 0 en S, entonces (\/5> > 0, es decir (\/5> es una funcion

rr T

creciente respecto de r. Por tanto (\/5> > lim (\/5) =1, lo cual implica que

r r—0 T
\/E > r, para todo r > 0. Ademaés por el teorema de Hadamard la vecindad de

coordenadas polares geodésicas es global, luego

3 27 +oo — 27 +00
Area(S) = / VG drdo > / / rdrdf = +oo.
0 0 0

0
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Lema 4.1.10. Sea U C S un entorno coordenado de S tal que las curvas
coordenadas son curvas asintoticas de U. FEntonces el drea de cualquier

cuadrildatero formado por las curvas coordenadas es menor que 2.

Demostracion. Dado un rectangulo R descrito en S por a <z < b, ¢ < y < d,
Hartman y Wintner mostraron que la integral para el area de R esta dada por,
ver [HW51],

/ / senw dzdy = w(a,c) — w(a,d) + w(b,d) — w(b,c). (4.3)

Por tanto, en virtud del teorema de Hazzidakis 3.1.9 con K., = —1, tenemos

4
area(R)—/dA——/KdA—Zaj—27r<27r
Q Q

Jj=1

pues o; < m, para j = 1,2, 3, 4. ]

Demostracién del Teorema de Hilbert

Supongamos que existe una inmersion isométrica ¢ : S — R3, donde S es una
superficie completa con curvatura gaussiana K., = —1. Sea p € Sy denotemos
por S el plano tangente a S en el punto p dotado del producto interno inducido
por el difeomorfismo local exp, : T, — S. Entonces ¢ = p oexp, : S — R3
es una inmersion isométrica, el teorema 4.1.2 muestra la existencia de una
parametrizacion x : R* — S de todo §, tal que las curvas coordenadas de x
son curva asintoticas en S. De esta manera, podemos cubrir S por una union
de cuadrilatero coordenados @), con @, C Q,.1, por ejemplo podemos escribir
R? = U(—n,n) x (—n,n). Definamos Q,, = x((—n,n) x (—n,n)). Es claro que

neN
@n C Qni1. Ademas tenemos que

S =x(R? =x (U(—n,n) X (—n,n)) = U x((=n,n) x (-n,n)) = U Qn-
neN neN neN
Por el lema 4.1.10, el area de cada @), es menor que 27. Pero por otro lado, la
proposicion 4.1.9 concluye que el area de S es ilimitada, lo cual nos conduce a
una contradiccion.
El teorema de Hilbert da respuesta negativa a la propuesta de una realizacion

del plano hiperbdlico en el espacio euclidiano tridimensional. Entonces surge una
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pregunta de manera natural ;podemos generalizar este teorema? para tratar de
responder a esta pregunta en primer lugar debemos fijar como deseamos hacer
dicha generalizacion, en la siguiente seccion trataremos de debilitar las hipotesis
del teorema de Hilbert, mientras que en el siguiente capitulo trataremos de ver

si el teorema de Hilbert puede ser generalizado en dimension.

4.2 Teorema de Efimov

Esta seccion busca responder a las siguientes preguntas ;es realmente esencial que
la curvatura gaussiana sea constante como hipdtesis en el teorema de Hilbert? ; Fs
posible dilatar las hipdtesis del teorema de Hilbert de modo que la conclusion siga
siendo valida? Encontraremos la respuesta a la primera pregunta en los ejemplos
4.2.7y 4.2.8 que veremos mas adelante.

Siendo asi, el objetivo principal de esta seccién demostrar el problema de
Hilbert & Cohn-Vossen, que fue conjeturado en 1936 por Cohn-Vossen en [CV36]
y demostrado en 1964 por Nikolai Vladimirovich Efimov en |Efi64]. Cohn-Vossen
conjeturé que el teorema de Hilbert puede ser generalizado a superficies con
curvatura gaussiana no constante, pero acotada superiormente por una cantidad
estrictamente negativa, es decir K < —k < 0, para alguna constante positiva k.

Dando como resultado el siguiente teorema

Teorema (Efimov, 1964). No existen superficies' completas C*—inmersas en R3

con curvalura gaussiana acotada superiormente por una constante negativa.

En 1972, Tilla Klotz Milnor present6 una demostraciéon completa y detallada
de este teorema en [Mil72| basada en la demostracion dada por Nikolai Efimov
|[Efi64]. En este trabajo usaremos ambas referencias ademas de [BZ92] y [Roz92].

La demostracion de este teorema se hard por contradiccién y estd basada
en dos hechos de suma importancia, a los que llamaremos lema A y lema B.
Consideremos ¢ una C?—inmersiéon de una superficie S en el espacio euclidiano
tridimensional, la cual es completa con la métrica inducida y su curvatura
gaussiana satisface K < —k < 0, donde k es una constante positiva. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que S es orientable, ya que en caso contrario
basta tomar su recubrimiento duplo orientable S , gracias al teorema 1.3.10. Es

claro, que si S no puede ser C2—inmerso en R?, entonces S tampoco podra serlo.

I'En esta seccién usaremos la palabra superficie para denotar una variedad riemanniana

bidimensional conexa diferenciable.
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Sea N : S — S? la aplicacion normal de Gauss. Como para cada p en S, dN,
es un operador lineal y det(dN,) = K(p) < 0, entonces N da una C'—inmersion
y difeomorfismo local de S en S2. Denotemos por III a la forma cuadratica
sobre S inducida por N y denotaremos por Sy a la variedad riemanniana
bidimensional obtenida usando la métrica asociada a la forma cuadratica I1I sobre
S, denotaremos ademas por ¢g* dicha métrica. Siendo x(u,v) una parametrizacion
local de S, tenemos que los coeficientes E*(u,v), F*(u,v) y G*(u,v) de la forma

cuadratica III son dadas por:
E*(u,v) = (Ny,Ny), F*(u,v) =(Ny,N,) v G (u,v)=(N,,N,).
Es claro que la curvatura gaussiana Ky en todo punto p de Sy es igual a 1.

Proposicion 4.2.1. Sy no es completa.

Demostracion. Supongamos que Sy es completa, luego tenemos una superficie
completa con curvatura gaussiana constante igual a 1. Por el teorema de Bonnet
tenemos que Sy es compacta. Como Sy es homeomorfa a S, entonces S también
es compacta. Luego por la proposicion 2.2.3 existe p € S tal que K(p) > 0, lo
cual es contradiccion ya que K (p) < —k < 0, para todo p € S. H

Como Spp no es completa, consideramos la completacion §HI de St como
espacio métrico. Es valido observar que como N es una inmersién local y S? es
completa, entonces podemos extender N, de forma continua a N: g'm — S2.

Para la demostracion de Efimov, es de vital importancia el estudio de N cerca
del “borde” de gm es decir cerca de los puntos de §1H que no pertenecen a Si.
En este sentido, veamos un par de definiciones que seran usados a lo largo de la

presente seccion

Definicién 4.2.2. Sea () es una superficie con una métrica diremos que el

conjunto

D,(p) ={qg € Q:d(p,q) <r}
es un disco geodésico de centro p € 2 y radio r > 0.

El centro de un circulo no geodésico 7y es el centro del disco geodésico de
menor area que posee a v como frontera. En el caso particular de Q = S? y la
métrica inducida por el espacio euclidiano tridimensional, diremos que la frontera
de un disco geodésico es un circulo no geodésico, si la frontera no corresponde a

un circulo grande.
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Definicién 4.2.3. Sea v un arco circular no geodésico en S* y p un punto
interior de 7. Sea C' el centro del circulo no geodésico . Para cada punto p; € v
consideramos la geodésica que contiene a C'y p;. Partiendo de p; se recorre a
lo largo de esta geodésica una distancia ¢ suficientemente pequenia de 7; en la
direccion que se aleja del centro de vy en S%. Entonces la “franja” construida

alrededor de v es llamada rectangulo exterior a v en p y seré denotado por R(7, €).

Figura 4.10: Rectangulo exterior de un arco no geodésico.

Supongamos ahora que 2 es cualquier C* —superficie y tenemos una aplicacion
N : Q — S? la cual es una C'—inmersion, entonces ) tiene una C°—métrica
riemanniana y N es una inmersion isométrica. Sy con la aplicaciéon normal
de Gauss es un ejemplo de esta situacion. Sea Q la completacién como espacio
métrico de (2, y definimos 09 = Q \ Q. Extendemos N a una aplicacion continua
N:Q— S?, como se hizo anteriormente con la aplicacion normal de Gauss. En
lo que sigue de esta seccién usaremos la siguiente notacion, si U C 2 denotamos
por U a la cerradura de U en Q y si U C Q) denotaremos por U a la cerradura de
U en Q. Es claro ademas, que U = (7, para U C € si, y solamente si, UNos = 0.

Definicién 4.2.4. Diremos que Q es céncavo en p € 6(2, sip € U para algin

subconjunto abierto U C () tal que:

a) N es inyectiva en U, (en particular N es inyectiva en U);

b) N(U) contiene el interior de algiin rectangulo exterior a N (p).
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Definicién 4.2.5. Diremos que €2 es pseudo-convexo si no existe p € o0 para el
cual  es concavo en p. En otras palabras, (2 es pseudo-convexa si Q) no es concavo
en ningun punto de o0, (Por tanto, tomando la aplicacion identidad tenemos que

S? es pseudo-convexa).

Observaciéon 4.2.6. Las definiciones 4.2.4 y 4.2.5 parecen depender de la
inmersion isométrica N : Q — S?. Por tanto, deberiamos haber definido en
su lugar los términos “céncavo en p con respecto a N” o “pseudo-convexo
con respecto a N”. De hecho, se puede comprobar que estas nociones son
independientes de la C'—inmersioén isométrica particular N : Q — S?, siempre y
cuando €2 y su métrica sean fijas. Por tanto no hay problema alguno en usar el

lenguaje abreviado dado en estas definiciones.
Efimov ilustra estas nociones con los siguientes ejemplos:

Ejemplo 4.2.7. Sea H el hiperboloide de una hoja dada por 22 +y?— 2% = 1, con
la métrica inducida por R3. Escojamos una orientacién en H tal que N asigna la
normal exterior en cada punto p € H. Sea f(z,y,2) = 2°> + 3> — 22 — 1 de modo

que la aplicacion normal de Gauss es

Vf(x) A (.il?, Y, _Z)
V@) 222+ 292 -1

N(z,y,2) =

Figura 4.11: Imagen del hiperboloide H, por medio de N
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1 1
Entonces N(H) = {(x,y, 2) €S ——= <2< —}, es decir tenemos que

, V2 V2

z2=——-¢en S? cuando z(p) = +oocen H v 2 = — en S? cuando z(p) — —0
7 () y 7 ()

en H dado que
lim N(0,y,2) = lim N(0,y,+vy%>—1)

z—+oo z—Foo
o Yy Vi —1
= lim |0, ,F
z—Foo \/2y2 -1 \/2y2 -1
_ <0 1 - 1 )
- ’ \/57 \/§ .

ﬁm es concava en todos los puntos que pertenecen a 87:[/111. Basta tomar U = H y

e < m/2. Notemos que la curvatura gaussiana de H es negativa, pero no satisface
las hipoétesis del teorema de Efimov, dado que la curvatura tiende a cero cuando

los puntos se alejan del origen, para ver esto tomemos la siguiente parametrizacion

local de H,
x(u,v) = (cosu - coshv,senw - coshv,senhv), we€)0,2r] y veR

luego tenemos

—1l
K(p) = <0
2 cosh v(cosh? v + senh? v)

tomando ahora un punto alejado del origen obtenemos lim K (p) = 0. De modo
V—+00

que esto responde a nuestra primera pregunta, acerca de la importancia de que la

curvatura gaussiana sea constante, pero mas ain transparenta la condicion dada

por Cohn-Vossen.

Ejemplo 4.2.8. Sea G la superficie dada por z = f(z,y) = e"seny, con la

métrica inducida por R?. Consideremos la aplicacion normal de Gauss,

N({E,y) _ _<fx<x7y)7fy(l’7y), —1) _ (_eﬂﬁ Seny,ew cosy, 1)

\/Hfﬂ%(x’y)*fyz(%y) VIt e

luego N(G) = {(z,y,2) € S*: 0 < 2z < 1}. Cuando z(p) — +oco en G, tenemos
que N(p) se acerca al ecuador de S? mientras que cuando z(p) — —oo en G,

tenemos que N(p) se acerca al polo norte en S%.
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Figura 4.12: Imagen del G, por medio de N

Aqui existe exactamente un punto de G en el cual Gy es concavo, llamemos
p a la pre-imagen bajo N del polo norte en S%. Vemos que Gy es concavo en p,

para verificar este hecho, tomemos el siguiente subconjunto abierto de G,

) 27 2m
U= {(x,y,efseny) € g:x<0/\—? <y < ?}
Definicion 4.2.9. Un subconjunto H # () de Q es llamado convexo si dos puntos
cualesquiera pueden ser unidos por un tnico arco geodésico contenido en H cuya
longitud es igual a la distancia en €2 entre esos dos puntos. Este es un uso estricto

de la palabra “convexo”, dado que por ejemplo S? no es convexo.
)

Asumiremos la veracidad de los lemas A y B que se enunciaran dentro

de un breve momento, y seran demostrados en las sub-secciones 4.2.1 y 4.2.2,
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respectivamente. Tengamos en cuenta que la conclusion de lema A falla para
los ejemplos dados anteriormente, aunque ambas son completas con curvatura

gaussiana negativa.

Lema A. Sea S una superficie orientada, completa, C*—inmersa en R?® con
K < -k <0, donde K es la curvatura gaussiana y k es una constante positiva.
St Sip es obtenida usando en S la métrica inducida por la aplicacion normal de

Gauss N : S — S?. Entonces Smi es pseudo-convezo.

Lema B. Sea €2 una superficie dotada de una métrica riemanniana. Si la
aplicacién normal de Gauss N : S — S? es una Cl—inmersion isométrica y

Q es pseudo-convera, enlonces
a) N es inyectiva;
b) N(Q2) =S? 0 N(Q) es conveza (en particular, Q es simplemente coneza);

c) Q) tiene drea finita. Si N(Q) = S?, entonces el drea es 4w, y menor o igual

a 2T caso contrario.
Ahora ya estamos listos para demostrar el resultado principal de esta seccién,

Teorema 4.2.10 (Efimov, 1964). No ezisten superficies® completas C*—inmersas

en R? con curvatura gaussiana acotada superiormente por una constante negativa.

Demostracion.

La demostracion serd hecha por contradiccion. Supongamos que S es orientable.
Necesitamos de esta suposicion para hacer uso del lema A. Pero en el caso de
que S no sea orientable basta tomar su recubrimiento duplo orientable. Por
hipotesis tenemos que existe £ > 0 tal que K < —k < 0. Fijando una orientacion
para S, tomemos la correspondiente aplicaciéon normal de Gauss N asociada a
la inmersion. Por tanto, del lema A tenemos que Sy es pseudo-convexa, y en
consecuencia simplemente convexa. De la proposicion 4.2.1 sabemos que Sy no
es completo, luego N(Si1) no es toda la esfera. Entonces por el item b del lema B
se sigue que N (Si) tiene area menor o igual a 27. Fijemos un punto cualquiera
p € S ysea o(r) el area en S, con la métrica asociada a la forma cuadratica I,

del disco geodésico D,.(p) con centro en p y radio r > 0. Consideremos ademés

2En esta seccién usaremos la palabra superficie para denotar una variedad riemanniana
bidimensional conexa diferenciable.
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o*(r) el area en S, con la métrica asociada a la forma cuadratica III. Asi, por la

conclusion del parrafo anterior, tenemos que

o*(r) < 2m.
Entonces
o > o (r) = / N, x N, dudv
Dr(p)
= / |K| - ||xy X X, dudv > k - / ||xy X %, dudv =k - o(r)
Dr(p) Dr(p)
Por tanto
2m
< —.
o)<

Sabemos, por el item b del lema B, que Sy; es simplemente conexa y entonces S
también lo es. En consecuencia tenemos que S es una variedad de Hadamard y
por tanto tiene area infinita, esto gracias a la proposicion 4.1.9. Lo cual es una

contradiccién. O

Ahora que ya hemos demostrado el teorema de Efimov, lo restante de esta
seccion esta dedicado a mostrar la veracidad de los resultados admitidos en
esta demostraciéon. Para lo cual enunciaremos y asumiremos cierto el siguiente
lema (nombrado por Efimov como el lema principal) que debido a su extensa
demostracion serd demostrado mas adelante. Sean ¢ y r constantes positivas.

Consideremos el conjunto
D = {(x,y) ER?:0< 22+ 2 <r?’Ay? > —cx}

y tomemos D C R? cualquier abierto, simplemente conexo que contiene a D, pero
excluyendo al origen (0, 0)

Sea F': D — R? una C'!'—inmersién que induce una métrica g* en D. Dados ¢,
y g2 en D, definimos la distancia d},(q1, ¢2) tomando el infimo de las g*—longitudes

de todos los caminos C! por partes en D que unen ¢; con ¢s.

Lema Principal. Si F : D — R? es una C'—inmersion y si los autovalores \
Yy Ao de dF a lo largo de D son reales y estdn uniformemente acotados, es decir

satisfacen
—a < )\1 < )\2 <«

para alguna constante o > 0, entonces D dotada con la distancia d}, no es un

espacio mélrico completo.
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Figura 4.13: Definicién de los conjuntos D y D

4.2.1 Demostracion del lema A

Supongamos que Sy no es pseudo-convexa, entonces Sty es concava en algin
punto p en 8§1H = §IH \ Sur- De modo que por la definicion se sigue que p € U
para algin subconjunto abierto U C S tal que N es inyectiva en U y N(U)
contiene el interior de un rectéangulo exterior R(v,¢) a N(p). Reduciendo N (U)
si fuera necesario, podemos considerar N(U) = R(~, ) para cierto € > 0 y cierto
arco circular no geodésico de S?. Rotando S en R3, de ser necesario, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que N(p) lleva el punto p al polo norte (0,0, 1)
de S? v que 7 esta en el hemisferio y > 0 en S?. Notemos ademas que el arco
no geodésico v que contiene a ]V(p) es tangente a un circulo grande (y = 0) en
N(p) Finalmente sustituyendo R(7, ) por un rectangulo méas pequerio, podemos

suponer que R(7,e) estd en el polo norte, de manera mas precisa R(7v,¢) esta

contenida en la region z > E en S?, lo cual implica que el angulo entre N(q) y

el vector (0,0, 1) es menor que 7/4 para q € U arbitrario.

Asi, la proyeccion vertical m de U en el plano 2z = 0 es una C?—inmersion.
Usando una inversa local de 7 cualquier entorno suficientemente pequeno en U
puede ser descrito por la funcién z = f(z,y) de clase C?. Usando coordinadas

locales, el vector normal a (z,y, f(x,y)) € U viene dado por

N(x,y,f(:c,y)) _ _(fm(x7y)7fy(xay)7_1) .
\/1+f§(w,y) + f2(z,y)

Ademaés podemos notar que

1 1 1
2> — = >— = fia,y)+ fz,y) <L
V2o U ey + Play) V2
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Consideremos la funciéon auxiliar

p: St — {(z,y,2) eR3: 2 =0}

T [y x
)= (27)
con z = \/1 + fA (@, y) + fix,y) > 0.

Geométricamente, p lleva el punto (z,y, z) por la proyeccion radial al plano

|
v |4

(,y,2) = plx,y,z2):=

z = 1, luego proyecta esta imagen verticalmente en el plano z = 0 y finalmente
rota esa imagen un angulo de m/2 en sentido antihorario.

Figura 4.14: Aplicacion auxiliar u.

Es sencillo ver que u es inyectiva en en S? ue la funcién inversa p~! estéi
4

dada por
-1 (y7 —Z, 1) 2
poo(z,y) = ————, Va,y € p(S7).
() = (s2)
Entonces p es un difeomorfismo sobre su imagen y aplica N(U) = R(v,¢)
en una region abierta en el plano z = 0, que llamaremos D. Notemos que

w(N(p)) = 1(0,0,1) = (0,0), mientras que u(y) es un camino, tangente al eje
y en el origen, de alguna seccién canodnica no lineal que contiene al origen de
coordenadas, el cual estd contenido en el hemisferio x < 0. Luego para algtin n

suficientemente grande (7) esta contenido en la region y* < —nx
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Figura 4.15: Camino pu(7y) y parabola y*> = —nzx

Consideremos r un nimero positivo suficientemente pequenio para que el

conjunto
D= {(x,y) ER*:0< 2+ 2 <r? Ay > —nx}

esté contenido en D.

Figura 4.16: D contiene a D

Finalmente la aplicacion F' : D — R? dada por F':= 1o N~to ! que lleva
D de vuelta al plano z = 0, ademas es claro que F' es una C'—inmersion. Es
importante destacar el caracter local de todo el proceso de construccion de F',
es decir podriamos repetirlo alrededor de un punto interior de una superficie con

borde compacto sin tocar a dicho borde.
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Figura 4.17: Construccion de la inmersion F'.

Nuestra intension es aplicar el lema Principal en la inmersion F. Primero

verifiquemos que F' satisface dichas hipotesis.

Afirmacién 4.2.11. Los autovalores \y y Ao de dF son reales, con signos
opuestos y uniformemente acotado en D, es decir existe una constante o > 0

tal que
—a < )\1 < )\2 < .

Demostracion. Sea ¢ = (x,y,z) € U. Consideremos un entorno de ¢ (en U)

descrita por z = f(z,y), luego tenemos que
(no N)(z,y,2) = (no N)(z,y, f(z,y))
_ (_fx(xay)v_fy(maZ/)?l)
1+ )+ f )
- (fy(xa y)7 _fm(xv y))
Por tanto, cualquier inversa local F~! = 10 N o' de F tiene la forma
F~'(z,y) = poNon '(z,y) = po N(z,y, f(x,9)) = (fy(2,), — fo(2,9)).

Asi, la matriz Jacobiana de F'~! es

dF—l — fym(fp,y) fyy(x;y)
_fctl’(xay) _fxy($ay)
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Como f es una funcion de clase C?, entonces

det(dF_l) - faﬁx(xay) : fyy(‘m)y) - fgfy(x,y)

_ fxw(may) ’ fyy<x7y) - ny(mvy)
(L+ f2(z,y) + [z, 9))?

= K- (14 f7(z,y) + fj(z,9))* < —k <0.

Entonces por definicién, los autovalores 81 y 32 de dF~! son las raices de la
ecuacion det(dF~! — BI) = 0, luego

0 =det(dF~" — BI) = B> —tr(dF "B + det(dF ) = 5% 4 det(dF 1),
entonces los autovalores 3; v 3, del diferencial dF'~! satisfacen

fr+p = 0
Bi-Pe = det(dF') < —k<O.

Por tanto 4, y (2 son nimeros reales de signos opuestos y cumplen ademés que
81| = |B2] > Vk. Es claro que k es independiente de la eleccion de F~' para F.

Entonces los autovalores del diferencial dF', Ay = — y Ay = —, son reales, de

B B

signos opuestos y uniformemente acotados por —, es decir

vk
1

P =

1
— <A
g/

S

Afirmacioén 4.2.12. D con la métrica d}, es un espacio métrico completo.

Demostracion. Sea g* la métrica riemanniana en U obtenida a partir del pullback
de la métrica ¢g* en D via el difeomorfismo o N. Es claro que g* es la métrica
inducida en U por la métrica Euclidiana del plano z = 0 con la inmersion .
Consideremos el conjunto U = (uo N)7'(D) y definamos la distancia en U, que

denotaremos por dj;, de la siguiente manera

dir(q1,q2) = dB((MO N)(q1), (po N)(Qz)); V1,92 € U.

Es decir dj; es el infimo de las g*—longitudes de todos los caminos C! por partes

en U que une ¢; con ¢o. Luego la afirmacion 4.2.12 es equivalente a decir que: U
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con la métrica dj; es un espacio métrico completo. De hecho, veamos que U es
un conjunto cerrado de S, pues caso contrario existiria un punto de acumulacion
q € Uen S\ U. Como la aplicacion normal de Gauss N : S — S? es continua,
entonces se sigue que N(q) esté en la clausura de N(U) en S?. Pero N(q) no puede
estar en N(U), pues N : U — S es inyectiva y ¢ € U entonces N(q) & N(U).
Por la construccion de D, el tnico punto de acumulaciéon de N(U) = u~*(D) que
estd en S2\ N(U) es el polo norte N(p). Luego

N(p)=N(q)=N(g) =p=gq,

pero esto no puede ocurrir dado que p € dSyr y ¢ € S\ U. Como U es
un subconjunto cerrado de una superficie completa S, entonces U también es
completo si medimos la distancia dy(qq, g2) entre puntos de U como el infimo de
las longitudes (en la métrica inducida por ¢) de todos los caminos C! por partes
en U que une ¢, con ¢, esto debido a que U es una sub-variedad de .S con borde
C' por partes, para la demostracion de este hecho ver [Mil72, Apéndice 3.
Resta mostrar que si U es completo con la métrica dyy, también lo sera con la

métrica dj;. Por tanto es suficiente mostrar que

d*U(Q1,CI2) < dy(q1,q2) < \/5 d*U(Q17Q2); Vg, €U (4.4)

Dado que si (z,) es una sucesiéon de Cauchy en la distancia dj; y como dy <
\/§-d"{], entonces (z,,) es de Cauchy en la distancia dy y por tanto es convergente
con la métrica dy. Por otro lado, como d;; < dy, la convergencia en la métrica
dy implica convergencia en la métrica d;;. Por tanto U con la métrica dj; es un
espacio métrico completo. Ahora s6lo basta mostrar (4.4). Notemos que cualquier
camino v en U dado por z = f(z(s*),y(s*)) donde s* es un g*—parametro de

longitud de arco para -, tiene como longitud de arco s(s*):

/ VIt @y )2 ds”

Como f? + f7 <1 mientras que (z')> 4 (3')* = 1, tenemos:

f2 4 f2 |:33 2j| f2 4 f2

= («')*f3 ( Vhe+ Wi+ W)

= (@' fo+ 9/ fy)" — 22 futf fy + )2+ (@),
= (@' fa+ Y )+ Y o — 2 fy)°

T
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Entonces
@ty f) =4 =W =2 ) <2+ [ <L
Por tanto
s*<s(s7) <V2 8" = di(an, @) < dulan, @) < V2-di(ar, a)

para todo ¢i,q2 € U, como queriamos. Para finalizar la demostracion de la
afirmacion 4.2.12 veamos que como U con la métrica dj; es un espacio métrica
completo, tenemos también que D con la métrica dpes un espacio métrico
completo, pues la métrica riemanniana g* en U corresponde a la métrica
riemanniana ¢g* en D sobre el difeomorfismo o N. Por tanto las afirmaciones
4.2.11 y 4.2.12 dicen que los autovalores asociados al diferencial de la inmersion
son reales con signos opuestos y que con métrica dj, es un espacio métrico
completo lo cual contradice el lema Principal. Por tanto el lema A queda

demostrado. O

4.2.2 Demostracion del lema B

La demostracién del lema B es independiente del lema Principal. Pero si uno
deseas aplicar el lema B con ) = Sy, entonces debemos involucrar el lema
A, usando asi el lema Principal. Observemos primero que si 7 es una geodésica
parametrizada por longitud de arco en €2, entonces N oy también lo es. Sil(y) < m,
entonces N o~y es un arco minimizante en S? entre dos de sus puntos y ademas

N, es inyectiva.

Definicién 4.2.13. Diremos que un disco geodésico D,(p) C € es un disco
geodésico completo, si podemos partir de p en cualquier direccion, a lo largo

de un radio geodésico semi-abierto en €2 de longitud r.

Afirmacién 4.2.14. Si D,(p) es un disco geodésico completo en Q, con r > .

Entonces Q es una esfera y N : Q — S? es una isometria.

Demostracion. En primer lugar observemos que como r > 7 tenemos que D,.(p) D
D, (p). Ahora veamos que N\Dﬂ(p) es inyectiva. En efecto, sean ¢1,q2 € D, (p) tal
que ¢; # ¢o. Consideremos los caminos geodésicos o que unen g; con p, para
Jj = 1,2 donde ademas I(«;) < 7. Por otro lado N o «; son caminos geodésicos

en S? con longitud menor que 7. Por la observaciéon anterior tenemos que N|
J
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es inyectiva, para j = 1,2. Si p € {q1, 2}, entonces N(q1) # N(gz). Por tanto,
Nlp, ) es inyectiva. Ademas de eso N(Dx(p)) = S?\ {punto antipodal de N(p)}.
En efecto, si v es un camino geodésico que parte de p con () < 7, entonces
N lleva v en una porcién de un circulo grande que parte de N(p) con la
misma longitud que ~. Sabiendo que N| Da(p) €8 inyectiva y podemos partir
de p a lo largo de una geodésica en cualquier direccién, entonces obtenemos
que N(D,(p)) = S?\ {punto antipodal de N(p)} y N|p, () €s una isometria.
Sea 0D,(p) = {q€Q:d(p,q) =m} entonces como N es continua, tenemos
N(D,(p)) = {punto antipodal de N(p)}. Observemos ademés que 0D,(p) es
conexo y N es localmente inyectiva, por tanto 0D, (p) consiste de un tinico punto.

En consecuencia, 2 debe ser la esfera y N : Q — S? una isometria. n

Hasta el momento no hemos usado la pseudo-convexidad de €2. Usando esta

hipotesis se obtiene un resultado mas fuerte que la afirmacion 4.2.14.

Afirmacion 4.2.15. Si D,.(p) es un disco geodésico completo, con r > m/2,

entonces Q es una esfera y N : Q — S? es una isometria.

Demostracion. La idea que queremos usar es aumentar el radio r para obtener
otro radio 7 tal que 7 > 7, luego aplicando la afirmacion 4.2.14 ya concluiriamos
la demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que 7/2 < r < 7. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer todavia que r es maximal, es decir, no
existe un disco geodésico completo de radio mayor que r y centro p. Esto, a su
vez, garantiza la existencia de un punto p en la clausura métrica de D,(p) en Q
que pertenece a 352, y por tanto no a §2. Con el mismo argumento usado en la
demostracion de la afirmacion 4.2.14, podemos concluir que si r < m, entonces
N(D,(p)) es un disco geodésico de radio r en S* Como Nlp, () es inyectiva,
podemos concluir que N(p) € ON(D,(p)). Luego se sigue que € es concavo en
D, para ver esto sea v algiin arco abierto que pasa por N(ﬁ) de un circulo no
geodésico I' en S? el cual se elige de modo que la mayor de las dos regiones
abiertas en S? delimitada por T' esté contenida en N(D,(p)).

En la figura 4.18 hemos tomado 7/2 < r < 7, dado que para el caso r = 7 es
claro que cualquier circulo no geodésico I' que pasa por N (p) serviria. Entonces

tomamos
U= N"'(intR(v,¢))

para un € > 0 suficientemente pequeno, satisfaciendo que el interior de R(v,¢)

esté en N(D,(p)), entonces N es inyectiva en U y N(U) es el interior de R(v,¢),
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Figura 4.18: N(D,(p)); cuando /2 < r < .

entonces podemos concluir que €2 es concavo en p. Lo cual es una contradiccion con
el hecho de que Q es pseudo-convexo. Por tanto, D, (p) puede ser agrandado para

que sea un disco geodésico completo con radio mayor que m como queriamos. [

Afirmaciéon 4.2.16. Si Q) no es una esfera, entonces cualquier camino geodésico

v que une dos puntos del interior de 2 tiene longitud menor que 7.

Demostracion. Por reducciéon al absurdo supongamos que () > 7. sin pérdida
de generalidad podemos suponer que /() = 7, pues basta con sustituir v por una
porcion de si misma, de ser necesario. Por simplicidad, supongamos que No~y esta
parametrizando la parte y < 0 del ecuador de S?. Dado 7, una rotacion adecuada
de S? proporciona esta situacion.

Definimos como una e-franja entorno de N o v como la union de todos los
discos geodésicos abiertos D.(p) en S%, con centro en algiin punto p de Noy y

radio ¢, es decir

U D-(p).

pENoy

Como v es compacto en Q y [(7) = 7, entonces existe € > 0 y un entorno Uy de
~ en () tal que N|U0 es inyectivo sobre la e—franja de N o, ver figura 4.19.
Tomando ¢ suficientemente pequenio, podemos suponer que la clausura Uy de
U en ) estd enteramente contenida en Q, de modo que N aplica la clausura U,
de U en () de manera inyectiva sobre la clausura de la e—franja alrededor de
N o+. Finalmente, asumimos que £ < 7/2. Dado un ntimero 6 > 0, consideremos

las rotaciones de las e—franja, en S?, entorno del eje & por medio de 6. Vamos
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4.2. TEOREMA DE EFIMOV 105

Figura 4.19: Una e—franja de N o 7.

a llamar O—regién de N o~y en S?, al interior del conjunto de todos los puntos
de S? alcanzadas durante estas rotaciones. Asi por ejemplo la 0—region de N oy
en S? es precisamente la e—franja. Ademas, si 0 < 0; < 6, entonces 6; —region
C Oy—region.

Ahora, sea el supremo de todos los valores 6 en el intervalo [0, 7/2] para los
cuales algin entorno Uy de 7y en € sea aplicado por N de manera biunivoca en la
f—region de N o~y en S2.

Observemos que el caso 0> /2 — e no ocurre, dado que si 0 fuese mayor que
7 — g, entonces existe un disco geodésico D,.(p) centrado en p = (0,—1,0) y radio
r > /2 tal que D,(p) esta contenido en una f—region, es decir existe un disco
geodésico en §2 centrado en N~!(p) y radio mayor que 7/2 que no es una esfera.
Lo cual contradice la afirmacién 4.2.15. ahora veremos que el caso < /2 —¢
tampoco ocurre, pues de ser asi 0 se convierte en un maximo. Entonces existe el
entorno Uy de 7y en (2, pero algtin punto p en la clausura de Uj en Q pertenece a
9. Luego como N(Up) es la e—franja y ademaés Uy = Uy € €, tenemos que p 1o
pertenece a (N]O.

En consecuencia, N(p) debe estar a una distancia mayor que € de ambos
extremos de N o 7, lo que significa que ]V(p) pertenece a la parte de la frontera
de N(Uj) que es un arco de un circulo no geodésico I' cuyo centro se encuentra
en el lado opuesto de I' sobre S?. Entonces se sigue que Q) es concavo en p, lo cual

es una contradiccion pues {2 es pseudo-convexo. O

Afirmacion 4.2.17. Si Q) no es una esfera y si v es un arco geodésico en §) que

une los centros de los discos geodésicos de D,.(p1) y D,(p2), entonces:
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a)

b)

c)

l(y)+2r <m;

Eziste un conjunto abierto convero H en Q) que contiene a v, D,(p1) y
Dr(pQ);

v es la Unica geodésica en ) que une p; con py. Ademds se tiene l(y) =

d(phpz)-

Demostracion. Si p; = ps no hay nada a probar, asi que a lo largo de la

demostracion vamos a suponer que p; # ps.

a)

Supongamos por reduccion al absurdo que [(7y) + 2r > 7, luego podemos
extender v a alguna geodésica que tenga longitud 7 lo cual contradice la
afirmacion 4.2.16. Por tanto [(y) + 2r > .

Podemos considerar N o v como la parametrizacion de una parte y < 0
del ecuador de S? con el punto medio (0, —1,0), rotando la esfera S* de ser

necesario. Del item a) tenemos que N es inyectiva en D,(p;) Uy U D,(p2).

Por el momento vamos a suponer de manera adicional que las clausuras
Er(pl) y ET(pQ) en Q estan en €, es decir D,(p1) = D,.(p1) y ﬁr(pg) =

D,(p2). Notemos que N es inyectiva sobre la union de D,.(p;), D,(p2) y 7.

Para algin € > 0, N aplica un entorno U(e) de v en €2 de manera inyectiva
sobre la e—franja alrededor de N o~. De hecho N seguiré siendo inyectiva
sobre la unién de U(e) con D,(p1) y D,(p2). Sea € > 0 el supremo de todos
los valores de € que pertenecen al intervalo (0,7) para el cual U(e) exista.

Ademas es claro que U(€) C 2. Supongamos que € < r. Ver figura 4.20.

Figura 4.20: N(U(8)), € <.
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Entonces en algin lugar de la clausura de U(€) en Q debe haber un punto
p en 9. Ademas de €so, N(p) debe encontrarse en la parte de la frontera
de N(U(g)) que corre a lo largo de un circulo no geodésico T' sobre S?
paralelos a NV o~ con su centro en el lado opuesto de I'. En consecuencia Q
serfa concavo en p, contradiciendo el hecho de que € es pseudo-convexo. Por
tanto concluimos que £ = r. El proximo paso de la demostracion es construir
una familia decreciente de entornos Vy en €2, con 0 < 0 < ) < 7/2, de modo
que N(Vp) es justamente la r—franja alrededor de N o~y y entonces Vj es
convexo. Ver la figura 4.21

Figura 4.21: r—franja (sombreada) y N(Vj) (rayado)

Y su construccion se da de la siguiente manera. Sea C el cilindro eliptico
formado por la union de todas las lineas paralelas al eje x en entre los bordes
de N(D,(p1)) y N(D,(p2)). Ver la figura 4.22

Figura 4.22: Cilindro eliptico C.

PUCP 107



4.2. TEOREMA DE EFIMOV 108

Sean P, y P; los planos horizontales en R? tangentes a C por encima y por
debajo, respectivamente. Sea yo < 0 la ordenada del centro de N(D,(p1))
y N(D,(p2)). Para cualquier 6 en el intervalo (0,7 /2], denotemos por P,
v P, alos planos en R* que forman un angulo 6 con el plano z = 0 y que
son tangentes a C a lo largo de la recta y = const. > yy con z = const. > 0
y z = const. < 0, respectivamente. Es claro que los planos P:/z y P;/Q
coinciden y son verticales. Por otro lado, ambas familias de planos P, y
P, son continuas en [0, 7/2], y representan “el enrollamiento hacia atras”
a lo largo de C de Py y Py, respectivamente, hasta que se logre la posicion
vertical comtn. Es claro que existe un tnico valor 6 en (0,7/2] para el
cual los planos Pg y Pg’ pasan por el origen de coordenadas y cortan a S?
en circulos geodésicos tangentes a los bordes de N(D,(p1)) v N(D.(p2))-
Antes de definir los entornos Vj en €2 para 6 € [0,@, seran necesarias
algunas construcciones adicionales en S?. Sean aj y by los puntos donde
P, interseca las clausuras de N(D,(p1)) y N(D,(p2)) respectivamente, a,
y b, los puntos donde P, interseca las clausuras de N(D,(p1))y N(D,(p2))
respectivamente. Sea I'j el camino a lo largo del lado izquierdo de la frontera
de N(D,(p1)) uniendo a aj con a, y sea ['j el camino a lo largo del lado

izquierdo de la frontera de N (D, (pz)) uniendo a b, con b, .

Figura 4.23: §—entorno de N o~y

Finalmente para cualquier valor 6 € [O, ﬂ, la region abierta en S? debajo
de P/ y encima de P, , a la derecha de I’y y a la izquierda de 'Y serd
llamado un f—entorno de NV o v en S%. Observamos que el 0—entorno de
N o~ es la f—franja y el #—entorno contiene cualquier §’—entorno, donde
0<60 <0<0.
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Figura 4.24: §—entorno. Figura 4.25: f—entorno.

Ahora sea 0 > 0 el supremo de todos los valores de 6 en el intervalo [O, ﬂ
tal que algin entorno Vj de v en () es aplicada de manera inyectiva por N
en un 9:entorno de N oy en S?. Queda claro que V5 existe. Supongamos
que ¢ < 6, entonces debe existir algin punto p en la clausura de V en  que
esta en 9. Bajo nuestra suposicion que €2 contiene las clausuras ﬁr(pl)
v D,(ps) de D,(p1) y Du(ps) en €, entonces N(p) debe tener distancia
mayor que r de los extremos de N o . Por tanto N(p) estaria a lo largo
del arco de un circulo no geodésico I' = ng NS? o PN S?, cuyo centro
en S? estd del lado opuesto de I del #—entorno de N o 7. Por tanto, si
0 < O tenemos que Q serfa concavo en p, lo cual es una contradiccion.
En consecuencia 6 = 0. Ahora consideremos H como el conjunto V3 en ).
Entonces Y es convexo pues el f—entorno de N o v en S? es convexo. Para
completar la demostracion necesitamos ver que ocurre cuando las clausuras
de D,(p1) y D,(p1) en © no estén completamente dentro de €. Observemos
que para cada p en (0,7), los discos geodésicos completos D,(p1) y D,(p2)
tienen clausura en que estan completamente dentro de €). aplicando los
argumentos del caso previo tenemos la existencia de un conjunto H, en Q
que contiene a v, D,(p1) y D,(p2). Entonces basta tomar H como la unién
de todos los H, con p € (0,r), es decir

H= |]J H,
pe(0,r)

el conjunto abierto H es convexo y contiene a v, D,.(p1) y Dy (p2).
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¢) Supongamos que existen dos caminos geodésicos distintos v; y 72 en Q que
unen p; con po, luego por la afirmacion 4.2.16, si €2 no es una esfera, entonces
I(v;) < mpara j = 1,2. Entonces Novy; = N o7, lo cual contradice el hecho
de que N es localmente inyectiva en §2. Por tanto existe una tinica geodésica

v en  que une p; con py, donde ademas I(y) = d(p1, p2).
]

Con todas estas herramientas a la mano, ya estamos listos para demostrar el
lema B.

Demostracion del lema B. En primer lugar observemos que si ) es una esfera,
entonces N es inyectiva sobre Q, N(Q) = S? y Q tiene area finita igual a 4.
Entonces asumimos de ahora en adelante que €2 no es una esfera. Supongamos
que p y ¢q son puntos distintos en €2. Como 2 es conexo, entonces podemos elegir
un camino parametrizado I' en €2 que une p con ¢. Tenemos ademéas que I' es
compacto y N es una isometria local, entonces existe ¢ > 0 suficientemente
pequeno tal que cada punto de I' es el centro de un disco geodésico completo de
radio € en ). Ahora fijemos un nimero finito de puntos p = po,p1,.--,Pn = q
en I', indexados en el orden indicado de la parametrizacion de I', de manera que
d(pj-1,p;) < € para todo j = 1,2,...,n. Sea D; el disco geodésico completo
centrado en p; con radio €. Observemos que por construccion el centro de D; esta
dentro de D;_;, es decir p; € D;_;. Entonces por ejemplo que en (2, py puede
ser unido a p; por una unica geodésica 7y, con I(y1) = d(po,p1). Veamos por
induccién que existe una tnica geodésica vy que une a py con p,. Supongamos que
para todo j = 1,2,...n — 1 fijo podemos unir py con p; por una tnica geodésica
7v; en €, con l(vy;) = d(po,p;)- Por la afirmacién 4.2.16 tenemos que [(y;) < 7
y por la afirmacion 4.2.17, I(vy;) + 2¢ < 7 con [(7;) = d(po,p;). Por otro lado
podemos usar el conjunto abierto convexo H proporcionado por la afirmaciéon
4.2.17 para garantizar la existencia de una geodésica ;41 que une py con pji1, ya
que el dltimo punto se encuentra dentro de D;. Finalmente, ;. debe ser la tnica
geodésica en  que une py con pjr1 v U(vj+1) = d(po, pj+1). Asi, por induccion,
p = po puede ser unido con ¢ = p, por medio de una dnica geodésica 7,, con

I(7n) = d(p, q). Esto significa que €2 es convexo.

a) Sean p y ¢ dos puntos distintos de €2, entonces por el argumento anterior

existe una tnica geodésica v en {2 que une p con ¢ y ademas [(y) = d(p, q) <
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7. Pero como N| es inyectiva, tenemos que N(p) # N(g). Por tanto N es
inyectiva en ().

b) Observemos que N(£2) es la imagen isométrica inyectiva de la superficie
convexa §). Dado que cualquier conjunto convexo en S? debe ser

simplemente conexo, € en si mismo debe ser simplemente conexo.

¢) La primer afirmacion de este item se deriva directamente del item a, ya que
S? tiene area finita. La afirmacion méas especifica de que 2 tiene area < 27,
cuando € no es la esfera, se estable mediante la siguiente afirmacion. (Ver
también el ejercicio 1 de [Sto89, p. 280]).

Afirmacion 4.2.18. Si E es un subconjunto convero de S?, entonces E estd
contenido en un hemisferio de S*. (Si E es ademds abierto, entonces E estd

contenido en un hemisferio abierto de S*).

Sea ¢ un punto de S? cuya distancia r a E es maximal. Si r > 7/2 la afirmacion
quedaria demostrada. Supongamos entonces que 0 < r < 7/2 y que existe un
tinico punto p € E a una distancia de ¢, es decir 7 = d(p, q) = d(q, E). Sea D el
disco geodésico centrado en p y de radio e < r/2.

Figura 4.26: D = D.(p) con € < 7/2.

Entonces el conjunto compacto E \ (D N E) tiene distancia p > 7 de q.
Traslademos el punto ¢ a una distancia ¢ del punto p, donde § < min{p —
r,m/2 —r} a lo largo de la geodésica que une p con g en la esfera. El nuevo
punto ¢ alcanzado en S? tiene una distancia mayor que r a £ N D, ya que D
se encuentra en el hemisferio abierto de S? que consta de todos los puntos mas

cercanos a g que a ¢. Pero, por nuestra eleccion de 6, la distancia de ga E\ (DNE)
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también es mayor que r. En efecto, tomamos el punto medio ¢, del arco geodésico
7 que une ¢ con g, sea C,, el circulo geodésico que pasa por g, formando un

angulo recto con vy

Figura 4.27: d(q,p) = 6 donde 6 < min{p —r,7/2 —r}.

Sea u € D, entonces

d(q,u) < d(7, q) + d(g, )
<min{p —r,7/2 —r} +d(q,p) + d(p,u)
<T/2—r4+7T+7T/2
< 3m/4

dado que 0 < r < 7/2. Entonces, existe un hemisferio abierto que contiene a
D, q,¢n v q. Para cualquier u € D, existe un arco geodésico v; uniendo u con ¢

y 72 uniendo u con q. Sea Q) = v, N C,, . Luego
d(q,u) < d(p,Q) +d(Q,u) = d(q, Q) + d(Q, u) = d(q, u).
Notemos que END es compacto y que d(gq, EN E) = r, entonces
AG.END)>d(g, END) =r.
Por otro lado, si u € E'\ (DN E), entonces
d(q,u) = d(q,u) —d(q,q) > p—6>r.

En consecuencia d(q, E\ (DN E) > r.
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Figura 4.28: d(g, E\ (DN E) > r.

Por tanto ¢ estd mas lejos de E que ¢, lo que contradice nuestra eleccion de
q. De ello se deduce que debe haber al menos dos puntos p; v po de E a una
distancia r de q.

Figura 4.29: d(q,p1) = d(q,p2) =1 < 7/2.

Consideremos ahora el arco geodésico en S? que minimiza la distancia entre p,
y po. Excepto en sus extremos, este arco esta fuera de F, pues 0 < r < w. Como
p1 Y P2 pertenecen a F, existen puntos ¢ v ¢o en E arbitrariamente proximos de
P1 ¥ pe, respectivamente. Podemos escoger ¢; y g2 de manera que el arco geodésico
minimizante que une estos puntos contenga puntos fuera de E. Esto contradice
la convexidad de E. Por tanto el caso 0 < r < 7/2 no ocurre.

Ahora solo resta eliminar la posibilidad » = 0. Como r = 0, tenemos que E es
denso en S?. Dado que S? no es convexo, entonces existe un punto q en S? que no
pertenece a E. Consideremos el hemisferio abierto H con centros en ¢ y tomamos

algin tridngulo geodésico T en H, cuyo interior de 7' contenga a ¢. Como FE
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es denso en S?, existen tres puntos distintos pi,ps ¥ p3 en E arbitrariamente
proximos de los vértices de T, tal que el triangulo geodésico determinado por

estos puntos tiene a ¢ en su interior, en H.

Figura 4.30: Tridngulo geodésico en H.

Pero el arco geodésico minimizante en S? que une a p; con ¢ se extiende hasta
un arco geodésico minimizante en S? que une a p con p que se encuentra al lado
opuesto del triAngulo. Como E es convexo, q debe pertenecer a F, lo cual es una
contradiccion. O

4.2.3 Demostraciéon del Lema Principal

El resultado en el corazén de la demostracion de Efimov es el lema Principal que
se demostrara en esta sub-seccidon. El lema Principal afirma que si existe una
inmersion de cierta region en R? tal que sus autovalores asociados al diferencial
de la inmersi6on son reales y estan uniformemente acotados, entonces existe un
conjunto dentro de esta regién que no es un espacio métrico completo con la
distancia en la métrica inducida por la inmersién.

La forma bastante particular de la region D facilita la demostracion del
teorema de Efimov y es natural preguntarse si otro tipo de regiones también
servirian para este proposito. Tilla Klotz Milnor observo en [Mil72], que la
conclusion del lema Principal sigue siendo valida bajo ciertas modificaciones en la
forma de dicha region, pero la propiedad esencial que debe mantenerse es que D
sea concavo en el origen, es decir en el punto de 9D que falta en D. El siguiente

ejemplo pretende enfatizar este hecho.
Ejemplo 4.2.19. Consideremos la aplicacion

F: A — R?
1
(:E,y) = F(l’,y) = <x75 _y>
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donde A = {(z,y) € R* : 2 > 0}. Luego tenemos
1
P = ( ! )
L 1

1—A 0
det(dF —\)=| 1 = A+ DA —1).
—z A

Entonces los autovalores de dF' son reales y uniformemente acotados, dado que

y en consecuencia

—QS)\1<)\2S2

Ademas como det(dF') # 0, entonces dF es inyectiva, de donde se sigue que F' es

una inmersion. Observemos que esta inmersién F' aplica la regién convexa
R:={(z,y) eR*: (z—1)°+y* <1, >0}

en un subconjunto cerrado (y por tanto completo) del plano.

Figura 4.31: Ry F(R).

Las curvas en R que se acercan al origen son aplicadas por F' en curvas que
tienden al infinito, lo que implica que las longitudes de sus imagenes en F(R)
divergen para la métrica Euclidiana. Luego R dotada con la distancia d7}, asociada
a la métrica riemanniana ¢g* inducida por F' es un espacio completo.

Tengamos en cuenta que Efimov en su lema Principal (original) asume que
los autovalores Ay y Ag tienen signos opuestos. Dado que su prueba no hace uso

de esta suposicion, T. Milnor lo descarta.
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Sea v : [a,b] — R? un camino no necesariamente regular. Consideremos
P([a,b]) el conjunto de todas las particiones de [a,b]. Una particion P =
{a=ty<ti<...<t,=b} € P(a,b]) termina una secuencia de puntos
v(to),v(t1),...,7v(t,) en el camino v que definen un poligonal con longitud dada

por

V(P) = [Iv(te) = v(te-)]l -

Definicion 4.2.20. Diremos que v es un camino rectificable cuando el conjunto
{V(P): P e P(a,b])} estd acotado superiormente. En este caso definimos la

longitud del camino v como
sup{V(P): P € P([a,b])}.

Denotaremos por /() la longitud del camino Euclidiana ordinaria de cualquier
camino ~y en R?, escribiendo asf I(y) = oo en caso v no es rectificable. Para un
camino 7 en D, denotaremos por [*(7) a la g*—longitud de 7, de modo que, como
se senal6 anteriormente [*(y) = I(F o). Si un camino v en D no es rectificable,

tenemos [*(y) = oco. Es claro que d}, = inf{l*(y) : v une p con ¢ en D}.

Definicion 4.2.21. Una funcién £ se dice que es de variacién acotada en un
camino v : [a,b] — R? si existe un nimero real positivo M > 0 tal que para
cualquier particion P ={a =ty <t; <...<t, = b} € P([a,b]) se tiene

Ve(P) = Y llE(v(t)) — E(r(tr-1))l| < M.

Definimos la variacién total de £ en v, que serd denotada por l¢(y), como
le(y) = sup{Ve(P) : P € P([a,b])}.

Consideremos en lo que sigue de esta seccion los conjuntos D y D definidos
en 4.2.

Hipotesis 1. F': D — R? es una C'—inmersion.

Definicién 4.2.22. Un camino v en D, parametrizado por g*—longitud de arco,
que une dos puntos p vy ¢ en D es llamado un camino ¢g*—minimizante si no
existe otro arco en D que una p con ¢ que tenga una g*—longitud menor que la

g*—longitud de 7.
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Observacién 4.2.23. Un camino g*—minimizante v en D debe ser C'—suave.
Esto es obvio cuando v evita la frontera C'* por partes 9D de D, ya que cualquier
sub-camino conexo de v dentro del interior de D es aplicado por F' de manera
inyectiva sobre un segmento de linea en R2 Para la demostracion de que un

camino ¢*—minimizante v es de clase C' incluso si este toca a 0D, puede ver
[Mil72, Apéndice 3].

Definicién 4.2.24. Un camino p : [0,00) — D es llamado rayo distinguido si la
restriccion de p a cualquier intervalo finito [0, s] es un camino g*—minimizante en
D. (Por tanto cualquier rayo distinguido p esta parametrizado por su g*—longitud
de arco mientras que [*(y) = oo. Segun la observacion 4.2.23, cualquier rayo

distinguido es C*—suave).

Observacion 4.2.25. Si p es un rayo distinguido, entonces p(s) debe converger
al origen en R? cuando s — 4o00. Caso contrario, para valores arbitrariamente
grandes del pardametro de g*—longitud de arco s, tenemos que p volveria a algin
subconjunto compacto K C D. Pero como la g*—longitud de p entre dos de sus
puntos es igual a la distancia d}, entre ellos, esto produciria puntos del compacto

K arbitrariamente alejados en la distancia d7,, lo cual es imposible.

Observacion 4.2.26. Si p : [0,00) — D es tal que F o vy produce la
parametrizacion por longitud de arco de un rayo euclidiano, entonces p es un
rayo distinguido.

Definicién 4.2.27. Dado un numero real 0, consideremos la funciéon lineal en
R2

&(z,y) = xcosf + ysenb.

Sea v un camino rectificable y l¢(7) la variacién total de £ en ~. Por tanto, cuando
6 = 0, tenemos [, () que es la variacion total de z en 7; y cuando 6 = 7/2 tenemos

l,(7) que es la variacion total de y en 7. Ahora, si v pertenece completamente a

D vamos a denotar por [{(7) a la variacién total de  en F' o, es decir

le(7) = le(F o).

En particular,
(V) =L(Fov), Ii(y)=1(Foy).

Observacion 4.2.28. Notemos que [(7) < I(7)+1,(7), y si v estd en D, entonces
() < () +50)-
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Definicién 4.2.29. Una cuasi-distancia d en D es una funciéon de D x D en R

~

que satisface las propiedades usuales de una distancia, excepto que d(p,q) = 0 es

posible incluso si p # ¢. De manera mas especifica, d debe satisfacer:

a) d(p,q) >0,

b) d(p,p) =0,

¢) d(p.q) = d(q.p).

d) d(p,q) < d(p,7) +d(r,q),

para todo p,q v r en D. Diremos que una cuasi-distancia d es mayorada por d},
siempre que c?(p, q) < d}(p,q) para todo py g en D.

Definiciéon 4.2.30. Definimos la cuasi-longitud de un camino rectificable  :
la,b] — D como

n

~ -~

l(W/) = sup d(’y(tk—l)a ’Y(tk))7
k=1
para todas las particiones finitas a = tg < t; < ... < t, = b de [a,b]. Es claro que

ZA(v) puede ser infinito.

Observacion 4.2.31. La distancia d}, es una cuasi-distancia, mayorada por si
misma, con la cuasi-longitud asociada [*. De manera mas precida, dado cualquier

0 con § = xcosf + ysend, la funcion di dada por

d¢(p,q) = inf {lg(y) .7y une p con ¢ en D}
es una cuasi-distancia en D, mayorada por dj,, con la cuasi-longitud asociada [¢.

Lema 4.2.32. Si una sucesidn de caminos v; : [0,1] — D converge
uniformemente en la distancia d}, para un camino v : [0,1] — D, necesariamente

continuo, y st d es una cuasi-distancia en D mayorada por dy,, entonces

~

ZA(V) < liminf {(v;).

~

Demostracion. Desde luego [(v), asi como [*(v;), puede ser finito o infinito. En

~

cualquier caso, dado un M < [(v), elegimos una particion

O=to<t1 <...<tp =1
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de [0, 1] tal que

M < Zj(u(ti_l), v(t;)).

como v; converge uniformemente para v y d es mayorada por dj,, entonces para
todo € > 0, existe un entero N = N (M, ¢) tal que
~ €

4 . < méx d* . =
i d(v(1).v,(1) < mis dp((8). (1) < 5

para todo 5 > N. Luego tenemos que,

k k k
M <D d(w(ti), vy (tin) + D dls(ti), vy(t) + D d(ws (1), ()
<%'k‘—|—z\(l/])—|—%-k:2\(l/])—|—€

]

Corolario 4.2.33. Si la sucesion de caminos v; : [0,1] — D converge
uniformemente en la distancia d}, para un camino v : [0, 1] — D, necesariamente

continuo, entonces
li(v) < liminf If (v;)
para cualquier 0 fijo, con & = xcosf + ysen .
Demostracion. Basta aplicar el lema 4.2.32 a la cuasi-distancia dg. O

Corolario 4.2.34. Si la sucesion v; : [a,b] — D de caminos g*—minimizantes
en D convergente uniformemente en la métrica dj, para el camino v : [a,b] — D,

entonces v es también un camino g*—minimizante en D.

Demostracion. Notemos primero que la distancia dj, desde 7;(a) hasta v;(b) es

b — a para todo j. Luego haciendo 7 — oo, se sigue que
d(v(a), 7(b)) = b—a.
El lema 4.2.32 garantiza que

I*(y) < iminfl*(y;) = b —a,
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dado que d}, es una cuasi-distancia mayorada por si mismas. Por tanto [*(vy) =
b—a, y para mostrar que vy es un camino g*—minimizante en D, solo necesitamos
verificar que v estd parametrizado por un parametro de g*—longitud de arco.
con este fin, dado cualquier s fijo en (a,b) aplicamos los argumentos recién

completados a los caminos 'yj|[ en lugar de a los caminos 7;. Eso da como

a,s]
resultado el hecho de que ’Yj’[a p tiene g*—longitud s — a, lo cual prueba el

corolario. O

Lema 4.2.35. Si D es completo en la distancia dj,, entonces existe un radio

distinguido en D.

Demostracion. Queremos construir un rayo distinguido p : [0,+00) — D.
Cualquier punto en D puede servir como punto inicial pg para p. Por conveniencia,
tomamos py = (1,0), donde r > 0 es el radio de la circunferencia C' usada en la
construccion de D. Para k = 1,2,... consideremos la exhausion de D por los

conjuntos compactos
2 2 T
D(k) = {(x,y) €D:x"+y > §}
y sea dp,;, la distancia en D(k) definida por

dpy = Wf {I*() : 7 une p con g en D(k)}.

2

Como C(k) = {(x,y) eD: 2’ +y°= %} es compacto para cada k € N,

entonces existe un punto p, € C(k) tal que

Ay (Po; C(k)) = dpy(Po, Pr) = k-

Diremos que el camino 7 : [0,1*(y)] — D(k) es g*—minimizante en D(k) si v esté
parametrizado por g*—longitud de arco, con I(y) igual a la distancia dpy entre
sus extremos. Vamos a construir para cada £ € N un camino ¢g*—minimizante en
D(k) de py a pg. Tomando k fijo. Por la definicion de djj(k), podemos encontrar

una sucesiéon de caminos
vj : [0,1"(v;)] = D(k)

que van de py a py, tal que cada v; sea parametrizado por g*—longitud de arco
y que I*(v;) — ¢; cuando j — +oo. Restringiendo cada v; al intervalo [0, ¢,

tenemos que v;([0, ¢x]) estd enteramente contenido en D(k), pues caso contrario
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tendriamos para algtn jy y algin so < ¢ que v;,(so) = p € C(k) lo que implicaria

que dj, ) (po,D) < ¢ = Ay (po, Cx) lo cual es una contradiccion. De este modo

Vjlipe, €8 camino en D(k) para todo j € N. Como la sucesion (tho,ck}) es
equicontinua y el conjunto {v;(s) : j € N} C D(k) es relativamente compacto
entonces el teorema de Ascoli-Arzela garantiza la existencia de una subsucesion
de (Vj|[056k]>j que converge uniformemente para un camino, necesariamente

continuo,
& ¢ [0, cx] = D(k)

que va de pg a pg. como [* (yj|[0 %]) — ¢ cuando j — 400, se sigue del lema
4.2.32 que

() < jETml (Vj\[o,cko = ¢y

Pero por la definicion de ¢ tenemos I*(yx) > ¢k, en consecuencia [*(yy) = ¢.
Para mostrar que 7, es g*—minimizante en [ nos resta ver que -y, esta

parametrizado por g*—longitud de arco, para esto consideremos cualquier s en

0, cx] y aplicamos nuevamente el lema 4.2.32 a las restricciones de v, y v; a [0, s]

v [8, cx]. Obteniendo asi

* (th]) < lfm I* (Vj|[s,ck]> A 4

Pero como vimos antes [*(y;) = ¢, entonces [* <%|[0 5]> 4N <,yk|[57ck;]) = Ck-
Luego tenemos

(o) =1 (how) + 7 (o) =1 (o)

:ck_¢*<yﬂh%o > s,

Por tanto [* <7k|[0,s}> = s, es decir 7, es una camino ¢g*—minimizante en D(k)
que une pg con p.

Pero observemos ahora que 7, también debe ser un camino ¢g*—minimizante
en D que une py con pg, ya que cualquier camino ¢g*—minimizante en D que
une po con pg que sale de D(k) tendria algin primer punto ¢ el cual intersecaria
con C(k), y q estarfa mas cerca a p en la distancia dpy due py, lo cual es una

contradiccion.
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Para cada m = 1,2,...,k denotemos por 7;* a la porcion de ~ desde ~;(0)
hasta Yy (cn), es decir " = Y|, ;- Como un sub-camino de ~;, esta restriccion
Yot de v a [0,¢,) es en si misma un camino g*—minimizante en D. Haciendo
uso nuevamente del teorema de Ascoli-Arzela tenemos: Como D(1) es compacto,
entonces existe una subsucesion N; C N tal que los caminos v} : [0, ¢;] — D(1),
para k en Nj, convergen uniformemente para un camino p; : [0,¢1] — D(1)
cuando k — +oo en N;. Por el corolario 4.2.34, tenemos que p; es un camino
¢g*—minimizante en D. De manera analoga, como D(2) es compacto, entonces
existe una subsucesion Ny C N tal que los caminos 7 : [0, co] — D(2), para k en
N, converge uniformemente para un camino ps : [0, o] = D(2) cuando k — 400
en Ny, el cual es una extension de p; y también es un camino g*—minimizante en
D. Por un proceso inductivo, obtenemos para cada m = 2,3,... una extension
Pm [0, ¢m] — D(m) de p; que es un camino g*—minimizante en D.

Por construccion tenemos que 0 < ¢; < ¢ < .... Sea Csp < 00 el limite de
la sucesion creciente (¢, ), cuando m — +o0. Para cada s en [0, ¢y, ) definamos
p(8) := pm(s), usando cualquier m suficientemente grande de modo que ¢, > s.
De esta manera p : [0, cx) — D asi definido es un camino ¢g*—minimizante entre
cualesquiera dos puntos. Es claro que p es candidato a ser el rayo distinguido que
estabamos buscando, pero para que esto ocurra debemos mostrar que c,, = 00.

Supongamos entonces que ¢, = [*(p) < co. Notemos ademas que

dy(po,p1) < dp(po,p2) < ... < dp(Po,Po) < - .. < Coo-

De esta manera, los puntos p(¢,,) = pm(¢m) = pm formarian una sucesion de
Cauchy en la métrica d},, esto ocurre dado que d},(p;,p;) = dj(p(ci), p(c;)) =
lei — ¢;]]. Como D es completo, entonces la sucesion (p(cp,)),, converge para un
punto de D. Por la construccion, de los puntos p(c,,) en C(m), tenemos que esta
sucesion converge para el origen en R?, lo cual es una contradiccion. Por tanto p

es realmente un rayo distinguido. O]

Habiendo probado el lema 4.2.35, serd util tener informacion sobre el
comportamiento de F' o p para cualquier rayo distinguido p. Como indica la
observacion 4.2.23, F' toma cualquier sub-camino de p que se encuentre en el
interior de D y lo lleva a un segmente de recta en R?. Pero, si p tiene partes a
lo largo de D N 0D, la situaciéon puede ser mas complicada. de manera general,

F o p puede parecerse a la curva de la figura 4.32.
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Figura 4.32: F'(D) sombreado

Lema 4.2.36. Sea v un camino g*—minimizante en D, sea p en DNOD un punto
interior de 7y, y sea U cualquier entorno de p en D. Entonces F(U) contiene uno
de los dos semidiscos cerrados A cortado por la recta tangente L a F(vy) en F(p)
de algin disco cerrado en R? con centro F(p). Ademds, F(yNU) es disjunto del
interior de A, siempre que F' sea inyectiva en U.

Figura 4.33: A sombreado

Demostracion. Es suficiente considerar el caso en el que U es compacto y
simplemente conexo, con U N 0D conexo, F inyectiva en U y ninguno de los
extremos de v en U. (Cualquier entorno de p en D contiene tal U). De la
observacion 4.2.23, tenemos que la recta L es tangente a F(y) y F(D N oD)
en F(p). Véase [Mil72, Apéndice 3|. En particular, p no puede ser una esquina

de DN 9D. Como F' es un difeomorfismo local en algiin entorno de p en D, y
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como D N 9D es suave en p, la recta L corta el plano tangente a R? en F(p) en
dos semiplanos abiertos que consisten de vectores que apuntan para “dentro” o
“fuera” de F'(U). (De lo contrario, elegimos U atin méas pequeno). Elegimos un
rayo euclidiano que comience en F(p) cuyo vector tangente inicial apunta “hacia”
F(U) en F(p). Algtn segmento inicial de este rayo se encuentra dentro de F(U),
y puede extenderse hasta que llegue por primera vez al borde del conjunto F(U),
digamos en el punto gq.

Notemos que ¢ no puede estar en F(U NAID). Si lo estuviera, el segmento de
recta v desde F(p) hasta ¢ junto con el camino de F'(U N 0D) desde F(p) hasta
g formarian una curva de Jordan que delimita una region R C F(U), como se

muestra en la figura 4.34.

Figura 4.34: R sombreado

Expresemos a v como la unién de dos sub-caminos cerrados, que se intersecan
solo en p. Uno de estos, digamos 7, es llevado por F' a un camino que entra
inmediatamente en R, y que eventualmente debe dejar R, ya que ninguno de
los extremos de v se encuentra en en el conjunto compacto U. Pero v no puede
cruzar D N AD. Por tanto, F(y¥) sale primero de R desde un punto g de v. Esto
implicaria, sin embargo, que F o~ coincide con v de F(p) a ¢, dado que v es
un camino g*—minimizante en D entre dos de sus puntos. Pero F' o~ es tangente
a L en p, lo que lleva a una contradiccion.

Se sigue entonces que ¢ se encuentra en F(ﬁ), donde U es el subconjunto
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compacto

U = 0U Nint(D)

~

de OU. Si la distancia entre F\(p) y F(U) es 2¢, el semidisco cerrado de radio ¢ al
lado apropiado de L servird como el A indicado en el lema 4.2.36. Para mostrar
que F(yNU) es disjunto del interior de A si F' es inyectiva en U, supongamos
que F(yNU) contiene un punto F'(p) que pertenece al interior de A. Entonces
el segmente de recta 5 de F(p) a F(p) estaria completamente dentro de F(U).
Dado que 7 es un camino g*—minimizante, S debe coincidir con el camino de
F o~y de F(p) a F(p). Pero F o es tangente a F'(0D) en F(p), mientras que 3

no. Esta contradicciéon completa la demostracion. O

Lema 4.2.37 (Lema de Comparacion). Sea v un camino g*—minimizante en D
que une a con b, y sea 1 cualquier camino de clase C* por partes en D que une

a con b el cual estd libre de auto-intersecciones. Entonces para cualquier 6 fijo

() <)
donde & = xcosf + ysend.

Demostracion. Es suficiente demostrar el lema para el caso § = 0, de modo
que £ = z. Para ajustar el argumento a un 6 general, basta reemplazar x en
todas partes por &, y usemos en la direccion vertical mencionada a lo lardo de la

demostracion, las direcciones paralelas a la recta £ = 0 en R%

a) Consideremos primero el caso en el que 7 y ¥ se encuentran solo en sus
extremos a y b. entonces el subconjunto K de D limitado por v y %, es
compacto y simplemente conexo. Denotemos por N el conjunto de todas
las coordenadas = de los puntos de F(OK) en los que la recta tangente a
F(OK) no esta definida o es vertical. Definamos z*(p) en cualquier punto
p de D, igual a la coordenada x en F(p), tengamos en cuenta que las
funciones de valores reales x* oy y 2* 09 son de clase C* y C! por partes,
respectivamente. Ademas, N incluye todos los valores criticos de x* o~y y

x* o1, si g es una valore critico de z* o ~y, entonces
d d

— (2% 0o)(sg) = —(my 0 Fo~)(s
(" 09)(s0) = (w2 0 F 07)(s0)

= Ty (dF'y(so)’Y/(30>) =0.
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Es decir, la recta tangente a F'(OK) en F/(y(so)) es vertical, luego (x*ov)(so)
estd en N. De manera analoga los valores criticos de x* o 1) estan en 1.
Ademaéas N contiene como méaximo una cantidad finita de valores adicionales,

es decir los valores de x* en las “esquinas” de 0K.

Luego por el teorema de Sard tenemos que N es un conjunto cerrado de

medida nula. denotemos por ~° la porcién de v en la que * & N.

Definicién 4.2.38. Diremos que un camino parametrizado v en D es
pre-vertical si F' o v produce una parametrizacion por longitud de arco
ordinaria de un segmento de recta vertical en R? (que puede ser abierto,
cerrado; finito o infinito). Por tanto, un camino pre-vertical v es siempre

un g*—minimizante en D entre dos de sus puntos.

Dado cualquier punto p en 4%, como F es un difeomorfismo local, existe un
entorno U (en K) tal que p € Uy F(U) es la interseccion de una bola abierta
en R? con F(K). Sabiendo que z*(p) no pertenece a N, podemos escoger
un segmento de recta vertical en F'(K) que comienza en F(p). Tomando la
imagen de ese segmento de recta por una inversa local de F', obtenemos en
K un camino pre-vertical que comienza en p (observemos ademds que un
camino de ese tipo es tinico). Con un argumento analogo podemos extender
ese camino pre-vertical v hasta que él interseque algin punto de la frontera
de K, digamos en ¢. Otra manera de ver este hecho, es que si tal extension
v a 0K fuera imposible, entonces v podria extenderse a un camino pre-
vertical v : [0,400) — K que comienza en p. Esto produciria puntos de
K en v arbitrariamente alejados de p en la distancia d},, lo cual es una

contradiccion ya que K es compacto.

Ademas, ¢ debe estar en v, y no en v por que de lo contrario el segmente
del camino g*—minimizante v que va de p a ¢ tendria que coincidir con v,
lo cual es una contradicciéon dado que p € +°, de modo que F o~ no es
vertical en F'(p). Finalmente, el vector tangente a F o ¢ en F(q) esta bien
definido y no es vertical pues p € 7°, es decir 2*(q) = 2*(p) € N. Debido a
que solo hay una direccién orientada en la que un camino pre-vertical puede
salir de un punto p € 7° para entrar al interior de K, solo existe el camino

pre-vertical v dentro de K que comienza en p € 4° y termina en .

Por tanto, podemos pensar el punto final ¢ de v en ¢ como una funcién

q = q(p) para p en ~°. Denotemos por ¢° la imagen de 7° debajo de q.
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Figura 4.35: K sombreado

Dado cualquier punto ¢ = ¢(p) en 1°, solo hay un arco pre-vertical no trivial
en K que comienza en 0K y termina en ¢, digamos, el arco v desde p usado
para definir ¢ = ¢(p). Para ver esto, observemos que ¢ fue el primer punto
mas alla de p en v en el que v interseca con 0K, y que solo hay una direccion
pre-vertical orientada desde la cual uno puede acercarse a ¢ dentro de K,
va que z*(q) € N si ¢ € ¥°. Concluimos entonces que la funcion ¢ = ¢(p)
es inyectiva. El teorema de la funcion implicita indica que ¢ es de clase C*
como una funcion del parametro g*—longitud de arco en 7° (heredado de la
parametrizacion de 7). Dado cualquier p en 7°; ¢ es de clase C*' en ¢ = q(p),

con F o) no vertical en F(q).

Por nuestra definicion de 1, tenemos
(7°) = B°) < G(¥).

Denotemos por SY al conjunto [0,7*(y)] en el cual

Lt ((s) £0.

()
to) = | as= [
0 So

Por definicion de Sp, tenemos que la restriccion x*°7|so es una

Entonces

d

Lt (1(9) .

S| as

C'—inmersion . Si retiramos de Sy un conjunto de medida nula, la pre-

imagen de N por la aplicacion x* o v, la integral anterior no se ve alterada.
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Luego I*(7y) = I%(7°). Por tanto

L) =50 < ().

Esto prueba el lema 4.2.37 en caso de que 7y y 1 se intersequen solo en sus

extremos.

Supongamos entonces que 7y y v tienen puntos interiores en comun. si 7y
y 1 coinciden, entonces nada a probar. Denotaremos por ¢’ la parte de
1 disjunta de 7. Como v es cerrado en R? tenemos que v es un abierto
relativo de 1. Asi, podemos escribir ¢’ como una union disjunta numerable

y disjunta de sub-caminos abiertos 1; de 1,
¥ = s

Supongamos que la enumeraciéon es tal que

() 2 (W) = ...

Si estan involucrados mas de un nimero finito de caminos 1);, entonces

ltm I*(¢) = 0,

1——+o00

dado que I*(¢)) es finito. Haciendo un cambio lineal de parametro, de ser

necesario, de modo que v : [0, 1] — D. Esto induce las parametrizaciones
wi : (aiabi) — D7

donde los (a;, b;) son sub-intervalos disjuntos de [0, 1]. Consideremos ahora
el sub-camino v; de v entre los extremos 1(a;) y ¥ (by) de ¢,. Haciendo un
cambio lineal en la parametrizacion por g*—longitud de arco de v, si fuese

necesario (que puede tener que invertir la orientacion), tenemos
" - [al,bl] — D

donde 71 (a1) = ¥(ar) y 71(b1) = ¥(by). Como =, y la clausura del camino
11 se encuentran solo en sus extremos, luego por el argumento dado en la

primera parte de la demostraciéon tenemos,

U(m) < () = L),
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Definamos un nuevo camino v, : [0,1] — D dado por

() — Y(t) , t¢lar, b
e {m@,ta%m

entonces tenemos [%(¢)) > I%(v1). De manera similar, el camino v, de 7y entre
los extremos ¥(az) y ¥(by) de 1y puede ser reparametrizado si es necesario

(posiblemente invirtiendo su orientaciéon) para convertirse en
Y2 : [ClQ,bQ] — D,

con Yo(az) = ¥(az) v v2(be) = 1(by), entonces I%(y2) > I%(12). Si definimos
un nuevo camino v, : [0,1] — D dado por

wm:{mw’tﬂww

’72(15) y t e [ag,bg}
entonces tenemos [f(¢) > I (vy) > Ui(1a).

Continuando este procedimiento, obtenemos una sucesion de caminos v; :
[0,1] — D, que unen t(0) y ©(1). Por supuesto, si solo hay m sub-caminos
1;, donde 1 < m < oo, entonces tomamos v; = v, para todo j > m. En

cualquier caso,

W) 2 L0n) 2 15(n) 2 ...,
mientras que todos los caminos v; se encuentran en el conjunto compacto
v U . Como I*(¢;) — 0 cuando i — —+oo, entonces para todo € > 0,
existe un entero positivo iy tal que I*(¢;) < e para i > iy. Por otro lado, si
1> 7 > 19, entonces

sup dp(v4(t), v;(1)) < 20 (1),

te(0,1]

dado que I*(¢)1) > [*(12) > .... Por tanto los v}s convergen uniformemente
en la distancia d}, para un camino, necesariamente continuo v : [0,1] — D.
Haciendo uso de las dltimas desigualdades anteriores y el corolario 4.2.33,
tenemos

W) 2 lin L) > G).

Pero, por construccion, todos los puntos de v se encuentras a lo largo
del camino v, con v uniendo continuamente los extremos de . Luego

IX(v) > l%(7), lo que concluye la demostracion del lema 4.2.37.
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]

Observacion 4.2.39. La conclusion del lema 4.2.37 sigue siendo valida incluso si
el camino v de clase C! por partes tiene un ntimero finito de auto-intersecciones.
Por que uno puede construir facilmente, usando porciones de 1 entre auto-
intersecciones, un nuevo camino 271\ de clase C'* uniendo los extremos originales de

P, yiibre de auto-intersecciones. Como [} (1)) < [f(¢)), el lema 4.2.37 aplicado a
vy 1 nos da

-~

le(v) < l() <)

Para el resto de la sub-seccion, supongamos ademas de la hipdtesis 1 lo

siguiente:

Hipoétesis 2. Los autovalores Ay y Ao de dF son reales y ademds estdan

uniformemente acotados a lo largo de D por alguna constante .

Juntas, las hipotesis 1 y 2 garantizan que los autovalores A\ y Ay de dF
sobre D son reales, distintos y no nulos. Por tanto, dado que F' es de clase C*,
los campos vectoriales unitarios asociados a la primera y segunda auto-direcciéon

nunca coinciden en D, cada una es continua y estén libres de singularidades.

Definicién 4.2.40. Un camino C! en D que es tangente a la primera (o segunda)

auto-direccion en todas partes se denomina primer (o segundo) camino propio.

El vector tangente a un camino propio en p en D es aplicado por dF' en un
vector paralelo, tangente a F oy en F(p). Por tanto dF conservara la orientacion
del vector tangente si el autovalor asociado en p es positivo, e invertira la
orientacion si ese autovalor es negativo. Segin las hipotesis 1 y 2, los autovalores
A1 ¥y A mantienen cada uno un signo fijo en todo D.

Como D es simplemente conexo, podemos fijar una orientaciéon en cada campo
de auto-direcciones son continuos y libre de singularidades, ningin camino propio
puede cruzarse, ver |Har02, p. 150|. En particular, no hay caminos propios

cerrados.

Definicién 4.2.41. Dado cualquier 6 fijo y la funcion linea asociada & =
x cos O + ysen 6, una £ —cadena es cualquier camino parametrizado C! por partes
en D formado por un nimero finito de caminos propios, y a lo largo del cual £ es

estrictamente creciente.
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Lema 4.2.42. Dado un punto p en el interior de D, en el que & = xcosf +
ysenf > 0, entonces existe una E—cadena € que comienza en p y terminag en un

punto de la frontera de D.

Demostracion. Dado t, introducimos las coordenadas &, 1 en R? donde

& =xcos +ysend,
n = —xsenf + ycoséb.

Sea Vi (o V4) el conjunto relativamente cerrado de D que consta de todos los
puntos en los que la primera auto-direccion (o la segunda) es paralela al eje 7.
Notemos que V; NV, = (). Denotaremos por f; (o f2) a la funcion continua de
valor real en D\ 'V} (o D\ V5) que asigna la pendiente ‘;—2 asociada con la primera
(o segunda) auto-direccion en cada punto. Por tanto, un camino propio que no
es paralelo en ninguna parte al eje n puede expresarse como la grafica de una
C!'—funcion n = n(€) que satisface una de las cuales diferenciales
dn dn

d_éa:fl(gvn) 0 d_£:f2(§an)v

con una orientacion apropiada.

Sea & > 0 la coordenada & en el punto p dado en el enunciado. Primero
probaremos el lema 4.2.42 bajo el supuesto de que & > 0. con este supuesto, el
semiplano H que consiste de todos los puntos en R? tales que & > &, interseca a
D en un conjunto compacto.

Sea 3¢ la distancia Fuclidiana entre los subconjuntos compactos V3 N H y
VoM H. Se sigue que los e—entornos cerrados N.(ViNH) y N.(VanH) de ViNH
y VoM H en D N H tienen distancia Euclidiana al menos €. Por tanto p no esta
en N.(V1 N H) o bien p no estd en N.(Vo N H) donde, por supuesto, p puede
no estar en ninguno de los dos. Por conveniencia, supongamos que p no esta en
N.(VinH). Como p & N.(V1 N H), entonces cerca de p, el primer camino propio

que comienza en p puede ser expresado por

dn

d_f — fl(gv 77)
el cual tiene una solucion de clase Ct, n = n(&) sobre algin intervalo [£, & + §)
con 1(&p) igual a la coordenada 7 en el punto p. Por el lema de Zorn, esta solucion
puede ser extendida sobre algin intervalo maximal [£, &) sujeto a la restriccion

de que el grafico de la solucion permanece dentro de D \ Vj. Si este gréfico
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no interseca a N.(V; N H) , entonces el grafico permanece dentro del conjunto
compacto

(DNH)\ N(VinH)

sobre el cual la funcion continua fi(&,7n) es acotada. En particular, fl—g = f1(n,§)
esta acotada en la grafica de n = n(&), de modo que nuestra solucion n(§) debe
tender a un limite 7; < oo cuando £ — &;. Ademas, el punto (£1,71) debe estar
en 0D. De lo contrario, (£1,7;) es un punto interior de D, y para algin 6 > 0 la
solucion n = (&) de 3—2 = f1(&,n) puede extenderse a un intervalo mas grande
(€0, &1 + 9), contradiciendo asi nuestra eleccion de &.

Si el grafico interseca a N.(Vi N H), digamos en p', entonces p’ & N.(Vo N H)
y podemos elegir un segundo camino propio que comienza en p’ con £ creciente,

y lo extendemos (por un argumento analogo al anterior) hasta que interseque a
0D o bien a N.(Vo N H).

Figura 4.36: N.(ViNnH) y N.(VoanN H)

Continuando con este proceso eligiendo de manera alternada el segundo y
luego el primer camino propio, la construccién termina con un nimero finito de
pasos con el ultimo camino propio terminando en un punto de dD. Para probar
este hecho, tengamos en cuenta que todos los caminos propios utilizados en la
construccién tienen pendiente acotada, dado que los primeros caminos propios
evitan N.(V4 N H), y los segundos caminos propios evitan N.(Vo N H). Ademas,

los valores de & en el camino % que se estd construyendo estdn acotados, ya
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que D es acotado. Por tanto % tiene longitud finita, lo que significa que % no
puede oscilar infinitamente entre los conjuntos N.(Vi; N H) y N.(Vo N H), los
cuales estan separados al menos por una distancia € > 0. Por tanto, después de
un nimero finito de pasos se completa la construccién de . De este modo el
lema 4.2.42 queda probado para & > 0. Pero si §, = 0, simplemente elijamos
cualquier porcion suficientemente pequena de un camino propio que deja p con &
creciente, dado que p &€ N.(V; N H) entonces la primera auto-direccién no puede
ser paralela al eje n cerca de p. Alcanzando asi un punto cercano p en el cual
¢ > 0. La demostracion del lema 4.2.42 procede como arriba, usando p en lugar
de p. O

Lema 4.2.43. Para cualquier {—cadena € tenemos,
(%) < a-1(%)
donde a es la constante usada en el enunciado del lema principal.

Demostracion. Sea I un subconjunto del dominio de €, tal que €|, es de clase
C'y dFy»€'(t) = \€'(t), para todo ¢ en I. Entonces

J

d /
a(g oFo %)(t)‘ i /1 |d€peey (dFgwE'(t))] di

= [l larcoo 0] a
I
<a- / |dEp )€ (1) dt
Ja

luego If(€|;) < a-le(€];). Si € (t) fuese un autovector asociado a Ay llegarfamos
a la misma conclusion. Como % se compone de caminos propios sobre los cuales

§ es creciente, entonces se concluye que [f(%) < a - [¢(E). O
Como [¢] < r en D, entonces tenemos el siguiente resultado
Corolario 4.2.44. 51 ¢ es una £—cadena tenemos,
l{(€) < 2ar

donde r es el radio usado en la definicion del conjunto D.
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Lema 4.2.45. Si p es un rayo distinguido, entonces [(7y) es finito, y por tanto

[ es infinito.

Demostracion. Supongamos que p comienza en el punto py en D. Sea v un
segmento de recta vertical en D desde py a un punto gy en el arco circular
" = C N D, donde C es la circunferencia x? + y*> = 72. Si py pertenece a
C’, entonces pg = qo vy v es degenerado. Luego, existen dos casos posibles.

Denotaremos por z(p) a la coordenada = del punto p, para cualquier punto p
en R2.

Caso A: Existe una sucesiéon s; — +oo de valores del parametro de

g*—longitud de arco para p tal que z(p(s;)) > 0, donde j =1,2,....
Caso B: Para algin ¢ > 0, z(p(s)) < 0 para todo s > o.

Para demostrar el lema 4.2.45 en el caso A consideremos los puntos p; = p(s;)
en p. Tomando una subsucesion de (p;); de ser necesario, podemos suponer que
los p;.s estan en el interior de D. Luego, por el lema 4.2.42, podemos considerar

para cada j, una z—cadena %; que comienza en p; y termina en algin punto ¢;
en 0D.

Figura 4.37: Caso A

Como z(p;) > 0, mientras x es creciente en %, se sigue que ¢; se encuentra

en C’. Denotemos por d; el arco a lo largo de C” que une ¢; con ¢y. Entonces

[7(6;) < 12(C),
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y si p; denota la porcion de p que va desde py hasta p;, es decir p; = P‘[o,sj]

entonces del lema de comparaciéon 4.2.37 tenemos
l(ps) < 1(€) + 1(C7) + 1L(v)

donde el camino g*—minimizante p; es comparado con el camino formado por
¢; seguido por ; y luego por v. Este camino compuesto puede tener alguna
interseccion propia donde v puede (posiblemente) cruzar %;. Pero como se sefial6
en la observacion 4.2.39, la conclusion del lema 4.2.37 asi sigue siendo valida.

Usando ahora el corolario 4.2.44, tenemos
[2(ps) < 20 + 15(C7) + (V).

Por tanto obtenemos una cota superior para IX(p), una vez que lim [’ (p;) =
J—+0o0
L (p)-
Para demostrar el lema 4.2.45 en el caso B, consideramos dos subcasos:

Caso B1: Existe una sucesiéon s; — +oo de valores del parametro de
g*—longitud de arco para p tal que la distancia dj, entre p(s;) y la porcion

del eje y perteneciente a D es menor o igual a 1 para todo j =1,2,....

Caso B2: Existe un 07 > 0 tal que la distancia dj, entre p(s) y la porcion

del eje y perteneciente a D es mayor que 1 para todo s > oy.

La demostracion del lema 4.2.45 en el caso Bl es muy parecida a la
demostracion en el caso A. También podemos suponer que la distancia dJ, entre
p(s;) y el camino v es mayor que 2 para todo j = 1,2,..., dado que P‘[o,s] es un
camino ¢g*—minimizante en D para todo s > 0, [*(p) = 0o, y v es compacto en D.
Para cada y, tomemos un camino v; en D que esté libre de auto-intersecciones,

y uniendo p; = p(s;) al eje y, con
() < U(vy) < 2.

Desde el extremo p; de v; en el eje y, construimos una x—cadena ¢;. Con p; y 0,

definidos en el caso A, procediendo como se hizo anteriormente, se obtiene
Li(ps) <24 2ar + 1(C) + U (v).

Luego haciendo j — +oo, tenemos I (p) < oc.
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Para demostrar el lema 4.2.45 en el caso B2, se necesita un tipo diferente de
argumento. Si p interseca al eje y, ver figura 4.38, sea p(o9) el dltimo punto de p

que se encuentra en el eje y.

Figura 4.38: R sombreado y p interseca al eje y.

Denotemos por R al subconjunto relativamente cerrado de D limitado por la
porcion de p desde p(o2) en adelante, y el intervalo en el eje y desde p(o2) a (0,0).

En caso de que p nunca cruce el eje y, ver figura 4.39,

Figura 4.39: R sombreado y p evita al eje .

sea p(o9) el dltimo punto de p que se encuentra en el segmente horizontal
desde py al eje y. dada esta definicion de p(o3), sea R el subconjunto relativamente
cerrado de D limitado por la porcién de p desde p(oy) en adelante, el segmente
horizontal p desde p(o3) hasta el punto g en el eje y, y el intervalo en el eje y

desde ¢ a (0,0). En cualquier caso, R es simplemente conexo. Si p interseca al
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eje y, tomemos 0 = o1 + 1. Si p evita al eje y, tomemos g > o7 tan grande que
dp(p(s), ;) > 1si s > 0. Consideremos p; = p(6 + 2j) donde j = 1,2,.... Para

cada 7, definimos

U= {p € D: dy(p.p;) < 1}.

Por construccion tenemos que U; NU; = (0 si @ # j, y por las hipotesis del caso
B2, cada Uj es disjunto de la regiéon z > 0 en D. Supongamos que demostramos

lo siguiente,
Afirmacién 4.2.46. El g*—drea de U;NR es mayor que m para todo j = 1,2, .. ..

Entonces el g*—area de R deberia satisfacer

oo
area”(R) > Zérea*(Uj N R) = oco.
j=1
Pero D es acotado, entonces el drea ordinaria de R C D deber ser finita. Ademas,

como —a < A\; < Ay < a tenemos |JF| < a? en cada punto de D. Por tanto,
drea*(R) < o? - area(R) < 0o

lo cual es una contradiccion. Por tanto, para completar la demostraciéon del lema
4.2.45 en el caso B2, solo necesitamos verificar la afirmaciéon. Para ello, recordemos
que p es de clase C'. Para cualquier p; fijo, sea L la recta tangente a F(p) en
F(p;) Elegimos un entorno U; C U; de p; tan pequeiio que F sea inyectiva en U’.
Entonces L corta al plano tangente de R? en F(p;), en dos semiplanos abiertos
que consisten de vectores que apuntan para “dentro” o “fuera” de F'(R N UJ’) Si
p, pertenece a 0D, entonces el lema 4.2.36 asegura que F(UJ’) contiene uno de los
semidiscos cerrados A cortados por L de algiin disco cerrado en R? centrado en
F(p), con F(ORNU;) disjunto del interior de A, de modo que A C F(RNUJ).
Si p; no se encuentra en 0D, alguna porcién de F' oy que pasa por F(p;) es en
realidad un segmento de L, en cuyo caso la existencia de tal A C F(RNUj) es
trivial.

Dado cualquier vector en F(p;) que apunta “hacia” F'(R N Uj}), considere un
segmento de recta en A que comienza en F'(p;), tangente al vector dado. La pre-
imagen de este segmento de recta bajo F' puede ser parametrizado para producir
un camino ¢g*—minimizante 7 que comienza en p; y se encuentra dentro de R.

Afirmamos que 7 se puede extender a un camino g*—minimizante en R con

g*—longitud de arco igual a 1. De lo contrario, extendiendo 7 como un camino
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g*—minimizante, que comienza en p; hasta que vuelva intersecar a OR en algin
punto g¢;, tenemos [*(7) < 1, de modo que, segln las hipotesis del caso B2 y
nuestra eleccién de o, g; no puede estar en o en el eje y. Por tanto ¢; debe estar
en p, de modo que 7 coincide con la porcién de p que va de p; a g;. Pero esto es
una contradiccion, dado que las tanges de F'opy F o7 en F(p;) son distintas.
concluimos que F(R N U;) contiene uno de los semidiscos abiertos cortados por
L del disco de radio 1 centrado en F(p;). Esto muestra la afirmacion.

Como se sefial en el enunciado del lema, [} (p) < oo, implica que [;(p) = oo,

dado que

oo =1*(p) < I5(p) + [(p)-
0

Definicion 4.2.47. Un camino parametrizado v en D, es llamado pre-horizontal si
F o~ produce una parametrizacion por longitud de arco ordinaria de un segmento

horizontal en R? (que puede ser abierto, semi-abierto o cerrado; finito o infinito).

Definicién 4.2.48. Dado algin rayo distinguido p fijo, sea u = t(s) que denota

la variacion total de y sobre F o[ 4, esto vale pues u = t(s) = [, (F V0.9

Ly (P‘[o,s]>> garantizando la existencia de una funcion ¢ : [0,00) — R de clase C*,
mientras la derivada g—z satisface la inecuacion 0 < % < 1 para todo s € [0, c0).
Ademas del lema 4.2.45, que t(s) — +00, cuando s — oco. Ahora, para cualquier
nimero u = t(s), denotaremos por h, al camino pre-horizontal maximal en D que
contiene a p(s). Notemos que h, es determinado de manera tnica para cualquier
u en [0,00), dado que si u = t(s1) = t(sq2), entonces la parte de p que une p(s;)

con p(sq) es pre-horizontal.
El siguiente enunciado se deriva con bastante facilidad del lema 4.2.45,

Corolario 4.2.49. Para cualquier rayo distinguido fijo p, los caminos h,, tienden

al origen cuando u — —+o00.

Demostracion. Fijemos un rayo distinguido p, y sea h, la seccién pre-horizontal
que pasa a través de p(s), donde u = t(s) mide la variacion total de y en F o p
desde p(0) hasta p(s), como en la definicion 4.2.48. Para cualquier k = 1,2,. ..
fijo, mostraremos que h, es disjunto del conjunto compacto

2

D(k) = {(m,y) eD: 2yt > %}
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para todo u suficientemente grande, donde r es el radio de C. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que p(0) estd en D(k). Sea p(s) el dltimo punto
de p en D(k), ver la observacion 4.2.25. Si h, con u = t(s) y s > S interseca a

D(k), entonces h,, deberia intersecar al arco circular

QM:{@wGDwf+f:;}.

Figura 4.40: D(k) sombreado

Sea v el sub-camino de h, que une p(s) a un punto en C'(k). Por la desigualdad

triangular la g*—longitud de p entre p(s) y p(5) debe satisfacer
s—s<UI"(v)+1"(C(k)).

Por otro lado, el lema de comparaciéon 4.2.37 indica que
L (v) < L(p) + L (C(R)).

Pero, I}(v) = I*(v) dado que v es pre-horizontal. Luego,

s — 5 < I"(v) + I"(C(k))

—
S
S~—
+
8 %
S
Q
—
ol
S~—
N—
+
=
—
Q
~—~
™
N—
N—

(4.5)

Por el lema 4.2.45, el lado derecho es finito. Entonces, eligiendo para s
cualquier valor, suficientemente grande, que no cumpla (4.5), sabemos que h,,

no interseca D(k), lo que prueba el corolario. O
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Observacion 4.2.50. Supongamos que D es completo en la distancia d7j,, y que
v es un camino pre-horizontal maximal en D. Si Fovy es y segmente de linea finito
al que le falta uno de sus extremos, digamos ¢, entonces cualquier sucesion {g, }
de puntos en F' o~y que converja para ¢ conduce a una dj,—sucesion de Cauchy
{F_l(qn)} en D. Como se supone que D es completa, entonces F~1(g,) — p para
algiin p en D, y v puede extenderse a un camino pre-horizontal que contenga a
p, lo que contradice la maximalidad de ~. Pero si F' o~ no es finito, es decir
I*(v) = oo, entonces midiendo la g*—longitud de arco a lo largo de 7 desde
cualquier punto fijo en v en una direcciéon apropiada, obtenemos un camino pre-
horizontal 5 : [0,00) — D. Por la observacion 4.2.26, tenemos que 7 es un rayo
distinguido. pero al ser pre-horizontal, I%(v) = [*(y) = +o0, lo cual contradice
al lema 4.2.45. Concluimos entonces que si D es completo, cualquier camino pre-
horizontal maximal v en D da como resultado un segmento de linea cerrado y de
longitud finita F o+, de modo que 7 es un camino que une dos puntos de DNJD,
dado que todo segmento cerrado en el interior de F'(D) puede ser extendido hasta
intersecar a F'(0D).

Esta observacion se aplica en particular a los caminos h,, descritos
anteriormente, en caso de que D sea completo.

Denotemos por P, la porciéon abierta de la parabola y?> = —cr que esta
contenida en D y no interseca a la circunferencia z? + y* = r2. Sean ademas
Py y Py las componentes de Py que se encuentran por encima y por debajo del

eje x, respectivamente. El siguiente es un resultado clave,

Lema 4.2.51. Supongamos que D es completo con la distancia d}, y sea p un
rayo distinguido fijo. Consideremos Q como el subconjunto de R™, formado por

todos los valores de u para los cuales la seccion pre-horizontal h,:
a) interseca a p de manera transversal, y

b) interseca a D de manera transversal en un punto b (u) sobre Py y b~ (u)

sobre Py .
entonces () es abierto y RT \ Q tiene medida finita.

Demostracion. Si u esta en (2, entonces h,, se encuentra con p solo en tinico punto
p(s). De lo contrario, si h, también se encontrara con p en p(s'), entonces p y hy,
tendrian que coincidir entre p(s) v p(s’), v su interseccién no seria transversal.

De manera similar, si u estd en (), entonces h, se encuentra con 0D sb6lo en
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Figura 4.41: Interseccion transversal de h, con py 0D

sus extremos Py” y Py . Dado que el camino ¢g*—minimizante h, no puede pasar
por una esquina de 0D, y cualquier otra intersecciéon de h, y 0D no podria
ser transversal. Para mostrar que € es un subconjunto abierto de R, fijemos
cualquier v en €2, y notemos que el subconjunto compacto h, C D posee un
entorno IV en D tan pequena que F es inyectiva en N, mientras NNoD = NNF,.
Ademas, N puede elegirse tan pequeno que F(N N Py) y F(N Np) no tienen una
tangente horizontal en ninguna parte, ya que el conjunto de todos los puntos de p
en Py o p para los cuales FI(Fy) o F'(p) es horizontal en F(p) tiene una distancia
positiva del conjunto compacto h,. Notemos que F'(h,) es un segmento de recta
horizontal que interseca F'(N Np)y F(N N P) transversalmente, con un extremo
en F(NNP))yelotroen F(NNPFy).

Figura 4.42: F(N N D) sombreado dentro de F(N).
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Claramente, si u' estd suficientemente proximo de wu, entonces F(h,) es
también un segmente de recta horizontal que interseca F(N Np)y F(N N Fy)
transversalmente, con un extremo en F(N N Py") y el otro en F(N N P;). Por
tanto, u’ pertenece a (2, y en consecuencia €) es abierto. Nos resta mostrar que
R\ Q tiene medida finita, fijamos cualquier  en R* tan grande que para u > u,
el camino entero h, estd mas ceca del origen en R? que p(0). Segin el corolario
4.2.49, tal u debe existir. Ahora mostremos que R™ \ Q interseca al intervalo
(W, 4+00) en un conjunto de medida nula. Con este fin, sea W; el conjunto de

valores criticos de la funcion de clase C' u = ¢(s), donde

9

dt do,
o= | oo

con y* asignando a cada p en D la coordenada y de F(p). Entonces por el
teorema de Sard tenemos que W; tiene medida nula. Claramente, RT \ W) es
solo el conjunto abierto que consiste de todos los u para el cual h, interseca a p
transversalmente. La funcion inversa s = ¢t~1(u) esta bien definida y es de clase
C' en R \ ;. Ademaés, la funcion

Y*: RT\W; — R
u = Y (u) ==yt (p(t ()

*

du

es de clase C' y # 0. En realidad

dy* dy* ds dt ds
= = e = L
du ds du ds dt

Notamos que y* es constante a lo largo de h,, de modo que Y*(u) es también
el valor de y* en cualquier extremo de h, en Fy. Si V' es el conjunto de valores
criticos para la funciéon y* restringida a Fy, entonces V' tiene medida nula por el
teorema de Sard, y por tanto su imagen inversa W, bajo la C*—inmersion Y* debe
ser un conjunto de medida nula en R™\ W, (no importa que V' contenga valores
no alcanzados por Y*). Para completar la demostracion de que R \ € interseca
al intervalo (u,+o00) en un conjunto de medida nula, mostremos que para cada
u > uen R\ (W, UWs;) debe estar en Q. Tomando u > u en R™\ (W, UWS,), los
extremos de h, existen, y pertenecen a DN JD, como se senala en la observacion
4.2.50. (La suposicion de que D es completo en la distancia d}, es esencial aqui).
como u ¢ W entonces h, interseca p transversalmente. Como u > u, entonces

h, permanece méas cerca del origen que p(0), y por tanto nunca se encuentra
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con el arco C' C 0D. En consecuencia los extremos de h, se encuentran en F,.
Ademas, h, interseca a P, transversalmente, ya que u ¢ Ws. Supongamos ahora
que ambos extremos de h, se encuentran en el mismo eje x en Fy. Entonces h,
junto con un camino cerrado de P, deben limitar una regiéon compacta K C D.
El rayo distinguido p que comienza en p(0) € K y cruza K en p(t~'(u)), nunca
mas interseca 0K . Pero esto es imposible por la observacion 4.2.25. Por tanto los
extremos de h, deben estar en lados opuestos del eje x en Fy, de modo que u se

encuentra en €. Luego
m((RY\ Q)N (4, +00)) € m((Wy UW,) N (1, +00)) = 0.
Esto completa la demostracion del lema 4.2.51. O

Observacion 4.2.52. Dadas las hipotesis del lema 4.2.51, y haciendo uso del
teorema de la funcion implicita tenemos que a) implica que t~*(u) esta bien
definido y es continua en €. De manera similar, b) implica que b*(u) y b~ (u) son

funciones continuas en ).

Definicién 4.2.53. Cada punto p sobre el eje x positivo determina dos rectas L™
y L~ en R? tangentes a la parabola P desde arriba y desde abajo, respectivamente.
Para cualquier p, denotamos por G la region cerrada, finita y acotada por un

segmente de LT, un segmente de L~ y un arco de P.

Figura 4.43: Region G.

Definicion 4.2.54. Para cada u en (Q existe claramente un punto p(u) mas

proximo al origen en el eje x positivo, de modo que la region cerrada G = G(u)
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determinada por p = p(u) contenga h,. Denotemos el area Euclidiana de G(u)

por A(u). Las lineas a lo largo de la frontera de G(u) seran denotados por L™ (u)
y L™ (u).

Figura 4.44: Region G(u).

Observacién 4.2.55. Por supuesto, G(u) no necesita estar dentro de D. Pero
del corolario 4.2.49 del lema 4.2.45 se deduce que G(u) C D para valores

suficientemente grandes de u en ).

Corolario 4.2.56. Bajo las hipdtesis del lema 4.2.51, la funcion A(u) es
estrictamente decreciente sobre Q) y A(u) — 0 cuando u — +00 en Q. De hecho,

A(u) es continua en ), pero esta informacion no serd necesaria.

Demostracion. Del corolario 4.2.49, tenemos que h, tiende al origen cuando
u — 400, entonces A(u) tiende a cero cuando u — +oo en €. Sean uy y uy en €
con uy < ug, entonces h,, Nhy, = (). Sea K la region limitada por el arco Py h,,.
Ver la figura 4.45. Como uy € €2, entonces h,, interseca a p transversalmente en
solo un punto, digamos p(s2). Por tanto p|;, . ) C K. Sea p(s1) la interseccion
de h,, con p, entonces s; > sy luego p(s1) € Ky h,, C K. Por tanto A(u) es

estrictamente decreciente. O

PUCP 144



4.2. TEOREMA DE EFIMOV 145

Figura 4.45: Region K sombreado.

Sea z = z(u) la funcion que asigna a cada u en § la g*—longitud de h,, es
decir z(u) = I*(h,) > 0. Es claro que z es continuo en €. Para cada u fijo en
), denotemos por H(u) a la uniéon de todos los h,s para valores v’ > u en Q, de
modo que

H(u) = U P

u' e
u' >u

Dado algtn intervalo I de QN (u, +00), denotemos por H; a la union de todos
los h,s para valores v’ € I. Como Y™* es inyectiva en I C 2, se sigue que F' es una

C'—imbedding en H;, de modo que la g*—Aarea de H; es
area*H; = /z(u)du
I
por tanto, la g*—area de H(u) esta dada por
o*(u) = area”H(u) = Z/ 2(u)du,
j=1“1;
donde el conjunto abierto € N (u, 4+00) se escribe como una unién numerable de

intervalos abiertos I;.

Lema 4.2.57. La funcién o* : Q — R es estrictamente decreciente, con

do*
du

= —z(u).
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Demostracién. Recordemos que |JF| < a? en D para una constante . Como

H(u) C D, mientras que D tiene area menor que 7r%, tenemos
* 2 2 * 2,2
o*(u) < a”-area"H(u) < amre,

de modo que o*(u) es finita para todo u € Q. Como {2 es abierto y no vacio,

[e.9]
z > 0 en  entonces o*(u) = Z/ z(u)du debe ser estrictamente decreciente y
j=171;

positiva. Escribiendo I} = (u,a) para algin a en R, tenemos

o*(u) = — /au z(u)du + 2/@ z(u)du

luego por el teorema fundamental del céalculo, se sigue que

o= —z(u).

]

Ahora establecemos la desigualdad bésica necesaria para demostrar el lema

Principal.

Lema 4.2.58. Si D es completo en la distancia dj,, y si se ha elegido un rayo
distinguido, de modo que Q) es definido como en el lema 4.2.51, entonces existe
un subcongunto abierto W de Q cuyo complemento Q\ W tiene medida finita, y
tal que

A2/3(u)

“TCM K™

para cualesquiera numeros u y u; en W, donde ¢ > 0 es una constante.

Demostracion. Si denotamos por o(u) el area euclidiano de H(u), entonces para

todo u en €2, tenemos

o*(u) < a?-o(u) < ao?- Au),

dado que H(u) C G(u) para todo wu.
Denotamos por X = X (u) la funcion estrictamente decreciente en 2 la cual
asigna a cada u el méaximo valor de z en G(u), es decir la coordenada = del punto

p(u). Es claro que existe una cota superior Xy para el conjunto de todos los
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X (u) para u en €. Nuestro objetivo es probar la desigualdad del lema 4.2.58, que
implica la comparacion de los valores A(u) y A(uy) para u'y u; en el subconjunto
W C Q. Es conveniente tener una notaciéon abreviada para nuestros calculos. Por
tanto, teniendo valores fijos u; > u en €2, escribimos A = A(u), A; = A(uy),
o=o(u), o1 =o(uy), o* = o*(u), of = c*(u1), z = z(u), 21 = z(u1), h = h(u),
hi = h(uy), G = G(u), Gy = G(uy), etc. Notemos que u; —u = [’(y) donde 7 es
el arco p entre p(t~'(u)) y p(t7*(u1)). Como u < u; son valores en (2, tenemos
GiCcGy X; < X.

Figura 4.46: G, C Gy X1 < X.

Por la definicion de G, tenemos que h; debe tocar en algiin lado ya sea a L
o L] digamos en . Es completamente indiferente si ¢ se encuentra en L{ o L.
En el primer caso, estamos interesados en encontrar limites superior e inferior
para [g, (7) donde & = zcosf; + ysenf; toma un valor constante £ > 0 en L,
con 6, el angulo agudo positivo que L hace con el eje y. En el segundo caso,
estamos interesados en encontrar limites superior e inferior para [f (y) donde
& = xcos(—01) + ysen(—0;) toma un valor constante £ > 0 en L.

Dado que los argumentos involucrados son esencialmente idénticos en ambos
casos, asumiremos, para fijar nuestras ideas, que g se encuentra en L.

Dado que los extremos de h;, se encuentran en lados opuestos del eje x,

entonces h; debe cruzar en algiin lugar el eje x positivo. Por tanto, si ¢ es cualquier
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punto situado mas a la derecha en h;, la coordenada x de g debe ser positiva.
Por el lema 4.2.42, existe una x—cadena % que comienza en ¢ y termina en un
punto de 0D, y en particular, para C' C 9D dado que z es creciente a lo largo
de ¥. Por tanto € debe cruzar h para llegar a C’, por lo que podemos considerar

el arco €’ de € desde ¢ hasta su primera interseccion ¢’ con h.

Figura 4.47: x—cadena %”.

Por el lema 4.2.43, tenemos que [%(¢") < a - 1.(¢”"). Pero [,(¢") no es mayor

que el valor de z en ¢/, que a su vez no es mayor que X. Por tanto
B(E) <a-1,(¢)<a-X.

Como 7 es un camino g¢g*—minimizante, el lema de comparacion 4.2.37

establece que
(7)< L(h) + () + 1(6").
En consecuencia,
() < 24 21 + aX. (4.6)

En este punto, usaremos la ecuacion z = —cy? para P. Sea pi = (—z¢, ) el
punto de intersecciéon entre LT y la parabola P. Sea B la region limitada por esta

parabola y la recta x = —xy. Luego tenemos
o(B)+ A=yo(zo+ X)

La ecuacion de la recta LT esta dada por
1
2./cxg

Yy—1Y = — (z + o)
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Figura 4.48: B sombreado.

o - L .
como Yy = ,/—, entonces podemos reescribir la ecuacion anterior de la
\V ¢
siguiente manera
o 1
Yy—@/—=- (x + o).
c 2./cxy

Como el punto p(u) = (X(u),0) = (X,0) pertenece a L*, obtenemos

Zo 1
iy, el X
C 2\/cx0( + o)

de donde podemos concluir que X = xy. Por otro lado observemos que

0 - 4e x9N\ 3/2
=2 f =g ()T
4c iy 3/2 . X
3 (3) +a=yT e

de donde X = (5\/EA) y de manera analoga X; = (5\/&41) . Por tanto,

luego tenemos

podemos reescribir (4.6) de la siguiente manera

IF(y) < 24 2+ ag - A3, (4.7)
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3 2/3
donde oy = (5\/5 > (0 es constante. Volvamos al problema de encontrar

limites superior e inferior para [ (7). Como & = xcosf; + ysen;, escribiendo
(Fov)(t) = (x(t),y(t)) tenemos

ly(t) = y(to)|sen by < |&1(F(1(1))) — & (F(v(to)))| + |2(t) — z(to)] cos b1

luego
L (v) -sent <1 (v) + 1;(7) - cos 0.

En particular,
I, (v) = 15 - sen 6, — 17 (). (4.8)
Por otro lado,

2X1 CX1

—_— = ————.
/%—1-4)(12 deX; + 1

Usando el hecho de que Xy > X > X; tenemos

senf; =

senf; > aq - A1/3 (49)

(12¢2)1/3

VvV 4CXO —I— 1

15, (y) > I - senfy — I(v)
> 1(y) - ar- A}/S — (2 2 ay - A2P). (4.10)

donde a; = > 0. Por tanto de (4.7), (4.8) y (4.9), logramos obtener

De esta manera, obtenemos el limite inferior deseado. Para encontrar el limite
superior, recordemos que la funcién lineal & asume algin constante £ > 0 a lo
largo de L]. Ademas £ < & en G y en todas partes de la parabola P. Ver figura
4.49.

Asi, el lema 4.2.42 garantiza la existencia de una &;—cadena ¢ que comienza
en ¢ de hy en L] y termina en un punto de C’ en el cual & > £, dado que & es
estrictamente creciente en . De ello se deduce que % debe cruzar h para llegar
a C’, y podemos considerar el arco ¢’ de € desde ¢ hasta su primera interseccion
¢ con h. Por el lema de comparacion 4.2.37,

I (y) <8 (h) 412 () +1E (€7).

PUCP 150



4.2. TEOREMA DE EFIMOV 151

Figura 4.49: B sombreado.

Luego, usando el lema 4.2.43 tenemos
) <z4+z+a-1,(F). (4.11)

Pero [¢(€”) es solo la distancia Euclidiana de ¢ a L. Ademaés, de todos los puntos
en G con & > &, el punto (X,0) es el mas alejado de L. Por tanto

le, (") < cosby - (X — X;) < X,
de modo que de la ecuacion (4.11) tenemos,

() <z+zn+a- X

3 2/3
=z+z+a- (5\@4)
S Z+21+Oéo'A2/3 (412)

el cual es el limite superior para [f () que buscdbamos. Usando las ecuaciones
(4.10), (4.12) y el hecho que () = u1 — u, obtenemos

op - (g —u) - AY? <2 (24 2 + g - AY3).
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Por tanto, para una elecciéon apropiada de las constantes positivas as y ag,

tenemos
(up —u) - A3 < ag- (24 21) + ag - AY3,

Por el lema 4.2.57,

do*

do*
o ()| +

du (1)

<u1—u>-Ai/‘°’§“(

) + ag - AY3, (4.13)
Ahora definimos las funciones f y g en Q2 por

flu) =AY (u),  g(u) = (07)"*(w).

Reescribimos la ecuacion (4.13) en términos de f y g , tenemos

(11— ) - flur) < o (‘392@) 8

d
" \3g2<ul> 1)

) +ag - f2(u),

*

dado que ;— = 3¢°%. Pero 0*(u1) < 0*(u) < a?A(u) implica que g(ui) < g(u) <
u

o3 f(u), de modo que

(ur —u) - flur) < f2(u) [3 iz - a4/ (

dg dg
B+ | )

) + agl L (4.14)

d
Por el lema 4.2.57 y la definicion de g, sabemos que A es continua en (), con

u
g(u) > 0 estrictamente decreciente. Luego el subconjunto €’ de Q dado por

-

es cerrado en € y debe tener medida finita. Si W = Q\ €, y si C es la constante

dg
E—@U

Q':{UEQ:
u

6 - ay - a*/? 4 a3, entonces la ecuacion (4.14) quedaria

(ur —u) - flug) < C- f2(u),

para todo u vy u; en W. Esto demuestra el lema 4.2.58, dado que f = AY3, es

decir

(uy —u) - AYV3(uy) < C - A3 ().
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Finalmente nos encontramos en condiciones de demostrar el lema Principal.

La demostracion seré hecha por contradiccion.

Lema 4.2.59. Si W es un subconjunto abierto de RY, y si RT \ W tiene medida
finita, entonces no existe una funcion f : W — RT estrictamente decreciente tal

que

S (u)
f(ur)

para cualesquiera nimeros u y u; en W, donde C' > 0 es una constante.

w—u<C- (4.15)

Demostracion. Supongamos que existe una constante C' y una funcién
estrictamente decreciente f que satisface la ecuacion (4.15). Como f(u) > 0

para todo u en W, podemos escribir
() = e,
para alguna funcién ¢ estrictamente creciente en W, luego
(uy —u) < Cle— %W (€¢(u1)*¢>(U)) ; (4.16)

Manteniendo u fijo en (4.16), y haciendo u; — +o0c0 en W vemos que ¢(u;) —
+00. Comenzamos construyendo una sucesion xo < xy < x5 < ... en W tal que

para todo i =0,1,2,...,

P(x2i11) < O(22) +1 < d(@2i42) ¥ m(W N (T2i41, $2i+2)) < % (4.17)

La construccion se realiza de manera inductiva. Tomemos en xq cualquier en W.

Supongamos que o < 1 < --- < xg; se han elegido de modo que (4.17) sea

valido para i =0,1,...,(j — 1), elijamos xg;+1 ¥ Zg;+2 de la siguiente manera.
Si ¢(x9; + 1) pertenece a ¢(W), tomemos To;j 11 = Tajio = ¢ (P(z95) + 1).
Si ¢(z2; + 1) no esta en ¢(1V), consideremos

a=if{xeW:¢(x)> d(ry) + 1},
b=sup{x e W:¢(x) < d(xq)+ 1}.

Si x9; # b, escojamos para %o, cualquier valor en W tal que
J ’ 7+

1
T2, < Toj4+1 < b y b— Toj+1 < ﬁ
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Si x9; = b, escojamos xg; 41 = Ta;. Para xg;49 escojamos cualquier valor en W
tal que

1
2j+1°

a < L2542 y Toj+2 — @ <

En cualquier caso, tenemos xg; < Tgj+1 < Tajo mientras (4.17) se mantiene

para i = j. De la ecuacion (4.17) podemos concluir que

d(x2) > P(x0) + 1, (4.18)
para todo 7 = 0,1,2,..., entonces x; — 400 cuando j — +oo. Combinando las
ecuaciones (4.16), (4.17) y (4.18), obtenemos

(372i+1 _ x2i> < Cle—¢(@2i) (e¢($2z‘+2)*¢($2¢))
< Ce$(x20)+1
S Cefd)(wo)fiﬁ’l.

Luego tenemos que

o0

Z(l’gﬂ.l & — I2i> < 0. (419)

i=0
Pero si sumamos a ambos lados de (4.17) la medida de (RT \ W) N (2241, T2i12)

tenemos
L2i42 — X241 = m(x2i+1, $2i+2)
m [(W N (22541, 962¢+2)) N ((R+ \ W) N (241, $2i+2))}

m(W N (Z2i41, SL’2¢+2)) + m((RJr \ W) N (z9i41, x21-+2))

IN

1
< E + 7”I”L((]R+ \ W) N ($21+1,£C2i+2)>.

Luego

i(@iw — Zgiy1) <2+ m(RT\ W) < 00 (4.20)

i=0
De modo que, las ecuaciones (4.19) y (4.20) indican que

o0

D (@ — ;) < e

5=0
Pero esto implica que (z;); debe ser acotada, lo cual es una contradiccion dado
que z; — +00 cuando j — +00. O
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Por tanto, las hipotesis 1 y 2 junto con el supuesto de que D es completo
usando la distancia d7},, conducen a una contradicciéon. Quedando asi demostrado

el lema Principal.
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Capitulo 5

Inmersion isométrica de H" en RP

Perhaps I could best describe my experience of
doing mathematics in terms of entering a dark
mansion. You go into the first room and it’s
dark, completely dark. You stumble around,
bumging into the furniture. Gradually, you
earn where each piece of furniture 1is.

And finally, after six months or so, you

find the light switch and turn it on.
Suddenly, it’s all illuminated and

Kou can see exactly where you were.

Then you enter the next dark room...

Andrew John Wiles.

Dedicamos este capitulo a tratar de responder a una posible
generalizacién del teorema de Hilbert, pero lo abordaremos desde
la siguiente pregunta /existe algin p entero tal que el plano
hiperbélico pueda ser inmerso isométricamente en RP? ;Y la
respuesta correspondiente se puede atin generalizar para H"? A lo
largo de este capitulo veremos resultados dados por Schur [Sch86],
Bierbebach |Bie32|, Blanusa |Bla55|, Rozendorn |Roz60|, Henke
[Hen81|, Azov [Azo85|, Henke-Nettekoven[HN8T7], etc.

Como se vio en el capitulo 2 comenzamos analizando las superficies de
curvatura gaussiana constante negativa, luego vimos que ellas representan una
inmersion isométrica local de H? en R3, ver el capitulo 3, luego tratamos el caso
general en el capitulo 4 de una inmersion isométrica global de H? en R3. Siguiendo
este camino, en la siguiente secciéon veremos la existencia de una inmersion

isométrica, local, de H" en el espacio euclidiano (2n — 1)—dimensional.
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5.1 Inmersion isométrica local de H" en R?"1

En 1886, Friedrich Schur construyé una inmersion isométrica local del espacio

hiperbolico H® = (P,gp) en el espacio euclidiano R?*"~!  ver [Sch86].
Considerando la siguiente aplicacion,
@ (P, gp) — (R, g)
2= (Ur,...,uy) +—  p(z):= (xo(z), z1(2),... ,{Egn_Q(Z))

tal que para cada 1 < k <n — 1, tenemos
e VJu2 = (n—1)a

zo(Ur, ... u,) =a 5 dun. (5.1a)
ay/n—1 un
2
a uk>
Top_1(Ury ..., U,) = —cos|— |, 5.1b
shr () = o cos (7 (5.10)
(e tr) = sen () (5.10)
Top(Ur,...,u,) = —sen(— ), dc
2k (U1 w .
De modo que
2
dTop_1 = SN E (u ) duy, — % cos (u > du,, (5.2a)
- a u? a
2
dxop = o (u ) duy, — 7"_2 sen (uk> du,, (5.2b)
i a @2 a
en consecuencia obtenemos
2 2 a® a’ %
dl‘2k71 + dl’% = U_Qduk + u_4dun
Por tanto
2n—2
prg = dx?) + Z dmz
k=1
n—1
=dr} + Z (dz3,_y + dx3y)
k=1
) (du%+---+dui)
=a
uy,

2
De modo que la imagen ¢(H") es una hipersuperficie (2n — 1)—dimensional
con curvatura constante —1/a®. Hay muchas inmersiones isométricas locales,
explicitas en algunos casos, de H" en R?"~!. Estos se pueden construir utilizando

la transformacion de Ribaucour o Bécklund, ver por ejemplo [TT80| y [DT02].

PUCP 157



5.2. INMERSION ISOMETRICA DE HY EN R, CON P = 158

5.2 Inmersién isométrica de H” en R?, con p = oo

El primer resultado global sobre la inmersibilidad de H? en RP, fue obtenido en
1932 por Ludwig Bieberbach, para el caso p = oo, en [Bie32| quien construyo
una inmersion isométrica analitica de H? = (D, gp) en el espacio de Hilbert ¢2,

representado aqui como R*°. Considerando la siguiente aplicacion,

¥ (Dng) — (Roo>g<>0)
(w,v) = pu,v) = (1(u,v), 22(u,v),...)

donde para cada k= 1,2,... tenemos
u+iv)" u + iv)F
Top_1(u,v) = 2 Re %, Tor(u,v) = 2Im % (5.3a,b)
Sk
Sea z =u+ 1wy 2 = Top_1 + 1x9, = —= para cada k € N, luego tenemos

vk

I
e
&
[CI®)
T
+
QU
8
[CI®)
R,

= 4k|z*¢V|dz?
k=1

= 4|dz]* > k[z|2*+D
=it

|d=|”
(1—]z?)?

du® + dv?
(=02 1 P

:gD

=4

donde en la pentltima igualdad se usé que

= d d/ 1 1
e R k:—( —1): .
; v dx;x dz\1—zx (1—x)?
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De este modo Ludwig Bieberbach consiguié una inmersion isométrica del
plano hiperboélico en R*>. Sin embargo, Blanusa se dio cuenta que estas formulas
no se pueden generalizar al caso de un espacio hiperboélico n—dimensional. Por
tanto, BlanuSa construy6 en 1952 una inmersion isométrica inyectiva de plano
hiperbolico en R*, que pueda generalizarse, ver |Bla52|.

Para hacer esto, veamos primero la siguiente aplicacion
v (gp) — (R%g)
= gD(U,?)) = (mo(u,v),xl(u,v),xg(u,v))

dada por

xl(uvv) = U ) $2(U7U) = 7 )

v a2 — 1
cos(av) sen(av) I / a u2 du (5.4)
1/a u

que, como es bien sabido, determina una inmersién isométrica local del plano
hiperbolico en el espacio euclidiano tridimensional dado por la pseudo-esfera. Sin
embargo, solo la parte del plano hiperbolico ubicada dentro de un horocirculo esta
inmersa y, ademas, la correspondencia entre los puntos de esta parte del plano
hiperbolico y los de la pseudo-esfera no es uno a uno, ya que el borde interior
del horocirculo se enrolla en la pseudo-esfera infinitamente. El pullback es facil
de obtener

y A

du® + dv?
gp*gzdaz%#—daz%#—d@"g:aQ(—u—i_ U) 2

e
El integrando en (5.4) solo es real para u > 1/a, por lo que la parte 0 < u < 1/a
no estd inmersa.

En 1886 Alexander von Brill, en [Bri86], muestra que el espacio hiperbolico
tridimensional puede ser inmerso isométricamente, de manera local, de forma
analoga al caso anterior en un espacio euclidiano de cinco dimensiones, segin la

aplicacion. Sea z = (u, vy, v9),

p: (Pgp) — (Rg)
Z = 90(2) = (xo(z)axl(z)ux2(z)7$3(z>7$4<z>)

dada por
= cos(cwl)’ - sen(avl)’ Ty = M, Ty = M, (5.5a)
u u u U
u /20,2 2
- :/ #du (5.5b)
V2/a u
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(En el articulo de Alexander von Brill, los limites de integracion se omiten
y aparece un signo negativo delante de la integral). Por otro lado para que el
integrando en (5.5) esté bien definido necesitamos que u > ‘/75 Entonces, solo
la parte del espacio hiperboélico que se encuentra dentro de una horesfera esta

incrustada. Aqui también el pullback es facil de obtener

5 = a gp.

5
du? + dv? + dv?
go*gzdx%%—g d:c%:aQ(u—i_ Vit U2> 2
k=1

u

De manera analoga ahora consideramos una aplicaciéon del espacio hiperboélico

n—dimensional en el espacio euclidiano (2n — 1)—dimensional,

@: (P, gp) =5 W2 g

2= (u,v1,...,090-2) = (20(2),21(2), ..., T2n-2(2))

tal que para cada 1 < k <n — 1, tenemos

u 57 5, W]
Zo(u, v, ..., Vop_2) = / \/a C V) du (5.6a)

2

vn—1/a u
cos{av
Tok—1(U, V1, ..., Vop_2) = ¥, (5.6b)
senfav
ZEQk(U7 Ugooo ,Ugn_g) = %, (56C)

la cual es una inmersién isométrica local del espacio hiperboélico n—dimensional en
el espacio euclidiano (2n — 1)—dimensional. El pullback se da de manera anéloga

a los casos anteriores

(5.7)

2n—2
. du® + dvi + -+ dv3,_,
gpg:dx(2)+g dxizcﬂ( 2 )
k=1

donde u esta sujeto a la condiciéon u >

vn—1
—.

Ahora queremos buscar una inmersién isométrica en el espacio de Hilbert ¢2
anéloga a la formula (5.4), en la que, sin embargo, pueda ser inmerso todo el plano
hiperbolico y, ademas, la correspondencia entre los puntos del plano hiperbdlico y
la superficie obtenida debe ser uno a uno. Si esto tiene éxito, podemos esperar que

el resultado se generalice, de forma anéaloga a como (5.4) se generaliza a (5.6a).
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Para este propésito, consideramos la siguiente aplicacion,
2 <P7.gP) — (Roovgoo)
(U,U) = (10<uav) = ($1<U,U),.CL'2(U, U)a-")

en el cual para cada k € N, tenemos

zo(u,v) = F(u), (5.8a)
Top_1(u,v) = fr(u) cos(ayv), (5.8b)
Top(u, v) = fi.(u) sen(axv), (5.8¢)

y exigimos que el pullback tenga la siguiente forma

- du? + dv?
oo = da? gl [ W D SO
¥ g Lo + ZZI Ty a ( u2 )
La cual implica las siguiente ecuaciones
o0 2
a

SR + PP = 2, (592)

k=1
—~ 2 ,  a
> @l fi(w)? = ok (5.9b)

> ) < = . (5.10)

Para obtener las funciones fy(u) y valores ag, tenemos que expandir el lado
derecho de (5.9a) en una serie, cuyos términos siguen siendo positivos para cada
u > 0. Tomemos

1 , 1t

t = , U
1+ u? t

Y

luego

1 t

= =4 P+

w? 11—t T
Dado que u > 0 se sigue inmediatamente que 0 < t < 1, de modo que esta serie
es convergente para todos los valores de ¢ y los términos son positivos. Entonces
en (5.9b) podemos colocar

a
_ Ok
fr(u) o
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Debido a
dt 201 2u? _ (1— 1t
du (1 +u?)? w(l+u?)? u
tenemos
/ ak k/2
= —— P21 -t
) = =472
de modo que
/ 2 a’ k? k k+1 k+2
[f'(w)]” = ﬁ?(t — 2T 4T, (5.11)
k

Después de una ligera reordenacion de los elementos de la serie obtenemos

S =55+ (5-3) e 5 (5272 L2 o

1 A1 Af—2

se supone, por supuesto, que los coeficientes a; se eligen de tal manera que se
garantice la convergencia absoluta para |t| < 1y, por tanto, la reordenacion sea
posible.

Ahora estableceremos condiciones para que la serie obtenida anteriormente sea
2

igual a a—zt, lo que satisface lo requerido en la ecuacion (5.10) debido a 0 < ¢ < 1.
u

La comparacion de coeficientes da

1
—=1
aj
4 2_0
AN
k2 2(k —1)? k—2)?
2 (2 ) +( 2 ) =0, k=3,4,...,
Qg a1 Ak o

y esto es claramente satisfecho por
ar=Vk, k=12 ...

Ahora es sencillo ver la convergencia absoluta de la serie con los términos (5.11).

De la ecuacion (5.9a) se sigue que

2 2 2
’ 2_CL a 9 a
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luego

du
F(u) =a | —— = aarcsenhu.
(u) /\/1+u2

Por tanto, la inmersion deseada tiene como funciones coordenada a

xo = aarcsenh u, (5.12a)

acos(vVkv)
Lok—1 = m, (5.12Db)

B asen(vVkv)
on = (5.12¢)

Antes de realizar la generalizacion analoga a (5.6a), queremos conocer las

propiedades de la inmersiéon obtenida.

La superficie est4 en realidad inmersa en el espacio de Hilbert ¢2, dado que

0 oo
T2 + Z r, = a’(arcsenh u)? + a? Z m
k=1 k=1
es convergente.
La relaciéon entre el plano hiperbolico y la superficie es uno a uno. De hecho,
cada par (u > 0, v arbitrario) corresponde a uno y sélo un punto en el espacio de
Hilbert. Por el contrario, dos pares de valores diferentes no pueden corresponder

a un mismo punto en el espacio de Hilbert. Esto se puede ver facilmente en las

ecuaciones
a cosv asen v (5.13)
r=— I =— .
VI T Vi
y

vy — a cos(v/2v) Cu = asen(\/iv). (5.14)
V2(1+u?) V2(1+u?)
Debido a que
2 2 ’
T+ x5 = m
entonces u debe ser el mismo para ambos puntos. Si se supone que dos valores
diferentes v y T corresponden a estos dos puntos, entonces de la ecuacion (5.13)

tenemos

v=v+2kmr, keZ-{0}
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y por tanto no se obtiene el mismo par de valores x3, x4 en (5.14) debido a la

irracionalidad de v/2. Ademas la superficie est4 libre de singularidades, dado que

la matriz de las derivadas % y aaiv’“ tiene rango 2. El determinante

Oz Oz 2

ou ou _ a~u
Oxy  dxy 1+ u?)?
ov ov ( + )

siempre es diferente de cero para u > 0.
De modo que ahora es mas sencillo realizar la generalizaciéon andloga a
las ecuaciones (5.6a). Por lo tanto, un espacio hiperbolico n—dimensiones esté

inmerso en un espacio de Hilbert por medio de la siguiente aplicaciéon, donde
= (U,Ul, ce 71}7171)7
2 (Pv.gP> — (Roovgoo)
: e e = (@) m(2),. )

tal que paracada k=1,2,... yr=1,2...,n — 1, tenemos

ro = aarcsenh u, (5.15a)

i _acos(y/k(n —1)v,) (5.15)

Z(kfl)(n71)+2’l”*1 - \/m(l —I— u2)k/27 .
asen(+/k(n — 1)v,)

L2(k—1)(n— = .
D=2 = i — 1)(L + w22

Es sencillo confirmar que el pullback tiene la siguiente forma (5.7), es decir

(5.15¢)

5
. du? + dvi + - + dv?_,
gogzdx%%—g dxz:a2< 2 :
k=1

y las propiedades mencionadas previamente de la inmersion (5.12¢) se mantiene

de manera anéloga.

5.3 Inmersién isométrica de H" en R?”, con p < oo

En la secciéon anterior vimos que es posible conseguir una inmersion isométrica de
todo el espacio hiperbolico n—dimensional en un espacio de dimension infinita.
Asi que el objetivo de esta seccion es estudiar el caso de una posible inmersion
isométrica de todo el espacio hiperbdlico n—dimensional dentro de un espacio

euclidiano de dimension finita.
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Los conocidos resultados de Nash-Kuiper (véanse Kuiper (1955) -[Kuibbal,
[Kui55b] y Nash (1954) - [Nas54|), muestran que el Teorema de Hilbert no puede
extenderse a la clase de superficies C'—suaves. Presentamos aqui uno de sus
resultados

Teorema (Nash, 1954 - Kuiper, 1955). El espacio hiperbdlico H" tiene una

Cl—inmersion isométrica en el espacio euclidiano (n + 1)—dimensional.

En 1956 John Nash en su articulo [Nas56| introdujo una técnica importante
al utilizar funciones suavizantes para compensar la pérdida de derivadas. Dando

paso al siguiente teorema

Teorema (Nash, 1956). Cualquier variedad riemanniana n—dimensional suave
admite, para k > 3, un C*—embedding isométrico (global) en el espacio euclidiano
RP, para p = 3s, +4n en el caso compacto y p = (n+1)(3s, +4n) en el caso no

compacto.

La técnica demuestra ser extremadamente 1til para resolver ecuaciones
diferenciales no lineales. Ha sido modificado por muchas personas, incluidos Moser
y Hormander, y ahora se conoce como el teorema de la funcion implicita rigida,
o iteracion de Nash-Moser.

En consecuencia del teorema anterior, el plano hiperbolico H? posee un
C"—embedding isométrico en R®!. Siguiendo a John Nash, uno naturalmente
busca la dimensiéon p mas pequena, es decir minimizar la co-dimension de
la imersion isométrica. Mikhael Gromov en su libro [Gro86], publicado en
1986, estudi6 varios problemas relacionados con las inmersiones isométricas de
variedades Riemannianas. Demostr6 por ejemplo que p = s,, +2n+ 3 es suficiente
para el caso compacto. Luego, en 1989, Matthias Giinther simplificé enormemente
la demostracion original de Nash, en [Gii89]. Al reescribir inteligentemente las
ecuaciones diferenciales, pudo emplear el principio de mapeo de contracciones, en
lugar de la iteracion de Nash-Moser, para construir soluciones. Giinther también
mejor6 la dimension del espacio objetivo a p = méx{s, +2n, s, + n+5}. Todavia
no estd claro si este es el mejor resultado posible en la dimension del espacio

ambiente. Notemos ademas que todas estas inmersiones no son inyectivas.

5.3.1 Teorema de Blanusa para el plano hiperbélico H?>

Como bien dice el titulo de esta subseccion, centraremos nuestra atenciéon a

los detalles de la demostracion del teorema de Danilo BlanuSa que garantiza
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la realizacion del plano hiperbolico en el espacio euclidiano R, ver [Bla55.

Teorema 5.3.1 (Blanusa, 1955). Existe una inmersion isométrica inyectiva, de
clase O, del plano hiperbolico H? en RS,

Ademas dicha inmersion es dada de manera explicita y el método usado
por Blanusa es de vital importancia para posteriores generalizaciénes y también
disminuir la codimensién de esta inmersion, com veremos mas adelante. Un papel
importante en su construccion lo juegan dos pares de funciones auxiliares, uno

de estos pares se da a continuacion

U (u) = exp <2 WTHJ + 5) . ha(u) = exp (2 {%J + 6> (5.16a,b)

Donde |z] denota la parte entera de z.

Yj(u)
P2 (u) 10
S e e e P L —
| —~ R & | |
| O b it it T\~ -~ SV |
| | | | 68 | | | |
w w o— Tt Bl Qe b reg® g T SN w w
l l l l 1 e’ 1 1 l l l
I I I or——t—ey - - - -|- - - - O I I I
l l l l l l gt l l l l l
I I I I O T T Q I I I I
) S A S
I I I I I ¢——¢ I I I I I
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 5.1: Funciones auxiliares 1;(u)

Las funciones 9 y 15 son funciones escalonadas con puntos de discontinuidad
en los nameros impares y pares, respectivamente. Para lo que sigue, es
importante que las funciones escalonadas para diferenciacion se comporten como
constantes, pero ademés crecen arbitrariamente rapido cuando u — o0, es decir

lim ;(u) = +o0.

u—r=Foo
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1
-1
Sea la constante A = / sen(mt) exp | ——— | dt, y consideremos el
0 sen?(7rt)

segundo par de funciones auxiliares de la siguiente manera

o (1) = \/ i /0 " sen(nt) exp (%) dt (5.17a)

() = \/ % /0 " sen(rt) exp (%) dt (5.17b)

luego definimos las funciones f; y f, de la siguiente manera

fi(u) = Zigg% -senh u, fo(u) = zzgz; -senh u (5.18a,b)

Consideremos la siguiente aplicacion

2 (R2agcosh) y—— (R(jag)
(u,v) = p(u,v) = (21(u,v), B2(u,v), . . ., z6(u, v))

con las funciones coordenadas xy(u,v) dadas por

mi(we) = [ 1= (RO - e (5.190)
Ta(u,v) = v, (5.19Db)
z3(u,v) = fi(u) - cos (v -y (u)), (5.19¢)
za(u,v) = fi(u) - sen (v - 1(u)), (5.19d)
z5(u,v) = fo(u) - cos (v - Pa(u)), (5.19¢)
ze(u,v) = fo(u) - sen (v - Yo(u)), (5.19f)

afirmamos entonces que ¢ es una inmersion isométrica de clase C*> del plano
hiperbolico H? = (R?, geosn) sin auto-intersecciones en R®. Veremos més adelante

que el pullback tiene la siguiente forma
©*g = du® + cosh?® v dv?. (5.20)

Hasta el momento no nos hemos preocupado por la buena definicion de las
funciones ¢;(u), f;(u) ni mucho menos de z1(u,v) asi que en este punto vale la

pena estudiar sus buenas definiciones, para esto tomemos

x(u) = sen(mu) exp (_—1)

sen?(mu)
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la cual tiende a cero cuando u tiende a un entero, entonces debemos completar

X(u) = 0 para u € Z. Sean

u+1 1 u
) =5 [t = [ (5.21a,b)
0 0
luego con respecto a (5.17a) y (5.17b) tenemos

or(u) = v/p1(w),  p2(u) =/ pa(u) (5.22a,b)

Ve

Figura 5.2: Funcion x(t)

De esta manera se tiene x > 0 en el intervalo [0, 1], entonces p(u) es creciente
en este intervalo, dado que po(0) = 0, po(1) = 1y ph(u) = x(u) > 0conu € (0,1).
Lo mismo se aplica entonces a la funcion ps(u). Por otro lado tenemos que x(u)

satisface:

X(u+1) = —x(u) (5.23)
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por tanto

=A—-A-ps(u) (5.24)
luego tenemos

pr(u) + pa(u) =1 (5.25)
es decir

1) + p3(u) = 1. (5.26)

Debido a (5.25), tenemos que p;(u) es decreciente en el intervalo [0, 1]. Por otro
lado, de (5.21a,b) tenemos

p1(u) = p2(u+1) (5.27)

y de (5.22a,b),
w1(u) = pa(u + 1). (5.28)

Luego tenemos
pr(u) =plu+1)=1—pi(u+1)=1—pa(u+2)=pi(u+2) (5.29)

y en consecuencia ¢ (u) = 1 (u+2). De manera andloga tenemos ps(u) = pa(u+2)
y po(u) = wo(u + 2). Debido a (5.27), pa(u) debe ser decreciente en el intervalo
[1,2], dado que p;(u) lo es en el intervalo [0, 1]. Ademés dado que pa(u) crece de
0 a 1 en el intervalo [0, 1], lo mismo debe ser cierto para p;(u) en el intervalo
[—1,0] debido a (5.27) y entonces esto se mantiene en el intervalo [1,2], y por

tanto debido a que p2(u) = p2(u + 2), tenemos para todo u,

0<pi(u) <1, 0 < po(u) < 1. (5.30a,b)
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De este modo las funciones ¢;(u) y po(u) estan bien definidas para todo u,

0<wi(u) <1, 0<go(u) <1 (5.31a,b)

Por otro lado es sencillo mostrar que para cada n € Z se tiene

p1(2n) = p1(2n) =1, p(2n+1)=p(2n+1)=0 (32a,b)
p2(2n) = pa(2n) =0, p2(2n+1)=ps(2n+1)=1 (33a,b)

Por otro lado tenemos

X(u) = sen(mu) exp (_—1) = ésen(ﬂu) exp (— cot’(mu)) (5.34)

sen?(mu)
Aunque la funcién cotwu es una funcién trigonométrica elemental, construir

expresiones para sus derivadas superiores es complicado y poco transparente.

Por ejemplo, una simple observacion

d
T cotu = (—1)(1 + cot? u)

d2

) cotu = (—1)*(2cot x + 2 cot® )
u

d3

] cotu = (—1)*(2 + 8cot® z + 6 cot’ x)
u

d4
i cotu = (—1)*(16 cot z + 40 cot® x + 24 cot® )
u

mn
sugiere que —— cotu, n € N es un polinomio en cotu. De manera mas precisa

podemos encontrar en [Hof95a|, [K696] y [Ada07] que

mn
o n
T cotu = (—1)"P,(cot u)
donde P, es un polinomio de grado n + 1, pero encontrar los coeficientes es mas
complicado. Michael Hoffman resolvié este problema dando la férmula recursiva

n

Pra() =3 () ) Poca(2)

k=0

donde Py(z) =z, Pi(x) =2+ 1y z = cotu.
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Generalmente, algunas funciones trigonométricas e hiperbolicas pertenecen a
la clase de funciones cuyas derivadas son polinomios en términos de la misma
funcién, ver por ejemplo [KB67|, [Hof95b] y [Kno03].

Luego es claro que una derivada arbitrariamente alta de x(u) se puede expresar
como el producto de una la funcién exp (—cot?x) y una funcion racional que
consta de sen(mu), cos(mu) y cot(mu). Si hacemos que u tienda hacia algin numero
entero, notamos que tanto la funcién x(u) como todas sus derivadas tienden a
cero. De esto se concluye que en estos puntos la funciéon y(u) es continua y todas
sus derivadas existen y son iguales a cero. No hace falta decir que la funcion
también tiene derivada de cualquier orden en todos los demés puntos.

Segtn (5.21a,b) y (5.23) tenemos

dn 1 dn—l dn—l

el e ) =
du”pl(u) Adur—1 x(u+1) dun—1

x(w) (5.35)

y de manera anéloga

d" 1!

%pg(u) = Zdu"*lX(u)' (5.36)

Debido a las propiedades de la funcion x(u) tenemos que las funciones p;(u) y
p2(u) también tienen derivadas de cualquier orden en todas partes. Para el entero
u, todas las derivadas son iguales a cero, mientras que p;(u) y pa(u) toman los
valores dados en (32a,b) y (33a,b) en estos puntos.

Debido a (5.22a,b) podemos concluir que en todos los lugares donde p;(u) > 0
(respectivamente pa(u) > 0), se tiene que ¢1(u) (respectivamente ¢o(u)), tiene
derivadas de cualquier orden. Para establecer esto también en los puntos donde
p1 v o fallan, tengamos en cuenta que por ejemplo la n—ésima derivada de o
es

dr dn
Jme2t) =2 2/p2 (5.37)

du™

Es decir aqui estamos considerando la n—eésima derivada de una composicién de
funciones g o f donde f(u) = pa(u) y g(u) = y/u. Por otro lado, tenemos la
formula de Faa di Bruno
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Teorema 5.3.2 (Formula de Faa di Bruno, 1855). Si f y g son funciones
F\
(%)

Demostracion. Ver [FAB55|, [Rom80] o [Joh02]. O

n—diferenciables, entonces

dn n d* f/ b1 f// b2
aee = > b1!b2!...bn!'%9(i> (i)

b1+2ba+---+nbp=n

donde k :=by +by+---+b,.

Aplicando la formula de Faa di Bruno, para f(u) = pa(u) v g(u) = u,

tenemos:

L b b n)\ bn
oA Y AR AR Py
du” bl'bQ by! dpsT? \ 1 21 ) '\ n!
1 1 A 7\ b1 7\ b2 (n) bn
Z S Ay | pa—k P2 P2y [ P2
51'52 b'2 2 2 7 1! 21 n!

n!.l(_l). .(l_k+1)
JE— ... — 2 2
donde k = by + by + - -+ + b,. Tomemos a, = Dl (120 (nl)en

entonces tenemos la siguiente expresion

MN\H

= > anod () A () (5.38)

du”

Ahora recordemos que toda derivada de p; es el producto de la funcion
exponencial dada en (5.34) y una funcion racional que consta de sen(mwu), cos(mu)
y cot(mu). Sidenotamos dicha funciéon por R(u), entonces dicha suma S(u) tendra

la forma

|=

S(u) = R(u) - exp (—(by + by + - - - + by) cot®(mw)) - p3 . (5.39)

Ahora sea m € Z.Usando la regla de L’Hopital, primero calculamos el limite

lfm sen’(mu) ply _ lm sen’(mu)x (u)
u—2m 27Tp2<u) u—2m 27(Ap2(u)

3msen?(mu) cos(mu)x (u) + sen®(mwu )y’ (u)

= i
uir2nm 27rx(u)

=1 (5.40)
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usando las ecuaciones (5.34) y (5.40) tenemos,

Iim S(u) = lim R(u)-exp (—(by + by + - - - + by) cot?(7u)) - pzé_k

u—2m u—2m

u—2m

= lim (27r)k_% : Sen%_?’k(ﬁu) cexp (—(by 4 by + - - - + by) cot?(ru)) -
%

R(w) - [paw)] [%] _k

= lim (ZW)k’%  sen?
u—2m

“(ru) - exp (= (b1 + by + -+ - + by,) cot® (7)) -
R(u) - [pau)]

= lim (27r)k_% : sen%_%(ﬂu) cexp (—(by +ba + -+ +by,) cot®(mu)) -

u—2m

R(w) - exp (k A %) =) G (— (% & k) cot2(7ru)>

1 1
- exXp (k - 5) sen? ¥ (7u) - exp (—5 Cot2(7ru))

N

_ k—
= J15.0m)
= 0.

mn

Luego de (5.38) se sigue que %g@(u) — 0 cuando v — 2m. Dado que
wo(u) es continua para u = 2m, también deducimos que todas las derivadas
existen en estos puntos y son iguales a cero. Debido a (5.28) lo mismo se sigue
inmediatamente para ¢;(u) en los puntos u = 2m + 1. Finalmente, es sencillo ver
que las funciones fi(u) y fo(u) definidas en (5.18a,b) también tienen derivadas
de cualquier orden en todas partes. Recordemos que las funciones ¢ (u) y 12(u)
que aparecen en las denominadas funciones escalonadas de acuerdo a (5.16a,b), se
caracterizan por que v (u) tiene puntos de discontinuidad para u impares y ¢ (u),
para u pares; es decir precisamente donde se anulan funciones del numerador y
todas sus derivadas. También es sencillo notar que las derivadas de f; y f> tienden
para 0 cuando uno se acerca a estos puntos “2m” y “2m + 1”7 por la derecha o
por la izquierda, por tanto todas las derivadas existen en estos puntos y son cero.
Ahora nuestro objetivo es mostrar que la funcion x;(u,v) definida en (5.19a) esté
bien definida. Para ello necesitamos conocer mas acerca de |¢) (u)| y @5 (w)].

Dado que x(u) es una funcion impar segin (5.34) y ¢2(u) es una funcion par
segin (5.21a,b) y (5.22a,b), de modo que debido a (5.30a,b) tenemos

pa(u) = pa(—u) = p2(2 — u) (5.41)
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y también

ph(u) = —¢5(2 — w). (5.42)

Por tanto podemos restringirnos al intervalo [0, 1] y, debido a (5.28), a la funcién

wa(u). Ademas en este intervalo tenemos

B x(w)
24/ p2(u) 2A¢ps(u)

|05 (u)] = @y(u) = (5.43)

En el intervalo [1/2, 1] el numerador decrece hacia 0, mientras que el denominador
AY

1_

V=

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
T

Figura 5.3: Funciones x(t) y a(u) para u € [0, 1]

crece hacia 2A. Por tanto, el maximo de ¢} (u) debe estar en [0,1/2]. Ademas en

este intervalo tenemos
u < sen(mu) < mu (5.44)

y por tanto
(1) —1 —1
sen(mu) exp | ——— uexp | ———
P\ sen? (7u) TP Sen? (WU)

t) t dt
\/ / sen(mt) exp <sen2 mt) \/ / P sen2 Wt))

(5.45)
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Tomemos 0 < A < 1, entonces

/ute = dt>/ute LV a
X — < X —
0 P sen?(7rt) A P sen?(7rt)
> / A L Va
X —
\u P sen?(mAu)

= u?A(1 — ) exp (_—1) (5.46)

sen?(mAu)

reemplazando en (5.45) tenemos

7 exp (%)

2/ AN M (o)

2 sen?(mAu)

po(u) <

U = 1
SN exp (QSGHQ(W ) sen? (M)) . (5.47)

., sen(mu i
Dado que la funcion () es decreciente para 0 < u < 1 tenemos, para
u

0 <z <u, que

sen(mu) _ sen(mx)
u 7

tomando ahora z = \u,

A
e P )
A
1
Entonces para "\ < V/2 tenemos:
sen(mu) < V2sen(rmAu)
1 1
— <0
2sen?(mAu)  sen?(wu)
1 1
— <1 5.48
xp <2sen2(7rz\u) sen2(7ru)> (5.48)
. . . 4 1
Por ejemplo podemos elegir en particular A = 5> 7 Luego de (5.47) y (5.48)
obtenemos
5
wo(u) < T =T (5.49)
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Para estimar la constante A, escribimos

A= /0 1 sen(mt) exp (Sen_(jrt)) dt

3/4 1
> /1/4 sen(mt) exp (m) dt

> /1 " sen(r/4) exp (

/4
B 1
NG

y por otro lado

5\4/§e
4

iP5 (u)| < <18 (5.50)

de manera analoga tenemos

| (u)] < 18 (5.51)
para todo u. Como fi(u) = zlgu; - senh u, entonces, entonces
1(u
/ 1 /
fi(u) = ) (p1(u) coshu + ¢ (u) senh u)
luego por (5.31a,b) y (5.51) tenemos
1
(0] < 5 (hor (] ooshul + 4 (1) | sena )
1
< o (@)l explul +1p ()] - exp fu])
- 19 exp |l
xp |u
Y1(u)
as{ mismo, debido a (5.31a,b) y (5.50) tenemos
19
y(u)| < —— exp |ul.
()] < S exl

Por otro lado sabemos que m — |m] < 1, entonces

1 1
ul + _{w; J“ v M{MJQ
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luego tenemos

1
QL%JHNM v V ’J+2>|u|

Debido a (5.16a,b) tenemos

Py (u) = exp (2 {MT%—lJ + 5) > exp (|u] +4), (5.52a)
o(u) = exp (2 {%J + 6) > exp (|u] +4), (5.52b)
en consecuencia, para j = 1,2,
19 19 1
| fi(u)| < %( ] exp lu| < — < 7 (5.53)

Con lo cual tenemos que 1 — [f1(£)]> = [f2(¢)]° > 0 es decir la funcion z; (u, v) esté
bien definida. Debido a todo estos resultados podemos ver que (5.19) esta bien
definida, solo falta ver que es realmente una inmersién isométrica inyectiva. Ahora
veremos que el pullback tiene realmente la forma (5.20). Hagamos unas cuentas
que nos facilitaran el trabajo méas adelante, para no sobrecargar la notaciéon ni
los célculos tomemos 6 = v - ¥ (u)

o= [ 1= -

d.Il \/1 — fl f2 du

da? = (1= [/ - [A) e (5.54)
dzs = dv (5.55)

xg = f1-cos(v-1y) = fi-cosb
drs = ficosfdu — friysenf dv
dr; = [fi]? cos® O du® — 2, f11 sen 6 cos O dudv + fi? sen” § dv? (5.56)
xy = f1-sen(v-1y) = f -senf
dry = fisenfdu + f11)y cosf dv
= [f1]? cos® 0 du® + 21 fiah sen 6 cos O dudv + f21)? sen® 6 dv® (5.57)
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De (5.56) y (5.57) podemos ver que

da + da? = [f{]? du? + f203 do? (5.58)
y de manera anéloga

da? + dal = [f3]? du® + f2i3 dv? (5.59)

Por tanto

6
prg =Y duj
k=1

— (1= (A — 1) du? + do? + [fIP du? + 203 do? + [f3)2 d + Ryl dv?

= du®+ (1+ (fi1)* + (f2102)?) dv?

= du® + (1 + (p1 - senhv)® + (5 - senh v)?) dv”

= du® + (14 (o] + ¢3) - senh®v) dv®

= du’® + (1+ senh” v) dv?

= du?® 4 cosh® v dv?

= Ycosh

Sean (u1,v1), (ug,v2) € H? tales que @(uy,v1) = @(ug, v2), entonces

(1 L 1l Sy 1)

D ) G
Zy, Ty, T3, Ty, Ty, T

- (xh Lo, Ty, Ly, Ty, xG)

donde estamos denotando xi = zp(uj,v;) para k =1,2,...,6 y j = 1,2. Luego

tenemos que v; = ry = x5 = vy, esto gracias a (5.19b). Por otro lado tenemos

que

D ra(u,0) = /1= [P~ [F5(a)] > 0

es decir z1(u,v) es una funcion creciente, se sigue que u; = ug. Lo cual muestra

que  es una inmersion isométrica sin auto intersecciones.

5.3.2 Teorema de Blanusa para el espacio hiperbdlico H"

Con todo lo visto en la sub-secciéon anterior podemos preguntarnos, si dicha
inmersion isométrica inyectiva de H? en R® admite una generalizacion. Danilo

Blanusa en el mismo articulo [Bla55] muestra el siguiente teorema
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Teorema 5.3.3 (Blanusa, 1955). FEziste una inmersion isométrica inyectiva, de

clase O, del espacio hiperbolico H"™ en R"=5, con n > 3.

Sean ) y o nuevamente las funciones definidas en (5.17). También usaremos

las funciones escalonadas 1)1 y 19 de acuerdo con (5.16a,b). Ademas, sea u > 0

pr(1/u) /1 pa(L/u) |1

() = R e By — /= —e20 (5.60ab
1(“) ¢1(1/U) u2 € ) 2(“) ¢2(1/U) u2 € < A, )

Consideremos la siguiente aplicacion, donde z = (u, vy, ...,v,_1),

p: (R%gp) — (R™g)
z = p(z) = (xo(z), 211(2), .-, T16(2), Tn—1)1(2), - - - ,x(n,1)6(z))
tal que para cada k =1,2...,n — 1, tenemos
el

*TO(ua CAPRI 7'Un71) = /1 \/t_2 - [F{(t)]z - [F2/<t)] NP dt? (5613)

~cos(vn —1-vy) (5.61Db)

l’kl(u, Vyyens Jvn—1> =

Tpo (U, v1, .., V1) = ¢ -sen(vn —1-vg) (5.61c)

T3 (U, V1, V) = i1 cos(vn — 1 - v -1 (1/u)) (5.61d)

g (U, V1, o U q) = % ~sen(vn — 1 v - 1(1/u)) (5.61e)
_ B

Ty (U, V1, o Upg) = G Fal cos(vn — 1 - v - a(1/u)) (5.61f)
FQ(U)

Te (U, V1, oy Upy) = NS ~sen(vn — 1 wvg - a(1/u)) (5.61g)

haciendo uso de (5.58) en los calculos sencillos pero engorrosos podemos obtener

n—1 6 n—1
. 1
@ g:dx%+22da:zjzﬁ (du2+2dv,§> :
k=1 j=1 k=1
Por otro lado sabemos que — > e 2% para u > 0, de modo que F; v F

2
estan bien definidas. Ahora nuestro objetivo es mostrar la buena definicién de
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xo(u,v1,...,v,-1). Consideremos t > 1, luego

: L, N AR o2’
0= i 4000 (<) Vg e v T2

) twlu/wlm [‘903(1/” ~ (% - ) —en(1/1) G - t)]

Es claro que para t > 1, tenemos

1
0< —=—¢e"

= <. (5.62)

Como el minimo de la funciéon 1 — t3e~? el cual se da para t = 3/2, es positivo

entonces para t > 1 tenemos:

1
0< i tPe 2 < 1. (5.63)

Finalmente, el minimo de 1 — t2¢=%, el cual se da para t = 1, es igual a 1 — e 2,

luego para ¢ > 1 tenemos:

1—te?>1—e?> d > oé (5.64)
TNN\E2
Con lo cual tenemos
7
|[F1(2)] <:EEQZZE7¥5 1 (1/0)] + 1(1/2) (5.65)
por causa de (5.31a,b) y (5.51), entonces para t > 1
7-19
Flt)| < ————. 5.66
| 1( )| 6t77/)1(1/t) ( )
Por otro lado para ¢t > 1 tenemos
1
41
Y1 (1/t) = exp <2 MQ J + 5) = e, (5.67a)
H
o (1/t) = exp | 2 % +6 | = e, (5.67Db)
y por tanto
133 133
Fl(t — (¢ —. 5.68a,b
R0 < o, 0] < 5o (5.680.D)
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En consecuencia de (5.64) y (5.68a,b) tenemos
1, 6 133\*  (133\* _ ,
- — > —==> | —= -— > |Fi(t E(t
t2 € 72t2 (6t€5> + 6t66 | 1( )| + | 2( )l
y por tanto para t > 1

1 _
5~ PO = [0 —e™ >0

lo cual concluye que la funcion zg(u,vy,...,v,_1) definido en (5.61a) esta bien
definido, para t > 1. Tomemos ahora ¢ < 1. De modo que escribimos Fj(t) de la

siguiente, manera

F(t) = =/ (1= ) — 1/ — e )],
tp(1/t)y [ — e

Ademas tenemos, para t < 1

1—t?e <1, (5.69a)
t—te®=t(1 -t <1 (5.69b)
U\ | S
Con la ayuda de (5.69) obtenemos
V2 19v2
Flt)] < =——— - [|p}(1/t 1)) < ——— 5.70
FO1 < g7 A0+ 6] < gt 610
mediante un célculo analogo tenemos
19/2
)] < —F———. 5.71
Con respecto a (5.52) tenemos
1 1
U (1/t) > exp <¥ + 4) . Wo(1/t) > exp (E + 4) : (5.72a,b)
. 1 1
Ademaés tenemos que exp n > a2 Por tanto
19v/2 19v2
|Fi(t)] < s [F5(t)] < e (5.73a,b)
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Entonces en consecuencia de (5.69¢) y (5.73a,b)

2
19¢§> 11,
< e

tet

F{(0) + | B0 <2 (

y por tanto para t <1

1 _
5~ IOl =B —e™ >0

lo cual concluye que la funcion zo(u,vq,...,v,-1) definido en (5.61a) también
esta bien definido, para ¢t < 1.

Veamos ahora que hiper-superficie no tiene auto-intersecciones. Supongamos

que existen dos puntos (u',vi,...,vl )y (u* v}, ...,v2_ ) en H" tales que
1,1 1Y (2 02 2
o(ut,vf, ... 00 1) = p(u® vf,...,v2_), entonces
1 4 1Y _ (2 .2 2
(0, Th1s - - - » Te) = (T Tia» - - - » Tig)-
Podemos ver inmediatamente que zo(u,vy,...,v,—1) como funcion de u es
creciente. De x) = 22 se sigue que u! = u? Observemos también que F; y

F5 nunca se anulan al mismo tiempo. Si tomamos Fj(u) # 0, entonces se sigue

que T, = T, ¥ Tpy = a7, en (5.61d) y (5.61e)
Vvn—1-vi - (1/u) = Vn —1-02 -1 (1/u) + 2k (5.74)

y de z}, = 22, y 2}, = 73, en (5.61b) y (5.61c)
Vn—1-vp =+v/n—1-v2+ 2k, (5.75)

Como 11(1/u) es una potencia de e con un exponente entero positivo, por ejemplo

r. Las ecuaciones (5.74) y (5.75) implican que
]{71 = k‘ger.

Pero esto solo es posible para k; = ko = 0, dado que de lo contrario e” tendria
que ser racional, es decir e serfa algebraico. Por tanto v), =v? (k=1,...,n—1).
Si Fi(u) = 0, entonces Fy(u) # 0 y llegariamos de manera anéloga a las mismas
conclusiones de las ecuaciones (5.61b), (5.61c), (5.61f) y (5.61g).

El caso particular n = 2 da como resultado una inmersiéon isométrica inyectiva
del plano hiperbélico en R7, sin embargo, como se indicé en la sub-seccién anterior

se puede construir una inmersion isométrica inyectiva en RS para este caso.
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Método de Blanusa

Nuestro objetivo ahora es rescatar las puntos importantes del método usado por
Danilo Blanusa dentro del teorema 5.3.1 para de esa manera generalizar dicho
método.

Recordamos que un papel importante en la construcciéon, de tal inmersion
isométrica, lo juegan dos pares de funciones auxiliares. Uno de ellos lo denotamos
por ¢;(u) > 0 para j = 1,2; estas son funciones de clase C'°, periddicas de
periodo 2 es decir ¢;(u) = ¢;(u+2). Mientras que el otro par de funciones fueron
denotadas por 1;(u) > 0; éstas son funciones escalonadas, que ademés crecen
arbitrariamente rapido cuando u — Zoo. Las funciones ¢; estan sujetas a la
siguiente condicion: ¢?(u) + @3(u) = 1 y cada uno de los p; tiene por ceros a
los puntos de discontinuidad de la funcién v; para j = 1,2. Claramente, ¢; con
tales propiedades pueden ser elegidos con gran arbitrariedad. Ademaés, utilizamos
una funcion auxiliar B(u) > 0 de clase C'*°, cuya forma concreta se indicara
méas adelante y depende de la métrica del espacio que deseamos sea inmerso

isométricamente en R®. A partir de estas funciones definimos para j = 1,2,

fiw) = 248 - B (5.76)

y también la expresion h := (f])? + (f3)? > 0.
Para B(u) y ¢;(u) ya fijados, las funciones escalonadas 1;(u) son elegidas de

modo que
h(u) <1—¢e cuando — o0 <u < 00,

Consideremos la siguiente aplicacion
¢ (M.gu) — (R%g)
(U'7 U) = (,D(U,U) = ($1(U7U),5E2(U,U), s 7$6(u7 U))

con las funciones coordenadas zy(u,v) dadas por

1 (u,v) = / VTS h(D)di = /0 : V1= LROF = [f0) dt, (5.77a)

zo(u,v) = v, (5.77b)
x3(u,v) = fi(u) - cos (v -y (u)), (5.77¢)
x4(u,v) = fi(u) - sen (v - ¥y (u)), (5.77d)
x5(u,v) = fo(u) - cos (v - Pa(u)), (5.77e)
xg(u,v) = fo(u) - sen (v - Yo(u)), (5.77f)
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Gracias al hecho de que las discontinuidades de las funciones escalonadas 1); son,
por asf decirlo, “anuladas” por los ceros de las funciones ¢;, entonces todas las
xp(u,v), para 1 < k < 6, son continuas. Como se vio en la demostracion del
teorema 5.3.1, Blanusa muestra que sus derivadas parciales en todos los 6rdenes
también son continuas. Por lo tanto, la superficie resultante resulta ser de clase
C®, y se proyecta de manera inyectiva en el plano x;xs.

Luego gracias a (5.58) y (5.59) logramos obtener

©*g = du® + f*(u)dv? (5.78)

donde f(u) = v/1+ B%(u) > 1, ademas en aquellos puntos donde las funciones
1; son discontinuas, la métrica anterior preserva la continuidad. En particular,
si tomamos B(u) = senhu, entonces las formulas (5.77) dan una inmersion

isométrica inyectiva de clase C* de H? = (R?, geosn) €n (RS, g).

5.3.3 Teorema de Rozendorn

Media década después de los teoremas de Blanusa, en 1960, Emil’ Renol’dovich
Rozendorn haciendo uso del método usado por Danilo BlanuSa el cual fue
expuesto a detalle en la sub-seccion anterior, logra probar el siguiente teorema,
ver |[Roz60]

Teorema 5.3.4 (Rozendorn, 1960). Friste una inmersion isométrica, no

inyectiva, de clase C™, del plano hiperbélico H? en RS,

Como podemos ver, Rozendorn bajoé la codimension de la inmersion
isométrica, pero su costo es la pérdida de la inyectividad.
Usando el método de auto-interseccion (o auto-contacto) junto al método de

Danilo Blanuga, podemos encontrar una superficie en R® con métrica
ds® = du® + f*(u)dv?, (5.79)

donde f(u) es una funcién positiva continuamente diferenciable definida para
todos los valores de u(—oo < u < o), y la indicada superficie pertenece a la
misma clase C" o C*°, que f(u). En particular, si consideramos f(u) = coshu,
se muestra la inmersion isométrica no inyectiva del plano hiperboélico en R.

Usando las funciones:
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1 1 a—1 N
o1(u) = € sen?nt sen 7t . e senZnt sen mt :
0 0
1 a 1/2
_ 1 _ 1
wo(u) = (/ e senZat sen 7Tt) . (/ € senZnt Sen 7Tt) :
0 0

U :Na({ mAax (|f|,|f’|)J —I—l), cuando 2n — 1 < wu < 2n + 1,

2n—1<u<2n+1

—-1/2 1/2

—-1/2

wQ:Na<L max (|f\,]f'])J +\/§), cuando 2n — 2 < u < 2n,

n—2<u<2n

Aqui || denota la parte entera de n, que toma todos los valores posibles, N > 2
un entero fijo, a = \_méx ]apzu +2. Las funciones ¢ y ¢o son las mismas que fueron
definidas en 5.3.2, por otro lado ¢y y ¥, son anélogas a las funciones escalonadas
en 5.3.2. Para las realizaciones, son importantes las siguientes propiedades de ¢,

vistas también en 5.3.2:
1. ;(u) son funciones periddicas de clase C* y de periodo 2,

2. o1(1) = (1) = 92(0) = ¥{7(0) = 0, k = 1,2,..., para u # 2n + 1
tenemos 1 (u) # 0, y para u # 2n tenemos po(u) # 0,

3. ¢f(u) + @3(u) = 1.

Luego la superficie con ecuaciones

21 = fu) - o (u) - COS&@(&;@)’ (5.80a)
o = F(u) - on(u) - Sen@(g(%“)), (5.80D)
s = F(u) - o(u) - COS%(Z(%“)), (5.80¢)
s = F(u) - oolu) - Seng;q(”;g“)), (5.80d)

U 1 2 ) 9
B _/0 - (%(t)%(f(t)%(t))) - <w2(t)%(f(t)¢2(t))) (5.80e)

realiza la métrica (5.79). Esto se puede verificar calculando directamente ds* =
dz? + - -+ + dx? (teniendo en cuenta que ] (u) + 5 (u) = 0).
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Observacion 5.3.5. El integrando en las formulas (5.80) tiene sentido, en virtud

de la construccion de v,

1 d
m%(f(u)%(u)) <

Razonando anélogos a los de Danilo Blanusa, se puede establecer que x pertenece

(5.81)

a la misma clase C™ o C'°, a la que pertenece f(u).

Vamos a detenernos un momento en la superficie ubicada en R® dada por las
ecuaciones (5.80). De (5.80), (5.81) y de las propiedades de ¢; y @9 se sigue lo

siguiente:

1. La superficie se extiende indefinidamente a lo largo del eje x5 y esta

1

encerrada dentro de un cilindro 3 + 23 + 72 + 23 = 2(Na)™ !, cuyo radio

puede hacerse arbitrariamente pequeno eligiendo V.
2. Las curvas v = const. se proyectan de forma tnica sobre el eje xs.

3. Las diferentes curvas u = const. no tienen puntos en comin. Cada uno de
ellos se proyecta sobre el plano (x1,z3) y (w3, 24) en los circulos 23 + 23 =
r?(u) y x3+22 = r3(u), respectivamente, donde r;(u) = f(u)p;(u)(1;(u)) .
Si ug no es un numero entero, entonces en la curva u = ug diferentes valores

de v corresponden a diferentes puntos.

A este de superficies se les conoce como superficies de Rozendorn. Anos més tarde
en 1992, Emil’ Renol’dovich Rozendorn en [Roz92| nos brinda una modificacion de
la construccion hecha por Danilo Blanusa, sustituyendo B(u) = f(u) en (5.76) y
ademas poniendo zo(u,v) = 0 en (5.77b). De modo que surgen auto-intersecciones
en la superficie, y ademas la codimension se reduce en uno. La forma de la métrica
(5.78) se preserva. En particular cuando B(u) = coshu obtenemos un inmersion
isométrica de clase C* de (R?, geosn) en (R®, g). Mientras que si consideramos
B(u) = e**, entonces las formulas (5.77) dan una inmersion isométrica inyectiva
de clase C™ de (R? g.) en (R®, g).

Posteriormente este resultado se generaliza a un espacio hiperbélico
n—dimensional, el objetivo era reducir la codimensién de esta realizacién. En

esta direccion tenemos los siguientes resultados:

Teorema 5.3.6 (Henke, 1981). FEl espacio hiperbslico H" puede estar

C>®—inmerso isométricamente en el espacio euclidiano (4n — 3)—dimensional.
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Teorema 5.3.7 (Azov, 1985). Considerando las dos clases de métricas

riemannianas,
1
ds® = dui + f(uy) Zdui, f>0
i=2
!
ds* = ¢*(u) Zdu?, g>0

1=2

Azov resolvio el problema de su realizacion en R™, n > [. Donde las funciones f
y g son de clase C*. Entonces las métricas admiten una inmersion isométrica en
el espacio euclidiano R¥=3. En el caso particular g(u,) = uil, up > 0 obtenemos

la métrica del espacto hiperbdlico

Teorema 5.3.8 (Henke-Nettekoven, 1987). El espacio hiperbdlico H" puede estar

C>®—inmerso isométricamente en el espacio euclidiano (6n — 5)— dimensional.

Todos estos resultados usan el método encontrado por Blansa, y sus
demostraciones se pueden encontrar en |[Hen81|, [Azo85] y [HNS87]. Hasta el
momento no se ha podido reducir la codimension de estas realizaciones, asi

tenemos algunas preguntas abiertas:
1. ;El espacio hiperbolico H? se puede realizar en R*?
2. ;El espacio hiperbolico H? se puede realizar de manera inyectiva en R5?
3. ,El espacio hiperbolico H" se puede realizar en R?"~1?

Por otro lado, no es posible realizar el espacio hiperbolico H" en R?"~2 ni
siquiera de manera local, esto es gracias a Elie Cartan [Car19] y [Car20], y A. E.
Liber [Lib38).
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Apéndice

En este apéndice daremos encontraremos esta expresion sin hacer uso de la

férmula de Faa di Bruno,

1/2 1/2—r 7‘ n)\Tp
(/) = a7 ()" (o) (65”)

Una férmula para calcular la n—ésima derivada de funciones compuestas se
establece en [GQ16, Theorema 8.1]

Teorema (Regla de la cadena generalizada de Hoppe). Sea g(f) una funcion de
valores reales o complejos que es n—diferenciable respecto de f. Sea f = f(u),
donde f(u) es también una funcidn n—diferenciable respecto de u. Entonces g es

n—diferenciable respecto de u, y ademds

n k B
o) = Z o) -0 ()

J=1

Aplicando el teorema anterior para g(f) = f %, obtenemos

dn %_ L dk %(—l)k k ; i
it =2 gt o e () g (52)
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primero vamos a obtener Jkk 2,
d* 1/ 1 1 1
= (a) (5 ren) o
_ (= 21 1-3-5---(2k—3)fz*
-1 k—1
~ sy O
T
2k(2k —1) (Qk)!!f
(“1)L @R,
“Feh=D R )

entonces al reemplazar (83) en (82) tenemos

S (DM R (D j
du”f z;élk(ZkJ—l) k! ]:1 ()fk du”f
i 1 2k < 1 (B s 2
St >;_; oy

" fo—a%fﬂ Z( )ﬁlm (2:) (D

en la dltima igualdad cambiamos el orden de la suma para reducir el nimero de
términos con el operador de diferenciacion. Antes de continuar verifiquemos que

la formula obtenida realmente cumple con las expectativas. Primero calcularemos
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la segunda derivada segtn la férmula de Hoppes, para el caso n = 2,

& 1 jléfjd_ZjQ;Qkk
=2 duzf,;wzk—l)(k)(')

J
N - 1 2k
=/ 2du2fz4k(2k_1)(k;)

() 1o Ewin (1))

(O ) 00
=/ (% + }1) -5t (2% (ff’))
=Spbp 2 () 11
= A L)
Abora obtendremos mamalmente — f%, v veremos como actiia este resultado
Loy
gl )
—3 (3= 5 e)
— S =
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