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Resumen

Inmersiones isométricas de variedades completas con curvatura

negativa en espacios euclidianos

Miguel Angel Huaylla Salomé

2022

Asesor: Rudy José Rosas Bazán

Título obtenido: Magíster en Matemáticas

Las super�cies pseudo-esféricas tienen localmente la misma geometría que H2,

además podemos obtener una realización (inmersión isométrica) de un horodisco

de H2 en la pseudo-esfera. ¾Se podrá realizar todo H2 en R3 como una super�cie

sin singularidades? ¾Existe alguna variedad completa con curvatura constante

negativa que se pueda realizar en R3? Una respuesta negativa lo da el teorema

de Hilbert. ¾Es realmente esencial que la curvatura sea constante como hipótesis

en este teorema? ¾Es posible dilatar las hipótesis de este teorema de modo que la

conclusión siga siendo válida? Encontraremos las respuestas a estas preguntas en

el teorema de E�mov. ¾Existirá algún entero p tal que H2 pueda realizarse en Rp?

¾La respuesta a la pregunta anterior se puede generalizar para Hn? Como último

objetivo de este trabajo, es estudiar a detalle el teorema de Blanu²a quien logra

responder a estas preguntas, de manera a�rmativa. Posteriormente Rozendorn,

Henke-Nettekoven y Azov, reducieron la codimensión de estas realizaciones,

haciendo uso del método planteado por Blanu²a el cual será expuesto a detalle.

Palabras clave: inmersión isométrica, curvatura gaussiana, curvatura

negativa, super�cie completo, espacio hiperbólico, variedad riemanniana.



Abstract

The pseudo-spherical surfaces locally have the same geometry as H2, furthermore

we can obtain a realization (isometric immersion) of a horodisk of H2 in the

pseudo-sphere. Will all H2 in R3 be realized as a surface without singularities? Is

there a complete manifold with constant negative curvature that can be realized

on R3? A negative answer is given by the Hilbert's theorem. Is it really essential

that the curvature be constant as an assumption in this theorem? Is it possible

to weaken the hypotheses of this theorem so that the conclusion holds? We will

�nd the answers to these questions in E�mov's theorem. Will there exist some

integer p such that H2 can be realized in Rp? Can the answer to the previous

question be generalized to Hn? As the last objective of this work, it is to study

in detail the Blanu²a theorem who manages to answer these questions, in an

a�rmative way. Subsequently, Rozendorn, Henke-Nettekoven and Azov reduced

the codimension of these realizations, using the method proposed by Blanu²a,

which will be explained in detail.

Key words and phrases. isometric immersion, gaussian curvature, negative

curvature, complete surface, hyperbolic space, riemannian manifold.

2010 Mathematics Subject Classi�cation. Primary 53A07, 53C45,

53C42; Secondary 53C40, 53A05, 35L55.
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Introducción

En 1827, Carl Friedrich Gauss publicó [Gau27] en la que se introducen conceptos

como la aplicación de Gauss, la curvatura gaussiana y las ecuaciones básicas que

permitieron su estudio e interpretación. En 1899, Heinrich Liebmann muestra el

conocido teorema de la rigidez de la esfera, ver [Lie99].

Teorema (Liebmann, 1899). Sea S ⊂ R3 una super�cie, conexa y compacta,

cuya curvatura gaussiana K > 0 es constante. Entonces S es una esfera.

Posteriormente, fueron Philip Hartman y Louis Nirenberg en 1959 quienes

logran mostrar el siguiente resultado, ver [HN59].

Teorema (Hartman-Nirenberg, 1959). Sea S ⊂ R3 una super�cie completa con

curvatura gaussiana idénticamente nula, entonces S es un cilindro o un plano.

El estudio de super�cies de curvatura gaussiana negativa en R3 está

relacionado con el problema de interpretación de la geometría no euclidiana.

Como a�rma Rozendorn en [Roz92, p. 90]:

�A �nales de la década de 1830 Ferdinand Minding investigó ciertas

propiedades de las super�cies con curvatura gaussiana constante

negativa. En [Min39], Minding descubrió super�cies helicoidales con

estas características, posteriormente investigadas por Ulisse Dini en

[Din65]. Minding demostró que estas super�cies de revolución se

pueden dividir naturalmente en tres tipos. Además, bajo la condición

Kconst. < 0, Minding en [Min40] encontró una serie de relaciones

entre los lados y ángulos de triángulos formados por geodésicas. El

hecho de que las fórmulas que encontró son equivalentes a relaciones

trigonométricas en el plano hiperbólico, o plano de Lobachevsky, pasó

entonces desapercibido. Algunos historiadores suponen que Minding

no estaba interesado en el problema asociado con la geometría no
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euclidiana, y que estas obras suyas solo se referían accidentalmente a

Lobachevsky.�

Para una lectura complementaria véase [Nor56], en este libro Aleksandr Petrovich

Norden comienza con un trabajo sobre la teoría de las super�cies: la memoria

principal de Gauss y cuatro artículos de Minding (sobre la geometría intrínseca

de las super�cies). A esto le sigue el trabajo de Beltrami [Bel68a] que contiene

la primera interpretación de la geometría de Lobachevsky, este trabajo se

complementa con el artículo de Hilbert [Hil01]. Según lo mencionado por

Rozendorn en [Roz92], el hecho de establecer una conexión directa entre la

geometría de Lobachevsky y las super�cies de curvatura gaussiana constante

negativa se remonta a 1868, cuando Eugenio Beltrami, en [Bel68a] y [Bel72],

utilizando los resultados de Minding llevó a cabo un análisis detallado de la

super�cie de la pseudo-esfera mostrando así que las super�cies en el espacio

euclidiano tridimensional con curvatura gaussiana constante negativa tiene

localmente la misma geometría que el plano hiperbólico.

�De [Bel68a] queda claro, entre otras cosas, que Beltrami ya había

visto la diferencia entre los enunciados locales y globales del problema,

y comprendió que la cuestión de la interpretación de todo el plano de

Lobachevsky como una super�cie de curvatura constante negativa en

R3 seguía sin resolverse en ese momento. Por otro lado el artículo

[Bel68a] jugó un papel importante en la asimilación y popularización

de las ideas de la geometría no Euclidiana; tal vez menos conocido

es que sirvió como una etapa preparatoria importante para futuras

investigaciones del propio Beltrami, en [Bel68b] construyó un modelo

analítico del espacio hiperbólico n−dimensional.�

Regresando a las super�cies en R3, veremos que en el borde de la pseudo-esfera

se incumple su suavidad y su curvatura media se vuelve in�nita. En cada una

de las dos partes suaves de la pseudo-esfera separadas por su borde, en forma

de cubrimiento universal, podemos obtener una realización de un horodisco

recortado del plano hiperbólico. No solo en la pseudo-esfera, sino también en otras

super�cies de curvatura gaussiana constante negativa. De modo que es natural

hacerse las siguientes preguntas

¾De todos modos, se puede realizar todo el plano hiperbólico en R3 como una

super�cie sin singularidades?

2



¾Existe una inmersión isométrica de todo el plano hiperbólico en R3?

¾Existe alguna super�cie completa con curvatura constante negativa en R3?

En 1873, Ludwing Schlä�i en [Sch71] discutió la forma local de esta última

pregunta. Conjeturó que una variedad riemanniana de dimensión n puede ser

inmerso isométricamente en un espacio euclidiano de dimensión sn = n
2
(n+1). Es

apropiado asumir en todo momento que Schlä�i tenía en mente métricas analíticas

e inmersiones analíticas locales. Más de medio siglo después, en 1926, Maurice

Janet [Jan26] publicó una prueba2 de la conjetura de Schlä�i para el caso n = 2,

mientras que en 1927, Élie Cartan probó el caso general en [Car27]. El teorema de

Schlä�i-Janet-Cartan establece que en cualquier variedad riemanniana analítica

de dimensión n, dado un punto en esta variedad existe un entorno de este punto

que tiene una inmersión isométrica analítica en Rsn . Regresando a las preguntas

planteadas arriba, fue David Hilbert en 1901, quien abordó el problema de la

realización del plano hiperbólico en R3, y dio una respuesta negativa a todas las

preguntas anteriores, probando así el siguiente teorema, ver [Hil01] y [Hil09].

Teorema (Hilbert, 1901). Una variedad riemanniana bidimensional completa

con curvatura constante negativa, no se puede aplicar en R3 mediante una

inmersión isométrica.

En consecuencia no es posible extender una super�cie de curvatura gaussiana

constante negativa sin la aparición de singularidades. David Hilbert notó que

en la prueba utilizó una suavidad Cr su�cientemente alta de la super�cie en

cuestión, pero no determinó con precisión qué r se requiere. Cabe mencionar

que no solo es imposible realizar la totalidad del plano hiperbólico como una

super�cie de curvatura gaussiana constante negativa en R3, sino incluso el

semiplano hiperbólico (ver [E�75]), y para la demostración, según Vorob'eva

en [Vor75], también es su�ciente asumir solo la suavidad C2 de la super�cie

desconocida. Debido a los conocidos resultados de Nicolaas H. Kuiper (véanse

Kuiper 1955 [Kui55a], [Kui55b] y John Nash 1954 [Nas54]), el teorema de Hilbert

no puede extenderse a la clase de super�cies C1−suaves. El trabajo de Hilbert

atrajo la atención de muchos geómetras que investigaron en esta dirección y

comenzaron a hacerse preguntas en relación a las hipótesis del teorema, por

ejemplo ¾es realmente esencial que la curvatura gaussiana sea constante? Hasta

2En 1931, C. Burstin [Bur31] hizo esta prueba completamente convincente.
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donde se sabe, esta pregunta fue planteada por el mismo Hilbert. En 1936, Cohn-

Vossen en [CV36] conjeturó que el teorema de Hilbert puede ser generalizado a

super�cies con curvatura gaussiana no constante, pero acotado superiormente por

una cantidad estrictamente negativa, es decir K ≤ const. < 0. Es natural llamar

a esta conjetura el problema de Hilbert & Cohn-Vossen. En 1955, Erhard Heinz

probó en [Hei55] que no existen grá�cos enteros inmersos en R3 con curvatura

gaussiana acotada superiormente por una constante negativa, es decir dio una

solución parcial del problema de Hilbert & Cohn-Vossen. Finalmente en 1964,

Nikolai Vladimirovich E�mov fue quien dio una solución total a este problema,

ver [E�63] y [E�64], estableciendo así el siguiente teorema

Teorema (E�mov, 1964). No existen super�cies completas C2−inmersas en R3

con curvatura gaussiana acotada superiormente por una constante negativa.

Posteriormente, el propio E�mov generalizó este resultado dilatando la

condición de la curvatura, pidiendo así que la curvatura K satisfaga la siguiente

desigualdad ∣∣∣∣∣ 1√
−K(p)

− 1√
−K(q)

∣∣∣∣∣ ≤ ε1d(p, q) + ε2

para cualesquiera para de puntos p y q de la super�cie, ver [E�68]. Esta

generalización se hizo dilatando las hipótesis del teorema de Hilbert, pero

podemos pensar en tener una generalización dimensional, es decir ¾admite el

espacio hiperbólico Hn una realización como super�cie en Rp? De ser así ¾bajo

que relaciones entre p y n?

En 1886 Friedrich Heinrich Schur en [Sch86] construyó una inmersión

isométrica local de Hn en R2n−1. Posteriormente en 1919-1920 Élie Cartan

muestra que no existe inmersión isométrica de Hn en R2n−2 incluso de manera

local, véase [Car19] y [Car20]. Una década más tarde en 1932 Ludwig Bieberbach

presenta en [Bie32] el primer resultado global sobre la inmersibilidad de H2 en Rp,

cuando p = ∞. Sin embargo, parece que las fórmulas usadas por Bieberbach para

tal inmersión del plano hiperbólico no se pueden generalizar al caso de un espacio

hiperbólico multidimensional. Por tanto, Danilo Blanu²a dándose cuenta de este

hecho construyó en 1952 una inmersión isométrica inyectiva del plano hiperbólico

H2 en Rp, con p = ∞, que pueda generalizarse al caso multidimensional, ver

[Bla52]. Veamos ahora que ocurre con el caso p �nito, observamos que las

construcciones generales de John Nash y Mikhael Gromov para una inmersión
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isométrica suave en Rp de una variedad riemanniana no compacta Mn requieren

dimensiones p = p(n) considerablemente altas, comparadas que lo encontrado

por Danilo Blanu²a, por ejemplo nos permite encontrar inmersiones isométricas

de H2 en R51; ver John Nash (1956) [Nas56], Mikhael Gromov y Vladimir Rokhlin

(1970) [GR70], Mikhael Gromov (1986) [Gro86], Matthias Günther (1989) [Gü89]

y (2010) [Gü10]. Por otro lado casi en paralelo, se presenta una de las primeras

inmersiones isométricas inyectivas de Hn en Rp para p �nito la cual también fue

construidas por Danilo Blanu²a en 1955, ver [Bla55]. En el cual muestra que H2

puede ser inmerso isométricamente de manera inyectiva en R6, y además Hn, en

R6n−5, para n ≥ 3. Cabe resaltar que las inmersiones son de clase C∞ y se dan

mediante fórmulas explícitas. En 1960, Èmil' Renol'dovich Rozendorn haciendo

uso de la construcción obtenida por Blanu²a logra construir una inmersión

isométrica no inyectiva de H2 en R5, ver [Roz60]. Esta última construcción, en

1981, se pudo generalizar en dimensión y dar una inmersión isométrica de clase

C∞ de Hn en R4n−3, esto gracias al Wolfgang Henke ver [Hen81].

El objetivo principal de este trabajo es hacer un estudio detallado de la

posibilidad e imposibilidad de una inmersión isométrica del espacio hiperbólico

Hn en Rp para n ≥ 2 y p = p(n). Los objetivos secundarios son: detallar

la clasi�cación de super�cies de acuerdo a su curvatura gaussiana constante;

entender la estructura de las super�cies con curvatura gaussiana constante

negativa así como brindar ejemplos no tan usuales; y �nalmente entender el

método usado por Blanu²a.

En el capítulo 1 se introduce la notación, terminología y resultados

preliminares que serán usados a lo largo de este trabajo. Este capítulo se divide en

tres secciones, la sección 1.1 está destinada a la geometría diferencial en general

donde veremos resultados sin demostración como el teorema de Minding entre

otros, y haremos también una subsección sobre super�cies de revolución. En

la sección 1.2 veremos resultado de topología que serán usados posteriormente.

La sección 1.3 está destinada a introducir resultados preliminares de geometría

riemanniana y haremos una subsección sobre el espacio hiperbólico, en el cual

veremos sus distintos modelos, por ejemplo el disco de Poincaré.

El capítulo 2, se divide en dos secciones donde estudiaremos la clasi�cación de

super�cies completas de curvatura constante no negativa, mediante el teorema

de Hartmann-Nirenberg y el teorema de Liebmann. En el capítulo 3 haremos un

análisis detallado de las super�cies de curvatura gaussiana constante negativa.

Este capítulo se divide en cuatro secciones, en la sección 3.1 daremos la

5



de�nición de una red de Tchebyche� así como una caracterización de ella, el

resultado principal de esta sección es que siempre existe una red de Tchebyche�

asintótica local en super�cies de curvatura constante negativa. En la sección

3.2 introduciremos la ecuación de sine-Gordon, la cual describe inmersiones

isométricas de partes del plano hiperbólico en el espacio R3. En la sección 3.3

estudiaremos las super�cies pseudo-esféricas, dando como ejemplo de ellas a

la pseudo-esfera y a la super�cie de Dini. En la sección 3.4 analizaremos las

transformadas de Bianchi y Bäcklund, luego las usaremos para proporcionar más

ejemplos de super�cies de curvatura constante negativa, por ejemplo la super�cie

de Kuen entre otras, además se dan �guras que muestran sus comportamientos

y autointersecciones. En el capítulo 4 estudiaremos la imposibilidad de una

inmersión isométrica del plano hiperbólico en el espacio euclidiano tridimensional.

Este capítulo se divide en dos secciones, en la sección 4.1 estudiaremos el teorema

de Hilbert y presentaremos dos demostraciones las cuales se van a separar en

subsecciones. En la sección 4.2 demostraremos a detalle el teorema de E�mov.

En el capítulo 5 abordaremos el tema de la realización del espacio hiperbólico

n−dimensional en espacios euclidianos. Este capítulo se divide en tres secciones.

En la sección 5.1 veremos la construcción de una inmersión isométrica local del

plano hiperbólico Hn en el espacio euclidiano R2n−1 dado por Friedrich Schur.

En la sección 5.2 estudiaremos el primer resultado global sobre inmersiones

isométricas del plano hiperbólico en R∞ este resultado fue obtenido por Ludwig

Bieberbach; también veremos un resultado importante sobre una inmersión local

dado por Alexander von Brill. En la sección 5.3 �nalmente analizaremos la

posibilidad de un inmersión isométrica del espacio hiperbólico Hn en un espacio

euclidiano Rp con p < ∞, esto se da gracias al teorema de Blanu²a, al cual

dedicamos dos subsecciones: uno para el caso bidimensional y el otro para el

caso n−dimesional. En la subsección 5.3.3 veremos el teorema de Rozendorn, sin

demostración, cuyo impacto es la reducción de la codimensión de la inmersión

isométrica que brindó Danilo Blanu²a. En esta subsección también enunciaremos

sin prueba los teoremas de Henke, Azov y Henke-Nettekoven, quienes hicieron

uso del método de Danilo Blanu²a para generalizar el teorema de Rozendorn.

Miguel Angel Huaylla Salomé
Lima, Perú.
2022
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Capítulo 1

Preliminares

Surely it is not knowledge, but learning;
not owning but earning; not being there,

but getting there; that gives us
the greatest pleasure.

Carl Friedrich Gauss.

En este capítulo se muestran las principales de�niciones, teoremas

y resultados generales que serán usados a lo largo de este trabajo.

Se busca conectar la geometría de Lobachevsky con las super�cies

de curvatura gaussiana constante negativa. Las demostraciones se

pueden encontrar en textos como [PdC16], [Spi99a] o [Sto89].

1.1 Geometría Diferencial

Teorema 1.1.1 (Minding). Dos super�cies con la misma curvatura gaussiana

constante son localmente isométricos.

Demostración. [PdC16, p. 292]

De�nición 1.1.2. Un cilindro es una super�cie regular S tal que por cada punto

p ∈ S pasa una única recta R(p) ⊂ S (la generatriz que pasa por p), que satisface

la condición de que si q ̸= p, entonces las rectas R(p) y R(q) son paralelas o

iguales.

De�nición 1.1.3. Una super�cie S ⊂ R3 es llamada conexa si cualesquiera dos

de sus puntos pueden ser unidos por una curva continua enteramente contenida

en S.
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1.1. GEOMETRÍA DIFERENCIAL 8

De�nición 1.1.4. Sea S una super�cie regular y conexa. S es denominada

completa cuando para cualquier punto p ∈ S, cualquier geodésica parametrizada

γ : [0, ε) → S tal que γ(0) = p puede ser extendida a una geodésica parametrizada

γ : R → S, de�nida sobre toda la recta real R.

De�nición 1.1.5. Un campo de direcciones r, en un conjunto abierto U ⊂ R2,

es una correspondencia que asocia a cada punto p ∈ U una recta r(p) en R2 que

pasa por p.

De�nición 1.1.6. Una curva regular conexa C ⊂ U es una curva integral de un

campo de direcciones r, de�nido en U ⊂ R2, si r(q) es la recta tangente a C en

q, para todo q ∈ C.

Teorema 1.1.7. Sea X un campo de vectores C∞ en S, una variedad

bidimensional, con X(p) ̸= 0. Entonces existe un sistema de coordenadas (x, U)

alrededor de p tal que X =
∂

∂x1
, en U .

Demostración. Ver [Spi99b, p. 148].

Proposición 1.1.8. Sean X1 y X2 campos de vectores linealmente independientes

en una vecindad del punto p en una super�cie S. Entonces existe un

difeomor�smo h : U ⊂ R2 → S, donde U ⊂ R2 es un abierto y p ∈ h(U),

cuya i−ésima curva coordenada es una curva integral de Xi.

Demostración. Ver [Spi99b, p. 167].

Proposición 1.1.9. Sea p ∈ S un punto no umbílico de S, entonces es posible

parametrizar una vecindad de p de tal modo que las curvas coordenadas de esta

parametrización sean líneas de curvatura.

Demostración. Ver [AT12, p. 279].

De�nición 1.1.10. Sea p ∈ S. Una dirección asintótica de S en el punto p es una

dirección v de TpS para la cual la curvatura normal es cero, es decir IIp(v) = 0.

Una curva asintótica de S es una curva regular conexa C ⊂ S tal que para cada

p ∈ C la recta tangente de C en p es una dirección asintótica.

Proposición 1.1.11. Sea p ∈ S un punto hiperbólico de S. Entonces es posible

parametrizar una vecindad de p de tal modo que las curvas coordenadas de esta

parametrización sean las curvas asintóticas.

pucp 8



1.1. GEOMETRÍA DIFERENCIAL 9

Demostración. Ver [AT12, p. 279].

Proposición 1.1.12 (Olinde Rodrigues). Una condición necesaria y su�ciente

para que una curva conexa y regular C en S sea una línea de curvatura es que

(N ◦ α)′(t) = −λ(t) · α(t), para cualquier parametrización α(t) de C, donde λ(t)

es una función diferenciable de t. En este caso, −λ(t) es la curvatura (principal)

a lo largo de α′(t).

Demostración. Ver [PdC16, p. 147]

De�nición 1.1.13. Se dice que una curva asintótica que pasa por un punto p ∈ S

es maximal si no es un subconjunto propio de alguna curva asintótica que pase

por p.

Dada una parametrización x : U ⊂ R2 → S de una vecindad x(U) en una

super�cie S tenemos que las funciones

E(u, v) = ⟨xu,xu⟩p , F (u, v) = ⟨xu,xv⟩p , G(u, v) = ⟨xv,xv⟩p ,

donde ⟨·, ·⟩p es el producto interno en el plano tangente TS inducido por el

producto interno euclidiano de R3, son los coe�cientes de la primera forma

fundamental en el base {xu,xv} de TpS.

Tenemos también que dada esta parametrización, podemos escoger, para cada

punto de x(U), un vector unitario

N(p) =
xu × xv
∥xu × xv∥

(p), p ∈ x(U).

De esta manera obtenemos las funciones

e(u, v) = ⟨N,xuu⟩p , f(u, v) = ⟨N,xuv⟩p , g(u, v) = ⟨N,xvv⟩p ,

que son llamados los coe�cientes de la segunda forma fundamental en el base

{xu,xv} de TpS.

El teorema fundamental de super�cies dice que una super�cie se caracteriza

por los coe�cientes de la primera y segunda formas fundamentales. Esto nos

permite proyectar gran parte de la teoría de super�cies en términos de estos

coe�cientes. Las ecuaciones se pueden escribir en términos de estos coe�cientes

fundamentales. Estas ecuaciones lineales se conocen como las ecuaciones de

Gauss-Weingarten, y sus condiciones de compatibilidad, conocidas como las

pucp 9



1.1. GEOMETRÍA DIFERENCIAL 10

ecuaciones de Mainardi-Codazzi y el teorema Egregium de Gauss restringen los

coe�cientes fundamentales admisibles.

Dada una parametrización x : U ⊂ R2 → S de una vecindad x(U) en una

super�cie S obtenemos las ecuaciones de Gauss,
xuu = Γ1

11xu + Γ2
11xv + eN,

xuv = Γ1
12xu + Γ2

12xv + fN,

xvv = Γ1
22xu + Γ2

22xv + gN,

(1.1)

y las ecuaciones de Weingarten son
Nu =

fF − eG

EG− F 2
xu +

eF − fE

EG− F 2
xv,

Nv =
gF − fG

EG− F 2
xu +

fF − gE

EG− F 2
xv.

(1.2)

Las condiciones de compatibilidad (xuu)v = (xuv)u y (xuv)v = (xvv)u aplicadas a

las ecuaciones de Gauss (1.1) producen las ecuaciones de Mainardi-Codazzi, para

un abordaje más detallado véase [PdC16, p. 239] o [Spi99a, p. 53].{
ev − fu = eΓ1

12 + f
(
Γ2
12 − Γ1

11

)
− gΓ2

11

fv − gu = eΓ1
22 + f

(
Γ2
22 − Γ1

12

)
− gΓ2

12

(1.3)

donde

Γ1
11 =

GEu − 2FFu + FEv
2(EG− F 2)

, Γ2
11 =

2EFu − EEv − FEu
2(EG− F 2)

,

Γ1
12 =

GEv − FGu

2(EG− F 2)
, Γ2

12 =
EGu − FEv
2(EG− F 2)

,

Γ1
22 =

2GFv −GGu − FGv

2(EG− F 2)
, Γ2

22 =
EGv − 2FFv + FGu

2(EG− F 2)
,

(1.4)

son los símbolos de Christo�el.

Es conveniente observar cómo se simpli�can las ecuaciones de Mainardi-

Codazzi cuando el entorno coordenado no contiene puntos umbílicos y las curvas

coordenadas son líneas de curvatura (F = f = 0). Entonces tenemos

ev = eΓ1
12 − gΓ2

11, gu = gΓ2
12 − eΓ1

22. (1.5)
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1.1. GEOMETRÍA DIFERENCIAL 11

Teniendo en cuenta que F = 0 implica que

Γ2
11 = −1

2

Ev
G
, Γ1

12 =
1

2

Ev
E
,

Γ1
22 = −1

2

Gu

E
, Γ2

12 =
1

2

Gu

G
,

(1.6)

concluimos entonces que las ecuaciones de Mainardi-Codazzi adoptan la forma:
ev =

Ev
2

( e
E

+
g

G

)
,

gu =
Gu

2

( e
E

+
g

G

)
.

(1.7)

Proposición 1.1.14. Para todo p ∈ S existe una parametrización x(u, v) de

una vecindad V de p tal que las curvas coordenadas u = const., v = const.

se intersecan ortogonalmente para cada q ∈ V (se dice que tal x es una

parametrización ortogonal).

Demostración. Ver [PdC16, p. 186]

Proposición 1.1.15. Sea x(u, v) un sistema de coordenadas en una vecindad de

p ∈ S ⊂ R3, entonces

K = − 1

4W 4
det

 E Eu Ev

F Fu Fv

G Gu Gv

+
1

2W

[(
Fv −Gu

W

)
u

+

(
Fu − Ev
W

)
v

]
(1.8)

donde W =
√
EG− F 2. Esta expresión para K es conocida como la expresión de

Frobenius.

En particular, si E = G = 1, entonces obtenemos la fórmula de Gauss:

K =
1

2W

[(
Fv
W

)
u

+

(
Fu
W

)
v

]
(1.9)

En particular, si x es una parametrización ortogonal, es decir F = 0, entonces

obtenemos:

K = − 1

2W

[(
Gu

W

)
u

+

(
Ev
W

)
v

]
(1.10)

Demostración. Ver [Spi99a, p. 230] y [Spi99c, p. 129]. O también puede ver [PS90,

p. 383].
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1.1. GEOMETRÍA DIFERENCIAL 12

De�nición 1.1.16. Dados dos puntos p, q ∈ S, la distancia entre p y q está dada

por

d(p, q) = ı́nf{l(α) : α une p con q} (1.11)

donde α es una curva diferenciable por partes que une los puntos p y q.

Proposición 1.1.17. Sea K ≡ 0. Entonces expp : TpS → S, p ∈ S, es una

isometría local.

Demostración. Ver [PdC16, p. 391]

Por otro lado, tenemos que una curva regular conexa C en el entorno

coordenado (U,x(u, v)) es una curva asintótica si, y solamente si, para cualquier

parametrización α(t) = x(u(t), v(t)), t ∈ I de C tenemos II(α′(t)) = 0, para todo

t ∈ I, es decir, si, y solamente si

edu2 + 2fdudv + gdv2 = 0, t ∈ I. (1.12)

Una condición necesaria y su�ciente para que las curvas coordenadas de una

parametrización en un entorno de un punto hiperbólico (eg − f 2 < 0) sean

asintóticas es que e = g = 0. En efecto, si las curvas u = const., v = v(t) y

u = u(t), v = const. Satisfacen la ecuación (1.12) tenemos:

u = const., v = v(t) ⇒ gdu2 = 0 ⇒ g = 0,

u = u(t), v = const. ⇒ edu2 = 0 ⇒ e = 0.
(1.13)

Recíprocamente, si e = g = 0 y f ̸= 0, entonces la ecuación (3.14) se convierte

en fdudv = 0 ecuación que claramente satisfacen las curvas coordenadas.

1.1.1 Super�cie de revolución

Durante el mismo período de tiempo en el que se originó el trabajo de

Lobachevsky, Ferdinand Minding estudió las super�cies de revolución de

curvatura constante. Sus obras [Min38], [Min39] y [Min40] fueron reconocidas

como aplicaciones importantes de la teoría de super�cies, que antes de su época

fue tratada sistemáticamente por Gaspard Monge en su manual clásico sobre

geometría diferencial �Feuilles d'analyse appliquée à la géométrie� [Mon01].

Siguiendo el enfoque de Monge, en el que las coordenadas cartesianas (x, y, z) de

pucp 12



1.1. GEOMETRÍA DIFERENCIAL 13

un punto arbitrario en una super�cie en el espacio euclidiano R3 están conectadas

por la relación implícita

F (x, y, z) = 0, (1.14)

o, más frecuentemente, en la forma

z = f(x, y), (1.15)

Minding estudió super�cies de revolución de curvatura constante K, tanto

positivas como negativas.

Sea S ⊂ R3 el conjunto que se obtiene al rotar una curva regular plana ζ

alrededor de un eje. Tomemos, para nuestros �nes, el plano xz como el plano

donde está la curva ζ y el eje z como el eje de rotación. Sea la parametrización

x(u, v) = (f(v) cosu, f(v) senu, g(v)), f(v) > 0, (1.16)

del conjunto abierto U =
{
(u, v) ∈ R2 : 0 < u < 2π, a < v < b

}
en S. Los

Figura 1.1: Super�cie de Revolución

coe�cientes de la primera forma fundamental vienen dados por

E = f 2(v), F = 0, G = [f ′(v)]
2
+ [g′(v)]

2
. (1.17)

Es conveniente admitir que la curva ζ está parametrizada por longitud de arco,

es decir

[f ′(v)]
2
+ [g′(v)]

2
= G = 1. (1.18)

pucp 13



1.2. TOPOLOGÍA 14

Los coe�cientes de la segunda forma fundamental son:

e = −f(v)g′(v), f = 0, G = g′(v)f ′′(v)− g′′(v)f ′(v). (1.19)

Como F = f = 0, concluimos que los paralelos (v = const.) y los meridianos

(u = const.) de una super�cie de revolución son líneas de curvatura de tal

super�cie. Como

K =
eg − f 2

EG− F 2
= −g

′(v) [g′(v)f ′′(v)− g′′(v)f ′(v)]

f(v)
(1.20)

y f siempre es positiva, deducimos que los puntos parabólicos vienen dados bien

por g′(v) = 0 (la recta tangente a la curva generatriz es perpendicular al eje de

rotación) o bien g′(v)f ′′(v)− g′′(v)f ′(v) = 0 (la curvatura de la curva generatriz

es cero). Un punto que satisfaga ambas condiciones es un punto plano, ya que

estas condiciones implican que e = f = g = 0.

Es conveniente expresar la curvatura gaussiana de otra manera. Al derivar

[f ′(v)]2 + [g′(v)]2 = 1 obtenemos f ′(v)f ′′(v) = −g′(v)g′′(v), de esta manera

tenemos:

K =
eg − f 2

EG− F 2

= −g
′(v) [g′(v)f ′′(v)− g′′(v)f ′(v)]

f(v)

= − [g′(v)]2f ′′(v) + [f ′(v)]2f ′′(v)

f(v)

= −f
′′(v)

f(v)
. (1.21)

1.2 Topología

De�nición 1.2.1. Se dice que una aplicación continua y sobreyectiva f : X → Y

tiene la propiedad del levantamiento de caminos cuando, para cualquier camino

arbitrario α : [s0, s1] → Y y cada punto x ∈ X tal que f(x) = α(s0), existe un

camino α : [s0, s1] → X tal que α(s0) = x y f ◦ α = α.

Sabemos que no todo homeomor�smo local f : X → Y tiene la propiedad

de levantamiento de caminos pero, cuando X es un espacio de Hausdor�, el

levantamiento α : [s0, s1] → X de un camino α : [s0, s1] → Y está completamente

determinado por α y el punto inicial x = α(s0).
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1.2. TOPOLOGÍA 15

Cuando f es sobreyectiva y, para todo camino arbitrario α : [s0, s1] → Y y

todo punto x ∈ X con f(x) = α(s0), existe un único camino α : [s0, s1] → X

tal que f ◦ α = α y α(s0) = x, diremos que f : X → Y tiene la propiedad del

levantamiento de camino único.

De�nición 1.2.2. Dos caminos α y β, que aplican [0, 1] en X, se dice que son

homotópicos por caminos si tienen el mismo punto inicial x0 y el mismo punto

�nal x1 y si existe una aplicación continua H : [0, 1]× [0, 1] → X tal que

H(s, 0) = α(s), H(s, 1) = β(s),

H(0, t) = x0, H(1, t) = x1,

para cada s, t ∈ [0, 1]. La aplicación H recibe el nombre de homotopía de caminos

entre α y β.

Proposición 1.2.3. Sea S una super�cie completa con curvatura gaussiana

K ≤ 0. Entonces la aplicación expp : TpS → S, p ∈ S es una aplicación de

recubrimiento.

Demostración. Ver [PdC16, p. 392]

Proposición 1.2.4 (Unicidad del levantamiento de caminos). Sea π : B̃ → B

una aplicación de recubrimiento, α : [0, l] → B un camino en B y p̃0 ∈ B̃ tal que

π(p̃0) = α(0) = p0. Entonces existe un único levantamiento α̃ : [0, l] → B̃ de α

con origen en p̃0, es decir α̃(0) = p̃0.

Demostración. Ver [PdC16, p. 382]

Proposición 1.2.5. Sea f : X → Y un homeomor�smo local con la propiedad de

levantamiento de camino único. Si X es conexo por caminos y Y es simplemente

conexo, entonces f es un homeomor�smo.

Demostración. Ver [LL03, p. 140]

Proposición 1.2.6. Sea X un espacio de Hausdor�. Si un homeomor�smo local

sobreyectivo f : X → Y es una aplicación cerrada, entonces f tiene la propiedad

de levantamiento de camino único.

Demostración. Ver [LL03, p. 144]
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1.3 Geometría Riemanniana

De�nición 1.3.1. Una variedad diferenciable de clase Ck de dimensiónm, con 1 ≤
k ≤ +∞, es un espacio topológico Hausdor� M la cual tiene una base numerable

de abiertos y está dotado de un atlas diferenciable A = {(Uα,xα) : α ∈ Λ}, es
decir, una familia de homeomor�smos xα : Uα → xα(Uα), α ∈ Λ tales que:

1. cada Uα es un abierto de M mientras que cada xα(Uα) es un abierto de Rm

y además M =
⋃
α∈Λ

Uα,

2. la aplicación xβ ◦ x−1
α : xα(Uα ∩ Uβ) → xβ(Uα ∩ Uβ) es un difeomor�smo

de clase Ck entre abiertos de Rm, para cualesquiera α y β en Λ tales que

Uα ∩ Uβ ̸= ∅.

3. la familia A = {(Uα,xα) : α ∈ Λ} es maximal con respecto a la condición

(2), es decir, si (U,x) es una carta local tal que x ◦ x−1
α y xα ◦ x−1 son

difeomor�smos de clase Ck para todo α ∈ Λ, entonces (U,x) ∈ A.

Los homeomor�smos xα son llamados cartas locales, los homeomor�smos x−1
α

son llamados parametrizaciones o coordenadas locales, y las funciones xβ ◦ x−1
α

son llamadas cambio de coordenadas. A menos que se indique lo contrario,

consideraremos variedades diferenciables conexas, es decir, tales que los únicos

subconjuntos abiertos y cerrados simultáneamente son el propio M y el conjunto

vacío ∅.
Diremos que una aplicación f : M → N entre variedades diferencibles es

diferenciable si

yβ ◦ f ◦ x−1
α : x(Uα ∩ f−1(Vβ)) → yβ(Vβ ∩ f(Uα)) (1.22)

es una aplicación diferenciable para toda carta local xα : Uα → x(Uα) de M y

toda carta local yβ : Vβ → x(Vβ) de N con f(Uα) ∩ Vβ ̸= ∅. Además, diremos

que f es de clase Ck si M y N son variedades diferenciables de clase Ck y toda

aplicación yβ ◦ f ◦x−1
α en (1.22) es de clase Ck. Llamaremos difeomor�smo a toda

biyección f : M → N tal que tanto f como f−1 son diferenciables, si ambas

aplicaciones fueran de clase Ck diremos que el difeomor�smo es de clase Ck.

Sea M una variedad diferenciable de dimensión m. Para cada p ∈ M ,

consideremos el conjunto Cp(M) de todas las curvas γ : I → M , donde I es

un intervalo abierto que contiene a 0, tales que γ(0) = p y γ es diferenciable
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en el punto 0, es decir la aplicación xα ◦ γ es diferenciable en el punto 0, para

toda carta local xα : Uα → xα(Uα) con p ∈ Uα. Diremos que dos curvas γ1, γ2

en Cp(M) son equivalentes si
d

dt
(xα ◦ γ1)(t)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(xα ◦ γ2)(t)

∣∣∣∣
t=0

para toda

carta local xα : Uα → xα(Uα). De hecho, si la igualdad vale para una carta local

entonces ella vale para cualquier otra, en efecto notemos que dada cualquier otra

carta local xβ : Uβ → x(Uβ) con p ∈ Uβ, tenemos que

d

dt
(xβ ◦ γ1)(t)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
((xβ ◦ x−1

α ) ◦ (xα ◦ γ1))(t)
∣∣∣∣
t=0

= d(xβ ◦ x−1
α )(xα ◦ γ1(0))

d

dt
(xα ◦ γ1)(t)

∣∣∣∣
t=0

= d(xβ ◦ x−1
α )(xα ◦ γ2(0))

d

dt
(xα ◦ γ2)(t)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(xβ ◦ γ2)(t)

∣∣∣∣
t=0

.

Representamos por [γ] a la clase de equivalencia de cualquier curva γ ∈
Cp(M). El espacio tangente a la variedad M en el punto p es el conjunto de

tales clases de equivalencia, el cual será denotado por TpM . Dada cualquier carta

local xα : Uα → xα(Uα) con p ∈ Uα, la aplicación

dxα(p) : TpM −→ Rm

[γ] 7→ dxα(p)([γ]) :=
d

dt
(xα ◦ γ)(t)

∣∣∣∣
t=0

está bien de�nida y es una biyección. Podemos usar esta biyección para identi�car

TpM con Rm. De esta manera, el espacio tangente adquiere una estructura de

espacio vectorial. Aunque la identi�cación dxα depende de la elección de la carta

local, la estructura de espacio vectorial de TpM no depende de ella.

De�nición 1.3.2. Sea M una variedad de clase Ck, donde 1 ≤ k ≤ +∞. Un

atlas A sobre M es llamado coherente si los cambios de coordenadas preservan

la orientación de Rm, es decir si xα,xβ ∈ A, entonces xβ ◦ x−1
α tiene jacobiano

positivo para todo punto de xα(Uα∩Uβ). Diremos queM es una variedad orientable

si M admite un atlas coherente, caso contrario, diremos que M es una variedad

no orientable. Fijada una orientación en M , diremos que una base ordenada

v1, v2, . . . , vm en un espacio tangente TpM tiene orientación positiva, si su imagen

por la derivada de cualquier carta xα : Uα → xα(Uα) en el atlas coherente, con
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p ∈ Uα, tiene orientación positiva en Rm, es decir cuyos vectores columna son

dxα(p) · v1, dxα(p) · v2, . . . , dxα(p) · vm

tiene determinante positivo. Caso contrario diremos que ella tiene orientación

negativa.

Ejemplo 1.3.3. La super�cie S dada por (1.16), vista como una variedad

diferenciable, es orientable. Podemos tomar dos parametrizaciones

φ1 : (0, 2π)× (a, b) → S y φ2 : (−π, π)× (a, b) → S

cuyas imágenes cubren toda la super�cie S, donde

φj(u, v) = (f(v) cosu, f(v) senu, g(v)), j = 1, 2.

Tomando las cartas x1 = φ−1
1 y x2 = φ−1

2 , tenemos

x1 ◦ x−1
2 : (−π, π)− {0} −→ (0, 2π)− {π}

(u, v) 7→ x1 ◦ x−1
2 (u, v) :=

{
(u, v) , 0 < u < π

(u+ 2π, v) , −π < u < 0

Por tanto el jacobiano es la identidad en todo punto, ya que el cambio de

coordenadas en el peor de los casos es una traslación. Esto muestra que S es

una variedad orientable.

De�nición 1.3.4. Una métrica riemanniana (o estructura riemanniana) en una

variedad diferenciable M es una correspondencia que asocia a cada punto p

de M un producto interno ⟨·, ·⟩p, es decir una forma bilineal simétrica, positiva

de�nida en el espacio tangente TpM que varía diferenciablemente en el siguiente

sentido: Si x : U ⊂ Rn → M es un sistema de coordenadas locales en torno

de p, con x(x1, x2, . . . , xn) = q ∈ x(U) y ∂
∂xi

(q) = dx(0, . . . , 1, . . . , 0), entonces〈
∂

∂xi
(q),

∂

∂xj
(q)

〉
q

= gij(x1, . . . , xn) y una función diferenciable en U .

Es claro que esta de�nición no depende de la elección del sistema de

coordenadas. Es usual dejar de indicar el índice p en ⟨·, ·⟩p siempre que no hubiese

posibilidad de confusión. Las funciones gij son llamadas expresiones de la métrica

riemanniana en el sistema de coordenadas x : U ⊂ Rn → M . Una variedad

diferenciable M con una dada métrica riemanniana g se llama una variedad

riemanniana, y la denotaremos por (M, g).
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Planteemos ahora el problema de encontrar en el espacio euclidiano

tridimensional R3 un dominio S que realice la geometría de una variedad

bidimensional suave dada, M . En otras palabras: ¾Es posible, y en qué casos,

encontrar en R3 algún subconjunto, cuya geometría intrínseca coincida con la

geometría de la variedad bidimensional suave dada? Además, el método para

calcular la distancia entre dos puntos cualesquiera del dominio buscado S ⊂ R3,

realizada usando la métrica del espacio euclidiano R3, debe corresponder en S

con precisión a la métrica del variedad M dada.

De�nición 1.3.5. Dos variedades riemannianas (M, gM) y (N, gN) son

isométricas si existe un difeomor�smo φ : M → N tal que φ∗(gN) = gM , es

decir

gN(dφ(v), dφ(w)) = gM(v, w),

para todos los vectores tangentes v, w en TpM y todo punto p en M . En este

caso, φ−1 también es una isometría.

De�nición 1.3.6. Sean (M, gM) y (N, gN) dos variedades riemannianas. Una

aplicación φ : M → N es una isometría local si cada punto p en M tiene un

entorno U , tal que φ|U es una isometría sobre un subconjunto abierto de N . Es

usual decir que una variedad riemannianaM es localmente isométrica a la variedad

riemanniana N si para todo punto p en M existe un entorno U de p en M y una

isometría local φ : U → φ(U) ⊂ N .

Generalmente, el problema de encontrar un subconjunto en algún espacio

Rn que tiene las mismas propiedades intrínseco-geométricas que una variedad

suave dada a priori M se conoce como el problema de la inmersión isométrica de

la variedad M en el espacio Rn. Claramente, en la formulación del problema

de inmersión isométrica hay un alto grado de arbitrariedad en la elección de la

variedad original, así como en la elección del espacio ambiental.

De�nición 1.3.7. Una variedad riemanniana S completa, simplemente conexa

y con curvatura gaussiana no positiva es llamada una variedad de Hadamard.

Teorema 1.3.8 (Hadamard). Si S es una variedad de Hadamard (inmersa en

R3). Entonces expp : TpS → S, donde p ∈ S, es un difeomor�smo.

Demostración. Ver [PdC16, p. 393]
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De�nición 1.3.9. Diremos que S̃ es un recubrimiento duplo orientable si existe

una aplicación p : S̃ → S, con las siguientes propiedades:

a) S es una variedad conexa, S̃ es una variedad orientada y p es un

difeomor�smo local;

b) Para cada y ∈ S, la imagen inversa p−1(y) contiene exactamente dos puntos;

c) Si p(x1) = p(x2) con x1 ̸= x2 entonces el isomor�smo linea dp−1
x2

◦ dpx1 :

Tx1S̃ → Tx2S̃ invierte la orientación.

Teorema 1.3.10. Toda variedad conexa S posee un recubrimiento duplo

orientable.

Demostración. [LL03, p. 196].

1.3.1 Espacio Hiperbólico H2 y Hn

En esta sección de�niremos el plano hiperbólico y sus isometrías, luego haremos

una generalización encontrando así el espacio hiperbólico.

De�nición 1.3.11. Sea M = R2 un plano de coordenadas (x, y) y de�namos en

cada punto q = (x, y) en R2 el producto interno asociado a〈
∂

∂x
(q),

∂

∂x
(q)

〉
q

= E = 1,〈
∂

∂x
(q),

∂

∂y
(q)

〉
q

= F = 0,〈
∂

∂y
(q),

∂

∂y
(q)

〉
q

= G = e2x.

La geometría deM di�ere de la geometría usual de R2, por ejemplo usando (1.10)

tenemos que la curvatura de M , está dada por

K = − 1

2
√
EG

[(
Ey√
EG

)
y

+

(
Gx√
EG

)
x

]
= − 1

2e2x

(
2e2x

ex

)
x

= −1.

Esta variedad riemanniana bidimensional es conocida como plano de Lobachevsky

o plano hiperbólico, y será denotado por H2.

Sin embargo, existen otros modelos que representan el mismo espacio, pero

de diferente manera. Por lo que estudiaremos algunos de estos modelos:
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a) El modelo del sistema de coordenadas horocíclicas:

Sea R2 con la métrica asociada dada por

ge = dx2 + e2xdy2.

b) El modelo del disco de Poincaré:

Sea D =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1

}
cuya métrica está dada por

gD = 4
dx2 + dy2

(1− (x2 + y2))2
.

c) El modelo de Lorentz:

Sea L =
{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 = −1, z > 0

}
cuya métrica está dada

por

gL = dx2 + dy2 − dz2.

d) El modelo del semiplano de Poincaré:

Sea P =
{
(x, y) ∈ R2 : y > 0

}
cuya métrica está dada por

gP =
dx2 + dy2

y2
.

e) El modelo en coordenadas geodésicas o coordenadas de Fermi

Sea R2 con la métrica asociada dada por

gcosh = dx2 + cosh2 xdy2.

f) El modelo de la semiesfera:

Sea S =
{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, z > 0

}
cuya métrica asociada

está dada por

gS =
dx2 + dy2 + dz2

z2
.

Veamos que estos modelos son equivalentes,

1) El modelo en coordenadas geodésicas (e) es equivalente (bajo isometría) al

modelo del sistema de coordenadas horocíclicas (a):

Consideremos la función

φ : (R2, gcosh) −→ (R2, ge)

(x, y) 7→ φ(x, y) := (−y + ln(coshx), ey tanhx)
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la cual es una isometría con inversa

φ−1(x, y) =
(
senh−1(yex), ln(

√
e−2x + y2)

)
.

Sean u = −y + ln(coshx), v = ey tanhx, luego

du = tanhxdx− dy

du2 = tanh2 xdx2 − 2 tanhxdxdy + dy2

dv = ey sech2 xdx+ ey tanhxdy

dv2 = e2y sech2 x
[
sech2 xdx2 + 2 tanhxdxdy + senh2 xdy2

]
.

En consecuencia tenemos el pull-back,

φ∗ge = du2 + e2udv2

= du2 + e2(−y+ln(coshx))dv2

= du2 + e−2y cosh2 xdv2

= tanh2 xdx2 − 2 tanhxdxdy + dy2 + sech2 xdx2 + 2 tanhxdxdy + senh2 xdy2

= (tanh2 x+ sech2 x)dx2 + (1 + senh2 x)dy2

= dx2 + cosh2 dy2 = gcosh.

2) El modelo en coordenadas geodésicas (e) es equivalente (bajo isometría) al

modelo del semiplano de Poincaré (d):

Consideremos ahora la función

φ : (R2, gcosh) −→ (P, gP )

(x, y) 7→ φ(x, y) := (ey tanhx, ey sechx)

la cual es una isometría con inversa

φ−1(x, y) =
(
senh−1(x/y), ln(

√
x2 + y2)

)
.

Sean u = ey tanhx, v = ey sechx, luego

du = ey(sech2 xdx+ tanhxdy)

du2 = e2y sech2 x
[
sech2 xdx2 + 2 tanhxdxdy + senh2 xdy2

]
dv = ex sechx(− tanhxdx+ dy)

dv2 = e2y sech2 x
[
tanh2 xdx2 − 2 tanhxdxdy + dy2

]
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En consecuencia tenemos el pull-back,

φ∗gP =
du2 + dv2

v2

= sech2 xdx2 + 2 tanhxdxdy + senh2 xdy2 + tanh2 xdx2 − 2 tanhxdxdy + dy2

= (tanh2 x+ sech2 x)dx2 + (1 + senh2 x)dy2

= dx2 + cosh2 dy2 = gcosh.

3) El modelo de la semiesfera (f) es equivalente (bajo isometría) al modelo

del disco de Poincaré (d)

Consideremos ahora la función

φ : (S, gS) −→ (D, gD)

(x, y, z) 7→ φ(x, y, z) :=

(
x

z + 1
,

y

z + 1

)
la cual es una isometría con inversa

φ−1(x, y) =

(
2x

x2 + y2 + 1
,

2y

x2 + y2 + 1
,
1− x2 − y2

x2 + y2 + 1

)
.

Sean u =
x

z + 1
, v =

y

z + 1
, luego

du =
dx

z + 1
− xdz

(z + 1)2

dv =
dy

z + 1
− ydz

(z + 1)2

En consecuencia tenemos el pull-back,

φ∗gD = 4
du2 + dv2

(1− (u2 + v2))2

= 4
[(z + 1)dx− xdz]2 + [(z + 1)dy − ydz]2

(z + 1)4
[
1−

(
x
z+1

)2 − ( y
z+1

)2
)
]2

=
(z + 1)2(dx2 + dy2) + 2(z + 1)zdz2 + (1− z2)dz2

z2(z + 1)2

=
(z + 1)2(dx2 + dy2) + (z + 1)2dz2

z2(z + 1)2

=
dx2 + dy2 + dz2

z2
= gS.
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4) El modelo de Lorentz (c) es equivalente (bajo isometría) al modelo de la

semiesfera (f)

Consideremos ahora la función

φ : (L, gL) −→ (S, gS)

(x, y, z) 7→ φ(x, y, z) :=

(
x

z
,
y

z
,
1

z

)
la cual es una isometría con inversa

φ−1(x, y, z) =

(
x

z
,
y

z
,
1

z

)
.

Sean u =
x

z
, v =

y

z
y w =

1

z
, luego

du =
dx

z
− xdz

z2

dv =
dy

z
− ydz

z2

dw = −dz
z2

En consecuencia tenemos el pull-back,

φ∗gS =
du2 + dv2 + dw2

w2

=

(
dx
z
− xdz

z2

)2
+
(
dy
z
− ydz

z2

)2
+ dz2

z4

1
z2

=
z2(dx2 + dy2)− 2z(xdx+ ydy)dz + (x2 + y2)dz2 + dz2

z2

=
z2(dx2 + dy2)− 2z2dz2 + (z2 − 1)dz2 + dz2

z2

= dx2 + dy2 − dz2 = gL

5) El modelo de la semiesfera (f) es equivalente (bajo isometría) al modelo

del semiplano de Poincaré (d)

Consideremos ahora la función

φ : (S, gS) −→ (P, gP )

(x, y, z) 7→ φ(x, y, z) :=

(
2y

x+ 1
,

2z

x+ 1

)
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la cual es una isometría con inversa

φ−1(x, y) =

(
4− x2 − y2

4 + x2 + y2
,

4x

4 + x2 + y2
,

4y

4 + x2 + y2

)
.

Sean u =
2y

x+ 1
, v =

2z

x+ 1
, luego

du =
2dy

x+ 1
− 2ydx

(x+ 1)2

dv =
2dz

x+ 1
− 2zdx

(x+ 1)2

En consecuencia tenemos el pull-back,

φ∗gP =
dx2 + dy2 + dz2

z2

=
(x+ 1)2

4z2

(
2dy

x+ 1
− 2ydx

(x+ 1)2

)2

+
(x+ 1)2

4z2

(
2dz

x+ 1
− 2zdx

(x+ 1)2

)2

=
4(x+ 1)2

(x+ 1)4

[
(x+ 1)(dy + dz)− (y + z)dx

]2
4z2

=
(x+ 1)2(dy2 + dz2)− 2(x+ 1)(ydy + zdz)dx+ (y2 + z2)dx2

z2(x+ 1)2

=
(x+ 1)2(dy2 + dz2) + 2(x+ 1)xdx2 + (1− x2)dx2

z2(x+ 1)2

=
(x+ 1)2(dy2 + dz2) + (x+ 1)2dx2

z2(x+ 1)2

=
dx2 + dy2 + dz2

z2
= gS.

Ahora de manera natural podemos de�nir el espacio hiperbólico n−dimensional,

como el espacio euclidiano n−dimensional cuya métrica asociada está dada por

ge = dx2 + e2x(dy21 + · · ·+ dy2n−1).

Así mismo podemos tener sus modelos correspondientes clásicos, de�nidos de

la siguiente manera:

a) El modelo del disco de Poincaré:

Sea D =
{
x ∈ Rn : x21 + · · ·+ x2n < 1

}
cuya métrica está dada por

gD = 4
dx21 + · · ·+ dx2n

(1− (x21 + · · ·+ x2n))
2
.
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b) El modelo de semiplano de Poincaré:

Sea P = {x ∈ Rn : yn−1 > 0} cuya métrica está dada por

gP =
dx2 + dy21 + dy22 + · · ·+ dy2n−1

y2n−1

.

c) El modelo en coordenadas geodésicas o coordenadas de Fermi:

Sea Rn con la métrica asociada dada por

gcosh = dx2 + cosh2 x(dy21 + dy22 + · · ·+ dy2n−1).

Sabemos que el plano hiperbólico H2 y la pseudo-esfera tienen la misma

curvatura gaussiana constante negativa igual a −1, de modo que en virtud del

teorema de Minding, ellas son localmente isométricas. Pero como curiosidad

podemos preguntarnos ¾qué parte del plano hiperbólico realmente se está

modelando como la pseudo-esfera? Para responder a esta pregunta, tomemos

una parametrización t 7→ (f(t), g(t)) de la tractriz que comienza en (1, 0). Luego

de�nimos φ : (0, 2π)×R+ → R3 dada por φ(u, v) = (f(v) ·cosu, f(v) ·senu, g(v))
una parametrización de la pseudo-esfera

Figura 1.2: Inmersión de un horodisco

Considerando el modelo del semiplano de Poincaré, tomemos el horodisco
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D = {(x, y) ∈ P : y > 1}. Sean p = (x, y), q = (x, 1) en P con y > 1. Entonces

dP (p, q) = 2 arctanh−1 ∥(x, y)− (x, 1)∥∥∥∥(x, y)− (x, 1)
∥∥∥

= 2arctanh

(
y − 1

y + 1

)
= 2 ln(

√
y) = ln y. (1.23)

De�namos F : D → R3 dada por

F (x, y) =

f(ln y) · cosx︸ ︷︷ ︸
u

, f(ln y) · senx︸ ︷︷ ︸
v

, g(ln y)︸ ︷︷ ︸
w

 .

Luego tenemos

du = −f(ln y) · senxdx+ f ′(ln y) · 1
y
· cosxdy

dv = f(ln y) · cosxdx+ f ′(ln y) · 1
y
· senxdy

dw = g′(ln y) · 1
y
dy

de modo que el pull-back de F resulta

F ∗g = du2 + dv2 + dw2

= [f(ln y)]2 dx2 +
[(
f ′(ln y)

)2
+
(
g′(ln y)

)2] dy
y2
,

tomemos ahora t 7→ (f(t), g(t)) una parametrización por longitud de arco,

(f ′)2 + (g′)2 = 1 y además f(t) = e−t. Entonces

g(t) =

∫ t

0

√
1− e−2udu

=
1

2
ln

(√
1− e−2t + 1√
1− e−2t − 1

)
−
√
1− e−2t

= arctanh(
√
1− e−2t)−

√
1− e−2t.

Por tanto F (x, y) =

cosx

y
,
senx

y
, arctanh

(√
1− 1

y2

)
−
√

1− 1

y2︸ ︷︷ ︸
arccosh y

 es una

..
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inmersión isométrica del horodisco D sobre la pseudo-esfera. Por otro lado la

ecuación (1.23) nos dice que esta es la distancia que debemos recorrer a lo largo

de la tractriz para asegurar la distancia geodésica correcta entre F (x, 1) y F (x, y).

De esta manera podemos notar que la pseudo-esfera en sí puede interpretarse

como una super�cie que está cubierta muchas veces por el horodisco. Y si de

pronto se nos ocurre pensar que esta cobertura se puede extender a todo el plano

hiperbólico, inmediatamente notamos que esto no es posible dado que la pseudo-

esfera no es una super�cie completa, lo mismo sucede con las demás super�cies

de curvatura gaussiana constante negativa como veremos en el capítulo 3, de esta

manera ellas logran representar solamente una región del plano hiperbólico H2.
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Capítulo 2

Super�cies completas de curvatura

gaussiana constante no negativa

I don't have any magical ability.
I look at a problem, play with it,

work out a strategy.

Terence Tao.

En este capítulo clasi�caremos las super�cies completas de

curvatura gaussiana constante no negativa en R3 según el signo

de su curvatura. La hipótesis de la completitud juega un papel

importante para esta clasi�cación. Para mayor detalle y desarrollo

del tema véase por ejemplo [Spi99a], [PdC16], [Wil59] y [AT12].

2.1 Super�cies completas de curvatura gaussiana

constante nula

En el capítulo 1 enunciamos el teorema de Minding 1.1.1, sin demostración,

el cual muestra que las super�cies con curvatura gaussiana constante nula, o

también llamada idénticamente nula, son localmente isométricas a un plano. El

objetivo principal de esta sección es demostrar el siguiente teorema

Teorema (Hartman-Nirenberg, 1959). Sea S ⊂ R3 una super�cie completa con

curvatura gaussiana idénticamente nula, entonces S es un cilindro o un plano.
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Observación 2.1.1. La primera demostración apareció en 1959 como un

corolario de un teorema de Philip Hartman y Louis Nirenberg [HN59] que trata

de una situación mucho más general que la nuestra, el cual es enunciado a

continuación

Sea Mn una variedad riemanniana completa conexa en un espacio euclidiano

(n+ 1)−dimensional Rn+1. Si el rango de la aplicación de Gauss es ≤ 1 en todas

partes, entonces Mn es un cilindro generalizado.

Este teorema es la primera determinación global de una variedad plana M en

el espacio euclidiano. De hecho, la condición sobre el rango de la aplicación

de Gauss es equivalente a la planitud de M . En ese momento, sólo se tenía la

clasi�cación local de super�cies planas. Una versión compleja del teorema anterior

fue demostrada por Kinetsu Abe en [Abe72].

Más tarde en 1961, William Schumacher Massey [Mas61] y James Johnston

Stoker [Sto61] obtuvieron demostraciones elementales y directas del teorema, de

manera independiente. La demostración que presentamos aquí está basada en la

demostración de Massey, la cual también se puede encontrar en [PdC16].

Sea S ⊂ R3 una super�cie con curvatura gaussiana Kconst. = 0. Como

K = k1k2, donde k1 y k2 son las curvaturas principales, los puntos de S o bien son

puntos parabólicos, o bien son puntos planos. Denotaremos por P al conjunto de

puntos planos y por U = S \P al conjunto de puntos parabólicos de S. Notemos

que P es cerrado en S, dado que los puntos de P satisfacen H = k1+k2
2

= 0,

por tanto P = H−1(0). Luego sigue que U = S \ P es abierto, en consecuencia

Fr(U) ⊂ P .

Proposición 2.1.2. La única curva asintótica que pasa por un punto parabólico

p ∈ U de una super�cie S con curvatura gaussiana Kconst. = 0 es un segmento

(abierto) de una recta contenida en S.

Demostración. Siendo Kconst. = 0 = k1k2, donde k1, k2 son las curvaturas

principales y U es formado apenas por los puntos parabólicos, entonces una de

estas es no nula. Luego estamos hablando de un punto no umbílico.

La proposición 1.1.9 garantiza que es posible parametrizar un entorno V ⊂ U

de p por x(u, v) de modo que las curvas coordenadas sean líneas de curvatura.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que k1 = 0, donde k1 es la curvatura
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correspondiente a v = const., es decir α(t) = x(u, v0) es una curva asintótica en

V . Luego, en virtud del teorema de Olinde Rodrigues 1.1.12, podemos escribir

(N ◦ α)′(t) = −λ(t) · α′(t), (2.1)

donde α es una parametrización cualquiera de la curva coordinada v = const.,

λ(t) es la curvatura principal asociada a α′(t), la cual es siempre nula a lo largo

de v = const. en V . Tomemos α como α(t) = x(t, v0), luego tenemos

Nu = Nu · 1 +Nv · 0 = Nu · u′ +Nv · v′ = (N ◦ α)′(t) = −λ(t) · α′(t) = 0. (2.2)

Dado que por cada punto del entorno V pasa una curva v = const., la relación

Nu = 0 vale para todos los puntos de V . Se deduce entonces que en V , tenemos

⟨x, N⟩u = ⟨xu, N⟩+ ⟨x, Nu⟩ = 0. (2.3)

Por tanto

⟨x, N⟩ = φ(v), (2.4)

donde φ(v) es una función diferenciable que sólo depende de v. Derivando la

ecuación (2.4) con respecto a v obtenemos:

⟨x, Nv⟩ = φ′(v). (2.5)

Por otro lado, Nv es ortogonal a N y diferente de cero, puesto que los puntos

de V son parabólicos. En consecuencia, N y Nv son linealmente independientes.

Además sabemos que Nuv = Nvu = 0 en V .

Observamos ahora que a lo largo de la curva v = const. = v0 el vector

N(u) = N0 y que Nv(u) = (Nv)0 = const. Así, la ecuación (2.4) implica que

la curva x(u, v0) está contenida en un plano normal al vector constante N0 y la

ecuación (2.5) implica que dicha curva está contenida en un plano normal al vector

constante (Nv)0. Como los vectores N0 y (Nv)0 son linealmente independientes,

tenemos que la curva x(u, v0) está contenida en la intersección de dos planos, es

decir es un segmento rectilíneo.

Observación 2.1.3. En la proposición anterior la hipótesis Kconst. = 0 es

fundamental, dado que si consideramos el paralelo inferior del toro de revolución,

es una curva asintótica construida por puntos parabólicos que no es un segmento

de recta.
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En breve veremos qué ocurre cuando prolongamos este segmento de recta. La

siguiente proposición garantiza que la prolongación de la recta nunca interseca

al conjunto P , es decir, o bien termina en un punto de la frontera de S o

bien permanece inde�nidamente en U . Para veri�car esta a�rmación usaremos

la siguiente consecuencia de las ecuaciones de Mainardi-Codazzi (1.7),

Lema 2.1.4. Sea s la longitud de arco de la curva asintótica que pasa por un

punto parabólico p de una super�cie S, con curvatura nula, y sea H = H(s) la

curvatura media de S a lo largo de dicha curva. Entonces, en U tenemos,

d2

ds2

(
1

H

)
= 0. (2.6)

Demostración. En un entorno V ⊂ U de p, introducimos un sistema de

coordenadas (u, v) tal que las curvas coordenadas son líneas de curvatura y las

curvas v = const. son curvas asintóticas de V . Sean e, f y g los coe�cientes de la

segunda forma fundamental con respecto a esta parametrización. Como f = 0 y

la curva v = const., u = u(s) debe satisfacer la ecuación diferencial de las curvas

asintóticas

e

(
du

ds

)2

+ 2f
du

ds

dv

ds
+ g

(
dv

ds

)2

= 0 (2.7)

entonces concluimos que e = 0. Bajo estas condiciones, tenemos

H =
k1 + k2

2
=

1

2

( e
E

+
g

G

)
=

1

2

g

G
. (2.8)

La proposición 1.1.14 garantiza que F = 0. Luego introduciendo los valores

F = f = e = 0 en las ecuaciones de Mainardi-Codazzi (1.7), obtenemos

0 =
1

2

gEv
G

, gu =
1

2

gGu

G
. (2.9)

A partir de la primera ecuación de (2.9), tenemos que gEv = 0. Siendo p un punto

parabólico de S, en cada punto una de las curvaturas principales no se anula. De

esto podemos concluir que g ̸= 0, pues de la ecuación (2.8) tenemos 0 ̸= H = 1
2
g
G
.

Luego, de gEv = 0 concluimos que Ev = 0. Por tanto, E = E(u) es una función

que sólo depende de u. Entonces la aplicación φ : V → R2 dada por

φ (u, v) =

(∫ u

0

√
E(u) du, v

)
(2.10)
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es un difeomor�smo con su imagen, y la aplicación x = x ◦ φ−1 sigue siendo una

parametrización local con todas las propiedades de x, ya que lo único que hicimos

fue cambiar la parametrización de las curvas v = const. para que ahora estén

parametrizadas por longitud de arco, es decir E = 1. Por un abuso de notación,

volveremos a llamar u y v a los nuevos parámetros. En la nueva parametrización

la expresión de la curvatura gaussiana, usando la ecuación (1.10), es

0 = Kconst. = − 1

2W

[(
Gu

W

)
u

+

(
Ev
W

)
v

]
= − 1

2
√
G

(
Gu√
G

)
u

= − 1√
G

(√
G
)
uu
. (2.11)

Entonces es posible escribir,

√
G = c1(v)u+ c2(v), (2.12)

donde c1(v) y c2(v) son funciones que solo dependen de v. Por otro lado la segunda

ecuación en (2.9) puede escribirse en la forma (g ̸= 0)

gu
g

=
1

2

Gu√
G
√
G

=
(
√
G)u√
G

, (2.13)

luego tenemos

g = c3(v)
√
G, (2.14)

donde c3(v) es una función que solo depende de v. Introducimos las ecuaciones

(2.12) y (2.14) en la ecuación (2.8), obteniendo así

H =
1

2

c3(v)√
G

√
G√
G

=
1

2

c3(v)

c1(v)u+ c2(v)
. (2.15)

Finalmente, recordando que u = s y derivando la expresión anterior con respecto

a s, concluimos que

d2

ds2

(
1

H

)
= 2

d2

ds2

(
c1(v)s+ c2(v)

c3(v)

)
= 0. (2.16)
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Proposición 2.1.5 (Massey, 1961). Sea r una curva asintótica maximal que pasa

por un punto parabólico p ∈ U ⊂ S de una super�cie con curvatura Kconst. = 0 y

sea P ⊂ S el conjunto de puntos planos de S. Entonces r ∩ P = ∅.

Demostración. Supongamos que la curva asintótica maximal r que pasa por p,

está parametrizada por la longitud de arco s y contiene un punto q ∈ P . Como

r es conexa y U es abierto, existe un punto p0 de r, correspondiente a s0, tal que

p0 ∈ P y los puntos de r con s < s0 pertenecen a U .

Ahora, el lema 2.1.4 nos dice que a lo largo de r y para s < s0, existen

constantes a, b ∈ R tales que

H(s) =
1

as+ b
, (2.17)

entonces, dado que la curvatura media es cero en todos los puntos planos,

deberíamos tener

0 = H(p0) = ĺım
s→s0

H(s) = ĺım
s→s0

1

as+ b
=

1

as0 + b
̸= 0, (2.18)

lo cual es una contradicción.

Proposición 2.1.6 (Massey, 1961). Sea p ∈ Fr(U) ⊂ S un punto de la

frontera del conjunto U de puntos parabólicos de una super�cie S con curvatura

Kconst. = 0. Entonces por p pasa un único segmento abierto de recta C(p) ⊂ S.

Además, C(p) ⊂ Fr(U), es decir, la frontera de U está constituida por segmentos

rectilíneos.

Demostración. Sea p ∈ Fr(U). Entonces existe una sucesión (pn)n ⊂ U tal que

pn → p. Para cada pn, sea C(pn) la única curva asintótica maximal (un segmento

abierto de recta) que pasa por pn, esto es gracias a la proposición 2.1.2. Nuestro

objetivo es mostrar que, cuando n → ∞ las direcciones de los segmentos C(pn)

convergen hacia una cierta dirección que no depende de la elección de la sucesión

(pn)n.

En efecto, sea Σ ⊂ R3 una esfera con centro en p su�cientemente pequeña.

Como la esfera Σ es compacta, los puntos de intersección (qn)n de C(pn) con Σ,

tienen al menos un punto de acumulación q ∈ Σ, lo mismo ocurre de manera

simultánea para el punto antipodal de q. Si hubiera además de q y de su punto

antipodal, otro punto de acumulación r, entonces en cada par de puntos pn y pm
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arbitrariamente próximos las curvas asintóticas C(pn) y C(pm) deberían formar

un ángulo mayor que

θ =
∡(pq, pr)

2
(2.19)

lo cual genera una contradicción con la continuidad de las curvas asintóticas.

Concluimos entonces que las curvas C(pn) tienden a una dirección límite. De

manera análoga se demuestra que esta dirección límite no depende de la sucesión

(pn)n, con pn → p.

Como las direcciones de los C(pn) convergen y pn → p, los segmentos

rectilíneos C(pn) convergen a un segmente C(p) ⊂ S que pasas por p. El segmento

C(p) no se reduce solamente al punto p, pues en caso contrario como C(pn) es

maximal entonces p ∈ S sería un punto de acumulación de los extremos de los

C(pn), que no pertenece a S, en virtud de la proposición 2.1.5. Por el mismo

razonamiento se tiene que el segmento C(p) no contiene a sus puntos extremos.

Para terminar mostraremos que C(p) ⊂ Fr(U). En efecto, si q ∈ C(p), existe

una sucesión

(qn)n ⊂ C(pn) ⊂ U tal que qn → q. (2.20)

Entonces q ∈ U ∪ Fr(U). Supongamos que q ̸∈ Fr(U). Luego q ∈ U y por la

continuidad de las direcciones asintóticas, C(p) es la única curva asintótica que

pasa por q. Esto implica, gracias a la proposición 2.1.5, que p ∈ U , lo cual es una

contradicción. Por tanto, q ∈ Fr(U), es decir C(p) ⊂ Fr(U).

Ahora ya estamos listos para demostrar el resultado principal de esta sección,

Teorema 2.1.7 (Hartman-Nirenberg, 1959). Sea S ⊂ R3 una super�cie completa

con curvatura gaussiana idénticamente nula. Entonces S es un cilindro o un

plano.

Demostración. Admitamos que S no es un plano. Entonces por la

proposición 2.2.2 tenemos que S contiene puntos parabólicos. Sea U el conjunto

(abierto) de los puntos parabólicos de S y P el conjunto (cerrado) de los puntos

planos de S. El conjunto int(P ) es un abierto en S que solo contiene puntos

planos. En consecuencia, cada componente conexa de int(P ) está contenida en

un plano, esto ocurre gracias a la proposición 2.2.2.

Primero demostraremos que si q ∈ S y q ̸∈ int(P ), entonces por q pasa una

única recta R(q) ⊂ S, y dos rectas de este tipo o bien son iguales, o bien no

pucp 35



2.1. SUPERFICIES COMPLETAS DE CURVATURA NULA 36

se cortan. En efecto, cuando q ∈ U , existe una única curva maximal asintótica

r que pasa por q, donde r es un segmento de recta (por tanto, una geodésica)

y r ∩ P = ∅ (la cual es una consecuencia de las proposiciones 2.1.2 y 2.1.5).

Parametrizando r por longitud de arco comprobamos que r no es un segmento

�nito. Caso contrario, existiría una geodésica que no puede prolongarse a todos

los valores del parámetro y esto generaría una contradicción con la completitud

de S. Por tanto r es la totalidad de una recta R(q) y como r∩P = ∅, concluimos

que R(q) ⊂ U . Deducimos entonces que cuando p es otro punto de U , p ̸∈ R(q),

R(p)∩R(q) = ∅. Caso contrario, por el punto de intersección deberían pasar dos

curvas asintóticas, lo cual contradice la propiedad de unicidad.

Por otra parte, si q ∈ Fr(U) = Fr(P ), entonces en virtud de la

proposición 2.1.6 tenemos que por q pasa un único segmente abierto de recta que

está contenido en Fr(U). Mediante el argumento previo, este segmento puede

prolongarse a la totalidad de una recta R(q) ⊂ Fr(U) y si p ∈ Fr(U), p ̸∈ R(q),

entonces R(p) ∩R(q) = ∅.
Está claro que al ser U un abierto, si q ∈ U y p ∈ Fr(U), entonces

R(p) ∩ R(q) = ∅. De esta manera, por cada punto de S \ int(P ) = U ∪ Fr(U)

pasa una única recta contenida en S \ int(P ), y como habíamos a�rmado, dos

rectas de este tipo o bien son iguales, o bien no se cortan. Si demostramos que

estas rectas son paralelas, concluiremos que Fr(U) está constituido por rectas

paralelas y que cada componente conexa de int(P ) es un conjunto abierto de un

plano, delimitado por dos rectas paralelas. Por tanto, por cada punto t ∈ int(P )

pasa una única recta R(t) ⊂ int(P ), paralela a la dirección común. Deducimos

entonces que por cada punto de S pasa una única generatriz y que las generatrices

son paralelas, es decir S es un cilindro; el objetivo de la demostración.

Para demostrar que las rectas que pasan por los puntos de U ∪ Fr(U) son

paralelas, procedemos de la siguiente manera. Sea q ∈ U ∪ Fr(U) y p ∈ U .

Como S es conexa, existe un arco α : [0, l] → S, con α(0) = p, α(l) = q.

La aplicación expp : TpS → S es una aplicación de recubrimiento, gracias a

la proposición 1.2.3, y una isometría local, gracias a la proposición 1.1.17. Sea

α̃ : [0, l] → TpS el levantamiento de α, con origen en 0 ∈ TpS. Para cada α̃(t), con

expp α̃(t) = α(t) ∈ U ∪ Fr(U), sea rt el levantamiento de R(α(t)) con origen en

α(t). Como expp es una isometría local, rt es una recta en TpS. Demostraremos

que cuando α(t1) ̸= α(t2), con t1, t2 ∈ [0, l], las rectas rt1 y rt2 son paralelas. En
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efecto si v ∈ rt1 ∩ rt2 , entonces

expp(v) ∈ R(α(t1)) ∩R(α(t2)), (2.21)

lo cual es una contradicción.

Hasta ahora no hemos de�nido R(α(t)) cuando α(t) ∈ int(P ). Veamos esto

ahora, cuando α(t) es tal que expp α̃(t) = α(t) ∈ int(P ), por α̃(t) trazamos una

recta r en TpS paralela a la dirección común que acabamos de obtener hace un

momento. Está claro que expp(r) ⊂ int(P ) y como expp(r) es una geodésica,

entonces expp(r) es una recta completa contenida en S. De esta manera, la recta

R(α(t)) está de�nida para cada t ∈ [0, l]. Ahora mostraremos que las rectas

R(α(t)), con t ∈ [0, l], son paralelas. En efecto por el argumento habitual de

compacidad, es posible recubrir el intervalo [0, l] con un número �nito de intervalos

abiertos I1, . . . , In tal que α̃(Ij) está contenido en una vecindad Vj de α(tj), con

tj ∈ Ij, donde la restricción de expp es una isometría en Vj. Ahora observemos

que, cuando t1, t2 ∈ Ij y α(t1) ̸= α(t2), entonces R(α(t1)) es paralela a R(α(t2)).

En efecto, como rt1 es paralela a rt2 y la expp es una isometría en Vj, el segmento

abierto expp(rt1 ∩ Vj) es paralelo a expp(rt2 ∩ Vj), lo cual signi�ca que las rectas

expp rt1 = R(α(t1)) y expp rt2 = R(α(t2)) contienen segmentos abiertos que son

paralelos, luego son paralelas. Pero entonces, utilizando la descomposición de

[0, l] en I1, . . . , In podemos demostrar que las rectas R(α(t)) son paralelas. En

particular, la recta R(q) es paralela a R(p). Si s es otro punto de U ∪ Fr(U),

entonces por el mismo argumento R(s) es paralela a R(p), y por tanto paralela a

R(q). De esta manera, se ha probado que todas las rectas que pasan por U∪Fr(U)
son paralelas.

Ejemplo 2.1.8. La hipótesis de la completitud en el teorema de Hartman-

Nirenberg es esencial, dado que hay super�cies no completas con curvatura

gaussiana idénticamente nula no contenidas en un plano o en un cilindro. Un

ejemplo muy simple es la parte superior de un cono circular. Sea

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 : z2 = x2 + y2, z > 0

}
,

la super�cie de revolución de la curva ζ en el plano xz parametrizada por

(f(v), g(v)) = (v, v), con v > 0. Luego tenemos queKcosnt. = 0 yH(x, y, z) = 1/z.

En particular, S sólo consta de puntos parabólicos, por lo que no está contenido

en un plano. Tampoco está contenido en un cilindro, dado que a través de cada

punto parabólico de S pasa un segmento único contenido en S gracias a la
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proposición 2.1.2, y por lo tanto debería ser un generador del cono. Por tanto, si

S estuviera contenido en un cilindro, los generadores serían paralelos, pero esto

no ocurre.

Figura 2.1: Cono de Revolución

2.2 Super�cies completas de curvatura gaussiana

positiva

El teorema de Bonnet nos garantiza que una super�cie completa S de

curvatura gaussiana constante positiva, es compacta. En realidad, el teorema

nos dice mucho más,

Teorema 2.2.1 (Bonnet, 1855). Si la curvatura gaussiana K de una super�cie

completa S satisface la condición

K ≥ δ > 0. (2.22)

Entonces S es compacta y el diámetro de S satisface la desigualdad

diam(S) ≤ π√
δ
. (2.23)

Demostración. [PdC16, p. 358]

La primera demostración de este teorema fue obtenida en 1855 por Pierre

Ossian Bonnet en [Bon55] y [Bon56]. Una formulación del teorema, en términos

de super�cies completas, puede encontrarse en el articulo de Heinz Hopf y Willi

Rinow [HR31]. En realidad, no es necesario que K esté acotada inferiormente
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lejos de cero sino que no se aproxime muy rápidamente a cero, véase por ejemplo

el artículo de Eugenio Calabi [Cal67] o el artículo de Rolf Schneider [Sch72].

Por tal motivo no perdemos generalidad si suponemos que estamos trabajando

con una super�cie compacta. Así el resultado principal de esta sección es probar

el siguiente teorema

Teorema (Liebmann, 1899). Sea S ⊂ R3 una super�cie, conexa y compacta,

cuya curvatura gaussiana K es constante. Entonces S es una esfera cuyo radio

es 1/
√
K.

La primera demostración de este teorema se dio en 1899 y se debe a Heinrich

Liebmann [Lie99]. La demostración que presentamos aquí es una modi�cación,

efectuada por Shiing-Shen Chern [Che45], de la demostración que dio David

Hilbert [Hil09], esta también se puede encontrar en [PdC16].

Proposición 2.2.2. Una super�cie orientada y conexa S que consiste

enteramente de puntos umbílicos está necesariamente contenida en una esfera

o en un plano (y estas son super�cies que consisten sólo de puntos umbílicos).

Demostración. Sea p ∈ S y sea x(u, v) una parametrización de S en p teniendo

así un entorno coordenado V . De la hipótesis tenemos que existe una función

λ : S → R diferenciable en V tal que dN(w) = λ(q) · w para todo w ∈ TqS

y q ∈ V . Primero demostraremos que λ(q) es constante en V . En primer lugar,

notamos

Nu = dN(xu) = λxu y Nv = dN(xv) = λxv.

Diferenciando de nuevo obtenemos

Nuv = λvxu + λxuv,

Nvu = λuxv + λxvu

y entonces λuxv − λvxu = 0. Pero como xu y xv son linealmente independientes,

entonces

λu = λv = 0,

para todo q ∈ V . Lo cual muestra que λ es localmente constante. Como S

conexo, entonces λ es constante en todo S. En efecto, tomemos q0 ∈ S y sea

R = {q ∈ S : λ(q) = λ(q0)}. Este conjunto no vacío es cerrado dado que λ es
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continua, y es abierto por que λ es localmente constante, luego por la conexidad

de S tenemos que R = S, es decir λ es constante en todo S.

Si λ ≡ 0, entonces el diferencial de la aplicación de Gauss es cero en todos

lados, es decir N ≡ N0 ∈ S2. Tomemos p0 ∈ S, y de�namos h : S → R dada por

h(q) = ⟨q − p0, N0⟩. Si nos restringimos al entorno coordenado tenemos,

hu = ⟨xu, N0⟩ = 0 = ⟨xv, N0⟩ = hv,

de esto se sigue que h es localmente constante, y por tanto es constante por el

mismo argumento usado anteriormente. Como h(p0) = 0, obtenemos h ≡ 0, lo

cual signi�ca que S está contenida en un plano que pasa por p0 y es ortogonal a

N0.

Si λ ≡ λ0 ̸= 0, sea q : S → R3 dada por q(p) = p− 1
λ0
N(p). Obteniendo así

dqp = id− 1

λ0
dNp = id− 1

λ0
λ0 id ≡ 0,

entonces q es (localmente constante y por lo tanto) constante, denotamos por q0
el valor de q, es decir q ≡ q0. Luego p− q0 ≡ 1

λ0
N(p), y entonces

∥p− q0∥2 =
1

λ20
, ∀p ∈ S.

En otras palabras, S está contenido en una esfera de centro q0 y radio
1

|λ0|
.

Proposición 2.2.3. Toda super�cie compacta S ⊂ R3 contiene un conjunto

abierto que consta de puntos elípticos.

Demostración. Como S es compacto, tiene un punto p0 que tiene una distancia

máxima desde el origen, queremos mostrar que p0 es elíptico. Denotemos por

Σ ⊂ R3 la esfera con centro en el origen y radio ∥p0∥. Es claro que p0 ∈ Σ ∩ S, y
S está contenida en la bola cerrada con frontera Σ. En particular, S es tangente

a Σ en p0, por tanto p0 es ortogonal a Tp0S.

Dado que solo nos interesa lo que sucede en una vecindad de p0, podemos

suponer sin pérdida de generalidad que S es orientable, y escogemos una

aplicación de Gauss N : S → S2 tal que N(p0) =
p0
∥p0∥

. Sea ahora σ : (−ε, ε) → S

una curva parametrizada por longitud de arco tal que σ(0) = p0. La función

s 7→ ∥σ(s)∥2 tiene un máximo global para s = 0, por lo que su segunda derivada

no es positiva en 0. Al diferenciar obtenemos

kn(0) ≤ − 1

∥p0∥
,
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donde kn es la curvatura normal de σ.

Dado que σ era una curva arbitraria, se deduce que todas las curvaturas

normales de S en p0 tienen el mismo signo y, por tanto, p0 es elíptica. Finalmente,

K(p0) > 0 implica que K es positivo en una vecindad de p0, de modo que S

contiene un conjunto abierto que consta de puntos elípticos.

Regresando al resultado principal de esta sección observamos que en realidad

podemos suponer que la super�cie tiene una curvatura gaussiana constante

positiva, porque la proposición 2.2.3 nos dice que toda super�cie compacta tiene

puntos elípticos. En la proposición 2.2.2 vimos que las esferas se caracterizan por

el hecho de que consisten enteramente de puntos umbílicos (y no son planos). La

proposición 2.2.3 implica, en particular, que una super�cie compacta no puede

estar contenida en un plano, por lo que esto sugiere que intentemos demostrar

que una super�cie compacta con una curvatura gaussiana constante consiste

enteramente de puntos umbílicos. Para llegar a esto, usaremos el siguiente criterio

para obtener puntos umbílicos, originalmente debido a Hilbert:

Lema 2.2.4 (Hilbert, 1909). Sea S ⊂ R3 una super�cie, donde k1, k2 : S → R
son sus curvaturas principales correspondientes, con k1 ≥ k2. Sea p ∈ S un punto

de S que satisface las siguientes condiciones:

1) K(p) > 0, es decir, la curvatura gaussiana en p es positiva,

2) p es simultáneamente un punto de máximo local para la función k1 y un

punto de mínimo local para la función k2.

Entonces p es un punto umbílico de S.

Demostración. Supongamos que p no es un punto umbílico de S. Entonces por

la proposición 1.1.9 es posible parametrizar un entorno de p por coordenadas

(u, v) de manera que las curvas coordenadas sean líneas de curvatura. En estas

condiciones, F = f = 0 y las curvaturas principales vienen dadas por e/E y g/G.

Como el punto p no es umbílico podemos admitir que intercambiando u y v, si

fuera necesario, en un entorno de p

k1 =
e

E
, k2 =

g

G
. (2.24)
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En el sistema coordenado así obtenido, las ecuaciones de Mainardi-Codazzi (1.7)

se escriben como

ev =
Ev
2
(k1 + k2), (2.25)

gu =
Gu

2
(k1 + k2). (2.26)

Derivando con respecto a v la primera ecuación de (2.24) y usando la ecuación

(2.25), obtenemos

E(k1)v =
Ev
2
(−k1 + k2). (2.27)

Análogamente, derivando con respecto a u la segunda ecuación de (2.24) y usando

la ecuación (2.26),

G(k2)u =
Gu

2
(k1 − k2). (2.28)

Por otro lado, cuando F = 0, la fórmula de Gauss se reduce a la expresión

Kconst. = − 1

2W

[(
Gu

W

)
u

+

(
Ev
W

)
v

]
(2.29)

de modo que,

−2EGKconst. = Evv +Guu +mEv + nGu (2.30)

donde m = m(u, v) y n = n(u, v) son funciones de (u, v), cuyas expresiones

son irrelevantes para la demostración. La misma observación se aplica a las

expresiones m̃, ñ,m y n, que se introducirán a continuación.

De las ecuaciones (2.27) y (2.28) obtenemos expresiones para Ev y Gu que,

tras ser derivadas e introducidas en la ecuación (2.30), dan lugar a

−2EGKconst. = − 2E

k1 − k2
(k1)vv +

2G

k1 − k2
(k2)uu +m(k1)v + n(k2)u (2.31)

luego,

−2(k1 − k2)EGKconst. = −2E(k1)vv + 2G(k2)uu + m̃(k1)v + ñ(k2)u. (2.32)

Como Kconst. > 0 y k1 > k2 en p, el primer miembro de la ecuación (2.32) es

estrictamente negativo en p. Como k1 alcanza un máximo local en p y k2 alcanza

un mínimo local en p, tenemos

(k1)v = 0, (k2)u = 0, (k1)vv ≤ 0, (k2)uu ≥ 0 (2.33)

en p. Sin embargo, esto implica que el segundo miembro de (2.32) es positivo o

cero, lo cual es una contradicción.
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Ahora ya podemos probar el resultado principal de esta sección,

Teorema 2.2.5 (Liebmann, 1899). Sea S ⊂ R3 una super�cie, conexa y

compacta, cuya curvatura gaussiana K es constante. Entonces S es una esfera

cuyo radio es 1/
√
K.

Demostración. Como S es compacta, por la proposición 2.2.3, tenemos que existe

al menos un punto elíptico, en consecuencia Kconst. > 0 en S, de modo que S no

está contenida en un plano. Dado que la curvatura gaussiana es siempre positiva,

el valor de la curvatura media no puede ser cero en ninguna parte, por tanto S

es orientable. Fijando una orientación de S, y sean k1, k2 : S → R las curvaturas

principales de S, con k1 ≥ k2. En virtud a la compacidad, la función continua k1
alcanza su máximo en un punto p ∈ S. Dado que k1k2 = Kconst. es una constante

positiva, k2 es una función decreciente de k1 y, en consecuencia alcanza su mínimo

en p. Deducimos del lema de Hilbert 2.2.4 que p es un punto umbílico, es decir

k1(p) = k2(p). Entonces para todo q ∈ S tenemos

k1(p) ≥ k1(q) ≥ k2(q) ≥ k2(p) = k1(p). (2.34)

Por tanto, k1(q) = k2(q) para todo q ∈ S. Concluimos así que todos los puntos

de S son umbílicos y por la proposición 2.2.2, S está contenida en una esfera Σ.

Por la compacidad, S es cerrada en Σ y al ser S una super�cie regular, entonces

es una unión de imágenes de parametrizaciones locales, por lo que está abierto

en Σ. Como Σ es conexa y, S es cerrada y abierta en Σ, entonces S = Σ. En

consecuencia la super�cie S es una esfera. Supongamos que S tiene radio r,

entonces K = Kconst. = 1/r2, y por tanto r = 1/
√
K.

Debemos observar que no surge contradicción alguna en la demostración del

lema de Hilbert 2.2.4 si suponemos que k1 tiene un mínimo local y k2 un máximo

local en p. En realidad, tal situación puede ocurrir, sin ser p un punto umbílico,

en una super�cie de curvatura positiva, como veremos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2.6. Sea S la super�cie de revolución dada por

x = f(v) cosu, y = f(v) senu, z = g(v), 0 < u < 2π,

donde
f(v) = C cos(v), C > 1

g(v) =

∫ √
1− C2 sen2 v dv, g(0) = 0.
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Tomamos |v| < arcsen(1/C), de forma que g(v) está bien de�nida. Usando las

expresiones vistas en la sección 1.1.1 obtenemos:

E = C2 cos2 v, F = 0, G = 1,

e = −C cos v
(√

1− C2 sen2 v
)
, f = 0, g = − C cos v√

1− C2 sen2 v
,

luego tenemos

k1 =
e

E
= −

√
1− C2 sen2 v

C cos v
, k2 =

g

G
= − C cos v√

1− C2 sen2 v
. (2.35)

Por tanto, S tiene curvatura K = k1k2 = 1 > 0, es decir constante y positiva. Es

sencillo comprobar que k1 > k2 en todos los puntos de S, pues C > 1. Por tanto,

S carece de puntos umbílicos. Además, como k1 = −1/C para v = 0 y

k1 = −
√
1− C2 sen2 v

C cos v
> − 1

C
para v ̸= 0, (2.36)

concluimos que k1 alcanza un mínimo (por tanto, al ser Kconst. = 1, k2 alcanza

un máximo) en los puntos del paralelo v = 0.

Observemos que el único efecto de la conexidad en el teorema de Liebmann

es prevenir la presencia de dos o más esferas en la conclusión �nal. Por otro

lado, el ejemplo 2.2.6 muestra lo esencial de la hipótesis de la compacidad en el

teorema de Liebmann antes mencionado, dado que la super�cie S tiene curvatura

gaussiana constante positiva y no está contenidas en una esfera, en las siguientes

�guras se muestran algunos casos particulares de esta situación.

Figura 2.2: Super�cie de curvatura Kconst. = 1 con C = 7/4.
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(a) C = 3/4 sssss (b) C = 1

Figura 2.3: Super�cies de curvatura Kconst. = 1.
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Capítulo 3

Super�cies de curvatura gaussiana

constante negativa

Among the thousand-and-one faces whereby
form chooses to reveal itself to us, the

one that fascinates me more than any other,
and continues to fascinate me, is the

structure hidden in mathematical things.

Alexander Grothendieck.

Este capítulo está dedicado al estudio de las super�cies de curvatura

gaussiana constante negativa. En relación a este capítulo y al

siguiente, unas lecturas complementarias clásicas e interesantes

pueden ser [AVS93] y [PS76]. Nos ocuparemos en cuestiones

que están relacionadas de una forma u otra con propiedades de

super�cies en general. Veremos también la estrecha relación que

existe entre las super�cies pseudo-esféricas y la ecuación de sine-

Gordon, para un estudio más amplio de esta sección se puede

recurrir a [BP96], [Joh94], [McL94], [MS93], [Vin93], [Pop07] y

[PM07].

La transición del estudio de las propiedades meramente locales, al estudio

más amplio y más profundo de las conexiones entre las propiedades locales de

los objetos geométricos y su estructura global es característica de la geometría

del siglo XX, especialmente en las últimas décadas. Históricamente, el estudio

de super�cies de curvatura gaussiana negativa en R3 estuvo estrechamente
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relacionado con el problema de la interpretación de la geometría no Euclidiana,

como veremos en el siguiente capítulo. Cuando pensamos en una super�cie en R3

con curvatura gaussiana constante negativa tal vez la primera super�cie que se

nos viene a la mente es la super�cie de Beltrami o también llamada pseudo-esfera.

Con esta motivación diremos que una super�cie es pseudo-esférica, si esta es una

super�cie en R3 con curvatura gaussiana constante negativa.

3.1 Red de Tchebyche�

El matemático ruso Pafnuti Lvóvich Tchebyche�1 en su obra de 1878 �Sur la

coupe des vêtements� [Tch78], introdujo una clase especial de redes de curvas,

que actualmente se conocen como redes de Tchebyche�. Para un estudio más

amplio sobre esta red, véase por ejemplo [SD95] y [Mas17].

De�nición 3.1.1. Sea S ⊂ R3 una super�cie. Si las longitudes de los lados

opuestos de cualquier cuadrilátero formado por las curvas coordenadas de una

parametrización x(u, v) son iguales, diremos que ellas constituyen una red de

Tchebyche�.

Figura 3.1: Red de Tchebyche�.

Posteriormente, se desarrolló una generalización de esta noción de red, ver

[Shu63]. El primer ejemplo es, sin duda, el de las super�cies de revolución. Sea

ζ(t) = (f(t), g(t)) una curva suave del plano xz parametrizada por longitud del

arco. Luego sea S la super�cie de revolución de�nida por la parametrización

1A lo largo de la historia encontramos que su nombre se translitera también como Tchebichev,
Tchebychev, Tschebysche�, Chebyshev o �ebi²ëv; de acuerdo a [che55] en este trabajo usaremos
Tchebyche�.
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x : U → S, dada por

x(u, v) = (f(v) cosu, f(v) senu, g(v))

donde E = f 2(v), F = 0 y G = 1. De�nimos, para cada α > 0, el abierto

Uα =
{
(u, v) ∈ U : (αf(v))2 < 4, f(v) ̸= 0

}
⊂ U.

Además, sean X̃α, Ỹα : x(Uα) → R3 los campos de vectores en x(Uα) dados por

X̃α = α · xu, Ỹα =
√
4− α2f 2(v) · xv.

Entonces los campos de vectores X̃α, Ỹα satisfacen ⟨X̃α, Ỹα⟩ = 0 y

∥X̃α∥2 + ∥Ỹα∥2 = α2f 2(v) + 4− α2f 2(v) = 4.

Por tanto, los campos de vectores Xα = X̃α+Ỹα
2

e Yα = X̃α−Ỹα
2

satisfacen ∥Xα∥ = 1

y ∥Yα∥ = 1. Por tanto, deducimos la existencia de un sistema de coordenadas

xα : Vα ⊂ R2 → x(Uα) tal que (xα)u = Xα y (xα)v = Yα. Además, la aplicación

xα es, por de�nición, una red de Tchebyche�. Presentamos ahora dos aplicaciones

que permiten la construcción de redes de Tchebyche�, ver más en [Ghy11].

Ejemplo 3.1.2. Sea ζ : [−π/2, π/2[ → R2 la curva de�nida por ζ(t) =

(cos(t), sen(t)). La super�cie de revolución de�nida por ζ es la esfera unitaria

de R3. En la �gura 3.2 se presenta un ejemplo de una red de Tchebyche� en la

esfera, construida por este método. Podemos observar en esta red un punto de

singularidad en cada polo.

Figura 3.2: Una red de Tchebyche� en la esfera
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Ejemplo 3.1.3. Un segundo ejemplo viene dado por la curva ζ : R → R2

obtenido por reparametrización por longitud de arco de la curva ζ̃ de�nida por

ζ̃(t) = (t, cosh(t)), para todo t ∈ R. La super�cie de revolución de�nida por ζ es

el Catenoide. En la �gura 3.3 se presente la red de Tchebyche� xα, con α < 1,

construida sobre esta super�cie. Podemos observar que al reducir α, se agranda

el dominio de de�nición Uα de xα y podemos construir de esta manera una red

de Tchebyche� sobre cualquier dominio acotado de la super�cie.

Figura 3.3: Una red de Tchebyche� en el Catenoide.

Las siguientes dos proposiciones caracterizan las redes de Tchebyche�,

Proposición 3.1.4. Una condición necesaria y su�ciente para que las curvas

coordenadas de una parametrización x(u, v) formen una red de Tchebyche� es

Ev(u, v) = Gu(u, v) = 0. (3.1)

Demostración. Supongamos que las curvas coordenadas de una parametrización

x(u, v) forman una red de Tchebyche�. Sean (u0, v0) ∈ U �jo y (u, v) ∈ U �jo

aunque arbitrario. Sean αj : [u0, u] → R2, para j = 1, 2, dadas por α1(t) = x(t, v0)

y α2(t) = x(t, v) curvas coordenadas de la parametrización x(u, v). Sabemos que

las longitudes de arcos de α1 y α2, entre u0 y u están dadas por

l(α1) =

∫ u

u0

√
E(t, v0) dt, (3.2)

l(α2) =

∫ u

u0

√
E(t, v) dt. (3.3)
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Como l(α1) = l(α2), entonces E(u, v0) = E(u, v), ∀ (u, v) ∈ U , es decir

Ev(u, v) = 0. De manera análoga podemos tomar βj : [v0, v] → R2, para j = 1, 2,

dadas por β1(t) = x(u0, t) y β2(t) = x(u, t), y concluir que Gu(u, v) = 0.

Recíprocamente, supongamos que Ev(u, v) = Gu(u, v) = 0, entonces E(u, v) =

E(u) y G(u, v) = G(v). Luego dados (u0, v0), (u, v) ∈ U tenemos,

l(α1) =

∫ u

u0

√
E(t, v0) dt =

∫ u

u0

√
E(t, v) dt = l(α2), (3.4)

l(β1) =

∫ v

v0

√
G(u0, t) dt =

∫ v

v0

√
G(u, t) dt = l(β2). (3.5)

Por tanto la curvas coordenadas de x constituyen una red de Tchebyche�.

Proposición 3.1.5. Cuando las curvas coordenadas constituyen una red de

Tchebyche� es posible reparametrizar el entorno coordenado U de tal forma que

los coe�cientes de la primera forma fundamental sean:

E = 1, F = cosω y G = 1, (3.6)

donde ω es el ángulo entre las curvas coordenadas.

Demostración. De la proposición 3.1.4 sabemos que E(u, v) = E(u) y G(u, v) =

G(v). Entonces la aplicación φ : U → R2 dada por

φ (u, v) =

(∫ u

0

√
E(u) du,

∫ v

0

√
G(v) dv

)
(3.7)

es un difeomor�smo con su imagen, y la aplicación x̃ = x ◦ φ−1 sigue siendo

una parametrización, en coordenadas (ũ, ṽ). De modo que ũu(u, v) =
√
E(u) y

ṽv(u, v) =
√
G(v). Luego x(u, v) = (x̃ ◦ φ)(u, v) = x̃(ũ, ṽ), de donde podemos

notar que

xu = x̃ũ · ũu + x̃ṽ · ṽu = x̃ũ · ũu = x̃ũ ·
√
E. (3.8)

En consecuencia tenemos

E = ⟨xu,xu⟩ =
〈
x̃ũ ·

√
E, x̃ũ ·

√
E
〉
= E · ⟨x̃ũ, x̃ũ⟩ , (3.9)

entonces Ẽ = 1. De manera análoga G̃ = 1. Finalmente,

F̃ = ⟨x̃ũ, x̃ṽ⟩ =
〈
xu√
E
,
xv√
G

〉
=

⟨xu,xv⟩
∥xu∥ · ∥xv∥

= cosω (3.10)

donde ω es el ángulo formado por las curvas coordenadas.
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En las condiciones de la proposición 3.1.6, es decir e = g = 0, las ecuaciones

de Mainardi-Codazzi (1.3) se convierten en{
fu = f

(
Γ1
11 − Γ2

12

)
fv = f

(
Γ2
22 − Γ1

12

)
.

(3.11)

Usando los símbolos de Christo�el (1.4) tenemos:

fu = f
(
Γ1
11 − Γ2

12

)
fu = f

(
GEu − 2FFu + FEv

2(EG− F 2)
− EGu − FEv

2(EG− F 2)

)
fu = f

(
GEu + EGu − 2FFu + 2FEv − 2EGu

2(EG− F 2)

)
fu = f

(
(EG− F 2)u + 2FEv − 2EGu

2(EG− F 2)

)
(3.12)

de manera análoga tenemos

fv = f

(
(EG− F 2)v + 2FGu − 2GEv

2(EG− F 2)

)
. (3.13)

Aplicando la proposición 1.1.8, es posible parametrizar un entorno de p de

forma que las curvas coordenadas sean asintóticas. En otras palabras,

Proposición 3.1.6. Sea p un punto de una super�cie S ⊂ R3. Si la curvatura

gaussiana en p es K(p) < 0, entonces existe un difeomor�smo h : U ⊂ R2 → S,

con p ∈ h(U), donde las curvas coordenadas son curvas asintóticas.

Demostración. Ver [Spi99a, p. 217].

Lema 3.1.7. Sea S una super�cie en R3 con curvatura gaussiana constante

Kconst. < 0. Entonces para cada p ∈ S existe h : (−ε, ε) × (−ε, ε) → S, con

h(0, 0) = p, una parametrización local centrada en p cuyas curvas coordenadas

son curvas asintóticas parametrizadas por longitud de arco, y en consecuencia

constituyen una red de Tchebyche�.

Demostración. De la proposición 3.1.6 tenemos que para cada p ∈ S existe

una parametrización local h : (−ε, ε) × (−ε, ε) → S, con h(0, 0) = p, tal

que las curvas coordenadas son curvas asintóticas. Por una reparametrización
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adecuada obtenemos dos curvas coordenadas pasando por p = h(0, 0) que son

parametrizadas por longitud de arco. Así tenemos

E(u, 0) = 1, G(0, v) = 1. (3.14)

Ahora vamos a probar que todas las curvas coordenadas están parametrizadas

por longitud de arco. Para probar esto, notemos que en estas condiciones las

ecuaciones de Mainardi-Codazzi pueden ser escritas de la siguiente manera,

haciendo uso de las ecuaciones (3.12) y (3.13):
(f 2)u = 2ffu = f 2

(
(EG− F 2)u + 2FEv − 2EGu

EG− F 2

)
(f 2)v = 2ffv = f 2

(
(EG− F 2)v + 2FGu − 2GEv

EG− F 2

)
.

(3.15)

Por otro lado, de la ecuación de Gauss tenemos

Kconst. =
eg − f 2

EG− F 2

Kconst. =
−f 2

EG− F 2

f 2 = −Kconst.(EG− F 2). (3.16)

Reemplazando f 2 en la primera ecuación de (3.15),

−Kconst.(EG− F 2)u = −Kconst.

(
(EG− F 2)u + 2FEv − 2EGu

)
(3.17)

entonces

EGu − FEv = 0. (3.18)

De manera análoga, reemplazando f 2 en la segunda ecuación de (3.15), obtenemos

−FGu+GEv = 0. Es decir, tenemos un sistema de ecuaciones donde EG−F 2 ̸= 0,{
EGu − FEv = 0

−FGu +GEv = 0
(3.19)

el cual tiene como única solución Gu = Ev = 0, y por tanto E(u, v) = E(u, 0) = 1

y G(u, v) = G(0, v) = 1.

El lema anterior muestra que siempre existe una red de Tchebyche� asintótica

local en super�cies de R3, con curvatura gaussiana constante negativa.
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Lema 3.1.8. Sea S una super�cie regular en R3 y sea h : (a, b)× (c, d) → S una

red de Tchebyche�. De�na una aplicación diferenciable ω : (a, b)× (c, d) → R que

a cada punto (u0, v0) le asocia un único número ω(u0, v0) tal que 0 < ω(u0, v0) < π

y ω(u0, v0) es el ángulo entre

d

du
h(u, v0)

∣∣∣∣
u=u0

y
d

dv
h(u0, v)

∣∣∣∣
v=v0

. (3.20)

Entonces ω satisface la siguiente ecuación diferencial

ωuv = −K senω. (3.21)

Demostración. De la proposición 3.1.5 podemos considerar E = G = 1 y

F = cosω. Entonces W =
√
EG− F 2 =

√
1− cos2 ω = senω. Usando la

proposición 1.1.15 tenemos

K =
1

2W
·
[(

Fv
W

)
u

+

(
Fu
W

)
v

]

=
1

2 senω
·
[(− senω · ωv

senω

)
u

+

(− senω · ωu
senω

)
v

]

=
1

2 senω
· [−2 · ωuv]

En consecuencia tenemos ωuv = −K senω.

En 1878 Pafnuti Lvóvich Tchebyche�, en [Tch78], obtuvo por primera vez una

ecuación no lineal del tipo

K sen2 ω = (cosω)uv + ωuωv cosω (3.22)

conocida hoy como la ecuación de Tchebyche�, que se reduce a la forma

ωuv = −K senω. (3.23)

Aproximadamente al mismo tiempo una ecuación de la forma (3.23) apareció

también en el trabajo de Hazzidakis [Haz80], quien obtuvo una fórmula para el

cálculo del área de un cuadrilátero de coordenadas de una red de Tchebyche� en

una super�cie de curvatura gaussiana negativa, como un corolario del siguiente

teorema
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Teorema 3.1.9 (Hazzidakis, 1880). Sea S una super�cie con curvatura gaussiana

negativa K. Sea U = [L0, L1] × [M0,M1] con L1 > L0, M1 > M0 y también

x : U → S una red de Tchebyche�. Denotando Ω = x(U) y de�niendo los

siguientes puntos

A = x(L0,M0), B = x(L1,M0), C = x(L1,M1) y D = x(L0,M1).

Los ángulos entre las curvas de coordenadas en estos puntos se denotan

respectivamente,

ωA = ω(L0,M0), ωB = ω(L1,M0), ωC = ω(L1,M1), y ωD = ω(L0,M1).

Estos ángulos satisfacen la fórmula de Hazzidakis

ωA + ωC = ωB + ωD −
∫
Ω

K dA.

Sean αA, αB, αC y αD los ángulos interiores del cuadrilátero ABCD, tenemos

−
∫
Ω

K dA = αA + αB + αC + αD − 2π.

Figura 3.4: Ilustración de los ángulos entre las curvas de coordenadas de una red

de Tchebyche� en Ω.

Por otro lado, volviendo a la ecuación de Tchebyche� (3.23) el caso en que

Kconst. = −1, dicha ecuación se convierte en la ecuación de sine-Gordon más

conocida hoy en día en aplicaciones, véase por ejemplo [PBSF21] y [AM21].
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3.2 La ecuación de sine-Gordon

Desde su descubrimiento en 1965 por Zabusky y Kruskal [ZK65], los solitones2

y las ecuaciones que los admiten como soluciones han sido objeto de gran

investigación por parte de matemáticos y otros cientí�cos, véase por ejemplo

[Joh94]. Un ejemplo de una ecuación con solitones es la ecuación de sine-Gordon.

Este tema fue ampliamente analizado por los grandes geómetras europeos del

siglo XIX. Esto se debió a que surgió originalmente en conexión con la teoría de

super�cies pseudo-esféricas véase por ejemplo [Eis60].

Consideramos una super�cie S con curvatura gaussiana negativa en la cual

las curvas coordenadas son curvas asintóticas. Luego, de la ecuación de Gauss,

tenemos que

K = − f 2

EG− F 2
= − f 2

W 2
= − 1

ρ2
, (3.24)

donde ρ = W/f y el ángulo ω entre las curvas coordenadas es tal que

cosω =
F√
EG

, senω =
W√
EG

(3.25)

y como E,G > 0 podemos tomar sin pérdida de generalidad E = ρ2α2, G = ρ2β2.

Por tanto las formas fundamentales se transforman en:

I = ρ2
[
α2du2 + 2αβ cosω dudv + β2dv2

]
(3.26)

II = 2ραβ senω dudv. (3.27)

Las ecuaciones de Mainardi-Codazzi ahora toman la forma:

αv +
ρv
2ρ
α− ρu

2ρ
β cosω = 0 (3.28)

βu +
ρu
2ρ
β − ρv

2ρ
α cosω = 0 (3.29)

mientras que el teorema de Gauss proporciona,

ωuv +
1

2

(
ρu
ρ

β

α
senω

)
u

+
1

2

(
ρv
ρ

α

β
senω

)
v

− αβ senω = 0. (3.30)

Las ecuaciones de Gauss-Mainardi-Codazzi en esta forma fueron presentadas en

[LS90].

2Los solitones son ondas localizadas que se propagan sin deformarse que satisfacen ecuaciones
diferenciales no lineales, véase por ejemplo [MD05].
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Estamos interesados en el caso en que la super�cie S es una super�cie pseudo-

esférica, de modo que ρ es constante, digamos a, esto se hace únicamente para no

sobrecargar la notación. Por otro lado, de la proposición 3.1.5, de las ecuaciones

(3.26), (3.27) y del lema 3.1.8 tenemos

I = du2 + 2 cosω dudv + dv2 (3.31)

II =
2

a
senω dudv (3.32)

ωuv =
1

a2
senω. (3.33)

La ecuación (3.33) es conocida como la ecuación sine-Gordon. El teorema

fundamental de la teoría de super�cies dice que las formas fundamentales

(3.31) y (3.32) corresponden a una super�cie si, y solamente si, se satisface la

ecuación (3.33). Por tanto, podemos hacer una correspondencia uno a uno entre

las soluciones de la ecuación de sine-Gordon y las super�cies pseudo-esféricas

parametrizadas de la forma antes mencionada. Para referencia posterior notamos

que las ecuaciones de Gauss, en este caso, son:

xuu = cotω · ωu · xu − cscω · ωu · xv
xuv =

1

a
· senω ·N

xvv = − cscω · ωv · xu + cotω · ωv · xv

(3.34)

y las ecuaciones de Weingarten,

Nu =
1

a
· cotω · xu −

1

a
· cscω · xv

Nv = −1

a
· cscω · xu +

1

a
· cotω · xv.

(3.35)

En primer lugar, observamos que en lo que sigue a menudo es útil trabajar

en términos de parámetros medidos a lo largo de líneas de curvatura, en lugar de

curvas asintóticas. El cambio de parámetros x = u + v, y = u − v corresponde

a la transición de la red de Tchebyche� en una super�cie pseudo-esférica a la

red de coordenadas ortogonales asociada a las líneas de curvatura principal de

la super�cie (por ejemplo, en el caso de la pseudo-esfera tal red ortogonal está

formada por los meridianos de revolución y los paralelos circulares). Si además

escribimos θ = ω/2 encontramos que la primera y segunda formas fundamentales
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son:

I = du2 + 2 cosω dudv + dv2

I =

(
1 + cosω

2

)
dx2 +

(
1− cosω

2

)
dy2

I = cos2 θdx2 + sen2 θdy2 (3.36)

II =
2

a
senω dudv

II =
2

a
senω dx2 +

2

a
senω dy2

II =
1

a
sen θ cos θ dx2 +

1

a
sen θ cos θ dy2. (3.37)

Por tanto ∥xx∥ = cos θ, ∥xy∥ = sen θ y ⟨xx,xy⟩ = 0, entonces el triedro-

ortonormal está dado por A =
xx
cos θ

, B =
xy

sen θ
, C = N.

Podemos calcular las ecuaciones de Gauss-Weingarten en las variables x e y,AB
C


x

=

 0 θy
1
a
sen θ

−θy 0 0

− 1
a
sen θ 0 0


AB
C

 (3.38)

AB
C


y

=

 0 θx 0

−θx 0 − 1
a
cos θ

0 1
a
cos θ 0


AB
C

 (3.39)

Estos sistemas son compatibles si, y solamente si,

θxx − θyy =
1

a2
sen θ cos θ (3.40)

es decir (3.33) en las variables transformadas. Esta forma de la ecuación sine-

Gordon es la que se ve en la mayoría de las aplicaciones físicas, como por ejemplo

el efecto Josephson ver [BEMS71], [CPS+78]; entre otras aplicaciones para un

abordaje más amplio véase por ejemplo [CMKW14].

La ecuación sine-Gordon tiene un carácter universal. Por un lado, describe

inmersiones isométricas de partes del plano hiperbólicoH2 en el espacio euclidiano

R3 como veremos en el siguiente capítulo, y por otro, es una ecuación modelo

ampliamente utilizada en física. Destaquemos además que es en el trabajo de

Tchebyche�, citado anteriormente, que se observó por primera vez una conexión

entre una ecuación diferencial y una determinada red de coordenadas, la red que

ahora lleva su nombre.

pucp 57



3.3. SUPERFICIES PSEUDO-ESFÉRICAS 58

3.3 Super�cies pseudo-esféricas

Comenzamos el estudio de las super�cies pseudo-esféricas de revolución. Sea S

una super�cie pseudo-esféricas de revolución dada por

x = f(v) cosu, y = f(v) senu, z = g(v), 0 < u < 2π,

Como se vio en la sección 1.1.1, tenemos

Kconst. = −f
′′(v)

f(v)
(3.41)

así que para encontrar las super�cies pseudo-esféricas de revolución tomamos

Kconst. = −1/a2, donde a es una constante y al resolvemos (3.41) obtenemos la

siguiente solución general

f(v) = c1 cosh
(v
a

)
+ c2 senh

(v
a

)
. (3.42)

Basta considerar los casos c1 = 0, c2 = 0 y c1 = c2, dado que cualquier otra

solución puede ser escrita como

f(v) = C cosh
(v
a
+ b
)

o f(v) = C senh
(v
a
+ b
)

coincidiendo así con uno de los dos primeros casos luego de un desplazamiento.

Además como la curva plana está parametrizada por longitud de arco, tenemos

g(v) =

∫ v

0

√
1− [f ′(v)]2 dv. (3.43)

Por tanto, las ecuaciones de los meridianos para los tres tipos de super�cies

pseudo-esféricas de revolución están dadas por

(1) f(v) = c cosh
(v
a

)
, g(v) =

∫ v

0

√
1− c2

a2
senh2

(v
a

)
dv,

(2) f(v) = c senh
(v
a

)
, g(v) =

∫ v

0

√
1− c2

a2
cosh2

(v
a

)
dv,

(3) f(v) = c exp
(v
a

)
, g(v) =

∫ v

0

√
1− c2

a2
exp

(
2v

a

)
dv.

Las super�cies correspondientes se conocen como super�cies pseudo-esféricas

de revolución de los tipos Minding top, Minding bobbing y pseudo-esfera,

respectivamente.
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(a) Minding top a = c = 1 sssss (b) Minding bobbing a = 1, c = 1/2

Figura 3.5: Super�cies pseudo-esféricas de revolución tipo Minding top y Minding

bobbing.

3.3.1 Pseudo-esfera

Consideramos ahora el caso (3) en detalle. La integral para g(v) se puede evaluar

en este caso mediante la sustitución

sinψ =
( c
a

)
exp

(v
a

)
(3.44)

dando como resultado,

z = g(v) = a

(
cosψ + ln

∣∣∣∣tan ψ2
∣∣∣∣) . (3.45)

Además, encontramos que

dg

df
= cotψ (3.46)

de modo que ψ es el ángulo que forma la tangente al con el eje z. Además, si

calculamos la distancia desde un punto del meridiano al eje z, medido a lo largo

de la tangente, encontramos que es a, por tanto una constante. Una curva con

esta propiedad se denomina tractriz, de modo que la super�cie pseudo-esférica

del caso (3) es una super�cie de revolución generada por la tractriz.

Esta super�cie es denominada pseudo-esfera o también conocida como la

super�cie de Beltrami.
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x

z

O

(f(t), g(t))

(1, 0)a

a

a

t

ψ

Figura 3.6: Tractriz

Establecimos una correspondencia uno a uno entre super�cies pseudo-esféricas

parametrizadas según (3.36), (3.37) y las soluciones de (3.40). Para encontrar la

solución de (3.40) correspondiente a la pseudo-esfera debemos parametrizarla de

la manera antes mencionada. En términos de u y ψ, tenemos:

x(u, ψ) =

(
a senψ cosu, a senψ senu, a

(
cosψ + ln

∣∣∣∣tan ψ2
∣∣∣∣)) (3.47)

por tanto

I = a2 sen2 ψ du2 + a2 cot2 ψ dψ2

II = −a senψ cosψ du2 + a cotψ dψ2.

Si introducimos x de manera que

dx = a cscψ dψ (3.48)

y sea y = au, entonces I y II toman la forma (3.36), (3.37) con θ = ψ. La

integración de la ecuación (3.48) muestra que la solución de la ecuación sine-

pucp 60



3.3. SUPERFICIES PSEUDO-ESFÉRICAS 61

Gordon correspondiente a la pseudo-esfera es

θ = 2arctan
(
exp

(x
a
− c
))

(3.49)

donde c es una constante de integración. Esto se conoce como la solución de

1−solitón estacionaria. En términos de los parámetros x e y la parametrización

de la pseudo-esfera es x(x, y) =
(
x1(x, y),x2(x, y),x3(x, y)

)
, donde

x1(x, y) = a sech
(x
a
− c
)
cos
(y
a

)
,

x2(x, y) = a sech
(x
a
− c
)
sen
(y
a

)
,

x3(x, y) = a
[(x
a
− c
)
− tanh

(x
a
− c
)]
.

En la �gura 3.7 se muestra una pseudo-esfera, trazada usando la

parametrización anterior.

(a) a = 1, c = 0 (b) a = 1, c = 0 y u > 0

Figura 3.7: Super�cie de Beltrami

pucp 61



3.3. SUPERFICIES PSEUDO-ESFÉRICAS 62

3.3.2 Super�cie de Dini

El helicoide generado por la tractriz se conoce como super�cie de Dini, y es una

super�cie pseudo-esférica. Si la parametrizamos como en el caso de la pseudo-

esfera, encontramos x(x, y) =
(
x1(x, y),x2(x, y),x3(x, y)

)
, donde

x1(x, y) = a sen ζ sech ξ cos
(y
a

)
, x2(x, y) = a sen ζ sech ξ sen

(y
a

)
,

x3(x, y) = x− a sen ζ tanh ξ,

ξ =
x− y cos ζ

a sen ζ
y ζ es una constante (la longitud de la tangente de la tractriz es

a sen ζ y el parámetro helicoidal, que re�eja las velocidades relativas de traslación

y rotación de la curva generadora, es a cos ζ). La solución correspondiente de

(3.40) es

θ = 2arctan (exp (ξ)) = 2 arctan

(
exp

(
x− y cos ζ

a sen ζ

))
. (3.50)

(a) (b)

Figura 3.8: Super�cie de Dini (a) a = 1, ζ = 2π/5 y (b) a = 3/2, ζ = 20π/41.
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3.4 Las transformadas de Bianchi y Bäcklund

En las secciones anteriores vimos que un análisis de los tipos más sencillos de

super�cies pseudo-esféricas conduce de manera bastante natural a la solución

1−solitón de la ecuación de sine-Gordon. Sin embargo, esto no proporciona

indicios sobre cómo encontrar soluciones más generales de la ecuación de sine-

Gordon, así como tipos más generales de super�cies pseudo-esféricas. La clave

para lograr esta tarea es una transformación geométrica propuesta por Luigi

Bianchi, que surge de la idea matemática atrevida sobre la posible existencia

de un vínculo especí�co entre super�cies pseudo-esféricas, formulada en su

tesis doctoral en 1879, véase [Bia79]. El signi�cado general de la idea de la

transformación propuesta es la siguiente: ¾Es posible, dada una super�cie pseudo-

esférica, construir una super�cie pseudo-esférica nueva y diferente, de modo que

el algoritmo de construcción se base exclusivamente de información sobre la

super�cie en cuestión? La respuesta resultó ser a�rmativa, y hoy en día a dicha

transformación la conocemos como transformación de Bianchi. Posteriormente, la

idea geométrica propuesta fue ampliamente desarrollada y generalizada en 1883

por Albert Victor Bäcklund en [Bäc83]. Analizaremos a continuación el contenido

geométrico de estas transformaciones, véase por ejemplo las obras originales de

Bianchi [Bia23] y [Bia92], o en todo caso [Joh94]. La aplicación del método de

transformación de Bäcklund a la construcción de soluciones de ecuaciones no

lineales es uno de los enfoques efectivos en la física matemática moderna. Se

dedica especial atención a la clase de soluciones de solitones de la ecuación de

sine-Gordon y a su interpretación geométrica, principalmente nos centramos en

la pseudo-esfera, la super�cie de Dini, la super�cie de Kuen y también en la

super�cie pulsante (Breather surface).

3.4.1 La transformada de Bianchi

Supongamos que S es una super�cie pseudo-esférica de curvatura −1/a2, a la

cual le asociamos otra super�cie S̃, que satisface la siguiente propiedad:

. Para cualquier punto p̃ ∈ S̃, existe un punto p ∈ S tal que la recta que los

une sea tangente a S en p, a S̃ en p̃ y tenga longitud a. Además pedimos

que los planos Tp̃S̃ y TpS sean perpendiculares.

Bianchi mostró que bajo estas condiciones, S̃ también es una super�cie pseudo-

esférica de curvatura gaussiana −1/a2.
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Figura 3.9: Transformación de Bianchi

Supongamos que S y S̃ se dan en términos de líneas de curvatura por x(x, y)

y x̃(x, y) respectivamente. La condición de que las rectas que unen los puntos

correspondientes en S y S̃ sean de longitud a y tangentes a S nos permiten

x̃ = x+ a cosαA+ a senαB, (3.51)

donde α es una función de x e y. Derivando esta expresión y usando las ecuaciones

(3.38) y (3.39) obtenemos

x̃x = (cos θ − a(αx + θy) senα)A+ (a(αx + θy) cosα)B+ cosα sen θC

x̃y = (−a(αy + θx) senα)A+ (sen θ + a(αy + θx) cosα)B+ (− senα cos θ)C.

El hecho de que la recta que une p con p̃ es tangente a S̃ en p̃ puede expresarse

como

⟨x̃− x, x̃x × x̃y⟩ = 0, (3.52)

es decir,

a cosα a senα 0

cos θ − a(αx + θy) senα a(αx + θy) cosα cosα sen θ

−a(αy + θx) senα sen θ + a(αy + θx) cosα − senα cos θ

= 0

el cual resulta,

(αx + θy)a cos θ senα + (αy + θx)a sen θ cosα +

+cos2 α sen2 θ − sen2 α cos2 θ = 0.
(3.53)
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La condición que los planos tangentes en los puntos correspondientes sean

perpendiculares se pueden escribir como ⟨C, x̃x × x̃y⟩ = 0, es decir,

0 0 1

cos θ − a(αx + θy) senα a(αx + θy) cosα cosα sen θ

−a(αy + θx) senα sen θ + a(αy + θx) cosα − senα cos θ

= 0

el cual resulta,

(αx + θy)(−a sen θ senα) + (αy + θx)(a cos θ cosα) + cos θ sen θ = 0. (3.54)

Resolviendo el sistema (3.53) y (3.54) tenemos

αx + θy =
1

a
senα cos θ (3.55)

αy + θx = −1

a
cosα sen θ. (3.56)

Cuando se satisfacen estas condiciones, obtenemos

x̃x = (cos2 α cos θ)A+ (senα cosα cos θ)B+ (cosα sen θ)C

x̃y = (senα cosα sen θ)A+ (sen2 α sen θ)B+ (− senα cos θ)C.

las cuales muestran que ⟨x̃x, x̃x⟩ = cos2 α, ⟨x̃x, x̃y⟩ = 0 y ⟨x̃y, x̃y⟩ = sen2 α. Por

tanto la primera forma fundamental de S̃ es

I = cos2 α dx2 + sen2 α dy2. (3.57)

Se puede mostrar fácilmente que la normal de S̃ es Ñ = cosαB − senαA y en

consecuencia la segunda forma fundamental de S̃ es

II =
1

a
senα cosα dx2 − 1

a
senα cosα dy2 (3.58)

una comparación de las formas fundamentales de S̃ con S, y las ecuaciones (3.36)

y (3.37), muestra que S̃ es una super�cie pseudo-esférica de la misma manera

que S y que α juega el mismo papel en relación con S̃ que θ en relación con S.

En particular α debe ser una solución de (3.40). Todos los enunciados anteriores

dependen de que podamos encontrar un α que satisfaga (3.55) y (3.56).
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3.4.2 Super�cie de Kuen

Las ecuaciones (3.55) y (3.56) proporcionan un medio para obtener una solución

de la ecuación de sine-Gordon a partir de otra. Para ilustrar el uso de la

transformación de Bianchi consideramos la solución de la ecuación de sine-Gordon

correspondiente a la pseudo-esfera, (3.49) con c = 0, es decir

θ = 2arctan
(
exp

(x
a

))
.

Para este θ particular, las ecuaciones (3.55) y (3.56) se convierten en:

αx = −1

a
tanh

(x
a

)
senα (3.59)

αy = −1

a
sech

(x
a

)
(1 + cosα). (3.60)

Al integrar estas ecuaciones por separado y juntando las mismas obtenemos la

solución

α = 2arctan

(
c− y

a
sech

(x
a

))
, (3.61)

donde c es una constante arbitraria. Usando la fórmula (3.51) y la parametrización

de la pseudo-esfera obtenida anteriormente, encontramos que la parametrización

de la transformación de Bianchi de la pseudo-esfera, con a = 1 y c = 1, es

x(x, y) =
(
x1(x, y),x2(x, y),x3(x, y)

)
, donde

x1(x, y) = 2 · coshx(cos y + y sen y)

y2 + cosh2 x

x2(x, y) = 2 · coshx(sen y − y cos y)

y2 + cosh2 x

x3(x, y) =

(
x(y2 + cosh2 x)− senh(2x)

)
y2 + cosh2 x

.

Esto coincide con la expresión dada en [Eis60]. Tengamos en cuenta que nada

sugiere que la correspondencia entre los puntos de una super�cie pseudo-esférica

y los puntos de la transformación de Bianchi de esa super�cie sea uno a uno.

Evidentemente la transformación de Bianchi de la pseudo-esfera es una super�cie

complicada, que posee auto-intersecciones y es también conocida como super�cie

de Kuen. En la �gura 3.10 se busca mostrar desde distintos puntos de vista a la

super�cie de Kuen,
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(a) −π ≤ y ≤ π (b) −3π ≤ y ≤ 3π

(c) Vista superior (d) Pieza que muestra la estructura interna
de la super�cie

Figura 3.10: Super�cie de Kuen
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3.4.3 Generalización de Bäcklund

El geómetra sueco Bäcklund hizo una simple pero muy importante generalización

de la transformación de Bianchi. Él mostró que si se relaja el requisito de que los

planos tangentes a S y S̃, en los puntos correspondientes, sean perpendiculares y

en su lugar se requeriría que los planos se encuentren en algún ángulo constante

ζ, entonces S̃ todavía podría verse obligada a ser una super�cie pseudo-esférica

eligiendo la longitud de la recta que une los puntos correspondientes para que sea

una constante que depende de ζ, en lugar de tener longitud a como en el caso de

la transformación de Bianchi.

Podemos obtener este resultado de una manera análoga a la que empleamos

para obtener la transformación de Bianchi. Podemos escribir

x̃ = x+ L cosαA+ L senαB, (3.62)

donde L es alguna constante, que representa la longitud de la recta que une

los untos correspondientes, y como antes obtenemos expresiones para x̃x y x̃y.

El hecho de que la recta que une los puntos correspondientes sea tangente a S̃

implica

(αx + θy)L cos θ senα + (αy + θx)L sen θ cosα+

+cos2 α sen2 θ − sen2 α cos2 θ = 0
(3.63)

El requisito de que los planos tangentes se encuentren en el ángulo constante ζ

puede expresarse como ⟨D, x̃x × x̃y⟩ = 0, dondeD = C−cot ζ(senαA−cosαB),

es decir

− cot ζ senα cot ζ cosα 1

cos θ − L senα(αx + θy) L cosα(αx + θy)
L

a
cosα sen θ

−L senα(αy + θx) sen θ + L cosα(αy + θx) −L
a
senα cos θ

= 0

el cual resulta

(αx + θy)(−L sen θ senα) + (αy + θx)(L cos θ cosα)+

+ cos θ sen θ +
L

a
cot ζ senα cosα = 0.

(3.64)

Resolviendo el sistema (3.63) y (3.64) tenemos

αx + θy =
1

L
senα cos θ +

1

a
cot ζ cosα sen θ (3.65)

αy + θx = − 1

L
cosα sin θ − 1

a
cot ζ senα cos θ. (3.66)
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Viendo esto como un sistema para α, con θ una solución dada por (3.40), debemos

veri�car la condición de compatibilidad αxy = αyx. Encontramos, usando el hecho

de que θ satisface la ecuación (3.40), que:

αxy − αyx = sen θ cos θ

(
1

a2 sen2 ζ
− 1

L2

)
, (3.67)

por lo que la compatibilidad requiere que L2 = a2 + sen2 ζ, por tanto tomamos

L = a sen ζ, con esta elección de L el sistema (3.65) y (3.66) se transforman en:

αx + θy =
1

a sen ζ
(senα cos θ + cos ζ cosα sen θ) (3.68)

αy + θx = − 1

a sen ζ
(cosα sen θ + cos ζ senα cos θ). (3.69)

Estas ecuaciones se conocen como ecuaciones de Bäcklund para la ecuación sine-

Gordon. La constante ζ es conocida como parámetro de Bäcklund. Si α es la

solución de las ecuaciones de Bäcklund para algunos θ y ζ especí�cos, entonces α

es llamada la transformación de Bäcklund de θ vía el parámetro ζ. Como era de

esperar, las ecuaciones de Bäcklund se reducen a las ecuaciones correspondientes

de la transformada de Bianchi, esto ocurre cuando ζ = π/2. De manera análoga,

como hicimos con la transformación de Bianchi, podemos calcular la primera

y segunda formas fundamentales de S̃, y encontraremos que tienen la forma

apropiada para que S̃ sea una super�cie pseudo-esférica de la misma manera

que S, y con α jugando el mismo papel en relación con S̃ que θ en relación con

S.
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3.4.4 Super�cie pulsante (Breather surface)

La super�cie pulsante es una super�cie de curvatura gaussiana −1/a2 que

corresponde a la siguiente solución de la ecuación de sine-Gordon:

θ = 2arctan

(√
1− w2

w
sen(wy) sech

(√
1− w2x

))
(3.70)

La super�cie pulsante se puede parametrizar mediante

x(x, y) =
(
x1(x, y),x2(x, y),x3(x, y)

)
, donde

x1(x, y) =
−2aw cosh(

√
1− w2x) (w cos y cos(wy)− sen y sen(wy))√

1− w2
(
w2 cosh2(

√
1− w2x) + (1− w2) sen2(wy)

) ,

x2(x, y) =
2aw cosh(

√
1− w2x) (−w sen y cos(wy) + cos y sen(wy))√

1− w2
(
w2 cosh2(

√
1− w2x) + (1− w2) sen2(wy)

) ,

x3(x, y) = −ax+ 2aw2 cosh
(√

1− w2x
)
senh

(√
1− w2x

)
√
1− w2

(
w2 cosh2(

√
1− w2x) + (1− w2) sen2(wy)

) .
De la expresión anterior de la super�cie obtenida no es difícil deducir que las

líneas de curvatura y = const. son curvas planas en el espacio. La propia super�cie

pseudo-esférica pulsante pertenece a la clase de super�cies Joachimsthal-Enneper.

Por super�cie de Joachimsthal-Enneper en el espacio euclidiano R3 nos referimos

aquí a una super�cie para el cual una familia de líneas de curvatura consta de

curvas planas, que se encuentran en planos que pasan por un eje �jo común

general L . La otra familia de líneas de curvatura consiste en �líneas esféricas�,

es decir, líneas en esferas cuyos centros se encuentran en el eje L . La propia

super�cie de Joachimsthal-Enneper interseca cada una de estas esferas a lo largo

de una línea de curvatura en un ángulo de π/2. Para más detalle sobre esta clase

de super�cies, puede ver [KI15], [Gar05] o [Mas00].

Para la realización de los grá�cos presentados en este capítulo se usó el

siguiente programa https://3d-xplormath.org/TopLevel/download.html.
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(a) Vista general de la super�cie (b) Seccion de la super�cie

(c) Vista superior (d) Pieza que muestra la estructura interna
de la super�cie

Figura 3.11: Super�cie pulsante, w = 1/2
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(a) Vista general de la super�cie (b) Seccion de la super�cie

(c) Vista superior (d) Pieza que muestra la estructura interna
de la super�cie

Figura 3.12: Super�cie pulsante, w = 3/7
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(a) Vista general de la super�cie (b) Seccion de la super�cie

(c) Vista superior (d) Pieza que muestra la estructura interna
de la super�cie

Figura 3.13: Super�cie pulsante, w = 1/5
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(a) Vista general de la super�cie (b) Seccion de la super�cie

(c) Vista superior (d) Pétalo pseudo-esférico, representa
1/6 de la super�cie

Figura 3.14: Super�cie pulsante, w = 3/7
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Capítulo 4

Imposibilidad de una inmersión

isométrica de H2 en R3

In mathematics the art of proposing
a question must be held of higher

value than solving it.

Georg Cantor.

El objetivo de este capítulo es responder a las siguiente

interrogantes, que surgen de manera bastante natural luego del

capítulo 3. ¾Es posible encontrar una super�cie completa con

curvatura gaussiana constante negativa en el espacio euclidiano

tridimensional? En otras palabras ¾Es posible encontrar una

inmersión isométrica de todo el plano hiperbólico en el espacio

euclidiano tridimensional? ¾Qué tan esencial es la condición

de tener una curvatura gaussiana constante? A lo largo de

este capítulo iremos respondiendo estas interrogantes, mostrando

resultados como el teorema de Hilbert y el teorema de E�mov, así

mismo también daremos paso a nuevas interrogantes acerca de la

realización del plano hiperbólico.
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4.1 Teorema de Hilbert

Dedicamos esta sección a probar el siguiente teorema

Teorema 4.1.1 (Hilbert, 1901). Una variedad riemanniana bidimensional

completa con curvatura constante negativa, no puede ser inmersa isométricamente

en R3.

Este teorema garantiza la inexistencia de una geometría de Lobachevsky

para super�cies completas inmersas isométricamente en R3. Veremos además las

diferentes demostraciones del Teorema de Hilbert, cabe resaltar que esencialmente

sólo hay dos demostraciones diferentes, la de David Hilbert [Hil01], y la de M. Erik

Holgrem [Hol02]. Las demás demostraciones que se pueden encontrar di�eren poco

de las anteriormente mencionadas, ver por ejemplo [PdC16], [PdC15], [Spi99a],

[Mil72] y [Sto89]. Todos ellos, a pesar de usar diferentes técnicas, aprovecharon la

posibilidad de parametrizar una super�cie completa, con curvatura gaussiana

constante negativa, por curvas asintóticas formando una red de Tchebyche�.

Y también usaron la ecuación de sine-Gordon, ωuv = senω donde ω(u, v)

representa el ángulo entre las curvas asintóticas, la cual está estrechamente

relacionada con super�cies de curvatura gaussiana constante negativa, como

se vio en el capítulo 3. En la sección 1.3.1 observamos que ninguna de las

super�cies pseudo-esféricas clásicas, de curvatura Kconst. = −1, que consideramos

en las sección 3.3 puede servir como ejemplo de realización en R3 del plano

hiperbólico completo H2. En tales super�cies, solo se puede lograr una realización

parcial del plano hiperbólico H2, que re�eja la geometría de algunos de sus

sub-dominios individuales: horodisco, franja equidistante, etc., que no puede

extenderse más allá de las singularidades que surgen en la super�cie: bordes

irregulares, puntos pico, etc. Geométricamente, la �no extensibilidad� antes

mencionada signi�ca intuitivamente que es imposible extender continuamente

una super�cie de curvatura gaussiana constante negativa más allá de una

singularidad de tal manera que el plano tangente a la super�cie también varíe de

manera continua. En primer lugar, podemos suponer sin pérdida de generalidad

que tenemos una super�cie S tiene curvatura gaussiana igual a −1, bastaría

multiplicar el producto interno por un factor constante. Además de la proposición

1.2.3 tenemos que para cada p ∈ S, la aplicación expp : TpS → S es un

difeomor�smo local, que induce un producto interno en TpS:

⟨v, w⟩q :=
〈
d(expp)q(v), d(expp)q(w)

〉
expp(q)
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tenemos que este producto interno está bien de�nido, pues siendo expp un

difeomor�smo local, la aplicación d(expp)q : (TpS)q ≈ TpS → Texpp(q)S es un

isomor�smo para todo q ∈ TpS.

Figura 4.1: Aplicación d(expp)q

Sea S̃ la variedad riemanniana TpS con este producto interno. Tenemos que

si φ : S → R3 es una inmersión isométrica, también lo es ψ = φ ◦ expp : S̃ → R3.

De hecho, sean q ∈ TpS, v ∈ (TpS)q ≈ TpS, por la regla de la cadena

dψq(v) = d(φ ◦ expp)q(v) = dφexpp(q)(q) · d(expp)q(v).

Por tanto, para todo q ∈ TpS, v, w ∈ (TpS)q ≈ TpS tenemos que:

⟨dψq(v), dψq(w)⟩ψ(q) =
〈
dφexpp(q)(q) · d(expp)q(v), dφexpp(q)(q) · d(expp)q(w)

〉
φ◦expp(q)

=
〈
d(expp)q(v), d(expp)q(w)

〉
expp(q)

= ⟨v, w⟩q .

Con el producto interno en S̃ y el teorema Egregium de Gauss se concluye que

la curvatura de S̃ es −1. Ahora, solo basta probar que no existe una inmersión

isométrica ψ : S̃ → R3 de un plano S̃, con un producto interno tal que K = −1

en R3.

De esta manera podemos enunciar el teorema de Hilbert de la siguiente

manera:

Teorema (Hilbert, 1901). Una variedad riemanniana S, con curvatura constante

negativa igual a −1, no puede ser inmersa isométricamente en R3.
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Admitamos la existencia de una inmersión isométrica ψ : S̃ → R3, donde

S̃ es una variedad riemanniana bidimensional homeomorfa a un plano y con

curvatura gaussiana K = −1. A �n de evitar las di�cultades asociadas a posibles

auto-intersecciones en ψ(S̃), trabajaremos con S̃ y usaremos la inmersión ψ para

inducir en S̃ la geometría extrínseca local de ψ(S̃) ⊂ R3. Concretamente, al ser

ψ una inmersión, para cada p ∈ S̃ existe un entorno Ṽ ⊂ S̃ de p tal que la

restricción ψ|Ṽ = ψ̃ es un difeomor�smo. En cada ψ̃(q) ∈ ψ̃(Ṽ ), existen por

ejemplo dos direcciones asintóticas. Por medio de ψ̃, estas direcciones inducen

dos direcciones en q ∈ S̃, que se denominan las direcciones asintóticas de S̃ en

q. de esta manera, tiene sentido hablar de curvas asintóticas en S̃, y el mismo

procedimiento se puede aplicar a cualquier otra entidad local de ψ(S̃).

Teorema 4.1.2. Existe una parametrización global x : R2 → S̃, tal que las curvas

coordenadas de x, son curvas asintóticas y constituyen una red de Tchebyche�.

Con el �n de demostrar este resultado, tomemos un punto p0 ∈ S̃. Como

K(p0) < 0, entonces existen dos direcciones asintóticas v1 y v2. Consideremos

α : I ⊂ R → S̃ la curva asintótica parametrizada por longitud de arco, con

α(0) = p0 y α′(0) = v1.

Figura 4.2: Curva asintótica α(u)

Notemos que α está de�nida para todo R. Supongamos que existe u1 tal que

α(u) está de�nido para todo u < u1. Sea q = ĺım
u→u1

α(u), por la completitud de S̃

tenemos que q ∈ S̃. Por el lema 3.1.7, tenemos que α, β y γ son curvas asintóticas

Figura 4.3: Buena de�nición de α(u)
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pero como sabemos únicamente pasan dos curvas asintóticas entonces sin pérdida

de generalidad β = α. Entonces α puede ser extendido, en consecuencia α(u1)

está bien de�nido.

Sea W (0) = v2 el vector, unitario, asintótico en α(0) = p0 linealmente

independiente con α′(0) = v1, y seaW (u) el único campo continuo a lo largo de α

tal queW (u) ∈ Tα(u)S̃ es un vector, unitario, asintótico linealmente independiente

con α′(u).

Figura 4.4: Campo de vectores W (u)

El campo de vectores W a lo largo de α es sólo una herramienta que nos

permite distinguir una dirección para cada valor del parámetro de α.

Ahora de�namos la aplicación

x : R2 −→ S̃

(u, v) 7→ x(u, v) := γu(v)

donde cada γu es la única curva asintótica parametrizada por longitud de arco

con γu(0) = α(u) y γ′u(0) = W (u).

Figura 4.5: De�nición de la parametrización x
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Tenemos que probar que x es realmente una parametrización de S̃. Para ello

procederemos mediante una serie de lemas.

Lema 4.1.3. Para un v �jo, la curva x(u, v), −∞ < u < ∞, es una curva

asintótica, cuya longitud de arco es u.

Demostración. En virtud del lema 3.1.7, para cada x(u, v) ∈ S̃ existe una red de

Tchebyche� parametrizada por longitud de arco h : (−ε, ε) × (−ε, ε) → S̃, con

h(0, 0) = x(u, v), alrededor del punto x(u, v). A partir de la de�nición de x al

menos queda claro la siguiente observación:

Observación 4.1.4. Si para algún v0 ∈ (−ε, ε) la curva coordenada u 7→ h(u, v0)

se encuentra a lo largo de la curva coordenada u 7→ x(u, v), entonces todas

las curvas coordenadas u 7→ h(u, v0) se encuentran a lo largo de las curvas

coordenadas de x. En efecto, sea u 7→ h(u, v) con −ε < v < ε una curva

coordenada y sea además k = v − v0. Como las curvas coordenadas forman una

red de Tchebyche� tenemos que u 7→ h(u, v) se encuentra a lo largo de la curva

coordenada u 7→ x(u, ṽ + k).

Figura 4.6: Curva coordenada u 7→ h(u, v0)
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Sea ahora x(u1, v1) ∈ S̃, un punto arbitrario. Por la compacidad del

segmento {x(u1, v) : 0 ≤ v ≤ v1} es posible encontrar un número �nito de redes de

Tchebyche� h1, . . . , hn cuyas imágenes cubren {x(u1, v) : 0 ≤ v ≤ v1}. Ordenando
las funciones h′js como en la �gura 4.7, esas imágenes consecutivas se sobreponen,

notando que u 7→ x(u, 0) es por de�nición una curva asintótica y aplicando la

observación 4.1.4 repetidamente vemos que u 7→ x(u, v1) es una curva asintótica

en un entorno de u1. Como (u1, v1) era arbitrario, esto concluye la prueba del

lema.

Figura 4.7: Imágenes consecutivas de las funciones h′js

Lema 4.1.5. x(u, v) es un difeomor�smo local.

Demostración. Dado q ∈ R2, tenemos dxq : TqR2 → TpS̃ ≈ S̃. Como dxq =

[xu xv] es inyectiva dado que xu × xv ̸= 0. Además dimTpR2 = 2 = dimTpS̃ =

dim S̃. Entonces dxq es un isomor�smo para todo q ∈ R2. Por el teorema de la

función inversa existe una vecindad V ⊂ R2 de p tal que x
∣∣
V ∩U : V ∩U → x(V ∩U)

es un difeomor�smo local.
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Lema 4.1.6. x(u, v) es sobreyectiva.

Demostración. Sea Q = x(R2), como x es un difeomor�smo local, entonces Q es

un abierto de S̃, en efecto para cada p ∈ R2, existe Vp ⊂ R2 tal que x
∣∣
Vp

es un

difeomor�smo local, entonces x(R2) = x
( ⋃
p∈R2

Vp

)
=
⋃
p∈R2

x(Vp) el cual es abierto.

Recordamos además del lema 3.1.7 que si q = x(u0, v0), entonces las curvas

asintóticas que pasan por q están contenidas completamente en Q = x(R2).

Supongamos que Q ̸= S̃. como S̃ es conexa y Q es abierto no vacío tenemos

que ∂Q ̸= ∅ pues de lo contrario Q sería cerrado y por tanto Q = S̃. Tomemos

p ∈ ∂Q, además p ̸∈ Q (Q es abierto). Consideremos un entorno R de p en el

cual las curvas asintóticas formen una red de Tchebyche�. Sea q ∈ Q ∩R.

Figura 4.8: Entorno R.

Entonces una de las curvas asintóticas que pasa por q intersecta a una de las

curvas asintóticas que pasa por p lo que contradice el hecho de que las curvas

coordenadas que pasan por un punto q de Q están completamente contenidas en

Q.

Proposición 4.1.7. La aplicación x es cerrada.

Demostración. Supongamos que Y ⊂ R2 es cerrado pero x(Y ) no lo es. Entonces

existe una sucesión zn cuyo límite z0 = ĺım
n→∞

zn está en Y , pero ĺım
n→∞

x(zn) no

está en x(Y ). Consideramos un conjunto compacto C ⊂ R2 que contiene la

sucesión zn. El lema de la aplicación cerrada establece que una función continua

de un conjunto compacto a un espacio de Hausdor� es cerrada, entonces x

restricta a C es una aplicación cerrada. Por tanto x(C ∩ Y ) es cerrada. En

particular, zn ∈ C ∩ Y , entonces tenemos que x(zn) ∈ x(C ∩ Y ) y además

ĺım
n→∞

x(zn) ∈ x(Y ).
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Como tenemos que x es un difeomor�smo local sobreyectivo, es su�ciente

probar que x es inyectivo.

Proposición 4.1.8. La aplicación x inyectivo

Demostración. Como x es un difeomor�smo local sobreyectivo cerrado, entonces

por la proposición 1.2.6 tenemos que x tiene la propiedad de levantamiento de

camino único. Luego como R2 es conexo por caminos y S ′ es homeomorfo a un

plano, entonces es simplemente conexo, luego por la proposición 1.2.5 tenemos

que x es un homeomor�smo y en consecuencia x es inyectivo.

En consecuencia de estos lemas tenemos que x(u, v) es una red de Tchebyche�

global de S̃. Lo cual prueba el teorema 4.1.2.

4.1.1 Primera demostración

En esta subsección, presentamos una demostración del teorema de Hilbert que

fue originalmente hecha por M. Erik Holmgren en 1902, ver [Hol02], cuya idea

central fue utilizada posteriormente por Tilla Klotz Milnor [Mil72], ver también

[Spi99a] y [Sto89]. Esta demostración depende esencialmente de dos resultados:

(A) Supongamos que S puede ser inmersa en R3. Entonces existe una red de

Tchebyche� global f : R2 → S de todo el plano R2 en S y una función ω

de�nida en todo R2, que da el ángulo entre las curvas coordenadas, que son

en realidad curvas asintóticas, satisfaciendo:

ωuv = senω, 0 < ω < π.

(B) No existe función ω : R2 → R que satisfaga

ωuv = D senω, 0 < ω < π,

donde D > 0 es una constante cualquiera.

Demostración de (A). Este resultado se sigue inmediatamente del teorema 4.1.2

y del lema 3.1.8.

Demostración de (B). Supongamos que tenemos una función ω : R2 → R que

satisface

ωuv = D senω, 0 < ω < π, (4.1)
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para una constante D > 0. Luego en particular tenemos que ωuv(u, v) > 0 en R2.

Lo cual implica que ωu(u, v) como función de v es creciente, es decir

ωu(u, v) > ωu(u, 0) para v > 0. (4.2)

Como no podemos tener ωu(u, v) = 0 en todas partes, podemos asumir,

cambiando nuestras coordenadas por una traslación de ser necesario, que

ωu(0, 0) ̸= 0. Como la aplicación (u, v) 7→ ω(−u,−v) también satisface la ecuación
(4.1), incluso podemos asumir que ωu(0, 0) > 0. Tomemos ahora tres números

�jos 0 < u1 < u2 < u3 tales que ωu(u, 0) > 0 para 0 ≤ u ≤ u3. Luego sean

ω1 = ω(u1, 0) − ω(0, 0) > 0, ω2 = ω(u3, 0) − ω(u2, 0) > 0 y ω se encuentra en

cualquier caso entre 0 y π, luego se sigue que el menor de ω1 y ω2 es positivo y

además menor que π/2. Sea ε = mı́n {ω1, ω2} < π/2.

Figura 4.9: ω crece al menos ε = mı́n{ω1, ω2}

Como ωu(u, v) es creciente en v y positivo en [0, u3], entonces se tiene

ω(u3, V )− ω(u2, V ) =

∫ u3

u2

ωu(u, v) du

>

∫ u3

u2

ωu(u, 0) du

= ω(u3, 0)− ω(u2, 0)

≥ ε
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ω(u1, V )− ω(0, V ) =

∫ u1

0

ωu(u, v) du

>

∫ u1

0

ωu(u, 0) du

= ω(u1, 0)− ω(0, 0)

≥ ε

Por tanto tenemos ω(u1, V ) > ε+ω(0, V ) > ε y ω(u2, V ) < ω(u3, V )−ε < π−ε.
Como V es constante y fue escogida de manera arbitraria, se sigue para un punto

z = (u, v) en cualquier rectángulo sobre el segmento [u1, u2] que

ε < ω(u, Ṽ ) < ω(u, v) < ω(u2, Ṽ ) < π − ε.

En consecuencia para u ∈ [u1, u2] y v > 0 tenemos ε < ω(u, v) < π − ε, entonces

senω(u, v) > sen ε. Ahora integrando la ecuación (4.1) sobre el rectángulo

[u1, u2]× [0, V ]. Obtenemos∫ V

0

∫ u2

u1

ωuv dudv = D

∫ V

0

∫ u2

u1

senω(u, v) dudv

ω(u2, V )− ω(u1, V )− ω(u2, 0) + ω(u1, 0) > D

∫ V

0

∫ u2

u1

sen ε dudv

ω(u2, V )− ω(u1, V )− ω(u2, 0) + ω(u1, 0) > (D)(V )(u2 − u1) sen ε

Tomando por ejemplo V ≥ 2π

D(u2 − u1) sen ε
obtenemos una contracción.

4.1.2 Segunda demostración

En esta subsección, presentaremos la demostración del teorema de Hilbert que

puede ser encontrada en el libro de Manfredo Perdigão do Carmo [PdC16],

o de James Johnston Stoker [Sto89]. La parte local de esta demostración es

esencialmente igual a la del trabajo original de Hilbert [Hil01], pero la parte global

sin embargo es notablemente diferente. Esta demostración trata de la existencia

de una parametrización de una super�cie completa S, con curvatura gaussiana

constante negativa, por curvas asintóticas. También se usa el hecho de que la

super�cie en cuestión es en realidad una variedad de Hadamard, que tiene área

in�nita. Sin embargo, con la posibilidad de parametrizar la super�cie mediante

curvas asintóticas, obtenemos que tiene un área �nita, con lo cual tenemos una

contradicción.
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Proposición 4.1.9. Toda variedad de Hadamard M tiene área in�nita.

Demostración. Sean p ∈ M y v ∈ TpM . El teorema de existencia y unicidad de

las EDO's garantiza la existencia de una única geodésica γ que pasa por p con

velocidad v, es decir γ(0) = p y γ′(0) = v.

Por el teorema de Hadamard 1.3.8 tenemos que expp : TpM → M es

difeomor�smo, entonces este induce un producto interno en TpM . Escribimos

en coordenadas cartesianas (u, v) la primera forma fundamental como

I = Edu2 + Fdudv +Gdv2.

Para escribir I en coordenadas polares hacemos u = r cos θ y v = r sen θ, así

du = cos θdr − r sen θdθ

du2 = cos2 θdr2 − 2r sen θ cos θdrdθ + r2 sen2 θdθ2.

De manera análoga

dv = sen θdr + r cos θdθ

dv2 = sen2 θdr2 + 2r sen θ cos θdrdθ + r2 cos2 θdθ2.

De donde notamos que E(r, θ) = cos2 θ + sen2 θ = 1, F (r, θ) = 0 y G(r, θ) =

r2(cos2 θ + sen2 θ) = r2. De modo que se satisface

ĺım
r→0

G = 0 y ĺım
r→0

(√
G
)
r
= 1.

Luego la curvatura gaussiana puede ser escrita como

K = −

(√
G
)
rr√

G
.

Como K ≤ 0 en S, entonces
(√

G
)
rr

≥ 0, es decir
(√

G
)
r
es una función

creciente respecto de r. Por tanto
(√

G
)
r
≥ ĺım

r→0

(√
G
)
r
= 1, lo cual implica que√

G ≥ r, para todo r ≥ 0. Además por el teorema de Hadamard la vecindad de

coordenadas polares geodésicas es global, luego

Área(S) =
∫ 2π

0

∫ +∞

0

√
Gdrdθ ≥

∫ 2π

0

∫ +∞

0

r drdθ = +∞.
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Lema 4.1.10. Sea U ⊂ S un entorno coordenado de S tal que las curvas

coordenadas son curvas asintóticas de U . Entonces el área de cualquier

cuadrilátero formado por las curvas coordenadas es menor que 2π.

Demostración. Dado un rectángulo R descrito en S por a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d,

Hartman y Wintner mostraron que la integral para el área de R está dada por,

ver [HW51],∫ d

c

∫ b

a

senw dxdy = w(a, c)− w(a, d) + w(b, d)− w(b, c). (4.3)

Por tanto, en virtud del teorema de Hazzidakis 3.1.9 con Kconst. = −1, tenemos

área(R) =

∫
Ω

dA = −
∫
Ω

K dA =
4∑
j=1

αj − 2π < 2π

pues αj < π, para j = 1, 2, 3, 4.

Demostración del Teorema de Hilbert

Supongamos que existe una inmersión isométrica φ : S → R3, donde S es una

super�cie completa con curvatura gaussiana Kconst. = −1. Sea p ∈ S y denotemos

por S̃ el plano tangente a S en el punto p dotado del producto interno inducido

por el difeomor�smo local expp : TpS → S. Entonces ψ = φ ◦ expp : S̃ → R3

es una inmersión isométrica, el teorema 4.1.2 muestra la existencia de una

parametrización x : R2 → S̃ de todo S̃, tal que las curvas coordenadas de x

son curva asintóticas en S̃. De esta manera, podemos cubrir S̃ por una unión

de cuadrilátero coordenados Qn con Qn ⊂ Qn+1, por ejemplo podemos escribir

R2 =
⋃
n∈N

(−n, n)× (−n, n). De�namos Qn = x
(
(−n, n)× (−n, n)

)
. Es claro que

Qn ⊂ Qn+1. Además tenemos que

S̃ = x(R2) = x

(⋃
n∈N

(−n, n)× (−n, n)
)

=
⋃
n∈N

x
(
(−n, n)× (−n, n)

)
=
⋃
n∈N

Qn.

Por el lema 4.1.10, el área de cada Qn es menor que 2π. Pero por otro lado, la

proposición 4.1.9 concluye que el área de S̃ es ilimitada, lo cual nos conduce a

una contradicción.

El teorema de Hilbert da respuesta negativa a la propuesta de una realización

del plano hiperbólico en el espacio euclidiano tridimensional. Entonces surge una
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pregunta de manera natural ¾podemos generalizar este teorema? para tratar de

responder a esta pregunta en primer lugar debemos �jar cómo deseamos hacer

dicha generalización, en la siguiente sección trataremos de debilitar las hipótesis

del teorema de Hilbert, mientras que en el siguiente capítulo trataremos de ver

si el teorema de Hilbert puede ser generalizado en dimensión.

4.2 Teorema de E�mov

Esta sección busca responder a las siguientes preguntas ¾es realmente esencial que

la curvatura gaussiana sea constante como hipótesis en el teorema de Hilbert? ¾Es

posible dilatar las hipótesis del teorema de Hilbert de modo que la conclusión siga

siendo válida? Encontraremos la respuesta a la primera pregunta en los ejemplos

4.2.7 y 4.2.8 que veremos más adelante.

Siendo así, el objetivo principal de esta sección demostrar el problema de

Hilbert & Cohn-Vossen, que fue conjeturado en 1936 por Cohn-Vossen en [CV36]

y demostrado en 1964 por Nikolai Vladimirovich E�mov en [E�64]. Cohn-Vossen

conjeturó que el teorema de Hilbert puede ser generalizado a super�cies con

curvatura gaussiana no constante, pero acotada superiormente por una cantidad

estrictamente negativa, es decir K ≤ −k < 0, para alguna constante positiva k.

Dando como resultado el siguiente teorema

Teorema (E�mov, 1964). No existen super�cies1 completas C2−inmersas en R3

con curvatura gaussiana acotada superiormente por una constante negativa.

En 1972, Tilla Klotz Milnor presentó una demostración completa y detallada

de este teorema en [Mil72] basada en la demostración dada por Nikolai E�mov

[E�64]. En este trabajo usaremos ambas referencias además de [BZ92] y [Roz92].

La demostración de este teorema se hará por contradicción y está basada

en dos hechos de suma importancia, a los que llamaremos lema A y lema B.

Consideremos φ una C2−inmersión de una super�cie S en el espacio euclidiano

tridimensional, la cual es completa con la métrica inducida y su curvatura

gaussiana satisface K ≤ −k < 0, donde k es una constante positiva. Podemos

suponer sin pérdida de generalidad que S es orientable, ya que en caso contrario

basta tomar su recubrimiento duplo orientable S̃, gracias al teorema 1.3.10. Es

claro, que si S̃ no puede ser C2−inmerso en R3, entonces S tampoco podrá serlo.

1En esta sección usaremos la palabra super�cie para denotar una variedad riemanniana
bidimensional conexa diferenciable.
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Sea N : S → S2 la aplicación normal de Gauss. Como para cada p en S, dNp

es un operador lineal y det(dNp) = K(p) < 0, entonces N da una C1−inmersión

y difeomor�smo local de S en S2. Denotemos por III a la forma cuadrática

sobre S inducida por N y denotaremos por SIII a la variedad riemanniana

bidimensional obtenida usando la métrica asociada a la forma cuadrática III sobre

S, denotaremos además por g∗ dicha métrica. Siendo x(u, v) una parametrización

local de S, tenemos que los coe�cientes E∗(u, v), F ∗(u, v) y G∗(u, v) de la forma

cuadrática III son dadas por:

E∗(u, v) = ⟨Nu, Nu⟩ , F ∗(u, v) = ⟨Nu, Nv⟩ y G∗(u, v) = ⟨Nv, Nv⟩ .

Es claro que la curvatura gaussiana KIII en todo punto p de SIII es igual a 1.

Proposición 4.2.1. SIII no es completa.

Demostración. Supongamos que SIII es completa, luego tenemos una super�cie

completa con curvatura gaussiana constante igual a 1. Por el teorema de Bonnet

tenemos que SIII es compacta. Como SIII es homeomorfa a S, entonces S también

es compacta. Luego por la proposición 2.2.3 existe p ∈ S tal que K(p) > 0, lo

cual es contradicción ya que K(p) ≤ −k < 0, para todo p ∈ S.

Como SIII no es completa, consideramos la completación S̃III de SIII como

espacio métrico. Es válido observar que como N es una inmersión local y S2 es

completa, entonces podemos extender N , de forma continua a Ñ : S̃III → S2.

Para la demostración de E�mov, es de vital importancia el estudio de Ñ cerca

del �borde� de S̃III es decir cerca de los puntos de S̃III que no pertenecen a SIII.

En este sentido, veamos un par de de�niciones que serán usados a lo largo de la

presente sección

De�nición 4.2.2. Sea Ω es una super�cie con una métrica diremos que el

conjunto

Dr(p) = {q ∈ Ω : d(p, q) < r}

es un disco geodésico de centro p ∈ Ω y radio r > 0.

El centro de un círculo no geodésico γ es el centro del disco geodésico de

menor área que posee a γ como frontera. En el caso particular de Ω = S2 y la

métrica inducida por el espacio euclidiano tridimensional, diremos que la frontera

de un disco geodésico es un círculo no geodésico, si la frontera no corresponde a

un círculo grande.
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De�nición 4.2.3. Sea γ un arco circular no geodésico en S2 y p un punto

interior de γ. Sea C el centro del círculo no geodésico γ. Para cada punto pj ∈ γ

consideramos la geodésica que contiene a C y pj. Partiendo de pj se recorre a

lo largo de esta geodésica una distancia ε su�cientemente pequeña de γj en la

dirección que se aleja del centro de γ en S2. Entonces la �franja� construida

alrededor de γ es llamada rectángulo exterior a γ en p y será denotado por R(γ, ε).

S2

γ

p
C

Figura 4.10: Rectángulo exterior de un arco no geodésico.

Supongamos ahora que Ω es cualquier C1−super�cie y tenemos una aplicación

N : Ω → S2 la cual es una C1−inmersión, entonces Ω tiene una C0−métrica

riemanniana y N es una inmersión isométrica. SIII con la aplicación normal

de Gauss es un ejemplo de esta situación. Sea Ω̃ la completación como espacio

métrico de Ω, y de�nimos ∂Ω̃ := Ω̃ \Ω. Extendemos N a una aplicación continua

Ñ : Ω̃ → S2, como se hizo anteriormente con la aplicación normal de Gauss. En

lo que sigue de esta sección usaremos la siguiente notación, si U ⊂ Ω denotamos

por U a la cerradura de U en Ω y si U ⊂ Ω̃ denotaremos por Ũ a la cerradura de

U en Ω̃. Es claro además, que U = Ũ , para U ⊂ Ω si, y solamente si, Ũ ∩∂Ω̃ = ∅.

De�nición 4.2.4. Diremos que Ω̃ es cóncavo en p ∈ ∂Ω̃, si p ∈ Ũ para algún

subconjunto abierto U ⊂ Ω tal que:

a) Ñ es inyectiva en Ũ , (en particular N es inyectiva en U);

b) N(U) contiene el interior de algún rectángulo exterior a Ñ(p).
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De�nición 4.2.5. Diremos que Ω es pseudo-convexo si no existe p ∈ ∂Ω̃ para el

cual Ω̃ es cóncavo en p. En otras palabras, Ω es pseudo-convexa si Ω̃ no es cóncavo

en ningún punto de ∂Ω̃. (Por tanto, tomando la aplicación identidad tenemos que

S2 es pseudo-convexa).

Observación 4.2.6. Las de�niciones 4.2.4 y 4.2.5 parecen depender de la

inmersión isométrica N : Ω → S2. Por tanto, deberíamos haber de�nido en

su lugar los términos �cóncavo en p con respecto a N � o �pseudo-convexo

con respecto a N �. De hecho, se puede comprobar que estas nociones son

independientes de la C1−inmersión isométrica particular N : Ω → S2, siempre y

cuando Ω y su métrica sean �jas. Por tanto no hay problema alguno en usar el

lenguaje abreviado dado en estas de�niciones.

E�mov ilustra estas nociones con los siguientes ejemplos:

Ejemplo 4.2.7. Sea H el hiperboloide de una hoja dada por x2+y2−z2 = 1, con

la métrica inducida por R3. Escojamos una orientación en H tal que N asigna la

normal exterior en cada punto p ∈ H. Sea f(x, y, z) = x2 + y2 − z2 − 1 de modo

que la aplicación normal de Gauss es

N(x, y, z) =
∇f(x)
∥∇f(x)∥ =

(x, y,−z)√
2x2 + 2y2 − 1

.

Figura 4.11: Imagen del hiperboloide H, por medio de N
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Entonces N(H) =

{
(x, y, z) ∈ S2 : − 1√

2
< z <

1√
2

}
, es decir tenemos que

z = − 1√
2
en S2 cuando z(p) → +∞ en H y z =

1√
2
en S2 cuando z(p) → −∞

en H dado que

ĺım
z→±∞

N(0, y, z) = ĺım
z→±∞

N(0, y,±
√
y2 − 1)

= ĺım
z→±∞

(
0,

y√
2y2 − 1

,∓
√
y2 − 1√
2y2 − 1

)

=

(
0,

1√
2
,∓ 1√

2

)
.

H̃III es cóncava en todos los puntos que pertenecen a ∂H̃III. Basta tomar U = H y

ε < π/2. Notemos que la curvatura gaussiana de H es negativa, pero no satisface

las hipótesis del teorema de E�mov, dado que la curvatura tiende a cero cuando

los puntos se alejan del origen, para ver esto tomemos la siguiente parametrización

local de H,

x(u, v) = (cos u · cosh v, senu · cosh v, senh v), u ∈ ]0, 2π[ y v ∈ R

luego tenemos

K(p) =
−1

cosh v(cosh2 v + senh2 v)
< 0

tomando ahora un punto alejado del origen obtenemos ĺım
v→+∞

K(p) = 0. De modo

que esto responde a nuestra primera pregunta, acerca de la importancia de que la

curvatura gaussiana sea constante, pero más aún transparenta la condición dada

por Cohn-Vossen.

Ejemplo 4.2.8. Sea G la super�cie dada por z = f(x, y) = ex sen y, con la

métrica inducida por R3. Consideremos la aplicación normal de Gauss,

N(x, y) =
−(fx(x, y), fy(x, y),−1)√
1 + f 2

x(x, y) + f 2
y (x, y)

=
(−ex sen y, ex cos y, 1)√

1 + e2x

luego N(G) =
{
(x, y, z) ∈ S2 : 0 < z < 1

}
. Cuando x(p) → +∞ en G, tenemos

que N(p) se acerca al ecuador de S2 mientras que cuando x(p) → −∞ en G,
tenemos que N(p) se acerca al polo norte en S2.
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Figura 4.12: Imagen del G, por medio de N

Aquí existe exactamente un punto de ∂G̃III en el cual G̃III es cóncavo, llamemos

p̂ a la pre-imagen bajo Ñ del polo norte en S2. Vemos que G̃III es cóncavo en p̂,

para veri�car este hecho, tomemos el siguiente subconjunto abierto de G,

U =

{
(x, y, ex sen y) ∈ G : x < 0 ∧ −2π

3
< y <

2π

3

}
.

De�nición 4.2.9. Un subconjunto H ̸= ∅ de Ω es llamado convexo si dos puntos

cualesquiera pueden ser unidos por un único arco geodésico contenido en H cuya

longitud es igual a la distancia en Ω entre esos dos puntos. Este es un uso estricto

de la palabra �convexo�, dado que por ejemplo S2 no es convexo.

Asumiremos la veracidad de los lemas A y B que se enunciarán dentro

de un breve momento, y serán demostrados en las sub-secciones 4.2.1 y 4.2.2,
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respectivamente. Tengamos en cuenta que la conclusión de lema A falla para

los ejemplos dados anteriormente, aunque ambas son completas con curvatura

gaussiana negativa.

Lema A. Sea S una super�cie orientada, completa, C2−inmersa en R3 con

K ≤ −k < 0, donde K es la curvatura gaussiana y k es una constante positiva.

Si SIII es obtenida usando en S la métrica inducida por la aplicación normal de

Gauss N : S → S2. Entonces SIII es pseudo-convexo.

Lema B. Sea Ω una super�cie dotada de una métrica riemanniana. Si la

aplicación normal de Gauss N : S → S2 es una C1−inmersión isométrica y

Ω es pseudo-convexa, entonces

a) N es inyectiva;

b) N(Ω) = S2 o N(Ω) es convexa (en particular, Ω es simplemente conexa);

c) Ω tiene área �nita. Si N(Ω) = S2, entonces el área es 4π, y menor o igual

a 2π caso contrario.

Ahora ya estamos listos para demostrar el resultado principal de esta sección,

Teorema 4.2.10 (E�mov, 1964). No existen super�cies2 completas C2−inmersas

en R3 con curvatura gaussiana acotada superiormente por una constante negativa.

Demostración. .

La demostración será hecha por contradicción. Supongamos que S es orientable.

Necesitamos de esta suposición para hacer uso del lema A. Pero en el caso de

que S no sea orientable basta tomar su recubrimiento duplo orientable. Por

hipótesis tenemos que existe k > 0 tal que K ≤ −k < 0. Fijando una orientación

para S, tomemos la correspondiente aplicación normal de Gauss N asociada a

la inmersión. Por tanto, del lema A tenemos que SIII es pseudo-convexa, y en

consecuencia simplemente convexa. De la proposición 4.2.1 sabemos que SIII no

es completo, luego N(SIII) no es toda la esfera. Entonces por el ítem b del lema B

se sigue que N(SIII) tiene área menor o igual a 2π. Fijemos un punto cualquiera

p ∈ S y sea σ(r) el área en S, con la métrica asociada a la forma cuadrática I,

del disco geodésico Dr(p) con centro en p y radio r > 0. Consideremos además

2En esta sección usaremos la palabra super�cie para denotar una variedad riemanniana
bidimensional conexa diferenciable.

pucp 94



4.2. TEOREMA DE EFIMOV 95

σ∗(r) el área en S, con la métrica asociada a la forma cuadrática III. Así, por la

conclusión del párrafo anterior, tenemos que

σ∗(r) ≤ 2π.

Entonces

2π ≥ σ∗(r) =

∫
Dr(p)

∥Nu ×Nv∥ dudv

=

∫
Dr(p)

|K| · ∥xu × xv∥ dudv ≥ k ·
∫

Dr(p)

∥xu × xv∥ dudv = k · σ(r)

Por tanto

σ(r) ≤ 2π

k
.

Sabemos, por el ítem b del lema B, que SIII es simplemente conexa y entonces S

también lo es. En consecuencia tenemos que S es una variedad de Hadamard y

por tanto tiene área in�nita, esto gracias a la proposición 4.1.9. Lo cual es una

contradicción.

Ahora que ya hemos demostrado el teorema de E�mov, lo restante de esta

sección está dedicado a mostrar la veracidad de los resultados admitidos en

esta demostración. Para lo cual enunciaremos y asumiremos cierto el siguiente

lema (nombrado por E�mov como el lema principal) que debido a su extensa

demostración será demostrado más adelante. Sean c y r constantes positivas.

Consideremos el conjunto

D =
{
(x, y) ∈ R2 : 0 < x2 + y2 ≤ r2 ∧ y2 ≥ −cx

}
y tomemos D ⊂ R2 cualquier abierto, simplemente conexo que contiene a D, pero

excluyendo al origen (0, 0)

Sea F : D → R2 una C1−inmersión que induce una métrica g∗ en D. Dados q1
y q2 enD, de�nimos la distancia d∗D(q1, q2) tomando el ín�mo de las g∗−longitudes
de todos los caminos C1 por partes en D que unen q1 con q2.

Lema Principal. Si F : D → R2 es una C1−inmersión y si los autovalores λ1
y λ2 de dF a lo largo de D son reales y están uniformemente acotados, es decir

satisfacen

−α ≤ λ1 < λ2 ≤ α

para alguna constante α > 0, entonces D dotada con la distancia d∗D no es un

espacio métrico completo.
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Figura 4.13: De�nición de los conjuntos D y D

4.2.1 Demostración del lema A

Supongamos que SIII no es pseudo-convexa, entonces SIII es cóncava en algún

punto p en ∂S̃III := S̃III \ SIII. De modo que por la de�nición se sigue que p ∈ Ũ

para algún subconjunto abierto U ⊂ S tal que Ñ es inyectiva en Ũ y N(U)

contiene el interior de un rectángulo exterior R(γ, ε) a Ñ(p). Reduciendo N(U)

si fuera necesario, podemos considerar N(U) = R(γ, ε) para cierto ε > 0 y cierto

arco circular no geodésico de S2. Rotando S en R3, de ser necesario, podemos

suponer sin pérdida de generalidad que Ñ(p) lleva el punto p al polo norte (0, 0, 1)

de S2 y que γ está en el hemisferio y ≥ 0 en S2. Notemos además que el arco

no geodésico γ que contiene a Ñ(p) es tangente a un círculo grande (y = 0) en

Ñ(p). Finalmente sustituyendo R(γ, ε) por un rectángulo más pequeño, podemos

suponer que R(γ, ε) está en el polo norte, de manera más precisa R(γ, ε) está

contenida en la región z >
1√
2
en S2, lo cual implica que el ángulo entre N(q) y

el vector (0, 0, 1) es menor que π/4 para q ∈ U arbitrario.

Así, la proyección vertical π de U en el plano z = 0 es una C2−inmersión.

Usando una inversa local de π cualquier entorno su�cientemente pequeño en U

puede ser descrito por la función z = f(x, y) de clase C2. Usando coordinadas

locales, el vector normal a (x, y, f(x, y)) ∈ U viene dado por

N(x, y, f(x, y)) =
−(fx(x, y), fy(x, y),−1)√
1 + f 2

x(x, y) + f 2
y (x, y)

.

Además podemos notar que

z >
1√
2

⇒ 1√
1 + f 2

x(x, y) + f 2
y (x, y)

>
1√
2

⇒ f 2
x(x, y) + f 2

y (x, y) < 1.
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Consideremos la función auxiliar

µ : S2
+ −→

{
(x, y, z) ∈ R3 : z = 0

}
(x, y, z) 7→ µ(x, y, z) :=

(−y
z
,
x

z
, 0

)
≡
(−y
z
,
x

z

)
con z =

√
1 + f 2

x(x, y) + f 2
y (x, y) > 0.

Geométricamente, µ lleva el punto (x, y, z) por la proyección radial al plano

z = 1, luego proyecta esta imagen verticalmente en el plano z = 0 y �nalmente

rota esa imagen un ángulo de π/2 en sentido antihorario.

Figura 4.14: Aplicación auxiliar µ.

Es sencillo ver que µ es inyectiva en en S2
+, y que la función inversa µ−1 está

dada por

µ−1(x, y) =
(y,−x, 1)√
1 + x2 + y2

, ∀x, y ∈ µ(S2
+).

Entonces µ es un difeomor�smo sobre su imagen y aplica N(U) = R(γ, ε)

en una región abierta en el plano z = 0, que llamaremos D. Notemos que

µ(Ñ(p)) = µ(0, 0, 1) = (0, 0), mientras que µ(γ) es un camino, tangente al eje

y en el origen, de alguna sección canónica no lineal que contiene al origen de

coordenadas, el cual está contenido en el hemisferio x ≤ 0. Luego para algún n

su�cientemente grande µ(γ) está contenido en la región y2 ≤ −nx
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µ(γ)

y2 = −nx

x

y

Figura 4.15: Camino µ(γ) y parábola y2 = −nx

Consideremos r un número positivo su�cientemente pequeño para que el

conjunto

D =
{
(x, y) ∈ R2 : 0 < x2 + y2 ≤ r2 ∧ y2 ≥ −nx

}
esté contenido en D.

Figura 4.16: D contiene a D

Finalmente la aplicación F : D → R2 dada por F := π ◦N−1 ◦ µ−1 que lleva

D de vuelta al plano z = 0, además es claro que F es una C1−inmersión. Es

importante destacar el carácter local de todo el proceso de construcción de F ,

es decir podríamos repetirlo alrededor de un punto interior de una super�cie con

borde compacto sin tocar a dicho borde.
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Figura 4.17: Construcción de la inmersión F .

Nuestra intensión es aplicar el lema Principal en la inmersión F . Primero

veri�quemos que F satisface dichas hipótesis.

A�rmación 4.2.11. Los autovalores λ1 y λ2 de dF son reales, con signos

opuestos y uniformemente acotado en D, es decir existe una constante α > 0

tal que

−α ≤ λ1 < λ2 ≤ α.

Demostración. Sea q = (x, y, z) ∈ U . Consideremos un entorno de q (en U)

descrita por z = f(x, y), luego tenemos que

(µ ◦N)(x, y, z) = (µ ◦N)(x, y, f(x, y))

= µ

 (−fx(x, y),−fy(x, y), 1)√
1 + f 2

x(x, y) + f 2
y (x, y)


= (fy(x, y),−fx(x, y)).

Por tanto, cualquier inversa local F−1 = µ ◦N ◦ π−1 de F tiene la forma

F−1(x, y) = µ ◦N ◦ π−1(x, y) = µ ◦N(x, y, f(x, y)) = (fy(x, y),−fx(x, y)).

Así, la matriz Jacobiana de F−1 es

dF−1 =

(
fyx(x, y) fyy(x, y)

−fxx(x, y) −fxy(x, y)

)
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Como f es una función de clase C2, entonces

det(dF−1) = fxx(x, y) · fyy(x, y)− f 2
xy(x, y)

=
fxx(x, y) · fyy(x, y)− f 2

xy(x, y)

(1 + f 2
x(x, y) + f 2

y (x, y))
2

· (1 + f 2
x(x, y) + f 2

y (x, y))
2

= K · (1 + f 2
x(x, y) + f 2

y (x, y))
2 ≤ −k < 0.

Entonces por de�nición, los autovalores β1 y β2 de dF−1 son las raíces de la

ecuación det(dF−1 − βI) = 0, luego

0 = det(dF−1 − βI) = β2 − tr(dF−1)β + det(dF−1) = β2 + det(dF−1),

entonces los autovalores β1 y β2 del diferencial dF−1 satisfacen{
β1 + β2 = 0

β1 · β2 = det(dF−1) ≤ −k < 0.

Por tanto β1 y β2 son números reales de signos opuestos y cumplen además que

|β1| = |β2| ≥
√
k. Es claro que k es independiente de la elección de F−1 para F .

Entonces los autovalores del diferencial dF , λ1 =
1

β1
y λ2 =

1

β2
, son reales, de

signos opuestos y uniformemente acotados por
1√
k
, es decir

− 1√
k
≤ λ1 < λ2 ≤

1√
k
.

A�rmación 4.2.12. D con la métrica d∗D es un espacio métrico completo.

Demostración. Sea g∗ la métrica riemanniana en U obtenida a partir del pullback

de la métrica g∗ en D vía el difeomor�smo µ ◦ N . Es claro que g∗ es la métrica

inducida en U por la métrica Euclidiana del plano z = 0 con la inmersión π.

Consideremos el conjunto U = (µ ◦N)−1(D) y de�namos la distancia en U , que

denotaremos por d∗U , de la siguiente manera

d∗U(q1, q2) = d∗D
(
(µ ◦N)(q1), (µ ◦N)(q2)

)
; ∀q1, q2 ∈ U.

Es decir d∗U es el ín�mo de las g∗−longitudes de todos los caminos C1 por partes

en U que une q1 con q2. Luego la a�rmación 4.2.12 es equivalente a decir que: U
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con la métrica d∗U es un espacio métrico completo. De hecho, veamos que U es

un conjunto cerrado de S, pues caso contrario existiría un punto de acumulación

q ∈ U en S \ U . Como la aplicación normal de Gauss N : S → S2 es continua,

entonces se sigue que N(q) está en la clausura de N(U) en S2. Pero N(q) no puede

estar en N(U), pues Ñ : Ũ → S2 es inyectiva y q ̸∈ U entonces N(q) ̸∈ N(U).

Por la construcción de D, el único punto de acumulación de N(U) = µ−1(D) que

está en S2 \N(U) es el polo norte Ñ(p). Luego

Ñ(p) = N(q) = Ñ(q) ⇒ p = q,

pero esto no puede ocurrir dado que p ∈ ∂SIII y q ∈ S \ U . Como U es

un subconjunto cerrado de una super�cie completa S, entonces U también es

completo si medimos la distancia dU(q1, q2) entre puntos de U como el ín�mo de

las longitudes (en la métrica inducida por φ) de todos los caminos C1 por partes

en U que une q1 con q2, esto debido a que U es una sub-variedad de S con borde

C1 por partes, para la demostración de este hecho ver [Mil72, Apéndice 3].

Resta mostrar que si U es completo con la métrica dU , también lo será con la

métrica d∗U . Por tanto es su�ciente mostrar que

d∗U(q1, q2) ≤ dU(q1, q2) ≤
√
2 · d∗U(q1, q2); ∀q1, q2 ∈ U (4.4)

Dado que si (xn) es una sucesión de Cauchy en la distancia d∗U y como dU ≤√
2 ·d∗U , entonces (xn) es de Cauchy en la distancia dU y por tanto es convergente

con la métrica dU . Por otro lado, como d∗U ≤ dU , la convergencia en la métrica

dU implica convergencia en la métrica d∗U . Por tanto U con la métrica d∗U es un

espacio métrico completo. Ahora sólo basta mostrar (4.4). Notemos que cualquier

camino γ en U dado por z = f(x(s∗), y(s∗)) donde s∗ es un g∗−parámetro de

longitud de arco para γ, tiene como longitud de arco s(s∗):

s(s∗) =

∫ s∗

0

√
1 + (x′fx + y′fy)2 ds

∗.

Como f 2
x + f 2

y ≤ 1 mientras que (x′)2 + (y′)2 = 1, tenemos:

f 2
x + f 2

y =
[
(x′)2 + (y′)2

]
(f 2
x + f 2

y )

= (x′)2f 2
x + (x′)2f 2

y + (y′)2f 2
x + (y′)2f 2

y

= (x′fx + y′fy)
2 − 2x′fxy

′fy + (y′)2f 2
x + (x′)2fy

= (x′fx + y′fy)
2 + (y′fx − x′fy)

2
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Entonces

(x′fx + y′fy)
2 = f 2

x + f 2
y − (y′fx − x′fy)

2 ≤ f 2
x + f 2

y ≤ 1.

Por tanto

s∗ ≤ s(s∗) ≤
√
2 · s∗ ⇒ d∗U(q1, q2) ≤ dU(q1, q2) ≤

√
2 · d∗U(q1, q2)

para todo q1, q2 ∈ U , como queríamos. Para �nalizar la demostración de la

a�rmación 4.2.12 veamos que como U con la métrica d∗U es un espacio métrica

completo, tenemos también que D con la métrica d∗Des un espacio métrico

completo, pues la métrica riemanniana g∗ en U corresponde a la métrica

riemanniana g∗ en D sobre el difeomor�smo µ ◦ N . Por tanto las a�rmaciones

4.2.11 y 4.2.12 dicen que los autovalores asociados al diferencial de la inmersión

son reales con signos opuestos y que con métrica d∗D es un espacio métrico

completo lo cual contradice el lema Principal. Por tanto el lema A queda

demostrado.

4.2.2 Demostración del lema B

La demostración del lema B es independiente del lema Principal. Pero si uno

deseas aplicar el lema B con Ω = SIII, entonces debemos involucrar el lema

A, usando así el lema Principal. Observemos primero que si γ es una geodésica

parametrizada por longitud de arco en Ω, entoncesN◦γ también lo es. Si l(γ) < π,

entonces N ◦ γ es un arco minimizante en S2 entre dos de sus puntos y además

N |γ es inyectiva.

De�nición 4.2.13. Diremos que un disco geodésico Dr(p) ⊂ Ω es un disco

geodésico completo, si podemos partir de p en cualquier dirección, a lo largo

de un radio geodésico semi-abierto en Ω de longitud r.

A�rmación 4.2.14. Si Dr(p) es un disco geodésico completo en Ω, con r > π.

Entonces Ω es una esfera y N : Ω → S2 es una isometría.

Demostración. En primer lugar observemos que como r > π tenemos queDr(p) ⊃
Dπ(p). Ahora veamos que N |Dπ(p)

es inyectiva. En efecto, sean q1, q2 ∈ Dπ(p) tal

que q1 ̸= q2. Consideremos los caminos geodésicos αj que unen qj con p, para

j = 1, 2 donde además l(αj) < π. Por otro lado N ◦ αj son caminos geodésicos

en S2 con longitud menor que π. Por la observación anterior tenemos que N |αj
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es inyectiva, para j = 1, 2. Si p ∈ {q1, q2}, entonces N(q1) ̸= N(q2). Por tanto,

N |Dπ(p)
es inyectiva. Además de eso N(Dπ(p)) = S2\{punto antipodal de N(p)}.

En efecto, si γ es un camino geodésico que parte de p con l(γ) < π, entonces

N lleva γ en una porción de un círculo grande que parte de N(p) con la

misma longitud que γ. Sabiendo que N |Dπ(p)
es inyectiva y podemos partir

de p a lo largo de una geodésica en cualquier dirección, entonces obtenemos

que N(Dπ(p)) = S2 \ {punto antipodal de N(p)} y N |Dr(p)
es una isometría.

Sea ∂Dr(p) = {q ∈ Ω : d(p, q) = π} entonces como N es continua, tenemos

N(Dr(p)) = {punto antipodal de N(p)}. Observemos además que ∂Dπ(p) es

conexo y N es localmente inyectiva, por tanto ∂Dπ(p) consiste de un único punto.

En consecuencia, Ω debe ser la esfera y N : Ω → S2 una isometría.

Hasta el momento no hemos usado la pseudo-convexidad de Ω. Usando esta

hipótesis se obtiene un resultado más fuerte que la a�rmación 4.2.14.

A�rmación 4.2.15. Si Dr(p) es un disco geodésico completo, con r > π/2,

entonces Ω es una esfera y N : Ω → S2 es una isometría.

Demostración. La idea que queremos usar es aumentar el radio r para obtener

otro radio r̃ tal que r̃ > π, luego aplicando la a�rmación 4.2.14 ya concluiríamos

la demostración. Supongamos por reducción al absurdo que π/2 < r ≤ π. Sin

pérdida de generalidad, podemos suponer todavía que r es maximal, es decir, no

existe un disco geodésico completo de radio mayor que r y centro p. Esto, a su

vez, garantiza la existencia de un punto p̂ en la clausura métrica de Dr(p) en Ω̃

que pertenece a ∂Ω̃, y por tanto no a Ω. Con el mismo argumento usado en la

demostración de la a�rmación 4.2.14, podemos concluir que si r < π, entonces

N(Dr(p)) es un disco geodésico de radio r en S2 Como N |Dr(p)
es inyectiva,

podemos concluir que Ñ(p̂) ∈ ∂N(Dr(p)). Luego se sigue que Ω es cóncavo en

p̂, para ver esto sea γ algún arco abierto que pasa por Ñ(p̂) de un círculo no

geodésico Γ en S2 el cual se elige de modo que la mayor de las dos regiones

abiertas en S2 delimitada por Γ esté contenida en N(Dr(p)).

En la �gura 4.18 hemos tomado π/2 < r < π, dado que para el caso r = π es

claro que cualquier círculo no geodésico Γ que pasa por Ñ(p̂) serviría. Entonces

tomamos

U = N−1(intR(γ, ε))

para un ε > 0 su�cientemente pequeño, satisfaciendo que el interior de R(γ, ε)

esté en N(Dr(p)), entonces Ñ es inyectiva en Ũ y N(U) es el interior de R(γ, ε),
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Figura 4.18: N(Dr(p)); cuando π/2 < r < π.

entonces podemos concluir que Ω̃ es cóncavo en p̂. Lo cual es una contradicción con

el hecho de que Ω es pseudo-convexo. Por tanto, Dr(p) puede ser agrandado para

que sea un disco geodésico completo con radio mayor que π como queríamos.

A�rmación 4.2.16. Si Ω no es una esfera, entonces cualquier camino geodésico

γ que une dos puntos del interior de Ω tiene longitud menor que π.

Demostración. Por reducción al absurdo supongamos que l(γ) ≥ π. sin pérdida

de generalidad podemos suponer que l(γ) = π, pues basta con sustituir γ por una

porción de si misma, de ser necesario. Por simplicidad, supongamos que N◦γ está

parametrizando la parte y ≤ 0 del ecuador de S2. Dado γ, una rotación adecuada

de S2 proporciona esta situación.

De�nimos como una ε-franja entorno de N ◦ γ como la unión de todos los

discos geodésicos abiertos Dε(p) en S2, con centro en algún punto p de N ◦ γ y

radio ε, es decir ⋃
p∈N◦γ

Dε(p).

Como γ es compacto en Ω y l(γ) = π, entonces existe ε > 0 y un entorno U0 de

γ en Ω tal que N |U0
es inyectivo sobre la ε−franja de N ◦ γ, ver �gura 4.19.

Tomando ε su�cientemente pequeño, podemos suponer que la clausura Ũ0 de

U en Ω̃ está enteramente contenida en Ω, de modo que N aplica la clausura U0

de U en Ω de manera inyectiva sobre la clausura de la ε−franja alrededor de

N ◦ γ. Finalmente, asumimos que ε < π/2. Dado un número θ ≥ 0, consideremos

las rotaciones de las ε−franja, en S2, entorno del eje x por medio de θ. Vamos
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Figura 4.19: Una ε−franja de N ◦ γ.

a llamar θ−región de N ◦ γ en S2, al interior del conjunto de todos los puntos

de S2 alcanzadas durante estas rotaciones. Así por ejemplo la 0−región de N ◦ γ
en S2 es precisamente la ε−franja. Además, si 0 ≤ θ1 ≤ θ2 entonces θ1−región
⊂ θ2−región.

Ahora, sea θ̂ el supremo de todos los valores θ en el intervalo [0, π/2] para los

cuales algún entorno Uθ de γ en Ω sea aplicado por N de manera biunívoca en la

θ−región de N ◦ γ en S2.

Observemos que el caso θ̂ > π/2− ε no ocurre, dado que si θ̂ fuese mayor que

π− ε, entonces existe un disco geodésico Dr(p) centrado en p = (0,−1, 0) y radio

r > π/2 tal que Dr(p) está contenido en una θ−región, es decir existe un disco

geodésico en Ω centrado en N−1(p) y radio mayor que π/2 que no es una esfera.

Lo cual contradice la a�rmación 4.2.15. ahora veremos que el caso θ̂ ≤ π/2 − ε

tampoco ocurre, pues de ser así θ̂ se convierte en un máximo. Entonces existe el

entorno Uθ̂ de γ en Ω, pero algún punto p en la clausura de Uθ̂ en Ω̃ pertenece a

∂Ω̃. Luego como N(U0) es la ε−franja y además Ũ0 = U0 ∈ Ω, tenemos que p no

pertenece a Ũ0.

En consecuencia, Ñ(p) debe estar a una distancia mayor que ε de ambos

extremos de N ◦ γ, lo que signi�ca que Ñ(p) pertenece a la parte de la frontera

de N(Uθ̂) que es un arco de un círculo no geodésico Γ cuyo centro se encuentra

en el lado opuesto de Γ sobre S2. Entonces se sigue que Ω̃ es cóncavo en p, lo cual

es una contradicción pues Ω̃ es pseudo-convexo.

A�rmación 4.2.17. Si Ω no es una esfera y si γ es un arco geodésico en Ω que

une los centros de los discos geodésicos de Dr(p1) y Dr(p2), entonces:
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a) l(γ) + 2r ≤ π;

b) Existe un conjunto abierto convexo H en Ω que contiene a γ, Dr(p1) y

Dr(p2);

c) γ es la única geodésica en Ω que une p1 con p2. Además se tiene l(γ) =

d(p1, p2).

Demostración. Si p1 = p2 no hay nada a probar, así que a lo largo de la

demostración vamos a suponer que p1 ̸= p2.

a) Supongamos por reducción al absurdo que l(γ) + 2r > π, luego podemos

extender γ a alguna geodésica que tenga longitud π lo cual contradice la

a�rmación 4.2.16. Por tanto l(γ) + 2r > π.

b) Podemos considerar N ◦ γ como la parametrización de una parte y < 0

del ecuador de S2 con el punto medio (0,−1, 0), rotando la esfera S2 de ser

necesario. Del ítem a) tenemos que N es inyectiva en Dr(p1) ∪ γ ∪Dr(p2).

Por el momento vamos a suponer de manera adicional que las clausuras

D̃r(p1) y D̃r(p2) en Ω̃ están en Ω, es decir D̃r(p1) = Dr(p1) y D̃r(p2) =

Dr(p2). Notemos que N es inyectiva sobre la unión de Dr(p1), Dr(p2) y γ.

Para algún ε > 0, N aplica un entorno U(ε) de γ en Ω de manera inyectiva

sobre la ε−franja alrededor de N ◦ γ. De hecho N seguirá siendo inyectiva

sobre la unión de U(ε) con Dr(p1) y Dr(p2). Sea ε̂ > 0 el supremo de todos

los valores de ε que pertenecen al intervalo (0, r) para el cual U(ε) exista.

Además es claro que U(ε̂) ⊂ Ω. Supongamos que ε̂ < r. Ver �gura 4.20.

Figura 4.20: N(U(ε̂)), ε̂ < r.
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Entonces en algún lugar de la clausura de U(ε̂) en Ω̃ debe haber un punto

p en ∂Ω̃. Además de eso, Ñ(p) debe encontrarse en la parte de la frontera

de N(U(ε̂)) que corre a lo largo de un círculo no geodésico Γ sobre S2

paralelos a N ◦ γ con su centro en el lado opuesto de Γ. En consecuencia Ω̃

sería cóncavo en p, contradiciendo el hecho de que Ω es pseudo-convexo. Por

tanto concluimos que ε̂ = r. El próximo paso de la demostración es construir

una familia decreciente de entornos Vθ en Ω, con 0 ≤ θ ≤ θ̂ ≤ π/2, de modo

que N(V0) es justamente la r−franja alrededor de N ◦ γ y entonces Vθ̂ es

convexo. Ver la �gura 4.21

Figura 4.21: r−franja (sombreada) y N(Vθ̂) (rayado)

Y su construcción se da de la siguiente manera. Sea C el cilindro elíptico

formado por la unión de todas las líneas paralelas al eje x en entre los bordes

de N(Dr(p1)) y N(Dr(p2)). Ver la �gura 4.22

Figura 4.22: Cilindro elíptico C.
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Sean P+
0 y P−

0 los planos horizontales en R3 tangentes a C por encima y por

debajo, respectivamente. Sea y0 < 0 la ordenada del centro de N(Dr(p1))

y N(Dr(p2)). Para cualquier θ en el intervalo (0, π/2], denotemos por P+
θ

y P−
θ a los planos en R3 que forman un ángulo θ con el plano z = 0 y que

son tangentes a C a lo largo de la recta y = const. ≥ y0 con z = const. ≥ 0

y z = const. ≤ 0, respectivamente. Es claro que los planos P+
π/2 y P−

π/2

coinciden y son verticales. Por otro lado, ambas familias de planos P+
θ y

P−
θ son continuas en [0, π/2], y representan �el enrollamiento hacia atrás�

a lo largo de C de P+
0 y P−

0 , respectivamente, hasta que se logre la posición

vertical común. Es claro que existe un único valor θ̂ en (0, π/2] para el

cual los planos P+

θ̂
y P−

θ̂
pasan por el origen de coordenadas y cortan a S2

en círculos geodésicos tangentes a los bordes de N(Dr(p1)) y N(Dr(p2)).

Antes de de�nir los entornos Vθ en Ω para θ ∈
[
0, θ̂
]
, serán necesarias

algunas construcciones adicionales en S2. Sean a+θ y b+θ los puntos donde

P+
θ interseca las clausuras de N(Dr(p1)) y N(Dr(p2)) respectivamente, a−θ

y b−θ los puntos donde P−
θ interseca las clausuras de N(Dr(p1)) y N(Dr(p2))

respectivamente. Sea Γaθ el camino a lo largo del lado izquierdo de la frontera

de N(Dr(p1)) uniendo a a+θ con a−θ y sea Γbθ el camino a lo largo del lado

izquierdo de la frontera de N(Dr(p2)) uniendo a b+θ con b−θ .

Figura 4.23: θ−entorno de N ◦ γ

Finalmente para cualquier valor θ ∈
[
0, θ̂
]
, la región abierta en S2 debajo

de P+
θ y encima de P−

θ , a la derecha de Γaθ y a la izquierda de Γbθ será

llamado un θ−entorno de N ◦ γ en S2. Observamos que el 0−entorno de

N ◦ γ es la f−franja y el θ−entorno contiene cualquier θ′−entorno, donde
0 ≤ θ′ ≤ θ ≤ θ̂.
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Figura 4.24: θ−entorno. Figura 4.25: θ̂−entorno.

Ahora sea θ̃ > 0 el supremo de todos los valores de θ en el intervalo
[
0, θ̂
]

tal que algún entorno Vθ de γ en Ω es aplicada de manera inyectiva por N

en un θ−entorno de N ◦ γ en S2. Queda claro que Vθ̃ existe. Supongamos

que θ̃ < θ̂, entonces debe existir algún punto p en la clausura de Vθ̃ en Ω̃ que

está en ∂Ω̃. Bajo nuestra suposición que Ω contiene las clausuras D̃r(p1)

y D̃r(p2) de Dr(p1) y Dr(p2) en Ω̃, entonces Ñ(p) debe tener distancia

mayor que r de los extremos de N ◦ γ. Por tanto Ñ(p) estaría a lo largo

del arco de un círculo no geodésico Γ = P+

θ̃
∩ S2 o P−

θ̃
∩ S2, cuyo centro

en S2 está del lado opuesto de Γ del θ̃−entorno de N ◦ γ. Por tanto, si

θ̃ < θ̂ tenemos que Ω̃ sería cóncavo en p, lo cual es una contradicción.

En consecuencia θ̃ = θ̂. Ahora consideremos H como el conjunto Vθ̂ en Ω.

Entonces Y es convexo pues el θ̂−entorno de N ◦ γ en S2 es convexo. Para

completar la demostración necesitamos ver que ocurre cuando las clausuras

de Dr(p1) y Dr(p1) en Ω̃ no están completamente dentro de Ω. Observemos

que para cada ρ en (0, r), los discos geodésicos completos Dρ(p1) y Dρ(p2)

tienen clausura en Ω̃ que están completamente dentro de Ω. aplicando los

argumentos del caso previo tenemos la existencia de un conjunto Hρ en Ω

que contiene a γ, Dρ(p1) y Dρ(p2). Entonces basta tomar H como la unión

de todos los Hρ con ρ ∈ (0, r), es decir

H =
⋃

ρ∈(0,r)

Hρ

el conjunto abierto H es convexo y contiene a γ, Dr(p1) y Dr(p2).
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c) Supongamos que existen dos caminos geodésicos distintos γ1 y γ2 en Ω que

unen p1 con p2, luego por la a�rmación 4.2.16, si Ω no es una esfera, entonces

l(γj) < π para j = 1, 2. Entonces N ◦γ1 = N ◦γ2 lo cual contradice el hecho
de que N es localmente inyectiva en Ω. Por tanto existe una única geodésica

γ en Ω que une p1 con p2, donde además l(γ) = d(p1, p2).

Con todas estas herramientas a la mano, ya estamos listos para demostrar el

lema B.

Demostración del lema B. En primer lugar observemos que si Ω es una esfera,

entonces N es inyectiva sobre Ω, N(Ω) = S2 y Ω tiene área �nita igual a 4π.

Entonces asumimos de ahora en adelante que Ω no es una esfera. Supongamos

que p y q son puntos distintos en Ω. Como Ω es conexo, entonces podemos elegir

un camino parametrizado Γ en Ω que une p con q. Tenemos además que Γ es

compacto y N es una isometría local, entonces existe ε > 0 su�cientemente

pequeño tal que cada punto de Γ es el centro de un disco geodésico completo de

radio ε en Ω. Ahora �jemos un número �nito de puntos p = p0, p1, . . . , pn = q

en Γ, indexados en el orden indicado de la parametrización de Γ, de manera que

d(pj−1, pj) < ε para todo j = 1, 2, . . . , n. Sea Dj el disco geodésico completo

centrado en pj con radio ε. Observemos que por construcción el centro de Dj está

dentro de Dj−1, es decir pj ∈ Dj−1. Entonces por ejemplo que en Ω, p0 puede

ser unido a p1 por una única geodésica γ1, con l(γ1) = d(p0, p1). Veamos por

inducción que existe una única geodésica γ que une a p0 con pn. Supongamos que

para todo j = 1, 2, . . . n− 1 �jo podemos unir p0 con pj por una única geodésica

γj en Ω, con l(γj) = d(p0, pj). Por la a�rmación 4.2.16 tenemos que l(γj) < π

y por la a�rmación 4.2.17, l(γj) + 2ε ≤ π con l(γj) = d(p0, pj). Por otro lado

podemos usar el conjunto abierto convexo H proporcionado por la a�rmación

4.2.17 para garantizar la existencia de una geodésica γj+1 que une p0 con pj+1, ya

que el último punto se encuentra dentro de Dj. Finalmente, γj+1 debe ser la única

geodésica en Ω que une p0 con pj+1 y l(γj+1) = d(p0, pj+1). Así, por inducción,

p = p0 puede ser unido con q = pn por medio de una única geodésica γn, con

l(γn) = d(p, q). Esto signi�ca que Ω es convexo.

a) Sean p y q dos puntos distintos de Ω, entonces por el argumento anterior

existe una única geodésica γ en Ω que une p con q y además l(γ) = d(p, q) <
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π. Pero como N |γ es inyectiva, tenemos que N(p) ̸= N(q). Por tanto N es

inyectiva en Ω.

b) Observemos que N(Ω) es la imagen isométrica inyectiva de la super�cie

convexa Ω. Dado que cualquier conjunto convexo en S2 debe ser

simplemente conexo, Ω en sí mismo debe ser simplemente conexo.

c) La primer a�rmación de este ítem se deriva directamente del ítem a, ya que

S2 tiene área �nita. La a�rmación más especí�ca de que Ω tiene área ≤ 2π,

cuando Ω no es la esfera, se estable mediante la siguiente a�rmación. (Ver

también el ejercicio 1 de [Sto89, p. 280]).

A�rmación 4.2.18. Si E es un subconjunto convexo de S2, entonces E está

contenido en un hemisferio de S2. (Si E es además abierto, entonces E está

contenido en un hemisferio abierto de S2).

Sea q un punto de S2 cuya distancia r a E es maximal. Si r ≥ π/2 la a�rmación

quedaría demostrada. Supongamos entonces que 0 < r < π/2 y que existe un

único punto p ∈ E a una distancia de q, es decir r = d(p, q) = d(q, E). Sea D el

disco geodésico centrado en p y de radio ε < r/2.

Figura 4.26: D = Dε(p) con ε < π/2.

Entonces el conjunto compacto E \ (D ∩ E) tiene distancia ρ > r de q.

Traslademos el punto q a una distancia δ del punto p, donde δ < mı́n{ρ −
r, π/2 − r} a lo largo de la geodésica que une p con q en la esfera. El nuevo

punto q̂ alcanzado en S2 tiene una distancia mayor que r a E ∩ D, ya que D

se encuentra en el hemisferio abierto de S2 que consta de todos los puntos más

cercanos a q que a q̂. Pero, por nuestra elección de δ, la distancia de q̂ a E\(D∩E)
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también es mayor que r. En efecto, tomamos el punto medio qm del arco geodésico

γ que une q con q̂, sea Cqm el círculo geodésico que pasa por qm formando un

ángulo recto con γ

Figura 4.27: d(q̂, p) = δ donde δ < mı́n{ρ− r, π/2− r}.

Sea u ∈ D, entonces

d(q̂, u) ≤ d(q̂, q) + d(q, u)

< mı́n{ρ− r, π/2− r}+ d(q, p) + d(p, u)

< π/2− r + r + r/2

< 3π/4

dado que 0 < r < π/2. Entonces, existe un hemisferio abierto que contiene a

D, q, qm y q̂. Para cualquier u ∈ D, existe un arco geodésico γ1 uniendo u con q

y γ2 uniendo u con q̂. Sea Q = γ2 ∩ Cqm . Luego

d(q, u) ≤ d(p,Q) + d(Q, u) = d(q̂, Q) + d(Q, u) = d(q̂, u).

Notemos que E ∩D es compacto y que d(q, E ∩D) = r, entonces

d(q̂, E ∩D) > d(q, E ∩D) = r.

Por otro lado, si u ∈ E \ (D ∩ E), entonces

d(q̂, u) ≥ d(q, u)− d(q, q̂) > ρ− δ > r.

En consecuencia d(q̂, E \ (D ∩ E) > r.
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Figura 4.28: d(q̂, E \ (D ∩ E) > r.

Por tanto q̂ está más lejos de E que q, lo que contradice nuestra elección de

q. De ello se deduce que debe haber al menos dos puntos p1 y p2 de E a una

distancia r de q.

Figura 4.29: d(q, p1) = d(q, p2) = r < π/2.

Consideremos ahora el arco geodésico en S2 que minimiza la distancia entre p1
y p2. Excepto en sus extremos, este arco está fuera de E, pues 0 < r < π. Como

p1 y p2 pertenecen a E, existen puntos q1 y q2 en E arbitrariamente próximos de

p1 y p2, respectivamente. Podemos escoger q1 y q2 de manera que el arco geodésico

minimizante que une estos puntos contenga puntos fuera de E. Esto contradice

la convexidad de E. Por tanto el caso 0 < r < π/2 no ocurre.

Ahora sólo resta eliminar la posibilidad r = 0. Como r = 0, tenemos que E es

denso en S2. Dado que S2 no es convexo, entonces existe un punto q en S2 que no

pertenece a E. Consideremos el hemisferio abierto H con centros en q y tomamos

algún triángulo geodésico T en H, cuyo interior de T contenga a q. Como E
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es denso en S2, existen tres puntos distintos p1, p2 y p3 en E arbitrariamente

próximos de los vértices de T , tal que el triángulo geodésico determinado por

estos puntos tiene a q en su interior, en H.

Figura 4.30: Triángulo geodésico en H.

Pero el arco geodésico minimizante en S2 que une a p1 con q se extiende hasta

un arco geodésico minimizante en S2 que une a p con p̂ que se encuentra al lado

opuesto del triángulo. Como E es convexo, q debe pertenecer a E, lo cual es una

contradicción.

4.2.3 Demostración del Lema Principal

El resultado en el corazón de la demostración de E�mov es el lema Principal que

se demostrará en esta sub-sección. El lema Principal a�rma que si existe una

inmersión de cierta región en R2 tal que sus autovalores asociados al diferencial

de la inmersión son reales y están uniformemente acotados, entonces existe un

conjunto dentro de esta región que no es un espacio métrico completo con la

distancia en la métrica inducida por la inmersión.

La forma bastante particular de la región D facilita la demostración del

teorema de E�mov y es natural preguntarse si otro tipo de regiones también

servirían para este propósito. Tilla Klotz Milnor observó en [Mil72], que la

conclusión del lema Principal sigue siendo válida bajo ciertas modi�caciones en la

forma de dicha región, pero la propiedad esencial que debe mantenerse es que D

sea cóncavo en el origen, es decir en el punto de ∂D que falta en D. El siguiente

ejemplo pretende enfatizar este hecho.

Ejemplo 4.2.19. Consideremos la aplicación

F : A −→ R2

(x, y) 7→ F (x, y) :=

(
x,

1

x
− y

)
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donde A =
{
(x, y) ∈ R2 : x > 0

}
. Luego tenemos

dF =

(
1 0

− 1
x2

−1

)
y en consecuencia

det(dF − λI) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 0

− 1

x2
−1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (λ+ 1)(λ− 1).

Entonces los autovalores de dF son reales y uniformemente acotados, dado que

−2 ≤ λ1 < λ2 ≤ 2.

Además como det(dF ) ̸= 0, entonces dF es inyectiva, de donde se sigue que F es

una inmersión. Observemos que esta inmersión F aplica la región convexa

R :=
{
(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + y2 ≤ 1, x > 0

}
en un subconjunto cerrado (y por tanto completo) del plano.

Figura 4.31: R y F (R).

Las curvas en R que se acercan al origen son aplicadas por F en curvas que

tienden al in�nito, lo que implica que las longitudes de sus imágenes en F (R)

divergen para la métrica Euclidiana. LuegoR dotada con la distancia d∗D asociada

a la métrica riemanniana g∗ inducida por F es un espacio completo.

Tengamos en cuenta que E�mov en su lema Principal (original) asume que

los autovalores λ1 y λ2 tienen signos opuestos. Dado que su prueba no hace uso

de esta suposición, T. Milnor lo descarta.
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Sea γ : [a, b] → R2 un camino no necesariamente regular. Consideremos

P([a, b]) el conjunto de todas las particiones de [a, b]. Una partición P =

{a = t0 < t1 < . . . < tn = b} ∈ P([a, b]) termina una secuencia de puntos

γ(t0), γ(t1), . . . , γ(tn) en el camino γ que de�nen un poligonal con longitud dada

por

V (P ) =
n∑
k=1

∥γ(tk)− γ(tk−1)∥ .

De�nición 4.2.20. Diremos que γ es un camino recti�cable cuando el conjunto

{V (P ) : P ∈ P([a, b])} está acotado superiormente. En este caso de�nimos la

longitud del camino γ como

sup {V (P ) : P ∈ P([a, b])} .

Denotaremos por l(γ) la longitud del camino Euclidiana ordinaria de cualquier

camino γ en R2, escribiendo así l(γ) = ∞ en caso γ no es recti�cable. Para un

camino γ en D, denotaremos por l∗(γ) a la g∗−longitud de γ, de modo que, como

se señaló anteriormente l∗(γ) = l(F ◦ γ). Si un camino γ en D no es recti�cable,

tenemos l∗(γ) = ∞. Es claro que d∗D = ı́nf{l∗(γ) : γ une p con q en D}.

De�nición 4.2.21. Una función ξ se dice que es de variación acotada en un

camino γ : [a, b] → R2 si existe un número real positivo M > 0 tal que para

cualquier partición P = {a = t0 < t1 < . . . < tn = b} ∈ P([a, b]) se tiene

Vξ(P ) =
n∑
k=1

∥ξ(γ(tk))− ξ(γ(tk−1))∥ ≤M.

De�nimos la variación total de ξ en γ, que será denotada por lξ(γ), como

lξ(γ) = sup {Vξ(P ) : P ∈ P([a, b])} .

Consideremos en lo que sigue de esta sección los conjuntos D y D de�nidos

en 4.2.

Hipótesis 1. F : D → R2 es una C1−inmersión.

De�nición 4.2.22. Un camino γ en D, parametrizado por g∗−longitud de arco,

que une dos puntos p y q en D es llamado un camino g∗−minimizante si no

existe otro arco en D que una p con q que tenga una g∗−longitud menor que la

g∗−longitud de γ.
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Observación 4.2.23. Un camino g∗−minimizante γ en D debe ser C1−suave.
Esto es obvio cuando γ evita la frontera C∞ por partes ∂D de D, ya que cualquier

sub-camino conexo de γ dentro del interior de D es aplicado por F de manera

inyectiva sobre un segmento de línea en R2. Para la demostración de que un

camino g∗−minimizante γ es de clase C1 incluso si este toca a ∂D, puede ver

[Mil72, Apéndice 3].

De�nición 4.2.24. Un camino ρ : [0,∞) → D es llamado rayo distinguido si la

restricción de ρ a cualquier intervalo �nito [0, s] es un camino g∗−minimizante en

D. (Por tanto cualquier rayo distinguido ρ está parametrizado por su g∗−longitud
de arco mientras que l∗(γ) = ∞. Según la observación 4.2.23, cualquier rayo

distinguido es C1−suave).

Observación 4.2.25. Si ρ es un rayo distinguido, entonces ρ(s) debe converger

al origen en R2 cuando s → +∞. Caso contrario, para valores arbitrariamente

grandes del parámetro de g∗−longitud de arco s, tenemos que ρ volvería a algún

subconjunto compacto K ⊂ D. Pero como la g∗−longitud de ρ entre dos de sus

puntos es igual a la distancia d∗D entre ellos, esto produciría puntos del compacto

K arbitrariamente alejados en la distancia d∗D, lo cual es imposible.

Observación 4.2.26. Si ρ : [0,∞) → D es tal que F ◦ γ produce la

parametrización por longitud de arco de un rayo euclidiano, entonces ρ es un

rayo distinguido.

De�nición 4.2.27. Dado un número real θ, consideremos la función lineal en

R2,

ξ(x, y) = x cos θ + y sen θ.

Sea γ un camino recti�cable y lξ(γ) la variación total de ξ en γ. Por tanto, cuando

θ = 0, tenemos lx(γ) que es la variación total de x en γ; y cuando θ = π/2 tenemos

ly(γ) que es la variación total de y en γ. Ahora, si γ pertenece completamente a

D vamos a denotar por l∗ξ(γ) a la variación total de ξ en F ◦ γ, es decir

l∗ξ(γ) = lξ(F ◦ γ).

En particular,

l∗x(γ) = lx(F ◦ γ), l∗y(γ) = ly(F ◦ γ).

Observación 4.2.28. Notemos que l(γ) ≤ lx(γ)+ly(γ), y si γ está en D, entonces

l∗(γ) ≤ l∗x(γ) + l∗y(γ).
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De�nición 4.2.29. Una cuasi-distancia d̂ en D es una función de D × D en R
que satisface las propiedades usuales de una distancia, excepto que d̂(p, q) = 0 es

posible incluso si p ̸= q. De manera más especí�ca, d̂ debe satisfacer:

a) d̂(p, q) ≥ 0,

b) d̂(p, p) = 0,

c) d̂(p, q) = d̂(q, p),

d) d̂(p, q) ≤ d̂(p, r) + d̂(r, q),

para todo p, q y r en D. Diremos que una cuasi-distancia d̂ es mayorada por d∗D
siempre que d̂(p, q) ≤ d∗D(p, q) para todo p y q en D.

De�nición 4.2.30. De�nimos la cuasi-longitud de un camino recti�cable γ :

[a, b] → D como

l̂(γ) = sup
n∑
k=1

d̂(γ(tk−1), γ(tk)),

para todas las particiones �nitas a = t0 < t1 < . . . < tn = b de [a, b]. Es claro que

l̂(γ) puede ser in�nito.

Observación 4.2.31. La distancia d∗D es una cuasi-distancia, mayorada por si

misma, con la cuasi-longitud asociada l∗. De manera más precida, dado cualquier

θ con ξ = x cos θ + y sen θ, la función d∗ξ dada por

d∗ξ(p, q) = ı́nf
{
l∗ξ(γ) : γ une p con q en D

}
es una cuasi-distancia en D, mayorada por d∗D, con la cuasi-longitud asociada l∗ξ .

Lema 4.2.32. Si una sucesión de caminos νj : [0, 1] → D converge

uniformemente en la distancia d∗D para un camino ν : [0, 1] → D, necesariamente

continuo, y si d̂ es una cuasi-distancia en D mayorada por d∗D, entonces

l̂(ν) ≤ ĺım inf l̂(νj).

Demostración. Desde luego l̂(ν), así como l∗(νj), puede ser �nito o in�nito. En

cualquier caso, dado un M < l̂(ν), elegimos una partición

0 = t0 < t1 < . . . < tk = 1
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de [0, 1] tal que

M <
k∑
i=1

d̂(ν(ti−1), ν(ti)).

como νj converge uniformemente para ν y d̂ es mayorada por d∗D, entonces para

todo ε > 0, existe un entero N = N(M, ε) tal que

máx
t∈[0,1]

d̂(ν(t), νj(t)) ≤ máx
t∈[0,1]

d∗D(ν(t), νj(t)) <
ε

2k

para todo j ≥ N . Luego tenemos que,

M <
k∑
i=1

d̂(ν(ti−1), νj(ti−1)) +
k∑
i=1

d̂(νj(ti−1), νj(ti)) +
k∑
i=1

d̂(νj(ti), ν(ti))

<
ε

2k
· k + l̂(νj) +

ε

2k
· k = l̂(νj) + ε

para todo j ≥ N . tomando supremo a ambos lados, y haciendo ε→ 0, tenemos

l̂(ν) ≤ ĺım inf l̂(νj).

Corolario 4.2.33. Si la sucesión de caminos νj : [0, 1] → D converge

uniformemente en la distancia d∗D para un camino ν : [0, 1] → D, necesariamente

continuo, entonces

l∗ξ(ν) ≤ ĺım inf l∗ξ(νj)

para cualquier θ �jo, con ξ = x cos θ + y sen θ.

Demostración. Basta aplicar el lema 4.2.32 a la cuasi-distancia d∗ξ .

Corolario 4.2.34. Si la sucesión γj : [a, b] → D de caminos g∗−minimizantes

en D convergente uniformemente en la métrica d∗D para el camino γ : [a, b] → D,

entonces γ es también un camino g∗−minimizante en D.

Demostración. Notemos primero que la distancia d∗D desde γj(a) hasta γj(b) es

b− a para todo j. Luego haciendo j → ∞, se sigue que

d∗D(γ(a), γ(b)) = b− a.

El lema 4.2.32 garantiza que

l∗(γ) ≤ ĺım inf l∗(γj) = b− a,
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dado que d∗D es una cuasi-distancia mayorada por si mismas. Por tanto l∗(γ) =

b−a, y para mostrar que γ es un camino g∗−minimizante en D, solo necesitamos

veri�car que γ está parametrizado por un parámetro de g∗−longitud de arco.

con este �n, dado cualquier s �jo en (a, b) aplicamos los argumentos recién

completados a los caminos γj|[a,s] en lugar de a los caminos γj. Eso da como

resultado el hecho de que γj|[a,s] tiene g∗−longitud s − a, lo cual prueba el

corolario.

Lema 4.2.35. Si D es completo en la distancia d∗D, entonces existe un radio

distinguido en D.

Demostración. Queremos construir un rayo distinguido ρ : [0,+∞) → D.

Cualquier punto enD puede servir como punto inicial p0 para ρ. Por conveniencia,

tomamos p0 = (r, 0), donde r > 0 es el radio de la circunferencia C usada en la

construcción de D. Para k = 1, 2, . . . consideremos la exhausión de D por los

conjuntos compactos

D(k) =

{
(x, y) ∈ D : x2 + y2 ≥ r2

2k

}
,

y sea d∗D(k) la distancia en D(k) de�nida por

d∗D(k) = ı́nf {l∗(γ) : γ une p con q en D(k)} .

Como C(k) =

{
(x, y) ∈ D : x2 + y2 =

r2

2k

}
es compacto para cada k ∈ N,

entonces existe un punto pk ∈ C(k) tal que

d∗D(k)(p0, C(k)) = d∗D(k)(p0, pk) := ck.

Diremos que el camino γ : [0, l∗(γ)] → D(k) es g∗−minimizante en D(k) si γ está

parametrizado por g∗−longitud de arco, con l(γ) igual a la distancia d∗D(k) entre

sus extremos. Vamos a construir para cada k ∈ N un camino g∗−minimizante en

D(k) de p0 a pk. Tomando k �jo. Por la de�nición de d∗D(k), podemos encontrar

una sucesión de caminos

νj : [0, l
∗(νj)] → D(k)

que van de p0 a pk, tal que cada νj sea parametrizado por g∗−longitud de arco

y que l∗(νj) → ck cuando j → +∞. Restringiendo cada νj al intervalo [0, ck],

tenemos que νj([0, ck]) está enteramente contenido en D(k), pues caso contrario
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tendríamos para algún j0 y algún s0 < ck que νj0(s0) = p ∈ C(k) lo que implicaría

que d∗D(k)(p0, p) < ck = d∗D(k)(p0, Ck) lo cual es una contradicción. De este modo

νj|[0,ck] es camino en D(k) para todo j ∈ N. Como la sucesión
(
νj|[0,ck]

)
j
es

equicontinua y el conjunto {νj(s) : j ∈ N} ⊂ D(k) es relativamente compacto

entonces el teorema de Ascoli-Arzelá garantiza la existencia de una subsucesión

de
(
νj|[0,ck]

)
j
que converge uniformemente para un camino, necesariamente

continuo,

γk : [0, ck] → D(k)

que va de p0 a pk. como l∗
(
νj|[0,ck]

)
→ ck cuando j → +∞, se sigue del lema

4.2.32 que

l∗(γk) ≤ ĺım
j→+∞

l∗
(
νj|[0,ck]

)
= ck.

Pero por la de�nición de ck tenemos l∗(γk) ≥ ck, en consecuencia l∗(γk) = ck.

Para mostrar que γk es g∗−minimizante en D nos resta ver que γk está

parametrizado por g∗−longitud de arco, para esto consideremos cualquier s en

[0, ck] y aplicamos nuevamente el lema 4.2.32 a las restricciones de γk y νj a [0, s]

y [s, ck]. Obteniendo así

l∗
(
γk|[0,s]

)
≤ ĺım

j→+∞
l∗
(
νj|[0,s]

)
= s,

l∗
(
γk|[s,ck]

)
≤ ĺım

j→+∞
l∗
(
νj|[s,ck]

)
= ck − s.

Pero como vimos antes l∗(γk) = ck, entonces l∗
(
γk|[0,s]

)
+ l∗

(
γk|[s,ck]

)
= ck.

Luego tenemos

l∗
(
γk|[0,s]

)
= l∗

(
γk|[0,s]

)
+ l∗

(
γk|[s,ck]

)
− l∗

(
γk|[s,ck]

)
= ck − l∗

(
γk|[s,ck]

)
≥ s.

Por tanto l∗
(
γk|[0,s]

)
= s, es decir γk es una camino g∗−minimizante en D(k)

que une p0 con pk.

Pero observemos ahora que γk también debe ser un camino g∗−minimizante

en D que une p0 con pk, ya que cualquier camino g∗−minimizante en D que

une p0 con pk que sale de D(k) tendría algún primer punto q el cual intersecaría

con C(k), y q estaría más cerca a p en la distancia d∗D(k) que pk, lo cual es una

contradicción.
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Para cada m = 1, 2, . . . , k denotemos por γmk a la porción de γ desde γk(0)

hasta γk(cm), es decir γmk = γk|[0,cm]. Como un sub-camino de γk, esta restricción

γmk de γk a [0, cm] es en sí misma un camino g∗−minimizante en D. Haciendo

uso nuevamente del teorema de Ascoli-Arzelá tenemos: Como D(1) es compacto,

entonces existe una subsucesión N1 ⊂ N tal que los caminos γ1k : [0, c1] → D(1),

para k en N1, convergen uniformemente para un camino ρ1 : [0, c1] → D(1)

cuando k → +∞ en N1. Por el corolario 4.2.34, tenemos que ρ1 es un camino

g∗−minimizante en D. De manera análoga, como D(2) es compacto, entonces

existe una subsucesión N2 ⊂ N1 tal que los caminos γ2k : [0, c2] → D(2), para k en

N2, converge uniformemente para un camino ρ2 : [0, c2] → D(2) cuando k → +∞
en N2, el cual es una extensión de ρ1 y también es un camino g∗−minimizante en

D. Por un proceso inductivo, obtenemos para cada m = 2, 3, . . . una extensión

ρm : [0, cm] → D(m) de ρ1 que es un camino g∗−minimizante en D.

Por construcción tenemos que 0 < c1 < c2 < . . . . Sea c∞ ≤ ∞ el límite de

la sucesión creciente (cm)m cuando m → +∞. Para cada s en [0, c∞) de�namos

ρ(s) := ρm(s), usando cualquier m su�cientemente grande de modo que cm ≥ s.

De esta manera ρ : [0, c∞) → D así de�nido es un camino g∗−minimizante entre

cualesquiera dos puntos. Es claro que ρ es candidato a ser el rayo distinguido que

estábamos buscando, pero para que esto ocurra debemos mostrar que c∞ = ∞.

Supongamos entonces que c∞ = l∗(ρ) <∞. Notemos además que

d∗D(p0, p1) < d∗D(p0, p2) < . . . < d∗D(p0, p0) < . . . < c∞.

De esta manera, los puntos ρ(cm) = ρm(cm) = pm formarían una sucesión de

Cauchy en la métrica d∗D, esto ocurre dado que d∗D(pi, pj) = d∗D(ρ(ci), ρ(cj)) =

∥ci − cj∥. Como D es completo, entonces la sucesión (ρ(cm))m converge para un

punto de D. Por la construcción, de los puntos ρ(cm) en C(m), tenemos que esta

sucesión converge para el origen en R2, lo cual es una contradicción. Por tanto ρ

es realmente un rayo distinguido.

Habiendo probado el lema 4.2.35, será útil tener información sobre el

comportamiento de F ◦ ρ para cualquier rayo distinguido ρ. Como indica la

observación 4.2.23, F toma cualquier sub-camino de ρ que se encuentre en el

interior de D y lo lleva a un segmente de recta en R2. Pero, si ρ tiene partes a

lo largo de D ∩ ∂D, la situación puede ser más complicada. de manera general,

F ◦ ρ puede parecerse a la curva de la �gura 4.32.
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Figura 4.32: F (D) sombreado

Lema 4.2.36. Sea γ un camino g∗−minimizante en D, sea p en D∩∂D un punto

interior de γ, y sea U cualquier entorno de p en D. Entonces F (U) contiene uno

de los dos semidiscos cerrados ∆ cortado por la recta tangente L a F (γ) en F (p)

de algún disco cerrado en R2 con centro F (p). Además, F (γ ∩U) es disjunto del

interior de ∆, siempre que F sea inyectiva en U .

Figura 4.33: ∆ sombreado

Demostración. Es su�ciente considerar el caso en el que U es compacto y

simplemente conexo, con U ∩ ∂D conexo, F inyectiva en U y ninguno de los

extremos de γ en U . (Cualquier entorno de p en D contiene tal U). De la

observación 4.2.23, tenemos que la recta L es tangente a F (γ) y F (D ∩ ∂D)

en F (p). Véase [Mil72, Apéndice 3]. En particular, p no puede ser una esquina

de D ∩ ∂D. Como F es un difeomor�smo local en algún entorno de p en D, y
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como D ∩ ∂D es suave en p, la recta L corta el plano tangente a R2 en F (p) en

dos semiplanos abiertos que consisten de vectores que apuntan para �dentro� o

�fuera� de F (U). (De lo contrario, elegimos U aún más pequeño). Elegimos un

rayo euclidiano que comience en F (p) cuyo vector tangente inicial apunta �hacia�

F (U) en F (p). Algún segmento inicial de este rayo se encuentra dentro de F (U),

y puede extenderse hasta que llegue por primera vez al borde del conjunto F (U),

digamos en el punto q.

Notemos que q no puede estar en F (U ∩ ∂D). Si lo estuviera, el segmento de

recta ν desde F (p) hasta q junto con el camino de F (U ∩ ∂D) desde F (p) hasta

q formarían una curva de Jordan que delimita una región R ⊂ F (U), como se

muestra en la �gura 4.34.

Figura 4.34: R sombreado

Expresemos a γ como la unión de dos sub-caminos cerrados, que se intersecan

solo en p. Uno de estos, digamos γ+, es llevado por F a un camino que entra

inmediatamente en R, y que eventualmente debe dejar R, ya que ninguno de

los extremos de γ se encuentra en en el conjunto compacto U . Pero γ no puede

cruzar D ∩ ∂D. Por tanto, F (γ+) sale primero de R desde un punto q̂ de ν. Esto

implicaría, sin embargo, que F ◦ γ+ coincide con ν de F (p) a q̂, dado que γ+ es

un camino g∗−minimizante en D entre dos de sus puntos. Pero F ◦ γ es tangente

a L en p, lo que lleva a una contradicción.

Se sigue entonces que q se encuentra en F (Û), donde Û es el subconjunto
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compacto

Û = ∂U ∩ int(D)

de ∂U . Si la distancia entre F (p) y F (Û) es 2ε, el semidisco cerrado de radio ε al

lado apropiado de L servirá como el ∆ indicado en el lema 4.2.36. Para mostrar

que F (γ ∩ U) es disjunto del interior de ∆ si F es inyectiva en U , supongamos

que F (γ ∩ U) contiene un punto F (p̂) que pertenece al interior de ∆. Entonces

el segmente de recta β de F (p) a F (p̂) estaría completamente dentro de F (U).

Dado que γ es un camino g∗−minimizante, β debe coincidir con el camino de

F ◦ γ de F (p) a F (p̂). Pero F ◦ γ es tangente a F (∂D) en F (p), mientras que β

no. Esta contradicción completa la demostración.

Lema 4.2.37 (Lema de Comparación). Sea γ un camino g∗−minimizante en D

que une a con b, y sea ψ cualquier camino de clase C1 por partes en D que une

a con b el cual está libre de auto-intersecciones. Entonces para cualquier θ �jo

l∗ξ(γ) ≤ l∗ξ(ψ)

donde ξ = x cos θ + y sen θ.

Demostración. Es su�ciente demostrar el lema para el caso θ = 0, de modo

que ξ = x. Para ajustar el argumento a un θ general, basta reemplazar x en

todas partes por ξ, y usemos en la dirección vertical mencionada a lo lardo de la

demostración, las direcciones paralelas a la recta ξ ≡ 0 en R2.

a) Consideremos primero el caso en el que γ y ψ se encuentran solo en sus

extremos a y b. entonces el subconjunto K de D limitado por γ y ψ, es

compacto y simplemente conexo. Denotemos por N el conjunto de todas

las coordenadas x de los puntos de F (∂K) en los que la recta tangente a

F (∂K) no está de�nida o es vertical. De�namos x∗(p) en cualquier punto

p de D, igual a la coordenada x en F (p), tengamos en cuenta que las

funciones de valores reales x∗ ◦ γ y x∗ ◦ ψ son de clase C1 y C1 por partes,

respectivamente. Además, N incluye todos los valores críticos de x∗ ◦ γ y

x∗ ◦ ψ, si s0 es una valore crítico de x∗ ◦ γ, entonces

d

ds
(x∗ ◦ γ)(s0) =

d

ds
(πx ◦ F ◦ γ)(s0)

= πx
(
dFγ(s0)γ

′(s0)
)
= 0.
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Es decir, la recta tangente a F (∂K) en F (γ(s0)) es vertical, luego (x∗◦γ)(s0)
está en N . De manera análoga los valores críticos de x∗ ◦ ψ están en ψ.

AdemásN contiene como máximo una cantidad �nita de valores adicionales,

es decir los valores de x∗ en las �esquinas� de ∂K.

Luego por el teorema de Sard tenemos que N es un conjunto cerrado de

medida nula. denotemos por γ0 la porción de γ en la que x∗ ̸∈ N .

De�nición 4.2.38. Diremos que un camino parametrizado ν en D es

pre-vertical si F ◦ ν produce una parametrización por longitud de arco

ordinaria de un segmento de recta vertical en R2 (que puede ser abierto,

cerrado; �nito o in�nito). Por tanto, un camino pre-vertical ν es siempre

un g∗−minimizante en D entre dos de sus puntos.

Dado cualquier punto p en γ0, como F es un difeomor�smo local, existe un

entorno U (enK) tal que p ∈ U y F (U) es la intersección de una bola abierta

en R2 con F (K). Sabiendo que x∗(p) no pertenece a N , podemos escoger

un segmento de recta vertical en F (K) que comienza en F (p). Tomando la

imagen de ese segmento de recta por una inversa local de F , obtenemos en

K un camino pre-vertical que comienza en p (observemos además que un

camino de ese tipo es único). Con un argumento análogo podemos extender

ese camino pre-vertical ν hasta que él interseque algún punto de la frontera

de K, digamos en q. Otra manera de ver este hecho, es que si tal extensión

ν a ∂K fuera imposible, entonces ν podría extenderse a un camino pre-

vertical ν : [0,+∞) → K que comienza en p. Esto produciría puntos de

K en ν arbitrariamente alejados de p en la distancia d∗D, lo cual es una

contradicción ya que K es compacto.

Además, q debe estar en ψ, y no en γ por que de lo contrario el segmente

del camino g∗−minimizante γ que va de p a q tendría que coincidir con ν,

lo cual es una contradicción dado que p ∈ γ0, de modo que F ◦ γ no es

vertical en F (p). Finalmente, el vector tangente a F ◦ ψ en F (q) está bien

de�nido y no es vertical pues p ∈ γ0, es decir x∗(q) = x∗(p) ̸∈ N . Debido a

que solo hay una dirección orientada en la que un camino pre-vertical puede

salir de un punto p ∈ γ0 para entrar al interior de K, solo existe el camino

pre-vertical ν dentro de K que comienza en p ∈ γ0 y termina en ψ.

Por tanto, podemos pensar el punto �nal q de ν en ψ como una función

q = q(p) para p en γ0. Denotemos por ψ0 la imagen de γ0 debajo de q.
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Figura 4.35: K sombreado

Dado cualquier punto q = q(p) en ψ0, solo hay un arco pre-vertical no trivial

en K que comienza en ∂K y termina en q, digamos, el arco ν desde p usado

para de�nir q = q(p). Para ver esto, observemos que q fue el primer punto

más allá de p en ν en el que ν interseca con ∂K, y que solo hay una dirección

pre-vertical orientada desde la cual uno puede acercarse a q dentro de K,

ya que x∗(q) ̸∈ N si q ∈ ψ0. Concluimos entonces que la función q = q(p)

es inyectiva. El teorema de la función implícita indica que q es de clase C1

como una función del parámetro g∗−longitud de arco en γ0 (heredado de la

parametrización de γ). Dado cualquier p en γ0, ψ es de clase C1 en q = q(p),

con F ◦ ψ no vertical en F (q).

Por nuestra de�nición de ψ, tenemos

l∗x(γ
0) = l∗x(ψ

0) ≤ l∗x(ψ).

Denotemos por S0 al conjunto [0, l∗(γ)] en el cual

d

ds
x∗(γ(s)) ̸= 0.

Entonces

l∗x(γ) =

∫ l∗(γ)

0

∣∣∣∣ ddsx∗(γ(s))
∣∣∣∣ ds = ∫

S0

∣∣∣∣ ddsx∗(γ(s))
∣∣∣∣ ds.

Por de�nición de S0, tenemos que la restricción x∗ ◦ γ|S0
es una

C1−inmersión . Si retiramos de S0 un conjunto de medida nula, la pre-

imagen de N por la aplicación x∗ ◦ γ, la integral anterior no se ve alterada.
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Luego l∗x(γ) = l∗x(γ
0). Por tanto

l∗x(γ) = l∗x(γ
0) ≤ l∗x(ψ).

Esto prueba el lema 4.2.37 en caso de que γ y ψ se intersequen solo en sus

extremos.

b) Supongamos entonces que γ y ψ tienen puntos interiores en común. si γ

y ψ coinciden, entonces nada a probar. Denotaremos por ψ′ la parte de

ψ disjunta de γ. Como γ es cerrado en R2 tenemos que ψ′ es un abierto

relativo de ψ. Así, podemos escribir ψ′ como una unión disjunta numerable

y disjunta de sub-caminos abiertos ψi de ψ,

ψ′ =
⋃
i

ψi.

Supongamos que la enumeración es tal que

l∗(ψ1) ≥ l∗(ψ2) ≥ . . . .

Si están involucrados más de un número �nito de caminos ψi, entonces

ĺım
i→+∞

l∗(ψi) = 0,

dado que l∗(ψ) es �nito. Haciendo un cambio lineal de parámetro, de ser

necesario, de modo que ψ : [0, 1] → D. Esto induce las parametrizaciones

ψi : (ai, bi) → D,

donde los (ai, bi) son sub-intervalos disjuntos de [0, 1]. Consideremos ahora

el sub-camino γ1 de γ entre los extremos ψ(a1) y ψ(b1) de ψ1. Haciendo un

cambio lineal en la parametrización por g∗−longitud de arco de γ1 si fuese

necesario (que puede tener que invertir la orientación), tenemos

γ1 : [a1, b1] → D

donde γ1(a1) = ψ(a1) y γ1(b1) = ψ(b1). Como γ1 y la clausura del camino

ψ1 se encuentran solo en sus extremos, luego por el argumento dado en la

primera parte de la demostración tenemos,

l∗x(γ1) ≤ l∗x(ψ1) = l∗x(ψ1).
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De�namos un nuevo camino ν1 : [0, 1] → D dado por

ν1(t) =

{
ψ(t) , t ̸∈ [a1, b1]

γ1(t) , t ∈ [a1, b1]

entonces tenemos l∗x(ψ) ≥ l∗x(ν1). De manera similar, el camino γ2 de γ entre

los extremos ψ(a2) y ψ(b2) de ψ2 puede ser reparametrizado si es necesario

(posiblemente invirtiendo su orientación) para convertirse en

γ2 : [a2, b2] → D,

con γ2(a2) = ψ(a2) y γ2(b2) = ψ(b2), entonces l∗x(γ2) ≥ l∗x(ψ2). Si de�nimos

un nuevo camino ν2 : [0, 1] → D dado por

ν2(t) =

{
ν1(t) , t ̸∈ [a2, b2]

γ2(t) , t ∈ [a2, b2]

entonces tenemos l∗x(ψ) ≥ l∗x(ν1) ≥ l∗x(ν2).

Continuando este procedimiento, obtenemos una sucesión de caminos νj :

[0, 1] → D, que unen ψ(0) y ψ(1). Por supuesto, si solo hay m sub-caminos

ψi, donde 1 ≤ m < ∞, entonces tomamos νj = νm para todo j ≥ m. En

cualquier caso,

l∗x(ψ) ≥ l∗x(ν1) ≥ l∗x(ν2) ≥ . . . ,

mientras que todos los caminos νj se encuentran en el conjunto compacto

γ ∪ ψ. Como l∗(ψi) → 0 cuando i → +∞, entonces para todo ε > 0,

existe un entero positivo i0 tal que l∗(ψi) < ε para i > i0. Por otro lado, si

i ≥ j ≥ i0, entonces

sup
t∈[0,1]

d∗D(νi(t), νj(t)) ≤ 2l∗(ψj),

dado que l∗(ψ1) ≥ l∗(ψ2) ≥ . . . . Por tanto los ν ′js convergen uniformemente

en la distancia d∗D para un camino, necesariamente continuo ν : [0, 1] → D.

Haciendo uso de las últimas desigualdades anteriores y el corolario 4.2.33,

tenemos

l∗x(ψ) ≥ ĺım
j→+∞

l∗x(νj) ≥ l∗x(ν).

Pero, por construcción, todos los puntos de ν se encuentras a lo largo

del camino γ, con ν uniendo continuamente los extremos de γ. Luego

l∗x(ν) ≥ l∗x(γ), lo que concluye la demostración del lema 4.2.37.
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Observación 4.2.39. La conclusión del lema 4.2.37 sigue siendo válida incluso si

el camino ψ de clase C1 por partes tiene un número �nito de auto-intersecciones.

Por que uno puede construir fácilmente, usando porciones de ψ entre auto-

intersecciones, un nuevo camino ψ̂ de clase C1 uniendo los extremos originales de

ψ, y libre de auto-intersecciones. Como l∗x(ψ̂) ≤ l∗ξ(ψ), el lema 4.2.37 aplicado a

γ y ψ̂ nos da

l∗ξ(γ) ≤ l∗ξ(ψ̂) ≤ l∗ξ(ψ).

Para el resto de la sub-sección, supongamos además de la hipótesis 1 lo

siguiente:

Hipótesis 2. Los autovalores λ1 y λ2 de dF son reales y además están

uniformemente acotados a lo largo de D por alguna constante α.

Juntas, las hipótesis 1 y 2 garantizan que los autovalores λ1 y λ2 de dF

sobre D son reales, distintos y no nulos. Por tanto, dado que F es de clase C1,

los campos vectoriales unitarios asociados a la primera y segunda auto-dirección

nunca coinciden en D, cada una es continua y están libres de singularidades.

De�nición 4.2.40. Un camino C1 en D que es tangente a la primera (o segunda)

auto-dirección en todas partes se denomina primer (o segundo) camino propio.

El vector tangente a un camino propio en p en D es aplicado por dF en un

vector paralelo, tangente a F ◦γ en F (p). Por tanto dF conservará la orientación

del vector tangente si el autovalor asociado en p es positivo, e invertirá la

orientación si ese autovalor es negativo. Según las hipótesis 1 y 2, los autovalores

λ1 y λ2 mantienen cada uno un signo �jo en todo D.

Como D es simplemente conexo, podemos �jar una orientación en cada campo

de auto-direcciones son continuos y libre de singularidades, ningún camino propio

puede cruzarse, ver [Har02, p. 150]. En particular, no hay caminos propios

cerrados.

De�nición 4.2.41. Dado cualquier θ �jo y la función linea asociada ξ =

x cos θ+ y sen θ, una ξ−cadena es cualquier camino parametrizado C1 por partes

en D formado por un número �nito de caminos propios, y a lo largo del cual ξ es

estrictamente creciente.
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Lema 4.2.42. Dado un punto p en el interior de D, en el que ξ = x cos θ +

y sen θ ≥ 0, entonces existe una ξ−cadena C que comienza en p y termina en un

punto de la frontera de D.

Demostración. Dado t, introducimos las coordenadas ξ, η en R2 donde{
ξ = x cos θ + y sen θ,

η = −x sen θ + y cos θ.

Sea V1 (o V2) el conjunto relativamente cerrado de D que consta de todos los

puntos en los que la primera auto-dirección (o la segunda) es paralela al eje η.

Notemos que V1 ∩ V2 = ∅. Denotaremos por f1 (o f2) a la función continua de

valor real en D \V1 (o D \V2) que asigna la pendiente dη
dξ

asociada con la primera

(o segunda) auto-dirección en cada punto. Por tanto, un camino propio que no

es paralelo en ninguna parte al eje η puede expresarse como la grá�ca de una

C1−función η = η(ξ) que satisface una de las cuales diferenciales

dη

dξ
= f1(ξ, η) o

dη

dξ
= f2(ξ, η),

con una orientación apropiada.

Sea ξ0 ≥ 0 la coordenada ξ en el punto p dado en el enunciado. Primero

probaremos el lema 4.2.42 bajo el supuesto de que ξ0 > 0. con este supuesto, el

semiplano H que consiste de todos los puntos en R2 tales que ξ ≥ ξ0 interseca a

D en un conjunto compacto.

Sea 3ε la distancia Euclidiana entre los subconjuntos compactos V1 ∩ H y

V2∩H. Se sigue que los ε−entornos cerrados Nε(V1∩H) y Nε(V2∩H) de V1∩H
y V2 ∩H en D ∩H tienen distancia Euclidiana al menos ε. Por tanto p no está

en Nε(V1 ∩ H) o bien p no está en Nε(V2 ∩ H) donde, por supuesto, p puede

no estar en ninguno de los dos. Por conveniencia, supongamos que p no está en

Nε(V1 ∩H). Como p ̸∈ Nε(V1 ∩H), entonces cerca de p, el primer camino propio

que comienza en p puede ser expresado por

dη

dξ
= f1(ξ, η)

el cual tiene una solución de clase C1, η = η(ξ) sobre algún intervalo [ξ0, ξ0 + δ)

con η(ξ0) igual a la coordenada η en el punto p. Por el lema de Zorn, esta solución

puede ser extendida sobre algún intervalo maximal [ξ0, ξ1) sujeto a la restricción

de que el grá�co de la solución permanece dentro de D \ V1. Si este grá�co
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no interseca a Nε(V1 ∩ H) , entonces el grá�co permanece dentro del conjunto

compacto

(D ∩H) \Nε(V1 ∩H)

sobre el cual la función continua f1(ξ, η) es acotada. En particular, dη
dξ

= f1(η, ξ)

está acotada en la grá�ca de η = η(ξ), de modo que nuestra solución η(ξ) debe

tender a un límite η1 < ∞ cuando ξ → ξ1. Además, el punto (ξ1, η1) debe estar

en ∂D. De lo contrario, (ξ1, η1) es un punto interior de D, y para algún δ > 0 la

solución η = η(ξ) de dη
dξ

= f1(ξ, η) puede extenderse a un intervalo más grande

[ξ0, ξ1 + δ), contradiciendo así nuestra elección de ξ1.

Si el grá�co interseca a Nε(V1 ∩H), digamos en p′, entonces p′ ̸∈ Nε(V2 ∩H)

y podemos elegir un segundo camino propio que comienza en p′ con ξ creciente,

y lo extendemos (por un argumento análogo al anterior) hasta que interseque a

∂D o bien a Nε(V2 ∩H).

Figura 4.36: Nε(V1 ∩H) y Nε(V2 ∩H)

Continuando con este proceso eligiendo de manera alternada el segundo y

luego el primer camino propio, la construcción termina con un número �nito de

pasos con el último camino propio terminando en un punto de ∂D. Para probar

este hecho, tengamos en cuenta que todos los caminos propios utilizados en la

construcción tienen pendiente acotada, dado que los primeros caminos propios

evitan Nε(V1 ∩H), y los segundos caminos propios evitan Nε(V2 ∩H). Además,

los valores de ξ en el camino C que se está construyendo están acotados, ya
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que D es acotado. Por tanto C tiene longitud �nita, lo que signi�ca que C no

puede oscilar in�nitamente entre los conjuntos Nε(V1 ∩ H) y Nε(V2 ∩ H), los

cuales están separados al menos por una distancia ε > 0. Por tanto, después de

un número �nito de pasos se completa la construcción de C . De este modo el

lema 4.2.42 queda probado para ξ0 > 0. Pero si ξ0 = 0, simplemente elijamos

cualquier porción su�cientemente pequeña de un camino propio que deja p con ξ

creciente, dado que p ̸∈ Nε(V1 ∩H) entonces la primera auto-dirección no puede

ser paralela al eje η cerca de p. Alcanzando así un punto cercano p̂ en el cual

ξ > 0. La demostración del lema 4.2.42 procede como arriba, usando p̂ en lugar

de p.

Lema 4.2.43. Para cualquier ξ−cadena C tenemos,

l∗ξ(C ) ≤ α · lξ(C )

donde α es la constante usada en el enunciado del lema principal.

Demostración. Sea I un subconjunto del dominio de C , tal que C |I es de clase
C1 y dFC (t)C

′(t) = λ1C ′(t), para todo t en I. Entonces∫
I

∣∣∣∣ ddt(ξ ◦ F ◦ C )(t)

∣∣∣∣ dt = ∫
I

∣∣dξF (C (t))(dFC (t)C
′(t))

∣∣ dt
=

∫
I

|λ1| ·
∣∣dξF (C (t))C

′(t)
∣∣ dt

≤ α ·
∫
I

∣∣dξF (C (t))C
′(t)
∣∣ dt

luego l∗ξ(C |I) ≤ α · lξ(C |I). Si C ′(t) fuese un autovector asociado a λ2 llegaríamos

a la misma conclusión. Como C se compone de caminos propios sobre los cuales

ξ es creciente, entonces se concluye que l∗ξ(C ) ≤ α · lξ(C ).

Como |ξ| ≤ r en D, entonces tenemos el siguiente resultado

Corolario 4.2.44. Si C es una ξ−cadena tenemos,

l∗ξ(C ) ≤ 2αr

donde r es el radio usado en la de�nición del conjunto D.
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Lema 4.2.45. Si ρ es un rayo distinguido, entonces l∗x(γ) es �nito, y por tanto

l∗y es in�nito.

Demostración. Supongamos que ρ comienza en el punto p0 en D. Sea ν un

segmento de recta vertical en D desde p0 a un punto q0 en el arco circular

C ′ = C ∩ D, donde C es la circunferencia x2 + y2 = r2. Si p0 pertenece a

C ′, entonces p0 = q0 y ν es degenerado. Luego, existen dos casos posibles.

Denotaremos por x(p) a la coordenada x del punto p, para cualquier punto p

en R2.

. Caso A: Existe una sucesión sj → +∞ de valores del parámetro de

g∗−longitud de arco para ρ tal que x(ρ(sj)) ≥ 0, donde j = 1, 2, . . . .

. Caso B: Para algún σ ≥ 0, x(ρ(s)) < 0 para todo s > σ.

Para demostrar el lema 4.2.45 en el caso A consideremos los puntos pj = ρ(sj)

en ρ. Tomando una subsucesión de (pj)j de ser necesario, podemos suponer que

los p′js están en el interior de D. Luego, por el lema 4.2.42, podemos considerar

para cada j, una x−cadena Cj que comienza en pj y termina en algún punto qj
en ∂D.

Figura 4.37: Caso A

Como x(pj) ≥ 0, mientras x es creciente en Cj, se sigue que qj se encuentra

en C ′. Denotemos por δj el arco a lo largo de C ′ que une qj con q0. Entonces

l∗x(δj) ≤ l∗x(C
′),
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y si ρj denota la porción de ρ que va desde p0 hasta pj, es decir ρj = ρ|[0,sj ]
entonces del lema de comparación 4.2.37 tenemos

l∗x(ρj) ≤ l∗x(Cj) + l∗x(C
′) + l∗x(ν)

donde el camino g∗−minimizante ρj es comparado con el camino formado por

Cj seguido por δj y luego por ν. Este camino compuesto puede tener alguna

intersección propia donde ν puede (posiblemente) cruzar Cj. Pero como se señaló

en la observación 4.2.39, la conclusión del lema 4.2.37 así sigue siendo válida.

Usando ahora el corolario 4.2.44, tenemos

l∗x(ρj) ≤ 2αr + l∗x(C
′) + l∗x(ν).

Por tanto obtenemos una cota superior para l∗x(ρ), una vez que ĺım
j→+∞

l∗x(ρj) =

l∗x(ρ).

Para demostrar el lema 4.2.45 en el caso B, consideramos dos subcasos:

. Caso B1: Existe una sucesión sj → +∞ de valores del parámetro de

g∗−longitud de arco para ρ tal que la distancia d∗D entre ρ(sj) y la porción

del eje y perteneciente a D es menor o igual a 1 para todo j = 1, 2, . . . .

. Caso B2: Existe un σ1 > 0 tal que la distancia d∗D entre ρ(s) y la porción

del eje y perteneciente a D es mayor que 1 para todo s > σ1.

La demostración del lema 4.2.45 en el caso B1 es muy parecida a la

demostración en el caso A. También podemos suponer que la distancia d∗D entre

ρ(si) y el camino ν es mayor que 2 para todo j = 1, 2, . . . , dado que ρ|[0,s] es un
camino g∗−minimizante en D para todo s > 0, l∗(ρ) = ∞, y ν es compacto en D.

Para cada y, tomemos un camino νj en D que esté libre de auto-intersecciones,

y uniendo pj = ρ(sj) al eje y, con

l∗x(νj) ≤ l∗(νj) < 2.

Desde el extremo p′j de νj en el eje y, construimos una x−cadena Cj. Con ρj y δj
de�nidos en el caso A, procediendo como se hizo anteriormente, se obtiene

l∗x(ρj) ≤ 2 + 2αr + l∗x(C
′) + l∗x(ν).

Luego haciendo j → +∞, tenemos l∗x(ρ) <∞.
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Para demostrar el lema 4.2.45 en el caso B2, se necesita un tipo diferente de

argumento. Si ρ interseca al eje y, ver �gura 4.38, sea ρ(σ2) el último punto de ρ

que se encuentra en el eje y.

Figura 4.38: R sombreado y ρ interseca al eje y.

Denotemos por R al subconjunto relativamente cerrado de D limitado por la

porción de ρ desde ρ(σ2) en adelante, y el intervalo en el eje y desde ρ(σ2) a (0, 0).

En caso de que ρ nunca cruce el eje y, ver �gura 4.39,

Figura 4.39: R sombreado y ρ evita al eje y.

sea ρ(σ2) el último punto de ρ que se encuentra en el segmente horizontal

desde p0 al eje y. dada esta de�nición de ρ(σ2), sea R el subconjunto relativamente

cerrado de D limitado por la porción de ρ desde ρ(σ2) en adelante, el segmente

horizontal µ desde ρ(σ2) hasta el punto q en el eje y, y el intervalo en el eje y

desde q a (0, 0). En cualquier caso, R es simplemente conexo. Si ρ interseca al
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eje y, tomemos σ̂ = σ1 + 1. Si ρ evita al eje y, tomemos σ̂ > σ1 tan grande que

d∗D(ρ(s), µ) > 1 si s > σ̂. Consideremos pj = ρ(σ̂ + 2j) donde j = 1, 2, . . . . Para

cada j, de�nimos

Uj = {p ∈ D : d∗D(p, pj) < 1} .

Por construcción tenemos que Ui ∩ Uj = ∅ si i ̸= j, y por las hipótesis del caso

B2, cada Uj es disjunto de la región x ≥ 0 en D. Supongamos que demostramos

lo siguiente,

A�rmación 4.2.46. El g∗−área de Uj∩R es mayor que π para todo j = 1, 2, . . . .

Entonces el g∗−área de R debería satisfacer

área∗(R) ≥
∞∑
j=1

área∗(Uj ∩R) = ∞.

Pero D es acotado, entonces el área ordinaria de R ⊂ D deber ser �nita. Además,

como −α < λ1 < λ2 < α tenemos |JF | < α2 en cada punto de D. Por tanto,

área∗(R) ≤ α2 · área(R) <∞

lo cual es una contradicción. Por tanto, para completar la demostración del lema

4.2.45 en el caso B2, solo necesitamos veri�car la a�rmación. Para ello, recordemos

que ρ es de clase C1. Para cualquier pj �jo, sea L la recta tangente a F (ρ) en

F (pj) Elegimos un entorno U ′
j ⊂ Uj de pj tan pequeño que F sea inyectiva en U ′

j.

Entonces L corta al plano tangente de R2 en F (pj), en dos semiplanos abiertos

que consisten de vectores que apuntan para �dentro� o �fuera� de F (R ∩ U ′
j). Si

pj pertenece a ∂D, entonces el lema 4.2.36 asegura que F (U ′
j) contiene uno de los

semidiscos cerrados ∆ cortados por L de algún disco cerrado en R2 centrado en

F (p), con F (∂R ∩ U ′
j) disjunto del interior de ∆, de modo que ∆ ⊂ F (R ∩ U ′

j).

Si pj no se encuentra en ∂D, alguna porción de F ◦ γ que pasa por F (pj) es en

realidad un segmento de L, en cuyo caso la existencia de tal ∆ ⊂ F (R ∩ U ′
j) es

trivial.

Dado cualquier vector en F (pj) que apunta �hacia� F (R ∩ U ′
j), considere un

segmento de recta en ∆ que comienza en F (pj), tangente al vector dado. La pre-

imagen de este segmento de recta bajo F puede ser parametrizado para producir

un camino g∗−minimizante τ que comienza en pj y se encuentra dentro de R.

A�rmamos que τ se puede extender a un camino g∗−minimizante en R con

g∗−longitud de arco igual a 1. De lo contrario, extendiendo τ como un camino
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g∗−minimizante, que comienza en pj hasta que vuelva intersecar a ∂R en algún

punto qj, tenemos l∗(τ) < 1, de modo que, según las hipótesis del caso B2 y

nuestra elección de σ̂, qj no puede estar en µ o en el eje y. Por tanto qj debe estar

en ρ, de modo que τ coincide con la porción de ρ que va de pj a qj. Pero esto es

una contradicción, dado que las tanges de F ◦ ρ y F ◦ τ en F (pj) son distintas.

concluimos que F (R ∩ Uj) contiene uno de los semidiscos abiertos cortados por

L del disco de radio 1 centrado en F (pj). Esto muestra la a�rmación.

Como se señaló en el enunciado del lema, l∗x(ρ) < ∞, implica que l∗y(ρ) = ∞,

dado que

∞ = l∗(ρ) ≤ l∗x(ρ) + l∗y(ρ).

De�nición 4.2.47. Un camino parametrizado γ en D, es llamado pre-horizontal si

F ◦γ produce una parametrización por longitud de arco ordinaria de un segmento

horizontal en R2 (que puede ser abierto, semi-abierto o cerrado; �nito o in�nito).

De�nición 4.2.48. Dado algún rayo distinguido ρ �jo, sea u = t(s) que denota

la variación total de y sobre F ◦ γ|[0,s], esto vale pues u = t(s) = ly

(
F ◦ γ|[0,s]

)
=

l∗y

(
ρ|[0,s]

)
, garantizando la existencia de una función t : [0,∞) → R de clase C1,

mientras la derivada dt
ds

satisface la inecuación 0 ≤ dt
ds

≤ 1 para todo s ∈ [0,∞).

Además del lema 4.2.45, que t(s) → +∞, cuando s→ ∞. Ahora, para cualquier

número u = t(s), denotaremos por hu al camino pre-horizontal maximal en D que

contiene a ρ(s). Notemos que hu es determinado de manera única para cualquier

u en [0,∞), dado que si u = t(s1) = t(s2), entonces la parte de ρ que une ρ(s1)

con ρ(s2) es pre-horizontal.

El siguiente enunciado se deriva con bastante facilidad del lema 4.2.45,

Corolario 4.2.49. Para cualquier rayo distinguido �jo ρ, los caminos hu tienden

al origen cuando u→ +∞.

Demostración. Fijemos un rayo distinguido ρ, y sea hu la sección pre-horizontal

que pasa a través de ρ(s), donde u = t(s) mide la variación total de y en F ◦ ρ
desde ρ(0) hasta ρ(s), como en la de�nición 4.2.48. Para cualquier k = 1, 2, . . .

�jo, mostraremos que hu es disjunto del conjunto compacto

D(k) =

{
(x, y) ∈ D : x2 + y2 ≥ r2

2k

}
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para todo u su�cientemente grande, donde r es el radio de C. Sin pérdida de

generalidad, podemos suponer que ρ(0) está en D(k). Sea p(ŝ) el último punto

de ρ en D(k), ver la observación 4.2.25. Si hu con u = t(s) y s > ŝ interseca a

D(k), entonces hu debería intersecar al arco circular

C(k) =

{
(x, y) ∈ D : x2 + y2 =

r2

2k

}
.

Figura 4.40: D(k) sombreado

Sea ν el sub-camino de hu que une ρ(s) a un punto en C(k). Por la desigualdad

triangular la g∗−longitud de ρ entre ρ(s) y ρ(ŝ) debe satisfacer

s− ŝ ≤ l∗(ν) + l∗(C(k)).

Por otro lado, el lema de comparación 4.2.37 indica que

l∗x(ν) ≤ l∗x(ρ) + l∗x(C(k)).

Pero, l∗x(ν) = l∗(ν) dado que ν es pre-horizontal. Luego,

s− ŝ ≤ l∗(ν) + l∗(C(k))

= l∗x(ν) + l∗(C(k))

≤ l∗x(ρ) + l∗x(C(k)) + l∗(C(k)). (4.5)

Por el lema 4.2.45, el lado derecho es �nito. Entonces, eligiendo para s

cualquier valor, su�cientemente grande, que no cumpla (4.5), sabemos que hu
no interseca D(k), lo que prueba el corolario.
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Observación 4.2.50. Supongamos que D es completo en la distancia d∗D, y que

γ es un camino pre-horizontal maximal en D. Si F ◦γ es y segmente de línea �nito

al que le falta uno de sus extremos, digamos q, entonces cualquier sucesión {qn}
de puntos en F ◦ γ que converja para q conduce a una d∗D−sucesión de Cauchy{
F−1(qn)

}
en D. Como se supone que D es completa, entonces F−1(qn) → p para

algún p en D, y γ puede extenderse a un camino pre-horizontal que contenga a

p, lo que contradice la maximalidad de γ. Pero si F ◦ γ no es �nito, es decir

l∗(γ) = ∞, entonces midiendo la g∗−longitud de arco a lo largo de γ desde

cualquier punto �jo en γ en una dirección apropiada, obtenemos un camino pre-

horizontal γ̂ : [0,∞) → D. Por la observación 4.2.26, tenemos que γ̂ es un rayo

distinguido. pero al ser pre-horizontal, l∗x(γ) = l∗(γ) = +∞, lo cual contradice

al lema 4.2.45. Concluimos entonces que si D es completo, cualquier camino pre-

horizontal maximal γ en D da como resultado un segmento de línea cerrado y de

longitud �nita F ◦γ, de modo que γ es un camino que une dos puntos de D∩∂D,

dado que todo segmento cerrado en el interior de F (D) puede ser extendido hasta

intersecar a F (∂D).

Esta observación se aplica en particular a los caminos hu, descritos

anteriormente, en caso de que D sea completo.

Denotemos por P0 la porción abierta de la parábola y2 = −cx que está

contenida en D y no interseca a la circunferencia x2 + y2 = r2. Sean además

P+
0 y P−

0 las componentes de P0 que se encuentran por encima y por debajo del

eje x, respectivamente. El siguiente es un resultado clave,

Lema 4.2.51. Supongamos que D es completo con la distancia d∗D y sea ρ un

rayo distinguido �jo. Consideremos Ω como el subconjunto de R+, formado por

todos los valores de u para los cuales la sección pre-horizontal hu:

a) interseca a ρ de manera transversal, y

b) interseca a ∂D de manera transversal en un punto b+(u) sobre P+
0 y b−(u)

sobre P−
0 .

entonces Ω es abierto y R+ \ Ω tiene medida �nita.

Demostración. Si u está en Ω, entonces hu se encuentra con ρ solo en único punto

ρ(s). De lo contrario, si hu también se encontrara con ρ en ρ(s′), entonces ρ y hu
tendrían que coincidir entre ρ(s) y ρ(s′), y su intersección no sería transversal.

De manera similar, si u está en Ω, entonces hu se encuentra con ∂D sólo en
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Figura 4.41: Intersección transversal de hu con ρ y ∂D

sus extremos P+
0 y P−

0 . Dado que el camino g∗−minimizante hu no puede pasar

por una esquina de ∂D, y cualquier otra intersección de hu y ∂D no podría

ser transversal. Para mostrar que Ω es un subconjunto abierto de R+, �jemos

cualquier u en Ω, y notemos que el subconjunto compacto hu ⊂ D posee un

entorno N en D tan pequeña que F es inyectiva en N , mientras N∩∂D = N∩P0.

Además, N puede elegirse tan pequeño que F (N ∩P0) y F (N ∩ ρ) no tienen una

tangente horizontal en ninguna parte, ya que el conjunto de todos los puntos de p

en P0 o ρ para los cuales F (P0) o F (ρ) es horizontal en F (p) tiene una distancia

positiva del conjunto compacto hu. Notemos que F (hu) es un segmento de recta

horizontal que interseca F (N ∩ρ) y F (N ∩P0) transversalmente, con un extremo

en F (N ∩ P+
0 ) y el otro en F (N ∩ P−

0 ).

Figura 4.42: F (N ∩D) sombreado dentro de F (N).
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Claramente, si u′ está su�cientemente próximo de u, entonces F (hu′) es

también un segmente de recta horizontal que interseca F (N ∩ ρ) y F (N ∩ P0)

transversalmente, con un extremo en F (N ∩ P+
0 ) y el otro en F (N ∩ P−

0 ). Por

tanto, u′ pertenece a Ω, y en consecuencia Ω es abierto. Nos resta mostrar que

R+ \Ω tiene medida �nita, �jamos cualquier û en R+ tan grande que para u > û,

el camino entero hu está más ceca del origen en R2 que ρ(0). Según el corolario

4.2.49, tal û debe existir. Ahora mostremos que R+ \ Ω interseca al intervalo

(û,+∞) en un conjunto de medida nula. Con este �n, sea W1 el conjunto de

valores críticos de la función de clase C1 u = t(s), donde

dt

ds
=

∣∣∣∣ ddsy∗(ρ(s))
∣∣∣∣ ,

con y∗ asignando a cada p en D la coordenada y de F (p). Entonces por el

teorema de Sard tenemos que W1 tiene medida nula. Claramente, R+ \ W1 es

solo el conjunto abierto que consiste de todos los u para el cual hu interseca a ρ

transversalmente. La función inversa s = t−1(u) está bien de�nida y es de clase

C1 en R+ \W1. Además, la función

Y ∗ : R+ \W1 −→ R
u 7→ Y ∗(u) := y∗(ρ(t−1(u)))

es de clase C1 y
dY ∗

du
̸= 0. En realidad

dY ∗

du
=
dy∗

ds
· ds
du

= ± dt

ds
· ds
dt

= ±1.

Notamos que y∗ es constante a lo largo de hu, de modo que Y ∗(u) es también

el valor de y∗ en cualquier extremo de hu en P0. Si V es el conjunto de valores

críticos para la función y∗ restringida a P0, entonces V tiene medida nula por el

teorema de Sard, y por tanto su imagen inversaW2 bajo la C1−inmersión Y ∗ debe

ser un conjunto de medida nula en R+ \W1 (no importa que V contenga valores

no alcanzados por Y ∗). Para completar la demostración de que R+ \ Ω interseca

al intervalo (û,+∞) en un conjunto de medida nula, mostremos que para cada

u > û en R+ \ (W1∪W2) debe estar en Ω. Tomando u > û en R+ \ (W1∪W2), los

extremos de hu existen, y pertenecen a D∩ ∂D, como se señala en la observación

4.2.50. (La suposición de que D es completo en la distancia d∗D es esencial aquí).

como u ̸∈ W1 entonces hu interseca ρ transversalmente. Como u > û, entonces

hu permanece más cerca del origen que ρ(0), y por tanto nunca se encuentra
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con el arco C ′ ⊂ ∂D. En consecuencia los extremos de hu se encuentran en P0.

Además, hu interseca a P0 transversalmente, ya que u ̸∈ W2. Supongamos ahora

que ambos extremos de hu se encuentran en el mismo eje x en P0. Entonces hu
junto con un camino cerrado de P , deben limitar una región compacta K ⊂ D.

El rayo distinguido ρ que comienza en ρ(0) ̸∈ K y cruza K en ρ(t−1(u)), nunca

más interseca ∂K. Pero esto es imposible por la observación 4.2.25. Por tanto los

extremos de hu deben estar en lados opuestos del eje x en P0, de modo que u se

encuentra en Ω. Luego

m((R+ \ Ω) ∩ (û,+∞)) ⊂ m((W1 ∪W2) ∩ (û,+∞)) = 0.

Esto completa la demostración del lema 4.2.51.

Observación 4.2.52. Dadas las hipótesis del lema 4.2.51, y haciendo uso del

teorema de la función implícita tenemos que a) implica que t−1(u) está bien

de�nido y es continua en Ω. De manera similar, b) implica que b+(u) y b−(u) son

funciones continuas en Ω.

De�nición 4.2.53. Cada punto p sobre el eje x positivo determina dos rectas L+

y L− en R2 tangentes a la parábola P desde arriba y desde abajo, respectivamente.

Para cualquier p, denotamos por G la región cerrada, �nita y acotada por un

segmente de L+, un segmente de L− y un arco de P .

Figura 4.43: Región G.

De�nición 4.2.54. Para cada u en Ω existe claramente un punto p(u) más

próximo al origen en el eje x positivo, de modo que la región cerrada G = G(u)
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determinada por p = p(u) contenga hu. Denotemos el área Euclidiana de G(u)

por A(u). Las líneas a lo largo de la frontera de G(u) serán denotados por L+(u)

y L−(u).

Figura 4.44: Región G(u).

Observación 4.2.55. Por supuesto, G(u) no necesita estar dentro de D. Pero

del corolario 4.2.49 del lema 4.2.45 se deduce que G(u) ⊂ D para valores

su�cientemente grandes de u en Ω.

Corolario 4.2.56. Bajo las hipótesis del lema 4.2.51, la función A(u) es

estrictamente decreciente sobre Ω y A(u) → 0 cuando u→ +∞ en Ω. De hecho,

A(u) es continua en Ω, pero esta información no será necesaria.

Demostración. Del corolario 4.2.49, tenemos que hu tiende al origen cuando

u→ +∞, entonces A(u) tiende a cero cuando u→ +∞ en Ω. Sean u1 y u2 en Ω

con u1 < u2, entonces hu1 ∩hu2 = ∅. Sea K la región limitada por el arco P y hu2 .

Ver la �gura 4.45. Como u2 ∈ Ω, entonces hu2 interseca a ρ transversalmente en

solo un punto, digamos ρ(s2). Por tanto ρ|[s2,+∞) ⊂ K. Sea ρ(s1) la intersección

de hu1 con ρ, entonces s1 > s2 luego ρ(s1) ∈ K y hu1 ⊂ K. Por tanto A(u) es

estrictamente decreciente.
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Figura 4.45: Región K sombreado.

Sea z = z(u) la función que asigna a cada u en Ω la g∗−longitud de hu, es

decir z(u) = l∗(hu) > 0. Es claro que z es continuo en Ω. Para cada u �jo en

Ω, denotemos por H(u) a la unión de todos los hu′ para valores u′ > u en Ω, de

modo que

H(u) =
⋃
u′∈Ω
u′>u

hu′ .

Dado algún intervalo I de Ω ∩ (u,+∞), denotemos por HI a la unión de todos

los hu′ para valores u′ ∈ I. Como Y ∗ es inyectiva en I ⊂ Ω, se sigue que F es una

C1−imbedding en HI , de modo que la g∗−área de HI es

área∗HI =

∫
I

z(u)du.

por tanto, la g∗−área de H(u) está dada por

σ∗(u) = área∗H(u) =
∞∑
j=1

∫
Ij

z(u)du,

donde el conjunto abierto Ω ∩ (u,+∞) se escribe como una unión numerable de

intervalos abiertos Ij.

Lema 4.2.57. La función σ∗ : Ω → R+ es estrictamente decreciente, con

dσ∗

du
= −z(u).
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Demostración. Recordemos que |JF | ≤ α2 en D para una constante α. Como

H(u) ⊂ D, mientras que D tiene área menor que πr2, tenemos

σ∗(u) ≤ α2 · área∗H(u) < α2πr2,

de modo que σ∗(u) es �nita para todo u ∈ Ω. Como Ω es abierto y no vacío,

z > 0 en Ω entonces σ∗(u) =
∞∑
j=1

∫
Ij

z(u)du debe ser estrictamente decreciente y

positiva. Escribiendo I1 = (u, a) para algún a en R, tenemos

σ∗(u) = −
∫ u

a

z(u)du+
∞∑
j=2

∫
Ij

z(u)du

luego por el teorema fundamental del cálculo, se sigue que

dσ∗

du
= −z(u).

Ahora establecemos la desigualdad básica necesaria para demostrar el lema

Principal.

Lema 4.2.58. Si D es completo en la distancia d∗D, y si se ha elegido un rayo

distinguido, de modo que Ω es de�nido como en el lema 4.2.51, entonces existe

un subconjunto abierto W de Ω cuyo complemento Ω \W tiene medida �nita, y

tal que

u1 − u ≤ C · A
2/3(u)

A1/3(u1)

para cualesquiera números u y u1 en W , donde c > 0 es una constante.

Demostración. Si denotamos por σ(u) el área euclidiano de H(u), entonces para

todo u en Ω, tenemos

σ∗(u) ≤ α2 · σ(u) ≤ α2 · A(u),

dado que H(u) ⊂ G(u) para todo u.

Denotamos por X = X(u) la función estrictamente decreciente en Ω la cual

asigna a cada u el máximo valor de x en G(u), es decir la coordenada x del punto

p(u). Es claro que existe una cota superior X0 para el conjunto de todos los
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X(u) para u en Ω. Nuestro objetivo es probar la desigualdad del lema 4.2.58, que

implica la comparación de los valores A(u) y A(u1) para u y u1 en el subconjunto

W ⊂ Ω. Es conveniente tener una notación abreviada para nuestros cálculos. Por

tanto, teniendo valores �jos u1 > u en Ω, escribimos A = A(u), A1 = A(u1),

σ = σ(u), σ1 = σ(u1), σ∗ = σ∗(u), σ∗
1 = σ∗(u1), z = z(u), z1 = z(u1), h = h(u),

h1 = h(u1), G = G(u), G1 = G(u1), etc. Notemos que u1 − u = l∗y(γ) donde γ es

el arco ρ entre ρ(t−1(u)) y ρ(t−1(u1)). Como u < u1 son valores en Ω, tenemos

G1 ⊂ G y X1 < X.

Figura 4.46: G1 ⊂ G y X1 < X.

Por la de�nición de G1, tenemos que h1 debe tocar en algún lado ya sea a L+
1

o L−
1 digamos en q̂. Es completamente indiferente si q̂ se encuentra en L+

1 o L−
1 .

En el primer caso, estamos interesados en encontrar límites superior e inferior

para l∗ξ1(γ) donde ξ1 = x cos θ1 + y sen θ1 toma un valor constante ξ′1 > 0 en L+
1 ,

con θ1 el ángulo agudo positivo que L+
1 hace con el eje y. En el segundo caso,

estamos interesados en encontrar límites superior e inferior para l∗ξ1(γ) donde

ξ1 = x cos(−θ1) + y sen(−θ1) toma un valor constante ξ′1 > 0 en L−
1 .

Dado que los argumentos involucrados son esencialmente idénticos en ambos

casos, asumiremos, para �jar nuestras ideas, que q̂ se encuentra en L+
1 .

Dado que los extremos de h1, se encuentran en lados opuestos del eje x,

entonces h1 debe cruzar en algún lugar el eje x positivo. Por tanto, si q es cualquier
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punto situado más a la derecha en h1, la coordenada x de q debe ser positiva.

Por el lema 4.2.42, existe una x−cadena C que comienza en q y termina en un

punto de ∂D, y en particular, para C ′ ⊂ ∂D dado que x es creciente a lo largo

de C . Por tanto C debe cruzar h para llegar a C ′, por lo que podemos considerar

el arco C ′ de C desde q hasta su primera intersección q′ con h.

Figura 4.47: x−cadena C ′.

Por el lema 4.2.43, tenemos que l∗x(C
′) ≤ α · lx(C ′). Pero lx(C ′) no es mayor

que el valor de x en q′, que a su vez no es mayor que X. Por tanto

l∗x(C
′) ≤ α · lx(C ′) ≤ α ·X.

Como γ es un camino g∗−minimizante, el lema de comparación 4.2.37

establece que

l∗x(γ) ≤ l∗x(h) + l∗x(h1) + l∗x(C
′).

En consecuencia,

l∗x(γ) ≤ z + z1 + αX. (4.6)

En este punto, usaremos la ecuación x = −cy2 para P . Sea p+0 = (−x0, y0) el

punto de intersección entre L+ y la parábola P . Sea B la región limitada por esta

parábola y la recta x = −x0. Luego tenemos

σ(B) + A = y0(x0 +X)

La ecuación de la recta L+ está dada por

y − y0 = − 1

2
√
cx0

(x+ x0)
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Figura 4.48: B sombreado.

como y0 =

√
x0
c
, entonces podemos reescribir la ecuación anterior de la

siguiente manera

y −
√
x0
c

= − 1

2
√
cx0

(x+ x0).

Como el punto p(u) = (X(u), 0) = (X, 0) pertenece a L+, obtenemos

−
√
x0
c

= − 1

2
√
cx0

(X + x0)

de donde podemos concluir que X = x0. Por otro lado observemos que

σ(B) = 2

∫ 0

−x0

√
−x
c
dx =

4c

3

(x0
c

)3/2
,

luego tenemos

4c

3

(x0
c

)3/2
+ A =

√
X

c
· (2X)

de donde X =

(
3

2

√
cA

)2/3

y de manera análoga X1 =

(
3

2

√
cA1

)2/3

. Por tanto,

podemos reescribir (4.6) de la siguiente manera

l∗x(γ) ≤ z + z1 + α0 · A2/3, (4.7)
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donde α0 =

(
3

2

√
c

)2/3

> 0 es constante. Volvamos al problema de encontrar

límites superior e inferior para l∗ξ1(γ). Como ξ1 = x cos θ1 + y sen θ1, escribiendo

(F ◦ γ)(t) = (x(t), y(t)) tenemos

|y(t)− y(t0)| sen θ1 ≤ |ξ1(F (γ(t)))− ξ1(F (γ(t0)))|+ |x(t)− x(t0)| cos θ1

luego

l∗y(γ) · sen θ1 ≤ l∗ξ1(γ) + l∗x(γ) · cos θ1.

En particular,

l∗ξ1(γ) ≥ l∗y · sen θ1 − l∗x(γ). (4.8)

Por otro lado,

sen θ1 =
2X1√

X1

x
+ 4X2

1

= 2

√
cX1

4cX1 + 1
.

Usando el hecho de que X0 > X > X1 tenemos

sen θ1 > α1 · A1/3 (4.9)

donde α1 =
(12c2)1/3√
4cX0 + 1

> 0. Por tanto de (4.7), (4.8) y (4.9), logramos obtener

l∗ξ1(γ) ≥ l∗y · sen θ1 − l∗x(γ)

≥ l∗y(γ) · α1 · A1/3
1 − (z + z1 + α0 · A2/3). (4.10)

De esta manera, obtenemos el límite inferior deseado. Para encontrar el límite

superior, recordemos que la función lineal ξ1 asume algún constante ξ′1 > 0 a lo

largo de L+
1 . Además ξ ≤ ξ′1 en G y en todas partes de la parábola P . Ver �gura

4.49.

Así, el lema 4.2.42 garantiza la existencia de una ξ1−cadena C que comienza

en q̂ de h1 en L
+
1 y termina en un punto de C ′ en el cual ξ1 > ξ′1, dado que ξ1 es

estrictamente creciente en C . De ello se deduce que C debe cruzar h para llegar

a C ′, y podemos considerar el arco C ′ de C desde q̂ hasta su primera intersección

q̂′ con h. Por el lema de comparación 4.2.37,

l∗ξ1(γ) ≤ l∗ξ1(h) + l∗ξ1(h1) + l∗ξ1(C
′).
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Figura 4.49: B sombreado.

Luego, usando el lema 4.2.43 tenemos

l∗ξ1(γ) ≤ z + z1 + α · lξ1(C ′). (4.11)

Pero lξ(C ′) es solo la distancia Euclidiana de q̂ a L+
1 . Además, de todos los puntos

en G con ξ1 ≥ ξ′1, el punto (X, 0) es el más alejado de L+
1 . Por tanto

lξ1(C
′) ≤ cos θ1 · (X −X1) < X,

de modo que de la ecuación (4.11) tenemos,

l∗ξ1(γ) ≤ z + z1 + α ·X

= z + z1 + α ·
(
3

2

√
cA

)2/3

≤ z + z1 + α0 · A2/3 (4.12)

el cual es el límite superior para l∗ξ1(γ) que buscábamos. Usando las ecuaciones

(4.10), (4.12) y el hecho que l∗y(γ) = u1 − u, obtenemos

α1 · (u1 − u) · A1/3 ≤ 2 · (z + z1 + α0 · A2/3).
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Por tanto, para una elección apropiada de las constantes positivas α2 y α3,

tenemos

(u1 − u) · A1/3 ≤ α2 · (z + z1) + α3 · A2/3.

Por el lema 4.2.57,

(u1 − u) · A1/3
1 ≤ α

(∣∣∣∣dσ∗

du
(u)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣dσ∗

du
(u1)

∣∣∣∣)+ α3 · A2/3. (4.13)

Ahora de�nimos las funciones f y g en Ω por

f(u) = A1/3(u), g(u) = (σ∗)1/3(u).

Reescribimos la ecuación (4.13) en términos de f y g , tenemos

(u1 − u) · f(u1) ≤ α

(∣∣∣∣3g2(u) · dgdu(u)
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣3g2(u1) · dgdu(u1)

∣∣∣∣)+ α3 · f 2(u),

dado que
σ∗

du
= 3g2 dg

du
. Pero σ∗(u1) ≤ σ∗(u) ≤ α2A(u) implica que g(u1) ≤ g(u) ≤

α2/3f(u), de modo que

(u1 − u) · f(u1) ≤ f 2(u)

[
3 · α2 · α4/3

(∣∣∣∣dgdu(u)
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣dgdu(u1)

∣∣∣∣)+ α3

]
. (4.14)

Por el lema 4.2.57 y la de�nición de g, sabemos que
dg

du
es continua en Ω, con

g(u) > 0 estrictamente decreciente. Luego el subconjunto Ω′ de Ω dado por

Ω′ =

{
u ∈ Ω :

∣∣∣∣dgdu(u)
∣∣∣∣ ≥ 1

}
es cerrado en Ω y debe tener medida �nita. Si W = Ω \Ω′, y si C es la constante

6 · α2 · α4/3 + α3, entonces la ecuación (4.14) quedaría

(u1 − u) · f(u1) ≤ C · f 2(u),

para todo u y u1 en W . Esto demuestra el lema 4.2.58, dado que f = A1/3, es

decir

(u1 − u) · A1/3(u1) ≤ C · A2/3(u).
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Finalmente nos encontramos en condiciones de demostrar el lema Principal.

La demostración será hecha por contradicción.

Lema 4.2.59. Si W es un subconjunto abierto de R+, y si R+ \W tiene medida

�nita, entonces no existe una función f : W → R+ estrictamente decreciente tal

que

u1 − u ≤ C · f
2(u)

f(u1)
(4.15)

para cualesquiera números u y u1 en W , donde C > 0 es una constante.

Demostración. Supongamos que existe una constante C y una función

estrictamente decreciente f que satisface la ecuación (4.15). Como f(u) > 0

para todo u en W , podemos escribir

f(u) = e−ϕ(u),

para alguna función ϕ estrictamente creciente en W , luego

(u1 − u) ≤ Ce−ϕ(u)
(
eϕ(u1)−ϕ(u)

)
, (4.16)

Manteniendo u �jo en (4.16), y haciendo u1 → +∞ en W vemos que ϕ(u1) →
+∞. Comenzamos construyendo una sucesión x0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ . . . en W tal que

para todo i = 0, 1, 2, . . . ,

ϕ(x2i+1) ≤ ϕ(x2i) + 1 ≤ ϕ(x2i+2) y m
(
W ∩ (x2i+1, x2i+2)

)
<

1

2i
. (4.17)

La construcción se realiza de manera inductiva. Tomemos en x0 cualquier en W .

Supongamos que x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ x2j se han elegido de modo que (4.17) sea

válido para i = 0, 1, . . . , (j − 1), elijamos x2j+1 y x2j+2 de la siguiente manera.

Si ϕ(x2j + 1) pertenece a ϕ(W ), tomemos x2j+1 = x2j+2 = ϕ−1(ϕ(x2j) + 1).

Si ϕ(x2j + 1) no está en ϕ(W ), consideremos

a = ı́nf {x ∈ W : ϕ(x) > ϕ(x2j) + 1} ,
b = sup {x ∈ W : ϕ(x) < ϕ(x2j) + 1} .

Si x2j ̸= b, escojamos para x2j+1 cualquier valor en W tal que

x2j ≤ x2j+1 < b y b− x2j+1 <
1

2j+1
.
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Si x2j = b, escojamos x2j+1 = x2j. Para x2j+2 escojamos cualquier valor en W

tal que

a < x2j+2 y x2j+2 − a <
1

2j+1
.

En cualquier caso, tenemos x2j ≤ x2j+1 ≤ x2j+2 mientras (4.17) se mantiene

para i = j. De la ecuación (4.17) podemos concluir que

ϕ(x2i) ≥ ϕ(x0) + i, (4.18)

para todo i = 0, 1, 2, . . . , entonces xj → +∞ cuando j → +∞. Combinando las

ecuaciones (4.16), (4.17) y (4.18), obtenemos

(x2i+1 − x2i) ≤ Ce−ϕ(x2i)
(
eϕ(x2i+2)−ϕ(x2i)

)
≤ Ce−ϕ(x2i)+1

≤ Ce−ϕ(x0)−i+1.

Luego tenemos que
∞∑
i=0

(x2i+1 − x2i) <∞. (4.19)

Pero si sumamos a ambos lados de (4.17) la medida de (R+ \W ) ∩ (x2i+1, x2i+2)

tenemos

x2i+2 − x2i+1 = m(x2i+1, x2i+2)

= m
[(
W ∩ (x2i+1, x2i+2)

)
∩
(
(R+ \W ) ∩ (x2i+1, x2i+2)

)]
≤ m

(
W ∩ (x2i+1, x2i+2)

)
+m

(
(R+ \W ) ∩ (x2i+1, x2i+2)

)
<

1

2i
+m

(
(R+ \W ) ∩ (x2i+1, x2i+2)

)
.

Luego
∞∑
i=0

(x2i+2 − x2i+1) < 2 +m(R+ \W ) <∞ (4.20)

De modo que, las ecuaciones (4.19) y (4.20) indican que
∞∑
j=0

(xj+1 − xj) <∞.

Pero esto implica que (xj)j debe ser acotada, lo cual es una contradicción dado

que xj → +∞ cuando j → +∞.
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Por tanto, las hipótesis 1 y 2 junto con el supuesto de que D es completo

usando la distancia d∗D, conducen a una contradicción. Quedando así demostrado

el lema Principal.
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Capítulo 5

Inmersión isométrica de Hn en Rp

Perhaps I could best describe my experience of
doing mathematics in terms of entering a dark
mansion. You go into the first room and it's

dark, completely dark. You stumble around,
bumping into the furniture. Gradually, you

learn where each piece of furniture is.
And finally, after six months or so, you

find the light switch and turn it on.
Suddenly, it's all illuminated and

you can see exactly where you were.
Then you enter the next dark room...

Andrew John Wiles.

Dedicamos este capítulo a tratar de responder a una posible

generalización del teorema de Hilbert, pero lo abordaremos desde

la siguiente pregunta ¾existe algún p entero tal que el plano

hiperbólico pueda ser inmerso isométricamente en Rp? ¾Y la

respuesta correspondiente se puede aún generalizar para Hn? A lo

largo de este capítulo veremos resultados dados por Schur [Sch86],

Bierbebach [Bie32], Blanu²a [Bla55], Rozendorn [Roz60], Henke

[Hen81], Azov [Azo85], Henke-Nettekoven[HN87], etc.

Como se vio en el capítulo 2 comenzamos analizando las super�cies de

curvatura gaussiana constante negativa, luego vimos que ellas representan una

inmersión isométrica local de H2 en R3, ver el capítulo 3, luego tratamos el caso

general en el capítulo 4 de una inmersión isométrica global de H2 en R3. Siguiendo

este camino, en la siguiente sección veremos la existencia de una inmersión

isométrica, local, de Hn en el espacio euclidiano (2n− 1)−dimensional.
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5.1 Inmersión isométrica local de Hn en R2n−1

En 1886, Friedrich Schur construyó una inmersión isométrica local del espacio

hiperbólico Hn = (P, gP ) en el espacio euclidiano R2n−1, ver [Sch86].

Considerando la siguiente aplicación,

φ : (P, gP ) −→ (R2n−1, g)

z = (u1, . . . , un) 7→ φ(z) :=
(
x0(z), x1(z), . . . , x2n−2(z)

)
tal que para cada 1 ≤ k ≤ n− 1, tenemos

x0(u1, . . . , un) = a

∫ un

a
√
n−1

√
u2n − (n− 1)a2

u2n
dun. (5.1a)

x2k−1(u1, . . . , un) =
a2

un
cos
(uk
a

)
, (5.1b)

x2k(u1, . . . , un) =
a2

un
sen
(uk
a

)
, (5.1c)

De modo que

dx2k−1 = − r

un
sen
(uk
a

)
duk −

r2

u2n
cos
(uk
a

)
dun (5.2a)

dx2k =
r

un
cos
(uk
a

)
duk −

r2

u2n
sen
(uk
a

)
dun (5.2b)

en consecuencia obtenemos

dx22k−1 + dx22k =
a2

u2n
du2k +

a4

u4n
du2n

Por tanto

φ∗g = dx20 +
2n−2∑
k=1

dx2k

= dx20 +
n−1∑
k=1

(
dx22k−1 + dx22k

)
= a2

(
du21 + · · ·+ du2n

u2n

)
= a2gP

De modo que la imagen φ(Hn) es una hipersuper�cie (2n − 1)−dimensional

con curvatura constante −1/a2. Hay muchas inmersiones isométricas locales,

explícitas en algunos casos, de Hn en R2n−1. Estos se pueden construir utilizando

la transformación de Ribaucour o Bäcklund, ver por ejemplo [TT80] y [DT02].
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5.2 Inmersión isométrica de Hn en Rp, con p = ∞
El primer resultado global sobre la inmersibilidad de H2 en Rp, fue obtenido en

1932 por Ludwig Bieberbach, para el caso p = ∞, en [Bie32] quien construyó

una inmersión isométrica analítica de H2 = (D, gD) en el espacio de Hilbert ℓ2,

representado aquí como R∞. Considerando la siguiente aplicación,

φ : (D, gD) −→ (R∞, g∞)

(u, v) 7→ φ(u, v) :=
(
x1(u, v), x2(u, v), . . .

)
donde para cada k = 1, 2, . . . tenemos

x2k−1(u, v) = 2Re
(u+ iv)k√

k
, x2k(u, v) = 2 Im

(u+ iv)k√
k

. (5.3a,b)

Sea z = u+ iv y zk = x2k−1 + ix2k =
2zk√
k
para cada k ∈ N, luego tenemos

φ∗g∞ =
∞∑
k=1

dx2k

=
∞∑
k=1

(dx22k−1 + dx22k)

=
∞∑
k=1

|dzk|2

=
∞∑
k=1

4k|z|2(k−1)|dz|2

= 4|dz|2
∞∑
k=1

k|z|2(k−1)

= 4
|dz|2

(1− |z|2)2

= 4
du2 + dv2

(1− (u2 + v2))2

= gD

donde en la penúltima igualdad se usó que

∞∑
k=1

kxk−1 =
d

dx

∞∑
k=1

xk =
d

dx

( 1

1− x
− 1
)
=

1

(1− x)2
.
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De este modo Ludwig Bieberbach consiguió una inmersión isométrica del

plano hiperbólico en R∞. Sin embargo, Blanu²a se dio cuenta que estas fórmulas

no se pueden generalizar al caso de un espacio hiperbólico n−dimensional. Por

tanto, Blanu²a construyó en 1952 una inmersión isométrica inyectiva de plano

hiperbólico en R∞, que pueda generalizarse, ver [Bla52].

Para hacer esto, veamos primero la siguiente aplicación

φ : (, gP ) −→ (R3, g)

(u, v) 7→ φ(u, v) :=
(
x0(u, v), x1(u, v), x2(u, v)

)
dada por

x1(u, v) =
cos(av)

u
, x2(u, v) =

sen(av)

u
, x0(u, v) =

∫ u

1/a

√
a2u2 − 1

u2
du (5.4)

que, como es bien sabido, determina una inmersión isométrica local del plano

hiperbólico en el espacio euclidiano tridimensional dado por la pseudo-esfera. Sin

embargo, solo la parte del plano hiperbólico ubicada dentro de un horocírculo está

inmersa y, además, la correspondencia entre los puntos de esta parte del plano

hiperbólico y los de la pseudo-esfera no es uno a uno, ya que el borde interior

del horocírculo se enrolla en la pseudo-esfera in�nitamente. El pullback es fácil

de obtener

φ∗g = dx20 + dx21 + dx22 = a2
(
du2 + dv2

u2

)
= a2gP .

El integrando en (5.4) solo es real para u ≥ 1/a, por lo que la parte 0 < u < 1/a

no está inmersa.

En 1886 Alexander von Brill, en [Bri86], muestra que el espacio hiperbólico

tridimensional puede ser inmerso isométricamente, de manera local, de forma

análoga al caso anterior en un espacio euclidiano de cinco dimensiones, según la

aplicación. Sea z = (u, v1, v2),

φ : (P, gP ) −→ (R5, g)

z 7→ φ(z) :=
(
x0(z), x1(z), x2(z), x3(z), x4(z)

)
dada por

x1 =
cos(av1)

u
, x2 =

sen(av1)

u
, x3 =

cos(av2)

u
, x4 =

sen(av2)

u
, (5.5a)

x0 =

∫ u

√
2/a

√
a2u2 − 2

u2
du (5.5b)
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(En el artículo de Alexander von Brill, los límites de integración se omiten

y aparece un signo negativo delante de la integral). Por otro lado para que el

integrando en (5.5) esté bien de�nido necesitamos que u ≥
√
2
a
. Entonces, sólo

la parte del espacio hiperbólico que se encuentra dentro de una horesfera está

incrustada. Aquí también el pullback es fácil de obtener

φ∗g = dx20 +
5∑

k=1

dx2k = a2
(
du2 + dv21 + dv22

u2

)
= a2gP .

De manera análoga ahora consideramos una aplicación del espacio hiperbólico

n−dimensional en el espacio euclidiano (2n− 1)−dimensional,

φ : (P, gP ) −→ (R2n−1, g)

z = (u, v1, . . . , v2n−2) 7→
(
x0(z), x1(z), . . . , x2n−2(z)

)
tal que para cada 1 ≤ k ≤ n− 1, tenemos

x0(u, v1, . . . , v2n−2) =

∫ u

√
n−1/a

√
a2u2 − (n− 1)

u2
du (5.6a)

x2k−1(u, v1, . . . , v2n−2) =
cos(avk)

u
, (5.6b)

x2k(u, v1, . . . , v2n−2) =
sen(avk)

u
, (5.6c)

la cual es una inmersión isométrica local del espacio hiperbólico n−dimensional en

el espacio euclidiano (2n− 1)−dimensional. El pullback se da de manera análoga

a los casos anteriores

φ∗g = dx20 +
2n−2∑
k=1

dx2k = a2
(
du2 + dv21 + · · ·+ dv22n−2

u2

)
(5.7)

donde u está sujeto a la condición u ≥
√
n−1
a

.

Ahora queremos buscar una inmersión isométrica en el espacio de Hilbert ℓ2

análoga a la fórmula (5.4), en la que, sin embargo, pueda ser inmerso todo el plano

hiperbólico y, además, la correspondencia entre los puntos del plano hiperbólico y

la super�cie obtenida debe ser uno a uno. Si esto tiene éxito, podemos esperar que

el resultado se generalice, de forma análoga a cómo (5.4) se generaliza a (5.6a).
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Para este propósito, consideramos la siguiente aplicación,

φ : (P, gP ) −→ (R∞, g∞)

(u, v) 7→ φ(u, v) :=
(
x1(u, v), x2(u, v), . . .

)
en el cual para cada k ∈ N, tenemos

x0(u, v) = F (u), (5.8a)

x2k−1(u, v) = fk(u) cos(akv), (5.8b)

x2k(u, v) = fk(u) sen(akv), (5.8c)

y exigimos que el pullback tenga la siguiente forma

φ∗g∞ = dx20 +
∞∑
i=1

dx2i = a2
(
du2 + dv2

u2

)
.

La cual implica las siguiente ecuaciones

∞∑
k=1

[f ′
k(u)]

2 + [F ′(u)]2 =
a2

u2
, (5.9a)

∞∑
k=1

a2k[fk(u)]
2 =

a2

u2
. (5.9b)

Dado que F ′(u) debe ser real para cada u > 0, entonces

∞∑
k=1

[f ′
k(u)]

2 ≤ a2

u2
(5.10)

Para obtener las funciones fk(u) y valores ak, tenemos que expandir el lado

derecho de (5.9a) en una serie, cuyos términos siguen siendo positivos para cada

u > 0. Tomemos

t =
1

1 + u2
, u2 =

1− t

t
,

luego

1

u2
=

t

1− t
= t+ t2 + t3 + . . .

Dado que u > 0 se sigue inmediatamente que 0 < t < 1, de modo que esta serie

es convergente para todos los valores de t y los términos son positivos. Entonces

en (5.9b) podemos colocar

fk(u) =
a

ak
tk/2
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Debido a

dt

du
= − 2u

(1 + u2)2
= −1

u

2u2

(1 + u2)2
= −2

u
(1− t)t

tenemos

f ′
k(u) = − ak

aku
tk/2(1− t)

de modo que

[f ′(u)]2 =
a2

u2
k2

a2k
(tk − 2tk+1 + tk+2). (5.11)

Después de una ligera reordenación de los elementos de la serie obtenemos

∞∑
k=1

[f ′
k(u)]

2 =
a2

u2

[
t

a21
+

(
4

a22
− 2

a21

)
t2 +

∞∑
k=3

(
k2

a2k
− 2(k − 1)2

a2k−1

+
(k − 2)2

a2k−2

)
tk

]

se supone, por supuesto, que los coe�cientes ak se eligen de tal manera que se

garantice la convergencia absoluta para |t| < 1 y, por tanto, la reordenación sea

posible.

Ahora estableceremos condiciones para que la serie obtenida anteriormente sea

igual a
a2

u2
t, lo que satisface lo requerido en la ecuación (5.10) debido a 0 < t < 1.

La comparación de coe�cientes da

1

a21
= 1,

4

a22
− 2

a21
= 0,

k2

a2k
− 2(k − 1)2

a2k−1

+
(k − 2)2

a2k−2

= 0, k = 3, 4, . . . ,

y esto es claramente satisfecho por

ak =
√
k, k = 1, 2, . . .

Ahora es sencillo ver la convergencia absoluta de la serie con los términos (5.11).

De la ecuación (5.9a) se sigue que

[F ′(u)]2 =
a2

u2
− a2

u2
t = a2t =

a2

1 + u2
,
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luego

F (u) = a

∫
du√
1 + u2

= a arcsenhu.

Por tanto, la inmersión deseada tiene como funciones coordenada a

x0 = a arcsenhu, (5.12a)

x2k−1 =
a cos(

√
kv)√

k(1 + u2)k/2
, (5.12b)

x2k =
a sen(

√
kv)√

k(1 + u2)k/2
. (5.12c)

Antes de realizar la generalización análoga a (5.6a), queremos conocer las

propiedades de la inmersión obtenida.

La super�cie está en realidad inmersa en el espacio de Hilbert ℓ2, dado que

x20 +
∞∑
k=1

xk = a2(arcsenhu)2 + a2
∞∑
k=1

1

k(1 + u2)k

es convergente.

La relación entre el plano hiperbólico y la super�cie es uno a uno. De hecho,

cada par (u > 0, v arbitrario) corresponde a uno y sólo un punto en el espacio de

Hilbert. Por el contrario, dos pares de valores diferentes no pueden corresponder

a un mismo punto en el espacio de Hilbert. Esto se puede ver fácilmente en las

ecuaciones

x1 =
a cos v√
1 + u2

, x1 =
a sen v√
1 + u2

(5.13)

y

x3 =
a cos(

√
2v)√

2(1 + u2)
, x4 =

a sen(
√
2v)√

2(1 + u2)
. (5.14)

Debido a que

x21 + x22 =
a2

1 + u2

entonces u debe ser el mismo para ambos puntos. Si se supone que dos valores

diferentes v y v corresponden a estos dos puntos, entonces de la ecuación (5.13)

tenemos

v = v + 2kπ, k ∈ Z− {0}
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y por tanto no se obtiene el mismo par de valores x3, x4 en (5.14) debido a la

irracionalidad de
√
2. Además la super�cie está libre de singularidades, dado que

la matriz de las derivadas ∂xk
∂u

y ∂xk
∂v

tiene rango 2. El determinante∣∣∣∣∣∂x1∂u
∂x2
∂u

∂x1
∂v

∂x2
∂v

∣∣∣∣∣ = − a2u

(1 + u2)2

siempre es diferente de cero para u > 0.

De modo que ahora es más sencillo realizar la generalización análoga a

las ecuaciones (5.6a). Por lo tanto, un espacio hiperbólico n−dimensiones está

inmerso en un espacio de Hilbert por medio de la siguiente aplicación, donde

z = (u, v1, . . . , vn−1),

φ : (P, gP ) −→ (R∞, g∞)

z 7→ φ(z) :=
(
x0(z), x1(z), . . .

)
tal que para cada k = 1, 2, . . . y r = 1, 2 . . . , n− 1, tenemos

x0 = a arcsenhu, (5.15a)

x2(k−1)(n−1)+2r−1 =
a cos(

√
k(n− 1)vr)√

k(n− 1)(1 + u2)k/2
, (5.15b)

x2(k−1)(n−1)+2r =
a sen(

√
k(n− 1)vr)√

k(n− 1)(1 + u2)k/2
. (5.15c)

Es sencillo con�rmar que el pullback tiene la siguiente forma (5.7), es decir

φ∗g = dx20 +
5∑

k=1

dx2k = a2
(
du2 + dv21 + · · ·+ dv2n−1

u2

)
.

y las propiedades mencionadas previamente de la inmersión (5.12c) se mantiene

de manera análoga.

5.3 Inmersión isométrica de Hn en Rp, con p <∞
En la sección anterior vimos que es posible conseguir una inmersión isométrica de

todo el espacio hiperbólico n−dimensional en un espacio de dimensión in�nita.

Así que el objetivo de esta sección es estudiar el caso de una posible inmersión

isométrica de todo el espacio hiperbólico n−dimensional dentro de un espacio

euclidiano de dimensión �nita.
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Los conocidos resultados de Nash-Kuiper (véanse Kuiper (1955) -[Kui55a],

[Kui55b] y Nash (1954) - [Nas54]), muestran que el Teorema de Hilbert no puede

extenderse a la clase de super�cies C1−suaves. Presentamos aquí uno de sus

resultados

Teorema (Nash, 1954 - Kuiper, 1955). El espacio hiperbólico Hn tiene una

C1−inmersión isométrica en el espacio euclidiano (n+ 1)−dimensional.

En 1956 John Nash en su artículo [Nas56] introdujo una técnica importante

al utilizar funciones suavizantes para compensar la pérdida de derivadas. Dando

paso al siguiente teorema

Teorema (Nash, 1956). Cualquier variedad riemanniana n−dimensional suave

admite, para k ≥ 3, un Ck−embedding isométrico (global) en el espacio euclidiano

Rp, para p = 3sn + 4n en el caso compacto y p = (n+ 1)(3sn + 4n) en el caso no

compacto.

La técnica demuestra ser extremadamente útil para resolver ecuaciones

diferenciales no lineales. Ha sido modi�cado por muchas personas, incluidos Moser

y Hörmander, y ahora se conoce como el teorema de la función implícita rígida,

o iteración de Nash-Moser.

En consecuencia del teorema anterior, el plano hiperbólico H2 posee un

Cr−embedding isométrico en R51. Siguiendo a John Nash, uno naturalmente

busca la dimensión p más pequeña, es decir minimizar la co-dimensión de

la imersión isométrica. Mikhael Gromov en su libro [Gro86], publicado en

1986, estudió varios problemas relacionados con las inmersiones isométricas de

variedades Riemannianas. Demostró por ejemplo que p = sn+2n+3 es su�ciente

para el caso compacto. Luego, en 1989, Matthias Günther simpli�có enormemente

la demostración original de Nash, en [Gü89]. Al reescribir inteligentemente las

ecuaciones diferenciales, pudo emplear el principio de mapeo de contracciones, en

lugar de la iteración de Nash-Moser, para construir soluciones. Günther también

mejoró la dimensión del espacio objetivo a p = máx{sn+2n, sn+n+5}. Todavía
no está claro si este es el mejor resultado posible en la dimensión del espacio

ambiente. Notemos además que todas estas inmersiones no son inyectivas.

5.3.1 Teorema de Blanu²a para el plano hiperbólico H2

Como bien dice el título de esta subsección, centraremos nuestra atención a

los detalles de la demostración del teorema de Danilo Blanu²a que garantiza
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la realización del plano hiperbólico en el espacio euclidiano R6, ver [Bla55].

Teorema 5.3.1 (Blanu²a, 1955). Existe una inmersión isométrica inyectiva, de

clase C∞, del plano hiperbólico H2 en R6.

Además dicha inmersión es dada de manera explícita y el método usado

por Blanu²a es de vital importancia para posteriores generalizaciónes y también

disminuir la codimensión de esta inmersión, com veremos más adelante. Un papel

importante en su construcción lo juegan dos pares de funciones auxiliares, uno

de estos pares se da a continuación

ψ1(u) = exp

(
2

⌊ |u|+ 1

2

⌋
+ 5

)
, ψ2(u) = exp

(
2

⌊ |u|
2

⌋
+ 6

)
(5.16a,b)

Donde ⌊x⌋ denota la parte entera de x.

u−6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6

ψj(u)

e5

e6

e7

e8

e9

e10

ψ1(u)

ψ2(u)

Figura 5.1: Funciones auxiliares ψj(u)

Las funciones ψ1 y ψ2 son funciones escalonadas con puntos de discontinuidad

en los números impares y pares, respectivamente. Para lo que sigue, es

importante que las funciones escalonadas para diferenciación se comporten como

constantes, pero además crecen arbitrariamente rápido cuando u→ ±∞, es decir

ĺım
u→±∞

ψj(u) = +∞.
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Sea la constante A =

∫ 1

0

sen(πt) exp

( −1

sen2(πt)

)
dt, y consideremos el

segundo par de funciones auxiliares de la siguiente manera

φ1(u) =

√
1

A

∫ u+1

0

sen(πt) exp

( −1

sen2(πt)

)
dt (5.17a)

φ2(u) =

√
1

A

∫ u

0

sen(πt) exp

( −1

sen2(πt)

)
dt (5.17b)

luego de�nimos las funciones f1 y f2 de la siguiente manera

f1(u) =
φ1(u)

ψ1(u)
· senhu, f2(u) =

φ2(u)

ψ2(u)
· senhu (5.18a,b)

Consideremos la siguiente aplicación

φ : (R2, gcosh) −→ (R6, g)

(u, v) 7→ φ(u, v) :=
(
x1(u, v), x2(u, v), . . . , x6(u, v)

)
con las funciones coordenadas xk(u, v) dadas por

x1(u, v) =

∫ u

0

√
1− [f ′

1(t)]
2 − [f ′

2(t)]
2dt, (5.19a)

x2(u, v) = v, (5.19b)

x3(u, v) = f1(u) · cos (v · ψ1(u)) , (5.19c)

x4(u, v) = f1(u) · sen (v · ψ1(u)) , (5.19d)

x5(u, v) = f2(u) · cos (v · ψ2(u)) , (5.19e)

x6(u, v) = f2(u) · sen (v · ψ2(u)) , (5.19f)

a�rmamos entonces que φ es una inmersión isométrica de clase C∞ del plano

hiperbólico H2 = (R2, gcosh) sin auto-intersecciones en R6. Veremos más adelante

que el pullback tiene la siguiente forma

φ∗g = du2 + cosh2 v dv2. (5.20)

Hasta el momento no nos hemos preocupado por la buena de�nición de las

funciones φj(u), fj(u) ni mucho menos de x1(u, v) así que en este punto vale la

pena estudiar sus buenas de�niciones, para esto tomemos

χ(u) = sen(πu) exp

( −1

sen2(πu)

)
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la cual tiende a cero cuando u tiende a un entero, entonces debemos completar

χ(u) = 0 para u ∈ Z. Sean

ρ1(u) =
1

A

∫ u+1

0

χ(t)dt, ρ2(u) =
1

A

∫ u

0

χ(t)dt (5.21a,b)

luego con respecto a (5.17a) y (5.17b) tenemos

φ1(u) =
√
ρ1(u), φ2(u) =

√
ρ2(u) (5.22a,b)

y

−2 −1 1 2

u

χ(u)

Figura 5.2: Función χ(t)

De esta manera se tiene χ ≥ 0 en el intervalo [0, 1], entonces ρ2(u) es creciente

en este intervalo, dado que ρ2(0) = 0, ρ2(1) = 1 y ρ′2(u) = χ(u) > 0 con u ∈ (0, 1).

Lo mismo se aplica entonces a la función φ2(u). Por otro lado tenemos que χ(u)

satisface:

χ(u+ 1) = −χ(u) (5.23)
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por tanto

A · ρ1(u) =
∫ u+1

0

χ(t)dt

=

∫ 1

0

χ(t)dt+

∫ u+1

1

χ(t)dt

= A+

∫ u

0

χ(t+ 1)dt

= A−
∫ u

0

χ(t)dt

= A− A · ρ2(u) (5.24)

luego tenemos

ρ1(u) + ρ2(u) = 1 (5.25)

es decir

φ2
1(u) + φ2

2(u) = 1. (5.26)

Debido a (5.25), tenemos que ρ1(u) es decreciente en el intervalo [0, 1]. Por otro

lado, de (5.21a,b) tenemos

ρ1(u) = ρ2(u+ 1) (5.27)

y de (5.22a,b),

φ1(u) = φ2(u+ 1). (5.28)

Luego tenemos

ρ1(u) = ρ2(u+ 1) = 1− ρ1(u+ 1) = 1− ρ2(u+ 2) = ρ1(u+ 2) (5.29)

y en consecuencia φ1(u) = φ1(u+2). De manera análoga tenemos ρ2(u) = ρ2(u+2)

y φ2(u) = φ2(u + 2). Debido a (5.27), ρ2(u) debe ser decreciente en el intervalo

[1, 2], dado que ρ1(u) lo es en el intervalo [0, 1]. Además dado que ρ2(u) crece de

0 a 1 en el intervalo [0, 1], lo mismo debe ser cierto para ρ1(u) en el intervalo

[−1, 0] debido a (5.27) y entonces esto se mantiene en el intervalo [1, 2], y por

tanto debido a que ρ2(u) = ρ2(u+ 2), tenemos para todo u,

0 ≤ ρ1(u) ≤ 1, 0 ≤ ρ2(u) ≤ 1. (5.30a,b)
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De este modo las funciones φ1(u) y φ2(u) están bien de�nidas para todo u,

0 ≤ φ1(u) ≤ 1, 0 ≤ φ2(u) ≤ 1. (5.31a,b)

Por otro lado es sencillo mostrar que para cada n ∈ Z se tiene

ρ1(2n) = φ1(2n) = 1, ρ1(2n+ 1) = φ1(2n+ 1) = 0 (32a,b)

ρ2(2n) = φ2(2n) = 0, ρ2(2n+ 1) = φ2(2n+ 1) = 1 (33a,b)

Por otro lado tenemos

χ(u) = sen(πu) exp

( −1

sen2(πu)

)
=

1

e
sen(πu) exp

(
− cot2(πu)

)
(5.34)

Aunque la función cotu es una función trigonométrica elemental, construir

expresiones para sus derivadas superiores es complicado y poco transparente.

Por ejemplo, una simple observación

d

du
cotu = (−1)(1 + cot2 u)

d2

du2
cotu = (−1)2(2 cotx+ 2 cot3 x)

d3

du3
cotu = (−1)3(2 + 8 cot2 x+ 6 cot4 x)

d4

du4
cotu = (−1)4(16 cotx+ 40 cot3 x+ 24 cot5 x)

0000000000000
...

sugiere que
dn

dun
cotu, n ∈ N es un polinomio en cotu. De manera más precisa

podemos encontrar en [Hof95a], [Kö96] y [Ada07] que

dn

dun
cotu = (−1)nPn(cotu)

donde Pn es un polinomio de grado n+ 1, pero encontrar los coe�cientes es más

complicado. Michael Ho�man resolvió este problema dando la fórmula recursiva

Pn+1(x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
Pk(x)Pn−k(x)

donde P0(x) = x, P1(x) = x2 + 1 y x = cotu.

pucp 170



5.3. INMERSIÓN ISOMÉTRICA DE HN EN RP , CON P <∞ 171

Generalmente, algunas funciones trigonométricas e hiperbólicas pertenecen a

la clase de funciones cuyas derivadas son polinomios en términos de la misma

función, ver por ejemplo [KB67], [Hof95b] y [Kno03].

Luego es claro que una derivada arbitrariamente alta de χ(u) se puede expresar

como el producto de una la función exp (− cot2 x) y una función racional que

consta de sen(πu), cos(πu) y cot(πu). Si hacemos que u tienda hacia algún número

entero, notamos que tanto la función χ(u) como todas sus derivadas tienden a

cero. De esto se concluye que en estos puntos la función χ(u) es continua y todas

sus derivadas existen y son iguales a cero. No hace falta decir que la función

también tiene derivada de cualquier orden en todos los demás puntos.

Según (5.21a,b) y (5.23) tenemos

dn

dun
ρ1(u) =

1

A

dn−1

dun−1
χ(u+ 1) = − dn−1

dun−1
χ(u) (5.35)

y de manera análoga

dn

dun
ρ2(u) =

1

A

dn−1

dun−1
χ(u). (5.36)

Debido a las propiedades de la función χ(u) tenemos que las funciones ρ1(u) y

ρ2(u) también tienen derivadas de cualquier orden en todas partes. Para el entero

u, todas las derivadas son iguales a cero, mientras que ρ1(u) y ρ2(u) toman los

valores dados en (32a,b) y (33a,b) en estos puntos.

Debido a (5.22a,b) podemos concluir que en todos los lugares donde ρ1(u) > 0

(respectivamente ρ2(u) > 0), se tiene que φ1(u) (respectivamente φ2(u)), tiene

derivadas de cualquier orden. Para establecer esto también en los puntos donde

φ1 y φ2 fallan, tengamos en cuenta que por ejemplo la n−ésima derivada de φ2

es

dn

dun
φ2(u) =

dn

dun
√
ρ2 (5.37)

Es decir aquí estamos considerando la n−ésima derivada de una composición de

funciones g ◦ f donde f(u) = ρ2(u) y g(u) =
√
u. Por otro lado, tenemos la

fórmula de Faà di Bruno
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Teorema 5.3.2 (Fórmula de Faà di Bruno, 1855). Si f y g son funciones

n−diferenciables, entonces

dn

dun
(g ◦ f) =

∑
b1+2b2+···+nbn=n

n!

b1!b2! . . . bn!
· d

k

dfk
g

(
f ′

1!

)b1 (f ′′

2!

)b2
. . .

(
f (n)

n!

)bn
donde k := b1 + b2 + · · ·+ bn.

Demostración. Ver [FdB55], [Rom80] o [Joh02].

Aplicando la fórmula de Faà di Bruno, para f(u) = ρ2(u) y g(u) =
√
u,

tenemos:

dnρ
1
2
2

dun
=
∑ n!

b1!b2! . . . bn!
· d

k

dρk2
ρ

1
2
2

(
ρ′2
1!

)b1 (ρ′′2
2!

)b2
. . .

(
ρ
(n)
2

n!

)bn

=
∑ n!

b1!b2! . . . bn!

1

2

(
−1

2

)
· · ·
(
1

2
− k + 1

)
ρ

1
2
−k

2

(
ρ′2
1!

)b1 (ρ′′2
2!

)b2
. . .

(
ρ
(n)
2

n!

)bn

donde k = b1 + b2 + · · · + bn. Tomemos ak =
n! · 1

2

(
−1

2

)
· · ·
(
1
2
− k + 1

)
b1!b2! . . . bn! · (1!)b1(2!)b2 . . . (n!)bn

,

entonces tenemos la siguiente expresión

dnρ
1
2
2

dun
=
∑

akρ
1
2
−k

2 (ρ′2)
b1(ρ′′2)

b2 . . . (ρ
(n)
2 )bn (5.38)

Ahora recordemos que toda derivada de ρ2 es el producto de la función

exponencial dada en (5.34) y una función racional que consta de sen(πu), cos(πu)

y cot(πu). Si denotamos dicha función porR(u), entonces dicha suma S(u) tendrá
la forma

S(u) = R(u) · exp
(
−(b1 + b2 + · · ·+ bn) cot

2(πu)
)
· ρ

1
2
−k

2 . (5.39)

Ahora sea m ∈ Z.Usando la regla de L'Hôpital, primero calculamos el límite

ĺım
u→2m

sen3(πu)ρ′2
2πρ2(u)

= ĺım
u→2m

sen3(πu)χ(u)

2πAρ2(u)

= ĺım
u→2m

3π sen2(πu) cos(πu)χ(u) + sen3(πu)χ′(u)

2πχ(u)

= 1 (5.40)
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usando las ecuaciones (5.34) y (5.40) tenemos,

ĺım
u→2m

S(u) = ĺım
u→2m

R(u) · exp
(
−(b1 + b2 + · · ·+ bn) cot

2(πu)
)
· ρ

1
2
−k

2

= ĺım
u→2m

(2π)k−
1
2 · sen 3

2
−3k(πu) · exp

(
−(b1 + b2 + · · ·+ bn) cot

2(πu)
)
·

· R(u) · [ρ2(u)]
1
2
−k ·

[
2πρ2(u)

sen3(πu)ρ′2(u)

] 1
2
−k

= ĺım
u→2m

(2π)k−
1
2 · sen 3

2
−3k(πu) · exp

(
−(b1 + b2 + · · ·+ bn) cot

2(πu)
)
·

· R(u) · [ρ2(u)]
1
2
−k

= ĺım
u→2m

(2π)k−
1
2 · sen 3

2
−3k(πu) · exp

(
−(b1 + b2 + · · ·+ bn) cot

2(πu)
)
·

· R(u) · exp
(
k − 1

2

)
· sen 1

2
−k(πu) · exp

(
−
(
1

2
− k

)
cot2(πu)

)

= ĺım
u→2m

(2π)k−
1
2 · exp

(
k − 1

2

)
sen2−4k(πu) · exp

(
−1

2
cot2(πu)

)
= 0.

Luego de (5.38) se sigue que
dn

dun
φ2(u) → 0 cuando u → 2m. Dado que

φ2(u) es continua para u = 2m, también deducimos que todas las derivadas

existen en estos puntos y son iguales a cero. Debido a (5.28) lo mismo se sigue

inmediatamente para φ1(u) en los puntos u = 2m+1. Finalmente, es sencillo ver

que las funciones f1(u) y f2(u) de�nidas en (5.18a,b) también tienen derivadas

de cualquier orden en todas partes. Recordemos que las funciones ψ1(u) y ψ2(u)

que aparecen en las denominadas funciones escalonadas de acuerdo a (5.16a,b), se

caracterizan por que ψ1(u) tiene puntos de discontinuidad para u impares y ψ2(u),

para u pares; es decir precisamente donde se anulan funciones del numerador y

todas sus derivadas. También es sencillo notar que las derivadas de f1 y f2 tienden

para 0 cuando uno se acerca a estos puntos �2m� y �2m + 1� por la derecha o

por la izquierda, por tanto todas las derivadas existen en estos puntos y son cero.

Ahora nuestro objetivo es mostrar que la función x1(u, v) de�nida en (5.19a) está

bien de�nida. Para ello necesitamos conocer más acerca de |φ′
1(u)| y |φ′

2(u)|.
Dado que χ(u) es una función impar según (5.34) y φ2(u) es una función par

según (5.21a,b) y (5.22a,b), de modo que debido a (5.30a,b) tenemos

φ2(u) = φ2(−u) = φ2(2− u) (5.41)

pucp 173



5.3. INMERSIÓN ISOMÉTRICA DE HN EN RP , CON P <∞ 174

y también

φ′
2(u) = −φ′

2(2− u). (5.42)

Por tanto podemos restringirnos al intervalo [0, 1] y, debido a (5.28), a la función

φ2(u). Además en este intervalo tenemos

|φ′
2(u)| = φ′

2(u) =
ρ′2(u)

2
√
ρ2(u)

=
χ(u)

2Aφ2(u)
(5.43)

En el intervalo [1/2, 1] el numerador decrece hacia 0, mientras que el denominador

y

u

1/2 10

1

χ(u)

ϕ2(u)

Figura 5.3: Funciones χ(t) y φ2(u) para u ∈ [0, 1]

crece hacia 2A. Por tanto, el máximo de φ′
2(u) debe estar en [0, 1/2]. Además en

este intervalo tenemos

u ≤ sen(πu) ≤ πu (5.44)

y por tanto

φ′
2(u) =

sen(πu) exp

( −1

sen2(πu)

)
2

√
A

∫ u

0

sen(πt) exp

( −1

sen2(πt)

)
dt

≤
πu exp

( −1

sen2(πu)

)
2

√
A

∫ u

0

t exp

( −1

sen2(πt)

)
dt

(5.45)
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Tomemos 0 < λ < 1, entonces∫ u

0

t exp

( −1

sen2(πt)

)
dt >

∫ u

λu

t exp

( −1

sen2(πt)

)
dt

>

∫ u

λu

λu exp

( −1

sen2(πλu)

)
dt

= u2λ(1− λ) exp

( −1

sen2(πλu)

)
(5.46)

reemplazando en (5.45) tenemos

φ′
2(u) <

π exp

( −1

sen2(πu)

)
2
√
Aλ(1− λ) exp

( −1

2 sen2(πλu)

)
=

π

2
√
Aλ(1− λ)

· exp
( −1

2 sen2(πλu)
− 1

sen2(πu)

)
. (5.47)

Dado que la función
sen(πu)

u
es decreciente para 0 < u < 1 tenemos, para

0 < x < u, que

sen(πu)

u
<

sen(πx)

x

tomando ahora x = λu,

sen(πu) <
sen(πλu)

λ
.

Entonces para
1

λ
<

√
2 tenemos:

sen(πu) <
√
2 sen(ππλu)

1

2 sen2(πλu)
− 1

sen2(πu)
< 0

exp

(
1

2 sen2(πλu)
− 1

sen2(πu)

)
< 1 (5.48)

Por ejemplo podemos elegir en particular λ =
4

5
>

1√
2
. Luego de (5.47) y (5.48)

obtenemos

φ′
2(u) <

π

2
√
Aλ(1− λ)

=
5π

4
√
A
. (5.49)
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Para estimar la constante A, escribimos

A =

∫ 1

0

sen(πt) exp

( −1

sen(πt)

)
dt

>

∫ 3/4

1/4

sen(πt) exp

( −1

sen(πt)

)
dt

>

∫ 3/4

1/4

sen(π/4) exp

( −1

sen(π/4)

)
dt

=
1

2
√
2e2

y por otro lado

|φ′
2(u)| <

5 4
√
8e

4
< 18 (5.50)

de manera análoga tenemos

|φ′
1(u)| < 18 (5.51)

para todo u. Como f1(u) =
φ1(u)

ψ1(u)
· senhu, entonces, entonces

f ′
1(u) =

1

ψ1(u)
(φ1(u) coshu+ φ′

1(u) senhu)

luego por (5.31a,b) y (5.51) tenemos

|f ′
1(u)| ≤

1

ψ1(u)

(
|φ1(u)| · | coshu|+ |φ′

1(u)| · | senhu|
)

≤ 1

ψ1(u)

(
|φ1(u)| · exp |u|+ |φ′

1(u)| · exp |u|
)

<
19

ψ1(u)
exp |u|

así mismo, debido a (5.31a,b) y (5.50) tenemos

|f ′
2(u)| <

19

ψ2(u)
exp |u|.

Por otro lado sabemos que m− ⌊m⌋ < 1, entonces

|u|+ 1

2
−
⌊ |u|+ 1

2

⌋
< 1 y

|u|
2

−
⌊ |u|
2

⌋
< 1
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luego tenemos

2

⌊ |u|+ 1

2

⌋
+ 1 > |u| y 2

⌊ |u|
2

⌋
+ 2 > |u|.

Debido a (5.16a,b) tenemos

ψ1(u) = exp

(
2

⌊ |u|+ 1

2

⌋
+ 5

)
> exp

(
|u|+ 4

)
, (5.52a)

ψ2(u) = exp

(
2

⌊ |u|
2

⌋
+ 6

)
> exp

(
|u|+ 4

)
, (5.52b)

en consecuencia, para j = 1, 2,

|f ′
j(u)| <

19

ψj(u)
exp |u| < 19

e4
<

1√
2
. (5.53)

Con lo cual tenemos que 1− [f ′
1(t)]

2− [f ′
2(t)]

2
> 0 es decir la función x1(u, v) está

bien de�nida. Debido a todo estos resultados podemos ver que (5.19) está bien

de�nida, solo falta ver que es realmente una inmersión isométrica inyectiva. Ahora

veremos que el pullback tiene realmente la forma (5.20). Hagamos unas cuentas

que nos facilitarán el trabajo más adelante, para no sobrecargar la notación ni

los cálculos tomemos θ = v · ψ(u)

x1 =

∫ u

0

√
1− [f ′

1]
2 − [f ′

2]
2 dt

dx1 =

√
1− [f ′

1]
2 − [f ′

2]
2 du

dx21 =
(
1− [f ′

1]
2 − [f ′

2]
2
)
du2 (5.54)

x2 = v

dx22 = dv2 (5.55)

x3 = f1 · cos (v · ψ1) = f1 · cos θ
dx3 = f ′

1 cos θ du− f1ψ1 sen θ dv

dx23 = [f ′
1]

2 cos2 θ du2 − 2f1f
′
1ψ sen θ cos θ dudv + f 2

1ψ
2
1 sen

2 θ dv2 (5.56)

x4 = f1 · sen (v · ψ1) = f1 · sen θ
dx4 = f ′

1 sen θ du+ f1ψ1 cos θ dv

dx24 = [f ′
1]

2 cos2 θ du2 + 2f1f
′
1ψ sen θ cos θ dudv + f 2

1ψ
2
1 sen

2 θ dv2 (5.57)
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De (5.56) y (5.57) podemos ver que

dx23 + dx24 = [f ′
1]

2 du2 + f 2
1ψ

2
1 dv

2 (5.58)

y de manera análoga

dx25 + dx26 = [f ′
2]

2 du2 + f 2
2ψ

2
2 dv

2 (5.59)

Por tanto

φ∗g =
6∑

k=1

dx2k

=
(
1− [f ′

1]
2 − [f ′

2]
2
)
du2 + dv2 + [f ′

1]
2 du2 + f 2

1ψ
2
1 dv

2 + [f ′
2]

2 du2 + f 2
2ψ

2
2 dv

2

= du2 +
(
1 + (f1ψ1)

2 + (f2ψ2)
2
)
dv2

= du2 +
(
1 + (φ1 · senh v)2 + (φ2 · senh v)2

)
dv2

= du2 +
(
1 + (φ2

1 + φ2
2) · senh2 v

)
dv2

= du2 +
(
1 + senh2 v

)
dv2

= du2 + cosh2 v dv2

= gcosh

Sean (u1, v1), (u2, v2) ∈ H2 tales que φ(u1, v1) = φ(u2, v2), entonces

(x11, x
1
2, x

1
3, x

1
4, x

1
5, x

1
6) = (x21, x

2
2, x

2
3, x

2
4, x

2
5, x

2
6)

donde estamos denotando xjk = xk(uj, vj) para k = 1, 2, . . . , 6 y j = 1, 2. Luego

tenemos que v1 = x12 = x22 = v2, esto gracias a (5.19b). Por otro lado tenemos

que
∂

∂
x1(u, v) =

√
1− [f ′

1(u)]
2 − [f ′

2(u)] > 0

es decir x1(u, v) es una función creciente, se sigue que u1 = u2. Lo cual muestra

que φ es una inmersión isométrica sin auto intersecciones.

5.3.2 Teorema de Blanu²a para el espacio hiperbólico Hn

Con todo lo visto en la sub-sección anterior podemos preguntarnos, si dicha

inmersión isométrica inyectiva de H2 en R6 admite una generalización. Danilo

Blanu²a en el mismo artículo [Bla55] muestra el siguiente teorema
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Teorema 5.3.3 (Blanu²a, 1955). Existe una inmersión isométrica inyectiva, de

clase C∞, del espacio hiperbólico Hn en R6n−5, con n ≥ 3.

Sean φ1 y φ2 nuevamente las funciones de�nidas en (5.17). También usaremos

las funciones escalonadas ψ1 y ψ2 de acuerdo con (5.16a,b). Además, sea u > 0

F1(u) =
φ1(1/u)

ψ1(1/u)
·
√

1

u2
− e−2u, F2(u) =

φ2(1/u)

ψ2(1/u)
·
√

1

u2
− e−2u (5.60a,b)

Consideremos la siguiente aplicación, donde z = (u, v1, . . . , vn−1),

φ : (Rn, gP ) −→ (R6n−5, g)

z 7→ φ(z) :=
(
x0(z), x11(z), . . . , x16(z), x(n−1)1(z), . . . , x(n−1)6(z)

)
tal que para cada k = 1, 2 . . . , n− 1, tenemos

x0(u, v1, . . . , vn−1) =

∫ u

1

√
1

t2
− [F ′

1(t)]
2 − [F ′

2(t)]− e−2t dt, (5.61a)

xk1(u, v1, . . . , vn−1) =
e−u√
n− 1

· cos(
√
n− 1 · vk) (5.61b)

xk2(u, v1, . . . , vn−1) =
e−u√
n− 1

· sen(
√
n− 1 · vk) (5.61c)

xk3(u, v1, . . . , vn−1) =
F1(u)√
n− 1

· cos(
√
n− 1 · vk · ψ1(1/u)) (5.61d)

xk4(u, v1, . . . , vn−1) =
F1(u)√
n− 1

· sen(
√
n− 1 · vk · ψ1(1/u)) (5.61e)

xk5(u, v1, . . . , vn−1) =
F2(u)√
n− 1

· cos(
√
n− 1 · vk · ψ2(1/u)) (5.61f)

xk6(u, v1, . . . , vn−1) =
F2(u)√
n− 1

· sen(
√
n− 1 · vk · ψ2(1/u)) (5.61g)

haciendo uso de (5.58) en los cálculos sencillos pero engorrosos podemos obtener

φ∗g = dx20 +
n−1∑
k=1

6∑
j=1

dx2kj =
1

u2

(
du2 +

n−1∑
k=1

dv2k

)
.

Por otro lado sabemos que
1

u2
> e−2u, para u > 0, de modo que F1 y F2

están bien de�nidas. Ahora nuestro objetivo es mostrar la buena de�nición de
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x0(u, v1, . . . , vn−1). Consideremos t > 1, luego

F ′
1(t) =

1

ψ1(1/t)

φ′
1(1/t) ·

(
− 1

t2

)
·
√

1

t2
− e−2t + φ1(1/t) ·

− 2
t3
+ 2e−2t

2
√

1
t2
− e−2t


=

1

tψ1(1/t)
√
1− t2e−2t

[
−φ′

1(1/t) ·
(
1

t2
− e−2t

)
− φ1(1/t) ·

(
1

t
− t2e−2t

)]
Es claro que para t > 1, tenemos

0 <
1

t2
− e−2t < 1. (5.62)

Como el mínimo de la función 1− t3e−2t, el cual se da para t = 3/2, es positivo

entonces para t > 1 tenemos:

0 <
1

t
− t2e−2t < 1. (5.63)

Finalmente, el mínimo de 1− t2e−2t, el cual se da para t = 1, es igual a 1− e−2,

luego para t > 1 tenemos:

1− t2e−2t > 1− e−2 >
6

7
>

62

72
(5.64)

Con lo cual tenemos

|F ′
1(t)| <

7

6tψ1(1/t)

[
|φ′

1(1/t)|+ φ1(1/t)
]

(5.65)

por causa de (5.31a,b) y (5.51), entonces para t > 1

|F ′
1(t)| <

7 · 19
6tψ1(1/t)

. (5.66)

Por otro lado para t > 1 tenemos

ψ1(1/t) = exp

(
2

⌊∣∣1
t

∣∣+ 1

2

⌋
+ 5

)
= e5, (5.67a)

ψ2(1/t) = exp

(
2

⌊∣∣1
t

∣∣
2

⌋
+ 6

)
= e6, (5.67b)

y por tanto

|F ′
1(t)| <

133

6te5
, |F ′

2(t)| <
133

6te6
. (5.68a,b)
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En consecuencia de (5.64) y (5.68a,b) tenemos

1

t2
− e−2t >

62

72t2
>

(
133

6te5

)2

+

(
133

6te6

)2

> |F ′
1(t)|+ |F ′

2(t)|

y por tanto para t > 1

1

t2
− |F ′

1(t)| − |F ′
2(t)| − e−2t > 0

lo cual concluye que la función x0(u, v1, . . . , vn−1) de�nido en (5.61a) está bien

de�nido, para t > 1. Tomemos ahora t ≤ 1. De modo que escribimos F ′
1(t) de la

siguiente, manera

F ′
1(t) =

1

t4ψ(1/t)
√

1
t2
− e−2t

·
[
− φ′

1(1/t) ·
(
1− t2e−2t

)
− φ1(1/t)(t− t4e−2t)

]
.

Además tenemos, para t ≤ 1

1− t2e−2t < 1, (5.69a)

t− t4e−2t = t(1− t3e−2t) < 1 (5.69b)

1

t2
− e−2t >

1

2e2
. (5.69c)

Con la ayuda de (5.69) obtenemos

|F ′
1(t)| <

√
2

t2ψ1(1/t)
·
[
|φ′

1(1/t)|+ φ′
1(1/t)

]
<

19
√
2

t2ψ1(1/t)
(5.70)

mediante un cálculo análogo tenemos

|F ′
2(t)| <

19
√
2

t2ψ1(1/t)
. (5.71)

Con respecto a (5.52) tenemos

ψ1(1/t) ≥ exp

(
1

t
+ 4

)
, ψ2(1/t) ≥ exp

(
1

t
+ 4

)
. (5.72a,b)

Además tenemos que exp

(
1

t

)
>

1

t2
. Por tanto

|F ′
1(t)| <

19
√
2

te4
, |F ′

2(t)| <
19
√
2

te4
. (5.73a,b)
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Entonces en consecuencia de (5.69c) y (5.73a,b)

|F ′
1(t)|2 + |F ′

2(t)|2 < 2

(
19
√
2

te4

)2

<
1

2t2
<

1

t2
− e−2t

y por tanto para t ≤ 1

1

t2
− |F ′

1(t)| − |F ′
2(t)| − e−2t > 0

lo cual concluye que la función x0(u, v1, . . . , vn−1) de�nido en (5.61a) también

está bien de�nido, para t ≤ 1.

Veamos ahora que hiper-super�cie no tiene auto-intersecciones. Supongamos

que existen dos puntos (u1, v11, . . . , v
1
n−1) y (u2, v21, . . . , v

2
n−1) en Hn tales que

φ(u1, v11, . . . , v
1
n−1) = φ(u2, v21, . . . , v

2
n−1), entonces

(x10, x
1
k1, . . . , x

1
k6) = (x20, x

2
k1, . . . , x

2
k6).

Podemos ver inmediatamente que x0(u, v1, . . . , vn−1) como función de u es

creciente. De x10 = x20 se sigue que u1 = u2. Observemos también que F1 y

F2 nunca se anulan al mismo tiempo. Si tomamos F1(u) ̸= 0, entonces se sigue

que x1k3 = x2k3 y x
1
k4 = x2k4 en (5.61d) y (5.61e)

√
n− 1 · v1k · ψ1(1/u) =

√
n− 1 · v2k · ψ1(1/u) + 2k1π (5.74)

y de x1k1 = x2k1 y x
1
k2 = x2k2 en (5.61b) y (5.61c)

√
n− 1 · v1k =

√
n− 1 · v2k + 2k2π. (5.75)

Como ψ1(1/u) es una potencia de e con un exponente entero positivo, por ejemplo

r. Las ecuaciones (5.74) y (5.75) implican que

k1 = k2e
r.

Pero esto solo es posible para k1 = k2 = 0, dado que de lo contrario er tendría

que ser racional, es decir e sería algebraico. Por tanto v1k = v2k (k = 1, . . . , n− 1).

Si F1(u) = 0, entonces F2(u) ̸= 0 y llegaríamos de manera análoga a las mismas

conclusiones de las ecuaciones (5.61b), (5.61c), (5.61f) y (5.61g).

El caso particular n = 2 da como resultado una inmersión isométrica inyectiva

del plano hiperbólico en R7, sin embargo, como se indicó en la sub-sección anterior

se puede construir una inmersión isométrica inyectiva en R6 para este caso.
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Método de Blanu²a

Nuestro objetivo ahora es rescatar las puntos importantes del método usado por

Danilo Blanu²a dentro del teorema 5.3.1 para de esa manera generalizar dicho

método.

Recordamos que un papel importante en la construcción, de tal inmersión

isométrica, lo juegan dos pares de funciones auxiliares. Uno de ellos lo denotamos

por φj(u) ≥ 0 para j = 1, 2; estas son funciones de clase C∞, periódicas de

periodo 2 es decir φj(u) = φj(u+2). Mientras que el otro par de funciones fueron

denotadas por ψj(u) > 0; éstas son funciones escalonadas, que además crecen

arbitrariamente rápido cuando u → ±∞. Las funciones φj están sujetas a la

siguiente condición: φ2
1(u) + φ2

2(u) = 1 y cada uno de los φj tiene por ceros a

los puntos de discontinuidad de la función ψj para j = 1, 2. Claramente, φj con

tales propiedades pueden ser elegidos con gran arbitrariedad. Además, utilizamos

una función auxiliar B(u) > 0 de clase C∞, cuya forma concreta se indicará

más adelante y depende de la métrica del espacio que deseamos sea inmerso

isométricamente en R6. A partir de estas funciones de�nimos para j = 1, 2,

fj(u) =
φj(u)

ψj(u)
·B(u) (5.76)

y también la expresión h := (f ′
1)

2 + (f ′
2)

2 > 0.

Para B(u) y φj(u) ya �jados, las funciones escalonadas ψj(u) son elegidas de

modo que

h(u) < 1− ε cuando −∞ < u <∞,

Consideremos la siguiente aplicación

φ : (M, gM) −→ (R6, g)

(u, v) 7→ φ(u, v) :=
(
x1(u, v), x2(u, v), . . . , x6(u, v)

)
con las funciones coordenadas xk(u, v) dadas por

x1(u, v) =

∫ u

0

√
1− h(t) dt =

∫ u

0

√
1− [f ′

1(t)]
2 − [f ′

2(t)]
2 dt, (5.77a)

x2(u, v) = v, (5.77b)

x3(u, v) = f1(u) · cos (v · ψ1(u)) , (5.77c)

x4(u, v) = f1(u) · sen (v · ψ1(u)) , (5.77d)

x5(u, v) = f2(u) · cos (v · ψ2(u)) , (5.77e)

x6(u, v) = f2(u) · sen (v · ψ2(u)) , (5.77f)
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Gracias al hecho de que las discontinuidades de las funciones escalonadas ψj son,

por así decirlo, �anuladas� por los ceros de las funciones φj, entonces todas las

xk(u, v), para 1 ≤ k ≤ 6, son continuas. Como se vio en la demostración del

teorema 5.3.1, Blanu²a muestra que sus derivadas parciales en todos los órdenes

también son continuas. Por lo tanto, la super�cie resultante resulta ser de clase

C∞, y se proyecta de manera inyectiva en el plano x1x2.

Luego gracias a (5.58) y (5.59) logramos obtener

φ∗g = du2 + f 2(u)dv2 (5.78)

donde f(u) =
√

1 +B2(u) ≥ 1, además en aquellos puntos donde las funciones

ψj son discontinuas, la métrica anterior preserva la continuidad. En particular,

si tomamos B(u) = senhu, entonces las fórmulas (5.77) dan una inmersión

isométrica inyectiva de clase C∞ de H2 = (R2, gcosh) en (R6, g).

5.3.3 Teorema de Rozendorn

Media década después de los teoremas de Blanu²a, en 1960, Èmil' Renol'dovich

Rozendorn haciendo uso del método usado por Danilo Blanu²a el cual fue

expuesto a detalle en la sub-sección anterior, logra probar el siguiente teorema,

ver [Roz60]

Teorema 5.3.4 (Rozendorn, 1960). Existe una inmersión isométrica, no

inyectiva, de clase C∞, del plano hiperbólico H2 en R5.

Como podemos ver, Rozendorn bajó la codimensión de la inmersión

isométrica, pero su costo es la pérdida de la inyectividad.

Usando el método de auto-intersección (o auto-contacto) junto al método de

Danilo Blanu²a, podemos encontrar una super�cie en R5 con métrica

ds2 = du2 + f 2(u)dv2, (5.79)

donde f(u) es una función positiva continuamente diferenciable de�nida para

todos los valores de u(−∞ < u < ∞), y la indicada super�cie pertenece a la

misma clase Cn o C∞, que f(u). En particular, si consideramos f(u) = coshu,

se muestra la inmersión isométrica no inyectiva del plano hiperbólico en R5.

Usando las funciones:
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φ1(u) =

(∫ 1

0

e−
1

sen2 πt sen πt

)−1/2

·
(∫ a−1

0

e−
1

sen2 πt sen πt

)1/2

,

φ2(u) =

(∫ 1

0

e−
1

sen2 πt sen πt

)−1/2

·
(∫ a

0

e−
1

sen2 πt senπt

)1/2

,

ψ1 = Na

(⌊
máx

2n−1≤u<2n+1
(|f |, |f ′|)

⌋
+ 1

)
, cuando 2n− 1 ≤ u < 2n+ 1,

ψ2 = Na

(⌊
máx

2n−2≤u<2n
(|f |, |f ′|)

⌋
+
√
2

)
, cuando 2n− 2 ≤ u < 2n,

Aquí ⌊·⌋ denota la parte entera de n, que toma todos los valores posibles, N ≥ 2

un entero �jo, a =
⌊
máx |φi|

⌋
+2. Las funciones φ1 y φ2 son las mismas que fueron

de�nidas en 5.3.2, por otro lado ψ1 y ψ2 son análogas a las funciones escalonadas

en 5.3.2. Para las realizaciones, son importantes las siguientes propiedades de φi,

vistas también en 5.3.2:

1. φi(u) son funciones periódicas de clase C∞ y de periodo 2,

2. φ1(1) = φ
(k)
1 (1) = φ2(0) = φ

(k)
2 (0) = 0, k = 1, 2, . . . , para u ̸= 2n + 1

tenemos φ1(u) ̸= 0, y para u ̸= 2n tenemos φ2(u) ̸= 0,

3. φ2
1(u) + φ2

2(u) = 1.

Luego la super�cie con ecuaciones

x1 = f(u) · φ1(u) ·
cos(vψ1(u))

ψ1(u)
, (5.80a)

x2 = f(u) · φ1(u) ·
sen(vψ1(u))

ψ1(u)
, (5.80b)

x3 = f(u) · φ2(u) ·
cos(vψ2(u))

ψ2(u)
, (5.80c)

x4 = f(u) · φ2(u) ·
sen(vψ2(u))

ψ2(u)
, (5.80d)

x5 =

∫ u

0

√√√√1−
(

1

ψ1(t)
d
dt
(f(t)φ1(t))

)2

−
(

1

ψ2(t)
d
dt
(f(t)φ2(t))

)2

(5.80e)

realiza la métrica (5.79). Esto se puede veri�car calculando directamente ds2 =

dx21 + · · ·+ dx25 (teniendo en cuenta que ψ′
1(u) + ψ′

2(u) = 0).
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Observación 5.3.5. El integrando en las fórmulas (5.80) tiene sentido, en virtud

de la construcción de ψi, ∣∣∣∣ 1

ψi(u)

d

du
(f(u)φi(u))

∣∣∣∣ ≤ 1

2
(5.81)

Razonando análogos a los de Danilo Blanu²a, se puede establecer que x pertenece

a la misma clase Cn o C∞, a la que pertenece f(u).

Vamos a detenernos un momento en la super�cie ubicada en R5 dada por las

ecuaciones (5.80). De (5.80), (5.81) y de las propiedades de φ1 y φ2 se sigue lo

siguiente:

1. La super�cie se extiende inde�nidamente a lo largo del eje x5 y está

encerrada dentro de un cilindro x21 + x22 + x23 + x24 = 2(Na)−1, cuyo radio

puede hacerse arbitrariamente pequeño eligiendo N .

2. Las curvas v = const. se proyectan de forma única sobre el eje x5.

3. Las diferentes curvas u = const. no tienen puntos en común. Cada uno de

ellos se proyecta sobre el plano (x1, x2) y (x3, x4) en los círculos x21 + x22 =

r21(u) y x
2
3+x

2
4 = r22(u), respectivamente, donde ri(u) = f(u)φi(u)(ψi(u))

−1.

Si u0 no es un número entero, entonces en la curva u = u0 diferentes valores

de v corresponden a diferentes puntos.

A este de super�cies se les conoce como super�cies de Rozendorn. Años más tarde

en 1992, Èmil' Renol'dovich Rozendorn en [Roz92] nos brinda una modi�cación de

la construcción hecha por Danilo Blanu²a, sustituyendo B(u) = f(u) en (5.76) y

además poniendo x2(u, v) = 0 en (5.77b). De modo que surgen auto-intersecciones

en la super�cie, y además la codimensión se reduce en uno. La forma de la métrica

(5.78) se preserva. En particular cuando B(u) = coshu obtenemos un inmersión

isométrica de clase C∞ de (R2, gcosh) en (R5, g). Mientras que si consideramos

B(u) = e±u, entonces las fórmulas (5.77) dan una inmersión isométrica inyectiva

de clase C∞ de (R2, ge) en (R5, g).

Posteriormente este resultado se generaliza a un espacio hiperbólico

n−dimensional, el objetivo era reducir la codimensión de esta realización. En

esta dirección tenemos los siguientes resultados:

Teorema 5.3.6 (Henke, 1981). El espacio hiperbólico Hn puede estar

C∞−inmerso isométricamente en el espacio euclidiano (4n− 3)−dimensional.
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Teorema 5.3.7 (Azov, 1985). Considerando las dos clases de métricas

riemannianas,

ds2 = du21 + f(u1)
l∑

i=2

dui, f > 0

ds2 = g2(u1)
l∑

i=2

du2i , g > 0

Azov resolvió el problema de su realización en Rn, n > l. Donde las funciones f

y g son de clase C1. Entonces las métricas admiten una inmersión isométrica en

el espacio euclidiano R4l−3. En el caso particular g(u1) = 1
u1
, u1 > 0 obtenemos

la métrica del espacio hiperbólico

Teorema 5.3.8 (Henke-Nettekoven, 1987). El espacio hiperbólico Hn puede estar

C∞−inmerso isométricamente en el espacio euclidiano (6n− 5)−dimensional.

Todos estos resultados usan el método encontrado por Blan²a, y sus

demostraciones se pueden encontrar en [Hen81], [Azo85] y [HN87]. Hasta el

momento no se ha podido reducir la codimensión de estas realizaciones, así

tenemos algunas preguntas abiertas:

1. ¾El espacio hiperbólico H2 se puede realizar en R4?

2. ¾El espacio hiperbólico H2 se puede realizar de manera inyectiva en R5?

3. ¾El espacio hiperbólico Hn se puede realizar en R2n−1?

Por otro lado, no es posible realizar el espacio hiperbólico Hn en R2n−2 ni

siquiera de manera local, esto es gracias a Élie Cartan [Car19] y [Car20], y A. E.

Liber [Lib38].
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Apéndice

En este apéndice daremos encontraremos esta expresión sin hacer uso de la

fórmula de Faà di Bruno,(
ρ
1/2
2

)(n)
=
∑

arρ
1/2−r0
2 (ρ′2)

r1 (ρ′′2)
r2 . . . (ρ

(n)
2 )rn

Una fórmula para calcular la n−ésima derivada de funciones compuestas se

establece en [GQ16, Theorema 8.1]

Teorema (Regla de la cadena generalizada de Hoppe). Sea g(f) una función de

valores reales o complejos que es n−diferenciable respecto de f . Sea f = f(u),

donde f(u) es también una función n−diferenciable respecto de u. Entonces g es

n−diferenciable respecto de u, y además

dn

dun
g(f) =

n∑
k=1

dk

dfk
g(f)

(−1)k

k

k∑
j=1

(−1)j
(
k

j

)
fk−j

dn

dun
f j

Aplicando el teorema anterior para g(f) = f
1
2 , obtenemos

dn

dun
f

1
2 =

n∑
k=1

dk

dfk
f

1
2
(−1)k

k!

k∑
j=1

(−1)j
(
k

j

)
fk−j

dn

dun
f j (82)
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primero vamos a obtener
dk

dfk
f

1
2 ,

dk

dfk
f

1
2 =

1

2

(
−1

2

)
· · ·
(
1

2
− k + 1

)
f

1
2
−k

=
(−1)k−1

2k
1 · 3 · 5 · · · (2k − 3)f

1
2
−k

=
(−1)k−1

2k(2k − 1)
(2k − 1)!!f

1
2
−k

=
(−1)k−1

2k(2k − 1)

(2k)!

(2k)!!
f

1
2
−k

=
(−1)k−1

4k(2k − 1)

(2k)!

k!
f

1
2
−k (83)

entonces al reemplazar (83) en (82) tenemos

dn

dun
f

1
2 =

n∑
k=1

(−1)k−1

4k(2k − 1)

(2k)!

k!
f

1
2
−k (−1)k

k!

k∑
j=1

(−1)j
(
k

j

)
fk−j

dn

dun
f j

=
n∑
k=1

1

4k(2k − 1)

(
2k

k

) k∑
j=1

(−1)j+1

(
k

j

)
f

1
2
−j d

n

dun
f j

=
n∑
j=1

f
1
2
−j d

n

dun
f j

n∑
k=j

(−1)j+1 1

4k(2k − 1)

(
2k

k

)(
k

j

)
en la última igualdad cambiamos el orden de la suma para reducir el número de

términos con el operador de diferenciación. Antes de continuar veri�quemos que

la fórmula obtenida realmente cumple con las expectativas. Primero calcularemos
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la segunda derivada según la fórmula de Hoppes, para el caso n = 2,

d2

du2
f

1
2 =

2∑
j=1

(−1)j+1f
1
2
−j d

2

du2
f j

2∑
k=j

1

4k(2k − 1)

(
2k

k

)(
k

j

)

= f− 1
2
d2

du2
f

2∑
k=1

1

4k(2k − 1)

(
2k

k

)(
k

1

)
− f− 3

2
d2

du2
f 2

2∑
k=2

1

4k(2k − 1)

(
2k

k

)(
k

2

)

= f− 1
2f ′′

(
1

4

(
2

1

)(
1

1

)
+

1

16 · 3

(
4

2

)(
2

1

))
− f− 3

2
d2

du2
f 2

(
1

16 · 3

(
4

2

)(
2

2

))
= f− 1

2f ′′
(
1

2
+

1

4

)
− 1

8
f− 3

2

(
2
d

du
(ff ′)

)
=

3

4
f− 1

2f ′′ − 1

4
f− 3

2

(
(f ′)

2
+ ff ′′

)
=

1

2
f− 1

2f ′′ − 1

4
f− 3

2 (f ′)
2

Ahora obtendremos manualmente
d

du2
f

1
2 , y veremos como actúa este resultado

d

du
f

1
2 =

1

2
f− 1

2f ′

d2

du2
f

1
2 =

1

2

d

du

(
f− 1

2f ′
)

=
1

2

(
f− 1

2f ′′ − 1

2
f− 3

2 (f ′)
2

)
=

1

2
f− 1

2f ′′ − 1

4
f− 3

2 (f ′)
2
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