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Resumen

En la actualidad, muchas organizaciones disponen o tienen acceso a una gran cantidad y
variedad de datos que les permiten tomar decisiones acordes en temas econdmicos, sociales,
de educacion, de salud, entre otros. Con frecuencia, los estudios que se realizan se enfocan
en el objetivo de explicar una variable de interés utilizando un conjunto de variables expli-

cativas; y si la relacion de dependencia es lineal, se le conoce como modelo de regresién lineal.

Los modelos de regresion lineal presentan su principal reto en la estimacién de los parame-
tros de la regresién, que se consiguen a partir de la informacion obtenida mediante el andlisis
de las observaciones de una muestra previamente recogida. La complejidad de los modelos
de regresion lineal aumenta con la existencia de covariables que son medidas en una escala
nominal u ordinal, y que en muchas ocasiones presentan una gran cantidad de categorias,
como por ejemplo: estado civil, grupo sanguineo, entre otros. Lo habitual para modelar el
efecto total de una covariable categérica es definir una categoria (o nivel) como linea base y

utilizar variables ficticias para las otras categorias (o niveles).

La presente tesis tiene como principal objetivo el desarrollo del método de fusién de efectos de
covariables categdricas usando técnicas de agrupamiento PAM, propuesto por Malsiner-Walli,
Pauger y Wagner (2018), y aplicarlo en un conjunto de datos reales relacionados a los ingre-

sos monetarios de la poblacion de Lima Metropolitana y Callao del primer trimestre del 2020.

Palabras-clave: modelos de regresion lineal, covariable categérica, fusion de efectos, mixtura
finita, distribucién de Dirichlet, MCMC.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Consideraciones Preliminares

En la actualidad, muchas organizaciones ptublicas y privadas disponen de una gran canti-
dad y variedad de datos que les permiten obtener informacion relevante sobre temas econémi-
cos, sociales, de educacién, de salud, entre otros; consiguiendo de esa forma, tomar decisiones
acordes para la generacién de impactos positivos en sus respectivos objetivos estratégicos.
Con frecuencia, los estudios que se realizan se enfocan en el objetivo de explicar una variable
de interés utilizando un conjunto de variables explicativas; y si la relacién de dependencia
que se establece entre dichas variables es lineal, se le conoce como un modelo de regresién

lineal.

En ese sentido, se puede afirmar que la estimacion de los modelos de regresién lineal tiene
como principal objetivo relacionar una variable dependiente y otras variables independientes,
que también son conocidas como explicativas, predictivas o covariables. Los modelos de re-
gresién lineal presentan su principal reto en la estimacién de los parametros de la regresién,
que se consiguen a partir de la informacién obtenida mediante el andlisis de las observacio-
nes de una muestra previamente recogida. Sin embargo, existen otras complicaciones en la
estimacién de los modelos regresién lineal, como la existencia de covariables que son medidas
en una escala nominal u ordinal, y que en muchas ocasiones presentan una gran cantidad
de categorias (por ello el nombre de variables categdricas), como por ejemplo: estado civil,

grupo sanguineo, cargo laboral, nivel socio-econémico, entre otros.

Dado que una covariable categérica puede representar un efecto significativo sobre un mo-
delo de regresiéon lineal, es necesario conocer la metodologia para su tratamiento dentro de
una estimacion de estos modelos. Lo habitual para modelar el efecto total de las covariables
categoricas es definir una categoria (o nivel) como linea base y utilizar variables ficticias
(usualmente binarias) para las otras categorias (o niveles), permitiéndose de esta forma, la
estimacién de los efectos de dichas categorias teniendo como referencia a la linea base. Por
ejemplo, supongamos que una covariable “nivel de educacién basica” tiene 3 categorias: ini-
cial, primaria y secundaria; en este caso, si definimos como linea base al nivel inicial, sera

necesario crear 2 variables ficticias binarias (P y S), que tomaran el valor de 1 cuando se
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cumpla la categoria nivel primaria y secundaria respectivamente, y tomaran el valor de 0
en caso contrario; adicionalmente se puede entender que, la categoria nivel inicial se cumple
cuando ambas variables ficticias (P y S) toman el valor de 0. Por lo tanto, el efecto de una
covariable categorica con ¢+ 1 categorias se captura dentro del modelo mediante un conjunto

de ¢ coeficientes (o efectos) de regresion.

Por esta razén, Pauger y Wagner (2017) mencionan que el efecto de una covariable categérica
no se captura por un solo efecto del modelo de regresién sino por un grupo de efectos (efectos
de nivel), y por lo tanto, introducir las variables categéricas como covariables en los modelos
de regresiéon lineal pueden conducir facilmente a un vector de efectos de regresion de alta
dimensién y por ende, ser un problema crucial para la estimacion de estos modelos. Por ello,
Malsiner-Walli, Pauger y Wagner (2018) mencionan que seria interesante tener un método
que permita comenzar con un modelo de regresiéon grande y posteriormente obtener una re-
presentacién mas reducida de este modelo, que se puede conseguir cuando los efectos de una
variable categdrica sean representados por menos de ¢ coeficientes (o efectos) de regresion.
Existen tres posibilidades de reduccién en un modelo de regresién: 1) si todos los efectos de
nivel son 0, la covariable completa se puede excluir del modelo; 2) si algunos de los efectos
de nivel son 0, las categorias correspondientes se pueden excluir del modelo; y 3) si algunos
efectos de nivel tienen el mismo o similar efecto en la variable dependiente, los efectos de
estos niveles se pueden fusionar, y con ello se reduciria el modelo. Sin embargo, es importante
mencionar que el uso de pocas categorias puede dar como resultado estimaciones imprecisas,
mientras que el uso de categorias demasiado generales puede traer como consecuencia esti-

maciones sesgadas y de bajo rendimiento predictivo.

En Malsiner-Walli, Pauger y Wagner (2018) se realiza una revisién bibliogréfica de los méto-
dos usados para obtener una representacién mas reducida de un modelo de regresién lineal,
desde el punto de vista frecuentista y bayesiano. La revisién bibliografica se puede dividir en

dos grandes grupos:

1. Métodos para covariables cuantitativas:
Los métodos que se describen a continuacién son usados para la seleccion de las cova-

riables cuantitativas de un modelo de regresién.

En el marco frecuentista: Tibshirani (1996) propone un método de seleccién y
reduccién de variables llamado lasso, el cual minimiza la suma de los residuos al cua-
drado sujeto a que la suma del valor absoluto de los coeficientes sea menor que una
constante. Por otro lado, Zou y Hastie (2005) proponen un método de regularizacién y
seleccion de variables llamada ‘elastic net’, la cual fomenta un efecto de agrupacion de
las covariables fuertemente correlacionados, mediante la minimizacion de la suma de los
residuos al cuadrado sujeto a una expresién conocida como ‘elastic net’ penalizada, que
es una combinacién convexa de la penalizacion del lasso. Es importante mencionar que
la ‘elastic net’ es 1til cuando el nimero de covariables p es mucho mayor que el nimero

de observaciones n, a diferencia del lasso que no es un método de seleccién de variables
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adecuado cuando p > n. Por esta razon, Tibshirani y Saunders (2005) proponen un
método llamado lasso fusionado que permite la reduccién de los modelos mediante la
minimizacién de la suma de los residuos al cuadrado sujeto a dos restricciones: la pri-
mera fomenta la reduccion en los coeficientes y la segunda fomenta la reduccién en las

diferencias de los coeficientes, buscando la uniformidad del modelo.

En el marco bayesiano: Park y Casella (2008) proponen el lasso bayesiano para
la seleccién de variables utilizando una priori jerarquia expandida, con prioris normales
conjugadas para los pardmetros de regresién y prioris exponenciales independientes pa-
ra sus varianzas. Por otro lado, Griffin y Brown (2010) proponen usar una distribucién
a priori normal-gamma sobre los coeficientes del modelo de regresion. Al existir varios
métodos de seleccién de covariables, Kyung, Gill, Ghosh y Casella (2010) deciden rea-
lizar la comparacion de los métodos lasso, elastic net y lasso fusionado utilizando los
métodos de Gibbs y LARS. En el contexto de mixturas, Mitchell y Beauchamp (1988)
proponen un método bayesiano de seleccion de variables, donde a cada coeficiente del
modelo de regresién sujeto a eliminacién se le define una distribucién a priori que es
una mixtura de masa puntual en 0 y una distribucién uniforme difusa en otros lugares,
es decir, una distribucion de ‘spike and slab’, y al componente de error aleatorio del
modelo de regresiéon se le asigna una distribucién normal con media 0 y desviacién
estandar o. Posteriormente, George y McCulloch (1993) proponen un método llamado
SSVS (bisqueda estocdstica para la seleccién de variables), que se basa en incorporar
un modelo jerarquico de mixtura de normales en la estimacion del modelo de regresién,
donde se utilizan variables latentes para identificar las opciones de subconjunto de co-
variables prometedoras mediante consideraciones probabilisticas. Asimismo, George y
McCulloch (1997) comparan varias formulaciones de prioris de mixtura jerarquica para
la seleccion de variables en los modelos de regresién lineal. Por otro lado, Ishwaran y
Rao (2005) proponen un método de seleccién de variables denominado modelo ‘spike
and slab’ reescalado, que ayuda en la reducciéon de la incertidumbre del modelo de re-
gresién. Después, Malsiner-Walli y Wagner (2011) deciden comparar prioris de ‘spike

and slab’ para la seleccién de variables bayesianas.

Es preciso mencionar que todos estos métodos presentados no son apropiados para
trabajar con covariables categoricas ya que sélo seleccionan o excluyen del modelo de

regresién a covariables cuantitativas.

2. Métodos para covariables categoéricas:

Los métodos que se describen a continuacién se pueden dividir en dos subgrupos:

a) Métodos para la exclusién de efectos de covariables categéricas:
Estos métodos son usados para la seleccién (o exclusion) de efectos de las covaria-

bles categéricas de un modelo de regresién.
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Inicialmente, Chipman (1996) utiliza un enfoque bayesiano para la asignacién
de grados de confianza a cada modelo generado, que contiene relaciones entre las
covariables. Posteriormente, Yuan y Lin (2006) presentan el método lasso de gru-
po y los compara con otros dos métodos de seleccion de subconjuntos de factores
(o niveles). Asimismo, Raman, Fuchs, Wild, Dahl y Ro (2009) proponen un en-
foque bayesiano al lasso de grupo, que es una extensiéon del lasso bayesiano para
variables categdricas. Al existir diversos métodos de seleccién de variables, Kyung,
Gill, Ghosh y Casella (2010) deciden realizar una comparacién del desempeno de
los lassos frecuentistas y bayesianos, donde prima la precisién de la prediccién y
la determinacién de qué predictores son significativos, resultando un mejor ren-
dimiento del lasso bayesiano frente al lasso frecuentista. Posteriormente, Simon,
Friedman, Hastie y Tibshirani (2013) proponen un método conocido como lasso

de grupo reducido.

b) Métodos para la fusién de efectos de covariables categédricas:
Estos métodos son usados para la seleccion y fusién de efectos de las covariables

categéricas de un modelo de regresion.

En el marco frecuentista: Bondell y Reich (2009) proponen un método 1la-
mado CAS-ANOVA que permite determinar los factores que tienen un efecto sig-
nificativo en la variable de respuesta y detectar diferencias entre los niveles de
los factores significativos, de manera simultanea. Por otro lado, Gertheissy Tutz
(2009), Gertheiss, Hogger, Oberhauser y Tutz (2010), Gertheiss y Tutz (2010), y
Tutz y Gertheiss (2016) trabajan métodos con variables categéricas ordinales y
proponen el uso de métodos de penalizacion sobre los efectos y la diferencia de

efectos.

En el marco bayesiano: Pauger y Wagner (2017) proponen una distribucién
a priori que permite una dependencia casi perfecta como nula entre los efectos de
nivel, especificando distribuciones a prioris de ‘spike and slab’ en todas las dife-
rencias de efecto asociadas a una covariable categérica, reduciendo los efectos no

relevantes a 0 y fusionando los efectos casi idénticos.

Todos estos métodos descritos de exclusién y fusién trabajan con covariables categdri-
cas, sin embargo, tienen inconvenientes con covariables que cuentan con un nimero

grande de categorias; ya que para una covariable con c+ 1 categorias se deben conside-

c+1
2

de trabajar. Por tal razén, Dunson, Herring y Engel (2008) proponen un agrupamien-

rar ( ) posibles diferencias de efectos, ocasionando un método excesivamente grande
to y selecciéon bayesiana usando una mixtura a priori, con una masa puntual para
exposiciones sin efecto y un proceso de Dirichlet multinivel para agrupar las exposicio-
nes comunes no nulas. Asimismo, Malsiner-Walli, Frithwirth-Schnatter y Griin (2016)
proponen un método para la agrupamiento basada en una mixtura finita reducida de

normales multivariadas, usando prioris jerarquicos en los pesos de la mixtura y en las
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medias de los componentes de la mixtura, con una normal-gamma como priori para las
medias de los componentes de la mixtura y con un proceso de Dirichlet para los pesos

de las mixturas.

Por todo lo expuesto, se puede concluir que la reduccién de los efectos de nivel de las covaria-
bles categoricas es uno de los mayores desafios en los modelos de regresién de alta dimension.
En ese sentido, Malsiner-Walli, Pauger y Wagner (2018) se interesan en abordar la fusién de
efectos de las covariables categodricas y proponen una técnica de agrupamiento de los efectos
de nivel Bj, (coeficiente de la variable ficticia x;;, correspondiente a la k-ésima categoria de
la covariable j), introduciendo una mixtura finita de normales como distribucién a priori,
con un esquema jerarquico, donde la mixtura finita cuenta con pesos 7 para cada uno de

sus componentes, y dichos pesos siguen una distribuciéon de Dirichlet simétrica.

Adicionalmente, en Malsiner-Walli, Pauger y Wagner (2018) se explica que una posible de-
bilidad del método presentado es la especificacién a priori del nimero de componentes, y
se plantea como alternativa una mixtura infinita con un proceso Dirichlet DP(«), donde
el nimero de componentes se estimaria a partir de los datos. Sin embargo, en Malsiner-
Walli, Frithwirth-Schnatter y Griin (2016) se supera esta debilidad de las mixturas finitas
especificando una mixtura finita reducida como priori para los efectos de nivel; de donde se
puede concluir que: 1) en las mixturas infinitas, al aumentar el nimero de categorias tam-
bién aumenta el nimero de agrupaciones esperadas, y 2) en las mixturas finitas, el nimero de
agrupaciones es independiente del nimero de categorias. Por lo tanto, el uso de una mixtura

finita a priori es mas adecuado para la reduccién de un modelo.

El método presentado por Malsiner-Walli, Pauger y Wagner (2018) usa el método MCMC
para la inferencia de la distribucién a posteriori. El esquema MCMC plantea la iteracion de
dos grandes pasos: la regresion y el agrupamiento, que permiten analizar todas las posibi-
lidades de agrupamiento para los efectos de las covariables, consiguiendo la evaluacién de
la incertidumbre y la estimacion del modelo promedio. Es importante precisar que algunos
investigadores tienen como objetivo la seleccién de un modelo tnico y la interpretacién de
sus resultados, y no se interesan por las estimaciones de un modelo promedio. También es
importante mencionar que la seleccién de un modelo tnico para covariables categoéricas es
mas complicada que la seleccion de covariables cuantitativas, ya que en el primer caso, el
problema es determinar un agrupamiento apropiada de los efectos de nivel que incluye esta-

blecer el nimero de agrupaciones y la cantidad de miembros en cada agrupacion.

Las principales ventajas del método presentado por Malsiner-Walli, Pauger y Wagner (2018),
son: 1) trabajar con covariables categéricas con un gran nimero de categorias, dado que el
método de fusién se enfoca sobre los mismos efectos de nivel y no sobre las diferencias de los
efectos; 2) especificar los hiperpardmetros de la mixtura finita de normales a priori en funcién
de los datos; 3) evitar estimaciones computacionalmente intensas, ya que se puede utilizar
el esquema MCMC debido al uso de una mixtura finita de normales y prioris conjugadas

condicionalmente.
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1.2. Objetivos

El objetivo general de la tesis es presentar el método de fusién de efectos de nivel de
covariables categéricas usando la técnica de agrupamiento PAM propuesto por Malsiner-
Walli, Pauger y Wagner (2018), y aplicarlo en un conjunto de datos reales relacionados a los
ingresos monetarios de la poblacién de Lima Metropolitana y Callao en el primer trimestre

del 2020. Asimismo, los objetivos especificos que orientan la tesis son:

= Revisar literatura sobre los métodos de fusion de efectos en modelos de regresion lineal.

= Estudiar el método de fusién de efectos de nivel de covariables categoéricas usando una

mixtura finita de normales como distribucién a priori y la técnica de agrupamiento

PAM.

= Revisar la programacion del paquete effectFusion del software R usado para la fusion

de efectos de nivel.

= Realizar un estudio de simulacién para evaluar el desempeiio del método en diferentes

escenarios.

= Aplicar el método desarrollado en un caso aplicativo con datos reales sobre ingresos

monetarios de la poblacién de Lima Metropolitana y Callao.

= Formular las conclusiones y recomendaciones del método presentado y su aplicacion.

1.3. Organizacién del Trabajo

El contenido de la tesis consta de seis capitulos y dos apéndices. En el Capitulo 2 se
presenta la mixtura finita de distribuciones normales, la distribucién de Dirichlet simétrica y
la técnica de agrupamiento PAM, como conceptos preliminares. En el Capitulo 3 se presenta
el modelo a priori de mixtura finita de normales, las distribuciones a priori de sus pardmetros
y la inferencia a posteriori. En el Capitulo 4 se realiza un estudio de simulacién con 4 cova-
riables categoricas y 6 escenarios distintos de variabilidad en los componentes de la mixtura,
con el fin de evaluar el desempeinio del método desarrollado, mediante el uso del paquete
effectFusion del software R. En el Capitulo 5 se muestra la aplicacion del método de fusién
de efectos de nivel de 8 covariables categéricas (recopiladas de la “Encuesta Permanente de
Empleo, Trimestre mévil Ene-Feb-Mar 20207, aplicada en Lima Metropolitana y Callao en el
primer trimestre del 2020) y los mismos 6 escenarios de variabilidad, con la implementacién
computacional que usa la técnica de agrupamiento PAM del paquete effectFusion del software
R. Finalmente, en el Capitulo 6 se discuten algunas conclusiones obtenidas en este trabajo y

se brindan algunas recomendaciones para futuras investigaciones.

Adicionalmente, se incluye un Apéndice A donde se muestra el cédigo computacional para
la realizacién del estudio de simulacién de datos usando el paquete effectFusion del software
R, y un Apéndice B donde se presenta el cédigo computacional para la aplicaciéon de datos

reales usando el paquete effectFusion del software R.



Capitulo 2

Conceptos Preliminares

Para desarrollar el método de la fusion de efectos de nivel de las covariables categoricas
haciendo uso de una mixtura finita de normales como priori y la técnica de agrupamiento
PAM, propuesto por Malsiner-Walli, Pauger y Wagner (2018), es necesario primero explicar
los modelos de mixtura finita de normales, la distribucion de Dirichlet simétrica, los modelos

de regresién lineales con variables categéricas y las técnicas de agrupamiento.
2.1. Modelos de Mixtura Finita

Segin Frithwirth-Schnatter, Celeux y Robert (2018), los modelos de mixtura se repre-
sentan como una densidad modelada mediante una combinaciéon convexa de componentes,
donde cada uno de estos componentes tienen una distribucién paramétrica especifica, y se

define de la siguiente manera:

G
flw) = anfg(w | 64) (2.1)

donde w' = (w1, ..., wy), fg son las funciones de densidad de las distribuciones paramétricas
(componentes), 0, son los pardmetros de la distribucién (componente g), y n' =,...,nq)

son los pesos de los G' componentes de la mixtura, cumpliéndose que 7y, > 0 y ZQG:1 ng = 1.

Cabe precisar que los modelos de mixtura se adoptan mayormente para el modelamiento
de variables continuas, sin embargo también pueden usarse para variables discretas; por otro

lado, los modelos de mixtura también se pueden trabajar con datos multivariados.

En la inferencia de un modelo de mixtura, las densidades de los componentes f, son cono-
cidas; y sus parametros especificos 6, y sus pesos 7, se consideran desconocidos. En algunos
casos, el numero de componentes G también se desconoce. Adicionalmente, los modelos de
mixtura finita proporcionan un enfoque probabilistico que permite el agrupamiento, donde
cada componente de la mixtura corresponde a un grupo de datos que pertenecen a una dis-

tribucién paramétrica conocida.

La ecuacién (2.1) es una representacién genérica de los modelos de mixtura, de donde se

pueden desprender los siguientes casos:
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= Los modelos de mixtura pueden ser finitas e infinitas, siendo esta clasificacién depen-

diente del nimero de componentes G; es decir, si G es igual a co, entonces:
(o]
Fw) = " ngfy(w ] 6y) (2.2)
g=1

Este tipo de modelo evita varias dificultades relacionadas con la eleccién de G. Sin
embargo, ya sea que G sea finito o infinito, en general existirdn componentes vacios, es

decir, componentes donde no se tendran observaciones.

= Si consideramos que tenemos un modelo de mixtura finita con densidades conocidas y

fijas, se obtiene:

G
Flw) =2 ngf(w | 8y) (2.3)
g=1

donde cada componente de la mixtura es parte de una familia de distribuciones pa-

ramétricas conocidas, por ejemplo una mixtura finita de normales se representaria co-
. _ 2
mo: f(- [ 0) = fn(- [ p,0%).

2.1.1. Distribucion de Mixtura Finita de Normales

Una distribuciéon de mixtura finita de normales se construye mediante el uso de una

familia de distribuciones normales en la ecuacién (2.3), obteniéndose:
G
flw]8) = anfN(w ‘ Ugvag) (2.4)
g=1

donde 0 = (11, ..., NG, [i1, - hG» T2, ...,O'?;) es el vector de pardmetros de la distribucién, y

In( | pg,07) es la funcién de densidad de una distribucién normal con media p1g y varianza

2

O'g.
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2.1.2. Propiedades de la Distribucion de Mixtura Finita de Normales

Teniendo como referencia la ecuacién (2.4), la media de la distribucién de mixtura finita

de normales se calcula de la siguiente forma:

o = Efw] 6]

_ /:wf(ww)dw

_ /_Zw[mfN(w |1, 07) + o F e fn(w | pa, o)) dw

_ /O;w[mfN(w | 1, 02)]dw + ... + /Zw[nafzv(w | pa, o)) dw
—— /: win(w | p1,0)dw + ... + ng /_o; win(w | pg, of)dw

= M1 +nu2 + ... FNgUG

G
= Z Nglg (2.5)
g=1

Asimismo, la varianza de la distribucion de mixtura finita de normales se define de la siguiente

forma:

— E[w?|6) - Elw| 6]
— / w? f(w | O)dw — i

IS

—00
o0
— / WIS | pi1,02) + o+ 6w | i 0%)dw — 12
_;s 2 2 o 2 2 2
- / W fa(w | gy od)dw + ..+ / e fr(w | pe, ob)]dw — 1,
_OOOO _OOOO
= 771/ w? f(w | M17U%)dw+-~-+77(;/ w? fn(w | pa, o)) dw — pi,
— 00 — 00
= (o] +p3) + ... +n6(0d + pug) — p2,
(&
= > nglog +pd) — 1, (2.6)
g=1

2.2. Distribucion de Dirichlet

Segin Blei, Ng y Jordan (2003), la distribucién de Dirichlet es una generalizacién de la
distribucién beta! para miltiples variables aleatorias. Un vector aleatorio n' = (91, ..., nK)
con distribucién de Dirichlet K-dimensional es un K-vector que se encuentra en el (K — 1)-
simplex, lo cual significa que nx € R, tal que g >0y Zszl 7 = 1. Dado que n es un vector
cuyos valores son nimeros reales entre [0, 1], el dominio de la distribucién de Dirichlet es en
sf un conjunto de distribuciones de probabilidad, y que cuentan con las mismas propiedades

que las distribuciones de probabilidad. Por esta razon, la distribucién de Dirichlet se puede

'Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucién beta con pardmetros a y 8. La funcién de densidad

de probabilidad de X es: f(z) = Féé’gig;) 2 11— z)?71, con media 75 v varianza

B
(a+B)2(a+B+1)"
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considerar como una “distribucién de distribuciones”.

Adicionalmente, una variable aleatoria n sigue una distribucién de Dirichlet K-dimensional
con parametro a (n ~ Dirg(a)), si su funcién de densidad de probabilidad en el (K — 1)-
simplex se expresa de la siguiente forma:

Tlar+ ..+ ak) 41

fnla)= U (2.7)

T(a)..T(ag) 1 K

donde a' = (ay, ..., ax) es un vector K-dimensional con componentes oy, > 0, y I'(-) es la

funcién gamma. La ecuacién (2.7) también se puede expresar como:
1 K
ap—1
S | | 2.8

donde B(a) = % es la funcién beta multivariada.

k=1 Ok)
Cabe precisar que, las distribuciones de Dirichlet son convenientes para la inferencia, ya
que pertenecen a la familia exponencial, tienen estadisticos suficientes de dimensién finita y
estan conjugadas con la distribucién multinomial. Asimismo, las distribuciones de Dirichlet
se utilizan mayormente como distribucién a priori de variables categéricas o de variables
multinomiales en modelos de mixturas bayesianas u otros modelos bayesianos jerarquicos,

siendo usado muy a menudo el muestreo de Gibbs para la inferencia.

En Ronning (1989), se muestran las siguientes expresiones para la media y la varianza de la

distribucion de Dirichlet:

Qg

piy, = E (1) :ﬁ (2.9)
k=1¢
o = V(p) = (D ok — ) (2.10)

(Chey o)2(C ey o + 1)

2.2.1. Distribucion de Dirichlet Simétrica

La distribucién de Dirichlet simétrica es un caso especial bastante usual, donde todos los
elementos del vector que componen el pardmetro a tienen el mismo valor. Dado que todos
los elementos del vector tienen el mismo valor, la distribuciéon de Dirichlet simétrica se puede

parametrizar mediante un tnico valor escalar:

K
_ I'Ka), a—1 _a—1 _ I'(Ka) a—1
finlea)= Tk Nk = F(a)K kl;[lnk (2.11)
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Para cualquier componente del vector 1 que sigue una distribucién de Dirichlet simétrica

K-dimensional, se tiene como media y varianza a:

pn = E(nk) :%: (2.12)
A= VO = e (213)

donde k =1,..., K.
2.3. Modelos de Regresion Lineal

El andlisis de regresion es una técnica estadistica usada para identificar la relacion entre
una variable de respuesta y y una o mds variables explicativas (covariables) xy. Esta rela-
cién entre las variables consiste en determinar las k covariables (z1, ..., zx) que afectan una
variable de respuesta y. Por ello, es necesario construir un modelo que sirva para explicar el
comportamiento de y en funcién de una combinacién lineal de covariables xg, al cual se le

conoce como “modelo de regresion lineal”.

Para estimar un modelo de regresion lineal, se requiere de una muestra de n observacio-

nes, y cada observacion ¢ = 1, ..., n se representa de la siguiente manera:

yi = Bo + Brxil + ... + Brin + € (2.14)

donde x; = (1,21, ...,x4) es un vector de covariables, 8 = (8o, 81, ..., )| es un vector

de coeficientes de regresién, [y es un intercepto, y €; es un término de error que sigue una

distribucién normal con media 0 y varianza o2 .

Otra forma de expresar el modelo de regresion es en la forma matricial.

y=x8+¢ (2.15)
donde:
_yl_
1 11 TI12 Tk
Y2
y = . ;) X =
1 Inl Ip2 Tnk
| Yn |
[Bo] €1
B €2
B=1.| i e=]. (2.16)
_Bk_ €n

Aqui, x es una matriz n x (k 4+ 1), y es un vector de variables aleatorias observables de n

componentes, 3 es un vector de parametros desconocidos, y € es un vector de errores aleato-
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rios no observables de n componentes, que usualmente se considera.

Luego, el modelo dado en la ecuacién (2.15) se puede expresar como:

y ~ N(x8,0°T) (2.17)

2.3.1. Modelos de Regresion Lineal para Variables Categéricas

Una de las complicaciones de la estimacién de los modelos regresién lineal es la existencia
de covariables que son medidas en una escala nominal u ordinal, y que en muchas ocasiones
estas covariables presentan una gran cantidad de categorias (por ello el nombre de variables
categoricas), por ejemplo: estado civil, grupo sanguineo, cargo laboral, nivel socio-econémico,

entre otros.

Para determinar el efecto que tiene una covariable categoérica sobre un modelo de regre-
sién lineal, es necesario definir una categoria (o nivel) como linea base y utilizar variables
ficticias (usualmente binarias) para las otras categorias (o niveles), permitiendo la estimacién
de los efectos de dichas categorias teniendo como referencia a la linea base. Por lo tanto, el
efecto de una covariable categérica con ¢ + 1 categorias se captura dentro del modelo de

regresion lineal mediante un conjunto de ¢ coeficientes (o efectos) de regresién.

Un modelo de regresién lineal que contiene solamente covariables categoricas tiene la si-
guiente expresion:
J ¢
vi=Bo+ > > TijkBik + € (2.18)
j=1k=1
donde y; son las respuestas continuas y J es el nimero de covariables categoricas, teniendo
cada covariable j un total de ¢; + 1 categorias. Asimismo, para cada covariable, el valor de 0
se define como la categorfa de referencia y x;;, denota la variable ficticia correspondiente a
la k-ésima categoria de la covariable j, siendo k =1, .., ¢;. Por otro lado, ¢; ~ N(0, 0?) es un
término de error con distribucién normal, 3y es un intercepto y ;. es un efecto de la k-ésima
categoria de la covariable j con respecto a la categoria de referencia. Cabe mencionar que a

Bjx se le conoce como el “efecto de nivel” de la categoria k de la covariable j.
2.4. Técnicas de Agrupamiento

Estas técnicas permiten realizar grupos de objetivos, analizando todas las posibilidades de
agrupamiento entre dichos objetivos. En esta seccién se desarrolla la técnica de agrupamiento

PAM vy los coeficientes de silhouette.
2.4.1. Algoritmo de Agrupamiento PAM (Partitioning Around Medoid)

Segiin Kaufman y Rousseeuw (1990), PAM es un algoritmo que asigna observaciones a los

grupos, se selecciona como centro del grupo a uno de los puntos, y se minimiza la distancia
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entre los objetos del grupo y su centro.

El algoritmo PAM consta de dos etapas: 1) la fase de construccién, que consiste en encontrar
buenos medoides iniciales; y 2) la fase de intercambio, que busca mejorar el agrupamiento

considerando otras observaciones como posibles medoides.

El objetivo del algoritmo PAM es minimizar la suma de diferencias entre las observaciones
y sus medoides mas cercanos, y la particién final es seleccionada al comparar las particiones

con diferentes nimeros de grupos mediante sus coeficientes de silhouette.
2.4.2. Coeficientes de Silhouette

Segin Kaufman y Rousseeuw (1990), los coeficientes de silhouette se calculan como:

b(i) — a(i)

s(i) = maz(a(d), b(i) (2.19)

donde s(i) € [—1,1], i es cualquier objeto en el conjunto de datos, A es el grupo al que
se le ha asignado, y C es cualquier otro grupo diferente de A. Ademsds, a(i) es la disimili-
tud promedio de i con todos los demas objetos de A, y d(i; C') es la disimilitud promedio de

i con todos los objetos del grupo C siendo b(i) = min{d(i, C)}, para todos los grupos C # A.

Asimismo, las medidas de disimilitud se pueden calcular utilizando cualquier métrica de
distancia. Si el grupo A no contiene otros objetos ademds del objeto i, s(i) = 0. Si el valor
de s(i) es grande, indica que el objeto 7 estd en promedio mds cerca de los objetos que estan
en el mismo grupo y més lejos de los objetos que pertenecen al grupo C. En cambio, si s(i)
es pequeno, el objeto i estd mas cerca de los objetos de algin otro grupo que de los objetos

de su propio grupo.

Cabe mencionar que, la desventaja de usar el coeficiente de silhouette es que no se pue-
de calcular para un tnico grupo. En otras palabras, considerando el modelo de regresién
lineal explicado en la seccion 2.3.1, todas las categorias o variables ficticias de una covariable

categoérica no se podran fusionar a la categoria de referencia.



Capitulo 3

Inferencia Bayesiana para la Fusién de Efectos

Los modelos de regresién lineal son muy usados en muchas aplicaciones en la actualidad,
yva que se dispone de una gran cantidad y variedad de datos referentes a temas econémi-
cos, sociales, entre otros. Es por ello, que los modelos de regresién lineal cobran una mayor
importancia, debido a que consiguen estimar una variable dependiente en funcién de una

combinacién lineal de covariables independientes.

La inclusién de variables categéricas (cualitativas) como covariables dentro de un modelo
de regresién lineal es un gran desafio que se ha venido trabajando a lo largo de los afnos
por distintos investigadores, desde el punto de vista frecuentista y bayesiano. El reto es atin
mayor cuando se requiere la simplificacién de estos modelos de regresién lineal que contienen
dichas covariables categdricas, dado que la simplificacién no solo se consigue con la seleccién
de las categorias de las covariables relevantes, sino también con la fusién de los efectos de

nivel de las covariables categéricas.

En ese sentido, en el presente capitulo se desarrolla el método propuesto por Malsiner-Walli,
Pauger y Wagner (2018), que consiste en un enfoque bayesiano para la fusién de efectos de
nivel de las covariables categéricas mediante la técnica de agrupamiento PAM. Este método
define una mixtura finita de normales como distribucién a priori para los coeficientes de re-
gresién, con un esquema jerarquico, y una distribucién de Dirichlet simétrica para los pesos

de la mixtura.

Para un mejor entendimiento del método de Malsiner-Walli, Pauger y Wagner (2018), pri-
mero se trabajara con una adaptacién del mo