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Resumen

Comenzamos con un breve recordatorio sobre algunas nociones de conjuntos
algebraicos, morfismos racionales y regulares. Por otro lado, veremos que la forma
de Weierstrass de una ctibica tiene asociado dos elementos importantes. El primero
es el discriminante 7 que nos permite decidir si una ctibica es singular o no. El
segundo elemento, muy importante en este trabajo, es el invariante j, cuyo nombre
se debe a que éste no varia a pesar de los cambios de coordenadas que se realicen en
la curva. Este elemento cobra gran importancia pues nos ayuda a reconocer cuando
dos curvas elipticas son isomorfas. Y ademas, también nos permite contar el niimero
de automorfismos sobre una curva eliptica dada.

Palabras clave: curva eliptica, invariante j, morfismo algebraico.



Abstract

We start with a brief reminder on some notions of algebraic sets, rational and
regular maps. On the other hand, we will see that the Weierstrass form of a cubic
has two important elements associated to it. The first is the discriminant 7 that
allows us to decide whether a cubic is singular or not. The second element, very
important in this work, is the j invariant, whose name is due to the fact that it does
not vary despite the changes in coordinates that are made in the curve. This element
is crutial because it helps us to recognize when two elliptic curves are isomorphic.
And in addition, it also allows us to count the number of automorphisms on a given
elliptic curve.

Keywords: elliptic curve, the j invariant, algebraic maps.
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Introduccion

En el presente trabajo veremos céomo a cada curva eliptica se le puede asociar una
ecuacion de Weierstrass. Dada esa presentacion, asignaremos a sus coeficientes un
par de ntimeros que seran de vital importancia.

El primero es el discriminante, el mismo que distingue si una ctibica en forma
de Weierstrass es singular o no. El otro valor es més importante ain, pues nos
permite determinar si dos curvas elipticas son isomorfas sobre la clausura algebraica
del cuerpo donde estan definidos los coeficientes. Este valor es el llamado invariante
j. Recibe el apelativo de invariante pues para cada par de curvas isomorfas este
valor j no cambia.

Si bien el invariante j nos permite concluir si dos curvas elipticas son isomorfas
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, no nos especifica si lo son sobre el cuerpo
original. Para decidir lo tdltimo introduciremos el concepto de twist. Gracias al
invariante j también podremos determinar la pertinencia o no de estudiar familias
especificas.

Richard Andres Villajuan Guzman
Lima, Perii.

2022



Capitulo 1

Equivalencia birracional de ciertas
cubicas

Iniciaremos nuestra presentacion con algunas definiciones de la geometria algebraica.
Para el desarrollo de este capitulo se puede consultar [4], [5], [6], [10], [15].

Recordemos algunos nociones de la geometria algebraica. Un subconjunto X
sobre el espacio afin Af (o sobre el proyectivo Pf) es algebraico si existe S C
K[zy,- -+ ,x,] familia de polinomios (o S C Kz, -+ ,z,.1] familia de polinomios
homogéneos), tal que X = V(5), donde V(95) es el conjunto de ceros comunes de
los polinomios de la familia S.

Ejemplo 1.1. Sean los polinomios f, g € K[z,y|, dados por f(z,y) =y — 2y
g(z,y) =y — 2. Con ellos el conjunto X = V(f,g) = {(0,0), (1,1), (—=1,—1)} es
algebraico sobre el espacio afin A%.

Ejemplo 1.2. Sobre el espacio proyectivo P2, el conjunto formado por un solo punto
a = (ap : a1 : ag) es algebraico, pues {a} = V({a;z; —a;z; : 0 <i < j <2}).

Dados los polinomios fi, ..., fm € K[zy,...,z,], ellos determinan una aplicacién
polinomial ¢ : Ag — Ay, via evaluaciéon. En efecto, si x € Af, entonces las
coordenadas de ¢(x) son fi(z),..., fm(x). Sean X C A} y Y C AR conjuntos
algebraicos afines (o variedades afines). Una funcién ¢ : X — Y es regular si es la
restriccion a X de una funcién polinomial A — Ag'. En particular, notemos que
dos polinomios f, g € Klzy,...,z,| determinan la misma funcén regular X — K si
y solo si la diferencia f — ¢ se anula en todo punto de X.

Sea X C Af un conjunto algebraico. Una funcién racional en X es el cociente
de dos funciones regulares.

Sean X C P" y Y C P™ variedades proyectivas. Una funciéon ¢ : X — Y se
denomina racional si se puede escribir como

Oz : -+ xp) = [Fo(xg, ..., xp) o+ Fpu(xo, ..., xp)]

para ciertos polinomios homogéneos Fy, ..., F,, € K[xg,...,z,] del mismo grado,
donde al menos uno de ellos no se anula completamente en X.

Decimos que ¢ es regular en el punto p € X si se puede representar por polinomios
homogéneos Fy, ..., F,, que no se anulan simultaneamente en p.
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En principio, una funcién racional esta definida sobre el abierto X\V (F, ..., F,,),
pero su dominio de definicién (como funcién regular) puede ser més grande.

Si ¢ es regular en todo punto de X, entonces decimos que ¢ es un morfismo
regular.

Nota para el lector. Para una discusién clara y detallada ver el libro [12].

Ejemplo 1.3. Sea el conjunto algebraico X = V(z?4+y?—1). La funcién f : X — R,
dada por f(z,y) = g, es una funcién racional sobre el conjunto X.
x

Ejemplo 1.4. Sea C'la curva en P? dada por 2z = 3? y considere la funcién racional
C — P! definida por [z : y : 2] — [z : y]. Esta funcién es regular pues [0: 0 : 1] no
pertenece a C'. Notemos que [z : y] e [y : 2] definen la misma funcién racional en C.

Vamos a tratar en términos generales de la equivalencia de ciertas curvas cubicas,
es decir, de la interrelacion de los lugares geométricos de ceros de diversos polinomios
ctibicos en dos variables (realmente en tres, pues en ciertos casos es preferible tra-
bajar con polinomios homogéneos en el espacio proyectivo).

Aca es importante plantearnos la siguiente pregunta: si los polinomios a tratar
estan definidos sobre un cuerpo K, la equivalencia a considerar debera estar definida
sobre este cuerpo, o es licito trabajar en una clausura algebraica?

La pregunta anterior nos conduce casi de inmediato a parte del tema a tratar
en esta tesis. Supongamos que tenemos una relacién polinomial —cubica, digamos—
definida sobre un cuerpo K, que no es algebraicamente cerrado. Supongamos también
que por un motivo u otro conocemos uno o mas puntos “racionales” sobre esta curva.
Nuestro interés se centra en saber cémo conseguir, en base a este conocimiento, pun-
tos adicionales con coordenadas en el cuerpo base K.

Ejemplo 1.5. Sobre el espacio proyectivo IP’?@ consideremos las curvas

Cy : zy® — 2%z 4+ 2xyz — 4x2® + 3yz2 =0,

Cy : V2w + 2uvw + 3vw? = v + dulw.

Si a la ecuacién de la curva C; la multiplicamos por xz? y hacemos el cambio de
variable u = zz, v = 2y, w = 2%, se consigue (u: v : w) € Cy. Es decir tenemos el
morfismo « : C; — Cy, definido por a(z : y : 2) = (xz : 2y : 2?). Cuando aplicamos
a debemos de tener cuidado en el caso que zz,xy, 2% se anulen simultdneamente,
pues alli vamos a tener que trabajar con los puntos (z : 0 : 0) = (1 : 0 :0)y
(0:y:0)=(0:1:0). Aquiel problemaesquea(l:0:0)=a(0:1:0)=(0:0:0)
no pertenece al espacio proyectivo, y en este caso para hallar la imagen de (1: 0 : 0)
y (0 : 1 :0) es necesario tomar otro representante racional de a. Para obtener
la imagen de (0 : 1 : 0), debemos de tener en cuenta que estamos trabajando con
morfismos racionales en variedades proyectivas, y por ello es posible reemplazar la
definicion dada de « por otra equivalente, a saber:

’)

(22 : 2y 2% = [wyz : oy? : Y22



Asimismo, usando el hecho de que para puntos (z : y : 2) € C se cumple 3yz* =
1?2z — 2zyz + 422? — 2y?, obtenemos

—zy? + 2%z — 2ryz + 4x22]

[z 2y : 2% = [zyz  2y?  y2?] = {xyz ay? 3

Ahora factorizamos x y obtenemos

—y? +xz — 2y + 422}
3

[xz:xy:zz}:{yz:?f:

como funciones racionales en ;. Evaluando el lado derecho de la ultima igualdad
en [0:1: 0] obtenemos

a(O:l:O):(0:1:—%):(0:3:—1).

Con ello se obtuvo finalmente la imagen de (0 : 1 : 0) mediante o.
Ahora para hallar la imagen de (1 : 0 : 0) seguiremos un argumento similar. En
coordenadas homogéneas se tiene

[x2 : 2y : 2%) = [zyz : 29° : 922

Dado que para puntos (z : y : z) € Cy se tiene la identidad zy? = 2%z — 22y +422% —
3yz?, el lado derecho es equivalente a

[z2 : 2y : 2] = [wyz : wy? : y2?] = [wyz : 2°2 — 2wyz + 422® — 3y2? : y2P).
Podemos ahora factorizar z y obtenemos finalmente
[z2 : 2y : 2] = [zy : 2* — 22y + 4z2 — 3yz : y2],

como funciones racionales en ;. Evaluando el lado derecho de la ultima igualdad
en el punto [1:0: 0] nos da finalmente

a(l:0:0)=(0:1:0).

De esta manera, tenemos que el morfismo « estd definido sobre todo C

Por otro lado, existe una forma para regresar de la curva Cy a Cy y es de la
siguiente manera: si a la ecuacién de la curva Cy la multiplicamos por u?w y hacemos
el cambio de variable x = u?, y = vw, 2 = uw, obtenemos (z : y : z) € C;. Es decir
tenemos el morfismo 3 : Cy — O definido por S(u : v : w) = (u? : vw : uw). Al
igual que para el morfismo o, debemos de tener cuidado cuando u?, vw, uw se anulen
simultdneamente, pues alli vamos a tener que trabajar con los puntos (0 : v : 0) =
(0:1:0)y(0:0:w)=(0:0:1), puntos que se encuentran en Cy. Para obtener
la imagen de (0 : 1 : 0), debemos de tener en cuenta que estamos trabajando con
morfismos racionales en variedades proyectivas, y por ello es posible reemplazar la
definiciéon dada de « por otra equivalente, a saber:

[u? :vw :uw] = [u? :wow : wPw).
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Asimismo, usando el hecho de que para puntos (u : v : w) € Cy se cumple u® =
v2w + 2uvw + 3vw? — 4uw, obtenemos

3

[u? :vw :ww] = [u? :wow : vPw] = w4+ 2uvw + 3vw® — duPw : uwow : uPw).

Ahora factorizamos w y obtenemos
[u? : vw : uw] = [v* + 2uv + 3vw — 4u® : uv : U,

como funciones racionales en 5. Evaluando el lado derecho de la ultima igualdad
en [0:1:0] se tiene
B(0:1:0)=(1:0:0).

Ahora para hallar la imagen de (0 : 0 : 1) seguiremos un argumento similar. En
coordenadas homogéneas tenemos

[u? : vw : uw] = [u? (v + 2u + 3w) : vw(v + 2u + 3w) : uw(v + 2u + 3w))].

Dado que para puntos (u : v : w) € Cy se tiene la identidad vw(v 4 2u + 3w) =
u?(u + 4w), el lado derecho es equivalente a:

[u? : vw : vw] = [ (v + 2u + 3w) : v (u + 4w) : uw(v + 2u + 3w)].
Podemos ahora factorizar u y obtenemos finalmente
[u? 1 vw : uw] = [u(v + 2u + 3w) : uu + 4w) : w(v + 2u + 3w)],

como funciones racionales en C5. Evaluando el lado derecho de la ultima igualdad
en el punto [0: 0 : 1] nos da finalmente

B0:0:1)=(0:0:3)=(0:0:1).

De esta manera, tenemos que el morfismo [ esta definido sobre todo Cj.

Ahora veamos los puntos en el infinito de la curva C4. Al reemplazar z = 0 en
la ecuacién de la curva C; se tiene xy? = 0, de ello se desprende que los puntos en
el infinito de la curva Cy son (1:0:0) y (0:1:0).

En el caso de la curva C5, para hallar los puntos en el infinito reemplazamos
w = 0 en la ecuacién de la curva Cy obteniendo 0 = u3. Es decir que el punto en el
infinito de la curva Cy es (0:1:0).

Tenemos que se cumple (1 :0:0)=(0:1:0)ya(0:1:0)=(0:3:-1),y
por ello observamos que el morfismo « no preserva los puntos en el infinito.

Notamos que a no es una biyeccién pues a(1:1:0) =a(1:0:0)=(0:1:0).

Los morfismos de interés en esta tesis son aquellos que preservan la colinealidad
pues ellos corresponden a los homomorfismos de grupos algebraicos.



Capitulo 2

Curvas elipticas

A lo largo de este capitulo veremos las formas candnicas de las curvas elipticas segiin
la caracteristica del cuerpo donde se trabaje. Para este capitulo se pueden consultar
[1], 3], [7], 18], [10], [11].

2.1 Singularidades de curvas cuibicas

Sea K un cuerpo. Un polinomio no constante f € K[z, y| define una curva afin C en
K2 via
{(z,y) €K*: f(z,y) = 0}.
Todo punto (z,y) € K? que satisface

0 0
() = o (@) =0

se dice singular si (x,y) € C; caso contrario decimos que es no singular o regular.

Ejemplo 2.1. Seala curva C = {(x,y) € F5 : f(x,y) = y* +y+tay—2®—a?—x—1=
0}. Determinemos los puntos singulares de C mediante el sistema
of 2
—(z, = y—3z"—2x—-1=0,
5 &Y = Y
of
dy
De la segunda ecuacién obtenemos z = 1 y al reemplazarlo en la primera ecuaciéon

se tiene y = 0, y como (1, 0) pertenece a la curva C concluimos que es el inico punto
singular.

(x,y) = 2y+1+ax=1+2=0.

Ejemplo 2.2. Determinemos los puntos singulares de la curva C' = {(z,y) € F3 :
flx,y) =9y? — 2% — 2% — 20 — 1 = 0} con ayuda de

of

= 322 _92%x—92= 1=
8x($’y> 3x T x -+ 0,
of
— = 2y=0.
ay(:lc,y) y

Obtenemos = = 2, y = 0; como se tiene (2,0) ¢ C, no hay puntos singulares.
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Ejemplo 2.3. Consideremos la curva afin C = {(z,y) € F2 : f(z,y) = y* + 2y +
3y — 23 — 42? — 2x — 2 = 0}. Calculemos sus puntos de singularidad:

0
a—i(x,y) = y—32*-8r—2=y+22° +22+3 =0,
g—i(x,y) = 2y+x+3=0.

De la segunda ecuacién se desprende y = 22+ 1 que al ser reemplazado en la primera
ecuacion lleva a 222 + 4x + 4 = 0, cuyas soluciones son x = 1, x = 2. De los pares
(1,3) v (2,0) tenemos que solamente el segundo pertenece a C; y por lo tanto es su
Unico punto singular.

De manera similar, un polinomio homogéneo no constante F' € K[z, y, z] define
una curva proyectiva D sobre P% como

D={lr:y:2]€Ps: F(lr:y:z]) =0}
En tal caso todo punto P = [xg : 4o : 20] que satisface
oF oF oF
ZZ(P)= 2 (P) =
01:( ) ay( ) 0z

se dice singular si P € D; caso contrario decimos que es no singular o regular.

(P)=0

Ejemplo 2.4. Sea el polinomio F([z : y : 2]) = y?z+yz® +ayz — 2® — a2z — 122 — 23

sobre el cuerpo Fy. Calculemos los puntos singulares de la curva proyectiva D =
{lx:y:2]€Pg, : F(lr:y:z2]) =0}. Para [z :y: z] un punto singular de la curva
proyectiva D, tenemos

F
g—x([xzy:z]) = yzr—32° -2z — 22 =yz—a’— 22 =0, (2.1)
oF
a—y([x:y:z]) = uz4 2’ tzz=22+az=0, (2.2)
oF

a(hzy:z]) = P+ 2zt+ay—3>-202-3 =y  +ay—2°— 22 =10.(2.3)

De 2.2 se obtiene z(z + z) = 0 y se tienen dos casos. Si z = 0, de 2.1 obtenemos
—22 =0 con lo cual z = 0 y de 2.3 se desprende y = 0 lo cual es absurdo pues en
el espacio proyectivo no podemos aceptar el punto [0 : 0 : 0]. Por lo tanto, tenemos
z = x y al reemplazarlo en 2.1 se cumple xy = 0. Luego de 2.3 se desprende y? = 0
con lo cual nuestro punto es [z : 0:z] = [1:0: 1], el mismo que esta en la curva D
y por lo tanto el inico punto singular de la curva D = {[z 1y : 2] € P§, : F([z : y:

z]) = 0}.

Ejemplo 2.5. Dado el polinomio F([x : y : z]) = y?z — 2% — 2%z — 222 — 23 sobre
el cuerpo Fj, calculemos las singularidades de la curva proyectiva D = {[z 1y : 2] €
Pg, : F([z -y : 2]) = 0}. Para [z : y : z] un punto singular de la curva D, tenemos

3

Z—i([m cyz]) = =327 =222 —22° = 202 — 227 =0, (2.4)
oF

8—y([ﬂfry:Z]) = 2yz =0, (2.5)
%—I;([miyiz]) = - —daz—322 =y —2® —4dx2=0. (2.6)



De 2.5 tenemos dos posibilidades. Si z = 0, de 2.6 se desprende y = z con lo
cual [1 : 1 : 0] es solucién del sistema; pero como no pertenece a la curva D no lo
tomaremos en consideracién. Por otro lado, si y = 0, de 2.6 tenemos z(z +4z) = 0.
Para el caso x = 0, observamos de 2.4 que se cumple z = 0 y de 2.6 que se cumple
y = 0, lo cual es absurdo pues [0 : 0 : 0] no pertenece al espacio proyectivo. Ahora
para x = z, de 2.4 tenemos z = 0 lo cual es absurdo pues sobre el espacio proyectivo
no se puede tener el punto [0 : 0 : 0]. En resumen, no existen puntos singulares en
la curva proyectiva D.

Ejemplo 2.6. Sea el polinomio F'([z : y : 2]) = y?2 +ayz+3yz? — a3 — 42?2 — 2522 —
223 sobre el cuerpo F5. Si [z : y : z| es un punto singular de la curva proyectiva
D={lz:y:2] €P§ : F([z:y:z]) =0}, se tiene

OF

%([ZE y:2]) = yz—32%—8xz—222=0, (2.7)
oF 9

a—y([m:y:z]) = 2yz4+2x2+32°=22y+z+32) =0, (2.8)
oF 2 2 2

E([m:y:z]) = y° 4y + 6yz —4z° — 4zz — 62 = 0. (2.9)

De 2.8, tenemos 2z =002y +x+32=0. Si z =0, tenemos x = 0 de 2.7 y de 2.9
se desprende y = 0.

Por otra parte, si z = 3y+2z, de 2.7 se obtiene y(3y+2z) = 0 con lo cual tenemos
y =006y =3z Siy = 3z, entonces de 2.9 se tiene 2> = 0 y con ello z = 0, lo
cual es absurdo. Por lo tanto nos queda el caso y = 0 lo cual nos da z = 2z que
al reemplazarlo en 2.9 deriva en —302% = 0. Es decir, la solucién del sistema es el
punto [2z : 0: z] = [2: 0 : 1] que pertenece a la curva D.

Existe un procedimiento estandar en el cual un polinomio de grado n en dos
variables puede asociarse con uno homogéneo en tres variables llamado homoge-

x
nizacion, el cual se define por F(z,y,z) = 2" f (—, Q) Para regresar al polinomio
z' z

original f(z,y) basta tomar z = 1.

Dado el polinomio f(z,y) = y> +y + 2y — 2*> — 22 — 2 — 1, su homogenizacién
es F([r 1y : 2]) = y?2 +yz? + xyz — 2® — 222 — x2° — 23. Por los ejemplos 2.1 y
2.4, tenemos que las singularidades de las curvas C = {(x,y) € K* : f(z,y) = 0}
yvD=Alzr:y:2] €P%: F(lx :y:z2]) =0}sedanen (1,0) y [1 : 0 : 1],
respectivamente. En el caso de f(z,y) = y? —2® — 2% — 22 — 1, su homogenizacién es
F(lx :y:2]) =y?z— 23— 22— 222% — 23. Por los ejemplos 2.2 y 2.5, en ninguno de
los dos casos existen puntos de singularidad. Podriamos decir que si una curva afin
no tiene singularidades, tampoco las tendra su versiéon homogenizada y viceversa.
Lastimosamente, eso no es cierto pues la curva C = {(x,y) € R*: f(z,y) =y —23 =
0} no tiene puntos singulares (f,(z,y) = 1 # 0); mientras que su clausura proyectiva
D={lx:y:2]€P%: F([r:y:z2]) =yz*— 2% =0}, cuyas derivadas parciales son
Fo(lx:y:z2]) ==32% Fy([x 1y : 2]) = =2%y F.([z : y : z]) = 2yz, tiene un punto
singular el cual es [0: 1 :0].

Dada la curva C = {(z,y) € K*: f(z,y) = 0} y su clausura proyectiva D = {[z :
y:2] €P%: F([z:y:z]) =0}, diremos que P es un punto al infinito de la curva
C cuando interceptamos la recta z = 0 con la curva proyectiva.
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Ejemplo 2.7. Seala curva C = {(x,y) € K*: f(z,y) = 2* — 3y +2? = 0}. Tenemos
que su clausura proyectivaes D = {[r 1y : 2] € PZ : F([z:y: 2]) = 23 —3y2?+2?2 =
0}. Si interceptamos la curva proyectiva D con z = 0, se tiene 23 = 0, lo cual nos
lleva a que x = 0 y por ello nuestro punto al infinito es [0 : 1 : 0].

Ejemplo 2.8. Sea la curva C = {(x,2) € K? : f(x,2) = 2® — 322 + z = 0}.
Tenemos que su clausura proyectiva es D = {[z : 2 : y] € P : F([x : z : y]) =
23 — 3z2y + 2y? = 0}. En este caso vamos a interceptar la curva proyectiva D con
y = 0, de donde obtendremos que x® = 0, lo cual nos lleva a que z = 0 y por ello
nuestro punto al infinito es [0: 0 : 1].

Ejemplo 2.9. Ahora consideremos la curva C = {(x,y) € K*: f(z,y) = y*+a1xy+

azy — x® — agr? — ayr — ag = 0}, cuya clausura proyectiva es D = {[z : y : 2] € P% :

F(lz:y:2]) = y?z+ajzyz + azyz® — 2% — asw?z — aqx2? — agz® = 0}. Al interceptar
la curva proyectiva con z = 0, se tiene que x® = 0, es decir = 0 y con ello el punto
al infinito es [0 : 1: 0].

A continuacién definiremos el concepto de curva eliptica que sera el tema central
de este trabajo.

Sean aq, as, agz, ay y ag elementos de un cuerpo K. Una curva eliptica construida
sobre K, denotada por E(K), es una curva no singular determinada por la ecuacién

Y+ arzy + asy = 23 + asx? + auz + ag (2.10)

junto con su punto al infinito @ = [0 : 1 : 0], el cual fue calculado en el ejemplo
anterior. Es decir, formalmente estudiaremos objetos del tipo

E(K) = {(z,y) € K*: y* + a1y + asy = 2° + asa® + asz + ag} U {O}.

La curva eliptica E(K) puede ser incrustada en el espacio proyectivo PZ% al ho-
mogenizar la ecuacién (2.10) al agregar el factor z de la siguiente manera

Y2z + a1xyz + azyz® = 2 + a9x®z + agx2® + a2, (2.11)

la cual es llamada forma de Weierstrass.

Consideremos la funcién F([z : y : z]) = y?2 + azyz + azyz? — 2° — agx®z —
asr2® — agz®. En este caso tenemos
oF
— = MYz — 32?2 — 2a9x2 — a422,
ox
oF 9
— = 2yz+axz+azz’,
Ay
oF
F y* + a1y + 2a3yz — asr? — 2a472 — g2
z
oF . .
Como —(O) =1 # 0, entonces se tiene que O es un punto no singular de la curva

proyectiva D = {[z:y: 2] € PL: F([x:z:y]) =0} .



Asi como la curva eliptica E(K) puede pasar del espacio afin al proyectivo,
también podemos llevarla del espacio proyectivo al afin al deshomogenizar la ecuacion
(2.11), es decir, al poner z = 1, para finalmente retomar la ecuacién (2.10).

Lema 2.10. Sea f € K[z, y] el polinomio f(x,y) = y*+a1xy+azy—x3 —asx® —asx—
ag. Consideremos la curva afin C {(z,y) € K*: f(z,y) = 0}, y su correspondiente
curva proyectiva D = {[x :y: 2] € PL: F([x : y : z]) = 0}, donde F € K[z,y, 2]
es la homogenizacion de f. Se cumple que el punto en el infinito O es no singular,
y que los puntos singulares de la curva proyectiva se encuentran en la parte afin.
Ademds, si (z,y) es un punto singular de la curva afin, entonces [x : y : 1] es un
punto singular de la curva proyectiva.

Prueba. Lineas atras hemos visto que el punto en el infinito O es un punto no
singular. Por otro lado, si tenemos un punto singular [z : y : z| de la curva proyectiva,
se tiene

oF
a—[x ry:z] = ayz — 31 — 20912 — a4z’ =0,
x
oF
a—[q: Ytz = 2yz+awz 4 azz’ =0,
Y
oF 2 2 2
a—[a: Yy z] = YT+ arxy + 2a3yz — asx” — 2a4xz — 3agz” = 0.
z

De la segunda ecuacién se tiene z = 0 0 2y + a1x + azz = 0. Para el caso z = 0 se
tiene de la primera ecuacién x = 0, lo cual al combinarlo con la tercera ecuaciéon se
obtiene y = 0, es decir tendremos el punto [0 : 0 : 0] quien no pertenece al espacio
proyectivo. Por lo tanto tenemos z # 0, y podemos afirmar que todo punto singular
de la curva proyectiva D = {[z : y : 2] € P% : F([x : y : z]) = 0} es de la forma
[ :y : 1]. Ademds, obsrevamos que si [z : y : 1] es punto singular de la curva
proyectiva D = {[z : y : 2] € PZ : F([z : y : z]) = 0}, entonces el punto (z,y) es
punto singular de la curva C = {(z,y) € K? : f(z,y) = 0}.

Como F es la homogenizacién de f se tiene F([x : y : 2]|) = 23f (f, g), con
2z

derivadas
or, B of rx y
aplrswis) = 250 (20).
or,. B of rx y
a—y([fﬂ-y-z]) = 22% <;a;>
or . B Ty of rx vy of rx vy
Golloid) = 820 (20) —eegn (50) —u (53)-

Se puede observar que si (x,y) es un punto singular de la curva C = {(x,y) €

K? : f(z,y) = 0}, entonces [z : y : 1] es un punto singular de la curva proyectiva
D={lz:y:2]€P%:F(lx:y:z]) =0} O

A continuacién definamos el discriminante, concepto que permitira en la siguiente
seccion decidir contundentemente si una curva de tipo

E(K) ={(z,y) € K* : * + arzy + asy = 2° + ax3” + agz + ag} U {O},
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posee algiin punto singular o no. Consideremos las expresiones

dg = a%+4a2,

dy = aya3+ 2ay,

dg = ag + 4ag,

dg = a%aG + 4asag — ar1asay + a2a§ — ai,
eq = dy —24dy,

e = —di+ 36dydy — 216ds.

El discriminante 7 de la ecuacién de Weierstrass (2.10) se define como
7(E) = —d3ds — 8d3 — 27d3 + 9dydyds.

Ejemplo 2.11. LacurvaC = {(z,y) € F3 : f(z,y) =0}, con f(x,y) = y*—a®—x?—
2x — 1, es eliptica pues no admite puntos singulares. En este caso su discriminante
vale 1.

Ejemplo 2.12. La curva C = {(z,y) € F2 : f(z,y) = 0}, donde f(z,y) = y* +zy +
3y — x3 — 4x? — 2x — 2, no es eliptica pues tiene un punto singular (2,0). Acé su
discriminante es 0.

Veamos las distintas formas reducidas (y candnicas) que puedan adoptar las cur-
vas elipticas al tomar en cuenta el valor de la caracteristica del cuerpo K sobre el cual
se trabaja si hacemos cambios lineales reversibles (los mismos que evidentemente
preservan el caracter singular o no de una curva). A partir de ahora consideraremos
7 como el discriminante de la forma de Weierstrass (2.10).

2.2 Formas candnicas en caracteristica 2

Organizamos nuestro estudio en dos variantes.

Caso a; = 0. En este caso se tiene dy = dy = 0, dg = a2, dg = asa? — a3,
ea=es=0y7T=-27d%=d2 = aj.

Primero veamos un ejemplo de curva eliptica, con a; = 0, que mediante un

cambio de variables adoptard una forma maés facil de estudiar. Ademaés, dicho cambio
preservara el caracter singular o no de los puntos.

Ejemplo 2.13. La curva E; : y?> +y = 2% + 22 + 1 definida sobre 5 es una curva
eliptica (acd 7 = 1 # 0) . Hacemos el cambio de variable t = z — 1, s = y para
(z,y) € E;. Como (t+1,s) € Ey, se tiene

s4+s = (t+1)P+(E+1)2+1,
SP4+s = PP +t+1+24+1+1,
sS+s = P+t+1.

Dada E, : s> + s = t3 + t + 1, tenemos nuevamente que esta es una curva eliptica
(nuevamente con 7 = 1). Ahora definamos la funcién ¢ : Ey — E, como (z,y) =
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(x —1,y), que esté bien definida por lo anterior. Observamos que podemos pasar de
la curva E; a Ey mediante la funcién 1, y con ello la curva F; adquiere una forma
mas manejable (dada por E;). Obsérvese que en ambos casos el discriminante es
simultdneamente distinto de 0.

Lema 2.14. En un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 2 una curva
cubica de la forma
2 3 2
Yo+ azy = a7 + ax” + asT + ag

es singular si y solo si 7 = 0.

Prueba. En primer lugar tenemos que el discriminante es cero si y solo si ag = 0,
pues T = aj.

Ahora bien, por el lema 2.10, analizar la singularidad del punto (zg,yo) en el
espacio afin es lo mismo que analizar el punto (g : yo : 1) sobre el espacio proyectivo.
Si un punto P = [z : 9o : 1] € E es singular, se ha de tener

oF

o o0 1) = Il w0 1) = Sl 230 1) =0,

dy 0z

3

donde F([z :y : 2]) = y*2 + azyz? — 2% — apx?z — aqwz® — ag2®. Es decir, con los

valores expresados, se debe cumplir

—356(2] — ay = 0
as = 0

2 2 ol
Yy — axy —ag = 0.

Lo anterior tiene solucién en az = 0y (xo,yo) = (y/as, v/azas + ag). Por lo tanto,
podemos concluir que la curva de Weierstrass es singular si y solo si a3 (y con ello
7) se anula. O

En un cuerpo algebraicamente cerrado, donde la caracteristica del cuerpo es 2 y
se tiene a; = 0, con el cambio x = 2’ + a, obtenemos

y2+a3y:x3+b4x+b6~,

donde by = a2 + ay, bg = asas + ag, y el discriminante sigue siendo ag.
Si ademds hacemos el cambio y = azy’, * = {/a3x’ obtenemos

y' +y = 2%+ + cp;

b b
44 y g = —g. Con este cambio, el discriminante es igual a 1. Es

a as

3
decir, mediante dicho cambio de coordenadas la curva de discriminante distinto de
0 se convierte en una curva cuyo discriminante es igual a 1.

donde ¢4 =

Observacién 2.15. El cambio de variable anterior tiene sentido si y solo si /a3
pertenece al cuerpo donde queremos trabajar, es decir no es indispensable asumir
que K sea algebraicamente cerrado.
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Ahora, si adicionalmente realizamos el cambio x = 2’ + ¢4 tendremos
2 3 2
Yty =12+ ax” + ag;

donde ay = ¢4 y ag = cg, con discriminante igual a 1.
Curiosamente el mismo cambio x = 2’ + as nos regresa a la anterior versién
y? +y = 2® + c4x + ¢ y el discriminante sigue siendo 1.

Caso a; # 0. En este caso se tiene dy = a?, dy = aya3, dg = a3, dg = atag —
a1a3a4 + agag — ai yT= —d%dg - 27dg + 9d2d4d6 = d%dg + d% + d2d4d6.

2 2
. . . as aiays + a
Si hacemos el cambio de variable x = a3z’ + —, y = aly’ + % obtenemos
la forma
2 _ .3 /.2 /
Y-+ ay =x" + ayx” + ag,
6 5 4, 2 4.2 4 33
as + aias aiag + ajasay + ajasas; — aja; — a; — a5a
donde a) = ———, af = — 1 =3 14 3 135 Tenemos
ay ay
dy=1,d, =0,dy; =0, d; = ag y el nuevo discriminante resulta 7/ = —ag. Con

.. T

respecto a los valores originales, este 7’ vale —.
ay

Ahora veremos una curva con a; # 0 que mediante un cambio de variables

toma una forma menos compleja a estudiar. Lo importante de ese cambio es que se
preserva la singularidad o no de las mismas.

Ejemplo 2.16. Sobre F, definamos la curva Es : y?> + a2y +y = 23 + 2 + 1, con
7 =1 %# 0. Guidndonos del cambio de coordenadas dado anteriormente, tomaremos
t=x—1,s=ypara (z,y) € F3. Como (t+ 1,s) € Ej3, se tiene

S+ t+1)s+s = (E+1)°>+t+1+1,
S+ts+s+s = LB+ +t+1+t+1+1,
0% ol Sl g/

Sea B, : s> +ts =t3+t2 41, la cual también satisface 7 = 1. Definamos la funcién
Y By — E4 como Y(z,y) = (z — 1,y), que estd bien definida por lo anterior.
Tenemos que podemos pasar de la curva F3 a E,; mediante la funcién 1, y con esto
la curva Fs3 se ve en una forma maés facil dada por Ej, ademas el discriminante sigue
siendo distinto de 0.

Lema 2.17. En un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 2 una curva
cubica de la forma

y? 4 arzy + asy = 2 + aox® + aux + ag,
con a; # 0, es singular si y solo si T = 0.

Prueba. Sabemos que existe un cambio de coordenadas que nos permite pasar de
la curva general a la curva y? + zy = 23 + asz? + ag. Por ello, la curva general es
singular si y solo si la curva y* + zy = 2° + abz + af es singular, y de esta forma
podemos limitarnos a trabajar con la segunda ya que el discriminante de uno es
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un multiplo no nulo del discriminante de la otra. En primer lugar notemos que el
discriminante vale cero si y sélo si ag = 0, pues 7 = —ag.

Por el lema 2.10, analizar la singularidad del punto (xg,yo) en el espacio afin es
lo mismo que analizar el punto [xg : yo : 1] sobre el espacio proyectivo.

Si un punto P = [xg : 4o : 1] € FE es singular, se ha de tener

OF

(oo 1) = 5 (oo s 1) = G (fso 0 1) =

3 /.3

donde F(z : y : 2z) = y*2 + ayz — 2% — abw?z — agz®. Es decir, con los valores

expresados, se debe cumplir

Yo — 3x2 =0
Zo = 0
Y2 + woyo — ahzs — 3ay = 0.

Lo anterior tiene tnica solucién en ag = 0y (xo, y0) = (0,0). Por lo tanto, podemos
concluir que la curva en forma de Weierstrass es singular si y solo si su discriminante
se anula. O

Ejemplo 2.18. Sea la curva y?> + zy = 23. En este caso se tiene a; = 1, a3 = 0,

ag =0,a4 =0,a4 =0,dy =1,dy =0, dsg = 0, dg = 0, y concluimos que el
discriminante vale 7 = d3dg + d% + dadsds = 0. Notemos que la curva es singular en
(0,0).

2.3 Caracteristica distinta de 2

Comenzamos con unos ejemplos tipicos que nos permitan simplificar la forma de
una curva eliptica mediante un cambio de coordenadas reversible.

Ejemplo 2.19. La curva E; : y* + 32y +y = 23 + 22 + 22 + 1, definida sobre
5, satisface 7 = 2. Hacemos el cambio de variable t = z, s = y + 4z + 3 para
(x,y) € Ey. Como (t,s — 4t — 3) € Ey, tenemos

(s —4t —3)2 +3t(s—4t —3)+s—4t—3 = 3+ 2 +2+1,
2 = 4t
Sea la curva Fs : s> = t3 +t y consideremos la funcién ¢ : £} — E, definida
por ¥(x,y) = (z,y + 4x + 3) que estd bien definida por lo visto anteriormente. La

funcion 1 convierte la curva E; en FEs, la cual evidentemente es una forma mas
sencilla de estudiar; el discriminante de E5 vale 2.

Ejemplo 2.20. La curva E : y? + 2zy + 2y = 2° + 22 + 2 + 3, definida sobre Fj,
cumple 7 = 3. Hacemos el cambio de variable t =z, s = y + x4+ 1 para (x,y) € Ej.
Como (t,s —t — 1) € Ej, se obtiene
(s—t—12+2t(s—t—1)+2(s—t—1) = 3 +¢>4+2t+3,
s° = 427 +4t+3.

14



La curva Ey : s = t3 4 2t 4 4t + 3 retorna a su forma original con ayuda de la
funcién ¢ : By — E3 definida por ¢(z,y) = (x,y +  + 1). Acé el discriminante de
E> también vale 3.

Ejemplo 2.21. La curva E; : y? + 2zy = 2® + 22 + o + 2, definida sobre F3, es
eliptica pues 7 = 2. Hacemos el cambio de variable t = z, s = y+x para (x,y) € Ej.
Como (t,s — t) € E, tenemos

(s—t)2+2(s—t) = 2+ +1+2,
2 = B2+t 2

Sea la curva eliptica Fy : s = t3 +2t2 +t + 2. La funcién ¢ : B, — E,, donde
Ey : 8% =134 2t? + t + 2, definida por ¢(z,y) = (z,y + x), nos permite facilitar la
expresion de E al convertirla en la curva eliptica Fs, cuyo discriminante es 2.

Ejemplo 2.22. La curva E; : y? + 2xy +y = 23 + 222 + 2 + 1, definida sobre Fs,
es eliptica pues cumple 7 = 1. Hacemos el cambio de variable t =z, s =y +x + 2
para (z,y) € Ey. Como (t,s —t —2) € E, tenemos

(s—t—=22+2(s—t—-2)+s—-t—-2 = 3+22 +t+1,
2 = B4+2t+2

Sea la curva eliptica Ey : s> = t3 + 2t + 1. La funcién ¢ : E; — E,, definida por
Y(z,y) = (z,y + x + 2), nos permite facilitar la expresién de E; al convertirlo en la
curva eliptica F5. El discriminante de Ey vale 1.

Los cuatro ejemplos anteriores se pueden generalizar de la siguiente manera:
. . . / a , as
cuando la caracteristica no es 2, hacemos el cambio y = ¢’ — 330 5 para pasar

de y? + a1ry + azy = 2% + a9x? + ayx + ag, con dy = a? + 4as, dy = ajaz + 2ay,
d¢ = a3 + 4ag, dy = alag + 4asag — ajazas + aza3 — a3 y con discriminante 7 =
—d3dg — 8d3 — 27d% + 9dadyds, a la forma estdndar

y? = 2% + by + byx + bg;

T+4 2 2+4
donde by = u, by = w, bg = w. Para esta ultima curva los
valores d; y €, a considerar seran
dIQ - 462 = dg,
ﬁl == 2b4 - d4,
dg = 4bs = ds,
dy = 4bybg — b3 = ds,
ey = (dy)?—24d, = ey,
ey, = —(db)? +36dydy — 216d; = eg.

Por lo tanto, el nuevo discriminante 7’ es igual a 7.
Veremos més adelante que las curva es singular si y solo si el discriminante se
anula, tal como sucedié en la seccion 2.2.

Observacién 2.23. Notemos que la forma y? = 23 + byx® + byx + bg es siempre
singular en caracteristica 2.
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2.3.1 Caracteristica distinta de 2 y 3

b
Cuando la caracteristica es distinta de 2 y 3, entonces el cambio z = '+ 32 adicional

a lo hecho en la pagina anterior conduce a
2 _ .3 :
Y- =2 4+ 4 + Cg;

3, — b2 27bg — Obsby + 23

y C6 =
3 27
dg = —c2 y un nuevo discriminante 7/ = —16(4c} 4 27¢2) = —16(4b3bg + 4b3 + 2702 —

18b9b4bg). Obsérvese la igualdad 7" = 7.

donde ¢4 = — . Tenemos dy = 0, dy = 2¢4, dg = 4cg,

Procederemos a mostrar que la curva es singular si y solo si el discriminante se
anula.

Lema 2.24. En un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica distinta de 2 y
3 una curva cubica de la forma

2 3
Y° =2 4+ cax +
es singular si y solo si T = 0.

Prueba. Por el lema 2.10, analizar la singularidad del punto (z¢,yo) en el espacio
afin es lo mismo que analizar el punto [z : yo : 1] sobre el espacio proyectivo. Si un
punto P = [xg : yo : 1] € E es singular, se ha de tener

2—5([% 1Yo 1)) = 2—5([% tyo i 1]) = %—Z([% Yo i 1]) =0,

3

donde F([z:y: z]) = y*2 — 2% — cyz2? — 623, Es decir, con los valores expresados,

se debe cumplir

—3x2 — ¢4 =0
2y0 = 0
yg — 2¢4x9 — 3cg = 0.

Se desprende la igualdad yo = 0 y obtenemos el sistema

3%% + Ca = O,
264370 + 366 = 0.
Si ¢y = 0, entonces ¢g = 0. Cuando ¢4 # 0, de la segunda ecuacién se tiene
3ce , , ., 27c¢ + 4c}
Tog = —=—, que si lo reemplazamos en la primera ecuacién lleva a ——— = 0.
Por lo tanto, en ambos casos se tiene 7 = 0 y concluimos que la curva de Weierstrass
es singular si y sélo si su discriminante se anula. O]

Ejemplo 2.25. Sobre F5 las curvas: By :y? =28+ + 1y By 12 =2 —a +1
son no singulares, mientras que: Fz : y? = 2% — 3z + 2, B, : y? = 2% — 32 — 2,
Es : y? = 2® son singulares.
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2.3.2 Caracteristica igual a 3

Como la caracteristica del cuerpo es distinta de 2, toda ctbica es equivalente a una
de la forma
y2 = 2% + byx® + byx + bg.

En este caso tenemos by = b3 = 0, dy = by, dy = 2by, dg = bg y dg = babg — b3. Y el
discriminante esté dado por 7 = 2b3bg + b3b3 + 2b3.

Veamos a continuacion que nuevamente la curva es singular si y solo si su dis-
criminante vale cero.

Lema 2.26. En un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 3 una curva
cubica de la forma
y? = 23 4 byx® 4 byx + bg

es singular st y solo si T = 0.

Prueba. Por el lema 2.10, analizar la singularidad del punto (z¢,yo) en el espacio
afin es lo mismo que analizar el punto [z : yo : 1] sobre el espacio proyectivo. Si un
punto P = [xq : yo : 1] € E es singular, se ha de tener

OF OF OF

%([J/‘o tyo i 1]) = a—y([xo tyo i 1)) = E([% Yo i 1]) =0,

donde F([z : y : 2]) = y?z — 2% — bya®z — bywz?® — bgz>. Es decir, con los valores
expresados, se debe cumplir

—2b21’0 - b4 = \0
2o = 0
yg — 6227(2) — 2b4$0 = 0.

Se desprende la igualdad yo = 0 y obtenemos el sistema

2b2£L‘0 =F b4 = 0,
bgl’g —+ 2()4560 = (0.

Si by = 0, entonces by = 0 y se tiene discriminante cero. Para by # 0, de la primera
., . by 2by

ecuacién, se tiene xy = ~o0, = T Como [z : yo : 1] pertenece a la curva,

obtenemos 2b3 + b2b2 — bgbs = 0, es decir, el discriminante es nulo.

Si el discriminante es nulo, entonces 7 = 2b3bg + b3b3 + 2b3 = 0. Para by = 0, se
tiene by = 0 y al tomar zy = /2bg, se concluye que [z : 0 : 1] es un punto singular.
Para by # 0, tomemos xq solucién de —2bgx — by = 0. Se obtiene que [xg: 0 : 1] es
un punto singular. Por lo tanto, podemos concluir que la curva de Weierstrass es
singular si y solo si su discriminante se anula. O

Ejemplo 2.27. Sobre I3 las curvas E; : y? = 234222 +2+1y By 1 y? = 23+ 22° —x
son no singulares, mientras que Es : 4> =23 + a2 +xvy By =2 + 22 —x — 1
son singulares.

Veamos unos ejemplos para reducir los términos de una curva eliptica mediante
otro cambio de variable.

17



Ejemplo 2.28. Sobre el cuerpo 3, definamos la curva eliptica E; : s2 = 3 + 2t? +
t 4+ 2. A partir de E;, hagamos el cambio u =t — 2, v = s. Como (u + 2,v) € Ej,
tenemos

v = (u+2P+2u+2)+u+2+2,
v o= w20+ 2.

Dada la curva eliptica Ey : v? = u® + 2u® + 2, observamos que ¢ : B, — E,, definida
por ¢(t,s) = (t — 2, s), elimina el término ¢ de la curva Ej.

Ejemplo 2.29. Dada la curva eliptica E; : y?> = 2® + 2% + 2 + 1, sobre F3, hacemos
el cambio t =x — 1, s = y. Como (t+ 1,s) € Fy, tenemos

s = (t+1P+(E+1D2+t+1+1,
& = B+ +1
Dada la curva eliptica Ey : s2 = 3 4+ t2 + 1, observamos que ¢ : E; — E,, definida

por ¢(x,y) = (x — 1,y), al igual que en el ejemplo anterior, permite libramos del
término x.

En resumen, si la caracteristica del cuerpo K donde se trabaje es distinto de 2,
existe un cambio lineal de coordenadas que nos permite eliminar el término z de
una curva eliptica F : y? = 23 4 box® + by + bg.

Si by = 0, tenemos

y* =2’ + by + by,
la cual es llamada forma corta de Weierstrass. En caso se tenga by # 0, el

by
cambio z = #’ + — conduce a
2

b b2 b3 2b2
y2:$3—|— 2—|—b2 $2+ 3—24+3b4 $+—§+_4+b6
b b; by by

Es decir, que en cuerpos de caracteristica 3 se obtiene la ecuacién
2 3 /2 /
Yy~ = x° + byx” + by,

b2 + 202b2 + beb}
b3

donde b, = bo, by =

con discriminante 7 = 2(b})3bj.

2.4 El grupo definido por una curva eliptica

Las curvas elipticas definen de manera natural una suma, con la cual se obtiene un
grupo abeliano sobre el conjunto de sus puntos.

Dados dos puntos P, @) € E(K), el teorema de Bezout garantiza la existencia de
un tercer punto de interseccién entre la recta L que los une y la curva E(K); ello en
el espacio proyectivo, por supuesto. Tomemos P;, P, puntos en E presentados en
alguna de sus formas de Weierstrass, y definamos un nuevo punto P3 de la siguiente
manera. Sea la recta L que pasa por P; y P,. En el espacio proyectivo, L interseca
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a F en un tercer punto P}, en adelante P, x P,, que reflejamos con respecto al eje
X para obtener Ps; definimos asi P3 = P, + Ps.

A modo de ejemplo veamos cémo quedan las férmulas si trabajamos con la curva
eliptica y? = 2® + Ax + B sobre un cuerpo K de caracteristica distinta de 2.

Consideremos primero P; # P, con ambos distintos de O. La recta L a través
Y2 — U1
Ty — Ty

Si xq # x9, la ecuacién de L es y = m(x—x1)+y;. Para encontrar la interseccion
con E, sustituimos para obtener [m(z — x1) + y1]*> = 2® + Az + B. Esto se puede
escribir como x® — m2x? + ax + b = 0. Las tres raices de esta cibica corresponden
a los tres puntos de interseccién de L con FE, pero en este caso ya conocemos dos
raices x1 y x2, pues Py y P, son puntos de E y L. Por lo tanto, si P = (2%, v4),
obtenemos

de P, y P, tiene pendiente igual a m =

T, = m’—z— 2y (2.12)

ys = m(xy — 1)+ y1. (2.13)

A continuacion, reflejamos con respecto al eje x para obtener el punto Py = (x3,y3),

donde

T3 = m?—1x — Ty (2.14)

ys = m(r; —x3) — Y. (2.15)

En el caso x1 = x9, con y; # s, la recta a través de P; y P» es vertical y por
lo tanto interseca a E en . Si reflejamos O con respecto al eje x obtenemos el
mismo punto O (es por ello que ponemos O). Por lo tanto, en este caso se logra
P+ P=0.

Ahora consideremos el caso P, = Py = (21,%;1). Como los dos puntos coinciden,

tomamos la recta L a través de ellos como la recta tangente. Mediante diferenciacion

3xi+ A

implicita obtenemos la pendiente de L como m = con y; # 0 (en el caso

y1 = 0, estaremos en el caso de una recta vertical y por loltanto se consigue P+ P, =
O como en el caso anterior). Por lo tanto, si asumimos y; # 0, la ecuacién de L es
y = m(x—2z1)+y; y, como antes, obtenemos la ecuacién ctibica 23 —m?2z*+ax+b = 0.
Esta vez conocemos sélo una raiz xy, pero ésta es doble pues L es tangente a E en
Py. Si procedemos como arriba obtenemos

r3 = m?—2mx (2.16)

ys = m(x1 —x3) — Y1- (2.17)

Finalmente, supongamos P, = . La recta a través de P; y O es una recta
vertical que intersecta a F en el punto P| que es la reflexion de P; con respecto
al eje . Cuando reflejamos P con respecto al eje x para obtener Py = P, + P,
regresamos a P;. Luego obtenemos P; + O = P, para todo P, € E.

En resumen, tenemos la siguiente informacion.

Proposicion 2.30. Sea E una curva eliptica sobre un cuerpo K de caracteristica
distinta de 2 definida por y*> = 2*+ Az + B. Sean P = (z1,y1) y Q = (z2,y2) puntos
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en B con P # O y Q # O. Entonces P+ Q = (x3,y3) se obtiene de la siguiente
manera.

Si x1 # x4, entonces

3 = m’—1x, — 1 (2.18)

ys = m(r —x3) — Y1 (2.19)

m = 279 (2.20)
To — X

St x1 = 9 pero yy # ya, entonces P+ Q = O.
St P=Q ey, #0, entonces

r3 = m?—2mx (2.21)
ys = m(zy —x3) — (2.22)
322+ A
n L AL (2.23)
2y,

SiP=Q ey, =0, entonces P+ Q = O.
Ademds tenemos P+ O = P para todo P € E.

Para una cubica de la forma
y2 + arxy + azy = 23 + a92® + ayx + as,

se procede de manera similar y se obtienen formulas analogas. Los detalles pueden
encontrarse en cualquier texto estandar como [2], [3], [14], o en la tesis de Ivén Perez
[10].

El siguiente teorema confirma que las curvas elipticas forman un grupo abeliano
aditivo con O como elemento neutro.

Teorema 2.31. La suma de puntos en cada curva eliptica E, sobre un cuerpo K de
cualquier caracteristica, satisface la siguientes propiedades:

1. conmutatividad: Py + P, = P, + P para todo P, P, € E;

2. existencia del neutro: P+ O = P para todo P € F;

3. existencia del inverso: dado P € E, existe P' € E tal que P+ P' = O;

4. asociatividad: (P, + Py) + Py = Py + (P2 + P3) para todo Py, Ps, P; € E.

Los detalles para la demostracion del teorema anterior se pueden ver por ejemplo
en el tema de tesis de Ivan Perez [10].

Observacion 2.32. Si P es un punto de inflexién, entonces tendremos P x P = P,
lo que equivale a escribir P + P = —P. En otras palabras, tendremos que P es un
punto de inflexién de una curva eliptica si y solo si 3P = O. En el caso de K = C,
es consecuencia del teorema de Riemann-Roch que E es un toro topolégico, lo cual
en este contexto significa que E tiene precisamente nueve puntos de inflexion, hecho
conocido desde finales del siglo XIX. Para més detalles se puede ver en [15].
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Capitulo 3

Isogenias

En este capitulo se definiran las isogenias entre curvas elipticas, lo cual nos ayudara
a identificar los puntos racionales de una curva eliptica. Para el desarrollo de este
capitulo se puede consultar también [2], [4], [6], [7], [11], [13], [14], [15].

Antes de pasar a ver la definicién de isogenia, veamos el siguiente teorema que
se puede ver con mds detalle en [15].

Teorema 3.1. Sean las curvas suaves Cy y Cy definidas sobre el cuerpo base K. St
¢ : C7 — Cy es un morfismo racional, entonces se satisface lo siguiente:

e ¢ se extiende a un morfismo de grupos la cual estd definida en todo C1,

o Si el cuerpo base es algebraicamente cerrado, entonces ¢ es constante o so-
breyectivo.

Sean E; y Es curvas elipticas. Una isogenia ¢ : £y — F5 es un morfismo racional
tal que ¢p(O) = O. Como las curvas E; y Ey son suaves, entonces por el teorema
anterior se tiene que ¢ es un homomorfismo de grupos que esta definido sobre todo
FE:. Ademis ¢ es sobreyectiva sobre K, y podemos usar la isogenfa restringiéndonos
sobre el cuerpo K. Por otro lado, dos curvas elipticas E; y F, son iségenas si existe
una isogenia de Ey a Ey con ¢(FEp) # {O}. Al conjunto de isogenias entre E; y Fs
se le denota Hom(FE,, Es). Si Ey = Ey = FE, entonces End(E) = Hom(FE, E) sera
el conjunto de endomorfismos de F o de isogenias de F.

Ejemplo 3.2. Consideremos las curvas elipticas F; : y> = 23+ +1y Ey 1 42 =
22 + x definidas sobre el cuerpo F3. Sea la aplicacién ¢ : By — Es, definida por
é(z,y) = (x + 1,y), la cual claramente transforma la ecuacién E; en la otra. Es
mas, respeta la operacion de grupo. En efecto, la recta vertical x = z( es llevada
por la aplicaciéon ¢ en otra recta vertical de ecuacion x = xy + 1. De igual manera,
¢ lleva la recta horizontal y = 1y en si misma. Finalmente la recta y = max + b
es transformada por ¢ en la recta y = maz — m + b. Por lo tanto, la aplicacion
lleva rectas en rectas y por ello respeta la colinealidad de tres puntos, lo cual es
equivalente a que se respete la operacién de grupo. Tenemos Op, = Og, = [0: 1 : 0]
y ®(Op,) = Og,. Por lo tanto ¢ es una isogenia. Claramente esta es reversible.

Ejemplo 3.3. Sobre el cuerpo Fy definimos la curva eliptica E : y?+xy = x®+2241.
La aplicacién ¢ : E — E, dada por ¢(z,y) = (z,x + y), lleva una recta horizontal
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x = xo en si misma. La recta horizontal y = y, es llevada en la recta y = z+1yy. Por
ultimo la recta y = max + b es llevada en la recta y = (1 4+ m)z + b. Concluimos que
¢ respeta la operacion de grupo al respetar la colinealidad. Tenemos Op, = O, =
[0:1:0]y ¢(Og,) = Op,. Por lo tanto ¢ es una isogenia.

Ejemplo 3.4. Sea la curva eliptica E : y*> = 2° + 1 sobre el cuerpo Fs. La funcién
¢ : E — E definida por ¢(z,y) = (/y?, vVa? + 2) esta bien definida, pues

(Va3 +2)? = 2°+2,
V)P +1 = 22 +2

Dada la recta L de ecuaciéon y = x + 2, tomemos (0,2), (=1 + o, 1 + «), (=1 +
20,1 + 2a), con « solucién de t> = 2, los cuales son precisamente los puntos de
interseccién de la recta con la curva eliptica. Notamos que se cumple ¢(0,2) = (1, «),
o(—1+a,14+a)=(a,vV/1+2a), p(—1+2a,1+2a) = (2a,+/1 + «). La recta que
pasa por los puntos (1,a) y (a, v/1 + 2a) tiene ecuacién y = ((1+ a)v/1+2a+ 1+
20)x+242a+2(1+ a)v/1 + 2. Si suponemos que (2, /1 + «) pertenece a dicha
recta, tenemos

Vita = (14+a)VI+2a+1+20)2a+2+2a+2(1+a)v1+ 2a,
Vita avI+2a+1+a,

0 14 2a + 2av/1 + 2a(1 + a),
2420 = VI+2a(l+a),

1+2a+a®> = (1+2a)(1+2a+a?),
14+2a = a+20°,
1 = 0,

lo cual es contradictorio. Por lo tanto, los puntos (1, a) y (a, v/1 + 2a) y (2, /1 + )
no son colineales y con ello ¢ no es un homomorfismo de grupos.

Dada una isogenia ¢ : E; — Es, su nicleo, denotado por Ker(¢), es definido
por {P € E; : ¢(P) = O}. Es importante saberlo calcular.

Ejemplo 3.5. Dada la curva eliptica F : y* = 2% + 322 + 42 sobre el cuerpo Fy,
definimos ¢ : E — E como ¢(P) = 2P. Los elementos de su ntcleo satisfacen la
ecuacién 2P = O, lo cual es equivalente a P = —P. Si P = (z,y), entonces se tiene
—P = (2/,—y). Como P = —P, se tiene entonces y = 0. Por simple inspeccién, los
elementos del niicleo de ¢ son {O, (0,0), (3,0), (5,0)}.

Ejemplo 3.6. Del ejemplo 3.2 tenemos que la funcién ¢ : E; — E, con E; : y> =
23+ 2+ 1, By : y*> = 23 + z definida por ¢(x,y) = (x + 1,y) es una isogenia. Los
elementos de E; son (0,1),(0,2),(1,0) y al aplicar la isogenia tenemos ¢(0,1) =
(1,1),6(0,2) = (1,2),¢(1,0) = (2,0). Luego, como estamos sobre el cuerpo Fs, se
tiene que el ntcleo de ¢ solo tiene como elemento a O.

Ejemplo 3.7. Sobre el cuerpo Fy7, secan las curvas elipticas F; : y? = 2® + Ta,

y* y(7—2?)
Ey : y* = 23+ 6x y laisogenia ¢ : By — Es, definida por ¢(z,y) = <—2, —2>
T x
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Los elementos de F; son {(0,0),(1,5),(1,12),(7,1),(7,16), (10,4), (10, 13), (16, 3),
(16,14)}.

En particular hagamos los cdlculos para obtener la imagen de (0,0) mediante ¢.
Para ello observemos que se cumple

2

Oz, y) = (y2 :y(7—_2x2>21) = (" y(7T—2%) 2% = (y:7—x2:g;—f).

2 T

Como (x,y) € Fy, entonces y? = x(x* + 7) y se cumple

o) = (722 ),

y al evaluar en el punto (0,0) se tiene
$(0,0)=(0:7:0)=(0:1:0) = O.

Tenemos que las imégenes mediante la isogenia ¢ de los elementos de E; son, en or-
den, {0, (8,13),(8,4), (8,13),(9,16),(9,1),(9,1),(9,16)}. Sin embargo, si los com-
paramos con los elementos de Es, los cuales son {(0,0), (5,6), (5,11), (8,4), (8, 13),
(9,1),(9,16),(12,7),(12,10)}, observamos que ¢ no es sobreyectiva.

Ahora veamos un ejemplo de isogenia en la cual siempre que el cuerpo donde
esté definida sea algebraicamente cerrado, resulta sobreyectiva.

Ejemplo 3.8. Dadas las curvas elipticas £ : y? = 23+ 32 y E, : y?> = 2° + 2x sobre
2 2
y° y(3—a%)
2 a?
Los elementos de E; son {(0,0), (1,2),(1,5),(2,0),(3,1),(3,6),(5,0)}
Nuevamente hagamos ciertos calculos para obtener la imagen de (0,0) mediante
¢. Para ello observemos que se tiene

F;, consideremos la isogenia ¢ : E; — Ey definida por ¢(z,y) =

2 2

¢(x,y) = (%rMﬂ) = (y* Y3 —a%):2%) = <y:3—x2tz—2y)-

T

Como (x,y) € Fy, entonces y? = x(x® + 3) y se cumple

(a2 Y
o) = (3 -2 ),

y al evaluar en el punto (0,0) se tiene
$(0,0)=(0:3:0)=(0:1:0) = 0.

Tenemos que las imagenes via la isogenia ¢ de los elementos de E; son, respecti-
vamente, {O, (4,4), (4,3),(0,0),(4,4),(4,3),(0,0)}. Ademés los puntos de Ey son
{(0,0), (4,3), (4,4), (5,3), (5,4), (6,2), (6,5)}. Observamos que las preimagenes de
los elementos de (5,3), (5,4), (6,2) y (6,5) no se encuentran sobre Fr.

A continuacién haremos unos célculos para hallar las preimégenes faltantes: para
ello necesitaremos trabajar sobre Fy, especificamente debemos considerar a ¢ F;
sujeto a a? = 5.
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2 3 — 2
Si ¢(z,y) = (5,3), entonces y_2 =5e y(—Qx) =3. Luego 0 = y[(y +5)* + 2],
x x
por lo cual (y +5)* = 5. Si a es una solucién de 2% =5, entonces z = 6a es otra
solucién de dicha ecuacién. Por lo tanto, se tendra y = 2+ o, y = 2 + 6. Como
se tiene y? = 5z?, entonces y = 6az o y = ax lo cual es equivalente a x = 4ay
o x = 3ay. Con ello, los puntos (6 + «o,2 + ), (1 + «,2 + 6a), (1 4+ 6,2 + «),
2 3 — 2

(6 + 6a, 2 4 6ar) satisfacen las ecuaciones y_2 =bHe y(—2:1:)
x x _
puntos (6 + «,2 + «) y (6 + 6,2 4+ 6cr) pertenecen a E; sobre ;. Por lo tanto las

preimagenes de (5,3) son (6 + a,2+ a) y (6 + 6c,2 + 60v).

= 3, de los cuales los

: y(3 —a?)

Para ¢(z,y) = (5,4) tenemos y_2 = 5, 5— = 4. Entonces de 0 = y[(y +
T T

2)? + 2] se tiene (y +2)?> =5, de donde y =5 + o, y = 5+ 6a. Como y* = 52?2, se
tiene y = 6ar, y = 2ax, lo cual es equivalente a © = 4ay, r = 3ay, respectivamente.
Con ello, los puntos (6 + 62a, 5+ a), (1+ gioz, 5+6a), (1+a,5+a), (6+a,b+6a),
satisfacen las ecuaciones % =be %
y (6 + @, 5 + 6a) pertenecen a E; sobre F;. Por lo tanto las preimagenes de (5,4)
son (6 + 6,5+ ) y (6+a,5+€25a)

= 4, donde sdlo los puntos (6+6a, 5+«)

2
Si ¢(z,y) = (6,2), entonces % =6e % =2. Luego 0 =y[(y +1)* + 2],
por lo cual (y + 1) = 5 y obtenemos y = 6 + a, y = 6 + 6. Como y* = 622,
entonces y = Hax o y = 2ax lo cual es equivalente a = 2ay o z = 5ay. Con ello,
los puntos (34 5a, 6+ ), (442, 6+ ), (4+5a, 6+ 6a), (34 2a, 6+ 6c) satisfacen
2 2

las ecuaciones y_2 — y(3—2:l:)

% x _
(3 4+ 2a,6 + 6a) pertenecen a F; sobre F;. Por lo tanto las preimagenes de (6, 2)
son (3+5a,6+a)y (3—1—204,6—1—6024).

= 2, de los cuales, los puntos (3 + 5,6 + «) y

3 — 2
Para ¢(z,y) = (6,5) tenemos y_2 = 6, y(—;c) = 5. Entonces de 0 = y[(y +
i x

6)? + 2] se tiene (y + 6)? = 5, de donde y = 1 + a, y = 1 + 6. Como y* = 622, se
tiene y = 2ax, y = bax, lo cual es equivalente a x = Say, ©r = 2ay, respectivamente.
Con ello, los puntos (3 + 224, l+a), (4+ 2204, 1+6a), (4+5a,1+a), (3+5ba, 14 6a),
satisfacen las ecuaciones % =6e %
v (3 + 5,1+ 6a) pertenecen a E; sobre F;. Por lo tanto las preimégenes de (6, 5)
son (3+2a,1+a)y (3+5a,l+6a).

Sabemos del teorema 3.1 que la isogenia es sobreyectiva si el cuerpo base es
cerrado. Es por ello que en nuestro ejemplo no hemos encontrado preimagenes
de algunos puntos de Fs, pues solo estuvimos trabajando sobre F; el cual no es
algebraicamente cerrado.

=5, donde sdlo los puntos (3+2a, 14+«)
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3.1 Aspectos algebraicos de las isogenias

Sean las curvas elipticas E1, Ey sobre el espacio afin AZ. Por definicién una isogenfa
¢ : E1 — FE5 queda expresada como

o) = (fx(x,y) fy(:v,y)) |

9o (2,y) " gy(,y)

donde f;, fy, 9= y g, son polinomios. Ademds, por ser un homomorfismo de grupos,
se debe satisfacer

o((z,y) + (2, y") = oz, y) + o2, ).

De lo anterior tenemos que tanto el numerador como denominador de las compo-
nentes de la isogenia son polinomios en dos variables. Dichos polinomios los podemos
expresar de una manera mas comoda. Para ello veamos algunos detalles.

Ejemplo 3.9. Consideremos la curva eliptica El Yy + y = 2° + x + 1 sobre el
cuerpo Fy, y la funcién polinomial g(z,y) = x* +y° — xy? + 23y3. Para (z,y) € F,
observemos que las potencias 33, y*, y° satisfacen

v = y@Prz+l-y)=y+ay+y—y=y@*+z) - (2* +x+1),
vt = PP +a)—y@+r+1)=—y+ (@ +z+1)(z*+2),
v = (@BHz+D)@+o)y—P =+ 4+ 2+ )y — 2P+ +1).

Debido a ello, los valores que toma el polinomio g sobre puntos de la curva eliptica
E; se expresan como g(z,y) = (z* + 23 + 22 + 1)y — 25 — 2% — 22 — 1.

Ejemplo 3.10. Consideremos la curva E, : y? + zy = 23 + 2% + 1, sobre el cuerpo
[Fy, v el polinomio g(x,y) = 2* + y* — 2y + 23y* + y. Para (z,y) € Es, observemos
que las potencias 3°, y* cumplen

¥ = y@P+2?+1l—zy) =y + 22+ 1) —z(@®+2°+ 1),

y' = yy(@® + 2+ 1) =z + 22+ 1)) = —(22* + 22)y + 2% + 22" + 22° + 1.
De este modo el polinomio g sobre puntos de la curva eliptica Es se reexpresa como
g(z,y) = (—a* —2® + 1)y +22° + 22° + 2" + 2% + 1.

Ejemplo 3.11. Sea la curva eliptica Es:y? = 2® +2x 4 1, sobre el cuerpo Fs, y el
polinomio g( y) = 2t y —x+zy*+ 23y +y°. Para (x,y) € Es3, observemos que las
potencias 13, y4 y°, y® cumplen

v o= (2®+ 224 1)y,
yt o= (2® + 22+ 1)%
v o= (2% + 22+ 1)%,
Yo = (2®+22+1)%

El polinomio ¢ sobre puntos de la curva eliptica E3 cobra los mismos valores que
g(z,y) = (@8 + 2t + 22 + 2 + 1)y + 212 + 227 + 22* + 222,
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Virtud a los ejemplos recién vistos, observamos que para puntos sobre una curva
eliptica las potencias de y se expresan en la forma ¢(x) 4+ yr(z), y con ello los
polinomios definidos sobre curvas elipticas también se reducen acordemente. Ello lo
precisamos en los siguientes lemas.

Proposicién 3.12. Sea E : y? +a12y+asy = 23+ a2+ ayx +ag una curva eliptica
definida sobre un cuerpo K. Si (x,y) € E, entonces y", paran € N, se expresa como
o) + yqu(x), para ciertos polinomios p,, qp.

Prueba. Esto lo probaremos por induccién sobre la potencia de y. Sin = 1 tenemos
y =0+ 1(y). Si suponemos valido el resultado para n, es decir y" = p(z) + q(z)y,
tendremos

y"tt = pla)y + ()’
= p(a)y + q(@)(2® + aex® + asx + ag — a1zy + agy),
= (p(x) — a12q(x) + asq(2))y + q(z) (2 + ayz + ag).

Por lo tanto, para cada n € N, la potencia y™ se expresa como p,(z) + gn(x)y. O

Corolario 3.13. Sea la curva eliptica E : y* + a1xy + asy = 23 + ax? + aux + ag.
Si r(z,y) es una funcion regular (polinomial) definida sobre la curva eliptica E,
entonces existen polinomios p, q € K[z] tales que r(x,y) = p(z) + q(x)y.

Prueba. Por la proposicion anterior, para cada k € N existen polinomios p; y ¢ de
variable z tales que y* = py(z) + qr(x)y. Tenemos entonces r(z,y) = Y., 2/y* =
Dok Wpr 20 P ary. Con p(x) = 35, a/pe(e), q(x) = 32, ¥/qr(x) aterrizamos
en r(z,y) = p(z) + q(z)y. O

Lema 3.14. Si una funcion racional R(x,y) estd definida sobre la curva eliptica
E :y? + aivy + azy = 23 + asx® + ayx + ag, entonces existen polinomios f(x), g(x)

y h(z) con los cuales se tiene R(x,y) = o) + 9@y sobre E.

h(x)
Prueba. Como R(z,y) es una funcién racional, existen polinomios 1 (x, y), r2(x,y) €
K[z, y] tales que R(x,y) = % Por el corolario 3.13, para los polinomios 7 (z, y)
ro\x, Yy

y 7m2(x,y), existen pi1, pa2, q1, ¢ € K[z] que cumplen ri(z,y) = pi(z) + ¢1(x )y
pi(r) + i)y S

pa(x) + @(2)y’
)a

denominador lo multiplicamos por el factor pa(x) — (y + a1z —|— a3)qe(x) se consigue

y ro(z,y) = p2(x) + q2(x)y. Luego se obtiene R(z,y) =

(P2() + ga(2)y) (p2(2) = (y + a1z + as)ga(x))

(pa())* = (v + alxy + a3y)(@2(2))” — (a2 + a3)p2(x)q2(2)
= (p2(2))? — (2° + a92® + asr + ag)(q2(2))? — (a12 + a3)pa(x)ga(z)
= h(x).
Con ello trivialmente llegamos a la expresion deseada. O]
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Sean las curvas elipticas F'y E’ y consideremos la isogenia ¢ : E'+— E’ dada por
o(z,y) = (Ri(x,y), R2(z,y)) donde Ry, Ry son racionales en las variables x e y. El
lema 3.14 nos permite simplificar esta expresién significativamente.

Lema 3.15. Sean las curvas elipticas E : y* + a1xy + azy = 23 + asx® + a4z + ag
y B y? + djzy + ayy = 23 + aha® + ajx + ay. Una isogenia ¢ : E — E’ dada por
o(z,y) = (Ri(z,y), Ra(x,y)) satisface Ri(x,y) = ri(x), donde 1 es una funcion
racional.

Prueba. Sabemos que toda isogenia es un homomorfismo y por ello satisface ¢(—P) =
—¢(P). Recordemos que la negaciéon de un punto (z,y) € FE es de la forma
—(z,y) = (x,—y — a1x — a3). Pero de la igualdad ¢(z,y) = (Ri(z,y), Ra(z,y))
se pasa a

H(—P) = o, —y—az — az) (3.1)
= (Ri(z,—y — a1z — a3), Ra(x, —y — ayx — ag)). (3.2)
Por otro lado, se satisface
—o(P) = —(Ri(z,y), Ra(,y)) (3.3)
= (Ri(z,y), —Ra(z,y) — a1 Ra(z,y) — a3). (3.4)
filz) + gi(z)y

Gracias al lema 3.14, tenemos R;(z,y) = . De las expresiones (3.2)

ha(z)
y (3.4) se obtiene

f1(x) + g1(2)y _ fi(@) = (y + a1z + a3)g1 ()

hl ([L’) hl ([L’) ’
2
de donde se logra la igualdad (2y + al};ﬂ (—1—)(13)91 (z) = 0. De esto se sigue que g;(z)
1
es nulo y se concluye R;(x,y) = ri(x). O

Hasta ahora hemos visto que las isogenias definidas sobre curvas elipticas en
cuerpos de cualquier caracteristica toman la forma

fi(z) fa(z) + ga(2)y
Hay) = (hl(fﬂ)’ ha(z) ) 7

donde fi, fa, g2, ho son polinomios en la variable z. Es decir, en su forma general,
para la primera componente de la isogenia no influye la caracteristica del cuerpo.

_ o)+ ga(a)

Y del lema 3.15 com-

Observacion 3.16. La presentacién Ra(z,y)

binada con las ecuaciones 3.2 y 3.4 deviene en 12
Ro(w,—y — iz —a3) = —Ra(x,y) —ayRi(z,y) —dj,
fo(@) — (y ;;;ﬁ;‘ + a3)g2(z) _ _fz(x)hj(j)z(x)y — (ajr(x) + ay),
f(x) = (y + iz + as)ga(2)ha(x) = —folz) = g2(2)y — (ayri(2) + ag)ha(x),

2f2(x) = (a1x + az)ge(r) — (airi(z) + az)ha (),

donde la igualdad 2fs(z) = (a1 + a3)ga2(x) — (airi(z) + a)ha(x) se satisface en
cualquier caracteristica del cuerpo base.

27



En el caso que el cuerpo K sea de caracteristica distinta de 2, tenemos el siguiente
lema.

Lema 3.17. Sean las curvas elipticas E : y* + a1xy + azy = 23 + asx? + agx + ag,
E':y? + diwy + ahy = 2° + aya® + ajx + a y consideremos la isogenia ¢ : E — E'
definida por ¢(z,y) = (r1(x), Ra(x,y)). Si la caracteristica del cuerpo K es distinta
de 2, entonces se tiene

amx +a ari(x) + ad

2 2
Prueba. De la observacién 3.16 se cumple
2fo(z) = (amiz+ as)g2(x) — (airi(z) + az)ha(z).
Al aprovechar que la caracteristica del cuerpo es distinta de 2 obtenemos

folz) _ (mz+a3)ga(r)  ayri(z) + ag‘

La anterior expresion la reemplazamos en Ry para obtener

ax +a ari(x) + ad

2 2
[l

Corolario 3.18. Sean E; y Es curvas elipticas sobre el cuerpo K, de caracteristica
distinta de 2, cuyas ecuaciones son Ey : y?> = x% + axx® + ayx + ag = f(x) y
Ey: y* = 2% + abz? + ajx + a. Sea ¢ : By — Ey una isogenia sobre K. Entonces ¢
queda definida por una funcion racional de la forma

ote.0) = (53, 5).

donde u, v, s, t son polinomios en x. Por supuesto, u y v pueden tomarse coprimos
al igual que s yt. Ademds v3 y t? dividen a t* y v3f respectivamente.

Prueba. Al notar que se tiene a1 = a3 = a} = a; = 0, el lema 3.17 indica que

la isogenfa toma la forma ¢(z,y) = (ri(z),yra(z)), con ri(z) y ro(x) funciones
racionales. Es claro ademds que la isogenia se convierte en ¢(z,y) = %, %y)
v(x x

con u, vy s, t parejas de polinomios coprimos.
De ¢(x,y) € Es se pasa a

() = () () ()i o9

v(2)s*(2) f(x) = (u*(2) + ayu®(z)v(n) + dyu(x)v®(z) + afo®(2))t?,  (3.6)

donde f(z) = 2% + agz? + ayx + ag. Al ser u(z) y v(z) coprimos, se tiene que v*(x)
no puede dividir a w(x) = u3(z) + dyu*(z)v(x) + dju(r)v?(z) + afvd(z) y por ello
se cumple que v*(z) divide a t?(x). Por otro lado, t(x) y s(x) son coprimos con lo
cual t?(x) divide a v3(z)f(x). O
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3.2 Isogenias duales

Sabemos del lema 3.15 que una isogenia ¢ : Fy — F,, donde F; y F, son curvas

fi(x) fo(x) + go(2)y
hl(:t)’ T () ), donde f1, fa, g2, ho

son polinomios en la variable z. A partir de ello podemos definir lo que es el grado
de la isogenia ¢, lo cual denotaremos por deg(¢), y se calcularda como

deg(¢) = max{deg(fi(x)), deg(hi(x))}.

Observamos que el grado de cada isogenia dada en los ejemplos 3.7 y 3.8 son iguales
a 2.
Veamos el siguiente teorema cuya demostracion se puede encontrar en [15].

elipticas, se expresa como ¢(x,y) = (

Teorema 3.19. St ¢ : Ey — E5 es una isogenia, con Ey y Fy curvas elipticas, de
grado m entonces existe una unica isogenia ¥ : Ey — Ey tal que (¢ o ¢)(P) = mP

y ademds (6 01)(Q) = mQ.

Del teorema anterior, a la isogenia v se le denomina isogenia dual de grado m.

En nuestro caso veremos las isogenias duales de grado 2 la cual sera importante
para la demostracién del teorema de Mordell-Weil que se vera en la seccion 3.3.

A continuacion, sobre un cuerpo K de caracteristica distinta de 2, consideremos
las curvas elipticas Ey : y? = 2% + ax? + bz, E} : y* = 2% — 2a2”? + (a® — 4b)z y
y? y(b—a?)

2’z

definemos la isogenia ¢ : By — Ef como ¢(z,y) = (
Si B : y? = 2® +ax® +bx es curva eliptica, tenemos b # 0 y b’ = a? —4b # 0 pues
el discriminante vale 7(F;) = 16b?(a® — 4b) # 0. Bajo estas condiciones, también es
eliptica la curva
P2 255 D> Y s
pues su discriminante vale 7(E7) = 16(0')?(4a* — 4V') = 16(b')*(16)b # 0.
Como ya se dijo, definimos ¢ : Ey — E} como
2 2
y* ylb—z%)
o(z,y) = (P’ T)
para (z,y) # (0,0) y ¢(0,0) = ¢(O) = O. Veremos que ¢ esta bien definida, es
decir, para puntos en £; la imagen cae en Ej.
Primero notemos que se tiene (0,0) € Ey y ¢(0,0) = ¢(O) = O € Ej.
Para (z,y) € Ey, con x # 0, se tiene y # 0. Probemos que se cumple
b —12)? o " 2
x4 " b xt
es decir ¢(z,y) € Ef. Si multiplicamos por z° y dividimos por y?, la anterior
expresion resulta equivalente a

b2r? — 202t + 28 = y* — 2a2%y® + (a® — 4b)zt.

Como (z,y) € Ej, reemplazamos y? = 2° + az? + bx e y* = (y*)? en el lado derecho
para confirmar la igualdad deseada.

29



Veamos ahora que la funcién ¢ lleva tres puntos colineales de F en tres puntos
colineales en E7.
Si tomamos la recta vertical © = z(, entonces se tiene

(:L’% + axd + brg y(b— :U(Q)))

2 ’ 2
) )

P(wo,y) =

con lo cual puntos en la recta x = x( son llevados en puntos en la recta vertical
3 2
x5 + axg + bx
r == g 0; por supuesto O es llevado en O.
Lo
Para la recta y = 0 tenemos ¢(x,0) = (0,0), cuando = # 0, y esto significa que
la imagen de dicha recta via ¢ intercepta a E} en el tinico punto (0,0). Ahora, para

la recta y = 1o, con yy # 0, se tiene
2
[ Y byo
¢($,y0) = <ﬁ, ? r i yo)-

Al calcular el valor de la pendiente de la recta L : y = max 4+ que pasa por ¢(x1, o)
y ¢(x2,yo), obtenemos

byo Y byo+y
5 T Y0 T T o 0
o T x? _ byolaf—a3) b
- 2 2 ETRE . W
Y% Y% ys(z1 —23) Yo
x5 a3

Por lo tanto, puntos en esta recta horizontal son llevados por ¢ en puntos en la recta

y = —x — Yo, la cual depende tinicamente de .
Yo
Para puntos en la recta y = mx, se tiene

ot ma) = (m2, ")),

es decir puntos en y = ma distintos de (0, 0) son llevados mediante ¢ en puntos en
la recta vertical = m?. El tercer punto en discordia es (0,0) que es llevado en O,
el tercer punto de la vertical x = m? en Ej.

Ahora consideremos una recta y = mx-+c que no pase por el origen. Si los puntos
(x1,71) ¥ (22,y2) pertenecen simultdneamente a la recta y a la curva, tenemos

2 2 2 2
¢(z1, 1) = (%7y1(b—2x1)) Yy O(x2,12) = (y_22>y2<b—2m2))

1 1 Ty Ly
Ademas, la pendiente que pasa por los puntos ¢(x1,y1) y &(22,92) es

mbxixy + be(xy + x2) + x3x3mM
c(2mzyzy + cxy + Cx9)
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A continuacién intersecamos la recta y = max + ¢ con la curva eliptica, para obtener
la ecuacion 0 = 23 + (a — m?)z? + (b — 2mc)x — 2, de lo cual resulta

T+ 2+ w3 = m?—a, (3.7)
T1To + X123 + Toxz = b — 2me, (3.8
T1Tax3 = (3.9

También tenemos que la pendiente que atraviesa los puntos ¢(x1,y1) v ¢(x3,ys3) es

mbxixs + be(xy + x3) + x3im

c(2maxyxs + cry + cx3)

Para que ¢(z1,v1), ¢(x2,y2) v ¢(r3,y3) caigan en una misma recta, se tiene que
cumplir que sus pendientes sean iguales, es decir deben quedar sujetos a

mbay &z 4 be(xy + x2) + xieim  mbayxs + be(xy + x3) + xizim

c(2maxyxg + cxy + cxg) B c(2maxixg + cry + cxg) ’

lo cual es equivalente a la igualdad
—bc + 2mayxews + (122 + T3 + Tox3) = 0,

vélida por las ecuaciones (3.8) y (3.9). En resumen, la funcién ¢ lleva tres puntos
colineales en tres puntos colineales y ello deriva en que ¢ respete la operacion de
grupo.

De manera similar Ef tiene una curva dual E}* : y? = 2° + 4ax® + 16bz y

una correspondiente isogenia ¢* : Ef — Ej*. Sin embargo, la curva eliptica E}*

es isomorfa a F; mediante el cambio lineal (2/,y") = l(z,y) = <Z, Q) y podemos

. e v y(b — 2?)

prestarle mas atencién a la composicién ¢(z,y) = I(¢*(x,y)) = w2 s )
x T

la cual es evidentemente también una isogenia.
En el siguiente lema veremos que ¢ y v, satisfacen (¢ o 1)(P) = 2P.

Lema 3.20. Dadas las curvas elipticas By : y*> = 2% + ax® + bz, Ef : y* =
3 — 2az* + (a® — 4b) y las isogenias ¢ : Ey — Ef, ¢ : E} — E) definidas
2 2 2 2 2

y* ylb—z?%) y~ yla® —4b—a7) -
como o) = (5 P05 ) y it = (5 M=), e tiene (00

Y)(P) =2P.

Prueba. En primer lugar tenemos

(a* — 4b — 22)? (a® — 4b — 2%)(16bz* — y*)
4y2 ’ 8x2y3 ’

@0 u)w) = (

Ahora determinemos la duplicacién de un punto P = (z,y), denotada por 2P =
(x3,y3), para compararla con la expresién anterior. Para ello tomemos la recta
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L :y = mx + b, usada para hallar P« P = (z3,y3). De lo trabajado en el capitulo
2 tenemos

32?2 — dax + a® — 4b
m = ,

2y
o —23 4 (a® — 4b)x _ r(a® — 4b — 2?)
2y 2y ’
2 Ab— g2)2
r3 = m2—|—2a—2oc:(xjL a))
4y?
(16bz* — y*)(a® — 4b — z?)
yg = mx3+ b= —8$2y3 ’
, (16bx* — y*)(a? — 4b — 2?)
Yys = —Ys = 8$2y3 .

Ademéds, para x # 0, tenemos ¥ (¢(x,0)) = ¥(0,0) = O y
O. Por otro lado se cumple ¥(¢(0,0)) = »(O) = Oy ¢
Obviamente estos calculos establecen la igualdad (¢ o ¢)(P) = 2P.

3.3 Algunos aspectos aritméticos

Para esta seccién nos basaremos en [13]. Usaremos a las isogenias y el lema 3.17
para probar que el indice [E(Q) : 2E(Q)] es finito. Esto ultimo es muy importante
para concluir que el grupo E(Q) es finito.

En el siguiente lema, encontraremos informacién sobre la abscisa de los puntos
racionales de la curva eliptica F; : y? = 23 + ax? + bx.

Lema 3.21. Consideremos la curva eliptica B, : y* = x® + ax® + bz, con a,b € Z.
Sea el punto (z,y) € E1(Q), con x # 0. Entonces x es congruente a £[[_, pJ* en
el grupo cociente Q*/(Q*)?; acd py, ..., p. son los factores primos de b.

Prueba. Para (z,y) € E1(Q) ponemos (x,y) = (%, %) , conmed(m, q) = med(n,t) =

1. Por definicién tenemos entonces

S P L
t? ¢ ¢ o q
o lo que es lo mismo
¢#n? = t*m(m®+amg + bg®).

Observamos que se tiene m|n? y t2|¢3. Ademds se cumple ¢3|t? pues de lo contrario
g y m? compartirian un divisor, lo cual es absurdo excepto si ¢ = 1. Se deduce
asf t2 = ¢3 salvo quizés por el signo. Por otro lado se tiene g|t pues si tomamos
la descomposicién prima de ¢, digamos ¢ = m$'...m2, se satisface t* = ¢* =

m;*t...m3% y con ello deducimos que «; es par, digamos a; = 23;. De t* =
m$ . mb% | obtenemos t = m> ... m?# para concluir ¢|t. Como g|t, es decir
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t = gz, se tiene 2 = ¢®2% = 1223, y con ello t = z3. Adicionalmente, ¢® = t* = ¢?2>
implica ¢ = 2. Por lo tanto, un punto racional de la curva eliptica E; : y?> =

23 + ax? + bx es siempre de la forma ( >, con med(m, z) = med(n, z) = 1.

227 3
Todo punto racional de la curva elipica E : y? = 23 4+ az? 4 br de la forma

m n s s 2

(—2, ;), con med(m, z) = med(n, z) = 1, al ser reemplazado en la ecuacién y* =

2

23 + ax® + bx obedece

es decir se tiene

n? = md+am?z2 +bmz* = m(m®+ amz® + b2*).

Si d = med(m,n), entonces m = dmy y n = dnyq, con med(mq,ny) = 1. Al reem-
plazarlo en la ecuacion anterior se obtiene

d*n? = dmi(m®+ amz® + bz'),
dn? = my(d*m? + adm,2® + bz*).
Obtenemos my|d, es decir, d = myd;. Si esto lo sustituimos conseguimos
midin? = my(mids +am3di2® + bz*),
dlnf = m‘lldf + amfdle + b2t

con lo cual dy|bz*, y como med(m,z) = 1, se desprende dy|b. Si b = + ][, ",
con f§; € Ny p; primos, entonces d; = £][[;_, p/*, con v, € N, donde los v; € Z
satisfacen 0 < 7; < ;. Los exponentes 7; se pueden expresar como v; = 2f; + g;,

2
donde g; € {0,1}. Con ello logramos d; = + (Hle pf) [T, p¥", de donde se pasa

2
m  dmy; dym? H'-{_lpfi i )
a— =— = =4 | m == 7. Si consideramos el grupo (Q*)?
52 52 52 N gpz grupo (Q*)"y
m .
el cociente Q*/(Q*)?, deducimos que — es congruente a £ [[7_, p?". O

22

Utilizaremos el lema anterior para encontrar puntos de coordenadas enteras de
una curva eliptica en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.22. En la curva eliptica F : y? = 234 18922 + 2310z busquemos algunos
puntos de coordenadas enteras. Por ejemplo, podemos identificar rapidamente a
(0,0) como uno de ellos. Veamos a continuacién si hay otros.

Sea (m,n) un punto de coordenadas enteras con m # 0. Como vimos antes,
pongamos d = mcd(m,n) (cantidad no nula), de modo que se tenga m = dm; y
n = dn; con med(my,ny) = 1. Al reemplazar en la ecuacién de E obtenemos

d*n? = d*m? + 189d°m? + 2310dm;,

de donde se logra
dn} = my(d*m7 + 189dm, + 2310).
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Como my y n; son relativamente primos resulta que m; dividira a d: por ejemplo
d=dym;.

Esto puede ser reemplazado en nuestro despliegue del parrafo anterior para
obtener

din} = dymi + 189d,m7 + 2310.

Concluimos que d; serd un divisor de 2310. (En resumen, un punto entero en F
tendrd obligado la forma (dym?, dymin,), con d; divisor de 2310.)

Veamos si podemos encontrar algo con d; = 1. Si multiplicamos por 4 y agru-
pamos obtenemos

4n = (2m3 + 189)% — 35721 + 9240,

de donde se pasa a
26481 = (2m7 + 189)% — 4n? = (2m? + 2n; + 189)(2m3 — 2n; + 189).

De este modo, el problema se reduce a escrutar factorizaciones enteras tipo pg =
26481. Es mas, como n; siempre puede asumirse positivo, solo nos interesan factores
positivos sujetos a p > ¢. El listado con el correspondiente andlisis esta dado a
continuacién. (La factorizacién de 26481 es 3-7-13-97.)

q P Qm% + 189 | 2n4 my nq
1 | 26481 13241 13240 | no es entero
3 | 8827 4415 4412 | no es entero
7 | 3783 1895 1888 | no es entero
13 | 2037 1025 1012 | no es entero

21 | 1261 641 620 | no es entero

39| 679 359 320 | no es entero

91 | 291 191 100 1 50
97 | 273 185 88 no es real

Figura 3.1: Tabla de factorizaciones enteras y consecuencias

Nuestra primera meta es probar el siguiente teorema.

Teorema 3.23. Para la curva eliptica By : y*> = x3 + ax® 4+ bx con a,b € 7, se
satisface que el indice [E1(Q) : 2E1(Q)] es finito.

El teorema anterior lo probaremos en varias partes. En primer lugar, probaremos
que la proyeccion sobre las abscisas de los puntos racionales de la curva eliptica
E; 1 y? = 23 + ax?® + bz es un homomorfismo. Recordemos que del trabajo efectuado
parrafos atras derivamos informacion sobre la abscisa del punto de la curva eliptica,
lo cual aprovecharemos para la prueba del siguiente lema.

Lema 3.24. Para la curva eliptica E, : y*> = 2 + ax? + bz, definamos w : By —
Q*/(Q*)? como

1 (mod (Q*)?) si P

w(P) =< b (mod (Q*)?) si P

z (mod (Q*)%) si P

Resulta que w es un homomorfismo de grupos.

0,
T

= (0,0),
(x,y) con x # 0.
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Prueba. La funcion w esta bien definida, pues al tener la curva eliptica E; discrim-
inante 7 = b%*(a® — 4b) no nulo se obtiene b # 0.

Ahora probemos que w respeta la operacién de grupo. Sean los puntos racionales
(x1,71), (x2,92) de la curva eliptica E;. Consideremos la recta L que pasa por
dichos puntos, de ecuacion y = gxr + r, donde ¢, € Q. Si r = 0, entonces
al interceptar la recta con la curva eliptica se tiene z(z? + (a — ¢*)z +b) = 0,
obteniéndose las raices x1, xo y x3; notemos que uno de dichos valores es 0. Si
tomamos x3 = 0, se tiene (x3,y3) = Ty con ello w(T) = by xz2 = b, es decir se
cumple w(xy, y1)w(we, y2)w(zs, y3) = b*> = 1. Por lo tanto ¢ respeta la colinealidad
y por ende la operaciéon de grupo.

Si la recta no pasa por el origen, es decir si r # 0, la interseccién de la recta con
la curva E, satisface

(qgr+7)> = 2°+ ax® + b,
@x® + 2qrz + 12 z3 + ax® + bz,
0 = 2®+(a— gz’ + (b—2gqr)z — r*.

Si x5 es la abscisa del punto de interseccion de la recta L con la curva FE;, entonces
tendremos zzow3 = r? = 1. Es decir, si los tres puntos (1, y1), (2, y2), (x3,y3) son
colineales, se respeta la operaciéon de grupo. O

De la seccién 3.2, tenemos que el dual de la curva eliptica £, : y? = 234 az? +bx
es la curva eliptica Fj : y? = 23 —2ax?+ (a? —4b)z. Ademés el lema 3.17 nos dice que

2 b— 2
las isogenias ¢ : Fy — Ef y ¢ : Ef — Ej, definidas por ¢(z,y) = (y y(—x))

22’ x?
2 2 2
[y y(a® — 4b — x*)
y w(x7y) - (4:627 83:2

En el siguiente lema vamos a establecer una relacién entre Ker(w) y Im(1)).

respectivamente, satisfacen (¢ o ¢)(P) = 2P.

Lema 3.25. Sea la curva eliptica By : y* = 23 + az® + bx y su dual E} : y* =
23 —2az* + (a® —4b)z. Se cumple Ker(w) = Im(v), donde 1) : Ef — E; es definida

por (z, y) = (y2 V=B 22D G 2) # (0,0),0, ¥ 1(0,0) = ¥(0) = O.

472’ 812

Prueba. De la definicién de 1 observamos automaticamente la inclusiéon Im()) C
Ker(w). Ahora consideremos un punto P € Ker(w) y verifiquemos que se satisface

P e Im(y). Si P € E; no es (0,0), se tiene P = (p—Q,k:) y por lo tanto ha de
q

cumplirse
6 4 2
P D P
P = = +a— +b= 3.10
/A (3.10)
(§] 4 2 b 2 4
_ p+apq6+ P (3.11)
q

2
Probaremos que bajo tales condiciones existird (z,y) € Ef sujeto a¢(z,y) = (p—2, k) )
q
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es decir, que satisface

y2

N

p
y(a? — 4b — 2?)
322 = k. (3.13)
2.2

En efecto, de 3.12 se tiene 22 = T Y al reemplazarlo en 3.13 obtendremos
P

y[4p*(a® — 4b) — y*¢?

k = 3.14
.2 ap*
_ 2 2 4]?2 2
4p? 4k%q?
= (y+4k)* — q—p2 (a2 — b+ pf ) . (3.17)

De 3.11, reemplazamos la expresién de k? en 3.17 para obtener

a? (4t dap?
0 = <y+4k>2_q_f;(q—ﬁ+ qf +a2),

= e [(2) ()

Luego, las posibles soluciones para y son

49 2a
e Ly,
q q
4p3  2ap
q q

De 3.12 se obtiene x = :I:? y con ello los posibles valores para x seran
P

2p? 2k 2p? 2k
i{iﬂ__ﬂ 6 i{_i_a__q].

2

q p q p
Ahora, como (z,y) € E}, se deberd satisfacer y* = x® — 2az? + (a* — 4b)z, lo cual
4 2.2
al combinarlo con y? = P Zx lleva a
q
4p2x?
g = ¢ [2° — 2az + (a® — 4D)] , (3.18)
2
0 = 2% — ?(an +2p*)x + a® — 4b (3.19)
2 4 9,272 2 4 9,2)2
— {x—“qtp} G S (3.20)
q q
_ ag® +2p*1% 4" + ag®p® + bq') 501
e Lyt 0), (3.21)
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Al utilizar 3.11 en la dltima ecuacién se obtiene
ag® +2p21%  4k2g?
0 = |z- 2 T
q

Y

y con ello las soluciones para x son precisamente

2k 2p?

r1 = —q+a+%,
p q

2k 2p?

Ty — ——q—i-a—i-%.
p q

2
Es decir, los pares (z1,y1) v (72, y2) satisfacen i (z;,y;) = (—2, )
2
Por otro lado, tener P = p—2,0 € Ker(w) equivale a que b sea cuadrado

perfecto. Probemos que (0,0) estd en la imagen si y solo si b es un cuadrado
perfecto. Si (0,0) € Im(v), se satisface (0,0) € Ker(w), pues Im(y) C Ker(w).
2

. .y P
En la otra direccién, asumamos que se tenga b = —. Nosotros deberemos encontrar
q

(xz,y) € E} que satisfaga ¥ (z,y) = (0,0). Para ello, se requiere resolver el sistema

2

Y
2 =0 e
y(a® —4b—2?) i

812

Acé apenas y = 0 es posible. Como (z,0) debe pertenecer a EY, se debe satisfacer
2® — 2az” + (a® — 4b)z = 0,
como x no puede ser 0, se pasa a
z? — 2ax + a® — 4b =0,

o de modo equivalente a

2 2
Los valores de = seréan luego x1 = a — b y Ty = a+ L Se comprueba asi que se

2 2
verifica (a — —p,O) = (0,0) y ¢ (a+ —p,0> = (0,0), es decir (0,0) € Im(3)).
q q
Todo nuestro trabajo se resume en la igualdad Ker(w) = Im(v). O

Antes de concluir que el indice [E1(Q) : EF(Q)] es finito, probaremos en el
siguiente lema que el indice [E4(Q) : (E5(Q))] es finito.

Lema 3.26. Sea la curva eliptica E, : y* = x* + ax® + bx y su dual E} : y* =
3 — 2az% + (a® — 4b)x. Tenemos que [E1(Q) : w(E;(Q))] es finito, donde 1 :

EY — Ey es definida por ¥(x,y) = (4y—;, yla” —8il; — $2)) si (z,y) # (0,0),0, y
¥(0,0) =¢(0) = 0.
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E; V()
o) (o o) (Er)
E; W(E

B — —1 son las proyecciones canonicas. Dicha
o(Er) (¢ 0 ¢)(En)

funcién estd bien definida, pues si m(P) = m1(Q), se tiene P — Q = ¢(R) y con ello
Y(P)—9(Q) = (Yop)(R), es decir wz(w( )) = mo(1(Q)). Ademads F es sobreyectiva

m es de la forma mo(¢)(D)), con D € Ef. Al
© 1

ser F' sobreyectiva, concluimos la desigualdad de indices [E} : ¢(F1)] > [W(E}) :
(o @) (E1)].

La fjnciérig : z/;(EEl*) — (8) , dada por g(P) = w(P), esta bien definida, ya
que si P = @, entonces P — @ € Im(v)) = Ker(w) y con ello w(P) = w(Q).
Ademsds g es inyectiva, pues si g(P) = g(Q), se cumple w(P) = w(Q). Luego se
tiene P — Q € Ker(w) = Im(1), es decir P = Q. Como I'm(w) es finito y ademads
se tiene I'm(g) = Im(w), resulta que el indice [E7(Q) : ©(E(Q))] es finito. O

Prueba. Definamos F' : mediante F'(m1(b)) = ma(¢(b)), donde

™ B —

puesto que todo elemento de

*

De forma similar se concluye que el indice [E}(Q) : ¢(E1(Q))] es finito. Recorde-
mos que ¥ o ¢ : By — E; verifica (¢ o ¢)(P) = 2P. Sin embargo, acd no siempre
hay sobreyectividad asi que apenas obtenemos

[Er = ($0 @) (Ev)] = [Er : P(ER)|[Y(E,) : (¢ 0 0)(EL)],
[Ex = (E)][Es - ¢(Ey)].

Como [E) : ¥(E2)] y [E2 : ¢(E4)] son finitos, concluimos que [E; : 2E;] también lo
es, y con ello queda probado el teorema 3.20.

[El : 2E1] S
<

Ahora nuestra segunda meta es probar que E;(Q) es finitamente generado, el
teorema de Mordell-Weil. La siguiente prueba es considerada estandar en el area.
(Nuestro desarrollo se basa en [13].)

Teorema 3.27 (Teorema del descenso). Sean E; : y* = x3 + az® + br una curva
eliptica sobre Q, y h : E1 — [0, 00[ una funcidn con las siquientes caracteristicas:

1. para cada nimero M el conjunto {P € E(Q) : h(P) < M} es finito;

2. para cualquier P, € Ey(Q), existe una constante r = r(Py) tal que h(Pa+P;) <
2h(Pz) + r, para todo Py € E(Q);

3. existe una constante k tal que h(2P) > 4h(P) — k para todo P € E(Q);
4. el indice [Ey : 2F4] es finito.
Entonces FE1(Q) es finitamente generado.

Prueba. Como el indice [F1(Q) : 2E1(Q)] es finito, existen ¢1,¢s,...,q, € FE1(Q)

E
con los cuales tenemos QEI(%) =491, ---,q,}. Para cada p € E;(Q), se tiene
1
entonces p = G;, con ¢;, € {qi,...,qn}: es decir, existe p; € E(Q) tal que p =
¢i, + 2p1. De la misma manera, para p; podemos encontrar ¢, € {qi,...,qn} y
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p2 € E1(Q) que cumplen p; = ¢, +2ps. Si continuamos con este proceso obtenemos
Gigs -+ Qim € {915+, Gn} Y DP3-- -, Pm € E1(Q) sujetos a

P2 = iy + 2ps,
P3s = i, + 2pa,

Pm—1 = qim+2pm-

Al reemplazar de abajo arriba logramos
m—1

p = Z 2qi; + 2" i (3.22)
j=1

Nuestra meta es lograr una combinacion, como en 3.22; tal que el iltimo ele-
mento, es decir p,,, pertenezca a un conjunto finito conocido de antemano. Para
ello, gracias al item 2, para cada j € {1,2,...,n} tomamos k; sujeto a

h(p — q;) < 2h(p) + k;,

para todo p € F1(Q). Sea k' = max{ki,...,k,} y elijamos x como en el item 3.
Probaremos que E;(Q) es generado por el conjunto finito {q,...,¢,}U{p € E1(Q) :
h(p) < k' + K}

Primero observemos que con la notacion introducida se tiene
4h(p;) < h(2p;) + Kk = h(pj—1 — ;) + k& < 2h(pj—1) + K + K.

Debido a ello obtenemos

2 h(pye) — 1 y1) — (8 + ).

h(pj—1) +

DO | —

h(p;) <

3
Deducimos que h(p;_1) > &' + & implica h(p;) < Zh(pj_l). Si para m € N tenemos
pm & {p € E1(Q) : h(p) < k' + K}, entonces de lo anterior se obtiene

h(pm+1) < (§1>mh(p1).

m
Como lim (Z) = 0, eventualmente tendremos h(p,,+1) < k'+k como querfamos
n—oo

probar.
Concluimos que existe m con el que se cumple
m—1
p=> g, +2"pp,

j:
donde {q;, ... ¢} C{q1,-- -, an} ¥y Pm € {p € E1(Q) : h(p) < K + K}. ]
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A continuacién, para la demostracion del teorema de Mordell-Well, construire-
mos una funcién que satisfaga las condiciones del teorema del descenso.

Teorema 3.28 (Teorema de Mordell-Weil). Sea E; : y? = 23 + ax? + bx una curva
eliptica con a,b € Z. Si el indice [E1(Q) : 2E1(Q)] es finito, entonces el grupo E1(Q)
es finitamente generado.

Prueba. Por lo pronto sabemos que [E;(Q) : 2E;(Q)] es finito. Lo que falta es

construir la funciéon h para poder usar el teorema del descenso. Para el punto

racional P = (T, E) € E1(Q) escribimos H(P) = H <@> = max{|m/, |n|}, donde
n’wv n

med(m,n) =1si P # O,y H(O) = 1. A continuacién definimos h : F1(Q) — [0, 00|
como h(P) = log(H(P)). Para M > 0 tenemos que h(P) < M implica |m| < eM y
In| < eM |y se concluye que {P € F1(Q) : h(P) < M} es finito.

Ahora veremos que nuestra funcién h verifica el segundo item del teorema del
descenso. Sean los puntos P, = (z1,y1), Po» = (x2,92) y P3 = P + P» = (x3,93).
Si P, = O, con tomar r > h(P;) se cumple trivialmente lo deseado. Si P, = O,
tenemos h(P3) = h(P,) < 2h(P,) + r, donde 7 es cualquier constante no negativa.
Ahora veamos el caso P; # O. Si P; = O, se tiene h(P3;) = 0 < 2h(P;) + r, donde
r es cualquier constante no negativa. Cuando P3 # O tenemos dos subcasos.

(322 + 2ax; + b)?
Ayt

Para z; = x5, obtenemos z3 = — a — 2x1, pero al cumplirse

y? = 23 + ax? + bxy, se logra

9z + 4a’z? + V? + 12ax3 + dabry + 6bx?
i — 5 5 —a— 21
4xy + 4ax] + 4bxy
ri + 0% — 2022
4x3 + 4ax? + 4bx,
Ty [13 — 2bxq] + b

43 + dax? + 4bxy

m n

Ademas P, también se expresa cual P, = <l_2’ B

), con lo cual x3 se expande tal

mr 3 2
I ) e A o BT [ S

T 413 + 4dax? + 4bx, - (423 + 4ax? + 4bxy) s

Por otro lado, se cumple

H(Py)l|2} — 2bzy| + b7,
H(Py)|4z7 + 4axs + 4bxy|.

7]

IA A

5]

Si M = max{||z? — 2bxy| + b?|, |[4x? + 4ax? + 4bx1|}, entonces tenemos H(P;) <
MH(P,) y se consigue h(P3) < h(P,) + log(M) < 2h(Py) + log(M).
Para z1 # x9 tenemos

2 2 2 2
ys — 2oy + Y2 — Ts + 2311 — T3 + 1971 + 201071 — T3 — A’

x5 — 2r9my + 22

Trs =

Y

2 3 2
Y, = T+ axr;+ bxa,
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—2y1y2 + 2123 + (b + 2% + 2ax1)Ty + Y} — 23 — ax?
T3 — 2r179 + 73

. Ademaés P,

y por tanto x3 =

m n

se expresa como P, = (l_Q’ l_3>’ con lo cual x3 queda expresado cual

—2yinl + zym? + (b+ 2} + 2ax)ml® + (y3 — % —az?)l* v
T3 = -
s m?2 — 2zyml? + 234 s

m n
Como <l_2’ B
|b))H(P,)? de donde se pasa a |n| < +/1+ |a] + [b](H(P))*?. Por otro lado, se
tiene

) € Ey, se tiene n? = m® + am?* + bmi* y con ello |n?| < (1 + |a| +

rl < 2ulnl] + [z |[m?] + b+ 2T + 2az1||ml®| + |yi — 2} — axP]|l*]
< H(P)*(12y1]v/1 + la] + [b] + [@1] + |b + 27 + 2az1| + |y — 27 — ax]]),
s| < H(Py)*(1+ |231] + 7).

Si M = max{|2y1|\/1 + |a| + [b|+|z1| + |b+22+ 20z |+ |y} — 23 —ax?|, 1+|22, | + 23},
se cumple entonces H(P;+ P;) < M H(P,)?, obteniéndose h(Ps) < 2h(P,)+log(M).
En resumen, para P; € E(Q) existe una constante r (que depende de P;) tal que

Finalmente pasemos a demostrar que existe una constante x tal que se cumple
h(2P) > 4h(P) — k para todo P € E;(Q). Si tomamos el punto P = (x1,1y),
x] + b* — 2ba?
473 + dax? + 4bx,
zt + b2 — 202% y (z) = 423 + 4ax® + 4bx. Definamos p(m,n) = nl¢ <ﬁ> =

n

entonces la abscisa de 2P = (z3,y3) es x3 = . Pongamos ¢(z) =

m* 4+ ntb? — 2bm*n? y q(m,n) = n*y <@> = 4m3n + 4dam?n® + 4bmn>. Recordemos
n

que la curva eliptica tiene ecuacién F; : y* = 23 +az? +bx. Si f(z) = 23+ ax® + bz,

entonces ¢(x) = (f'(x))? — 4(a + 2z)f(x) y ¥(x) = 4f(x). Al ser E; una curva

eliptica, los polinomios f y f’ no tienen raices en comun, y con ello tampoco ¢

y 1. Por lo tanto se tiene mecd(¢,¢) = 1 en Q[z] y por ende existen polinomios
F,G € Qlz] sujetos a

F(z)p(z) + G(x)y(x) = 1. (3.23)

Légicamente existe un entero A con el cual se tiene AF, AG € Z[x]. Definimos
D = méx{grad(F), grad(G)} y multiplicamos ambos lados de 3.23 por An**? para
obtener
Ani+P R (ﬂ) & (ﬂ) 1 ApttDG (@) " (ﬂ) —  ApitD
n n n n ’
AnPF (@> p(m,n) + AnPG (@> q(m,n) = An'*P.
n n
Si k = med{p(m,n),q(m,n)}, se tiene k| An**P. Como k|p(m,n)y An3+*Pp(m,n) =
An3tPmt + B2 AP — 2Abmn®tP | se tiene k|An*TPm?*. Por lo tanto, se cumple
klmed(An*™P An3tPm?*) = An3tP. Al aplicar el proceso anterior (3 + D) veces
conseguimos k|A, es decir, med{p(m,n),q(m,n)} divide a A.
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] +0*—2bx7 m'+n'b? — 2bm*n’ p(m,n)
423 + 4ax? + 4bxy  4mB3n + 4am®n? + 4bmn3  q(m,n)’

r3 =

Se pasa a

H@2P) = méx{lp(ﬂ;n)!’lq(ﬂ;,n)\},

_ %méx{|p<m7n>|,|q<m7n>r},

> %méx{]p(m,n)’,‘Q(ma”)‘}>
. el () e (2]

> gz (lnte ()l +Inte (D)

Ahora definimos z(t) = 21‘5( g;grﬁﬂ}’

algtn valor t¢, se tendrd ¢(ty) = 1(tg) = 0, con lo cual ¢ y ¢ compartiran raices, lo
cual es imposible. Asimismo se tiene

cantidad positiva pues si z(ty) = 0 para

[o(t)] + [¥()]
2A - max{|4], 1}
[o(t)] + [¥()]

2A- [t

limy 00z2(t) = limyeo

= lim

1
= —>0.
24

A partir de ello, al aprovechar la continuidad de z, se deduce z(t) > C' para cierto
C > 0y para todo t € R. Luego tendremos

B
<"> 2A~méx{‘% ,1}

o GOl e (G)]

2A - max{|ml4,|n|*}

e () 0. 2 g (o (2)] ¢ o (2) 1 (2) =it o
Se pasa a

H2P) > CH? (%) ,

y con ello tenemos

C

Por lo tanto A cumple los itemes del teorema del descenso y con ello concluimos
que F1(Q) es finitamente generado. ]

h(2P) > 4h (%) ~log <%) .
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Capitulo 4

Isomorfismos de curvas elipticas

Ahora veremos la importancia del invariante j, lo cual se podra notar de mejor
manera al estudiarlo segiin sea la caracteristica del cuerpo donde se trabaje. Las
referencias bdsicas para este capitulo son [1], [3], [7], [11], [15], [16].

Las curvas elipticas

Ei(K) : y*+aiwy + asy 23 + ayx? + a4 + ag
Ey(K) : s*+ajts+ays = 3+ ayt® + ajt + ag,

son isomorfas sobre K cuando existe una isogenia ¢ : £y — Fs invertible.
Comenzaremos analizando la forma de las isogenias invertibles entre dos curvas
elipticas sobre cuerpos de cualquier caracteristica.

Lema 4.1. Sean las curvas elipticas

Ei(K) : ¥ +azy+azy = 2%+ asx? + ayr + ag
Ey(K) : s®+djts+ahs = 3+ aht® + ajt + ay

y consideremos un isomorfismo ¢ : By — Es. FEntonces la isogenia toma la forma
o(x,y) = (r(z),p(z) + q(z)y), donde r € Klz] es de grado 1 y q, r € K[z]| son
polinomios.

Prueba. Dado que ¢ es un isomorfismo, existe ¢ : Fy — FE; tal que (¢ o ¢)(P) = P
y (o ¢)(Q) = Q para todo P € E; y Q € Ey. Observamos que tanto ¢ como 1)
son isogenias de grado 1.

Si la caracteristica del cuerpo K es distinta de 2, entonces podemos suponer sin
pérdida de generalidad que las curvas elipticas son de la forma E; : y? = 2%+ ao2? +
asx +ag y Fy : y* = 2% + aha® + ajx + af. Por el corolario 3.18, la isogenia ¢ queda
definida como ¢(x,y) = <%, %y) . Ademds v3(x) divide a t?(x) y t*(z) divide
av3(z) f(z), donde f(x) = 23+ asz® +asx +ag. Como el grado de la isogenia ¢ es 1,
entonces max{deg(u(z)),deg(v(z))} = 1. Supongamos que el polinomio v(x) no es
constante. Si ¢ es un polinomio no constante, como #*(z) divide a v*(z) f(z) y f(x)
no tiene raices dobles, entonces existe un factor primo de t(x) que divide a v3(z) y
por ende divide a v(z). Dado que deg(v(z)) = 1, se observa que v(z) divide a t(z) y

por ello se tiene t(z) = v(z)vy(x). Como v*(x) divide a t?(z) = v?(x)vi(x), entonces
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v(x) divide a vy (x) y por ello vy (x) = v(z)va(x). De la expresion t(z) = v(x)vy(z) se
deduce t(x) = v*}(z)vy(x), y como t?(x) divide a v*(x) f(x) se obtiene que v(x)v3(x)
divide a f(x). Dado que f(z) no tiene raices dobles, vs(z) resulta constante y puede
tomarse igual a 1. Gracias a ello se concluye que v; y v coinciden y se satisface
t(z) = v*(x). Lo anterior implica que v divide a f y por tanto se tiene f(x) =
v(z) fi(x). Del corolario 3.18 se tiene la ecuacion v3(z)s?(z) f(z) = g(z)t*(z), donde
g(z) = v (x)+ahu?(z)v(z)+aju(x)v?(z)+agud(z), y al reemplazar en dicha ecuacién
las expresiones t(x) = v3(z) y f(x) = v(z) fi(z) se obtiene s*(z)fi(x) = g(x). Como
deg(f1(z)) = 2 y deg(g(z)) < 3, entonces deg(s*(x)) < 1 lo cual obliga a decir
que s es constante. Asumiendo que s(z) = 1, se tiene que fi(z) = g(z). Debido
uz) y

v(z) v3(z)
0y fi(zo) # 0 pues f no admite raices dobles.

2o rafz de v, entonces f(zy)
Como oy 1) = (ua) s 250t ) = (ate) s o255 0(0)) = ute) s (o)

yv(x)), entonces ¢(xg : 0 : 1) = (0 : fi(zo) : 0) = O, lo cual es imposible. Por lo
tanto, ¢(z) es un polinomio constante y al cumplirse v*(z)s?(z) f(z) = g(z)t*(x) se
desprende que v(z) también es constante lo cual contradice a lo supuesto. Entonces
v es constante, y como t*(x) divide a v*(z)f(z), se deduce que t es constante. En
este caso tomamos 7(z) = u(x), ¢(x) =0y q(x) = s(z).

Veamos ahora el caso cuando la caracteristica del cuerpo base es 2. Tenemos que

u(z) s(z) +w(z)y

v(z) ) )
De la seccion 2.2, cuando a; = a} = 0, podemos tomar las curvas elipticas como
Ei:y*+y=x3+aw+agy Ey: y*>+y = 2>+ a,x + ag. Sabemos de la observacién
3.16, que se satisface

Si tomamos

a esto, la isogenia queda expresada como ¢(x,y) =

Y

—
8

el isomorfismo estd definido como ¢(z,y) = (

2s(z) = (mz+ az)w(x) — (ai% + ag) t(x). (4.1)

Como a; = a} =0y a3 = ay = 1, de la ecuacion 4.1, tenemos w(z) = t(x) y con

ulz) s(z) +

ello la isogenia queda expresada como ¢(x,y) = ( @)’ n )< )y)’ que en esta
v(x x

ocasién lo podemos elegir de tal manera que t(z) y s(z) sean coprimos. Dado que
o(z,y) € Fa, tenemos

2
s+ ty s+ ty u\3 U

( ; ) + ; == <;> + CLZ;; + (1,6, (42)

2+ 12y + st + tPy ud + djuv® + agv®
= : (4.3)

12 v3

VP (s? +t2y? 4 st + try) = tA(u + a4uv + agv®), (4.4)
v (s? + st 12yt +y)) = tA(u+ a4uv + agv®), (4.5)
V3 (8% + st + 22 + agr +ag)) = (v + djuv? + ag?). (4.6)

3
3

Por otro lado, si v no es constante, nos damos cuenta de la iltima ecuaciéon que v
divide a t*(u® + ajuv? + agv®) y como v no divide a u® + ajuv? + ajv®, entonces v
divide a t? con lo cual podemos decir que ¢ = v"w; donde v no divide a w;, y n > 2.
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De la ecuacion 4.6 tenemos v3s(s +t) = t?[u® + ajuv? + agv® — v3 (2 + ayz + ag)].
Observamos que t? = v*"w? divide a v3s(s + ) y como v no divide a s ni a s + ¢
se deduce que 2n < 3 lo cual es absurdo pues n > 2. Por lo tanto v debe ser un
polinomio constante. De la ecuacion 4.6 se tiene que ¢t también es constante pues de
lo contrario ¢* divide a s? + st + t>(z3 + a4x + ag) lo que implica que ¢ divida a s y
ello contradice el hecho que s y ¢ sean coprimos. En este caso tomamos r(x) = u(x),
p(x) = s(z) y r(z) = w(z).

Para a;,a} # 0, podemos suponer que las curvas elipticas son de la forma E; :
v +ay =2+ agx® +ag y Ba: y? + 2y = 2° + aha? + afj. Sabemos que en general
se cumple

25(x) = (apz + az)w(z) — (a’l% + ag) t(x). (4.7)

De las curvas elipticas £ y Ey nos damos cuenta que a; =a} =1y az =a5 =0,y
u s+ wy) c

con ello, de la ecuacién 4.7, zw(z)v(z) = u(z)t(z). Como ¢(x,y) = ( T
v

E5, tenemos

() Q) = (e vi o

s+wy [s+wy zw]  ud4 aduo+ apd L9
t Y v? j (4.9)
3 /1,2 ! ,,3 t2
(s + wy)[s + wy + zw] = Ot i Z—i_%v ) , (4.10)
v
3 v, /3 t2
s* + w?y? + swr +wlry = (w” + agu Z—i_ %) : (4.11)
v
3 /.2 /3 t2
s + swz + w(y: + Ty) = (W + ayu Z+ %) , (4.12)
v
3 /,,2 ! ,,3 t2
s+ swr + w?(2® + agx® + ag) = W oy Z+ %) , (4.13)
v
3 /1,2 ! ,,3 t2
s* + swz + w?(2® + agr® + ag) = (u” + v + a6v°) , (4.14)

v3

Supongamos que v no es constante. Dado que v no divide a u® + ayu?v + agv?,

entonces v? divide a t? y de esa forma t = v*t; donde v no divide a ¢; con o > 2. De

a—1 t
la igualdad xwv = ut, se obtiene w = bl que al reemplazarlo en la ecuacion
x
4.14 se cumple
20—2,,242(,.3 2
t
s(s +wz) + vETwh (@ + ast” F do) = g, (4.15)

2

donde g = u?® + ayuv + agv®.
Si v = ma, con m escalar, entonces de la ecuacién 4.15 se cumple

s(s+wr) = gt — 0 Pt (0% + apa® + ag), (4.16)

s(s+wz) = v [gv — m*uP(2® + axx® + ag)]. (4.17)
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Si suponemos que o = 2, a partir de la ecuacién 4.10 y de la igualdad ¢t = v?t;, se
tiene

(s +wy)(s +wy +zw) = guts.

Para x = 0, tomando y, tal que (0,yy) € F1, se tiene s(0) + w(0)yo = 0. Volviendo
al isomorfismo, podemos observar lo siguiente

oosyin) = (45,

t
st wy
Glr:y:1) = < n :1>7
1

u(s + wy + wx s +wy)(s +wy +wx

dlr:y:1) = ( i )( y)(v2t Y ):(s+wy+wx)),
1

u(s +wy +wzx)  guti

Glr:y:1) = ( ! ):iztlz(s+wy+wm)>,
1

dlr:y:1) = (us+wy+wx) gt1 @ (s +wy + wx)v).

Dado que ¢(0),%;(0) # 0, se tiene ¢(0 : yo : 1) = (0 : g(0)¢,(0) : 0) = (0 : 1:0),
lo cual no puede ocurrir pues ¢ es un isomorfismo y ademas concluimos que a > 2.
De la ecuacién 4.17, se desprende que v divide a s y por ello lo podemos expresar
como s = v*s; donde v no divide a s;. Volviendo a la ecuacién 4.17 y reemplazando
s = vksl tenemos

vPs1(vFs; +utiw®™) = v [gv — mPut (2 + ag® + ag)).
De la ultima ecuacion se puede apreciar que k < 2a — 4 y ademas
s1(v7s1 +utiv® ) = Vg — mAut(2® + agx® + a6)). (4.18)

Como 2a — 4 — k > 0, entonces del lado izquierdo de la ecuacién 4.18 deducimos
que min{k,a — 1} < 2a —4 — k y de ello se concluye que £ < o — 3. Ahora del
isomorfismo ¢ se tiene

u S+ wy
: 1) = — 01
sesyi) = (415,
ut
sweyt) = (Zistuyit),
Glr:y:1) = (utlva_l P sy + mut v 2y vo‘tl) ,
dlr:y:1) = (utlva_l_k : 51+ mut v 2y va_ktl) ,

Nuevamente, para (0,y9) € Ey, tenemos que ¢(0 : yo : 1) = (0 : 1 : 0) lo cual no
puede suceder y podemos decir entonces que v es coprimo con .

Dado que v es coprimo con x y a > 2, de la ecuacion 4.15, se deduce que v divide
a sy por ello s = v¥s; tal que v es coprimo con s;. Si k < a — 1, del isomorfismo ¢

46



tenemos

olr:y:1) = (E:3+wy:1)’
v
ut
olr:y:1) = 7:s+wy:t ,
. — a—1 k Utlva 1y 6%
. = 1 1 1 )
ol :y:1) uwv® Mty tvsy + vt
x
t1 0% 1-k
dlr:y:1) = (uva ke 1+u1vx i vakt>,

Nos damos cuenta que ¢(zg : yo: 1) = (0: 81 :0) = (0:1:0), para (zg,y0) € E1
con v(xg) = 0, lo cual no puede suceder. Por otro lado, cuando k > a — 1y de la
ecuacién 4.10, el isomorfismo ¢ queda como

owiyin) = (2:55a0).

u(s + wy + wx s+ wy)(s +wy + wx
dlr:y:1) = (( q;y )( y)<t Y ):s—l—wy—l—wx),
u(s +wy + wx t
Glr:y:1) = (( t ):g—gzs+wy+wx>,
v v
uv?(s + wy + wx) (s + wy + wz)v®
oplr:y:1) = ( , \g |: . >,
plx:y:1) = (w* (s +wy+wz): gt : (s+wy+wz)* ),
u’tiv ut v?

dlr:y:1) = (qu_a+k31 + (y+x): gty - v3 s, + (y + w)) :
Observamos que ¢(xq : yo : 1) = (0 : w(wg)ti(zo) : 0) = (0:1:0), para (zo,y0) € Ey
con v(zg) = 0, lo cual tampoco puede ocurrir. Por lo tanto, se tiene que v es
constante. De la igualdad ut = zwwv y la ecuacion 4.14 nos damos cuenta que si x
divide a u, entonces t divide a s y w. Si x no divide a u, entonces t = 2"t donde x
no divide a ty y ademds w = ut,v~'2" L. Por la ecuacién 4.14 se tiene que to divide
a s, con ello s = tys1 v se cumple

s1(s1 +uvta™) + v 20?2 (2% + aga® + ag) guia®™ (4.19)

51+ aguv 2P vt (sy Fuv Tl (2 ap)) = guPr?. (4.20)

Sin =1, la ecuacién 4.20 se reduce a
s+ agu®v 2 +uwvta(s; +uwv T tz(z + an)) = gvTia?
y observamos que x divide a s? + u?v2ag = (51 + uv~/ag)?, es decir 2? divide a

s? + u?v2ag, y con ello se tiene que z divide a s;. Por lo tanto, deducimos que z?
divide a u?v~2ag lo cual es contradictorio pues x es coprimo con u.
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Sin > 1, entonces de la ecuacién 4.20 se tiene que x divide a s; y con ello 51 = 2™s,
donde x no divide a s,. Luego el isomorfismo queda de la siguiente manera

U taa™sy +utyv "y ' 1)

plr:y:1) = (

v 2"ty
plr:y:1) = (ua™y: tox™sov + utyx™ y : 2"ty0),
plr:y:1) = (ur":2™sv +uz" ty:z™).

Dado que O solo se corresponde con O, se tiene que m = n — 1, y entonces ¢ queda
expresado como

Olx:y:1) = (ux:sw+uy:av).
En la ecuacién 4.20 reemplazamos m = n — 1 y obtenemos

252 bagutvT?) Fuv e sy Futv 2 (x +ag) = gvPz®, (4.21)

s34+ aguv 2 +uvtwsy + v it (x +ag) = gv izt (4.22)

T

Observamos que z divide a s3 + agu?v =2 = (89 + aguv™')?, y por ello deducimos que
22 divide a s3 + agu®v 2. Luego de la ecuacién 4.22, vemos que z divide a uv~'sy lo
cual es imposible pues x es coprimo con u y ss.
Finalmente, llegamos a que z divide a u y con ello t divide a s y w. En este caso
s(z) w(x)
x) = ) O
v q(z) 1)
Del teorema anterior, podemos ser un poco mas precisos con respecto a los
polinomios r y ¢ tal como se muestra en el siguiente corolario.

tomemos r(z) = u(z), p(x) =

Corolario 4.2. Sean las curvas elipticas

Ei(K) : ¥ +azy+azy = 2%+ asx? + ayr + ag
Ey(K) : s*+djts+ahs = 3+ aht® + ajt + ay

y consideremos un isomorfismo ¢ : E1 — FEs. Entonces la isogenia toma la forma
o(x,y) = (u(x),v(x)+ Ay), donde u, v € Klx] son polinomios de grado 1 y X\ es una
constante.

Prueba. Del lema 4.1 tenemos ¢(x,y) = (r(x),p(x) + q(z)y) con inversa, digamos
Y, de la forma (t, s) = (R(t), P(t) + Q(t)s), y ademéds que los polinomios r, R son
de grado 1. Al ser ¢ la inversa de ¢ se cumple

R(r(x)) = =, (4.23)
r(R(t)) = t, (4.24)
P(r(z)) + Q(r(z))(p(x) + q(x)y) = v, (4.25)
P(R(t)) + q(R(1)(P(t) + Q(t)s) = s. (4.26)

P(r(z)) + Q(r(x))p(x) = 0, (4.27)



De la ecuacion 4.28 se concluye que () y ¢ son constantes, es decir son de la forma
q(z) = my y Q(t) = mg. De 4.27 se tiene P(r(x)) + Q(r(x))p(z) = 0. Y al ser @
constante, se deduce P(r(z)) = —map(z). Al reemplazar t = r(z) y s = p(z) + myy
en la ecuacion de By tenemos

/

miy? + domizy + y(2mip(z) + ajymy + asmy) =
832 + 22(36%y + ay0?) + 1(309% + 2a50y + ald) + P + dhy® + aly + ag — p*(x)
—aydxp(r) — ajyp(x) — azp(x).

Luego el grado de p es a lo mas 1 pues la relacién entre x e y debe ser precisamente
aquella que define a E;. De la misma manera obtenemos deg(P) < 1y se concluye
la igualdad deg(P) = deg(p) = 1. O

Ahora veremos mas de cerca la forma de las isogenias si tomamos en consideracion
la caracteristica del cuerpo K.

Si el cuerpo K tiene caracteristica distinta de 2, entonces dos curvas elipticas
E, y F, pueden reducirse a través de transformaciones elementales a E; : 3% =
3+ agx® + agr +agy Ey: 82 =13 + abt® + djt + af.

Corolario 4.3. Sean las curvas elipticas Ey : y* = 2 +asx? +asxv+ag y By 1 82 =
t3+aht® +alt+af en un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y tomemos una isogenia
¢ : Ey — Ey entre ellas. Si ¢ es un isomorfismo, entonces la isogenia ¢ es de la
forma ¢(x,y) = (u(x), \y), con inversa, digamos 1, de la forma(t,s) = (U(t),0s),
aca w y U son de grado uno.

Prueba. Si las curvas elipticas son isomorfas, por el corolario 4.2 existe una isogenia
invertible ¢ : Ey — E5 de la forma ¢(z,y) = (u(x),v(x) + Ay) con u de grado
exactamente 1 y v a lo sumo de grado 1. Por el corolario 3.18 resulta que v es nulo
y por lo tanto queda ¢(z,y) = (u(x), Ay). De igual manera la inversa de ¢, digamos
Y E' — E, toma la forma ¢(t,s) = (U(t),os), donde U es polinomio de primer
grado. O

A continuacion estudiaremos la forma particular que deberan asumir las partes
lineales en la isogenia del corolario anterior.

Teorema 4.4. Sean las curvas elipticas Ey : y?> = 22+ asx? +ayx +ag y By 1 5% =

3+ aht® + ajt + ag y la isogenia ¢ : Ey — Fy. La isogenia ¢ es un isomorfismo si y
solo si estd definido como ¢(z,y) = (u?x + B,u3y), para algin u € K.

Prueba. Sean las curvas elipticas Ey @ y? = 23 + ap2® + ayw +ag v By 1 5% =
3 + ayt? + ajt + af isomorfas mediante la isogenfa ¢ : E; — FEy. Por el corolario
anterior se tiene t = ax + f y s = Ay, expresion que reemplazaremos en la curva

eliptica Ey para obtener

Ny = (az+ B)° + dy(ax + B)? + dj(ax + B) + ag
= o’ +3aBa® + 3af%r + 7 + ay(0’s® + 208z + ) + aj(ax + B) + ag
a’z® + (30”8 + aya®)a® + (3 + 2050 + dya)r + ayB° + dyf + ag.
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De la curva E; : y? = 2% + a2 + a4z + ag tenemos la relacién
Ny? = X222 + Nagz?® 4+ Nagx + Nag,

lo cual conduce a

Moo= o (4.29)
ax)? = 30’6 + aha? (4.30)
ai)® = 3af + 2dyaf + dja (4.31)
ag\? = dbB*+ a\B + aj. (4.32)

De la ecuacién 4.29 se tiene w = \? = o?; luego, para u = — se obtiene w = u",
Q@

valor con el que se consigue A = u® y a = u?. Asf la isogenia ¢ toma la forma

indicada. O

En el caso que las curvas elipticas tengan la presentacién E : y? = 2 4 asx + ag
y B 8% =t 4 ajt + a, directamente de la ecuacién 4.30 se deduce 30?3 = 0
y ello implica que la isogenfa ¢ toma la forma ¢(x,y) = (u’z, udy) para algtiin u € K.

Ahora veamos la forma de las isogenias invertibles entre curvas elipticas definidas
sobre un cuerpo de caracteristica 2.

Teorema 4.5. Sea K de caracteristica 2 y las curvas elipticas

Ei(K) : ¥ +azy+azy = z°+ ax? + ayx + ag,
Ey(K) : s*+ajts+ays = 3+ ayt® + ajt + ap.

Si la 1sogenia ¢ : B4 — Fo es un isomorﬁimo, entonces necesariamente ¢(x,y) =
(uz + 6, v?vz + udy + B), para algin u € K.

Prueba. Sea ¢ : Fy — Ey definida por ¢(x,y) = (Ri(z,y), Re(z,y)), una isogenia
con Ry(xz,y) = u(z) y Ra(z,y) = v(z) + Ay como en el corolario 4.2, con inversa
P(s,t) = (U(t),V(t) + 7s). Como ¢[—(x,y)] = —¢(z,y), observando la segunda

componente, se tiene

RQ(:L‘7 _y_alx_a?)) —R2($,y) _allRl(xvy) —(lg,

v(z) + M=y —az —az) = —(v(z)+ \y) — aju(z) — aj,

20(z) + M(—y — iz —az) = =y — dju(x) — aj,
)

My 4+ ax +a3) = My + aju(x) + aj.
Utilizamos A(y + a1z + a3) = Ay + aju(x) + af, para expresar s(s + ajt + ajy) en
términos de las variables z e y como sigue:
s(s +ayt +az) = (v(z) + My)(v(z) + Ay + ait + ag),
= (v(@) + ) (v(x) + Ay + a1z + a3)),

= (v(z)+ )\y)( (x) + )xy + a1z + Aag),

()

()
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Al reemplazar v(x) = ax + [ y tener en cuenta que se satisface y? 4+ ayxy + asy =
23+ ayx? + a4 + ag, podemos representar s(s+a)t +aj) como funcién de la variable
x cual

N2® + (@ + daa; + Nag)z® + (Aaag + ABay + Nag)z + (6% + Az + Nag).

Para expresar t* + ayt? + ajt + af en términos de la variable x, reemplazamos t =
r(z) = yx + § para obtener

34 ayt® + ajt + ay = V22 4+ (P20 + ahy?) a4 (707 + aly)x + (67 + ahyd® + ald + afy).

Como para la curva eliptica Ey se tiene s(s + ajt + a}) = t* + ayt® + ajt + ag, las
relaciones entre los coeficientes de las potencias de la variable z satisfacen

2 B4 (4.33)

o + aay + Nag = (0 + db), (4.34)
aas + MBai + Nay = 6%+ alf, (4.35)
B2+ dasB + Nag = 6+ abd® + ald + ay. (4.36)

2 2

A
De 4.33 se tiene A = u® y v = u? con u = ~. Luego al reemplazar A = u® y v = u
Y

en la expresion 4.34 concluimos o = u?v. En resumen, la isogenia queda expresada
cual ¢(z,y) = (v r + 0, v’vx + udy + B). ]

Del teorema 4.4 y el teorema 4.5 podemos finiquitar la labor de obtener las
isogenias de curvas elipticas sobre cuerpos de cualquier caracteristica. La forma
general de todas ellas es ¢(z,y) = (v?z + J, vvx + vy + B), donde v, § 6 3 pueden
en algunos casos anularse.

Ejemplo 4.6. Consideremos las curvas elipticas E; : y> =2 +3x+1y Ey: y?> =
x3 + 2437 + 729. Estas son isomorfas sobre Q, pues la funcién ¢(x,y) : By — Es

definida por ¢(z,y) = (9z,27y) es un isomorfimo.

Veamos ahora un atajo para determinar si dos curvas elipticas son isomorfas.
Anteriormente habfamos definido el discriminante 7. Cuando se tenga 7 # 0, el
invariante j de la curva, que denotamos por j(FE), viene dado por

Proposicién 4.7. Si las curvas elipticas

E\(K) : y*+awy +asy = 2° + apr? + aur + ag,
Ey(K) @ o +dwy + ayy = 2° + dya® + ajyr + aj

son isomorfas mediante ¢ : Ey — Ey definido como ¢(2',y') = (u?z’ + §,v’va’ +
udy' + B), entonces la relacion que hay entre los coeficientes asociados de las curvas
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Ey y Ey es la siguiente (para la definicion ver capitulo 2):

uay = ay+2v,
u*a, = as—va;+ 36— v
uldy, = az+ da; + 28,
u'd) = a4 —vaz+20a; — (B + 0v)a; + 36% — 2v,
ubay = ag+ day + 0%ay + 6° — Basz — B* — 6Bay,
uldy, = dy+ 126,
u'dy = dy+ ddy+66%
uSdy, = dg+ 20dy + 6dy + 467,
ubdy = dg+ 30ds + 36%dy + 307,

4 1/ o
u'e, = ey,

6 1 .
u’eg = eg,
u?r = 1

Prueba. Como (u*z’ + 8, u?va’ + udy' + ) € E; se tiene

(wPva’ +udy + B) + ar(v?2’ + 0)(vPva’ + Py + B) + az(vPva’ + vy + B) =
(uz' 4 6)% + az(u?z’ + 0)? + as(u?x’ + 8) + ae,
u4y2(m/)2 +u6(y/)2 _|_52 —|—2u5yzv’y’—|— 2u36y’+2u2yﬁx’—|—a1(u4u(m‘)2 +u5x/y/ +
u?B2’ + u?dva’ + uddy' + 0B) + azulva’ + azuy + azf =
ub(2')® + 3ut(2')20 + 3u0%2’ + 62 + ag(ut(a)? + 20?62’ + 6%) + aqux’ +asd +ag,
u6(y/>2 + (2u5y+a1u5)x’y’+ (2u3ﬁ+a1u35+a3u3)y’ —
ub(2')? — (uv? + aputy — 3ud — agu?)(2')? + (3u?6? + 2u*dag + agu® — 2uPv B —
a1u?B — aju?ov — azuv)z’ + 0% + a0 + ayd + ag — 5% — a108 — azf.
Ademas (2/,y") € By y con ello
(V) + a2y +ayy = (o) +ay(2))? + a) + ag,
UG(y/)2 + u6a'1x'y’ uy u6agy/ — UG(m/)?’ & u6a/2(x/)2 + u6a2 + u6a/6‘

Deducimos las igualdades

uba] = 2uv 4+ ayu’,
ubay, = —u't? —aputv + 3uté + ayut,
ubay = 2uB+ a1u’d + azu®,
uGOLﬁ1 = 3u?8? + 2u%Sas + agu® — 20V B — B — sy — asu’v,
y con ello
uay = ay+2v,
wldy, = ay—vay+ 36—

uwlay = as+da; + 20,

u'dy = a4 —wvaz+20a; — (B + dv)ay +36% — 2up,

ulay = ag+ day + 6%ag + 6 — Baz — B — 6Ba;.

52



Mediante calculos similares obtenemos

uldy, = dy+ 126,

u'd, = dy+ 6dy+ 66,

uldy = dg+ 20dy + 0%dy + 467,
ubdy = dg+ 30ds + 36°dy + 36%,

4 7

u'e) = ey,
6, _

u’ey = e,

u?r’ = 1.

De la proposicion 4.7 tenemos entonces

3 120,73 /3
G AU (e1) ] » (e1)
T u127-/ 7!

J(E) = = Jj(E).

Es decir, el invariante j no se modifica al ejecutar un cambio de variables; razén por
la que lleva tal nombre.

Dos curvas elipticas pueden ser isomorfas sobre K, pero no se sabe a priori si
pueden serlo sobre K o si solo son isomorfas sobre K y no sobre K. Para ello
introduciremos el concepto de twist de curvas elipticas.

Sean las curvas elipticas F;(K) y E(K). Decimos que son twist una de la otra
si son K-isomorfas mas no K-isomorfas.

Ejemplo 4.8. Sea la curva

E:y’=2°+3z+2
sobre F5. Ahora definamos la curva

E y=x34+zx+4

La asignacién ¢(z,y) = (3z,ay) es un isomorfismo de FE sobre E', donde a es
solucién de o = 2. Se observa a € Fs, pero a ¢ Fs.

Si E es una curva eliptica, pondremos Aut(E) para referirnos al grupo de los
automorfismos de F, es decir, los isomorfismos de E en E.

Ejemplo 4.9. Consideremos la curva eliptica E : y?> = 2® + 2 sobre el cuerpo F.
La asignacién p(z,y) = (u’r,6y) es un automorfismo, donde u*> = 6. Se observa
u € Fy7, pero u ¢ F.

Observacién 4.10. Si las curvas elipticas F; y E, son isomorfas sobre K, entonces
tendremos Aut(FE;) = Aut(Fy). Més adelante se vera que j(FE;) = j(FE,) implica
que E; y Es son isomorfas, con lo cual podemos concluir que j(E;) = j(E,) implica
Aut(E;) = Aut(FE3).

Veremos a continuacién algunas propiedades del invariante j, de los twist y de
los automorfismos de las curvas elipticas £ : 4% + a12y + asy = 23 + asx? + aux + ag
al tener en consideracion la caracteristica del cuerpo K.
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4.1 Curvas elipticas en caracteristica 2
Por lo visto en la seccion 2.2, si a; = 0, la curva eliptica E es isomorfa a

E'  y? 4+ agy = 2 + byx + bg.

En este caso, tenemos dy = d} = 0, dy = a3, ¢, = 0, 7" = a3 y ademés j' = 0.

Si a; # 0, tenemos que la curva E es isomorfa a
By +ay = 2* + aha® + af;
. T ,_a
acd se tiene dy, = 1, djy = dg =0, ¢}, = 1, 7' = —a5g = —5 y ademds j' = —
ay
Ejemplo 4.11. Las curvas elipticas B} : 4> +y = 2® +a, By : > +y = 23 + 1,
Es:y*+y = 23+ x + 1, definidas sobre el cuerpo Fy, cumplen j(E,) = j(F,) =

Ejemplo 4.12. Las curvas elipticas Ey : y> +ay = 23+ 22 +1, Es 1 > +ay = 23+«
FEs : y* + xy = 23 + az® + 1 + a, sobre el cuerpo Fy, = {0,1,a,1 + a}, cumplen
J(Ey)=1,5(Es5) =1+aq, j(Es) =a;acd o> +a+1=0
a2
Si el invariante j es cero, entonces a; = 0, pues de lo contrario se tendrfa j = ——,
-
lo cual es absurdo. Es decir, j = 0 es equivalente a a; = 0
En los ejemplos 4.11 y 4.12, se comprob6 que para cualquier elemento del cuerpo
F, existen curvas elipticas cuyos invariantes son dichos valores. Esto se generaliza
en la siguiente proposicion a cualquier cuerpo de caracteristica 2.

Proposicién 4.13. Para todo j € K, eziste una curva eliptica E con j(F) = j.

Prueba. Para el caso j = 0, consideramos la curva eliptica £ : y?> +y = 23 + 2 + 1,

1
la cual cumple j(E) = 0 = j. Si j # 0 la curva eliptica F : y? + 2y = 2% + 22 — =

J
satisface j(F) = j. O
Ejemplo 4.14. Sean las curvas elipticas Ey : y*+y = 2+, By 1y’ +y = 2 +a+1
sobre Fy. Definamos ¢ : F3 — E; como ¢(z,y) = (z,y+«), donde o € Fy es solucién
de o® + a = 1. Para (x,y) € E3N L, donde L es una recta de ecuacién y = mz + b,
tenemos y + a = mx + b + «, es decir ¢ respeta la operacion de grupo. Como la
homogenizacién de ¢ es ¢z 1y : 2| =[x : y+az: 2], se tiene p(O) =[0:1:0] = O.
Ademéds ¢ esta bien definida, pues (z,y) € E3 equivale a cualquiera de las identidades

v+y = 2 +a+1,
y+oit+y+a = 2°+u,
(y+a)P+y+a = 2°+u,

es decir, tendremos (z,y+a) € F;. Concluimos que ¢ es un isomorfismo con inversa
¢_1(x7y) = (.T, Yy— Oé(L’).
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Ejemplo 4.15. Sea la curva eliptica E, : y?> +y = 2 + 1, definida sobre el cuerpo
Fy. Definamos ¢ : By — Ey como ¢(z,y) = (x + 1,2 +y + a), a € Fy solucién de
oa’*+a = 1. Para (z,y) € ENL, donde L es una recta de ecuacién y = ma+b, tenemos
y+a = mx+b+a, es decir ¢ respeta la operacion de grupo. Como la homogenizacion
dedpesplx:y:z]=[r+z:x+y+az:z], setiene p(O) =[0:1:0] = O. Ademss,
estd bien definida pues (x,y) € Fs es equivalente a cualquiera de las siguientes
identidades

vy = 23 +1,
Pyttt r+ry+a = 224322 +3x+141,
(z+y+a)l+r+y+a = (z+1)7°+1,
es decir, a (x+ 1,z +y+ ) € Ey. Concluimos que ¢ es un isomorfismo con inversa
¢*1(x,y):(x—1,y—x—ax+1).

En los ejemplos anteriores hemos manipulado curvas elipticas isomorfas de la
forma E : 4> +asy = 23 +bsx +bg. El siguiente paso es clasificar dichos isomorfismos.
Ello lo haremos en el siguiente teorema.

Teorema 4.16. Sean las curvas elipticas E : y* + by = x® + byx + bg, E' : y*> +
u=3bgy = w3 +u~ (VA 4by—bs)z+u~0 (b 415 +bg—2—bsf), conu € K yf,0 € K.
La funcion ¢ : E'(K) — E(K), definida por ¢(z,y) = (ux + v%, w?ve + v’y + ), es
un isomorfismo de grupos.

Prueba. Seanu € K v 3,6 € K. Tenemos que (x,y) € E' es equivalente a cualquiera
de las siguiente identidades

v+ bsu 3y = 23 +umt (vt + by — b))z + w8 (byr® + 18 + b — B2 — b3f3),

uSy? + byudy = ubz® + wP(v* + by — bav)w + by + 15 + bg — % — b33,

w22 +ubyP+ B2 Fbsulva+bsudy+bs S = uxP+utvi e +ulvt o+ +byula+-by? 4-be,
(WPve + udy + B)? + by (vPva + udy + B) = (vPz + v2)? + by(uPx + v?) + be,

es decir, a (ux + v, vz + vy + B) € E. Ademas la funcién inversa estd definida

por ¢(z,y) = (v 2(z —v?),u3(y — vx + v — (). En coordenadas proyectivas
tenemos o =i
¢: FE(K) — EK)
[w:y:z2] = [Wix+v%z:wPve +udy + Bz 2]
Por ejemplo se tiene

p(O)=¢([0:1:0))=[0:u*:0=[0:1:0]=0

Por ultimo, tenemos la recta L de ecuacion y = mx +b. Si (z,y) € LNE"y
é(x,y) = (T,7), tenemos y = mx + b, T = v’z + 1%, § = v?ve + vy + 4. Ademas se
cumple ¥ = (v +um)Z — v*(v +um) +u*b+ 3. Por lo tanto, ¢ lleva rectas en rectas
y por ende respeta la operacién de grupo. En conclusion, ¢ es un isomorfismo. [

Teorema 4.17. Sean las curvas elipticas E' : y* + byy = x> + bz + b, E : y* +
bsy = 23 + byx +bs. Si ¢ 1 E' — E es un isomorfismo definido por ¢(z,y) =
(u2x + 12, u?ve + udy + B) para algin v € K, B,v € K, entonces b, = u3bs,
Vy=u (v + by —bg+v) y b, =u0(by? +1° +bs — 5% — b303).

95



Prueba. De la proposicién 4.7, con § = 12 tenemos by = u=3bs, b, = u=*(v* + by —
by +v) y by = u0(by? +1° +bg — 5% — b3f3). O

Ejemplo 4.18. Sea la curva eliptica E; : y* +zy = 2° + (1 + a)z? + 1 + a sobre el
cuerpo Fy; acd o + a + 1 = 0. Definamos ¢ : By — Eg como ¢(z,y) = (z,y + az).
Para (x,y) € EzNL, donde L es una recta de ecuacién y = mx+b, tenemos ax+y =
(m+ )z + b, es decir ¢ respeta la operacién de grupo. Como la homogenizacién de
pesplr:y:zl=[r:ar+y:z| setiene p(O) =1[0:1:0] = O. Ademds, ¢ estd
bien definida, pues tener (z,y) € E7 es equivalente a

v+ay = 2+ (1+a)2’+1+a,
2+t +ari+ay = 2P+ at+ 140,
(y+az)? +z(y+ar) = 2°+az®+1+a,

es decir, a (z,y + azx) € Fg. Concluimos que ¢ es un isomorfismo con inversa
¢_1(x7y) = (IL’, Yy— CYLE).

Ejemplo 4.19. Sea la curva eliptica Fg : y> + 2y = 2> + 22 4+ a sobre el cuerpo Fy;
acd o® + a+ 1 = 0. Definamos ¢ : Fg — E5 como ¢(z,y) = (z, (1 + a)x +y). Para
(x,y) € Ex N L, donde L es una recta de ecuacién y = mx + b, tenemos ax + y =
(m+ )z + b, es decir ¢ respeta la operacién de grupo. Como la homogenizacién de
pesplr:y:zl=r:(1+a)r+y:z],setiene p(O) =[0:1:0] = O. Ademss,
estd bien definida, pues tener (z,y) € Eg es equivalente a

v 4oy = 2°+a,
1+ a2+’ + (1 +a)z®+zy = 22 +2°+a,
(I+a)z+y’+az((l+a)z+y) = 2°+2°+a,

es decir, a (z, (1 4+ o)z +y) € E5. Concluimos que ¢ es un isomorfismo con inversa
¢! definida por ¢~ 1(x,y) = (z,y — ax).

De los ejemplos anteriores observamos que las curvas elipticas Fg y E7 son isomor-
fas mediante ¢ : F; — Fg dada por ¢(z,y) = (z,y + ax). Un caso similar sucede
entre las curvas elipticas Eg y FEj5 gracias al isomorfismo ¢ : Eg — Fs5 definido
por ¢(x,y) = (z,(1 + )z + y). En el siguiente teorema estableceremos condi-
ciones répidas para reconocer cuindo dos curvas elipticas del tipo E : y* + 2y =
23 + byx? + bg, definidas sobre un cuerpo de caracteristica 2, son isomorfas.

Teorema 4.20. Sean las curvas elipticas E : y* +xy = 2 +bya® +bg, B : y* +ay =
23+ (by — v — v?)a? + b, con v € K. La funcién ¢ : E'(K) — E(K), definida por
o(z,y) = (z,ve +y), es un isomorfismo de grupos.

Prueba. Tenemos que (z,y) € E’ es equivalente a

v 4oy = 28+ (by — v — 1)z + bg,
Vet vt oy = 2+ b’ + bg,
(vz+y)? +x(vz+y) = 2°+ by’ + bg,

26



es decir, a (z,vx +y) € E. Ademds, la funcién inversa esta definida por ¢(z,y) =
(z,y — vx). En coordenadas proyectivas tenemos

¢: PE(K) — E[K]
[x:y:z] — [z:ve+y:z

Para O =[0:1: 0], se tiene
(O0)=¢([0:1:0]))=[0:1:0]=0.

Por 1dltimo, sea la recta L de ecuacién y = ma+b. Si (z,y) € LNE"y ¢(z,y) = (Z,7),
tenemos y = mx +b, T =2z, = ve+y. Ademds § = (v +m)T + b. Por lo tanto, ¢
lleva rectas en rectas y por ello respeta la operacién de grupo. En conclusién, ¢ es
un isomorfismo. O

Teorema 4.21. Sean las curvas elipticas E' : y* +xy = 23 +bha? +0;, E : y* +ay =
23+ bya® +bg. Si ¢ 1 E' — E es un isomorfismo definido por ¢(x,y) = (z,vz +y)
para algin v € K, entonces by = by + v + v? y b = bg.

Prueba. De la proposicién 4.7, para u =1, § = 0, § = 0, tenemos by, = by — v — v/

Los lemas que se enuncian a continuacién permitiran a la postre demostrar que
dos curvas elipticas son isomorfas cuando tienen el mismo invariante j.

Lema 4.22. Toda curva eliptica E' : y* + c3y = 2° + ¢4z + c¢ es isomorfa a E -
v+y=a>+z+1.

Prueba. Como E' es una curva eliptica y 7 = i, tenemos c3 # 0. Sean u,v, 3 € K
valores que satisfacen c3 = u™3, ¢y = v (v +v), ¢ = u (v +0° +1— 52— (3).
Por los teoremas 4.16 y 4.17, la funcién ¢ : E' — E, definida por ¢(x,y) = (u?x +
V2 ulvz + vy + B), es un isomorfismo. O

Lema 4.23. Toda curva eliptica E' : y* + xy = a2 + cox? + ¢ con invariante j es

isomorfa a E - y2 +xy = AN -

J
Prueba. Observamos que las curvas elipticas E' y E tiene el mismo invariante j. La
isogenia ¢ : B — E definida por ¢(z,y) = (z,vzx +y), donde v € K es una solucién
de ¢y = 1+ v + 12, es un isomorfismo por los teoremas 4.20 y 4.21. O]

Del ejemplo 4.14 concluimos que E; es isomorfa a E3. Y del ejemplo 4.15, se
tiene un automorfismo de Es. Lo coincidente es que tienen el mismo invariante igual
a 0.

Ahora bien, las curvas elipticas Ey : y*+xy = 2+ (1+a)r?+1+ay Eg : y*+ay =
23+ az® + 1 + « cumplen j(E;) = j(FEs) = a y por el ejemplo 4.18 son isomorfas.
Ademsés las curvas elipticas Eg : y? +ay = 2> + 22 +ay Es : > + oy = 25 + «
tienen el mismo invariante j, dado por j(Eg) = j(FE5) = 14+ a, y por el ejemplo 4.19
también son isomorfas.

A partir de las observaciones anteriores, podemos vislumbrar el siguiente resul-
tado que establece que dos curvas elipticas son isomorfas si y solo si tienen el mismo
invariante j.
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Teorema 4.24. Dos curvas elipticas de caracteristica 2 son isomorfas sobre K si y
solo si tienen el mismo invariante j.

Prueba. Tomamos dos curvas elipticas E'y E’ con invariantes j(F) y j(E’) respec-
tivamente. Si F'y E’ son isomorfas, entonces por la proposicién 4.7 tienen el mismo
invariante j.

Ahora supongamos j(E) = j(E’). Tenemos dos casos. Si las curvas elipticas son
de la forma E : y* + azy = 2> + byx + bg, E' : y* + ay = 23 + bz + bf;, entonces por
el lema 4.22 dichas curvas son isomorfas a H : y> +y = 2® + 2 + 1. En el caso que
tengan la forma E : y? + 2y = 2> + cox? + ¢g, E' 1 y? + 2y = 2° + ha? + ¢, por el
lema 4.23 las curvas son isomorfas a cierto F' : y? + xy = 2® + 2> — —. En ambos

J
casos, concluimos que F y E’ son isomorfas. O

Ejemplo 4.25. Sean las curvas elipticas E: y? +ay =2+ 22 +1y E 1> +ay =
23 + 1, definidas sobre Fy. Como j(E) = j(E') = 1, por el teorema 4.24, son
isomorfas y por los teoremas 4.20 y 4.21, el isomorfismo ¢ : £/ — FE estd definido
por ¢(z,y) = (z,vx +y) donde 0 = 1 — v — 2, v € Fy. Notemos que el isomorfismo

se define apenas sobre Fy, pues v ¢ Fs.

Ejemplo 4.26. Las curvas elipticas F : y> +ay = 2> + 2> +a y E' : y* + oy =
23+ (14 a)2? + a, definidas sobre F4 son isomorfas, pues j(F) = j(E') = 1+a. Por
el teorema 4.24, estas son isomorfas y por los teoremas 4.20 y 4.21, el isomorfismo
¢ : E' — E esté definido por ¢(z,y) = (z,vz +y) cuando 1 +a=1—v — 12y
a # 0, pues E es curva eliptica. Luego el isomorfismo es sobre Fy, pues v ¢ Fy.

De los ejemplos anteriores, podemos adelantar la siguiente observacion.

Observacién 4.27. Todo twist de la curva eliptica E : y? + zy = 23 + bz 4 bg es
de la forma E' : y?* + xy = 23 + (by — v — v?)2? + bg, con v + v € K siempre que
v ¢ K.

Finalmente vamos a determinar el orden del grupo de los automorfismos cuando
la curva eliptica adopta la forma E : y? + by = 2® + byx +bg 6 E : y* + 2y =
ZE3 + bgibz + b6.

Teorema 4.28. El grupo de automorfismo Aut(E) para la curva eliptica E : y* +
bsy = a® + byx + bg tiene 24 elementos.

Prueba. Sea ¢ : E — E un automorfismo que por los teoremas 4.16 y 4.17 esta
definido por ¢(z,y) = (u*x+v?* v?ve+udy+ B). De la proposicién 4.7, para § = v,
se tiene

b3 = U_Sbg,

b4 = U_4(V4+b4 —b3+V),

b6 = Uiﬁ(b4y2 + V6 + b6 — B2 — bgﬁ)
Observamos de la primera ecuacién que v puede tomar tres valores. Para cada uno
de estos tres valores que tome u se tiene de la segunda ecuacién que v puede tomar

cuatro valores. Y a partir de los valores que tomen u y v,  toma dos valores. Es
decir, en total existen 24 automorfismos. O
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Ejemplo 4.29. Los automorfismos de la curva eliptica F : y?> +y = 2 + 2 + 1,

estdn dados por ¢(z,y) =

(u?z + v, uvz + udy + B) con las constantes sujetas a

l=u?1=u?**+v), 1 =uw?+15+1—3%— ). Consideremos las raices

de 23 =1, digamos 1, a y o

, con « solucién de 22+ = 1, una rafz de 2* + x =1

digamos k, y una raiz de z* + x = k3 digamos X. Con ello tenemos los isomorfismos

s
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Teorema 4.30.

o N T e e T T T T T T T T T T T T T T N T N N

(x+ K% Kz +y+ N,
(x+K* kx+y+1+N),
(z+ 14+ K% (1+rK)x+y+ A,
(r+1+r* 1 +r)z+y+14+AY,
(x4 &* K2 +y+ A?),

(z + &* K2+ y 4+ 14+ 2?),
(x+1+x* 1 +Dz+y+k),
(z+1+6"A+6)z+y+1+5K),
(@®z + K2, Kz +y + o?K),
(Pz + o2k? kr +y + 14 o?K?),
(z + (14 &), (1 + K)z +y + o2(1+ k)?),
Pz +a?(1+K&D), 1 +r)z+y+1+a%(1+k)3),
(& + o?k*, K2z +y + o®kY),

(®z + ok, K22+ y + 1 4 k%),

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

Pz + 21+ &Y, 1+ K)z +y+ K+ ar? + o2(1+a)?),

r+a”(1+kY), 1 +r)z+y+1+k+ar’+a*(1+a)?),

azr + ak® kT + Yy + ak’),

ar + ok’ kx +y + 1+ akd),

az + a(l+ k%), (1 + k)z +y + ar® + o®k* + k),
ar +a(l+ ), (L+ k) +y+ 1+ ak® + o’k + a’k),
az + ax*, K2z + y 4+ ak® + ax?),

ar + ar’, K2z +y + 1+ ar’® + as®),

az +a(l + &), (1 + &)z +y + o?k° + k),

ar +a(l+ kY, (1+ )z +y+ 1+ ok’ + k).

El grupo de automorfismo Aut(E) para la curva eliptica E : y? +
2y = 23 + box® + bg tiene 2 elementos.

Prueba. Sea ¢ : E — E un automorfismo que por los teoremas 4.20 y 4.21 esta dado
por ¢(z,y) = (x,vx +y). De la observacién 4.6, para u = 1, § = 0, § = 0, se tiene

b2 = b2—|—l/+V2,
bﬁ = b6-

Observamos que v solo puede tomar valores 0 o 1, es decir, existen apenas 2 auto-

morfismos.
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A modo de ejemplo analicemos los automorfismos de la curva eliptica E : y? +
xy = x® + 2%+ 1, para lo cual debemos tener en cuenta los teoremas 4.20 y 4.21. Sea
¢ : E — E definido por ¢(z,y) = (z,vz + y) sujeto a 1 = 1 + v + 2. Tenemos que
los automorfismos de la curva eliptica F : y? + xy = 2® + 22 + 1 son precisamente

¢1<x’y) = (C(],y),
ng(l’,y) = (:L',Cl?+y)

4.2 Curvas elipticas en caracteristica 3
Toda curva eliptica definida sobre un cuerpo K de caracteristica 3 es reducida a la
forma E : % = 2% + byx? + byx + bs.

b
Si by # 0, mediante el cambio x = x’ + b—4 se tiene
2

By = (@) + (@) + b,

3 2 272 3
donde by = by, by = AT2B 0 gy g — =,y = Abp =

s
b// I b/2 /__b/ 3b/ __(b,Q)S
ob, €y = (b5)*, 77 = —(b5)°bg y j = —b,G-

Si by = 0, tenemos

E:y* =% + byx + b,
donde d2 = 0, d4 = 2b4, d6 = 4b6, €4 — O, T = —8(2()4)3 = —b4 y j =0.

Ejemplo 4.31. Para las curvas elipticas £ : y? = 23+ 22+ 1, By : y? = 23+ 22 42,
Es:y? =234222+1, By : y? = 2® + 222 + 2, definidas sobre 3, se tiene j(E;) = 2,

Ejemplo 4.32. Las curvas elipticas Fs : y?> = 2° +a, Eg : v = 23 + 2 + 1,
Er =240 +2, By =234+20, By : > =23+ 22+ 1, By : 4% = 23+ 22 + 2,
definidas sobre F3, tienen todos invariante j igual a 0.

Observacion 4.33. Si el invariante j es cero, tenemos b, = 0. Para el caso cuando
3

J # 0, este se expresa como —b—z, con lo cual by # 0.

6
Ejemplo 4.34. Las curvas elipticas Fy; : y? = 23 —az? + 1, Ejp 1 y> = 2% — (1 +
)’ + 1, B3 P =2 — 2+ a)2’+ 1, By - y*> = 23+ a2 — 1, By y? =
22+ (14 a)?2? — 1, Fig : y* = 2% + (2 + a)?2? — 1, definidas sobre Fy, con «
solucién de a® — a = 1, satisfacen j(Ey) = 1+ «, j(E2) = 2+ «, j(Ei) = o,
J(Ew) = (14 )%, j(Eis) = 2+ a)?, j(Eie) = .

Gracias a los ejemplos anteriores, observamos que para cada elemento de Fy,
existen curvas elipticas cuyo invariante j toma el valor correspondiente. Esto es un
caso particular de la siguiente propiedad.

Proposiciéon 4.35. Si j € K, entonces eziste una curva eliptica E tal que j(E) = j.
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Prueba. Para el caso j = 0, tomamos la curva eliptica £ : y?> = 2% + 2 + 1 que
1

cumple j(E) = 0 = j. Para j # 0 la curva eliptica F : y*> = 23 + 22 — =~ cumple
J

J(E) =j. O

Ejemplo 4.36. Sean las curvas elipticas Fs : y? = 2® +x, Fg : y* = 2® + 2 + 1 sobre

el cuerpo F3. Definamos ¢ : Eg — E5 como ¢(x,y) = (v+2,y). Para (z,y) € EsNL,

donde L es una recta de ecuacién y = maz + b, tenemos y = m(z + 2) + b — 2m,

es decir ¢ respeta la operaciéon de grupo. Con la homogenizacién de ¢ dada por

O(lr:y:z]) =[r+22:y: 2], setiene ¢([O]) =[0:1:0] = O. Ademsds, esta bien

definida, pues (x,y) € Fg es equivalente a tener

v o= o+,

v = (z+2)°+z+2,

es decir, a (z + 2,y) € Es. Concluimos que ¢ es un isomorfismo, con inversa
¢ Ha,y) = (z+1,y).

Ejemplo 4.37. Sean las curvas elipticas F; : y*> = 2+ 2% +1, E; : y? = 234222 +x,
sobre el cuerpo F3. Definamos ¢ : Ey — E;, como ¢(z,y) = (u?z,u?y) con u € F3
raiz de x? = 2. Para (z,y) € E;N L, donde L es una recta de ecuacién y = mx + b,

tenemos udy = um(u’x) + u®b, es decir ¢ respeta la operaciéon de grupo. Como
2

la homogenizacién de ¢ es dada por ¢([z : y : 2]) = [ux : udy : 2], se tiene
H(O)=[0:u*:0]=[0:1:0]=0. Ademds estd bien definida, pues (z,y) € Ej es
equivalente a

P = 24227 +1,

v o= 2P rula 4,

wy? = w2 +utar® 41,
(WPy)® = (v)® + (u’z)® + 1,

es decir, a (u?z,u’y) € E;. Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo con inversa ¢~ (z,y) =
(u™2x,u3y).

En el siguiente teorema veremos que las curvas elipticas E : y? = 23 + box? +
biz +bs y By = 23 + u2byx?® + u=H(20b + by)x + u=5(b6? + byd + bs + 63) son
isomorfas, algo que ya se pudo apreciar en los ejemplos anteriores.

Teorema 4.38. Sean las curvas elipticas E' : y* = 23 +u"2byw® + u=4(20by + by)x +
u8(by0% + by + b + 63), B : y? = 23 + box® + by + bg, con u € K y 6 eK. La
funcion ¢ : E'(K) — E(K), definida por ¢(x,y) = (u’x +§,u’y), es un isomorfismo
de grupos.

Prueba. Sean u € K y § € K. Decir (r,y) € E’ es equivalente a las siguientes
identidades

' = 2% 4+ uhex® + u T (20by + by)z + u”0(bed” + byl + b + %),
uly? = ula® 4+ utbya® + u?(20by 4 by)w + (byd® 4 by + b + 5°),
wy? = ub2® 4+ 8+ by(uta? + 2u0x + %) + byux + byd + bg,

(wPy)? = (uz +0)° + by(u®x + 6)* + by(uPz + ) + bg,
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es decir, a (v’z + §,u’y) € E. Ademaés la funcién inversa, ¢~ : E — FE', estd
definida por ¢! (x,y) = (v 3z, u—2(x — §)). En coordenadas proyectivas tenemos

¢: E(K) — E(K)
[z:y:z] — [WPz+0z:udy: 2]

Para O =[0:1: 0], se tiene
p(O0)=0¢([0:1:0)=[0:u*:0]=[0:1:0]=0.

Por 1dltimo, sea la recta L de ecuaciéon y = ma+b. Si (z,y) € LNE"y ¢(z,y) = (Z,7),
tenemos y = mx + b, T = v’z + 6 y ¥ = vdy. Ademds y = umT + u3b — umd. Por
lo tanto, ¢ lleva rectas en rectas y por ello respeta la operacién de grupo. En
conclusion, ¢ es un isomorfismo. O

Teorema 4.39. Sean las curvas elipticas E' : y* = 23 + bya?® + byx + b, E @ y? =
23 + byx® + byx + bg. Si ¢ : E' — E es un isomorfismo definido como ¢(x,y) =
(u2x + 6,u3y) para algin u e K y 6 € K, se tiene by = u=2by, b, = u=*(20by + by)
y by = u=5(byd? + byl + bg + 63).

Prueba. De la proposicién 4.7, para v = 0, 8 = 0, tenemos b, = u 2by, b, =
U_4(2562 + b4) y b/6 = u‘6(b2(52 + by + bg + 53)

El siguiente lema confirma que dos curvas elipticas son isomorfas precisamente
cuando tienen el mismo invariante j.

Lema 4.40. Para la curva eliptica E' : y* = 23 + byx + by + bg con invariante j,
se tiene lo siguiente:

1. sij =0, entonces E' es isomorfa a E :y* =23 + 2+ 1;

2. sij #0, entonces E' es isomorfa a E : y* = 23 + 2% — %

Prueba. Veamos la demostracién para cada valor que tome el invariante j.

Sij = 0, por lo visto en la observacién 4.33 se tiene by = 0 y al verificarse 7 = —by,
se cumple by # 0, pues E’ es una curva eliptica. Se comprueba por los teoremas
4.38 y 4.39 que el isomorfismo ¢ : E' — E est4 definido por ¢(z,y) = (u?z + 0, udy),
donde by = u=*y bg = u"%(6 4+ 1+ 0%), conu € K .

Si 7 # 0, se tiene by # 0y por ello, después de un cambio lineal de variable toma
la forma y? = 2% + byz® + bj;. Ademds se cumple b # 0 por ser una curva eliptica y

7 = —/3b,. Se verifica por los teoremas 4.38 y 4.39 que el isomorfismo ¢ : E' — E
esté definido por ¢(x,y) = (u’z,udy), donde by = u™2, by = _u_" ]
J

Del ejemplo 4.36 obtenemos que las curvas elipticas E5 : 4> = 2° + 2 y Ej :
y? = 23 + 2 + 1 son isomorfas y ademds tienen invariante j = 0. En el caso de las
curvas elipticas By : y? = 23 + 22 + 1y Ey : y?> = 2% + 222 + 1, se tiene que son
isomorfas por el ejemplo 4.37 y también tienen el mismo invariante j, especificamente
J(E) = j(Bs) = 2.
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Teorema 4.41. Dos curvas elipticas son isomorfas sobre K si y solo si tienen el
mismo invariante j.

Prueba. Sean las curvas elipticas E'y E’ con sus respectivos invariantes j(E) y j(E').
Si dichas curvas son isomorfas, por la proposicién 4.6 tenemos j(E) = j(E’). Ahora
supongamos j(E) = j(E’). Si j(F) = 0, entonces j(E') = 0 y por el lema 4.40 se
tiene que las curvas elipticas £y E’ son isomorfas a E : y> = 23 + 1. Luego E y
E’ son isomorfas. Si j(F) # 0, entonces j(E’) # 0 y por el lema 4.40 se tiene que

las curvas elipticas E' y E’ son isomorfas a F : y> = 23 + 2?2 — =. Luego £ y E’ son
J

isomorfas. L

Ejemplo 4.42. Las curvas elipticas £ : y? = 23 + 2?2 + 2y E' 1 > = 23 + 222 + 1

son isomorfas, pues j(E) = j(E') = 1. Por los teoremas 4.38 y 4.39, el isomorfismo
¢ : E' — E estd definido por ¢(z,y) = (u*x + 6,u3y) donde 2 = u=2, 0 = u=*(26),

1=u"5%0%+2+6). Como u € F3\ Fs, se tiene que E’ es twist de E.

Ejemplo 4.43. Dadas las curvas elipticas £ : y? = 23 + 222 + 1y F : 2y° =
23 + 222 + 1 sobre F3, definimos ¢ : F' — E’ como ¢(z,y) = (z,2u"ty); acd u® = 2.
Notamos que ¢ esta bien definida pues
22 = 23 +2°42,

(uly)? = P +2*+2
Ademads ¢ respeta la operacién de grupo, ya que para (z,y) € F N L, con L una
recta de ecuacién y = ma + b, se tiene 2u~'y = 2mu~'z + 2u~'b. En coordenadas
proyectivas tenemos ¢([z : y : 2]) = [ux : 2y : uz] y con ello p(O) = ¢([0:1:0]) =
[0:2:0] = O. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo cuya inversa esté definida por
¢~ z,y) = (z,2uy).

A continuacion probaremos un lema que nos ayudara a demostrar que toda curva
eliptica que sea un twist de E es de la forma E, : vy? = 23 + bya® + bg.

b
Lema 4.44. Las curvas elipticas E : wOy? = x®+byx?+bg y E' : y? = m3+—22x2+—
_ w w
con by, bg € K*, w € K, son isomorfas.
Prueba. Para (x,y) € E se tiene

wly? = 2° 4 bya® + b,

3
2 xr bQ 2 bG
ST Tt e
2 T \3 bg T \?2 bG
o= <E) +E(ﬁ> e

x
Definamos ¢ : E — E' como ¢(x,y) = (—2, y), que esta bien definida gracias a la
w
férmula desplegada. Sea la recta L de ecuacién y = mx +b. Si (z,y) € ENLy
_ _ oz _ . _ o
(T,7) = ¢(,y), entonces y = mx +b, T = —;, § = y. Al verificarse § = mw?T + b,
es decir ¢ concluimos que ¢ preserva la operacion de grupo. Ademas ¢ tiene inversa
definida por ¢~ !(x,y) = (w?x,y). Por lo tanto ¢ es un isomorfismo. O
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Teorema 4.45. Sea E : y?> = 23 + bya® + bg una curva eliptica, con by, bg € K*.
Todo curva eliptica E' twist de E es isomorfa a algin E, : vy? = x> + byx? + bg.

Prueba. Sea E' una curva eliptica twist a £. Por los teoremas 4.38 y 4.39 se tiene que
el isomorfismo ¢y : E — E’ est4 definido por ¢;(z,y) = (v 2z,u3y) con la curva
E' de la forma E' : y? = 2 + u 2byx® 4+ 1 %bg, donde u € K es tal que u ¢ K. Con
el lema 4.44 aparece el isomorfismo ¢, : E' — Eys definido por ¢o(x,y) = (v’z,y)
Por lo tanto E,s es isomorfo a E mediante el isomorfismo ¢ : E — E,s definido por

é(x,y) = (r,u3y). Como u ¢ K, entonces F,s es twist de F. O

Finalmente determinaremos el orden del grupo de automorfismos para curvas
elipticas del tipo E : y? = a® + byw? + byx + bg.

Teorema 4.46. El grupo de automorfismos Aut(E) para la curva eliptica E : y? =
23 + byx® + byx + b, con invariante j, tiene dos elementos si j # 0 y doce si j = 0.

Prueba. Por los teoremas 4.38 y 4.39, el automorfismo ¢ : E — E esta definido por
¢(z,y) = (Wx + 6, u’y).

Para 7 = 0 se tiene by = 0 y por la proposicion 4.7, ha de tenerse v =0y =0,
y se debe cumplir

b4 = U_4b47 (437)
be = u °(bsd + bs + 6°). (4.38)

Observamos que u puede tomar cuatro valores y por cada valor que tome u se obtiene
tres valores para 0. En resumen existen 12 automorfismos.

Para el caso j # 0, se tiene by # 0. Luego, la curva eliptica adopta la forma
E :y? = 2% 4 bya® + bg. Por la proposicién 4.7, con v =0, 8 =0, § = 0, se cumple

b2 = bQU_Q,

b6 = u_6b6.

Notamos que u solo puede tomar dos valores y por ello existen apenas dos automor-
fismos. O

Los automorfismos de la curva eliptica E; : 4> = 23 + 22 + 1 sobre el cuerpo Fs,
estan definidos por ¢(z,y) = (u?z + 6, u’y) sujetos a1l =u?y 1 =u° Y gracias
a estas restricciones tenemos los automorfismos

¢1('Iay) - (x’y)a
(ﬁg(lt,g) - (lU, 2y)7
Ejemplo 4.47. Los automorfismos ¢ : Eg — Fg para la curva eliptica Fg : y? =

2% + x + 2 definida sobre Fs, estdn dados por ¢(z,y) = (u’x + 6, u’y) con 1 = u™*,
2=u"°0+2+6%. Sia€ F;es solucién de a® + 1 = 0, aparecen los siguientes
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automorfismos

o(z,y) = (z,y),

Go(z,y) = (z+ay),
¢s(z,y) = (z+2a,y),
Ga(z,y) = (x,2y),

¢s(z,y) = (z+a,2y),
o6(z,y) = (x4 20a,2y),
or(zyy) = (24 1,2a),
os(z,y) = (2r+ 14 a,2ay),
do(z,y) = (2x+1—a,20y),
d10(z,y) = (2z+1,ay),
oulz,y) = 2z+1+a,ay),
d12(z,y) = (e +1-—a,ay),

4.3 Curvas elipticas en cuerpos de caracteristica
distinta de 2 y 3

En este caso toda curva eliptica toma la forma E : y? = 23 + ¢4 + ¢g, donde dy = 0,

(1728)(4)c3
d4 = 2(34, d6 = 4067 €4 = —48C4, T = —6402 T 432C(23 yi= M
Ejemplo 4. 48 Las curvas eh’pticas sobre F5 dadas por E; : y? =23+ 1, By : y? =
23+2, By y? = 23+ 3, By : y* = 23 +4, tienen invariante j iguales, espemﬁcamente

J(E) = j(E2) = j(E3) = j(Es) = 0.

Ejemplo 4. 49 Las curvas ehptlcas Sobre F5 dadas por Es : y?> = 2® +x, Eg : y? =
2342z, By :y? = 23 + 32, Fg : y?> = 2® + 4o, tienen invariante j iguales, para todos
vale 1728 = 3.

Ejemplo 4.50. Las curvas elipticas sobre 5 dadas por Fy : 4> = 23 + 2 + 2,
Ey:y?=234a+3, By y? = 24 a+4, By 1 y? = 23 +4242, B3 1 4% = 23 +22+4,
Fiu @ y? = 2% + 3x + 2, cumplen j(Ey) = j(Ey) = 1, j(En) = j(ER) = 2,
J(Es) = j(Bu) = 4.

6912¢3

Ob i6n 4.51. Not de la igualdad j = —————
servacion otemos que de la igualdad j T

se obtiene j = 0 si

y solo si ¢4 = 0. Ademas,

6912¢3 4¢3
“ equivale a 1 = “

= 1798 = —— 4 _ — 4
J Aci + 272 4¢3 + 272

es decir, a cg = 0.

En otras palabras se tiene j = 1728 si y solo si ¢g = 0.

De los ejemplos 4.48, 4.49 y 4.50 tenemos que las curvas elipticas E; : y? = a3 +1,
Es:yy?=2+a, By =23 +a0+2, B> =2 +a+4, Fiy:y? =234+ 30+ 2,

65



definidas sobre el cuerpo Fj, tienen invariante j iguales a j(E;) = 0, j(E5) = 3,
J(Ey) =1, j(Ey1) = 2, j(E14) = 4, respectivamente, es decir para cada elemento de
[F5 existe una curva eliptica cuyo invariante j es dicho elemento. La proposicién que
sigue a continuacion generaliza este resultado para cualquier cuerpo de caracteristica
distinta de 2 y 3.

Proposicién 4.52. Si j € K, entonces existe una curva eliptica E tal que j(E) = j.

Prueba. Para el caso j = 0, consideramos la curva eliptica E : y?> = 2% + 1 que

satisface j(E) = 0. Si j = 1728, la curva eliptica F : y? = a® + x, satisface
: . : 3J 2j
E)=1728. S 0,1728, 1 liptica E : y? = 23

J(E) ij#0, , la curva eliptica Y= +1728—jx+1728—j’

satisface j(F) = j. O

Ejemplo 4.53. Sean las curvas elipticas £ : 4> = 23+ 1y Ej : y? = 23 +2 definidas
sobre el cuerpo Fs. Definamos ¢ : E; — E, como ¢(z,y) = (u?z,uy), donde u € Fs
satisface u® = 2. Para (x,y) € LN FEy, donde L es una recta de ecuacién y = max + b,
tenemos u?y = um(u’r) + u®b, es decir ¢ respeta la operaciéon de grupo. Como
la homogenizacién de ¢ estd definida por ¢([x : y : z]) = [dx : 2y : z], se tiene
H(O)=0¢(0:1:0])=[0:2:0]=[0:1:0] =0O. Ademads, ¢ estd bien definida
pues (z,y) € E; es equivalente a cada una de las siguientes identidades

y* = 2°+1,
u6y2 = w2+ 2,
(w’y)® = (v’x)’+2,

es decir, a (u?z,udy) € E,. Concluimos que ¢ es un isomorfismo, con inversa
¢~ H(w,y) = (u™%z, u’y).

Ejemplo 4.54. Sean las curvas elipticas Fg : 4> = 22+ 2 +2y Ejg:y? =2 +x+3
definidas sobre el cuerpo Fs. Definamos ¢ : Eg — Fjg como ¢(z,y) = (4x,2y).
Para (x,y) € LN E;, donde L es una recta de ecuacién y = mx + b, tenemos
2y = 3m(4x)+2b, es decir ¢ respeta la operacién de grupo. Como la homogenizacién
de ¢ esta definida por ¢([z : y : z]) = [4x : 3y : 2], se tiene ¢(O) = ([0 : 1:0]) =
0:2:0=100:1:0] =O. Ademés, ¢ esta bien definida pues (z,y) € Ey es
equivalente a

v = 2P +r+2,
4o = 4a® +4x 4+ 3,
(2y)* = (40)° +42 +3,

es decir, a (4x,2y) € Ej. Concluimos que ¢ es un isomorfismo, con inversa
¢~ z,y) = (4z, 3y).

Ejemplo 4.55. Sean las curvas elipticas Fr : y> = 2® + 3z y Eg : v = 2% + 4o
definidas sobre el cuerpo F5. Definamos ¢ : E; — FEg como ¢(z,y) = (u’z, udy),
con u € F5 tal que u* = 3. Para (z,y) € LN Ey, donde L es una recta de ecuacién
y = mx + b, tenemos uy = um(u®x) +ub, es decir ¢ respeta la operacién de grupo.
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Como la homogenizacién de ¢ estd definida por ¢([z : y : 2]) = [u?z : w3y : 2], se
tiene ¢(O) = ([0 :1:0)) =[0:u®:0]=1[0:1:0 = O. Ademds, ¢ estd bien
definida pues decir que se satisface (x,y) € FE; es equivalente a cada una de las
siguientes identidades

v = 2° 4 3utn,
v = 24 3utz,
uSy? = ub2® + 3,
(Py)? = (u’z)® + 3u’z,

es decir, a (u?z,u’y) € Eg. Concluimos que ¢ es un isomorfismo, con inversa
¢~ (x,y) = (u?z,u%y).

Acabamos de escribir ejemplos en los cuales las curvas elipticas son isomorfas.
Los siguientes teoremas nos muestran en que casos dos curvas elipticas son isomorfas
y cémo esta definido el isomorfismo que lo lleva a cabo.

Teorema 4.56. Sean las curvas elipticas E : yi: z3 + bz + be, E o y? =28+
wbyx + uSbg, conu € K . La funcion ¢ : E'(K) — E(K), definida por ¢(z,y) =
(u?z, udy), es un isomorfismo de grupos.

Prueba. Sea v € K. Tenemos que (x,y) € E’ es equivalente a cada una de las
siguientes identidades

= 23+ u bz + uCbg,
uy® = ulz® + ulbyx + be,
(uw®y)? = (uPx)® + by(u’z) + be,

es decir, a (u?z,u®y) € E y por ello ¢ estd bien definida. Ademaés, se tiene (z,y) €
E siy solo si (u2z,u=3y) € E'. Luego la funcién ¢ tiene inversa definida por
¢z, y) = (u 2z, u’y).

En coordenadas proyectivas tenemos

¢: E(K) — E(K)
[w:y:z2] = [WPx:udy: 2]

Como O = [0:1:0], se tiene
p(O)=0¢([0:1:0)=[0:u*:0=[0:1:0]=0.

Por 1ltimo, sea la recta L de ecuacién y = mx+b. Si(z,y) € LNEy ¢(z,y) = (T,7),
tenemos y = mx + b, T = v’z y ¥ = vdy. Ademds § = umZ + ub. Por lo tanto, ¢
lleva rectas en rectas y por ello respeta la operacién de grupo. En conclusiéon, ¢ es
un isomorfismo. m

Teorema 4.57. Sean las curvas elipticas E : y> = 23 +byx +bs y B : y> =
23+ Wz + by Sid: E— E' esun isomorfismo definido como ¢(x,y) = (ux, udy)
para algin u € K*, entonces by = u*by y by = uSbs.
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Prueba. De la proposicién 4.7, para § = 0, v = 0, § = 0, tenemos b, = u b, y
b6 = U_6b6. ]

El siguiente lema nos permitirda concluir que dos curvas elipticas son isomorfas
cuando tienen el mismo invariante j.

Lema 4.58. Para la curva eliptica E' : y* = x® 4+ byx + bg con invariante j, se tiene
lo siguiente:

1. sij =0, entonces E' es isomorfa a B : y* = 23 + 1;
2. sij = 1728, entonces E' es isomorfa a E : y* = 23 + x;
3] 2j

3. sij #0,1728, entonces E' es isomorfa a E : y? = 23 + 798 — jx+ 738 '

Prueba. Veamos la demostracion para cada valor que tome el invariante j.

Si j = 0, por lo visto en la observacién 4.51 se tiene by = 0 y como 7 = —64b3 —
43203 se sigue bg # 0, pues E’ es una curva eliptica. Se verifica por los teoremas
4.56 y 4.57 que el isomorfismo ¢ : B/ — E estd definido por ¢(z,y) = (u’x, uy),
donde v € K satisface u® = bg.

Sij = 1728, por lo visto en la observacién 4.51 se tiene bg = 0 y como 7 = —64b3—
432b% se sigue by # 0, pues E' es una curva eliptica. Se verifica por los teoremas
4.56 y 4.57 que el isomorfismo ¢ : B/ — E estd definido por ¢(z,y) = (u’x, u’y),
donde u* = b, en K.

Sij # 0,1728, por lo visto en la observacion 4.51 se tiene by # 0y bg # 0. Se
verifica por los teoremas 4.56 y 4.57 que el isomorfismo ¢ : £’ — E estd definido

3 2
por ¢(z,y) = (v’ z,u®y), donde u4_?)4 = u'b, y ﬁ = u%bg. Si resolvemos el
sistema para determinar el valor u, obtenemos
2j 3] 2
= ubg,
1728 —j (1728 — )by °
. 2b4 2 . 2b4 . /
lo cual equivale a ET u”. Es decir, con u = ETR se verifica que ¢ : B/ — FE es el
6 6
isomorfismo buscado. O
Para las curvas elipticas By : y?> = 2> + 1y Ey : y> = 2° + 2 se satisface

J(Ey) = j(F3) = 0y por el ejemplo 4.53 se tiene que son isomorfas. Un caso similar
ocurre para los pares de curvas Ey : y? = 2> + 2+ 2y Eip : > = 23 + 2 + 3,
E; iy = 2%+ 30y By : y* = 23 + 4z, las cuales satisfacen j(Ey) = j(Eyp) = 1y
J(Er) = j(Es) = 3.

Teorema 4.59. Dos curvas elipticas son isomorfas sobre K si y solo si tienen el
mismo invariante j.

Prueba. Sean las curvas elipticas F'y E’ con sus respectivos invariantes j(E)y j(E').
Si dichas curvas son isomorfas, por la proposicién 4.6 tenemos j(E) = j(E').
Ahora supongamos j(E) = j(E'). Si j(E) =0, por el lema 4.58 se tiene que las

curvas elipticas £y E’ son isomorfas a £ : 3> = 23+ 1. Si j(E) = 1728, por el
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lema 4.58 se tiene que las curvas elipticas E vy E’ son isomorfas a E : y? = 23 + x.
Si j(E) # 0,1728, entonces por el lema 4.58 se tiene que las curvas elipticas E y F’
. 3j 27
son isomorfas a E : y? = 23 + T+ . O
Y 1728 — j° 1728 —

A continuacién veremos unos ejemplos en los cuales las curvas twist de £ : y? =
2> +1yde E; : y?> = 2®+3x son isomorfas a curvas de la forma E,, : vy? = 234-byx+bg,
con v € [F5 libre de cuadrados.

Ejemplo 4.60. Del ejemplo 4.53, las curvas elipticas By : 4> =23+ 1y By : y? =
23 + 2 son isomorfas mediante ¢ : E; — Ej definida por ¢(z,y) = (v’z, udy), con
u € Fs tal que u® = 2. Ademés la curva eliptica E5 es un twist de E, pues u ¢ Fs.
Definamos ¢ : F — E, como ¥(z,y) = (u’r,y), donde F : u%y? = 23 + 1. La
funcién ¢ estd bien definida pues se tiene

u by = 2+ 1,
P = ubad

v = (v’z)® +2.

Sea (z,y) € FNL, con L una recta de ecuacién y = xm+b. Se tiene y = v *m(uz)+
b y por ello 1 respeta la operacién de grupo. Ademds la forma homogenizada de
¥ estd dada por ¥([z 1y : 2]) = [uPz : y : 2] y satisface Y(O) = ([0 : 1:0]) =
0:1:0] =0, con O=10:1:0]. Porlo tanto ¢ es un isomorfismo con inversa
v Yz,y) = (u%x,y), es decir Fy es isomorfo a la curva eliptica F, acd v es

claramente libre de cuadrados sobre Fs.

Ejemplo 4.61. Por el ejemplo 4.55, las curvas elipticas E7 : y?> = 2 + 3z y Eg :
y?> = 23 + 4x son isomorfas mediante ¢ : E; — Eg, definido por ¢(z,y) = (u?z, uy)
con u ¢ Fs, y se desprende que Eg es un twist de F;. Dada la curva eliptica
F : u™%? = 2% + 3x definamos ¢ : F — FEg como ¥(z,y) = (u’z,y), la cual estd
bien definida ya que se tiene

uby? = 23+ 3z,
y* = ubrd+3ulz,

' = (v®2)® +4(u’).

Sea (z,y) € FNL, con L una recta de ecuacién y = xm+b. Se tiene y = u=*m(uz)+
by por ello ¢ respeta la operacién de grupo. Ademas la forma homogenizada de
estd dada por ¢([z : y: z]) = [u®z : y : 2] y satisface »(O) =¥([0:1:0])=[0:1:
0] = O. Por lo tanto 1 es un isomorfismo con inversa ¢~ (z,y) = (u "2z, y), es decir
Ey es isomorfo a la curva eliptica F', donde u=% es libre de cuadrados sobre Fs.

El lema a continuacion nos permite caracterizar los twist de las curvas elipticas
de la forma E : y? = 23 + byx + bg. Para ello tengamos en cuenta a la familia de
curvas elipticas F, : vy? = 23 + byx + bg, con v € K, que son de vital importancia
pues representan todos los twist de E : y? = 23 + byx + bg.

a
Lema 4.62. Las curvas elipticas E : wy? = 23 +ax+by E' : y* = 23+ — T+ —,
w w

con a,b € K*, w € K, son isomorfas.
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Prueba. Para (x,y) € E se tiene

wly? = 2®+ax +0,

, P a b
O A

s (TN} a (x b
¢ o= () e ()t

T
Definamos ¢ : E — E' como ¢(z,y) = (—2,y>, el cual claramente es una isogenia
w

y ademéds su inversa estd definida por ¢~ !(z,y) = (w?z,y), con lo cual ¢ es un
isomorfismo. O

Teorema 4.63. Sea E : y*> = 2° + ax + b una curva eliptica, con a,b € K*. Todo
curva eliptica que es twist de E es isomorfa a algun E, definido anteriormente.

Prueba. Sea E' una curva eliptica isomorfa a E. Por los teoremas 4.56 y 4.57 se tiene
que el isomorfismo ¢ : E — E’ estd definido por ¢(z,y) = (v?z,udy) y ademas la

curva E' es de la forma E' : y? = 2® +uaz+ubb, donde v € K . Como u®b, u*a € K,
6

u

entonces —— € Ky con ello u? € K. Para que E’ sea un twist de £ debe cumplir
ua

u ¢ K. Seaw=uywv=u° Tenemos que v no tiene raiz cuadrada, pues en caso

contrario, se tendrfa u® € K, y con ello v € K, lo cual es absurdo. Por el lema 4.62,

se tiene que F, es isomorfo a E’. Por lo tanto E, es isomorfo a E' y ademds v no es

cuadrado perfecto. O

Observacién 4.64. Sabemos que toda curva eliptica isomorfa a F : y? = 23 +byx+bg
es de la forma E' : y? = 23 + v *byx + u %5, Si by = 0, entonces £’ es twist de E
si u no tiene potencia sexta en K, y para bg = 0 la curva £’ serd twist de E si u no
tiene potencia cuarta.

Finalmente, el siguiente teorema permite determinar el orden del grupo de au-
tomorfismos para curvas elipticas de la forma E : 4% = 2% + byx + bs.

Teorema 4.65. El grupo de automorfismos Aut(E) para la curva eliptica E : y? =
23 + byx + bg, con invariante j, tiene orden 2 si j # 0,1728, orden 4 si j = 1728 y
orden 6 si j = 0.

Prueba. Todo automorfismo ¢ : E — E estd definido por ¢(z,y) = (u’x,udy)
gracias a los teoremas 4.56 y 4.57.

Si j = 0, tenemos by = 0. Por la proposicién 4.7, con 6 =0, v =0, § = 0, se
cumple

U6b6 = b@,
donde u toma seis valores distintos y por ende existen seis automorfismos.
Sij = 1728, se tiene bg = 0 y by # 0. Por la proposicion 4.7, con § = 0, v = 0,

£ =0, se cumple

u4b4 = b4,
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donde u toma cuatro valores y por ende quedan determinados cuatro automorfismos.
Para j # 0, 1728, se tiene ¢4 # 0y ¢ # 0 de la observacién 4.51. Por otro lado,
de la proposicién 4.7, con § =0, v = 0, 8 = 0, se satisfacen las igualdades

U4b4 = b4,u6bﬁ = b(j,
aca u toma dos valores y aparecen dos automorfismos. O]

Ejemplo 4.66. Sea la curva eliptica E; : y*> = 2% + 1 sobre el cuerpo Fs5, con

invariante j = 0. Un automorfismo ¢ : E; — E; estd definido por ¢(z,y) =

(u?z,uy) y estd sujeto a 1 = v~%. Tomemos « solucién de 22 = 3. Tenemos que
las soluciones de u® = lsonu =1, u =4, u= -3+, u= -3 —a,u=—2+aq,
u = —2 — «, y en consecuencia tenemos 6 automorfismos de Fi:

d(zy) = (z,y),

Go(z,y) = (x,4),

¢3(z,y) ((2+4a)z,y),

da(z,y) = (2+a)z,y).

¢s(z,y) = (24 )z, 4y),

os(z,y) = (24 4a)z,4y).

Ejemplo 4.67. Sea la curva eliptica Ey : y* = 2° + x + 3 sobre el cuerpo Fs, con
invariante j = 1. Tenemos que un automorfismo ¢ : Fy — FEg estda definido por
d(x,y) = (u*x,udy) donde debe cumplirse 1 = v=*, 1 = v~ 6. Lo anterior se reduce
a u? = 1, cuyas soluciones son u = 1 y u = 4; por tanto los automorfismos son

¢1($,y) — (ZL’,y),
¢2($,y) = ('T74y)'

Ejemplo 4.68. Para la curva eliptica Fs : y?> = 2® + x sobre el cuerpo Fs, con

invariante j = 3, un automorfismo ¢ : E5 — Ej estd definido por ¢(z,y) = (u?z, uy)
donde u~* = 1, cuyas soluciones son u = 1, u = 2, v = 3 y u = 4. Luego los
automorfismos son

¢1(z,y) (z,y),
pa(x,y) = (4w,3y),
g3z, y) = (4w,2y),
pa(zy) = (,4y)
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Capitulo 5

Conclusiones

De acuerdo con el valor de la caracteristica del cuerpo K, deducimos que las curvas
elipticas en forma de Weierstrass son singulares si y solo si su discriminante 7 se
anula.

Un isomorfismo ¢ : Fy — F; entre las curvas elipticas ) : 4% + a1y + asy =
3+ agr? + ayr + ag y Ey 1 s* + ajts + ays = 2 + ayt® + ajt + ag, estd dado
necesariamente por ¢(t, s) = (u*t + 6, u*vt +u®s + 3). Con ello la relacién entre los
coeficientes de dichas curvas satisfaran

uay = ap+2v,
uwla, = ag—vay+36— 12
wday = a3+ day + 28,
u'd) = a4 — vaz+20ay — (B + 0v)a; + 36% — 2v,
uwbay, = ag+ day + 6%ay + 6% — Bas — B* — 6fay,
vld, = dy+ 126,
u'd, = dy+ ddy + 662,
uldy = dg+ 20dy + 63dy + 467,
ubdy = dg+ 30ds + 36%dy + 367,

4 1

u'e, = ey,
6 / o

u’eg = eg,

u?r = 1

Por lo tanto, como el discriminante entre dos curvas elipticas isomorfas se ve afectado
por un factor no nulo u'2, analizar la singularidad en una curva eliptica es lo mismo
que analizarla en la otra curva.

El invariante j es un factor que nos permite concluir si dos curvas elipticas son
isomorfas sobre K. Ademds dicho factor define una biyeccién entre la clase de las
curvas elipticas médulo isomorfismos y la clausura algebraica K

Dada una curva eliptica E' y un cuerpo K de caracteristica p la informacién se
resume como sigue. Si j # 0, 1728 entonces la cantidad de automorfismos de la curva
elfiptica E es 2, sin importar el valor de la caracteristica del cuerpo K. Si p # 2, 3,
se tienen 4 automorfismos cuando j = 1728, y para j = 0 hay 6 automorfismos. Si
j =0 = 1728, se tienen 24 autormorfismos para p = 2 y 12 autormorfismos cuando
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p = 3. Es decir, si conocemos el invariante j y la caracteristica del cuerpo, se sabe
la cantidad de automorfismos.

Para cerrar veamos un tultimo ejemplo. Sean las curvas elipticas E; : y> =

¥+ +4y By 2y = 23+ 51 + 3, sobre Fy, cuyas graficas presentamos a
continuacion.

10 @

Figura 5.1: La curva E; en [Fy;

10 L]

60

Figura 5.2: La curva Es en Fyy

En este caso ¢ : By — E, definido por ¢(x,y) = (4x,8y) es un isomorfismo.

Asimismo tomemos E; : y? = 23 + 2 +4 y F3 : y?> = 2® 4+ 42 + 10, también sobre
Fi1, La grafica de Fj5 estd dada en la Figura 5.4.

Resulta que ¢ : Ey — FEy, definido por ¢ (x,y) = (2z,2uy) es un twist, donde
u € Fy; satisface u?> = 2. Como dato anecdético notemos que apreciamos menos
puntos en la grafica de E; que en la de Ej3, pues u no pertenece Fq;.
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10 o

Figura 5.3: La curva E3 en Fy;
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