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Resumen

En esta tesis estudiamos un nuevo enfoque sobre las preferencias de un agente que
adquiere cestas de consumo con bienes indivisibles y tenemos como objetivo princi-
pal encontrar condiciones bajo las cuales el equilibrio competitivo siempre existe para
economias con bienes indivisibles en las que participan un conjunto finito de agentes.
Por este motivo, consideramos una economia con n distintos bienes indivisibles que
estan disponibles en multiples unidades y con un precio lineal, donde las preferencias
de un agente estan representadas por una funcion real definida sobre un subconjunto
finito no vacio de Z", llamada valoracién. De esta manera, el primer objeto que es-
tudiamos es el “Conjunto de precios de indiferencia” (LIP), el cual estd conformado
por los vectores de precios (en IR™) que hacen que el agente sea indiferente entre méas
de una cesta de consumo. Ademas, se demuestra que este conjunto estd conformado
por una coleccién finita de conjuntos convexos (n — 1)-dimensionales, los cuales for-
man un complejo poliedral racional (n — 1)-dimensional. Después de esto, enunciamos
el teorema de equivalencia valoracién-complejo, el cual afirma que cualquier complejo
poliedral que satisface una cierta propiedad corresponde al LIP de una valoracién y
viceversa. De esta manera, podemos estudiar las demandas del agente usando direc-
tamente la geometria del LIP. Luego, definimos los “Tipos de demanda D”, usando
un conjunto de vectores que describen las formas en que las cestas demandadas por el
agente pueden cambiar en respuesta a un pequeno cambio en los precios. Finalmente,
probamos el “Teorema de unimodularidad”, el cual nos proporciona condiciones para
la existencia del equilibrio competitivo en este tipo de economias. Cabe mencionar que
el principal aporte de este trabajo, es la presentacion detallada de los resultados que
han sido establecidos en las referencias [1], [2] y [7], tanto en el contexto matemético

como econdémico.
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Abstract

In this thesis we study a new approach on the preferences of an agent that acquires
consumption bundles with indivisible goods and our main objective is to find conditions
under which competitive equilibrium always exists for economies with indivisible goods
in which a finite set of agents participate. For this reason, we consider an economy with
n distinct indivisible goods that are available in multiple units and with a linear price,
where the preferences of an agent are represented by a real function defined over a non-
empty finite subset of Z", called valuation. In this way, the first object we study is the
“Locus of Indifference Prices” (LIP), which comprises the price vectors (in R") where
the agent is indifferent between two or more bundles. Furthermore, it is shown that
this set is made up of a finite collection of (n — 1)-dimensional convex sets, which form
a (n — 1)-dimensional rational polyhedral complex. After this, we state the valuation-
complex equivalence theorem, which claims that any polyhedral complex that satisfies
a certain property corresponds to the LIP of a valuation and vice versa. In this way,
we can study the agent demands using directly the geometry of the LIP. Next, we
define the “demand type D”, using a set of vectors that describe the ways in which the
bundles demanded by the agent can change in response to a small change in prices.
Finally, we prove the ”Unimodularity Theorem”, which provides us with conditions
for the existence of competitive equilibrium in these types of economies. It is worth
mentioning that the main contribution of this thesis is the detailed presentation of the
results that have been established in references [1], [2] and [7], both in the mathematical

and economic context.
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Introduccion

En una economia con un grupo finito de agentes que van a adquirir sus cestas con bienes
indivisibles, un equilibrio competitivo es visto como un resultado deseable y que genera
una satisfaccion para todos los agentes. Como sabemos, mucho se ha trabajado sobre
economias con bienes divisibles. Asi que en este trabajo, consideramos una economia
con n distintos bienes indivisibles que estan disponibles en multiples unidades y con un
precio lineal, donde las preferencias de un agente estan representadas por una funcién,
llamada valoracién, que simplemente es una funciéon real definida sobre un subconjunto
finito no vacio de Z". El objetivo principal de esta tesis es encontrar condiciones bajo
las cuales el equilibrio competitivo siempre existe para este tipo de economias.

En este sentido, en el apéndice presentamos conceptos preliminares que seran usados
en todos los capitulos de este trabajo de tesis. Ponemos mucho énfasis en las propiedades
de los poliedros convexos y en los conjuntos unimodulares.

En el capitulo 1 hacemos un estudio exhaustivo de las funciones reales definidas
sobre algiin subconjunto finito no vacio de Z". Empezamos desarrollando algunos con-
ceptos y resultados de la geometria tropical que tienen conexién con los objetos de
estudio de este trabajo de tesis. Luego, definimos la concavidad para funciones reales
definidas sobre algin subconjunto finito no vacio de Z". Estudiamos algunas propie-
dades de este tipo de funciones y desarrollamos una caracterizacion para la mayorante
céncava de las funciones estudiadas en este capitulo. Finalmente, presentamos a la
transformada de Legendre de este tipo de funciones y enunciamos un resultado que
sera util para desarrollar el Teorema de equivalencia valoracion-complejo. Esta tltima
seccién estd basada en G. Mikhalkin [5].

El capitulo 2 esta basado en el trabajo de E. Baldwin y P. Klemperer [1], y E.
Baldwin y P. Klemperer [2]. Es en este capitulo donde estudiamos con mucho detalle
todos los elementos involucrados en la economia que es de nuestro interés. El primer
objeto que estudiamos es el “Conjunto de precios de indiferencia” (LIP), el cual estd
conformado por los vectores de precios (en IR™) que hacen que el agente sea indiferen-
te entre mas de una cesta de consumo. Veremos que éste conjunto esta conformado
por una coleccién finita de conjuntos convexos (n — 1)-dimensionales, los cuales for-
man un complejo poliedral racional (n — 1)-dimensional. Ademds, podemos ver que

la valoracion del agente define un complejo poliedral racional, llamado “complejo de
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precios”. Luego, usamos el teorema de equivalencia valoracién-complejo para mostrar
que cualquier complejo poliedral racional (n — 1)-dimensional corresponde al LIP de
alguna valoracion si y solo si, este complejo es balanceado. Este teorema nos permite
estudiar las demandas del agente usando directamente la geometria del LIP. Después
de ésto, estudiamos al “complejo de demanda” y establecemos una dualidad entre este
complejo y el complejo de precios. Luego, definimos los “Tipos de demanda D”, usando
un conjunto de vectores que describen las formas en que las cestas demandadas por
el agente pueden cambiar en respuesta a un pequeno cambio en los precios; y damos
algunos ejemplos para facilitar su entendimiento. Finalmente, probamos el “Teorema
de unimodularidad”, el cual nos proporciona condiciones para la existencia del equili-
brio competitivo en economias con bienes indivisibles en las que participan un conjunto
finito de agentes.

En el capitulo 3 presentamos algunos ejemplos interesantes de todo lo desarrollado
en el capitulo 2. La primera seccién estd basada principalmente en el trabajo de N. M.
Tran y J. Yu [7]. Aqui presentamos toda la infraestructura matemaética de la subasta
“product-mix”, la cual es una subasta estatica de oferta sellada para bienes diferencia-
dos, es decir, ningtin pujador conoce las ofertas de los otros pujadores, cada pujador
presenta su oferta solamente una vez y hay diferentes tipos de bienes a ser subastados.
La siguiente seccién esta basada principalmente en el trabajo de E. Baldwin y P. Klem-
perer [1], y E. Baldwin y P. Klemperer [2]. En esta seccién estudiamos las valoraciones
de sustitutos ordinarios y de complementarios ordinarios en base al enfoque de “tipos
de demanda D”.
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Notaciones

» B,.(a): Bola abierta de centro a € IR" y radio r > 0.

» B,[a]: Bola cerrada de centro a € IR" y radio r > 0.

» |A|: Cardinalidad de un subconjunto A C IR™.

» X: Clausura o cerradura de un subconjunto X C IR™.
» 7Z.,: Conjunto de los niimeros enteros positivos.

= ]N: Conjunto de los nimeros naturales.

» Fr(X): Frontera de un subconjunto X C IR™.

» ¢’ i-6simo vector de la base canénica de IR".

» inf(X): infimo de un subconjunto X C IR".

» int(X): Interior de un subconjunto X C IR".

» mcd(a, b): Méximo comin divisor de los niimeros enteros a y b.
» (Tm),,epv: Sucesion en R™.

» sup(X): supremo de un subconjunto X C R"™.
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Capitulo 1

Geometria para ciertas funciones
definidas en algiin subconjunto

finito de Z"

1.1. Conceptos de geometria tropical

Sean A un subconjunto finito no vacio de Z" y v : A — IR una funcién.

Definicién 1.1.1 El polinomio tropical de Laurent f, en n wariables reales, con po-
tencias en A C 7" y coeficientes u(a) € IR para cada a € A, es una funcion definida

como

f R — R

o T A= @u(a) ©z% = rgeéj( {u(a) +a-x}
acA

Ejemplo 1.1.1 Consideremos A = {(0,0);(1,0);(0,1)} y u: A — IR tal que
u(0,0) =0, u(1,0) =5, u(0,1) = 4.
El polinomio tropical de Laurent f, es

fulz1,22) = max{u(0,0)+ (0,0) - (z1,22); u(1,0)+ (1,0) - (z1,x2);
w(0,1) 4+ (0,1) - (z1,22)}
fulz1,20) = max{0; 5+ xq1; 4+ 29}

Definicién 1.1.2 La hipersuperficie tropical T'(f.,,) de un polinomio tropical de Laurent

e

fu, es definida como

argmax {u(a) + a - x}
acA

ﬂﬁy:{xeﬂm
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es decir, es el conjunto de puntos x € IR" en los cuales el mdzimo de la expresion que

define a f,(x) es alcanzado en al menos dos elementos de A.

Ejemplo 1.1.2 Se puede mostrar que la hipersuperficie tropical T(f,) del polinomio
tropical de Laurent f, del ejemplo 1.1.1, es

T(fu) = {(.Tl,flfg) € Bz 1T = —5, To < —4} U {(.%'1,%’2) € R2 < —5, To9 = —4}
U{(z1,20) ER?: =5 <y, —4<xp, 19 =21 + 1} U{(~5,—4)}

y su representacion grdfica es

Figura 1.1: Hipersuperficie tropical T'(f,)

Observaciéon 1.1.1 Notemos que f, : IR" — IR es una funcion convexa y ocasional-
mente lineal por tramos. En este ultimo caso, T(f,) es el conjunto de todos los puntos

en donde la funcion f,(z) no es diferenciable.

Definicién 1.1.3 La subdivision reqular A, de A inducida por la funcion u es un

subcongunto del conjunto potencia de A, P(A), definido por
acA

A, = {arg max {u(a) ® 29} : x € ]R”} :

Ejemplo 1.1.3 La subdivision reqular A, de A inducida por la funcion u del ejemplo
1.1.1, es

Ay = {{(0,0)}; {(1,0)}; {(0, 1) }; {(0,0); (1,0)}; {(0,0); (0, 1)}; {(1,0); (0,1)}; A}

2



Definicién 1.1.4

1) Los elementos de la subdivision reqular A, son llamados celdas.

2) La capsula convexa de una celda de la subdivision reqular A, es llamada una

cara de la subdivision regular A,.

Ejemplo 1.1.4 Para la funcion u del ejemplo 1.1.1 tenemos que las caras de la sub-

division reqular A, son:

Fy = conv({(0,0)}) = {(0,0)}.
F, = conv({(1,0)}) ={(1,0)}.
F3; = conv({(0, (0,1)}.

D ={(z1,22) ER?>: 2y +25,=1,0< 2, < 1}.
20, ))) ={(z1,22) ER*: 21+ 22 <1, 0< 71, 0 < 1}

Ademas, Fy, Fy y F3 son 0-dimensionales; Fy, F5 y Fg son 1-dimensionales; y Fr es

2-dimensional.

X X X
1 1 1
0 1 X 0 1 X 0 1 X
(a) Representaciones (b) Representaciones (¢)  Representacién
graficas de Fy, Fo y graficas de Fy, F5 y grafica de Fr.
Fs. Fy.

Figura 1.2: Caras de la subdivision regular A,,.

Observacién 1.1.2

1) Una celda de la subdivision reqular A, es un conjunto finito de puntos de A,
mientras que una cara de la subdivision regular A, es un politopo convezro (en el

sentido usual).

2) Cada punto a € A estd contenido en alguna cara de la subdivision reqular A,

pero no necesariamente en una celda de la subdivision reqular A,.
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Definicién 1.1.5 Un punto a € A es llamado un punto marcado o elevado (mar-
ked point or lifted point) de la subdivision reqular A,, si este punto pertenece a

alguna de las celdas de A,,.

Ahora mostraremos que la subdivisién regular A, es dual a la hipersuperficie tro-
pical T'(f.,) en el sentido que existe una biyeccién natural entre las caras de dimensién

positiva de A, y las caras de la hipersuperficie tropical T'(f,).

Ejemplo 1.1.5 Las caras de la hipersuperficie tropical T f,) del ejemplo 1.1.2 son:

¢ = {
G = {
Cs = {
Cy = {(=5,—4)}.

r1,15) € IR* : 1y = —5, 1y < —4}.
1’1,.T2) S R2 T 75y, = —4}

1’1,$2)€R21—5<ZL’1, —4<$2, $2:$1+1}.

Mientras que las caras de dimension positiva de A, son:

{(1‘1,0) = R2 0<r < 1}

{(0,29) € R*: 0 < x5 < 1},

{(:Ul ) I1+$2:1,0§$2§1}.
(

{(z1,m2) ER* 12y + 22 < 1,0 < 21, 0 < 12}

Como vemos, la cantidad de caras de la hipersuperficie tropical T(f,) coincide con
el nimero de caras de dimension positiva de A,, asi que es posible establecer una

correspondencia biyectiva entre estas dos colecciones.

Para establecer la dualidad entre T'(f,) y A, definamos la siguiente relacién sobre

IR": Dados x, y € IR", escribimos

rRy <= argmax{u(a) + a-x} = argmax{u(a) +a -y}
acA acA

Proposicién 1.1.1 R es una relacion de equivalencia en IR".
Demostracion:
i) Es claro que 2 R x para cada z € IR". Por lo tanto, R es reflexiva.

ii) Es claro que para cada z, y € IR" se cumple que xRy implica yRz. Por lo

tanto, R es simétrica.



iii) Sean x, y, z € IR" tal que xRz y z Ry, entonces

argmax {u(a) + a -z} = argmax {u(a) + a - 2z} = argmax {u(a) + a - y}.

acA a€A a€A

En consecuencia xR y. Por lo tanto, R es transitiva.

O

Luego, por la proposicién 1.1.1, R induce una particiéon de IR". Denotemos por P
a dicha particién, por T a la clase de equivalencia de x € IR™ y por Fj, al conjunto de

caras de A,. Entonces la siguiente funcion esta bien definida

fZP — FAu

T +—— f(T):=conv (ar%erﬁax {u(a) +a- x})

Proposicion 1.1.2 La funcion f es inyectiva.

Demostracion: En efecto, sean T, y € P tal que f(T) = f(y) entonces
conv (arg rﬁax {u(a) +a- x}) = conv (arg HjaX {u(a) +a- y}) .
ac ac
Mostraremos que T = 7, lo cual es equivalente a demostrar que x Ry, es decir,
arg max {u(a) + a - } = argmax {u(a) + a - y}.
acA acA

Supongamos que

argmax {u(a) + a - z}| = n, y argmax {u(a) +a -z} = {af,a3,...,a;_} (1.1)

acA acA
y
argmax {u(a) + a - y}‘ =n, y argmax{u(a) +a-y} = {af,a3,...,a} (1.2)
acA acA '

Sea b € argmax {u(a) + a - z} fijo y arbitrario, entonces
acA

ua)+a-x<ulb)+b-z,Vae A (1.3)

acA acA
Ty Ty

Como b € argmax{u(a)+a-x} C conv (arg max {u(a) + a - y}), entonces existen

AL AS, o AL € [0, 1] con Z N =1 tal que b = Z N a?. Luego, por (1.3) obtenemos
i=1

=1

wa!)+al o <ulb)+b-x, Vi=1,2,..n,.
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Para cada i = 1,2, ...,n,; multiplicamos por A/ a ambos lados de la desigualdad de

arriba, obteniendose
MNu(@?) + N (af - x) < N ub)+ N (b-z), Vi=1,2,...,n,.
Sumando las desigualdades desde ¢ = 1 hasta i = n,, conseguimos

Zy N u(al) + (Zy N a?) x < <Zy /\f> u(b) + (Zy Af) b-x
i=1 Ni=1 Qisl i=1

J/ /

-

b 1 1

por lo cual
> Nu(al) < u(b). (1.4)
i=1
Por otro lado, de (1.2) obtenemos
u)+b-y<wu(a!)+al -y, Vi=1,2,...,n,.

Para cada i = 1,2, ...,n,; multiplicamos por A/ a ambos lados de la desigualdad de

arriba, obteniendose
MNu®d)+ M (b-y) < MNu(a?)+ N (af - y), Vi=1,2,....n,.

Sumando las desigualdades desde ¢ = 1 hasta i = n,, conseguimos

(fj A?) u(t) + (Z Ag) by <3 W ulad) + (Z \ ) y
=l = =1 =1

1 1 b
por lo cual
Ty
u(b) <> N u(al). (1.5)
i=1

Por lo tanto, de (1.4) y (1.5) conseguimos

u(b) =y Nu(al).
i=1
Por otro lado, de (1.2), para cada a € A se cumple
u(a) +a-y<u(a))+al -y, Vi=1,2,..,n,.
Multiplicando por AY en ambos lados de la desigualdad, obtenemos
M (u(a)+a-y) < XNu(al)+ X (af -y), Vi=1,2,...,n,.

6



Sumando las desigualdades desde ¢ = 1 hasta ¢ = n,, conseguimos

(Zv) )+a-y) <ZAy (ny y)-

1 u(b) b

Por lo tanto
wa)+a-y<ud)+b-y, Vae A,

es decir, b € argmax {u(a) + a - y}. Como b era fijo y arbitrario, concluimos que

acA

argmax {u(a) + a -z} C argmax{u(a) +a-y}.
acA acA

De manera analoga se prueba que

argmax {u(a) + a -y} C argmax {u(a) + a - x}.
acA acA

Por lo tanto, de (1.6) y (1.7), conseguimos
argmax {u(a) + a -z} = argmax {u(a) + a - y}.
acA acA
En consecuencia, T = 7. Por lo cual, f es inyectiva.

Proposicion 1.1.3 La funcion f es sobreyectiva.

Demostracion: Sea o € Fa, entonces existe algin x € IR"™ tal que

o = conv (arg max {u(a) + a - x}) .

a€A

(1.6)

(1.7)

Si consideramos la clase de equivalencia T, obtenemos f(Z) = o. Por lo cual, f es

sobreyectiva.

O

Notemos que la hipersuperficie tropical T'(f,) es la unién de las clases de equiva-

lencia * de dimensién menor que n.

Ejemplo 1.1.6 Para la funcion u del ejemplo 1.1.1 se cumple:

o (11,72) R(—6,-5), V(x1,72) € {(z1,72) € R* : 71 < —5, 19 < —4}, es decir

(—6, —5) = {(.ﬁEl,.fEQ) e R?: T < —5, Ty < —4}

o (z1,19) R (—4,—4), ¥V (x1,22) € {(71,29) € R* : =5 < x1, T9 < 71 + 1}, es decir

(—4,—4) = {(z1,79) € IR*: =5 < w1, T9 < 11 + 1}.
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o (11,22) R (=5,-3), V(x1,22) € {(x1,72) € R?: 1 + 1 < 1y, —4 < 3}, es decir
(=5, =3) = {(z1,m2) € R? : vy + 1 < w9, —4 < 1}

o (11,72) R(=5,-5), V(x1,72) € {(x1,79) € R? : 1 = —5, 19 < —4}, es decir
(=5,=5) = {(z1,12) € R? : 1 = =5, 19 < —4} = C}.

i (wl’x2)R( 6 4)7 v(x17$2) S {(xlaxQ) € RZ e < —5, Ty = —4}, es deCZ.T
(=6, —4) = {(z1,72) € R? : 1 < =5, 23 = —4} = Cb.

o (11,22) R(—4,-3),V (x1,12) € {(x1,72) € R*: =5 < w1, —4 < X9, Ty = 21 +1},
es decir (—4,—3) = {(x1,20) € R*: =5 < 1, —4 < Ty, Ty = 21 + 1} = Cs.

o (=5, —4) = {(-5,~4)} = Cu.

De esta manera obtenemos que una particion de IR* inducida por la relacién de equi-

valencia R es:

P = {(-6,-5), (—4,—4), (-5,-3), (=5, -5), (—6,—4), (—4,-3), (—5,—-4)}.

En este caso, la funcion biyectiva f : P — Fa, queda definida de la siguiente manera
f((—=6,=5)) = conv (arg max {u(a) — a - (—6, —5)}) = conv ({(0,0)}) = F,
a€A

f((—4,-4)) = conv (argmax{u(a) —a-(—4,—4)}

a€A

= conv ({(1,0)}) = F»

f((=5,-3)) = conv (argmax{u(a) —a-(—5,—3)}

a€A

= conv ({(0,1)}) = F}

conv ({(0,0); (1,0)}) = Fy
\—BT—/ acA

f(=6,—4)) = conv (argmax {u(a) —a-(—6,—4)}
Ca

conv ({(0,0); (0,1)}) = Fs

a€A

(
(
f((=5,=5)) = conv (argmax{u —a-(=5,-5)}
(
(

~—— W A . BN WPZN Y
I

f((—4,-3)) = conv (argmax{u(a) —a-(—4,—-3)}
Cs

f((=5,—4)) = conv (arg max {u(a) —a - (=5, —4)}) = conv ({(0,0); (1,0); (0,1)})
T’ acA

= conv ({(1,0); (0,1)}) = Fg

acA

Como podemos ver, f establece una correspondencia biyectiva entre las clases de equi-
valencia en IR* y las caras de A,. Ademds, esta funcion es una biyeccion entre las

caras de dimension positiva de A, y las caras de la hipersuperficie tropical T'(f,).



1.2. Concavidad de funciones definidas en algiun
subconjunto finito de Z"

Sean A = {a',d?,...,a*} un subconjunto finito de Z" (es decir, |A| = a < o) y

u: A — IR una funcién. Denotemos al grafico de la funciéon u por
lift,(A) := {(a,u(a)) :a € A} C Ax RR.

Definicién 1.2.1 La mayorante céncava de u se denota por conv(u) y se define

como la menor funcion concava definida sobre conv(A) tal que
conv(u)(a) > u(a), Va € A.

Ejemplo 1.2.1 Sea A ={0,1,3,5,7,8} y u: A — IR una funcion definida de la

siguiente forma

Entonces, la grdfica de la mayorante concava de u es
A

7 conv(u)

Figura 1.3: Los puntos negros representan al lift,(A) mientras que los segmentos ce-
rrados de color rojo representan a la grafica de la mayorante concava de w.

Ejemplo 1.2.2 Sea A ={0,1,2,3,4,5} y u: A — IR una funcion definida de la

siguiente forma
w(0) =0, u(l) =2, u(2) =35, u3) =45, u4) =5, u(b) =5.

Entonces, la grdfica de la mayorante concava de u es



conv (u)

Figura 1.4: Los puntos negros representan al lift,(A) mientras que los segmentos ce-
rrados de color rojo representan a la grafica de la mayorante concava de w.

Ahora, definimos la concavidad de la funcién u en el sentido estandar de “céncava
extensible”, pero con una propiedad extra ya que el dominio de u es un subconjunto

finito no vacio A C Z".

Definicién 1.2.2 Decimos que u: A C Z" — IR es concava, si y solo si
A = convy(A) y u(a) = conv(u)(a), Va € A.

No debemos confundir la nocién de concavidad dada en la definicién 1.2.2 con la
que se enuncié en el apéndice C, pues en la definicién 1.2.2 la funcién u esté definida
en un subconjunto finito no vacio de Z", mientras que la funciéon f de la definicion
C.2.3 esta definida en un subconjunto convexo de IR". Asi que siempre que digamos
que una funcion es céncava y tengamos en claro como es el dominio de esta funcion,

no debemos entrar en confunsion sobre cual de las dos definiciones estamos usando.

Ejemplo 1.2.3 La funcion v : A — IR definida en el ejemplo 1.2.1 no es concava
porque convy(A) = conv(A)NZ =1[0,8] NZ ={0, 1,2, 3,4,5,6,7, 8 2 A.

Mientras que la funcion u: A — IR definida en el ejemplo 1.2.2 es concava porque
convy(A) =conv(A)NZ=1[0,5|NZ={0,1,2,3,4,5}=A
y de la figura 1.4 obtenemos
u(a) = conv(u)(a), Ya e A={0, 1, 2, 3, 4, 5}.

Ahora vamos a caracterizar a la grifica de la mayorante céncava conv(u) a través
de lo que se denomina “la frontera superior del conjunto conv({(a,u(a)) : a € A}), con

respecto a su ultima coordenada”. Para ello, definamos lo siguiente.
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Definicién 1.2.3 Sean Y C IR" y Z C IR dos subconjuntos no vacios. La frontera
superior de X =Y X Z, con respecto a su ultima coordenada; se define de la siguiente

manera

FSUC(X)={(y,8) e Y X Z: >2,V(y,2) €Y x Z}.

Por otro lado, notemos que el conjunto conv(lift,(A)) = conv({(a,u(a)) : a € A}),
es convexo, acotado y cerrado; de hecho, este conjunto es un politopo. Denotemos por

7 a la funcién proyeccién, definida de la siguiente manera

7 :conv({(a,u(a)):a € A}) — IR"

(X1, T, Ty, Tpy1) > (T1,...2p)

es decir, 7 es la funcién que proyecta de cada punto del conjunto conv({(a, u(a)) : a €

A}) sus primeras n componentes.
Lema 1.2.1 w(conv({(a,u(a)):a € A})) = conv(A).

Demostracion:

(©):
Sea = € w(conv({(a,u(a)) : a € A})) fijo y arbitrario, mostraremos que = € conv(A).

Como la proyeccion 7 es sobreyectiva, existe y € IR tal que
(z,y) € conv({(a,u(a)) : a € A}).

o
Entonces, existen A', A2, ... \* € [0, 1], con Z)\k =1y A= {a',d? ..., a%} tal que

(07

Z M (a*, u(a")). Por consiguiente, z = Z Nak v ast o € conv(A).
k=1

(2):

Sea x € conv(A) fijo y arbitrario, mostraremos que = € w(conv({(a,u(a)) : a €
A})). Dado que x € conv(A), existen A}, A% ... \* € [0, 1], con Z)\k =1y A=

e (03
{a',a?, ..., a"} tal que x = Z M a®. Si definimos y = Z M u(a®), entonces
k=1 k=1

= (Z M, Z)\k u(a” ) Z)\k a”, u(a®)) € conv(lift, (A)).
k=1 k=1
Por consiguiente 7 (z,y) Z Mok =2 € n(conv({(a,u(a)) : a € A})). O
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Ahora, para la funcién v : A — IR definamos la siguiente correspondencia
[y :conv(4) = R
mediante I',(z) := {y € R : (x,y) € conv(lift,(A))}, para cada x € conv(A).
Lema 1.2.2 La correspondencia 1", es de valor convexo, es decir,
[u(z) es convero, para cada = € conv(A).

Demostracion: Sea x € conv(A) fijo y arbitrario, mostraremos que I',(z) es convexo.

Sean y,y € I',(x), A € [0,1] fijos y arbitrarios, entonces
(z,y), (z,7) € conv(lift,(A)).
Por lo cual
(z,  y + (1 =N)7) = Mz, y) + (1 — X)(z,9) € conv(lift,(A)).

Por consiguiente, Ay + (1 — A)y € ', (). Finalmente, por la arbitrariedad de = conclui-

mos que [',(x) es convexo, para cada x € conv(A). 0
Lema 1.2.3 La correspondencia I',, es de valor compacto, es decir,
Ly(z) es compacto, para cada x € conv(A).

Demostracion: Sea x € conv(A) fijo y arbitrario, mostraremos que I';,(z) es compacto.

Dado que conv(lift, (A)) es acotado, concluimos que I',(z) también es acotado.

Afirmacién: I',(z) es cerrado.

En efecto, sea (y™) C I'y(z) una sucesién fija y arbitraria, tal que lim y™ = y. Dado
m—ro0

que y™ € T',(x) , Vm € IN, se cumple que

(x,y™) € conv(lift,(A)), Vm e IN.
Como conv(lift,(A)) es cerrado, entonces obtenemos que

(z,y) = lim (x,y™) € conv(lift,(A))

m—r0o0

por lo cual, y € I',(x). Por lo tanto, por la arbitrariedad de la sucesion, se concluye
que I',(z) es cerrado.
Por lo cual, T',(z) es compacto. Luego, por la arbitrariedad de z, concluimos que

I',(x) es compacto, para cada = € conv(A). O
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Ahora por los lemas 1.2.2 y 1.2.3 concluimos que I',(x) es un intervalo cerrado y
acotado, para cada x € conv(A). De esta manera, para la funcion v : A — IR, la

siguiente funcién
Gy:conv(A) — R

x — Gu(r) = méx y
yelu(x)

esta bien definida.
Lema 1.2.4 La funcion G, es concava.
Demostracion: Sean x, & € conv(A) y X € [0, 1] fijos y arbitrarios, mostraremos que
Gu(Az + (1 = N)Z) > AGy(z) + (1 = N)Gy(T).
Dado que (z,Gy(z)) € conv(lift,(A)) v (Z, G.(Z)) € conv(lift,(A)), tenemos que
Az, Gu(x)) + (1 = N) (%,Gu(2)) € conv(lift,(A)),

entonces

Az + (1 =X 2, AGyu(z) + (1 = X\) Go(Z)) € conv(lift,(A)).
Por consiguiente,
AGu(2) +(1=XNGu(Z) eTAz+(1—-N)2)

y asi,

Gu(Az + (1 = N)E) > AGu(z) + (1 = N)Ga(@).

O

Ahora se enunciara y demostrara el teorema que nos permite caracterizar a la
grafica de la mayorante coéncava conv(u) como “la frontera superior del conjunto

conv({(a,u(a)) : a € A}), con respecto a su ultima coordenada”.
Teorema 1.2.1 conv(u)(x) = Gu(x) , Yo € conv(A).

Demostracion: Sabemos que (a,u(a)) € conv({(a,u(a)) : a € A}), para cada a € A.

Entonces u(a) € T'y(a), para cada a € A. Por consiguiente,
Gyla) > u(a), VaeA.
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Luego, como G, es una funcién céncava definida sobre conv(A) y por la definicién de

la mayorante concava de u, concluimos que
Gu(x) > conv(u)(z), V€ conv(A).

Ahora mostraremos que se cumple la desigualdad inversa. Sea = € conv(A) fijo y
arbitrario.

Afirmacién: conv(u)(z) >y, Yy € I'y(z).

En efecto, sea y € I',(z) fijo y arbitrario, entonces (z,y) € conv({(a,u(a)) : a € A}).

Por consiguiente, existen A', A\2,... A* € [0, 1] con Z)\k =1y A={a",d* ... a%}

k=1
tal que
() = 30 ) = (2 3 )
k=1 k=1 k=1
Entonces N N
I Z)\kak , Y= ZAku(ak)
k=1 k=1

Luego, dado que conv(u) es una funcién céncava, obtenemos

«

conv(u)(z) = conv(u) (Z AP ak> > Z M conv(u) (a®).

k=1 =
Ademsas, sabemos que conv(u)(a®) > u(a®), para cada a* € A. Por consiguiente
conv(u)(x) > M (u)(a*) = y.
k=1

Luego, por la afirmacién, tenemos que conv(u)(z) > G,(z). Dado que x € conv(A) era

fijo y arbitrario, concluimos que
conv(u)(x) > Gu(x), V€ conv(A).

O

Luego, por el teorema 1.2.1, podemos decir que para cada x € conv(A), los puntos
(x,conv(u)(x)) se encuentran en la frontera superior del politopo conv({(a,u(a)) : a €
A}), con respecto a su ultima coordenada. De esta manera, podemos pensar en la
grafica de conv(u) como una superficie formada por piezas lineales.

Por otro lado, las proyecciones de las piezas lineales de la grafica de conv(u) sobre

conv(A) son las caras de A,, la subdivisién regular de A inducida por u. De esta
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manera, podemos dar una interpretacién geométrica de cuando un punto dado en la
subdivisién regular A, es un punto elevado. Notese que un punto a € Z" es elevado (o
marcado) si y solo si, conv(u)(a) = u(a).

Ahora denotemos por @ a la restriccién de conv(u) a convz(A), es decir,

G :convz(A) — R

a —  u(a) = conv(u)(a)
Proposicion 1.2.1 4 es concava.

Demostracion: Mostraremos que convz(convz(A)) = convz(A) y que conv(u)(a) =

t(a), para cada a € convy(A).

i) Dado que A C convy(A), concluimos que conv(A) C conv(convz(A)). Por otro

lado tenemos que
conv(convz(A)) = conv(conv(A) NZ") C conv(conv(A)) = conv(A).
Por lo tanto, conv(convy(A)) = conv(A). Luego,

convz(convz(A)) = conv(convz(A)) NZ" = conv(A) NZ" = convy(A).

ii) Sabemos que
t(a) < conv(a)(a), Ya € convg(A). (1.8)

Por otro lado, dado que conv(u)(a) : conv(A) — IR es céncava y u(a) =
conv(u)(a) , Ya € convz(A); entonces, por la definicién de mayorante cénca-

va tenemos
conv(u)(a) < conv(u)(a) , Va € conv(convz(A)) = conv(A). (1.9)
En particular
conv(@)(a) < conv(u)(a) = t(a) , Va € convy(A). (1.10)
Por lo tanto, de (1.8) y (1.10) concluimos que

conv(u)(a) = u(a) , Va € convg(A).

Por consiguiente, de i) y ii), 4 es céncava. O
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Proposicién 1.2.2 conv(a)(a) = conv(u)(a) , Va € conv(convz(A)) = conv(A).
Demostracion: Dado que A C convz(A), obtenemos
u(a) < conv(u)(a) = u(a) = conv(a)(a) , Va € A

y como conv(w)(a) : conv(A) — IR es céncava, entonces por la definicion de mayorante

coOncava, tenemos
conv(u)(a) < conv(u)(a) , Va € conv(convz(A)) = conv(A). (1.11)
Por lo tanto, de (1.9) y (1.11) obtenemos

conv(@)(a) = conv(u)(a) , Ya € conv(convy(A)) = conv(A).

1.3. La transformada de Legendre de funciones de-
finidas en algiin subconjunto finito de Z"

Un complejo poliedral racional IT en /R™ tienes las siguientes caracteristicas

i) II puede ser presentado como una unién finita de poliedros convexos cerrados en
IR™, llamados celdas. La dimensién de una celda es, por definicion, la dimensién de

su capsula afin. De esta manera, una celda de dimension k, se denomina k-celda.

ii) El subespacio vectorial de IR™ paralelo a la cdpsula afin de cada celda esta definido
sobre ().

iii) La frontera relativa de una k-celda es una unién de (k — 1)-celdas.

iv) Los interiores relativos de las celdas no se intersecan.

De esta manera, un complejo poliedral racional IT en IR" se define, de forma equiva-
lente a la definiciéon C.6.3, como un subconjunto II C IR™ que cumple las propiedades
i), ii), iii) y iv) de arriba.

Consideremos que II C IR" es un (n — 1)-complejo poliedral racional ponderado. Si
F' es una faceta de II, con peso w(F'), entonces F' es paralela a un hiperplano en R™

definido sobre @). Por lo tanto, ésta define un covector entero
tep 2 — 7
salvo su signo, tal que
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i) El nicleo o “kernel” de cg es un plano paralelo a F'.

1

ii) WCF : Z" — Z es un covector entero primitivo (es decir, no divisible).
w

Incluso el signo de cp queda bien definido una vez que hemos co-orientado F' C IR"™.

Definicién 1.3.1 Un (n—1)-complejo poliedral racional ponderado I1 C IR™ es llamado
balanceado, si para cada (n — 2)-celda G C 11 se cumple la siguiente condicion:
Sean Fi, ..., Fy las (n — 1)-celdas adyacentes a G, y elijamos una direccion rotacional

alrededor de G que define una co-orientacion coherente en estas (n—1)-celdas, entonces

k
E CF]. = 0.
J=1

Sean A un subconjunto finito no vacio de Z" y v : A — IR una funcién, entonces
para cada x € IR", la funcién

fA > R
a — f(a)=a-z—v(a)

alcanza un valor maximo. Por lo tanto, la siguiente expresion esta bien definida

Igleé:i( {a-z—v(a)}.

La transformada de Legendre de v se denota por L, y se define como

L, : R — IR

r +— Ly(x) ::rileéj({a-x—v(a)}

Dado que el maximo se toma sobre un conjunto finito, el resultado L, es una funcién
convexa, lineal por tramos. Definimos II,, como el conjunto de todos los puntos donde
L, no es diferenciable.

Notemos que la transformada de Legendre de v coincide con el polinomio tropical
de Laurent f_,:

L,(z) = rgeéj( {a-z—v(a)} = rcrlleéj({—v(a) +a-x}=f_,(2).

Por la observacién 1.1.1 sabemos que T'(f_,) es el conjunto de todos los puntos donde

f—v no es diferenciable. Por lo tanto, la hipersuperficie tropical T'(f_,) coincide con IL,.

Definicién 1.3.2 Una subdivision de un poliedro convezo (en IR™) en poliedros mds
pequenos es llamada subdivision reticular, si todos sus subpoliedros son reticulares,

es decir, sus vértices pertenecen a 7.

17



Proposicion 1.3.1 El conjunto 11, es un complejo poliedral racional dual a una cierta

subdivision reticular de conv(A).
Demostracion: Ver [5]. O

Notemos que II, es un complejo poliedral racional ponderado. De hecho, una (n—1)-
celda F' C II, viene como una interseccion entre las graficas de dos funciones lineales.
La diferencia entre estas funciones es un covector entero cg. Definimos w(F') € IN como

el maximo divisor entero de cp.
Proposicion 1.3.2 El complejo poliedral racional ponderado 11, es balanceado.
Demostracion: Ver [5]. 0

Observacion 1.3.1 Notemos que varias funciones v diferentes definen el mismo com-

plejo poliedral racional 1L,. Aqui estd la lista de ambigiedades.

1) Sea ¢ € IR una constante y sea v' una funcion definida como

v . A — R
a — v'(a)=wv(a)+c

entonces 11, = 11,.

2) Sea A" = A+ z, donde z € Z"; y sea v' una funcion definida como

il Sl
a+z — v(a+z)=v(a)

entonces 11, = 11,,.
3) Sea A" C Z™ tal que conv(A’) = conv(A); y sea ¥ (respectivamente 0') la mdzima

funcion convexa tal que v < v (respectivamente ' < v'). Si 0 = V' entonces
IT, = II,.

Proposicion 1.3.3 Supongamos que II C IR"™ es un complejo poliedral racional balan-
ceado entonces existen un conjunto finito no vacio A C Z" y una funcion v : A — IR
tal que II = II,. La cdpsula convera de A es unica salvo una traslacion en Z". La

eleccion de la funcion v es unica salvo la ambiguedad de la observacion 1.3.1.

Demostracion: Ver [5] O
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Capitulo 2

Representacion geométrica de
demandas indivisibles

Consideramos una economia de n distintos bienes indivisibles. Cada uno de estos
bienes esta disponible en miltiples unidades, con un precio lineal.

En este contexto, una cesta de consumo puede ser negativa o de signo mixto (las
coordenadas negativas representan unidades de bienes vendidos).

En esta economia, las preferencias de un agente econémico estéan representadas por
una funcién v : A — IR definida sobre un conjunto finito no vacio de cestas de consumo
A C Z". Esta funcion u es llamada valoracion del agente. Notemos que el dominio A,
de cestas de consumo que el agente considera posible, puede ser cualquier subconjunto
finito no vacio de Z". Por lo tanto, el agente puede demandar varias unidades de
cada bien. Ademas, A no necesita contener toda cesta entera en su capsula convexa.
Tampoco es necesario que A incluya cada cesta de consumo que esta disponible en
la economia. En particular, si una cesta es completamente inaceptable para el agente,
entonces simplemente ésta no estd en A (lo cual es equivalente a permitir que el agente
valore algunas cestas de consumo en “—o0”, y es mds conveniente para nuestro estudio).

Finalmente, no necesitamos que las valoraciones sean positivas o crecientes.

2.1. El Conjunto de precios de indiferencia (LIP)

Sea p = (p1,p2,.-.,Pn) € IR™ un vector de precios, donde p; es el precio por una
unidad del 7-ésimo bien; entonces la cantidad de dinero que el agente debe pagar por
la cesta de consumo x € A C Z", es p - x. De esta manera, el beneficio del agente que

compra la cesta de consumo x al precio p es
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u(z) —p- .

Por lo tanto, el problema del agente es

max {u(x) —p- x} (2.1)

T€EA

Dado que A C Z" es finito, el problema (2.1) siempre tendré solucién. Luego, el con-
junto de demanda del agente al vector de precios p € IR", es el conjunto de cestas de

consumo que maximizan su beneficio. De esta manera, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.1.1 El conjunto de demanda del agente al vector de precios p € IR"
se denota por D,(p) y se define como

D.(p) = ar%ergax {u(x) —p-x}.

El primer objeto geométrico que estudiaremos sera el conjunto conformado por los
vectores de precios que hacen que el agente sea indiferente entre mas de una cesta de
consumo, estos son aquellos vectores de precios en los que su conjunto de demanda
contiene varias cestas de bienes. Formalmente para el agente tipificado con valoracién

u, tenemos

Definicién 2.1.2 El conjunto de precios de indiferencia del agente se denota
por L, y se define como el conjunto de vectores de precios tales que para cada uno de

ellos el agente es indiferente entre mds de una cesta de consumo, es decir,
Lol SREDC i S, Loil >

Usamos las siglas LIP para referirnos al conjunto de precios de indiferencia £, del
agente con valoracion u, dado que sus siglas corresponden a “Locus of indifference

prices”.

Observacién 2.1.1 La conexion entre la matemdtica tropical y la geometria de la
valoracion u del agente, es la siquiente: Haciendo x = —p en las definiciones dadas en

el capitulo 1, tenemos

1) ful=p) = méx{u(a)+a-(-p)} = mix{u(a) —p-a}, es decir, fu(=p) es el
ac ac
mdaximo beneficio del agente al vector de precios p.
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ar%il‘ax {u(a) +a-(—p)}

2) —=T(fu) =— {—p € R":

2

—T(fu) = {p € R": ‘argerillax{u(a) —p-a}| > 1}
—T(fu) ={p € B" : |Du(p)| > 1}

es decir, L, es una hipersuperficie tropical.

3) A, = {argmax {u(@)+a-(-p)}:—pe R"}

acA

A, = {argmax{u(a) —p-a}l:pe€ ]R"}
acA

A, ={D,(p):p € R"}

es decir, las celdas de la subdivision regular A, son todos los conjuntos de

demanda D, (p) posibles a medida que variamos el vector de precios p.

Definicién 2.1.3

1) Decimos que la cesta de consumo x € A es demandada por el agente, si existe

algin vector de precios p € IR" tal que x € D, (p).

2) Decimos que la cesta de consumo x € A es no demandada o nunca de-

mandada por el agente, si para cada vector de precios p € IR™ se cumple que

T ¢ Du{p)-

Definicién 2.1.4 Decimos que la cesta de consumo x € A demandada por el agente,

es unicamente demandada, si existe algin vector de precios p € IR™ tal que {x} =
Du(p).

Definicién 2.1.5 Dado x € A. Una region de demanda unica de la valoracion u
es un conjunto que consiste de todos los vectores de precios p € IR™ para los cuales

x € A es unicamente demandada y se denota por R,(x), es decir,
Ru(z) ={p € R": {a} = Du(p)}.

Usamos las siglas UDR para referirnos a una regién de demanda tnica del agente

con valoracion u, dado que sus siglas corresponden a “Unique demand region”.

Observacion 2.1.2 Si denotamos por R, a la union de todas las UDRs de la valora-
cion u, es decir,

Ru={p € R": [Du(p)| = 1};
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obtenemos que
R.NL, =0 y R,UL, =IR".

Por lo tanto, la union de todas las regiones de demanda unica comprende todos los

vectores de precios que no estdn en el LIP del agente.
Teorema 2.1.1 Cada UDR es un conjunto convezxo.

Demostracion: Sean x € A; p, ¢ € Ry(x) y A € [0,1] fijos y arbitrarios; mostraremos
que Ap+ (1 —X)q € Ry(z).

Basta considerar cuando A €10, 1[. Dado que p € R,(x), tenemos {z} = D,(p). En-
tonces

wx)—p-z>ula) —p-a, VaeA\{z}
Por consiguiente

Mu(z) —p-z] > Nu(a) =p-a], VaeA\{z},

es decir,
Au(z) — (Ap) -z > Au(a) — (Ap)-a, Vae A\ {z}. (2.2)

De manera analoga, dado que ¢ € R, (x), obtenemos
(I=XNu(x)=(1=XNg)-z2>1—=Nu(a) = ((L=XN)gq)-a, Vae A\{z}. (2.3)
Luego, sumando miembro a miembro de (2.2) y (2.3), obtenemos
uz) —Ap+ (1 —=XNg)-z>ula) —Ap+(1—XNgq)-a, VaecA\{z}.

Por lo cual, {z} = D,(Ap+ (1 — N)q), es decir, Ap+ (1 — A)g € R,(x). Por lo tanto,

R.(x) es convexo. O

Proposicién 2.1.1 Las UDRs son las componentes conexas de R, (el complemento

de L,).

Demostracion: Como cada UDR es convexo entonces cada UDR es conexo. Luego, si
p € R, entonces existe alguna UDR que contiene a p, es decir, existe alguna cesta
unicamente demandada x € A tal que p € R,(z). Como las UDRs son disjuntas dos
a dos, entonces la componente conexa de p es R,(x). Por lo tanto, las UDRs son las

componentes conexas de R,,. O
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Teorema 2.1.2 Cada UDR es un conjunto abierto.

Demostracion: Sea x € A una cesta unicamente demandada. Notemos que

Ru(z) = {peR":{z} = Du(p)}
= {peR":u(x)—p-z>ula)—p-a,Vaec A\ {z}}

= ﬂ {peR":u(x)—p-x>u(a)—p-a}
acA\{z}

= () fpeR":p-(x—a) <u(x)—ula)}
a€A\{z}

Afirmacién: Para cada a € A\ {z}, el conjunto {p € R" : p- (v — a) < u(z) —u(a)} es
abierto.

En efecto, para cada a € A\ {z}, la funcién
go - IR" — IR
p > 4a(p) :=p-(z—a)

es continua en IR". Como | — 0o, u(z) —u(a)[ es un conjunto abierto en IR, concluimos

que g; ' (] — oo, u(z) — u(a)]) es abierto en IR"™. Por otro lado, notemos que
{peR":p-(x—a)<u(z) —u(a)} = {pe€R":g.p) <u(r)—ula)}
= {peR": gulp) €] — 00, u(z) —u(a)[ }
= g, (] — o0, u(z) —u(a)])

entonces {p € R" : p- (z — a) < u(z) — u(a)} es abierto en IR". Por lo tanto, la afir-
macién es valida.
Luego, dado que la interseccién finita de conjuntos abiertos es abierto, concluimos que

R.(x) es un conjunto abierto. O
Corolario 2.1.1 Cada UDR es un conjunto convexo n-dimensional.

Demostracion: Sea x € A una cesta tnicamente demandada. Como R, (x) es abierto,

entonces aff(R,(z)) = IR". Por lo tanto, R,(x) es n-dimensional. O
Corolario 2.1.2 R, es un conjunto abierto.

Demostracion: Sabemos que R, es la unién de las UDRs; y por el teorema 2.1.2, cada
UDR es un conjunto abierto. Por lo tanto R, es la uniéon de conjuntos abiertos. Dado

que la unién de conjuntos abiertos es abierto, concluimos que R, es abierto. O
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Teorema 2.1.3 Sea x € A una cesta unicamente demandada, entonces
x € Dy(p), Vp € Fr(R,(z)).

Demostracion: Sea p € Fr(R,(z)) fijo y arbitrario, mostraremos que x € D, (p). Sea
g € Ru(x) fijo. Como R,(x) es convexo y abierto, entonces por el teorema C.2.4
obtenemos

p+Ag—p) € Ru(z), V€O, 1]. (2.4)

Ademads, dado que R,(x) es abierto, tendremos que R, (z) N Fr(R,(z)) = 0; por lo
cual, ¢ ¢ Fr(R,(x)). Dado que Fr(R,(z)) es cerrado, concluimos que

d(q; Fr(Ru(z))) > 0.

Por consiguiente, ||¢ — p|| = d(g,p) > 0. Luego, por la propiedad Arquimediana, existe
un mo € IN tal que 0 < — < ||¢ — p||. Definimos
mo

1
™= Py (A Mg —p): ) €lo. 1 " IN.
q p+m+m0_1(q p)e{p+ (q p) E]a]}a m e

Entonces, por (2.4) concluimos que ¢™ € R,(z), Vm € IN. Ademés,
ltm ¢ = lim (p+ ————(g—p)
m ¢™ = lim —(q— =p.
Dado que ¢" € Ry(z), Vm € IN, se cumple

{z} = Du(¢"), VmeN,

es decir,

u(x) —¢"-x>ula)—q¢"-a, VYae€ A\{zx}, Vme IN.
Entonces

lim [u(z) —q¢™ - 2] > lim [u(a) —¢™ -a], Vae A\ {zx},

m—00 m—00
es decir,

wz)—p-x>ula)—p-a, VaeA\{z}.

Por lo cual, x € D,(p). Por lo tanto, x € D,(p), Vp € Fr(R,(z)). O

Observacion 2.1.3 De los teoremas 2.1.2 y 2.1.3 podemos concluir que: para cualquier
vector de precios que se encuentra en la frontera de alguna UDR, R,(x), el agente

demanda mds de una cesta de consumo, siendo x una de estas cestas demandadas.
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Ahora mostramos algunas propiedades del LIP de u. Algunas de estas propiedades
se pueden obtener de manera directa ya que el LIP de u es una hipersuperficie tropical,
pero preferimos demostrar estas propiedades usando las definiciones y teoremas dados

hasta el momento en esta seccion, junto con algunas nociones de topologia.
Proposicién 2.1.2 int(L,) = 0.

Demostracion: Para cada p € L,,, se cample que |D,(p)| > 1. Por consiguiente, existen

zta? .. 2P € A con k > 2, tal que D,(p) = {x',2?% ..., 2"}. Por lo cual,
pef{ge R :u(@')—q-a' =u(@®)—q-2°} = {g € R": q-(¢' —2%) = u(z') —u(2?)}.

Como A C Z" es finito, concluimos que L, esta contenido en una unién finita de
hiperplanos de la forma {¢ € R" : ¢ - (x — %) = u(x) — u(z&)}. Luego, dado que cada

hiperplano tiene interior vacio, conclulmos que int(L,) = 0. O
Corolario 2.1.3 Fr(R,) = L,.

Demostracion:

(S):
Como R, es un conjunto abierto, entonces R, NFr(R,) = 0. Luego, dado que Fr(R,) #
(0 y por la observacién 2.1.2, concluimos que Fr(R,) C L
(2):
Por el método de reduccién al absurdo, supongamos que existe algin p € £, tal que
p ¢ Fr(R,), entonces

Je>0 tal que B(p)NR,=0 6 B(p)N (R, =0.

~——
Lo

Como p € L,, entonces no se puede cumplir que B.(p) N L, = (). Por consiguiente, se
cumplird que B.(p) R, = ); entonces, por la observacién 2.1.2 obtenemos B,(p) C L,,.
Por lo tanto, p € int(L,), lo cual es una contradiccién con la proposicién 2.1.2. Por lo
cual, £, C Fr(R,). O

Corolario 2.1.4 La union de las fronteras de las UDRs coincide con el LIP; es decir,

U B(Ru@) = L,

*€AUDR

donde Aypr denota a la coleccion de todas las cestas unicamente demandadas.
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Demostracion:

(S):
Sea p € U Fr(R.(x)) fijo y arbitrario, entonces existe alguna cesta tunicamen-

2€AUDR

te demandada = € Aypg, tal que p € Fr(R,(z)). Como R,(z) es abierto, enton-
ces Ry(z) N Fr(R,(x)) = 0. Por lo cual, existe alguna otra cesta & € A tal que
zr,z € D,(p). Por consiguiente, p € L,. Dado que p era fijo y arbitrario, conclui-

mos que U Fr(R.(z)) C L.
r€AUDR
o)

Por el corolario 2.1.3 y el item 1) de la proposicién B.0.1 obtenemos

L,=Fr(R,)C ) Fr(Ru(z)).

*€AUDR

Corolario 2.1.5 R, es denso en IR™.

Demostracion: Sabemos que R, = int(R,) UFr(R,). Por el corolaio 2.1.2 y el corolario
2.1.3 obtenemos
R, =int(R,) UFr(R,) = R, UL, = R";

es decir, R, es denso en IR"™. O

Observacion 2.1.4 Por el teorema 2.1.3 y el corolario 2.1.4 podemos concluir que
para cada vector de precios p € IR", existe alguna cesta unicamente demandada v € A

tal que x € D,(p).

Teorema 2.1.4 Sea x € A una cesta demandada, pero no unicamente demandada,

entonces existe alguna cesta unicamente demandada T € A tal que
C*={qeR":2€D,(q)} C{pe R":x€ D,(p)} (2.5)

Demostracion: Notemos que C* es convexo y no vacio, entonces ri(C*) # (). Sea p €
ri(C"), entonces existe alguna cesta inicamente demandada & € A tal que Z € D, (p),
es decir,

wa) —p-a<u(@)—p-T=ulx)—p-x,Vaec A\ {z, T} (2.6)
Ahora mostraremos que se cumple (2.5). En efecto, por el método de reduccién al
absurdo, supongamos que existe algun p* € C* tal que p* ¢ {p € R" : & € D,(p)},
entonces

u(Z) —p* T <u(r)—p*-ux. (2.7)



Luego, dado que p € ri(C?), existe algin € > 0 tal que B.(p) Naff(C*) C C*. Por otro
lado,
AP —p) €aff(CT), VA€ R

En particular,

0 * € A * x
=p 4 (1+—— ) (p—p*) € aff(C7);
P+ (1 ) () € )

y ademas

0 _ =~ — ; Ak
I =l H(Huﬁ—m)“’ 7)

es decir, p° € B.(p). De esta manera obtenemos que p’ € B.(p) N aff(C*) C C*, pero
de (2.6) y (2.7) obtenemos

C1+p—

€ "
\ 5=l <
Pl

0 € €

pr—%) = p@-Dt——ap-(@—F) 77— p - (z—2)
ey 1+ p—p* N L+ [[p—p*l R
=u(x)—u(x =u(xr)—u(r <u(xz)—u(z

> u(z) = u(z),

es decir, u(z) — p’ - & > wu(z) — p° - . En consecuencia, p® ¢ C”, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, C* C {p € IR" : & € D,(p)}. O

Observacion 2.1.5 Por el teorema 2.1.4, concluimos que st x € A es una cesta de-
mandada pero no unicamente demandada, entonces existe alguna cesta unicamente
demandada T € A tal que C* ={q € R" : x, & € D,(q)}.

Antes de terminar esta seccién, creemos que es conveniente dar un nombre especifico
a las cestas de consumo descritas en el teorema 2.1.4 y la observacion 2.1.5. Por lo tanto,
decimos que una cesta de consumo x € A es marginalmente demandada si x es una

cesta demandada pero no unicamente demandada.

2.2. Ejemplos

A lo largo de esta seccién, cuando consideremos economias en las que hay dos
distintos tipos de bienes, denotaremos por p = (pi,p2) € IR? al vector de precios,
donde p; es el precio por una unidad del bien 1 y p, es el precio por una unidad del
bien 2. Mientras que cuando trabajemos con economias en las que hay tres distintos
tipos de bienes, denotaremos por p = (py, p2,p3) € IR? al vector de precios, donde p;
es el precio por una unidad del bien 1, p, es el precio por una unidad del bien 2 y p3

es el precio por una unidad del bien 3.
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Ejemplo 2.2.1 Consideremos una economia en la que hay dos distintos bienes in-
divisibles (es decir, n = 2) y un agente con una valoracion uw : A — IR, donde
A =1{(0,0), (1,0), (0,1)} y u estd definida de la siguiente forma

u((0,0)) =0, u((1,0)) =5, u((0,1)) = 4.
Entonces, el conjunto de demanda D, (p) del agente, estd dado por

Dulp) = argmax{u(a) —p-a}

= argmax{y((0,0)) - D (0702’ y((l,O)) - D (1’027 EL((O, 1)) — D (07 12}

ac A v~ ~~ N
0 5—p1 4—p2

Regiones de demanda tinica (UDRs):

Notemos que

Du(p):{(()?O)} — 5_p1<074_p2<0<:>5<p1’4<p2-
D,(p)={(1,0)} <= 0<5—p1,4—p2<b—p; <= p1 <5,p1 <p2+1
D,(p) ={(0,1)} <= 0<4—py,5—p1<4d—py <= p2<4,p2+1<p.

Por lo tanto

Ru((()?())) = {(plapQ) ER2:5<p174<p2}'
Ru((1,0)) = {(p1,p2) € R*:p1 <5,p1 <p2+1}.
R.((0,1)) = {(p17p2)€B21p2<4,p2+1<p1}~

La representacion grafica de estas UDRs es:

P2 :
' (0,0)
+  demandado
(1,0) '
4 Jhmmmmmeeeeeaaaaas
demandado o
(0,1)
/" demandado
o"]‘ 5 Pl
_1'"
0" A

Figura 2.1: Regiones de demanda tnica de la valoracion u del ejemplo 2.2.1
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El conjunto de precios de indiferencia (LIP):

De la figura 2.1 y por la observacion 2.1.2, el LIP de u es

L,={0,p) €R*:4<p}U{(p1,4) € R*:5 <p}
U{(pr.p2) € R* :pr=pa+1, py <4} U{(5,4)}.

La representacion grafica de esta LIP es:

Py
(0,0)
demandado
(1,0)
4
demandado
(0,1)
demandado
/1 b) P

-1

A

Figura 2.2: LIP de la valoracién u del ejemplo 2.2.1

El LIP de u también puede ser hallado de manera analitica (es decir, sin usar el grdfico

de las UDRs de u). Notamos que
L4 Du((p17p2>) = {(070)7 (1’0)} S 0 — 5_])1, 4_p2 P~ 0 <~ P11 = 57 4 <p2'
e D,((p1,p2)) ={(0,0), (0,1)} <= 0=4—ps,5—p1 <0 <= py=4,5<p.

L Du((plap?)) = {(170)7 (071)} <~ 5—]91 :4_an 0< 4—]92
<~ p2+1:p1,p2<4.

o Du<<p1,p2)) = {(070)7 (170)7 <071>} — 0=5-—p1=4—p
<~ p=95,p=4

Entonces

L,={05,p) €R*:4<p}U{(p1,4) € R*:5 <p}
U{(pr.p2) € R* :pr=pa+1, py <4} U{(5,4)}.
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Ejemplo 2.2.2 Consideremos una economia en la que hay dos distintos bienes in-
divisibles (es decir, n = 2) y un agente con una valoracion uw : A — IR, donde
A =1{(0,0), (1,0), (0,1), (0,2)} y u estd definida de la siguiente forma

u((0,0)) =0, u((1,0)) =6, u((0,1)) =1, u((0,2)) = 6.
Entonces, el conjunto de demanda D, (p) del agente, estd dado por

D,(p) = argmax{u(a)—p-a}

acA
= ar%giax{y((ov 0)) : D (O’ OZ? y((L 0)) : b (17 Olv u((ov 1)) : p- (07 127
u((0.2) ~p- (0.2))

Regiones de demanda unica (UDRs):

Notemos que
® Dy(p) ={(0,0)} <= 6—-p1<0,1—-py<0,6—2p, <O0.
— 6<p, 1 <py, 3 <po.
= 6<p1,3<p.

e Dy(p) ={(1,0)} <= 0<6—p1, 1 —pa<6—p1,6—2ps <6—py.
< p1<6,p1 <p2+95,p1 <2ps.
— p1 <6,p; <2p,.

e D,(p)={(0,1)} <= 0<1—py,6—p1 <1—py,6—2py <1—po.
& pe<1,p2+5<p1,d<ps.
< p+5<p,d<px <l
Como podemos ver, llegamos a la contradiccion 5 < py < 1. Por lo tanto, la

cesta (0,1) no puede ser unicamente demandada por el agente a cualquier vector

de precios p = (p1,p2).-

e Dy(p) ={(0,2)} <= 0<6—2py,6—p1 <6—2ps, 1 —p2<6—2py.
< p2<3,2py <p1,p2 <5
— p2<3,2p; <p;.

Entonces

R.((0,0)) = {(p1,p2) € R*:6<p1,3<p2}.
R.((1,0)) = {(p1,p2) €R*:p1 <6,p1 <2pa}.
R.((0,2)) = {(p1.p2) € R*:ps<3,2ps <pi}.
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La representacion grafica de estas UDRS es:

PZA :
. 0,0
(1,0) : (0.0
' demandado
demandado 3
3 B ECRTCEE
4""‘ (O’ 2)
Pt ’ demandado
'—"’ 6 P1
" (

Figura 2.3: Regiones de demanda tinica de la valoracion u del ejemplo 2.2.2

El conjunto de precios de indiferencia (LIP):

De la figura 2.3 y por la observacion 2.1.2, el LIP de u es

L,={(6,p) € R?*:3<p} U{(p1,3) € R*:6 <pi}
U{(p1,p2) € R : p1 = 2ps, p2 < 3} U{(6,3)}.

La representacion grafica de esta LIP es:

P4
0,0
(1,0) 9.9
demandado
demandado
3
(0,2)
demandado
) 6 P,
y

Figura 2.4: LIP de la valoracién u del ejemplo 2.2.2

El LIP de u también puede ser hallado de manera analitica (es decir, sin usar el
grafico de las UDRs de w). Primero analicemos si la cesta de consumo (0,1) es o no

demandada. Sabemos que la cesta (0,1) no es unicamente demandada, pero ;existe
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algin vector de precios p = (p1,p2) tal que (0,1) € D, (p)? Notemos que

(0,1) € Dy((p1,p2)) <= 0<1—py;6—p1 <1—pg;6—2py <1—p,.
= ;2 <1;p2+5<p1;d5<ps.
= 5<p2<1;p+5<pr.

Como podemos ver, llegamos a la contradiccion 5 < py < 1. Por lo tanto, no eziste
algin vector de precios p = (p1, p2) para el cual la cesta (0,1) sea demandada. Por otro

lado, observamos que

i Du((p17p2)) :{(070)7 (170)} — 0:6_])17 1_]72 <07 6_2]?2 < 0.
<~ p1=6,1<py, 3 <ps.
<~ p1 =6, 3 <po.

e D,((p1,p2)) = {(0,0), (0,2)} <= 0=6—2py,6—p; <0, 1—py <O0.
< py=3,6<p,1<ps.
< 6<p1,p2:3.

e Dy((p1,p2)) =1{(1,0), (0,2)} <= 6—p1=6—-2py,0<6—2py,
1—py <6—2ps.
— P1=2p2, P2 <3, p2 <0
< p1=2pa, p2 < 3.

i Du((p1,p2)) = {(070)7 (170)7 (0’2)} — 026_171 :6—2]92, 1_]92 < 6—2]?2
<~ p1=06,p2=3, p2 <5.
—— p1:6,p2:3.

Por lo tanto, el LIP de u es

L,={(6,p2) € R*:3<pp}U{(p1,3) € R*:6<p1}
U {(pl,pg) ER?:pr=2py, pa < 3} U {(6,3)}.
Ejemplo 2.2.3 Consideremos una economia en la que hay dos distintos bienes in-

divisibles (es decir, n = 2) y un agente con una valoracion u : A — IR, donde
A=H{0,1,2} x{0, 1, 2} y u estd definida de la siguiente forma

T
2 1 0] u(x)
8 4 0|0
10 8 8|1
11 11 8|2




Entonces, el conjunto de demanda D, (p) del agente, estd dado por

Du(p) = argmax{u((z1,22)) — (p1,p2) - (21, 22)}
(z1,22)EA

= ng;r)lgi{y((oa O)) :p' (07 Olv y((la O)) ;p' (17 O)a y((27 O)) :p' (27 027
y((()? 1)) : p- (O’ 127 y((L 1)) : p- (17 127 y((27 1)) : p- (27 1}

y((072)) —p- (07 2)} y((172)) —P- (17217 y<<27 2)) —p- (27 2)1}

TV TV TV
10—2p2 11—p1—2p2 11-2p1—2p2

Regiones de demanda unica (UDRS):

Notemos que

e Dy(p) =1(0,0)} <= 4—p1<0,8-2p; <0,8-p2<0,8=p;—p2<0,
10 —2p; —po <0, 10 — 2py < 0,
11 —p1 —2py, <0, 11 — 2p; — 2py < 0.
— 4<p1,4<p1,8<p2,8<p1+pa2, 10 <2p; +po,
D < pa, 11 <p1+2py, 11 < 2p1 + 2ps.
<—= 4 < p, 8 <p>s.

e Du(p) ={(1,0)} <= 0<4—p1,8-2p1 <4—p1,8—pa<4d—p1,
8=p1—p2<4—p1,10-2p; —pr <4—p1,
LU s Lo R | g 010 oy 1 BT
11 —2p; — 2ps <4 — ps.
= p1<4,4<p,4<pr—p1,4<p2,6<p1+p2,
6 <2ps—p1, 7/2<py, 7<Dp1+2ps.
= 4<p1<4,4<pr—p1,4<p2,6<p+po,
= EDa STREY 0 5) 2N
Como podemos wver, llegamos a la contradiccion 4 < p; < 4. Por lo tanto, la
cesta (1,0) no puede ser unicamente demandada por el agente a cualquier vector

de precios p = (p1, pa)-

® Dy(p) ={(2,0)} <= 0<8—2p1,4—p1 <8—2p;,8—py <8—2p,
8—p1—p2<8—12p1, 10 —2p; —py <8—12py,
10 = 2ps <8 —2py, 11 — p1 — 2p <8 — 2py,
11 — 2p1 — 2py < 8 — 2py.
= p1<4,p1 <4, 2p <p2,p1 <p2,2<p2,
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1+p1 <p2,3—|—p1<2p2,3/2<p2.
— p1 <4,2<p2, 2p <pa.

e Dy(p)=1{(0,1)} <= 0<8—py,4—p1 <8—pz,8—2p; <8—py,
8—p1—p2<8—p2,10—=2p; —pr <8—pa,
10 = 2py <8 —=pa, 11 —p1 —2py <8 —pa,
11 — 2p1 — 2py < 8 — po.
= p2<8,p2<4+p1,p2<2p1,0<p1, 1 <p1,2<po,
3<p1+p2, 3 <2p+ po.
= 1<p1,2<p2<8,p2 < 2p:.

e Dyp)={(1,1)} <= 0<8—p1—ps,4—p1 <8—p1—p2, 8—2p1 <8—p1—p2,
8—p2<8—=p1—p2,10=2p; —py <8—p1 —p2,
10 —2py <8 —=p1 —p2, 11 —p1 —2p2 <8 —p1 — pa,
11 —2p; — 2ps <8 —p1 — pa.
S ptp<8,p<4,p<p,p<0,2<p,
2+p1<p2,3<p2,3<p1+pa
= 2<P1 <0,3<p<4,pa<p1,3<p1+p2<8,
2+ p1 < ps.
Como podemos ver, llegamos a la contradiccion 2 < py < 0. Por lo tanto, la

cesta (1,1) no puede ser unicamente demandada por el agente a cualquier vector

de precios p = (p1,p2).-

e Dy(p)={(2,1)} &= 0<10—2p; —pz,4—p1 <10 —2p; — ps,

8—2p; <10 —2p; —p2,8—p2 <10 —2p; — p2,
8 —p1—p2 <10 —2p; — pa, 10 — 2py < 10 — 2p; — pa,
LI 200 < L0380\ 5 08
11 — 2p; — 2py < 10 — 2py — po.

= 2p1+pe <10, p1+p2<6,p2<2,p1 <1,p1 <2,
2p1 <pa2, L +p1 <p2, 1 <pa.

S p1<1,1<p<2,1+p; <pa.

e D,(p)={(0,2)} <= 0<10—2py, 4 —p; <10 —2py, 8 —2p; < 10 — 2po,
8 —p2 <10 —2ps, 8 = p1 — p2 < 10 — 2pg,
10 —2p1 —pa <10 —2py, 11 — p1 — 2ps < 10 — 2po
11 —2p; — 2ps < 10 — 2ps.
= p2<5,2pa<O6+p1,p2<1+p1,p2<2,p2<2+p,
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P2 <2p1, 1 <pi,1/2 <ps.
— 1< p1,p2 <2

e D,(p)={(1,2)} <= 0<11—p; —2py, 4 —p1 <11 —p; — 2ps,

8—=2p1 <11 —p1 —2py, 8 —py < 11 — p; — 2ps,

8—p1—p2 <1l —p1—2py, 10 =2p; —po < 11 —p; —2py,

10—2p2<11—p1—2p2,
11 — 2py — 2py < 11 — py — 2ps.

<:>p1+2p2<11,p2<7/2,2p2<3—|—p1,
pr+tpa<3,p2<3,p2<l+p,pi<1,0<p.

<— 0<p1 <1,p2 <1+ ps.

e D,(p)={(2,2)} <= 0< 11 —2p; —2py, 4 —p1 < 11 —2p; — 2ps,
8—2]71<11—2p1—2p2,8—p2<11—2p1—2p2,

8—p1—p2 < 11—=2p; —2py, 10—-2p; —py < 11—2p; —2py,

10—2p2<11—2p1—2p2,
11 — p; — 2py < 11 — 2p; — 2ps.

= pr+pe <11/2, p1+2p, <7, p2 < 3/2,
291+ P2 <3, p1+p2<3,p2<1l,p <1/2,p <O0.

< §p1<07p2<1.

Entonces

D1, P2 GZR2:4<p1,8<p2}.

(p1:p2)

(p1,p2)

(p1,p2)

(p1,p2) €ER?:py<1,1<py <2, 14p <py}.
(p1,p2) ER?: 1 <pi, ps<2}.

(p1,p2)

(p1,p2)

€R2:p1<0,p2<1}.

La representacion grdfica de estas UDRs es:
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Figura 2.5: Regiones de demanda tnica de la valoraciéon u del ejemplo 2.2.3

El congunto de precios de indiferencia (LIP):

De la figura 2.5 y por la observacion 2.1.2, el LIP de u es

L, = {(4p2)€B2:8<p2}U{p1,8 €R2:4<p1}

U{pl,pQ ) € IR? p2_2p1,1<p1<4}u{p1, 2) € IR*: p1<1}
U{(p,p2) ER*:pp=p1+1,0<p; <1} U{(1,p2) € R*: ps <2}
{(p1,2 c IR*: 1<p1}U{p1, c IR? p1<0}

U{(0,p2) € R*: po <1} U{(0,1)} U{(1,2)} U{(4,8)}.

La representacion grafica de esta LIP es:
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demandado
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demandado - (0,2)
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demandado
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Figura 2.6: LIP de la valoracién w del ejemplo 2.2.3

Ejemplo 2.2.4 Consideremos una economia en la que hay tres distintos bienes in-
divisibles (es decir, n = 3) y un agente con una valoracion uw : A — IR, donde
A ={(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} y w estd definida de la siguiente forma

u((0,0,0)) =0, u((1,0,0)) = u((0,1,0)) = u((0,0,1)) =1
Entonces, el conjunto de demanda D, (p) del agente, estd dado por

Dy(p) = argmax{u(a)—p-a}

a€A
= argmax{y(((), 0,0)) —p-(0,0,0), Z,L((l,(), 0)—p- (1,0,0)1,
ac A ~~ 1:;1
1:;2 1:;)3
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Regiones de demanda unica (UDRS):

Notemos que

e D,(p)=1(0,0,0)} <= 1—p;1 <0,1—p2<0,1—p3<0.
= 1<p,1<py, 1 <ps.

La representacion grdfica de esta UDR es:

IPs

|

|
L
I |
I |

|
L (0,0,0
y | demandado
¢!

|

LLlg,

I
|
|
|
|
|
I
I
\‘l i
-
e L
Nt e

Figura 2.7: UDR de la valoracién u del ejemplo 2.2.4.

° Du(p):{(l,0,0)} < 0<1—p1,1—p2<1—p1,1—p3<1—p1.
<~ p1<1,p1<p2,p1 <ps.

La representacion grdfica de esta UDR es:

AP

| @0

3
]
! |
]
]
]
3 ]
a1 1)‘ I |demandado :
|

Figura 2.8: UDR de la valoracién u del ejemplo 2.2.4.
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e D,(p)={(0,1,0)} <= 0<1—po,1=p; <1—py, 1 —p3<1—pon.
— p2<1,p2<p1,p2<ps.

La representacion grdfica de esta UDR es:

[
J
I
|
r (0,1,0) b
' demandado : 1,1, 1)
Jle
_‘—'—‘%—-—-_Lt i
! T 1fﬁ‘_‘—'——-_ﬁ_,____
1 Pl 1 |
0 P2

P

Figura 2.9: UDR de la valoracion u del ejemplo 2.2.4.

e D,(p)={(0,0,1)} <= 0<1—ps,1—p1<l—p3,1—p<1—p;s.
< p3 <1, p3<pi,ps<ps2.

La representacion grdfica de esta UDR es:

AP

h_w,fl e
(QLWB,FK) il \

.- demangado- _ ] P;

Figura 2.10: UDR de la valoracién u del ejemplo 2.2.4.
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Por lo tanto

Oa070 P1,P2,DP3 1<p171<p271<p3}-

R.((0,0,0)) {( ) €

Ru((1,0,0)) = {(p1,p2.p3) €R’:py <1, p1 <p2,p1 <ps}-
R.((0,1,0)) {(p1,p2:p3) € R? 1 py <1, pa<p1,p2<p3}-
R.((0,0,1)) {(pr,p2:p3) € R® : ps <1, ps <p1,ps <p2}-

(2

El conjunto de precios de indiferencia (LIP):
De las figuras 2.7, 2.8, 2.9, 2.10 y por la observacion 2.1.2, el LIP de u es

L, = {(Lpups) €R*:1<po,1<ps}U{(p1,1,p3) € R*:1<py, 1<ps}
U{p1p2,1)€R3:1<p1,1<p2}U{(1,1,1)}
U{(p1,p2,p3) € R’ :pr =po, p1 <1, p1 <p3}
p1.p2,p3) € R :pr=ps, ps<1,p1 <p2}

p,1,1) €RP 1< p}U{(1,p2,1) € R’:1<p}

(
u{(
U{(p1,p2.p3) € R’ :p2 =p3, p2 <1, p2 <p1}
U{(
U{(1,1,p3) € R’ : 1 <p3} U{(p1.p2.ps) €ER’ :pr =p2 =p3, p1 < 1}.

La representacion grafica de esta LIP es:

Figura 2.11: LIP de la valoracién u del ejemplo 2.2.4.
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2.3. El Complejo de precios

Para poder hacer uso de la proposicion 1.3.3 y desarrollar el teorema de equivalencia
valoracion-complejo, necesitamos entender como la valoracion u define un complejo

poliedral racional, al cual llamaremos “complejo de precios” de u.

Definicién 2.3.1 Una celda de precios de u es todo conjunto no vacio C' C IR" tal

L...,ab € A, con k > 1, que satisfacen

que existen x

C={peR":2',....2" € D,(p)}.

Definicién 2.3.2 El complejo de precios de u (denotado por pc(u)) es el conjunto

de todas las celdas de precios de u.

En adelante, algunas veces las celdas de precios de u serdn llamadas celdas del

complejo de precios de u.

Ejemplo 2.3.1 Las celdas del complejo de precios de la valoracion v : A — IR del
ejemplo 2.2.1 estan dadas por

i) Cy = {(p1,p2) € R*: (0,0) € D,((p1,p2))}. Notemos que
(0,0) € Du((p1,p2)) <= 5—p1 <0;4-p <0 <= 5<p;;4<py

Por lo tanto, Cy = {(p1,p2) € R* : 5 < p;, 4 < py}.

i) Co = {(p1,p2) € R?: (1,0) € Dy((p1,p2))}. Notemos que
(1,0) € Du((pr,p2)) == 0<5—p1;4—pp<5-—p <= p <5;p1 <p2+ 1
Por lo tanto, Cy = {(p1,p2) € IR* : py <5; py < po + 1}.

ii1) Cs = {(p1,p2) € R?:(0,1) € Dy((p1,p2))}. Notemos que
(0,1) € Du((p1,p2)) == 0<4d—p2;5—pr<4d—py == pp<4d;pp+1<pr.
Por lo tanto, C3 = {(p1,p2) € R? : ps < 4;pa+1 < pi}.

w) Cy = {(p1,p2) € IR*:(0,0),(1,0) € Dy((p1,p2))}. Notemos que

(0,0),(1,0) € Du((p1,p2)) <= 0=5—p1;4—p2 <0 <= p1=5;4<p,.

Por lo tanto, Cy = {(p1,p2) € R* : p1 =5; 4 < po}.
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v) Cs5 = {(p1,p2) € R*:(0,0),(0,1) € Dy((p1,p2))}. Notemos que
(0,0),(0,1) € Du((p1,p2)) <= 0=4—p2;5—p1 <0 <= po=4;5<p1.
Por lo tanto, Cs = {(p1,p2) € R* : py =4; 5 < pi}.
vi) Cs = {(p1,p2) € R*: (1,0),(0,1) € Dy((p1,p2))}. Notemos que

(170)7(071)€Du<(p17p2)) — 5_pl:4_p2;0§4_p2
< pt+l=p;p<4

Por lo tanto, Cs = {(p1,p2) € R? : py + 1 =1p;; pas < 4}.

vii) Cr = {(p1,p2) € R*:(0,0),(1,0),(0,1) € D,((p1,p2))}. Notemos que
(0,0),(1,0),(0,1) € Du((p1,p2)) <= 0=5—p1=4—ps <= p1 =5;p2=4.
Por lo tanto, C7; = {(5,4)}.

Note que todas estas celdas del complejo de precios de u puedieron ser halladas de

manera inmediata a partir de todo lo expuesto en el ejemplo 2.2.1.

Ejemplo 2.3.2 Para la valoracion u : A — IR del ejemplo 2.2.2 vimos que la cesta
(0,1) es nunca demandada. Luego, de manera andloga al ejemplo 2.3.1, concluimos que

las celdas del complejo de precios de la valoracion u : A — IR del ejemplo 2.2.2 estdn

dadas por
01 ={(p1,p2) € R?:(0,0) € Dy((p1,p2))} = {(p1,p2) € ? : 6 < p15 3 < po}.
= {(p1,p2) € R?: (1,0) € Du((p1,p2))} = {(p1,p2) € R?: p1 <65 p1 < 2ps}.
= {(p1,p2) € R?:(0,2) € Du((p1,p2))} = {(p1,p2) € R? : p3 < 3; 2py < p1}.
= {(p1,p2) € R?: (0,0),(1,0) € Dy((p1.p2))} = {(p1,p2) € R* : p1 = 6; 3 < pa}.
= {(p1.p2) € IR?: (0,0),(0,2) € Dy((p1,p2))} = {(p1,p2) € R*: 6 < p1; p2 = 3}.
= {(p1,p2) € R?: (1,0),(0,2) € Dy((p1,p2))} = {(p1,p2) € R? : p1 = 2ps; p2 < 3}.
={(p1,p2) € R?:(0,0),(1,0),(0,2) € Du((p1,p2))} = {(6,3)}.

Mas adelante mostraremos que toda celda del complejo de precios es un conjunto
convexo. De esta manera, decimos que C' es una k-celda del complejo de precios, si C' es
una celda del complejo de precios tal que dim(aff(C')) = k, es decir, C' es k-dimensional.

Ademas, dado que C' C IR", se cumple que k < n.

Proposicién 2.3.1 Siz € A es una cesta unicamente demandada a algin vector de

precios, entonces C' = {p € R" : x € D,(p)} es una n-celda del complejo de precios.
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Demostracion: Por el corolario 2.1.1, tenemos que
Ru(x) ={q€ R" : {x} = D,(¢q)} es n-dimensional.

Luego, dado que R,(z) = {¢g € R" : {z} = D,(¢)} C {p € R": z € D,(p)}; conclui-
mos que C'={p € R" : x € D,(p)} es n-dimensional. Por lo tanto, C' es una n-celda

del complejo de precios de u. O

Teorema 2.3.1 El complejo de precios de u es un complejo poliedral racional n- di-

mensional.

Demostracion: Sea C' # () una celda del complejo de precios de u, entonces existen
o', 2? . ab € Ajconk > 1, talque C={pe R":a',...,2¥ € D,(p)}. Por lo cual,

C={peR" : uiz)—p-a'=ul)—p ', Vii=12 ..k
ula@)—p-a<u(@)—p- -z, Vi=1,2,... .k y
Vac A\ {z',...,2"} L.

Es decir,

C={peR" : p-(z"—2")=ul) —ul'), VI,i=1,2,...,k
p- (2" —a) <u(@)—u(a),Vi=1,2,....k v
Vac A\ {z',...,2"} }.  (2.8)

Por lo tanto, C' es un poliedro convexo racional.
Segun la definiciéon C.6.3, para demostrar que el complejo de precios de u es un

complejo poliedral racional, debemos mostrar lo siguiente:

i) Si C es una celda del complejo de precios de u, entonces una cara propia de C' es
un subconjunto de C' en el cual al menos una de las desigualdades que aparece
en (2.8) se cumple con igualdad. Por lo tanto, cada cara propia de C' también es

una celda del complejo de precios de u.

ii) Sean C'y C dos celdas del complejo de precios de u, entonces C N C = 0 o
CNC # 0. Si CNC = B, entonces no hay nada més que probar, pero si CNC # 0,
entonces mostraremos que C' N C es una cara de ambos. Sean X C A y XCA
tales que C ={p € R": X C D,(p)} vy C={pe R": X C D,(p)}. Entonces,
CNC={peR": XUX C Dy,(p)}. Por lo tanto, C N C es una cara de C'y
también de C.
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Finalmente mostraremos que el complejo de precios de u es un complejo poliedral
racional n-dimensional. Sea C' # () una celda del complejo de precios de u, entonces
existen z',2?,..., 2" € A, con k > 1, tal que C = {pe R":2',..., 2" € D,(p)}.
Luego, si para algun r € {1,2,...,k}, se cumple que z" es una cesta tnicamente
demandada a algiin vector de precios; entonces C' = {p ceR:z',...  2Fe Du(p)} -
{g € R": 2" € D,(q)}. Por otro lado, por la proposicién 2.3.1, {¢ € R" : 2" € D,(q)}
es una n-celda del complejo de precios de u. Por lo tanto, la celda C' estd contenida en
una n-celda del complejo de precios de w.

Pero si ninguna cesta z” es inicamente demandada, r € {1,2, ..., k}; entonces por
el teorema 2.1.4 tenemos que para r = 1 existe una cesta unicamente demandada = € A
tal que C C {pe R":2' € D,(p)} € {qg € R" : & € D,(q)}. Por otro lado, por la
proposicién 2.3.1, {g € IR" : & € D,(q)} es una n-celda del complejo de precios de w.
Por lo tanto, la celda C esta contenida en una n-celda del complejo de precios de wu.
Entonces, en cualquiera de los dos casos posibles, la celda del complejo de precios C'

estd contenida en alguna n-celda del complejo de precios de wu. O

Definicién 2.3.3 Las celdas del LIP, L,, son las celdas del complejo de precios de

u que estan contenidas en el LIP.

Observacién 2.3.1 C # 0 es una celda del LIP si y solo si existen 2%, 22,... 2% € A,

con k > 2, que satisfacen C = {p Coal i N Du(p)}.

Ejemplo 2.3.3 Usando el ejemplo 2.3.1 concluimos que las celdas del LIP de la valo-

racion u del ejemplo 2.2.1 son

Z) Cy = {(p1,p2) € IR*: (070)7 (170) = Du((plap2>)}
Cy={(p1,p2) € R? :p1 =5; 4 < ps}.

”) 05 = {(p1,p2) € RQ : (070)7 (07 1) € Du((plap2))}
Cs = {(p1,p2) € IR* :py = 4; 5 < pr}.

iii) Cs = {(p1,p2) € IR*: (1,0),(0,1) € D,((p1,p2))}
Cs ={(p1,p2) € R? : po +1 =p1; po < 4}.

iv) 07 = {<p17p2) € R*: (070)7 (170)’ (07 1) S DU((php?))} = {(5’4)}
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Figura 2.12: Celdas del LIP de la valoracién u del ejemplo 2.2.1

Ejemplo 2.3.4 Usando el ejemplo 2.3.2 concluimos que las celdas del LIP de la valo-

racion u del ejemplo 2.2.2 son

Cy = {(p1,p2) € R?*: (0,0),(1,0) € Dy((p1,p2))} = {(p1,p2) € R* : p1 = 6; 3 < po}.
Cs = {(p1,p2) € IR?*: (0,0),(0,2) € Dy((p1,p2))} = {(p1,p2) € R*: 6 < p1; pr = 3}.
= {(p1,p2) € R*: (1,0),(0,2) € Dy((p1,p02))} = {(p1,p2) € IR* : p1 = 2po; p> < 3}.
= {(p1,p2) € R*:(0,0),(1,0),(0,2) € Du((p1,p2))} = {(6,3)}.
P Py
3 3  —
y 6 Pl ) N 6 ’Pl

(a) Representacién grafica de Cy

(b) Representacién gréafica de Cs
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(¢) Representacion gréfica de Cg (d) Representacién gréifica de Cr

Figura 2.13: Celdas del LIP de la valoracién u del ejemplo 2.2.2

Proposicion 2.3.2 Toda celda del LIP es cara propia de alguna n-celda del complejo

de precios.

Demostracion: Sea C una celda del LIP, entonces existen !, 22, ..., 2% € A, con k > 2,
tal que C' = {p Niwy Du(p)}. Luego, si para algin r € {1,2,...,k},
se cumple que x" es una cesta unicamente demandada a algiin vector de precios; enton-
ces C' = {p iR i R Du(p)} C {qe R": 2" € D,(q)}. Por el teorema
2.3.1 concluimos que C' es una cara propia de la n-celda {q € IR" : 2" € D,(q)}.

Pero si ninguna cesta 2" es unicamente demandada, entonces por el teorema 2.1.4
tenemos que para r = 1, existe una cesta © € A unicamente demandada a algin vector
de precios, tal que C C {p € R" : z* € D,(p)} € {¢ € R": & € D,(q)}. Por el teorema
2.3.1 concluimos que C' es una cara propia de la n-celda {¢g € R" : & € D,(q)}.
Entonces, en cualquiera de los dos casos posibles, la celda del LIP C' es cara propia de

alguna n-celda del complejo de precios de wu. O
Ahora veremos que el reciproco de la proposicién 2.3.1 también se cumple.

Proposicion 2.3.3 5i C' es una n-celda del complejo de precios de u, entones existe

alguna cesta x € A unicamente demandada a algun vector de precios tal que
C={peR":xe€ D,p)}

Demostracion: Como C es una celda del complejo de precios de u entonces existen
o', 2%, ..., aF € A con k > 1, que satisfacen C = {p € R":2',2?, ... 2" € D,(p)}.
Si k > 2 entonces, por la observacion 2.3.1, C' es una celda del LIP. Luego, por la
proposiciéon 2.3.2, C' es una cara propia de alguna n-celda del complejo de precios de

u. Por consiguiente, dim(C') < n; lo cual es una contradiccién con la hipétesis de esta
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proposicién. Por lo tanto, se debe cumplir que k = 1 y 2! sea una cesta tinicamente

demandada a algin vector de precios. Por consiguiente, C' = {p € R" : 2! € D,(p)}. O

Observacion 2.3.2 Toda cara propia de una celda del complejo de precios es una celda

del LIP. En particular, las caras propias de toda n-celda del complejo de precios son

celdas del LIP.

Proposicion 2.3.4 Sea C' una celda del complejo de precios de u. C' es una celda del
LIP si y solo si dim(C') < n.

Demostracion: Por la proposicion 2.3.2 y la observaciéon 2.3.2, C' es una celda del LIP
si y solo si C' es una cara propia de alguna n-celda del complejo de precios de u, esto

es, si y solo si dim(C') < n. O

Teorema 2.3.2 Las celdas del LIP forman un complejo poliedral racional (n — 1)-

dimensional.

Demostracion: Por el teorema 2.3.1, cada celda del LIP es un poliedro convexo racional;
y por la observacién 2.3.2, cada cara propia de una celda del LIP también es una celda
del LIP. Ademds, si C'y C son celdas del LIP, entonces por el teorema 2.3.1, concluimos
que CNC =0 o CNC esuna cara de C y también de C. Por otro lado, si S # 0 es
una celda del LIP, entonces por la proposicion 2.3.2, S es una cara propia de alguna n-
celda del complejo de precios S. Luego, por el teorema C.5.3, S tiene caras de todas las
dimensiones desde dim(S) hasta n. Ademas, por ese mismo teorema, S esta contenido
en alguna (n — 1)-celda del complejo de precios Sy, que es una cara propia de S v una
celda del LIP. Por lo tanto, las celdas del LIP forman un complejo poliedral racional

(n — 1)-dimensional. O

Por el teorema 2.3.2, concluimos que el LIP, £,, es igual a la unién de sus (n — 1)-
celdas. Estos tltimos seran los conjuntos que mas adelante se denominan facetas del

LIP. De manera formal, tenemos la siguiente definicién.

Definicién 2.3.4 Una faceta del LIP L, es un subconjunto F C L, tal que existen
z, ' € A con x # 2 que satisfacen F = {p € L, :z, 2’ € Dy,(p)} y tal que dim(F) =

n — 1.

Ejemplo 2.3.5 En el ejemplo 2.3.3 encontramos todas las celdas del LIP de la valo-
racion u del ejemplo 2.2.1. Para determinar qué celdas del LIP de esta valoracion, son
facetas, analizamos la dimension de cada una de éstas; y en caso que la dimension de

alguna de ellas sea igual a n—1=2—1=1, diremos que es una faceta del LIP.
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i) La cdpsula afin de la celda del LIP, Cy, es aff(Cy) = {(p1,p2) € R? : p; = 5}.

Por lo cual,

aff(Cy) — {(5,0)} = \{(pl,pg) cR?*:p = 0}/ y dim(1;) = 1.

\%1

Entonces, dim(Cy) = 1. Por lo tanto, Cy es una faceta de L,.

i) La cdpsula afin de la celda del LIP, Cs, es aff(Cs) = {(p1,p2) € IR? : py = 4}.

Por lo cual,

aff(Cs) — {(0,4)} = {(p1,p2) € R?:p,=0} y dim(V3)=1.
Va

Entonces, dim(Cs) = 1. Por lo tanto, Cy es una faceta de L,.

iii) La cdpsula afin de la celda del LIP, Cg, es aff(Cg) = {(p1,p2) € IR* : py+1 = p1}.

Por lo cual,

aff(Cs) — {(1,0)} = {(p1,p2) € R* : ps =py oy dim(Vs) =1

Vs

Entonces, dim(Cg) = 1. Por lo tanto, Cs es una faceta de L,.

) La cdpsula afin de la celda del LIP, Cy, es aff(C7) = {(5,4)}. Por lo cual,

aff(C7) — {(5,4)} ={(0,0)} ¢y dim({(0,0)}) = 0.
Entonces, dim(C7) = 0. Por lo tanto, C7 no es una faceta de L,.

Ejemplo 2.3.6 De manera andloga al ejemplo 2.3.5, las facetas del LIP de la valora-
cion u del ejemplo 2.2.2, son:

Cy = {(p1,p2) € IR?: (0,0),(1,0) € Du((p1,p2))} = {(p1,p2) € R? : p1 =6; 3 < pa}.
Cs = {(p1,p2) € R?:(0,0),(0,2) € Dy((p1,p2))} = {(p1,p2) € R?*: 6 < p1 5 p2 = 3}.
Cs = {(p1,p2) € R?*: (1,0),(0,2) € Dy((p1,p2))} = {(p1,p2) € R* : p1 = 2p2; p2 < 3}.

Como sabemos, las regiones de demanda tinica (UDRs) y el LIP son disjuntos y su
unién es igual a IR". Luego, dado que A es finito, concluimos que existe una cantidad
finita de facetas del LIP y también de UDRs. Por lo tanto, como todas las facetas del
LIP son (n — 1)-dimensionales y las UDRs son n-dimensionales, concluimos que las
facetas del LIP separan a las UDRs.
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Las facetas del LIP contienen la siguiente importante informacion econémica: Para
cualquier vector de precios p € IR™ en una faceta F' del LIP, el agente es indiferente
entre las cestas x y £ demandadas en las UDRs que se ubican una en cada lado de F'.
Esto es,

u(z)—p-z=u(T)—p-T, VpeF.

Proposicién 2.3.5 Six € Ay & € A son cestas unicamente demandadas una en

cada lado de la faceta F C L, entonces p- (T — x) es constante para todo p € F.
Demostracion: Por la observacién de arriba, tenemos que
u(z)—p-r=u@)—p-T, VpekF

Por lo tanto

p-(Z—2z)=u(@) —u(z), VpeF;
es decir, p - (T — x) es constante para todo p € F. O

Observacién 2.3.3 De la proposicion 2.3.5 concluimos que el vector que produce el
cambio en la demanda, * — x, entre las UDRs que se ubican una en cada lado de la

faceta F'; es un vector normal a la faceta F.

Definicién 2.3.5 Sean x € A y € A las cestas demandadas en las UDRs que se
ubican una en cada lado de la faceta F C L,. El peso de F, denotado por w,(F), se

define como el mdzimo comun divisor de las entradas de * — x, es decir,
wy(F) =med(&1 — z1,. .., &n — Ty)
donde x = (T1,Ta,...,&n) Yy T = (T1,Ta,...,Tn)-

Ejemplo 2.3.7 En el ejemplo 2.3.5 encontramos todas las facetas del LIP de la valo-
racion u del ejemplo 2.2.1. Ahora encontraremos el peso de cada una de éstas. Para
determinar cuales son las cestas unicamente demandadas una en cada lado de una

faceta, usamos la figura 2.2.
i) El peso de la faceta del LIP Cy = {(p1,p2) € IR*: (0,0),(1,0) € Dy((p1,p2))} es
wy (Cy) = med(1 —0,0—0) =med(1,0) =1
i1) El peso de la faceta del LIP Cs = {(p1, p2) € IR*:(0,0),(0,1) € Dy((p1,p2))} es
wy,(C5) = med(0 — 0,1 —0) =med(0,1) =1
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i11) FEl peso de la faceta del LIP Cg = {(p1,p2) € IR*: (1,0),(0,1) € Du((p1,p2))} es

wy(Cs) =med(1 —0,0—1) =med(1,—1) =1
Ejemplo 2.3.8 En el ejemplo 2.3.6 encontramos todas las facetas del LIP de la valo-
racion u del ejemplo 2.2.2. Ahora encontraremos el peso de cada una de éstas. Para

determinar cuales son las cestas unicamente demandadas una en cada lado de una

faceta, usamos la figura 2.4.
i) El peso de la faceta del LIP Cy = {(p1,p2) € IR*: (0,0),(1,0) € Dy((p1,p2))} es

wy, (Cy) = med(1 —0,0—0) =med(1,0) =1

i1) El peso de la faceta del LIP C5 = {(p1, p2) € IR*: (0,0),(0,2) € D.((p1,p2))} es

wy(C5) = med(0 — 0, 2 —0) = med(0,2) =2

i1) El peso de la faceta del LIP Cs = {(p1,p2) € IR?*: (1,0),(0,2) € Dy((p1,p2))} es

wy(Cs) = med(1 — 0, 0 —2) = med(1,—2) =1
La definicién 2.3.5 nos permite establecer el siguiente teorema.

Teorema 2.3.3 Las celdas del LIP, junto con los pesos de las facetas, forman un

complejo poliedral racional ponderado (n — 1)-dimensional.

Demostracion: Por el teorema 2.3.2, tenemos que, las celdas del LIP forman un comple-
jo poliedral racional (n — 1)-dimensional. Luego, dado que para cada faceta F' del LIP,
se cumple que w,(F) € Z,; concluimos que las celdas del LIP, junto con los pesos de

las facetas, forman un complejo poliedral racional ponderado (n — 1)-dimensional. O

Hacemos la siguiente convenciéon en esta seccion. Sean @ y b dos vectores no nulos
en IR™. Decimos que a y b tienen o apuntan en direcciones opuestas si y solo si
a-b<0.

Proposicion 2.3.6 Sea F C L, una faceta del LIP. El cambio en la demanda, cuando
cambian los precios entre las UDRs ubicadas una en cada lado de F', es w,(F") veces el
vector entero primitivo que es normal a F, y apunta en la direccion opuesta al cambio

en el precio.
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Demostracion: Sean x € Ay T € A las cestas inicamente demandadas en las UDRs
que se ubican una en cada lado de la faceta F' entonces, por la definicién 2.3.5, el vector
U= ﬁ (Z —x) es un vector entero primitivo; y por la proposicién 2.3.5, ¥ es normal
a F. Dado que z, ¥ € A C Z", concluimos que v es el cambio més pequeno posible en
7" que experimentan las cestas x y & en la direccion  — x. Por consiguiente, el peso de
la faceta, w, (F"), es el nimero de veces que se realiza este cambio més pequeno posible
en Z" entre las cestas x y & cuando cruzamos la faceta F'. Por otro lado, si p € R, (x)
tenemos

w@)—p-T<ulx)—p-x (2.9)

y si p € R,(Z) tenemos
wx)—p-r<u(@)—p-T (2.10)

Sumando (2.9) y (2.10) conseguimos
—p-Z—D-E<-p-T—p-%

es decir
(p—p) (F—2)<0

Por lo tanto, el dngulo formado por los vectores p—p y & —x es obtuso. Como el vector
p — p se dirige desde R, (z) hacia R,(Z), entonces el vector  — z se debe dirigir desde
R.(Z) hacia R,(z). De esta manera, el vector ¢ apunta desde R,(Z) hacia R,(x),
en la direccién opuesta al cambio de precios, p — p. Ademds, dado que F es (n — 1)-
dimensional, existe un tnico vector entero primitivo normal a F' y apuntando en la
direccién de v. De esta manera ¢ es el uinico vector entero primitivo normal a F' que

apunta en direccién opuesta al cambio de precios, p — p. O

Denotemos por w, al vector cuyas componentes o entradas son los pesos w,(F') de
cada una de las faceta F' del LIP. También, w, puede ser visto como una funciéon que
a cada faceta del LIP, F, le asigna su peso w,(F'). Por lo tanto, el LIP y su vector, w,
de pesos, tomados en conjunto, incorporan toda la informacién sobre cémo cambia la
demanda entre las UDRs.

Dado que cada celda del complejo de precios es un conjunto convexo no vacio,
entonces el interior relativo de cada una de ellas es no vacio. Por lo tanto, el interior
relativo de una celda, simplemente sera llamado interior de la celda. Ademaés, dado
que cada celda del complejo de precios es un conjunto cerrado, entonces su frontera

relativa serd igual a la diferencia conjuntista entre dicha celda y el interior relativo de
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dicha celda; y la frontera relativa de una celda, simplemente serd llamado frontera de
la celda. Recuerde que, si C' es una celda del complejo de precios, entonces cada cara
propia C' de C' es también una celda del complejo de precios. Ademas, en los vectores
de precios de C, el agente demanda cestas adicionales a las que ¢l demanda en C. En

cambio, veremos que el conjunto de demanda es constante en el interior de C'.

Lema 2.3.1 Sea C' una celda del complejo de precios, entonces para cada p° € ri(C),

se cumple

C={peR":D,(p°) C Dulp)}-

Demostracion: Sea p° € ri(C') fijo y arbitrario. Notamos que el conjunto ¢’ = {p €
R" : D,(p°) € Dy,(p)} es no vacio, pues p° € C’. Por lo tanto, C’ es una celda del

complejo de precios. Ahora mostraremos que C’ = C. Sea X C A tal que
C={peR":X CD,(p)}

Afirmacién 1: ¢ C C.
En efecto, sea p' € C’ fijo y arbitrario, entonces D,(p°) C D,(p'). Dado que p° €
ri(C) C C, obtenemos que X C D, (p°). Por lo cual, X C D,(p'), es decir, p' € C.

Por otro lado, dado que p° € C' y p° € C’, concluimos que C' N C" # (). Ademds,
C'NC" es una cara de C'y de C".
Afirmacién 2: CNC' = C.
En efecto, por el método de reduccién al absurdo, supongamos que C' N C’ es una cara
propia de C' (CNC" € C). Dado que p° € ri(C), obtenemos que p° ¢ C N C’, lo
cual es una contradiccién. Entonces C' N C’ no es una cara propia de C. Por lo tanto,
cnc' =C.

Luego, de las afirmaciones 1 y 2, obtenemos C = C’, es decir,
C = {p S Du(po) C Du(p)}
O

Teorema 2.3.4 Sea C una celda del complejo de precios, entonces D, (p°) es constante

para todo p° € 1i(C').

Demostracion: Sean p°, ¢° € ri(C') fijos y arbitrarios, con p® # ¢°. Mostraremos que
D, (p°) = Du(q°). Por el lema 2.3.1, tenemos

Dy(p°) € Du(p) , VP C (2.11)
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Du(q°) € Dul(q) , Yq € C. (2.12)

Luego, si en (2.11) elegimos p = ¢°, obtenemos D, (p°) C D,(q°) y si en (2.12) elegimos
q = p°, obtenemos D,(q°) C D,(p°). Por lo tanto, D,(p°) = D.(¢°). O

Las siguientes proposiciones nos permiten conocer todas las celdas del complejo de

precios de u, a partir de las UDRs de .

Proposiciéon 2.3.7 Sixz € A es una cesta unicamente demandada a algin vector de

precios, entonces

Ru(x) ={pe R":x € Dy,(p)}.

Es decir, la cerradura de una UDR es una n-celda del complejo de precios de u.

Demostracion:
(€):
Dado que R,(x) C {p € R™: x € D,(p)}, obtenemos R,(xz) C {p € R": x € D,(p)}.

Luego, como {p € R" : z € D,(p)} es un conjunto cerrado; conseguimos

Ru(x) C{pe R":z € Dy(p)}.

(2):
Sea ¢ € {p € R": x € D,(p)} fijo y arbitrario, mostraremos que existe una sucesién

(™) € Ry(zx) tal que lim ¢™ = ¢. Tenemos que = € D,(q), es decir,
m—r0o0
u(z)—q-x>ula)—q-a, VaeA\{x}.

Entonces

wz)—q-x>ula)—q-a, YaecA\{zr}

w(z) —q-x=wu(a)—q-a, paraalgin a € A\ {z}.
y
w(x) —q-x>ula)—q-a, Yaec A\{z,a}.

Siu(z)—q-x >ula)—q-a, YVa € A\ {z}, entonces {x} = D,(q). Por lo cual,
definimos ¢™ = ¢, Vm € IN. Entonces (¢™) C R,(z) y lim ¢™ =gq.

Siu(x) —q-x=wu(a)—q-a, para algin a € A\ {x}, en?(;loges a € Dy,(q). Por lo cual,
|D,(q)| > 2. Por consiguiente, ¢ € L,. Por otro lado, como z es una cesta tinicamente

demandada a algin vector de precios, entonces existe una faceta F' C L, del LIP tal
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que x es Unicamente demandado a un lado de F'y ¢ € F. Sea p* € R,(z) fijo. Como

F es cerrado y p* ¢ F, entonces d(p*, F') > 0. Por lo cual, d(p*,q) = |[p* — q|| > 0.

Luego, por la propiedad Arquimediana, existe un mg € IV tal que 0 < — < ||p* — ¢
Mo

Definimos

1
moe= — (p* — Mot —qg): A€ 0.1 v IN.
q Q+m+m0_1(]7 q) €{qg+Ap"—q): A€ [0,1]}, m €

Afirmacién: ¢" € R,(z), Vm € IN.

En efecto, sea m € IN fijo y arbitrario. Mostraremos que
wx)—q¢"-x>ula) —q¢"-a, VaeA\{z}
Sea a € A\ {z} fijo y arbitrario. Dado que z € D,(q), tenemos
u(@) = g2 > u(a) —q-a,

entonces

es decir,

1 1
] - — ol - ca. (2.13
< m+mo—1>u<a> (q m+m0—1q) a. (2.13)
Por otro lado, dado que p* € R, (x), tenemos {z} = D,(p*). Por lo cual,

*

u(x) —p* -2 > wu(a) —p"-a,
entonces

ARV
—ux_ ..1' B
m+m0—1 .

es decir,

et S =———y
—ur) - | ———mm— x> ——ufa
m4+mgy— 1 m—l—mo—lp m+mg—1
1
- ——p" ) -a. (2.14
<m+m0—1p) “ ( )

Luego, sumando miembro a miembro de (2.13) y (2.14), obtenemos

U(x)—<Q+ ! (p*—Q)>-x>U(a)—(H;(p*—q))'a,

m—i—mo—l
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es decir,

uw(x) —q¢" x> ula) —¢" - a.

Luego, como a era fijo y arbitrario, concluimos que
wx) —q"x>ula)—q"a, VaeA\{z}

Es decir, ¢™ € R,(x). Finalmente, dado que

1 m 1 + 1 ( * )
1 = lim _— — —

obtenemos que ¢ € R, (). 0

Proposicién 2.3.8 () £ C C L, es una celda del LIP si y solo si C' es la interseccion

de n-celdas del complejo de precios de w.

Demostracion:

(=):

Supongamos que C es una celda de £, entonces, por la proposicion 2.3.2, C' es cara
propia de alguna n-celda del complejo de precios de u, C. Luego, por el teorema C.5.3,
C es la interseccién de las (n — 1)-celdas contenidas en C. Por otro lado, cada (n — 1)-
celda (faceta del LIP) es igual a la interseccién de las dos n-celdas adyacentes a ella
(cerraduras de las UDRs que se ubican una en cada lado de la (n — 1)-celda). De esta
manera concluimos que C' es la interseccion de algunas n-celdas del complejo de precios.
(<) :

Supongamos que C es la interseccién de algunas n-celdas del complejo de precios,
entonces C' serd una cara propia de cada una de estas n-celdas del complejo de precios.
Por lo tanto, C' es una celda de L,,. O

De la proposicion 2.3.7, concluimos que la cerradura de una UDR es una n-celda del
complejo de precios de u y ésta contiene a todos los vectores de precios para los cuales
una cesta particular es demandada. De esta manera, para encontrar todas las celdas
del complejo de precios de u, lo primero que haremos sera encontrar las cerraduras
de las UDRs de u; y luego, por la proposicion 2.3.8, las otras celdas del complejo de
precios de u, seran las celdas del LIP, las cuales se hallan al intersecar las n-celdas del

complejo de precios de u, siempre que esta interseccion sea no vacia.

5}



2.4. Concavidad en valoraciones

A lo largo de esta seccién, suponemos que A = {a',d?, ..., a"} (es decir, |A| =
a < o0). Para poder desarrollar el Teorema de Unimodularidad y el corolario 2.5.1
que proviene del Teorema de Equivalencia Valoraciéon-Complejo, necesitamos definir la
concavidad para la valoracién u. Dado que el dominio de u es un subconjunto finito no
vacio A de Z"™, entonces la definicién de concavidad de la valoracion u sera la misma
que definimos para funciones cuyo dominio es un subconjunto finito no vacio de Z"
en el capitulo 1. En esta seccién enunciamos y demostramos algunos teoremas que nos
permitiran verificar si una valoracién es concava o no, pero antes de ello enunciamos
algunas proposiciones relacionadas al politopo conv({(a,u(a)) : a € A}), las cuales

seran de gran utilidad en esta seccién y en las siguientes.
Proposicién 2.4.1 Sea p € IR", entonces para cada x € D,(p) se cumple
(—p,1) v <wu(z)—p-z, Yo € conv({(a,u(a)) : a € A}).
Demostracion: Sea p € IR", entonces para cada x € D,(p), se cumple que
u(@®) —p-a* <u(x)—p-xz, Vk=12,...,a (2.15)

Sea v € conv({(a,u(a)) : a € A}) fijo y arbitrario, entonces existen A\', \?, ... \* €

[0, 1] con Z)\k =1 tal que v = Z/\k (a*,u(a®)). Luego,
k=1 k=1

(—p,1)-v = (—p,1)- (i A a’“,i)\k u(ak)>
= —p- (i: % ak> +za:)\ku(ak)
- za:xf(:p-ak) +za:_/\ku(ak)
= ;Ak (u(a") —p-a")

Entonces, por (2.15), tenemos
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Dado que v era fijo y arbitrario, concluimos que

(—p, 1) v <wu(z)—p-z, Vv € conv({(a,u(a)) : a € A}).

Corolario 2.4.1 Para cada p € IR", se cumple conv(u)(z) = u(z) , Vo € Dy(p).

Demostracion: Dado que (z,conv(u)(x)) € conv({(a,u(a)) : a € A}) , Ya € D,(p);

entonces, por la proposicion 2.4.1 obtenemos
(=p 1) - (2, conv(u)(x)) < u() — p-z, Va € Dy(p)

es decir,

conv(u)(x) —p-x <wu(z)—p-x, Vo € D,(p).

Entonces,
conv(u)(z) <wu(zx), Y € Dy(p).

Luego, por definicién de la mayorante concava de u, concluimos que
conv(u)(x) = u(z) , Vo € Dy(p).

O

Sea p € IR" y supongamos que D, (p) = {af, a5, ..., a}, } (es decir, |D,(p)| = n, <
), entonces por el corolario 2.4.1, los puntos (a}, u(a})) se encuentran en la frontera
superior del conjunto conv({(a,u(a)) : @ € A}), con respecto a su tltima coordenada;

y por la proposicion 2.4.1, el hiperplano
H={veR""":(-p,1)-v=u(a]) —p-al}

es un hiperplano soporte a conv({(a,u(a)) : a € A}) en cada (af,u(a?)). Luego, como
conv({(a,u(a)) : a € A}) es un politopo y los vértices de este politopo que pertenecen

al hiperplano soporte H, estdn aqui {(af, u(ay)), (a5, u(a})), ..., (ah ,u(ah ))}; entonces
H Nconv({(a,u(a)) :a € A}) = conv({(z,u(z)) : x € Dy(p)}).
Ademas, conv({(z,u(z)) : x € D,(p)}) es una cara expuesta de conv({(a,u(a)) : a €

A}). En el corolario 2.4.3 damos una primera caracterizacién para esta cara expuesta.
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Corolario 2.4.2 Si D,(p) = {af, d}, ..., a}, } (es decir, |D,(p)| = n, < a); entonces

conv(u) (Z )\ka2> = Z)\ku(ai), VAL Ags ooy A, €0, 1] con Z)\k =1
k=1 k=1 k=1

Demostracion: Por la concavidad de conv(u) y por el corolario 2.4.1 tenemos que

conv(u) (Z /\kai) > Z Agconv(u)(ah) = Z Aeu(al) (2.16)
k=1 k=1 k=1
Por otro lado, por la proposicién 2.4.1, obtenemos
(—p,1) - (Z gy, conv(u) (Z AkaZ>> <wu(a)—p-a?, Vi=1,2,...,n,

k=1 k=1

es decir,

conv(u) <Z )\kai> —p- <Z )\kai) <wu(a)—p-a, Vi=1,2,...,n,.
k=1 k=1

Multiplicando por A; a ambos lados de la desigualdad, obtenemos

i (conv(u) (Z )\ka£> —p- (Z )\ka£>> < u(al) —p-(Nad?), Vi=1,2,...,n,.
k=1 k=1

Sumando desde ¢ = 1 hasta ¢ = n,, conseguimos

Zp i (conv(u) (ZP )\ka£> —p- (Zp )\ka£>) < Zp Au(al) —p- (Zp )xﬂf) :
i=1 k=1 k=1 i=1 i=1

J/

-~

conv(u) (Z AWZ) —p- (Z )\k(ﬁ)
k=1 =1l

es decir,
conv (u) (Z AkCLi) —p- (Z )\kcﬁ) < Apu(al) —p- (Z )\koﬁ) )
k=1 k=1 k=1 k=1
Por lo cual,
conv(u) (Z )\ka£> < Z Apu(ay). (2.17)
k=1 k=1
Por lo tanto, de (2.16) y (2.17) concluimos que la proposicién es vélida. O

Corolario 2.4.3

conv({(z,u(x)) : x € Dy(p)}) = {(z, conv(u)(z)) : © € conv(D,(p))}.
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Demostracion: Supongamos que D, (p) = {af,dj, ..., a} }.

(<)

Sea v € conv({(z,u(x)) : * € Dy(p)}) fijo y arbitrario, entonces existen Ai,..., \,, €
P P

[0, 1] con Z)\k = 1 tal que v = Z)\k(ai,u(ai)). Luego, por el corolario 2.4.2,

k=1 k=1
obtenemos

v = Z Ae(ah,u(ay)) = (Z Axay, Z )\ku(aﬁ)> = (Z Agay, conv(u) (Z /\kaﬁ>>
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Por lo cual, v € {(x,conv(u)(x)) : x € conv(D,(p))}. Por lo tanto, por la arbitrariedad

de v concluimos que
conv({(z,u(x)) : x € Dy(p)}) C {(z, conv(u)(z)) : z € conv(D,(p))}.

(2):

Sea v € {(z, conv( )(x)) : © € conv(D,(p))} fijo y arbitrario, entonces existen Ay, ...,

An, € [0, 1] con Z)\k =1 tal que v = <Z Agay, conv(uw) (Z )\kcﬁ)). Luego, por
k=1

el corolario 2.4.2, obtenemos

v = <Z g, conv(u) (Z /\ka£>> = (Z k@, Z )\ku(ai)> = Z Ae(af, u(al))
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

Por lo cual, v € conv({(z,u(z)) : * € D,(p)}). Por lo tanto, por la arbitrariedad de v

concluimos que

{(z,conv(u)(z)) : x € conv(D,(p))} C conv({(z,u(x)) : x € Dy(p)}).

Para el siguiente teorema, definamos el siguiente conjunto
Deonv(u)(p) = arg mz(lx) {conv(u)(z) —p- x}.
z € conv(A
Teorema 2.4.1 Dcony(u)(p) = conv(Dy(p)) , Vp € IR".

Demostracion: Sea p € IR™ fijo y arbitrario, entonces definimos el hiperplano

Hy={ve R : (—p,1)-v=conv(u)(zg) —p- 20}
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donde xg € Deony(u)(p) s un elemento fijo. Luego,
(x,conv(u)(z)) € Hy, V&€ Deonvw) (D). (2.18)
Por otro lado, para cada & € conv(A) \ Deonv(u)(p), se cumple que
conv(u)(z) —p- T < conv(u)(zg) — p - o,
es decir,
(=p, 1) - (&, conv(u)(Z)) < conv(u)(zyg) —p-zo, VI Econv(A)\ Deony(w)(p). (2.19)

Ademds, por el teorema 1.2.1, para cada ' € conv(A) y para cada 3y € T',(2') \

{conv(u)(z’)}, se cumple que
(=p, 1) - (2',y) =y —p- 2’ <conv(u)(z') — p-a’ < conv(u)(zg) —p-zo.  (2.20)

Por lo tanto, de (2.18), (2.19) y (2.20) concluimos que Hy es un hiperplano soporte a
conv({(a,u(a)) : a € A}) en cada (x,conv(u)(x)), donde € Deony(u)(p). Ademas

HyNconv({(a,u(a)) : a € A}) = {(z, conv(u)(x)) : € Deonv(u)(P)}

Como H y Hj, son hiperplanos paralelos, y ademés ambos hiperplanos intersecan al
politopo conv({(a,u(a)) : a € A}) en su frontera superior, con respecto a su ultima

coordenada; entonces se debe cumplir que H = H,. Por lo cual,

{(@, conv(u)(2)) : & € Deony(u)(p)} = {(2, conv(u)(x)) : x € conv(D,(p))}.

Entonces, Deonv(u) (p) = conv(D,(p)). =

Es de esperar que las valoraciones céncavas sean aquellas para las que cada cesta
posible es demandada a algin vector de precios, y para las que el conjunto de demanda
en algin vector de precios, es convexo discreto. Estas afirmaciones son probadas en los

siguientes teoremas.

Teorema 2.4.2 La wvaloracion u : A — IR es concava si y solo si para cada x €

convz(A) existe algin p € IR™ tal que x € Dy(p).

Demostracion:
(=):

Dado que u es céncava, tenemos que convz(A) = Ay u(x) = conv(u)(z), Vo € A.
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Sea x € convz(A) = A fijo y arbitrario, entonces el punto (x,u(x)) se encuentra en
la frontera superior del conjunto conv({(a,u(a)) : a € A}), con respecto a su ultima
coordenada. Por consiguiente, existe un hiperplano no vertical, con normal apuntando
hacia afuera, soporte a conv({(a,u(a)) : a € A}) en (z,u(x)); es decir, existe ¢ € R"**

con ¢,+1 > 0 tal que
q-v<gq-(r,u(x)), Yo € conv({(a,u(a)) : a € A}).

En particular,

q-(a,u(a)) <q-(z,u(x)), Ya e A. (2.21)
Definimos
p= (_ _ o) WYL ) e R".
dn+1 Gn+1 qn+1

Afirmacién: u(a) —p-a <u(x) —p-z, Va € A.
En efecto, para cada a € A, tenemos

wa)—p-a = u(a)—(— Ay WL )-a

bl )
dn+1 Gn+1 Gn+1

- U(CI,)+ (qlaq27"'>Qn)'a
Gn+1
1
- (qn+1 U((J/) 4= ((Jl; qz, ... 7Qn) : CL)
qn+1
1
= (¢ (a,u(a))).
Gn+1

Entonces, por (2.21) obtenemos

1

u(a) —=p-a < (q- (z,u(2)))
qn+1
1

F ((QDqQ?"'an) 'x+Qn+1 U(l‘))
qn+1

= u(z)— (— £l ,— — ey — I > -z

Gn+1 dn+1 dn+1
= u(z)—p-x.

Luego, de la afirmacién, tenemos que x € D,(p). Dado que z era fijo y arbitrario,
concluimos que, para cada = € convz(A) existe algin p € IR" tal que = € D,(p).

(<) :

Por hipdtesis tenemos que para cada x € convz(A) existe algin p € IR™ tal que
z € D,(p) C A. Por consiguiente, convz(A) = A.

Por otro lado, si x € A = convz(A) fijo y arbitrario, entonces existe p € IR" tal que
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x € D,(p). Luego, por el corolario 2.4.1, conv(u)(x) = u(z). Como z € A = convy(A)

era fijo y arbitrario, concluimos que
conv(u)(z) = u(x) , Vo € A = convy(A).
Por lo tanto, u es concava. O

Teorema 2.4.3 La valoracion u : A — IR es concava si y solamente si, D,(p) =
convz(D,(p)) , Vp € IR™.

Demostracion:

(=)

Sea p € IR™ fijo y arbitrario, mostraremos que D, (p) = convz(D,(p)). Consideremos
que |Dy(p)| =n, > 1y Du(p) = {af, a5, ...,a}, }. Sabemos que D,(p) C convz(D,(p)),
asi que ahora probaremos que convz(D,(p)) € D,(p). Sea a € convy(D,(p)) fijo y
arbitrario, entonces existen Ay, Ag, ..., An, € [0, 1], con zp: A = 1talquea = zp: g @

k=1 k=1
Por otro lado, dado que w es céncava, obtenemos que conv(u)(a) = wu(a); y por el

Tip Tip
corolario 2.4.2 conseguimos u(a) = conv(u) (Z )\kcﬁ) = Z Apu(ay).
k=1 k=1

Luego, para cada a € A se cumple

u(a) —p-a = Zp)\k(u(a)—p-a)

IA

> M (ulah) —p-af)
k=1
= Z Apu(al) —p- (Z Ak ai)
k=1 k=1
= wu(a)—p-a.
Por lo cual, a € D,(p). Dado que a era fijo y arbitrario, concluimos que

convz(Dy(p)) € Du(p).

(=)
Sea @ la restriccién de conv(u) a convz(A), entonces por el teorema 2.4.1 y la propo-

sicién 1.2.2 obtenemos
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conv(Dy(p)) = Deonv(a)(D)

= argmax {conv(a)(z) —p-x}
z€conv(A)

= argmax {conv(u)(z) —p- x}
x€conv(A)

= Dconv(u) (p)
= conv(D,(p)). (2.22)
Por la proposicion 1.2.1, sabemos que 4 es céncava; entonces por la condicion necesaria

de este mismo teorema (teorema 2.4.3) obtenemos
Dqy(p) = convz(Dgy(p)) , Vp € R". (2.23)
Luego, de (2.22), (2.23) y por la hipétesis, obtenemos
Dy(p) = convy(Dqy(p)), Vp e R”

= conv(Dy(p))NZ", Vp e R"

= conv(D,(p))NZ",Vpe R"

= convz(Dy,(p)), Vp € R"

= D.(p), Vpe R"

p
p

u
u

~—~ ~—

)
)

Como u es coéncava, entonces por el teorema 2.4.2 se cumple que para cada x €
convy(convz(A)) = convy(A) existe algin p € R™ tal que © € Dy(p) = Dy,(p). Es
decir, para cada x € convz(A) existe algin p € IR" tal que z € D,(p) C A. Por lo

tanto, por el teorema 2.4.2, u es concava. O

Ejemplo 2.4.1 Para la valoracion u del ejemplo 2.2.2 tenemos que no existe algun
vector de precios p = (p1,ps2) al cual la cesta (0,1) se demanda, es decir, ningin vector
de precios p = (p1,p2) satisface (0,1) € D,(p). Por lo tanto, por el teorema 2.4.2, la
valoracion u no es concava.

También podemos usar el teorema 2.4.3 para mostrar que esta valoracion no es

concava. De la figura 2.4 tenemos que para el vector de precios p = (7,3) se cumple
Du(7,3) = {(0,0), (0,2)}.
Luego, la capsula convexa discreta de este conjunto es
convz(D,(7,3)) = conv(D,(7,3)) NZ>
convy(D,(7,3)) = {t(0,0)+ (1 —1)(0,2) : t € [0,1]} NZ?
convz(D,(7,3)) = {(0,0), (0,1), (0,2)}
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entonces D, (7,3) no es convexo discreto. Por lo tanto, u no es concava.
Finalmente, mostramos que ésta misma valoracion uw no es concava, pero usando
la definicion de concavidad del capitulo 1. Graficamente podemos notar que el dominio

A de la valoracion u es convexo discreto

X9 X2

2 2

1 1
0 1 T 0 1 I 0 1 Iy

(a) Los puntos de color
cian representan al do-
minio A de u.

(b) El tridngulo de co-
lor rojo representa a la
capsula convexa de A.

(c¢) Los puntos de co-
lor rojo representa a la
capsula convexa discre-

ta de A, convz(A).

Figura 2.14: Representacion grafica de A y de sus capsulas convexas usual y discreta.

Graficando la valoracidn w y su mayorante concava conv(u), notamos que esta

valoracion no es concava, dado que u(0,1) < conv(u)(0,1).

conv(u)

=
&
)
~—

u(z

X2

O A LR

Nk ecc e e e caa s

~f--e

*
1

0 X2

0

(b) Gréfica de la mayorante céncava
de u

(a) Graéfica de la valoracién u

Figura 2.15: Grafica de la valoracién u del ejemplo 2.2.2, y de su mayorante concava.

Aunque el dominio A de la valoracion u, del ejemplo 2.2.2, es convexo discreto;
obtuvimos que la valoracién u no es céncava, dado que de la figura 2.15(b) se observa
que u(0,1) < conv(u)(0,1). Si incrementamos el valor de u(0,1) de tal manera que
u(0,1) = conv(u)(0, 1), conseguiremos que u sea concava.

En general, si aumentamos débilmente una valoracién hasta que llegue a ser conca-

va, los tinicos valores que necesitamos cambiar son los de las cestas nunca demandadas.
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Ademas, aumentar el valor de cualquier cesta nunca demandada no tiene ningin efecto
sobre el comportamiento del agente mientras que la cesta se convierta en una cesta
marginalmente demandada, cuando la valoracion llega a ser localmente afin. La cesta
definida marginalmente es anadida al conjunto de demanda a algunos precios, pero
nunca es demandada de manera tnica. Todas las demas cestas se demandan exacta-
mente como antes, por lo que el LIP £, no se modifica. De manera mas general, se

cumplen los siguientes teoremas:

Teorema 2.4.4 Sea u: A — IR una valoracion y sea x € A. Entonces
1) Siu(x) = conv(u)(x), entonces existe p € IR" tal que x € D, (p).
2) Si existe p € IR" tal que x € D,(p), entonces u(z) = conv(u)(z).

Demostracion:

1) Si u(x) = conv(u)(x), entonces el punto (x,u(x)) se encuentra en la frontera
superior del politopo conv({(a,u(a)) : a € A}), con respecto a su tltima coorde-
nada. Por consiguiente, existe un hiperplano, no vertical con normal apuntando
hacia afuera, soporte a conv({(a,u(a)) : a € A}) en (z,u(x)); es decir, existe

q € IR"! con q,+1 > 0 tal que
q-v<q-(z,u(x)), Vv € conv({(a,u(a)) : a € A}).

En particular,

q-(a,u(a)) <q-(z,u(z)), Ya € A. (2.24)
Definimos,
p= (_ 41 . a2 ] 4n ) c R".
An+1 dn+1 dn+1

Afirmacién: u(a) —p-a <u(x) —p-z, Va € A.
En efecto, para cada a € A, tenemos

wa) —p-a = u(a)—(— . . L )-a

) )
qn+1 Gn+1 qn+1

= U(CL)+ <QI7QQ7"'7Qn)’a
Qn—l—l
1
= (Qn—i—l u(a) + (qla q2, ... >qn) ’ (I)
Gn+1
1
= (¢ (a,u(a))).
Gn+1
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Entonces, por (2.24), tenemos

u(a) —p-a < qn1+1 (q- (z,u(x)))
— 1 ((q1,q2, -+, qn) - T+ Gni1u(z))
n+1
= u(x)+ (@1, 025+, qn) - @

dn+1
_ u(m)_(_ QI,_ Q2’“.’_ QTL>x
n+1 Gn+1 Qn+1
= u(z)—p-z.

Luego, de la afirmacién, conseguimos x € D, (p).

2) Siz € D,(p) entonces, por el corolario 2.4.1, u(z) = conv(u)(z).

Lema 2.4.1 Siu es la restriccion de conv(u) a convy(A), entonces
[Du(p)l =1 <= [Da(p)| = L.

Demostracion:

(=)

Si |Dy(p)| = 1, entonces D, (p) = conv(D,(p)). Ademads, por el teorema 2.4.1, obtene-
mos que Dy (p) = Deonv(w)(p). Luego, por la proposicién 1.2.2, Dy(p) = Deonv(w) () =

Deony(ay(p). Finalmente, aplicando el teorema 2.4.1 a la funcién 4, obtenemos

Du(p) - Dconv(ﬁ)(p) = COHV(Dﬁ(p)) > Dﬁ(p>

Entonces, dado que Dy (p) # 0, concluimos que |Dg(p)| = 1.

(<) :

Si |Da(p)| = 1, entonces Dy(p) = conv(D;(p)). Ademads, aplicando el teorema 2.4.1 a
la funcién @, obtenemos Dy (p) = Deonv(a)(p). Luego, por la proposicién 1.2.2, Dy(p) =

Deonv(a)(P) = Deonv(uy(p). Finalmente, por el teorema 2.4.1, conseguimos
Dy(p) = D cony(u) (p) = conv(Dy(p)) 2 Du(p).
Entonces, dado que D, (p) # 0, concluimos que |D,(p)| = 1. 0

Teorema 2.4.5 L, = L4, donde U es la restriccion de conv(u) a convz(A).
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Demostracion: Por el lema 2.4.1, obtenemos

L,={pe R":|Du(p)| >1} ={p € R":|Da(p)| > 1} = Ls.

Proposicién 2.4.2 D,(p) = {z € A: u(x) = conv(u)(x)} N Deonv(w)(p) , Vp € IR".

Demostracion: Sea p € IR™ fijo y arbitrario.
(©):
Sea x € D,(p) fijo y arbitrario. Por el corolario 2.4.1 tenemos que u(x) = conv(u)(z).
Por otro lado, por la proposicion 2.4.1, obtenemos
(—p,1) - (a,conv(u)(a)) <u(x) —p-x, Va € conv(A);
es decir,
conv(u)(a) = p-a < conv(u)(xz) —p-x, Ya € conv(A).

Por lo tanto, € Deonv(u)(P)-
(2):
Sea 7 € {x € A:u(x) = conv(u)(2)} N Deonv(w)(p) fijo y arbitrario, entonces
u(z) = conv(u)(z) y conv(u)(a)—p-a<conv(u)(Z)—p- -7, Va € conv(A).
Es decir,
conv(u)(a) —p-a<u(Z)—p-7, Va € conv(A).

En particular,

Entonces
u(a) —p-a <conv(u)(a) —p-a<u(z)—p-Z, Va € A.
Por lo tanto, € D,(p). O

Teorema 2.4.6 Six € A es una cesta demandada, entonces para cada p € IR" tal que

x € conv(D,(p)) se cumple que x € D, (p).

Demostracion: Como x € A es una cesta demandada, entonces existe algin ¢ € IR"
tal que x € D,(q). Luego, por el corolario 2.4.1 tenemos que u(x) = conv(u)(x).
Sea p € IR" fijo y arbitrario tal que x € conv(D,(p)), mostraremos que x € D,(p).
Por el teorema 2.4.1 obtenemos que z € conv(Dy(p)) = Deconv(u)(p). Entonces, por la

proposicién 2.4.2 concluimos que

v €{acA:ula)=conv(u)(a)} N Deonviw)(P) = Du(p).
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2.5. El teorema de equivalencia Valoraciéon Com-
plejo

En esta seccién enunciamos “El Teorema de equivalencia Valoraciéon-Complejo”.
Este teorema nos muestra que un conjunto £ en IR", que estd conformado por una
coleccién finita de conjuntos (n — 1)-dimensionales que originan un complejo poliedral
racional ponderado (n — 1)-dimensional, es el LIP de alguna valoracién u si y solo si

este conjunto satisface la condicién de equilibrio que definimos a continuacion.

Definicién 2.5.1 Un complejo poliedral racional ponderado (n—1)-dimensional (I1, w)
es balanceado o equilibrado, si para cada (n — 2)-celda G € 11, los pesos w(F;) de
las facetas Fy, ..., Fy que contienen a G, y los vectores normales enteros primitivos vp,
para estas facetas que estdn definidos por una direccion de rotacion fija alrededor de
G, satisfacen
w(F;) vy, =0 € R™. (2.25)
j=1

Observacién 2.5.1
1) Paran = 3, la direccion de rotacion fija alrededor de G en la definicion de arriba
se interpreta de la siguiente manera: Tomamos cualquier circulo suficientemente
pequeno, alrededor de un punto en G e incrustado en un plano bidimensional
perpendicular a G; entonces todos los vectores vg, deben apuntar en una direccién

consistente alrededor de este circulo.

2) La igualdad (2.25) es conocida como la condicion de equilibrio (balancing

condition).

Ejemplo 2.5.1 Por lo desarrollado en los ejemplos 2.3.4 y 2.3.6, la unica 0-celda del
LIP de la valoracion u del ejemplo 2.2.2, es C; = {(6,3)}, asi que vamos a analizar la
condicion de equilibrio sobre esta celda.

Por lo obtenido en la demostracion de la proposicion 2.3.6 tenemos que los vec-

tores enteros primitivos normales a las facetas Cy, C5 y Cg que contienen a C7 son,

respectivamente,
e, = 2oy (00) = (L0) = {(-1.0) = (1.0
e, = 2o (02 - (0.0) = 50.2)= 0.1
e, = 2oy ((1:0) - (0.2) = {(1.-2) = (1.2



Usando la figura 2.4 obtenemos

PZA
0,0
(1,0) (%.0)

vos  demandado
demandado Veoy T
3
(0,2)
Ve demandado
6 P

y

Figura 2.16: Facetas del LIP de u junto con sus respectivos vectores normales enteros
primitivos.

Recuerde que los pesos de cada una de estas facetas fueron calculados en el ejemplo
2.3.8. Finalmente

w(Cy)ve, + w(Ce)vgy + w(Cs)ve, =1 x (—=1,0) +1 x (1,—-2) +2 x (0,1) = (0,0)

Por lo tanto, las celdas del LIP de u junto con los pesos de las facetas del LIP forman

un complejo poliedral racional balanceado (n — 1)-dimensional.

Teorema 2.5.1 “Teorema de Equivalencia Valoracién-Complejo” Supongamos
que (II, w) es un complejo poliedral racional ponderado (n — 1)-dimensional en IR" y
L es la union de las celdas de 11, entonces se cumple que: Existe un conjunto finito no
vacio A C Z™ y una funcion u : A — IR tal que L, = L yw, = w, si y solo si (I, w)

es balanceado.

Demostracion:

(:>) :

Supongamos que existe un conjunto finito no vacio A C Z" y una funciéon v : A — IR
tal que £, = Ly w, = w. Mostraremos que (II, w) es balanceado. En efecto, para cada
(n — 2)-celda G € 11, sean F, ..., F) las facetas del LIP que contienen a G, y sea
la cesta de consumo tnicamente demandada a un lado de F}, entonces por lo obtenido

en la demostracion de la proposicién 2.3.6 tenemos que vy = (x1 — @) es un

U)(Fl)
vector entero primitivo normal a F y se dirige desde R, (z1) hacia R, (z2), donde x9

es la cesta inicamente demandada al otro lado de Fj. Si consideramos que la cesta xo
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es unicamente demandada a un lado de Fy; y x3 es la cesta de consumo tUnicamente
demandada al otro lado de F, y demandada a un lado de F3 y asi sucesivamente;

entonces el vector vy, = (x; — xj41) es un vector entero primitivo normal a F)
J J J+ J

y se dirige desde R, (z;) ﬁégja) Ru(xj41). De esta manera, una vez que conocemos la
demanda en una UDR particular y los pesos de cada una de las facetas de £,, podemos
inferir la demanda en cada UDR pasando por una serie de facetas. Por lo tanto, estos
vectores vg; estan siguiendo una direccion de rotacion fija alrededor de GG. Dado que
A es finito y seguimos a un agente a lo largo de una ruta de precios que termina donde
comenzo, la demanda final debe ser la misma que al principio, es decir, concluimos que

la cesta inicamente demandada z;,; debe coincidir con la cesta inicamente demandada

x1. Luego,

S uF)or, = 3 0(F) | (e = 2500 | = 3 (5 =2500) =1 = 1y =0

J=1 J=1 J=1 z1

Por lo tanto, (II, w) es balanceado.
(<:) :
Supongamos que (I, w) es balanceado; mostraremos que existe un conjunto finito A C
Z" y una funciéon u : A — IR tal que £, = Ly w, = w.
Consideremos la coleccién I1 = {—C' : C € I} y £ la unién de las celdas en II.

Afirmacién: IT es un complejo poliedral racional (n — 1)-dimensional en IR™.
En efecto, si C' es una celda de I, entonces existen vy,..., v € Z" y aq,...,ar € IR
tal que

k

C:ﬂ{pelR" :p-v < oyt
i=1

Luego,
k
-C = —m{pERn 3 pUZSOéZ}
i=1
k
= ({—peR": (=p)- (—v;) < o}
i=1

= m{qEJR" c g (—v) <o}

Por lo tanto, —C' es un poliedro convexo racional.
Segtin la definicién C.6.3, para demostrar que II es un complejo poliedral racional,

debemos mostrar lo siguiente:
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if)

Sea C' una celda de Il y C una cara de —C'; mostraremos que C pertenece a 11.

Como C' es una cara de —C', entonces existen v € R" y a € IR tales que
pv<q-v=a, Vpe—-C,6VqgeC.
Reescribiendo la desigualdad de arriba, obtenemos
(—p) - (—v) < (=q)- (—v) =a, Vpe-C,6 VqeCl.
Es decir,
(=p) - (-v) < (=q)- (-v)=a, ¥ —-peC,V—qge-C.

Por consiguiente, —C' es una cara de C. Dado que II es un complejo poliedral
racional y C es una celda de II, concluimos que —C' es una celda de II. Por lo
tanto, C = —(—C) pertenece a II.

Sean C'y C" dos celdas de II, entonces (—C) N (—=C") =0 o (=C)N(=C") # 0.
Si (—C)N(—C") = entonces no hay nada més que probar. Ahora supongamos
que (—=C)N(=C") # 0, entonces mostraremos que (—C)N(—C") es una cara de
ambas celdas —C' y —C". Dado que II es un complejo poliedral racional y C, C’
son celdas de II, concluimos que C'N C” es una cara de ambas celdas C'y C’. Por

consiguiente, existen v, v' € IR" y «, o’ € IR tales que

pv<qgv=a, Vpel,VqgelnC
p'UISQ'U/:O/, vpecl, ‘v’qGCﬂC’

Reescribiendo las desigualdades de arriba, obtenemos

(-=p) - (=v)<(~q)- (~v)=a, V-pe-C,V-qe—-(CNC)
(=p) (=)< (=q) (=) =o', V-pe-C',V-qge—-(CNC)

Luego, dado que (—C) N (=C") = —(C' N C"), conseguimos

(=p) - (=v) < (=q)- (~v)=a, Y—pe-C,V—-qe(-C)n(-C")
(=p) - (=) < (=q) - (=) =0/, V—pe-C"'V—-qe(-C)n(=C")

Por lo tanto, (—C') N (—C") es una cara de ambas celdas —C'y —C".

Finalmente mostraremos que II es un complejo poliedral (n — 1)-dimensional. Sea C'

una celda de II. Dado que II es un complejo poliedral (n — 1)-dimensional, entonces
existe alguna (n — 1)-celda de II, F, tal que C' C F. Por lo cual, —C C —F y —F es
una (n — 1)-celda de II.
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Continuando con la demostracién del teorema, si para cada (n — 1)-celda —F' de
11, definimos @ (—F) = w(F), concluimos que (II, W) es un complejo poliedral racional
ponderado (n — 1)-dimensional. Ademaés, dado que (IT, w) es balanceado y —£ = L,
obtenemos que (ﬁ, W) es balanceado. Luego, por la proposicién 1.3.3, existe un conjunto
finito A C Z" y una funcién v : A — IR tal que —L = L = TI,. Definimos

u: A — R
a — u(a) = —v(a)

entonces £ = —I1, = -1, = —=T(f,) = L,. Ademds, w, = w. O

Como podemos ver, la “condicién de equilibrio” es la inica condicion que debe satis-
facer un complejo poliedral racional ponderado (n — 1)-dimensional, para corresponder
al LIP de alguna valoracion. Sin embargo, esta valoracién no es tinica. Recordemos que
en el teorema 2.4.5 mostramos que cada valoracién u da lugar al mismo LIP que la
restriccién 4 de la mayorante céncava de u a convy(A), donde ademés esta valoracién

@ es céncava. Por otro lado, se puede demostrar sin dificultad que

1) Si ¢ € IR una constante y u' es una valoracion definida como

v A — R
a — u'(a) =ula)+c

entonces L, = L,,.

2) Si A/ = A+ z, donde z € Z™; y u/ es una valoracién definida como

v o A — R
a+z — u'(a+2z) =u(a)

entonces L, = L,,.

Asi que para precisar una tinica valoracién concava, necesitamos especificar el conjunto
de demanda a algin vector de precios y el valor de una cesta de consumo. Estas ideas

son reflejadas en el siguiente corolario.

Corolario 2.5.1 Supongamos que (I, w) es un complejo poliedral racional ponderado
(n — 1)-dimensional en IR", L es la union de las celdas en 11, y p € IR™ es cualquier
vector de precios que no pertenece a L. Si (II,w) es balanceado, entonces existe un
conjunto finito no vacio A C Z" con 0 € A y una unica valoracion concava u : A — IR
tal que D,(p) = {0}, u(0) =0, L, =L, y w, = w.
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Demostracion: Si (I, w) es balanceado entonces por el teorema 2.5.1, existe un conjunto
finito no vacio A C Z" y una funcion v : A — IR tal que L; = L y w; = w. Como
p & L = L; entonces existe un a* € A tal que Dy(p) = {a*}. Definimos el conjunto
A= A—a* CZ"y la funcién

v A — IR

a—a* — v'(a—a*):=0(a)
Afirmacién 1: Dz(q) —a* € Dy(q), Vg € IR™.
En efecto, sea ¢ € IR" fijo y arbitrario. Para cada x € D;(q) C A, se cumple
a)—q-a<i(z)—q-z,VacA,

entonces

Via—a)—q-a<v(r—a)—q-z,Va—a € A—a"
Sumando ¢ - a* en ambos lados de la desigualdad de arriba, obtenemos
vVa—a)—q-(a—a")<v(z—a")—q-(x—a"),Va—a" € A

Por lo cual, z — a* € Dy(q), V& € D;3(q). Por consiguiente, D;(q) — a* C Dy (q).
Finalmente, por la arbitrariedad de g € IR™, concluimos que la afirmacion 1 es valida.
Afirmacién 2: D, (q) + a* € D3(q), Vq € IR".

En efecto, sea ¢ € IR" fijo y arbitrario. Para cada x € D,/(q) C A’, se cumple

vVa—a)—q-(a—a*)<v(x)—q-x,Va—a €A,
entonces
va)—q-a+q-a" <v(x+a" —a*)—q-x,Vae A +a".
Luego, por la definicién de la funcién v’, tenemos
@) —q-a<vfr4+a)—q-(x+a"), Vae A,

Por lo cual, = + a* € D;(q), Vo € Dy(q). Por consiguiente, D, (q) + a* C Dz(q).
Finalmente, por la arbitrariedad de ¢ € IR™, concluimos que la afirmacion 2 es valida.

Luego, de las afirmaciones 1 y 2, tenemos
Dy(q) = Ds(q) —a* , Vq € R".

Por lo cual,

>
C\
—
)
=

Il

|D5(Q)| ) vq € IR".
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Por consiguiente, L, = L; = L v wy = w; = w. Ademas,
Dy (p) = Dy(p) —a” ={a"} —a” = {0}.
Ahora definimos
v : A — R
a +— v(a):=v(a)—(0)
Afirmacién 3: D,(q) = Dy (q), Vq € IR".

En efecto, para cada ¢ € IR™ tenemos

r€Dy(q) <= V(a)—qg-a<i(x)—q-x,VaecA
— U

"(a) = v"(0) —q-a<v(z)—0'(0)—q-x, Vaec A
<— va)—q-a<v(zr)—q-z,Vaec A
<~ x € Dy(q).

Por lo cual, la afirmacion 3 es valida.
Continuando con la demostracion del corolario, de la afirmacién 3 tenemos £, =

Ly=LYy w, =Wy =w. Ademas,

Du(p) = Dur(p) = {0} ¥ v(0) = v/(0) = /(0) = 0.

Denotemos por A a la cédpsula convexa de A’, es decir, A = convyz(A’); y por u a
la restriccién de conv(v) a convz(A’). Luego, por la proposicién 1.2.1, u es coéncava.
Ademas, por el teorema 2.4.5, L, = L, = L y w, = w, = w. Por otro lado, por
el teorema 2.4.1, obtenemos Deony(v)(p) = conv(D,(p)) = conv({0}) = {0}. De esta

manera, tenemos
conv(v)(a) —p-a < conv(v)(0) —p-0, Vae-conv(A')\ {0}
En particular,

conv(v)(a) —p-a < conv(v)(0) —p-0, Vae€ A=convy(A")\ {0}.
(a) (0)
Por lo cual, D,(p) = {0}. Luego, aplicando el item 1) del teorema 2.4.4 a la funcién v,
conseguimos
u(0) = conv(v)(0) = v(0) = 0.

De esta manera, hemos mostrado que existe un conjunto finito no vacio A C Z" y una
valoracion céncava u : A — IR tal que D,(p) = {0}, w(0) =0, L, = L, y w, = W.
Finalmente, la unicidad de esta valoracion céncava u se puede justificar a partir de que

hemos especificado la demanda 0 € A establecida a algin vector de precios p € IR" y

el valor de u en la cesta de consumo 0 € A. O
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2.6. El Complejo de Demanda

En esta seccién describimos el “Complejo de Demanda” (en el espacio de cantida-

des), el cual es dual a nuestro complejo de precios ponderado.

Definicién 2.6.1 Una celda de demanda, o, para u es un conjunto de la forma

o = conv(D,(p)), para algin vector de precios p € IR™.
Proposicion 2.6.1 Cada celda de demanda para u es un poliedro convexo racional.

Demostracion: Sea o una celda de demanda para u, entonces existe algin p € IR"
tal que o = conv(D,(p)). Como D,(p) € A C Z"™ y A es finito, concluimos que
o = conv(D,(p)) es un politopo racional o reticular. Por lo tanto, o = conv(D,(p)) es

un poliedro convexo racional acotado. O

Definicién 2.6.2 El complejo de demanda para u, 3,, (también denotado por

dc(u)) es el conjunto de todas las celdas de demanda para u.

En adelante, algunas veces las celdas de demanda para u seran llamadas celdas

del complejo de demanda de u.

Definicién 2.6.3
1) Los vértices del complejo de demanda de u son sus 0-celdas.
2) Los bordes del complejo de demanda de u son sus 1-celdas.

3) La longitud de un borde del complejo de demanda de u es el nimero
de vectores enteros primitivos, que se encuentran a lo largo de €l (es decir, su
longitud o norma euclidiana dividida por la longitud o norma euclidiana del vector

entero primitivo paralelo a €l).

Ejemplo 2.6.1 Para la valoracion u del ejemplo 2.2.1 tenemos

1) Du(p1,p2) = {(0,0)}, ¥ (p1,p2) € {(p1,p2) € IR? : 5 < p1, 4 < ps}. Entonces
o1 = conv(D,(p1,p2)) = conv({(0,0)}) = {(0,0)}

es una celda del complejo de demanda para u. En la figura 2.17 (a), esta celda

esta sombreada de color rojo.
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2) Dy(p1,p2) = {(1,0)}, V(p1,p2) € {(p1,p2) € R? : py <5, p1 < pa+1}. Entonces
02 = COHV(Du(pl,pg)) = COHV({(LO)}> = {(1? 0)}

es una celda del complejo de demanda para w. En la figura 2.17 (a), esta celda

esta sombreada de color cian.
3) Dy(p1,p2) ={(0,1)}, V(p1,p2) € {(p1,p2) € R* : py <4, po+1 < p1}. Entonces
a3 = conv (D, (p1,p2)) = conv({(0,1)}) = {(0,1)}

es una celda del complejo de demanda para w. En la figura 2.17 (a), esta celda

esta sombreada de color verde.
4) Dy, (5,p2) = {(0,0), (1,0)}, Vps € {p2 € IR : 4 < pa}. Entonces
04 = COHV({(0,0), (170)}) = {(ta()) RS [07 1]}

es una celda del complejo de demanda para w. En la figura 2.17 (b), esta celda

estd sombreada de color rojo.
5) Du(p174) - {(0,0), (07 1>}a vpl = {pl €ER:5< pl} Entonces
o5 = conv({(0,0), (0,1)}) = {(0,¢) : t € [0, 1]}

es una celda del complejo de demanda para u. En la figura 2.17 (b), esta celda

esta sombreada de color verde.

6) Du(p1,p2) = {(1,0), (0,1)}, V(p1,p2) € {(p1,p2) € R* : pr = p2 + 1, ps < 4}.

Entonces
o¢ = conv({(1,0), (0,1)}) ={¢t(1,0) + (1 —¢)(0,1) : t € [0, 1]}

es una celda del complejo de demanda para w. En la figura 2.17 (b), esta celda

esta sombreada de color azul.
7) Dy(5,4) = {(0,0), (1,0), (0,1)}. Entonces

o; = conv({(0,0), (1,0), (0,1)})
= {t(0,0) +r(1,0) +s(0,1) : t,r,s€[0,1] y t+r+s=1}

es una celda del complejo de demanda para u. En la figura 2.17 (c), esta celda

estd sombreada de color azul.
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(a) 0-celdas o1, 02 ¥ (b) 1-celdas o4, 05 y (¢) 2-celda o7.

ag3. 0¢-

Figura 2.17: Celdas del complejo de demanda para u del ejemplo 2.2.1

En el capitulo 1, vimos que {(z,conv(u)(z)) € R"" : x € conv(A)} (la grafi-
ca de la mayorante céncava de u, conv(u)) es la frontera superior de conv(lift,(A)) =
conv({(a,u(a) : a € A}), con respecto a su tltima coordenada. Llamamos a este conjun-
to, el “techo” de la valoracién u; y a los conjuntos de la forma 6 = {(x, conv(u)(z)) €
R™ . © € Deonv(uy(p)}, los llamamos “caras del techo” de u. Ademés, por el co-
rolario 2.4.3 y por el teorema 2.4.1, tenemos que 6 = {(z,conv(u)(z)) € R"™ : z €
Deonv(u)(p)} €s una cara expuesta del politopo conv({(a,u(a) : a € A}). Luego, por el

teorema C.7.1, 6 es un politopo.
Proposicion 2.6.2 Las “caras del techo” de u forman un complejo poliedral.

Demostracion: Sabemos que todas las “caras del techo” de u son politopos. Segun la
definicion C.6.1, para demostrar que las “caras del techo” de u forman un complejo

poliedral, debemos mostrar lo siguiente:

i) Si g es una “cara del techo” de u entonces, por el teorema C.4.2, cada cara propia
de ¢ es una cara expuesta del politopo conv({(a,u(a) : a € A}). Adem4s, estas

caras propias de ¢ son “caras del techo” de u.

ii) Sean ¢ y ¢ dos “caras del techo” de u, entonces 6Ng =0 6 6NG #D. SioNo = ()
entonces no hay nada més que probar. Ahora supongamos que 6N # (), entonces
mostraremos que 6 N & es una cara de ambos. Por el teorema C.4.4, 6 NG es una
cara expuesta del politopo conv({(a,u(a) : a € A}). Luego, dado que 6 N& C &
y 6 N g C & entonces, por la proposiciéon C.5.1, conluimos que 6 N & es una cara

de ¢ y de &.
O

Proposicion 2.6.3 Sea x € A una cesta de consumo marginalmente demandada por

el agente, entonces (x,u(x)) no es un vértice del politopo conv({(a,u(a)) : a € A}).
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Demostracion: Por el método de reduccién al absurdo, supongamos que (x,u(x)) es
un vértice del politopo conv({(a,u(a)) : a € A}). Dado que x € A es una cesta
de consumo demandada por el agente, entonces por el corolario 2.4.1 tenemos que
u(z) = conv(u)(x). Por lo cual, el punto (x,u(z)) se encuentra en la frontera superior
de conv({(a,u(a)) : a € A}), con respecto a su tultima coordenada. Por consiguiente,
existe un hiperplano H no vertical, con normal apuntando hacia afuera, soporte a

conv({(a,u(a)):a € A}) en (z,u(x)) tal que
H 1 conv({(a,u(a)) : a € A}) = {(z, u(z))}
es decir, existe un ¢ € IR"* con ¢,,1 > 0y 3 € IR tal que

H={veR"™:q-v=8 y Hnconv({(a,u(a)):a € A}) = {(z,u(z))} (2.26)

Si definimos p = (— @ bl L2 e, — b ) € IR", entonces por (2.26), para cada
dn+1 dn+1 dn+1
a € A\ {z} se cumplira

wa) —p-a = u(a)—(— T L )-a

Gn+1 ’ Gn+1 ’ Gn+1
1
- (qn+1U(CL) + (q17 q2, ... 7Qn) 3 (l)
Gn+1
1
— q- ((L, u(a))
Gn+1
1
< q- (z,u(z))
Gn+1
= u(z)—p-x

Por lo cual, u(a) —p-a < u(z) —p-z, Va € A\{z}; lo cual es una contradiccién porque
x no es una cesta inicamente demandada. Por lo tanto, (z,u(z)) no es un vértice del

politopo conv({(a,u(a)) : a € A}). 0

Proposicién 2.6.4 Sea x € A una cesta de consumo unicamente demandada a algin

vector de precios, entonces (x,u(x)) es un vértice del politopo conv({(a,u(a)) : a € A}).

Demostracion: Como x € A es una cesta de consumo tnicamente demandada, entonces
existe algin p € IR" tal que D, (p) = {z}. Sin pérdida de generalidad, supongamos que

r = a'. De esta manera tenemos que

u(ak)—p'ak<u(x)—p'xa Vk=23,...,a. (2.27)
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Afirmacién: (—p,1)-v <u(x) —p-x, Yv € conv({(a,u(a)) : a € A}).

En efecto, sea v € conv({(a,u(a)) : a € A}) fijo y arbitrario, entonces existen A!,
(03 (634

N, A* e [0, 1] con Z)\k =1 tal que v = Z)\k (a*, u(a¥)). Luego,
k=1 k=1

(=p,1)-v = (=p,1)- (Z M ak, Z AP u(ak)>

Entonces, por (2.27), obtenemos

(e}

(—p,1) v < DN (u(e) — p-2) =u(@) —p- .

k=1

Dado que v era fijo y arbitrario, concluimos que
(=p, 1) v <wu(z)—p-z, Vv € conv({(a,u(a)) :a € A}).
Ahora definimos el hiperplano
H:={ve R :(-p,1)-v=u(x)—p-z}.

Entonces por la afirmacién, H es un hiperplano soporte a conv({(a,u(a)) : a € A})
en {(z,u(x))}; vy ademas H N conv({(a,u(a)) : a € A}) = {(z,u(x))}. Por lo tanto,
(z,u(x)) es un vértice del politopo conv({(a,u(a)) : a € A}). 0

El siguiente lema nos permite encontrar una relaciéon entre las caras del techo de u

y las celdas del complejo de demanda para w.

Lema 2.6.1 Sea 6 C {(z,conv(u)(z)) € R"™ : & € conv(A)}, entonces se cumple
que: 6 es una cara del techo de la valoracion u si y solo si la proyeccion de 6 respecto
a sus primeras n coordenadas, m(7), es una celda o C conv(A) C IR"™ del complejo de

demanda para u.
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Demostracion:

(:>):

Como ¢ es una cara del techo de la valoracion u, entonces existe algin p € IR" tal que

0 = {(z,conv(u)(z)) € R"" : & € Deony(u)(p) }. Por lo cual, la proyeccién de & respecto

a sus primeras n coordenadas es 0 = 7(0) = Deonv(u)(p). Luego, por el teorema 2.4.1,

obtenemos que o = 7(d) = conv(D,(p)). Por lo tanto, la proyeccién de & respecto a

sus primeras n coordenadas es una celda del complejo de demanda para u.

(=)

Como 7(6) = o es una celda del complejo de demanda para u, entonces existe algin

p € IR" tal que 7(6) = 0 = conv(D,(p)). Luego, por el teorema 2.4.1, obtenemos que

7(6) = 0 = Deony(w)(p). Por lo tanto, 6 = {(z, conv(u)(z)) € R""" : & € Deony(u)(p) }-
O

De esta manera, podemos usar el lema 2.6.1 para hallar las celdas del complejo de
demanda para u. Lo unico que haremos sera proyectar las caras del techo de u sobre

IR" y asi obtener la colecciéon de todas las celdas del complejo de demanda para w.

Ejemplo 2.6.2 Las grdficas de la valoracion u del ejemplo 2.2.3 y de su mayorante

concava Son:

P ° u(x) 4
]
1
1
1
1
1
1
1

(a) Grafica de la valoracién u (b) Mayorante céncava de u

Figura 2.18: Grafica de la valoracién u del ejemplo 2.2.3 y su mayorante céncava.

Sabemos que el “techo” de u coincide con la grifica de la mayorante concava de
u, asi que las “caras del techo” de u, de dimension 2, son las placas cerradas de color
verde claro, amarillo y marron claro que se encuentran sobre la grdfica de la mayorante

concava de u en la figura 2.18(b). Mientras que las “caras del techo” de u, de dimension
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1, son todos los segmentos cerrados de color rojo que se encuentran sobre la grifica de
la mayorante concava de u en la figura 2.18(b). Ademds, las “caras del techo” de u,
de dimension 0, son todas las intersecciones no vacias entre los segmentos cerrados de
color rojo que se encuentran sobre la grdfica de la mayorante concava de u en la figura
2.18(b). Proyectando las caras del techo de u en IR* obtenemos las celdas del complejo

de demanda para u.

[a*]
et )
S

1€

O & >
0 1

¢

Figura 2.19: Complejo de demanda para u.

La figura 2.19, muestra las tres 2-celdas del complejo de demanda para w, sombrea-
das de color verde claro, amarillo y marron claro para que coincidan con las caras del
techo de u en la figura 2.18(b). Ademds, las 2-celdas estan separadas por nueve bordes
(segmentos cerrados que son las 1-celdas del complejo de demanda para u). Estos nueve
bordes se intersecan en los siete vértices del complejo de demanda para u, los cuales
estan representados por los circulos “blancos”. Por otro lado, los circulos de colores gris
y negro representan a cestas de consumo que no son vértices del complejo de demanda

para u, ya que ellos no son unicamente demandados a ningun vector de precios.

Del ejemplo 2.6.2, observamos que el complejo de demanda no puede decirnos si
las cestas no-vértice son nunca demandadas. Sin embargo, nos dice que si una cesta
no-vértice, x, es demandada a algin vector de precios, entonces = es demandada en los
vectores de precios correspondientes a las celdas del complejo de demanda en las que

se encuentra z. Esto fue demostrado en el teorema 2.4.6.

Teorema 2.6.1 El complejo de demanda para u, dc(u), es un complejo poliedral ra-

cional.
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Demostracion: De la proposicién 2.6.1 sabemos que cada celda del complejo de de-
manda para u es un poliedro racional. Segun la definiciéon C.6.3, para demostrar que
el complejo de demanda para u es un complejo poliedral racional, debemos mostrar lo

siguiente:

i) Sea C' una cara propia de la celda del complejo de demanda o = conv(D,(p)),
mostraremos que C' es una celda del complejo de demanda para u. Consideremos

los conjuntos

~

o ={(z,conv(u)(z)):x€c} y C={(x,conv(u)(z)):xzecC}.
Como C' es una cara de o entonces existen v € IR" y § € IR tal que
a-v<zx-v=p,Vacoy Vxel. (2.28)

Luego, dado que conv(u)(z) — p -z = conv(u)(z’) — p- 2’ para cada x,2’ € o,
denotamos a este valor constante por r = conv(u)(x) —p-z, donde x € 0. Ahora,
definimos o = (v —p,1) € R y B = B+ r.

Afirmacién: 4-0<2-0=/3,Vaes y Vi e C.

En efecto, paracadaa € 6y T € C, existen a € o y x € C, respectivamente, tal
que a = (a,conv(u)(a)) y & = (z,conv(u)(z)). Luego,

a-v = (a,conv(u)(a))-(v—p,1) = a-(v—p)+conv(u)(a) = a-v—a-p+conv(u)(a).
De (2.28) obtenemos
a-0<x-v+conv(u)(a) —p-a.
Dado que a € 0 y x € C' C o; y por el teorema 2.4.1, concluimos que
conv(u)(a) — p-a = conv(u)(z) —p- .

Por lo cual,

i-0<a-v+conv(u)(z) —p-x = (x,conv(u)(z)) - (v—p,1) =i -0=p.
Por lo tanto, se cumple la afirmacion.

De esta afirmacién concluimos que C' es una cara de 6. Entonces, dado que o es
una cara del techo, por la proposicion 2.6.2 concluimos que C' también es una
cara del techo; por lo cual, existe algiin ¢ € R tal que C' = {(z, conv(u)(z)) €
R™ : © € Deonv(u)(q)}. Por consiguiente, C' = Deony(u)(q) = conv(Dy(q)), es

decir, C' es una celda del complejo de demanda para wu.
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ii) Sean o = conv(Dy(p)) v p = conv(D,(q)) dos celdas del complejo de demanda
para u, entonces c Np=0 6 o Np#0.
Si o0 N p = () entonces no hay nada mas que probar.
Ahora supongamos que ¢ N p # (), entonces mostraremos que o N p es una cara

de ambos. Consideremos los conjuntos

0 ={(x,conv(u)(x)):x€a} vy p={(x,conv(u)(z)):x € p}.

Entonces 6 N p = {(z,conv(u)(x)) : & € cNp} # 0. Dado que & y p son caras del
techo, por la proposicién 2.6.2, concluimos que ¢ N p es una cara de ambos. En
particular, & N p es una cara de &; por consiguiente, existen 7 € R""' v f € R

tal que para cada (z,conv(u)(x)) € 6 y (T, conv(u)(T)) € 6 N p se cumple
(z,conv(u)(x)) - v < (T, conv(u)(T)) - v = B. (2.29)

Si Upy1 = 0, definimos v* = (vy,...,0,) € IR™. En este caso, por (2.29), para

cada € o Npy cada z € g, obtenemos
z-v* = (z,conv(u)(z)) -7 < (T, conv(u)(T)) -0 =7T-v* =,

es decir, 0 N p es una cara de o.

v Un
Si v, > 0, definimos v = (_ : +p1,...,—+ pn) € IR". Tengamos presen-

Un+1 Un+41
te que conv(u)(z) — p-x = conv(u)(z’) — p- 2’ para cada x,z’ € o, y denotemos

a este valor constante por r = conv(u)(z) — p - x, donde = € o. De esta manera,

definimos f = —— — r € IR. En este caso, para cada x € g, tenemos que
Un+1
U1 Up,
r-v = x-(_ +p1,-.-,_—+Pn)
Un+t1 Un+1
1 ot i
= — 2z (U1,...,0p)+ T D
Un+1
1
= —x-(01,...,0,) +conv(u)(z) — conv(u)(z) +p-x
Un+41
1
= = [z (U1,...,0p) + Tpy1 conv(u)(x)] — conv(u)(z) +p - x
n+1
1
= —— (z,conv(u)(x)) - v — [conv(u)(z) — p - x]
Un+41

Luego, por (2.29), para cada T € o N p, obtenemos

_n1+1 (Z, conv(u)(Z)) - v — [conv(u)(z) —p-z] = vil _r=8

v <
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Dado que = € 0 y T € o, entonces por el teorema 2.4.1, obtenemos que

conv(u)(z) —p-z = conv(u)(T) —p- 7.

Por lo cual,
1
r-v < —— (T, conv(u)(T)) - v — conv(u)(Z) +p-T
Un—l—l
1
= [z - (U1, ...,0p) + Upy1 conv(u)(Z)] — conv(u)(Z) +p- T
n+1
1
= — 7T (01,...,0,) + conv(u)(T) — conv(u)(T) + T - p
Un+t1
r_ _ _
= —7-(U1,...,Up)+Tp
Un+1
— vl En
= .73'(_ +p17a__+pn)
Un+1 Un+41
Por lo tanto, o N p es una cara de o.
En tanto, si U,4; < 0, definimos v' = (—_vl — D1y, —_Un —pn) e R"y
o Un+1 Un+1
g = —_6 + r € IR. Con éstas asignaciones llegamos a
Un+1

z-vV<T-v=p, Vreo,VTeonpy.
Por lo cual, 0 N p es una cara de o.

De manera anéloga se puede demostrar que o M p es una cara de p. Por lo tanto,

o N p es una cara de o y de p.

Del lema 1.2.1, podemos concluir que
conv({(a,u(a)) 1 a € A}) = {(z,y) € R" x IR : & € conv(A), y € T,(z)}.
Luego, Tu(z) = {conv(u)(z)} para cada z € conv(A), si y solo si
dim(conv({(a, u(a)) : a € A})) = dim(conv(A)).
Mientras que,
dim(conv({(a, u(a)) : a € A})) = dim(conv(A)) + 1

si y solo si existe algin x € conv(A) tal que I',(z) no es unitario. Ahora usaremos esta
observacién para demostrar que el complejo de demanda para u, de(u), es un complejo

poliedral racional r-dimensional, donde r = dim(conv(A)).
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Teorema 2.6.2 El complejo de demanda para u, dc(u), es un complejo poliedral ra-

cional r-dimensional, donde r = dim(conv(A)).

Demostracion: Por el teorema 2.6.1 sabemos que el complejo de demanda para u, de(u),
es un complejo poliedral racional. Ahora mostraremos que este complejo poliedral es
r-dimensional, donde r = dim(conv(A)).

Caso 1: dim(conv({(a,u(a)) : a € A})) = dim(conv(A4)) < n + 1.

En este caso, existe un hiperplano no vertical, con normal apuntando hacia arriba, que

contiene a conv({(a,u(a)) : a € A}); es decir, existe un ¢ € R"** con ¢,41 >0y S € R

tal que
conv({(a,u(a)):a € A}) C H:={ve R :q-v=p}.
Si definimos p = (— il ,— ki ey — L - ) € IR", entonces para cada a € A se
n+1 Gn+1 dn+1
cumple
uw(a) —p-a = u(a)— (— eI . & ) ‘a
n+1 Gnt1 An+1
1
== (qn+1u(a) + (Q17 qz, - .. 7Qn) 1 (Z)
qn+1
1
= q- <a7 U(CL))
qn+1
_F (constante)
Qn+1
Por lo cual,

u(a) —p-a=u(r)—p-x, Va,z € A.

Por lo tanto, D,(p) = A y ademds dim(conv(D,(p))) = dim(conv(A)). Luego, si o
es una celda del complejo de demanda para u, entonces existe algin p’ € IR"™ tal que

o = conv(D,(p')). Como D,(p") C D,(p) = A, entonces obtenemos que
o = conv(D,(p')) C conv(D,(p)) = conv(A).

Por lo cual, cada celda o del complejo de demanda para u, esta contenida en la r-celda
conv(D,(p)) del complejo de demanda para wu.

Caso 2: dim(conv({(a,u(a)) : a € A})) = dim(conv(A4)) +1 <n+ 1.

Si 2’ € A es una cesta unicamente demandada, entonces existe algin p’ € IR" tal que
D,(p) = {2}, por lo cual, conv(D,(p")) = {2’} y ademds dim(conv(D,(p))) = 0.
Entonces, el politopo conv({(a,u(a)) : a € A}) tiene caras propias de todas las di-

mensiones, desde cero hasta r = dim(conv(A)). Sea o una celda del complejo de
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demanda para wu, entonces existe alguin p € IR™ tal que 0 = conv(D,(p)), por lo
cual, 6 = {(z,conv(u)(x)) : © € Deonvw)(p)} es una cara expuesta del politopo
conv({(a,u(a)) : a € A}). Luego, & es igual a la interseccién de todas las r-caras
del techo de u que contienen a &. Por consiguiente, existe algin p € IR" tal que ¢ esta

contenido en la r-cara expuesta ¢ = {(z,conv(u)(x)) : © € Deonv(w) (D)}, es decir,

0 = {(x,conv(u)()) : € Deony(u)(p)} C & = {(z,conv(u)(x)) : € Deonv(w) (D)}

Entonces

Dconv(u) (p) C Dconv(u) (p) :

Luego, por el teorema 2.4.1, obtenemos
o = conv(D,(p)) C conv(D,(p)).

Por lo cual, la celda ¢ del complejo de demanda para u estd contenida en la r-celda
conv(D,(p)) del complejo de demanda para wu.

Entonces, en cualquiera de los dos casos posibles se cumple que toda celda del
complejo de demanda para u, estd contenida en alguna r-celda del complejo de demanda
para u. Por lo tanto, el complejo de demanda para u, de(u), es un complejo poliedral

racional r-dimensional, donde r = dim(conv(A)). 0

2.7. Dualidad entre el complejo de demanda para
u 'y el complejo de precios ponderado de u

Sea o una celda del complejo de demanda de u (o € dc(u)), entonces existe algin
p € IR" tal que
o = conv(D,(p)).

Para esta celda del complejo de demanda de u, asociemos la celda del complejo de

precios de u, C,, definida por

Co :={q € R": Dy(p) € Du(q)} € pc(u).

Notemos que, si p* € IR"™ es un vector de precios distinto de p, tal que o = conv(D,(p*))
entonces {¢ € R" : D,(p) C Dy(q)} = {q € R" : D,,(p*) C D,(q)}. De esta manera, la

siguiente funcién esta bien definida

Fy:dce(u) — pc(u)

o +— Fylo):=0C,
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Proposicién 2.7.1 La funcion F,; es biyectiva.

Demostracion: Primero demostramos que la funcién Fj es inyectiva. Sean o, 6 € dc(u)
tal que Fy(o) = C, = Cs; = Fy(6), mostraremos que 0 = ¢. Como o, ¢ € dc(u)
entonces existen p, p € IR" tal que o = conv(D,(p)) y ¢ = conv(D,(p)). Se cumple
que D,(p) = D,(p), puesto que por hipdtesis tenemos que p € C, = Cj, entonces
D, (p) C D,(p). Ademés, dado que p € C5 = C,, obtenemos que D, (p) C D,(p). Esto
nos permite concluir que o = conv(D,(p)) = conv(D,(p)) = &.

Ahora probaremos que la funcién Fj es sobreyectiva. Sea C' € pc(u) entonces por el
lema 2.3.1, C = {p € R" : D,(p°) € D,(p)}, para algin p° € ri(C). Definimos

o = conv(D,(p°)), entonces Fy(o) = C'. Por lo tanto, Fy es sobreyectiva. O

Por el teorema 2.3.4, para cada celda C' del complejo de precios de u (C' € pe(u)),

podemos asociar la celda del complejo de demanda de u, oo, definida por
oc = conv(D,(p°)),

donde p° € ri(C). Ademds, por este mismo teorema, la celda del complejo de demanda,

o¢, no varia. Por lo tanto, la siguiente funcion esta bien definida.

F, :pc(u) — dc(u)
C — F,(C):=o0¢

Proposicién 2.7.2 F, es la funcion inversa de Fy.

Demostracion:

i) Sea C' € pc(u) entonces

(Fao 15)(C) = Fa(Fy(C))
= Fy(conv(D,(p°))), donde p° € ri(C)
= {pe R":D,(p°) C D,(p)}, donde p° € ri(C)
= (C, porellema 2.3.1

ii) Sea ¢ € dc(u) entonces existe algin p € IR™ tal que 0 = conv(D,(p)). Luego,

(Fpo Fy)(o) = Fy(Fu(o)) = Fp(\{q € R": Di(p) - Du(Q)}) (2.30)

Cs
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Afirmacién: D, (p) = Du(q°) , V¢° € 1i(Cy).
En efecto, para cada ¢° € ri(C,) C C, se cumple que D,(p) C D,(¢°). Adems4s,

-
C D,(p), para cada

dado que p € C,, por el lema 2.3.1 concluimos que D, (¢°)
q° € ri(C,). Por lo tanto, D, (p) = D.(q°) , V¢° € ri(C,).

Luego, de la afirmacién concluimos que p € ri(C,). Entonces, en (2.30) obtenemos

(F, 0 Fy)(o) = conv(D,(p)) = o.

Por lo tanto, F, es la funcién inversa de Fj. O

Teorema 2.7.1 (Dualidad) Ezxiste una correspondencia biyectiva entre el complejo
de demanda para u, de(u), y el complejo de precios ponderado de u, pc(u), que asocia:
vértices del complejo de demanda para uw con cerraduras de UDRs de u; bordes del
complejo de demanda para u con facetas ponderadas del LIP, L,; y k-celdas o del
complejo de demanda para u con (n — k)-celdas C, del complejo de precios de u, para
1 < k < dim(conv(A)); tal que

1) o = conv(D,(p°)) si y solo si p° € ri(C,).

2) C, ={pe R":0 Cconv(D,(p))}

3) Relaciones de inclusion inversa: o C ¢ si y solo si Cy C Cl.
4) (¢g—p)-(y—2)=0, Vpgel,, Va,y€o.

5) Tal correspondencia hace que las facetas F, del LIP esten asociadas a bordes o

(del complejo de demanda para u) de longitud w,(F,).

Demostracion: De las proposiciones 2.7.1 y 2.7.2 es claro que existe una correspondencia
biyectiva entre dc(u) y pc(u). Ademds, por las proposiciones 2.6.3 y 2.6.4 se obtiene
que esta correspondencia biyectiva asocia vértices del complejo de demanda para u con
cerraduras de las UDRs de u.

Sea ¢ = conv(D,(p°)) una k-celda del complejo de demanda para u, con 1 < k <

dim(conv(A)); entonces

Co={p€ R":D,p°) C Dy,(p)}, donde p° e ri(C,). (2.31)

Supongamos que D, (p°) = {z!, z*

,...,x™}, entonces
C,={peR":2',...,.2™ € D,(p)};
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es decir,

Co={peR" : p-(z' —2") =u(@) —u(), Vi,i=1,2,...,m;
p- (2" —a) <u(a') —ula),Vi=1,2,...,m y
Vae A\ D,(p°) }. (2.32)
Por lo cual,

aff(C,) ={pe R":p- (2 — 2") = u(2") —u(a"), VI,i=1,2,...,m con i#I}.

Dado que o = conv(D,(p°)) es k-dimensional, concluimos que hay k vectores lineal-

mente independientes de la forma z' — z'. Por lo tanto, dim(C,) =n — k.

1)

2)

De las proposiciones 2.7.1 y 2.7.2 concluimos que o = conv(D,(p°)) si y solo si

p° € ri(C,).

Sabemos que C, = {q € R" : D,(p°) € D,(q)}, donde p° € ri(C,). Luego,
para cada g € C,, se cumple que o = conv(D,(p°)) C conv(D,(q)). Por lo cual,
C, C{p e R": o C conv(D,(p))}. Por otro lado, sea p* € {p € R" : ¢ C
conv(D,(p))} fijo y arbitrario.
Afirmacién: D, (p°) C D,(p*).

En efecto, para cada = € D,(p°) se cumple que
x € 0 = conv(D,(p°)) C conv(D,(p")).

Luego, por el teorema 2.4.6, x € D, (p*). Por lo tanto, D,(p°) C D,(p*).

De la afirmacién obtenemos que p* € C,. Por lo tanto, C, = {p € R" : 0 C
conv(D,(p))}.

(=):

Supongamos que o C &. Por el item 2) de este teorema, para cada p* € C; =
{p € R": 6 C conv(D,(p))} se cumple que o C ¢ C conv(D,(p*)). Entonces,
p*€Cy={p€R":0 Cconv(D,(p))}. Porlo tanto, C; C C,. Ademsds, por la
proposicién 2.7.1, Cs € C,.

(<) :

Supongamos que C5 C C,. Sea p° € r1i(C5) C Cs C C,, entonces por el lema
2.3.1 se cumple que D,(p°) C D,(p°), donde p° € ri(C,). Por consiguiente,
o = conv(D,(p°)) C conv(D,(p°)) = 6. Ademds, por las proposiciones 2.7.1 y
272, 0C 0.
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4) De (2.31) y (2.32), obtenemos que
p- (2" —2") =u(@") —ul2'), Vi,l=1,2,....,m y ¥VpeC,.
Por lo cual,
(g—p)- (2" —2")=0,Vi,l=1,2,....m y Vp,q€C,. (2.33)

Sean x, y e o = conv(D, (po)), entonces existen )\1,)\2, o m,ﬁl,ﬁg, oo, B €

[0, 1] con Zkk—lyZﬁk—l tal que x—ZAkx ey—Zﬁkx Luego,

para cada p, q e C, se cumple

(g—p)-(y—2) = (é@ kzmj )
-y (kzm;ﬁx —z! + 2 —Z)\kaz>
- (égkm —Zﬁkx +Zm —Zm>
= (¢—p) (iﬁk(gy —x1)+:1 /\k(azl—xk)>
- Zm:ﬁk(q—p) (zF — " Zm: (z' — 2").

Siguiendo (2.33) se concluye, (¢ —p)-(y—x)=0, Vp,qeC,,Vx,y€o.

5) Sea F, una faceta de L,, entonces existen dos cestas = y 2/ tnicamente deman-
dadas una en cada lado de F,. Ademés, {z,2'} C D,(p°), para todo p° € ri(F}).
Luego, por las proposiciones 2.6.3 y 2.6.4, las cestas x, 2’ son los extremos del bor-

de o = conv(D,(p°)). Adicionalmente, por lo obtenido en la demostracién de la

1
proposicién 2.3.6 tenemos que vy, = ———(z —1') es un vector entero primitivo
wy (Fy) ,
—x
normal a F,. Por consiguiente, la longitud del borde o es ——— lle = 2"} = wy(F,). Por

lo tanto, facetas F, de £, estan asociadas a bordes o (del complejo de demanda

para u) de longitud w,(F,).

O

Para ilustrar el teorema de dualidad, recordemos el LIP, las regiones de demanda

unica y las celdas del complejo de demanda de la valoracion u del ejemplo 2.2.3
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(a) UDRs y LIP de u
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O % O =
0 1 2 Xy

(b) Celdas del complejo de demanda para u

Figura 2.20: El complejo de precios de u y el complejo de demanda para u
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De la figura 2.20 observamos que las 0-celdas del LIP de u, C, = {(4,8)}, Cy =
{(1,2)} y C5 = {(0,1)} son duales a las 2-celdas de colores marrén claro, amarillo y
verde claro del complejo de demanda para wu, respectivamente. Las nueve facetas de
L, de la figura 2.20(a) son duales a los nueve bordes del complejo de demanda para
u de la figura 2.20(b), con el color correspondiente. Cada una de las siete UDRs de u,
alrededor del LIP de la figura 2.20(a), es dual a alguna de las siete cestas representadas
en los circulos blancos de la figura 2.20(b), los cuales son los siete vértices del complejo
de demanda para u.

Notemos que el borde horizontal de color azul claro en la parte inferior del complejo
de demanda para u pasa a través de una cesta y tiene longitud 2 (en el sentido de la
definicién 2.6.3, parte 3). Este borde es dual a la faceta vertical de color azul claro del
LIP de u, que correspondientemente tiene peso 2, y asi estd etiquetada. Por otro lado,
todos los demas bordes de este complejo de demanda de u tienen longitud 1 y todas
las demaés facetas del LIP de w tienen correspondientemente peso 1.

Como observamos en el ejemplo 2.6.2, ni la cesta de color gris ni la cesta de color
negro son vértices del complejo de demanda para u, ya que ninguna de las dos cestas es
unicamente demandada a ningun vector de precios, por lo que tampoco corresponden
a ninguna UDR de w.

Por otro lado, el teorema 2.4.6 y el item 1) del teorema de dualidad nos permiten

caracterizar el conjunto de precios a los que una cesta x es demandada:

Corolario 2.7.1 Supongamos que o es la minima (en el sentido de la inclusion) celda
del complejo de demanda para w tal que x € o, y que x es una cesta de consumo

demandada a algin vector de precios. Entonces, x € D, (p) si y solo si p € C,.

Demostracion:

(=):

Si z € D,(p), entonces x € conv(D,(p)). Luego, dado que o es la minima celda del
complejo de demanda para u tal que x € o; entonces se cumple o C conv(D,(p)). Por
el item 2) del teorema 2.7.1, concluimos que p € C, = {q € R" : ¢ C conv(D,(q))}.
(<) :

Si p € C,, entonces por el item 2) del teorema 2.7.1 obtenemos o C conv(D,(p)).
Luego, dado que la cesta x es demanda y x € o C conv(D,(p)), por el teorema 2.4.6

concluimos que = € D, (p). O

Por 1ltimo, para cualquier complejo de demanda tinico, existen multiples LIPs pon-
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derados que satisfacen las correspondencias y relaciones de ortogonalidad del Teorema
de Dualidad. Por lo tanto, es natural agrupar todas las valoraciones cuyos complejos

de demanda son iguales o difieren solo por un cambio constante en alguna cesta, x.

Definicién 2.7.1 Dos wvaloraciones u y u' tienen el mismo tipo combinatorio, si
ellas tienen el mismo complejo de demanda, 6 si existe algiun x € Z" tal que o € dc(u)

si y solo si {x} 4+ o € de(u).

Antes de terminar esta seccién daremos algunas observaciones y/o comparaciones
acerca de trabajar en el espacio de precios o en el espacio de cantidades. Por ejemplo,
el Teorema de equivalencia valoracién-complejo se aplica tinicamente en el espacio de
precios. En el espacio de cantidades, por el contrario, no es cierto que todas las formas
de subdividir conv(A) en un complejo poliedral racional produzcan un complejo de
demanda.

Ademas, los LIPs nos muestran los vectores de precios reales a los que se demandan
las cestas, mientras que un complejo de demanda solo nos muestra conjuntos de cestas
entre los cuales el agente es indiferente para algunos vectores de precios.

Consideramo que la forma mas facil de calcular el LIP de una valoracién especifica
es a menudo encontrando primero el complejo de demanda (por ejemplo, es facil pasar
de la regla de correspondencia de la valoracién u del ejemplo 2.2.3 a la Figura 2.19 y
luego, usando la dualidad, a la Figura 2.20(a)).

Por lo tanto, el hecho de que las diferentes representaciones sean ttiles en diferen-
tes contextos hace que la capacidad de moverse facilmente entre ellas, utilizando la

dualidad, sea muy valiosa.

2.8. Tipos de demanda D

Hemos visto que los vectores normales de las facetas del LIP describen cémo cambia
la demanda entre las UDRs. Por lo tanto, ellas dan todas las direcciones posibles de
cambio en la demanda (si las hay) que pueden resultar genéricamente de un pequeno
cambio en los precios. Asi que, es por esta razén que clasificamos las valoraciones en

“tipos de demanda” de acuerdo a los vectores normales de las facetas del LIP.

Definicién 2.8.1 Sea D C Z" un conjunto de vectores enteros primitivos no nulos,
tal que si v € D entonces —v € D. El tipo de demanda definido por D comprende

valoraciones u tales que cada faceta de L, tiene un vector normal en D.
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Ejemplo 2.8.1 Del ejemplo 2.5.1, obtenemos que la valoracion u del ejemplo 2.2.2,
es del tipo de demanda D = {£(1,0), £(0,1), £(1,—-2)}.

Ejemplo 2.8.2 También se puede probar que la valoracion u del ejemplo 2.2.1, es del
tipo de demanda D = {£(1,0), £(0,1), £(—1,1)}.

Observacion 2.8.1 Una valoracion u es de cualquier tipo de demanda D que contenga
a los vectores normales de las facetas de su LIP. No nos restringimos a considerar el
minimo (en el sentido de la inclusion) de tales cojuntos, es decir, si la valoracion u
es del tipo de demanda D y D C Z"™ es un conjunto de vectores enteros primitivos no
nulos tal que si v € D entonces —v € D, y ademds D C D; entonces u es del tipo de
demanda D.

Proposicién 2.8.1 Cada tipo de demanda definida por un conjunto finito de vectores

enteros primitivos, D, es el minimo tipo de demanda para alguna valoracion.

Demostracion: Supongamos que |D| = 2d < +oo y D = {+v!, +0% ..., +vi}.

Definimos la coleccion II, cuyos elementos son conjuntos de la forma

C= (ﬂ{pGR”:p-vl:O}>ﬂ(ﬂ{pER”:p-vl§0}>
N (ﬂ{pEB":p-UIZO}) (2.34)

1€Q
donde {1,2,...,d} = AUT UQ, los conjuntos A, I' y Q son disjuntos dos a dos; y
siempre A # (). Por lo tanto, C' es un poliedro convexo racional.
Afirmacién: IT es un complejo poliedral racional.
Segun la definiciéon C.6.3, para demostrar que II es un complejo poliedral racional,

debemos mostrar lo siguiente:

i) Sea C' € II, entonces una cara propia de C' es un subconjunto de C' en el cual al
menos una de las desigualdades que aparece en (2.34) se cumple con igualdad.

Por lo tanto, cada cara propia de C' también pertenece a II.

ii) Sean C' € IT y C € II, entonces

C = (ﬂ{peﬂi’”:pml:O})m<ﬂ{p€ﬂ%nzp~vl§0}>

leA lel’

N (ﬂ {peR":p-v' > 0}) (2.35)

leQ
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C = ﬂ{pER”:p'vl:O} ﬂ ﬂ{peﬂi’”:p'vl§0}

leA lel

N(Nper :p-o' >0} (236)

e

donde {1,2,...,d} = AUTUQ = AUTUQ, los conjuntos A, T' y ©Q son disjuntos
dos a dos, con A # 0; y los conjuntos A, I' y Q son disjuntos dos a dos, con

A # 0. Notemos que 0 € C' N C, por lo cual C N C # (. Luego, obtenemos que

cncC = ﬂ {pe R":p-v' =0} ﬂ ﬂ {pe R":p-v' =0}

leANA leAnm

ﬂ {peR":p-v' =0} ﬂ m {peR":p-v' =0}

| leANQ lernA

| lernD lern

M
ﬂ m{PGRnip'UZSO} ﬂ ﬂ{pER”:p-vl:O}
M

ﬂ {pe R":p-v' =0} ﬂ ﬂ {pe R":p-v' =0}

EE leQnm

| N fper :p-v'20}

| 1eQnQ

Si denotamos a (ANA)UANT)UANQUTNAUTNQ)UQNA)UQNT)

por A, obtenemos

cnc = ﬂ{pER”:pml:O} ﬂ ﬂ{pER”:p«UZSO}

leA lernm

Nl ) el :p-v' >0}

1eQn$

donde {1,2,...,d} = AU (T NT)U (2N Q), los conjuntos A, TNT y QN son
disjuntos dos a dos; y ademas A # (). Por lo cual, C'N C ey ademss C N C es
una cara de C'y de C.
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Por otro lado, si C' € II entonces, por (2.34), dim(C') < n—1. Ademds, existen algunas
celdas de II que tienen dimension n — 1; y por como han sido definidos los elementos de
IT, cualquier celda de IT esta contenida en alguna (n — 1)-celda de II. Si a cada (n —1)-
celda F' de II le asignamos peso w(F) = 1, obtenemos que (II,w) es un complejo
poliedral racional ponderado (n — 1)-dimensional en IR".

Notemos que la unién de todas las celdas C' € II es igual a la union finita de los

hiperplanos H; := {p € IR" : p-v' = 0}, donde [ = 1,2, ..., d. Denotemos a esta unién

d
por L = U H;.
1=1

Luegoj cada (n — 2)-celda G de II es igual a la interseccién de los hiperplanos Hi,
H,, ..., Hj, donde 2 < k < d. Para cada uno de estos hiperplanos H;, existen dos
(n — 1)-celdas Fj; y Fj» de II tal que cada una de ellas contiene a G. Sin pérdida de
generalidad podemos considerar que los vectores normales enteros primitivos a Fj; y

!, respectivamente. Por consiguiente,

Fioson vy —v
k k k k
S wEa)' + Y w(FL) () =Y 1 x o'+ Ix (=) =D (=) =0
1=1 1=1 1=1 1=1 I=1

Por lo tanto, (II, w) es balanceado. Luego, por el Teorema de Equivalencia Valoracion-
Complejo (Teorema 2.5.1), existe un conjunto finito no vacio A C Z™ y una funcién
u:A— IR tal que £, = Ly w, = w. Ademads, D es el minimo conjunto (en el sentido

de la inclusién) tal que u es del tipo de demanda D. O

Por el teorema de dualidad, podemos clasificar de manera equivalente las valora-
ciones de acuerdo con las direcciones de los bordes de sus complejos de demanda.

Decimos que una propiedad se cumple para todo p € IR" “genérico” si se cumple
para todo p en algin subconjunto abierto y denso en IR™. Recordemos que R, (la unién

de todas las UDRs de la valoracién u) es un subconjunto abierto y denso en IR™.

Proposicion 2.8.2 Las siguientes proposiciones son equivalentes para una valoracion

u.

1) u es del tipo de demanda D.

2) Para cualquier t € IR™ y para p € IR™ genérico, si existe un ¢ > 0 tal que
p y p+ et pertenecen a distintas UDRs, y tal que no existe é €10, €] tal que
p + €t pertenece a una distinta tercera UDR, entonces la diferencia entre las

cestas demandadas en p y p+ et es un multiplo entero de algun vector en D.

Demostracion: Ver [2]. O
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2.9. Demanda agregada

Ahora consideremos que hay un ntmero finito J de agentes. Usaremos el superindi-
ce j € {1,2,...,J} para hacer referencia a un agente en particular. En este caso, la
valoracién del j-ésimo agente es de la forma u’ : A7 — IR, donde A’ es un subconjunto
finito no vacio de Z".

Sabemos que la demanda agregada es la suma Minkowski de las demandas indivi-
duales, pero para poder aplicar nuestras técnicas estudiadas, trataremos a la demanda

agregada como la demanda de un solo agente (agente agregado).

Definicién 2.9.1 Una valoracion agregada de {v’ : AV — IR}]_, es una valoracion

J J
U:A— IR con dominio A := ZAj tal que Dy (p) = ZD“j (p), Vp e R".
i=1 j=1

Las valoraciones agregadas no estan definidas de forma tinica. Sin embargo, ésto no
es relevante, ya que los conjuntos de demanda agregada no son ambiguos, las propie-
dades tales como la concavidad de las valoraciones agregadas tampoco son ambiguas,
y el LIP ponderado agregado es unico. Esto se ve reflejado en el simple hecho de que
podemos construir el LIP agregado a partir de los LIPs individuales sin la necesidad
de conocer la forma explicita de U, lo cual es una ventaja importante de agregacion en
el espacio de precios.

Antes de continuar y mostrar algunas propiedades de la valoracion agregada de
un conjunto finito de valoraciones, es importante discutir la existencia de ésta. La
existencia de una valoracién agregada U para un conjunto finito de valoraciones {u’ }3-]:1
se puede demostrar teniendo en cuenta lo siguiente: Consideremos la coleccion I cuyos

elementos son conjuntos no vacios de la forma
J
C = mC’j, donde C; € pc(v’), Vi=1,2,...,J
j=1

Dado que cada complejo de precios pc(u?) es un complejo poliedral racional n- dimen-
sional concluimos que II también sera un complejo poliedral racional n-dimensional. Si
denotamos por II a la subcoleccién de II, conformada por las celdas de II de dimen-
sién menor que n; entonces II serd un complejo poliedral racional (n — 1)-dimensional.
Ademés, dado que II es derivado de complejos poliedrales balanceados, concluimos
que II serd balanceado. Finalmente, aplicando el Teorema de equivalencia Valoracion-

Complejo (teorema 2.5.1), concluimos que la unién de las celdas de II corresponde a
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J

alguna valoracién. Por otro lado, la unién de las celdas de II coincide con U L,y en
Jj=1

el siguiente teorema se mostrara que esta unién de LIPs individuales coincide con el

LIP agregado. Asi que la valoracion encontrada sera una valoracion agregada de las

valoraciones {u}7_,.

Teorema 2.9.1 Dado un conjunto finito de valoraciones {uj}jzl, se cumple que

J
1) Ly =)L
j=1

2) Si F' es una faceta de Ly, entonces wy(F) = Z wyi (F7), donde F es el con-
FicF
junto de todas las facetas de las LIPs individuales L,; que contienen a F.

Demostracion:
1) (S):
Afirmacién 1: Si p € R"™ tal que |Dy(p)| = 1, Vj = 1,2,...,J; entonces

| Dy (p)| = 1.
En efecto, supongamos que D,;(p) = {2/}, Vj =1,2,...,J; entonces

DU(p) = ZDW(p) = {ij}

j=1
Por lo tanto, la afirmacion 1 es valida.

Sea ¢ € Ly fijo y arbitrario, entonces |Dy(q)| > 1. Luego, por la afirmacién

1, existe algun jo € {1,2,...,J} tal que |D,i(q)| > 1, es decir, ¢ € L.
J

Entonces, ¢q € U L,;. Por lo tanto, dado que ¢ era fijo y arbitrario, concluimos
j=1
J
que Lo € | Lo
j=1
(2):
Afirmacién 2: Si p € IR™ tal que |Dy(p)| = 1, entonces |D,i(p)| = 1, Vj =
1,2,...,J.
En efecto, por el método de reduccién al absurdo, supongamos que existe algiun
Jo €{1,2,...,J} tal que |D,s(p)| > 1. Si Dy(p) = {x}, entonces

J
x:ij, donde 2/ € D,i(p), Vji=1,2,...,J.

J=1
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Luego,

J J
T = E 4+ y x= g o+ 2%, con 7, 30 € Dy (p) y T7° # 37°.
j=1 =
J#jo J#jo
Entonces, igualando ambas expresiones para x, obtenemos que z° = 27°; lo cual

es una contradicciéon. Por lo tanto, la afirmacién 2 es valida.
J

Sea q € U L, fijo y arbitrario, entonces existe algin jo € {1,2,...,J} tal que
j=1

q € Lyio; es decir, | D, (q)| > 1. Luego, si suponemos que |Dy(q)| = 1, entonces,

por la afirmacién 2, obtenemos que |D,,(¢q)| = 1; lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, se debe cumplir que |Dy(q)| > 1, es decir, ¢ € Ly. Luego, dado que
J

q era fijo y arbitrario, concluimos que U LSt SO
j=1

Si F' es una faceta de Ly, entonces existird un subconjunto no vacio K C

J
{1,2,...,J} tal que F = (ﬂ Fj> N ﬂ C7 |, donde F; es una faceta del
jeK j=1
LIP L,;; y C7 es una n-celda de pc(u?). Luego, si  y & son las cestas inicamente
demandadas a ambos lados de F, entonces existen cestas 27 y %/ dnicamente

demandadas a ambos lados de F7 y cestas uinicamente demandadas vy’ tal que

J J
C7 =R, (y?), las cuales satisfacen z = Z xl + Z vy &= Z i+ Z y’. Por
JEK j=1 jex j=1
’ j¢K jgK
lo cual, 2 — 2 = Z (! — %) y (x — Z) es un vector entero primitivo nor-
; wy (F)
JEK
1
mal a F' que se dirige desde Ry(x) hacia Ry (7). En consecuencia, m(m —I)
wy
también serd un vector entero primitivo normal a F7 que se dirige desde R, (/)
. . . (F
hacia R,;(#7). De esta manera obtenemos que z/ — &’ = m(F))(x — ). Por lo
wy
tanto,
) Z Wy (F]>
- Wyi (F7) . jekx -
r—1T= ——(r—-F)=——--—(r—17

Entonces wy (F) = Zwuj(F 7). Si cambiamos la notacién y escribimos F para

jek
denotar al conjunto de todas las facetas de las LIPs individuales £,; que contienen
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a F, es decir, F = {F7 : j € K}, obtenemos la igualdad escrita en el enunciado

de este teorema.

O

Corolario 2.9.1 Sea U una coleccion de valoraciones individuales. Todas las valora-
ciones uw € U son del tipo de demanda D si y solo si toda valoracion agregada de cada

subconjunto finito no vacio de U es del tipo de demanda D.

Demostracion:

(=) :

Supongamos que todas las valoraciones u € U son del tipo de demanda D. Sea {u’ }3-]:1
un conjunto finito de valoraciones de U y sea U una valoracién agregada de {u’ }3]:1;
mostraremos que U es del tipo de demanda D. Por el teorema 2.9.1, para cada faceta F’
de Ly existe alguna faceta F; de L,; tal que F' C F;. Como u/ es del tipo de demanda
D entonces la faceta F} tiene vector normal en D. Por consiguiente, la faceta F' también
tiene vector normal en D. Por lo tanto, U es del tipo de demanda D.

(<) :

Sea u € U una valoracién, mostraremos que u es del tipo de demanda D. Consideremos
otra valoracién u’ € U, entonces por hipdtesis, la valoracién agregada U := u+u’ es del
tipo de demanda D. Luego, por el teorema 2.9.1, Ly = L, U L,,. Entonces, para cada
faceta F' de £, existe alguna faceta F' de Ly tal que F C F. Como U es del tipo de
demanda D entonces la faceta F' tiene vector normal en D. Por consiguiente, la faceta

F' también tiene vector normal en D. Por lo tanto, u es del tipo de demanda D. O

Ejemplo 2.9.1 Consideremos una economia en la que hay dos distintos tipos de bienes
indivisibles (es decir, n = 2) y dos agentes “s” y “c” cuyas valoraciones estan definidas
de la siguiente manera
w o {0,1} x{0,1} — R
(21, x2) —  u®(x, T2) := max {40z, 30z,}

w : {0,1} x{0,1} — R
(21, 22) — uf(xy, x2) := min {50z, 502}
Podemos hallar analiticamente el LIP de cada una de estas valoraciones, de manera
andloga a como se hallo el LIP de las valoraciones de los ejemplos de la seccion 2 de

este capitulo. En la siguiente imagen mostramos las representaciones grdficas de los
LIPs de u® y u°.
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P (1,0) 4P
(0,0) demandado (0,0)
(1,0) demandado —50
demandado
demandado
30
0,1) apy
demandado demandado P,
(L 1 40 P (0,1)
demandgd \ demandado
(a) LIP L, (b) LIP L,

Figura 2.21: Representaciones graficas de los LIPs de las valoraciones u® y u®

Luego, por el teorema 2.9.1, la representacion grafica del LIP agregado L, ¢y es

Lo+ 1o |
deingel> SN (RUEREL (0,0) + (0,0)
- demandado demandado
30
20 (0,1) +(0,0)
(1,0) + (1,1) demandado
demandado
(L,1)+(1,1) 3040 0,1)+(0,1) h
(0,1) +(1,1)
demandado demandado

demandado

Figura 2.22: Representacion grafica del LIP agregado L, ¢s.c

Sin embargo, no podemos encontrar el complejo de demanda de una valoracion agre-
gada utilizando solamente los complejos de demanda individuales, ya que un complejo
de demanda no corresponde a una unica valoracion, y la valoracion agregada de un

conjunto finito de valoraciones puede definirse de varias maneras. Para ilustrar ésto,

consideremos un tercer agente

“o k9
C

definida de la siguiente manera

wt o 0,1} x{0,1} — R

(21, 9)
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y ademas la representacion grdfica del LIP de u®* es

(1,0) Py
demandado (0,0)

demandado

P

100 (0,1)
demandado

Figura 2.23: Representacién grafica del LIP L,

Luego, por el teorema 2.9.1, la representacion grafica del LIP agregado L, (s, e« €S
Py

(1,0) + (1,0) | (1,0)+ (0,0)

demandado demandado

(0,0) + (0,0)

demandado

60
(1,0) + (1,1)
demandado
30
(0,1) +(1,1) (0,1) 4 (0,0)
demandado demandado
Py
(1,1) + (1,1) 40 70 %017 0.0
demandado demandado

\

Figura 2.24: Representacion grafica del LIP agregado £, (s
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Por otro lado, las representaciones grdficas de los complejos de demanda duales a los

LIPs ﬁus, £uc; Euc*7 Eu{s,c} Yy Eu{s,c*} son

Xo
1
1 X
(a) Los circulos azules, los  (b) Los circulos rojos, los
segmentos cerrados azu-  segmentos cerrados rojos,
les, y los triangulos cerra- y los triangulos cerrados
dos anaranjado y verde re- verde y amarillo represen-
presentan al dc(u®). tan al dc(u€) = de(u®).

Figura 2.25: Complejos de demandas individuales. Note que en este caso el complejo
de demanda dc(u®) coincide con el complejo de demanda dc(u).

(a) Los circulos azules, los  (b) Los circulos rojos, los seg-
segmentos cerrados azules, y mentos cerrados rojos, y las

las placas cerradas amarillas, placas cerradas amarillas, ver-
magentas y verde representan des y morada representan al
al dc(ufse}) de(utse )

Figura 2.26: Complejos de demanda agregada

Como podemos ver los complejos de demanda de las valoraciones u® y u® son iguales
pero los complejos de demanda agregada de(ul®<t) y de(ul**}) son diferentes. Por lo

tanto, no existe un unico complejo de demanda agregada correspondiente a los complejos

de demanda de las figuras 2.25.
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2.10. El Teorema de Unimodularidad

En esta seccién enunciamos y demostramos el teorema de unimodularidad y algu-
nos corolarios inmediatos, asi como el papel que desempena la unimodularidad en la
existencia del equilibrio. Por este motivo empezamos enunciando una nocién estandar
de equilibrio competitivo. En la economia, que sirve de escenario para definir nuestro
equilibrio competitivo, suponemos que los agentes involucrados no poseen dotaciones
iniciales. Esto se debe a que la nocién de equilibrio que estudiamos, tiene su origen en

un modelo de subasta donde la oferta del mercado esta disenada por un decisor central.

Definicién 2.10.1 Un equilibrio (competitivo) para un conjunto finito de valoraciones
{v/ : AV — R}/, y una oferta de mercado x € Z", consiste de un vector de precios

p € R" y asignaciones {2’ }7_, tal que

J
i) :L’:ij.
j=1
it) ¥ € Dyi(p), Vi€ {1,2,...,J}.

Como podemos ver, un equilibrio es definido por un vector de precios p € IR" tal
que la oferta x € Z™ pertenece al conjunto de demanda agregada de las valoraciones

individuales, es decir,
J J
x=Y ' €Y Dy(p) = Dylp)
j=1 j=1

Proposicién 2.10.1 Sean {u/ : A7 — ]R};’:1 un conjunto finito de valoraciones y
U : A — IR una valoracion agregada de {u/ : A7 — ]R}jzl entonces se cumple que:
U es concava si y solo si, existe un equilibrio (p,{27}]_,) para {u7}]_, y para cada
J
x € convy(A), donde A = Z A,
j=1
Demostracion:
(=):
Supongamos que U es céncava, y sea = € convy(A) fijo y arbitrario. Aplicando el teo-

rema 2.4.2 a la valoracion agregada U, obtenemos que existe algin p € IR™ tal que x €

J
Dy (p). Ademés, por la definicién de valoracién agregada, tenemos Dy (p) = Z D,i(p).
j=1
J
Por lo cual, para cada j € {1,2,...,J}, existe algin 27 € D,;(p) tal que z = ij.
j=1
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J
Jj=1

De este modo, (p, {x? ) es un equilibrio para {uj}j:1 y x € convy(A).
(<) :
Sea z € convz(A) fijo y arbitrario, entonces por la hipdtesis existe un equilibrio
(p, {a7}_)) para {u/}/_| y = € convz(A), es decir,
J
x = Z:pﬂ y o €Dy p),Vie{l,2,....J}

i=1

J
Por la definicién de valoracién agregada, tenemos que Dy (p) = Z D,;(p). Por consi-
j=1

guiente, = € Dy (p). Luego, por el teorema 2.4.2, la valoracién agregada U es céncava.
O

En este contexto, las ofertas de mercado = € convy(A), son llamadas “cestas de
oferta relevante”.

En el primer lema necesario para demostrar el teorema de unimodularidad, mos-
traremos que existe equilibrio para un conjunto finito de valoraciones y una cesta de
oferta relevante, centrandonos solo en las intersecciones de los LIPs individuales: sabe-
mos que el equilibrio siempre existe, es decir, cada cesta de oferta relevante es demanda
a algun precio si y solo si, cualquier valoracién agregada es céncava, ésto es si y so-
lo si, el conjunto de demanda agregada es convexo-discreto a cada vector de precios.
Pero veremos en este lema que solo necesitamos verificar la convexidad discreta de los
conjuntos de demanda agregada a los precios en los que dos o mas agentes tienen una

demanda no-unica.

J

Lema 2.10.1 Para un conjunto finito de valoraciones céncavas {w : AV — IR}]_,,

existe un equilibrio para cada cesta de oferta relevante x € convy(A), si y solo si
convyz(Dy(p)) = Dy(p) , Vp € LyiNLy , Vi k=1,2,...,J con j#k. (2.37)

Demostracion:

(=)

Por definicién de equilibrio, tenemos que para cada = € convy(A) existe un par
(q, {xj}jzl) tal que

J
x:ij y 2' € Dyi(q), Vje{l,2,...,J}.

J=1
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J J

Por consiguiente, x = ij € ZDuj(q) = Dy(q). De esta manera, para cada x €
j=1 j=1

convz(A) existe un ¢ € IR" tal que x € Dy(q). Luego, aplicando el teorema 2.4.2 a

la valoracién agregada U, concluimos que U es concava. Por lo tanto, por el teorema
2.4.3, Dy(p) es convexo discreto para todo p € IR™. En particular, Dy(p) es convexo

discreto para todop € L, NLyx , Vi, k=1,2,...,J con j # k; es decir,
convy(Dy(p)) = Du(p) , Vp € LyiNLy , Vi k=1,2,...,J con j#k.

(<) :

Primero mostraremos que convy(Dy(p)) = Dy(p) , Vp € IR"™.

Caso 1: De la demostracion del item 1) del teorema 2.9.1 obtenemos que el conjunto de
demanda agregada Dy (p) consiste de una tnica cesta si y solo si todos los conjuntos de
demanda individual D,;(p) también son conjuntos unitarios. Luego, para cada p € IR™

tal que |Di(p)|=1,Vj=1,2,...,J, se cumplirda que |Dy(p)| = 1. Por consiguiente
convz(Dy(p)) = conv(Dy(p)) N Z" = Dy(p) N Z" = Dy(p). (2.38)
Caso 2: Sea p' € IR™ tal que existe un jo € {1,2,...,J} para el cual se cumple

[Dun (@) >1 y  [Dw(@) =1, Vj# jo.

= Z Dy (p') + conv(D, (p")) (2.39)

Afirmacién: Dy (p )+ conv(D, (p') | NZ".

M&
OH
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En efecto, si z € Dy(p'), entonces

J
Por consiguiente, x € Z D (p') + conv(D, (p)) | NZ".

S,
Nl
ISkian

B

Por otro lado, si = € Dy (p") + conv(D,io (p')) | NZ" entonces x € Z" y x =

S,
Sl
s

J

[=}

J
Za:j + 27 donde D,;(p') = {27}, Vj # jo v 2% € conv(D,i (p')). Luego, 27° =
-1
J'J#jo

J
T — Z x? € Z". Por lo cual, 2° € conv(D,,(p')) N Z" = convy (D, (p')). Dado que
j=1
- JFdo '
u’® es concava, por el teorema 2.4.3, concluimos que 2° € D, (p'). Por consiguiente,
x € Dy(p).

Luego, de (2.39) y la afirmacién, concluimos que

J
Dy(p) = Z D (p") + conv(D,i (p')) | NZ" = conv(D,(p")) N Z" = convy(Dy(p'))

J#Jo
(2.40)
Por lo tanto, de (2.37), (2.38) y (2.40) concluimos que

convy(Dy(p)) = Duy(p) , Vp € R"
y por el teorema 2.4.3, U es concava. Luego, por la proposicién 2.10.1, existe un equi-

librio para cada cesta de oferta relevante x € convy(A). O

De ahora en adelante, algunas veces la valoraciéon agregada para un conjunto finito

k_,, serd denotada por utl:3-#},

de k valoraciones {u’ : A7 — IR}
Definicién 2.10.2 Sean u' y u? dos valoraciones de dos agentes distintos.

1) La interseccion de L, y L2 es transversa enp € L, NLyz2, si dim(C1+C?) = n,
donde C es la minima celda (en el sentido de la inclusion) de L,; que contiene

a p, para j =1,2.

107



2) La interseccion de L1 y L2 es transversa, si L, N L2 es transversa en cada

punto p € L, N L.

3) La interseccion de {L,; }é?zl es transversa en p, si la interseccion de L, z...53 Y

L+ es transversa en p € L g.e....53 N Lyi+1, para todo j =1,2,... k—1.

Por ejemplo, en dimensién 2, dos rectas que se cruzan en un solo punto se intersecan
transversalmente. Sin embargo, dos rectas coincidentes no se intersecan transversalmen-
te, y tampoco una recta que atraviesa una 0-celda (un punto del plano) se intersecan
transversalmente. En dimensién 3, una 1-celda y una faceta que se cruzan en un solo
punto, se intersecan transversalmente. Dos facetas que se intersecan a lo largo de una
linea recta, se intersecan transversalmente. Tres facetas que se intersecan en un solo
punto, se intersecan transversalmente.

Es importante destacar que la transversalidad de las intersecciones de los LIPs es

genérica:

Lema 2.10.2 Para cualesquiera valoraciones u' y u? con LIPs L, y L2, respecti-
vamente; y v € IR" genérico, se cumple que la interseccion de L1 y L2 + {€v} es

transversa, para todo € > 0 suficientemente pequeno.
Demostracion: Ver [4]. O

Lema 2.10.3 Si no existe equilibrio para las valoraciones u' : A* — IR yu? : A2 - IR,
y alguna cesta de oferta relevante ¥ € convz(A' + A?), entonces para cualquier v € IR"
y para todo € > 0 suficientemente pequeno, tampoco existe equilibrio para la cesta de
oferta relevante & € convy(A' + A?) y las valoraciones u' y u?9, donde u?(z) =

u?(x) +ev- .
Demostracion: Ver [2]. 0

Proposicion 2.10.2 Si existe equilibrio para cada par de valoraciones concavas de tipo
de demanda D, cuya interseccion de LIPs es transversa; y para cada cesta de oferta
relevante, entonces existe equilibrio para cada par de valoraciones concavas de tipo de

demanda D y cada cesta de oferta relevante.

Demostracion: Por el método de reduccion al absurdo, supongamos que existe un par
de valoraciones céncavas u! : A' CZ" — Ry u?: A2 C Z" — IR de tipo de demanda

D, y una cesta de oferta relevante x € convz(A! + A?) tal que no existe equilibrio para
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ellos.
Para el primer vector canénico v = (1,0,...,0) € IR" y para un € > 0 suficientemente
pequeno, definimos la valoracion
wld o A2 — R
a — vld(a) :=u*a)+ev-a

Luego, dado que el LIP de u? es £ 2 = L2 + {ev}, concluimos que la valoracién
1?9 es de tipo de demanda D. Por otro lado, definimos la funcién

w : conv(A?) — R

a — w(a) = conv(u?)(a) +€v-a

Afirmacion 1: w es céncava.

En efecto, sean a, a € conv(A4?) y A € [0, 1], entonces por la concavidad de conv(u?)

tenemos que

w(Aa+ (1 —N)a) conv(u?)(Aa + (1 — N)a) +ev- (Aa+ (1 —N)a)
Aconv(u?)(a) + (1 — Nc onv( @) +ev-(Ma+ (1—Na)
A [conv(u?)(a) + v - a] + A) [conv(u?)(a) + ev - @]

= Aw(a) + (1 —Nw(a)

v

Afirmacién 2: u?l9(a) = w(a), Ya € A%

En efecto, dado que u? es céncava, obtenemos
u?¥(a) = u?(a) + ev - a = conv(u?)(a) + €v-a = w(a), Ya € A%
Luego, de las afirmaciones 1 y 2, concluimos que
conv (v (a) < w(a), Ya € conv(A?).

Por consiguiente,
u?¥(a) = conv(u?¥)(a), Ya € A%

2[¢]

Entonces, u*'9 es concava.

2ld son céncavas y de tipo de demanda D. Luego,

De esta manera tenemos que u! y u
por el lema 2.10.2, la interseccion de L1 y L£,21q es transversa. Finalmente, por el lema
2.10.3, tampoco existe equilibrio para la cesta z y las valoraciones u' y v?!; lo cual
es una contradiccion con la hipétesis de este corolario. Por lo tanto, existe equilibrio
para cada par de valoraciones concavas de tipo de demanda D y cada cesta de oferta

relevante. O
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Otra propiedad de las intersecciones transversales que sera importante para la de-
mostracion del teorema de unimodularidad, esta referida a los cambios entre las cestas
(que estén en direcciones “fundamentalmente diferentes”, en un sentido que aclarare-

mos en el corolario 2.10.1) a cualquier vector de precios de estas intersecciones.

Definicién 2.10.3 El subespacio generado por los cambios en la demanda
asoctado a la celda del complejo de demanda, o, es el conjunto de combinaciones lineales

de los vectores de {y — x : x,y € o}. Este subespacio vectorial serd denotado por K,.

Lema 2.10.4 Para un conjunto finito de valoraciones {u', u*,..., u’}, yp € IR", es-
cribimos 07 = conv(D,; (p)) y 07 = conv(Dy(p)), donde U es una valoracion agregada

de {ut, u?,..., u'}. Se cumple

J
1) o7 = Zaj.
=1

J
2) K,7 = ZKUJ.
j=1

3) Si los LIPs {L, 3-]:1 se intersecan en p € IR", entonces la interseccion de
J J
{L. }3]:1 es transversa en p € ﬂ L, siy solo si K,7 = @Koj.

j=1 j=1

Demostracion:

1) 0/ = conv(Dy(p)) = conv (Z D, (p)) = Zconv(Duj (p)) = Zo‘j.
2) (9):

Sea z € K,7, entonces existen A\, \a,..., A\ € IR, o', 2%,..., 2™ € 07 y ¢,
m
v ... ym € ol talque z = Z M\i(y' — 2"). Luego, para cada z°, existen a™/ € o7,

=1

j=1,2,...,J; y para cada y*, existen b*/ € 07, j = 1,2,...,J; tal que

J J
xt = Z at’ y yi = Z bid,
j=1

j=1
Entonces
m J J J m J
2= X\ <Z b= ai’j) =D ) N —d) e K,
i=1 j=1 j=1 j=1 i=1 j=1
G;(raj
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J
Por lo cual, K,7 C ZKUj'

()
J J

Sea z € E K ,;, entonces existen 2/ € K,; tal que z = E 27, Luego, para cada
J=1 Jj=1
27, existen Ay j, Ao, ..o, Ay € IR, bl %I amad oyl oy y™id € o tal
mj J  my
que 27 = E Aij(y"? —x"). Luego, z = E E Aij(y"™? — x"7). Notamos que
i=1

j=1 i=1

yi,j _ l‘i’j — (yi,l S yi,j—l + yi,j 4 yi,j—i-l 4o+ yz,{)

coJ
— (G T Ty ),
coJ

mj

Entonces Z)\m (y"7 — ") € K,7. Dado que K, es un subespacio vectorial,

i=1
J my J
concluimos que z = Z Z )\i,j(yi’j —1") € K,z. Por lo cual, Z K, C K,7.
j=1 i=1 Jj=1
3) Caso 1: J =2

Sean k' = dim(¢’/) = dim(K,;), para cada j = 1,2; y k7 = dim(¢7) =
dim(K,7). Luego, dado que K,7 = K,1 + K2, obtenemos

dim(K,7) = dim(K,1) 4+ dim(K,2) — dim(K,1 N K,2)

es decir,
k7 = k' + k> — dim(K,: N K,2) (2.41)

Por otro lado, también tenemos que
dim(Cg1 -+ 002) = dim(Cgl) -+ dim(ng) - dim(OUJ)

es decir,
dim(Cyr + Cyp2) = (n — k') + (n — k?) — (n — k7).

Luego, la interseccién de L,1 y L,2 es transversa en p € L,1 N L,2 si y solo si
dim(Cy1 + Cy2) = n;
esto es, si y solo si
n=n-k)+{n-k)-(-k);
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es decir, si y solo si
kT =k + k.

Luego, por (2.41), la interseccién de L,1 y L,2 es transversa en p € IR" siy solo
si

dim(Kal N Kaz) = 0.

Por lo tanto, por el item 2) de éste lema, la interseccién de L, y L,z es trans-
versa en p € IR" si y solo si K,g0 = Kj1 @ K,o2.

Caso 2: J > 3

Por definicién, la interseccién de los LIPs {£,; }37:1 es transversa en p € IR" siy

solo si la interseccion de L1153 y Lyi+1 es transversaen p, Vi =1,2,...,J—1;

,,,,,

ésto es
L., N L, es transversa en p.

L, 0.2y N Lys es transversa en p.

L2013 N L, es transversa en p.
Luego, por el caso 1, la interseccién de los LIPs {L,; }3]:1 es transversa en p €

J
ﬂ L, siy solo si
i=1
K 2 = K1 @ K,e.
K nns = Kyno @ Kys.

K ey =K 2.1y ® K.

o g

Por otro lado, por el item 2) de este lema, obtenemos que

I e — A e T 5L A

o

Por consiguiente,
K 2 = Kn & K.

(e

Kg{m,g} = Ka{m} o K,s.

K o 000 =K pe..0-13 &K,

J
Por lo tanto, la interseccion de los LIPs {L,; }‘]-]:1 es transversa en p € ﬂ L, si
j=1
J
y SOIO Si KGJ = KU{1,2 ,,,,, J—1,0} = @ng.
j=1
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Corolario 2.10.1 Supongamos que los LIPs L1 y L,2 se intersecan en p € IR", y las
celdas del complejo de demanda individuales de los dos agentes a este vector de precios
p € IR™ son o' y o2, mientras que la celda del complejo de demanda-agregada es o2},
Entonces, la interseccion de L, y L2 es transversa en p si y solo si cada vector en
K, 12 puede ser escrito unicamente como una suma de un vector en K,1 y un vector

en Kyo.

Demostracion: Por el item 3) del lema 2.10.4, la interseccién de los LIPs L1 y L2 es
transversa en p si y solo si K 2 = K, @ K,2. Por lo tanto, la interseccion de los
LIPs L,1 y L2 es transversa en p si y solo si cada vector en K2y puede ser escrito

unicamente como una suma de un vector en K, y un vector en K,2. O

El corolario 2.10.1 nos permitirda mostrar que la unimodularidad es una condicién
suficiente para la existencia del equilibrio cuando la interseccion de los LIPs es trans-
versa.

Por otro lado, para concluir con el teorema de unimodularidad, se demostrara que
la unimodularidad es una condicién necesaria para la existencia del equilibrio en eco-

nomias con dos agentes.

Lema 2.10.5 Supongamos que J < n y que v', v*,..., v/ son vectores linealmente

independientes en IR". Sea p € IR", tal que D,;(p) = {27, 27 + v7}, para cada j =
1,2,...,J. El conjunto {v', v*, ..., v/} es unimodular si y solo si, cada cesta entera
en conv(Dy(p)) es demandada (por el agente agregado) a algin vector de precios, donde

U es una valoracién agregada de {u', u®, ..., u’}.

Demostracion:

(=)

2

Supongamos que {v!, v%,..., v/} es unimodular. Notamos que

J J
Dy(p) = > Du(p)=> {af,2/ +'}
Jj=1 Jj=1
J
= { (27 +6;07) : 6; € {0, 1}, Vj:1,2,...,J}
=1
J J
= ij+ {Z(Sﬂ)j 10, €40, 1}, Vj= 1,2,...,J}
=1 j=1
Como o', v?%,..., v/ son vectores linealmente independientes, entonces los puntos

del conjunto Dy(p) son los vértices de paralelepipedo J-dimensional en Z", P =
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J J
ij+{2(5jvj 1 0;€00,1], V)= 1,2,...,J},conbordes v, v?, ..., v/ . Porotro
=1 =1

lado, dado que {v', v%,..., v/} es unimodular, entonces, por la proposicién D.0.1, con-
cluimos que los tinicos puntos de coordenadas enteras en el paralelepipedo P, son los
vértices de este paralelepipedo. Luego, si z € Z™ tal que = € conv(Dy(p)) = P, enton-
ces necesariamente x debe ser un vértice de P. Por lo cual, x € Dy(p); es decir, = es
demandado (por el agente agregado) al vector de precios p.

(<:) :

Supongamos que cada x € Z™ N conv(Dy(p)) es demandado (por el agente agregado)

a algtn vector de precios, entonces, por el teorema 2.4.6, z € Dy (p). Por lo cual,
Dy (p) = Z™ N conv(Dy(p)) = convy(Dy(p)).

De este modo, concluimos que los tinicos puntos de coordenadas enteras en el parale-
lepipedo P = conv(Dy(p)), son los vértices de este paralelepipedo, es decir los puntos

de Dy(p). Notemos que P es una traslacién del paralelepipedo

J
P(vl,u2,...,uJ):{Zajvﬂ';aje[o, 1], vj’:1,2,...,J},
j=1

asi que los unicos puntos de coordenadas enteras en P (vl, v v ), son los vértices

J
de ese paralelepipedo, es decir los puntos de {Z d; vl 5; €{0,1}, Vj=12,..., J}.

j=1
Para mostrar que {v!, v?,..., v’} es unimodular, probaremos que para cada subcon-

junto linealmente independiente {v™!, v™2 ... v™} de {v', v?,..., v/} no existe

punto de coordenadas enteras en el paralelepipedo

l
P(Umla UmQa"wvml): {Z}\vaz)\ze [0, 1], \V/Z:]_,Q,,l}

i=1
a no ser que sea un vértice. En efecto, P (v™, v™2 ... v™) es un subconjunto de
P (vl, v v ); y por lo tanto, los inicos puntos de coordenadas enteras en el pa-
ralelepipedo P (v™, v™2 ..., v™) son los vértices de P (v, v™2, ..., v™). Entonces,

por la proposicién D.0.1, concluimos que {v!, v?,..., v’} es unimodular. O

Teorema 2.10.1 (Teorema de Unimodularidad) Sea D C Z" un conjunto de
vectores enteros primitivos no nulos. Existe un equilibrio para cada par de valoraciones
concavas del tipo de demanda D (donde cada valoracion corresponde a un distinto
agente y estamos considerando economias con dos agentes) y para todas las cestas de

oferta relevante, si y solo si D es unimodular.
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Demostracion:

(=):

Por el método de reduccion al absurdo, supongamos que D no es unimodular, entonces
existe un subconjunto {vt,v?,...,v"} C D linealmente independiente, con 7 < n, que
no puede ser extendido a una base de IR" de vectores enteros tal que el determinante
de la matriz que tiene a los vectores de ésta base como sus columnas es +1. Por lo
cual, {v!',v% ... 0"} no es unimodular. Por otro lado, dado que todo vector entero
primitivo satisface la condicién 3) de la proposicién D.0.1, concluimos que {v'} es
unimodular para todo ¢ € {1,2,...,r}. Luego, sin pérdida de generalidad, existe algin
ke{l,2,...,r— 1} tal que

2

{v',v?,...,v"} es unimodular

{v', 02, ..., v" v*Y no es unimodular.

De esta manera podemos considerar k + 1 agentes cuyas valoraciones son

w o A ={0,v"} — R , Vi=1,2,... kk+1.
0 — ul(0) =1
v — ul(v)) =1

Podemos notar que £, = {p € R" : D,(p) = {0,v'}} = {p € R" : p-v/ = 0},
Viji=1,2,...,k k4 1; por lo cual, cada u’ es del tipo de demanda D. Adem4s, como
cada vector v’ es entero y primitivo, se cumple que convz (A7) = AJ. Por consiguiente,
w es coéncava, para cada j = 1,2,...,k, k+ 1.

Ahora mostraremos que el conjunto de demanda agregada, de la valoracién agregada
uth2+k} es convexo discreto. Si p € IR" tal que D,;(p) = {0,v'}, Vj = 1,2,... k;

entonces se cumple que
i) {1,2,...,k}=k<r—1<n.
ii) {vl,v? ... v*} es linealmente independiente.
i) Dy(p) ={0,0 + v}, Vj=1,2,... k.

Como el conjunto {v!,v?, ..., v*} es unimodular, entonces por el lema 2.10.5 concluimos
que cada cesta entera en conv(D,(1,2,..x1 (p)) es demandada a algin precio; es decir, para

cada & € convz(D,n2...5(p)) se cumple que Z es demandado a algin precio p’ € IR".
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Luego, por el teorema 2.4.6, & € D,u.2..x(p). Por lo cual, convy(D, 2.4 (p)) C

D121 (p). Por consiguiente,

convy (D125 (P) = Dytrz..xy (D). (2.42)

Por otro lado, sig € R*talqueq € £ ;,Vj € K C {1,2,...,k};yVj e {1,2,....k}\K

uj?
se cumple que |D ;(q)| = 1.
Aﬁrmacién 1: COHVZ(Du{Lz ,,,,, k} (q)) Q Du{1,2 ..... k} (q)

En efecto, sea x € convy (D, 2.4 (¢)) fijo y arbitrario, entonces
xelZ" y xeconv(D,ue.5(q)).

Luego, dado que

conv(D 120 (q)) = conv (Z%j@)

= Z conv(D,;(q))
= Z conv(D,;(q)) + Z conv(D,i(q))

JjEK jEK
= Z COHV(Duj (q)) i Z Duj (q)
JjeK jgK

concluimos que x toma la forma x = Z)\j v 4+ Zyj, donde A\; € [0,1],Vj e Ky

JjeK JEK
D,i(q) = {y’},Vj € {1,2,...,k} \ K. Por consiguiente, Z/\j v =z — Zyj SVAS
jex 2
Como {vt v? ... v*} es unimodular y linealmente independiente, entonces {v? : j €

IC} es linealmente independiente. Luego, por la proposicién D.0.1, \; € Z, Vj € K.
Entonces \; = 00 \; = 1, Vj € K. Por consiguiente, \; v/ € D,(q), Vj € K. En

consecuencia, r € Z D.i(q) + Z D,i(q) = D,t1.2....11(q). De este modo
jek gk

COHVZ(DuU,z ,,,,, k} (q)) g Du{1,2 ..... K} (q)
Por lo tanto, de (2.42) y de la afirmacién 1, concluimos que

COHVZ(DH{LQ ,,,,, Kk} (ﬁ)) = Du{1,2,u.,k} (ﬁ) y Vﬁ S £uj N ﬁul s V],l = 1, 2, RN k con j 7é {.

Entonces, por el lema 2.10.1, existe un equilibrio para cada cesta de oferta relevante

k k
xr € convy (Z Aj>; es decir, para cada x € convy <Z Aj>, existe p € IR" tal
j=1

J=1
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k
que = € Dy, (). Luego, por el teorema 2.4.2, u{b?-F} ZAj — IR es concava.
j=1

{1.2.-.k} 5 ]a valoracién de un nuevo agente k*, entonces u

Consideremos que u {k*k+1} —

uth2FUEHL Dado que 0 € £, Vi =1,2,...,k k + 1; obtenemos

) {L,2,....kk+1}=k+1<r<n.

k

i) {v',v? ..., 0¥ v**1} es linealmente independiente.

i) Dy (0)={0,0+ 0/}, Vji=1,2 . kk+1.

# v**1) no es unimodular, entonces por el lema 2.10.5

Como el conjunto {v',v?, ... v
concluimos que existe alguna cesta entera en conv(D,, = x+13(0)) que no es demandada
por el agente agregado a ningiin precio. Por lo tanto, no existe precio de equilibrio para
tal cesta y valoraciones u* , u¥!; lo cual es una contradiccién con la hipdtesis.

(<) :

Supongamos que D es unimodular. Sean u! : A — Ry u?: A2 — IR dos valoraciones
céncavas de tipo de demanda D tal que la interseccion de L, y L,2 es transversa.
Sea p € L, N L2 fijo y arbitrario, mostraremos que convz(D,12;(p)) = D121 (p)-

Denotemos por

ot = conv(Dyi(p)), 0% =conv(D,(p)) v o2 = conv(D, .2 (p)).
Afirmacién 2: convz (D, 1,21 (p)) € D123 (p).

En efecto, sea y € convz(D, 0.2 (p)) = oi'? N Z" fijo y arbitrario. Por definicién de
subespacio generado por los cambios en la demanda, y — & € K_q2 para cualquier
i € o2 En particular, para cualquier vértice z de ot se cumple que y — = €
K_1.2y. Ahora fijemos una base! 8 para K 1 .2;, compuesta de vectores borde de o2},
Entonces, por el teorema 2.7.1, los vectores de la base § son las normales a las facetas
de L£,1.2y que contienen a p € IR™. Por otro lado, por el corolario 2.9.1 y dado que las
valoraciones u! y u? son del tipo de demanda D, concluimos que u{®?} es de tipo de

demanda D. De esta manera tenemos que 5 C D. En consecuencia,  es unimodular.

Si denotamos a 3 por 3 = {v!,v?%, ..., v"} entonces

b
y—x:Z)\ivi, donde \; e R, Vi=1,2,...,b.
i=1

'La existencia de esta base no la discutiremos porque su demostracién escapa de los temas tratados
en este trabajo
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Luego, por la condicién 3) de la proposicién D.0.1, \; € Z, para cada i = 1,2,...,b.
Por otro lado, dado que £,,1.2y = L£,1 UL,2, entonces cada vector de S es normal a una
faceta de L£,1 o de L,2. Asi, podemos separar esta base J en dos conjuntos, es decir,
£ = By U By donde [, contiene a los vectores de la base § que son normales a alguna
faceta de L1 y [s contiene a los vectores de la base 5 que son normales a alguna faceta

de L,2. Entonces
y—z=2'+2%, donde 2! €e KuNZ" y 2> € K,2NZ" (2.43)

Luego, dado que o{1?t = g1 402, entonces existen 3! € o' y 32 € 02 tal que y = y* +1>.
Por otro lado, como x es un vértice de o{1?, entonces = es una cesta tnicamente
demandada y p € Fr(R, .2 (2z)). Por consiguiente, x € D, 2 (p). Por lo cual, z =
z' + 22, donde z' € D1 (p) y 2* € Dy2(p). Luego,

1 2 1 2 1 1 2 2

—x = + — (" +2°) = —z )+ — 7). 2.44

Y waF ) (yK ) (yK ) (2.44)
SLAGN| €I 2

Por (2.43), (2.44) y el corolario 2.10.1, tenemos

g —zt=2 v oy —2t=22

Luego, dado que a', 2, 22, 22 € Z", obtenemos que y', y?> € Z". Por lo cual,
y' € 0! NZ" = convy(Dyi(p)) vy ¥ €0’ NZ" = convy(D.2(p)).
Como u! y u? son céncavas, entonces por el teorema 2.4.3, obtenemos que
convz(Dyi (p)) = Dur(p) vy convg(Dez2(p)) = Dea(p),
en consecuencia, y' € Dy (p) y y*> € D,2(p). Por lo tanto,
y=y' +y* € Dyux(p).
De la afirmacién 2 obtenemos que convy (D, .21 (p)) = D12 (p). Por lo tanto,

convy (D2 (p)) = Dynay(p), Vp € LN Lye.

Luego, por el lema 2.10.1, existe un equilibrio para cada cesta de oferta relevante
T € convz(A' + A?). Finalmente, por la proposicién 2.10.2, concluimos que existe un
equilibrio para cada par de valoraciones céncavas de tipo de demanda D y para todas

las cestas de oferta relevante. O
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Corolario 2.10.2 Sea D C Z" un conjunto de vectores enteros primitivos no nulos.
FExiste un equilibrio para cada conjunto finito de valoraciones concavas de tipo de de-

manda D y para todas las cestas de oferta relevante, si y solo st D es unimodular.

Demostracion:

(=):

Sea {u/ : A — B}}Ll un conjunto finito de valoraciones céncavas del tipo de deman-
da D entonces la valoracién agregada utl? 7/} es céncava y del tipo de demanda D.
Consideremos otra valoraciéon u/*t : A7*! — IR céncava y del tipo de demanda D:;

2.0,

entonces por hipétesis, existe equilibrio para las valoraciones ut'? 7/} y 4/*! y para

J+1

todas las cestas de oferta relevante x € convy (Z Al > Luego, por el teorema de
j=1

unimodularidad, concluimos que D es unimodular.

(«<):

Supongamos que D es unimodular y sea {u/ : A7 — R}j}ﬂ un conjunto finito de va-
loraciones céncavas del tipo de demanda D. Aplicando el teorema de unimodularidad
a las valoraciones u! y 42, concluimos que existe equilibrio para las valoraciones u!
y u?; y para todas las cestas de oferta relevante z € convz (A! + A?). Por otro lado,
tenemos que la valoracién agregada utl? también serd céncava y del tipo de demanda
D. Asi que aplicando nuevamente el teorema de unimodularidad obtenemos que existe
equilibrio para las valoraciones u{1?} y 43; y para todas las cestas de oferta relevante
x € convy (Al + A% + A3). Finalmente, si aplicamos repetidamente el teorema de uni-

modularidad, concluiremos que existe equilibrio para las valoraciones {u’ }5]:1 y para

b
todas las cestas de oferta relevante z € convy (Z Al ) : O
j=1
Corolario 2.10.3 Sea D C Z"™ un conjunto de vectores enteros primitivos no nulos.
Para una economia con n distintos bienes tal que D genera IR", se cumple que existe
un equilibrio para cada conjunto finito de valoraciones concavas de tipo de demanda
D y para todas las cestas de oferta relevante, si y solo si para cada subconjunto de n
vectores de D, el determinante de la matriz que tiene por columnas a estos n vectores,

es igual a 0 0 +1.

Demostracion:
(=):
Supongamos que existe un equilibrio para cada conjunto finito de valoraciones conca-

vas del tipo de demanda D y para todas las cestas de oferta relevante, entonces por
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2 ...,v"} un subconjunto de n

el corolario 2.10.2, D es unimodular. Sea § = {v! v
vectores de D.

Caso 1: Si 3 es linealmente dependiente entonces det[v!|v?|- - - |[v"] = 0.

Caso 2: Si 3 es linealmente independiente entonces det[v!|v?|- - - [v"] # 0. Dado que D

es unimodular, concluimos que el determinante solamente podria tomar los valores +1.

(<)

Sea {v!,v?,...,v% : 1 <k < n} C D un subconjunto linealmente independiente. Dado
que D genera IR™ entonces existe un subconjunto de vectores {v**! ... v"} C D tal
que {vt, v, ... vk R o) genera IR™. Ademéds, dado que IR™ es n-dimensional,
obtenemos que {v!,v?, ... v* v*1 .. 9"} es una base para IR". En particular, {v!,
v2, ..., vk Rt ™) es linealmente independiente, asi que det[vt|v?]---|v"] # 0.
Entonces, por hipétesis det[v!|v?|---|v"] = £1. Finalmente, concluimos que D es uni-

modular. Por lo tanto, por el corolario 2.10.2, existe un equilibrio para cada conjunto
finito de valoraciones céncavas del tipo de demanda D y para todas las cestas de oferta

relevante. O
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Capitulo 3

Subasta “Product-Mix” y ejemplos
de “Tipos de demanda”

3.1. Subasta “Product-Mix”

)

Una subasta “product-mix” es una subasta estatica de oferta sellada para bienes
diferenciados, es decir, ningin pujador conoce las ofertas de los otros pujadores, cada
pujador presenta su oferta solamente una vez y hay diferentes tipos de bienes a ser
subastados. En este contexto, solamente consideramos bienes indivisibles. Por otro
lado, cada pujador indica su valoracion, o cuanto vale para él cada cesta de bienes.
La valoracion del pujador es descrita mediante una funcién. Finalmente, después de
ver las ofertas, el subastador establece el precio por unidad para cada bien y divide la
oferta en cestas, una para cada pujador. Luego, cada pujador paga su cesta asignada
de acuerdo a los precios establecidos. Notemos que pueden existir varias formas en las
que el subastador divida la oferta, pero si existiese una seleccién de precios y una forma
de dividir la oferta de modo que a cada pujador se le asigne una cesta que maximice
su beneficio entonces diremos que existe equilibrio competitivo.

A lo largo de esta seccién suponemos que hay n tipos de bienes indivisibles y un
numero finito J de pujadores. De esta manera, una cesta de bienes es un punto en Z".

Usamos el superindice j € {1, 2, ..., J} para hacer referencia a un pujador en particular.
Definicién 3.1.1 Para cada j € {1,2,...,J}, la valoracion (pujas) del j-ésimo pu-
jador, es una funcién v/ : A7 — IR, donde A7 C Z" y u/(a) es su puja por la cesta

a€ Al

Definicién 3.1.2 El conjunto de todas las posibles cestas de bienes en la economia que
pueden potencialmente ser puestos al conjunto de pujadores, es definido como la suma
Minkowsksi
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J J
A= A= {Zaj:aj eA Vje {1,2,...,,]}}.
j=1

j=1

Supongamos que p = (p1, pa, ..., Pn) € IR™ es un vector de precios fijado, donde p;
es el precio por una unidad del i-ésimo bien, para cada i € {1,2,...,n}. Entonces el
beneficio del j-ésimo pujador por comprar una cesta a € A7 al vector de precios p es
u?(a) —p-a. Por consiguiente, el conjunto de demanda del j-ésimo pujador al vector
de precios p, D,;i(p), es el conjunto de cestas que maximizan su beneficio, es decir,

Dyi(p) = arg max {u’ (a) — p - a}.
acAJ

Consideremos la funcién U, definida por

U:A — R
J J
a +— Ula):= méX{Zu](aJ) N ! 4 ZaJ :a}

j=1 j=1

es decir, U es la maxima valoracion total tomada sobre todas las formas de particionar
cada cesta a € A.

En el siguiente teorema mostramos que esta funcion U es una valoracién agregada
de {u’ }3-]:1. Asi que la demanda agregada al vector de precios p € IR" es el conjunto

de demanda de la valoracién agregada U,

Dy (p) := argmax{U(a) —p-a} C A.

acA
Teorema 3.1.1 La funcion U es una valoracion agregada de {uj}jzl, es decir,
J
Dy(p) = _Du(p), Vpe R".
j=1

Demostracion: Sea p € IR™ un vector de precios fijo y arbitrario.
(S):

J
Sea a € Dy(p) fijo y arbitrario, mostraremos que a € Z D,i(p). Dado que a € Dy(p),

=1
tenemos
U(@)—p-a>Ub)—p-b, Vbe A. (3.1)
J
Ademss, para a existen a! € A, a®> € A%, ..., a’ € A7 con Z a’ = a tal que
=1

Ula) = Z w (a?). (3.2)
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Afirmacién 1: o/ € D,;(p), Vj € {1,2,...,J}.
En efecto, sea j € {1,2, ..., J} fijo y arbitrario. Probaremos que
w(a)—p-a’ > (@) —p-a, Val € A

Sea a’ € A’ fijo y arbitrario. De (3.1) y (3.2) obtenemos

J J
Zuk(ak)—p-ZakZU(al—f----—f-dj—f----—i—a‘])—p-(al—f----—f—aj—f----—i—a‘])
k=1 k=1

entonces ;
Zuk(ak)_p.aj > U(al—i—-“—i—dj—i—---—i-a‘])—p-@j. (3.3)
k=1
Por la definicion de la funciéon U, tenemos
U(a1+---—|—dj—|—---—|—a‘]) >ul(al)—|—---—}-uj(&j)—|—---—‘f-u‘](a‘]).

Luego, comparando con (3.3) obtenemos

ut(a®) —p-a’ > (@) + -+ @)+ +ul(al) —p- @

M) <

k=1
por lo tanto

d(ad) p a2 (e = p
Como @’ € A7 era fijo y arbitrario, concluimos que

uw'(a?) —p-a’ >uwi(@)—p-a’,Val € A

es decir, @/ € D,;(p). Como j € {1,2, ..., J} también era fijo y arbitrario, concluimos

que a/ € Dyi(p), Vj € {1,2,...,J}. Por lo tanto, la afirmacién 1 es valida.
J J

Luego, por la afirmacién 1 conseguimos que a = Z = Z D, (p).

(2):

Sean a' € D,i(p), a®> € D2(p), ..., a’ € D,s(p) fijos y arbitrarios, mostraremos que

j=1 j=1

J
a:= Z a’ € Dy(p). Dado que @/ € D,;(p), obtenemos
j=1

w(a)—p-a’ >uw@)—p-a’,vVal € AV, Vjie{l,2,.., ]} (3.4)
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Afirmacion 2: U(a Zuy a]

J
En efecto, sean a' € Al, a®> € A2, ..., a’ € A’ fijos y arbitrarios con Zdj = a. De
j=1
(3.4) obtenemos
w(a) —p-a >uw(a’)—p-a’, Vje{l1,2,..,J}.
Sumando las desigualdades desde j = 1 hasta j = J, obtenemos
J J
Z (v () p-a])ZZ(uj(dj)—p~dj)
j=1 j=1
es decir
J b
LTI SRS SR 90
j=1 j=1
——
por consiguiente
J
Zug (@) 2 Z
Como los @/ € A’ eran fijos y arbltrarlos, concluimos que
J
Zu] aj 22 . V&l € A tal que Zaﬂ—a
: : ] 1
J
Por lo cual, U(a) = Zuﬂ (a’). Por lo tanto, la afirmacién 2 es valida.
j=1
J
Luego, para cada b € A, existen b' € A!, b*> € A%, ..., b/ € A7 con Z ¥ = b tal que
j=1

J
U(b) = Zu](b]) Entonces, por (3.4),
j=1

w(ad) —p-al > V) —p-b, Vje{1,2, ..., J}.

Sumando las desigualdades desde j = 1 hasta j = J, obtenemos

Zujaj p-aj)ZZ(uj(bj)—p~bj)

j=1 j=1
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es decir

por lo cual

por consiguiente

Como los @’ € D,;(p) eran fijos y arbitrarios, concluimos que

J

ZDuj(p) - DU(p)'

A1

O

De la definicién de equilibrio competitivo dada en el capitulo anterior, decimos que el
conjunto de valoraciones (pujas) {u’}7_, tiene equilibrio competitivo en una oferta

de mercado a € convyz(A), si existe algin vector de precios p € IR™ tal que a € Dy(p).

J
j=

Decimos que existe equilibrio competitivo para el conjunto de valoraciones {u’}
si estas valoraciones tienen equilibrio competitivo en cada a € convz(A).

Es evidente que si existe equilibrio competitivo para el conjunto de valoraciones
{u/}7_,, entonces A = convz(A).

9

Como podemos ver, la subasta “product-mix” es ideal para poder aplicar toda
la teoria desarrollada en el capitulo 2. Asi que el teorema de unimodularidad es el
resultado que nos brinda las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de

equilibrio competitivo en este tipo de subastas.

Ejemplo 3.1.1 Supongamos que n = 1 y J = 2, es decir, hay un solo tipo de bien
y dos pujadores. También supongamos que el subatador tiene dos unidades del mismo
bien para vender. Ademds, la valoracion de cada pujador estd definida de la siguiente
manera:

Para el pujador 1: A' = {0,1,2} yu' : A' — IR estd definida por:

u*(0) =0, u'(1) =10, u*(2) = 11.

Para el pujador 2: A*> = {0,1,2} yu®: A*> — IR estd definida por:




St p € IR denota al precio por una unidad del bien, entonces el conjunto de demanda
de cada pujador estd dado por:

Para el pujador 1:

Dyi(p) = argmax{u'(a) —p-a}
a€cAl
= argmax {u'(0) —p-0, u'(1) —p-1, u'(2) —p-2}.
a 1 N -~~~ - ~~ ~ ~~ d
€A 0 10-p 11-2p

Notamos que:
e Dyu(p)={0} <= 10—p<0,11-2p<0 <= 10<p.
e Du(p)={1} <= 0<10—p, 11 -2p<10—p <= 1< p<10.
e Dy(p)={2} <= 0<11—-2p, 10—-p<11—2p < p<1.

Ademas:

Dy (1) = argmax {u'(0) —=1-0, w'(1) = 1- 1, u'(2) - 1 -2} = {1, 2}

a€ Al ~~ ~~
0 9 9
Y
D,1(10) = argmax {u*(0) — 10 -0, u*(1) — 10- 1, u*(2) — 10 -2} = {0, 1}.
a 1 N TV 2 Vv 2 o TV d
<4 0 0 -9
Graficamente:
(2) es (1) es
demandado demandado
) 1 10 P

Figura 3.1: El espacio de precios IR es particionado de acuerdo a los conjuntos de
demanda del pujador 1.

Para el pujador 2:

D,(p) = argmax{u?(a)—p-a}

a€A?
= argmax {u*(0) —p-0, u*(1) —p- 1, u*(2) — p-2}.
a€ A2 ~ =~ h N~ ah T

0 2—p 3—2p

Notamos que:
e D(p)={0} <= 2—-p<0,3-2p<0 <= 2<p.
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e Du(p)={1} <= 0<2—p,3-2p<2—p <= 1<p<2
e Du(p)={2} <= 0<3—-2p,2—-p<3—-2p < p<L
Ademas:

D,2(1) = argmax {u*(0) —=1-0, v?(1) = 1- 1, u*(2) — 1- 2} = {1, 2}

a€ A2 N ~~ ~"~
0 1 1
Y
Dy2(2) = argmax {u?(0) — 2- 0, w*(1) — 2 -1, u*(2) — 2- 2} = {0, 1}.
a€A \Of X :rl
Grdficamente:
(2) es (1) es
B demandado . demandado ‘ R
1 2 P

Figura 3.2: El espacio de precios IR es particionado de acuerdo a los conjuntos de
demanda del pujador 2.

Por otro lado, el dominio de la valoracién agregada U es A = Al + A% = {0, 1, 2, 3, 4}

y esta valoracion agregada U es calculada de la siguiente forma:

o La cesta a =0 € A solamente puede ser particionada como 0 = 0+ 0, entonces

U(0) = u'(0) +u*(0) =0+ 0 = 0.

e La cesta a =1 € A puede ser particionada como 1 =140 =0+ 1, entonces

U(l) = méx{w—l—@, @+@} — méx {10, 2} = 10.

e La cesta a = 2 € A puede ser particionada como 2 = 0+2=1+1=2+0,

entonces

U(2) = max {u'(0) +u*(2), u* (1) +u*(1), u*(2) +u*(0)} = max {3, 12, 11} = 12
~—— =~ Y M~ M~ —~—~

0 3 2 11 0

e La cesta a =3 € A puede ser particionada como 3 =142 =2+ 1, entonces

U(3) = méax {w+@, i(}ﬁ@} = max {13, 13} = 13.

10 3 11 2
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e La cesta a =4 € A solamente puede ser particionada como 4 = 2 + 2, entonces

U(4) = u'(2) +u?*(2) = 11 + 3 = 14.

Finalmente, la demanda agregada al precio p € IR puede ser hallada utilizando el

teorema 3.1.1 y las figuras 3.1 y 3.2. De esta manera, obtenemos lo siguiente:

e Sip <1 entonces Dy(p) = Da(p)+ D2(p) = {4}.
—— =

{2} {2}
e Sip=1 entonces Dy(1) = D,a(1)+ D,2(1) = {2, 3, 4}.
——— =
{1,2} {1,2}

Si 1 < p <2 entonces Dy(p) = Dyi(p) + D2(p) = {2}.
= L=
{1} {1}
e Sip=2 entonces Dy(2) = D1 (2)+ D,2(2) = {1, 2}.
{1} {0,1}
Si 2 < p < 10 entonces Dy(p) = Dyi(p) + Dy2(p) = {1}.
S =
{1} {0}
Si p =10 entonces Dy (10) = D,1(10) + D,2(10) = {0, 1}.
{0,1} {0}
Si 10 < p entonces Dy(p) = Dy (p) + D2 (p) = {0}.
{0} {0}

Grdficamente:

Figura 3.3: El espacio de precios IR es particionado de acuerdo a los conjuntos de
demanda del agente agregado.

En este caso tenemos que para cada oferta de mercado a € convz(A) = A eziste algin
precio p € IR tal que a € Dy (p). Por lo tanto, las valoraciones u' y u? tienen equilibrio
competitivo en cada a € convy(A), pero dado que el subastador solamente disponde
de dos unidades del bien, entonces no tiene sentido hablar de las ofertas de mercado
3 y 4. Por otro lado, el subastador siempre desea vender las dos unidades del bien,

por consiguiente los precios de equilibrio competitivo son {p € R : 1 < p < 2}. A
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estos precios, cada pujador compra una unidad del bien, asi que el mdzimo ingreso en
equilibrio competitivo que recibe el subastador es 2x2 = 4. Sin embargo, si el subastador
establece el precio p = 10, entonces el pujador 1 compra una unidad del bien y el pujador
2 no compra nada. En este caso, no todas las unidades del bien son vendidas pero el
subastador alcanza un ingreso de 1 x 10 = 10. Sin embargo, si comparamos el beneficio

agregado, notamos que
U2)—2-2=12-4=8>U(1)—-10-1=10—-10=0.

Ejemplo 3.1.2 Supongamos quen =2 y J = 2, es decir, hay dos tipos de bienes y dos
pujadores. Para cualesquiera valoraciones u' y u® con dominios A* = {(0,0), (1,0)} y

A% ={(0,0), (1,2)}, respectivamente, el dominio de la valoracidn agregada U es

A = A4 A
A = {(0,0)+ (0,0), (1,0) + (0,0), (0,0) + (1,2), (1,0) + (1,2)}
A = {(0,0), (1,0), (1,2), (2,2)}

y la capsula convexa discreta de A es
convz(A) = convz{(0,0), (1,0), (1,2), (2,2)} = {(0,0), (1,0), (1,1), (1,2), (2,2)}.

Luego, como (1, 1) no pertenece al dominio de U, es decir (1,1) ¢ A; entonces podemos
considerar que U(1,1) = —oo. Por lo tanto, el equilibrio competitivo sobre convz(A)

fallaria en el punto (1,1) € convz(A) \ A para cualquier par de valoraciones u' y u?.

Por lo tanto, el ejemplo 3.1.2 nos muestra que si A es un subconjunto propio de
convz(A), entonces no existira equilibrio competitivo en un punto a € convz(A) \ A,
para cualesquiera valoraciones v’ de los agentes. Esto se debe a que la valoracién agre-
gada solamente es finita sobre A y es —oo en cualquier otro punto, asi que el equilibrio
competitivo no se mantiene para puntos fuera de A. Por otro lado, sabemos que la
condicion A = convz(A) no es suficiente para garantizar la existencia de equilibrio

competitivo en cada a € A. El siguiente ejemplo ilustra esta situacién.

Ejemplo 3.1.3 Supongamos que n = 2 y J = 2, es decir, hay dos tipos de bienes y
dos pujadores. Definamos la valoracion de cada pujador de la siguiente manera:
Para el pujador 1: A' = {(0,0), (0,1), (0,2), (1,2)} yu' : A = IR estd definida por:

u*((0,0)) =0, u*((0,1)) =3, «"((0,2)) =5, u'((1,2)) = 9.
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Para el pujador 2: A? = {(0,0), (1,0), (0,1)} y u*: A2 — IR estd definida por:

u?((0,0)) =0, v*((1,0)) = 1, ©*((0,1)) = 1.

Si p = (p1,p2) € IR? denota al vector de precios, donde p; es el precio por una unidad
del bien 1 y ps es el precio por una unidad del bien 2 entonces el conjunto de demanda
de cada pujador estd dado por:

Para el pujador 1:

Dyi(p) = argmax{u'(a)—p-a}

acAl
= argerzllax{ul((O, O)): p-(0,0), ul((O, 1)): p-(0,1),
}Ll(((]’?)):p' (0,2), yl((LQ)):p' (1,2)}.

De manera andloga a todos los ejemplos que hemos desarrollado en este capitulo y en el

anterior, podemos encontrar de forma analitica las UDRs y el LIP de u'. Grdficamente

tenemos:
P2 A
(0,0)
h demandado
3
(0,1)
) demandado
(1,2) (0,2)
demandado demandado
3} P,
A 2

Figura 3.4: UDRs y LIP de u'

130



Para el pujador 2:

Dy>(p) = argmax{u*(a) —p-a}
a€A?

— argmax(s*((0,0)) = p- (0,0), ¥*((1,0)) = p- (1,0), w*(0,1)) = p- (0. 1)}

ag A2 ~\~ ~~ ~~
0 1—p1 1—p2

De manera andloga a todos los ejemplos que hemos desarrollado en este capitulo y en el

anterior, podemos encontrar de forma analitica las UDRs y el LIP de u?. Grdficamente

tenemos:

=%

(0,0)

(1,0) demandado
demandgdo
(0,1)
demandado 151

A

Figura 3.5: UDRs y LIP de u?

Por otro lado, el dominio de la valoracion agregada U es
A=A+ A% ={(0,0), (0,1), (0,2), (1,2), (1,0), (1,1), (2,2), (0,3), (1,3)}

y por el teorema 2.9.1, podemos graficar el LIP de la valoracion agregada U, a partir

de las grdficas de los LIPs de u' y u?.
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P
(0,0) +[1,0)
demandado (0,0) + (0.0)
4 demandado
4
3
(0,1) + (0, 0)
9 (1,2) + (0,0) demandado
(1,2) + (1,0) ’ ’ (0,2) + (0,0)
demandado 4 demandado ® demandado
. (0,2) +(0,1)
1 31 demandado P
(1,2) +(0,1)
demandado

Figura 3.6: UDRs y LIP de U

De la figura 3.6 notamos que la cesta (1,1) € A no es unicamente demandada, enton-
ces analizaremos si esta cesta es marginalmente demandada. Para hacer este andalisis

primero hallemos la valoracion agregada U.

e La cesta a = (0,0) € A solamente puede ser particionada como (0,0) = (0,0) +

(0,0), entonces

U((0,0)) = u'((0,0)) + *((0,0)) =0+ 0 = 0.

e La cesta a = (0,1) € A puede ser particionada como (0,1) = (0,1) + (0,0) =
(0,0) + (0,1), entonces

U((0,1)) = max {u'((0,1)) +u*((0,0)), u*((0,0)) +u*((0,1))} = max {3, 1} = 3

3 0 0 1

e La cesta a = (0,2) € A puede ser particionada como (0,2) = (0,2) + (0,0) =
(0,1) 4+ (0,1), entonces

U((0,2)) = max {u*((0,2)) +u2((0,0)), u*((0,1)) +u*((0,1))} = max {5, 4} =5

5 0 3 1
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e La cesta a = (0,3) € A solamente puede ser particionada como (0,3) = (0,2) +

(0,1), entonces

U((0,3)) = u'((0,2)) + v*((0,1)) =5+ 1 =6.

e La cesta a = (1,0) € A solamente puede ser particionada como (1,0) = (0,0) +

(1,0), entonces

U((1,0)) = u'((0,0)) + v*((1,0)) =0+ 1 = 1.

e La cesta a = (1,1) € A solamente puede ser particionada como (1,1) = (0,1) +

(1,0), entonces

U((1,1)) = u*((0,1)) + w*((1,0)) = 3+ 1 = 4.

o La cesta a = (1,2) € A puede ser particionada como (1,2) = (1,2) + (0,0) =
(0,2) 4+ (1,0), entonces

U((1,2)) = max {u'((1,2)) + «*((0,0)), u'((0,2)) +u*((1,0))} = max {9, 6} = 9

9 0 5 1

e La cesta a = (1,3) € A solamente puede ser particionada como (1,3) = (1,2) +

(0,1), entonces

U((1,3)) = u'((1,2)) + v*((0,1)) =9+ 1 = 10.

e La cesta a = (2,2) € A solamente puede ser particionada como (2,2) = (1,2) +

(1,0), entonces

U((2,2)) = u'((1,2)) +v*((1,0)) = 9+ 1 = 10.
Luego, la demanda agregada al vector de precios p = (p1,p2) € IR? es:

Dy(p) = agmax{U(a) ~p-a}
= arg max{\U((O, 0)) —p- (Ov O)l’ U((07 1)) — D (07 1)17\[]((0’ 2)) —p- (Oa 2)}

acA ~"~ N ~~ ~~
0 3—p2 5—2p2

U((0>3)> —Dp- (07327\[]((170)) —D- (17027 U<<17 1)) —p- (17 127

y((lv 2)) - Db (1,22,{]((1,3)) - P (173275]((& 2)) —p- (27 2)}

Vv vV vV
9—p1—2p2 10—p1—3p2 10—2p1 —2p2
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Sea p = (py,py) € IR* un vector de precios tal que (1,1) € Dy (p), entonces:

(1,1) € Dy(p) & 0<4—-p, —pPy,3—Py<4—P; — Py, 5— 2P, <4—Dy — Dy,
6—-3p,<4—-D, =Dy, 1 =Py <4 =D — Dy,
9—D1— 2P, <4—-D, =Dy, 10—p; =3P, <4 =P, — Dy,
10 =2p; = 2p, <4 =Dy — Py
© P1+D0 <4, 0 <1, +1<D,, P, +2<2p,, P, <3,
5<P2,3 <Py, 6<Dp;+D,.

Por las contradicciones que se producen en las dos lineas previas (de las desigualdades
de arriba), respecto a Py, concluimos que la cesta (1,1) nunca es demandada. Por lo tan-
to, aunque la cesta (1,1) pertenece a A, la valoracion agregada en (1,1) es tan pequena

que no existe algin vector de precios p € IR? tal que la cesta (1,1) sea demandada.

3.2. Sustitutos ordinarios y complementarios ordi-
narios

Definicién 3.2.1 Sea A un subconjunto finito no vacio de Z"™ y u : A — IR la valora-

cion de un agente.

1) Decimos que u es una valoracion de sustitutos ordinarios si y solo si para
cualquier par de precios p' y p en dos UDRs distintas con p' > p, D, (p) = {z} y
D, (p') = {2}, se cumple que 2’y > x, Vk € {1,2,...,n} tal que p'\, = px.

2) Decimos que u es una valoracion de complementarios ordinarios si y
solo si para cualquier par de precios p' y p en dos UDRs distintas con p’ > p,
D,(p) =A{z} y D,(p") = {a'}, se cumple que ', < xp, VE € {1,2,...,n} tal que
P’k = Dk

Definicién 3.2.2 Los vectores de sustitutos ordinarios (n-dimensionales) son
los wvectores primitivos no nulos v € 7Z" con a lo mas una coordenada positiva y a
lo mds una coordenada negativa. Ellos definen el tipo de demanda de sustitutos

ordinarios para n bienes.

Sea u : A — IR es una valoracion del tipo de demanda de sustitutos ordinarios, es
decir, los vectores normales a cada una de las facetas de su LIP, tienen a lo mas una

coordenada positiva y a lo mas una coordenada negativa.
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Consideremos que x € A es una cesta demandada en la UDR que se ubica a un
lado de la faceta F' del LIP L,, y sea p € IR™ un vector de precios tal que D, (p) = {x}.
Supongamos que el precio del i-ésimo bien, disminuye al cruzar la faceta F', es decir,

p; disminuye; entonces

e La demanda cambia de x a Z = z+w,(F) v, donde v es un vector entero primitivo

que es normal a F', y apunta en la direccién opuesta al cambio en el precio.
e Por la ley de la demanda: v; > 0.

Luego, dado que v es un vector de sustitutos ordinarios, concluimos que v; <0, Vj # i.

Ejemplo 3.2.1 Para ilustrar lo mencionado en las lineas de arriba, consideremos la
valoracion u del ejemplo 2.2.1. Para esta valoracion, la cesta x = (1,0) es dnicamente
demandada al vector de precios p = (3, 3). Si disminuimos el precio del bien 2, al cruzar

una faceta I del LIP L,; notamos que
e La demanda cambia de x = (1,0) a & = (0,1).
e w,(F)=mecd(1 -0,0—-1)=med(1,-1) = 1.

o Ll vectorv==1—x = (—1,1) es un vector entero primitivo que es normal a F,

y apunta en la direccion opuesta al cambio en el precio.

e vy =1>0, es decir, se cumple la ley de la demanda.

P,
(1,0) (0,0)
demandado demandado
4
p=(3,3)
(0,1)
v=(—
demandado
) /1 5 ’Pl
-1
/|

Proposicion 3.2.1 La funcion v : A C Z" — IR es una valoracion de sustitutos

ordinarios si y solo si, u es del tipo de demanda de sustitutos ordinarios para n bienes.
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Demostracion:

(:>):

Por el método de reduccién al absurdo, supongamos que u no es del tipo de demanda de
sustitutos ordinarios, entonces existe una faceta F' del LIP, con vector normal primitivo
v tal que existen ¢, j € {1,2,...,n}, i # jconv; <0,v; <0 6 v; >0, v; > 0.
Caso 1: v; <0, v; <0

Sean x, ' € A las cestas unicamente demandadas una a cada lado de F', entonces
podemos elegir un vector de precios p € IR"y € > 0 tal que p € R, (z) y p+ee’ € R, ().

Por otro lado, como u es una valoracién de sustitutos ordinarios y p 4 ee? > p entonces
'y >xp, Ve {1,2,...,n}\ {i}. (3.5)

Como 2’ —x es un vector normal a F' que apunta desde R, (z’) hacia R, (x) en direccién
opuesta al cambio de precios p+ee' —p=ce' y (p+ee' —p)-v =ec - v = ev; <O,
entonces ' — x es un multiplo entero positivo de v. Por lo cual, existe t € Z, tal que
x' — x = tv. Por consiguiente, z'; — z; = tv; < 0, entonces z’; < z;, lo cual es una
contradiccién con (3.5).

Caso 2: v; >0, v; >0

Si definimos © = —v y aplicamos la misma idea del caso 1, llegaremos a una contradic-
cion.

Por lo tanto, u debe ser del tipo de demanda de sustitutos ordinarios para n bienes.
(<:):

Supongamos que u es del tipo de demanda de sustitutos ordinarios. Sean 2/, x € A dos
cestas tinicamente demandadas por u. Consideremos los vectores de precios p € R, (z)
y p' € R.(2') tal que p’ > p y definamos t := p’ — p. Luego, por la proposicién 2.8.2,
podemos elegir un vector de precios p € R,(x) y € > 0 tal que p” = p + €t pertenece
a la primera UDR distinta de R,(x) y adyacente a R,(z). Denotemos por z” € A a
la cesta inicamente demandada por u al precio p” (es decir, p” € R,(x")), entonces,
dado que u es del tipo de demanda de sustitutos ordinarios, obtenemos que z” — = es
un multiplo entero de un vector de sustitutos ordinarios. Por otro lado, tenemos que
(" —x)-(p" —p) <0, pero p’" —p=et =€(p) —p) >0, asi que 2" — x debe tener al
menos una coordenada negativa para algin bien cuyo precio crece estrictamente de p
a p'. Pero, dado que 2" — z es un miltiplo entero de un vector de sustitutos ordinarios,
concluimos que z” — x debe tener a lo mas una coordenada negativa. Sin pérdida de
generalidad supongamos que 2] —z7 <0 con p} — p; > 0. Por lo tanto, =} — z;, > 0,

Vk € {2,...,n}. En particular, 2 > x, Vk € {2,...,n} tal que pj = pg. Si aplica-
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mos repetidamente este proceso de hallar p”, hasta llegar a un precio final en la UDR
R.(z"), legamos a la misma conclusién en cada paso. Entonces, se cumplird que u es

una valoracién de sustitutos ordinarios. O

Usando la proposicién 3.2.1 podemos reconocer de manera mas practica si una

valoracion es o no es del tipo de demanda de sustitutos ordinarios.

Ejemplo 3.2.2 Se ha mostrado anteriormente que la valoracion u del ejemplo 2.2.1
es del tipo de demanda {£(1,0); £(0,1); £(—1,1)}. Por lo tanto, esta valoracion es

del tipo de demanda de sustitutos ordinarios.

Ejemplo 3.2.3 Se ha mostrado anteriormente que la valoracion u del ejemplo 2.2.2
es del tipo de demanda {£(1,0); £(0,1); £(1,—2)}. Por lo tanto, esta valoracion es

del tipo de demanda de sustitutos ordinarios.

Ejemplo 3.2.4 De la figura 2.6 obtenemos que los vectores normales a cada una de

las nueve facetas del LIP de la valoracion u del ejemplo 2.2.3 son

vy = (2,0)—(0,0)=(2,0)
v2 = (0,1) - (0,0) =(0,1)
vs = (2,0)—(0,1)=(2,-1)
vy = (0,2)—(0,1) = (0,1)
vs = (1,2)—(0,2) =(1,0)
ve = (2,2)—(1,2)=(1,0)
vy = (2,1)—(1,2)=(1,-1)
s W20 — (2 e W)
ve = (2,1)—(2,0) = (0,1).

Entonces, u es del tipo de demanda {£(1,0); £(0,1); £(2,—1); £(1,—1)}. Por lo

tanto, esta valoracion es del tipo de demanda de sustitutos ordinarios.

Ejemplo 3.2.5 De la figura 2.21 (a) obtenemos que los vectores normales a cada una

de las cinco facetas del LIP de la valoracion u® del ejemplo 2.9.1 son
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v o=
vy = (
vy = (
v = (
vs = (

Entonces, v’ es del tipo de demanda {£(1,0); £(0,1); £(1,—1)}. Por lo tanto, u® es
del tipo de demanda de sustitutos ordinarios.
Por otro lado, de la figura 2.21 (b) obtenemos que los vectores normales a cada una

de las cinco facetas del LIP de la valoracion u® del ejemplo 2.9.1 son

vy = (1,0)—(0,0) = (1,0)
ve = (0,1)—(0,0) =(0,1)
vs = (1,1) —(0,0) =(1,1)
vy = (1,1)—(1,0) =(0,1)
vs = (1,1)—(0,1) = (1,0).

Entonces, la valoracion u® es del tipo de demanda {£(1,0); £(0,1); £(1,1)}. Dado
que v3 = (1,1) tiene dos coordenadas positivas, concluimos que u® no es del tipo de

demanda de sustitutos ordinarios.

De manera general, podemos decir que un vector que es normal a una faceta de
un LIP correspondiente a una valoracién de sustitutos ordinarios, no puede tener dos
componentes no nulas del mismo signo. Para entender la necesidad de ésto, pensemos
en una economia en la que hay tres distintos tipos de bienes (es decir, n = 3) y un
agente cuyo LIP correspondiente a su valoracién, posee una faceta tal que la primera y
tercera componente de su vector normal tienen el mismo signo. Entonces, aumentar el
precio del bien 1 o del bien 3 puede llevarnos a cruzar la faceta del LIP, disminuyendo
la demanda de los bienes 1 y 3. Por lo tanto, esta faceta genera complementariedades
en algunos precios y, no podria ser parte de un LIP correspondiente a una valoracién
de sustitutos ordinarios.

Recordemos que para los bienes complementarios, un cambio de precio que reduce

la demanda de un bien puede reducir la demanda de otros bienes.
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Definicién 3.2.3 Los vectores de complementarios ordinarios (n- dimensiona-
les ), son los vectores primitivos no nulos v € Z" tales que todas sus coordenadas no
nulas son del mismo signo. Ellos definen el tipo de demanda de complementarios

ordinarios para n bienes.

Sea u : A — IR es una valoraciéon del tipo de demanda de complementarios ordina-
rios, es decir, los vectores normales a cada una de las facetas de su LIP, tienen todas
sus coordenadas no nulas del mismo signo.

Consideremos que = € A es una cesta demandada en la UDR que se ubica a un
lado de la faceta F' del LIP L, y sea p € IR™ un vector de precios tal que D, (p) = {x}.
Supongamos que el precio del i-ésimo bien, disminuye al cruzar la faceta I, es decir,

p; disminuye; entonces

e Lademanda cambiade z a & = z+w,(F) v, donde v es un vector entero primitivo

que es normal a F', y apunta en la direccion opuesta al cambio en el precio.
e Por la ley de la demanda: v; > 0.

Luego, dado que v es un vector de complementarios ordinarios, concluimos que v; > 0,
Vi #1.

Proposiciéon 3.2.2 La funcion u : A C Z" — IR es una valoracion de complementa-
ri08 ordinarios si y solo si, u es del tipo de demanda de complementarios ordinarios

para n bienes.

La proposicion 3.2.2 se prueba usando argumentos similares de la demostraciéon de

la proposicién 3.2.1.

Ejemplo 3.2.6 Se ha mostrado anteriormente que la valoracion u® del ejemplo 2.9.1
es del tipo de demanda {£(1,0); £(0,1); £(1,1)}. Por lo tanto, u® es del tipo de

demanda de complementarios ordinarios.

Antes de concluir esta seccion, notemos que los vectores de complementarios ordi-
narios pueden tener cualquier nimero de coordenadas distintas de cero y del mismo
signo, pero cualquier par de coordenadas distintas de cero en un vector de sustitutos
ordinarios debe tener signos opuestos. Por lo tanto, los vectores de sustitutos ordinarios

pueden tener como maximo dos coordenadas no nulas.
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Conclusiones

1. En el capitulo 1 presentamos algunos conceptos y resultados de la geometria
tropical y en el inicio del capitulo 2 mostramos la conexién que hay entre la geo-
metria tropical y los elementos de la economia que estamos estudiando. Aunque
no llegamos a estudiar toda esta economia desde el enfoque de la geometria tro-
pical, mencionamos que hay algunos resultados del capitulo 2 que se pudieron
demostrar desde ese enfoque. Decidimos usar conceptos de topologia y analisis
convexo en [R"™ para demostrar la mayoria de resultados del capitulo 2 porque
sabiamos que eran posibles las demostraciones usando conceptos matematicos de
dichas areas y también para facilitar el entendimiento de los lectores que no estén

familiarizados con conceptos matematicos mas avanzados.

2. El teorema de unimodularidad, teorema principal de esta tesis, puede ser de-
mostrado usando algunas otras herramientas matematicas, distintas a las que se
usaron en esta tesis. Por ejemplo, en [7| también se demuestra el teorema de

unimodularidad pero usando programacion entera.

3. Hay otros ejemplos en los que se puede aplicar todo lo desarrollado en el capitulo
2. Nosotros solamente desarrollamos algunos de ellos en el capitulo 3 y dimos
mayor importancia a la subasta ”product-mix”. El objetivo de la primera seccion
del capitulo 3 era estudiar todos los elementos de esta subasta en lugar de mostrar

un ejemplo que involucre un contexto real.
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Apéndice A

Conceptos vectoriales

Sea (V,+,-) un espacio vectorial real (o IR-espacio vectorial), se definen

1) Dado A C V, el conjunto Z(A) de las combinaciones lineales de vectores de A

es un subespacio de V, llamado el subespacio generado por A.

2) Si Z(A) =V, decimos que A es un conjunto de generadores de V.

Definiciéon A.0.1 Si S y S’ son subespacios de V', entonces la suma de estos subes-

pacios se define como
S+S ={utv:ues,ves}
Note que la suma de subespacios de V' es también un subespacio de V.

Definicién A.0.2 Si S y S’ son subespacios de V' tal que S NS" = {0}, entonces la

suma de estos subespacios S + S se llama suma directa y se denota con S & S'.

Proposiciéon A.0.1 Sean S y S’ dos subespacios de V. Entonces la suma S + S es
directa si y solo si todo elemento uw € S + 5" se escribe de modo tnico en la forma

u=uv+w, dondeve S yweSs.

De manera general tenemos que si {S;};=12.. es una familia de subespacios de V,

entonces la suma de estos subespacios se define como

k
ZSj:{ZUjSUjESj,j:1,2,...,]{}}.

Esta suma es directa si
S;iN(S1+...+81+ S +...+5)={0},Vj=1,2,... .k
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y se denota por

Definicién A.0.3 Un conjunto 8 C V' es una base de V' si
i) B genera V', es decir V = Z(p).

i1) [ es linealmente independiente.

Definicién A.0.4 Lilamamos dimension del espacio vectorial V' al nimero de ele-

mentos de una base de V. Este niumero se denota por dim(V).
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Apéndice B

Topologia y Continuidad en R"

IR™ es un espacio vectorial real de dimensiéon n, con las operaciones usuales de
suma de vectores y producto de un escalar por un vector. Sean x = (1, xs,...,Z,),

v = (y1,%2,.--,yn) € IR". El producto interno de = e y, denotado por z - y, es el

x'yzzxi%-
i=1

Decimos que z es ortogonal a y, lo que denotamos por x L y, si y solo si z -y = 0.

numero real

La norma de z, denotada por |||, es definida como

La distancia entre z e y, denotada por d(z,y), es definida como d(z,y) = ||z — y||.

Algunas veces haremos uso de las siguientes notaciones:
i) x>y siysolosi x; >y, Vi=1,2,....,n.
ii) x >y siysolosi x; > y;,Vi=1,2,...,n;y x; > y;, paraalgin j € {1,2,...,n}.
iii) 2 >>y siysolosi z; >y;, Vi=1,2,...,n.

Sean A y B dos subconjuntos no vacios de IR". La distancia entre los conjuntos
Ay B, denotada por d(A; B), es definida como

d(A; B) = inf{||la — b|| : a € A, b € B}.

En particular, la distancia entre el punto z € IR" y el conjunto B, denotada por
d(x; B), es definida como d(x; B) = inf{||z — b|| : b € B}.
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Si A es un subconjunto de IR", entonces la cardinalidad de A sera denotada por
|A|. La suma Minkowski de dos conjuntos A, B C IR", denotada por A+ B, es definida
como el conjunto A+ B = {a+b:a € A b € B}. El producto entre un escalar
A € IR y un subconjunto A C IR"™ se denota por AA y se define como el conjunto
A = {)Xa: a € A}. Escribimos —A para denotar al conjunto (—1)A, y A — B para el
conjunto A + (—B).

Decimos que un subconjunto A C IR" estd acotado si existe algin r > 0 tal que

la|| <7, Va e A

Definicién B.0.1 Sea X C IR™. Decimos que a € IR™ es un punto frontera de X
si y solo si para cada r >0 se cumple que B.(a) N X # 0 y B.(a) N (R™\ X) # (). El
congunto de todos los puntos frontera de X es llamado frontera de X y lo denotamos
por Fr(X) o 0X.

Teorema B.0.1 Sea X C IR™, X es abierto si y solo si X NFr(X) = (.

Proposiciéon B.0.1 Sean A, B C IR", entonces se cumple
1) Fr(Au B) C Fr(A) U Fr(B).
2) Fr(A)=ANR"\ A.
3) Fr(A) es cerrado.
4) A =int(A) UFr(A).

Definicién B.0.2 Decimos que un subconjunto D C IR™ es denso en IR", si y solo si

D = IR".

Definicién B.0.3 Sea X C IR", decimos que los subconjuntos A, B C X forman una
escision de X siy solo si satisfacen las siquientes condiciones: X = AUB, ANB =0
y AN B = 0.

Notamos que, si A = X y B = (), entonces A y B forman una escisién de X, llamada

escision trivial. Luego todo subconjunto de IR"™ admite una escisién trivial.

Definicién B.0.4 Decimos que un subconjunto X C IR" es conexo, si y solo si X

solo admite la escision trivial. Un conjunto que no es conexo, es llamado disconexo.
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Definicién B.0.5 Sea X C IR" y v € X. La componente conexa de x en X,

denotada por C,., es el mayor subconjunto conexo de X que contiene a x.
Proposicién B.0.2 Sea X C R". Siz, y € X, entonces C, NCy, =0 ¢ C, = C,.

Definicién B.0.6 Sea X C IR", X # (. Decimos que un subconjunto A C X es
abierto relativo a X o simplemente abierto en X si y solo si existe un conjunto
abierto U C IR™ tal que A=UNX.

Teorema B.0.2 Sean X C IR" un subconjunto no vacio y f : X — IR™ una funcion.

Denotemos Y = f(X). Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1) f es continua en X.

2) Si A es un conjunto abierto en'Y, entonces f~(A) es un conjunto abierto en X.
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Apéndice C

Analisis convexo clasico en IR"

C.1. Conjunto o Variedad afin en R"

La recta que pasa por los puntos distintos a y b de IR™ es el conjunto
{da+(1-=Xb: e R}

Definicién C.1.1 Decimos que un conjunto A C IR" es afin, si y solo si para todo

par de puntos a, b € A y para todo A € IR se cumple que Aa+ (1 — )b € A.

En otras palabras, un conjunto A C IR" es afin si y solo si contiene a todas las

rectas que pasan por dos cualesquiera de sus puntos.

Definicién C.1.2 La cdpsula afin del conjunto A C IR" es denotada por aff(A) y

se define como la interseccion de todos los conjuntos afines en IR" que contienen a A.

Sea A un conjunto afin en IR", entonces para cada a € A, el conjunto
Vo,:=A\{a}={z—a:2 € A}

es un subespacio vectorial de IR™. De hecho, este subespacio es independiente de la
eleccion de a € A. En este caso, decimos que A es un subespacio paralelo a V,, y defi-
nimos la dimensién de A como la dimensién de V,,. Ademas, denotamos a la dimension
de A por dim(A). Si dim(A) = r entonces diremos que A es r-dimensional.

Notemos que cuando un conjunto afin en IR™ es también un subespacio vectorial de
IR™, su dimension, tal como se definié arriba, coincide con su dimensién como subespa-
cio del espacio vectorial real IR". Por lo tanto, podemos usar el término “dimensién”

sin ambigiiedad tanto para conjuntos afines como para subespacios vectoriales de IR".

146



Proposicién C.1.1 Sea A C R", entonces aff(A) = aff (A).
Demostracion: Ver [3]. O

Definicién C.1.3 Dados p € IR\ {0} y a € IR, el hiperplano H(p, «) se define como
el conjunto
Hp,a) ={z € R":p-z=a}.

Notemos que cuando o = 0, H(p,0) es un subespacio vectorial de IR" de dimensién
n—1yxz € H(p,0)siysolosiz L p. En este caso, decimos que p es un vector ortogonal
al subespacio vectorial H(p,0) (comunmente decimos que p es normal a H(p,0)). En
general, decimos que el hiperplano H (p, ) es paralelo al subespacio vectorial H(p,0)

y que tiene vector normal p.

Definicién C.1.4 Dado el hiperplano H(p,«), se generan los siguientes subconjuntos

1) Hp,a)s:={x e R":p-x < a} y H(p,a)Z :={z € R" : p-z > a} que se

denominan semiespacios cerrados.

2) Hp,a)s ={z €e R" :p-x < a} y Hp,a)” :={x € R" : p-z > a} que se

denominan semiespacios abiertos.

Definicién C.1.5 Sea X C IR". Decimos que a € X es un punto interior relativo
de X si y solo si existe algin r > 0 tal que B.(a) Naff(X) C X. El conjunto de todos
los puntos interiores relativos de X es llamado interior relativo de X y lo denotamos
por ri(X).

Definicién C.1.6 Sea X C IR". Decimos que a € IR"™ es un punto frontera rela-
tivo de X si y solo sia € X \1i(X). El conjunto de todos los puntos frontera relativo

de X es llamado frontera relativa de X y lo denotamos por rebd(X).

C.2. Convexidad en R"

Sean x, y € IR", el segmento de recta que une los puntos x e y, denotado por

[z,y], es definido como
e 0] o= (a4 (1— Ny < A€ 0,1}

Definicién C.2.1 Decimos que un subconjunto C' C IR™ es convexo si y solo si para

todo par de puntos x, y € C y para todo X € [0, 1], se cumple que \x + (1 — N)y € C.
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En otras palabras, un conjunto C' C IR™ es convexo si y solo si contiene a todos los
segmentos cerrados que conectan a dos cualesquiera de sus puntos. Equivalentemente,
C' es convexo si y solosi [z, y| C C,Vz, y € C.

Una propiedad esencial de los conjuntos convexos es que la interseccién de una
familia arbitraria de conjuntos convexos en IR", también es convexo en IR".

Algunos ejemplos de conjuntos convexos son: el conjunto vacio @), los conjuntos
unitarios {z}, los hiperplanos H(p, «) y IR". En general, todo conjunto afin es convexo.

La dimensiéon de un conjunto convexo C' en IR" es definida como la dimensién de

su capsula afin. Si dim(C') = r entonces diremos que C' es r-dimensional.

Definicién C.2.2 La cdpsula convexa del conjunto C C IR" se denota por conv(C')

y se define como la interseccion de todos los conjuntos convexos en IR™ que contienen

a C.

Decimos que un punto x € IR™ es una combinacion convexa de puntos ay, ao, . . .,

a., € IR™ si existen escalares A\, Ag,..., Ay, > 0con A\ + X+ ...+ )\, = 1 tal que
T = )\1&1 —+ )\2@2 + ...+ )\mam.

Teorema C.2.1 Sea C C IR" entonces la cdpsula conveza conv(C) es el conjunto de

todas las combinaciones convexas de puntos de C.
Demostracion: Ver [8]. O

Teorema C.2.2 La cdpsula convexa de un conjunto abierto en IR" es también un
conjunto abierto en IR"™ y la capsula convexa de un conjunto compacto en IR™ es también

un conjunto compacto en IR".
Demostracion: Ver [8]. O

Corolario C.2.1 La cdpsula convexa de un conjunto finito en IR"™ es un conjunto

compacto en IR"™.
Demostracion: Ver [8]. O
Proposicién C.2.1 Sean A, B C IR" entonces conv(A + B) = conv(A) + conv(DB).

Proposicion C.2.2 Si C' C IR™ es un conjunto convexo, entonces C' es conexo.
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Ahora enunciamos algunas propiedades acerca del interior, interior relativo y la

cerradura de un conjunto convexo.

Teorema C.2.3 Fl interior relativo de un conjunto convexo no vacio en IR™ es tam-

bién no vacio.
Demostracion: Ver [8]. 0

Teorema C.2.4 Sea C' C IR" un conjunto convero. Si a € 1i(C) y b € C entonces
Aa+ (1 = X)b e ri(C), para todo 0 < X < 1.

Demostracion: Ver [8]. 0

Teorema C.2.5 Sea C C IR" un conjunto convezo, entonces ri(C), int(C) y C tam-

bién son conjuntos convexros.

Demostracion: Ver [8]. O

Teorema C.2.6 Sea C' C IR" un conjunto convezo, entonces ri(C) = ri (C’) y C =
ri(C).

Demostracion: Ver [8]. O

Definicién C.2.3 Sea C' C IR"™ un conjunto convexo no vacio y f : C — IR una

funcion.

i) Decimos que f es concava si y solo si f(ta+ (1 —1)b) > tf(a)+ (1 —1t)f(b), Va,
beC,yVtell].

i1) Decimos que f es conveza si y solo si f(ta+ (1 —1t)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b), Va,

beC,yVte|0,1].

C.3. Teoremas de separacién e hiperplano soporte

Definicion C.3.1 Sean A, B C IR" y sea H un hiperplano en IR".

1) Decimos que H separa A y B, si A estd contenido en uno de los semiespacios
cerrados determinados por H, y B estd contenido en el otro semiespacio cerrado
determinado por H. Esto es equivalente a decir que existen p € R"\{0} ya € IR
tal que H=H(p,a) y p-a<a<p-b,Va€e A, Vbe B.
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2) Decimos que H separa A y B propiamente, si H los separa pero A y B no

yacen en H simultdneamente.

3) Decimos que H separa A y B estrictamente, si A estd contenido en uno de
los semiespacios abiertos determinados por H, y B estd contenido en el otro
semiespacio abierto determinado por H. Esto es equivalente a decir que existen
pe R"\{0} ya € R tal que H=H(p,a) y pra<a<p-b,Vae A, Vbe B.

Sabemos que los semiespacios cerrados son conjuntos convexos. Asi que si un hi-
perplano separa dos conjuntos, entonces este hiperplano también separa sus capsulas

convexas. Por lo tanto, solamente consideramos la separacién de conjuntos convexos.

Teorema C.3.1 Sean A, B C IR" dos conjuntos convexos no vacios y disjuntos tal
que A es cerrado y B es compacto, entonces A y B pueden ser separados estrictamente

por un hiperplano en IR™.
Demostracion: Ver [8]. O

Teorema C.3.2 Sean A, B C IR" dos conjuntos convexos no vacios y disjuntos, en-

tonces A y B pueden ser separados propiamente por un hiperplano en IR™.
Demostracion: Ver [8]. 0

Definicién C.3.2 Sean B un subconjunto no vacio de IR™ y H un hiperplano en IR".
Decimos que H es un hiperplano soporte a B si H interseca a B y B estd contenido
en uno de los semiespacios cerrados determinados por H. En este caso, H es llamado

soporte a B en los puntos donde H interseca a B.

Un hiperplano en IR™ es un hiperplano soporte trivial a cada uno de sus subcon-

juntos no vacios.

Definicién C.3.3 Sea H un hiperplano soporte a B C IR". Decimos que H es un

hiperplano soporte no trivial a B si H no contiene a B.

Teorema C.3.3 Sea C' un subconjunto propio convexo y no vacio de IR". A través de
cada punto frontera de C' en IR™ pasa un hiperplano soporte a C', y a través de cada

punto frontera relativo de C' pasa un hiperplano soporte no trivial a C.

Demostracion: Ver [8]. O
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C.4. Caras de conjuntos convexos en IR"

Definicién C.4.1 Una cara de un conjunto convero A C IR" es un subconjunto con-
vero B C A tal que cuando A\x + py € B, donde x, y € Ay X\, u>0con A+ pu=1,

entonces x, y € B.

Notemos que cada conjunto convexo A C IR™ tiene las caras () y A; éstas son
llamadas caras impropias de A. Mientras que las otras caras de A, distintas de () y
A, son llamadas caras propias de A.

Una cara k-dimensional de un conjunto convexo A C IR" es llamada k-cara. En

particular, las 0-caras de A son llamadas puntos extremos de A.

Ejemplo C.4.1 El cuadrado C = {(z1,25) € R* : 0 < 21 < 1, 0 < 2o < 1},
tiene cuatro 0-caras (sus vértices), cuatro 1-caras (sus bordes), una 2-cara (el mismo

conjunto C') y una —1-cara (el conjunto vacio). Grdaficamente tenemos:

Xz XQ‘
1 1

0 1 X 0 1 X iy €
(a) O-caras de C' (b) l-caras de C'  (c) 2-cara de C

Figura C.1: Representaciones graficas de las caras de C

Teorema C.4.1 Sea B un subconjunto convexo de un conjunto convexro A C IR".
Entonces B es una cara de A si y solo si A\ B es convexo y B = aff(B) N A. En

particular, un punto a € A es un punto extremo de A si y solo si A\ {a} es convezo.
Demostracion: Ver [8]. O
Corolario C.4.1 Cada cara de un conjunto convexro cerrado en IR", es cerrado.

Demostracion: Ver [8]. O

Teorema C.4.2 Sea A C IR™ un conjunto convexo, entonces
i) La interseccion de cualquier familia no vacia de caras de A es una cara de A.
i1) Si B es una cara de A, y C es una cara de B, entonces C es una cara de A.

iii1) La interseccion de A con cada uno de sus hiperplanos soporte es una cara de A.
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Teorema C.4.3 Sea B una cara de un conjunto convexo A C IR". Supongamos que

C' es un subconjunto de A tal que ri(C) N B, entonces C C B.
Demostracion: Ver [8]. O

Corolario C.4.2 Si B es una cara de un conjunto convero A C IR", diferente de A,
entonces dim(B) < dim(A).

Demostracion: Ver [8]. 0

Del item ii7) del teorema C.4.2 tenemos que la interseccién de un conjunto convexo
en IR™ con uno de sus hiperplanos soporte es una cara del conjunto. Estas caras son
llamadas caras expuestas del conjunto. En la gran mayoria de textos de analisis
convexo, se considera que para un conjunto convexo C' C IR", el conjunto vacio y el
propio conjunto C' son caras expuestas de C. Por lo tanto, una cara expuesta de un
conjunto convexo C' o es el conjunto vacio, o es el propio conjunto C', o es la interseccién

de C con uno de sus hiperplanos soporte.

Teorema C.4.4 La interseccion de cualquier familia no vacia de caras expuestas de

un conjunto convero en IR™ es una cara expuesta del conjunto.

Demostracion: Ver [8]. 0

Las caras expuestas O-dimensionales de un conjunto convexo A en IR" son llamadas
puntos expuestos de A. Notemos que cada punto expuesto de un conjunto convexo
en IR™ es uno de los puntos extremos de dicho conjunto, pero no necesariamente se

cumple lo inverso.

Ejemplo C.4.2 Consideremos el conjunto convero A cuya representacion grdafica es

Figura C.2: Representacién grafica de A
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Notamos que el punto (—1,1) € A es un punto extremo de A pero no es un punto

expuesto de A.

C.5. Poliedros convexos en IR"

Definicién C.5.1 Un conjunto poliedral convexo (o poliedro convexo) es una

interseccion de una familia finita de semiespacios cerrados en IR™.

Observacion C.5.1 Eguivalentemente, un poliedro convexo es el conjunto de todos
los puntos © = (x1,xs,...,x,) € IR que satisfacen un sistema finito de inecuaciones
lineales con coeficientes reales de la forma

anxy + apxs + ...+ apr, < b
a21%1 + Q999 + ... + QopnTy, S bg

Am1T1 + Am2X2 T ooo T AynTn S bm

Si denotamos por a® = (a;1, Gig, ..., Gpn), A = : y b= : |, concluimos
a™ b,

que todo poliedro convero P C IR"™ puede ser expresado como
P={zeR": Az <}
donde A es una matriz de orden m X n y b es un vector columna de orden m x 1.

Notamos que los poliedros convexos son conjuntos cerrados y convexos. Ademas, la
interseccion de cualquier familia finita de poliedros convexos es un poliedro convexo.

Algunos ejemplos de poliedros convexos son: el conjunto vacio ), los hiperplanos
H(p, ), los conjuntos afines y IR".

Una inecuacién a’ -z < b; del sistema Az < b es llamada una igualdad implicita

(en Az <) si a'-x = b, para todo = que satisface Az < b.

Ejemplo C.5.1 Consideremos el sistema xr1 <0, —x9 <0, —x1+x9 < 0. El conjunto
solucion de este sistema es (x1,x2) = (0,0). Por lo tanto, cada una de las inecuaciones

del sistema es una tqualdad implicita.

Para un sistema Az < b, denotamos por A=x < b~ al subsistema de igualdades
implicitas en Az < b; y denotamos por ATz < bt al subsistema de todas las otras

inecuaciones en Az < b.
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Una restriccién en un sistema de restricciones es llamada redundante (en el siste-
ma) si esta restriccién es implicada por las otras restricciones del sistema. (Por lo tanto,
las restricciones redundantes se pueden eliminar; sin embargo, eliminar una restriccién
redundante puede hacer que otras restricciones redundantes sean irredundantes, de
modo que generalmente no todas las restricciones redundantes se pueden eliminar al

mismo tiempo). El sistema es irredundante si no tiene restricciones redundantes.

Teorema C.5.1 Sea P = {x € IR" : Az < b} un poliedro convezo no vacio, entonces
aff(P)={zr e R": A"z < b7}

Demostracion: Ver [6]. O

Definicién C.5.2 Sea P un poliedro convexo en IR" yw € IR"™ visto como un funcional

lineal. Definimos
face,(P):={ueP:w-u>w-v, Vv € P}.
Cada uno de estos subconjuntos F' = face,(P) de P se denomina una cara de P.

Notese que F' = face,(P) = argmax {w - v}.

veEP

Observacién C.5.2
i) Siw =0, entonces P = facey(P).

i1) Alternativamente, F' es una cara de un poliedro convexo P C IR"™ si y solo si F’
€s no vacio y
F={zeP:Az=1V}

para algin subsistema A'x <V de Az < b.

iii) Para cada poliedro convezo, la definicion C.5.2 es equivalente a la definicion

C.4.1.

Proposicion C.5.1 Sea P un poliedro convexo. Si F' es una cara de P y F' C F,

entonces F' es una cara de P si y solo si F' es una cara de F.

Definicién C.5.3 La dimension de una cara F de un poliedro convexo P es la di-

mension de su capsula afin, y su codimension es
codimp(F) := dim(P) — dim(F).
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Ejemplo C.5.2 Notamos que el conjunto C del ejemplo C.4.1 es un poliedro convezo,
pues C = {(xy,23) € R?: —2; <0, 11 < 1, =19 <0, 23 < 1}. Ademds, dim(C) = 2.
Para su 0-cara Cy = {(0,0)}, se cumple codime(Cy) =2 -0 = 2; y para su 1-cara
Cy = {(21,0) € R*: 0 < x; < 1}, se cumple codimg(Cy) =2 — 1= 1.

Definicién C.5.4 Sea P un poliedro convezxo r-dimensional en IR™.
1) Una faceta de P es una cara propia (r — 1)-dimensional de P.
2) Un vértice de P es una cara 0-dimensional de P.

3) Un borde de P es una cara 1-dimensional de P.

Teorema C.5.2 Supongamos que el poliedro convexo P C IR™ no es un conjunto afin

y que
P=aff(P)N{zeR": ay-z<ag}N...N{z €R": ap - < ap},
donde oy, ..., € R, ay,...,a, € R"\ {0} y ninguno de los semiespacios cerrados
en la interseccion puede ser omitido. Para cada 1 =1,...,m, sea
F,=Pn{zxecR": a; -z =}
Entonces:
i) ri(P)={a€P:a-a<ag,...,0n a<anp}

it) rebd(P) = Fy U...U F),.
ii1) Las facetas de P son precisamente los conjuntos Fy, ..., F,,.
i) Cada cara propia de P es la interseccion de aquellas facetas de P que la contienen.
v) P tiene un numero finito de caras, cada una de las cuales es expuesta.
vi) Cada cara de P es un conjunto poliedral.

vit) Sean Bj una j-cara de Py By, una k-cara de P (0 < j < k—2) tal que B; C By.
Entonces existen caras Bjii,...,By—1 de P tal que, para cada i = j,..., k —1,

la cara B; es una faceta de Bjiq.

Demostracion: Ver [8]. 0
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Teorema C.5.3 Sea P C IR™ un poliedro convexo. Entonces P tiene un nimero finito
de caras, cada una de las cuales es expuesta y un poliedro convero. Cada cara propia
de P es la interseccion de estas facetas de P que la contienen, y rebd(P) es la union
de todas las facetas de P. Si P tiene una cara no vacia de dimension s, entonces P

tiene caras de todas las dimensiones desde s hasta dim(P).
Demostracion: Ver [8]. 0

Si P es un poliedro convexo no vacio, entonces su interior relativo es también no

vacio y se demuestra que

ri(P) = {p € P: p ¢ F, para cualquier cara propia F' C P}.

C.6. Complejos poliedrales en IR"

Definicién C.6.1 Un complejo poliedral A es una coleccion finita de poliedros con-

vexos en IR™ tal que:
i) Si Pe A y F esuna cara de P, entonces F' € A.

it) Si Pi, Py € A entonces PPN Py =0 0o PN Py es una cara de Py y de P;.

Ejemplo C.6.1 La coleccion A formada por los poliedros convexos Py = {(x1,25) €
R*: 2y —29=0,2; >0}, P, ={(21,0) € R?: 3, <0}, P3 = {(0,25) € R? : x5 < 0}
y P, ={(0,0)} es un complejo poliedral.

Definicién C.6.2 Un poliedro convexro P se denomina poliedro racional si P es

de la forma P = ﬂ{pElR":p-vigai} para algin m € IN; vl ... 0™ € Z" y
i=1

ay, ..., € IR.

Definicién C.6.3 Un complejo poliedral racional 11 es una coleccion finita de

poliedros racionales en IR™ tal que:
i) SiPell y F es una cara de P, entonces F € I1.

it) Si Pi, Py € 1 entonces LN Py =0 0o Py N Py es una cara de P y de Ps.

Ejemplo C.6.2 EI complejo poliedral A del ejemplo C.6.1 es racional.
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Los elementos de un complejo poliedral son llamados celdas del complejo poliedral.
Una celda del complejo poliedral de dimension k se denomina k-celda del complejo

poliedral. Una faceta del complejo poliedral es una (n—1)-celda del complejo poliedral.

Definicién C.6.4 Un complejo poliedral A se denomina k-dimensional, si para ca-
da celda del complejo poliedral existe una k-celda del complejo poliedral A tal que la

contiene. En este caso, A se denomina k-complejo poliedral.
Ejemplo C.6.3 El complejo poliedral racional A del ejemplo C.6.1 es 1-dimensional.

Definicién C.6.5 Un complejo poliedral 11 es llamado ponderado, si existe un nime-
ro natural w(F), llamado peso, asignado a cada una de sus (n — 1)-celdas F. Este

complejo se suele denotar por (I1, w), donde w es un vector cuyas coordenadas son los
pesos w(F') € IN de cada faceta F € I1.

Ejemplo C.6.4 Si a cada una de las facetas Py, Py y P del 1-complejo poliedral ra-
cional A del ejemplo C.6.1, le asignamos peso w(Py) = w(Py) = w(Ps) = 1, obtenemos

que A es un 1-complejo poliedral racional ponderado.

Observacion C.6.1 Cualquier complejo poliedral puede ser considerado como un com-

plejo poliedral ponderado. Por ejemplo, ésto se consigue asignando peso 1 a cada (n—1)-

celda (faceta).

C.7. Politopos convexos

Definicién C.7.1 Un politopo convexo, o simplemente un politopo, es la cdpsula

convexa de un conjunto finito de puntos en IR".

Por el corolario C.2.1, concluimos que los politopos son conjuntos convexos com-

pactos. Un politopo de dimensién r es llamado un r-politopo.

Teorema C.7.1 Cada politopo en IR™ tiene solo un numero finito de caras, y cada

una de estas es un politopo.
Demostracion: Ver [8]. 0

Teorema C.7.2 C C IR™ es un politopo si y solo si éste es un poliedro convexo aco-

tado.
Demostracion: Ver [8]. O
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Apéndice D

Unimodularidad

Definicién D.0.1 Sea A un subonjunto de Z™. La cdpsula convexa discreta de A,

denotada por convy(A), se define como convz(A) = conv(A) NZ"™.
Ejemplo D.0.1 Sea A ={0,1,3,5} C Z entonces
convz(A) = conv(A)NZ=1[0,5]NZ ={0, 1, 2, 3, 4, 5}.

Mientras que si B = {(0,0); (1,0); (0,2)} C Z? obtenemos

T2 T2
2 2
1
0 1 L1 0 1 Iy 0 1 (o
(a) Los puntos de color  (b) El tridngulo de co-  (c) Los puntos de co-
cian representan al con- lor rojo representa a  lor rojo representan a
junto B. conv(B). convz(DB).
De ahora en adelante, un vector v = (v, v, ...,v,) en IR" de coordenadas enteras

(v; € Z) se denominaréd vector entero.

Definicién D.0.2 Un vector entero no nulo v = (vy,vs,...,v,) es llamado primiti-

vo $i el mdrimo comun divisor de sus coordenadas es igual a 1, es decir,
med (v, va, ..., 0,) = 1.

Definicién D.0.3 Una coleccion D de elementos de Z"™ es unimodular si cada sub-

conjunto linealmente independiente {vt,v? ... .v* : 1 < k < n} C D puede ser
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extendido a una base B = {v',v?, ... oF whtt .

w"} para IR, de vectores de com-
ponentes enteras, tal que la matriz n X n que tiene a los vectores de esta base como sus

columnas tiene determinante £1, es decir,
det[v'[v?]. .. |Uk|wk+1| o w™) = 1.

Observacién D.0.1 Recordemos que si intercambiamos dos columnas de una matriz
entonces el determinante de la matriz cambia de signo. Por esta razon, el orden de
los vectores en el determinante de la definicion D.0.3 no es importante ya que no nos

interesa el signo del determinante.
Ejemplo D.0.2 La coleccién D = {(1,0,1); (1,1,0); (0,1,1)} € Z3 es unimodular.

Definicién D.0.4 Sea {v',v?,...,v" : k€ {1,2,...,n}} un subconjunto linealmente

2

independiente en IR™. Denotamos por P(v',v?, ... v*) al conjunto

k
{ZAW’ : Noelo, 1], Vi:1,2,...,k}

i=1
al cual llamamos paralelepipedo generado por los vectores v*,v?, ..., v*. Estos tltimos
se denominan bordes de P(v',v?, ... vF).
Observacién D.0.2 Los vértices del paralelepipedo P (v, v?, ..., v*) son los vectores

de la forma

k
{Zx'vi;x'e{o, NAS Vi—1,2,...,k}.

i=1
Otra forma de describir a los vértices del paralelepipedo P (v, v?, ... v*) es mediante

la siguiente suma de subconjuntos

k
> A0, v} ={0,v'} + {0, v’} +... +{0, v*}.
i=1
Proposiciéon D.0.1 Sea D C Z", las siguientes proposiciones son equivalentes:
1) D es unimodular.
2) Para cada subconjunto linealmente independiente {v',v?, ... v*} de D, no existe

punto de coordenadas enteras en el paralelepipedo P(v',v?, ... ,v%) a no ser que

sea un vértice.

3) Para cada subconjunto linealmente independiente {vt,v? ... v*} de D, se cum-
k
ple: Six € Z™ y x = Zo/vi con o € IR, entonces o € Z,Vi=1,2,... k.
i=1
Demostracion: Ver [2]. O
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Apéndice E

Semianillo tropical max-plus

Denotemos por T := IR U {—oc}. Consideremos en T un orden =< que es una
extension natural del orden < de IR, de modo que < es < si se restringe a IR, mientras

que —oo < a, para todo a € IR. La terna (T, ®, ®), donde

& : TxT — T
(a,b) +— ®(a,b) := max{a,b}

© : TxT — T
(a,b) +— ©(a,b):=a+0b

es un semianillo, llamado semianillo tropical max-plus. El elemento neutro para &
es Op := —oo y el elemento neutro para © es 17 := 0.

De ahora en adelante, para todo a, b € T, denotaremos los valores de ®(a,b) y
®(a,b), por a® by a® b, respectivamente.

También denotaremos por T" := T X ... x T (n — veces). La suma Minkowski

de dos conjuntos S, S’ C T", denotada por S @ S’, es definida como el conjunto
{zr @2 :(z,2") e S x5}

Sine€ INyax € T, definimos 2" := 2 ©2® ... ®z. De esta manera obte-
n Veces
nemos que %" = z+ax+...+ 1 = nx. Luego, para a = (a1,as,...,a,) € IN" y
n Veces
r = (x1,2,...,2,) € T" definimos

®a ®a
19 =27 0?0 .. 01" =a v+ aywy+ ... a1, =a- .
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