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RESUMEN

La presente investigacion tiene por objetivo disefiar una propuesta didactica basada en la
Orquestacion Instrumental que permita que los estudiantes de economia interpreten
el analisis marginal de funciones econdmicas para lo cual nos hemos planteado la
siguiente pregunta de investigacion: ¢ El disefio de una propuesta didactica basada en
la Orquestacion Instrumental podria permitir que los estudiantes de economia
interpreten el analisis marginal de funciones economicas? Para responder dicha
pregunta recurriremos a aspectos de la Genesis Instrumental y Orquestacion
Instrumental como base tedrica mientras que la metodologia tiene un enfoque
cualitativo. Se propusieron dos secuencias didacticas con configuraciones en
educacion virtual con el apoyo del Geogebra y los modos de ejecucion se basaron en
la tipologia propuesta por Say y Akkog, (2016) con el objetivo de provocar la
emergencia de los esquemas uso, de accidon instrumentada y accion colectiva
instrumentada. Las secuencias didacticas buscan la Génesis instrumental del analisis
marginal para que los estudiantes de economia puedan usarlo en la toma de

decisiones en contextos econdmicos

Finalmente, en cada actividad hemos propuesto posibles esquemas de usos y de
accion instrumentada que deberia emerger al desarrollar la actividad. Estas seran
identificables a través de técnicas instrumentadas, lo cual nos llevaria a concluir que,
si los estudiantes de economia son capaces de resolver desarrollar las preguntas
relacionadas al analisis marginal, entonces alcanzarian la Genesis Instrumental,
siendo asi observable la emergencia de técnicas instrumentadas en el estudiante de

economia.

Palabras clave: Analisis marginal, Génesis Instrumental, Orquestacion Instrumental,

educacion virtual, GeoGebra.



ABSTRACT

The following research paper attempts to design a didactic proposal based on the
Instrumental Orchestration that allows economics students to interpret the marginal
analysis of economic functions for which we have established the following research
question: Will the design of a didactic proposal based on the Instrumental
Orchestration allow economics students to interpret the marginal analysis of economic

functions?

To answer this question, we will resort to the aspects of the Instrumental Genesis and
Instrumental Orchestration as theoretical foundation while the methodology has a
qualitative focus. Two didactic sequences with virtual teaching arrangements were
proposed with Geogebra’s support and the execution modes were based on the
typology proposed by Say and Akkog, (2016) with the goal of provoking the emergence
of schemes of use, instrumented action and collective instrumented action. The
didactic sequences look for the Instrumental Genesis of the marginal analysis, so that

economics students can use it for decision-making within economic contexts.

Finally, in each activity we have proposed potential schemes of use and of
instrumented action that should emerge when developing the activity. These will be
identifiable through instrumented techniques which would lead us to conclude that if
the economics students are able to develop the questions related to marginal analysis,
then they would reach the instrumental genesis through which the emergence of the

instrumented techniques would be noticeable in the economics students.

Key Words: Marginal Analysis, Instrumental Genesis, Instrumental Orchestration,

Virtual Teaching, GeoGebra.
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INTRODUCCION

El célculo es una herramienta poderosa para describir los cambios, medirlos y
predecirlos. En tal sentido la derivada juega un rol protagdénico cuando se requiere

cuantificar o medir cualquier fendmeno y los cambios que produce.

La ensefanza de la derivada usualmente inicia en las aulas universitarias, dichos
conocimiento matematico son guiados por docentes que tienen sus formas particulares
de presentarla y ensefiarlas, en la mayoria de los casos se prioriza la parte algoritmica,

asi como la construcciones y validaciones formales, tal como lo sefala Artigue (1995).

En ese sentido, los estudiantes cumplen el objetivo de calcular limites, derivar e
integrar, pero dificilmente dichos conocimientos logran trascender a otras areas. En ese
sentido Dolores (2007) afirma: “Dificilmente logran reconocer las ideas asociadas al
concepto de derivada en la resolucion de problemas elementales sobre variacién y
cambio a pesar de que en los problemas de este tipo se encuentran en esencia de este
concepto” (p.1). Esta deficiente comprensioén de la derivada acarrea consecuencias
nefastas, mas aun, en estudiantes que necesitan dichos conocimientos para aplicarlos

en su vida profesional, como por ejemplo los estudiantes de ciencias econémicas.

El desarrollo de métodos matematicos en diferentes ciencias, en especial la fisica, y la
aceptacion de existencia de un lenguaje universal que permita transferir una
proposicion de un campo a otro permitieron el nacimiento de la teoria de la utilidad
marginal a fines del siglo XIX. Aparecen tres autores con diferente formacién econémica
casi en simultaneo con propuestas equivalentes, esto es un ejemplo claro de cémo los
esfuerzos por formalizar las teorias influencian el desarrollo de una ciencia. En el siglo
XIX, con la aparicion de los trabajos de Stanley Jevon (1871), Carl Menger (1871) y
Ledn Walras (1874) formalizan los conceptos clasicos de la economia mediante la
introduccion de los conceptos de utilidad marginal y maximizacion. En consecuencia,
se les atribuye ser los gestores del marginalismo, por ser los pioneros en desarrollar la

ley de la utilidad decreciente e incorporarlas al equilibrio general de la economia.

Se denomina analisis marginal al uso de la derivada o diferencial para predecir el
cambio que de una funciéon en un contexto econdmico (ingreso, costo, utilidad,

produccién, etc.) al aumentar en una unidad la variable independiente (Lial y
1



Hungerforg, 2000). Al inmiscuirnos en los conceptos econémicos podemos apreciar lo
importante que es la derivada y cdmo esta resulta indispensable para todo profesional
que estudia o tiene formacion en ciencias economicas. Las funciones marginales
(ingreso, costo y utilidad o produccion) son piezas fundamentales en el analisis de una
determinada situacion econdmica pero también hay otras que también aportan
informacion valiosa como la elasticidad de la demanda, la propension al ahorro, tasa
marginal de sustitucion, etc. El economista Gregory Mankiw en su libro “principios de
economia” sefiala que el analisis marginal es uno de los diez principios de la economia
y regula la manera de como las personas racionales toman sus decisiones en base a

la marginalidad.

A continuacién, presentamos la estructura de la investigacion la cual esta compuesta

por tres capitulos.

En el primer capitulo, se mostrara la problematica de la investigacion para lo cual se
recopilo investigaciones referidas sobe el objeto matematico, la derivada, las cuales
nos brindan un panorama de adonde apuntan las investigaciones y cuales son las
problematicas actuales. También se hicieron indagaciones sobre el analisis marginal
de funciones econdémicas las cuales nos permiten conocer la importancia de la derivada
en la economia, asi como la problematica sobre su ensefianza, asi como focos donde

esta investigacion debe poner atencion.

En el segundo capitulo, se abordara el estudio histérico y epistémico de la derivada,
pero también de la economia con especial atencion al surgimiento y evolucion del
analisis marginal. También se realizé un analisis de dos libros de uso frecuente por los
estudiantes de economia para conocer cuales son enfoque que usan en la ensenanza

de analisis marginal.

En el tercer capitulo, se describe y fundamenta la propuesta didactica para el estudio
del analisis marginal de funciones econémicas. Se detalla la configuracion didactica,

asi como los modos de ejecucion

Finalmente, se presentan las conclusiones de la investigacion en concordancia a los

aspectos tedricos y metodoldgicos, la pregunta de investigacién y el objetivo general.



CAPITULO I: PROBLEMATICA DE LA INVESTIGACION

En el presente capitulo se presentan las investigaciones de referencia, nacionales e
internacionales, realizadas sobre el objeto de estudio, el analisis marginal de funciones
economica, pero también se expondran investigaciones del instrumento derivada en el
contexto de la ensefianza de las matematicas, finalmente se expondran las razones

que justifican la presente investigacion.

1.1 Investigaciones de referencia

Las investigaciones de referencia presentada en la presente tesis se encuentran
organizada en dos grupos de acuerdo con el dominio en matematica de estudio, el
primer lugar se presentan las investigaciones correspondientes al calculo con especial
atencion a la derivada de una funcion real de variable real; en segundo lugar, a las
investigaciones correspondientes a las ciencias econdémicas vinculadas con el analisis

marginal.

1.1.1 Investigaciones sobre la derivada.

En la busqueda que se realizé sobre el instrumento derivada, se encontré abundante
bibliografia, pero consideramos que las investigaciones de Sanchez- Matamoros,
Ponciano y Riveros aportan sobre entender la complejidad y a la vez importancia de la
nocion de derivada en la enseianza de las matematicas a nivel superior puesto que,
es bien sabido, la transcendencia que dicho concepto es clave en diferentes ramas de
las ciencias. A continuacion, detallaremos lo fundamental de cada investigacion
mencionada.

La matematica fue muy importante en la formalizacion del conocimiento en la economia,
especialmente durante el siglo XIX, donde se dieron los primeros pasos para la
integracion de estas ciencias. Este hecho provocé un cambio en el curriculo de
secundaria como en el universitario dandole un protagonismo al calculo. El
entendimiento parcial de dichos conocimientos estudiados en la escuela y la
universidad, originado por el excesivo componente memoristica en estos procesos, no
permite alcanzar una comprension razonada y reflexiva (Sanchez-Matamoros, Garcia

y Linares, 2008). Hay evidencia que demuestran que muchos estudiantes concluyen

3



satisfactoriamente los cursos vinculados con el célculo, teniendo serias dificultades en
sus bases de conocimiento y habilidades de razonamiento, dicho fenémeno se
encuentra documentado (Carlson, Madison y West, 2015)

Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares (2008) en su articulo, revisa y organiza las
investigaciones realizadas sobre el objeto derivada (estudio del arte).

El autor revisa las investigaciones para organizarlos bajo la luz de los tres parametros:
a) Comprension de derivada puntual; b) el rol de las diferentes representaciones de

derivadas; c) caracteristicas inherentes del desarrollo del esquema de derivadas.

Los investigadores concluye que las lineas de investigacion que requieren ser
profundizadas para tener una mejor comprension de como los estudiantes adquieren y
usan el concepto de derivada son: a) Investigaciones sobre diferentes maneras de mirar
el desarrollo de la compresién del concepto de derivada; b) Investigaciones sobre la
comprensién de la razén de cambio; c) Investigaciones sobre la relaciéon de razén de
cambio y el cociente incremental ademas de la Tasa de variacién; d) Investigaciones
sobre los sistemas de representacion como herramientas para pensar sobre la
derivada; e) Investigaciones sobre la relacién entre la derivada puntual y la funcién
derivada; f) Investigaciones sobre el desarrollo de la comprensiéon del esquema de
derivada; g) investigaciones sobre el desarrollo de la comprension de la regla de la

cadena.

Sobre los sistemas de representacion como herramientas para pensar sobre |la derivada
Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares (2008), le atribuyen un papel preponderante
dado que ayudan a dar significado a los conceptos. Desde este punto de vista proponen
analizar el rol que cumplen las representaciones y sus interacciones, vistas como

instrumento conceptuales o herramientas para resolver problemas.

Los autores indican que la razén de cambio es muy perceptible tanto en lo cientifico,
como en la economia y hasta en la vida. Es de especial interés conocer como se
comporta una magnitud con respecto a otra, es decir, ante un cambio dado de una
magnitud (crece o decrece) por mas pequefia que sea como afecta a otra magnitud
(crece o decrece) y sus interpretaciones en las diferentes disciplinas matematicas. Para
la compresién de la derivada es muy importante entender primero el concepto de razén
de cambio como cociente incremental. Las investigaciones reportan los errores e

inconvenientes que tienen los estudiantes sobre el concepto de derivada; Orton (1983)
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reconoce tres tipos de errores frecuentes en los estudiantes en problemas de derivadas.
Los errores estructurales (errores conceptuales), arbitrarios (errores aleatorios
independientes de los datos del problema) y de manipulacién (errores operativos).
Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares (2008) basados en las exploraciones realizadas
por Orton, propone realizar investigaciones sobre la razén de cambio en la comprensién

de derivada, sea el foco de futuras investigaciones.

Por otro lado, Ponciano (2016) sefiala la importancia de investigar en la concepcion del
conocimiento y como se da este conocimiento en la formacion de los futuros profesores,
especificamente sobre la derivada. Los fundamentos teéricos sobre la derivada que se
siguieron durante toda la investigacion fueron tomados del libro Calculo de una variable.
Trascendentes tempranas. Ademas, el marco tedrico sobre el cual se esta realizando
la investigacion, es el Mathematics Teacher’'s Specialised Knowledge (MTSK). Esta
propuesta modela el conocimiento profesional del profesor de matematicas y ademas
es una herramienta para analizar su practica. Dentro de este marco se tiene a una
categoria llamada Recursos y materiales, el autor explica que con este trabajo se
pretende aportar a dicha categoria. La investigacion es de tipo cualitativa y para ello se
aplicé un estudio de caso. Este se realizé sobre un profesor cuyo seudénimo es Pepe
el cual tiene 8 anos de experiencia docente y tiene el grado de magister y doctor en
Matematica Educativa. El sujeto de la investigacion ha impartido los cursos de Calculo
diferencial e integral, Algebra, Geometria plana y analitica y Algebra lineal. En este
caso, él imparte el curso Laboratorio de Calculo y Geometria Il en la Licenciatura de
Matematicas en la Universidad Autbnoma de Zacatecas, universidad ubicada en
Zacatecas, México. El curso se imparte desde el 25 de enero hasta el 29 de mayo del
2016, pero las clases que se grabaron y analizaron son desde el 29 de febrero hasta el
19 de marzo. Estas clases se dan en una sala de cdmputo, en ésta se cuentan con un
proyector, una pizarron electrénico y computadoras, que ya tienen instalado el
GeoGebra, para el profesor y todos los estudiantes. Es importante mencionar que el
analisis no se da solo en la clase en la sala de computo, también se tiene en cuenta la

planeacion del profesor para dichas clases.

En el caso de esta investigacién, Ponciano (2016) quiere saber qué conocimientos pone
en juego el profesor Pepe cuando ensena el tema de La derivada mediante el uso de
recursos didacticos tecnoldgicos. Para saber ello. en la investigacion se recurre a la

grabacion de videos (sobre las clases) y a la entrevista (hacia el profesor), teniendo en
5



cuenta siempre la planeacion que realiza el profesor sobre las clases. Los instrumentos
que se usaran para analizar la informaciéon recogida son: el modelo MTSK, para
caracterizar el conocimiento del profesor, y otro modelo adaptado, que permite

organizar y analizar la practica del profesor.

Finalmente, Ponciano concluye que el GeoGebra es un recurso tecnoldgico y didactico
esencial en la ensefianza de la derivada, puesto que permiten circular en diferentes
registros de representacion (numérico, algebraico y grafico) e incluso permite
desarrollar la nocién de limite al poder trabajar con cantidades pequenas. También
resalta, en este caso particular, que el profesor enriquece su quehacer docente
mediante los recursos didacticos y tecnologicos, pero se debe de conocer las
potencialidades y desventajas del recurso tecnoldgico haciendo uso de ellos cuando

sea pertinente.

Por otro lado, Riveros (2019) su investigacion se centra en como los estudiantes de
undécimo grado se apropian de la nocion de derivada mediante situaciones propuestas
en entornos virtuales, desde un enfoque cualitativo, describe los factores vinculantes al
pensamiento matematico en el proceso de aprendizaje de la derivada en estudiantes
de un instituto técnico de Colombia. Basado en teoria de las representaciones
semidticas propuestas por Duval la investigacion recurre a la modelacion como
herramienta para plantear, resolver e interpretar fenomenos relacionados con el cambio
para ello recurren a distintos recursos informaticos los cuales permitan proximidad a la

comprension de la matematica.

El investigador elabor6 seis ambientes virtuales donde se evidencia el tratamiento del
objeto derivada vinculada con el cambio, en cada una de ellas se proponen diversas
actividades con el objetivo de desarrollar la observacion, manipulacion y el analisis en
las situaciones problematicas propuestas. Concluye que el uso de diferentes registros
de representacion semidtica (lenguaje natural, tabular, grafico, numérico y algebraico)
promueve el desarrollo del pensamiento matematico ademas se pudo establecer que
los estudiantes se apoderan del objeto derivada desde una perspectiva covariacional,
partiendo desde una actividad que involucre el calculo de la velocidad instantanea de
un cuerpo, para luego evolucionar el concepto a una razén de cambio entre
incrementos, posteriormente definir la pendiente de la recta tangente a una curva en un

punto y encontrar la expresion algebraica de la derivada mediante un limite.



La propuesta didactica de Riveros (2019) en la implementacion de las actividades
mediante el Geogebra en la investigacion permitieron a los estudiantes mejorar y
desarrollar aspectos del pensamiento matematico vinculados con la observacion,
modelacién, simulacion y analisis de las representaciones, dejando de lado a los
procesos memoristicos de contenidos. Por otro lado, La manipulacion, visualizacién, el
uso de plataformas educativas y la implementaciéon de diferentes tipos de
representaciones semioticas permite que el docente enriquezca significativamente su
desempenio en el aula, ademas de ser una actividad retadora el disefar e implementar
situaciones en los cuales se involucren diferentes representaciones de un determinado

objeto matematico.

Por lo expuesto, queda claro que la ensefianza del objeto matematico, la derivada,
puede ser abordado desde diferentes perspectivas, una propuesta es la de Riveros
(2019) que dejando de lado los métodos memoristicos plantea el desarrollo del
pensamiento matematico en el proceso de aprendizaje de la derivada a partir de la
visualizacion mediante el uso del GeoGebra, para nuestra investigacion resulta muy
trascendentes lo propuesto por Rivero puesto que para entender el concepto de
marginalidad se requiere de un fuerte componente visual y dinamico. Consideramos
que el docente juega un rol importante pues es el quien organiza, planea y dirige la
sesidn, en ese sentido la investigacion de Ponciano (2016) que sefiala la importancia
de investigar en la concepcion del conocimiento y como se da este conocimiento en la
formacion de los futuros profesores, especificamente sobre la derivada. Mientas
Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares (2019) con su trabajo recopilatorio de
investigaciones sobre la derivada nos muestran cuales son los focos que debemos

prestar atencién cuando se ensefian los conceptos de derivada.



1.1.2. Investigaciones sobre el analisis marginal en funciones econémicas.
Producto de la busqueda bibliografica, en la presente seccion, resumiremos
investigaciones sobre el analisis marginal de funciones econdmicas. Los investigadores
como Mercapide, Feudel, Alban, Rojas ademas de Almendariz y Choez nos daran una
vision de como se estan orientando los estudios sobre el analisis marginal y hacia
donde se dirigen en la actualidad.

Mercapide (2018) en su investigacion se centra sobre la problematica de los estudiantes
en su proceso de aprendizaje del calculo y su ensefianza en la economia con especial
atencion a los conceptos de funcion y derivada en alumnos de nivel secundaria.

El investigador compil¢ literatura pertinente que ayudo6 a establecer un marco tedérico
relacionado con la problematica sobre los procesos de ensefianza-aprendizaje del
calculo ademas de buscar en el curriculo de secundaria sobre contenidos sobre
matematica y economia. El investigador para comprobar el nivel de conocimiento de
los estudiantes que han accedido a la universidad y estar cursando el primer ciclo de la
carrera de economia tuvo que disefiar un instrumento de medicidn y analisis.

Al contrastar los datos obtenidas por el instrumento disefiado, con la bibliografia
recopilada se atreve a proponer una propuesta didactica con el fin de proveer a los
actores de la sesion de clase herramientas mas eficaces para la ensefanza y
aprendizaje de los conceptos del calculo la dicha sesion.

Los esquemas que emergieron basados en la teoria de la reificacion sugieren una
interaccién entre dos concepciones. En un primer momento, un aprendizaje mecanico
y asociado a un proceso algoritmico es decir una concepcion operacional, para luego
en un segundo momento, conseguir una comprensiéon mas profunda del concepto
matematico como objeto abstracto, es decir una concepcion estructural.
Paralelamente, existen tres etapas claramente diferenciables en el proceso de
aprendizaje del concepto matematico los cuales son: la interiorizacién, la condensacion
y la reificacion siendo este ultimo el mas relevante por que promueve el desarrollo de
capacidades que no tenian antes, haciendo aparecer en la mente del estudiante

conceptos que antes no podia comprender.

La orientacién metodoldgica aplicada en la investigacion de Mercapide (2018) fue
implementada en dos etapas. Primero una etapa de exploracion (prueba piloto) donde
se pone a prueba el cuestionario definitivo, en dicha exploracion permitio la graduar la

dificultad, tiempo de ejecucidn, asi como la elaboracién de una rubrica y mejorar el texto
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con el fin de que la redaccion esté acorde de los estudiantes. La segunda etapa
implementa las conclusiones de la prueba piloto para posteriormente ejecutar un
cuestionario con problemas con el objetivo de comprobar su nivel de conocimiento

sobre funciones y derivada.

En su propuesta didactica el investigador recomienda el uso del GeoGebra como
herramienta de visualizacion, interactiva y dinamica. Ademas, este software permite la

presentacion simultanea de varios registros (algebraico, grafico y el tabular).

Mercapide (2018) destaca tres potencialidades del GeoGebra aplicado a la economia,
primero, poder convertir lo abstracto a visual; segundo, estimula lo comprension de lo
covariacional mediante el dinamismo del GeoGebra y, por ultimo, es una herramienta

interactiva lo cual promueve el aprendizaje autobnomo debido a su facil manejo.

La investigacidon concluye en que La normativa curricular del contexto propugna unos
determinados estandares de aprendizaje asociados a la ensefianza del calculo, pero la
experiencia demuestra que el grado de comprension de estos presenta un amplio
margen de mejora mediante la incorporacion de visualizacidon para ayudar a desarrollar

habilidades de razonamiento covariacional y comprensiones funcionales.

Por su parte la investigacion de Feudel (2016) resalta la importancia de los conceptos
matematicos en las aplicaciones econdmicas especificamente en que gracias a la

derivada podemos abordar los conceptos econdémicos de una manera reflexiva.

La investigacidn se basa en responder tres preguntas: ;, Qué comprension del concepto
de derivada necesitan tener los estudiantes de economia?, ;Qué conocimiento de
deben de tener los estudiantes de economia antes de asistir a la universidad? y ;Qué
conocimientos sobre el concepto de derivada tienen los estudiantes de economia

después de llevar los cursos de matematica?

En la investigacion Feudel (2016) menciona que existen diferentes representaciones
para la derivada que los estudiantes de economia deben saber: a) graficamente como
la pendiente de la linea tangente en un punto, b) verbalmente como la tasa de cambio
instantanea, c) fisicamente como velocidad o velocidad, o d) simbdlicamente como el
limite del cociente de diferencia. Estas representaciones deben ser parte de una imagen

conceptual adecuada, de la derivada, después del curso de matematicas.



El objetivo del estudio fue descubrir cuales de los aspectos del conocimiento esperado
sobre la derivada, que se mencionaron anteriormente, se consideran importantes, por
estudiantes de economia. Si los estudiantes no consideran que el conocimiento es
relevante, probablemente lo olvidaran poco después del examen (o incluso nunca lo

absorberan).

En la investigacion de Feudel (2016) manifiesta que los estudiantes de economia
también necesitan dar una interpretacion de la derivada en contextos econdémicos
(principalmente con unidades discretas en la variable independiente). En economia, la
derivada a menudo se interpreta como el cambio absoluto de los valores de la funcién

si la variable independiente de la funcion aumenta o disminuye en una unidad.

En el 2015, a los 700 estudiantes de economia de la Universidad de Parderborn,
Alemania, se les indicd hacer un resumen conceptual sobre los conocimientos mas
importantes sobre la derivada en el curso de matematica. Los estudiantes fueron
capacitados dos semanas antes para realizar dicha tarea llamada base de conceptos
del curso en consecuencia estaban habituados con la tarea encomendada, de los
cuales solo 146 lo entregaron. En la investigacion los estudiantes de economia
consideraron que: El conocimiento del procedimiento relacionado con la derivada
(reglas de derivacion, algebra de derivadas, etc.) es mas importante que el
conocimiento conceptual, aunque se les dijo en clase que el conocimiento conceptual
(la definicion, ejemplos, visualizaciones, conexiones a otros conceptos o aplicaciones)
es necesario para el examen. Por lo tanto, la investigacién concluye que, si el
conocimiento conceptual es un objetivo importante en un curso de matematicas, los
estudiantes deben experimentar la importancia del conocimiento conceptual por si
mismos durante el semestre, a través de una proporciéon adecuada entre tareas que
involucran conocimiento conceptual y tareas que involucran conocimiento procesal en
los ejercicios. Esto es aun mas importante para los cursos de servicio de matematicas,
en los que muchos estudiantes solo planean aprobar el examen con el 50% de los

puntos (al menos la mitad de las tareas deben involucrar conocimiento conceptual).

Otra conclusién de Feudel (2016) es que los estudiantes de economia no consideraron
los antecedentes matematicos relacionados con el uso de la derivada en economia
como material de aprendizaje importante a pesar de que se enfatizaron esos

antecedentes en el curso. Ese resultado es un problema porque los estudiantes que no
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tienen ese conocimiento no podran trabajar con la derivada en economia de manera
reflexiva. Son posibles varias razones para la falta de importancia, por ejemplo,
trivialidad de la interpretacion econdmica, expectativa de que la interpretacion
economica no ocurriria en el examen, interés solo en los procedimientos y el
vocabulario cuando se trata de funciones econdmicas en contextos econémicos y no
en el conocimiento matematico de fondo, o incluso ningun interés en la economia en si
porque el tema de estudio "economia" fue elegido principalmente debido a un alto

salario esperado.

Por otro Lado, Alban (2017), realiza una investigacién dirigida a estudiantes del primer
semestre, de la facultad de economia, en la Universidad Laica Eloy Alfaro de Marabi,
de la cuidad de Manta, Ecuador donde declara que la resolucion de problemas de
optimizacién y las aplicaciones con derivadas son los temas donde los estudiantes
tienen mayor dificultad, las causa que propone el autor son la forma rutinaria y
algoritmica de resolver problemas usando métodos de forma mecanica enfocados en
resolver problemas tipicos sin preocuparse por el sentido I6gico de los que se esta
resolviendo. Ante esta problematica el autor plantea la siguiente pregunta de
investigacion:  Coémo favorecer el proceso de ensefianza aprendizaje de resolucion de
problemas de optimizacién en estudiantes de primer semestre de economia? Para
responder esta pregunta se propone investigar el proceso ensefianza aprendizaje del
curso de matematica | de la facultad de economia de la mencionada universidad
ademas de elaborar una alternativa metodologia que favorezca la resolucion de
problemas en el contexto econdmico. En el desarrollo de la investigacion se utilizaron
diferentes métodos, a nivel tedrico, usé la herramienta Sistémico Estructural Funcional,
para elaborar una metodologia para perfeccionar el proceso de ensefianza aprendizaje
de la matematica superior, mientras a nivel empirico se realizaron encuestas a 36
estudiantes del primer semestre de economia y entrevistas a 4 docentes de la misma

facultad para determinar los criterios esenciales con el tema de estudio.

En cuanto a la alternativa metodoldgica, Alban (2017), se apoya en la ensefianza
basada en problemas, con el objetivo de dotar a los docentes de los recursos tedricos
y metodoldgicos, para favorecer la ensenanza de los problemas de optimizaciéon

vinculados con las ciencias econdmicas.
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Finalmente, el autor concluye que la ensefianza basada en problemas satisface el
proceso de ensefanza de aprendizaje, funcionado como un mediador pedagdgico.
Luego de realizar una evaluacion por parte de los docentes del curso mediante la
técnica de grupo focal o de discusion, se sustentd la validez, por consenso, de la
pertinencia de la metodologia EBP por sus potencialidades y objetividad. Ademas,
mediante el estudio diagndstico que se realizd, se identificaron limitaciones en la
ensefanza de optimizacién en la carrear de economia, constatandose insuficiencias
metodologicas de los docentes para abordar su ensefianza. La alternativa metodologia
propuesta en esta investigacion, tuvo en cuenta las dificultades encontradas, asi como

los conceptos matematicos necesarios en la formacion de economistas.

Mientras tanto, Ruiz (2016) realiza investigacion donde analiza los conceptos
matematicos, con especial atencion en la funcion y la derivada, en el proceso de
ensefianza- aprendizaje de la asignatura de economia en estudiantes de primero de
bachillerato. La investigacion se organiza en cuatro secciones, en la primera seccion
se realiza un analisis de las dificultades y obstaculos que presentan los estudiantes de
bachillerato en el proceso de ensefianza-aprendizaje de los conceptos de funcién y
derivada, en esta seccion deja en claro que en el proceso de aprendizaje los
estudiantes interiorizan la parte operativa, en forma preferente, que se requiere para
trabajar los conceptos matematicos, pero ello perjudica tanto a la asimilacién del
concepto cdmo su posterior interiorizacion; es decir, los estudiantes en su mayoria
logran realizar operaciones con funciones o derivadas, pero no logran un nivel
adecuado de interiorizacion que les permita razonar e interpretar los resultados
obtenidos. En la segunda seccion se realiza una aproximacién a los conocimientos con
los que cuenta el estudiante al ingresar al primero de bachillerato, pero también de los
conocimientos, relacionados con los conceptos de funcion y derivada, que adquieren
en la asignatura de matematica |. En la tercera seccion, se elabora un cuestionario
como técnica de investigacion cuantitativa con la intencion de establecer el grado de
comprensién de ambos conceptos matematicos de los mencionados estudiantes. Por
ultimo, en la cuarta seccion plantea dos sesiones donde su objetivo es trabajar la
comprensiéon de los conceptos de funcion y derivada, y para ello utiliza funciones
economicas (costo, ingreso y utilidad). Finalmente concluye que es necesaria realizar
vinculaciones entre las diferentes representaciones matematicas, tedricas vy

conocimientos que el estudiante tiene como base, con la intencién de consolidar los
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conocimientos y promover una interiorizacion de todo aprendido a lo largo de los afos.
Ademas, Ruiz (2016), puntualiza tres consideraciones en el contexto de la ensefianza
de conceptos de indole matematica y econdmica: La propuesta pedagogica, asi como
los textos deben orientarse en buscar el razonamiento, la interiorizacién, la asociaciéon
y la aplicacion de los conceptos ensefiados; Los estudiantes deben de ser capaces de
trasladar situaciones de la vida real (cotidianas) al dominio de los conceptos
matematicos y econdmicos, pero para ello se requiere proporcionar significado a lo
aprendido y por ultimo, las situaciones que se desarrollan en el aula no son

representativas de la vida real, lo que provoca una pérdida de interés por el estudiante.

Diferentes autores como Sierra (2000) y Tzanakis dan cuenta del interés por incluir la
historia de las matematicas en su ensenanza, es decir se evidencia un movimiento de
contra reforma, como respuesta a los fuertes abordajes que priorizan el desarrollo
procedimental y algoritmico, dejando de lado la posibilidad de establecer articulaciones
entre las disciplinas que la componen. En tal sentido, desde una perspectiva general
las matematicas constituyen un lenguaje que permite describir una situacion,
organizarla y por ende desarrolla un pensamiento; ademas cémo consecuencia de la
intuicion organiza procedimientos sistematicos para obtener una solucion, por lo que
resultan ser herramientas eficaces para sustentar el analisis en otras ramas del
conocimiento, permitiendo dar una argumentacion logica en un determinado campo

disciplinar.

Anacona (citado en Rojas, 2018) manifiesta que los estudios historicos sobre el
desarrollo de un concepto revelan elementos Iégicos y epistemoldgicos importantes en
la constitucion de una teoria, que hacen posible una mejor comprension del concepto,
pero ademas evidencian rasgos caracteristicos de la actividad matematica en cuestion,

que son dignos de ser considerados por los docentes en sus propuestas educativa.

Rojas (2018), realiza una investigacion basada en el enfoque cualitativo y para ello opta
por implementar un grupo focal integrados por matematicos, y economistas que
ensefian matematicas de los cuales se busca conocer qué tipo de representaciones de
la derivada usan y el abordaje que fomentan en los estudiantes de pregrado de carrera
de ciencias econdmicas. La informacién obtenida se organiza en tres categorias: I)

Vision Internalista y externaliza de las matematicas, en el contexto de educacién
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superior, Il) La derivada desde un enfoque histérico y epistemoldgico, Ill) La derivada,

un objeto de la ensefanza en las ciencias empresariales.

Por otro lado, Medina, Armendariz y Choez (2017) en su articulo sobre el calculo
diferencial y sus aplicaciones en la microeconomia bancarias, mediante el método
bibliografico o documental se buscaron establecer el vinculo tedrico-conceptual
constitutivo entre el Calculo Diferencial y los distintos modelos microecondmicos que

legitiman su existencia en los mercados financieros.

Las diferentes fuentes consultadas por los investigadores ecuatorianos concuerdan en
que el calculo es un area de la disciplina de la matematica encargada del estudio de las
variaciones que se dan en las funciones, es decir, consiste en el estudio de la variacion
de las variables dependientes cuando cambian las variables independientes de una
determinada funcién. Dado que la economia busca comprender los cambio en sus
diferentes entornos de competencia, como por ejemplo la microeconomia, el calculo es
una herramienta necesaria para lograr dicho entendimiento. La aplicacion mas
resaltante del calculo diferencial en la microeconomia es el analisis marginal siendo
esta expresada analiticamente como la derivada de una funcidén. Ademas, el calculo
nos permite obtener los valores extremos de una funcion, por tal motivo son
herramientas eficientes para solucionar problemas sobre optimizacién (maximizar

ganancias y minimizar costos).

El analisis marginalista en la microeconomia, que tiene como base la definicion de
cambio instantaneo es descrito como el efecto sobre la variable enddégena producto del

cambio en la variable exdgena, lo cual denominaremos cambio en el margen.

Por otro lado, la evolucién de la microeconomia bancaria se sostiene en conceptos
relacionados con informacion imperfecta, es decir cuando las decisiones tienen que
hacerse en simultaneo por lo tanto tiene que analizase todas las posibilidades antes de
la toma de decisidon, dicho modelo ha sido eficiente para explicar el rol de los bancos
en la economia, pero también para desnudar las debilidades estructurales del sector

bancario.

En este contexto el modelo de seguro de liquidez (Diamond y Dybvig, 1983) el cual se
basa en diferenciar cuanto se destina a la inversidon y cuanto se mantiene como liquidez,
en este escenario el calculo diferencial cumple un papel de validar la asignacion

eficiente (optima), siendo esta interpretada, en la microeconomia, como una
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maximizacion con restricciones para lo cual se usa el multiplicador de Lagrange (1)

para obtener dichos valores 6ptimos.

Finalmente, los autores Medina, Armendariz y Choez (2017) concluyen en que es
evidente la relacion entre el calculo diferencial y la economia, especificamente como
herramienta en la microeconomia. En una sociedad moderna y bancarizada,
actualmente, tener conocimientos y educacion sobre el sistema financiero nos permite
tener una ventaja comparativa. En la historia econdmica la participacion del banco se
hace muy necesario por cuanto permiten la redistribucion de fondos de los oferentes a
los demandantes. Ademas, las investigaciones en estos aspectos validaron esas
competencias mediante la formalidad de las matematicas ente las cuales se

encontraban el calculo diferencial para determinar los resultados de optimizacion.

La revision de investigaciones de Mercapide (2018), Feudel (2016), Alban (2017)
coinciden en que existen muchos inconvenientes en la ensefianza de la derivada a
estudiantes de economia debido a su aprendizaje mecanico, algoritmico, y faltos de
preparacion pues dichos conceptos recién se desarrollan en la universidad. En tal
sentido sus investigaciones se centran en qué conceptos previos deben tener los
estudiantes, en como enriquecer la ensefianza mediante la visualizacién con software
como el GeoGebra y promover el pensamiento reflexivo. En cambio, Ruiz (2016),
sostienen que la propuesta pedagdgica para los estudiantes de economia debe buscar
el razonamiento e interiorizacion de los conceptos. Por otro lado, Medina, Armendariz
y Choez (2017) resaltan la importancia del analisis marginal en la microeconomia y que
su conocimiento brinda ventajas comparativas pues sustenta los modelos econémicos

que permiten que la toma de decisiones sea mas eficiente.

1.2 Justificacion

El concepto de derivada es imprescindible en las carreras de ciencias econdémicas, los
estudiantes en sus respectivos cursos de pregrado desarrollan el concepto de derivada
y posteriormente realizan aplicaciones econémicas donde se requiere un entendimiento
global de la derivada, es decir el estudiante debe conocer la representacion grafica,
como la pendiente de la recta tangente en un punto, ademas de que dicha interpretacion
significa razén de cambio instantanea, pero también representa el limite de un cociente

incremental. Estas representaciones son conceptos que son desarrollados en los
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cursos de pregrado para estudiantes de ciencias econdmicas en las diferentes
universidades peruanas, pero el estudiante no alcanza a comprender en su totalidad,
teniendo serias complicaciones por sus diferentes representaciones y significados,

dependiendo del contexto.

Las investigaciones de Sanchez-Matamoros, Garcia, Llinares (2008), resalta la
complejidad que representa la comprension del concepto de la derivada por sus

diversas formas de representacion y significado.

Ademas de la investigacion de Mercapide (2018) y Feudel (2016) proponen la
implementacion de tecnologia como herramienta facilitadora para el entendimiento
reflexivo de la derivada en estudiantes de economia. Mientras tanto Alban (2017) hace
visible la importancia de una adecuada metodologia que tome en cuenta no solo los
aspectos matematicos en los contextos econdmicos, sino también las limitaciones en
los conceptos previos, como la derivada, desde donde se fundamenta el conocimiento
econdmico. La investigacion de Ruiz (2016), propone que, para lograr la consolidacion
y una posterior interiorizacion de los conceptos impartidos, se hace necesario vincular
las explicaciones tedricas con las diversas representaciones matematicas mediante los
conocimientos previos, ademas de dotar significado a los conocimientos ensefados, lo

cual les permitira hacer conversiones del contexto real al matematico- econdémico.

Por ello, se busco informacion en universidades peruanas como la Universidad Del
Pacifico (UP), Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas (UPC), y de la Universidad
Nacional de Ingenieria. (UNI) para indagar de qué manera se desarrollan los conceptos
de derivada en las ciencias economicas en dichas universidades es decir nos

centraremos en qué momento se introduce el concepto de marginalidad.

En la figura 1, se observa la malla curricular de la carrera de Economia y Negocios
Internacionales de la Facultad de Economia de la Universidad Peruana de Ciencias
Aplicadas donde los conceptos de marginalidad son desarrollados desde el ciclo Il en
el curso de Calculo diferencial e Integral, especificamente, en la segunda unidad
ademas se puede evidenciar en dicha malla curricular los cursos que posteriormente
involucran el uso del concepto de marginalidad como por ejemplo la Introduccién a la
Macroeconomia en el Ciclo Ill, Macroeconomia Avanzada en el ciclo [V,

Microeconomia, etc.
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Unidad 1:
—*| Funciones, Limites y Temario:
Continuidad. = laderivada:
» Interpretacién geométrica de la derivada.
= Laderivada como razén .
—— = Técnicas de derivacion.
* Regla de la cadena.
- Unidad 2: = Derivacion de funciones exponenciales y
La Derivada. logaritmicas.
\ ) * Regla de L'hopital.
. ) . = Derivada de funciones trigopnométricas.
Célculo Diferencial = Derivadas implicitas.
e Integral. ( A = Aplicaciones econdmicas: Funciones marginales.
Unidad 3: = Derivacidn logaritmica.
" La antiderivada. » Derivadas de orden superior.
= Razones relacionadas de cambio.
—_— » Aproximaciones por incremento. El diferencial.
= Crecimiento y decrecimiento, extremos relativos
y absolutos. Concavidad y punto de inflexion.
Unidad 4: » Asintotas verticales, horizontales y oblicuas.
—»| Funciones de varias * Trazado de curvas.
variables.

wptimizacién de funciones econémicas. /
= Aplicaciones a la economia.
Figura 1. Malla curricular de la carrera de Economia y Negocios Internacionales de

la Facultad de Economia de la Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas
Fuente: https://n9.cl/p3a5

Por otro lado, en la figura 2, se observa plan de estudios de la carrera de Ingenieria
Economica de la Universidad Nacional de Ingenieria donde los conceptos de derivada
y marginalidad son desarrollados desde el ciclo |, especificamente en la unidad 4, en el
curso de Calculo Diferencial, ademas de ser prerrequisitos de los cursos de Calculo

Integral, Economia General y Macroeconomia.

f ™
Unidad 1: Contenido:
Limite de funciones. ® La derivada: Definicién e interpretacidn.
= Funcion Derivada.
S = Relacién entre derivada y continuidad.
®* Derivada de funci i iales y iales.
= Laregla del producto y del cociente.
®*  Derivadas de ocrden superior.
Unidad 2: = Derivadas de funciones trigonométricas.
. . ®* Laregla de la cadena.
Funciones Continuas. »  Derivacion implicita.
\ J = Funciones triggnométricas inversas y sus derivadas.
Calculo
Diferencial. dad
Unidad 3: Contenido:
— Derivada de una . . - -
., Razdn de cambio en las ciencias naturales y en la economia.
funcién. Ingreso marginal, costo marginal, utilidad marginal,
elasticidad.
Aproxii i lineales y diferenciall
Aproxil i i iall i io de Taylor.
. Extremos globales y locales de funciones reales.
Unidad 4: Teorema de Rolle y del valor medio y sus consecuencias en
— Aplicaciones de la el estudio de la monotonia de una funcién.
derivada. Criterio de la primera y segunda derivada para extremos
locales.
Grafica de funcit v imizacion de funci

Figura 2. Plan de estudios de la carrera de Ingenieria Econdmica de la
Universidad Nacional de Ingenieria.

Fuente: https://cutt.ly/PbOuu7L

En la figura 3, se observa el cronograma de actividades del curso de Matematicas |l
para las carreras de Economia, Finanzas e ingenieria empresarial de la Universidad
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Del Pacifico donde se evidencia como parte de su formacion académica el concepto de
la derivada y consecuente aplicacidon econdmica. Ademas, dicho curso es prerrequisito
para Matematicas Il y microeconomia. Desde la unidad Il del curso de Matematicas Il,
se van incluyendo los conceptos de derivada en contextos economicos mediante el
analisis del marginal (costo marginal, ingreso marginal, utilidad marginal) ademas de
elasticidad de demanda, tasa marginal de sustitucion, etc. Siendo este un curso del
ciclo Il tiene una fuerte carga de conceptos econdmicos que seran muy utiles en los

posteriores cursos de economia donde este curso es prerrequisito.

' ™\
. Unidad 1: / Contenidos: \
Limite de funciones D

efinicidn de derivada.

. J = Interpretacion geométrica de la derivada.
= Reglas de derivacion.
4 Unidad 2: B = Derivada de funciones compuestas.

Derivadas de Derivadas logaritmicas. Derivadas de orden
SUperior.

funciones de un
= Formas indeterminadas. (Regla de L"hopital).

variable. ) R
M sa: n e S = Derivadas implicitas.
— e = Razon de cambio media, instantanea, relativa y
7 ™

porcentual.
Unidad 3: = Diferencial y valor aproximado de una funcién.
— Funciones de varias = Aplicaciones econdmicas: Costo marginal,
variables. Ingreso  marginal, Utilidad marginal vy
S elasticidad.

= Crecimiento y decrecimiento de funciones.
= Minimos y maximo de funciones. Puntos
Unidad 4: criticos.

Integrales. = Concavidad de funciones. Punto de inflexidn.
\ ) = Trazado de curvas planas.

Figura 3. Cronograma de actividades del curso de Matematicas Il para las carreras
de Economia, Finanzas e ingenieria empresarial la carrera de Economia de la
Universidad Del Pacifico.

Fuente: https://cutt.ly/lgk1wifq

También es importante senalar que los egresados carrera de economia deben tener un
perfil profesional que les permita tomar decisiones basadas en datos numéricos y
especificamente con funciones econémicas que se encuentran en constante cambio
los conceptos matematicos y los vincula a contextos econdmicos, por ejemplo, la
marginalidad en funciones econdémicas podra tomar mejores decisiones, esto se ve

evidenciado en los perfile del egresado.
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La Universidad del Pacifico, en su perfil del egresado de Economia, sefala que los
profesionales de dicha casa de estudio son protagonistas en la toma de decisiones y
que su formacion les permite gran capacidad de abstraccion y analisis, y un excelente
manejo de herramientas cuantitativas. Por su parte la Universidad Nacional de
Ingenieria sefala, en sus competencias logico-econdmico, que sus egresados de
Ingenieria Econdmica tendran la capacidad de comprender cualquier problema
econdmico utilizando sus conocimientos adquiridos a lo lago de su formacion, de modo
eficiente y conveniente. Mientras que los egresados de la carrera de Economia vy
Negocios Internacionales Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas en sus
competencias especificas senalan que dichos profesionales utilizan teorias y
casuisticas relevante para brindar soluciones, usando técnicas y programas

especializados.

Basado en la informacion de las diferentes mallas curriculares de las universidades
peruanas presentadas en esta investigacion, podemos sefalar que todas ellas
desarrollan el tema de derivada a la par o previos a los cursos de carrera en ciencias
econdmicas, en los cuales incluso ya se van incorporando aplicaciones econdmicas.
Cabe resaltar que en todas las mallas curriculares la matematica, en cualquiera de sus
denominaciones, Matematicas Il o Calculo Diferencial, sirve de soporte tedrico a los

cursos de Economia General, Microeconomia, etc.

En base a revision de la literatura se evidencia la trascendencia del concepto de la
derivada y las diferentes propuestas que favorecen el proceso de ensefanza y
aprendizaje de este concepto, por ello, en el presente estudio pretendemos investigar
de qué manera se podria configura el trabajo en el aula para propiciar la interpretaciéon
del analisis marginal de funciones econdmicas mediada por la tecnologia digital,
especificamente del software libre GeoGebra. Cabe resaltar que en el estudio se
integran dos disciplinas, por un lado, la derivada desde un enfoque estrictamente
matematico y por otro, el analisis marginal de funciones econémicas, pero a su vez,
como caracteristica novedosa, organizada en una educacién virtual, dada que las
condiciones actuales de la pandemia del COVID 19 nos invita a explotar nuevas

maneras de ensefnanza.
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Con este propdsito tomaremos como base tedrica la Aproximaciéon Instrumental y la
orquestacion, las cuales- consideramos nosotros- nos permitiran responder la pregunta

y cumplir los objetivos de investigacion.

1.3 Aproximacion y Orquestacion Instrumental.
Aproximacion instrumental: nociones fundamentales.

Para la presente investigacion, donde la derivada funge de artefacto en el analisis
marginal de funciones econdmicas utilizaremos como base tedrica la Aproximacion
instrumental de Rabardel (2011) la cual nos permitira explicar los fenébmenos didacticos
mediados por tecnologias digitales. Para poder entender cabalmente las actividades
con instrumentos, en el sentido de Rabardel y Verillon (1985), es necesario especificar
los términos propios de este enfoque siendo las nociones claves de esquemas
utilizacién, artefacto e instrumento ademas del proceso de génesis instrumental y
sus niveles para en seguida y de acuerdo con Trouche (2005) presentar aspectos de

la orquestacion instrumental que desarrollaremos a continuacion.

En cuanto al artefacto, segun este enfoque, hace referencia a un objeto material o
simbdlico susceptible de uso, es decir es elaborado con la finalidad de inscribirse en
actividad del sujeto. Un artefacto podria ser un medio material como por ejemplo una

calculadora o un medio simbdlico como la representacion de la derivada f'(x), en

cuanto a ello, Rabardel (2011) afirma que:

La nocién de artefacto designa, en antropologia, toda cosa que ha sufrido
transformacion, incluso minima, de origen humano, y es entonces compatible
con un punto de vista antropocéntrico, sin especificarlo en detalle. Esta nocion
presenta la ventaja de no restringir el significado a las cosas materiales (del
mundo fisico) pues incluye sin dificultad los sistemas simbdlicos que pueden

también ser instrumentos. (p. 91)

Por su parte Béguin y Rabardel afirma: “El artefacto puede ser material o simbdlico,
producido por el sujeto o por otros, uno 0 mas esquemas asociados, resultantes de la
propia construccion del sujeto, autbnomo o de una apropiacion de esquemas sociales

ya formados fuera de éI” (p. 8).
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Cabe senalar que la intencionalidad es parte en el disefio del artefacto, es decir, es
causa de su existencia. Cada artefacto es creado con la finalidad de provocar ciertas
clases de efectos, y su utilizacion, en condiciones pronosticadas por los disefiadores,
permite actualizar sus efectos. En nuestra investigacion la derivada cumplira el rol de
artefacto pues pretendemos que a partir de ella y mediante una orquestacién
instrumental promover que los estudiantes de economia realicen un analisis marginal

en funciones de su pertinencia profesional.

En cuanto a los esquemas, Vergnaud (1990) propone que los conocimientos de indole
cientifica se construyen en base a esquemas de organizacién de conducta y enfatiza
que es alli donde debemos buscar los elementos cognitivos que movilizan los sujetos
para hacerla operatoria. En consecuencia, en base a la nocién de esquema de
Vergnaud, Rabardel (2011) afirma que un esquema “es la organizacion invariante de la
conducta del sujeto para una clase de situaciones, tanto en términos de accion y
actividad simbdlica” (p. 164). Cabe sefalar que los esquemas vinculados a la utilizacién
de un artefacto son denominados esquemas de utilizacién, los cuales refieren a dos

dimensiones de la actividad:

Las actividades relativas a las tareas “segundas”, es decir las relativas a la
gestion de las caracteristicas y propiedades particulares del artefacto [...]. Las
actividades primeras, principales, las que estan orientadas hacia el objeto de la
actividad, y para las que el artefacto es un medio de realizacion [...]. (Rabardel,
2011, p. 171)

Rabardel (2011) distingue tres tipos de esquemas de utilizacion: Esquemas de uso,
Esquemas de accion instrumentada y Esquemas de accion colectiva instrumentada, tal

como se senala en la figura 4.
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Fuente: Adaptado de Manrique (2020, p.19)

Los esquemas de uso relativos a las tareas segundas.

[...] pueden situarse en el nivel de esquemas elementales (en el sentido de que
no pueden descomponerse en unidades mas pequenas susceptibles de
responder a una submeta identificable), pero esto no es necesario: pueden ellos
mismos estar constituidos por totalidades que se articulan en un conjunto de
esquemas elementales. Lo que los caracteriza es su orientacién hacia las tareas
segundas que corresponden a las acciones y actividades especificas

directamente relacionadas con el artefacto [...]. (Rabardel, 2011, p.172)
Ademas, el autor sefala que:

Los esquemas de accion instrumentada, que consisten en totalidades cuyo
significado estd dado por el acto global que tiene como meta operar
transformaciones sobre el objeto de la actividad. Esos esquemas incorporan,
como constituyentes, los esquemas del primer nivel. Lo que los caracteriza es
que son relativos a las “tareas primeras”. Constituyen lo que Vigotsky llamaba
los “actos instrumentales”, para los cuales hay una recomposicion de la actividad
dirigida hacia la tarea principal del sujeto, por el hecho de insertar el instrumento.
(Rabardel, 2011, p.172)
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En consecuencia, los esquemas de accidon instrumentada emergen producto de la
asimilacion y acomodamiento de esquemas de uso y de otros esquemas en oportuna

coordinacion.

Segun Rabardel (2011) un mismo esquema de utilizacion puede, dependiendo de la
tarea, ser un esquema de uso o un esquema de accion instrumentada, es decir la accion
instrumentada no es una propiedad del esquema en si mismo, sino es un estadio en la
actividad intencionada del sujeto. Ademas, propone que los esquemas de utilizacién
engloban dos dimensiones: una dimension privada, propia de un individuo y una

dimensidn social, siendo esta grupal o colectiva.

El proceso de ensefianza y aprendizaje se suele dar en contextos de actividad colectiva,
es decir, que un mismo artefacto puedes ser usado en simultaneo por un grupo de
sujetos donde se requieren la constitucion y aplicacion de esquemas especificos. Bajo
estas condiciones emergen los esquemas de actividad colectiva, siendo este un

tercer nivel de esquema.

Asimismo, Rabardel (2011) afirma que dentro de los esquemas de utilizacién se
encuentran incluidos los esquemas de Esquemas de Accion Colectiva
Instrumentada (EACI), Esquemas de Accién Instrumentada (EAI) y Esquemas de
uso (EU), ademas afirma que estos esquemas tienen relacion de dependencia mutua,
sefala que a partir de los esquemas de uso y de accion instrumentada pueden aflorar,
reformular y generalizar esquemas de actividad colectiva instrumentada. De la misma
manera los esquemas de actividad colectiva instrumentada actuan como fuente desde

la cual se pueden desarrollar, evolucionar y recomponerse los EAl y los EU.

En relacion con el instrumento, Rabardel (2011) define como un artefacto en accion.
Desde el punto de vista psicologico el instrumento tiene tanto de artefacto como de
esquema de utilizacién, es decir el instrumento tiene dos componentes: una parte
artefactual, material o simbdlico producido por el sujeto o por otros sujetos; por otro
lado, parte uno o0 mas esquemas de utilizaciéon que son producto de una construccién
propia del sujeto. Cabe resaltar que, si bien el instrumento vincula a el artefacto y los
esquemas en una actividad determinada, también existe una relacién de independencia
relativa de los mismos esto se evidencia en el uso de un mismo esquema de utilizacion

en diferentes artefactos.
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Figura 5. Componentes del instrumento.

Fuente: Adaptado de Drijvers y Trouche (2008, p. 6)

Por ejemplo, el concepto de derivada puede ser vista como un artefacto y los
estudiantes (sujetos) al hacer frente a una tarea determinada — en este caso el analisis
marginal- con la intencion de resolver provocan la emergencia de los esquemas
mentales (esquemas de utilizacion), es decir el instrumento consiste tanto en el
artefacto como en los esquemas mentales que el sujeto desarrolla para realizar tipos
especificos de tareas. Esta nocion de instrumento se ilustra en la figura 5 y se puede

resumir en:

Instrumento = Artefacto + Esquemas para una clase de tareas.

Con la finalidad de entender como evolucionan los artefactos para convertirse en
instrumentos en vinculacién con el usuario y la afloracion de distintos usos como parte
del mismo proceso instrumental es que el concepto de génesis instrumental surge con
Rabardel.

Un artefacto, en un principio, no tiene valor instrumental para el sujeto, este valor llega
mediante un proceso llamado génesis instrumental, el cual implica la construccién de
esquemas de utilizacion. En tal sentido Verillon y Rabardel (1995, p.85) en cuanto al
instrumento afirma:
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El instrumento no existe en si mismo, se vuelve un instrumento cuando el sujeto
ha sido capaz de apropiarse de él, ha sido capaz de subordinarlo como un medio
para fines y lo ha integrado a su actividad. Por lo tanto, se produce un
instrumento de la creacidn, por parte del sujeto, de una relacién instrumental con

un artefacto, ya sea material o no, ya sea producido por otros o por si mismo.

En consecuencia, Trouche (2004) reconoce que un proceso de génesis instrumental
efectuado por un sujeto compete a dos polos de la entidad instrumental, el artefacto y
los esquemas de utilizacidon por lo tanto tiene dos dimensiones diferentes: la
instrumentalizacion dirigida hacia el artefacto y la instrumentacion relativa al sujeto

mismo, tal como se puede ver en la figura 6.

Siguiendo la nocidn de Rabardel, el cual emplea el término instrumentalizacién para
definir la génesis instrumental dirigida hacia al artefacto cuando este se ve potenciado

y transformado para fines especificos.

Los procesos de instrumentalizacidn se refieren al surgimiento y la evolucién
de los componentes artefacto del instrumento: seleccion, reagrupacion,
produccion e institucion de funciones, desvios y catacresis, atribucién de
propiedades, transformacion del artefacto (estructura, funcionamiento, etc.) que
prolongan la creacion y realizacion de artefactos cuyos limites son dificiles de

determinar debido a este proceso de transformacion” (Rabardel, 2011, p.211).

Mientras tanto, la instrumentacién, la génesis instrumental esta orientada al sujeto y
guia el desarrollo y apropiacion de los esquemas de accién instrumentada permitiendo

una respuesta eficaz a una tarea especifica.

Los procesos de instrumentacidn son relativos al surgimiento y a la evolucién
de los esquemas de utilizacion y de accion instrumentada: constitucion,
funcionamiento, evolucion por acomodacion, coordinacion, combinacion
inclusion, y asimilacion de artefactos nuevos a esquemas ya constituidos, etc.
(Rabardel, 2011, p.211)
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Figura 6. Componentes de la génesis instrumental.

Fuente: Adaptado de Trouche (2004, p 185)

En estos tiempos de modernidad tecnoldgica es inevitable de participacion de esta en
la educacion. Desde inicio de siglo investigadores como Lagrange, Artigue, Laborde y
Trouche entre otros avizoraban la incorporacion de la tecnologia en la educacion
matematica, aunque hasta la fecha no satisface las expectativas de investigadores y
educadores. La mayoria de las investigaciones se concentran en la génesis
instrumental del estudiante, pero el actor principal de este proceso es el profesor, pues

es quien planifica, estructura y ejecuta el proceso de ensefanza — aprendizaje.

Artigue (citado en Drijvers et al. 2010) afirma que la aproximacién instrumental acepta
la dificultad de la integracion de la tecnologia en la educacion matematica, ademas que
el uso de la tecnologia provoca la transformacion del artefacto en instrumento mediante
una génesis instrumental. En tal sentido el uso de la tecnologia conlleva un proceso de
geénesis instrumental, durante el cual el artefacto se convierte en un instrumento, siendo
este una construccién psicoldgica la cual combina el artefacto y los esquemas que el
sujeto desarrolla para utilizarlo para determinada tarea. En los mencionados esquemas
de instrumentacion, se entrelazan el conocimiento técnico del artefacto y el
conocimiento especifico del dominio (conocimiento matematico). En conclusion, la
génesis instrumental, es basicamente una co-emergencia de esquemas y técnicas para

usar un determinado artefacto.
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Pierce y Ball (citado en Drijvers, 2010) “el proceso de un maestro que desarrolla una
Orquestacion Instrumental se guia por su conocimiento, experiencia y puntos de vista

sobre la Educacion Matematica y el papel que cumple la tecnologia” (p. 216).

Drijvers (2010) indica que la mayoria de los estudios se enfocan en la génesis
instrumental de los estudiantes y de los probables beneficios en el aprendizaje, pero
para conseguir la génesis instrumental esperada es necesario ser guiada por el profesor

mediante una orquestacién instrumental en una determinada situacion matematica.

Dado que la investigacion se orienta en construir un instrumento, el analisis marginal,
el cual implica un desarrollo cognitivo y conceptual, el aspecto técnico del esquema de
accion instrumentada podria ser considerado trivial. Sin embargo, los aspectos
conceptuales y técnicos se interrelacionan en un esquema de accion instrumentada.
Como es sabido los esquemas mentales no son observables pero las acciones técnicas
si lo son, incluso pueden ser ensefadas. En ese sentido, Lagrange desarroll6 las
nociones de Técnicas Instrumentadas para el caso de entornos de algebra
computacional donde sefala que las técnicas cambian cuando se involucran
dispositivos tecnolégicos, pero dichos cambios no deben ser considerados irrelevantes
(Lagrange, 1999). Sustenta que las técnicas son trascendentes en el entorno del
algebra computacional, dado que se vinculan con aspectos conceptuales mediante
esquemas de accion instrumentada. Lagrange define una técnica se la siguiente

manera:

En esta linea de conceptos, el trabajo técnico en matematicas no debe ser visto
solo como habilidades y conocimientos. El trabajo técnico en un tema dado
consiste en un conjunto de reglas y métodos, en Francia, los llamamos conjunto
de técnicas, ya que son menos especificos e implica menos formacién que

habilidades y mas reflexion que conocimientos (Lagrange, 1999).

En tal sentido, para esta investigacion, consideraremos una técnica instrumentada
como un conjunto de reglas y métodos, en un entorno tecnoldgico, que se usan para
resolver una determinada tarea en el sentido de Lagrange, es decir una técnica
instrumentada es la parte técnica del esquema de accion instrumentada, siendo esta el
lado visible y manifiesta, mientras que en el esquema de accidon instrumentada se
conglomera los aspectos mentales y cognitivos invisibles. La visibilidad de las técnicas

instrumentadas es el motivo que- a diferencia de los esquemas de accion
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instrumentada, que tienen un caracter personal e interno- son las que permiten el

analisis de la Genesis Instrumental.

Aspectos de la orquestacion Instrumental

En cuanto a la orquestacion instrumental propuesto por Trouche (2005) plantea un
arreglo organizado pero intencional entre los artefactos y los seres humanos en un
determinado entorno gestionado por el docente con el objetivo de lograr una tarea
propuesta, es decir guiarlos hacia la génesis instrumental. Metaféricamente, el docente
funge de director de orquesta quien es el responsable de construir la partitura
(secuencia didactica) con el fin fijar las armonias (tareas propuestas, directivas del
docente, etc.) para lograr el sonido y ritmo deseado (génesis instrumental), cabe
resaltar la importancia que el docente realice el monitoreo de las situaciones
matematicas mediante la orquestacion. La orquestacion al ser un arreglo organizado
tiene un foco determinado y orden definido, es decir es un arreglo en forma sistémica,
a su vez es intensional puesto que una orquestacion trata de responder a una
necesidad identificada con anterioridad. La siguiente figura describe el esquema de la

orquestacioén instrumental propuesta por Trouche (2005).

Figura 7. Elementos de una Orquestacién Instrumental.

Fuente: Adaptado Trouche (2005)
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La presente investigacion es una propuesta en educacion virtual mediante el software
de video conferencias del Zoom vy el applet del GeoGebra, donde el estudiante y un
conjunto de artefactos materiales (lapiz y papel) y simbdlicos - como la derivada en el
sentido de Rabardel- cada uno de ellos puede ser usado para realizar una determinada
tarea mediante una situacion matematica y convertirlo en instrumento. La figura 7,
muestra como el profesor organiza el escenario donde se integran y articulan los

elementos de una orquestacion instrumental.

El proceso de aprendizaje — ensefianza siempre se ha caracterizado cuando el profesor
y los estudiantes se encuentren en un mismo ambiente fisico (educacién presencial),
pero existen otras formas, como la educacién a distancia donde se emplean diferentes
medios para la interactividad con el estudiante en forma sincrénica o asincronica
ejemplo de ello tenemos: internet, Video conferencias, Foros y otros. Fainholc (1999)
resalta el término interactividad al procedo que sucede en el ambito educativo, es decir
que requiere mediacion pedagodgica, los cuales se representan mediante acciones o
intervenciones, recursos y materiales didacticos en el contexto de la educacién a
distancia. Por su parte Tintaya (2003) en cuanto a la educacioén virtual resalta que
promueve las interrelaciones con nuevas tecnologias para el proceso de ensefianza —
aprendizaje mediante redes de comunicacion sin limite de tiempo. La presente
coyuntura epidemiolégica del COVID 19 nos obligado a explorar nuevas formas de
ensefanza especialmente las relacionadas a educacion virtual, donde se ve lo
necesaria que es la virtualidad, la tecnologia y de contar con diferentes redes de
comunicacion. En tal sentido, en la presente investigacion usaremos el término
educacion virtual en el sentido de Lara (2002) quien afirma que la educacion virtual es
‘la modalidad educativa que eleva la calidad de la ensefanza ...que respeta su
flexibilidad o disponibilidad (en cualquier momento, tiempo o espacio). Alcanza su
apogeo con la tecnologia e integra los tres métodos: Asincrénico, sincrénico y

autoformacion.”

Por otro lado, Trouche (2004) y Drijvers, Kieran y Marriotti (2010) distinguen tres fases
en una orquestacion instrumental, la configuracion didactica, el modo de ejecucién vy el

desempenio didactico.
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Configuraciéon didactica

La configuracidn didactica se refiere a la organizacién del entorno donde se realizara
el proceso de ensefianza y los artefactos que seran involucrados en la actividad
intencional. Usando la metafora propuesta por Trouche (2005) esta fase representa la
seleccion de los instrumentos musicales que participaran en la banda, asi como la

organizacion de estos con el objetivo de lograr una melodia armoniosa.

En tal sentido, la presente investigacion se realizara en la modalidad de educacion
virtual, es decir, el proceso de ensefianza — aprendizaje se realizara mediante el
software de videoconferencia del Zoom. La gestion del aprendizaje se efectuara con el
apoyo del applet del Geogebra en consecuencia, los artefactos participes de la

investigacion son la derivada y el software libre GeoGebra.

Dado que el objetivo de esta investigacion es que los estudiantes de economia logren
que el analisis marginal sea un instrumento en la interpretacion de funciones
econdmicas (analisis del mercado), el applet de GeoGebra permitira la visualizacion de
las caracteristicas dinamicas de las funciones econdmicas en especial el cambio en el
margen (analisis marginal) mediante el uso del deslizado del GeoGebra. Para ello se

realizaran una actividad exploratoria y la orquestacion de dos actividades.

Modo de ejecucion.

En cuanto al modo de ejecucidn se refiere a la manera en que el docente opta por
ejecutar las acciones que permitan la actividad intencional, incluye decisiones en cémo
se elabora la tarea y la manera como se introduce, es decir, las diferentes maneras de
como una tarea se pone en funcionamiento ademas de como los estudiantes abordan
la resolucion pero también como el docente utiliza la configuracion didactica para logar
el objetivo planteado para ello se requieren tomar “decisiones sobre el modo de
ejecucion puede ser vistas como parte del disefio de una trayectoria hipotética del
aprendizaje” (Drijvers et al., 2010 p.215). Continuando con la metafora, representan las
armonias que emergen de los instrumentos que participan en un determinado orden

intencional (partitura).

En nuestra investigacion, el modo de ejecucion es una propuesta en educacion virtual

mediante el software de videoconferencia del Zoom con apoyo del GeoGebra donde el
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profesor guiara el proceso, para ello se opta por diferentes formas de como abordar el
proceso de ensenanza — aprendizaje. En la Actividad Exploratoria se promueve el
trabajo individual de los estudiantes, mientras que en la Actividad con orquestacion
Instrumental |y Il el trabajo es colectivo en un primer momento a través del estudiante
Sherpa (estudiante guia) y luego con un trabajo en parejas. El docente investigador
cumple diferentes roles en cada una de las actividades con Orquestacién Instrumental,
en ocasiones ha de ser un experto, mientras que en otros momentos cumple el rol de
‘coach” que cuestiona o ayuda, con el propédsito de que el estudiante de economia

construya el concepto de marginalidad, mediante la resolucion de la tarea propuesta.

Desempeiio didactico

Mientras que el desempefio didactico, segun Drijvers et al (2010), involucra las
acciones ejecutadas por los estudiantes como por el docente frente a la tarea
propuesta, dicho de otro modo, las acciones que toma el docente con la intencion de
asegurar la esencia de la tarea propuesta. Ademas, el autor sefiala que “uno de los
elementos claves para una integracion exitosa de estos artefactos en un entorno de
aprendizaje es la asistencia institucional y social de este proceso de accién individual®
(Trouche 2004, p. 304).

Continuando con la metafora, segun Drijvers et al. (2010), el desempeio didactico es
comparable con la interpretacién musical, la coordinacion entre el director de orquesta

(profesor) y los musicos (estudiantes).

En virtud de todo lo senalado, donde se evidencia la importancia del profesor en el
proceso de génesis instrumental de los estudiantes de economia, pues es €l quien con
base en una adecuada configuracion didactica de los diferentes artefactos (derivada,
applet de GeoGebra) que tiene a su disposicion y una coherente ejecucién coordinada
de los mismos, para lograr los objetivos propuestos por las tareas o actividades,
considero pertinente la presente investigacién sobre una propuesta didactica basada
en la orquestacion instrumental: Interpretacién del andlisis marginal de funciones
economicas, donde se busca que los estudiantes de economia logren la Génesis
Colectiva del concepto de marginalidad mediante una serie de tareas propuestas por el
docente.
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Figura 8. Fases de una orquestacion instrumental

La figura 8, describe las fases de la orquestacion instrumental con elementos de la
presente investigacion. La configuracién didactica se realizara mediante la modalidad
de educacion virtual donde el modo de ejecucidn se realizara mediante la plataforma
Zoom donde el docente guiara el proceso de ensefianza aprendizaje con el apoyo del
GeoGebra y una tarea propuesta, monitoreando e interactuando (desempefio

didactico) con el objetivo de logra la génesis instrumental individual y colectiva.

La posibilidad de incluir a la tecnologia en el proceso de ensefianza invita al docente
en formular distintas orquestaciones de los contenidos que se desean impartir, la
investigacion de Tabach (citado en Say y Akkog, 2016) distingue 10, de las cuales

usaremos dos de ellas como parte de la presente investigacion.

Tipos de orquestacion Instrumental.

Para resaltar la importancia del docente en el proceso de aprendizaje de los
estudiantes, Trouche a inicios del 2000, desarrolla la orquestacion instrumental. El
esfuerzo de investigaciones colectivas ha proporcionado una orientacion teérica donde

la orquestacion es el eje central en la construccion de entornos de ensenanza y
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aprendizaje eficaces desde la perspectiva del disefio. Es por tal sentido, Say y Akkoc

(2016) identifica diez tipos de orquestacion, los cuales resumimos en la tabla 1 extraida

de Tabach (2013).

Tabla 1. Tipos de orquestacion (Say y Akkoc, 2016)

Tipo de orquestacion.

Configuracion didactica.

Modo de ejecucion.

Demostracioén técnica.

(Drijvers et all, 2010)

Entorno de clase completa,
una pantalla central

El profesor explica los detalles técnicos para usar
la herramienta

Explicar la pantalla.

(Drijvers et all, 2010)

Entorno de clase completa,
una pantalla central

Las explicaciones del profesor van mas alla de las
técnicas e involucran contenidos matematicos.

Tablero de enlaces en
la pantalla.

(Drijvers et all, 2010)

Entorno de clase completa,
una pantalla central

El maestro conecta representaciones en la pantalla
con representantes de los mismos objetos
matematicos que aparecen en el libro o en la
pizarra.

Sherpa en el trabajo
(Drijvers et all, 2010)

Entorno de clase completa,
una pantalla central

La tecnologia esta en manos de un estudiante, que
la lleva a toda la clase para su discusion.

Tecnologia sin uso.

(Tabach, 2013)

Entorno de clase completa,
una pantalla central

La tecnologia esta disponible pero el maestro
decide no usarla.

Discutir la pantalla.

(Drijvers et all, 2010)

Entorno de clase completa,
una pantalla central

Discusion de toda la clase guiada por el profesor
para potenciar la instrumental colectiva.

Spot- and - Show.
(Drijvers et all, 2010)

Entorno de clase completa,
una pantalla central

El maestro trae a colacion el trabajo anterior de un
alumno que habia almacenado e identificado como
relevante para su posterior discusion.

Trabajar y caminar.

(Drijvers, 2012)

Los estudiantes trabajan
individualmente o en pares
con computadoras

El maestro camina entre los
monitoreando su  progreso Yy
orientacion cuando surge la necesidad

estudiantes,
proporciona

Discutir la tecnologia.

(Tabach, 2013)

Los estudiantes trabajan
individualmente con su
computadora.

El maestro usa el sistema de transporte movil si
necesita computadoras en la ensefianza.

Discutir la tecnologia.

(Tabach, 2011)

El docente utiliza un sistema de gestion del
aprendizaje para orientar a los estudiantes.

Fuente: Traducido de Tabach (2013) citado en Say y Akkog (2016, p. 2710)

Dado que la presente investigacion esta orientada a que, mediante una propuesta de
secuencia didactica mediada por una orquestacién instrumental se favorezca la
Genesis instrumental de los estudiantes de economia mediante el analisis marginal, es
importante la tipificacién propuesta inicialmente por Tabach (2013) y conocer los
diferentes arreglos del aprendizaje nutridos con tecnologia los cuales sera usados con

fines adaptativos y de referencia para las intenciones de nuestra investigacion.
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1.4 Preguntay objetivos de la investigacion
A continuacion, presentamos la pregunta y objetivos de la investigacion:
Pregunta de investigacion

¢El disefio de una propuesta didactica basada en la Orquestacion Instrumental podria
permitir que los estudiantes de economia interpreten el analisis marginal de funciones

econdémicas?
Objetivo General.

Disefiar una propuesta didactica basada en la Orquestacion Instrumental que permita
que los estudiantes de economia puedan interpretar el analisis marginal de funciones

economicas.
Objetivos especificos.

e I|dentificar los conocimientos previos que tienen los estudiantes de economia

sobre los conceptos de la derivada mediante una actividad exploratoria

e Adaptar una configuraciones didacticas y dos modos de ejecucion en la
propuesta didactica en educacién virtual que favorezcan la interpretacion del

analisis marginal de funciones econdmicas.

e Proponer posibles esquemas de uso y de accion instrumentada emergentes por
parte de los estudiantes de economia al interpretar funciones econdémicas

mediante el analisis marginal.

1.5 Metodologiay procedimientos metodolégicos

La investigacion que desarrollamos tiene un enfoque cualitativo conforme con
Hernandez, Fernandez y Baptista (2014) quienes proponen que la esencia del enfoque
cualitativo es comprender y profundizar los fendmenos, en un ambiente natural y en
relacién con el contexto, explorandolos desde la perspectiva de los participantes, es
decir la manera en que los participantes perciben subjetivamente su realidad; por otro
lado Monje (2011) afirma que su interés es captar la realidad social desde el punto de
vista de las personas que estan siendo estudiadas, dicho de otro modo, a partir de las

percepcion del sujeto sobre su propio contexto.
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Mientas Borba (2004) enuncia que “una investigacion cuantitativa en educacién
matematica prioriza procedimientos descriptivos ya que su vision del conocimiento

admite explicitamente una interferencia subjetiva” (p.2).

Para la presente investigacion, adoptaremos la posicion Hernandez, Fernandez y
Baptista (2014), puesto que, el interés de esta investigacion es examinar la manera en
que los estudiantes de economia usan la herramienta derivada para realizar analisis en
contextos econdmicos especificamente la marginalidad de funciones econémicas. Los

investigadores proponen 9 fases tal como lo muestra la figura 9.

Fase 1l Fase 2 Fase 3
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Figura 9: Proceso de investigacion cualitativa

Fuente: Hernandez et al. (2014, p.7)

Dada a la naturaleza cualitativa de la presente investigacion, la revision de la literatura
estara presente en cada una de las fases, es decir, no tiene una secuencia lineal. Por
eso, la investigacion ha seguido las siguientes fases, como procedimientos

metodoldgicos:
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Fase 1l

Planteamiento del problema ]

I Fase 2

Fase 5
Revisidn de Aspectos tedricos de la
Conclusiones P investigaciones de I investigacion: Aproximacion y
referencia. Orquestacion Instrumental.
i
1”‘ \“\
o y
Fase 4 Fase 3

Propuesta didéctica:
Analisis marginalen |e—>
funciones econdmicas..

El anélisis marginal de
funciones econdmicas.

Figura 10: Proceso de investigacion cualitativa.

Fuente: adaptado de Hernandez et al. (2014, p.7)

A continuacion, se detallaran cada una de las seis fases de la presente investigacion

sefaladas en la figura 11.
Fase 1: Planteamiento del problema.

Se realiza una revisién de investigaciones de referencia segmentadas en dos grupos,
primero referidas a la derivada y un segundo grupo a las ciencias econdmicas y la
derivada. Posteriormente, Basados en las investigaciones de referencias, como los
curriculos de universidades privadas y estatales que tiene la carrera de economia
redactaremos la justificacién de la investigacion. Ademas, se plantea la pregunta de
investigacion, objetivos generales y especificos, los cuales al ser una investigacion
cualitativa podrian ir variando e incluso la pregunta de investigacion al adquirir

profundidad en el campo de estudio.

Fase 2: Aproximacion y Orquestacién Instrumental.

En esta fase se seleccionan e interiorizarian los aspectos tedricos de la investigacion:
Aproximacién y Orquestacion Instrumental, haciendo explicito, en esta fase, cuales son

los conceptos tedricos importantes para esta investigacién. Ademas, se presenta la
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tipificacion de la Orquestacion que fundamentara dos tipos de orquestaciones que

propondremos en la presente investigacion.
Fase 3: El analisis marginal en funciones econdmicas.

Se realizara un estudio de la marginalidad desde el punto de vista historico y epistémico
ademas abordaremos la evolucion del concepto de derivada, haciendo énfasis en cdmo
estos dos conceptos se articulan. También analizaremos la organizaciéon de la
ensefanza del concepto de marginalidad de los libros de Economia del autor Michael
Parkin y Gregory Mankiw los cuales son los mas referenciados en el curso de economia
l.

Fase 4: Propuesta didactica: analisis marginal en funciones economicas

En virtud de los hechos actuales de la pandemia del COVID 19 que estamos viviendo,
donde los procesos de ensefianza se estan realizando de forma virtual, en dicho
contexto, la presente investigacion tiene como objetivo la organizacion una propuesta
didactica con la modalidad de educacion virtual que propicie en los estudiantes de
economia la interpretacion del mercado mediante el analisis marginal la cual sera
guiada por la orquestacién instrumental, en tal sentido se pretende que la propuesta
didactica contenga dos tipos de orquestacion basados en la tipificacion realizada por
Tabach (2013), las cuales seran adaptadas a las condiciones actuales asi mismo, se

desarrollaran las configuraciones didacticas y el modo de ejecucion.
Fase 5: Conclusiones.

Con los datos recolectados se presentaran las conclusiones obtenidas por la
investigacion a la luz de la Aproximacion y Orquestacion Instrumental, asi como

recomendaciones para futuras investigaciones producto de este trabajo.

El siguiente capitulo muestra el analisis de la derivada desde dos perspectivas
diferentes, por un lado, un contexto matematico donde sera un estudio historico-

epistémico y por el otro desde punto de vista de las ciencias econdémicas.
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CAPITULO II: EL ANALISIS MARGINAL EN FUNCIONES
ECONOMICAS

En este capitulo, desarrollaremos un estudio matematico abordando aspectos
historicos y epistemoldgicos sobre el analisis marginal, pero como ella se sustenta en
la nocidn de derivada, también describiremos como la derivada participa en la
elaboracion de conceptos del area de la microeconomia, especificamente en el analisis

marginal.

En cuanto al aspecto didactico se describira la manera en que se propone la ensefanza
del analisis marginal en los libros: Principio de Economia del autor Gregory Mankiw y
Economia del autor Michael Parkin, ambos gozan de mucha aceptacion en el ambito

académico peruano.

2.1 La Derivada como base del analisis marginal.

El calculo diferencial comienza a gestarse sobre los problemas de incremento y
cantidades en cambio, importantes interrogantes para la ciencia en el siglo XVII las
cuales motivaron su desarrollo y posterior formalizacion. Estas cuestiones provienen de
los recientes problemas de la mecanica donde urgia un estudio del movimiento y de los
antiguos problemas de geometria donde se buscaba determinar las tangentes a una
curva dada. Si bien estos temas ya habian sido emprendidos por los matematicos
griegos Euclides, Arquimedes y Apolonio los cuales trazaron el sendero de las
matematicas, fue recién durante los afios los afios 300 al 200 a.c. que las producciones
de estos tres matematicos estuvieron en apogeo, por lo cual esa etapa se denomino la

edad de oro de la matematica griega.

Siendo Euclides unos de los primeros matematicos en introducir la nocion de recta
tangente en su libro Elementos de Geometria. El concepto de variacion de cantidades
no emergio en la matematica griega pues sus cantidades eran numeéricas y discretas o
geométricas ademas de ser estaticas. Debido a ello los conceptos de aceleracion y

velocidad instantanea eran ajenos para ellos.

El inicio del siglo XVII fue la etapa mas productiva para las ciencias exactas como un

todo, aportes como el de Johannes Kepler en la astronomia ademas de proporcionar
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una resolucion de un problema de aplicacion practica sobre maximos y minimos, estos
acontecimientos marcaron un hito en el desarrollo de las matematicas en general y en
el surgimiento del calculo diferencial. Este surgimiento y desarrollo no se hubiera podido
lograr sin las aportaciones de Viete al campo del algebra y la publicacion de su obra E/

arte Analitica ademas del nacimiento de la Geometria Analitica.

Newton y Leibniz abordan el calculo infinitesimal desde dos perspectivas diferentes.
Por un lado, Newton desde la nocidén de la mecanica se basa en la idea intuitiva del
movimiento continuo, usando el concepto de fluente, para definir la variacion de una
cantidad con respecto del tiempo ademas de fluxiéon para definir el cambio de la
velocidad con respecto al tiempo es por tal motivo que el calculo desarrollado por

Newton es conocido como Calculo fluxional.

Leibniz desarrolla un calculo mas simbdlico y analitico siendo las bases de su trabajo
el calculo de diferencias infinitesimales y la suma de areas infinitamente pequenas las
cuales sentaron las estructuras del calculo diferencial e integral. Fue él quien, por
primera vez, introduce el término Calculo Diferencial y plantea las férmulas para derivar
un producto, cocientes, potencias y raices, pero también de aplicaciones geométricas

para el calculo de tangentes, maximos y minimos, ademas de los puntos de inflexion.

El calculo diferencial propuesto por Newton y Leibniz, a finales del siglo XVII aun no
contaba con una fundamentaciéon matematica rigurosa, los conceptos de Derivada y su
formalizacién fueron evolucionando durante los siguientes 200 afios en forma paralela
a los conceptos de funcion, continuidad y limite. En este contexto, Bos (1984) indica
que los avances obtenidos en estos siglos fueron claves para la fundamentacion del
calculo diferencial y la definicion actual de derivada. Estos avances fueron: 1) la
concepcion de que el calculo esta vinculado a las funciones, mas que con variables; 2)
La designacion de la derivada como eje fundamental del Calculo Diferencial, en vez de

la diferencial; 3) La consideracion de la derivada como una funcion; 4) Se explicita al

limite como  tim,  pr), €s decir el limite de una funcién cuando la variable
independiente se comporta de una manera explicitada.

Los trabajos sobre esta rama de las matematicas continuaron, Leonard Euler fue uno
de los primeros matematicos en proponer avances en direccién a la fundamentacién
del calculo diferencial segun sefala Grattan-Guiness (1984), perfeccionando vy

desarrollando el campo del calculo propuesto por Leibniz pese a que sus fundamentos
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aun no estaban claramente definidos. Por este motivo, Euler es considerado fundador
del analisis, toda una rama de las matematicas que comprende los métodos
infinitesimales del calculo diferencial e integral. Para Euler (citado en Duran, 1996), lo

expresa de la siguiente manera:

“

. un método para determinar la proporcién de los incrementos evanescentes, esto
que las funciones toman cuando la variable de la funcién se modifica por uno de tales

incrementos”.
Es decir, desde la concepcidn de Euler comienza a gestarse el cociente de incrementos

Jix+4%)- fX) | cual conlleva a la derivada de una funcién. Otro matematico que
Ax

aporto y traté de darle rigor al calculo infinitesimal fue Jhosep Louis Lagrange a quien

se le debe el teorema del valor medio para funciones derivables ademas del término de

“funcioén derivada”y de la notacion /' para indicar la derivada de una funcién

Recién en el primer cuarto del siglo XIX se logra el impulso necesario para la
fundamentacion rigurosa del concepto de derivada por parte de Augustin Cauchy vy
Bernard Bolzano, pero fue Karl Weierstrass quien termind el proceso al proponer la
definicion de limite que conocemos en la actualidad, lo resaltable de su trabajo es
eliminar los aspectos inexactos que aparecian en la definicion de Cauchy como por
ejemplo aproximan indefinidamente o difieren tanto como uno desea, sustituyéndolos

por la conocida expresion algebraica de épsilon y delta:

El limite de una funcién f*) vale L cuando x tienda a x, si para cualquier

cantidad positiva € > 0 existe otra cantidad positiva 6 > 0 de manera que para

todo punto x verificado O<‘x—x0‘ <6 ydonde la funcién } esté definida se tiene
que |f{x)- L| <& .(Durén, 1996, p. 57)

También propuso una definicion para la funcién continua tal y como la conocemos

ahora:
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f(x) es continua en x, para cualquier cantidad positiva ¢>(Q, existe otra
cantidad positiva 6>0 de manera que, para todo punto en el intervalo ‘x-xo‘ <6

donde la funcion este definida, se verifica que ‘f(x)—L‘ <¢. (Ibid, p.59)

Finalmente, la derivada adquiere una fundamentacion logica rigurosa cimentada en el

concepto de limite: £/(x) = lim, f(x+i;)—f(x)

2.2 El andlisis marginal de funciones econémicas.

En la agonia del siglo XVIIl, las matematicas se convirtieron en el lenguaje de las
ciencias debido a la cantidad de producciones y avances que obtuvieron en diferentes
campos, pero fundamentalmente del calculo diferencial. Fue inevitable el vinculo con la
fisica, quimica astronomia, hoy conocidas como ciencias de la naturaleza, pero también
con las ciencias sociales como la economia dandole formalidad matematica a sus

conocimientos, en grado menor en comparacion con la fisica.

Uno de los primeros inconvenientes es el impedimento de que algunos elementos de
sistemas conceptuales de las ciencias econdmicas no eran posibles de cuantificar.
Segun Boudieu (2001) cuando no es viable la matematizacién de las nociones y las
relaciones, se cuestiona el calificativo en la ciencia otorgado a dicho campo del saber,
lo cual pone en valor la matematizaciéon que sin el cual le quita el reconocimiento de
ciencia. Una de las areas del conocimiento donde fue factible incluir el proceso de
matematizacion de conceptos y relaciones fueron en el analisis de las riquezas de las
naciones. Un hecho trascedente de las ciencias sociales fue el surgimiento de la Fisica
social, un area del conocimiento que vincul6 las matematicas, usados para establecer
relaciones entre aspectos establecidos tedricamente (abstractos), dicho de otra
manera, la introduccion al analisis, que hoy conocemos como relaciones entre

variables.

Un punto aparte merece la evolucion del concepto de riqueza, el establecer relaciones
entre magnitudes fue impulsado por el andlisis del valor de los bienes intercambiados
en los mercados. Desde el siglo XV se us6 la moneda para simbolizar valor en
consecuencia a la asignacion de valor a los metales. El oro en calidad de objeto valioso

permitia ser intercambiado por otros bienes, posteriormente fue utilizado como patrén
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de intercambio, convirtiéndolo en un medio de cambio acumulable, base del
enriquecimiento. Por otro lado, para que la moneda sea reconocida como patron de
medida de otras mercancias y la represente en el proceso de intercambio, es decir, sea

unidad de medida de la riqueza, necesita asignarle un valor nominal.

Otro enfoque del analisis de las riquezas (fisiocratica) llevé a instaurar que el trabajo
(esfuerzo) invertido en su produccién es el que establece el verdadero valor del
intercambio de la mercaderia, bajo esta perspectiva, un bien o conjunto es estos, seran
mas o menos valiosos en proporcidn al esfuerzo y fatiga exigido en su produccion, pero

la recompensa debido al esfuerzo puede alterarse, si esta mercaderia es limitada.

En tal sentido, la nocidn de marginalidad comienza a gestarse a inicios de los afos
1870 con las obras intelectuales de tres autores que, trabajando en forma
independiente y desde diferentes enfoques intelectuales, propiciaron el marginalismo.
La obra de Jevons “Teoria de la economia Politica”, Carl Menger “Principio de
Economia Politica ademas de los “Elementos de la economia Politica” de Walras cuyo
aporte mas trascendente es el concepto de la utilidad marginalidad, que posteriormente,
generalizaron a otras funciones economicas. En las obras originales el término Utilidad
marginal no aparece tal como lo menciona Ning (2016), en cambio se utilizaban

términos similares como rareté, intensidad o satisfaccion de la unidad consumida.

Jevons y Walras usaban el término “utilidad” en el mismo sentido econdémico con que
lo hacemos en la actualidad, es decir Jevons la define como el poder de un bien para
satisfacer deseo, pero considerando que el poder no es cualidad constitutiva del bien,

ademas sefala que:

La utilidad adicional resultante de los incrementos de los productos basicos
generalmente disminuye a alguna proporcion, o como alguna funcion de la
cantidad total recibida. [..] Esta variacion existe incluso en las cantidades mas
pequefias, en cuyo caso debemos retroceder a infinitesimales, y lo que
llamaremos el coeficiente de utilidad, es decir, la relacién entre el ultimo
incremento o la oferta infinitamente pequefia del objeto, y el incremento de placer

que ocasiona. (Peart 1996, p.71)

Mientras tanto Walras en cuanto a la utilidad marginal la denota como utilidad Intensiva
o rareté, para resaltar la intensidad del ultimo deseo satisfecho por cualquier cantidad

de un determinado bien. En tal sentido “sea la curva continua o discontinua, postulo
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que los servicios intensivos siempre disminuyen en la primera unidad o fraccion de una
unidad consumida a la de la ultima unidad o fracciéon de unidad consumida” (Walras
2003, p.118)

Merger, a su vez, considera a la utilidad

La satisfaccion de cualquier necesidad especifica tiene, hasta cierto grado de
completitud, una importancia relativa alta, hasta que finalmente se alcanza una
etapa en la que una satisfaccidn mas completa de esa necesidad particular es
una cuestion de indiferencia. En ultima instancia, se produce una etapa en la que
cada acto que tiene la satisfaccion de esa necesidad no tiene mas importancia

para el consumidor. (Menger 2007, p.125)

En cuanto a la utilidad en la produccion, los tres marginalista defiende la posicion de
que el valor de las mercancias esta en funcion del ultimo grado de utilidad (frontera),

no en sus cualidades constitutivas, anteriormente determinada de por las cantidades.

Historicamente el concepto de marginalidad comenzo a gestarse a partir del analisis de
la funcién utilidad por parte de los tres autores (Jevons Menger y Walras),

posteriormente se extendid dicho concepto a las demas funciones econdémicas.

El andlisis marginal como aplicacion econémica de la derivada.

En un contexto donde los bienes son escasos, el estudio del cambio de las retribuciones
al esfuerzo tomando en cuenta el comportamiento de los sujetos en los mercados es
donde aflora la economia como ciencia, saber social que también tiene el estatus de
ciencia basado en los procesos de matematizaciéon de sus diferentes sistemas
conceptuales, es decir “se basa en la construccion de modelos de los fenbmenos
sociales, estos modelos deben ser como una representacion de la realidad” (Varian
2010, p.1)

Este proceso de matematizacion de los conceptos econdmicos requirid de una
estructura y leguaje formal que la sustentara, es asi como se hizo indispensable la
participacion del calculo infinitesimal y la nocidn de valores extremos, pero también la
nocion de funcion y relacion desde el punto de vista de interdependencia de valores
que cambian.

En este contexto se desarrolla el analisis marginal, es decir:
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Es el resultado cientifico en la busqueda y elaboraciéon de un método general
que permita, de una forma ordenada, tratar el problema de obtener el mayor
provecho posible de los recursos limitados de un sistema econdémico, lo que es
equivalente, obtener algo con la menor cantidad de recursos. (Pérez 1980,
p.473)

El término “Marginal” es acufado por la escuela marginalista, que emerge en
contraposiciones a los modelos ya existente que no pudieron resolver en su momento
los problemas que proponian en la teoria econdmica. El marginalismo es producto de
dos concepciones que se amalgaman entre si, el saber social y el saber matematico,
este enfoque permite declarar variables econémicas y reconocer dependencia entre
ellas es decir establecer una relacion funcional y desde alli, el analisis marginal, se
enfoca en estudiar el margen, dicho de otra manera, el borde en busqueda de encontrar
los efectos producidos en variable producto de la modificacion de la magnitud-en una

unidad-de la otra.

Visto desde un contexto econdmico dicho procedimiento matematico permite establecer
la relacion de como la variacion en la asignacion de los recursos incide en el nivel de
satisfaccion del consumidor y en la utilidad del vendedor, dicho de otra manera,
establece una razon de cambio, lo cual desencadena en la posibilidad de identificar los
valores que optimizan la funcién utilidad, lo cual se concreta mediante el calculo de la

derivada a dicho proceso se denominé analisis marginal. En ese sentido:

Desde el punto de vista técnico, las nuevas teorias del valor y de la distribucién
se reduciran realmente al descubrimiento al calculo diferencial como instrumento
de la economia. Y esto basta para mostrar lo absurda que es cualquier oposicion

de principio al marginalismo. (Pérez 1980, p.473)

Es por tal motivo que el analisis marginal recurre a la derivada, con la intensiéon de
determinar el cambio que representa una funcién modelada por un contexto econémico
como el ingreso, costo, utilidad o produccién, al aumentar una unidad de un determina
bien. Es decir “una de las principales aplicaciones del calculo es determinar cémo
cambia una variable respecto a la otra. Un hombre de negocios quiere saber como

cambia las ganancias con respecto a la publicidad” (Lial y Hungerford 2000, p.402).

La importancia de la derivada como herramienta formalizadora de las ciencias

econdmicas se ve reflejada que una evolucidén en sus conceptos, en ese sentido:
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originalmente los economistas estudiaron el coste o costo marginal a un nivel de

produccion x como C(x+1)—C(x), que es el coste de producir una unidad

adicional de un producto, como:

c&+u4xw=§@2¥%£E9zumgﬁjgg£ﬁg

h—0

= C'(x) .

De ahi que, el costo marginal (C'(x)) al nivel de producciébn x es
aproximadamente el coste de producir la unidad (x+1) (Salas, Hile y Etgen

2002, p.152)

Al inicio las funciones econémicas se interpretaban mediante cantidades discretas,
cuando las ciencias econdmicas comienzan su proceso de conversidn a ciencia
mediante la formalizacion de los conceptos econdmicos. En tal sentido, se tuvo que dar
el salto de lo discreto a lo continuo, lo cual provocé un cambio de procesos como, por

ejemplo, el calculo del costo adicion por una unidad mas de producto.

En el mismo sentido, la microeconomia reconoce la necesidad de estudiar el efecto en
la demanda ante una variacién del precio. Matematicamente, esto corresponde al
concepto de pendiente en la curva que representa a la demanda, dado que la
interpretacion del objeto matematico en el contexto de la microeconomia representa el

cociente de la variacion del precio con respecto a la variacion de la cantidad demanda.

Pendiente a la _Ap
curvadela demanda  Aq

Sin embargo, dicha medida presenta algunos inconvenientes matematicos
relacionadas con su interpretacion. La pendiente a la curva de la demanda depende de
las unidades en que fueron definidas la demanda y el precio. En tal sentido si las
unidades de la demanda cambian, dichos cambios se ven reflejados en los valores de
la pendiente (inclinacion), por lo tanto, es necesario especificar las unidades (Varian,
2010). En consecuencia, era necesario tener una medida mas independiente que refleje

el efecto de la demanda ante un cambio de precio, por ellos los economistas prefieren

usar la elasticidad (¢) para dichos fines.

La elasticidad de la demanda se define como una variacion porcentual de la demanda

ante un cambio de porcentual del precio, esta concepcidn elimina el uso de unidades,
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por intermedio de los porcentajes, haciendo mas facil su interpretacion mas general. En
consecuencia, la elasticidad de la demanda se define de la siguiente manera:

c=4a9/49
Ap/ p

Dicha expresion se puede sintetizar en: . _ P 49

q-Ap
Dado que la elasticidad es proporcional a la pendiente de la demanda, Varian (2010),
advierte que elasticidad se puede representar en términos de la derivada de la funcion

demanda, de la siguiente forma:
= E -q '(l))
q

En consecuencia, podemos evidenciar la importancia de la marginalidad (derivada en
la economia), en la medicion del comportamiento de la demanda ante un cambio en los
precios, siendo una herramienta en la toma de decisiones de las organizaciones ante

el comportamiento del mercado.

El concepto de marginalidad involucra un cambio de lo discreto a lo continuo con la
finalidad de aprovechar todo el potencial del calculo diferencial. Tal como lo sefala
Sarmiento y Seijas (2006) muchos economistas critican a la teoria marginalista por el
escaso realismo en sus conjeturas matematicas, especificamente en cuanto a lo
forzado de los modelos matematicos para cumplir las condiciones de la formalidad

matematica.

En ese sentido, la microeconomia adapta ciertos modelos que tienen origenes en lo
discreto, pero los considera continuo con el fin de poder hacer analisis como por

ejemplo la razén de cambio instantanea, elasticidad, etc.

2.3 El andlisis marginal de funciones econdmicas en libros de

Economia

En la presente seccidn se realizara un analisis de dos libros de uso frecuente en
diferentes universidades del medio peruano que ofrecen la carrera de economia, dichos

libros nos permitirdn evidenciar los diferentes enfoques de los autores sobre cémo
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abordan el andlisis de marginal y su vinculacion con el artefacto derivada, lo cual es de

nuestro interés en la presente investigacion.

Tabla 2. Libro de economia analizados en la presente investigacion.

Titulo Autor/ ano

Economia Michael Parkin (2009)
Principios de Economia Gregory Mankiw (2012)

El andlisis marginal en el libro Economia del autor Michael Parkin.

En el capitulo | del libro encontramos un primer acercamiento al pensamiento de la
marginalidad mediante dos ejemplos extramatematicos donde se desea desarrollar la
idea de beneficio y costo marginal ademas de comparacion como herramienta efectiva
en la toma decisiones. Cabe resaltar que no usa simbolos matematicos ademas de ser

muy puntal.

En una seccion del capitulo |l establece la vinculacion entre la Frontera de posibilidades
de produccién (FPP) y el Costo marginal, hace uso de un ejemplo extramatematico, y
con el apoyo de un grafico, se induce a ver al costo marginal como un cociente de
incrementos. A continuacion, se realiza una comparacion grafica en plano cartesiano
de ambas funciones (costo y beneficio marginal) indicando el caso particular cuando
ellas son iguales denominandolo punto de eficiencia de asignacion. Esta seccion
culmina con pregunta de repaso, sin hacer uso de simbolos matematicos para

representar los conceptos econdmicos o formulas que involucren como calcularlas.

En el capitulo X, se desarrolla el concepto de curva de producto total y de curva de
producto marginal, a partir de estos conceptos propios de la economia, especialmente
el de marginalidad, se comienza a tratar la idea de cocientes incrementales para
fundamenta la ley de los rendimientos decrecientes la cual sustenta que a medida que
se use mas un factor de produccion variable, con una cantidad dada del factor de

producciodn fijo, el producto marginal del insumo variable disminuye a la larga.

En cuanto a Produccion y Costos el autor expone las consideraciones que deben tener
las empresas sobre cuanto producir y el precio a cobrar, en relaciéon con el tipo de
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mercado (competencia perfecta, monopolio oligopolio, etc.). En ese sentido,
circunscriben el analisis en marcos tiempo — corto y largo plazo- con el objetivo de
analizar la vinculacién entre la decision de produccidn de una empresa y sus

respectivos costos.

Figura 11. Produccion total en funcién del trabajo.

Fuente: Economia, Parkin (2009, p.223)

En la figura 11, se muestra la grafica (a) que representa la produccion total (camisas
por dia) en funcién del trabajo (trabajadores por dia) cada altura de los rectangulos
representa el producto marginal. Como se puede ver, por ejemplo, cuando el trabajo
aumenta de 1 a 2 la produccion aumenta de 4 a 10 siendo el producto marginal 6
camisas por trabajador, mientras que cuando lo hace de 2 a 3 la produccion aumenta
de 10 a 13 siendo ahora el producto marginal 3 camisas por trabajador. Con la ayuda

de los rectangulos se construye la grafica (b) la cual representa el producto marginal.

Posteriormente, el autor propone preguntas de repaso sobre los temas bordados, como

se muestra en la figura 12.
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Figura 12. Preguntas de repaso.

Fuente: Economia, Parkin (2009, p.224)

Para que el estudiante pueda responder las preguntas, planteadas en el repaso, tiene
que haber logrado una instrumentalizacion de nocion de marginalidad, es decir el
estudiante de economia movilice y evolucione el componente artefactual del

instrumento (Derivada) para poder fundamentar sus respuestas.

Los fundamentos del analisis marginal que desarrollaron Jevons, Menger y Walras en
sus correspondientes teorias sobre el intercambio coinciden con el concepto
matematico de derivada, en donde la marginalidad o concepto de la ultima unidad,
expresan el cambio de una variable ante aumentos infinitesimales de otra. Es por tal
motivo que la derivada es la herramienta principal de la economia marginalista (en el
borde) la cual permite eficiente calculo de variaciones de funciones econdmicas
(ingreso, costo utilidad, demanda, etc.) cuando la variable independiente aumenta en

una unidad.

En el capitulo XllI, desarrolla el tema del monopolio en donde se detallan las condiciones
para su existencia, estrategias de fijacion de precios, regulaciones gubernamentales,
pero ademas se desarrolla como se decide la produccién y el precio en contextos

monopolistas y para ello se basan en el vinculo entre precio e ingreso marginal.
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Figura 13. Comportamiento del consumidor.
Fuente: Economia, Parkin (2009, p.266)

La tabla de la figura 13 muestra el comportamiento de los consumidores (demanda),
por ejemplo, cuando el precio es de 20 ddlares no hay demanda de cortes, asi mismo
se evidencia que a medida que disminuye el precio del corte de cabello la demanda de
cortes de cabello por hora aumenta. Ademas, el ingreso marginal representa el cambio
de ingreso cuando la demanda aumenta en una unidad, por ejemplo, si el precio
disminuye de 16 a 14 ddlares la cantidad de cortes por hora aumenta de 2 a 3. En
consecuencia, a cada nivel de produccién el ingreso marginal es menor al precio por
tal motivo la curva del ingreso marginal se encuentra por debajo de la demanda, es
decir cuando el precio es de 16 ddlares se requieren 2 cortes de cabello, pero si decide

bajar el precio a 14 ddlares se requieren 3 y el ingreso aumenta en 14 dolares.

El ejemplo propuesto por el libro se basa en cantidades discretas, lo cual facilita los
calculos ademas de que el estudiante compruebe que dichos valores corresponden a
una recta. Es evidente que comportamiento del ingreso marginal corresponde a la
nocion de derivada. El entendimiento del comportamiento de las funciones con datos
discretos permitiria que el estudiante, posteriormente utilicen los mismos esquemas de
uso para funciones continuas, propiciando asi la Genesis Instrumental basados en

analisis marginal de las cantidades discretas.

Posteriormente, en el mismo contexto del monopolio, se establece la relacion entre

ingreso marginal y elasticidad.
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Figura 14. Ingreso marginal y elasticidad.
Fuente: Economia, Parkin (2009, p.267)

En la figura 14, el autor vincula la grafica del ingreso marginal con la del ingreso, ambas
graficas resaltan el cambio por una unidad adicional mediante los rectangulos en las
respectivas graficas, detras de la idea de marginalidad plasmadas por el autor se

evidencia la nocién de derivada.

Al final de la seccion, propone preguntas de repaso como se muestra en la figura 15.

Figura 15. Preguntas de repaso.
Fuente: Economia, Parkin (2009, p.269)

En el prefacio el autor declara que el presente libro cuenta con algunas caracteristicas
para la mejora de la ensefanza y el aprendizaje, dichas mejoras son: a) Al inicio de
cada capitulo se presentan reflexiones con la intensién de captar la atencion del lector;
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b) Se senalan los objetivos del capitulo; c) Preguntas de repaso; d) Glosario para los

términos restados en cada capitulo.

El analisis marginal en el libro de Principios de Economia del autor Gregory

Mankiw.

En esta seccién de la investigacion describiremos la forma en que el libro de Gregory
Mankiw titulado Principios de Economia aborda los conceptos econdmicos de

marginalidad en su relacion con el objeto matematico, la derivada.

En su introduccién, sefala que la economia es una ciencia social y por ende ella es un
reflejo del comportamiento de los individuos que la componen, es por tal motivo que los
individuos son piezas fundamentales en la regulacion del comportamiento del mercado
al tomar decisiones. El autor destaca cuatro principios, los cuales son siguientes: 1) Las
personas enfrentan disyuntivas; 2) El costo de una cosa es aquello a lo que se renuncia
para obtenerlo; 3) Las personas racionales piensan en términos marginales. 4) Las

personas responden a los incentivos.

Figura 16. Funcién produccion y costos totales.
Fuente: Principios de Economia, Mankiw (2012, p.264)
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Basado en la premisa las personas racionales piensan en términos marginales,
propuesta por el autor al inicio del libro, proponen que la marginalidad es un concepto
clave para comprender al mercado. Define el producto marginal cémo el incremento de
la cantidad producida que se obtiene por cada unidad adicional de un factor de
produccion. En la figura 16, se muestra la funcién de produccion de galletas, cuando el
numero de trabajadores cambia de 1 a 2, la produccion cambio de 50 a 90, en tal sentido
concluimos que el producto marginal por el segundo trabajador es de 40 galletas. El
autor hace notar que el producto marginal del tercer trabajador es de 30 galletas
mientras que el del cuarto trabajador es de 20 galletas para finalmente senalar mediante
este ejemplo contextualizado la propiedad de producto marginal decreciente, es decir
mientras mas trabajadores sean incorporados al proceso productivo, cada trabajador

adicional contribuye menos a la produccion total.

Este comportamiento decreciente de la funcion produccion también puede ser
analizado, por el autor, mediante la pendiente de la recta tangente a la curva de la
funcién produccion. Al aumentar la cantidad de trabajadores la recta tangente se vuelve

mas plana, evidenciando que el producto marginal disminuye.

En cuanto a la grafica que representa a los costos totales, cuando la produccion de
galletas es enorme es mas costoso producir una galleta adicional, es decir la funcion

se vuelve mas pronunciada

Figura 17. Costos promedios y costos marginales.

Fuente: Principios de Economia, Mankiw (2012, p.269)
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Las curvas de costos, de una tienda de café, que se muestran en la figura 17 nos
permite analiza la conducta de las empresas. Se muestran cuatro curvas: costo total
promedio (CTP), costo fijo promedio (CFP), costo variable promedio (CVP) y costo
marginal (CMg).

El costo marginal aumenta a medida que aumenta la cantidad de tazas de café Esto
concuerda con la propiedad del producto marginal decreciente. Cuando se tiene una
produccion pequefia de café, se requieren pocos trabajadores y varios equipos estan
sin uso. En tal sentido al poner a trabajar esos recursos inactivos, el producto marginal
de un trabajador adicional es significativo y el costo marginal por la taza extra es bajo.
Pero cuando se produce mucho café, la tienda contara con muchos trabajadores
ademas del uso de todos los equipos. Si se aumenta la cantidad de trabajadores es
muy probable que se tengan que esperar para hacer uso de los equipos, es decir
cuando se produce mucho café el producto marginal por el trabajador adicional es

pequefio mientras el costo marginal es alto, tal como se muestra en la figura 18.
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CAPITULO Ill: UNA PROPUESTA DIDACTICA PARA EL ESTUDIO
DEL ANALISIS MARGINAL DE FUNCIONES ECONOMICAS.

En el presente capitulo describiremos los elementos constituyentes de una propuesta
de Orquestacion Instrumental que permita, a los estudiantes de economia, la
interpretacion del mercado mediante el analisis marginal de la funcién produccién (Coob
Douglas), es decir, la estructura de la propuesta constara con la configuracién didactica
y el modo de ejecucion, pero por motivos de la pandemia del COVID 19, que nos aqueja,

no implementaremos el desempefio didactico.

3.1 Configuracién Didactica.

En cuanto a la configuracién didactica Trouche (2004) consiste en una organizacion del
espacio del aula o medio ambiente, es decir, la configuracion del entorno donde se
realizara el proceso de ensefanza ademas de los artefactos que participan en ella
mediante una tarea especifica. En ese sentido, Drijvers (2012) afirma que: “Una
configuracion didactica es una disposicion de artefactos en el entorno, o, en otras
palabras, una configuracién del escenario de ensefianza y los artefactos involucrados
en él” (p. 266).

La organizacién del escenario de la propuesta didactica (Actividad Exploratoria y
actividad mediada con Orquestacién Instrumental) se realizara mediante la modalidad
de educacion virtual dada las condiciones de distanciamiento social obligatorio debido
a la pandemia del COVID 19, en tal sentido, proceso de ensefianza — aprendizaje se
realizara mediante el software de videoconferencia del Zoom. La gestion del
aprendizaje se efectuara con el apoyo del applet del GeoGebra, en consecuencia, todos
los participantes deberan de contar con dispositivos tecnolégicos como laptops, tablets

o celular con una adecuada y estable conexion a internet.

En cuanto a los sujetos de la investigacion, la presente investigacion, pretende
orientar a estudiantes de economia de cualquier universidad o carreras afines donde

se desarrolle cursos de matematica aplicada a la economia. Es decir, donde se
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desarrollen las nociones basicas del calculo diferencial, pero también el curso de

Economia en donde ponen en practica los conceptos de marginalidad.

3.2 Modo de ejecucion.

El modo ejecucion, en el sentido de Trouche (2004), consiste en la forma de cémo el
docente elige ejecutar acciones con la intencion de cumplir el objetivo de una tarea
determinada. En el mismo sentido Drijvers (citado en Say y Akkoc, 2016) en cuanto al
modo de ejecucion afirma que: “se define como las decisiones del profesor sobre la
forma cdmo o de qué manera configura una tarea al proporcionar ciertos roles para que

los artefactos logren sus intenciones didacticas”.

En esta seccidon, describiremos la manera en que se llevara a cabo el disefio de
propuesta didactica que favoreceria el analisis marginal de un determinado contexto

economico basado en la orquestacion instrumental.

La tabla 3, muestra la estructura y disposiciéon de la propuesta que consta de una

secuencia de dos actividades.

Tabla 3. Estructura de secuencia de actividades de la propuesta didactica.

Actividad. Sesion. Contenido. Duracion.

Actividad exploratoria. La derivada 40 minutos

Actividad orquestada. Il Analisis Marginal 60 minutos.

A continuacién, detallaremos la actividad exploratoria, asi como dos diferentes modos

de ejecucion.
Actividad Exploratoria

Esta actividad tendra una duracion de 40 minutos (una sola sesién) divididas en dos
tareas de 15 minutos cada una cuyo objetivo es identificar y reconocer los
conocimientos previos que los estudiantes de economia tienen sobre la nocion de
derivada. En tal sentido se podra identificar a los estudiantes que aun no han generado

esquemas de utilizacion (respecto a la derivada) con los cuales el estudio se centraria
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en ver como se genera la Genesis Instrumental del analisis marginal a partir de una
orquestacion instrumental. Mientras que con los estudiantes que ya han generado los
esquemas de utilizacion sobre la derivada el estudio se enfocaria en ver como dichos
estudiantes aportan a la Génesis Colectiva en base a la orquestacién. En tal sentido,
se disefiaron dos tareas asociadas a la nocion de derivada con la intension de observar
la emergencia de los esquemas de utilizacion que consideramos relevantes para la
Génesis Instrumental del analisis marginal en funciones econémicas. Al finalizar las dos
tareas el docente investigador haria una socializacion de los resultados esperados que

ocuparia en tiempo de 10 minutos.

La Tarea 1 de la actividad exploratoria esta compuesta por cuatro items los cuales
podran ser visualizados mediante un applet en GeoGebra la cual permitiria que el
estudiante interactue con la grafica de la funcion mediante la manipulacién de un

deslizador del GeoGebra.

Figura 18. Pregunta 1 de la Actividad Exploratoria.
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La Tarea 1, tiene como objetivo evidenciar que el estudiante conoce la definicion de

derivada como el limite de un cociente incremental pero ademas de la nocion grafica

de la derivada como pendiente de una recta tangente, como se muestra en la figura 16.

Técnica instrumentada esperada.

a)

b)

El estudiante debera manipular el deslizador del applet del GeoGebra con el
objetivo de completar la tabla, provocando que afloren sus esquemas de uso
relacionados al cociente incremental como funcion y recta secante ademas de su

interpretacion grafica.
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Este item busca la emergencia de esquemas de uso vinculados al calculo de limite
como funcion, factorizacion y definicion de limite. Ademas, se espera que el
estudiante relacione dicho limite con la convergencia del cociente incremental

cuando x tiende a 1, lo que evidenciaria el desarrollo de un posible esquema de

accion instrumentadas.

Sea f{x)=0.3x’, al derivar se obtiene f/(x)=0.6x. Cuando x=1 entonces
£(1)=0.6

El estudiante, primero, debera movilizar los esquemas relacionados con las reglas
de derivacion para obtener la funciéon derivada evidenciado asi una actividad

instrumentada, posteriormente debera usar dicha funcion derivada f'(x) para

obtener un valor puntual £'(1).

Si el estudiante de economia logra responder satisfactoriamente los tres items de la

Tarea 1 evidenciaria conocimientos de esquemas de uso mediante las acciones
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relativas a las tareas segundarias como funcion, definicion de derivada, reglas de
derivacion. Po otro lado, los esquemas de accion instrumentada serian revelados
mediante las acciones relativas a las tareas principales como la relacién del limite como

la convergencia del cociente incremental cuando x tiende a x, pero también su relacion

con la derivada puntual f'(x,).

La Tarea 2 de la actividad exploratoria esta compuesta por cuatro items los cuales seran
compartidos en la sesion de clase virtual mediante la opcion de “compartir pantalla” de
la plataforma Zoom. Para la investigacién es muy importante la nocion grafica de la
derivada por cuanto los estudiantes de economia hacen uso frecuente de la
interpretacion de las graficas econdémicas en la toma de decisiones basado en el

analisis marginal de estas.

Figura 19. Tarea 2 de la actividad exploratoria.

La Tarea 2, tiene como objetivo evidenciar en los estudiantes de economia la relacion
de la derivada y los intervalos de monotonicidad de la funcion j , asi como los valores
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extremos de la funcion. Dichas caracteristicas son fundamentales en el estudiante de
economia pues permitiria una comprension del modelo econémico estudiado lo cual

favorece la interpretacion del mercado.

Técnica instrumentada esperada.

a) Basados en el siguiente teorema sobre monotonicidad:

f'(x)<0,Yxe[a,b] <> flx) Decreciente en Vx €[a,b]

interior

El estudiante debe de analizar el grafico de la derivada (f’(x) )en busca de los

intervalos donde se cumpla la condicion de f'(x)<0O, dando como resultado
Joe,-6], 11,5].

b) Basados en el teorema de sefiala que:

f'(x)>0,Vxe[a,b] <> f(x) Creciente en Vx €[a,b]

interior

En consecuencia, el estudiante debe de analizar el grafico de la derivada (f’(x) )

en busca de los intervalos donde se cumpla la condicion de f'(x) >0, dando como
resultado [-6,1],[5, o]

En los items a) y b) las técnicas que utilizarian los estudiantes evidenciarian sus
esquemas de uso como funcién creciente, decreciente, intervalos y derivada de una
funcién, todo a partir una representacion grafica, pero también pone en manifiesto los
posibles esquemas de accion instrumentada cuando emplean propiedades graficas
de las funciones como por ejemplo dénde la funcidn es positiva o negativa en base a

la derivada, encontrar puntos criticos mediante las raices de la derivada, etc.

c) Por el criterio de la primera derivada, se debe concluir que hay un minimo valor de
f(x) cudndo x=-6 y x=95.

d) Por el criterio de la primera derivada, se debe concluir que hay un maximo valor de

f(x) cuando x=1.
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En los items c¢) y d) el estudiante de economia podria optar por basar su respuesta en
el criterio de la primera derivada (esquema de uso) la cual se sustenta en la monotonia

de la funcion entorno al punto critico (x,). Es decir, si f'(x)>0 para x<x, Yy
f'(x)<0 para x > x, entonces j poseeunmaximoen x,.Si f'(x) <0 para x < x,
Yy f'(x)>0 para x > x, entonces f posee un minimo en x,. Para completar la tarea

propuesta de estos items el estudiante tendria que hacer coordinacion entre los
conceptos de monotonia de una funcion en base al signo de la derivada y el criterio de
la primera derivada lo cual evidenciaria un esquema de accion instrumentada de la
derivada. Es evidente que el sujeto ha tenido que evolucionar los esquemas de uso de
los items a) y b) por coordinacion y acomodacion para satisfacer el criterio de la primera
derivada lo cual refleja en el estudiante un proceso de instrumentacion.

Otra técnica que el estudiante podria usar para dar respuesta a la tarea planteada es
mediante el criterio de la segunda derivada la cual se sustenta en la concavidad de la

funcién. Es decir, siendox,un punto critico de la primera derivada, si f"(x,) <0
entonces j posee un maximo en x,, mientras que si f'(x,)>0 entonces j posee
un minimo en x,. Se hace necesario que el estudiante movilice sus esquemas de uso

(la derivada y recta tangente a una funcién) referentes a la interpretacion grafica de la
derivada, es decir que la derivada en un punto representa la pendiente de la recta
tangente en dicho punto, dicho conocimiento debe reacomodarse para concluir que la

segunda derivada f" representa la pendiente de la recta tangente en un punto de la
funcién derivada f'. Lo cual propiciaria la emergencia de esquemas de accion
instrumentada (la pendiente de la recta a la funcion f' es f"). El proceso de

instrumentacion se da cuando el sujeto evoluciona sus esquemas de pendiente de recta

tangente de j para adecuarlos a la funcidén derivada mientras que el proceso de

instrumentalizacion cuando se apropia de las caracteristicas del artefacto derivada para
poder deducir el signo de la segunda derivada mediante su interpretacion de pendiente
de recta tangente. Cabe resaltar que ambos procesos (instrumentacién e
instrumentalizacion) ocurren en forma simultdnea y es el investigador quien centra su

interés en uno o en otro para cumplir los objetivos de la investigacion.

Si el estudiante de economia logra responder satisfactoriamente los tres items de la

Tarea 2 evidenciaria conocimientos de esquemas de accion instrumentada referidos a
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la monotonia (funcion creciente y decreciente), externos relativos (maximos y minimos

de una funcién) ademas de convexidad y concavidad de funciones de variable real.

En cuanto a la actividad exploratoria, el artefacto esta representado por la grafica
estatica de la derivada en la Tarea 2, la dinamica de la Tarea 1 y la nocidn de derivada
donde el estudiante de economia, para resolver la tarea encomendada, tendra que
movilizar sus esquemas de accion instrumentada lo cual evidenciaria una
instrumentacion del artefacto derivada, cumpliendo con los objetivos de esta actividad
exploratoria de evidenciar si los estudiantes de economia tienen al objeto matematico,

derivada, como un instrumento.

Actividad con Orquestacion Instrumental

Se tomara en cuenta la tipologia propuesta por Say y Akkog (2016), pero para fines de
nuestra investigacion hemos seleccionado dos tipos de orquestacion, como referentes
para el estudio, las cuales detallamos en la siguiente tabla 4, por cuanto consideramos
gue estos son los mas pertinentes, en concordancia con la educacion virtual de nuestra

investigacion.

Tabla 4. Algunos tipos de orquestacion (Tabach, 2013)

Tipo de orquestacion. Configuracion didactica. Modo de ejecucion.

Sherpa en el trabajo.  Eptorno de clase completa, La tecnologia esta en manos de un estudiante,

(Drijvers et al., 2010)  una pantalla central que la lleva a toda la clase para su discusion.
Trabajar y caminar. Los estudiantes trabajan El maestro camina entre los estudiantes,

. individualmente o en pares con monitoreando su progreso y proporciona
(Drijvers, 2012) computadoras orientacion cuando surge la necesidad

Fuente: Adaptado de Tabach 2013 citado en Say y Akkog (2016, p. 2710)

En tal sentido, utilizaremos los tipos de orquestacion indicadas en la tabla anterior con
el objetivo de adaptarlas para la presente investigacion, las cuales tienen caracteristicas

novedosas, como una configuracién didactica basada en educacién virtual.
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Tabla 5. Tipos de orquestacion propuestas para la presente investigacion.

Tipo de orquestacion. Configuracion didactica. Modo de ejecucion.

Clase virtual (video conferencia via Cada estudiante cuenta con un dispositivo
Sherpa en el trabajo.  Zoom). Gestion del aprendizaje por (Tablet, Laptop celular) desde donde podra
applet del GeoGebra interactuar con la clase.

Los estudiantes trabajan en parejas El profesor se dirige de grupo en grupo
Trabajar y saltar. mediante la configuracién de grupos brindando orientacion y monitoreando el
pequenos de la plataforma Zoom. avance de los estudiantes.

La primera propuesta didactica con orquestacion instrumental que utilizaremos en la
presente investigacion — sherpa en el trabajo — se da en torno al estudiante Sherpa que
sera el referente, guia y mediador en un contexto donde los estudiantes se encuentran
utilizando el applet del GeoGebra e interconectados mediante el software de video
conferencia del Zoom. El estudiante Sherpa o estudiante guia sera el encargado de
mostrar el desarrollo de una tarea asignada por el profesor mediante el GeoGebra la
cual sera presenciada por toda la clase, para ello se configura la videoconferencia para
que el estudiante sherpa pueda compartir pantalla. Este tipo de orquestacion promueve
el manejo colectivo del artefacto y de los esquemas de utilizacion (instrumentacién e
instrumentalizacién) donde se evidencian los rastros de la actividad del estudiante
Sherpa, los cuales son vistos por toda la clase. En tal sentido permite que el profesor
compare las diferentes técnicas instrumentadas y los esquemas de accién
instrumentada que estan siendo construidos por el estudiante Sherpa Tal como sefala

Trouche (2005), las ventajas de esta configuracion a razén de que:

e Es el profesor el responsable de guiar el proceso de ensefianza, por intermedio
de la pantalla compartida del Zoom y el applet del GeoGebra del estudiante -
sherpa.

e Ademas, el acceso a GeoGebra de la totalidad de los estudiantes (software
gratuito) permite que el profesor (quien no realiza la accion instrumentada) pueda
comparar y comprobar el proceso realizado por el estudiante — sherpa. En el
proceso de ensefanza es factible combinar el trabajo a lapiz y papel con el

trabajo en Geogebra realizado por el estudiante — sherpa.
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Se favorece el intercambio de ideas y puede promueve la identificacion de
diferentes técnicas instrumentadas emergentes en clase ademas de la
construccion explicita de los procedimientos, al aflorar diferentes formas de
solucion de la tarea permite evidenciar los diferentes esquemas de accidn

instrumentada de los estudiantes.

De la misma manera Trouche (2005) plantea diferentes formas de beneficios didacticos

vinculados al estudiante-sherpa, dado que el profesor puede organizar el trabajo en

clase de multiples maneras:

Los estudiantes pueden tener el GeoGebra inactivo, en consecuencia,
potenciamos el trabajo a lapiz y papel.

Estando en la plataforma zoom, se puede compartir la pantalla del estudiante —
sherpa bajo la atenta supervision del profesor, en esta organizacion
(orquestacion) de la instrumentacion y los procesos de instrumentalizacién son
fuertemente restringidos.

Al realizar la tarea de manera individual, en forma simultanea, con la guia del
estudiante — sherpa, la instrumentacion y los procesos de instrumentalizacion
son regulados por el tipo de tarea y la orientacion por parte del estudiante —
sherpa, dado que su pantalla es la que se visualiza en la actividad.

Otra organizacion es que todos tengan activado el GeoGebra sin la participacion
del estudiante- sherpa. La instrumentacion y el proceso de instrumentalizacion

son débilmente restringidos.

En términos generales una orquestacion instrumental involucra la coordinacion de

los instrumentos de los estudiantes, ademas de favorecer su apropiacién con el

objetivo de desarrollar la actividad intensional propuesta.
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Actividad con Orquestacion Instrumental |

01.Con la ayuda del GeoGebra grafique la funcién produccion Q(L,K)=L’°K"* en
unidades, donde L representa la fuerza laboral medida en horas trabajador
Yy K representa el capital medido en miles de soles ademds calcule Q(20,50),

Q(100, 21’5 | e interprete dichos resultados.

Figura 20. Actividad con Orquestacion Instrumental |. Pregunta 1.

Técnica instrumentada esperada.

El estudiante, primero, deberia configurar
el GeoGebra para usar la vista grafica 3D

Posteriormente el estudiante deberia
usar el interfaz algebraico para digitar la
regla de correspondencia de la funcion
produccion, donde el eje x representa a
la fuerza laboral (L ), el eje y representa
al capital (K ) mientras que el eje z
representara a la produccion.

En consecuencia, la grafica de la funcién
produccion Q(L, K) = L°°K°? sera:
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El

estudiante calcularia los valores

numeéricos de la funcién produccién para
los valores requeridos por la tarea
haciendo uso de la vista algebraica.

a = Q(20,50)

— 2885 g

— 28.85 <::

Figura 21. Técnica instrumentada esperada para Actividad con Orquestaciéon

Instrumental |. Pregunta 1

Q(20,50) = 28.85 Q(100,25)=28.85

Cuando la fuerza laboral es de 20 horas Cuando la fuerza laboral es de 100 horas
trabajador y el capital de 50 mil soles la trabajador y el capital de 2J5 mil soles

produccién es de 28.85 unidades.

la produccién es de 28.85 unidades.

El estudiante esta habituado a trabajar con funciones de una variable, las cuales se

representa graficamente en el plano bidimensional, pero la funcién produccion de esta

tarea es una funcioén de varias variables, representada en el plano tridimensional, posee

infinitos punto con produccién 28.85 (curva de color roja).

Los estudiantes tendran que utilizar la vista grafica de 2D y 3D del GeoGebra, en

resumen, la técnica instrumentada es:

Realizar la configuracion vista grafica 3D.

Ajustar la escala de los ejes para que la grafica se visualice completamente.
Digitar las reglas de correspondencia de la funcion produccion Q(L,K)en la
vista grafica adecuandola a tres dimensiones.

Seleccionar la vista algebraica para determinar el valor numérico de la funcién
produccion.

Realice el cambio de variable de (L, K) a (x,y), para poder trabajar con la vista

algebraica del GeoGebra.

En este item el estudiante podria de hacer uso de diferentes esquemas de uso, es

decir, relativas a las tareas secundarias como la definicion de funcién de varias

variables y valor puntual de una funcién.
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En cuanto a los esquemas de accion instrumentada estan asociados a los esquemas
mentales de los estudiantes y estos nos son visibles, pero se pueden evidenciar a partir
de las técnicas instrumentadas las cuales son entendidas como el conjunto de gestos
0 acciones que inscriben a uno o varios artefactos. En este sentido, el esquema de

accion instrumentada relativas a las tareas principales podria ser:

e El valor de la funcién en punto dado en un contexto econémico de dos variables

en concordancia con las unidades dadas.

Cabe resaltar que una técnica instrumentada puede ser ensefiada pero no
necesariamente los estudiantes la aprendan de una manera esperada, es decir existe
una gran diferencia entre una técnica instrumentada de un principiante en relacién con
la de un experto dentro de una misma clase donde se mostr6 la misma técnica

instrumentada.

02. 51 fijamos el valor de uno de los insumos, el capital en 50 mil soles, el grafico
la funcion Produccién Q(L,K)=L"*K°* puede ser representado en un plano
bidimensional. Complete la siguiente tabla y esboce la grdfica de la funcidn

Q(L) -

Figura 22. Actividad con orquestacion Instrumental |. Pregunta 2

Técnica instrumentada esperada.

L QL)

o o

1 4.78
4 7.25
8 10.99

Figura 23. Técnica instrumentada esperada para Actividad con Orquestacion

Instrumental |. Pregunta 2
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Uno de los puntos trascendentes en la formalizacion matematica de la economia es la
creacion de modelos matematicos que representen el comportamiento econdémico de
determinado mercado y usar dicho conocimiento para tomar decisiones con respectos
a los factores productivos con la intencidn de lograr una distribucién eficiente de los
mismos. En consecuencia, para realizar un analisis de dicho modelo matematico es
importante evolucionar los conceptos econdmicos de lo discreto a lo continuo, en tal
sentido el estudiante podria considerar, con justa razén, que el grafico de la funcién

produccion propuesta para esta tarea es discreto o continuo.
La técnica instrumentada que se pueden presentar en el desarrollo de este item es:

e Realizar la configuracion vista grafica a 2D.
e Realizar el cambio de variable de L a x, para poder trabajar con la vista
algebraica del GeoGebra.

o Digitar la regla de correspondencia de la funciéon produccion a corto plazo Q(L)

en la vista grafica adecuandola a dos dimensiones.
e Ajustar la escala de los ejes para que la grafica se visualice completamente.
e Seleccionar la vista algebraica para determinar el valor numérico de la funcion

produccion Q(L) en los valores que se requieran para completar la actividad.
e Trazar la curva de la funcion produccion Q(L) a partir de los puntos calculados

asumiendo continuidad y crecimiento.

En este item el estudiante podria de hacer uso de diferentes esquemas de uso, es
decir, relativas a las tareas secundarias como la definicion de funcidon de varias

variables y valor puntual de una funcién.

Los esquemas de accidn instrumentada relativas a las tareas principales los cuales
podrian ser:
e El valor de la funciéon produccién como la cantidad producida por cada
trabajador que interviene en el proceso productivo.
e A medida que se contratan mas trabajadores la cantidad total producida

aumenta segun en la representacion grafica de la funcion.
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03.Si- fijamos- el- valor- de- uno- de- los- insumos- de- la- funcién- Produccién-
Q(L,K)=L"°K°?,- por- ejemplo,- el- capital- (K=50)- el- grdfico- puede- ser-
representado-en-un-plano-bidimensional.-Complete-la-siguiente-tabla-y-esboce-

la-grafica-de-la-funcion- PMe(L) .1

Figura 24. Actividad con Orquestacion Instrumental |. Pregunta 3.

Técnicas instrumentadas esperadas.

L QL) - PMe(L)

4.78 4.78

7.25 3.625

1
2
4 10.99 | 2.747
8 16.65 | 2.081

Figura 25. Técnica instrumentada esperada para Actividad con Orquestacion

Instrumental |. Pregunta 3.

La técnica instrumentada que se pueden presentar en el desarrollo de este item es:

e Ajustar la escala de los ejes para que la grafica se visualice completamente.
e Realizar el cambio de variable de L a x, para poder trabajar con la vista

algebraica del GeoGebra.

e Determinar la regla de correspondencia de la funcion producto medio a corto
plazo.

¢ Digitar la regla de correspondencia de la funcién producto medio a corto plazo
PMe(L)en la vista grafica adecuandola a dos dimensiones.

e Seleccionar la vista algebraica para determinar el valor numérico de la funcion
producto medio PMe(L) en los valores que se requieran para completar la

actividad y al interpretar dichos valores en el contexto econémico.
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e Trazar la curva de la funcion producto medio PMe(L) a partir de los puntos

calculados asumiendo continuidad, decrecimiento ademas de su forma

hiperbdlica

En este item el estudiante podria hacer uso de diferentes esquemas de uso, es decir,
relativas a las tareas secundarias como la funcién hiperbdlica, valor puntual de una

funcién y continuidad de una funcion.

Los esquemas de accién instrumentada relativas a las tareas principales los cuales
podrian ser:
e El valor de la funcién producto medio como la cantidad promedio producida por
cada trabajador.
¢ A medida que se contratan mas trabajadores la cantidad producida por cada

trabajador disminuye segun la representacion grafica de esta funcion.

04.51 fijamos el valor de uno de los insumos de la funcién Produccién
Q(L.K)=L°¢K >, por ejemplo, el capital (kK =50) el grifico puede ser
representado en un plano bidimensional. Complete la siguiente tabla y esboce

la grafica de la funcién pprg(L) -

Figura 26. Actividad con Orquestacion Instrumental |. Pregunta 4

Técnica instrumentada esperada.

L QL) - PMg(L)

4.78 4.78

7.25 3.625

10.99 | 2.747

®© N N N~

16.65 | 2.081

Figura 27. Técnica instrumentada esperada para Actividad con Orquestacion

Instrumental |. Pregunta 4.

70



La técnica instrumentada que se pueden presentar en el desarrollo de este item es:

Ajustar la escala de los ejes para que la grafica se visualice completamente.
Determinar la regla de correspondencia de la funcién producto marginal a corto
plazo a partir de la derivada de la funcién produccion.

Digitar la regla de correspondencia de la funcién producto marginal a corto
plazo PMg(L)en la vista grafica adecuandola a dos dimensiones.

Seleccionar la vista algebraica para determinar el valor numérico de la funcion
producto medio PMg(L) en los valores que se requieran para completar la
actividad y al interpretar dichos valores en el contexto econémico.

Realizar el cambio de variable de L a x, para poder trabajar con la vista
algebraica del GeoGebra.

Trazar la curva de la funcion producto marginal PMg(L) a partir de los puntos
calculados asumiendo continuidad, decrecimiento ademas de su forma

hiperbdlica

En este item el estudiante podria hacer uso de diferentes esquemas de uso, es decir

relativas a las tareas secundarias como la funcién hiperbdlica, valor puntual de una

funcién, continuidad de una funcion y reglas de derivacion.

Los esquemas de accién instrumentada relativas a las tareas principales los cuales

podrian ser:

El valor de la funcién producto marginal como la cantidad adicional cuando se
incrementa un trabajador.

La monotonia de la funcién producto marginal y la justifica en base al valor del
cambio de dicha funcién por unidad adicional.

La funcién producto marginal mediante el analisis de cambio de valor de la
pendiente de la recta tangente en cada punto.
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Figura 28. Actividad con Orquestacion Instrumental I. Pregunta 5.

Técnica instrumentada esperada.

Figura 29. Técnica instrumentada esperada para Actividad con Orquestacion
Instrumental |. Prtegunta5.

a) Consideramos que hay dos formas de justificar este item.
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Técnica instrumentada 1: A partir de la regla de correspondencia de la funcién producto

medio, en ella se observa la division de un valor constante (500'4) respecto a una

variable (LO"’) que crece en consecuencia el cociente (producto medio) decrece.

Q(L) 500.4 LO.6 500.4
PMeL = L = L = L0.4

Técnica instrumentada 2: La funciéon producto medio se define como la cantidad
promedio producida por cada trabajador, en tal sentido al observar la funcién
produccion y en base a su forma concava creciente podemos argumentar que a medida
que se incorporan mas trabajadores al proceso dicha produccion total no varia mucho
en comparacion de la cantidad de trabajadores los cual implica que el promedio

disminuye ( PMe" decreciente), tal como se muestra en la figura 30.

Figura 30. Técnica instrumentada esperada para Actividad con Orquestacion

Instrumental I. Pregunta 5a.
b) Consideramos que hay dos formas de justificar este item.

Técnica instrumentadal: A partir de la regla de correspondencia de la funcién

produccion y usando las reglas de derivacion se obtiene la funcién producto marginal,

en ella se observa la division de un valor constante (500'4 -0.6) respecto a una

variable (L‘”) que crece en consecuencia el cociente (producto marginal) decrece.

ot - 9Q(L) _d(50°°L*) _ 50°"-0.6
-~ dL)  di) ¢
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Técnica instrumentada 2: La funcién producto marginal se define como la cantidad
adicional producida cuando se incorpora a un trabajador al proceso productivo, en
tal sentido al observar la funcién produccion y en base a su forma céncava creciente
podemos argumentar que a medida que se incorporan mas trabajadores al proceso
dicha produccion total no varia mucho en comparacion de la cantidad de trabajadores

los cual implica que el promedio disminuye, tal como se muestra en la figura 31

Figura 31. Técnica instrumentada esperada para Actividad con Orquestacion

Instrumental I. Pregunta 5b.

En este item el estudiante podria hacer uso de diferentes esquemas de uso, es decir
relativas a las tareas secundarias como la funcién hiperbdlica, monotonicidad,

continuidad de una funcién y reglas de derivacion.

Los esquemas de accién instrumentada relativas a las tareas principales los cuales
podrian ser:

e El valor de la funcién producto marginal como la cantidad adicional cuando se
incrementa un trabajador.

e La monotonicidad de la funcién producto marginal y medio a partir graficas de
la funcion produccion, mediante el analisis del cambio de dichas funciones al
incrementar un trabajador (valores discretos).

e La funcion producto marginal mediante el analisis de cambio de valor de la

pendiente de la recta tangente en cada punto (valores continuos).

74



Sherpay Génesis Instrumental

El estudiante-sherpa (sujeto epistémico) en esta configuracién sera encargado de
socializar sus procedimientos mediante la pantalla compartida de la videoconferencia
en la propuesta de educacion virtual, cabe sefialar que el docente puede designar un
estudiante diferente para cada item en la actividad orquestada. Esta orquestacién
promueve el manejo colectivo de los procesos de instrumentacion e
instrumentalizacion. La socializacién de la resolucion de esta actividad orquestada 1
por parte del estudiante-sherpa permitiria observar la construcciéon de las técnicas
instrumentadas por parte del estudiante y como las usas para resolver la tarea sobre

marginalidad.

El estudiante se apropie del artefacto derivada, en este contexto sera el medio, que nos

permitira interpretar las funciones econdmicas mediante el analisis marginal.

La actividad con orquestacién instrumental fue configurada para ser aplicada en la
modalidad de educacion virtual con mediacion del GeoGebra, mientras que
interconexién se daria mediante un software de videoconferencia (Zoom, Google meet,
etc.), consideramos que los estudiantes podrian alcanzar la Genesis Instrumental del
analisis marginal no solo por el uso de herramientas virtuales, sino también por la
integracion adecuada de los artefactos (configuracién didactica), guia del estudiante
sherpa (modo de ejecucion), el objeto de conocimiento (analisis marginal) y la tarea
(actividad disefiada). Como consecuencia la importancia de la Orquestacion
Instrumental se basa en articular los instrumentos vistos como un sistema y esa es,

indudablemente, la propuesta de la investigacion.

En cuanto a la segunda propuesta didactica — Trabajar y saltar- haremos una
adaptacién dado que el proceso de ensefanza aprendizaje se realizara de manera
virtual los estudiantes seran agrupados en parejas mediante la opcién de grupos
pequenos del software de video conferencias del Zoom y el docente interactia con cada
equipo de trabajo con la intencion de monitorear el progreso ademas de brindar
orientacién para que se cumpla el objetivo de la tarea asignada. En tal sentido y para
esta actividad definiremos “saltar” a la accion que realiza el docente al interactuar con

los grupos al realizar su monitoreo del aprendizaje.
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Cada pareja cuenta con una computadora, laptop o Tablet con acceso a internet
donde pueda manipular el applet del GeoGebra.

Cada pareja tiene descarga a la actividad 2 (propuesta de secuencia didactica)
y uno de ellos hace uso de la pantalla compartida del grupo pequeio del Zoom
socializando su solucién a su compafiero.

Los estudiantes permutan los roles para que ambos socialicen sus respectivas
soluciones de la tarea encomendada y de esta manera compararlas.

El profesor ingresa a cada grupo con el fin de supervisar el trabajo y dar

indicaciones.
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Actividad con Orquestacion Instrumental |l

01. Los datos de la siguiente tabla representan la produccion de cierta empresa a
corto plazo, donde K representa el nimero de mdguina y L representa la
cantidad de trabajadores en unidades.

Produccion Niimero de Niimero de

Q) trabajadores. maguinas.
funidades) (L) (K)
a 0 3
100 1 3
300 2 3
600 3 3
800 4 3
9a0 3 3
966 6 3
966 7 3
880 8 3

a) Represente los datos de la tabla, de la funcidon produccion a corto plazo,
en un plano bidimensional haciendo uso la vista grafica del GeoGebra,
luego interprete el valor de Q2] .

b) Calcule los valores del producto marginal para cada nivel de produccion
a corto plazo Q(L), luego eshoce la grdfica en otra vista grdfica del
GeoGebra a partir de los puntos del item anterior y explique la relacion
entre la funcidn produccién y la produccion marginal.

¢/ Determine el (los) intervalos donde al incrementar un trabajador en el
proceso productivo (funcion produccion) provoque que el rendimiento
sea menor a medida que se aumentan trabajadores.

d] Determine los valores donde la funcién produccion y la funcidn
produccion marginal son maxima posteriormente interprete los
resultados

Figura 32: Actividad con Orquestacion Instrumental Il. Pregunta 1
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Técnica instrumentada esperada.

a)

Figura 33: Técnica instrumentada esperada para Actividad con Orquestacion

Instrumental Il. Pregunta 1a.

Q(2) = 300 implica que, a corto plazo (tres maquinas), cuando se contratan dos
trabajadores la produccion sera de 300 unidades
En este item el estudiante podria hacer uso de diferentes esquemas de uso, es decir,

relativas a las tareas secundarias como par ordenado y nocion grafica de funcién.

Los esquemas de accion instrumentada relativas a las tareas principales el cual

podrian ser:

e La tabla de valores como una relacion de dependencia entre el numero de
trabajadores y la produccion, exclusiva, sin la intervencién del capital (corto
plazo)

100-0 300-100 600-300 800-600 900-800 966-900 966-966 880-966
- 1-0 2-1 3-2 4-3 5=4 6-5 7-6 8-7
<~ =L 9 0 _TY 22 0 2 °ir

100 200 300 200 100 66 0 -86

~J
Co
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Figura 34. Técnica instrumentada esperada para Actividad con Orquestacion

Instrumental Il. Pregunta 1b.

En este item el estudiante podria hacer uso de diferentes esquemas de uso, es decir
relativas a las tareas secundarias como par ordenado, nocion grafica de funcion vy

funcion marginal para valores discretos.

Los esquemas de accion instrumentada relativas a las tareas principales el cual
podrian ser:
e El valor de la funcién producto marginal como la cantidad adicional cuando se
incrementa un trabajador.
c) Larespuesta a este item puede ser justificado de tres técnicas diferentes por parte
de la pareja de estudiantes:

Técnica instrumentada 1: A partir de la grafica de la produccién podemos observar

que cuando los trabajadores aumentan de 3 a 4 la producciéon aumenta en 200
unidades, cuando lo hacen de 4 a 5 |la produccién aumenta en 100 unidades mientras
que cuando aumenta de 5 a 6 la produccién aumenta en 66 unidades.

Técnica instrumentada 2: A partir de la tabla elaborada en el item b) donde bastara

con que el estudiante compare dichos valores.
Técnica instrumentada 3: A partir de la grafica del producto marginal donde el

estudiante tendra que enfocarse en el tamano de la ordenada en cada punto.
A partir del tercer trabajador, al incorporar un trabajador al proceso productivo el

rendimiento es cada vez menor.

79



Este item tiene como finalidad conocer cual de los tipos de solucién la pareja de
estudiantes pondera puesto que eso evidenciaria emergencia de diferentes tipos de
esquemas de accidén instrumentada, aunque esta investigacion se inclina por
favorecer los esquemas donde movilicen la nocion grafica de marginalidad dado que

es la preponderante en los estudiantes de economia en sus cursos de carrera.

En este item el estudiante podria hacer uso de diferentes esquemas de uso, es decir
relativas a las tareas secundarias como par ordenado, nocion grafica de funcion y

funcién marginal para valores discretos.

Los esquemas de accién instrumentada relativas a las tareas principales los cuales
podrian ser:
e El valor de la funcién producto marginal como la cantidad adicional cuando se
incrementa un trabajador.
e El valor de la funcién producto marginal a partir del analisis del cambio en la
grafica de la funcién produccion.

d) En base a los gréaficos de los items a) y b), la pareja de estudiantes observaria que
la funcion produccion alcanza su maximo valor cuando se contratan seis
trabajadores lo cual representa que para dicha cantidad de trabajadores se obtendra
el mayor numero unidades de produccién mientras que la produccion marginal
alcanza su maximo valor cuando la fuerza laboral es de tres unidades lo cual implica
que para dicha cantidad de trabajadores se obtendra el mayor incremento por

trabajador adicional.

La Técnica instrumentada que se pueden presentar en el desarrollo de este item es:

e Ajustar la escala del GeoGebra de la vista grafica para que visualice la funcién
completamente.

e Determinar funcion producto marginal a corto plazo para valores discretos
haciendo uso de la definicion.

e Digitar en la vista grafica, los puntos calculados en el item b), de la funcién
producto marginal a corto plazo PMg(L)en la vista grafica en dos dimensiones.

e Realizar el cambio de variable de L a x, para poder trabajar con la vista

algebraica del GeoGebra.
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Trazar la curva de la funcion producto marginal PMg(L) a partir de los puntos

calculados asumiendo continuidad y monotonicidad.

En este item el estudiante podria hacer uso de diferentes esquemas de uso, es decir

relativas a las tareas secundarias como extremos relativos de una funcion.

Los esquemas de accién instrumentada relativas a las tareas principales los cuales

podrian ser:

El valor de la funcién producto marginal como la cantidad adicional cuando se
incrementa un trabajador.

La monotonicidad de la funcion producto marginal a partir del analisis del
cambio en la grafica de la funcién produccién cuando se incrementar un
trabajador (valores discretos).

La funcién producto marginal mediante el analisis de cambio de valor de la
pendiente de la recta tangente en cada punto (valores continuos).

La relacion que existe entre la funcién produccion y producto marginal.

Los puntos donde las funciones alcanzan sus valores 6ptimos en un contexto
economico.

Intervalos con caracteristicas especificas como por ejemplo los intervalos de

rendimiento decrecientes basados en el analisis marginal.

Figura 35. Actividad con Orquestacién Instrumental Il. Pregunta 2.
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Técnica instrumentada esperada.

Al acceder al enlace del GeoGebra, la pareja de estudiantes encontrara la grafica de la
funcidn produccion a corto plazo tipica, una recta tangente a dicha curva. El applet del

GeoGebra esta configurado de tal manera que al desplazar el punto de tangencia

mediante el deslizador se generen las curvas de la producciéon media (PMeL) y

produccion marginal (PMgL). Ademas, el applet cuenta con casillas dinamicas que

muestran los valores de PMe® y PMg" a medida que se mueve el punto de tangencia

lo cual permite que el estudiante observe el valor puntual de las funciones en forma
dinamica y asi por anticipar la forma de la grafica que se van construyendo evidenciado

la nocién de marginalidad, tal como se muestra en la figura 25.

a) La pendiente de la recta tangente a la curva de la funcion produccién representa a
la derivada en dicho punto, es decir el cambio en la produccién por unidad adicional

de fuerza laboral, lo cual coincide con la definicion de producto marginal.

En este item el estudiante podria hacer uso de diferentes esquemas de uso, es decir,
relativas a las tareas secundarias como recta tangente a una funcién y su pendiente.
Los esquemas de accién instrumentada relativas a las tareas principales los cuales
podrian ser:
e La derivada de la funcion produccion (producto marginal a corto plazo) con la
pendiente de la recta tangente en dicho punto.
e La relacion que existe entre la funcién produccion y producto marginal a corto
plazo.
b) La pareja de estudiantes usa el applet del Geogebra y a partir del punto A que tiene

coordenadas (L, f(L)) infieren que el segmento AM representa la ordenada del

J(L)
L

. AM . .
punto A y OM la abscisa. Por lo tanto oM es equivalente a siendo este

cociente la definicion de producto medio a corto plazo.
En este item el estudiante podria hacer uso de diferentes esquemas de uso, es decir,
relativas a las tareas secundarias como recta secante a una funcién y su pendiente.
Los esquemas de accidn instrumentada relativas a las tareas principales los cuales

podrian ser:
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e La funcién producto medio a corto plazo con la pendiente de la recta secante
en dicho punto.
e La relacion que existe entre la funcion produccién y producto medio a corto

plazo.

c) Haciendo uso del deslizador y con la ayuda del applet el cual muestra el valor de las
funciones PMg" y PMe" en cada punto de la curva la pareja de estudiantes podra

construir un esbozo de las graficas requeridas.

Figura 36. Técnica instrumentada esperada para Actividad con Orquestacion

Instrumental Il. Pregunta 2b.

La pareja de estudiantes tendra que tomar una decision sobre si trabaja con valores
discretos o continuos para realizar el esbozo requerido. Lo éptimo seria que trabaje con
ciertos valores discretos trascendentes para completar la tarea, como por ejemplo los
puntos donde las funciones marginal y media son maximas o minimas o donde los

crecimientos son mas pronunciados, etc.

En este item el estudiante podria hacer uso de diferentes esquemas de uso, es decir,
relativas a las tareas secundarias como nociones de funcion.
Los esquemas de accidn instrumentada relativas a las tareas principales los cuales

podrian ser:

e La produccion marginal (PMgL) es una funcidon que representa una tasa de

cambio de la produccion respecto a la fuerza laboral) a partir de las graficas de

la funcion.
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e La produccion media (PMeL) es una funcién que representa el promedio por

trabajador a partir de la grafica de la funcién.

d) El analisis marginal de la funcion produccion pone en manifiesto que cuando se
contraten 330 trabajadores el producto marginal es el mayor puesto que para valores
superiores los rendimientos son decrecientes, es decir la produccién adicional
disminuye por cada trabajador que se agrega. Es muy probable que algunas parejas
de estudiantes, al observarlas caracteristicas graficas de la funcion produccion,
consideren que el punto maximo solicitado en este item sea cuando la cantidad de
trabajadores es de 668, puesto que para dicho punto la produccion sera maxima,

pero no se estan usando de manera eficiente los factores productivos.

En este item el estudiante podria hacer uso de diferentes esquemas de uso, es decir,
relativas a las tareas secundarias como nociones de funcion y variacion de una funcion.
Los esquemas de accién instrumentada relativas a las tareas principales los cuales
podrian ser:

e Los tramos donde las funciones PMg" es crecientes o decrecientes a partir de
la grafica de la funcién produccion.

e El producto marginal (PMgL)es una funcion que representa una tasa de cambio
de la produccién respecto a la fuerza laboral) a partir de la grafica de la funcion
produccion.

e El punto optimo que permite aprovechar eficientemente los factores de

produccidon mediante el analisis marginal.

e El significado y relacion econémica en cada punto para cada funcion PMg" y Q
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03. Responda las siguientes preguntas argumentando de forma clara y concisa en
base al andlisis marginal de funciones econdmicas.

a) Nadia tiene una peluqueria donde su funcion de produccion es tipica Yy solo
depende de dos factores de produccion, capital (K) representado por el local
alquilado y Trabajo (L) representado por el numero de trabajadores. En una
reunidn trabajo, Nadia le cuenta a su contador lo siguiente:

“No me puedo quejar, el negocio va bien. Tengo un contrato de alguiler del
local que por ahora no me permite cambiar de ubicacién a uno mds grande.
Sin embargo, para mi es claro que, para ufilizar bien este local, debo
contratar tanta cantidad de trabajadores hasta que la produccién del tiltimo
trabajador contratado sea lo mayor posible. Eso me asegura que no
contrataré trabajadores que aporten al producto total menos que lo que
aporta el trabajador anterior. De esta manera me aseguro de utilizar mas
eficazmente mis factores de produccién porgue la prodiiccién promedio por
trabajador siempre serd creciente. Y esto es lo que estoy haciendo™.

Respuesta.

Figura 37. Actividad con Orquestacion Instrumental Il. Pregunta 3
Técnica instrumentada esperada.

a) Las parejas de estudiantes deben inferir que dado que no se puede cambiar el
alquiler del local (Capital), estamos en un analisis a corto plazo. Nadia esta
contratando trabajadores hasta el punto maximo de su PMg" (Producto marginal
respecto a la fuerza laboral), es decir, se encuentra en una posicién en que agregar
un trabajador provoca que el rendimiento de la produccion sea menor a medida que
se aumentan trabajadores.

En este item el estudiante podria hacer uso de diferentes esquemas de uso, es decir,
relativas a las tareas secundarias como nociones de funcion y funcion produccién
marginal tipica a corto plazo.

Los esquemas de accidn relativas a las tareas principales el cual podrian ser:

e Elproducto marginal (PMg" )es una funcién que representa una tasa de cambio

de la produccion respecto a la fuerza laboral).
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Figura 38. Técnica instrumentada esperada para Actividad con Orquestacion

Instrumental Il. Pregunta 3b.

b) Las parejas de estudiantes observarian que el ingreso marginal es constante durante

todo el proceso productivo pero el costo marginal es cambiante.

i) Para niveles de produccion (q) menores a nueve polos se cumple que el ingreso

marginal excede costo marginal, esto significa en términos del analisis marginal
que el ingreso extra por vender una unidad mas excede al costo extra de producir
dicha unidad en consecuencia la empresa obtiene utilidad sobre dicha unidad

marginal; por lo tanto, la utilidad crece.

Vq €[0,9],[IMg > CMg]
Vq €[0,9],[IMg - CMg > O]
Vqe[0,9],]JUMg >0] — Vqe[0,9],U(q) es creciente

i) Para niveles de produccién (q) mayores a nueve polos se cumple que el costo

marginal excede ingreso marginal, esto significa en términos del analisis
86



marginal que el costo extra por producir una unidad mas excede al ingreso extra
de vender dicha unidad en consecuencia la empresa obtiene pérdidas sobre

dicha unidad marginal; por lo tanto, la utilidad decrece.

vq €[0,9],[IMg > CMg]
Vq €[0,9],[IMg - CMg > O]
Vqe[0,9],][UMg >0] — Vqe[0,9],U(q) es creciente

iii) Una manera de justificar que hay un maximo valor de la funcion utilidad es que
a partir de los items anteriores y en base al criterio de la primera derivada, la cual

sustenta que si para valores menores a x, la funcion es creciente mientras que
para valores mayores a x, la funcion es decreciente entonces x, es un valor

que maximiza la funcién. En consecuencia, para maximizar la utilidad se tendran

que producir nueve polos.

En este item el estudiante podria hacer uso de diferentes esquemas de uso, es decir,
relativas a las tareas secundarias como nociones de funcién y la relacién que existe

entre el signo de la derivada y su monotonicidad.

Los esquemas de accién instrumentada relativas a las tareas principales los cuales

podrian ser:

e Los tramos donde las funciones CMg y IMg son crecientes o decrecientes a

partir sus graficas.

e El costo marginal (CMg) es una funcion que representa una tasa de cambio del

costo respecto a la produccion.

e Las variaciones puntuales de las funciones costo e ingreso marginales
representa la utilidad en el margen (marginal).

e La marginalidad de la utilidad a partir de las funciones ingreso y costo.

e El maximo valor a partir de la monotonicidad de la funcién utilidad (criterio de la

primera derivada)
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CONCLUSIONES

El docente debe de tener cierto grado de conocimientos sobre herramientas
tecnoldgicas que pueda incluir en la propuesta didactica con virtualizacion sin descuidar
la configuracion de estos, en virtud de lograr los objetivos deseados.

Es importante tener en cuenta las potencialidades y restricciones que poseen los
artefactos al incluirlos en una propuesta didactica puesto que una disposiciéon adecuada
podria favorecer y enriquecer los objetivos planteados.

La propuesta didactica implementada en esta investigacion aporta una nueva manera
de como abordar la ensefanza del analisis marginal en estudiantes de economia, dada
la coyuntura actual de distanciamiento social por la Covid-19, donde se requieren

nuevas estrategias de ensefianza con la incorporacién de la virtualizacion.

La propuesta didactica pretende promover la compresion del mercado mediante el
analisis marginal, siendo esta una herramienta muy util en la toma de decisiones en la
vida profesional de los egresados de la carrera de economia es por tal motivo un
aspecto clave para nuestra investigacion es la interpretacion grafica de la derivada pues

es ella quien nos permitira alcanzar los objetivos de la investigacion.

La Actividad Exploratoria deberia permitir identificar quienes tienen nociones basicas
de derivada o quienes estan en proceso de apropiaciéon. Ambos son importantes para
la investigacion puesto que los que ya estan apropiados seran fuente de informacién
de emergencia de técnicas instrumentadas lo que evidenciaria génesis instrumental
mientras los que estan en proceso de apropiacion sera fuente de informacién para
Génesis Colectiva Instrumentada, es decir, que mediante la socializaciéon de las
técnicas por parte del estudiante sherpa, el trabajo en parejas o incluso cuando al
finalizar las actividades el docente investigador comparte sus técnicas promueven que

todo el grupo alcance la Genesis Instrumental.

La actividad con Orquestacion Instrumental |, cuyo modo de ejecucion esta basado en
el estudiante-sherpa sobre quien recae el proceso de educacién virtual deberia ser
elegido con anticipacion en base a los resultados de la actividad exploratoria dado que
seran sesiones en diferentes dias. También consideramos que el estudiante-sherpa
debe tener ciertas caracteristicas como habilidad comunicativa y ordenado al plasmar

sus procedimientos dado que sus técnicas seran socializadas a toda la clase. La
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atencion del investigador debe estar puesta tanto en el estudiante-sherpa como en los
demas estudiantes puesto que la instrumentacion no solo se puede dar en él, sino
también mediante la participacion del resto de estudiantes. Permite que los estudiantes
tengan la oportunidad de reaccionar, interactuar y por ende realizar aportes, si bien es
cierto que el docente es quien gestiona la orquestacion, pero la actividad se circunscribe
en el estudiante. En cuanto a esta actividad hemos propuesto posibles esquemas de
usos y de accion instrumentada que deberia emerger al desarrollar la actividad, asi
como posibles técnicas instrumentales que nos llevarian a concluir que si el estudiante-
sherpa fue capaz de desarrollar las preguntas relacionadas al analisis marginal
alcanzarian la génesis instrumental por cuanto deberia ser observable la emergencia
de técnicas instrumentadas en él, tal como lo sefiala Trouche (2005). Esta orquestacion
tiene también un alcance colectivo, dados que los rastros o gestos (técnicas
instrumentadas), por parte del sujeto epistémico, son observables por todos los
participantes revelando los procesos de instrumentacion e instrumentacion. En cuanto
al rol que cumple el docente en esta modalidad, su presencia se siente a lo largo de

toda la actividad, supervisando al estudiante-sherpay en constante interaccién con él.

La actividad con Orquestacion Instrumental Il, cuyo modo de ejecucion denominado
trabajar y saltar implica formar parejas de estudiantes que estaran interconectados por
el software de videollamadas del Zoom, pero en una sala privada donde ambos tendran
las opciones de compartir pantalla para intercambiar opiniones sobre la tarea
propuesta. Es recomendable en aras de dar las mejores condiciones para que esté
modo de ejecucion cumpla con los objetivos, el docente investigador elija las parejas
de estudiantes en funcién de la actividad exploratoria garantizando una mayor
probabilidad a la génesis colectiva instrumentada. En cuanto a esta actividad hemos
propuesto posibles esquemas de usos y de accién instrumentada que deberia emerger
al desarrollar la actividad, que se evidenciarian, por ejemplo, cuando las parejas de
estudiantes fueron capaces de analizar y comprender el cambio de una funcién en

margen (analisis marginal), cuando anticipan la forma de la funcion derivada (f) a
partir de la funcién (f) y viceversa o al usar la marginalidad para determinar el valor

optimo con eficiencia de los factores productivos. Esta orquestacion también tiene un
fuerte alcance colectivo, dado que, los rastros o gestos (técnicas instrumentadas) por
parte un estudiante sera socializado con su respectiva pareja, es decir, serian

observables por su compafiero revelando los procesos de instrumentacién e
89



instrumentacion. En cuanto al rol que cumple el docente en esta modalidad, permite al

estudiante cierto grado de libertad para poder dialogar entre los integrantes de cada

pareja e intercambiar técnicas, e intervenir para guiar el proceso de educacion virtual al

incorporarse a las salas de trabajo y monitorear el proceso de aprendizaje.

La investigacion plantea tres objetivos especificos para alcanzar el objetivo general:

Identificar los conocimientos previos que tiene los estudiantes de economia
sobre los conceptos de la derivada mediante la actividad exploratoria, en la
investigacion se ha dejado en claro que en dicha actividad es importante por
cuanto proporciona datos al investigador sobre que estudiantes tienen
esquemas de uso sobre la derivada y quienes estan en proceso de apropiacion
lo cual es trascendente para elegir al estudiante sherpa en la actividad con
orquestacioén instrumental | pero también para formar los grupos en la actividad
con orquestacion Instrumental |l 2. En consecuencia, damos por cumplido este
objetivo.

Adaptar una configuracion didactica y un modo de ejecucion en la propuesta
didactica con educacion virtual que favorezcan la interpretacion del analisis
marginal de funciones econdmicas, consideramos que dicho objetivo fue
cumplido puesto que se elabord la actividad orquestada 1 con modo de ejecucion
de Sherpa en el trabajo y la actividad orquestada 2 con modo de ejecucion
Trabajar y saltar.

Proponer posibles esquemas de uso y de accion instrumentadas emergentes por
parte de los estudiantes de economia al interpretar funciones econdémicas
mediante el analisis marginal, consideramos que dicho objetivo fue cumplido
puesto que a lo largo de las dos tareas en la actividad exploratoria y las dos
actividades con Orquestacion Instrumental se detallaron en los posibles

esquemas de uso y accion instrumentada que podrian emerger.

Por lo expuesto, los tres objetivos especificos de nuestra investigacion se lograron

concretar mediante elaboracion de las actividades con la configuracién en educacion

virtual y con los dos modos de ejecucion de la orquestacion en busca de generar la

Genesis Instrumental que permita a los estudiantes interpretar el analisis marginal en

funciones econdmicas. Dado que los objetivos especificos fueron cumplidos entonces
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podemos concluir que los objetivos generales también, lo cual nos permite responder

la pregunta de investigacion:

Disefiar una propuesta didactica basada en la Orquestacion Instrumental que permita
que los estudiantes de economia puedan interpretar el analisis marginal de funciones

economicas.

La investigacion propone dos tipos diferentes de orquestacion con modos de ejecucion
diferentes, en educacion virtual, los cuales podrian ser comparados en funcién de su
eficacia en determinar cual de las propuestas general mayor impacto al promover la
Génesis Instrumental en los estudiantes que permita interpretar el analisis marginal en

funciones econdmicas

Nuestra investigacion abre camino para que se siga explorando sobre dos aspectos
importantes abordados: la educacion virtual y la orquestacion Instrumental, la pandemia
del COVID- 19 nos ha demostrado que se puede ensefianza en forma virtual y que
posiblemente esa sea una rama futura de la ensefianza, pero también es importante la
articulacion de los instrumentos desde la perspectiva de un sistema, con el objetivo de

desarrollar la tarea. En tal sentido los préximos trabajos podrian considerar:

e Elaborar secuencias en la modalidad de educacion virtual usando otras
tipologias de orquestacion instrumental que no fueron abordadas en esta
investigacion.

e Disefar problemas que favorezcan la Génesis Instrumental mediante software

dinamicos como el GeoGebra en otras areas de la matematica.
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Anexos

Actividad Exploratoria

La siguiente figura muestra la grdfica de
f(x) = 0.3x° y la recta secante que pasa

por el punto P(1,0.3).

(Use el enlace de GeoGebra como apoyo

para realizar los calculos)

https:/ /cutt.ly/ghxsrVH

a) Complete la siguiente tabla con la informacién solicitada haciendo uso del

deslizador.

=5 1.4 1.3 1.2 1.1

fte,)- 1)

x,-1

b) Calcule el siguiente limite. Interprete.

i f69- f(1)
=1 x-1

c¢) Determine f'(1) usando las reglas de derivacion y comparelo con el

resultado obtenido en el item anterior. Comente.
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Dada la representacion

grdfica de la derivada f' de

cierta  funcion continua

f:0 -0

Complete:

a) | es decreciente en los intervalos :

b) } es creciente en los intervalos

c¢) Los minimos locales de | son

d) Los maximos locales de | son
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Actividad con Orquestacion Instrumental 1

Funcion produccion.

Es sabido que las empresas utilizan diferentes factores de produccion o insumos
con el fin de elaborar productos u ofrecer servicios. En ese sentido la funcion
produccién describe la relacion de uno o varios insumos con la cantidad
producida en un determinado proceso productivo.

Cuando dicha relaciéon es expresada mediante una funciéon en términos
matematicos, generalmente como un modelo matemdtico, el cual nos permita
analizara situaciones y extraer conclusiones a pesar de ser representar un
modelo matemadatico (teédrico).

Donde:

Q : Cantidad total producida.

L - Cantidad de horas hombre
Q(L I{) =A.[* Kﬂ consumidas en la produccion.

D
K : Cantidad de capital aplicados
a la produccion.
Aa,p: Constantes positivas

produccion.

01.Con la ayuda del GeoGebra grafique la funcién produccion Q(L, K) = L°>°K°? en

unidades, donde L representa la fuerza laboral medida en horas trabajador
y K representa el capital medido en miles de soles ademds calcule 0Q(20,50),

Q(1 00,2\/5 ) e interprete dichos resultados.
Complete:

Q(20,50) =

0(100,2V5) =
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02.Si fyyamos el valor de uno de los insumos, el capital en 50 mil soles, el grdfico
la funcion Produccion Q(L,K)=I1°°K%? puede ser representado en un plano

bidimensional. Complete la siguiente tabla y esboce la grdfica de la funcion

QL.
Pr
18
Q
16
14
QL)
12
10
1 8
4 5
8 4

P ..
duceion.

&

Fuerza
Laboral

L

N
E
6 7 8 9 10

variables. Particularmente se

En esta situacién en donde uno de los factores de produccion se encuentre
fijo, se le denomina “corto plazo”. Puesto que, si analizamos dicha funcién a
largo plazo, ambos factores de producciéon (L,K) serian considerados

corto plazo, mientras que el capital (K ) es solo variable en el largo plazo.

considera al trabajo (L ) como variable del

Producto Medio.

El producto medio se define como la cantidad promedio producida, por cada

unidad de un determinado factor.

Si dicho factor es el trabajo (L ), dicho producto

medio es el promedio producido por cada trabajador, es decir se obtiene al dividir

la produccion total, por el total de

trabajadores.

PMe =

Cantidad de bienes producidos

Cantidad del factor utilizado
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03.Si fijamos el valor de uno de los insumos de la funciéon Produccion

O(L,K)=I1°°K°%?, por ejemplo, el capital (K=50) el grdfico puede ser
representado en un plano bidimensional. Complete la siguiente tabla y esboce

la grafica de la funcion ppe(L) .

Prdduccion.
‘reduccion &
Q
16
14
L QL) PMe(L)
I R 12
1
10
2 8
4 6
4
8 Fuerza
2 Laboral
L LY
0 1 2 3 4 5 § 7 8 9 10"

Producto Marginal.

Se de define como el aumento de la produccién total, cuando se aumenta la
cantidad utilizada de un insumo en una unidad.
Matematicamente lo podemos definir de dos maneras diferentes.

e Cuando el andlisis es discreto. e Cuando el andlisis es infinitesimal.
AQ dQ
— N PMe(L) = —<
PMe(L) AL e(L) L

04.Si fijamos el valor de uno de los insumos de la funcién Produccién
O(L,K)=1°°K°%*, por ejemplo, el capital (K=50) el grdafico puede ser
representado en un plano bidimensional. Complete la siguiente tabla y esboce

la grafica de la funcion pMg(L) .
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’~ ..
1_’11;( ducecion. éx
Q
16
14
QL) | PMg(L)
12
10
2 8
4 6
4
8 Fuerza
2 Laboral
L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 g 10
05.Grafique, haciendo uso del GeoGebra, lo siguiente:
Funcién produccién Q(L)=50%% L*° Funcién produccién marginal
(PMgL)y medio (PMeL).
P‘ITS“ duccion. @ Prdduccion. @
Q 18
16 Q
16
14
14
12
12
10
10
8
8
6
6
‘ 4
Fuerza
2 Laboral F“’ erza
2 Laboral
L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 -
0 1 2 3 4 5 ] 8 9 10
Responda.

a) ¢Por qué la funcion producto medio es decreciente?
b) c¢Por qué la funcion producto marginal es decreciente?
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Actividad con Orquestacion Instrumental II

01. Los datos de la siguiente tabla representan la produccion de cierta empresa a
corto plazo, donde K representa el numero de mdquina y L representa la
cantidad de trabajadores en unidades.

Produccion Numero de Numero de

(Q) trabajadores. maquinas.
(unidades) (L) (K)
0 0 =
100 1 5
300 2 5
600 & 5
800 4 5
900 5 5
966 6 5
966 7 5
880 8 3

a) Represente los datos de la tabla, de la funcién produccion a corto plazo,
en un plano bidimensional haciendo uso la vista grdfica del GeoGebra,
luego interprete el valor de Q(2) .

b) Calcule los valores del producto marginal para cada nivel de produccién
a corto plazo Q(L), luego esboce la grdfica en otra vista grdfica del

GeoGebra a partir de los puntos del item anterior y explique la relaciéon
entre la funcién producciéon y la producciéon marginal.

c) Determine el (los) intervalos donde al incrementar un trabajador en el
proceso productivo (funcién produccién) provoque que el rendimiento
sea menor a medida que se aumentan trabajadores.

d) Determine los valores donde la funcion produccion y la funcién

produccion marginal son mdxima posteriormente interprete los
resultados
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02. A partir de la grdfica tipica de la funcién Produccién a corto plazo Q(L) Y
haciendo uso del deslizador del GeoGebra, responda las siguientes preguntas:

(use el enlace https://www.geogebra.org/ classic/ hvvppnum para realizar la
actividad)

a) Interprete el valor de la pendiente de la recta tangente en el contexto de
dado e identifique la funcién econémica que representa. Justifique

. . AM A .
b) Qué funcién econémica representa ofB ?. Justifique y luego interprete su

significado econdémico.

c) A partir de la informacién proporcionada esboce la grdfica de las funciones
PMg" y PMe*.

d) ¢Cudntos trabajadores son razonable contratar de tal manera que se usen
de forma eficiente los factores de produccién? Justifique.

(use el siguiente enlace https://wwuw.geogebra.org/ classic/ywxaapnp
para responder este item)
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03. Responda las siguientes preguntas argumentando de forma clara y concisa en
base al andlisis marginal de funciones econémicas.

a) Nadia tiene una peluqueria donde su funcién de produccién es tipica y solo
depende de dos factores de produccion, capital (K) representado por el local
alquilado y Trabajo (L) representado por el numero de trabajadores. En una
reunion trabajo, Nadia le cuenta a su contador lo siguiente:

“No me puedo quejar, el negocio va bien. Tengo un contrato de alquiler del
local que por ahora no me permite cambiar de ubicaciéon a uno mas grande.
Sin embargo, para mi es claro que, para utilizar bien este local, debo
contratar tanta cantidad de trabajadores hasta que la produccion del ultimo
trabajador contratado sea lo mayor posible. Eso me asegura que no
contrataré trabajadores que aporten al producto total menos que lo que
aporta el trabajador anterior. De esta manera me aseguro de utilizar mas
eficazmente mis factores de producciéon porque la produccion promedio por
trabajador siempre sera creciente. Y esto es lo que estoy haciendo”.

Respuesta.
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b) En la siguiente grdfica se representa las curvas de costo marginal e ingreso
medio de una empresa dedicada a la produccién de polos de algodon.

i) Desde el inicio de la produccion hasta producir el noveno polo. Qué
podemos afirmar sobre monotonia de la funcién utilidad? Argumente su
respuesta.

ii) Cuando la produccion supera los nueve polos. :Qué podemos afirmar
sobre monotonia de la funcion utilidad? Argumente su repuesta.

iii) Se puede determinar si hay un punto éptimo de la funcién utilidad?
Justifique.

Respuesta
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