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Resumen
Alfredo Sotelo Pejerrey
Doctorado en Matematica

La Hipdtesis de Riemann como problema de Andlisis Funcional

J. Alcéantara-Bode demuestra en [3] que la Hipétesis de Riemann es verdad si y sélo
si el operador integral en L*(0, 1), (A,f)(#) = Sé p (£) f(z)dz es inyectivo, donde
p es la funcién parte fraccionaria. El operador A, es Hilbert-Schmidt, no nuclear y

se conoce su determinante de Fredholm.

En el presente trabajo de tesis, varias herramientas del andlisis funcional son usadas

para obtener informacién adicional no trivial de los operadores A, y A,(«), donde

(Ap() )(0) = §3 p (22) f()da.

Usando el teorema de descomposicién de Ringrose de A, y A,(«), brindamos
informacién espectral de sus partes normales y Volterras, asi como una estimativa

de sus nimeros singulares.

Basados en el teorema de Miintz, se demuestran férmulas que involucran a los
operadores A,(a) y A,(B), aplicamos el lema de Douglas para establecer que
h € Ran (A,(a)) y Ker(Aj(a)) = {0}, paratodo 0 < a < 1y h(x) = x.

Situado en el contexto de trazas singulares, demostramos que si A, pertenece a
algtin ideal geométricamente estable I de L*(0, 1), entonces 7(A,) = 0 para toda 7
traza singular no trivial en /. Esto fue posible gracias a los resultados de /V. Kalton,
A. Albeverio, D. Guido, T. Isola y el hecho que los operadores LA, () — %Ap(ﬁ)

son Volterra.

Finalmente, formulas inductivas son presentadas para calcular las trazas de las

potencias de A, y A,(«), asi como la construccién de una familia de isometrias



parciales con propiedades muy particulares.

Palabras claves: Hipétesis de Riemann, lema de Douglas, operador Volterra,

determinante modificado de Fredholm, nimeros singulares, traza singular.



Abstract

J. Alcéntara-Bode shows in [3] that the Riemann hypothesis is true if and only if

the integral operator on L*(0,1), (A,f)(8) = § p (2) f(z)dz is injective, where p
is the fractional part function. The operator A, is non-nuclear Hilbert-Schmidt and

its Fredholm determinant is known.

In the present thesis work, several tools of functional analysis are used

to obtain non-trivial additional information of the operators A, and A,(«),

where (4,(a) £)(0) = §; p (22) f(x)da.

Using the Ringrose decomposition of A, and A,(«), we give spectral information

of their normal and Volterra parts, as well as an estimate of their singular numbers.

Based on the Muntz’s theorem, we show formulas between the operators A,
and A,(a), we apply the Douglas lemma to show that 4 € Ran(A,(«)) and
Ker(A%(a)) = {0}, forall 0 < a < 1.

In the context of singular traces, we show that if A, belongs to a geometrically
stable ideal I of L?(0, 1), then 7(A,) = 0 for every singular trace 7 on I. This was
possible thanks to the results of N. Kalton, A. Albeverio, D. Guido, T. Isola and the
fact that the operators L+ A,(a) — %Ap(ﬁ ) are Volterra.

Finally, inductive formulas are presented to calculate the traces of the powers of A,

and A,(«), we also construct a family of partial isometries with special properties.

Key words: Riemann hypothesis, Douglas lemma, Volterra operator, modified

Fredholm determinant, singular numbers, singular trace.
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Introduccion

La funcién zeta de Riemann es una funcién de variable compleja s definida en el

semiplano {s = o +it, 0 > 1,¢ € R} por la serie absolutamente convergente

) =Y

B. Riemann demostré que esta funcion puede ser prolongada analiticamente a todo
el plano complejo, excepto en s = 1, donde tiene un polo simple con residuo 1, y

satisface la ecuacion funcional

C(s) = 2(21)*"1T(1 — s)sen (g) ¢(1—s),

donde T'(s) denota la funcién Gamma.

La ecuacion funcional nos dice que para s = —2, —4, —6, --- se tiene que
((s) = 0, esto es, todo entero par negativo es un cero de la funcién zeta de Riemann
llamado cero trivial. Todos los otros puntos complejos donde ((s) se anula son
Ilamados ceros no triviales de la funcion zeta de Riemann y su importancia radica
en la distribucién de los nimeros primos. La conexion entre los ceros no triviales de
la funcién zeta de Riemann y la distribucion de los nimeros primos fue observada
por Riemann en su articulo de 1859. Es en este articulo que Riemann propuso la

conocida hipoétesis:
“La parte real de todo cero no trivial de la funcién zeta de Riemann es 1/2”.

La hipétesis de Riemann ha sido reformulada de diversas formas, entre las cuales
podemos destacar:

Criterio de Nyman-Beurling [17]

Seap(x)=x—[z], zeR, [z]€Z, [z] <z <[x]+ 1y



N ek N
M:{f:f(x):Zakp(z> Zak9k20a0<0k<17
h=1

’ k=1
ar e C, 1<k <N, Ne]N}
Para 1 < p < oo, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) M = LP(0,1);
b) ((s) # 0, Re(s) >
¢) 1e M.

Sea

1= [2] el o< <,

entonces por el criterio de Nyman-Beurling, la hipdtesis de Riemann es verdad si y

solosi 1 € span{p,(z), 0 < a < 1}, en L?(0,1).

Una generalizacion del criterio de Nyman-Beurling es dada por J. Yang y afirma
que:

Criterio de J. Yang [85]

La hipétesis de Riemann es verdad si y solo si x5 € span{p.(z), 0 < a < 1}

paraalgin 0 < a < b < 1.
Si ahora consideramos el espacio
B = span {pi/n(z), ne N},

entonces

B < span{p,(z), 0 < a < 1}.

Autores como L. Baez-Duarte, M. Balazard, E. Saias, J.B. Conrey, B. Landreu. J.

Lee, N. Nikolski y V.I. Vasyunin conjeturaron que la condicién

1 € span{p,(z), 0 < a < 1}

puede ser sustituida por
leB.
Béaez-Duarte logré demostrar la conjetura y asi tenemos el siguiente criterio.
Criterio de Baez-Duarte [10]
La hipétesis de Riemann es verdad si y sélosi 1 € B.
Este altimo enfoque, permiti6 reformular la Hipdtesis de Riemann de la siguiente

forma:



Criterio de B. Bagchi [12]

Sea el espacio de Hilbert

con el producto interno

S anby,
), (bn)) = _nm .
an) (0)) = 3 s <o
Paral =1,2,3,--- sea 3, € H la sucesion

5= (6 (2)

Sea ademads, 5 = (1,1,1,---) € H, entonces la hipdtesis de Riemann se cumple si

) Y Y

y solo si 3 € span{3;, [ € N}.

Motivados en el criterio de Nyman-Beurling, V.I. Vasyunin [81] introdujo
sucesiones especiales de funciones en B que toman valores solo en el conjunto
{0, 1} y que convergen puntualmente a 1. Por ejemplo, la sucesion

n

Pn = Z e fr,

k=1
donde
1 , n=1
Cp = n—1
L= efun) , n>1
k=1
y

o= [2] 22

converge puntualmente a 1. Sin embargo, Baez-Duarte demostré que la sucesion
(¢n) diverge en L?((1,+00), %). Al parecer, las otras sucesiones construidas por
Vasyunin podrian diverger, pero aun es un problema abierto.

El dltimo criterio que enunciamos, basado en el criterio de Nyman-Beurling, es el
criterio de J. Alcdntara-Bode:

Criterio de J. Alcantara-Bode [3]

La hipétesis de Riemann es verdad si y solo si el operador integral definido en

L*(0,1) por 1
40 = [ o (2) srie



es inyectivo, o siy solo si h ¢ Ran(A,), con h(z) = .

La presente tesis, estd centrada en este ultimo enfoque y estudia exhaustivamente
diferentes propiedades del operador A, usando herramientas del andlisis funcional.
El primer capitulo de este trabajo de tesis se centra en el estudio de trazas,
determinantes y el subespacio conmutador de un ideal. Inicialmente, los funcionales
traza y determinante sobre operadores de rango finito son estudiados para luego
definir la traza usual y el determinante de operadores de clase traza. A continuacion,
se estudia la traza de Dixmier como ejemplo de traza singular. Este funcional no es
extension de la traza usual y sus aplicaciones son dadas en el libro de A. Connes
[26]. El problema de la existencia de trazas singulares que son no triviales en
un operador compacto 7', es decir, sobre el ideal generado por 7' es un trabajo
dificil. Este problema ha sido estudiado por J. Varga [79] y ha sido resuelto por
A. Albeverio et al. [2], todo esto nos llevara a estudiar los operadores irregulares,
excéntricos y excéntricos generalizados. Una breve discusion del determinante
modificado de Fredholm es estudiado en esta seccion, culminando con la férmula
de Plemelj-Smithies; esta féormula permite calcular el determinante modificado de
Fredholm de un operador Hilbert-Schmidt a partir de sus trazas.

Sea I un ideal bildtero del dlgebra de operadores lineales y acotados sobre un
espacio de Hilbert complejo. Es conocido que si 7 es un funcional lineal en 7,
entonces 7 es una traza si y solo si 7(7) = 0, VI' € Com(/), donde Com(/)
es el subespacio conmutador de /. Es asi que surge la necesidad de estudiar
este subespacio. El subespacio conmutador ha sido caracterizado sobre ideales
normados simétricos en [77] y en general sobre ideales geométricamente estables
por N. Kalton [61], [62].

En el segundo capitulo empezamos con el enunciado del lema de Douglas [23], este
es un resultado que relaciona la factorizacién, mayorizacion e inclusién de rangos
de operadores sobre espacios de Hilbert. Un breve estudio de isometrias parciales
es dada en la seccion 2.2, donde sus propiedades basicas son estudiadas.

En el dltimo capitulo, aplicamos todas las herramientas vistas en las secciones
anteriores.

Los principales resultados estan organizados de la siguiente manera:



1. La seccion 3.2 corresponde al estudio de la funcion de correlacion de Beurling,

la cual esté definida por

J(a):f:p@)p(g), ael01]

La importancia de esta funcién es debido a su aparicién en el estudio de la
hipétesis de Riemann [6, 7]. Basdndonos en [81, Proposition 4] demostramos

la siguiente proposicion:
Proposicion 0.1.
1) Si0 <0 <0y <03<1y63=0;+ 0, entonces
0 0 0 1
0] (é) — 03] (92) — 05 (9;) =5 (Bslnfs — 116y — 0, Iny)
— 03 (In(2m) — ) + 62.

2) Si0<03<01<04<02<05<1,91+02=03+64+05, 012263.

Ademds si 05 = 20, entonces

91 93 93 9 93
92J (92> +94J (94) +95J (95) +95J (95) *91J (91)
93 04 9 91 91
0, (92) 0, (02) vy <95) vy <94) vy <95>

(91 In 01 + 02 In 02 93 In 03 - 94 In 94 — 95 In 05)

l\')l»—t

- (111(271') — 7) (81 + 92) + 81 + 92,

donde vy es la constante de Euler.

2. En la seccién 3.3 estudiamos el operador compacto A, desde el punto de vista

de trazas singulares.

Si H representa un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita y
K (H) denota el ideal de operadores compactos en H, entonces todo operador
T € K(H) admite la llamada descomposicion de Ringrose, es decir existe un
operador compacto normal N y un operador Volterra () talque 7' = N + Q y
(A(T) = (An(T))), donde (\,,(T)) es la sucesion de valores propios no nulos
de T', cada valor propio se repite de acuerdo a su multiplicidad algebraica y la

sucesion estd ordenada de modo que |\, (T)| = |A\n11(T)], Yn € IN. Si (s,(T))

5



denota la sucesién de nimeros singulares de 7' € K (H) y Tr,,(T) es la traza de
Dixmier de 7" asociada al estado singular w invariante por D5 (ver Definicion

1.11) hemos demostrado el siguiente teorema:
Teorema 0.1. Si A, = N + () es la descomposicion de Ringrose de A, entonces

a) N es excéntrico generalizado, no nuclear y pertenece a S,(L*(0,1)), p > 1.

b) Try,(N) =w (log( ! 2 )\k(AP)> y|Tr,(N)| <e.

n+1) -
c) Q es Hilbert-Schmidt.

Nuestro siguiente resultado presenta una estimativa para los nimeros singulares

del operador A,,.

Teorema 0.2. Si A, = N + Q) es la descomposicion de Ringrose de A, entonces

para cada n € N se tiene

In(27)—~ B l) 1/2
2 3

NG

1) s,(A,) < (

2) sp(N) <

SQn—l(Q) < + —.

El resultado principal de esta seccion calcula todas las trazas singulares
no triviales definidas en un ideal geométricamente que contiene A,. Mds

precisamente, hemos demostrado lo siguiente:

Teorema 0.3. Sea [ un ideal geométricamente estable en L*(0,1) y suponga

que A, € I, entonces 7(A,) = 0 para toda T traza singular no trivial en I.

. Para 0 < a < 1, el determinante modificado de Fredholm de A,(«) ha sido
calculado en [5]. Basados en este cdlculo, en la seccién 3.4 presentamos una
formula recursiva para evaluar las trazas Tr(A7 (), n > 2. De manera explicita

tenemos que

Tr(AXa)) = o® — =a’,



y paran = 2

n—1
Tr(AZ“(a)) =—(n+ 1y —aly, — 2 | Tr(A’;H(a)),
k=1
donde
1 , n=20
—Q , n=1

Fn(a) = (_1)n&n(n+1)/2 n—1
[J¢te+1) , n=2

/=1

nln
. Para 0 < a < 1, J-Alcéantara-Bode ha definido la familia de operadores
Aple) = Ap(@) = gal 7 ¢ ga) b
donde h(z) = xy g, es la solucién de minima norma de la ecuacién
A,(a)g = h.

Relaciones entre los operadores flp(oz) y Ap(ﬁ) dan lugar a una familia de
isometrias parciales con propiedades especiales. De esta manera, nuestro tltimo

resultado es el siguiente:

Teorema 0.4. Existe una familia (U, p)o<ap<1 de isometrias parciales tal
que U,p tiene como espacio inicial Ran(fl;(&)) y espacio final Ran(flﬁ(ﬂ)).

Ademds

1) Uny = UsoUngs.

2) Upa = Pm, donde Pm es la proyeccion ortogonal sobre
Ran(A*(a)).
3) ngﬁ - Uﬂa-



Capitulo 1

Trazas, determinantes y subespacio

conmutador

En este capitulo tratamos el estudio de trazas sobre ciertos ideales de operadores,
en primera instancia, sobre espacios de Banach, luego sobre espacios de Hilbert
separables.

El capitulo también contiene el estudio de trazas singulares, donde la traza de
Dixmier juega un papel importante.

La existencia de una traza singular, que es no trivial sobre un operador compacto 7'
en un espacio de Hilbert separable, es un trabajo dificil. Estudiaremos este problema
en 1.2.2 basados en [1].

La seccion 1.3 contiene la teorfa de determinantes y determinantes modificados
sobre subdlgebras normadas de operadores en espacios de Banach. El determinante
modificado sobre el espacio de operadores de rango finito admite extension continua
a ciertas subdlgebras normadas, es asi que el teorema de extension es enunciado y
aplicado al algebra de operadores Hilbert-Schmidt.

Finalmente, en la seccion 1.4 el subespacio conmutador de un ideal
geométricamente estable es caracterizado en términos de la media aritmética de

los términos de una sucesion.



1.1. La traza de operadores de rango finito y

nucleares

Sea .Z(X) el algebra de operadores lineales y acotados sobre un espacio de Banach
complejo X y sea F(X) el subalgebra de todos los operadores de rango finito, es

decir,
F(X)={TeZL(X) / rang(T) = dimRan(T") < oo}.

El siguiente teorema esta inmerso en [36, Lemma 1.1] y establece la representacion

de un operador de rango finito.

Teorema 1.1. Un operador T € F(X) siy solo si T tiene una representacion finita

de la forma
T=> f®¢, (1.1)
k=1
donde fi1, fa, -+, fn € X* 01,09, s pn € Xy (fe @ i) () = (x, fr) Pk

Sea T € F(X). Por teorema 1.1, T" se puede escribir de la forma

T = Z e @ @,
k=1

y definimos la traza de 7' como

Try(T) = Zn: (ns fi) -

Manipulaciones algebraicas prueban que esta suma no depende de la representacion
(1.1).
No es dificil demostrar que Tr; es un funcional lineal y si 7' € F(X)y S € Z(X)

entonces

ST =) fi®Seor y TS=) S* i ®pp.

k=1 k=1
Por lo tanto

Tr (ST) = Y, (Sew, fiy y Tri(TS) = Y (on S ) -
k=1 k=1

Esto nos dice que
Try(ST) = Try (T'S).



Observacion 1.1.
Puede encontrarse en [67, 4.2.15] que la traza Tr; es espectral, es decir, si 7" € F(X)

entonces

Try(T) = > M(T),

donde (A (7)) son los valores propios de 7" teniendo en cuenta sus multiplicidades

algebraicas.

Ejemplo 1.1.
Sea X = LP[a,b],p > 1.

Consideremos 7" € F(X) de rango n, entonces
T = ng@)ﬁpk, gr€ X*, pre X.
k=1

Sean p y ¢ exponentes conjugados. Como L?|a, b] es isométricamente isomorfo a

(LP?[a,b])*, para cada g, € X* existe ¢y € LI]a, b] tal que

Frgo = f F(s)n(s)ds, Vf € 17[a,b).

Con ello 7" queda representado como

(T'f)(@) = J (i Spk(t)wk<5)> f(s)ds. (1.2)
Sea .
K(t,s) = Z er()r(s),

luego podemos escribir (1.2) como

(Th)(t) = f K(t, 5)f(s)ds.

a

Sabemos que
n n b
(1) = Y Gona = ) | eulopunls)ds.
k=1 k=1Ya
b n
= Z er(s)Pr(s)ds,
a =1

por lo tanto

b
Ty (T) =J K(s,s)ds.

10



Durante esta secciéon H denotara un espacio de Hilbert separable de dimension
infinita y K (H) el ideal de operadores compactos en H. El siguiente resultado
puede encontrarse en [37, Ch. IV, Theorem 5.1], y afirma que todo operador

compacto autoadjunto sobre un espacio de Hilbert separable es diagonalizable.

Teorema 1.2. Sea T € K(H) autoadjunto y no nulo. Entonces existe un
sistema ortonormal (x )U(T) de autovectores de 1" con autovalores no nulos

U(T)

correspondientes (A, (1)), tal que T admite la siguiente representacion

T = Z)\ )y X)) T,

donde si v(T) = o, entonces lim \,(T") = 0y la serie converge con la norma de
n—oo

operadores.

En general si 7' es compacto tenemos la representacion de Hilbert-Schmidt [36, Ch.
IV, Theorem 2.1].

Teorema 1.3 (Representacion de Hilbert-Schmidt). Sea T' € K(H). Entonces

o(T) o(T)

existen sistemas ortonormales (x,,). "] v (yn).—{ en H tal que

v(T)

T = Z\/ (T*T) (-, 20) Y, (1.3)

donde (A, (T*T))n( ) son los autovalores no nulos de T*T dados en el teorema

1.2. Ademds si v(T) = o, entonces lim A/ \,(T*T) = 0y la serie en (1.3)
n—oo

converge con la norma de operadores. Los niimeros A/ \,(T*T) estdn vinicamente

determinados por T. Sin embargo, los sistemas ortonormales (a:n)n( 1) y (yn)n(Tl) ,

en general, no son unicos.

Definimos el n-ésimo nimero singular de 7" € K (H) por

$p(T) = A/ A(T*T), n=1,2,--- ,0(T).
Para cada n € IN se tienen las siguientes propiedades:
a) $p(T) = s,(T*), s, (U*TU) = s,(T), YU € L (H) unitario.

b) s,(7) = min max [Tz
dim M=n—-1 \0£zLM | |z|

0) $u(AT) < | Allsu(T), $0(TA) < | Al 5n(T), YA € Z(H).

11



d) s,(T) = min{||T — K|, K € Z(H),rang(K) <n — 1}.
e) |s,(T) — s,(S)| < |T — S|, VT,S € K(H).

f) Desigualdad de Weyl

2) Snim-1(T +8) < s,(T) + 5(S), VT, S € K(H), m > 1.

h) Parap > 1 se tiene

i) SiT,S e K(H) son operadores positivos, entonces

isk(T)-i-Zn]Sk Zn: T—l-S

k=1

Definicion 1.1. Para p > 1 la p-clase de Schatten-Von Neumann se define por

0 1/p
Sp(H) = TeK(H) | |T],= (Z Sﬁ(T)) <

k=1
De las propiedades e) y k) no es dificil probar que (S,(H), | - ||,) es un espacio de
Banach.
S1(H) y S3(H) son llamados el espacio de operadores de clase traza y Hilbert-
Schmidt respectivamente. Debido a las propiedades ¢) y h), S1(H) y Sa(H) son
ideales bildteros del dlgebra £ (H ).

Ejemplo 1.2. Sea K € L*([a,b] x [a,b]) y T : L*[a,b] — L?*[a, b] definido por

b
= f K(t,s)f(s)ds
entonces T’ € Sy(L?[a, b]).

En efecto, es facil ver que 7" es un operador compacto y [T < || K 2.
Sea (e,,) una base ortonormal de L*[a, b] entonces (¢,,;) es una base ortonormal de
LQ([aa b] X [CL, b])’ donde ¢nk‘(t7 S) = en(t)€k<s)' Luego

12



(Tex,en) — Jb(Tek)(t)mdtzf J Kt s)ex(s)o (Ddeds

a

b (b
_ f f K (t, 5)gur (t, 5)dtds = (K, dui)
implica

D [ TewenyP = D0 (KK b

kn=1 k,n=1

y por la identidad de Parseval

a0
Y, Ten e P = |K[3 < 0.

kn=1
o0 o0
Para concluir, veamos que Z |[(Tey, ey |* = Z s2(T).
kn=1 n=1

De la identidad de Parseval y el teorema 1.2 se tiene

o0 0 o6}
D Teeny” = D ITex]” = Y (T*Tex, ex)
k=1 k=1

kn=1

N Z s (T) <€k>$m>xm,ek>

k=1 m=1
o9 o0
= 2 smDler,zay [P = Y] sh (D).
m,k=1 m=1

Usando (1.3) y la desigualdad de Bessel los siguientes teoremas son inmediatos.

Teorema 1.4. Sea T € S1(H) y (¢n), (¢n) sucesiones ortonormales en H. Entonces

o0
T n, ¥ay| < T
n=1

0

Teorema 1.5. Si T € Si(H) entonces la serie Z (Tpn,pny converge
n=1
absolutamente para toda (p,,) base ortonormal y su suma no depende de la eleccion

de (pn).

Con lo hecho en el teorema 1.5, podemos introducir la funcional
Tr: S (H) — C

TI(T) = Z <T90nv 90n>7

para alguna base ortonormal (¢,,), llamada la traza usual.

Obviamente el funcional Tr satisface las siguientes propiedades

13



1) Tr es lineal.

ii) Por teorema 1.4, | Tr(T)| < |T|1, VT € Si1(H).
iii) Tr(TR) = Tr(RT), VT € X (H),VR € S1(H).
iv) La traza usual es una extension del funcional Tr;.

El famoso teorema de Lidskii puede ser encontrado en [71, XI.11] y afirma que:
w
“Si T e Si(H) entonces Tr(T) = Y A(T)", (1.4)

donde (\,(7")) es la sucesion de autovalores no nulos de 7" teniendo en cuenta sus

multiplicidades algebraicas.
Ejemplo 1.3. El clasico teorema de Mercer [37, Theorem 3.1] afirma que:

Sea K continua en [a b] x [a,b]. Supongamos que el operador integral

T : L*|a,b] — L*[a,b], J K(t,s)f(s)ds es positivo.
Entonces

Z)\X X, (s), Vt,s € [a,b].

La serie converge absoluta y uniformemente en [a, b] x [a, b], donde (X,,) son los
vectores propios del teorema 1.2 para 7.

Como consecuencia directa se tiene que

- i An| X (1) 2
n=1

converge uniformemente en |[a, b].

Por lo tanto

b [¢) 0 0
[ K= 3 a1 = Y= Dl
a n=1 n=1 1

luego 1" es de clase traza y por el teorema de Lidskii, concluimos que
b
f K(t,t)dt = Tr(T). (1.5)
Ejemplo 1.4. Sea T : L*[a,b] — L*[a,b], f K(t,s)f(s)ds, con K

continua en [a, b] x [a,b]. Si T es un operador de clase traza entonces por [36, Ch.
IV, Theorem 8.1]

b
T) = f K(t,t)dt. (1.6)

14



Observacion 1.2.

Sea X < R", las férmulas (1.5) y (1.6) motiva a preguntarnos /cudles son
las condiciones necesarias y suficientes sobre KX : X x X — R para que su
correspondiente operador integral 7" sobre L?(X) sea de clase traza, y como calcular
TrT" en términos de su nucleo? Estudios sobre estos problemas han sido tratados
por M. Duflo [22] y C. Brislawn [16], donde férmulas del tipo (1.5) y (1.6) son
demostradas. La importancia de las férmulas (1.5) y (1.6) radica en el hecho de que

se pueden determinar trazas sin conocer el espectro del operador considerado.

Extensiones del teorema de Lidskii han sido demostradas para operadores nucleares
sobre ciertos espacios de Banach. La nocién de operador nuclear sobre espacios de

Banach fue introducida por Grothendieck y es la siguiente:

Definicion 1.2. Sea X un espacio de Banach complejoy 7" : X — X un operador

lineal y acotado. El operador 7" es llamado nuclear si puede representarse de la

forma )
n=1
donde
o0
S falllinll < .
n=1

Observacion 1.3.
Por [71, Theorem X.5], si H es un espacio de Hilbert separable entonces la clase de

operadores nucleares en H coincide con la clase de operadores de clase traza.

En general si 7' : X — X es un operador nuclear, la expresion

e(T) = Y Cons fi)

depende de la expresion (1.7). Sin embargo de acuerdo a [36 , Ch. V, Theorem
1.2], esto es subsanable si el espacio de Banach X satisface la propiedad de
aproximacion, es decir, si para cada compacto K < X y cada ¢ > 0 existe un
operador F' de rango finito tal que |z — Fx| < ¢ para todo x € K.

Varias condiciones equivalentes a la propiedad de aproximacion son dadas en [48],

con ellas tenemos el teorema:

Teorema 1.6. Sea X un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

15



i) X tiene la propiedad de aproximacion.

ii) Para cada sucesion (x,) < X y (f,) < X* tal que Yo falllzn] < oy

Z (x, fnyx, = 0 para todo x € X, se tiene que Z (X, [y = 0.

n=1 n=1
iii) Para cada espacio de Banach 'Y, cada operador compactol' :' Y — X y cada

e > 0 existe un operador T, : Y — X de rango finito con

IT -1 <e.

Observacion 1.4.

Como todo operador compacto entre espacios de Hilbert es el limite, con la norma
de operadores, de operadores de rango finito, el teorema anterior nos dice que todo
espacio de Hilbert tiene la propiedad de aproximacion. Ademas si / es un espacio
de Hilbert separable y 7" es un operador en H de clase traza entonces tr(7") es igual
aTr(T).

Supongamos ahora que X es un espacio de Banach con base de Schauder (x,,), es

decir, si para cada = € X existe una tnica sucesion de escalares («,) tal que

o0
T = Z QT -
n=1
Sea

n ee}
Spr = Z QLT con T = Z L,

k=1 n=1
entonces cada S,, : X — X es un operador lineal de rango finito.
Asi sup ||S,,x|| < o0y por el teorema de Banach-Steinhaus sup |S,,| = s < .
n=1 n=1

Sea K < X compacto, z € X ye > 0. Entonces, por compacidad, K puede cubrirse

. . . € .
con una cantidad finita de bolas de radio ~——— centrada en (y;)’/_,. Luego existe

2(1+s)
un y; tal que
o= vl < 37
r—uil < —=
LTSS
y existe un entero positivo N tal que [ly; — S, (y;)| < g paraj = 1,2,---  msi
n > N.
Asi

|z — Spx| <l —ysll + |y; — Snysll + 190z — Sny,l

< o=yl (1 +8) + s — Syl <. paran > N

Con todo esto hemos probado que:

16



Teorema 1.7. Todo espacio de Banach con base de Schauder tiene la propiedad de
aproximacion.

Para p > 1, denotemos por ¢, al espacio de Banach de sucesiones (a,,) con valores
+00

complejos tal que Z la,|P < co. Segin [55, p. 90] paracadal < p # 2 < @

n=1
existe un operador nuclear 7" : ¢, — ¢, tal que 7% = 0y tr(T) # 0. Claramente la

sucesion (xz,,) en ¢, definida por

Tn = (0707"'7170707”')
l

orden "n”

forma una base de Schauder de /,,. Entonces, por el teorema anterior, el espacio de
Banach ¢, tiene la propiedad de aproximacion.

Como 72 = 0 entonces \,(T) = 0, Yn > 1. Con este ejemplo hemos demostrado
que el teorema de Lidskii no admite extension en este contexto.

Sin embargo, si 7' : X — X es un operador nuclear tal que la sucesion de
autovalores (\,,) de T" es absolutamente sumable, el teorema de Lidskii es aplicable
si X es un espacio de Hilbert débil, llamado asi por su cercania a los espacios de
Hilbert. Para introducir la nocién de espacio de Hilbert débil, es necesario definir

los espacios de Banach de tipo 2 y cotipo 2.

Definicion 1.3. Un espacio de Banach X se dice tipo p si existe una constante

a > 0 tal que para todo entero m y toda eleccién (z;)"_; en X tenemos

p

. 1/2 " 1/
(L » Fi(t)xi\zdt> <a (Z M’”)
i=1 i=1

9

=, v#0
donde si sign(z) = { @ es la funcion signo de un numero real z,
0 , z=0

[, (t) = sign(sen2"7t), t € [0, 1].

Un espacio de Banach de dice de cotipo ¢ si existe una constante 3 > 0 tal que para

todo entero m y toda eleccién (z;)"_; en X se tiene que

1 n 1/2 n
( N mexivdt) > (Z uxinq>

donde T, (t) = sign(sen2"7t), ¢ € [0, 1].

1/q
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Una de las primeras caracterizaciones isomorfas (homeomorfismo lineal) de
espacios de Hilbert fue dada en [64, Proposition 3.1] y afirma que:

“Un espacio de Banach X es isomorfo a un espacio de Hilbert si y solo si existe una
constante ¢ > 0 tal que para cualquier eleccion (x;);_;, < X se cumple

n 1 n n
Y i < f IS ()t < Y ]2
=1 =1 =1

0

Con esto el siguiente teorema es obvio:

Teorema 1.8. Un espacio de Banach X es isomorfo a un espacio de Hilbert si y

solo si X es de tipo 2 y cotipo 2.

Sea GL(X,Y) el espacio de todos los isomorfismos entre los espacios de
Banach X e Y. La distancia de Banach-Mazur entre X e Y es el nimero
d(X,Y) = if{|T||T7|, T e GL(X,Y)}.

Por [60, Theorem 1] las siguientes afirmaciones para un espacio de Banach X son

equivalentes:

i) Para cada 0 €]0,1[ existe una constante Cj tal que, todo subespacio
de dimensién finita F contiene un subespacio F' < FE de dimensién
dimF > 6dimFE tal que

d(F, (dimFy < oy

. 1/2
donde /4 es el espacio R™ con la norma ||x| = (Z |:1:Z|2) :
i=1

ii) Existe un dy €]0, 1[ y una constante Cj, tal que se cumple lo mismo que 7).

Definicion 1.4. Un espacio de Banach que satisface alguna de las afirmaciones

anteriores es llamado un espacio débil cotipo 2.

Por [60, Theorem 10] las siguientes afirmaciones para un espacio de Banach X son

equivalentes:

A) Para cada 0 €]0, 1] existe una constante C; tal que para todo subespacio S < X
y todo operador u : S — {3, existe una proyeccioén ortogonal P : (3 — (7
con rang(P) > dn tal que el operador Pu : S — (¢} admite una extension

u: X — (4 satisfaciendo |u| < Csl|ul|.

B) Existe un dy €]0, 1| y una constante Cj, tal que se cumple lo mismo que A).
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Definicion 1.5. Un espacio de Banach que satisface alguna de las afirmaciones

anteriores es llamado un espacio débil tipo 2.

Observacion 1.5.

= Por [33, Theorem 5.2] todo espacio de Banach cotipo 2 es un espacio débil

cotipo 2.

= Por [60, Remark 11] todo espacio de Banach tipo 2 es un espacio débil tipo
2.

Hemos visto en el teorema 1.8, que todo espacio de Banach de tipo 2 y cotipo 2
es isomorfo a un espacio de Hilbert, asi es natural considerar la clase de espacios

débiles de tipo 2 y cotipo 2.

Definicion 1.6. Un espacio de Banach es llamado un espacio de Hilbert débil si es

débil tipo 2 y débil cotipo 2.

Usando las definiciones dadas, no es dificil probar las siguientes propiedades de
estabilidad:

1) Si X es un espacio de Hilbert débil entonces todo subespacio también lo es.

2) Lasuma directa de un nimero finito de espacios de Hilbert débil es Hilbert débil.

Un resultado no trivial que puede encontrarse en [69, Proposition 1.2] afirma que:
“X es un espacio de Hilbert débil si y s6lo si X* lo es”.

Finalmente, una extension del teorema de Lidskii esta dada en [69, Theorem 5.4] y

afirma que:

Teorema 1.9.
Sea T" : X — X un operador nuclear sobre un espacio de Hilbert débil
X. Asumamos que la sucesion de autovalores de T' es absolutamente sumable.

Entonces

tr(T) = i An.

n=1
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Ejemplo 1.5.

1) Sabemos que paracadap > 1,p # 2y p < o0 existe un operador nuclear
T: 4, — (,talque T? = 0y tr(T) # 0. Esto muestra que \,(7) = 0,Vn > 1y
por lo tanto el teorema 1.9 es falso en ¢, para p # 2. Concluimos entonces que

lpparap # 2y 1 < p < o0 es un espacio de Banach que no es Hilbert débil.

Ademds como la sucesion (z,,) en ¢, definida por

Tp = (0707 7170707'“)
|

orden "n”

forma una base de Schauder de ¢, por el teorema 1.7, el espacio de Banach /,,

tiene la propiedad de aproximacion.

2) Por [69, Theorem 5.1] se tiene que todo espacio de Hilbert débil tiene la
propiedad de aproximacién. Los primeros ejemplos de espacios de Banach sin la
propiedad de aproximacion, y por lo tanto no son Hilbert débiles, fueron dados
en [65] y en [28].

3) Por el teorema 1.8 y la observacion 1.5, todo espacio de Hilbert es Hilbert débil.

Definicion 1.7. Un espacio de Banach complejo X tiene la propiedad de Lidskii
si para 7" : X — X un operador nuclear cuya sucesion de autovalores es
absolutamente sumable se tiene que la traza tr de 7" es igual a la suma de sus

autovalores (tomando en cuenta las multiplicidades algebraicas).

Definicion 1.8. Un nido N en un espacio de Banach complejo X es una familia de
subespacios cerrados de X totalmente ordenado por la inclusiéon. Decimos que un
nido N tiene la N-propiedad de aproximacion si existe una net de operadores
de rango finito en X que converge uniformemente a la identidad en conjuntos
compactos y deja invariante todos los subespacios de /V. Si X tiene la N-propiedad
de aproximacién para todos los nidos, decimos que X tiene la propiedad de

aproximacion anidada.

Suponga que X es un espacio de Banach complejo con la propiedad de
aproximacion, entonces por [34, Theorem 3.2] las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

20



1) X tiene la propiedad de aproximacién anidada.
2) X tiene la propiedad de Lidskii.

3) Todo operador nuclear cuasinilpotente en X tiene traza cero.

Por el teorema 1.9, todo espacio de Hilbert débil satisface 3) y por lo tanto tiene la

propiedad de aproximacién anidada.

1.2. Trazas singulares

Por [24, Theorem 1.4] tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.10. Sea H un espacio de Hilbert. Si J es un ideal bildtero de £ (H )
entonces J = Z(H)oJ < K(H).

Observacion 1.6.
Si J es un ideal bilatero de .Z’(H ), entonces por [24, Theorem 1.7] tenemos que
F(H) < J.Por lo tanto, del teorema 1.10 llegamos a que

F(H)c J < K(H).

Definicion 1.9. Una traza ¢ sobre un ideal J bildtero de .Z(H) es un funcional
lineal positivo unitariamente invariante, es decir, ¢ : J — C es un funcional lineal

tal que
i) t(T) = 0,VT € J operador positivo;
i) t((U*TU) = t(T'), YT € J, VU € £ (H) operador unitario.

Que ¢ sea unitariamente invariante es equivalente a que una traza se anule en los

conmutadores, como nos lo dice el lema:

Lema 1.1. Un funcional lineal t : J — C es una traza siy solo si
t(TS) =t(ST), ¥VT'e J, ¥S e Z(H),

o equivalentemente que t(|T,S]) =0, [T,S] := TS — ST.

Prueba.
Sit(TS) =t(ST)yU € £(H) es unitario, obviamente ¢(U*TU) = t(T). Para la
otra implicacion, basta usar el hecho que todo S € .Z(H ) es combinacién lineal de

cuatro operadores unitarios [72, p. 209]. |
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Ejemplo 1.6. La traza usual es un ejemplo de traza sobre el ideal S; (H).
Por la observacion 1.6, la definicion siguiente tiene sentido:

Definicion 1.10. Una traza t : J — C es llamada singular si ¢(F) = 0, VF €
F(H).

Una particularidad de las trazas singulares es que, como se anulan en el espacio de
operadores de rango finito, estas no son extensiones del funcional Tr;.
Otro hecho importante para estudiar trazas singulares es que toda traza ¢ puede

descomponerse de manera tnica como:
t = a'lr+t,

donde « es una constante positiva, Tr es la traza usual y ¢, es una traza singular.

El resultado anterior puede encontrarse en [2, Proposition 2.3].

1.2.1. Trazas de Dixmier y Connes-Dixmier

Como ejemplo de traza singular tenemos la traza de Dixmier. Para su construccion
necesitamos la existencia de un estado singular en ¢* invariante por el operador
dilatacién D5, donde ¢ es el espacio de sucesiones acotadas.

Por [25, Theorem 4.3] existe un estado w en ¢* (un funcional lineal positivo en ¢*

tal que w(1,1,1,---) = 1) tal que para cada n > 1 se tiene
woD,=wol =woH=w
donde

T:gw_)gw’ T($1’$27__.>:(x%xg’...),

‘ X1+ T2 1+ 2o+
H;EOC—>£°O’ H($17$27"'):(5L’1, 12 2, 1 32 3’...)’
Dnzéooﬁgoo’ Dn(xl,x2,~~)=($1,$1,”-,I1,5172,IE2,"',5E2,"')~

n—VECES n—VECES

Observacion 1.7.

i) Por [59, Theorem 3.3.1] y [59, Theorem 3.3.4] todo estado w en ¢*° es acotado
y |w| = 1.
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ii) Siun estado w en ¢* es invariante por 7" entonces w(a) = 0 para todo a €CN,
donde CN es el espacio de sucesiones con una cantidad finita de términos no
nulos. Ademas como CN es denso en Cy, por continuidad w(a) = 0 para todo

ae Cb.

iii) Estados w con la propiedad: w(a) = 0 para todo a €CN, son llamados estados
singulares. Por lo tanto el [25, Theorem 4.3] garantiza la existencia de estados

singulares invariantes por Ds.

Conociendo la existencia de estados singulares en ¢* invariantes por el operador
Ds, procedemos a construir la traza de Dixmier.

Para ello consideramos el siguiente ideal de operadores:

My (H) = {Te K(H) | [T = sup {bg(ﬁ 3 sl } < oo}

Usando las propiedades ¢) y h) de nimeros singulares se prueba que M .,(H) es
un ideal bilatero del dlgebra £ (H).

Sea w un estado singular en ¢ invariante por el operador D, definimos sobre
M} (H) ={T € My (H),T positivo } el funcional Tr,, por

Tr(T) == w ((ﬁ;Sk<T)>> :

Por la propiedad a) de nimeros singulares, obviamente Tr, es unitariamente
invariante, y por el lema 1.1 restaria probar la linealidad.

En efecto, sean

1 - 1 -
T, Ty € Mi,(H), an = —————> si(Th), fn = ————= > (T’
1, 42 € 1,oo( ), a log(n + 1) k=18k( 1), B log(n + 1) k:lSk( 5) y

1 n
= ————— (T + T
7 log(n + 1) Z 1+ 1),

Por la propiedad h) de nimeros singulares se tiene que
Yo < Qo + By,
lo cual implica que
Try(Th + 1) < Try(Th) + Try(72).
Por la propiedad 1) de numeros singulares tenemos que

k=1 k=1
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implicando

log(2n + 1)
Qp + Bn log(n + 1) V2n, (18)
y como
log(2n + 1)
< log(n + 1) V2n 7271) C(O
entonces |
2 1
Veamos ahora que
w((Y2n)) = w((7n))- (1.10)

En efecto, como w es invariante por D, lo que queremos probar es equivalente a
que

w(y2,72, Y4 Y45+ ) = w((m))-
Como w es una extension del limite usual, basta verificar que

(777,) - (727727747’747 o ) € CO-

Restando lo anterior tenemos

(’71_’7270773_7470)75_76707”')7

luego veamos que esta dltima sucesion converge a cero.

Para esto, basta verificar que (V2,—1 — 72n) € Co.

= 1 2n
n-1— Von (T +1y) — ———— T+ T
Tenm1 T2 log(2n) P )  log(2n + 1) ;Sk( 1+ 1)
_ log(1+3,) _ (LA
log(2n + 1)72”_1 log(2n + 1) '

Tomando w en (1.8), y por (1.9) y (1.10) tenemos que
Trw(Tl) + Trw(Tz) < Trw(T1 + TQ),
concluimos entonces que Ir,, es una traza sobre el ideal )M f“ o (H).

Definicion 1.11. La traza de Dixmier de un operador autoadjunto 7" € M, ,(H)

estd definida por
Try,(T) = Try,(T}) — Try,(T-)

donde T’y = (T +|T|)y T- = —3(T — |T) son operadores positivos llamados la
parte positiva y negativa de 7" respectivamente, donde |T'| denota la raiz cuadrada
del operador T*T'.
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La traza de Dixmier de un operador arbitrario 7" € M, ,(H) es

Tr,(T) := Try(Re(T)) + i Tr,, (Im(T))
donde Re(T) = (T + T*) y Im(T) = —%(T — T*) son operadores autoadjuntos
llamados la parte real e imaginaria de 7" respectivamente.

Proposicion 1.1.

1) Tr, es una traza sobre el ideal M, o (H).

2) Tr,(T) = 0, VT € S, (H).

3) Tr,, es un funcional lineal continuo con la norma | - |1 o, mas precisamente,
| Tru(T)] < [T, YT € My o ()

Prueba.

1) Todo T' € M (H) puede escribirse como I' = Ty — Ty + iT5 — i1}
donde 71 = (Re(T))4, Ty = (Re(T))-, T5 = (Im(T)) 4, Ty = (im(7))—
son operadores positivos en M; o, (H). Como Tr,, es aditivo en M (H),
entonces Tr,, es un funcional lineal en todo M ,,(H ). Que el funcional lineal
Tr,, sea unitariamente invariante se sigue del hecho que s,(UTTU) = s,(7T)

paratodon € Ny U € Z(H) operador unitario.
2) Basta ver que si 7' € Sy (H) es positivo entonces Tr,,(7") = 0.

0¢]
En efecto, como 7" € S; (H ) entonces 2 sn(T') < oo luego

n=1

1 1 -
log(n + 1) Z s(T) < log(n + 1) Z 5#(T)

k=1 k=1

teniendo que
1

log(n + 1)

D sk(T) =0

k=1
por lo tanto Tr,,(7") = 0.

3) Por la observaciéon 1.7, basta usar el hecho que w es un funcional lineal

acotado con |w| = 1y por lo tanto
Troy (T)] < |T 10, VT € MY, (H)

el cual permite establecer la desigualdad para todo 7" en M, o (H ).
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Observacion 1.8.

1) Es importante mencionar que el conjunto de todas las trazas de Dixmier en
M, (H) es equivalente al conjunto de todos los funcionales completamente

simétricos en este espacio, este resultado es el aporte principal de [63].

ii) Por [77, Theorem 7.3.1] la férmula de Lidskii [71, XI.11] puede ser extendida

a trazas de Dixmier en el ideal M, ,,(H ). Esto es, si A € M, ,,(H) entonces

Try (A) = w ((ﬁ ; /\k(A)>> |

En general se cumple, si ¥ : [0, +20) — [0, +o0) es una funcién concava creciente

con

(2t
lim W(t) =0, lim V(¢) = coy liminf ( )zl

t—0+ t—+o0 t—+00 \Ij( )

entonces por [77, Lemma 6.3.4] existe un estado w singular invariante por Ds en

(55)-

Con ello tenemos el ideal de Banach

M\p—{TeK( )/ T||M\psup{(—2:] } }

Asociado a w, sobre MJ = {T € My, T positivo} el funcional

o= g $o0)

se extiende por linealidad a una traza singular a todo My. (Ver [77, Theorem 6.3.3]).

(* tal que

Connes sugiri6 otra manera de obtener estados invariantes por el operador Ds.
El proceso es el siguiente:

Sea el operador acotado

y considere 7 un estado singular, es decir, un estado que se anula en CN.
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Por [68, Lemma 3.3] se tiene que
MDyx — Mx € Cy, Va € (™. (1.11)
Tenemos entonces por (1.11) y la continuidad de y que
YM Dy = ~vM.

Sea ahora w = MM, entonces w es un estado singular invariante por D.

La traza de Dixmier asociada al estado w construida de esta forma recibe el nombre
de traza de Connes-Dixmier.

Segun lo explicado, tenemos que el conjunto de trazas de Dixmier D contiene el

conjunto de Connes-Dixmier C, es decir, C < D, donde
C ={Tr, / w=~yoM;, ~esunestado singular},
D = {Tr, / w es un estado singular invariante por Ds}.

Observacion 1.9.

Por [78, Theorem 2.2] la inclusion de arriba es propia.

Otro aspecto importante del estudio de trazas de Dixmier y Connes-Dixmier es la

nocién de operadores medibles introducido por A. Connes [26].

Definicién 1.12. 7" € M, ,,(H) es llamado Dixmier medible si Tr,,(7") toma el
mismo valor para toda Tr,, € D . Un operador 1" € M; ,(H) es llamado Connes-

Dixmier medible si Tr,,(7") toma el mismo valor para toda Tr,, € C.

Sea (a,) € Cp, en lo que sigue diag((a,)) denota el siguiente operador

diag((ay)) := Z anen ® e, (en ®en)(x) =z, e,) ey,

n=1

donde (e,,) es una base ortonormal de H.

Ejemplo 1.7.

1) Sea el operador

r-on((2)

1
Claramente T es positivo y s, (7)) = —.
n
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2)

3)

Como
1 |
llm —— - =1
S D) 2%
entonces
1 1
Tr,(T) = lim ——— - =1
rw(T) ngglolog(n+1),;k

para todo Tr,, € D, luego 1" es Dixmier medible.

Consideramos un operador que no sea Dixmier medible

T = diag((ay))

cona, »>0ya, =>0,Yn > 1.
Sea
B = diag((bn)), (bn) = (a1, —a1, a9, =z, ---).
Como
By = diag((cn)), (en) = (a1,0,a,0,---)
B_ = diag((dn)), (dn) = (0,01,0,as,---)

entonces para todo Tr,, € D se tiene
Tr,(B) = Tr,(B;) — Tr,(B-) = 0,
por lo tanto B es Dixmier medible, pero B, y B_ no lo son.

Sea V' : L?[0,1] — L?[0, 1] el operador integral
t
VA =2 | f(5)ds.
0

Tomando

1,0<s<t<l1
Kt 5) = 0 >t
, S

vemos, por el ejemplo 1.2, que V € Sy(L?[0, 1]).

Como

(V*1)(t) = ~2i j £(s)ds

W”Vﬂ@)=4j (Ef@ﬂmod&

1
t
28
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gf(ff@ﬂ@ds:ﬁu%A>o

A" +4f =0, f(1) = f'(0) = 0.

luego la solucion general de la ecuacion diferencial es

entonces

2it —2it

f(t) = aev> + be vx.
Usando las condiciones iniciales se tiene que

%(W—f—ﬁ, k=12,

Esto nos dice que

V e M (L*[0,1]).
Finalmente si

V=M, f#0

entonces .

|| s = ar
Luego

f(@) = Af' (1), f(0) =0,

por lo tanto f = 0, lo cual es una contradiccidn.

Por lo tanto el espectro de V' es el cero, y por la observacion 1.8, i) se tiene que

V' es Dixmier medible y
Tr,(V) =0, VTr, € D.

Observe que
Re(V)f)(t) = i f sign(t — 5)f(s)ds,
(Im(V)f)() = f £(s)ds,

luego la parte imaginaria de V' es un operador de rango 1 con autovalor A = 1
y correspondiente autofunciéon f = 1. Un trabajo similar a lo hecho para V'

demuestra que

2
)\k(RC(V» = m, k = O,il,iQ, s
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y por lo tanto

se(Re(V)) = ﬁ, k=12,

Por [39, Ch. III, Theorem 2.1], para cada n se cumple

Z)\ Re(V =Z (Re(V Z

J=1 Jj=1

lo que nos permite afirmar que Re(V')_ y Re(V'); son no nucleares. Finalmente
como
V =Re(V) +iIm(V),

entonces R(tr V') es una linea recta (apéndice A).

Observacion 1.10.

1) Es claro que el conjunto de operadores Dixmier medibles y Connes-Dixmier

medibles son subespacios cerrados de M; . (H).

i1) Obviamente, todo operador Dixmier medible es Connes-Dixmier medible.

El siguiente resultado puede encontrarse en [25, Theorem 6.6] y [25, Theorem 6.7]

el cual afirma que:

Teorema 1.11. Un operador positivo T € M, o (H ) es Dixmier medible si'y solo si

es Connes-Dixmier medible si y solo si el limite

1 n
lIim ——— » A\ (T
nesen log(n + 1) kz:]l g
existe.

Los siguientes teoremas caracterizan a los operadores Dixmier medibles sobre los
ideales de operadores M ,(H) y £+ (H) donde

LYE(H)={TeK(H) / |T].= Sgrf{nsn(T)}},
y pueden encontrarse en [82, Theorem 4] y en [77, Theorem 9.7.5].

Teorema 1.12. Un operador T € M, o,(H ) es Dixmier medible siy solo si el limite

1 n
i
n-stc0 log(n + 1) Z klog(k + 1)

@.
gl
i

VAN

existe uniformemente en o > 1 donde
§k(T) = Sk(Tl) — Sk(Tg) + ZSk<T3) - ZSk(T4)

conT =Ty =Ty +iT5 — iTy, T; € My (H) operadores positivos, j = 1,2,3,4.
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Teorema 1.13. Un operador T € £V*(H) es Dixmier medible si y solo si el limite

1 n
lim ————— A (T)

+0o0

n—+o log(n + 1) &
existe.

Terminamos esta seccion con la observacion:

Observacion 1.11.

1) Teniendo en cuenta el teorema 1.11 es natural preguntarse si el conjunto
de operadores Dixmier medibles y Connes-Dixmier medibles coinciden. La
respuesta a esta pregunta es afirmativa en el ideal de operadores cuasibanach
LV*(H), ver [76, Theorem 7.7].

ii) La traza de Dixmier para operadores Hankel sobre el espacio de Bergman
del disco unitario cerrado es estudiada en [30], donde se obtiene una férmula

similar a (1.5).
iii) Por [77, Corollary 5.7.7], toda traza en .1 (H) es singular.

iv) Un operador T € M ,,(H) es llamado tauberiano si el limite

! D ()

lim ———
n—o log(n + 1) &

existe. Por el teorema 1.11 todo operador positivo 7" € M; ,,(H) es tauberiano

si y solo si es Dixmier medible.

SiT e £V (H), entonces T es tauberiano si y solo si es Dixmier medible.
Sin embargo, por [77, Example 9.7.6] existe un operador Dixmier medible

T € M, o (H) que no es tauberiano.

1.2.2. Operadores excéntricos y excéntricos generalizados

Probar la existencia de trazas singulares que son no triviales en un operador
compacto 7, es decir, sobre el ideal generado por 7" en .Z(H) es un trabajo dificil.

Baséandonos en [2] daremos discusion a este problema.
0o(T), T ¢ S1(H)

En lo que sigue 6,(7T) := Z sk(T)y pn(T) = { 5,(T) = Te(|T|), T e Sy(H)
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Definicion 1.13. Un operador 7' € K (H ) es llamado

- . (on(T) »
i) regular si (nsn (T)) e (”,

i1) irregular si no es regular,

iii) excéntrico si es irregular no nuclear,

)

Usando la concavidad de la sucesion (0,,(7")), se prueba el siguiente lema [79,

iv) excéntrico generalizado si 1 es un punto limite de la sucesion (

Lemma 1]:
Lema 1.2. Para un operador T € K(H) son equivalentes:

i) T es irregular,

ey s 62n(T)
ii) Tgfl 50(T) =1
On (T
iii) Tgfl 5’;(<T)) =1, Vke N,
. , 53knk (T> o ., . .
iv) lim ——*—= = 1 para alguna sucesion creciente (ny,) de niimeros naturales.

k—+0 0, (T)
El siguiente lema nos da una condicién equivalente a que 7' sea excéntrico

generalizado.

Lema 1.3. 7' € K(H) es excéntrico generalizado si 'y solo si existe una sucesion

T
creciente (Py,) de niimeros naturales tal que 1im tier, (1) =1
k=t [ip, (T)

Prueba.
Usando la concavidad de la sucesion (9,,(7")), obviamente la sucesion (u, (7))

también lo es, esto es:

k—2 1
(m) pin(T') + mﬂkn<T) < pan(T), Vne N, Vk = 2.

Si asumimos que 7" ¢ S;(H), entonces dividiendo la desigualdad anterior entre

0,(T") tenemos que

1 1 (6u(T)\ _ 6an(T)
S T . (5n(T)) S Su(T)
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luego

Okn(T) 0o (T')
;n(T) _K(k_l)(én(T) —1).

Si asumimos ahora que 7" € S;(H ), de forma similar llegamos a que

- ,U2n(T) B /%n(T) B
b (Gt 1) < ey -1

Con todo esto, tenemos que

Mkn (T>
‘1 (D)

Suponiendo que 7" es excéntrico generalizado, para cada k£ € IN existe una sucesién

M2n (T)
Mo (T)

, Vk,neNN. (1.12)

<(k—1)‘1—

(Py) tal que

_ H2p, (T)‘ < i
un (D) | S %
Entonces en (1.12) tenemos que
- nD) it
2223 (T) k>

concluyendo que
T
k—+0 wp, (T)
Para la otra implicacion basta observar que

= 1.

1< p2p, (T) < ,U«kPk<T)’Vk _—
Kp, (T) Kp, (T)

[ |

Que un operador sea excéntrico generalizado puede reformularse de la siguiente

manera:

Lema 1.4. T € K(H) es excéntrico generalizado si'y sélo si el cero es punto limite

de la sucesion (nsn () > .
fin(T)

Prueba.
Caso1.SiT ¢ S1(H).
Como

02, (T) - Sni1(T) 4+ -+ 590 (T) _ $u(T) + -+ +5,(T)  ns,(T)

VS5 57)

entonces




Como

n—Vveces
2 [ S0 (T) + -+ + $00(T)
0 2ns0n(T) 2(8p41(T) + Spp2(T) + -+ + 59,(T))
< = <
_ 2(02n(T) — 0,(T)) _5 (1 B on(T) )
don (T') 9o (T')
entonces ) 5.(T)
2159, (T ( (T )
0< —FF7=<2|1~ . 1.14
5on(T) 5on(T) R
De (1.13) y (1.14) se tiene el resultado.
Caso2.SiT e Si(H).
Similarmente al caso 1, llegamos a las desigualdades
f12n (1) _ 1‘ < ns, (1) 7
,un(T) :un(T)
2n82n<T>‘ , '1 (D) ‘
y por lo tanto el resultado. |

Observacion 1.12.

Por el Lema 1.2, iv) se tiene que todo operador nuclear es irregular.

Observacion 1.13.
SiT ¢ Si(H), por los Lemas 1.2 y 1.3, el operador T es irregular si y solo si es

excéntrico generalizado.

Ejemplo 1.8.

Sea (e,,) una base ortonormal de H, entonces

0

1) D = 2 —e, ® e, es irregular no nuclear, y por la observacion 1.13, D es
n=1"" .
excéntrico generalizado.
o0
i) Dy = Z 2—nen ® e, no es excéntrico generalizado, para esto basta ver que

n=1

1
tn(Ds) = — o Y usar el Lema 1.4.

0
i) D3 = Z —en ® e, 0 <1 < 1esnonuclear y regular, y por la observacion
n

n=1

1.13, D3 no es excéntrico generalizado.
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El ideal generado por un operador T' € .Z(H) es el conjunto

r=1 \i=1

0 T
(T) = U { ATB;; A;,Bie Z(H), i=1,2,--- ,r.}
Sealaterna Q2 = (T, w, (ny)), donde 7" es un operador excéntrico generalizado, w
es un estado singular en (* y n; = kP, donde (Fy) es la sucesién de nimeros
naturales dada en el Lema 1.3.

Asociada a la terna (2, sobre (T')" = {T € (T'), T positivo} definimos el funcional

o= ((28)

Por [2, Theorem 2.11] se tiene que tn se extiende por linealidad a una traza

tq por

singular sobre todo el ideal (7"), en este caso, como s,(T") = s,(|T]) se tiene que
ta(|T]) = 1.
Reciprocamente, si existe una traza singular ¢ tal que 0 < ¢(|7'|) < oo entonces T

es excéntrico generalizado, ver [2, Theorem 2.10].
Observacion 1.14.

1) Si T es de rango finito entonces 7' no es excéntrico generalizado, ya que si lo
fuese, deberia existir una traza singular ¢ tal que ¢(|7"|) = 1. Pero como |T| es

de rango finito y ¢ es singular entonces ¢(|7'|) = 0, lo cual es una contradiccidn.

ii) Si T € K(H) entonces por [49, Theorem 3.1] existe un operador
excéntrico generalizado B tal que 7' € (B)y, donde (B)y = {A €
(B)/ existe un operador positivo P € (B) tal que paratodoe > 0,3F. €
F(H) con |A| <eP + F.}

Terminemos esta seccién con el siguiente problema.
(La suma de operadores excéntricos generalizados es excéntrico generalizado?

Para responder esto, usaremos [80, Theorem 2]:

Teorema 1.14 (Har Krishan Vasudeva). Sean (\i) y (uy) dos sucesiones mondtonas

diferentes de niimeros reales, donde cada una tiene a cero como el vinico punto

Q0
limite. Asuma que u; € (\j, \j+1) para cada j 'y Z (u, — \p) converge.
n=1
Sea A un operador compacto autoadjunto en un espacio de Hilbert H tal que \; son

sus autovalores. Entonces existe un elemento x normalizado y una correspondiente
proyeccion P unidimensional tal que para un apropiado t > 0 el operador

B = A + tP tiene como autovalores ;.
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Para responder a la pregunta anterior, consideremos las sucesiones

()‘n) = (_
2n —1
satisfacen las hipétesis del teorema 1.14. Si tomamos el operador diagonal

1
)y (un) = (—2—) Es claro que las sucesiones (\,) y (u,)
n

= 1
A: - n ns
n; on 1 ®¢

donde (e,,) es una base ortonormal de H, el teorema 1.14 nos garantiza la existencia
de un operador
B =A+tP,

donde P es una proyeccion unidimensional, ¢ > 0 y B tiene como autovalores

() = (— ).

2n

1
Es claro que s,(A) = , sp(B) = — y por el ejemplo 1.5, i), Ay B son

2n — 1 2n

excéntricos generalizados.
Como A— B = tP, entonces A— B es de rango 1, y por la observacién 1.14, A— B
no puede ser excéntrico generalizado. Asi concluimos que la clase de operadores

excéntricos generalizados no admite estructura de subespacio vectorial.

1.3. Determinantes

En el teorema 1.1 hemos visto que todo operador F' € F(X) sobre un espacio de

Banach X admite la representacion:

= Z Jie ® o
k=1
Ello permite definir el funcional det(] + -) sobre F(X) por

det( + F) := det(0;5 + {0;, fi))hey (1.15)

1,j=k
djk = ' )
0,7 #Fk

Se prueba que el funcional det(/ + -) no depende de la representacién de F', es un

donde

funcional multiplicativo y

det(I + FK) = det(I + KF).
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Ademas por [67, 4.3.22] se tiene que

det(I + F) = [ [(1+ M(F))
k

donde (A\x(7")) son los valores propios no nulos de 7' teniendo en cuenta sus

multiplicidades algebraicas.

Ejemplo 1.9.
Sea X = LP[a,b], p=1.SiT € F(X) es de rango n entonces

= Z i @ V.
k=1

De forma similar al ejemplo 1.1, para cada g, € X* existe ¢, € L]a, b] tal que

g = j F(s)u(s)ds, ¥ € X,

b n
(TF)(t) = j (2 mtm(s)) f(s)ds
a k=1

luego

Si

ey
I
—

y desarrollamos (1.15) se tiene
1
det(I+T) =1+ Z Z det({pi,. fiy))pgmt-
cip=1
Desarrollando la ultima sumatoria concluimos que
K(tl,tl) oo K (g, ty)
detI+T—1+Zk‘f : dty - - - dty,
K(tk, t1) - K(tg, tr)

llamada la forma de Fredholm del determinante.

Sea F' € F(X) un operador de rango n y A € C, entonces

det(I + \F) H1+>\)\k _1+de
k=1

k=1
es un polinomio en .
La férmula de Plemelj-Smithies [36, Ch. I, Theorem 7.2] permite expresar dj en

términos de Try(F'), Try(F?),- -+ como sigue:

37



Teorema 1.15 (Férmulas de Plemelj-Smithies). Sea F' € F(X) de rangony X € C,

entonces

det(I + \F) Z k.
donde
Try(F) k-1 0 0o - 0
Try(F?) Tr(F) k=2 - .- 0
cx(F) = det : : :
: : : . . 1
Try(F*) Try(F*Y) o oo oo Ty (F)

Parece natural extender el determinante det(/ + -) de F(X) a su clausura con la
norma de operadores en . (X), como sigue:

SiF, - Ten Z(X),(F,) < F(z)entonces nLHEOO det(I+ F,) existe, y det(I +T)
estaria definido como este limite. Sin embargo, puede suceder que:

Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (w,,) y (f,,) su correspondiente

sistema biortogonal. Sea

1 n
F, = \/—ﬁSn con S, = Z fr ® wg.

Como la sucesion (||.S,||) es acotada entonces F,, — 0. Pero

det(I + F,) = det<jk+f<wjafk>> .
()

Try (F Z< k> Ji) = \/» — .

Es por esto que surge el problema de definir el determinante y traza sobre ciertas

=1

subdlgebras normadas de .2 (.X).

Definicion 1.14. Una subdlgebra D de Z(X) es llamada sumergida

continuamente si existe una norma | - |p en D tal que
1. |A| < C||A|p, YA € D, para alguna C' > 0.
2. |AB|p < |Alp|B|p, VA, B € D.
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Si adicionalmente, Fp = F(X) n D es denso en D respecto a la norma | - |p,
diremos que D tiene la propiedad de aproximacion.

El siguiente teorema puede encontrarse en [36, Ch. II, Theorem 2.1] y establece las
condiciones que permite extender continuamente la traza y determinante de Fp a
D.

Teorema 1.16. Sea D < £ (X) un subdlgebra sumergida continuamente con la

propiedad de aproximacion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) La funcion det(I + -) : Fp — C admite una extension continua de Fp a D con

la norma | - || p.
b) La funcion det(I + -) definida en Fp es continua en F' = 0 con la norma | - || p.

c¢) El funcional lineal Tri(F') es acotado en Fp con la norma | - | p.

Sea D < Z(X) un subdlgebra sumergida continuamente con la propiedad de
aproximacioén de tal manera que se cumpla una de las condiciones equivalentes del
teorema.
Definimos la traza del operador 7' € D y el determinante del operador / + 7" en D
por

detp(I +7T) = lim det(I + F,) y Trp(T) = lim Try(F,),

n—s0 n—o0
donde |F,, — T|p — 0y (F,) < Fp.

Sea H un espacio de Hilbert separable y S; (H) el ideal de operadores de clase traza.
Usando las propiedades de nimeros singulares es claro que S;(H ) con la norma | -||;
es un subdlgebra sumergida continuamente y tiene la propiedad de aproximacion ya

quesiT € S1(H)y

0

n=1
es la representacion Hilbert-Schmidt de 7" y definimos

T){x, xk) Yr,

||M:

entonces
|T — Fully = Z sk(T) — 0 cuando n — 0.

k>n

Finalmente si F' € F(H) es de rango n, por la desigualdad de Weyl dada en la

pagina 12 y la observacion 1.1 se tiene
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Asi el funcional Try es acotado en Fg, (i) = F(H) con la norma || - ||;, y por el
teorema 1.16 los funcionales Tr; y det( + -) se pueden extender continuamente de
F(H)aS(H).

Preservaremos las notaciones Tr; y det para esta traza y determinante extendida:
SiT € Si(H) tenemos

Tr(T) = lim Try(Fy,), det(f +7T) = lim det(] + F,,),

n—0o0 n—o0

donde (F,,) «c F(H)y |T — F,|1 — 0.
Esta traza y determinante extendida satisfacen las siguientes propiedades de la traza
y determinante discutidas para operadores de rango finito, es decir, si 7', S € S1(H)

entonces
w Try(7S) = Try (ST)
n det( +7S) = det(I + ST)
w det(([ +T)(I+S)) =det(I +T)-det({ +5).

Observacion 1.15.

SiT € S;(H) entonces la traza dada por el limite de arriba admite la representacion

0¢]
Try (T) = Z <T90m ()On>
n=1
para alguna (o cualquier) base ortonormal (¢,,) de H y por lo tanto este funcional

es el mismo que la traza usual It introducida en la pagina 13.

Usando el teorema 1.16 y las féormulas de Plemelj-Smithies para operadores de

rango finito se tiene.

Teorema 1.17 (Férmulas de Plemelj-Smithies). Si T € Sy (H) entonces det(I+\T)

es una funcion entera con serie de Taylor

det(I + A\T) =1+ i (1) yn
B ~ nl ’
donde
Te(T) n—1 0o - 0
Te(T?) Te(T) - - 0
cn(T) = det : : : : :
: : . 1
Te(T™) Te(T™Y) - - Tr(T)
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Adicionalmente por [36, Ch. IV, Theorem 4.1] se cumple
det(I + T) < el

En el contexto de operadores integrales en L?[a,b] de clase traza con niicleo
k € C(|a,b] x [a,b]), y usando la forma de Fredholm del determinante para

operadores de rango finito se deduce que:
o L
det(I +T) =1+ — ,
et( # 25 gendD)

donde
k(ty,t1) -+ k(t1,tn)

an(T) = f det : : dty - - - dt,,
[ ]n
E(tn,t1) - Ek(ta, tn)
llamado el determinante de Fredholm de 7.

A continuacién haremos una breve discusion de los determinantes regularizados.

Definicion 1.15. Sea X un espacio de Banach y F' € F(X). Definimos
dety(I + F) = det(] + F)e~ (),

Hemos visto que el funcional det(/ + -) no puede extenderse continuamente de
F(X) asu clausura con la norma de operadores. Lo mismo sucede con el funcional
dety (] + -), basta considerar un espacio de Banach X con base de Schauder (w,,),

con sistema biortogonal ( f,,), definir

Fn = \S/Lﬁsn con Sn = ka@wk
y verificar que
|EFn| — 0 pero dety(I + F,) — oo

El siguiente teorema puede encontrarse en [36, Ch. IX, Theorem 2.1] y establece las
condiciones que permite extender continuamente el deto(/ + ) de Fp a D donde

D es un subdlgebra sumergida continuamente con la propiedad de aproximacion.

Teorema 1.18. Sea D c #(X) un subdlgebra sumergida continuamente, con la

norma | - ||p, con la propiedad de aproximacion. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
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a) La funcion dety(I +-) : Fp — C admite una extension continua de Fp a D con

la norma D.

b) La forma cuadrdtica Tri(F?) es acotada en Fp, es decir, existe una constante
C > 0 tal que
| Try(F9)] < of F13.

¢) El funcional bilineal Tr(F1F») es acotado en Fp x Fp con la norma D, es

decir, existe una constante C' > 0 tal que
Try(FLFy)| < CFy|p| F2|p
para todo F, Fs € Fp.

Sea H un espacio de Hilbert separable y Sy(H) el ideal de operadores Hilbert-
Schmidt. Usando las propiedades de nimeros singulares es claro que So(H) con
la norma || - |2 es un subdlgebra sumergida continuamente con la propiedad de
aproximacion. Ademés si F' € F(H) es de rango n, la desigualdad de Weyl y la

observacion 1.1 nos permiten deducir que
|T1"1(F2)‘ S HFHS

Asf la forma cuadrética Try (F?) es acotada en Fg, ;) = F(H) con la norma | - |2
y por el teorema 1.18 el funcional dets (7 + -) admite extension continua de F(H ) a
Sa(H) con lanorma | - |[o. Preservaremos la notacion dets (1 + -) para este funcional
extendido:
Si T € Sy(H) tenemos

dety(/ +T') = lim dety(I + F3,),

n—ao0

donde (F,) c F(H)y |T — F,|2 — 0.

El siguiente teorema puede encontrarse en [36, Ch. IX, Theorem 3.1] y expresa el
detq(I + -) sobre el dlgebra de operadores Hilbert-Schmidt Sy(H) en funcién de
Tr(A?), Tr(A3), - como sigue:

Teorema 1.19 (Férmulas de Plemelj-Smithies). Si 7' € Sy(H) entonces

dety(I + AT') es una funcion entera con serie de Taylor
1
det o(I + XT) = 1 + 22 —en(T)A",
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donde

0 n—1 0
Tr(A?) 0 n—2
cn(T) = det Tr(.Az)
Tr(A™1) Tr(A"?) Tr(A"3) 0 1
Tr(A") Tr(A™') Tr(A"2) Tr(A%) 0

Observacion 1.16.

Basados en el teorema de Lidskii y el hecho de que deto(I — AT') es una funcion

entera por [86, p. 349] se tiene

dety(I — AT) >
— 2 T N N
dety(1 — AT) 2, dur

n=1

para \ suficientemente pequefio y 6,, = Tr(7™).

En particular si consideramos T : L?*[a, b] — L?[a, b] definido por

b

(TF)(t) = f K(t, ) f(s)ds

a

con k € L?*([a,b] x [a,b]), el ejemplo 1.2 nos dice que 7' € Sy(L?[a,b]). El

determinante de Hilbert-Carleman de 1" se define por:

E\ an (TN
Det(I +AT) =1+ Y %
~ nl
donde
0 E(ti,ta) -+ k(t1,tn)
k(tg, t1) 0 o k(o ty)
a,(T) = f det _ ' _ dty - - - dt,.
[a,b]™ : : .
k(t,,t1) k(tn,ta) - 0

El teorema [36 , Ch. X, Theorem 3.1] nos dice que el determinante de Hilbert-

Carleman coincide con el determinante modificado de Fredholm, en otras palabras,

se cumple el teorema:

Teorema 1.20. Si T : L*[a,b] — L?[a,b] es un operador integral con niicleo

ke L*([a,b] x [a,b]), y por lo tanto T es un operador Hilbert-Schmidt, entonces

Det( + A\T') = deto(1 + AT').
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Terminamos esta seccion comentando algunas aplicaciones de la teoria de trazas y
determinantes.

Basados en el trabajo de Marchenko, H. Aden y B. Carl [1] inventaron el método
del operador o método de traza para encontrar soluciones para la ecuacion escalar
Korteweg-de Vries (Kdv):

2
UVt = Uggg + 305

La principal idea de este método consiste en:

Dada una ecuacién diferencial parcial no lineal y una solucién escalar especifica, el
primer paso para encontrar otras soluciones es trasladar la ecuacion no lineal dada,
a una ecuacion de operadores con su respectiva solucion. Habiendo obtenido esta
solucion, el segundo paso es transferirla a una solucién escalar usando un funcional
adecuado (una traza).

Este método fue usado en [14, 19, 20, 51] a otras ecuaciones diferenciales no
lineales como la Kdv modificada, Sine-Gordon y la ecuaciéon de Kadomtsev-
Petviashvili (KP).

La teoria de ecuaciones integrales es una de las ramas mds importantes del andlisis
matematico y su estudio empez6 a desarrollarse con el famoso trabajo de Fredholm
titulado “un nuevo método de solucion para el problema de Dirichlet”. Este método
usa el determinante de Fredholm y los llamados menores de Fredholm, y es aplicado
para resolver ecuaciones de Fredholm de segundo tipo, ecuaciones de Fredholm
homogéneas y no homogéneas, asi como el célculo de las funciones propias y
funciones propias generalizadas correspondientes a autovalores con multiplicidad

algebraica dada (apéndice B).

1.4. El subespacio conmutador

En lo que sigue / denotard un ideal bilatero del dlgebra .2 (H) de operadores
lineales y acotados.

El subespacio conmutador de [ es el conjunto:
Com(I) =span{[A,B]: Ael,Be £L(H)}.

Sabemos que por el lema 1.1, si 7 es un funcional lineal en / entonces 7 es una traza
siysolosi7(7T) =0,VT € Com(]).
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El subespacio conmutador ha sido estudiado exhaustivamente por autores como
K. Dykema, T. Fiegel, G. Weiss, N. Kalton y M. Wodzicki, que lo han caracterizado
en términos de la media aritmética de los términos de una sucesion.

Para operadores normales, el [62, Theorem 3.1] afirma que:

Teorema 1.21. Sea T' € I un operador normal. Entonces T € Com(1) si y solo

diag (%(Al(T) S )\n(T))> el

Definicion 1.16. [ es llamado un ideal normado simétrico si existe una norma

| - ||; que hace a I un espacio de Banach y satisface:
|STR|: < |SI|T]:|R], VS, R e Z(H),VT € I.
En el contexto de ideales normados simétricos el [77, Theorem 5.1.3] establece que:

Teorema 1.22. Sea I un ideal normado simétricoy T € 1. Entonces T' € Com([])
si 'y solo si diag (:(A\(T) + --- + A\ (T))) € 1.

El teorema anterior puede extenderse a ideales geometricamente estables, nocion

que fue establecida por N. Kalton.

Definicion 1.17. [ es llamado geométricamente estable si para (s,,) una sucesién
decreciente de nimeros reales no negativos se tiene que diag(s,) € I siy solo si
diag ((51.52 . sn)l/”) el

Por [77, Lemma 5.5.9] tenemos que todo ideal normado simétrico es
geométricamente estable y el [62, Theorem 3.3] extiende el teorema 1.22 probando

que:

Teorema 1.23. Sea [ un ideal geométricamente estable y 'T' € 1. Entonces T' €
Com([) si y solo si diag (2(A(T) + -+ + M (T))) € 1.

Finalizamos el presente capitulo con las siguientes observaciones:

Observacion 1.17.

Si @ es un operador Volterra (un operador compacto con o(Q)) = {0}) e I es un ideal
geométricamente estable tal que () € I, entonces por el teorema 1.23 se tiene que
() € Com([). Este resultado, en general, es falso si [ es un ideal bilétero.
Por ejemplo en [61], Kalton y Dykema construyeron un ideal que no es

geométricamente estable J y un operador Volterra () € J tal que ¢ Com(.J).
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Observacion 1.18.

Por [61, Corollary 2.4], toda traza 7, definida en un ideal geométricamente estable /
es espectral, es decir, para todo 7' € I, 7(T') solo depende de los autovalores de 1"y
sus multiplicidades algebraicas. Para probar esto, el [62, Theorem 3.3] y el teorema

de descomposicion de Ringrose son las herramientas principales.
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Capitulo 2

Lema de Douglas e isometrias

parciales

La seccion 2.1 contiene el lema de Douglas, este es un resultado que relaciona la
factorizacion, mayorizacion e inclusion de rangos de operadores sobre espacios de
Hilbert. Finalmente, propiedades basicas de las isometrias parciales son tratadas en

la seccion 2.2.

2.1. Ellema de Douglas

Antes, solo necesitamos recordar que si 7" € .Z(H) entonces
i) H = Ker(T) ® (Ker(T))*
ii) (Ker(T))" = Ran(T*)
iii) (Ran(T))* = Ker(T™).
El lema de Douglas aparece en la referencia [23] y afirma que:
Teorema 2.1 (Douglas). Sean A, B € £ (H). Son equivalentes:
1) Ran(A) < Ran(B),
2) AA* < \2BB* para algiin A > 0,
3) A= BC para algin C € £ (H).

Ademds si Ran(C) < Ran(B*) entonces C' es unico. Tal C' se denomina factor

minimo. Si C' es el factor minimo entonces:
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a) |C|? = inf{u / AA* < uBB*}
b) Ker(A) = Ker(C)

¢) Ran(C) c Ran(B*)
Observacion 2.1.

i) Si A = BD entonces (I — Pger(p)D es el factor minimo, donde Pger )

denota la proyeccion ortogonal sobre Ker(B).

ii) Suponiendo 1) o 2) en el teorema 2.1, el lema de Douglas resuelve la ecuacion

AX = B para operadores lineales y acotados sobre espacios de Hilbert.

iii) Una generalizacién del lema de Douglas aparece en [31], en el contexto de
C*-moddulos de Hilbert. En [32], una generalizacién del lema de Douglas es

demostrada para operadores no acotados en espacios de Banach.

2.2. Isometrias parciales

Definicion 2.1. Un operador U € .Z(H) es llamado una isometria parcial si existe

un subespacio cerrado M tal que

|z , veM
U] = .
0 , reM

El espacio M es llamado el espacio inicial de U y Ran(U), el cual es un subespacio

cerrado, es llamado el espacio final de U.

Informacién adicional actualizada relacionada a isometrias parciales puede
encontrarse en [92, Ch. 11]. Las propiedades bdsicas de una isometria parcial estan

dadas en el siguiente teorema [35, Ch. II, Theorem 2.3].

Teorema 2.2.

a) Un operador U € Z(H) es una isometria parcial si y solo si U*U es una

proyeccion.

b) U es una isometria parcial si y solo si U* lo es y el espacio inicial de U* es el

espacio final de U.
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Observacion 2.2.

Notar que si U es una isometria parcial, con espacio inicial M, entonces M =
(Ker(U))*.

En efecto, obviamente M+ < Ker(U) lo que implica que (Ker(U))*+ < M.
Sea x € M entonces |Uzx| = |z|.
Como z = 71 + o, 71 € Ker(U), 15 € (Ker(U))*
entonces
|z = [Uz] = [Uzy + Uss| = U] = |=|.

Finalmente, como
|z = Jla|* + 2] ?

tenemos que x; = 0, implicando que x = x5 € (Ker(U))*.

Observacion 2.3.

1) En general, la composicion de isometrias parciales no es una isometria parcial

ya que si consideramos

T:R?—>R2 T (
SRQHRQS( ) 0,z

r+y :Jc—i—y)
2 )
).

Claramente 7"y S son isometrias parciales, pero 7'S no lo es.

i1) Condiciones necesarias y suficientes, para que la composicion de isometrias
parciales, en espacios de Hilbert, sea una isometria parcial, fueron establecidas
por L. Erdelyi [29, Theorem 1].

Como consecuencia del teorema 2.2 tenemos el corolario [35, Ch. II, Corollary 7.3]:
Corolario 2.1. Sean A, B € Z(H). Entonces

AA* = BB*
si y solo si existe una isometria parcial con Ran—(B*) como su espacio final tal que

A = BU.
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Capitulo 3
La hipotesis de Riemann

En este ultimo capitulo, aplicaremos las herramientas estudiadas en las secciones
anteriores para establecer nuevas propiedades del operador compacto A,.

Empecemos describiendo la hipétesis de Riemann.

3.1. Descripcion de la hipétesis de Riemann

La hipétesis de Riemann es una conjetura sobre la distribucion de los ceros de la

funcién zeta de Riemann ((s). Describamos el problema:
e¢]

Sea s € C con Re(s) > 1 entonces la serie de Dirichlet Z — converge
n
n=1

absolutamente para Re(s) > 1, lo que nos permite definir la funcion

)=

llamada funcidn zeta de Riemann.

En 1737 Leonhard Euler demuestra el siguiente teorema:
0

“Sea f una funcién aritmética multiplicativa tal que la serie 2 f(n) converge
n=1

absolutamente. Entonces la suma de la serie puede ser expresada como el producto
infinito

Difm) =TT+ @) +f@*+-)

p

extendida sobre todos los nimeros primos. Si f es completamente multiplicativa,

entonces

Q0 1 ;
f(n) = Hl——f(p)

n=1 p
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Aplicando este teorema a la funcién completamente multiplicativa f(n) = —
tenemos que

e 0]

1 1
Z— = | |—_paraRe(s) > 1.
n=1nS 1_p8

p
Lo anterior nos dice que ((s) no tiene ceros en la regién Re(s) > 1.
La funcién zeta de Riemann ((s) puede ser prolongada analiticamente a todo el
plano complejo excepto en s = 1 donde tiene un polo simple con residuo 1.

Aplicando la férmula de Hurwitz se tiene que para todo s # 1 se cumple

¢(s) = 2(2m)* ' T(1 — s)sen (%S) C(1—s),

llamada la ecuacién funcional para la funcién zeta de Riemann, donde I'(s) es la
funcién Gamma.

La ecuacién funcional nos dice que para s = —2, —4, —6, - - - se tiene que ((s) = 0,
esto es, todo entero par negativo es un cero de la funcién zeta de Riemann llamado
cero trivial.

La ecuacién funcional también nos permite afirmar que los ceros no triviales deben
pertenecer en la franja 0 < Re(s) < 1, llamada franja critica.

Identificar regiones donde la funcion zeta de Riemann no se anula es un trabajo
dificil. Como referencia a este problema podemos citar [58, Ch. 8], donde es usado
un método de localizacion.

La conexion entre los ceros no triviales de la funcién zeta de Riemann y la
distribucion de los nimeros primos fue observada por Riemann en su articulo de

1859. Es en este articulo que Riemann propuso la conocida hipétesis:
“La parte real de todo cero no trivial de la funcion zeta de Riemann es 5”.

Esta conjetura ha sido reformulada por autores como J. Alcantara-Bode [3], L.
Béaez-Duarte [10], A. Beurling [17], etc.

Por todo lo explicado, la investigacion de la funcién zeta de Riemann en
la franja critica es extremadamente importante en teoria de numeros, pero su
comportamiento aun parece un misterio. Una propiedad especial de la funcion zeta
de Riemann es su universalidad, es decir, toda funciéon holomorfa en la franja
{3 < Re(s) < 1} y sin ceros puede ser uniformemente aproximada en conjuntos
compactos por traslaciones imaginarias de la funcion zeta. Este notable resultado se

debe a S.M. Voronin [84] y es denominado el teorema de universalidad de Voronin.
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Generalizaciones del teorema de universalidad de Voronin a otras funciones zeta
y sus aplicaciones pueden encontrarse en [90, pp. 95-114]. Existen diferentes
enfoques para la prueba del teorema de universalidad de Voronin; uno de ellos
puede encontrarse en [91, Ch. 7] o en el libro de F. Bayart y E. Matheron [11],
donde combina teoria analitica de numeros, geometria de espacios de Hilbert y
teoria ergddica.

Esta propiedad de universalidad de la funcion zeta de Riemann permite obtener
una propiedad de independencia funcional [83], es decir, si Fy, Fi, ---, Fiyv son

funciones continuas en CV*! tal que

Z s*F.(C(s),¢(s),--- ,¢N(s)) = 0 paratodo s € C—{1} entonces Fy = --- = Fiy = 0.
k=0

3.2. La funcion de correlacion de Beurling

El criterio de Nyman - Beurling aparece en [17] y afirma que:

Teorema 3.1. Sea p(x) =z — [z], e R, [z] € Z, [z] <z <[zx]+ 1y

PO /1@ = S ue (%), Susi-o

0<60r <1, a,€C,1<k<n, nelN}

Entonces la hipdtesis de Riemann es verdad si'y solo si M = L*(0,1). Ademds

M = L*(0,1) siysélosile M.

Para saber si la funcién constante 1 pertenezca a la clausura de M, uno deberia

“ 0
k
+ Z aip (—)
T
k=1
Al hacer esto vamos a tener

1+§akp(§_k):1+§mk>f () e St [ (%)

1
+22Reakaj)f %) ( )dx (3.1
0

k<j

evaluar la siguiente norma

2

2

donde Z arf, = 0.

k=1
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De [6, pp. 6-7] tenemos las siguientes formulas

rl
Jo x
rl

P (Q> dr = (In(2m) — )0 — 0 ©3)
Jo zr
r1 !

I e
Jo z z 0 v

donde § € (0,1), 0 < 6, < 6, < 1y ~eslaconstante de Euler.
Paral > 6, > 6, > --- >0, > 0, aplicando (3.2), (3.3) y (3.4) se tiene

2
n ek

1+ aip (—)
];1 x

=1- z"] 2Re(ay)0; In(0) + z"] a0k [In(27) — 7]

) k=1 k=1

+ Z 2 Re(axa;) (QkJ((zk) + 0, )) (3.5)

k<j

J(a) - J:p (%) p (L), ace o]

La importancia de la funcién J radica en su aparicion en la expresién (3.5).

donde

La funcién J es llamada funcién de correlacion de Beurling y varias de sus
propiedades han sido estudiadas por J. Alcantara-Bode en [6] y en [7].

Sea
o

pa(x) = [;] — a[%], 0<a<l,

entonces por el criterio de Nyman-Beurling es claro que la hipotesis de Riemann es

verdad si y solo si 1 € span{p,(z), 0 < o < 1}.

En [10], Bdez-Duarte refind este criterio demostrado que la hipétesis de Riemann

es cierta si y solo si 1 € span{pi(z), n € IN}. Esto conduce al estudio de sumas

finitas de la forma

1 Ck
ZCk |:nk,_x:| , N € IN, donde Zn_k =

Esta fue la motivacion de V.. Vasyunin para estudiar el siguiente problema
planteado en [81].
Problema 1

Describir todas las sumas finitas de la forma

1
o || meens
Iy

tomando valores en el conjunto {0, 1}.

Entre otros resultados, se demuestra que:
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Proposicion 3.1.

1) Todas las soluciones del problema 1 son funciones que se representan en la

forma

-5l 2 )

k=n+1

0= ||~ 1) 1o

toma los valores 0y 1 si'y solo si

2) La funcion

3) Supongamos que

Si

entonces la funcion

R Eri R bl e R EA R

toma los valores 0y 1.

J. Bober en [15], complementa los resultados de V.I. Vasyunin demostrando:
Proposicion 3.2.

1) El problema I no tiene soluciones con un niimero de términos mayor a 9.
2) Existen solo 21 soluciones irreducibles de 7 términos del problema 1.

3) Existen solo 2 soluciones irreducibles de 9 términos del problema 1.

Observacion 3.1.

En los numerales 2 y 3 de la proposicion 3.1 no se usa la propiedad de que ny sea

entero, los resultados son vélidos para todo nimero positivo 7.

Con ayuda de la proposicion 3.1 podemos deducir propiedades adicionales de la

funcién de correlacion de Beurling.
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Proposicion 3.3.

1) Si0 <6, <0y <63<1yb; =0+ 0y entonces

0 0 0 1
0] (9;) 03] (93) — 03] (ei) = (63165 — 6,16, — 0, 1n6,)

— 03(In(27) — ) + 6s.

2) Si0<b3<0;<0,<b0y<05<1,0+0,=03+0,+ 05, 0, = 203. Ademds

si 0y = 20,4 entonces
01 63 93 94 63 83
92J(92) 94J<64>+95J(95>+95J(95)—91J<61>—92J(92)
94 82 9 91 .
—92J<92) —65J<95> 0, <9> vy <6) _

1
5(91 In6;+6051In6,—051n63—0,1In0,—05 In 95)—(ln(27r)—7) (91 +02)+91+92.

Prueba.

1) Sea0 < ¢y <6y <63 <1conbs =6, + 6, Porla proposicion 3.1 la funcién

-2 2) (2) )

toma los valores O y 1. Luego

) (8o (2) e (0 (5) (202
) ) (8] ().

Integramos de 0 a 1 y usamos las formulas (3.2), (3.3) y (3.4) para obtener el

resultado.

2) La prueba es similar a 1).

|
Casos particulares de la proposicion anterior son las ecuaciones funcionales

obtenidas en [7]:
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et QoMU ) () - g0 - a) o

(1-a)J (%) , Yae0,1/2].

%[1n2+31m—37] +4(1—a) (1 f‘a) 1202 = 142(1—a)J (ﬁ)

) Falat1)+(20)+2(1—a)] (ﬁ) Ya €]0,1/3).

+(1—a>J(120‘

—

Ademds para « €]0; 1] se cumple:

3.3. La hipétesis de Riemann como problema de

analisis funcional

En [3], J. Alcantara-Bode ha reformulado la hipétesis de Riemann (HR) como un

problema de analisis funcional. El teorema es el siguiente:

Teorema 3.2. Sea (A,f)(0) = fl p (g) f(z)dz, donde p(x) = x — [x], x € R,
0

[z] € Z, [z] < = < [z] + 1, un operador integral en L*(0,1). Entonces la HR es
verdad si'y solo si Ker(A,) = {0} o si'y solo si h ¢ Ran(A,) donde h(zx) = x.

Importantes propiedades del operador integral A, son establecidas en [3] como:

i) A, esnonormal; A, es Hilbert-Schmidt no nuclear.

ii) A € o(A4,)\{0} siysolosi T(A™') = 0 donde

T(u)=1—u+ Z(—1)T+1 ( [l G+ 1) ) u (3.6)

(r+1ir+1)

es una funcién entera de orden uno y tipo uno (apéndice C), ademds cada
autovalor no nulo A = p~" tiene multiplicidad geométrica uno con funcién

propia ¥, (z) = 21" (px).
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iii) Usando la analiticidad de las funciones propias de A, se determina que
dety(I —uA,) = e"T(u), Vu e C.

iv) Si (\,) es la sucesién de autovalores no nulos de A, ordenados de modo que

|An| = |Ans1],¥n € IN y cada uno de ellos se repite segiin su multiplicidad
0

algebraica entonces Z |An] = 0y A, ¢ R para un nimero infinito de
n=1
valores de “n”. Ademds, si consideramos A, como un operador en el espacio

de Banach ordenado (C0, 1], F'), donde
F={feC[0,1]/ f(x) =0, Yz € [0,1]},

entonces por el teorema de Krein-Rutman (apéndice A), el primer autovalor \;

es positivo y tiene multiplicidad algebraica uno.

Considere el operador A,(«) : L*(0,1) — L*(0, 1) definido por

(A, (a)f)(0) = f P (%9) f(x)dz, 0 < a <1.

0

Por [8, Theorem 2.1], para 0 < o < 1 se demuestra que el conjunto de autovectores
y autovectores generalizados correspondientes a los autovalores no nulos de A,(«)
es total en L?(0, 1) (apéndice A).

Para establecer una relacion entre los operadores A,(«) y A, introducimos el
operador V,, : L?(0,1) — L?(0, 1) definido por

(Val)@) = £ (%) Xt (@):
Propiedades de V,, estan dadas en la siguiente proposicion:
Proposicion 3.4.
i) Vol = vay (Vif)(z) = af(ax).
i) ViV = al y V,Vi = axjo.al-
iii) V¥A,V, = oA,
v) A,(a) = éVOj‘Apy A ()V, = aA,.

v) A,(a) es Hilbert-Schmidt no nuclear.
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Prueba.
i)

Wt = f Valha)Pde = [

_ afo |f(2)[Pdz = o £,

lo que nos dice que |V, | = 1/a.
La otra propiedad es consecuencia directa de la definicion.
i1), i11) y tv) son inmediatas de 7).
v) Deiv) y usando la propiedad c) de nimeros singulares tenemos que A,(«) es

Hilbert-Schmidt no nuclear.

|
En lo que sigue estableceremos algunas nuevas propiedades del operador A, con
las herramientas estudiadas en los capitulos 1y 2.
Para establecer nuestro primer resultado, el teorema de descomposicion de Ringrose

[73] es de vital importancia.

Teorema 3.3 (Ringrose).

Sea T' € K(H). Existe un operador normal N y un operador Volterra Q) tal que

Usando la descomposicién de Ringrose para A, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.4.

Si A, = N + @ es la descomposicion de Ringrose de A, entonces

a) N es excéntrico generalizado, no nuclear y pertenece a S,(L*(0,1)), p > 1.

b) N € My (L2(0,1)), Try(N) = (log o Z k(A ) v | Tru(N)] <e,

donde w es un estado singular invariante por D2

¢) Q es Hilbert-Schmidt.
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Prueba.
a) De (3.6) se tiene que 7'(0) = 1, entonces para todo r > 0 tenemos que
nr(r) < In(Mr(er))
(apéndice C). De (3.6) se tiene que
e¢]
T(z) = Z a,z",
n=0

donde ag = 1y |a,| = (—1)"a, paratodon > 1. Como

a0
S 0
n=0

entonces Mr(er) = T(—er). Por lo tanto

o0

< D anllz = D) an(=12])" = T(~z)),

n=0

T(2)] =

nr(r) < In(Mr(er)) = In(T(—er)) < er,

lo que implica
e

Pa(4,)l < =, ¥n > 1. (3.7)

Como N es normal, el teorema espectral para operadores compactos normales

[77, Theorem 1.1.12] nos permite afirmar que

e¢]
Como Z |An(A,)| = +o0 entonces la igualdad anterior nos dice que N es no
n=1
nuclear, y por (3.7) tenemos que N € S,(L*(0,1)), p > 1.

De (3.7) se tiene que para cadan € IN

D se(N) < ns:(N) >, se(N),

k=1

Pero como N es no nuclear la sucesiéon ( ) no es acotada, luego NV es

irregular.

Como N es no nuclear entonces i, (N) = d,,(N), y por la observacién 1.13, N

es excéntrico generalizado.



b) De (3.7) se tiene que para cadan € IN

log(n + 1) n+1 z:: log(n+1)];1E’
como ! i ! 1 entonces N € M (L*(0,1))
Y log(n+1) =k b Y

[Nl <e
Por la proposicién 1.1 tenemos que

| Tr,(N)| < e.

Por (3.7) y la observacion 1.8 concluimos que

Try(N) = w ( (ﬁ ;;1 )\k(Ap)> ) .

¢) Como A,, N € S5(L*(0,1)) entonces Q € Sa(L*(0,1)).

[ |
Para 0 < a < 1, en [5] se ha calculado el determinante modificado de Fredholm
D} (u) = dety[] — uA,(c)], obteniendo

DX (u) = e™T,(u), Yue C,

«

donde

r+1 (r+1)(r+2)/2 "

To(u) —1—au+2 7‘+1 TS HC€+ u !

es una funcién entera de orden cero y D? tiene orden 1 y tipo « (apéndice C).
Ademis, A € o(A,(a))\{0} siysolosiT,(A™!) = 0.

Es importante mencionar que el método usado en [5], para calcular

dety(I — pA,), consiste en demostrar que las funciones propias de los
correspondientes autovalores no nulos son analiticas y tienen multiplicidad
geométrica uno. Otro ingrediente importante es notar que h es un vector ciclico
de A, (apéndice A) y finalmente algunas propiedades de operadores compactos
en espacios de Hilbert son usadas. Este método puede usarse para calcular el
determinante modificado de Fredholm, por ejemplo, de A,(a) y A, + (¢ donde

Qr(g) =g, f)h.

Esto nos permite establecer el siguiente resultado:
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Teorema 3.5.
Si0<a<1lyA,(a) = Ny + Qq es la descomposicion de Ringrose de A,(«)

entonces

a) N, € S,(L*0,1)), Vp = 1y en particular Tr,,(N,) = 0, Vw estado singular en

{* invariante por Ds.
b) Q. es Hilbert-Schmidt y no nuclear.

Prueba.

a) Como T,(u) es una funcién entera de orden cero entonces la sucesion
1
(—) tiene exponente de convergencia 7 = 0 (apéndice C), es decir
[An(Ap(@))]
0
D (A ()" < o0, ¥r >0,
n=1

luego N, € S,(L?*(0,1)), Vp > 1. Finalmente por el numeral 2 de la proposicién
1.1, tenemos que Tr, (N, ) = 0, para todo w estado singular en ¢* invariante por
Ds.

b) Como A,(a), N, € S5(L?(0,1)) entonces Q, € S2(L*(0,1)), y como N, es

nuclear entonces (), no lo es.

|
Por la proposicién 3.4 tenemos las desigualdades
su(Ap()) < a Vi [su(Ay) = a™2s,(4,),
asn(Ay) < su(Ap())|Val = a'2s,(4,(a)).
Entonces para cada n > 1 se tiene
al’? < M <a V2, (3.8)
Sn(Ap)
Similarmente se deduce que para cadan > 1
1/2 A 1/2
<9> <M<<é) O<a<f<l (3.9)
ﬁ Sn(Ap(ﬂn Q

Esto nos conduce a nuestro siguiente teorema:
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Teorema 3.6. A, es excéntrico generalizado si y solo si A,(a) es excéntrico

generalizado para algiin o € {0, 1].

Prueba.
De la desigualdad (3.9) se tiene que si A,(«) es regular para algin « € (0, 1], lo es
para todo « € {0, 1].
De la misma forma por (3.8), A,(«) es regular para algiin « € (0, 1] si y solosi 4,
es regular.
Lo anterior nos permite afirmar que A, es irregular si y solo si A,(«) es irregular
para algin « € {0, 1].
Finalmente, como A, y Ap(oz) son no nucleares, la observacion 1.13 concluye la
prueba.

|

Observacion 3.2.
Por lo hecho en la prueba del teorema 3.6 se puede afirmar que si A,(a) es

excéntrico generalizado para algin « € {0, 1] entonces lo es para todo « € {0, 1].

Observacion 3.3.

i) Una sucesién decreciente (a,,) de nimeros positivos, con a; = 1, es llamada
o0

binormalizante si Z a, = oy lim a, = 0.Como A, es no nuclear entonces

n—+ao
n=1

Sn(Ap)
[ o
Theorem 14.1] tenemos el ideal normado simétrico no separable

la sucesion u = < ) es binormalizante [38, p. 141]. Por [38, Ch. III,

> sk(A)

Gy = {AEK(H) | [l = 4] sup § H——f <0
ZSk(Ap)
k=1

con la norma | - [|,,.

ii) Si A, = N + @ es la descomposicién de Ringrose de A, entonces A, € G, y
por la desigualdad de Weyl dada en la pagina 12, [N |, < |A,| < o lo que
nos conduce a concluir que ) € G, esto es, existe un M > 0 tal que para cada

n € IN se cumple
n

Sk(Q) < M i Sk(Ap).

k=1 k=1
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1i1) Por los lemas 1.2y 1.3 y los teoremas 2 y 3 de [79] concluimos que:

A, es excéntrico generalizado < A, es irregular & A, es excéntrico

@(A—p)“'\\u E G, < (Ap) E m\\'l\u.

Todo operador Hilbert-Schmidt, sobre un espacio de Hilbert separable, satisface

para cadan € IN:
nsy(A) < ) si(A) < A[3,
k=1

asi

_ 4]z
Vn

En nuestro contexto si consideramos 0 < o < < 1 entonces para cadan € IN se

sn(A) (3.10)

cumple

< [4p() — A,(B)]l2.
N

Pero, por el ejemplo 1.2, 1a norma |A,(«) — A,(5)]2 se calcula por

I4,(0) = A(D)]: - ( [ () (%)ﬂedl«)

y por las férmulas (3.2), (3.3) y (3.4) llegamos a que

« J( o o 1/2
4y(0)=4,(8)]2 = ((111(%)—7)( +5>—1<a2+52>_2[5 (ﬁ>+___6]) |

sn(Ap() = A,(9))

(3.11)

1/2

2 3 2 2 3

Finalmente en (3.11) tendriamos que

(n(2m) —7)(=42) - 3(a® + 87) — 2[ 22 1 5 o))"
NG .

Si en la desigualdad anterior tomamos, en particular, los valoresde o =0y 3 =1

Sn(Ap(a)_Ap(ﬁ)) <

deducimos que
In(2m)—y l) 1/2

(3.12)

Ahora si
A, =N+Q

es la descomposicion de Ringrose de A,, entonces por la propiedad g) de nimeros

singulares tenemos que

5n+m—1(Ap - N) = Sn-i—m—l(Q) < Sm(Ap) + SH(N)
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Si tomamos m = n + 1 y usamos las desigualdades (3.7) y (3.12)

< 2 3

Ahora si m = n y nuevamente usamos (3.7) y (3.12) entonces

(1n(27r)—'y N l) 1/2
2 3 e
+—

Vn n

In(2m)—y l) 1/2
(&

son-1(Q) <
Asi hemos deducido nuestro teorema:

Teorema 3.7.

Si A, = N + Q es la descomposicion de Ringrose de A, entonces

<1n(27r)7'y B l>1/2
2 3
1) sn(A,) < Tn

2) sp(N) <

Slo

(ln(27r)f'y 1> 1/2

2 3 e
3) sm(@) < n+1 Y
(ln(27r)—’y N l) 1/2
2 3 e
Son—1(Q) < 7n + o

Observacion 3.4.

1) Con un trabajo similar a lo hecho en la prueba del teorema 3.7, se demuestra en

general que para 0 < o < 1 se cumple que

_ (m(2m) —7)§ —5(a?)"”

3

donde A,(a) = N, + @, es la descomposicion de Ringrose de A,(«).
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2) Si0<r B <a<lya=/f+rentonces

1/2 /2
In" (W)
Vn '

En efecto, con estas hipétesis, la proposicion 3.1 nos dice que la funcién

=[] [2o(2)o(2) o (2)

toma los valores O y 1.

Sn(Ap(ﬁ) + Ap(r) - Ap(a)) <

Luego
fla) = f(2),
e integrando respecto a x y 6 se tiene que
« 15} r
Sn(a) = S1n(8) = ZIn(r) = [4,(8) + 4,(r) — Ay(a)},

y por (3.10) tenemos lo deseado.

Un ingrediente importante, para establecer mds propiedades de A, y A,(«) es el

siguiente teorema de aproximacion [18]:

Teorema 3.8 (Miintz).

-1
Sea (\,) una sucesion de niimeros reales diferentes con )\, > — para cada n.

A2

Entonces el conjunto span{z*, 2?2, - -} es denso en L?(0,1) si y solo si la serie

i 2\, + 1
(M, +1)2 +1

n=1

diverge.

En lo que sigue, i denotard la funcién h(z) = x en L*(0, 1).
Basandose en el teorema de Miintz y el lema de Douglas, J. Alcantara-Bode

(comunicacion personal) ha deducido los siguientes tres resultados:

Teorema 3.9.

1
Apla) = Ay(B)VE + a<-,x[g,l]ﬁ>h, 0<a<f<l1 (3.13)
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Prueba.
Por el teorema 3.8, basta verificar la férmula (3.13) en A" con » € IN, donde

h(z) = x. Evaluando la parte derecha de (3.13) se tiene

A (B)VE()(0) + o ( J W (@)X @)ﬁdm) ho)

0

= BAp(ﬂ)(hT(BQ)) + (J " dw) 0

« e R |
:WAP(B)(Q )+?( {g>9
ot 1 69 «a o’
= — | z"d —(1——16 (3.14
o [ (T) (125 )0 o0
La siguiente identidad puede encontrarse en [17, p. 312] y afirma que

1
J p 0 2'dr = o_ MQTH. (3.15)
0 x r r+1

Reemplazando esta identidad en la integral de (3.14) se tiene

artt (@_ g(r+1)(ﬁ9)r+1) +% (1_a_r)9

|2

™

Br+l \ r r+1 gr
af  ((r+1)
= — — 6t =A 0"
TSR (al) = Ayfa)(@)
= Ap(a@)(h")(0).
Concluimos que (3.13) es cierto en A" y por lo tanto en todo L?(0, 1). [

Corolario 3.1.

Para A > 0y Aa, A3 €<0,1] con0 < a < 5 < 1 se cumple la férmula

CAGA00 + G- P (G16)

donde P es la proyeccién ortogonal sobre el subespacio M = {\h, \ € C}.

Ap(@)A(Aa) =

Prueba.

Reemplazando en (3.13) el valor de Aav y A en lugar de o y 3 tenemos la féormula

1
A,(\a) = AP(AB)V%* + A <‘, X[;‘;,l]ﬁ> h.
Si tomamos adjunto a la férmula anterior tenemos
* * 1
Ap(/\oz) = V%AP(AB) + /\Oé<-,h> EX[%’l]’ (3.17)
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y multiplicando (3.13) con (3.17) deducimos que

2 s
A ()43 (00) = A (B)V3 Vs AS9) + 20 (5 . @) P

asi concluimos usando la proposicion 3.4, i7). |

Teorema 3.10. Para 0 < a <1, h € Ran(4,(a)) y Ker(A%(a)) = {0}.

Prueba.

Tomando A = 1 en la férmula (3.16) tenemos que

Aple) A3 a) = SAL(B)AT(B) + 55— )P,
esto implica

(8- )P < A (0)4}(a),
y por el teorema 2.1

Ran(P) < Ran(A4,(«)), 0 < o < 1.

pero como h € Ran(P) entonces h € Ran(A,(«)).
De la identidad (3.15) tenemos

ah  ¢(r+1)

Agla)(hry = 2 = ST

(ah)™! Re(r) > —1.
Como h € Ran(A,(«)) entonces
{h", r e N} c Ran(4,(«a)),
y por el teorema de Miintz, Ran(A,(«)) es denso en L?(0, 1), lo que implica que
Ker(A3(a)) = {0}. [

Observacion 3.5. )

Si tomamos f € L?*(0,1)\ {0} tal que V*(f) = 0y f @dm = 0 entonces
f € Ker(A,(a)), por lo tanto Ker(A,()) # {0}. Esto y el teorema 3.10 nos
dicen que el operador Ap(a), 0 < a < 1, no satisface las condiciones necesarias y

suficientes que se debe imponer a A, para que la hipétesis de Riemann se cumpla.

En lo que sigue, mostraremos mds propiedades del operador A, desde el punto de

vista de trazas singulares. Un aporte de este trabajo de tesis es:

Teorema 3.11. Sea I un ideal geométricamente estable en L*(0,1) y suponga que

A, € 1, entonces 7(A,) = 0, para toda T traza singular no trivial en 1.
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Prueba.
Primera parte
Para que nuestro teorema tenga sentido, primero demostremos que si 7' ¢ S1(H)

entonces la familia

nr = {7 : I, — C/ I, es un ideal geométricamente estable,

T es una traza singular no trivial, 7" € I, y 7(7) = 0}

es no vacia.
En efecto, por la observacion 1.14 ii) existe un operador B excéntrico generalizado

tal que 7' € (B)y < (B). Como T € (B) existe un r tal que

T = Z CiBR;, (Cy)i_1, (Ri)i—, © Z(H).

i=1

Luego

M=

Disi(T) =

k=1

i=1

sk(B) Y IC Ril,
i=1

=
Il

1

)
[+

ke
I

1

entonces B ¢ S'(H).
En la seccién 1.2.2 hemos visto que a B le podemos asociar la terna () =

B, w, (ng)). Asociada a la terna €2 tenemos el funcional tq, definido en (B)™ por
(B, w, (nk)) p

fny, (A)
Ony (B)
que se extiende por linealidad a una traza singular sobre todo el ideal (B) y

to(|B[) = L.

Es claro que el funcional ¢, es acotado en (B) con la norma | - || 5, donde

|Alg = Bl sup § —— ¢

n=1 Z Sk(B)

y por lo tanto admite una extension a (B)H'HB, llamemos a esta extension fg.
Claramente 7, es una traza singular sobre el ideal (B)MB que, por la observacion

3.3, 1), es un ideal normado simétrico y (| B|) = 1, es decir, es no trivial.
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Como el ideal @MB

Por definicién de (B), tenemos que to(7T") = 0. Concluimos entonces que tg, € 77

es normado simétrico entonces es geométricamente estable.

y por lo tanto la familia 1 es no vacia.
Segunda parte

Los operadores
1
BAP(ﬁ)a a, 5 € <O7 1]

son Volterra (J. Alcantara - Bode, Comunicacion personal).

éAp(O‘) -

En efecto, suponga que A # 0, oy € L2(0,1), oy #0y

<éA,,(oz) — %&(5)) P = A,

de forma similar a [3, Theorem 3] se tiene que ¢, es analitica en [0, 1] y puede

extenderse a una funcién entera, luego

Sustituyendo esta serie se tiene

[oe} e}
a ZE =nz_:1)\cnx.

oe]

n=1
Por (3.15)
e (ar ((n+1) 41 cn (BT C(n+1) +1
S e A A ) - 2 = - ——(Ba)" Ay,
nz_:la(n n+1 (az) ) B(n n+1 ) Z "
es asi que

ZC(n—i—l)

e igualando tenemos que para cada n se cumple ¢, = 0, y por lo tanto ¢, = 0, lo

(ﬁn a™ n+172)\cn

n+1

cual es una contradicciéon. Concluimos entonces que el tinico valor en el espectro
de LA, (z) — %Ap(ﬂ) es el cero.
Tercera parte
1
Como A,(a) = =V A, y usando (3.13) para = 1 tenemos
a

1 1
—VEA, — AV = a<.,x[a71]ﬁ> h, 0<a<l, (3.18)
(0%

Como el operador de la derecha de (3.18) es de rango 1, usando la linealidad de 7y
el lema 1.1 tenemos que

1

—7(Va'dp) = 7(A V) = T(ViAp),

o
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luego
T(VZIA,) =0, 0<a<l. (3.19)

Por (3.18) y la proposicion 3.4, iv) para 0 < a < 1 tenemos que

1 1 1
—AP(OZ) — Ap + Ap — EAPV; = <', X[a’l]ﬁ> h, (320)

«

pero como éAp(a) — A, es Volterra, y por hipétesis A, € I, entonces por la

observacion 1.17 tenemos que
1
—A,(a) — A, e Com(]).
Q

Por dltimo, tomando 7 en (3.20) tenemos que

1 1
(S = 4,) 74 = Sra) =0
! «
y por (3.19), concluimos que
T(A,) = 0.
|

Lo hecho en la prueba del teorema 3.11 puede repetirse para el operador A% como

nos lo dice el teorema:

Teorema 3.12. Sea I un ideal geométricamente estable en L?(0,1) y suponga que

A, € 1, entonces T(A;) = 0, para toda T traza singular no trivial en 1.

Prueba.

Tomando adjunto en (3.18) se tiene

* * 1
Aj(a) = Vo AS + a<-,h>X[a,1]E, 0<a<l. (3.21)

Tomando 7 en la formula anterior tenemos

; (éA,’jVa) = r(A3(@) = T(VaA2) = T(A3Va),

luego
1 * *
ET(ApVa) = 1(A3VL),
asi
T(AVL) =0, 0<a <1, (3.22)
y por lo tanto
T(A)(a)) =0, 0<a< 1. (3.23)
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Para 0 < a < 1, sumamos y restamos A7 en (3.21) y se tiene

—_

1 * * * 1 *
EAP(CY) - Ap + Ap — EVQAP + <‘, h> X[a,l]_7

>=

1 1
Como cada aAp(a) — A, es Volterra, es claro que EA’;(a) — A7 es Volterra.
Asi tomando 7 en la identidad anterior y usando la observacién 1.17 concluimos

que
7(Ap) = T(Aj(a)),
y por (3.23)
T(A%) = 0.

p

|
Sien los teoremas 3.11 y 3.12 tomamos, en particular, la traza de Dixmier tenemos

los corolarios:

Corolario 3.2. Si A, € £*(L?(0,1)) entonces A, y A% son Dixmier medibles y

1 4 1 $
lim o S A (A,) = lim o ST A (AZ) = 0.
n—lgloolog(n—kl)l; ) niTmog(nH)l; ldp) =0

Prueba.
Por lo hecho en los teoremas 3.11 y 3.12, A, y A7 son Dixmier medibles y
Tr,(A,) = Tr,(A}) = 0 para todo w estado singular en (* invariante por D.

Finalmente con el teorema 1.13 llegamos a lo requerido. [

Corolario 3.3. Si A, € M, ,,(L*(0,1)) entonces A, y A% son Dixmier medibles y

los limites:
1

lim
n—x log(n + 1 Z:] k log( k +1

Mw

z=1

1

lim [ai] (A7)
n— log(n + 1) £

Mw

M= T

k:log k—i—

z=1

existen uniformemente en o > 1.

Prueba.

Basta usar los teoremas 1.12, 3.12 y 3.11. [ |
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Observacion 3.6.

i) Si I es un ideal geométricamente estable y A, € I entonces por (3.19) y el
teorema 3.11 se tiene que para 0 < o < 1 se cumple que 7(A,(«)) = 0 para

toda 7 traza singular en /.

ii) Si I es un ideal geométricamente estable y A, € I entonces por (3.22) y el
teorema 3.12 se tiene que para 0 < o < 1 se cumple que 7(A%()) = 0 para

toda 7 traza singular en /.

iii) (3.13) es un caso particular de

. 1
“VEAL(B) — A (B)VE = a<-,X[g’1]E>h, O<a<pB<l.

Q
(J. Alcéantara - Bode, comunicacion personal).

iv) De forma similar a lo hecho en la segunda parte del teorema 3.11 se demuestra

que los operadores A,(a + 3) — A,(a) — A,(5), 0 < a + [ < 1 son Volterra.

3.4. Calculo de Tr(A}),n > 2

En [3] aparece una férmula recursiva para evaluar las trazas Tr(A7}), n > 2. Un
trabajo similar puede ser hecho para calcular Tr(A}(a)), n > 2,0 < o < 1. El
proceso para A, es el siguiente:

Por el teorema 1.20 se tiene

Te(A2) = JJ () dxd&-fo <) ~dwdf — 1
)

Tr(A2) = 2f01 % [9 - @021 do — 1.

por (3.15)

Por lo tanto

¢(2)
Tr(A%) =1— = (3.24)
Para todo A € C se cumple
deto(1 — \A,) = e*T(N), (3.25)
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donde

_ _ an@ 1 ( ) n+1
T(\) =1 )\+Z + )(n+1>)\ . (3.26)

Ademads, por la observacién 1.16, se tiene para A suficientemente pequeio

det)y( — )\A ks
— A”Jrl 3.27

Si reemplazamos (3.26) en (3.27) tenemos

T’ C-
1+ Z An—i—l
n=1
lo que implica
e¢]
T'(A) = T(A)(=1 = Y Tr(AzTHA")
n=1

Reemplazando (3.26) se tiene

o0 o0 o0
Z n+ 1)ap N = (Z an)\”> <Z bn)\n> ,
n=0

n=0 n=0
donde
—1 , n=20
b, =
~Te(ATY)  n>1
y
1 , no=
an = -1 , n=1

s TISCe+1)  n>2

nln
Usando la férmula del producto de Cauchy para series tenemos

n

(n+ 1ap = Z 1D

k=0
n—1
= —a,— Z Ap Tr(A];H) — Tr(A*).
k=1
Finalmente para n > 2 tenemos
n—1
Tr(AP) = —(n+ Daner — an — . any Tr(AST) (3.28)

k=1

La férmula (3.28), es una férmula recursiva que permite evaluar todas las trazas

Tr(A7}), n > 2. Por ejemplo para n = 3 y usando (3.24) se tiene

1

~((2)¢(3),

Tr(A%) =1 — %g@) + 6
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y en general Tr(A7) para n > 2 es un polinomio en ¢(2),¢(3),---,¢(n) con
coeficientes racionales.
Para el caso de A,(«), todo lo hecho anteriormente puede repetirse. En resumen:

Para 0 < a < 1 se cumple

dety(1 — AA, () = e* T, (N), (3.29)
donde
n+1 (n+1)(n+2)/2 7 +1
A)=1—al+ C+ 1N
Ta() “ nZ:l (n+1D!(n+1) HC
De forma similar al cdlculo hecho para Tr(A?) se demuestra que:
2
Tr(A2(a)) = o — %ofi. (3.30)

Por (3.29) y lo hecho en el célculo de Tr(A7), se demuestra la siguiente formula
recursiva:

Para n > 2 se tiene

n—1
Tr(Ar (@) = —(n+ Dlhyr — oy = > Ty Tr(A5(a),
k=1
donde
1 , n=20
Fn(Oé) = — , N= 1 .

Mﬂ? 11§<g+1) =2

Terminamos esta seccion con una pequefa resefia historica de los valores de la
funcidn zeta de Riemann en los enteros positivos.

La pregunta sobre los valores de la funcion zeta de Riemann en los enteros positivos
tiene su origen en el siglo XVII. El primer gran resultado fue establecido por Euler,
quien demostr6 las féormulas:

2 m 0

(@) =5 ) =55 <6) =gz

De forma general demostré que:

(_1)n+lB2n(2ﬂ.)2n

Clon) = g

donde B,, denota el n-ésimo nimero de Bernoulli. Esta féormula combinada con los

resultados de Lindemann demuestra la trascendencia de los valores ((2n), n € Z™*.
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A pesar de que se tiene buena informacion de la estructura de los valores de la
funcién zeta de Riemann en los enteros positivos pares, muy poca es conocida
para los valores ((2n + 1), n € Z*. Se espera que estos valores sean nimeros
trascendentes, pero al parecer estd lejos de ser resuelto. Sin embargo, se tiene la

siguiente informacion:
= ((3) esirracional (R. Apéry [9]).

» Una cantidad infinita de los nimeros ((3), ((5), {(7), - - - son irracionales (T.
Rivoal [74]).

= Al menos uno de los cuatro ndmeros ((5), (7), €(9), ((11) es irracional (W.
Zudilin [87], [88]).

» Cada conjunto ((s+2),((s+4), -, ((8s—3), ((8s—1),con s > 1 impar,

contiene al menos un nimero irracional (W. Zudilin [89]).

3.5. Una construccion de una familia de isometrias

parciales

Sabemos que, por la observacion 2.3, la composicidon de isometrias parciales, en
general, no es una isometria parcial. El obtener una familia de isometrias parciales
cuya composicién de elementos lo sea, es un resultado no trivial. Veamos esto:

Por el teorema 3.10, i € Ran(A,(«)), 0 < a < 1, luego existe g € L*(0, 1) tal que
Ap(a)g = h. (3.31)

Como el conjunto de soluciones g en (3.31) es convexo y cerrado, existe una tnica
solucion de minima norma, llamemosla g,,.

Para 0 < a < 1, J. Alcantara-Bode ha definido la familia de operadores

Apa) = Ay(@) = [gal 7 ¢, ga) by

Puede probarse que Ker(flj(a)) — {0}, h ¢ Ran(A,(a)). (J. Alcantara-Bode,
comunicacion personal)
El siguiente teorema muestra la existencia de una familia de isometrias parciales

con propiedades bastante particulares.
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Teorema 3.13. Existe una familia (Unp)o<a p<1 de isometrias parciales, donde
cada U,p tiene como espacio inicial Ran(zzl\;(oz)) y espacio final Ran(ﬁ;‘;(ﬂ)), tal
que

Usy = UsyUnp, 0 <, 7, B <1

Prueba.

Para 0 < a, 8 < 1, el corolario 3.1 nos dice que

a)

* % O./(l B
Ap(oz)Ap(oz) = aA, A7 + TP’

)
3

Ap(B)AZ(ﬁ) = BAPA: + P.

Igualando la expresién A, A7 tenemos

o A () A%(a) — %(1 —a)P = AL (B)A%(B) - %(1 _BP. 33

Un simple reemplazo de A:(oz) permite deducir que
A A 1 — *
Ap(@)A5(@) + 2lgal 7P = Ay(a) A7 (a). (3.33)

Reemplazando (3.33) en (3.32) obtenemos

a 'A (@) Ax(a) + AP = BTIA(B)AX(B), (3.34)
donde
Mg = 2 gal 2 = 57 MgsI ™ + S(a— ) (3.35)
*f = 3 o 3 A 3 ' '

Si Ao g > 0,de (3.34) y el teorema 2.1 tenemos que

Ran(P) = Ran(4,(3)),

~

lo que implica que i € Ran(A,(f3)), lo cual es una contradiccion. Si A, g < Ollevaa
la misma conclusién. Por lo tanto A\, g = 0 para todo «, 5 €]0, 1[. Toda esta primera
parte de la prueba estd basada en apuntes de J. Alcantara-Bode (comunicacién

personal). Asi para 0 < o, 5,7 < 1y (3.34) tenemos que

~ ~ ~

a ' A () A%(a) = BT AL (B)A%(B) = v A, (1) A% (v).

Entonces, por el corolario 2.1, existen isometrias parciales U,g, Ugy, Uyy con

espacios finales Ran(;l; (8)), Ranzzl\; (7)) y Ranfl;(’y) respectivamente, y espacios
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iniciales Ran(flz (@), Ranfl; (B)y Ranfl; (o) respectivamente tales que
“Au(e) = = A(8),
- = (07 = 7= aps
Va e e
1 - 1 -
= A,(8) = —A,(1)Us,,
\/B P( ) ﬁ P(’Y) By
1 - 1 -
—A (o) = —A U,
\/& P( ) ﬁ p(f}/) 2
De (3.36), (3.37) y (3.38) se tiene
1 - 1 -~ 1 -~
\/_EA”W) = \ﬁAp(V)UBanB = \—ﬁAP(v)Um

~

De (3.39) tenemos 2 descomposiciones para \/LaAp(a), pero como

Ran(Up,Uss) = Ran(Us,) = Ran(A%(7)),
Ran(U,,) = Ranﬁ;(v)

entonces por la unicidad del lema de Douglas concluimos que

Ucw = Uﬂanﬁ .

Observacion 3.7.

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.40) es una relacidén de tipo cociclo multiplicativo [50, Ch. 6], [40, Ch. 5].

Ejemplos de cociclos pueden encontrarse en [50, Section 6.2], y sus aplicaciones en

[41, 42, 43, 44, 45, 46]. Isometrias parciales en el contexto de C*-dlgebras puede

encontrarse en [93, Ch. 12].

Corolario 3.4.

a) Uaazpm,0<a<1.

b) U;’;ﬁ =Ua, 0 <, B < 1.
Prueba.

a) Sien (3.40) hacemos o = y tenemos

Uaa = UﬁaUaﬁ, 0< Oz,ﬂ < 1,
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luego
UsaUaa = UjaUpaUag,

pero como, por teorema 2.2, Uz Us, es una proyeccion ortogonal sobre
Ran(ﬁ;(ﬂ)) entonces
UsaUaa = Uap. (3.41)

Finalmente, si en (3.41) hacemos o = (3 llegamos a
Uoza = U(;kaUaom

y nuevamente por el teorema 2.2, U,, es la proyeccion ortogonal sobre
Ran(A%(a)).

b) Tomando adjunto en (3.41) se tiene
Uss = UaaUpa
y por la parte a) concluimos que

o = Upa

Observacion 3.8 (J. Alcantara-Bode, comunicacién personal).

De (3.35) se deduce que
lgalP = (C—a) 0<a<1
para alguna constante C' > 1. Ademads se cumple:

1) Sila hipdtesis de Riemann es falsa se tiene

C=1+]gl™

2) La hipétesis de Riemann es verdad siy solo si C' = 1.
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Conclusiones

1y

2)

3)

4)

5)

6)

Si bien es cierto no se conoce si A, € M (L?*(0,1)), el teorema 3.4 nos
permite afirmar que existe un operador Volterra () tal que A, — () es excéntrico

generalizado y pertenece a M o, (L?(0,1)).

Con las funciones dadas en la proposicion 3.1, tenemos una forma alternativa de
deducir las ecuaciones funcionales dadas en [7]. Esto también permiti6 calcular
una estimativa para la sucesion de numeros singulares del operador

A,(B)+ Ap(r) —Ayla)con0 < f<a<lya=p+r.

El teorema 3.11 calcula todas las trazas singulares de A, sobre los ideales

geométricamente estables que lo contienen.

Por el teorema 3.8 y la identidad (3.15), la funcién h(z) = z es un vector
ciclico para A,. Esto nos dice que Ran(A,) es denso en L*(0,1) y como A,
es compacto, Ran(A,) no es cerrado. Por lo tanto el problema de verificar la
condicién h € Ran(A,) estd mal propuesto “ill posed problem” en el sentido de

Hadamard (apéndice D).

Tanto el determinante de Fredholm de A, como de A,(c) permitié demostrar

féormulas recursivas para el célculo de las trazas de sus potencias.

El estudio de la soluciéon de minima norma de la ecuacién (3.31) brinda otro

enfoque para estudiar la hip6tesis de Riemann.
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Apéndice A: Operadores compactos

Sea H un espacio de Hilbert. Sea T € £ (H ), un punto A € C es llamado punto
regular de 7" si A\I — T es invertible, donde /(z) = x es el operador identidad. El
conjunto p(7') de puntos regulares de 7" es llamado el conjunto resolvente de 7.
El espectro o(T") de T es el complemento de p(T"). A cada operador T' € Z(H)
le corresponde un dnico operador 7% € #(H), llamado adjunto de 7', tal que

(Tz,y)y = {x,T*y) paratodo z,y € H. Un operador T € .Z(H) es llamado
i) autoadjunto sil' = T,

ii) unitario si 77* = T*T = I, donde I(z) = x,

iii) positivosi 7 =T*y(Tx,z) > 0 paratodo x € H,

iv) compacto si para toda sucesién (x,) acotada en H, (7'(z,)) tiene una

subsucesion convergente en .
v) cuasinilpotente si o(7") = {0}.

Un subconjunto M de H es llamado total en H si no existe un x € H no nulo tal
que {z,y) = 0 para todo y € M.

Es conocido que todo operador positivo 7' € .Z( H) admite una tnica raiz cuadrada,
es decir existe un tnico operador positivo S € Z(H) tal que S? = T..

Sea T € ZX(H)y x € H. Decimos que = es un vector ciclico para 7' si

span{T™(z); n=0,1,2,---} = H. Si K(H) denota el espacio de operadores
compactos en H entonces K (H) # Z(H) siy solo si dimH = oo, ya que el
operador identidad I no es compacto. Ademds, si 7' € K (H) y Ran(T) es cerrado,
se sigue del teorema de la aplicacion abierta que dim(Ran(7")) < co.

SeaT € K(H)y o(T) su espectro, entonces todo i € o(7)\{0} es un autovalor
o valor propio, esto es Ker (uI — T') # {0}, y todo elemento de Ker (1] — T')\{0}

es llamado un autovector de 7' correspondiente al autovalor u, en este caso

80



el nimero m, = dim (Ker(u/ — T')) es finito y es llamado la multiplicidad
geométrica del autovalor y. Para tal y, el nimero p, = dim (|J;_, Ker(ul — T)*)
es también finito y es por definicion la multiplicidad algebraica de ;. Obviamente
pu = my, pero para operadores compactos normales p, = m,. La desigualdad

0
pu > my, se cumple si y solo si U Ker (ul — T)* # Ker(ul — T); en este

k=1
o9

caso los elementos de U Ker(pul — T)"\Ker(uI — T)) son llamados autovectores
k=1
generalizados de 7" asociados al autovalor i. Obviamente f € H es un autovector

generalizado de T correspondiente al autovalor v € o(T)\{0} si y solo si existe un
¢ e IN\{1} tal que

(T—ul)'(f) =0 y (T = uD)""(f) # 0.

Si (X, F') es un espacio de Banach ordenado con int(F') # @y T € K(X) es
un operador fuertemente positivo, es decir, 7(F\{0}) < int(F'). El teorema de

Krein-Rutman [21] afirma que:

i) El radio espectral r(7") > 0 es un autovalor simple, es decir, su multiplicidad

algebraica y geométrica es uno, con autovector f € int(F').
1) Ningun otro autovalor de 7' tiene un autovector positivo.
iii) Paracada A € o(T)\{r(t)}, se cumple |A\| < r(T).

Sea H un espacio de Hilbert separable y 7" € K(H). Sea ¢ = (e,)_, una base
o0

ortonormal de H. Decimos que ¢ € Dom(trT') si la serie 2 (Te,, e, ) converge.

n=1
o0
En este caso, denotamos el nimero complejo Z (Tey, e, por try(T). Por lo tanto,
n=1

tr,(7") es una funcion con dominio Dom(tr T") y valores en el plano complejo. La
imagen de Tr 7" serd denotada por R(tr T"). En [13], A. Ben-Artzi prueba el siguiente
teorema conjeturado por 1. Gohberg:

SeaT € K(H)conDom(trT) # . Entonces R(trT") es un punto o una linea recta
en el plano complejo o todo el plano complejo. Ademds, R(trT') es una linea recta
siy solo si 7" puede representarse de la forma 7" = A\A + R, donde R es un operador
de clase traza, A es un nimero complejo no nulo y A es un operador autoadjunto

donde ni su parte positiva ni su parte negativa es de clase traza.
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Apéndice B: Ecuaciones integrales de
Fredholm

El material contenido en esta seccion puede encontrarse en [53] y [66].

Una ecuacion integral de Fredholm de segundo tipo es una ecuacion de la forma

o) = f(x) + A f Nz, 9)o(y)dy, (3.42)

donde f(x) es una funcién dada, definida en todo punto z del conjunto acotado (2,
N(z,y) es una funcién dada, definida para todo par de puntos z e y del conjunto €2,
y ©(x) es una funcién desconocida en .

Fredholm demostré que la serie

S (—A)P S1,82," " ,Sp
D\) =1+ )] JJN dsydsy - - ds,
=1 P Q Q

S$1,82, ", Sp

converge para todo valor del pardmetro A\, si N(x,y) es acotada y Riemann

integrable, donde

N(%;Zh) N($17y2) N(xhyn)

N <$1 Ty - xn) — det N(x27y1) N(anyQ) N(x27yn)
Y Y2 - Yn : : :

| N(zn,y1) N(zn,y2) - N(2n,yn) |

Bajo la hipétesis que f(z) y N(z,y) sean Riemann integrables y D(\) # 0, la

ecuacion 3.42 tiene una unica solucion, la cual es de la forma

o(x) = f(x) + A J Ry, \) f (y)dy.

donde
D(z,y,\)

R(x,y, /\) = D()\)
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DO ()P
D(:v>w)=N(x,y)+Z< al JJN< T % )d31~~-dsp
p=1 Q Q

|
p: y7817527”'78p

Si consideramos la ecuacién homogénea

p(r) = A L N(z,y)e(y)dy (3.43)

con D(A) # 0 entonces ¢(x) = 0 en §2. Es asi que Fredholm se enfocé en buscar
soluciones no triviales de (3.43).

Para esto, consideremos ) un cero de D(\) con multiplicidad ¢, es decir,
D(Xo) =0, D™ () =0, DW(X) #0, n=1,2,--- ,¢— 1.
Fredholm demuestra que la ecuacién homogénea

p(r) = Ao L N(z,y)p(y)dy

tiene al menos una, y a lo mas ¢, soluciones linealmente independientes

T1,T2,  yTj—1,T,Ljy1, " ,Tn
Soi(x):Dn ‘)‘0
yl’..- o .. o .. ... ... ...yn
coni=1,2--- n,1<n<qy

XL1,T2, ,Tn XL1,To, + ,Tn
Dn 1 2 |)\ :N 1 2
Y1, 92, Yn Y,Y2," ,Yn

ee}
—\)P T1,T2, Ty, 81, , S
+Z( ') JJN b ! P dsy---dsp.
p: Q Q Y1, 92, ,YnyS1,° 0 5 Sp

p=1

Ademas cualquier solucién de (3.43) es combinacion lineal de estas soluciones. El

L1, T2, ,Tn
Dﬂ( 1T |A>
Y,Y2, " yYn

es llamado el menor de Fredholm de orden n relativo al nicleo N (z,y).

namero
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Apéndice C: Orden y tipo de una

funcion entera

Sea f : C — C una funcién entera y M(r) definido por

My(r) = max|f(2)].

|2|=r
Por [56, Lemma 4] tenemos que si f es entera 'y |f(0)| = 1 entonces para todo
r > 0 se tiene que ns(r) < In(M/(er)), donde ns(r) denota el nimero de ceros de
fenelcirculo {z / |z| <r}.
El orden p de una funcion entera f esta dada por
77— In(In(M(r)))

~1
PR ()

y el tipo o de una funcion entera f con orden p esta definida como sigue

Sea (a,) una sucesion de ndmeros complejos tal que para cada n, a, # O,
lan| < |aps1|y lim, o0 a, = o0.

La mayor cota inferior de los nimeros A > 0 para el cual la serie

i 1
n=1 |6Ln|)‘

converge, es llamado el exponente de convergencia de la sucesion (a,,). Si la serie

diverge para todo A > 0, decimos que el exponente de convergencia de la sucesion
(ay) es infinito.

Por ejemplo los exponentes de convergencia de las sucesiones (") y (n'/7) y
In(n + 1) son 0, 7 y oo respectivamente.

Por [57, Theorem 10.4] se puede afirmar que:

sea f una funcién entera de orden finito p con ceros no nulos ay, as, -« , ay, - -
tal que para cada n, |a,| < |ay.1| y lim,, o a, = o0. Si (a,) tiene exponente de

convergencia 7 entonces 7 < p.
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Apéndice D: Problemas mal

propuestos

Sea A un operador de un espacio topoldgico () a un espacio topoldgico F'. Para

cualquier espacio topoldgico (), sea V' (¢) una vecindad de un elemento ¢ € Q.

Definicion 3.1 (Problema bien propuesto en el sentido de Hadamard). El problema

Aq = f se dice bien propuesto si se cumplen las siguientes tres condiciones:

1) Para cada f € I existe una solucién ¢, € () de la ecuaciéon Ag = f, es decir,

Ran(A) = F (condicion de existencia);
2) la solucién ¢, de la ecuacion Aq = f es tnica (condicion de unicidad);

3) para cualquier vecindad V' (¢.) < @ de la solucién ¢, de la ecuaciéon Aq = f,
existe una vecindad V' (f) < F de f tal que para todo f5 € V(f) el elemento
A~ fs = g5 pertenece a la vecindad V' (q. ), es decir, el operador A~ es continuo

(condicion de estabilidad).

Definicion 3.2. El problema Aq = f se dice mal propuesto, si alguna de sus tres

condiciones anteriores no se satisface.
Ejemplos
1) Considere la ecuacion Volterra de segundo tipo

(@) = 9(0) + | plaDat)d, ve 0.7) (.44)
0

donde ¢(z) se debe buscar.

Sige Cl0,T]yp(x,t) e C (0 <t <z <T), entonces el problema (3.44)
estd bien propuesto en C[0, T'] (54, Theorem 4.2.1).
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2)

3)

Considere el problema de resolver una ecuacion integral de Fredholm de primer
tipo

b
f k(z, 8)q(s)ds = f(z),c <z < d, (3.45)

donde el nicleo k(x, s) y la funcién f(z) son dadas y se busca la funcién ¢(s).

Se asume que f € Cle,d], ¢ € Cla,b], y k(x,s), k.(x,s), y ks(z,s) son
continuas en el rectdngulo ¢ < x < d, a < s < b. El problema de resolver
la ecuacién estd mal propuesto ya que las soluciones podrian no existir para
algunas funciones f € C|e¢,d]. Por ejemplo, si tomamos una funcién f(z)
que es continua pero no diferenciable en [c, d]. Con tal funcién, la ecuacién no
puede tener una solucién continua ¢(s) ya que las condiciones del nicleo k(z, s)
implican que la integral en la izquierda de (3.45) es diferenciable respecto al

pardmetro z para cualquier funcién continua ¢(s).

La ecuacién (3.45) no satisface la condicién de estabilidad de soluciones. Para

ello, considere la sucesidén de funciones
¢n(s) = q(s) + nsen(n?s), n=0,1,2,---

sustituyendo ¢, (s) en (3.45) obtenemos

b
fuls) = f (e, 8)qa(s)ds

a
b

= f(z)+ J k(x,s) nsen (n’s)ds.

a

Como .
fule) = @) < =,

donde C' es una constante que no depende de n, tenemos
C
an - fHC[C,d] < E7 n = 07 1727 e
Por otra parte

|gn — (J||C[a,b] — 400, n — +00.

Considere el problema de determinar una funcién de dos varibales ¢(x; y) de la
integral de esta funcidn sobre una coleccion de circulos cuyos centros pertenecen

a una recta fija.

Asumamos que ¢(z,y) es continua para todo (x,y) € R? Consideremos una

coleccion de circulos cuyos centros pertenecen a una recta fija, por ejemplo, la
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recta y = 0. Sea L(a,7) el circulo (z — a)? + y? = r?, el cual pertenece a esta

coleccién. Se quiere determinar ¢(z, y) para una funcion dada f(z,r) tal que

\f g, 7)dE = f(z,7), (3.46)
L(z,r)

y f(z,r) esta definida para todo x € (—o0, +00) y r > 0.

La solucion de este problema no es unico en la clase de funciones continuas,

ya que para cualquier funcion continua g(x,y) con §(x,y) = —q(x,—y) las

f q(n, 7)dl
L(z,r)

se anulan para todo x € Ry r > 0. Para esto basta usar el cambio n = x+7 cos @,

integrales

7 = rsenf, con d € [0, 27].

Asi, si g(x, y) es una solucién del problema (3.46) y ¢(z, y) es cualquier solucién
continua tal que §(x,y) = —¢(z, —y), entonces q(z,y) + ¢(z,y) es también una
solucién de (3.46).

Existen modelos que pueden formularse como ecuaciones integrales de Fredholm

de primer tipo [47], entre los cuales podemos enunciar:

1y

2)

Un problema gravitacional

El problema de distribuir una masa en un anillo circular de radio % centrado en
el origen con densidad ¢ = ¢(f), donde 6 es el angulo polar, puede formularse
de la siguiente forma

T 2 —cos(p—0)
7J0 (5 —4cos(p —0))

5 1(0)d6 = (p).

donde ~ es la constante de gravedad universal y en los puntos del circulo
concéntrico de radio 1, en el mismo plano, la componente de fuerza gravitacional

f = f(p), ¢ es el dangulo polar, apunta hacia el centro del anillo.

Paleoclimatologia

Un problema bastante estudiado en paleoclimatologia es referente a la
reconstruccién del historial de la temperatura de la superficie de la tierra,
tomando las medidas de la temperatura de un pozo en el tiempo presente.
En este modelo asumamos que el pozo estd en una tierra homogénea semi

infinita (la direccion z positiva se extiende hacia abajo de la superficie) con
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constante térmica de difusividad 1. El problema de determinar la desviacion de
la temperatura de un nivel de referencia u(z,7) = f(z), z = 0, donde se ha
medido la temperatura en el tiempo presente 7', consiste en encontrar el historial
de la temperatura de la superficie h(t) = u(0,t) en el tiempo pasado t < T,y

puede formularse por la ecuacion

= J T exp <_E) o(r)dr = f(2),

donde ¢(7) = h(T — 7) es la temperatura de la superficie en el tiempo 7 < 7.

Los fundadores de la teoria de problemas mal propuestos son A.N. Tikhonov,
V.K. Ivanov y M.M. Lavrentiev. El método usado por Tikhonov es la base para
la teoria de problemas condicionalmente bien propuestos y para construir una
variedad de algoritmos numéricos efectivos para resolverlos. El concepto de cuasi
solucion introducida por Ivanov, generaliza el concepto de una solucidn, todas
las condiciones para que el problema sea bien propuesto son restauradas pasando
a cuasi soluciones, y brinda nuevos algoritmos para la solucién aproximada de
problemas mal propuestos. Finalmente, el método de Lavrentiev es usado para
construir algoritmos numéricos para resolver una amplia clase de sistemas de

ecuaciones algebraicas, ecuaciones integrales lineales y no lineales de primer tipo.
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