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Resumen
Alfredo Sotelo Pejerrey

Doctorado en Matemática

La Hipótesis de Riemann como problema de Análisis Funcional

J. Alcántara-Bode demuestra en [3] que la Hipótesis de Riemann es verdad si y sólo

si el operador integral en L2p0, 1q, pAρfqpθq “
ş
1

0
ρ
`
θ
x

˘
fpxqdx es inyectivo, donde

ρ es la función parte fraccionaria. El operador Aρ es Hilbert-Schmidt, no nuclear y

se conoce su determinante de Fredholm.

En el presente trabajo de tesis, varias herramientas del análisis funcional son usadas

para obtener información adicional no trivial de los operadores Aρ y Aρpαq, donde

pAρpαqfqpθq “
ş
1

0
ρ
`
αθ
x

˘
fpxqdx.

Usando el teorema de descomposición de Ringrose de Aρ y Aρpαq, brindamos

información espectral de sus partes normales y Volterras, ası́ como una estimativa

de sus números singulares.

Basados en el teorema de Müntz, se demuestran fórmulas que involucran a los

operadores Aρpαq y Aρpβq, aplicamos el lema de Douglas para establecer que

h P Ran pAρpαqq y KerpA˚
ρpαqq “ t0u, para todo 0 ă α ă 1 y hpxq “ x.

Situado en el contexto de trazas singulares, demostramos que si Aρ pertenece a

algún ideal geométricamente estable I de L2p0, 1q, entonces τpAρq “ 0 para toda τ

traza singular no trivial en I . Esto fue posible gracias a los resultados de N . Kalton,

A. Albeverio, D. Guido, T. Isola y el hecho que los operadores 1

α
Aρpαq ´ 1

β
Aρpβq

son Volterra.

Finalmente, fórmulas inductivas son presentadas para calcular las trazas de las

potencias de Aρ y Aρpαq, ası́ como la construcción de una familia de isometrı́as



parciales con propiedades muy particulares.

Palabras claves: Hipótesis de Riemann, lema de Douglas, operador Volterra,

determinante modificado de Fredholm, números singulares, traza singular.



Abstract

J. Alcántara-Bode shows in [3] that the Riemann hypothesis is true if and only if

the integral operator on L2p0, 1q, pAρfqpθq “
ş
1

0
ρ
`
θ
x

˘
fpxqdx is injective, where ρ

is the fractional part function. The operator Aρ is non-nuclear Hilbert-Schmidt and

its Fredholm determinant is known.

In the present thesis work, several tools of functional analysis are used

to obtain non-trivial additional information of the operators Aρ and Aρpαq,

where pAρpαqfqpθq “
ş
1

0
ρ
`
αθ
x

˘
fpxqdx.

Using the Ringrose decomposition of Aρ and Aρpαq, we give spectral information

of their normal and Volterra parts, as well as an estimate of their singular numbers.

Based on the Muntz’s theorem, we show formulas between the operators Aρ

and Aρpαq, we apply the Douglas lemma to show that h P RanpAρpαqq and

KerpA˚
ρpαqq “ t0u, for all 0 ă α ă 1.

In the context of singular traces, we show that if Aρ belongs to a geometrically

stable ideal I of L2p0, 1q, then τpAρq “ 0 for every singular trace τ on I . This was

possible thanks to the results of N . Kalton, A. Albeverio, D. Guido, T. Isola and the

fact that the operators 1

α
Aρpαq ´ 1

β
Aρpβq are Volterra.

Finally, inductive formulas are presented to calculate the traces of the powers of Aρ

and Aρpαq, we also construct a family of partial isometries with special properties.

Key words: Riemann hypothesis, Douglas lemma, Volterra operator, modified

Fredholm determinant, singular numbers, singular trace.
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3.3. La hipótesis de Riemann como problema de análisis funcional . . . 56

3.4. Cálculo de TrpAn
ρq, n ě 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3.5. Una construcción de una familia de isometrı́as parciales . . . . . . . 75

Conclusiones 79
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Introducción

La función zeta de Riemann es una función de variable compleja s definida en el

semiplano ts “ σ ` it, σ ą 1, t P Ru por la serie absolutamente convergente

ζpsq “
8ÿ

n“1

1

ns
.

B. Riemann demostró que esta función puede ser prolongada analı́ticamente a todo

el plano complejo, excepto en s “ 1, donde tiene un polo simple con residuo 1, y

satisface la ecuación funcional

ζpsq “ 2p2πqs´1Γp1 ´ sqsen
´πs
2

¯
ζp1 ´ sq,

donde Γpsq denota la función Gamma.

La ecuación funcional nos dice que para s “ ´2, ´4, ´6, ¨ ¨ ¨ se tiene que

ζpsq “ 0, esto es, todo entero par negativo es un cero de la función zeta de Riemann

llamado cero trivial. Todos los otros puntos complejos donde ζpsq se anula son

llamados ceros no triviales de la función zeta de Riemann y su importancia radica

en la distribución de los números primos. La conexión entre los ceros no triviales de

la función zeta de Riemann y la distribución de los números primos fue observada

por Riemann en su artı́culo de 1859. Es en este artı́culo que Riemann propuso la

conocida hipótesis:

“La parte real de todo cero no trivial de la función zeta de Riemann es 1/2”.

La hipótesis de Riemann ha sido reformulada de diversas formas, entre las cuales

podemos destacar:

Criterio de Nyman-Beurling [17]

Sea ρpxq “ x ´ rxs, x P R, rxs P Z, rxs ď x ă rxs ` 1 y

1



M “
#
f : fpxq “

Nÿ

k“1

akρ

ˆ
θk

x

˙
,

Nÿ

k“1

akθk “ 0, 0 ă θk ď 1,

ak P C, 1 ď k ď N, N P N

+

Para 1 ă p ă 8, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) M “ Lpp0, 1q;

b) ζpsq ‰ 0, Repsq ą 1

p
;

c) 1 P M .

Sea

ραpxq “
”α
x

ı
´ α

”1
x

ı
, 0 ă α ď 1,

entonces por el criterio de Nyman-Beurling, la hipótesis de Riemann es verdad si y

solo si 1 P spantραpxq, 0 ă α ď 1u, en L2p0, 1q.

Una generalización del criterio de Nyman-Beurling es dada por J. Yang y afirma

que:

Criterio de J. Yang [85]

La hipótesis de Riemann es verdad si y solo si χpa,bq P spantραpxq, 0 ă α ď 1u
para algún 0 ď a ă b ď 1.

Si ahora consideramos el espacio

B “ span
 
ρ1{npxq, n P N

(
,

entonces

B Ă spantραpxq, 0 ă α ď 1u.

Autores como L. Báez-Duarte, M. Balazard, É. Saias, J.B. Conrey, B. Landreu. J.

Lee, N. Nikolski y V.I. Vasyunin conjeturaron que la condición

1 P spantραpxq, 0 ă α ď 1u

puede ser sustituida por

1 P B.

Báez-Duarte logró demostrar la conjetura y ası́ tenemos el siguiente criterio.

Criterio de Báez-Duarte [10]

La hipótesis de Riemann es verdad si y sólo si 1 P B.
Este último enfoque, permitió reformular la Hipótesis de Riemann de la siguiente

forma:

2



Criterio de B. Bagchi [12]

Sea el espacio de Hilbert

H “
#

panq Ă C :

8ÿ

n“1

|an|2
npn ` 1q ă 8

+

con el producto interno

xpanq, pbnqy “
8ÿ

n“1

anbn

npn ` 1q ă 8.

Para l “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ sea βl P H la sucesión

βl “
´
ρ
´n
l

¯¯
.

Sea además, β “ p1, 1, 1, ¨ ¨ ¨ q P H , entonces la hipótesis de Riemann se cumple si

y solo si β P spantβl, l P Nu.
Motivados en el criterio de Nyman-Beurling, V.I. Vasyunin [81] introdujo

sucesiones especiales de funciones en B que toman valores solo en el conjunto

t0, 1u y que convergen puntualmente a 1. Por ejemplo, la sucesión

ϕn “
nÿ

k“1

ckfk,

donde

cn “

$
’&
’%

1 , n “ 1

1 ´
n´1ÿ

k“1

ckfkpnq , n ą 1

y

fnpxq “
”x
n

ı
´ 2

” x
2n

ı

converge puntualmente a 1. Sin embargo, Báez-Duarte demostró que la sucesión

pϕnq diverge en L2pp1,`8q, dx
x2 q. Al parecer, las otras sucesiones construidas por

Vasyunin podrı́an diverger, pero aún es un problema abierto.

El último criterio que enunciamos, basado en el criterio de Nyman-Beurling, es el

criterio de J. Alcántara-Bode:

Criterio de J. Alcántara-Bode [3]

La hipótesis de Riemann es verdad si y solo si el operador integral definido en

L2p0, 1q por

pAρfqpθq “
ż

1

0

ρ

ˆ
θ

x

˙
fpxqdx

3



es inyectivo, o si y solo si h R RanpAρq, con hpxq “ x.

La presente tesis, está centrada en este último enfoque y estudia exhaustivamente

diferentes propiedades del operador Aρ usando herramientas del análisis funcional.

El primer capı́tulo de este trabajo de tesis se centra en el estudio de trazas,

determinantes y el subespacio conmutador de un ideal. Inicialmente, los funcionales

traza y determinante sobre operadores de rango finito son estudiados para luego

definir la traza usual y el determinante de operadores de clase traza. A continuación,

se estudia la traza de Dixmier como ejemplo de traza singular. Este funcional no es

extensión de la traza usual y sus aplicaciones son dadas en el libro de A. Connes

[26]. El problema de la existencia de trazas singulares que son no triviales en

un operador compacto T , es decir, sobre el ideal generado por T es un trabajo

difı́cil. Este problema ha sido estudiado por J. Varga [79] y ha sido resuelto por

A. Albeverio et al. [2], todo esto nos llevará a estudiar los operadores irregulares,

excéntricos y excéntricos generalizados. Una breve discusión del determinante

modificado de Fredholm es estudiado en esta sección, culminando con la fórmula

de Plemelj-Smithies; esta fórmula permite calcular el determinante modificado de

Fredholm de un operador Hilbert-Schmidt a partir de sus trazas.

Sea I un ideal bilátero del álgebra de operadores lineales y acotados sobre un

espacio de Hilbert complejo. Es conocido que si τ es un funcional lineal en I ,

entonces τ es una traza si y solo si τpT q “ 0, @T P CompIq, donde CompIq
es el subespacio conmutador de I . Es ası́ que surge la necesidad de estudiar

este subespacio. El subespacio conmutador ha sido caracterizado sobre ideales

normados simétricos en [77] y en general sobre ideales geométricamente estables

por N. Kalton [61], [62].

En el segundo capı́tulo empezamos con el enunciado del lema de Douglas [23], este

es un resultado que relaciona la factorización, mayorización e inclusión de rangos

de operadores sobre espacios de Hilbert. Un breve estudio de isometrı́as parciales

es dada en la sección 2.2, donde sus propiedades básicas son estudiadas.

En el último capı́tulo, aplicamos todas las herramientas vistas en las secciones

anteriores.

Los principales resultados están organizados de la siguiente manera:

4



1. La sección 3.2 corresponde al estudio de la función de correlación de Beurling,

la cual está definida por

Jpαq “
ż

1

0

ρ

ˆ
1

x

˙
ρ
´α
x

¯
, α P r0, 1s.

La importancia de esta función es debido a su aparición en el estudio de la

hipótesis de Riemann [6, 7]. Basándonos en [81, Proposition 4] demostramos

la siguiente proposición:

Proposición 0.1.

1) Si 0 ă θ1 ď θ2 ă θ3 ď 1 y θ3 “ θ1 ` θ2 entonces

θ2J

ˆ
θ1

θ2

˙
´ θ3J

ˆ
θ2

θ3

˙
´ θ3J

ˆ
θ1

θ3

˙
“ 1

2
pθ3 ln θ3 ´ θ1 ln θ1 ´ θ2 ln θ2q

´ θ3 plnp2πq ´ γq ` θ2.

2) Si 0 ă θ3 ă θ1 ă θ4 ă θ2 ă θ5 ď 1, θ1 ` θ2 “ θ3 ` θ4 ` θ5, θ1 “ 2θ3.

Además si θ2 “ 2θ4 entonces

θ2J

ˆ
θ1

θ2

˙
` θ4J

ˆ
θ3

θ4

˙
` θ5J

ˆ
θ3

θ5

˙
` θ5J

ˆ
θ4

θ5

˙
´ θ1J

ˆ
θ3

θ1

˙

´ θ2J

ˆ
θ3

θ2

˙
´ θ2J

ˆ
θ4

θ2

˙
´ θ5J

ˆ
θ2

θ5

˙
´ θ4J

ˆ
θ1

θ4

˙
´ θ5J

ˆ
θ1

θ5

˙

“ 1

2
pθ1 ln θ1 ` θ2 ln θ2 ´ θ3 ln θ3 ´ θ4 ln θ4 ´ θ5 ln θ5q

´ plnp2πq ´ γq pθ1 ` θ2q ` θ1 ` θ2,

donde γ es la constante de Euler.

2. En la sección 3.3 estudiamos el operador compacto Aρ desde el punto de vista

de trazas singulares.

Si H representa un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita y

KpHq denota el ideal de operadores compactos en H , entonces todo operador

T P KpHq admite la llamada descomposición de Ringrose, es decir existe un

operador compacto normal N y un operador Volterra Q tal que T “ N ` Q y

pλnpT q “ pλnpT qqq, donde pλnpT qq es la sucesión de valores propios no nulos

de T , cada valor propio se repite de acuerdo a su multiplicidad algebraica y la

sucesión está ordenada de modo que |λnpT q| ě |λn`1pT q|, @n P N. Si psnpT qq

5



denota la sucesión de números singulares de T P KpHq y TrwpT q es la traza de

Dixmier de T asociada al estado singular w invariante por D2 (ver Definición

1.11) hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 0.1. Si Aρ “ N `Q es la descomposición de Ringrose de Aρ entonces

a) N es excéntrico generalizado, no nuclear y pertenece a SppL2p0, 1qq, p ą 1.

b) TrwpNq “ w

˜
1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

λkpAρq
¸

y |TrwpNq| ď e.

c) Q es Hilbert-Schmidt.

Nuestro siguiente resultado presenta una estimativa para los números singulares

del operador Aρ.

Teorema 0.2. Si Aρ “ N `Q es la descomposición de Ringrose de Aρ entonces

para cada n P N se tiene

1) snpAρq ď

´
lnp2πq´γ

2
´ 1

3

¯1{2

?
n

.

2) snpNq ď e

n
.

3) s2npQq ď

´
lnp2πq´γ

2
´ 1

3

¯1{2

?
n ` 1

` e

n
y

s2n´1pQq ď

ˆ
lnp2πq´γ

2
´ 1

3

˙1{2

?
n

` e

n
.

El resultado principal de esta sección calcula todas las trazas singulares

no triviales definidas en un ideal geométricamente que contiene Aρ. Más

precisamente, hemos demostrado lo siguiente:

Teorema 0.3. Sea I un ideal geométricamente estable en L2p0, 1q y suponga

que Aρ P I , entonces τpAρq “ 0 para toda τ traza singular no trivial en I .

3. Para 0 ă α ă 1, el determinante modificado de Fredholm de Aρpαq ha sido

calculado en [5]. Basados en este cálculo, en la sección 3.4 presentamos una

fórmula recursiva para evaluar las trazas TrpAn
ρpαqq, n ě 2. De manera explı́cita

tenemos que

TrpA2

ρpαqq “ α2 ´ ζp2q
2
α3,

6



y para n ě 2

TrpAn`1

ρ pαqq “ ´pn ` 1qΓn`1 ´ αΓn ´
n´1ÿ

k“1

Γn´k TrpAk`1

ρ pαqq,

donde

Γnpαq “

$
’’’’&
’’’’%

1 , n “ 0

´α , n “ 1

p´1qnαnpn`1q{2

n!n

n´1ź

ℓ“1

ζpℓ ` 1q , n ě 2

.

4. Para 0 ă α ă 1, J-Alcántara-Bode ha definido la familia de operadores

Âρpαq “ Aρpαq ´ }gα}´2 x¨, gαyh,

donde hpxq “ x y gα es la solución de mı́nima norma de la ecuación

Aρpαqg “ h.

Relaciones entre los operadores Âρpαq y Âρpβq dan lugar a una familia de

isometrı́as parciales con propiedades especiales. De esta manera, nuestro último

resultado es el siguiente:

Teorema 0.4. Existe una familia pUα,βq0ăα,βă1 de isometrı́as parciales tal

que Uαβ tiene como espacio inicial RanpÂ˚
ρpαqq y espacio final RanpÂ˚

ρpβqq.

Además

1) Uαγ “ UβσUαβ .

2) Uαα “ P
RanpÂρ̊ pαqq, donde P

RanpÂρ̊ pαqq es la proyección ortogonal sobre

RanpÂ˚
ρpαqq.

3) U˚
αβ “ Uβα.

7



Capı́tulo 1

Trazas, determinantes y subespacio

conmutador

En este capı́tulo tratamos el estudio de trazas sobre ciertos ideales de operadores,

en primera instancia, sobre espacios de Banach, luego sobre espacios de Hilbert

separables.

El capı́tulo también contiene el estudio de trazas singulares, donde la traza de

Dixmier juega un papel importante.

La existencia de una traza singular, que es no trivial sobre un operador compacto T

en un espacio de Hilbert separable, es un trabajo difı́cil. Estudiaremos este problema

en 1.2.2 basados en [1].

La sección 1.3 contiene la teorı́a de determinantes y determinantes modificados

sobre subálgebras normadas de operadores en espacios de Banach. El determinante

modificado sobre el espacio de operadores de rango finito admite extensión continua

a ciertas subálgebras normadas, es ası́ que el teorema de extensión es enunciado y

aplicado al álgebra de operadores Hilbert-Schmidt.

Finalmente, en la sección 1.4 el subespacio conmutador de un ideal

geométricamente estable es caracterizado en términos de la media aritmética de

los términos de una sucesión.

8



1.1. La traza de operadores de rango finito y

nucleares

Sea L pXq el álgebra de operadores lineales y acotados sobre un espacio de Banach

complejo X y sea FpXq el subálgebra de todos los operadores de rango finito, es

decir,

FpXq “ tT P L pXq { rangpT q “ dimRanpT q ă 8u.

El siguiente teorema está inmerso en [36, Lemma 1.1] y establece la representación

de un operador de rango finito.

Teorema 1.1. Un operador T P FpXq si y solo si T tiene una representación finita

de la forma

T “
nÿ

k“1

fk b ϕk, (1.1)

donde f1, f2, ¨ ¨ ¨ , fn P X˚, ϕ1, ϕ2, ¨ ¨ ¨ , ϕn P X y pfk b ϕkqpxq “ xx, fkyϕk.

Sea T P FpXq. Por teorema 1.1, T se puede escribir de la forma

T “
nÿ

k“1

fk b ϕk,

y definimos la traza de T como

Tr1pT q :“
nÿ

k“1

xϕk, fky .

Manipulaciones algebraicas prueban que esta suma no depende de la representación

(1.1).

No es difı́cil demostrar que Tr1 es un funcional lineal y si T P FpXq y S P L pXq
entonces

ST “
nÿ

k“1

fk b Sϕk y TS “
nÿ

k“1

S˚fk b ϕk.

Por lo tanto

Tr1pST q “
nÿ

k“1

xSϕk, fky y Tr1pTSq “
nÿ

k“1

xϕk, S
˚fky .

Esto nos dice que

Tr1pST q “ Tr1pTSq.

9



Observación 1.1.

Puede encontrarse en [67, 4.2.15] que la traza Tr1 es espectral, es decir, si T P FpXq
entonces

Tr1pT q “
ÿ

k

λkpT q,

donde pλkpT qq son los valores propios de T teniendo en cuenta sus multiplicidades

algebraicas.

Ejemplo 1.1.

Sea X “ Lpra, bs, p ě 1.

Consideremos T P FpXq de rango n, entonces

T “
nÿ

k“1

gk b ϕk, gk P X˚, ϕk P X.

Sean p y q exponentes conjugados. Como Lqra, bs es isométricamente isomorfo a

pLpra, bsq˚, para cada gk P X˚ existe ψk P Lqra, bs tal que

xf, gky “
ż b

a

fpsqψkpsqds, @f P Lpra, bs.

Con ello T queda representado como

pTfqptq “
ż b

a

˜
nÿ

k“1

ϕkptqψkpsq
¸
fpsqds. (1.2)

Sea

Kpt, sq “
nÿ

k“1

ϕkptqψkpsq,

luego podemos escribir (1.2) como

pTfqptq “
ż b

a

Kpt, sqfpsqds.

Sabemos que

Tr1pT q “
nÿ

k“1

xϕk, gky “
nÿ

k“1

ż b

a

ϕkpsqψkpsqds.

“
ż b

a

nÿ

k“1

ϕkpsqψkpsqds,

por lo tanto

Tr1pT q “
ż b

a

Kps, sqds.

10



Durante esta sección H denotará un espacio de Hilbert separable de dimensión

infinita y KpHq el ideal de operadores compactos en H . El siguiente resultado

puede encontrarse en [37, Ch. IV, Theorem 5.1], y afirma que todo operador

compacto autoadjunto sobre un espacio de Hilbert separable es diagonalizable.

Teorema 1.2. Sea T P KpHq autoadjunto y no nulo. Entonces existe un

sistema ortonormal pxnqvpT q
n“1 de autovectores de T con autovalores no nulos

correspondientes pλnpT qqvpT q
n“1 tal que T admite la siguiente representación

T “
vpT qÿ

n“1

λnpT q x¨, xnyxn,

donde si vpT q “ 8, entonces ĺım
nÑ8

λnpT q “ 0 y la serie converge con la norma de

operadores.

En general si T es compacto tenemos la representación de Hilbert-Schmidt [36, Ch.

IV, Theorem 2.1].

Teorema 1.3 (Representación de Hilbert-Schmidt). Sea T P KpHq. Entonces

existen sistemas ortonormales pxnqvpT q
n“1

y pynqvpT q
n“1

en H tal que

T “
vpT qÿ

n“1

a
λnpT ˚T q x¨, xny yn, (1.3)

donde pλnpT ˚T qqvpT q
n“1 son los autovalores no nulos de T ˚T dados en el teorema

1.2. Además si vpT q “ 8, entonces ĺım
nÑ8

a
λnpT ˚T q “ 0 y la serie en (1.3)

converge con la norma de operadores. Los números
a
λnpT ˚T q están únicamente

determinados por T . Sin embargo, los sistemas ortonormales pxnqvpT q
n“1

y pynqvpT q
n“1

,

en general, no son únicos.

Definimos el n-ésimo número singular de T P KpHq por

snpT q :“
a
λnpT ˚T q, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , vpT q.

Para cada n P N se tienen las siguientes propiedades:

a) snpT q “ snpT ˚q, snpU˚TUq “ snpT q, @U P L pHq unitario.

b) snpT q “ mı́n
dimM“n´1

ˆ
máx

0‰xKM

"}Tx}
}x}

*˙

c) snpAT q ď }A}snpT q, snpTAq ď }A}snpT q, @A P L pHq.

11



d) snpT q “ mı́nt}T ´ K}, K P L pHq, rangpKq ď n ´ 1u.

e) |snpT q ´ snpSq| ď }T ´ S}, @T, S P KpHq.

f) Desigualdad de Weyl

nÿ

k“1

|λkpT q|p ď
nÿ

k“1

s
p
kpT q, 0 ă p ă 8

g) sn`m´1pT ` Sq ď snpT q ` smpSq, @T, S P KpHq, m ě 1.

h) Para p ě 1 se tiene

˜
nÿ

k“1

s
p
kpT ` Sq

¸1{p

ď
˜

nÿ

k“1

s
p
kpT q

¸1{p

`
˜

nÿ

k“1

s
p
kpSq

¸1{p

nÿ

k“1

s
p
kpTSq ď

˜
nÿ

k“1

s
p
kpT q

¸˜
nÿ

k“1

s
p
kpSq

¸
, @T, S P KpHq.

i) Si T, S P KpHq son operadores positivos, entonces

nÿ

k“1

skpT q `
nÿ

k“1

skpSq ď
2nÿ

k“1

skpT ` Sq.

Definición 1.1. Para p ě 1 la p-clase de Schatten-Von Neumann se define por

SppHq “

$
&
%T P KpHq { }T }p “

˜
8ÿ

k“1

s
p
kpT q

¸1{p

ă 8

,
.
- .

De las propiedades eq y hq no es difı́cil probar que pSppHq, } ¨ }pq es un espacio de

Banach.

S1pHq y S2pHq son llamados el espacio de operadores de clase traza y Hilbert-

Schmidt respectivamente. Debido a las propiedades cq y hq, S1pHq y S2pHq son

ideales biláteros del álgebra L pHq.

Ejemplo 1.2. Sea K P L2pra, bs ˆ ra, bsq y T : L2ra, bs Ñ L2ra, bs definido por

pTfqptq “
ż b

a

Kpt, sqfpsqds

entonces T P S2pL2ra, bsq.

En efecto, es fácil ver que T es un operador compacto y }T } ď }K}2.

Sea penq una base ortonormal de L2ra, bs entonces pφnkq es una base ortonormal de

L2pra, bs ˆ ra, bsq, donde φnkpt, sq “ enptqekpsq. Luego
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xTek, eny “
ż b

a

pTekqptqenptqdt “
ż b

a

ż b

a

Kpt, sqekpsqenptqdtds

“
ż b

a

ż b

a

Kpt, sqφnkpt, sqdtds “ xK,φnky

implica
8ÿ

k,n“1

| xTek, eny |2 “
8ÿ

k,n“1

| xK,φnky |2

y por la identidad de Parseval

8ÿ

k,n“1

| xTek, eny |2 “ }K}2
2

ă 8.

Para concluir, veamos que

8ÿ

k,n“1

| xTek, eny |2 “
8ÿ

n“1

s2npT q.

De la identidad de Parseval y el teorema 1.2 se tiene

8ÿ

k,n“1

| xTek, eny |2 “
8ÿ

k“1

}Tek}2 “
8ÿ

k“1

xT ˚Tek, eky

“
8ÿ

k“1

C
8ÿ

m“1

s2mpT q xek, xmy xm, ek
G

“
8ÿ

m,k“1

s2mpT q| xek, xmy |2 “
8ÿ

m“1

s2mpT q.

Usando (1.3) y la desigualdad de Bessel los siguientes teoremas son inmediatos.

Teorema 1.4. Sea T P S1pHq y pϕnq, pψnq sucesiones ortonormales enH . Entonces

8ÿ

n“1

| xTϕn, ψny | ď }T }1.

Teorema 1.5. Si T P S1pHq entonces la serie

8ÿ

n“1

xTϕn, ϕny converge

absolutamente para toda pϕnq base ortonormal y su suma no depende de la elección

de pϕnq.

Con lo hecho en el teorema 1.5, podemos introducir la funcional

Tr : S1pHq Ñ C

TrpT q :“
8ÿ

n“1

xTϕn, ϕny ,

para alguna base ortonormal pϕnq, llamada la traza usual.

Obviamente el funcional Tr satisface las siguientes propiedades
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i) Tr es lineal.

ii) Por teorema 1.4, |TrpT q| ď }T }1, @T P S1pHq.

iii) TrpTRq “ TrpRT q, @T P L pHq, @R P S1pHq.

iv) La traza usual es una extensión del funcional Tr1.

El famoso teorema de Lidskii puede ser encontrado en [71, XI.11] y afirma que:

“Si T P S1pHq entonces TrpT q “
8ÿ

n“1

λnpT q”, (1.4)

donde pλnpT qq es la sucesión de autovalores no nulos de T teniendo en cuenta sus

multiplicidades algebraicas.

Ejemplo 1.3. El clásico teorema de Mercer [37, Theorem 3.1] afirma que:

Sea K continua en ra, bs ˆ ra, bs. Supongamos que el operador integral

T : L2ra, bs Ñ L2ra, bs, pTfqptq “
ż b

a

Kpt, sqfpsqds es positivo.

Entonces

Kpt, sq “
8ÿ

n“1

λnXnptqXnpsq, @t, s P ra, bs.

La serie converge absoluta y uniformemente en ra, bs ˆ ra, bs, donde pXnq son los

vectores propios del teorema 1.2 para T .

Como consecuencia directa se tiene que

Kpt, tq “
8ÿ

n“1

λn|Xnptq|2

converge uniformemente en ra, bs.
Por lo tanto

ż b

a

Kpt, tqdt “
8ÿ

n“1

λn}Xn}2
2

“
8ÿ

n“1

λn “
8ÿ

n“1

snpT q,

luego T es de clase traza y por el teorema de Lidskii, concluimos que

ż b

a

Kpt, tqdt “ TrpT q. (1.5)

Ejemplo 1.4. Sea T : L2ra, bs Ñ L2ra, bs, pTfqptq “
ż b

a

Kpt, sqfpsqds, con K

continua en ra, bs ˆ ra, bs. Si T es un operador de clase traza entonces por [36, Ch.

IV, Theorem 8.1]

TrpT q “
ż b

a

Kpt, tqdt. (1.6)
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Observación 1.2.

Sea X Ă Rn, las fórmulas (1.5) y (1.6) motiva a preguntarnos ¿cuáles son

las condiciones necesarias y suficientes sobre K : X ˆ X Ñ R para que su

correspondiente operador integral T sobreL2pXq sea de clase traza, y cómo calcular

TrT en términos de su núcleo? Estudios sobre estos problemas han sido tratados

por M. Duflo [22] y C. Brislawn [16], donde fórmulas del tipo (1.5) y (1.6) son

demostradas. La importancia de las fórmulas (1.5) y (1.6) radica en el hecho de que

se pueden determinar trazas sin conocer el espectro del operador considerado.

Extensiones del teorema de Lidskii han sido demostradas para operadores nucleares

sobre ciertos espacios de Banach. La noción de operador nuclear sobre espacios de

Banach fue introducida por Grothendieck y es la siguiente:

Definición 1.2. Sea X un espacio de Banach complejo y T : X Ñ X un operador

lineal y acotado. El operador T es llamado nuclear si puede representarse de la

forma

T “
8ÿ

n“1

fn b ϕn, pfnq Ă X˚, pϕnq Ă X (1.7)

donde
8ÿ

n“1

}fn}}ϕn} ă 8.

Observación 1.3.

Por [71, Theorem X.5], si H es un espacio de Hilbert separable entonces la clase de

operadores nucleares en H coincide con la clase de operadores de clase traza.

En general si T : X Ñ X es un operador nuclear, la expresión

trpT q :“
8ÿ

n“1

xϕn, fny

depende de la expresión (1.7). Sin embargo de acuerdo a [36 , Ch. V, Theorem

1.2], esto es subsanable si el espacio de Banach X satisface la propiedad de

aproximación, es decir, si para cada compacto K Ă X y cada ε ą 0 existe un

operador F de rango finito tal que }x ´ Fx} ă ε para todo x P K.

Varias condiciones equivalentes a la propiedad de aproximación son dadas en [48],

con ellas tenemos el teorema:

Teorema 1.6. Sea X un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
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i) X tiene la propiedad de aproximación.

ii) Para cada sucesión pxnq Ă X y pfnq Ă X˚ tal que
ř8

n“1
}fn}}xn} ă 8 y

8ÿ

n“1

xx, fnyxn “ 0 para todo x P X , se tiene que

8ÿ

n“1

xxn, fny “ 0.

iii) Para cada espacio de Banach Y , cada operador compacto T : Y Ñ X y cada

ε ą 0 existe un operador T1 : Y Ñ X de rango finito con

}T ´ T1} ă ε.

Observación 1.4.

Como todo operador compacto entre espacios de Hilbert es el lı́mite, con la norma

de operadores, de operadores de rango finito, el teorema anterior nos dice que todo

espacio de Hilbert tiene la propiedad de aproximación. Además si H es un espacio

de Hilbert separable y T es un operador en H de clase traza entonces trpT q es igual

a TrpT q.

Supongamos ahora que X es un espacio de Banach con base de Schauder pxnq, es

decir, si para cada x P X existe una única sucesión de escalares pαnq tal que

x “
8ÿ

n“1

αnxn.

Sea

Snx “
nÿ

k“1

αkxk con x “
8ÿ

n“1

αnxn

entonces cada Sn : X Ñ X es un operador lineal de rango finito.

Ası́ sup
ně1

}Snx} ă 8 y por el teorema de Banach-Steinhaus sup
ně1

}Sn} “ s ă 8.

SeaK Ă X compacto, x P X y ε ą 0. Entonces, por compacidad,K puede cubrirse

con una cantidad finita de bolas de radio
ε

2p1 ` sq centrada en pyjqmj“1
. Luego existe

un yj tal que

}x ´ yj} ă ε

2p1 ` sq
y existe un entero positivo N tal que }yj ´ Snpyjq} ă ε

2
, para j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,m si

n ą N .

Ası́

}x ´ Snx} ď }x ´ yj} ` }yj ´ Snyj} ` }Snx ´ Snyj}
ď }x ´ yj}p1 ` sq ` }yj ´ Snyj} ă ε, para n ą N.

Con todo esto hemos probado que:
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Teorema 1.7. Todo espacio de Banach con base de Schauder tiene la propiedad de

aproximación.

Para p ě 1, denotemos por ℓp al espacio de Banach de sucesiones panq con valores

complejos tal que

`8ÿ

n“1

|an|p ă 8. Según [55, p. 90] para cada 1 ď p ‰ 2 ă 8

existe un operador nuclear T : ℓp Ñ ℓp tal que T 2 “ 0 y trpT q ‰ 0. Claramente la

sucesión pxnq en ℓp definida por

xn “ p0, 0, ¨ ¨ ¨ , 1, 0, 0, ¨ ¨ ¨ q
Ó

orden 2n2

forma una base de Schauder de ℓp. Entonces, por el teorema anterior, el espacio de

Banach ℓp tiene la propiedad de aproximación.

Como T 2 “ 0 entonces λnpT q “ 0, @n ě 1. Con este ejemplo hemos demostrado

que el teorema de Lidskii no admite extensión en este contexto.

Sin embargo, si T : X Ñ X es un operador nuclear tal que la sucesión de

autovalores pλnq de T es absolutamente sumable, el teorema de Lidskii es aplicable

si X es un espacio de Hilbert débil, llamado ası́ por su cercanı́a a los espacios de

Hilbert. Para introducir la noción de espacio de Hilbert débil, es necesario definir

los espacios de Banach de tipo 2 y cotipo 2.

Definición 1.3. Un espacio de Banach X se dice tipo p si existe una constante

α ą 0 tal que para todo entero m y toda elección pxiqni“1
en X tenemos

˜ż
1

0

}
nÿ

i“1

Γiptqxi}2dt
¸1{2

ď α

˜
nÿ

i“1

}xi}p
¸1{p

donde si signpxq “
#

x
|x| , x ‰ 0

0 , x “ 0
es la función signo de un número real x,

Γnptq “ signpsen2nπtq, t P r0, 1s.
Un espacio de Banach de dice de cotipo q si existe una constante β ą 0 tal que para

todo entero m y toda elección pxiqni“1
en X se tiene que

˜ż
1

0

}
nÿ

i“1

Γiptqxi}2dt
¸1{2

ě β

˜
nÿ

i“1

}xi}q
¸1{q

donde Γnptq “ signpsen2nπtq, t P r0, 1s.
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Una de las primeras caracterizaciones isomorfas (homeomorfismo lineal) de

espacios de Hilbert fue dada en [64, Proposition 3.1] y afirma que:

“Un espacio de Banach X es isomorfo a un espacio de Hilbert si y solo si existe una

constante c ą 0 tal que para cualquier elección pxiqni“1
Ă X se cumple

c´1

nÿ

i“1

}xi}2 ď
ż

1

0

}
nÿ

i“1

xiΓiptq}2dt ď c

nÿ

i“1

}xi}2.”

Con esto el siguiente teorema es obvio:

Teorema 1.8. Un espacio de Banach X es isomorfo a un espacio de Hilbert si y

solo si X es de tipo 2 y cotipo 2.

Sea GLpX, Y q el espacio de todos los isomorfismos entre los espacios de

Banach X e Y . La distancia de Banach-Mazur entre X e Y es el número

dpX, Y q “ ı́nft}T }}T´1}, T P GLpX, Y qu.

Por [60, Theorem 1] las siguientes afirmaciones para un espacio de Banach X son

equivalentes:

i) Para cada δ Ps0, 1r existe una constante Cδ tal que, todo subespacio

de dimensión finita E contiene un subespacio F Ă E de dimensión

dimF ě δdimE tal que

dpF, ℓdimF
2

q ď Cδ,

donde ℓn
2

es el espacio Rn con la norma }x} “
˜

nÿ

i“1

|xi|2
¸1{2

.

ii) Existe un δ0 Ps0, 1r y una constante Cδ0 tal que se cumple lo mismo que iq.

Definición 1.4. Un espacio de Banach que satisface alguna de las afirmaciones

anteriores es llamado un espacio débil cotipo 2.

Por [60, Theorem 10] las siguientes afirmaciones para un espacio de Banach X son

equivalentes:

A) Para cada δ Ps0, 1r existe una constante Cδ tal que para todo subespacio S Ă X

y todo operador u : S Ñ ℓn
2
, existe una proyección ortogonal P : ℓn

2
Ñ ℓn

2

con rangpP q ě δn tal que el operador Pu : S Ñ ℓn
2

admite una extensión

ũ : X Ñ ℓn
2

satisfaciendo }ũ} ď Cδ}u}.

B) Existe un δ0 Ps0, 1r y una constante Cδ0 tal que se cumple lo mismo que Aq.
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Definición 1.5. Un espacio de Banach que satisface alguna de las afirmaciones

anteriores es llamado un espacio débil tipo 2.

Observación 1.5.

Por [33, Theorem 5.2] todo espacio de Banach cotipo 2 es un espacio débil

cotipo 2.

Por [60, Remark 11] todo espacio de Banach tipo 2 es un espacio débil tipo

2.

Hemos visto en el teorema 1.8, que todo espacio de Banach de tipo 2 y cotipo 2

es isomorfo a un espacio de Hilbert, asi es natural considerar la clase de espacios

débiles de tipo 2 y cotipo 2.

Definición 1.6. Un espacio de Banach es llamado un espacio de Hilbert débil si es

débil tipo 2 y débil cotipo 2.

Usando las definiciones dadas, no es difı́cil probar las siguientes propiedades de

estabilidad:

1) Si X es un espacio de Hilbert débil entonces todo subespacio también lo es.

2) La suma directa de un número finito de espacios de Hilbert débil es Hilbert débil.

Un resultado no trivial que puede encontrarse en [69, Proposition 1.2] afirma que:

“X es un espacio de Hilbert débil si y sólo si X˚ lo es”.

Finalmente, una extensión del teorema de Lidskii esta dada en [69, Theorem 5.4] y

afirma que:

Teorema 1.9.

Sea T : X Ñ X un operador nuclear sobre un espacio de Hilbert débil

X . Asumamos que la sucesión de autovalores de T es absolutamente sumable.

Entonces

trpT q “
8ÿ

n“1

λn.
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Ejemplo 1.5.

1) Sabemos que para cada p ě 1, p ‰ 2 y p ă 8 existe un operador nuclear

T : ℓp Ñ ℓp tal que T 2 “ 0 y trpT q ‰ 0. Esto muestra que λnpT q “ 0, @n ě 1 y

por lo tanto el teorema 1.9 es falso en ℓp para p ‰ 2. Concluimos entonces que

ℓp para p ‰ 2 y 1 ď p ă 8 es un espacio de Banach que no es Hilbert débil.

Además como la sucesión pxnq en ℓp definida por

xn “ p0, 0, ¨ ¨ ¨ , 1, 0, 0, ¨ ¨ ¨ q
Ó

orden 2n2

forma una base de Schauder de ℓp, por el teorema 1.7, el espacio de Banach ℓp

tiene la propiedad de aproximación.

2) Por [69, Theorem 5.1] se tiene que todo espacio de Hilbert débil tiene la

propiedad de aproximación. Los primeros ejemplos de espacios de Banach sin la

propiedad de aproximación, y por lo tanto no son Hilbert débiles, fueron dados

en [65] y en [28].

3) Por el teorema 1.8 y la observación 1.5, todo espacio de Hilbert es Hilbert débil.

Definición 1.7. Un espacio de Banach complejo X tiene la propiedad de Lidskii

si para T : X Ñ X un operador nuclear cuya sucesión de autovalores es

absolutamente sumable se tiene que la traza tr de T es igual a la suma de sus

autovalores (tomando en cuenta las multiplicidades algebraicas).

Definición 1.8. Un nido N en un espacio de Banach complejo X es una familia de

subespacios cerrados de X totalmente ordenado por la inclusión. Decimos que un

nido N tiene la N -propiedad de aproximación si existe una net de operadores

de rango finito en X que converge uniformemente a la identidad en conjuntos

compactos y deja invariante todos los subespacios de N . Si X tiene la N -propiedad

de aproximación para todos los nidos, decimos que X tiene la propiedad de

aproximación anidada.

Suponga que X es un espacio de Banach complejo con la propiedad de

aproximación, entonces por [34, Theorem 3.2] las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
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1) X tiene la propiedad de aproximación anidada.

2) X tiene la propiedad de Lidskii.

3) Todo operador nuclear cuasinilpotente en X tiene traza cero.

Por el teorema 1.9, todo espacio de Hilbert débil satisface 3) y por lo tanto tiene la

propiedad de aproximación anidada.

1.2. Trazas singulares

Por [24, Theorem 1.4] tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.10. Sea H un espacio de Hilbert. Si J es un ideal bilátero de L pHq
entonces J “ L pHq o J Ă KpHq.

Observación 1.6.

Si J es un ideal bilátero de L pHq, entonces por [24, Theorem 1.7] tenemos que

FpHq Ă J . Por lo tanto, del teorema 1.10 llegamos a que

FpHq Ă J Ă KpHq.

Definición 1.9. Una traza t sobre un ideal J bilátero de L pHq es un funcional

lineal positivo unitariamente invariante, es decir, t : J Ñ C es un funcional lineal

tal que

i) tpT q ě 0, @T P J operador positivo;

ii) tpU˚TUq “ tpT q, @T P J , @U P L pHq operador unitario.

Que t sea unitariamente invariante es equivalente a que una traza se anule en los

conmutadores, como nos lo dice el lema:

Lema 1.1. Un funcional lineal t : J Ñ C es una traza si y solo si

tpTSq “ tpST q, @T P J , @S P L pHq,

o equivalentemente que tprT, Ssq “ 0, rT, Ss :“ TS ´ ST.

Prueba.

Si tpTSq “ tpST q y U P L pHq es unitario, obviamente tpU˚TUq “ tpT q. Para la

otra implicación, basta usar el hecho que todo S P L pHq es combinación lineal de

cuatro operadores unitarios [72, p. 209]. �
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Ejemplo 1.6. La traza usual es un ejemplo de traza sobre el ideal S1pHq.

Por la observación 1.6, la definición siguiente tiene sentido:

Definición 1.10. Una traza t : J Ñ C es llamada singular si tpF q “ 0, @F P
FpHq.

Una particularidad de las trazas singulares es que, como se anulan en el espacio de

operadores de rango finito, estas no son extensiones del funcional Tr1.

Otro hecho importante para estudiar trazas singulares es que toda traza t puede

descomponerse de manera única como:

t “ αTr`t2

donde α es una constante positiva, Tr es la traza usual y t2 es una traza singular.

El resultado anterior puede encontrarse en [2, Proposition 2.3].

1.2.1. Trazas de Dixmier y Connes-Dixmier

Como ejemplo de traza singular tenemos la traza de Dixmier. Para su construcción

necesitamos la existencia de un estado singular en ℓ8 invariante por el operador

dilatación D2, donde ℓ8 es el espacio de sucesiones acotadas.

Por [25, Theorem 4.3] existe un estado w en ℓ8 (un funcional lineal positivo en ℓ8

tal que wp1, 1, 1, ¨ ¨ ¨ q “ 1) tal que para cada n ě 1 se tiene

w ˝ Dn “ w ˝ T “ w ˝ H “ w

donde

T : ℓ8 Ñ ℓ8, T px1, x2, ¨ ¨ ¨ q “ px2, x3, ¨ ¨ ¨ q,
H : ℓ8 Ñ ℓ8, Hpx1, x2, ¨ ¨ ¨ q “ px1,

x1 ` x2

2
,
x1 ` x2 ` x3

3
, ¨ ¨ ¨ q,

Dn : ℓ8 Ñ ℓ8, Dnpx1, x2, ¨ ¨ ¨ q “ px1, x1, ¨ ¨ ¨ , x1loooooomoooooon
n´veces

, x2, x2, ¨ ¨ ¨ , x2loooooomoooooon
n´veces

, ¨ ¨ ¨ q.

Observación 1.7.

i) Por [59, Theorem 3.3.1] y [59, Theorem 3.3.4] todo estado w en ℓ8 es acotado

y }w} “ 1.
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ii) Si un estado w en ℓ8 es invariante por T entonces wpaq “ 0 para todo a PCN,

donde CN es el espacio de sucesiones con una cantidad finita de términos no

nulos. Además como CN es denso en C0, por continuidad wpaq “ 0 para todo

a P C0.

iii) Estados w con la propiedad: wpaq “ 0 para todo a PCN, son llamados estados

singulares. Por lo tanto el [25, Theorem 4.3] garantiza la existencia de estados

singulares invariantes por D2.

Conociendo la existencia de estados singulares en ℓ8 invariantes por el operador

D2, procedemos a construir la traza de Dixmier.

Para ello consideramos el siguiente ideal de operadores:

M1,8pHq “
#
T P KpHq { }T }1,8 “ sup

ně1

#
1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

skpT q
+

ă 8
+

Usando las propiedades c) y h) de números singulares se prueba que M1,8pHq es

un ideal bilátero del álgebra L pHq.

Sea w un estado singular en ℓ8 invariante por el operador D2, definimos sobre

M`
1,8pHq “ tT P M1,8pHq, T positivo u el funcional Trw por

TrwpT q :“ w

˜˜
1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

skpT q
¸¸

.

Por la propiedad a) de números singulares, obviamente Trw es unitariamente

invariante, y por el lema 1.1 restarı́a probar la linealidad.

En efecto, sean

T1, T2 P M`
1,8pHq, αn “ 1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

skpT1q, βn “ 1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

skpT2q y

γn “ 1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

snpT1 ` T2q.

Por la propiedad h) de números singulares se tiene que

γn ď αn ` βn,

lo cual implica que

TrwpT1 ` T2q ď TrwpT1q ` TrwpT2q.

Por la propiedad i) de números singulares tenemos que

nÿ

k“1

skpT1q `
nÿ

k“1

skpT2q ď
2nÿ

k“1

skpT1 ` T2q,
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implicando

αn ` βn ď logp2n ` 1q
logpn ` 1q γ2n, (1.8)

y como ˆ
logp2n ` 1q
logpn ` 1q γ2n ´ γ2n

˙
P C0

entonces

wppγ2nqq “ w

ˆˆ
logp2n ` 1q
logpn ` 1q γ2n

˙˙
. (1.9)

Veamos ahora que

wppγ2nqq “ wppγnqq. (1.10)

En efecto, como w es invariante por D2, lo que queremos probar es equivalente a

que

wpγ2, γ2, γ4, γ4, ¨ ¨ ¨ q “ wppγnqq.

Como w es una extensión del lı́mite usual, basta verificar que

pγnq ´ pγ2, γ2, γ4, γ4, ¨ ¨ ¨ q P C0.

Restando lo anterior tenemos

pγ1 ´ γ2, 0, γ3 ´ γ4, 0, γ5 ´ γ6, 0, ¨ ¨ ¨ q,

luego veamos que esta última sucesión converge a cero.

Para esto, basta verificar que pγ2n´1 ´ γ2nq P C0.

γ2n´1 ´ γ2n “ 1

logp2nq
2n´1ÿ

k“1

skpT1 ` T2q ´ 1

logp2n ` 1q
2nÿ

k“1

skpT1 ` T2q

“ logp1 ` 1

2n
q

logp2n ` 1qγ2n´1 ´ s2npT1 ` T2q
logp2n ` 1q Ñ 0.

Tomando w en (1.8), y por (1.9) y (1.10) tenemos que

TrwpT1q ` TrwpT2q ď TrwpT1 ` T2q,

concluimos entonces que Trw es una traza sobre el ideal M`
1,8pHq.

Definición 1.11. La traza de Dixmier de un operador autoadjunto T P M1,8pHq
está definida por

TrwpT q :“ TrwpT`q ´ TrwpT´q

donde T` “ 1

2
pT ` |T |q y T´ “ ´1

2
pT ´ |T |q son operadores positivos llamados la

parte positiva y negativa de T respectivamente, donde |T | denota la raı́z cuadrada

del operador T ˚T .
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La traza de Dixmier de un operador arbitrario T P M1,8pHq es

TrwpT q :“ TrwpRepT qq ` iTrwpImpT qq

donde RepT q “ 1

2
pT ` T ˚q y ImpT q “ ´ i

2
pT ´ T ˚q son operadores autoadjuntos

llamados la parte real e imaginaria de T respectivamente.

Proposición 1.1.

1) Trw es una traza sobre el ideal M1,8pHq.

2) TrwpT q “ 0, @T P S1pHq.

3) Trw es un funcional lineal continuo con la norma } ¨ }1,8, mas precisamente,

|TrwpT q| ď }T }1,8, @T P M1,8pHq

Prueba.

1) Todo T P M1,8pHq puede escribirse como T “ T1 ´ T2 ` iT3 ´ iT4

donde T1 “ pRepT qq`, T2 “ pRepT qq´, T3 “ pImpT qq`, T4 “ pimpT qq´

son operadores positivos en M1,8pHq. Como Trw es aditivo en M`
1,8pHq,

entonces Trw es un funcional lineal en todo M1,8pHq. Que el funcional lineal

Trw sea unitariamente invariante se sigue del hecho que snpU`TUq “ snpT q
para todo n P N y U P L pHq operador unitario.

2) Basta ver que si T P S1pHq es positivo entonces TrwpT q “ 0.

En efecto, como T P S1pHq entonces

8ÿ

n“1

snpT q ă 8 luego

1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

skpT q ď 1

logpn ` 1q
8ÿ

k“1

skpT q

teniendo que

1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

skpT q Ñ 0

por lo tanto TrwpT q “ 0.

3) Por la observación 1.7, basta usar el hecho que w es un funcional lineal

acotado con }w} “ 1 y por lo tanto

|TrwpT q| ď }T }1,8, @T P M`
1,8pHq

el cual permite establecer la desigualdad para todo T en M1,8pHq.

�
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Observación 1.8.

i) Es importante mencionar que el conjunto de todas las trazas de Dixmier en

M1,8pHq es equivalente al conjunto de todos los funcionales completamente

simétricos en este espacio, este resultado es el aporte principal de [63].

ii) Por [77, Theorem 7.3.1] la fórmula de Lidskii [71, XI.11] puede ser extendida

a trazas de Dixmier en el ideal M1,8pHq. Esto es, si A P M1,8pHq entonces

TrwpAq “ w

˜˜
1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

λkpAq
¸¸

.

En general se cumple, si Ψ : r0,`8y Ñ r0,`8y es una función cóncava creciente

con

ĺım
tÑ0`

Ψptq “ 0, ĺım
tÑ`8

Ψptq “ 8 y ĺım inf
tÑ`8

Ψp2tq
Ψptq “ 1

entonces por [77, Lemma 6.3.4] existe un estado w singular invariante por D2 en

ℓ8 tal que

w

ˆ
nΨ1pnq
Ψpnq

˙
“ 0.

Con ello tenemos el ideal de Banach

MΨ “
#
T P KpHq { }T }MΨ

“ sup
ně1

#
1

Ψpnq
nÿ

k“1

skpT q
+

ă 8
+
.

Asociado a w, sobre M`
Ψ

“ tT P MΨ, T positivou el funcional

TrwpT q “ w

˜
1

Ψpnq
nÿ

k“1

skpT q
¸

se extiende por linealidad a una traza singular a todoMΨ. (Ver [77, Theorem 6.3.3]).

Connes sugirió otra manera de obtener estados invariantes por el operador D2.

El proceso es el siguiente:

Sea el operador acotado

M : ℓ8 Ñ ℓ8, Mppxnqq “

¨
˚̊
˚̊
˝

nÿ

k“1

xk

k
nÿ

k“1

1

k

˛
‹‹‹‹‚
,

y considere γ un estado singular, es decir, un estado que se anula en CN.
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Por [68, Lemma 3.3] se tiene que

MD2x ´ Mx P C0, @x P ℓ8. (1.11)

Tenemos entonces por (1.11) y la continuidad de γ que

γMD2 “ γM.

Sea ahora w “ γM , entonces w es un estado singular invariante por D2.

La traza de Dixmier asociada al estado w construida de esta forma recibe el nombre

de traza de Connes-Dixmier.

Según lo explicado, tenemos que el conjunto de trazas de Dixmier D contiene el

conjunto de Connes-Dixmier C, es decir, C Ă D, donde

C “ tTrw { w “ γ ˝ M ; , γ es un estado singularu,

D “ tTrw { w es un estado singular invariante por D2u.

Observación 1.9.

Por [78, Theorem 2.2] la inclusión de arriba es propia.

Otro aspecto importante del estudio de trazas de Dixmier y Connes-Dixmier es la

noción de operadores medibles introducido por A. Connes [26].

Definición 1.12. T P M1,8pHq es llamado Dixmier medible si TrwpT q toma el

mismo valor para toda Trw P D . Un operador T P M1,8pHq es llamado Connes-

Dixmier medible si TrwpT q toma el mismo valor para toda Trw P C.

Sea panq P C0, en lo que sigue diagppanqq denota el siguiente operador

diagppanqq :“
8ÿ

n“1

anen b en, pen b enqpxq “ xx, eny en,

donde penq es una base ortonormal de H .

Ejemplo 1.7.

1) Sea el operador

T “ diag

ˆˆ
1

n

˙˙
.

Claramente T es positivo y snpT q “ 1

n
.
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Como

ĺım
nÑ`8

1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

1

k
“ 1

entonces

TrwpT q “ ĺım
nÑ8

1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

1

k
“ 1

para todo Trw P D, luego T es Dixmier medible.

2) Consideramos un operador que no sea Dixmier medible

T “ diagppanqq

con an Ñ 0 y an ě 0, @n ě 1.

Sea

B “ diagppbnqq, pbnq “ pa1,´a1, a2,´a2, ¨ ¨ ¨ q.

Como

B` “ diagppcnqq, pcnq “ pa1, 0, a2, 0, ¨ ¨ ¨ q

B´ “ diagppdnqq, pdnq “ p0, a1, 0, a2, ¨ ¨ ¨ q

entonces para todo Trw P D se tiene

TrwpBq “ TrwpB`q ´ TrwpB´q “ 0,

por lo tanto B es Dixmier medible, pero B` y B´ no lo son.

3) Sea V : L2r0, 1s Ñ L2r0, 1s el operador integral

pV fqptq “ 2i

ż t

0

fpsqds.

Tomando

kpt, sq “
#

1 , 0 ď s ď t ď 1

0 , s ą t

vemos, por el ejemplo 1.2, que V P S2pL2r0, 1sq.

Como

pV ˚fqptq “ ´2i

ż
1

t

fpsqds

entonces

pV ˚V fqptq “ 4

ż
1

t

ˆż s

0

fpnqdn
˙
ds.
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Si

4

ż
1

t

ˆż s

0

fpnqdn
˙
ds “ λfptq, λ ą 0

entonces

λf 2 ` 4f “ 0, fp1q “ f 1p0q “ 0.

luego la solución general de la ecuación diferencial es

fptq “ ae
2it?
λ ` be

´2it?
λ .

Usando las condiciones iniciales se tiene que

skpV q “
?
λ “ 4

p2k ´ 1qπ , k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

Esto nos dice que

V P M1,8pL2r0, 1sq.

Finalmente si

V f “ λf, f ‰ 0

entonces ż t

0

fpsqds “ λfptq.

Luego

fptq “ λf 1ptq, fp0q “ 0,

por lo tanto f “ 0, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto el espectro de V es el cero, y por la observación 1.8, iiq se tiene que

V es Dixmier medible y

TrwpV q “ 0, @Trw P D.

Observe que

pRepV qfqptq “ i

ż
1

0

signpt ´ sqfpsqds,

pImpV qfqptq “
ż

1

0

fpsqds,

luego la parte imaginaria de V es un operador de rango 1 con autovalor λ “ 1

y correspondiente autofunción f “ 1. Un trabajo similar a lo hecho para V

demuestra que

λkpRepV qq “ 2

p2k ´ 1qπ , k “ 0,˘1,˘2, ¨ ¨ ¨
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y por lo tanto

skpRepV qq “ 2

p2k ´ 1qπ , k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨

Por [39, Ch. III, Theorem 2.1], para cada n se cumple

nÿ

j“1

λjpRepV q´q “
nÿ

j“1

λjpRepV q`q “ 2

π

nÿ

j“1

1

2j ´ 1
,

lo que nos permite afirmar que RepV q´ y RepV q` son no nucleares. Finalmente

como

V “ RepV q ` iImpV q,

entonces RptrV q es una lı́nea recta (apéndice A).

Observación 1.10.

i) Es claro que el conjunto de operadores Dixmier medibles y Connes-Dixmier

medibles son subespacios cerrados de M1,8pHq.

ii) Obviamente, todo operador Dixmier medible es Connes-Dixmier medible.

El siguiente resultado puede encontrarse en [25, Theorem 6.6] y [25, Theorem 6.7]

el cual afirma que:

Teorema 1.11. Un operador positivo T P M1,8pHq es Dixmier medible si y solo si

es Connes-Dixmier medible si y solo si el lı́mite

ĺım
nÑ8

1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

λkpT q

existe.

Los siguientes teoremas caracterizan a los operadores Dixmier medibles sobre los

ideales de operadores M1,8pHq y L 1,8pHq donde

L
1,8pHq “ tT P KpHq { }T }8 “ sup

ně1

tnsnpT quu,

y pueden encontrarse en [82, Theorem 4] y en [77, Theorem 9.7.5].

Teorema 1.12. Un operador T P M1,8pHq es Dixmier medible si y solo si el lı́mite

ĺım
nÑ`8

1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

1

k logpk ` 1q
kÿ

i“1

s̃rαispT q

existe uniformemente en α ě 1 donde

s̃kpT q “ skpT1q ´ skpT2q ` iskpT3q ´ iskpT4q

con T “ T1 ´ T2 ` iT3 ´ iT4, Tj P M1,8pHq operadores positivos, j “ 1, 2, 3, 4.
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Teorema 1.13. Un operador T P L 1,8pHq es Dixmier medible si y solo si el lı́mite

ĺım
nÑ`8

1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

λkpT q

existe.

Terminamos esta sección con la observación:

Observación 1.11.

i) Teniendo en cuenta el teorema 1.11 es natural preguntarse si el conjunto

de operadores Dixmier medibles y Connes-Dixmier medibles coinciden. La

respuesta a esta pregunta es afirmativa en el ideal de operadores cuasibanach

L 1,8pHq, ver [76, Theorem 7.7].

ii) La traza de Dixmier para operadores Hankel sobre el espacio de Bergman

del disco unitario cerrado es estudiada en [30], donde se obtiene una fórmula

similar a (1.5).

iii) Por [77, Corollary 5.7.7], toda traza en L 1,8pHq es singular.

iv) Un operador T P M1,8pHq es llamado tauberiano si el lı́mite

ĺım
nÑ8

1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

λkpT q

existe. Por el teorema 1.11 todo operador positivo T P M1,8pHq es tauberiano

si y solo si es Dixmier medible.

Si T P L 1,8pHq, entonces T es tauberiano si y solo si es Dixmier medible.

Sin embargo, por [77, Example 9.7.6] existe un operador Dixmier medible

T P M1,8pHq que no es tauberiano.

1.2.2. Operadores excéntricos y excéntricos generalizados

Probar la existencia de trazas singulares que son no triviales en un operador

compacto T , es decir, sobre el ideal generado por T en L pHq es un trabajo difı́cil.

Basándonos en r2s daremos discusión a este problema.

En lo que sigue δnpT q :“
nÿ

k“1

skpT q y µnpT q :“
#
δnpT q, T R S1pHq
δnpT q ´ Trp|T |q, T P S1pHq

.
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Definición 1.13. Un operador T P KpHq es llamado

i) regular si

ˆ
δnpT q
nsnpT q

˙
P ℓ8,

ii) irregular si no es regular,

iii) excéntrico si es irregular no nuclear,

iv) excéntrico generalizado si 1 es un punto lı́mite de la sucesión

ˆ
µ2npT q
µnpT q

˙
.

Usando la concavidad de la sucesión pδnpT qq, se prueba el siguiente lema [79,

Lemma 1]:

Lema 1.2. Para un operador T P KpHq son equivalentes:

i) T es irregular,

ii) ı́nf
ně1

δ2npT q
δnpT q “ 1

iii) ı́nf
ně1

δknpT q
δnpT q “ 1, @k P N,

iv) ĺım
kÑ`8

δ3knk
pT q

δnk
pT q “ 1 para alguna sucesión creciente pnkq de números naturales.

El siguiente lema nos da una condición equivalente a que T sea excéntrico

generalizado.

Lema 1.3. T P KpHq es excéntrico generalizado si y sólo si existe una sucesión

creciente pPkq de números naturales tal que ĺım
kÑ`8

µkPk
pT q

µPk
pT q “ 1.

Prueba.

Usando la concavidad de la sucesión pδnpT qq, obviamente la sucesión pµnpT qq
también lo es, esto es:

ˆ
k ´ 2

k ´ 1

˙
µnpT q ` 1

k ´ 1
µknpT q ď µ2npT q, @n P N, @k ě 2.

Si asumimos que T R S1pHq, entonces dividiendo la desigualdad anterior entre

δnpT q tenemos que

1 ´ 1

k ´ 1
` 1

k ´ 1

ˆ
δknpT q
δnpT q

˙
ď δ2npT q

δnpT q ,
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luego
δknpT q
δnpT q ´ 1 ď pk ´ 1q

ˆ
δ2npT q
δnpT q ´ 1

˙
.

Si asumimos ahora que T P S1pHq, de forma similar llegamos a que

pk ´ 1q
ˆ
µ2npT q
µnpT q ´ 1

˙
ď µknpT q

µnpT q ´ 1.

Con todo esto, tenemos que

ˇ̌
ˇ̌1 ´ µknpT q

µnpT q

ˇ̌
ˇ̌ ď pk ´ 1q

ˇ̌
ˇ̌1 ´ µ2npT q

µnpT q

ˇ̌
ˇ̌ , @k, n P N. (1.12)

Suponiendo que T es excéntrico generalizado, para cada k P N existe una sucesión

pPkq tal que ˇ̌
ˇ̌1 ´ µ2Pk

pT q
µPk

pT q

ˇ̌
ˇ̌ ď 1

k2
.

Entonces en (1.12) tenemos que

ˇ̌
ˇ̌1 ´ µkPk

pT q
µPk

pT q

ˇ̌
ˇ̌ ď k ´ 1

k2
,

concluyendo que

ĺım
kÑ`8

µkPk
pT q

µPk
pT q “ 1.

Para la otra implicación basta observar que

1 ď µ2Pk
pT q

µPk
pT q ď µkPk

pT q
µPk

pT q , @ k ě 2.

�

Que un operador sea excéntrico generalizado puede reformularse de la siguiente

manera:

Lema 1.4. T P KpHq es excéntrico generalizado si y sólo si el cero es punto lı́mite

de la sucesión

ˆ
nsnpT q
µnpT q

˙
.

Prueba.

Caso 1. Si T R S1pHq.

Como

0 ă δ2npT q
δnpT q ´ 1 “ sn`1pT q ` ¨ ¨ ¨ ` s2npT q

δpT q ď snpT q ` ¨ ¨ ¨ ` snpT q
δnpT q “ nsnpT q

δnpT q
entonces

0 ă δ2npT q
δnpT q ´ 1. (1.13)

33



Como

0 ă 2ns2npT q
δ2npT q “

2

¨
˝

n´veceshkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkj
s2npT q ` ¨ ¨ ¨ ` s2npT q

˛
‚

δ2npT q ď 2psn`1pT q ` sn`2pT q ` ¨ ¨ ¨ ` s2npT qq
δ2npT q

“ 2pδ2npT q ´ δnpT qq
δ2npT q “ 2

ˆ
1 ´ δnpT q

δ2npT q

˙

entonces

0 ă 2ns2npT q
δ2npT q ď 2

ˆ
1 ´ δnpT q

δ2npT q

˙
. (1.14)

De (1.13) y (1.14) se tiene el resultado.

Caso 2. Si T P S1pHq.

Similarmente al caso 1, llegamos a las desigualdades

ˇ̌
ˇ̌µ2npT q
µnpT q ´ 1

ˇ̌
ˇ̌ ď

ˇ̌
ˇ̌nsnpT q
µnpT q

ˇ̌
ˇ̌ ,

ˇ̌
ˇ̌2ns2npT q
µ2npT q

ˇ̌
ˇ̌ ď 2

ˇ̌
ˇ̌1 ´ µnpT q

µ2npT q

ˇ̌
ˇ̌

y por lo tanto el resultado. �

Observación 1.12.

Por el Lema 1.2, ivq se tiene que todo operador nuclear es irregular.

Observación 1.13.

Si T R S1pHq, por los Lemas 1.2 y 1.3, el operador T es irregular si y solo si es

excéntrico generalizado.

Ejemplo 1.8.

Sea penq una base ortonormal de H , entonces

i) D1 “
8ÿ

n“1

1

n
en b en es irregular no nuclear, y por la observación 1.13, D1 es

excéntrico generalizado.

ii) D2 “
8ÿ

n“1

1

2n
en b en no es excéntrico generalizado, para esto basta ver que

µnpD2q “ ´ 1

2n
y usar el Lema 1.4.

iii) D3 “
8ÿ

n“1

1

nr
en b en, 0 ă r ă 1 es no nuclear y regular, y por la observación

1.13, D3 no es excéntrico generalizado.
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El ideal generado por un operador T P L pHq es el conjunto

pT q “
8ď

r“1

#
rÿ

i“1

AiTBi; Ai, Bi P L pHq, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , r.
+

Sea la terna Ω “ pT,w, pnkqq, donde T es un operador excéntrico generalizado, w

es un estado singular en ℓ8 y nk “ kPk, donde pPkq es la sucesión de números

naturales dada en el Lema 1.3.

Asociada a la terna Ω, sobre pT q` “ tT P pT q, T positivou definimos el funcional

tΩ por

tΩpAq :“ w

ˆˆ
µnk

pAq
µnk

pT q

˙˙
.

Por [2, Theorem 2.11] se tiene que tΩ se extiende por linealidad a una traza

singular sobre todo el ideal pT q, en este caso, como snpT q “ snp|T |q se tiene que

tΩp|T |q “ 1.

Recı́procamente, si existe una traza singular t tal que 0 ă tp|T |q ă 8 entonces T

es excéntrico generalizado, ver [2, Theorem 2.10].

Observación 1.14.

i) Si T es de rango finito entonces T no es excéntrico generalizado, ya que si lo

fuese, deberı́a existir una traza singular t tal que tp|T |q “ 1. Pero como |T | es

de rango finito y t es singular entonces tp|T |q “ 0, lo cual es una contradicción.

ii) Si T P KpHq entonces por [49, Theorem 3.1] existe un operador

excéntrico generalizado B tal que T P pBq0, donde pBq0 “ tA P
pBq { existe un operador positivo P P pBq tal que para todo ε ą 0, DFε P
FpHq con |A| ă εP ` Fεu

Terminemos esta sección con el siguiente problema.

¿La suma de operadores excéntricos generalizados es excéntrico generalizado?

Para responder esto, usaremos [80, Theorem 2]:

Teorema 1.14 (Har Krishan Vasudeva). Sean pλkq y pukq dos sucesiones monótonas

diferentes de números reales, donde cada una tiene a cero como el único punto

lı́mite. Asuma que uj P pλj, λj`1q para cada j y

8ÿ

n“1

pun ´ λnq converge.

SeaA un operador compacto autoadjunto en un espacio de HilbertH tal que λj son

sus autovalores. Entonces existe un elemento x normalizado y una correspondiente

proyección P unidimensional tal que para un apropiado t ą 0 el operador

B “ A ` tP tiene como autovalores ui.
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Para responder a la pregunta anterior, consideremos las sucesiones

pλnq “ p´ 1

2n ´ 1
q y punq “ p´ 1

2n
q. Es claro que las sucesiones pλnq y punq

satisfacen las hipótesis del teorema 1.14. Si tomamos el operador diagonal

A “
8ÿ

n“1

´ 1

2n ´ 1
en b en,

donde penq es una base ortonormal deH , el teorema 1.14 nos garantiza la existencia

de un operador

B “ A ` tP,

donde P es una proyección unidimensional, t ą 0 y B tiene como autovalores

punq “ p´ 1

2n
q.

Es claro que snpAq “ 1

2n ´ 1
, snpBq “ 1

2n
y por el ejemplo 1.5, i), A y B son

excéntricos generalizados.

Como A´B “ tP , entoncesA´B es de rango 1, y por la observación 1.14,A´B

no puede ser excéntrico generalizado. Ası́ concluimos que la clase de operadores

excéntricos generalizados no admite estructura de subespacio vectorial.

1.3. Determinantes

En el teorema 1.1 hemos visto que todo operador F P FpXq sobre un espacio de

Banach X admite la representación:

F “
nÿ

k“1

fk b ϕk.

Ello permite definir el funcional detpI ` ¨q sobre FpXq por

detpI ` F q :“ detpδjk ` xϕj, fkyqnj,k“1
(1.15)

donde

δjk “
#

1, j “ k

0, j ‰ k
.

Se prueba que el funcional detpI ` ¨q no depende de la representación de F , es un

funcional multiplicativo y

detpI ` FKq “ detpI ` KF q.
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Además por [67, 4.3.22] se tiene que

detpI ` F q “
ź

k

p1 ` λkpF qq

donde pλkpT qq son los valores propios no nulos de T teniendo en cuenta sus

multiplicidades algebraicas.

Ejemplo 1.9.

Sea X “ Lpra, bs, p ě 1. Si T P FpXq es de rango n entonces

T “
nÿ

k“1

gk b ψk.

De forma similar al ejemplo 1.1, para cada gk P X˚ existe ϕk P Lqra, bs tal que

xf, gky “
ż b

a

fpsqϕkpsqds, @f P X,

luego

pTfqptq “
ż b

a

˜
nÿ

k“1

ϕkptqψkpsq
¸
fpsqds.

Si

Kpt, sq “
nÿ

k“1

ϕkptqψkpsq

y desarrollamos (1.15) se tiene

detpI ` T q “ 1 `
nÿ

k“1

1

k!

nÿ

i1,¨¨¨ ,ik“1

detp
@
ϕip , fiq

D
qkp,q“1

.

Desarrollando la última sumatoria concluimos que

detpI ` T q “ 1 `
nÿ

k“1

1

k!

ż

ra,bsk
det

¨
˚̊
˝

Kpt1, t1q ¨ ¨ ¨ Kpt1, tkq
...

. . .
...

Kptk, t1q ¨ ¨ ¨ Kptk, tkq

˛
‹‹‚dt1 ¨ ¨ ¨ dtk

llamada la forma de Fredholm del determinante.

Sea F P FpXq un operador de rango n y λ P C, entonces

detpI ` λF q “
nź

k“1

p1 ` λλkpF qq “ 1 `
nÿ

k“1

dkλ
k

es un polinomio en λ.

La fórmula de Plemelj-Smithies [36, Ch. I, Theorem 7.2] permite expresar dk en

términos de Tr1pF q,Tr1pF 2q, ¨ ¨ ¨ como sigue:
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Teorema 1.15 (Fórmulas de Plemelj-Smithies). Sea F P FpXq de rango n y λ P C,

entonces

detpI ` λF q “ 1 `
nÿ

k“1

ckpF q
k!

λk,

donde

ckpF q “ det

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

Tr1pF q k ´ 1 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

Tr1pF 2q Tr1pF q k ´ 2 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

. . .
. . .

...
...

...
...

. . .
. . . 1

Tr1pF kq Tr1pF k´1q ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ Tr1pF q

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

.

Parece natural extender el determinante detpI ` ¨q de FpXq a su clausura con la

norma de operadores en L pXq, como sigue:

Si Fn Ñ T en L pXq, pFnq Ă Fpxq entonces ĺım
nÑ`8

detpI`Fnq existe, y detpI`T q
estarı́a definido como este lı́mite. Sin embargo, puede suceder que:

Sea X un espacio de Banach con base de Schauder pwnq y pfnq su correspondiente

sistema biortogonal. Sea

Fn “ 1?
n
Sn con Sn “

nÿ

k“1

fk b wk.

Como la sucesión p}Sn}q es acotada entonces Fn Ñ 0. Pero

detpI ` Fnq “ det

ˆ
δjk ` 1?

n
xwj, fky

˙n

j,k“1

“
ˆ
1 ` 1?

n

˙n

Ñ 8

y

Tr1pFnq “ 1?
n

nÿ

k“1

xwk, fky “ n?
n

Ñ 8.

Es por esto que surge el problema de definir el determinante y traza sobre ciertas

subálgebras normadas de L pXq.

Definición 1.14. Una subálgebra D de L pXq es llamada sumergida

continuamente si existe una norma } ¨ }D en D tal que

1. }A} ď C}A}D, @A P D, para alguna C ą 0.

2. }AB}D ď }A}D}B}D, @A,B P D.
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Si adicionalmente, FD “ FpXq X D es denso en D respecto a la norma } ¨ }D,

diremos que D tiene la propiedad de aproximación.

El siguiente teorema puede encontrarse en [36, Ch. II, Theorem 2.1] y establece las

condiciones que permite extender continuamente la traza y determinante de FD a

D.

Teorema 1.16. Sea D Ă L pXq un subálgebra sumergida continuamente con la

propiedad de aproximación. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) La función detpI ` ¨q : FD Ñ C admite una extensión continua de FD a D con

la norma } ¨ }D.

b) La función detpI ` ¨q definida en FD es continua en F “ 0 con la norma } ¨ }D.

c) El funcional lineal Tr1pF q es acotado en FD con la norma } ¨ }D.

Sea D Ă L pXq un subálgebra sumergida continuamente con la propiedad de

aproximación de tal manera que se cumpla una de las condiciones equivalentes del

teorema.

Definimos la traza del operador T P D y el determinante del operador I ` T en D

por

detDpI ` T q “ ĺım
nÑ8

detpI ` Fnq y TrDpT q “ ĺım
nÑ8

Tr1pFnq,

donde }Fn ´ T }D Ñ 0 y pFnq Ă FD.

SeaH un espacio de Hilbert separable y S1pHq el ideal de operadores de clase traza.

Usando las propiedades de números singulares es claro que S1pHq con la norma }¨}1
es un subálgebra sumergida continuamente y tiene la propiedad de aproximación ya

que si T P S1pHq y

Tx “
8ÿ

n“1

snpT q xx, xny yn

es la representación Hilbert-Schmidt de T y definimos

Fnx “
nÿ

k“1

skpT q xx, xky yk,

entonces

}T ´ Fn}1 “
ÿ

kąn

skpT q Ñ 0 cuando n Ñ 8.

Finalmente si F P FpHq es de rango n, por la desigualdad de Weyl dada en la

página 12 y la observación 1.1 se tiene

|Tr1pF q| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

nÿ

k“1

λkpF q
ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď }F }1.
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Asi el funcional Tr1 es acotado en FS1pHq “ FpHq con la norma } ¨ }1, y por el

teorema 1.16 los funcionales Tr1 y detpI ` ¨q se pueden extender continuamente de

FpHq a S1pHq.

Preservaremos las notaciones Tr1 y det para esta traza y determinante extendida:

Si T P S1pHq tenemos

Tr1pT q “ ĺım
nÑ8

Tr1pFnq, detpI ` T q “ ĺım
nÑ8

detpI ` Fnq,

donde pFnq Ă FpHq y }T ´ Fn}1 Ñ 0.

Esta traza y determinante extendida satisfacen las siguientes propiedades de la traza

y determinante discutidas para operadores de rango finito, es decir, si T, S P S1pHq
entonces

Tr1pTSq “ Tr1pST q

detpI ` TSq “ detpI ` ST q

detppI ` T qpI ` Sqq “ detpI ` T q ¨ detpI ` Sq.

Observación 1.15.

Si T P S1pHq entonces la traza dada por el lı́mite de arriba admite la representación

Tr1pT q “
8ÿ

n“1

xTϕn, ϕny

para alguna (o cualquier) base ortonormal pϕnq de H y por lo tanto este funcional

es el mismo que la traza usual Tr introducida en la página 13.

Usando el teorema 1.16 y las fórmulas de Plemelj-Smithies para operadores de

rango finito se tiene.

Teorema 1.17 (Fórmulas de Plemelj-Smithies). Si T P S1pHq entonces detpI`λT q
es una función entera con serie de Taylor

detpI ` λT q “ 1 `
8ÿ

n“1

cnpT q
n!

λn,

donde

cnpT q “ det

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

TrpT q n ´ 1 0 ¨ ¨ ¨ 0

TrpT 2q TrpT q ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0
...

...
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 1

TrpT nq TrpT n´1q ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ TrpT q

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

.
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Adicionalmente por [36, Ch. IV, Theorem 4.1] se cumple

detpI ` T q ď e}T }1 .

En el contexto de operadores integrales en L2ra, bs de clase traza con núcleo

k P Cpra, bs ˆ ra, bsq, y usando la forma de Fredholm del determinante para

operadores de rango finito se deduce que:

detpI ` T q “ 1 `
8ÿ

n“1

1

n!
anpT q,

donde

anpT q “
ż

ra,bsn
det

¨
˚̊
˝

kpt1, t1q ¨ ¨ ¨ kpt1, tnq
...

. . .
...

kptn, t1q ¨ ¨ ¨ kptn, tnq

˛
‹‹‚dt1 ¨ ¨ ¨ dtn

llamado el determinante de Fredholm de T .

A continuación haremos una breve discusión de los determinantes regularizados.

Definición 1.15. Sea X un espacio de Banach y F P FpXq. Definimos

det2pI ` F q “ detpI ` F qe´Tr1pF q.

Hemos visto que el funcional detpI ` ¨q no puede extenderse continuamente de

FpXq a su clausura con la norma de operadores. Lo mismo sucede con el funcional

det2pI ` ¨q, basta considerar un espacio de Banach X con base de Schauder pwnq,

con sistema biortogonal pfnq, definir

Fn “ i
3
?
n
Sn con Sn “

nÿ

k“1

fk b wk

y verificar que

}Fn} Ñ 0 pero det2pI ` Fnq Ñ 8.

El siguiente teorema puede encontrarse en [36, Ch. IX, Theorem 2.1] y establece las

condiciones que permite extender continuamente el det2pI ` ¨q de FD a D donde

D es un subálgebra sumergida continuamente con la propiedad de aproximación.

Teorema 1.18. Sea D Ă L pXq un subálgebra sumergida continuamente, con la

norma } ¨ }D, con la propiedad de aproximación. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
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a) La función det2pI` ¨q : FD Ñ C admite una extensión continua de FD a D con

la norma D.

b) La forma cuadrática Tr1pF 2q es acotada en FD, es decir, existe una constante

C ą 0 tal que

|Tr1pF 2q| ď α}F }2D.

c) El funcional bilineal Tr1pF1F2q es acotado en FD ˆ FD con la norma D, es

decir, existe una constante C ą 0 tal que

|Tr1pF1F2q| ď C}F1}D}F2}D

para todo F1, F2 P FD.

Sea H un espacio de Hilbert separable y S2pHq el ideal de operadores Hilbert-

Schmidt. Usando las propiedades de números singulares es claro que S2pHq con

la norma } ¨ }2 es un subálgebra sumergida continuamente con la propiedad de

aproximación. Además si F P FpHq es de rango n, la desigualdad de Weyl y la

observación 1.1 nos permiten deducir que

ˇ̌
Tr1pF 2q

ˇ̌
ď }F }2

2
.

Ası́ la forma cuadrática Tr1pF 2q es acotada en FS2pHq “ FpHq con la norma } ¨ }2
y por el teorema 1.18 el funcional det2pI ` ¨q admite extensión continua de FpHq a

S2pHq con la norma } ¨ }2. Preservaremos la notación det2pI`¨q para este funcional

extendido:

Si T P S2pHq tenemos

det2pI ` T q “ ĺım
nÑ8

det2pI ` Fnq,

donde pFnq Ă FpHq y }T ´ Fn}2 Ñ 0.

El siguiente teorema puede encontrarse en [36, Ch. IX, Theorem 3.1] y expresa el

det2pI ` ¨q sobre el álgebra de operadores Hilbert-Schmidt S2pHq en función de

TrpA2q, TrpA3q, ¨ ¨ ¨ como sigue:

Teorema 1.19 (Fórmulas de Plemelj-Smithies). Si T P S2pHq entonces

det2pI ` λT q es una función entera con serie de Taylor

det 2pI ` λT q “ 1 `
8ÿ

n“2

1

n!
cnpT qλn,
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donde

cnpT q “ det

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

0 n ´ 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

TrpA2q 0 n ´ 2 ¨ ¨ ¨ 0 0

TrpA2q . . .
. . .

...
...

... ¨ ¨ ¨ ...
...

TrpAn´1q TrpAn´2q TrpAn´3q ¨ ¨ ¨ 0 1

TrpAnq TrpAn´1q TrpAn´2q ¨ ¨ ¨ TrpA2q 0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

.

Observación 1.16.

Basados en el teorema de Lidskii y el hecho de que det2pI ´ λT q es una función

entera por [86, p. 349] se tiene

det1
2
pI ´ λT q

det2pI ´ λT q “ ´
8ÿ

n“1

δn`1λ
n

para λ suficientemente pequeño y δn “ TrpT nq.

En particular si consideramos T : L2ra, bs Ñ L2ra, bs definido por

pTfqptq “
ż b

a

kpt, sqfpsqds

con k P L2pra, bs ˆ ra, bsq, el ejemplo 1.2 nos dice que T P S2pL2ra, bsq. El

determinante de Hilbert-Carleman de T se define por:

DetpI ` λT q “ 1 `
8ÿ

n“2

anpT qλn
n!

,

donde

anpT q “
ż

ra,bsn
det

¨
˚̊
˚̊
˚̋

0 kpt1, t2q ¨ ¨ ¨ kpt1, tnq
kpt2, t1q 0 ¨ ¨ ¨ kpt2, tnq

...
...

. . .
...

kptn, t1q kptn, t2q ¨ ¨ ¨ 0

˛
‹‹‹‹‹‚
dt1 ¨ ¨ ¨ dtn.

El teorema [36 , Ch. X, Theorem 3.1] nos dice que el determinante de Hilbert-

Carleman coincide con el determinante modificado de Fredholm, en otras palabras,

se cumple el teorema:

Teorema 1.20. Si T : L2ra, bs Ñ L2ra, bs es un operador integral con núcleo

k P L2pra, bs ˆ ra, bsq, y por lo tanto T es un operador Hilbert-Schmidt, entonces

DetpI ` λT q “ det 2pI ` λT q.
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Terminamos esta sección comentando algunas aplicaciones de la teorı́a de trazas y

determinantes.

Basados en el trabajo de Marchenko, H. Aden y B. Carl [1] inventaron el método

del operador o método de traza para encontrar soluciones para la ecuación escalar

Korteweg-de Vries (Kdv):

vt “ vxxx ` 3v2x.

La principal idea de este método consiste en:

Dada una ecuación diferencial parcial no lineal y una solución escalar especı́fica, el

primer paso para encontrar otras soluciones es trasladar la ecuación no lineal dada,

a una ecuación de operadores con su respectiva solución. Habiendo obtenido esta

solución, el segundo paso es transferirla a una solución escalar usando un funcional

adecuado (una traza).

Este método fue usado en [14, 19, 20, 51] a otras ecuaciones diferenciales no

lineales como la Kdv modificada, Sine-Gordon y la ecuación de Kadomtsev-

Petviashvili (KP).

La teorı́a de ecuaciones integrales es una de las ramas más importantes del análisis

matemático y su estudio empezó a desarrollarse con el famoso trabajo de Fredholm

titulado “un nuevo método de solución para el problema de Dirichlet”. Este método

usa el determinante de Fredholm y los llamados menores de Fredholm, y es aplicado

para resolver ecuaciones de Fredholm de segundo tipo, ecuaciones de Fredholm

homogéneas y no homogéneas, ası́ como el cálculo de las funciones propias y

funciones propias generalizadas correspondientes a autovalores con multiplicidad

algebraica dada (apéndice B).

1.4. El subespacio conmutador

En lo que sigue I denotará un ideal bilátero del álgebra L pHq de operadores

lineales y acotados.

El subespacio conmutador de I es el conjunto:

CompIq “ spantrA,Bs : A P I, B P L pHqu.

Sabemos que por el lema 1.1, si τ es un funcional lineal en I entonces τ es una traza

si y solo si τpT q “ 0, @T P CompIq.
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El subespacio conmutador ha sido estudiado exhaustivamente por autores como

K. Dykema, T. Fiegel, G. Weiss, N. Kalton y M. Wodzicki, que lo han caracterizado

en términos de la media aritmética de los términos de una sucesión.

Para operadores normales, el [62, Theorem 3.1] afirma que:

Teorema 1.21. Sea T P I un operador normal. Entonces T P CompIq si y solo

diag

ˆ
1

n
pλ1pT q ` ¨ ¨ ¨ ` λnpT qq

˙
P I.

Definición 1.16. I es llamado un ideal normado simétrico si existe una norma

} ¨ }I que hace a I un espacio de Banach y satisface:

}STR}I ď }S}}T }I}R}, @S,R P L pHq, @T P I.

En el contexto de ideales normados simétricos el [77, Theorem 5.1.3] establece que:

Teorema 1.22. Sea I un ideal normado simétrico y T P I . Entonces T P CompIq
si y solo si diag

`
1

n
pλ1pT q ` ¨ ¨ ¨ ` λnpT qq

˘
P I .

El teorema anterior puede extenderse a ideales geometricamente estables, noción

que fue establecida por N. Kalton.

Definición 1.17. I es llamado geométricamente estable si para psnq una sucesión

decreciente de números reales no negativos se tiene que diagpsnq P I si y solo si

diag
`
ps1.s2 ¨ ¨ ¨ snq1{n˘ P I

Por [77, Lemma 5.5.9] tenemos que todo ideal normado simétrico es

geométricamente estable y el [62, Theorem 3.3] extiende el teorema 1.22 probando

que:

Teorema 1.23. Sea I un ideal geométricamente estable y T P I . Entonces T P
CompIq si y solo si diag

`
1

n
pλ1pT q ` ¨ ¨ ¨ ` λnpT qq

˘
P I .

Finalizamos el presente capı́tulo con las siguientes observaciones:

Observación 1.17.

SiQ es un operador Volterra (un operador compacto con σpQq “ t0u) e I es un ideal

geométricamente estable tal que Q P I , entonces por el teorema 1.23 se tiene que

Q P CompIq. Este resultado, en general, es falso si I es un ideal bilátero.

Por ejemplo en [61], Kalton y Dykema construyeron un ideal que no es

geométricamente estable J y un operador Volterra Q P J tal que Q R CompJq.
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Observación 1.18.

Por [61, Corollary 2.4], toda traza τ , definida en un ideal geométricamente estable I

es espectral, es decir, para todo T P I , τpT q solo depende de los autovalores de T y

sus multiplicidades algebraicas. Para probar esto, el [62, Theorem 3.3] y el teorema

de descomposición de Ringrose son las herramientas principales.
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Capı́tulo 2

Lema de Douglas e isometrı́as

parciales

La sección 2.1 contiene el lema de Douglas, este es un resultado que relaciona la

factorización, mayorización e inclusión de rangos de operadores sobre espacios de

Hilbert. Finalmente, propiedades básicas de las isometrı́as parciales son tratadas en

la sección 2.2.

2.1. El lema de Douglas

Antes, solo necesitamos recordar que si T P L pHq entonces

i) H “ KerpT q ‘ pKerpT qqK

ii) pKerpT qqK “ RanpT ˚q

iii) pRanpT qqK “ KerpT ˚q.

El lema de Douglas aparece en la referencia [23] y afirma que:

Teorema 2.1 (Douglas). Sean A,B P L pHq. Son equivalentes:

1) RanpAq Ă RanpBq,

2) AA˚ ď λ2BB˚ para algún λ ě 0,

3) A “ BC para algún C P L pHq.

Además si RanpCq Ă RanpB˚q entonces C es único. Tal C se denomina factor

mı́nimo. Si C es el factor mı́nimo entonces:
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a) }C}2 “ ı́nftµ { AA˚ ď µBB˚u

b) KerpAq “ KerpCq

c) RanpCq Ă RanpB˚q

Observación 2.1.

i) Si A “ BD entonces pI ´ PKerpBqqD es el factor mı́nimo, donde PKerpBq

denota la proyección ortogonal sobre KerpBq.

ii) Suponiendo 1) o 2) en el teorema 2.1, el lema de Douglas resuelve la ecuación

AX “ B para operadores lineales y acotados sobre espacios de Hilbert.

iii) Una generalización del lema de Douglas aparece en [31], en el contexto de

C˚-módulos de Hilbert. En [32], una generalización del lema de Douglas es

demostrada para operadores no acotados en espacios de Banach.

2.2. Isometrı́as parciales

Definición 2.1. Un operador U P L pHq es llamado una isometrı́a parcial si existe

un subespacio cerrado M tal que

}Ux} “
#

}x} , x P M
0 , x P MK

El espacioM es llamado el espacio inicial de U y RanpUq, el cual es un subespacio

cerrado, es llamado el espacio final de U .

Información adicional actualizada relacionada a isometrı́as parciales puede

encontrarse en [92, Ch. 11]. Las propiedades básicas de una isometrı́a parcial están

dadas en el siguiente teorema [35, Ch. II, Theorem 2.3].

Teorema 2.2.

a) Un operador U P L pHq es una isometrı́a parcial si y solo si U˚U es una

proyección.

b) U es una isometrı́a parcial si y solo si U˚ lo es y el espacio inicial de U˚ es el

espacio final de U .
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Observación 2.2.

Notar que si U es una isometrı́a parcial, con espacio inicial M , entonces M “
pKerpUqqK.

En efecto, obviamente MK Ă KerpUq lo que implica que pKerpUqqK Ă M .

Sea x P M entonces }Ux} “ }x}.

Como x “ x1 ` x2, x1 P KerpUq, x2 P pKerpUqqK

entonces

}x} “ }Ux} “ }Ux1 ` Ux2} “ }Ux2} “ }x2}.

Finalmente, como

}x}2 “ }x1}2 ` }x2}2

tenemos que x1 “ 0, implicando que x “ x2 P pKerpUqqK.

Observación 2.3.

i) En general, la composición de isometrı́as parciales no es una isometrı́a parcial

ya que si consideramos

T : R2 Ñ R2, T px, yq “
´x ` y

2
,
x ` y

2

¯
y

S : R2 Ñ R2, Spx, yq “ p0, xq.

Claramente T y S son isometrı́as parciales, pero TS no lo es.

ii) Condiciones necesarias y suficientes, para que la composición de isometrı́as

parciales, en espacios de Hilbert, sea una isometrı́a parcial, fueron establecidas

por I. Erdelyi [29, Theorem 1].

Como consecuencia del teorema 2.2 tenemos el corolario [35, Ch. II, Corollary 7.3]:

Corolario 2.1. Sean A,B P L pHq. Entonces

AA˚ “ BB˚

si y solo si existe una isometrı́a parcial con RanpB˚q como su espacio final tal que

A “ BU.

49



Capı́tulo 3

La hipótesis de Riemann

En este último capı́tulo, aplicaremos las herramientas estudiadas en las secciones

anteriores para establecer nuevas propiedades del operador compacto Aρ.

Empecemos describiendo la hipótesis de Riemann.

3.1. Descripción de la hipótesis de Riemann

La hipótesis de Riemann es una conjetura sobre la distribución de los ceros de la

función zeta de Riemann ζpsq. Describamos el problema:

Sea s P C con Repsq ą 1 entonces la serie de Dirichlet

8ÿ

n“1

1

ns
converge

absolutamente para Repsq ą 1, lo que nos permite definir la función

ζpsq “
8ÿ

n“1

1

ns

llamada función zeta de Riemann.

En 1737 Leonhard Euler demuestra el siguiente teorema:

“Sea f una función aritmética multiplicativa tal que la serie

8ÿ

n“1

fpnq converge

absolutamente. Entonces la suma de la serie puede ser expresada como el producto

infinito
8ÿ

n“1

fpnq “
ź

p

p1 ` fppq ` fpp2q ` ¨ ¨ ¨ q

extendida sobre todos los números primos. Si f es completamente multiplicativa,

entonces
8ÿ

n“1

fpnq “
ź

p

1

1 ´ fppq .”
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Aplicando este teorema a la función completamente multiplicativa fpnq “ 1

ns

tenemos que
8ÿ

n“1

1

ns
“
ź

p

1

1 ´ p´s
para Repsq ą 1.

Lo anterior nos dice que ζpsq no tiene ceros en la región Repsq ą 1.

La función zeta de Riemann ζpsq puede ser prolongada analı́ticamente a todo el

plano complejo excepto en s “ 1 donde tiene un polo simple con residuo 1.

Aplicando la fórmula de Hurwitz se tiene que para todo s ‰ 1 se cumple

ζpsq “ 2p2πqs´1Γp1 ´ sqsen
´πs
2

¯
ζp1 ´ sq,

llamada la ecuación funcional para la función zeta de Riemann, donde Γpsq es la

función Gamma.

La ecuación funcional nos dice que para s “ ´2,´4,´6, ¨ ¨ ¨ se tiene que ζpsq “ 0,

esto es, todo entero par negativo es un cero de la función zeta de Riemann llamado

cero trivial.

La ecuación funcional también nos permite afirmar que los ceros no triviales deben

pertenecer en la franja 0 ă Repsq ă 1, llamada franja crı́tica.

Identificar regiones donde la función zeta de Riemann no se anula es un trabajo

difı́cil. Como referencia a este problema podemos citar [58, Ch. 8], donde es usado

un método de localización.

La conexión entre los ceros no triviales de la función zeta de Riemann y la

distribución de los números primos fue observada por Riemann en su artı́culo de

1859. Es en este artı́culo que Riemann propuso la conocida hipótesis:

“La parte real de todo cero no trivial de la función zeta de Riemann es 1

2
”.

Esta conjetura ha sido reformulada por autores como J. Alcántara-Bode [3], L.

Báez-Duarte [10], A. Beurling [17], etc.

Por todo lo explicado, la investigación de la función zeta de Riemann en

la franja crı́tica es extremadamente importante en teorı́a de números, pero su

comportamiento aún parece un misterio. Una propiedad especial de la función zeta

de Riemann es su universalidad, es decir, toda función holomorfa en la franja

t1

2
ă Repsq ă 1u y sin ceros puede ser uniformemente aproximada en conjuntos

compactos por traslaciones imaginarias de la función zeta. Este notable resultado se

debe a S.M. Voronin [84] y es denominado el teorema de universalidad de Voronin.
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Generalizaciones del teorema de universalidad de Voronin a otras funciones zeta

y sus aplicaciones pueden encontrarse en [90, pp. 95-114]. Existen diferentes

enfoques para la prueba del teorema de universalidad de Voronin; uno de ellos

puede encontrarse en [91, Ch. 7] o en el libro de F. Bayart y E. Matheron [11],

donde combina teorı́a analı́tica de números, geometrı́a de espacios de Hilbert y

teorı́a ergódica.

Esta propiedad de universalidad de la función zeta de Riemann permite obtener

una propiedad de independencia funcional [83], es decir, si F0, F1, ¨ ¨ ¨ , FN son

funciones continuas en CN`1 tal que

Nÿ

k“0

skFkpζpsq, ζ 1psq, ¨ ¨ ¨ , ζNpsqq “ 0 para todo s P C´t1u entonces F0 “ ¨ ¨ ¨ “ FN “ 0.

3.2. La función de correlación de Beurling

El criterio de Nyman - Beurling aparece en [17] y afirma que:

Teorema 3.1. Sea ρpxq “ x ´ rxs, x P R, rxs P Z, rxs ď x ă rxs ` 1 y

M “ tf P L2p0, 1q { fpxq “
nÿ

k“1

akρ

ˆ
θk

x

˙
,

nÿ

k“1

akθk “ 0,

0 ă θk ď 1, ak P C, 1 ď k ď n, n P Nu

Entonces la hipótesis de Riemann es verdad si y solo si M “ L2p0, 1q. Además

M “ L2p0, 1q si y sólo si 1 P M .

Para saber si la función constante 1 pertenezca a la clausura de M , uno deberı́a

evaluar la siguiente norma

›››››1 `
nÿ

k“1

akρ

ˆ
θk

x

˙›››››

2

2

.

Al hacer esto vamos a tener

›››››1 `
nÿ

k“1

akρ

ˆ
θk

x

˙›››››

2

2

“ 1`
nÿ

k“1

2Repakq
ż

1

0

ρ

ˆ
θk

x

˙
dx`

nÿ

k“1

|ak|2
ż

1

0

ρ2
ˆ
θk

x

˙
dx

`
ÿ

kăj

2Repakajq
ż

1

0

ρ

ˆ
θk

x

˙
ρ

ˆ
θj

x

˙
dx (3.1)

donde

nÿ

k“1

akθk “ 0.
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De [6, pp. 6-7] tenemos las siguientes fórmulas
ż

1

0

ρ

ˆ
θ

x

˙
dx “ ´θ ln θ ` p1 ´ γqθ (3.2)

ż
1

0

ρ2
ˆ
θ

x

˙
dx “ plnp2πq ´ γqθ ´ θ2 (3.3)

ż
1

0

ρ

ˆ
θr

x

˙
ρ

ˆ
θk

x

˙
dx “ θk

ż
1

0

ρ

ˆ
1

x

˙
ρ

ˆ
θr{θk
x

˙
dx ` p1 ´ θkqθr (3.4)

donde θ P p0, 1q, 0 ă θr ď θk ď 1 y γ es la constante de Euler.

Para 1 ě θ1 ą θ2 ą ¨ ¨ ¨ ą θn ą 0, aplicando (3.2), (3.3) y (3.4) se tiene

›››››1 `
nÿ

k“1

akρ

ˆ
θk

x

˙›››››

2

2

“ 1 ´
nÿ

k“1

2Repakqθk lnpθkq `
nÿ

k“1

|ak|2θkrlnp2πq ´ γs

`
ÿ

kăj

2Repakajq
ˆ
θkJppθj

θk
q ` θjq

˙
(3.5)

donde

Jpαq “
ż

1

0

ρ

ˆ
1

x

˙
ρ
´α
x

¯
dx, α P r0, 1s.

La importancia de la función J radica en su aparición en la expresión (3.5).

La función J es llamada función de correlación de Beurling y varias de sus

propiedades han sido estudiadas por J. Alcántara-Bode en [6] y en [7].

Sea

ραpxq “
”α
x

ı
´ α

”1
x

ı
, 0 ă α ď 1,

entonces por el criterio de Nyman-Beurling es claro que la hipótesis de Riemann es

verdad si y solo si 1 P spantραpxq, 0 ă α ď 1u.

En [10], Báez-Duarte refinó este criterio demostrado que la hipótesis de Riemann

es cierta si y solo si 1 P spantρ 1

n
pxq, n P Nu. Esto conduce al estudio de sumas

finitas de la forma

ÿ
ck

„
1

nkx


, nk P N, donde

ÿ ck

nk

“ 0.

Esta fue la motivación de V.I. Vasyunin para estudiar el siguiente problema

planteado en [81].

Problema 1

Describir todas las sumas finitas de la forma

ÿ
ck

„
1

xnk


, nk P N

tomando valores en el conjunto t0, 1u.

Entre otros resultados, se demuestra que:
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Proposición 3.1.

1) Todas las soluciones del problema 1 son funciones que se representan en la

forma

fpxq “
nÿ

k“1

„
1

xnk


´

2n`1ÿ

k“n`1

„
1

xnk


.

2) La función

fpxq “
„

1

xn1


´
„

1

xn2


´
„

1

xn3



toma los valores 0 y 1 si y solo si

1

n1

“ 1

n2

` 1

n3

.

3) Supongamos que

1

n1

` 1

n2

“ 1

n3

` 1

n4

` 1

n5

, n3 “ 2n1.

Si

n4 “ 2n2 o n2 “ 2n4,

entonces la función

fpxq “
„

1

xn1


`
„

1

xn2


´
„

1

xn3


´
„

1

xn4


´
„

1

xn5



toma los valores 0 y 1.

J. Bober en [15], complementa los resultados de V.I. Vasyunin demostrando:

Proposición 3.2.

1) El problema 1 no tiene soluciones con un número de términos mayor a 9.

2) Existen solo 21 soluciones irreducibles de 7 términos del problema 1.

3) Existen solo 2 soluciones irreducibles de 9 términos del problema 1.

Observación 3.1.

En los numerales 2 y 3 de la proposición 3.1 no se usa la propiedad de que nk sea

entero, los resultados son válidos para todo número positivo nk.

Con ayuda de la proposición 3.1 podemos deducir propiedades adicionales de la

función de correlación de Beurling.
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Proposición 3.3.

1) Si 0 ă θ1 ď θ2 ă θ3 ď 1 y θ3 “ θ1 ` θ2 entonces

θ2J

ˆ
θ1

θ2

˙
´ θ3J

ˆ
θ2

θ3

˙
´ θ3J

ˆ
θ1

θ3

˙
“ 1

2
pθ3 ln θ3 ´ θ1 ln θ1 ´ θ2 ln θ2q

´ θ3plnp2πq ´ γq ` θ2.

2) Si 0 ă θ3 ă θ1 ă θ4 ă θ2 ă θ5 ď 1, θ1 ` θ2 “ θ3 ` θ4 ` θ5, θ1 “ 2θ3. Además

si θ2 “ 2θ4 entonces

θ2J

ˆ
θ1

θ2

˙
` θ4J

ˆ
θ3

θ4

˙
` θ5J

ˆ
θ3

θ5

˙
` θ5J

ˆ
θ4

θ5

˙
´ θ1J

ˆ
θ3

θ1

˙
´ θ2J

ˆ
θ3

θ2

˙

´ θ2J

ˆ
θ4

θ2

˙
´ θ5J

ˆ
θ2

θ5

˙
´ θ4J

ˆ
θ1

θ4

˙
´ θ5J

ˆ
θ1

θ5

˙
“

1

2
pθ1 ln θ1`θ2 ln θ2´θ3 ln θ3´θ4 ln θ4´θ5 ln θ5q´plnp2πq´γqpθ1`θ2q`θ1`θ2.

Prueba.

1) Sea 0 ă θ1 ď θ2 ă θ3 ď 1 con θ3 “ θ1 ` θ2. Por la proposición 3.1 la función

fpxq “
„
θ3

x


´
„
θ1

x


´
„
θ2

x


“ ρ

ˆ
θ1

x

˙
`
ˆ
θ2

x

˙
´ ρ

ˆ
θ3

x

˙

toma los valores 0 y 1. Luego

f 2pxq “ fpxq,

entonces

ρ2
ˆ
θ1

x

˙
` ρ2

ˆ
θ2

x

˙
` ρ2

ˆ
θ3

x

˙
` 2ρ

ˆ
θ1

x

˙
ρ

ˆ
θ2

x

˙
´ 2ρ

ˆ
θ1

x

˙
ρ

ˆ
θ3

x

˙

´ 2ρ

ˆ
θ2

x

˙
ρ

ˆ
θ3

x

˙
“ ρ

ˆ
θ1

x

˙
` ρ

ˆ
θ2

x

˙
´ ρ

ˆ
θ3

x

˙
.

Integramos de 0 a 1 y usamos las fórmulas (3.2), (3.3) y (3.4) para obtener el

resultado.

2) La prueba es similar a 1).

�

Casos particulares de la proposición anterior son las ecuaciones funcionales

obtenidas en [7]:
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´α lnα

2
´ p1 ´ αq lnp1 ´ αq

2
“ Jp1q ´ Jpαq ´ Jp1 ´ αq ` α`

p1 ´ αqJ
ˆ

α

1 ´ α

˙
, @α P s 0, 1{2s .

1

2
rln 2 ` 3 ln π ´ 3γs ` 4p1 ´ αq

ˆ
α

1 ´ α

˙
` 2α2 “ 1 ` 2p1 ´ αqJ

ˆ
α

2p1 ´ αq

˙

`p1´αqJ
ˆ

2α

1 ´ α

˙
`αpα`1q`Jp2αq`2p1´αqJ

ˆ
1

2p1 ´ αq

˙
, @α Ps0, 1{3s.

Además para α Ps0; 1s se cumple:

Jpαq “ ´α lnα

2
´

8ÿ

n“1

$
&
%

¨
˝

rn
αsÿ

k“1

1

k

˛
‚´ ln

”n
α

ı
´ γ ´ 1

2
“
n
α

‰

,
.
-

´
8ÿ

n“1

#
ln

˜
1 ´ αρ

`
n
α

˘

n

¸
` αρ

`
n
α

˘

n

+
´ 1

2

8ÿ

n“1

αρ
`
n
α

˘
“
n
α

‰
n

` α

2
tlnp2πq ´ γ ´ 1u .

3.3. La hipótesis de Riemann como problema de

análisis funcional

En [3], J. Alcántara-Bode ha reformulado la hipótesis de Riemann (HR) como un

problema de análisis funcional. El teorema es el siguiente:

Teorema 3.2. Sea pAρfqpθq “
ż

1

0

ρ

ˆ
θ

x

˙
fpxqdx, donde ρpxq “ x ´ rxs, x P R,

rxs P Z, rxs ď x ă rxs ` 1, un operador integral en L2p0, 1q. Entonces la HR es

verdad si y solo si KerpAρq “ t0u o si y solo si h R RanpAρq donde hpxq “ x.

Importantes propiedades del operador integral Aρ son establecidas en [3] como:

i) Aρ es no normal; Aρ es Hilbert-Schmidt no nuclear.

ii) λ P σpAρqzt0u si y solo si T pλ´1q “ 0 donde

T puq “ 1 ´ u `
8ÿ

r“1

p´1qr`1

ˆ śr

ℓ“1
ζpℓ ` 1q

pr ` 1q!pr ` 1q

˙
ur`1 (3.6)

es una función entera de orden uno y tipo uno (apéndice C), además cada

autovalor no nulo λ “ µ´1 tiene multiplicidad geométrica uno con función

propia Ψµpxq “ xT 1pµxq.
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iii) Usando la analiticidad de las funciones propias de Aρ se determina que

det2pI ´ uAρq “ euT puq, @u P C.

iv) Si pλnq es la sucesión de autovalores no nulos de Aρ ordenados de modo que

|λn| ě |λn`1|, @n P N y cada uno de ellos se repite según su multiplicidad

algebraica entonces

8ÿ

n“1

|λn| “ 8 y λn R R para un número infinito de

valores de “n”. Además, si consideramos Aρ como un operador en el espacio

de Banach ordenado pCr0, 1s, F q, donde

F “ tf P Cr0, 1s { fpxq ě 0, @x P r0, 1su,

entonces por el teorema de Krein-Rutman (apéndice A), el primer autovalor λ1

es positivo y tiene multiplicidad algebraica uno.

Considere el operador Aρpαq : L2p0, 1q Ñ L2p0, 1q definido por

pAρpαqfqpθq “
ż

1

0

ρ

ˆ
αθ

x

˙
fpxqdx, 0 ă α ď 1.

Por [8, Theorem 2.1], para 0 ă α ă 1 se demuestra que el conjunto de autovectores

y autovectores generalizados correspondientes a los autovalores no nulos de Aρpαq
es total en L2p0, 1q (apéndice A).

Para establecer una relación entre los operadores Aρpαq y Aρ introducimos el

operador Vα : L2p0, 1q Ñ L2p0, 1q definido por

pVαfqpxq “ f
´x
α

¯
χr0,αspxq.

Propiedades de Vα están dadas en la siguiente proposición:

Proposición 3.4.

i) }Vα} “ ?
α y pV ˚

α fqpxq “ αfpαxq.

ii) V ˚
α Vα “ αI y VαV

˚
α “ αχr0,αs.

iii) V ˚
αAρVα “ α2Aρ.

iv) Aρpαq “ 1

α
V ˚
αAρ y AρpαqVα “ αAρ.

v) Aρpαq es Hilbert-Schmidt no nuclear.
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Prueba.

i)

}Vαf}2 “
ż

1

0

|Vαpfqpxq|2dx “
ż α

0

ˇ̌
ˇf
´x
α

¯ˇ̌
ˇ
2

dx

“ α

ż
1

0

|fpxq|2dx “ α}f}2,

lo que nos dice que }Vα} “ ?
α.

La otra propiedad es consecuencia directa de la definición.

iiq, iiiq y ivq son inmediatas de iq.

v) De ivq y usando la propiedad c) de números singulares tenemos que Aρpαq es

Hilbert-Schmidt no nuclear.

�

En lo que sigue estableceremos algunas nuevas propiedades del operador Aρ con

las herramientas estudiadas en los capı́tulos 1 y 2.

Para establecer nuestro primer resultado, el teorema de descomposición de Ringrose

[73] es de vital importancia.

Teorema 3.3 (Ringrose).

Sea T P KpHq. Existe un operador normal N y un operador Volterra Q tal que

T “ N ` Q y pλnpT qq “ pλnpNqq.

Usando la descomposición de Ringrose para Aρ tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.4.

Si Aρ “ N ` Q es la descomposición de Ringrose de Aρ entonces

a) N es excéntrico generalizado, no nuclear y pertenece a SppL2p0, 1qq, p ą 1.

b) N P M1,8pL2p0, 1qq, TrwpNq “ w

˜
1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

λkpAρq
¸

y |TrwpNq| ď e,

donde w es un estado singular invariante por D2.

c) Q es Hilbert-Schmidt.
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Prueba.

a) De (3.6) se tiene que T p0q “ 1, entonces para todo r ą 0 tenemos que

nT prq ď lnpMT perqq

(apéndice C). De (3.6) se tiene que

T pzq “
8ÿ

n“0

anz
n,

donde a0 “ 1 y |an| “ p´1qnan para todo n ě 1. Como

|T pzq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8ÿ

n“0

anz
n

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

8ÿ

n“0

|an||z|n “
8ÿ

n“0

anp´|z|qn “ T p´|z|q,

entonces MT perq “ T p´erq. Por lo tanto

nT prq ď lnpMT perqq “ lnpT p´erqq ď er,

lo que implica

|λnpAρq| ď e

n
, @n ě 1. (3.7)

Como N es normal, el teorema espectral para operadores compactos normales

[77, Theorem 1.1.12] nos permite afirmar que

|λnpAρq| “ |λnpNq| “ snpNq.

Como

8ÿ

n“1

|λnpAρq| “ `8 entonces la igualdad anterior nos dice que N es no

nuclear, y por (3.7) tenemos que N P SppL2p0, 1qq, p ą 1.

De (3.7) se tiene que para cada n P N

nÿ

k“1

skpNq ď e

nsnpNq
nÿ

k“1

skpNq,

Pero como N es no nuclear la sucesión

ˆ
δnpNq
nsnpNq

˙
no es acotada, luego N es

irregular.

Como N es no nuclear entonces µnpNq “ δnpNq, y por la observación 1.13, N

es excéntrico generalizado.
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b) De (3.7) se tiene que para cada n P N

1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

skpNq ď e

logpn ` 1q
nÿ

k“1

1

k
,

y como
1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

1

k
Ñ 1 entonces N P M1,8pL2p0, 1qq y

}N}1,8 ď e.

Por la proposición 1.1 tenemos que

|TrwpNq| ď e.

Por (3.7) y la observación 1.8 concluimos que

TrwpNq “ w

˜˜
1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

λkpAρq
¸¸

.

c) Como Aρ, N P S2pL2p0, 1qq entonces Q P S2pL2p0, 1qq.

�

Para 0 ă α ă 1, en [5] se ha calculado el determinante modificado de Fredholm

D˚
αpuq “ det2rI ´ uAρpαqs, obteniendo

D˚
αpuq “ eαuTαpuq, @u P C,

donde

Tαpuq “ 1 ´ αu `
8ÿ

r“1

p´1qr`1αpr`1qpr`2q{2

pr ` 1q!pr ` 1q
rź

ℓ“1

ζpℓ ` 1qur`1

es una función entera de orden cero y D˚
α tiene orden 1 y tipo α (apéndice C).

Además, λ P σpAρpαqqzt0u si y solo si Tαpλ´1q “ 0.

Es importante mencionar que el método usado en [5], para calcular

det2pI ´ µAρq, consiste en demostrar que las funciones propias de los

correspondientes autovalores no nulos son analı́ticas y tienen multiplicidad

geométrica uno. Otro ingrediente importante es notar que h es un vector cı́clico

de Aρ (apéndice A) y finalmente algunas propiedades de operadores compactos

en espacios de Hilbert son usadas. Este método puede usarse para calcular el

determinante modificado de Fredholm, por ejemplo, de Aρpαq y Aρ ` Qf donde

Qf pgq “ xg, fyh.
Esto nos permite establecer el siguiente resultado:
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Teorema 3.5.

Si 0 ă α ă 1 y Aρpαq “ Nα ` Qα es la descomposición de Ringrose de Aρpαq
entonces

a) Nα P SppL2p0, 1qq, @p ě 1 y en particular TrwpNαq “ 0, @w estado singular en

ℓ8 invariante por D2.

b) Qα es Hilbert-Schmidt y no nuclear.

Prueba.

a) Como Tαpuq es una función entera de orden cero entonces la sucesiónˆ
1

|λnpAρpαqq|

˙
tiene exponente de convergencia τ “ 0 (apéndice C), es decir

8ÿ

n“1

|λnpAρpαqq|r ă 8, @r ą 0,

luegoNα P SppL2p0, 1qq, @p ě 1. Finalmente por el numeral 2 de la proposición

1.1, tenemos que TrwpNαq “ 0, para todo w estado singular en ℓ8 invariante por

D2.

b) Como Aρpαq, Nα P S2pL2p0, 1qq entonces Qα P S2pL2p0, 1qq, y como Nα es

nuclear entonces Qα no lo es.

�

Por la proposición 3.4 tenemos las desigualdades

snpAρpαqq ď α´1}V ˚
α }snpAρq “ α´1{2snpAρq,

αsnpAρq ď snpAρpαqq}Vα} “ α1{2snpAρpαqq.

Entonces para cada n ě 1 se tiene

α1{2 ď snpAρpαqq
snpAρq ď α´1{2. (3.8)

Similarmente se deduce que para cada n ě 1

ˆ
α

β

˙1{2
ď snpAρpαqq
snpAρpβqq ď

ˆ
β

α

˙1{2
, 0 ă α ď β ď 1. (3.9)

Esto nos conduce a nuestro siguiente teorema:

61



Teorema 3.6. Aρ es excéntrico generalizado si y sólo si Aρpαq es excéntrico

generalizado para algún α P x0, 1s.

Prueba.

De la desigualdad (3.9) se tiene que si Aρpαq es regular para algún α P x0, 1s, lo es

para todo α P x0, 1s.
De la misma forma por (3.8), Aρpαq es regular para algún α P x0, 1s si y solo si Aρ

es regular.

Lo anterior nos permite afirmar que Aρ es irregular si y solo si Aρpαq es irregular

para algún α P x0, 1s.
Finalmente, como Aρ y Aρpαq son no nucleares, la observación 1.13 concluye la

prueba.

�

Observación 3.2.

Por lo hecho en la prueba del teorema 3.6 se puede afirmar que si Aρpαq es

excéntrico generalizado para algún α P x0, 1s entonces lo es para todo α P x0, 1s.

Observación 3.3.

i) Una sucesión decreciente panq de números positivos, con a1 “ 1, es llamada

binormalizante si

8ÿ

n“1

an “ 8 y ĺım
nÑ`8

an “ 0. ComoAρ es no nuclear entonces

la sucesión u “
ˆ
snpAρq
}Aρ}

˙
es binormalizante [38, p. 141]. Por [38, Ch. III,

Theorem 14.1] tenemos el ideal normado simétrico no separable

Gu “

$
’’’’&
’’’’%
A P KpHq { }A}u “ }Aρ} sup

nPN

$
’’’’&
’’’’%

nÿ

k“1

skpAq

nÿ

k“1

skpAρq

,
////.
////-

ă 8

,
////.
////-

con la norma } ¨ }u.

ii) Si Aρ “ N ` Q es la descomposición de Ringrose de Aρ entonces Aρ P Gu y

por la desigualdad de Weyl dada en la página 12, }N}u ď }Aρ} ă 8 lo que

nos conduce a concluir que Q P Gu, esto es, existe un M ą 0 tal que para cada

n P N se cumple
nÿ

k“1

skpQq ď M

nÿ

k“1

skpAρq.
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iii) Por los lemas 1.2 y 1.3 y los teoremas 2 y 3 de [79] concluimos que:

Aρ es excéntrico generalizado ô Aρ es irregular ô Aρ es excéntrico

ô pAρq}¨}u Ằ Gu ô pAρq Ằ pAρq}¨}u
.

Todo operador Hilbert-Schmidt, sobre un espacio de Hilbert separable, satisface

para cada n P N:

ns2npAq ď
nÿ

k“1

s2kpAq ď }A}2
2
,

ası́

snpAq ď }A}2?
n
. (3.10)

En nuestro contexto si consideramos 0 ď α ď β ď 1 entonces para cada n P N se

cumple

snpAρpαq ´ Aρpβqq ď }Aρpαq ´ Aρpβq}2?
n

. (3.11)

Pero, por el ejemplo 1.2, la norma }Aρpαq ´ Aρpβq}2 se calcula por

}Aρpαq ´ Aρpβq}2 “
˜ż

1

0

ż
1

0

ˆ
ρ

ˆ
αθ

x

˙
´ ρ

ˆ
βθ

x

˙˙2

dθdx

¸1{2

y por las fórmulas (3.2), (3.3) y (3.4) llegamos a que

}Aρpαq´Aρpβq}2 “
˜

plnp2πq ´ γqpα ` β

2
q ´ 1

3
pα2 ` β2q ´ 2

«
βJpα

β
q

2
` α

2
´ αβ

3

ff¸1{2

.

Finalmente en (3.11) tendrı́amos que

snpAρpαq´Aρpβqq ď

´
plnp2πq ´ γqpα`β

2
q ´ 1

3
pα2 ` β2q ´ 2

”
βJpα

β
q

2
` α

2
´ αβ

3

ı¯1{2

?
n

.

Si en la desigualdad anterior tomamos, en particular, los valores de α “ 0 y β “ 1

deducimos que

snpAρq ď

´
lnp2πq´γ

2
´ 1

3

¯1{2

?
n

. (3.12)

Ahora si

Aρ “ N ` Q

es la descomposición de Ringrose de Aρ, entonces por la propiedad g) de números

singulares tenemos que

sn`m´1pAρ ´ Nq “ sn`m´1pQq ď smpAρq ` snpNq.
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Si tomamos m “ n ` 1 y usamos las desigualdades (3.7) y (3.12)

s2npQq ď

´
lnp2πq´γ

2
´ 1

3

¯1{2

?
n ` 1

` e

n
.

Ahora si m “ n y nuevamente usamos (3.7) y (3.12) entonces

s2n´1pQq ď

´
lnp2πq´γ

2
´ 1

3

¯1{2

?
n

` e

n
.

Ası́ hemos deducido nuestro teorema:

Teorema 3.7.

Si Aρ “ N ` Q es la descomposición de Ringrose de Aρ entonces

1) snpAρq ď

´
lnp2πq´γ

2
´ 1

3

¯1{2

?
n

2) snpNq ď e

n

3) s2npQq ď

´
lnp2πq´γ

2
´ 1

3

¯1{2

?
n ` 1

` e

n
y

s2n´1pQq ď

´
lnp2πq´γ

2
´ 1

3

¯1{2

?
n

` e

n
.

Observación 3.4.

1) Con un trabajo similar a lo hecho en la prueba del teorema 3.7, se demuestra en

general que para 0 ă α ď 1 se cumple que

snpAρpαqq ď
`
plnp2πq ´ γqα

2
´ 1

3
pα2q

˘1{2

?
n

.

snpNαq ď αe

n
.

s2npQαq ď
`
plnp2πq ´ γqα

2
´ 1

3
pα2q

˘1{2

?
n ` 1

` αe

n
.

s2n´1pQαq ď
`
plnp2πq ´ γqα

2
´ 1

3
pα2q

˘1{2

?
n

` αe

n
.

donde Aρpαq “ Nα ` Qα es la descomposición de Ringrose de Aρpαq.

64



2) Si 0 ă r, β ă α ď 1 y α “ β ` r entonces

snpAρpβq ` Aρprq ´ Aρpαqq ď
ln1{2

´
αα{2

ββ{2¨rr{2

¯

?
n

.

En efecto, con estas hipótesis, la proposición 3.1 nos dice que la función

fpxq “
„
αθ

x


´
„
βθ

x


´
„
rθ

x


“ ´ρ

ˆ
αθ

x

˙
` ρ

ˆ
βθ

x

˙
` ρ

ˆ
rθ

x

˙

toma los valores 0 y 1.

Luego

fpxq “ f 2pxq,

e integrando respecto a x y θ se tiene que

α

2
lnpαq ´ β

2
lnpβq ´ r

2
lnprq “ }Aρpβq ` Aρprq ´ Aρpαq}2

2
,

y por (3.10) tenemos lo deseado.

Un ingrediente importante, para establecer más propiedades de Aρ y Aρpαq es el

siguiente teorema de aproximación [18]:

Teorema 3.8 (Müntz).

Sea pλnq una sucesión de números reales diferentes con λn ą ´1

2
para cada n.

Entonces el conjunto spantxλ1 , xλ2 , ¨ ¨ ¨ u es denso en L2p0, 1q si y solo si la serie

8ÿ

n“1

2λn ` 1

p2λn ` 1q2 ` 1

diverge.

En lo que sigue, h denotará la función hpxq “ x en L2p0, 1q.

Basándose en el teorema de Müntz y el lema de Douglas, J. Alcántara-Bode

(comunicación personal) ha deducido los siguientes tres resultados:

Teorema 3.9.

Aρpαq “ AρpβqV α̊
β

` α

B
¨, χrα

β
,1s
1

h

F
h, 0 ă α ď β ď 1 (3.13)
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Prueba.

Por el teorema 3.8, basta verificar la fórmula (3.13) en hr con r P N, donde

hpxq “ x. Evaluando la parte derecha de (3.13) se tiene

AρpβqV α̊
β

phrqpθq ` α

ˆż
1

0

hrpxqχrα
β
,1spxq 1

hpxqdx
˙
hpθq

“ α

β
Aρpβqphrpα

β
θqq ` α

˜ż
1

α
β

xr´1dx

¸
θ

“ αr`1

βr`1
Aρpβqpθrq ` α

r

ˆ
xr
ˇ̌
1

α
β

˙
θ

“ αr`1

βr`1

ż
1

0

ρ

ˆ
βθ

x

˙
xrdx ` α

r

ˆ
1 ´ αr

βr

˙
θ (3.14)

La siguiente identidad puede encontrarse en [17, p. 312] y afirma que

ż
1

0

ρ

ˆ
θ

x

˙
xrdx “ θ

r
´ ζpr ` 1q

r ` 1
θr`1. (3.15)

Reemplazando esta identidad en la integral de (3.14) se tiene

αr`1

βr`1

ˆ
βθ

r
´ ζpr ` 1q

r ` 1
pβθqr`1

˙
` α

r

ˆ
1 ´ αr

βr

˙
θ

“ αθ

r
´ ζpr ` 1q

r ` 1
pαθqr`1 “ Aρpαqpθrq

“ Aρpαqphrqpθq.

Concluimos que (3.13) es cierto en hr y por lo tanto en todo L2p0, 1q. �

Corolario 3.1.

Para λ ą 0 y λα, λβ P x0, 1s con 0 ă α ď β ď 1 se cumple la fórmula

AρpαqA˚
ρpλαq “ α

β
AρpβqA˚

ρpλβq ` λα

3
pβ ´ αqP (3.16)

donde P es la proyección ortogonal sobre el subespacio M “ tλh, λ P Cu.

Prueba.

Reemplazando en (3.13) el valor de λα y λβ en lugar de α y β tenemos la fórmula

Aρpλαq “ AρpλβqV α̊
β

` λα

B
¨, χrα

β
,1s
1

h

F
h.

Si tomamos adjunto a la fórmula anterior tenemos

A˚
ρpλαq “ Vα

β
A˚

ρpλβq ` λα x¨, hy 1

h
χrα

β
,1s, (3.17)
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y multiplicando (3.13) con (3.17) deducimos que

AρpαqA˚
ρpλαq “ AρpβqV α̊

β
Vα

β
A˚

ρpλβq ` λα2

3

ˆ
β ´ α

α

˙
P,

ası́ concluimos usando la proposición 3.4, iiq. �

Teorema 3.10. Para 0 ă α ă 1, h P RanpAρpαqq y KerpA˚
ρpαqq “ t0u.

Prueba.

Tomando λ “ 1 en la fórmula (3.16) tenemos que

AρpαqA˚
ρpαq “ α

β
AρpβqA˚

ρpβq ` α

3
pβ ´ αqP,

esto implica
α

3
pβ ´ αqP ď AρpαqA˚

ρpαq,

y por el teorema 2.1

RanpP q Ă RanpAρpαqq, 0 ă α ă 1.

pero como h P RanpP q entonces h P RanpAρpαqq.

De la identidad (3.15) tenemos

Aρpαqphrq “ αh

r
´ ζpr ` 1q

r ` 1
pαhqr`1, Reprq ą ´1.

Como h P RanpAρpαqq entonces

thr, r P Nu Ă RanpAρpαqq,

y por el teorema de Müntz, RanpAρpαqq es denso en L2p0, 1q, lo que implica que

KerpA˚
ρpαqq “ t0u. �

Observación 3.5.

Si tomamos f P L2p0, 1qz {0} tal que V ˚
α pfq “ 0 y

ż
1

α

fpxq
x

dx “ 0 entonces

f P KerpAρpαqq, por lo tanto KerpAρpαqq ‰ t0u. Esto y el teorema 3.10 nos

dicen que el operador Aρpαq, 0 ă α ă 1, no satisface las condiciones necesarias y

suficientes que se debe imponer a Aρ para que la hipótesis de Riemann se cumpla.

En lo que sigue, mostraremos más propiedades del operador Aρ desde el punto de

vista de trazas singulares. Un aporte de este trabajo de tesis es:

Teorema 3.11. Sea I un ideal geométricamente estable en L2p0, 1q y suponga que

Aρ P I , entonces τpAρq “ 0, para toda τ traza singular no trivial en I .
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Prueba.

Primera parte

Para que nuestro teorema tenga sentido, primero demostremos que si T R S1pHq
entonces la familia

ηT “ tτ : Iτ Ñ C { Iτ es un ideal geométricamente estable,

τ es una traza singular no trivial, T P Iτ y τpT q “ 0u

es no vacı́a.

En efecto, por la observación 1.14 ii) existe un operador B excéntrico generalizado

tal que T P pBq0 Ă pBq. Como T P pBq existe un r tal que

T “
rÿ

i“1

CiBRi, pCiqri“1
, pRiqri“1

Ă L pHq.

Luego

nÿ

k“1

skpT q “
nÿ

k“1

sk

˜
rÿ

i“1

CiBRi

¸

ď
nÿ

k“1

skpBq
rÿ

i“1

}Ci}}Ri},

entonces B R S1pHq.

En la sección 1.2.2 hemos visto que a B le podemos asociar la terna Ω “
pB,w, pnkqq. Asociada a la terna Ω tenemos el funcional tΩ definido en pBq` por

tΩpAq “ w

ˆˆ
µnk

pAq
δnk

pBq

˙˙
.

que se extiende por linealidad a una traza singular sobre todo el ideal pBq y

tΩp|B|q “ 1.

Es claro que el funcional tΩ es acotado en pBq con la norma } ¨ }B, donde

}A}B “ }B} sup
ně1

$
’’’’&
’’’’%

nÿ

k“1

skpAq

nÿ

k“1

skpBq

,
////.
////-
,

y por lo tanto admite una extensión a pBq}¨}B
, llamemos a esta extensión t̃Ω.

Claramente t̃Ω es una traza singular sobre el ideal pBq}¨}B
que, por la observación

3.3, i), es un ideal normado simétrico y t̃Ωp|B|q “ 1, es decir, es no trivial.
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Como el ideal pBq}¨}B
es normado simétrico entonces es geométricamente estable.

Por definición de pBq0 tenemos que t̃ΩpT q “ 0. Concluimos entonces que t̃Ω P ηT
y por lo tanto la familia ηT es no vacı́a.

Segunda parte

Los operadores
1

α
Aρpαq ´ 1

β
Aρpβq, α, β P x0, 1s

son Volterra (J. Alcántara - Bode, Comunicación personal).

En efecto, suponga que λ ‰ 0, ϕλ P L2p0, 1q, ϕλ ‰ 0 y
ˆ
1

α
Aρpαq ´ 1

β
Aρpβq

˙
ϕλ “ λϕλ,

de forma similar a [3, Theorem 3] se tiene que ϕλ es analı́tica en r0, 1s y puede

extenderse a una función entera, luego

ϕλpxq “
8ÿ

n“1

cnx
n, cn “ cnpλq.

Sustituyendo esta serie se tiene

8ÿ

n“1

cn

α
Aρpαqpxnq ´

8ÿ

n“1

cn

β
Aρpβqpxnq “

8ÿ

n“1

λcnx
n.

Por (3.15)

8ÿ

n“1

cn

α

ˆ
αx

n
´ ζpn ` 1q

n ` 1
pαxqn`1

˙
´ cn

β

ˆ
βx

n
´ ζpn ` 1q

n ` 1
pβxqn`1

˙
“

8ÿ

n“1

λcnx
n,

es ası́ que
8ÿ

n“1

ζpn ` 1q cn

n ` 1
pβn ´ αnqxn`1 “

8ÿ

n“1

λcnx
n

e igualando tenemos que para cada n se cumple cn “ 0, y por lo tanto ϕλ “ 0, lo

cual es una contradicción. Concluimos entonces que el único valor en el espectro

de 1

α
Aρpxq ´ 1

β
Aρpβq es el cero.

Tercera parte

Como Aρpαq “ 1

α
V ˚
αAρ y usando (3.13) para β “ 1 tenemos

1

α
V ˚
αAρ ´ AρV

˚
α “ α

B
¨, χrα,1s

1

h

F
h, 0 ă α ď 1. (3.18)

Como el operador de la derecha de (3.18) es de rango 1, usando la linealidad de τ y

el lema 1.1 tenemos que

1

α
τpV ˚

αAρq “ τpAρV
˚
α q “ τpV ˚

αAρq,
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luego

τpV ˚
αAρq “ 0, 0 ă α ă 1. (3.19)

Por (3.18) y la proposición 3.4, ivq para 0 ă α ă 1 tenemos que

1

α
Aρpαq ´ Aρ ` Aρ ´ 1

α
AρV

˚
α “

B
¨, χrα,1s

1

h

F
h, (3.20)

pero como 1

α
Aρpαq ´ Aρ es Volterra, y por hipótesis Aρ P I , entonces por la

observación 1.17 tenemos que

1

α
Aρpαq ´ Aρ P CompIq.

Por último, tomando τ en (3.20) tenemos que

τ

ˆ
1

α
Aρpαq ´ Aρ

˙
` τpAρq ´ 1

α
τpAρV

˚
α q “ 0,

y por (3.19), concluimos que

τpAρq “ 0.

�

Lo hecho en la prueba del teorema 3.11 puede repetirse para el operador A˚
ρ como

nos lo dice el teorema:

Teorema 3.12. Sea I un ideal geométricamente estable en L2p0, 1q y suponga que

Aρ P I , entonces τpA˚
ρq “ 0, para toda τ traza singular no trivial en I .

Prueba.

Tomando adjunto en (3.18) se tiene

A˚
ρpαq “ VαA

˚
ρ ` α x¨, hyχrα,1s

1

h
, 0 ă α ď 1. (3.21)

Tomando τ en la fórmula anterior tenemos

τ

ˆ
1

α
A˚

ρVα

˙
“ τpA˚

ρpαqq “ τpVαA˚
ρq “ τpA˚

ρVαq,

luego
1

α
τpA˚

ρVαq “ τpA˚
ρVαq,

ası́

τpA˚
ρVαq “ 0, 0 ă α ă 1, (3.22)

y por lo tanto

τpA˚
ρpαqq “ 0, 0 ă α ă 1. (3.23)
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Para 0 ă α ă 1, sumamos y restamos A˚
ρ en (3.21) y se tiene

1

α
A˚

ρpαq ´ A˚
ρ ` A˚

ρ ´ 1

α
VαA

˚
ρ ` x¨, hyχrα,1s

1

h
,

Como cada
1

α
Aρpαq ´ Aρ es Volterra, es claro que

1

α
A˚

ρpαq ´ A˚
ρ es Volterra.

Ası́ tomando τ en la identidad anterior y usando la observación 1.17 concluimos

que

τpA˚
ρq “ τpA˚

ρpαqq,

y por (3.23)

τpA˚
ρq “ 0.

�

Si en los teoremas 3.11 y 3.12 tomamos, en particular, la traza de Dixmier tenemos

los corolarios:

Corolario 3.2. Si Aρ P L 1,8pL2p0, 1qq entonces Aρ y A˚
ρ son Dixmier medibles y

ĺım
nÑ`8

1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

λkpAρq “ ĺım
nÑ`8

1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

λkpA˚
ρq “ 0.

Prueba.

Por lo hecho en los teoremas 3.11 y 3.12, Aρ y A˚
ρ son Dixmier medibles y

TrwpAρq “ TrwpA˚
ρq “ 0 para todo w estado singular en ℓ8 invariante por D2.

Finalmente con el teorema 1.13 llegamos a lo requerido. �

Corolario 3.3. Si Aρ P M1,8pL2p0, 1qq entonces Aρ y A˚
ρ son Dixmier medibles y

los lı́mites:

ĺım
nÑ8

1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

1

k logpk ` 1q
kÿ

i“1

s̃rαispAρq

ĺım
nÑ8

1

logpn ` 1q
nÿ

k“1

1

k logpk ` 1q
kÿ

i“1

s̃rαispA˚
ρq

existen uniformemente en α ě 1.

Prueba.

Basta usar los teoremas 1.12, 3.12 y 3.11. �
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Observación 3.6.

i) Si I es un ideal geométricamente estable y Aρ P I entonces por (3.19) y el

teorema 3.11 se tiene que para 0 ă α ď 1 se cumple que τpAρpαqq “ 0 para

toda τ traza singular en I .

ii) Si I es un ideal geométricamente estable y Aρ P I entonces por (3.22) y el

teorema 3.12 se tiene que para 0 ă α ď 1 se cumple que τpA˚
ρpαqq “ 0 para

toda τ traza singular en I .

iii) (3.13) es un caso particular de

β

α
V α̊

β
Aρpβq ´ AρpβqV α̊

β
“ α

B
¨, χrα

β
,1s
1

h

F
h, 0 ă α ă β ď 1.

(J. Alcántara - Bode, comunicación personal).

iv) De forma similar a lo hecho en la segunda parte del teorema 3.11 se demuestra

que los operadores Aρpα` βq ´Aρpαq ´Aρpβq, 0 ă α` β ď 1 son Volterra.

3.4. Cálculo de TrpAn
ρq, n ě 2

En [3] aparece una fórmula recursiva para evaluar las trazas TrpAn
ρq, n ě 2. Un

trabajo similar puede ser hecho para calcular TrpAn
ρpαqq, n ě 2, 0 ă α ă 1. El

proceso para Aρ es el siguiente:

Por el teorema 1.20 se tiene

TrpA2

ρq “
ż

1

0

ż
1

0

ρ

ˆ
θ

x

˙
ρ
´x
θ

¯
dxdθ “ 2

ż
1

0

ż
1

0

ρ

ˆ
θ

x

˙
x

θ
dxdθ ´ 1

“ 2

ż
1

0

1

θ

„ż
1

0

ρ

ˆ
θ

x

˙
xdx


dθ ´ 1

por (3.15)

TrpA2

ρq “ 2

ż
1

0

1

θ

„
θ ´ ζp2q

2
θ2

dθ ´ 1.

Por lo tanto

TrpA2

ρq “ 1 ´ ζp2q
2
. (3.24)

Para todo λ P C se cumple

det2pI ´ λAρq “ eλT pλq, (3.25)
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donde

T pλq “ 1 ´ λ `
8ÿ

n“1

p´1qn`1

śn

ℓ“1
ζpℓ ` 1q

pn ` 1q!pn ` 1qλ
n`1. (3.26)

Además, por la observación 1.16, se tiene para λ suficientemente pequeño

det1
2
pI ´ λAρq

det2pI ´ λAρq “ ´
8ÿ

n“1

TrpAn`1

ρ qλn. (3.27)

Si reemplazamos (3.26) en (3.27) tenemos

1 ` T 1pλq
T pλq “ ´

8ÿ

n“1

TrpAn`1

ρ qλn

lo que implica

T 1pλq “ T pλqp´1 ´
8ÿ

n“1

TrpAn`1

ρ qλnq.

Reemplazando (3.26) se tiene

8ÿ

n“0

pn ` 1qan`1λ
n “

˜
8ÿ

n“0

anλ
n

¸˜
8ÿ

n“0

bnλ
n

¸
,

donde

bn “
#

´1 , n “ 0

´TrpAn`1
ρ q , n ě 1

y

an “

$
’’&
’’%

1 , n “ 0

´1 , n “ 1

p´1qn
n!n

śn´1

ℓ“1
ζpℓ ` 1q , n ě 2

.

Usando la fórmula del producto de Cauchy para series tenemos

pn ` 1qan`1 “
nÿ

k“0

an´kbk

“ ´an ´
n´1ÿ

k“1

an´k TrpAk`1

ρ q ´ TrpAn`1

ρ q.

Finalmente para n ě 2 tenemos

TrpAn`1

ρ q “ ´pn ` 1qan`1 ´ an ´
n´1ÿ

k“1

an´k TrpAk`1

ρ q (3.28)

La fórmula (3.28), es una fórmula recursiva que permite evaluar todas las trazas

TrpAn
ρq, n ě 2. Por ejemplo para n “ 3 y usando (3.24) se tiene

TrpA3

ρq “ 1 ´ 3

4
ζp2q ` 1

6
ζp2qζp3q,
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y en general TrpAn
ρq para n ě 2 es un polinomio en ζp2q, ζp3q, ¨ ¨ ¨ , ζpnq con

coeficientes racionales.

Para el caso de Aρpαq, todo lo hecho anteriormente puede repetirse. En resumen:

Para 0 ă α ă 1 se cumple

det2pI ´ λAρpαqq “ eαλTαpλq, (3.29)

donde

Tαpλq “ 1 ´ αλ `
8ÿ

n“1

p´1qn`1αpn`1qpn`2q{2

pn ` 1q!pn ` 1q
nź

ℓ“1

ζpℓ ` 1qλn`1.

De forma similar al cálculo hecho para TrpA2
ρq se demuestra que:

TrpA2

ρpαqq “ α2 ´ ζp2q
2
α3. (3.30)

Por (3.29) y lo hecho en el cálculo de TrpAn
ρq, se demuestra la siguiente fórmula

recursiva:

Para n ě 2 se tiene

TrpAn`1

ρ pαqq “ ´pn ` 1qΓn`1 ´ αΓn ´
n´1ÿ

k“1

Γn´k TrpAk`1

ρ pαqq,

donde

Γnpαq “

$
’’&
’’%

1 , n “ 0

´α , n “ 1

p´1qnαnpn`1q{2

n!n

śn´1

ℓ“1
ζpℓ ` 1q , n ě 2

.

Terminamos esta sección con una pequeña reseña histórica de los valores de la

función zeta de Riemann en los enteros positivos.

La pregunta sobre los valores de la función zeta de Riemann en los enteros positivos

tiene su origen en el siglo XVII. El primer gran resultado fue establecido por Euler,

quien demostró las fórmulas:

ζp2q “ π2

6
, ζp4q “ π4

90
, ζp6q “ π6

945
¨ ¨ ¨

De forma general demostró que:

ζp2nq “ p´1qn`1B2np2πq2n
2p2nq! ,

donde Bn denota el n-ésimo número de Bernoulli. Esta fórmula combinada con los

resultados de Lindemann demuestra la trascendencia de los valores ζp2nq, n P Z`.
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A pesar de que se tiene buena información de la estructura de los valores de la

función zeta de Riemann en los enteros positivos pares, muy poca es conocida

para los valores ζp2n ` 1q, n P Z`. Se espera que estos valores sean números

trascendentes, pero al parecer está lejos de ser resuelto. Sin embargo, se tiene la

siguiente información:

ζp3q es irracional (R. Apéry [9]).

Una cantidad infinita de los números ζp3q, ζp5q, ζp7q, ¨ ¨ ¨ son irracionales (T.

Rivoal [74]).

Al menos uno de los cuatro números ζp5q, ζp7q, ζp9q, ζp11q es irracional (W.

Zudilin [87], [88]).

Cada conjunto ζps`2q, ζps`4q, ¨ ¨ ¨ , ζp8s´3q, ζp8s´1q, con s ą 1 impar,

contiene al menos un número irracional (W. Zudilin [89]).

3.5. Una construcción de una familia de isometrı́as

parciales

Sabemos que, por la observación 2.3, la composición de isometrı́as parciales, en

general, no es una isometrı́a parcial. El obtener una familia de isometrı́as parciales

cuya composición de elementos lo sea, es un resultado no trivial. Veamos esto:

Por el teorema 3.10, h P RanpAρpαqq, 0 ă α ă 1, luego existe g P L2p0, 1q tal que

Aρpαqg “ h. (3.31)

Como el conjunto de soluciones g en (3.31) es convexo y cerrado, existe una única

solución de mı́nima norma, llamemosla gα.

Para 0 ă α ă 1, J. Alcántara-Bode ha definido la familia de operadores

pAρpαq “ Aρpαq ´ }gα}´2 x¨, gαyh,

Puede probarse que KerpÂ˚
ρpαqq “ t0u, h R RanpÂρpαqq. (J. Alcántara-Bode,

comunicación personal)

El siguiente teorema muestra la existencia de una familia de isometrı́as parciales

con propiedades bastante particulares.
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Teorema 3.13. Existe una familia pUαβq0ăα,βă1 de isometrı́as parciales, donde

cada Uαβ tiene como espacio inicial Ranp pA˚
ρpαqq y espacio final Ranp pA˚

ρpβqq, tal

que

Uαγ “ UβγUαβ, 0 ă α, γ, β ă 1.

Prueba.

Para 0 ă α, β ă 1, el corolario 3.1 nos dice que

AρpαqA˚
ρpαq “ αAρA

˚
ρ ` αp1 ´ αq

3
P,

AρpβqA˚
ρpβq “ βAρA

˚
ρ ` βp1 ´ βq

3
P.

Igualando la expresión AρA
˚
ρ tenemos

α´1AρpαqA˚
ρpαq ´ 1

3
p1 ´ αqP “ β´1AρpβqA˚

ρpβq ´ 1

3
p1 ´ βqP. (3.32)

Un simple reemplazo de A˚
ρpαq permite deducir que

ÂρpαqÂ˚
ρpαq ` 1

3
}gα}´2P “ AρpαqA˚

ρpαq. (3.33)

Reemplazando (3.33) en (3.32) obtenemos

α´1ÂρpαqÂ˚
ρpαq ` λα,βP “ β´1ÂρpβqÂ˚

ρpβq, (3.34)

donde

λα,β “ 1

3
α´1}gα}´2 ´ 1

3
β´1}gβ}´2 ` 1

3
pα ´ βq. (3.35)

Si λα,β ą 0, de (3.34) y el teorema 2.1 tenemos que

RanpP q Ă RanpÂρpβqq,

lo que implica que h P RanpÂρpβqq, lo cual es una contradicción. Si λα,β ă 0 lleva a

la misma conclusión. Por lo tanto λα,β “ 0 para todo α, β Ps0, 1r. Toda esta primera

parte de la prueba está basada en apuntes de J. Alcántara-Bode (comunicación

personal). Ası́ para 0 ă α, β, γ ă 1 y (3.34) tenemos que

α´1 pAρpαq pA˚
ρpαq “ β´1 pAρpβq pA˚

ρpβq “ γ´1 pAρpγq pA˚
ρpγq.

Entonces, por el corolario 2.1, existen isometrı́as parciales Uαβ , Uβγ , Uαγ con

espacios finales Ranp pA˚
ρpβqq, Ran pA˚

ρpγq y Ran pA˚
ρpγq respectivamente, y espacios
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iniciales Ranp pA˚
ρpαqq, Ran pA˚

ρpβq y Ran pA˚
ρpαq respectivamente tales que

1?
α
pAρpαq “ 1?

β
pAρpβqUαβ, (3.36)

1?
β
pAρpβq “ 1?

γ
pAρpγqUβγ, (3.37)

1?
α
pAρpαq “ 1?

γ
pAρpγqUαγ. (3.38)

De (3.36), (3.37) y (3.38) se tiene

1?
α
pAρpαq “ 1?

γ
pAρpγqUβγUαβ “ 1?

γ
pAρpγqUαγ. (3.39)

De (3.39) tenemos 2 descomposiciones para 1?
α
pAρpαq, pero como

RanpUβγUαβq Ă RanpUβγq “ Ranp pA˚
ρpγqq,

RanpUαγq “ Ran pA˚
ρpγq

entonces por la unicidad del lema de Douglas concluimos que

Uαγ “ UβγUαβ. (3.40)

�

Observación 3.7.

(3.40) es una relación de tipo cociclo multiplicativo [50, Ch. 6], [40, Ch. 5].

Ejemplos de cociclos pueden encontrarse en [50, Section 6.2], y sus aplicaciones en

[41, 42, 43, 44, 45, 46]. Isometrı́as parciales en el contexto de C˚-álgebras puede

encontrarse en [93, Ch. 12].

Corolario 3.4.

a) Uαα “ P
Ranp pAρ̊ pαqq, 0 ă α ă 1.

b) U˚
αβ “ Uβα, 0 ă α, β ă 1.

Prueba.

a) Si en (3.40) hacemos α “ γ tenemos

Uαα “ UβαUαβ, 0 ă α, β ă 1,

77



luego

U˚
βαUαα “ U˚

βαUβαUαβ,

pero como, por teorema 2.2, U˚
βαUβα es una proyección ortogonal sobre

Ranp pA˚
ρpβqq entonces

U˚
βαUαα “ Uαβ. (3.41)

Finalmente, si en (3.41) hacemos α “ β llegamos a

Uαα “ U˚
ααUαα,

y nuevamente por el teorema 2.2, Uαα es la proyección ortogonal sobre

Ranp pA˚
ρpαqq.

b) Tomando adjunto en (3.41) se tiene

U˚
αβ “ UααUβα

y por la parte a) concluimos que

U˚
αβ “ Uβα

�

Observación 3.8 (J. Alcántara-Bode, comunicación personal).

De (3.35) se deduce que

}gα}2 “ α´1pC ´ αq´1, 0 ă α ă 1

para alguna constante C ě 1. Además se cumple:

1) Si la hipótesis de Riemann es falsa se tiene

C “ 1 ` }g1}´2.

2) La hipótesis de Riemann es verdad si y solo si C “ 1.
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Conclusiones

1) Si bien es cierto no se conoce si Aρ P M1,8pL2p0, 1qq, el teorema 3.4 nos

permite afirmar que existe un operador Volterra Q tal que Aρ ´ Q es excéntrico

generalizado y pertenece a M1,8pL2p0, 1qq.

2) Con las funciones dadas en la proposición 3.1, tenemos una forma alternativa de

deducir las ecuaciones funcionales dadas en [7]. Esto también permitió calcular

una estimativa para la sucesión de números singulares del operador

Aρpβq ` Aρprq ´ Aρpαq con 0 ă r, β ă α ď 1 y α “ β ` r.

3) El teorema 3.11 calcula todas las trazas singulares de Aρ sobre los ideales

geométricamente estables que lo contienen.

4) Por el teorema 3.8 y la identidad (3.15), la función hpxq “ x es un vector

cı́clico para Aρ. Esto nos dice que RanpAρq es denso en L2p0, 1q y como Aρ

es compacto, RanpAρq no es cerrado. Por lo tanto el problema de verificar la

condición h P RanpAρq está mal propuesto “ill posed problem” en el sentido de

Hadamard (apéndice D).

5) Tanto el determinante de Fredholm de Aρ como de Aρpαq permitió demostrar

fórmulas recursivas para el cálculo de las trazas de sus potencias.

6) El estudio de la solución de mı́nima norma de la ecuación (3.31) brinda otro

enfoque para estudiar la hipótesis de Riemann.

79



Apéndice A: Operadores compactos

Sea H un espacio de Hilbert. Sea T P L pHq, un punto λ P C es llamado punto

regular de T si λI ´ T es invertible, donde Ipxq “ x es el operador identidad. El

conjunto ρpT q de puntos regulares de T es llamado el conjunto resolvente de T .

El espectro σpT q de T es el complemento de ρpT q. A cada operador T P L pHq
le corresponde un único operador T ˚ P L pHq, llamado adjunto de T , tal que

xTx, yy “ xx, T ˚yy para todo x, y P H . Un operador T P L pHq es llamado

i) autoadjunto si T “ T ˚,

ii) unitario si TT ˚ “ T ˚T “ I , donde Ipxq “ x,

iii) positivo si T “ T ˚ y xTx, xy ě 0 para todo x P H ,

iv) compacto si para toda sucesión pxnq acotada en H , pT pxnqq tiene una

subsucesión convergente en H .

v) cuasinilpotente si σpT q “ t0u.

Un subconjunto M de H es llamado total en H si no existe un x P H no nulo tal

que xx, yy “ 0 para todo y P M .

Es conocido que todo operador positivo T P L pHq admite una única raı́z cuadrada,

es decir existe un único operador positivo S P L pHq tal que S2 “ T .

Sea T P L pHq y x P H . Decimos que x es un vector cı́clico para T si

span tT npxq; n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ u “ H . Si KpHq denota el espacio de operadores

compactos en H entonces KpHq ‰ L pHq si y solo si dimH “ 8, ya que el

operador identidad I no es compacto. Además, si T P KpHq y RanpT q es cerrado,

se sigue del teorema de la aplicación abierta que dimpRanpT qq ă 8.

Sea T P KpHq y σpT q su espectro, entonces todo µ P σpT qzt0u es un autovalor

o valor propio, esto es Ker pµI ´ T q ‰ t0u, y todo elemento de Ker pµI ´ T qzt0u
es llamado un autovector de T correspondiente al autovalor µ, en este caso
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el número mµ “ dim pKerpµI ´ T qq es finito y es llamado la multiplicidad

geométrica del autovalor µ. Para tal µ, el número pµ “ dim
`Ť8

k“1
KerpµI ´ T qk

˘

es también finito y es por definición la multiplicidad algebraica de µ. Obviamente

pµ ě mµ, pero para operadores compactos normales pµ “ mµ. La desigualdad

pµ ą mµ se cumple si y solo si

8ď

k“1

Ker pµI ´ T qk ‰ KerpµI ´ T q; en este

caso los elementos de

8ď

k“1

KerpµI ´ T qkzKerpµI ´ T q son llamados autovectores

generalizados de T asociados al autovalor µ. Obviamente f P H es un autovector

generalizado de T correspondiente al autovalor u P σpT qzt0u si y solo si existe un

ℓ P Nzt1u tal que

pT ´ µIqℓpfq “ 0 y pT ´ µIqℓ´1pfq ‰ 0.

Si pX,F q es un espacio de Banach ordenado con intpF q ‰ H y T P KpXq es

un operador fuertemente positivo, es decir, T pF zt0uq Ă intpF q. El teorema de

Krein-Rutman [21] afirma que:

i) El radio espectral rpT q ą 0 es un autovalor simple, es decir, su multiplicidad

algebraica y geométrica es uno, con autovector f P intpF q.

ii) Ningún otro autovalor de T tiene un autovector positivo.

iii) Para cada λ P σpT qztrptqu, se cumple |λ| ă rpT q.

Sea H un espacio de Hilbert separable y T P KpHq. Sea φ “ penq8
n“1

una base

ortonormal de H . Decimos que φ P DomptrT q si la serie

8ÿ

n“1

xTen, eny converge.

En este caso, denotamos el número complejo

8ÿ

n“1

xTen, eny por trφpT q. Por lo tanto,

trφpT q es una función con dominio DomptrT q y valores en el plano complejo. La

imagen de TrT será denotada porRptrT q. En [13], A. Ben-Artzi prueba el siguiente

teorema conjeturado por I. Gohberg:

Sea T P KpHq con DomptrT q ‰ H. EntoncesRptrT q es un punto o una lı́nea recta

en el plano complejo o todo el plano complejo. Además, RptrT q es una lı́nea recta

si y solo si T puede representarse de la forma T “ λA`R, donde R es un operador

de clase traza, λ es un número complejo no nulo y A es un operador autoadjunto

donde ni su parte positiva ni su parte negativa es de clase traza.
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Apéndice B: Ecuaciones integrales de

Fredholm

El material contenido en esta sección puede encontrarse en [53] y [66].

Una ecuación integral de Fredholm de segundo tipo es una ecuación de la forma

ϕpxq “ fpxq ` λ

ż

Ω

Npx, yqϕpyqdy, (3.42)

donde fpxq es una función dada, definida en todo punto x del conjunto acotado Ω,

Npx, yq es una función dada, definida para todo par de puntos x e y del conjunto Ω,

y ϕpxq es una función desconocida en Ω.

Fredholm demostró que la serie

Dpλq “ 1 `
8ÿ

p“1

p´λqp
p

ż

Ω

¨ ¨ ¨
ż

Ω

N

˜
s1, s2, ¨ ¨ ¨ , sp
s1, s2, ¨ ¨ ¨ , sp

¸
ds1ds2 ¨ ¨ ¨ dsp

converge para todo valor del parámetro λ, si Npx, yq es acotada y Riemann

integrable, donde

N

˜
x1 x2 ¨ ¨ ¨ xn

y1 y2 ¨ ¨ ¨ yn

¸
“ det

»
—————–

Npx1, y1q Npx1, y2q ¨ ¨ ¨ Npx1, ynq
Npx2, y1q Npx2, y2q ¨ ¨ ¨ Npx2, ynq

...
...

...

Npxn, y1q Npxn, y2q ¨ ¨ ¨ Npxn, ynq

fi
ffiffiffiffiffifl
.

Bajo la hipótesis que fpxq y Npx, yq sean Riemann integrables y Dpλq ‰ 0, la

ecuación 3.42 tiene una única solución, la cual es de la forma

ϕpxq “ fpxq ` λ

ż

Ω

Rpx, y, λqfpyqdy,

donde

Rpx, y, λq “ Dpx, y, λq
Dpλq
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y

Dpx, y, λq “ Npx, yq `
8ÿ

p“1

p´λqp
p!

ż

Ω

¨ ¨ ¨
ż

Ω

N

˜
x, s1, ¨ ¨ ¨ , sp
y, s1, s2, ¨ ¨ ¨ , sp

¸
ds1 ¨ ¨ ¨ dsp

Si consideramos la ecuación homogénea

ϕpxq “ λ

ż

Ω

Npx, yqϕpyqdy (3.43)

con Dpλq ‰ 0 entonces ϕpxq “ 0 en Ω. Es ası́ que Fredholm se enfocó en buscar

soluciones no triviales de (3.43).

Para esto, consideremos λ0 un cero de Dpλq con multiplicidad q, es decir,

Dpλ0q “ 0, Dpnqpλ0q “ 0, Dpqqpλ0q ‰ 0, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , q ´ 1.

Fredholm demuestra que la ecuación homogénea

ϕpxq “ λ0

ż

Ω

Npx, yqϕpyqdy

tiene al menos una, y a lo mas q, soluciones linealmente independientes

ϕipxq “ Dn

˜
x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xi´1, x, xi`1, ¨ ¨ ¨ , xn
y1, ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ yn

|λ0
¸

con i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n, 1 ď n ď q y

Dn

˜
x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn
y1, y2, ¨ ¨ ¨ , yn

|λ
¸

“ N

˜
x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn
y1, y2, ¨ ¨ ¨ , yn

¸

`
8ÿ

p“1

p´λqp
p!

ż

Ω

¨ ¨ ¨
ż

Ω

N

˜
x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn, s1, ¨ ¨ ¨ , sp
y1, y2, ¨ ¨ ¨ , yn, s1, ¨ ¨ ¨ , sp

¸
ds1 ¨ ¨ ¨ dsp.

Además cualquier solución de (3.43) es combinación lineal de estas soluciones. El

número

Dn

˜
x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn
y1, y2, ¨ ¨ ¨ , yn

|λ
¸

es llamado el menor de Fredholm de orden n relativo al núcleo Npx, yq.
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Apéndice C: Orden y tipo de una

función entera

Sea f : C Ñ C una función entera y Mf prq definido por

Mf prq “ máx
|z|“r

|fpzq|.

Por [56, Lemma 4] tenemos que si f es entera y |fp0q| “ 1 entonces para todo

r ą 0 se tiene que nf prq ď lnpMf perqq, donde nf prq denota el número de ceros de

f en el cı́rculo tz { |z| ă ru.

El orden ρ de una función entera f está dada por

ρ “ ĺım
rÑ8

lnplnpMf prqqq
lnprq ,

y el tipo σ de una función entera f con orden ρ está definida como sigue

σ “ ĺım
rÑ8

lnpMf prqq
rρ

.

Sea panq una sucesión de números complejos tal que para cada n, an ‰ 0,

|an| ď |an`1| y ĺımnÑ8 an “ 8.

La mayor cota inferior de los números λ ě 0 para el cual la serie

8ÿ

n“1

1

|an|λ

converge, es llamado el exponente de convergencia de la sucesión panq. Si la serie

diverge para todo λ ą 0, decimos que el exponente de convergencia de la sucesión

panq es infinito.

Por ejemplo los exponentes de convergencia de las sucesiones penq y pn1{τ q y

lnpn ` 1q son 0, τ y 8 respectivamente.

Por [57, Theorem 10.4] se puede afirmar que:

sea f una función entera de orden finito ρ con ceros no nulos a1, a2, ¨ ¨ ¨ , an, ¨ ¨ ¨
tal que para cada n, |an| ď |an`1| y ĺımnÑ8 an “ 8. Si panq tiene exponente de

convergencia τ entonces τ ď ρ.
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Apéndice D: Problemas mal

propuestos

Sea A un operador de un espacio topológico Q a un espacio topológico F . Para

cualquier espacio topológico Q, sea V pqq una vecindad de un elemento q P Q.

Definición 3.1 (Problema bien propuesto en el sentido de Hadamard). El problema

Aq “ f se dice bien propuesto si se cumplen las siguientes tres condiciones:

1) Para cada f P F existe una solución qe P Q de la ecuación Aq “ f , es decir,

RanpAq “ F (condición de existencia);

2) la solución qe de la ecuación Aq “ f es única (condición de unicidad);

3) para cualquier vecindad V pqeq Ă Q de la solución qe de la ecuación Aq “ f ,

existe una vecindad V pfq Ă F de f tal que para todo fδ P V pfq el elemento

A´1fδ “ qδ pertenece a la vecindad V pqeq, es decir, el operador A´1 es continuo

(condición de estabilidad).

Definición 3.2. El problema Aq “ f se dice mal propuesto, si alguna de sus tres

condiciones anteriores no se satisface.

Ejemplos

1) Considere la ecuación Volterra de segundo tipo

qpxq “ gpxq `
ż x

0

ppx, tqqptqdt, x P p0, T q (3.44)

donde qpxq se debe buscar.

Si g P Cr0, T s y ppx, tq P C p0 ď t ď x ď T q, entonces el problema (3.44)

está bien propuesto en Cr0, T s (54, Theorem 4.2.1).
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2) Considere el problema de resolver una ecuación integral de Fredholm de primer

tipo ż b

a

kpx, sqqpsqds “ fpxq, c ď x ď d, (3.45)

donde el núcleo kpx, sq y la función fpxq son dadas y se busca la función qpsq.

Se asume que f P Crc, ds, q P Cra, bs, y kpx, sq, kxpx, sq, y kspx, sq son

continuas en el rectángulo c ď x ď d, a ď s ď b. El problema de resolver

la ecuación está mal propuesto ya que las soluciones podrı́an no existir para

algunas funciones f P Crc, ds. Por ejemplo, si tomamos una función fpxq
que es continua pero no diferenciable en rc, ds. Con tal función, la ecuación no

puede tener una solución continua qpsq ya que las condiciones del núcleo kpx, sq
implican que la integral en la izquierda de (3.45) es diferenciable respecto al

parámetro x para cualquier función continua qpsq.

La ecuación (3.45) no satisface la condición de estabilidad de soluciones. Para

ello, considere la sucesión de funciones

qnpsq “ qpsq ` n sen pn2sq, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨

sustituyendo qnpsq en (3.45) obtenemos

fnpsq “
ż b

a

kpx, sqqnpsqds

“ fpxq `
ż b

a

kpx, sqn sen pn2sqds.

Como

|fnpxq ´ fpxq| ď C

n
,

donde C es una constante que no depende de n, tenemos

}fn ´ f}Crc,ds ď C

n
, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨

Por otra parte

}qn ´ q}Cra,bs Ñ `8, n Ñ `8.

3) Considere el problema de determinar una función de dos varibales qpx; yq de la

integral de esta función sobre una colección de cı́rculos cuyos centros pertenecen

a una recta fija.

Asumamos que qpx, yq es continua para todo px, yq P R2. Consideremos una

colección de cı́rculos cuyos centros pertenecen a una recta fija, por ejemplo, la
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recta y “ 0. Sea Lpa, rq el cı́rculo px ´ aq2 ` y2 “ r2, el cual pertenece a esta

colección. Se quiere determinar qpx, yq para una función dada fpx, rq tal que

ż

Lpx,rq
qpη, τqdℓ “ fpx, rq, (3.46)

y fpx, rq está definida para todo x P p´8,`8q y r ą 0.

La solución de este problema no es único en la clase de funciones continuas,

ya que para cualquier función continua q̃px, yq con q̃px, yq “ ´q̃px,´yq las

integrales ż

Lpx,rq
q̃pη, τqdℓ

se anulan para todo x P R y r ą 0. Para esto basta usar el cambio η “ x`r cos θ,

τ “ rsen θ, con θ P r0, 2πs.

Ası́, si qpx, yq es una solución del problema (3.46) y q̃px, yq es cualquier solución

continua tal que q̃px, yq “ ´q̃px,´yq, entonces qpx, yq ` q̃px, yq es también una

solución de (3.46).

Existen modelos que pueden formularse como ecuaciones integrales de Fredholm

de primer tipo [47], entre los cuales podemos enunciar:

1) Un problema gravitacional

El problema de distribuir una masa en un anillo circular de radio 1

2
centrado en

el origen con densidad q “ qpθq, donde θ es el ángulo polar, puede formularse

de la siguiente forma

γ

ż
2π

0

2 ´ cospϕ ´ θq
p5 ´ 4 cospϕ ´ θqq3{2 qpθqdθ “ fpϕq,

donde γ es la constante de gravedad universal y en los puntos del circulo

concéntrico de radio 1, en el mismo plano, la componente de fuerza gravitacional

f “ fpϕq, ϕ es el ángulo polar, apunta hacia el centro del anillo.

2) Paleoclimatologı́a

Un problema bastante estudiado en paleoclimatologı́a es referente a la

reconstrucción del historial de la temperatura de la superficie de la tierra,

tomando las medidas de la temperatura de un pozo en el tiempo presente.

En este modelo asumamos que el pozo está en una tierra homogénea semi

infinita (la dirección z positiva se extiende hacia abajo de la superficie) con
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constante térmica de difusividad 1. El problema de determinar la desviación de

la temperatura de un nivel de referencia upz, T q “ fpzq, z ě 0, donde se ha

medido la temperatura en el tiempo presente T , consiste en encontrar el historial

de la temperatura de la superficie hptq “ up0, tq en el tiempo pasado t ď T , y

puede formularse por la ecuación

z?
4π

ż T

0

T´3{2 exp

ˆ
´ z2

4T

˙
qpτqdτ “ fpzq,

donde qpτq “ hpT ´ τq es la temperatura de la superficie en el tiempo τ ď T .

Los fundadores de la teorı́a de problemas mal propuestos son A.N. Tikhonov,

V.K. Ivanov y M.M. Lavrentiev. El método usado por Tikhonov es la base para

la teorı́a de problemas condicionalmente bien propuestos y para construir una

variedad de algoritmos numéricos efectivos para resolverlos. El concepto de cuasi

solución introducida por Ivanov, generaliza el concepto de una solución, todas

las condiciones para que el problema sea bien propuesto son restauradas pasando

a cuasi soluciones, y brinda nuevos algoritmos para la solución aproximada de

problemas mal propuestos. Finalmente, el método de Lavrentiev es usado para

construir algoritmos numéricos para resolver una amplia clase de sistemas de

ecuaciones algebraicas, ecuaciones integrales lineales y no lineales de primer tipo.
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[4] J. Alcántara-Bode, A Completeness Problem Related to the Riemann

Hypotesis, J. Integral Equations and Operator Theory 53(2005), 301-309.
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irrationnelles aux entiers impairs, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math., 331:4

(2000), 267-270.

[75] A.A. Sedaev, F.A. Sukochev, D.V. Zanin, Lidskii-type formulae for Dixmier

traces, Integral Equations Operator Theory 68(4) (2010) 551-572.

94



[76] E. Semenov, F.A. Sukochev, A. Usachev. D.V. Zanin, Banach Limits and traces

on Lp1,8q.

[77] Steven Lord, Fedor Sukochev, Dmitriy Zanin: Singular Traces, Theory and

Applications de Gruyter, 2012.

[78] F. Sukochev, A. Usachev, D. Zanin, On the distinction between the classes of

Dixmier and Connes-Dixmier traces, Proc. Amer. Math. Soc. 141(6) (2013)

2169-2179

[79] J. V. Varga, Traces on irregular ideals, Proc. Amer. Math. Soc. 107 (1989),

715.

[80] H. Vasudeva, One dimensional perturbations of compact operators, Proc.

Amer. Math. Soc. 57 (1976), 58-60.

[81] V. I. Vasyunin, On a system of step functions, Journal of Mathematical

Sciences, 110, no. 5, (2002), 2930-2943.

[82] F. Sukochev, A. Usachev, D. Zanin, Generalized Limits with Additional

Invariance Properties and their Applications to Noncommutative Geometry”,

Adv. Math., 239 (2013), 164-189.

[83] S. M. Voronin. The distribution of the non-zero values of the Riemann zeta

function. Trudy Mat. Inst. Steklov, 128: 131-150, 1972.

[84] S. M. Voronin. A theorem on the “universality” of the Riemann zeta function.

Math. USSR-Izv., 9: 443-453, 1975.

[85] J. Yang, A generalization of Beurling´s criterion for the Riemann hypothesis,

Journal of Number Theory, 164 (2016), 299-302.

[86] A.C. Zaanen, Linear Analysis, North Holland, Amsterdam,1984.

[87] W. Zudilin, One of the numbers ζp5q, ζp7q, ζp9q, ζp11q is irrational, Uspekhi

Mat. Nauk [Russian Math. Surveys], 56:4 (2001), 149-150.

[88] W. Zudilin, Arithmetic of linear forms involving odd zeta values, J. Théor.
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