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Resumen

La presente tesis muestra la distribucién mixtura de distribuciones Birnbaum-Saunders
basados en mixturas de escala normal asimétrica (MF-BS-MENA). Este modelo es una ex-
tensién a la propuesta de Maehara (2018a) para datos unimodales basados en distribuciones
con mixtura de escala normal asimétrica utilizada para modelar datos con percentiles extre-
mos y altamente concentrados a la izquierda de la distribucién. El modelo propuesto permite
modelar datos con dos o mas componentes de mixtura de distribuciones asimétricas como la
t de Student asimétrica (TA), la Slash asimétrica (SLA), y la normal contaminada asimétrica
(NCA). Para estimar los pardmetros del modelo propuesto se presenta un método de esti-
macién basado en el algoritmo de maximizacién condicional de la esperanza (una extensién
del algoritmo EM). Ademads, se desarrollan simulaciones que muestran la precision de las
estimaciones y los errores estandar. Por 1ltimo, se realizan aplicaciones con un conjunto de

datos reales.

Palabras-clave: Mixturas Finitas, Mixtura de Escala Normal Asimétrica, Algoritmo EM.
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Abstract

The following thesis presents the finite mixtures of Birbaums-Saunders distributions ba-
sed on the scale mixture of skew-normal distributions, which are called FM-BS-SMSN. This
model is an extension of Maehara (2018a) study of unimodal data based on scale mixture
of skew-normal distributions which are used to model extreme percentiles in the left-tail of
the distribution. The proposed model can fit two or more mixture of components of skewed
distributions like Skew-t, Skew-slash, and skew-contaminated normal. The proposed method
to accomplish the estimation of model parameters is the expectation of conditional maximi-
zation (an extension of EM algorithm). Moreover, simulations and applications are presented
to illustrate the robustness of the proposed estimation method and standar errors. Finally,

the last chapter presents an aplication for real data sets.

Keywords: Finite Mixtures, Scale Mixture of Skew-normal, EM Algorithm.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Consideraciones Preliminares

La mixtura finita de distribuciones ha sido ampliamente utilizada para el estudio de
datos estructurados de manera heterogénea y para aproximar distribuciones multimodales,
asimétricas y con colas pesadas. Estos modelos han sido aplicados en areas como la medicina,
donde destaca el de trabajo realizado por Yau, Lee, Kundu y Ng (2003), quienes realizan una
regresion de mixtura de dos componentes con efectos aleatorios para el estudio del tiempo
de estadia de recién nacidos. Murphy y Martin (2003) utilizan mixturas de modelos basados
en distancias sobre candidatos politicos ordenados por preferencias. Turner (2000) utiliza
la mixtura de distribuciones para modelar el cambio en la propagacién de enfermedades en
plantas. Por ltimo, desarrollos teéricos y estudios més exahustivos sobre mixturas de distri-

buciones finitas se pueden encontrar en McLachlan y Peel (2000).

Un tema de investigacién frecuente es el estudio del tiempo (7') hasta la ocurrencia de
un determinado evento (Y'). Usualmente (Y') hace referencia a la falla de un equipo o muerte
de un organismo, el estudio de este tipo de eventos se extiende desde la ingenieria, ciencias
médicas, geologia y economia (Marshall y Olkin, 2007). Entre los modelos méas usados des-
tacan destacan la distribucién exponencial, la distribucién gamma, la distribucion Weibull,
entre otros (Leiva, 2016) (Marshall y Olkin, 2007).

El concepto de fatiga o tiempo de vida se puede extender mas alld de términos cronologi-
cos. Por ejemplo, la fatiga puede ser modelada en términos de fuerzas aplicadas ciclicamente,
kilometros recorridos, flexién y degradacién Leiva (2016). Al respecto, Birnbaum y Saun-
ders (1969) propusieron una distribucién de dos pardmetros para el estudio de variables no
negativas. Estas variables aleatorias representan fuerzas ciclicas (cargas) aplicadas a objetos

estaticos, los cuales pueden terminar en una ruptura por fatiga propio de las cargas aplicadas.

Birnbaum y Saunders (1969b) obtuvieron originalmente los estimadores de méxima vero-
similitud de los pardmetros. Mann, Schafer y Singpurwalla (1974) mostraron que la distribu-
cién Birnbaum-Saunders (BS) es unimodal. Engelhardt et al. (1981) propusieron intervalos
de confianza para los pardametros. Ademds, presentaron un estudio de test de hipétesis. Des-
mond (1985) derivé la distribucién BS en base a un modelo biolégico, el autor también

extendié la justificacion fisica para el uso de esta distribucién, relajando algunas suposicio-



nes hechas por Birnbaum y Saunders (1969). Desmond (1986) investigé la relacion entre la
distribucién BS y la distribucién gamma inversa (GI). Achcar (1993) presenté un método de
estimacién bayesiana, Lu y Chang (1997) utilizaron métodos bootstrap para construir inter-
valos de prediccién para las observaciones futuras de una distribuciéon BS. Dupuis y Mills
(1997) utilizaron métodos robustos de estimacién para los pardmetros de la distribucién BS

en presencia de valores extremos.

La distribucién Birbaum-Saunders surgié en el contexto de ingenieria de materiales, ya
que la distribucién es apropiada para describir procesos de degradacién acumulativa, esto
hace que la distribucién BS sea un modelo que puede ser usado en otras areas. En Leiva
et al. (2008) y Leiva et al. (2010) pueden ser encontrados algunos ejemplos de aplicaciones en
ciencias de la salud, ambiental, forestal, demograficas, actuarial, financiera, entre otras. Todos
estos aspectos han permitido considerar a la distribucién BS como un modelo de probabilidad,

en lugar de un modelo que permite apenas modelar tiempos de vida (Marshall y Olkin, 2007).

Algunas generalizaciones y aplicaciones de la distribucién BS fueron consideradas intro-
duciendo nuevos parametros o considerando distribuciones simétricas/asimétricas en lugar de
la distribucién normal, con la intencion de obtener modelos més robustos o mas flexibles para
ser utilizados en problemas reales donde existen observaciones atipicas. Por ejemplo Owen y
Padgett (1999) desenvolvieron la distribucién BS con tres pardmetros. Barros, Paula y Leiva
(2008) consideraron la distribucién ¢ de Student en lugar de la distribucién normal estandar,
donde los grados de libertad permiten controlar la curtosis de la distribucién resultante, este
nuevo modelo representa una extensién robusta de la distribucién BS usual. Diaz-Garcia y
Leiva (2005) generalizaron la distribucién BS basada en la clase de distribuciones elipticas

que incluye las distribuciones Cauchy, Laplace, Logistica, Normal, ¢t de Student, entre otras.

La distribucién normal asimétrica (NA) ha sido estudiada ampliamente en las dltimas
décadas: véase, por ejemplo, Azzalini (1985) y Azzalini (2005). Cuando los datos son asimétri-
cos, la distribuciéon NA podria ser utilizada en lugar de la distribucién normal. En este caso,
los percentiles ubicados en las colas (izquierda o derecha) deben ser acomodados de una mejor

manera.

Las extensiones de la distribucién BS basada en la familia de distribuciones asimétricas
han sido consideradas en base a la clase de distribuciones asimétrico-elipticas. Algunos re-
sultados pueden ser encontrados en Maehara (2018a) Vilca y Leiva (2006a) y Leiva, Vilca
y Balakrishnan (2010). En estos trabajos fueron obtenidos resultados tedricos, extendiendo
las propiedades de las distribuciones BS y log-BS. El desarrollo de métodos de estimacion e
inferencia utilizando el algoritmo de maximizacién condicional de la esperanza (ECM) para
la distribucién Normal Asimétrica - Birnbaum-Saunders (BS-NA) pueden ser encontrados en
Vilca, Santana, Leiva y Balakrishnan (2011).

Balakrishnan et al. (2009) encuentra algunas extensiones de la distribucién BS como



el modelo Birbaum-Saunders basado en mixturas de escala normal (BS-MEN). Si bien la
BS-MEN puede predecir datos contaminados (outliers), esta tiene dificultades en predecir
percentiles extremos en datos altamente concentrados en la izquierda de la distribucién. Por
otro lado, su andlisis sobre la propuesta de Vilca, Santana, Leiva y Balakrishnan (2011) sobre
una distribucién BS-NA, indica que predice muy bien percentiles a la izquierda de la distri-
bucién pero tiene problemas en realizar ajustes de valores extremos en los datos. Al respecto,
Maehara (2018a) propone una extensién de la distribucién Birnbaum-Saunders basada en
las distribuciones con mixturas en parametros de escala normal asimétrica (BS-MENA), que

muestra mejores estimaciones de percentiles extremos en la cola izquierda de la distribucién.

Este trabajo propone extender el modelo propuesto por Maehara (2018a), consideran-
do una mixtura finita de la distribucién BS-MENA. La mixtura finita de distribuciones
BS-MENA es una atractiva clase de distribuciones que contiene como casos especiales a la
distribucién BS normal asimétrica (BS-NA), BS ¢ de Student asimétrica (BS-TA), BS normal
contaminada asimétrica (BS-NCA) y BS Slash asimétrica (BS-SLA). Ademds, esta clase de
distribuciones permitird modelar los datos con gran flexibilidad, acomodando simultdnea-

mente la multimodalidad y colas pesadas.
1.2. Objetivos

El objetivo general de la tesis es estudiar propiedades, estimacién y aplicacion de la
distribuciéon MF-BS-MENA a un conjunto de datos reales desde el punto de vista de la

estadistica clésica. Para ello se realizara lo siguiente:

= Desarrollar un tipo de algoritmo EM para obtener los estimadores de maxima verosi-
militud, donde se usara diferentes algoritmos de clusterizacién para la obtencion de los

valores iniciales.
= Utilizar la matriz de informacién observada para obtener los errores estandar.
= Realizar estudios de simulacion.

= Aplicar el modelo a un conjunto de datos reales.

1.3. Organizacion del Trabajo

En el Capitulo 2 presentamos los conceptos mas importantes de la distribucién Birnbaum-
Saunders y sus principales propiedades. Ademds, se presenta la formulacién de Mixturas
Finitas y las distribuciones Mixtura de Escala Normal Asimétrica (MF-BS-MENA). En el
Capitulo 3 se describe la estimacién de los parametros de la distribucién MF-BS-MENA
mediante un tipo de algoritmo EM. Asimismo, se plantea una aproximacién a la matriz de
informacién de Fisher desarrollado por Basford, Greenway, McLachlan y Peel (1993), la cual
serd utilizada para obtener los errores estdndar. Asimismo, se plantea el uso de algoritmos de
clusterizacion para la obtencién de valores iniciales. En el Capitulo 4 se presentan tres estudios
de simulaciéon que buscan mostrar el desempenio del método de estimacion propuesto. Por
ultimo, en el Capitulo 5 se muestra la aplicacién del modelo MF-BS-MENA para el conjunto

de datos sobre grasa corporal y tipo de deporte trabajados por Cook y Weisberg (1982).
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Capitulo 2

Conceptos preliminares

2.1. Distribucion Birnbaum-Saunders

Birnbaum y Saunders (1969) estudiaron el proceso de fatiga como resultado de aplicar
fuerzas o cargas de manera ciclica sobre un objeto estatico. Estas cargas son denotadas por
l;, donde i = 1,...,m, hace referencia a la i-ésima oscilaciéon repetida m veces en cada
ciclo. Las cargas [; causan rupturas graduales de tamano X;, donde el tamano total de la
ruptura del objeto en el k-ésimo ciclo es Y. La ruptura total luego de n ciclos estda dado por
Sn = p_y Yk Dicho esto, se define el objeto de estudio C' como el menor nimero de ciclos
hasta la ruptura o falla del objeto, es decir, cuando S, supere un limite critico w. Teniendo
en cuenta que Y es una variable aleatoria (i.i.d.) con media y y varianza o2, la distribucién

de C hasta el punto de ruptura n se expresa como:
n

P(an):P<Zi\;ﬁﬂ > wg—\/%ﬂ).

=1

Considerando que Y; es i.i.d., el teorema del limite central nos permite obtener

Ademsds, si definimos el nimero de ciclos hasta la ruptura del objeto como el tiempo de
falla o fracaso 7', una variable aleatoria continua no negativa, entonces podemos decir que la
variable aleatoria 7' tiene una distribucién Birnbaum-Saunders con notacién T° ~ BS(«, (),

si su funcién de distribucién acumulada es:

1 t
donde a = \/%TN B8 = % y &(x) = o — ﬁ, con x > 0. Ademds, tenemos que (5 es un
parametro de escala y a es un pardmetro de forma. Mas ain, de acuerdo a Saunders (1976),
B puede entenderse como la mediana de los datos y a como un parametro de forma asociado

a la fatiga del objeto de estudio.



2.1.1. Funcion de densidad de probabilidad

De acuerdo a la f.d.a. en (2.1) tenemos que:

LT B L
Z_a<\/; \/;> N(0,1).

Aplicando la transformacién de variables aleatorias la funcién de densidad de probabilidad
(f.d.p.) de T~ BS(e, B3) es:

1 t 0 (1 t
=0 (5e(5)) 5 (e (5)):
Podemos re-escribir la f.d.p. de la distribucién BS como:

fT(t) = (b(at(a?B))At(avﬁ)v t> O,

0

5) v Aed) = Gaas) =2+ 5)/(208)

donde a;(a, B) = ég <»8

2.1.2. Propiedades

Una propiedad importante de la distribuciéon BS es que la variable T' puede ser representada

como una funcién de otra variable aleatoria Z de la siguiente forma:

T:B<§Z+ (ZZ>+1>2,

donde Z es una variable aleatoria que sigue una distribucién normal estandar. La esperanza de
TesE(T)=p (1 + 0‘72) y su varianza es Var(T) = 52a? (1 + %oﬂ). En general, el momento

r-ésimo de la distribucién BS esta dado por la siguiente expresién:

2((5)) -G o (e s ()™

J=0

De la funcién de densidad de la distribucién BS, Saunders (1974) presenta las siguientes

propiedades:
1. bT ~ BS(«, bj3) para b > 0;

2. 1)T ~BS(a, 3);

w

V=22= 5 (548 -2) ~x3(1). con B(V) =1y Vax(V) = 2

4. Y =log(T) ~ log-BS (a,log(5)).
La Figura 2.1 muestra la forma de la distribucién BS con parametros g = 1 y diferentes

valores para «. Se puede observar como a medida que « se reduce, la forma de la distribu-

cién se vuelve més simétrica alrededor de 8. Ademads, se observa que la funcién es asimétrica



positiva y unimodal, lo cual permite modelar datos altamente concentrados hacia la izquierda.

15
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Figura 2.1: Gréfico de la densidad de la dsitrbibuciéon BS con valores dados de aay =1

La distribucién BS toma mucho interés porque la propuesta, basada en danos acumu-
lativos en objetos estaticos, cumple ciertas propiedades matemaéticas y fisicas interesantes.
Asi, inicialmente la distribucién BS fue utilizada en modelos de fatiga como el de Birnbaum
y Saunders (1969b), quienes realizan una estimacién de S y a para el tiempo de vida de
pequenias muestras de aluminio 6061-T6 sometidas a distintos grados de estres. Estudios
posteriores tuvieron otras areas de aplicacién, por ejemplo, Jin y Kawczak (2003) utilizaron
estimadores kernel basados en la distribucién Birbaum-Saunders y la log-normal para estimar
las funciones de densidad de tiempos de duracion, especificamente, intervalos de tiempo de
alta frecuencia en los que se negocian activos financieros. Otra aplicacién en datos asimétri-
cos es el de Paula, Leiva, Barros y Liu (2011), quienes realizan una regresién de montos

coberturados por seguros en funcion al tiempo de operatividad.

Otros estudios extienden la distribucién BS en funciones de densidad méas generales, por
ejemplo, Vilca y Leiva (2006b) define una distribucién BS generalizada (GBS) basandose en
una distribucién eliptica asimétrica (EA) definida como 7" ~ GBS(a, 3,9, ), donde a y 3
son los pardmetros definidos en (2.1), A es el pardmetro de asimetria y g es una funcién ge-
neradora de distribuciones. Agregando a lo anterior, un caso particular de la distribucién EA
es la distribucion normal asimétrica y fue utilizada en la distribucién BS por Vilca, Santana,
Leiva y Balakrishnan (2011). En dicho estudio, muestran que para percentiles extremos en
datos con distribucién asimétrica la distribucién BS-NA ajusta mejor los valores extremos
en los datos, particularmente en datos de concentracién de ozono. No obstante, se identificd

mayor sesgo relativo en las simulaciones para estimar el pardmetro de asimetria.



El trabajo de Maehara (2018a) extiende la distribucién BS al considerar familias de
distribuciones asimétricas mediante la mixtura de escala normal asimétrica, la cual contiene
a las distribuciones normal asimétrica (NA), ¢t de Student asimétrica (TA), Slash asimétrica
(SLA) y normal contaminada asimétrica (NCA). Por otro lado, Benites, Maehara, Vilca y
Marmolejo-Ramos (2017) propone la mixtura finita de distribuciones Birbaum-Saunders y un
algoritmo de clusterizacién para la obtencién de valores iniciales. Ambos estudios, permiten

extender la distribucién BS para modelar distribuciones multimodales y asimétricas.

2.2. Mixturas finitas
Siguiendo lo descrito por McLachlan y Peel (2000). Sea Y = (V1,...,Y;)" una muestra

aleatoria de tamafio n, donde Y es un vector p-dimensional con f.d.p. f(y;) en R?.

Yj1
Y= | ~f(yj)
Yip

donde Y; contiene p variables aleatorias en el j-ésimo vector aleatorio de Y. Ademds, deno-
tando y; como un valor observado del vector aleatorio Y ;, podemos expresar la densidad de

Y, como:
g
Flys) =D mifi(ys), (2.2)
i=1

donde 0 <m <1,(i=1,...,9)y >.¢_, m =1, las probabilidades 71, . .., m, son los pesos co-
rrespondientes a los g componentes de la mixtura y f;(y;) es la i-ésima densidad de la mixtura
de distribuciones. Bajo esta definicién, en la presente tesis, el nimero de componentes g se

considera fijo; sin embargo, en algunas aplicaciones g puede ser estimado a partir de los datos.

Una manera de generar el vector aleatorio Y; es mediante la densidad condicional de Y;|Z; =
fi(y;), i=(1,...,g), donde Z; es una variable con distribucién multinomial, la cual indica

qué valores muestrales pertenecen a cada componente g, con probabilidad 7y, ..., m,.

Z; ~ Multinomial(1, 7r), (2.3)

donde 7 = (71, ...,my)T. Una interpretacién de (2.3) es que Y se obtiene de una poblacién
G compuesta por g grupos, Gf,...,Gy, con proporciones 1, ...,my. Si la densidad de Y,
respecto a la poblacién del componente G;, es fi(y;) parai=1,...,g, entonces la densidad

de Y es una mixtura con g componentes como en (2.2).

Por ultimo, la estimaciéon del vector de pardmetros podria determinarse con los datos obser-
vados mediante el método de méaxima verosimilitud. No obstante, el vector de componentes
de mixturas Z; no se encuentra en la distribucién observada de Y;. Por ello, bajo el enfoque
del algoritmo EM, se aprovechara la relacién entre la distribucién conjunta con la densi-
dad marginal y condicional f(y,z) = f(y|z)p(z) de modo que se obtenga una funcién de

log-verosimilitud més sencilla de operar.



2.3. Distribucién MENA (Mixtura de Escala Normal Asimétrica)

De acuerdo a Branco y Dey (2001), la distribucién MENA es un caso particular de la
distribucién eliptica asimétrica (EA). Esta clase de distribuciones son una extensién de los
modelos propuestos por O’Hagan y Leonard (1976) y Azzalini (2005), los cuales se utilizan
para modelar datos asimétricos. Siguiendo a Cabral CRB (2012) y Basso, Lachos, Cabral y
Ghosh (2010), una variable z tiene una distribucién con mixtura en pardmetros de escala

(ME) si su funcién de densidad tiene la siguiente forma:

o) = /0 " F(elu)dH (),

donde f(-|u) es la funcién de densidad de z condicionada a U = wu, siendo U una variable
aleatoria (v.a.) con distribucién H. Ademds, u es un factor que afecta al parametro de escala
y H es la distribuciéon acumulada de U. Particularmente, una variable aleatoria z tiene
distribucion MENA con un pardametro de localizacién p € R, un pardmetro de dispersion

o > 0 y un pardmetro adicional v si su f.d.p. es dada por:

OMENA(2) = 2 /OO 10) (z; Ly ﬁ(u)a2) i) ()\K;_l/Q(u) (Z ; ,u)) S(u;v), (2.4)
0

cuya notacién se expresa como z ~ MENA (,u, a2, \; 5’), donde S(+,v) es la f.d.a. de una va-
riable aleatoria positiva U, ¢(-) y ®(-) es la f.d.p. y f.d.a. respectivamente de una distribucién
N(0,1) y s(-) es una funcién positiva de U. Cuando x(U) = 1 se obtiene la distribucién
normal asimétrica y si, ademéas, A = 0 se obtiene la distribucién Mixtura de Escala Normal
(MEN). La distribucién MEN; al igual que el caso asimétrico, tiene como casos particulares
a la distribucion ¢t de Student, Slash y normal contaminada. Estos casos especiales, asociados

a la distribucion BS, serdn presentados con mas detalle en el siguiente capitulo.
2.4. Algoritmo EM

El método de estimacion de maxima verosimilitud via el algoritmo EM es uno de los
més utilizados para ajustar mixturas finitas de distribuciones. Siguiendo a Tanner (1996), la
formulacién del algoritmo EM utiliza los datos observados (Y') aumentados por variables no
observadas o latentes (Z), siendo el vector de datos completos definido como Y. = (Y, Z).
Posteriormente, se maximiza iterativamente los valores esperados de la log-verosimilitud de
los datos completos Y,.. En otras palabras, dados los datos observados Y, la funcién de
verosimilitud L.(¢|Y, Z) es proporcional a p(Z|4",Y), donde v es un vector de pardmetros
de ¥ en R? y p(Z|¢%,Y) es la distribucién de la variable latente Z condicionado en la
evaluacién i-ésima del algoritmo y a los datos observados Y. Una manera de expresar los
datos aumentados es mediante una representacion jerarquica, donde tenemos.

En una primera etapa:

ylZ ~ f(yl2).

Para una segunda etapa:
Z ~ g(m).



En general, el paso-E consiste en calcular el valor esperado de la funcién de log-verosimilitud
completa L.(¢|Y, Z):

Q(v,9") = E (log [Lo(¥Y, 2)))

Qb o) = /Z log [L(¢|Z, Y)] p(Z|4#, Y)dZ. (2.5)

Continuando con el algoritmo, el paso-M consiste en maximizar la funcién Q respecto a
1) para obtener 1'T!. El algoritmo se repite iterativamente hasta que |[¢"*! — ¢f|| sea sufi-

cientemente pequeno.

No obstante, una limitacién del algoritmo EM es que, en algunas funciones de verosi-
militud complejas, pueden requerirse pasos iterativos de maximizacién. Por ello, Meng y
Rubin (1993) proponen extender la funcién @), remplazando el paso-M por una secuencia de
maximizaciones condicionales formuladas como M = {ms(¢);s =1,...,S}. Donde M es un
conjunto de S vectores de funciones de . Iniciando con ¥(?) en la iteracién (t+1),t=0,1,...,
el algoritmo ECM realiza el paso-E descrito en (2.5) y posteriormente S pasos-CM, donde
en cada paso de maximizacién s = 1,...,S, encontramos w(t”/ %) de modo que maximice la
funcién Q (wh/)(t)) sobre 1) € W sujeto a la restriccion myg(1p) = m({it+E=1/5}) es decir:

Q' /5™y = argmax,, Q(¢|y"). (2.6)

El resultado del paso CM se denota por ¢(t+1/9) = (1/}5”1/5),...,@”5/5)). Ademss, el
valor de 1) para empezar la siguiente iteracién del algoritmo ECM, #(*1 se define como el
resultado de (2.6), es decir cuando 1 (+5/9) = ¢ (t+1),



Capitulo 3

Modelo propuesto

3.1. Introduccion

Maehara (2018a) realiza una extensién de la distribucién MENA basandose en la distribu-
cién BS. Para lo cual parte de la siguiente representacion estocéastica: Z = pu + Uﬁl/Q(U)Zo,
donde Zy ~ NA(0,1,)) y k(U) > 0 es una funcién que asigna pesos a los parametros de
escala con f.d.a. S(u,v), siendo la funcién de densidad de Z la descrita en (2.4). Siguiendo la
misma idea del trabajo mostrado Vilca et al. (2011) y como es mostrado en Maehara (2018a)

se considera que =0,y 02 = 1.

_ 1T B .
7= <\/;— \/;> ~ MENA(0,1, \; S).

Luego, siguiendo lo propuesta de Birnbaum y Saunders (1969), obtenemos que 7" tiene una

distribucién BS-MENA si puede ser representada por

T = g [am1/2(U)Zo +/a2k(U)Z2 + 4] . (3.1)

De acuerdo a Maehara (2018a), cuando U = 1 la distribucién de (3.1) es BS-NA (oml/Q(u), B,a).

Algunos casos particulares que el modelo propuesto extiende son los siguientes:

» Para S =1 obtenemos el modelo de MF-BS-MENA propuesto por Maehara (2018a).
» Para A =0, U = 1 obtenemos el modelo MF-BS propuesto por Benites et al. (2017).
» Para A\ = 0, obtenemos el modelo propuesto por Benites (2019).

= Para S =1, A =0y U = 1 obtenemos el modelo propuesto por Birnbaum y Saunders
(1969).

» Para S =1, U = 1 obtenemos el modelo propuesto por Vilca et al. (2011).
» Para S =1, A = 0 obtenemos el modelo propuesto por Balakrishnan et al. (2009).

= Para S = 2, A = 0, U = 1 obtenemos el modelo propuesto por Balakrishnan et al.
(2011).

» Para U = 1 obtenemos el modelo propuesto por Maehara (2018b).
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Los siguientes Teoremas fueron presentados en Maehara (2018a). El Teorema 1 muestra la
funciéon de densidad de la distribucion BS-MENA. El Teorema 2 y 3 sera utilizado en la

representacion jerarquica como parte del algoritmo de tipo EM.

Teorema 1 Sea T ~ BS-MENA («, 8, \; S), entonces, la f.d.p. de T puede ser expresada

frt;a, B, A\, v) = émena (ac(a, B)) Ae(a, B), t>0 (3.2)
= 2/0 o(ar(a, B);0, /{(u))@()\/flp(u)at(a,ﬂ))At(a, B)dS(u;v),

donde ¢mENA(-) es la f.d.p. de una distribucion MENA(0, 1, X; S).

La media de esta distribucién es E(T') = g 2+ a®p2 4+ awq] y su varianza Var[T] =
%2 [(40? = 20%w1) po — a*pd + 20ty — 0wl 4 203ws], donde pj = E(Z7),j = 2,4 y wy, =

E(ZFVa2Z2 +4), k= 1,3.

Teorema 2 Sea T' ~ BS-MENA (o, 3, A, S), y H|(U = u) ~ HN(0, k(u)). Entonces, T|(H =
h,U = u) tiene la f.d.p.

fT\H,U(t’hv u) = ¢ (Anu + at (s, B)) At (5,0, B)

donde a5y = arV2WVI=8, Mu = —0h (R2@VI=3), at(asuB) = 7€ (5),
At (a5,u>/8) = %at (ad,uaﬁ) Y 0= A/m

La ecuacién anterior también es conocida como distribucién Birbaum-Saunders extendida, y
se denota por BSE (a5, 5,0 = 2, Ap ).

Teorema 3 Sea T' ~ BS-MENA (o, 8, A, S), y H|(U = u) ~ HN(0, k(u)). Entonces, H|(T =
t,U = u) tiene f.d.p.

¢ (hlor'2(w)ay (o, B) , k(u) (1 = 82))
@ (A (v, B)) ’

fairu(hlt,u) =

donde vy, = ar/k(u) y ¢(-|u, 02) es una distribucion normal con media p y varianza 0. Con

lo cual,

E[x N U)H|T =t] = day(a, B)k + 74/1 — 62

E [m_l(U)H2|T = t] = 52a§(a,ﬁ)/€ + [1 — 52] + Say(a, B)Tﬂ,

donde ki = E[sW(U)|T =], 7 = E |:/€_1/2 (U) Wa (ng%%) T = t} Yy Wy = b(u)/®(u),

para u € R.

3.1.1. Casos especiales

Esta seccidn describe algunos casos especiales de la distribucién BS-MENA descritas en

Maehara (2018a), basadas en la distribucién ¢ de Student asimétrica (TA), normal contami-
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nada asimétrica (NCA) y Slash asimétrica (SLA) y k(U) = 1/U. Las cuales pueden obtenerse

de la representacién estocdstica en (3.1) y del Teorema 1.

i Distribucion BS t de student asimétrica (BS-TA)
Un caso especial de la distribucién BS-MENA es la t-Student asimétrica Birbaum-
Saunders (ST-BS). Para este caso se tiene que U ~ Gamma(v/2,v/2), v > 0, y la

distribucion estaria dada por:

v+1

fr(t) =2t (at (o, 8) 0, 1;0) T ( a?(a,B)+v

Bt;V+ 1> At (avﬂ) 7t > 07
donde B; = Aa¢ (o, ), t(+]0,1;v) y T (:;v) son las f.d.p. y f.d.a. de una distribucién
t-student. La notacién para esta distribucién es 7'~ BS-TA(«, 5, A, v).

ii Distribucion BS normal contaminada asimétrica (BS-NCA)
La distribucién normal contaminada asimétrica puede ser utilizada para generar la
distribucién Birnbaum-Saunders normal contaminada asimétrica (BS-NCA). U es una

variable aleatoria discreta con la siguiente f.d.p.:
h(u;v,v) =vl, (u) + (1 —v)[i(u), 0<v<1, 0<y<]1,

donde I4(-) es una funcién indicadora de A. La funcién de distribucién de T, a partir
de (3.2) es:

fr(t) =2 [w ( (@, 8);0, i) @ (v'2Bt) + (1= )6 (ar (@, 8)) @ (By) | Adler, B).

La notacién para esta distribucién es 7' ~ BS-NCA (a, S, A, v, 7).

iii Distribucion BS Slash asimétrica (BS-SLA)

Para este caso se considera U ~ Beta (v, 1), v > 0, decimos que T tiene una distribucién
BS Slash asimétrica (BS-SLA) con f.d.p.:

1
fr(t) = 21//0 u’ Yo (ar (o, 8);0,1/u) ® (u1/2Bt) duA(a, B).

La notacién para esta distribucién es T' ~ BS-SLA(a, 8, A, v).

3.2. MF-BS-MENA
3.2.1. Descripcion del modelo

Siguiendo a Balakrishnan et al. (2011), definimos la mixtura de distribuciones BS-MENA

de la siguiente manera:

G
f(t;p,a,ﬁ,k,u):ijij (t;Oéj,/Bj,)\j,Vj>, yeR-‘r? (33)
j=1
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donde p; es el pardmetro de mixtura del j-ésimo componente restringido a ZJGZI p; =1,y

fr; (t; 5, B, Aj, v;) es laf.d.p. BS-MENA (o, 85, Aj, v;) del j-ésimo componente de la mixtu-

ra,cona; > 0,5, >0,\; €R, j=1,...,G. Ademds, p = (pl,...,pct)T, a= (al,...,ag)T,
B = (p,... ,Bg)T, A=(\,... ,Ag)T. Respecto a los pardmetros mixturas de escala v, se
asumird que v; = vo = ... = Yg = vV ya que ha mostrado que es mas conveniente desde

un punto de vista computacional, ademas es importante mencionar que esta condicion se ha
realizado en Zeller et al. (2019), Basso et al. (2010). Dicho esto, decimos que una v.a. positiva
T, con funcién de densidad (3.3), es una mixtura finita de distribuciones BS-MENA y sera
denotada por:

T ~ MF-BS-MENA (p, o, 3, A\, v) .

Siguiendo la misma metodologia de Birnbaum y Saunders (1969), podemos encontrar algunas
propiedades de la distribucién MF-BS-MENA:

Teorema 4 Si T ~ MF-BS-MENA (p, a, 8, A, v), entonces:

(i) ¢T ~ MF-BS-MENA (p,a,3,\,v), donde c € Ry;

-
(ii) T~1 ~ MF-BS-MENA (p,a, 8-, A,v), donde 1 = (517, L %) :
(iii) Para 1 = P2 =...= Bq, B/T y T/B tienen la misma distribucion

3.2.2. Estimacién de maxima verosimilitud

En esta seccién, se presenta el problema de estimacién para el modelo MF-BS-MENA
usando el algoritmo ECM (Maximizaciéon de Esperanza Condicional). Este algoritmo busca
las estimaciones de méxima verosimilitud (MV) ante la presencia de datos faltantes. Ademés,
se presenta la metodologia para la obtencion de los valores iniciales, la regla de parada del

algoritmo ECM y la aproximacién de los errores estandar.
3.2.3. Estimacion de parametros mediante el algoritmo ECM

Discutiremos brevemente la implementacién del algoritmo Maximizacién de Esperanza
condicional (Expectation Conditional Mean, ECM) propuesta por Meng y Rubin (1993) pa-
ra la estimacién de MV de los parametros de modelo de MF-BS-MENA. La idea basica del
algoritmo ECM es que el paso de maximizacién (M) del algoritmo EM es reemplazado por va-
rios pasos de maximizacién condicional (CM) computacionalmente simples. Por conveniencia
notacional, tenemos que t = (t1,... ,tn)T el vector de datos observados, h = (hq,..., hn)T
yu= (ug... ,un)T son vectores de datos no observados y z = (Zq, .. .,Zn)—r el vector de
componentes latentes donde Z; = (Z;1,...,Z;c), 1 =1,...,n. Se tendrd que Z;; = 1 si t; per-
tenece al grupo j y Z;; = 0 en caso contrario, donde Z]G:l Z;; = 1. Dado los pesos p1, ..., pa,
los componentes de indicadores Z1, ..., Z, son independientes, con funcién de densidad mul-
tinomial f(z1) = pi"'p5?...pa¢, que es denotado por Z; ~ Multinomial(1,p; ...pg) donde

pj = P(Z;j; =1) =1— P(Z;; = 0). Siguiendo el Teorema 2, expresamos estas distribuciones
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de manera jerarquica:

Tyl i, Ziy =1 BSE (5,0, 85,0 = 2.0, (
Hilui, Zij =1 "% HN (0, 5(u;)) (
UilZij =1 ™ H(u;,v) (
(

iid

Z; ~ Multinomial (1,p1,...,pg), i=1,...,n, j=1,...,G,

donde BSE es la distribucién Birbaum-Saunders Extendida propuesta por Leiva et al. (2010)

y tiene la siguiente forma:

fBSE(t‘h7 U) = ¢ ()\h,u + ay (aé,uy 5)) At (Oéﬁ,uv 6) ’

donde A5y = 04"/‘71/2(u) v1-— 627 ag (aé,u)ﬁ) = a;’ué. (%) ) At(aaﬁ) = %at (Oéé,uyﬁ)y Ah,u =
—0h/kY2 (V1 =62y 6 = A/V1+ A2,
Resolviendo para A:(a, §):

Aas, ) = S-a (05, )

S ORI HOREE
“m(3) ()]

Resolviendo para BSE:

fBSE(ﬂha U) = €xp <_; ()\h,u + at (aé,uv 5))2> At(a(s,uv B)

1
V2T
en la que tendremos que

()‘h,u + aq (aé,w B))Q = )‘%z,u =+ 2)‘h,uat (aé,ua 5) + a¢ (a5,u7 6)2

- (w@%f
+2 (ﬁﬂ@j)f?ﬁ) Om1/2(u;m€ (é)

1

- (oml/Q(u)mg (2’))2

Factorizando 1/ (ﬁ1/2(u)\/1 - 52> tenemos:

O+ @320 8))* = s (;5 (;) - 5h)2

= g (0.8~ ).
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Remplazando en BSE:

fuse = = oxp (= (=g (@ (0:8) ~ 610°) ) A ),

De acuerdo con (3.4)-(3.7) la funcién de log-verosimilitud completa de @ = (p1, ..., pg, a1, ..., QqG,
Bi,...,Bc,01,...,0a,v)" dado (t,h,u,Z) puede ser expresada como:

n G , B — 5 )
0lt,h,u,Z) =c+ Z Z Zij {10g(pj) _ (atéli?;’,)%l)_ 523)h) i
i=1 j=1 v J
log(Ati (C¥§j7u“5))+ (38)

log (¢un (0, £(u;))) + log (H (ui, v)) }
donde ¢ es una constante que no depende de 6.

Tomando esperanza condicional de (3.8), podemos expresar la esperanza de la funcién de
log-verosimilitud completa como Q(O!é\) =F [E(O\t, h,u,Z)|t, 5], donde

& nﬁ (L/8) | Oihue (/B O
2A6) = ;]Zl{log P 50100 T ay(l-a?)  a( o7  0osle)-

VBj

[zzjlog (oun (0, £(u;)) |0} + F [zzjlog( (uj, v |0} }

Ziglos (E [KI/Q(U)WD — Zijlog (1 - 87) /2 + Zijlog (ti - Bj) +

23§-k) f; (ti |§(k))

donde: z;; = ?Zlﬁk)fj (ti‘é(k)) , Rij=E |:Zij/q/_1 (U)) ‘é\(k)’ti} ,
iy =B [z (U [0, 6], 02 = B [z~ (U)HZ0%), 6], i=1,...on.

De acuerdo al Teorema 3:

/ﬁij = gjat (ozj,ﬁj) Kij + TZ]\/l — 25\2-
h2ij = 8\]2(1,52 (&j, B\]) k\” [ /5\]2:| + (Sj(lt (043, 6]) ’/7'\1']'\/ 1-— 8\?
3.2.4. Algoritmo EM para el MF-BS-MENA

El algoritmo EM se expresa la siguiente manera.

Paso-E. Dado 6 = §(k), calcular &;;, Eij, y ﬁ?j, parai=1,...,n
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Maximizacion:
2Q(616) _ ¢ {%'52 (tiBy)  Ohus (1, 8) %} _ 0
da; o (1-02) (1-9) )
z”:{ —20)) Ry€2 (6/8;) W2y [ 20 (1—5?)—53.(—25]-)
wig) T\ ()
by /s ((125) =5 C25)) o }:0

v (-2 ) (=)

i=1

+
=1

8Q(0|A): . {53'%3‘62(%'//3;‘)_ 5,12 B 5}37151‘3' +?Lz‘j§(ti/5j)+
% S la(-a) (=) (1-8) o(-)

20%hii€ (1/B) 26, }:

(1—5?)2 (1—5?

Paso 1-CM. Fijar 5 (k) v actualizar a§ 0, YDy

n o~ k —(k k)
— (k+1) > Rig€? (ti/ﬂﬂ(' )) + |1 2ic1 hQEj) Lit ” (t /ﬁ( )
J D im1 Zij Zij S h2 ’

(k (k)
8\(k+1) 1 Zz 1h’2j (tl/ﬂ] )
J a; n 750 ’

> ie1 i

(k)
13(1@+1) _ LZL Zij .
J &j n

Paso 2-CM. Fijar ag ), gj(k), ]35.’“) y actualizar B(k’)

kD) — aremax Q ( k+l),6’g§k+1)‘§(l¢)> .
B

Actualizar 7(*) maximizando la funcién de log-verosimilitud, obteniendo.

pk+1) _ argmaleog (Z A(k+1 _ ( §k+1 ,5 A(k+1) Xg-kﬂ),y)) ‘
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Las iteraciones se repiten hasta lograr la convergencia del algoritmo ECM de acuerdo al

siguiente criterio de parada
10+ — 13 ] < 1078,

donde 1% es 1a log-verosimilitud observada en o(k)
3.2.5. Especificacion de los valores iniciales

Es bien conocido que los modelos de mixtura puede proveer una funcion de log-verosimilitud
multimodal. Por lo que el método de estimacion de MV a través del algoritmo ECM puede no
tener una solucién maxima global (es decir miltiples maximos locales) si los valores iniciales
estan distantes a los valores reales de los parametros. Para garantizar que se identifiquen
las estimaciones verdaderas de MV, recomendamos ejecutar el algoritmo ECM utilizando un
rango de valores iniciales diferentes. Los valores iniciales del algoritmo ECM propuesto fueron

obtenidos siguiendo los siguientes pasos:

1. Particionar la muestra en G grupos usando el algoritmo de clusterizacion k-means o
k-medoids.

2. Calcular la proporcion de puntos de datos que pertenecen al mismo grupo j, osea pg-o),

j=1,...,G. Esto es el valor inicial de p;.

3. Para cada componente calculamos los valores iniciales de ago) y BJ(-O) utilizando el método

de momentos modificado mmeth propuesto por Ng, Kundu y Balakrishnan (2003) e
(0)
J

utilizé usando el coeficiente de correlacion de Fisher implementado en el paquete sn.

implementado en el paquete bssn (Maehara y Benites, 2015). Para el pardmetro A se

4. Para la estimacién de los valores iniciales de (9 calculamos la log-verosimulitud per-
filada K(ﬂo)(u), . ,HA(C?)(V)), ver (3.8), para la red de valores de v. Asi, para las dis-
tribuciones MF-BS-TA (mixtura finita de una distribucién BS t-student asimétrica),
MF-BS-SLA (mixtura finita de una distribucién BS Slash asimétrica) se utilizaron
numeros enteros entre 1y 20, mientras que para la distribucién MF-BS-NCA (mixtura
finita de una distribucién BS Normal contaminada asimétrica) se utilizaron nimeros

entre 0.1 y 0.9. Para cada caso, se elije ¥ que maximice la log-verosimilitud perfilada.

3.2.6. Matriz de informacién observada

Una manera de aproximarse a la matriz de covarianzas de las estimaciones de maxima
verosimilitud @ es a través de la inversa de la esperanza de la matriz de informacion. No obs-
tante, esta metodologia puede ser computacionalmente costosa. Por ello, Basford, Greenway,
McLachlan y Peel (1993) proponen una aproximacién a la matriz de covarianzas de maxima

verosimilitud de la siguiente forma.

J, (éyt) - znjggT :
i=1

donde’s; = dlog f (ti;6) /06| ,_g es el vector gradiente de la funcién de verosimilitud evaluado

en @ = 0 basado en la i-ésima observacién. Cabe mencionar que para la obtencién de los
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errores estdndar de los pardmetros, obtendremos el error estdndar del parametro A; y no
del pardmetro 0; = \;/4/1+ )\]2 pues resulta algebraicamente mds simple. Considerando a's;

como un vector particionado en todos los componentes de @ dado por

S; = (Si,pp <o Sipa_1sSior - Si,agy Si,Bry S8 St A1 s Si,)\@)v

donde los elementos de S; estan dados por:

fry (i, g, B, Nj) = fre (ti,aq, Ba,26) . piDa; (fr (ti; o, By, Aj))

/S\,L' . = y Sia = )
b f(tiapaan@ak) J f(tiap7a1167>‘)
. _piDg (fr, (ti, o5, By, X)) Gir = piDy, (f1; (tir o, B, A))) -1«
Z’ﬂj f(ti,p,a,,@,A) 7 b f(tiapaaaﬁ7)‘) ’ U
donde
0
Daj (ij (ti7aj76j7)\j)) = %.ij (tivaﬁﬁj’)‘j)’
0
Dg, (fr; (tisj, 85, 7)) = T@fﬂ (ti, s Bjs Aj)
0
v Dy (fry (i, 8, 05)) = aijTj (ti, 5, B3, ) -
Definiendo

P = /000 mw(u)exp{ - %Ffl(u)ai (o, B) }¢ (ﬁil/Q(U)Btz) dH (u),

donde By, = Aay, (o, 3), i =1,...,n, se puede obtener

2 [0Ay, Oay, Oay,

Day (P10 o \y) = = | SET01/2) = an A G 10(312) 4 A )|
2 [0A;, day, Oay,

D, (Fr i Py y) = = | ST (1/2) -, s L 0(3/2) 4 M G120

2
Dy, (fr; (ti, o5, By, Aj) = \/T—Watifltiff(l)
Calcular los errores estandar de v usando la aproximacién presentada en esta seccién es
andliticamente compleja, debido a ello varios trabajos, vea por ejemplo Zeller et al. (2019),
Basso et al. (2010), no han considerado la obtencién del error estdndar por el método de

aproximacion.
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Capitulo 4

Estudio de Simulacion

El objetivo de esta seccién es mostrar la precision de las estimaciones de 8 = (pT, a', BT,
A conp=(p,p2)|, a=(a1,00)", B=(B1,62)" y A= (A1, \2)" mediante el algoritmo
ECM propuesto en el Capitulo 3. Los resultados promedio para 1000 réplicas y tamanos de
muestra n =200, 300, 500, 800 y 1000 para las distribuciones MF-BS-TA, MF-BS-SLA y MF-
BS-NCA. Las simulaciones que seran consideradas en esta seccién serdn solamente para G = 2
componentes ya que al considerar el algoritmo de k-medias como método de particionamiento
para generar los valores iniciales, en cada ejecucién del algoritmo se obtendra valores iniciales
distintos y permutados, lo cual dificulta en gran medida realizar dichas simulaciones, sin
embargo esto es algo que se ha venido realizando en diferentes trabajos tales como Zeller
et al. (2019), Basso et al. (2010). Para todos estos escenarios, se calcul6 la media de los
pardmetros estimados, la aproximacién de los errores estandar (IM-SE), las desviaciones
estandar de Monte Carlo (MC Sd) y el porcentaje de veces que el intervalo de confianza (CI)
cubre el verdadero valor de los pardmetros (COB MC). Los casos especiales analizados tienen

las siguientes consideraciones:

s El Cuadro 4.1 muestra las simulaciones realizadas para la distribucion MF-BS-TA con
pardmetros a = (0.25,0.50) ", 3 = (5.0,1.0)", A = (1.0,3.0)", p = (0.3,0.7) " y v = 4.
Se puede observar que a medida que a medida que aumenta el tamano de muestra las
estimaciones se aproximan a los verdaderos pardmetros, principalmente para el parame-
tro de asimetria A y el parametro v. Los pardmetros a, B y p muestran estimaciones

bastante precisas incluso para el tamano de muestra n=200.

= El Cuadro 4.2 muestra las simulaciones realizadas para la distribucién MF-BS-NCA con
pardmetros a = (0.25,0.50) ", 8 = (5.0,1.0)", A = (1.0,3.0)", p = (0.3,0.7)", v = 0.1
y v = 0.1. Al igual que la distribucién anterior, conforme se incrementa el tamafo de
muestra las estimaciones se aproximan a los verdaderos pardmetros. Ademads, se observa
que las estimaciones son muy aproximadas a los verdaderos pardmetros incluso para

un tamano de muestra n=200.

= Kl Cuadro 4.3 muestra las simulaciones de la distribucién MF-BS-SLA con parametros
a = (0.10,0.50)", 8 = (5.0,1.0)", A = (-1.0,3.0)", p = (0.3,0.7)" y v = 4. Al igual
que las dos distribuciones anteriores, conforme se incrementa el tamano de muestra las

estimaciones se aproximan a los verdaderos parametros.
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Los cuadros muestran los errores estandar de la matriz de informacién (IM SE), las des-
viaciones estdndar de Monte Carlo (MC Sd) y el porcentaje de cobertura como resultado
de los intervalos de confianza al 95 %, asumiendo normalidad asintética. Se observa que los
IM SE son bastante préximos a las desviaciones obtenidas por Monte Carlo, lo cudl indica
que la aproximacion a los errores estandar es confiable. La cobertura (COB) se define como

~

COB(#) = (1/m) 35, I(0 € [ng,gyj], donde I es una funcién indicadora que toma valor

igual a 1 si 0 cae en el intervalo [ng,gyj}, §L]. y an son los j-ésimos valores estimados de

los limites inferiores y superiores del IC respectivamente.

Cuadro 4.1: Estimacién de pardmetros de la distribucién MF-BS ¢ de student asimétrica (MF-
BS-TA), para 1000 réplicas de diferentes tamano de muestra sin considerar valores iniciales. Con

a=(0.25050)",8=(5.01.0", A= (1030, p=(0307)" yr=4

n Medida a1 [P 51 B2 A A2 p1 v
1000 Media 0.2532 0.5000 4.9927 1.0007 1.0357 3.0128 0.3012 4.2663
IM SE 0.0320 0.0402 0.2821 0.0247 0.6113 0.5503 0.0194

MC Sd 0.0274 0.0199 0.1438 0.0129 0.2801 0.2555 0.0180 0.9312
COBMC 95.7% 99.4% 978% 995% 995% 99.7% 96.8%

800 Media 0.2538 0.4991 4.9929 1.0015 1.0563 3.0060 0.3010 4.3297
IM SE 0.0356  0.0449 0.3150 0.0277 0.6944 0.6162 0.0217

MC Sd 0.0328 0.0223 0.1789 0.0159 0.3781 0.3057 0.0205 1.0939
COBMC 938% 99.6% 96.9% 989% 99.7% 99.9% 95.5%

500 Media 0.2548 0.5008 5.0034 1.0004 1.0814 3.0491 0.3008  4.4845
IM SE 0.0452 0.0571 0.4071 0.0351 0.9139 0.8006 0.0276

MC Sd 0.0417 0.0334 0.2494 0.0220 0.5772 0.4391 0.0259 1.3775
COBMC 928% 98.7% 96.0% 994% 995% 99.0% 95.9%

300 Media 0.2557 0.4975 5.0075 1.0011 1.1236 3.0682 0.3038  4.5527
IM SE 0.0579 0.0739 0.5299 0.0460 1.2181 1.0664 0.0357

MC Sd 0.0495 0.0424 0.3126 0.0274 0.7806 0.6141 0.0314 1.5496
COBMC 94.6% 98.1% 944% 994% 99.3% 99.1 96.7 %

200 Media 0.2507 0.4930 5.0423 1.0042 1.1801 3.1053 0.3000 4.4446
IM SE 0.0684 0.0877 0.6264 0.0562 1.6308 1.3228 0.0430

MC Sd 0.0597 0.0523 0.4184 0.0379 1.2408 0.7436 0.0403 1.7133
COBMC 928% 97.3% 932% 99.0% 986% 985% 95.2%
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Cuadro 4.2: Estimacién de pardmetros de la distribucion MF-BS normal contaminada asimétrica
(MF-BS-NCA), para 1000 réplicas de diferentes tamarnio de muestra sin considerar valores iniciales.
Con a = (0.25,0.50) ", B = (5.0,1.0) ", A= (1.0,3.0)", p=(0.3,07)", v =01y v =0,

n Medida aq (o) B1 B2 A1 Ao p1 v o7

1000 Media 0.2520 0.4942 4.9952 1.0033 1.0963 2.9662 0.3042 0.1076 0.1026
IM SE 0.0351  0.0301 0.2924 0.0235 0.6152 0.4879 0.0166

MC Sd 0.0292 0.0274 0.1603 0.0168 0.4254 0.2531 0.0196 0.0482 0.0322
COB MC 96.0% 92.0% 98.0% 98.0% 98.0% 98.0% 88.0%

800 Media 0.2505 0.4923 5.0197 1.0025 1.0767 3.0101 0.3003 0.1126 0.1079
IM SE 0.0390 0.0332 0.3389 0.0261 0.6954 0.5545 0.0184

MC Sd 0.0327 0.0331 0.2555 0.0212 0.5235 0.4222 0.0196 0.0551 0.0416
COB MC 928% 909% 941% 978% 97.9% 97.1% 93.6%

500 Media 0.2505 0.4884 5.0359 1.0040 1.1267 3.0139 0.3000 0.1221 0.1139
IM SE 0.0494 0.0418 0.4399 0.0333 0.9260 0.7099 0.0233

MC Sd 0.0418 0.0437 0.3367 0.0281 0.7944 0.5593 0.0254 0.0724 0.0558
COBMC 91.6% 88.8% 91.6% 972% 97.7% 96.8% 92.3%

300 Media 0.2467 0.4810 5.0989 1.0067 1.1698 3.0945 0.3008 0.1377 0.1161
IM SE 0.0601 0.0529 0.5744 0.0431 1.2731 0.9512 0.0300

MC Sd 0.0507 0.0581 0.4600 0.0390 1.2347 0.8579 0.0331 0.0938 0.0706
COBMC 899% 87.1% 895% 965% 97.3% 95.9% 91.2%

200 Media 0.2429 04754 5.1298 1.0114 1.2546 3.1523  0.3001 0.1479 0.1165
IM SE 0.0738 0.0650 0.7405 0.0555 1.7847 1.2192 0.0367

MC Sd 0.0590 0.0711 0.5343 0.0570 1.6862 1.1212 0.0401 0.1120 0.0796
COBMC 906% 85.7% 87.6% 955% 97.7% 94.6% 92.0%

Cuadro 4.3: Estimacién de pardmetros de la distribuciéon MF-BS slash asimétrica (MF-BS-SLA), para
1000 réplicas de diferentes tamaino de muestra sin considerar valores iniciales. Con o = (0.10,0.50)T,
B=(5010",A=(-1030)",p=(0307" yr=4

n Medida a1 s B1 B2 A1 A2 D1 v
1000 Media 0.0993  0.4958 4.996 1.0009 -1.0094 3.0276 0.2997 4.1986
IM SE 0.0179  0.0290 0.1637 0.0251 0.6771 0.4892  0.0156

MC Sd 0.0097  0.0246 0.0632 0.0164 0.2723 0.3086  0.0150 1.4604
COBMC 995% 93.8% 99.2% 99.1% 99.9% 98.4% 96.2%

800 Media 0.1003 0.4956 4.9994 1.0012 -1.0463 3.0159 0.2994 4.3174
IM SE 0.0199 0.0327 0.1816  0.0284 0.7606 0.5507  0.0175

MC Sd 0.0112  0.0262 0.0709 0.0189 0.3342 0.3581 0.0175  1.6068
COBMC 98.7% 93.7% 982% 98.8% 99.3% 98.7% 95.7%

500 Media 0.0994 0.4886 4.9983 1.0024 -1.0627 3.0144 0.2998 4.1617
IM SE 0.0247  0.0402 0.2385 0.0357 0.9955 0.6929  0.0220

MC Sd 0.0139 0.0346 0.0913 0.0254 0.4526 0.465 0.0218 1.7062
COB MC 98.4% 90.5% 971% 98.0% 99.0 % 97.3% 94.4%

300 Media 0.0988 0.4872 4.9943 1.0013 -1.1181 3.0861 0.2997 4.1481
IM SE 0.0307 0.0514 0.3167 0.0457 1.3618 0.9436  0.0284

MC Sd 0.0168 0.0388 0.1136  0.0304 0.6475 0.5944  0.0289 1.7999
COBMC 97.0% 90.1% 96.8% 98.4% 99.4% 99.0% 93.3%

200 Media 0.0987 0.4866 4.9975 1.0012 -1.223 3.1517 0.2994  4.2105
IM SE 0.0379  0.0628 0.4089  0.0560 1.9118 1.2005  0.0350

MC Sd 0.0202 0.0497 0.1337 0.0398 1.2227 0.772 0.0339 1.9762
COBMC 974% 89.6% 95.8% 97.7% 99.5% 97.3% 95.3%

Las Figuras 4.1, 4.2 y 4.3 muestran los diagramas de cajas para las distribuciones MF-
BS-TA, MF-BS-SLA y MF-BS-NCA respectivamente, para los distintos tamanos de muestra
simulados y cada uno de los pardmetros estimados. Se puede observar una mejora en la pre-

cisién de las estimaciones a medida que aumenta el tamano de muestra. En la Figura 4.1
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notamos que el parametro de asimetria A del primer componente presenta poca variabilidad
a diferencia de los demdas parametros. Similarmente, el pardmetro § muestra graficamente
mayor presencia de valores atipicos para el primer componente, principalmente en la MF-
BS-NCA como muestra la Figura 4.3.
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Capitulo 5
Aplicacion

En la presente aplicacion, consideramos el indice de masa corporal de 2107 hombres de
18 a 80 anos. El conjunto de datos proviene de la Encuesta Nacional de Examen de Salud y
Nutricién, realizada por el Centro Nacional de Estadisticas de Salud (NCHS) de los Centros
para el Control de Enfermedades (CDC) en los EE. UU. Estd disponible en el paquete
mixsmsn (Prates et al., 2013). Estos datos han sido analizados por Basso et al. (2010),
quienes ajustaron a una mixtura finita de una distribucién normal asimétrica (FM-NA). El
algoritmo de estimacion se implementa en el paquete R mixsmsn donde se usa el algoritmo
de agrupamiento de k-medias para obtener los valores iniciales. Aplicamos el algoritmo EM
para realizar la estimacién de MV para el modelo FM-BS-MENA para diferentes ntimero
de componentes. La Figura 5.1 (paneles a y b) muestran el histograma con el kernel de una

f.d.p. estimada superpuesta y el grafico de cajas del indice de masa corporal respectivamente.
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Figura 5.1: (a) Histograma con la superposicién de la estimacién de la f.d.p. por un kernel y (b)
diagrama de cajas del indice de masa corporal

La Tabla 5.1 compara la estimacion de varios modelos de mixtura para G = 1 hasta G = 4
componentes a traves del criterio de Informacién de Akaike (AIC) y el Criterio de Informa-
ciéon Bayesiano (BIC). Es importante mencionar que hay ciertos modelos que no llegan a
converger tal como es el caso de modelo de MF-BS-SLA para G = 2,3 y 4 componentes (esto
tal vez se deba a que la integral presente en la f.d.p no llega a ser resuelta numéricamente,
situacién que se da en algunos conjuntos de datos) y es por ello que no son considerados en
dicha tabla. Observamos que el mejor modelo segin el AIC es para el modelo MF-BS-TA

con G = 3 componentes y segin el BIC el mejor modelo es también la MF-BS-TA pero con
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G = 2 componentes.

La Figura 5.2, panel (a), muestra la log-verosimilitud perfilada de v en dos dimensiones,
para el caso de MF-BS-TA y MF-BS-NCA con G = 2 componentes, mientras que la Figura
5.2, panel (b), muestra la superficie de la log-verosimilitud perfilada de v para la distribu-
cion MF-BS-NCA en la que la etiqueta “gamma” representa el parametro v y la etiqueta
“nu” representa el pardmetro v, mientras que la etiqueta “z” representa el valor de la log-
verosimilitud perfilada considerando la variacién de v y v. La Figura 5.2, panel (c), es la
representacién en dos dimensiones de log-verosimilitud perfilada de la distribucién MF-BS-
NCA. Segun la Subseccién 3.2.5 los valores iniciales del modelo con MF-BS-TA con G = 2
componentes son &\ = 0,1320, a\” = 0,1187, B\¥ = 34,6779, B\ = 22,0139, A" = 1,
Xgo) =1, f)go) = 0,4699 y (9 = 0,1320. La Tabla 5.2 presenta los estimadores de méxima
verosimilitud de oy, aa, B1, B2, A1, A2, p1 ¥ v con sus respectivos errores estandar (EE) para
el modelo de MF-BS-NA, MF-BS-TA y MF-BS-NCA con G = 2 componentes donde pode-
mos observar que los errores estdndar del modelo MF-BS-TA tienen los menores EE respecto
al modelo MF-BS-NA y MF-BS-NCA, notar que modelo MF-BS-SLA no fue adicionado en
la tabla por problemas de convergencia. En la Figura 5.3 muestra el histograma del indice
de masa corporal con la superposicién de la estimacién de la f.d.p. estimada del modelo de
MF-BS-TA con diferentes componentes. El grafico muestra que los modelos de MF-BS-TA

(G =2,G =3y G =4 componentes) se adaptan a la forma del histograma con precision.

Cuadro 5.1: Comparacion de la maxima log-verosimilitud, BIC para el ajuste del modelo MF-BS-
MENA usando el conjunto de datos del indica de masa corporal. El nimero de pardmetros m, el
Ranking representa la clasificacién de los modelos MF-BS-MENA iter representa el nimero de
iteraciones hasta la convergencia y tiempo (segundos) de convergencia CPU

G m log-verosimilitud AIC Ranking BIC Ranking iter tiempo

MF-BS-NA 4 1 -7490.760 14189 8 14229 8 13 0.460
MF-BS-TA 5 1 -7060.800 14130 7 14152 6 396 7.289
MF-BS-SLA 5 1 -7130.349 14269 11 14291 11 1 1.791
MF-BS-NCA 6 1 -7054.124 14118 14147 4 127 4.678
MF-BS-NA 7 2 -7490.760 14190 14230 9 15 0.530
MF-BS-TA 9 2 -6867.914 13752 13797 1 19 1.732
MF-BS-NCA 10 2 -7042.379 14103 14154 7 519  57.567
MF-BS-NA 11 2 -7478.850 14338 12 14400 12 12 1.672
MF-BS-TA 13 2 -6858.164 13740 1 13808 2 18 3.072
MF-BS-NCA 6 3 -7054.124 14118 4 14147 4 127 4.762
MF-BS-NA 15 4 -7478.850 14338 12 14400 12 12 2.258
MF-BS-TA 5 4 -7107.757 14224 10 14246 10 4 0.107
MF-BS-NCA 6 4 -7055.216 14120 6 14149 5) 74 2710

Notamos también que en la Figura 5.3 se muestra las estimaciones de los pardmetros del

modelo MF-BS-TA para diferentes componentes (G = 2, G = 3 y G = 4) y observamos
que para el caso G = 3 y G = 4 componentes tenemos que v = 21,6781 y © = 43,9687 con
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Figura 5.2: Log-verosimilitud perfilada de v para modelos con G = 2 componentes para los modelos

de (a) MF-BS-TA, (b) v (c) MF-BS-NCA

Cuadro 5.2: Estimacion de pardmetros via el algoritmo EM con sus correspondientes errores estandar

(EE)

MF-BSNA EE  MFBS-TA EE MF-BSNCA EE
o1 0.2729 1.0193 0.1326  0.0065 0.0928 0.3777
oy 0.1633 0.0478 0.1064  0.0181 0.0889 0.1483
B 294095  137.1913 32,5842  1.7642  19.2017  7.2154
By 21.1842 1.0485 209615  0.8143  20.0000  2.3194
A 0.2779 23.0439 02743 0.5962 5.8306 5.2202
X 1.0675 0.9181 04371  0.5543 2.8818 1.7881
p 0.5347 0.0655 0.5125  0.0261 0.3710 8.2382
- - 6.7486 - 0.9219 -
5 - - - - 0.0425 -

lo que podemos afirmar que el modelo MF-BS-TA es la misma que un modelo MF-BS-NA.

Finalmente concluimos que el mejor modelo que se ajusta a los datos de indice de masa

corporal es el MF-BS-TA con G = 2 componentes.
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T o 0=0.1447, 05=0.1079, B8 o
© B2=40.4470, B3=21.9532, el
2 2=-0.1200, A5=-0.0962, v=21.6781 2
& I3
a 3 a 3|
o =}
o &
S S
S S
o o
S 4 S
© T T T T 1 < T T T T 1
20 30 40 50 60 20 30 40 50 60
t t

Figura 5.3: (a) y (b) Histograma del indice de masa corporal con la superposicién de la estimacién de
la f.d.p. estimada del modelo de MF-BS-TA con diferentes componentes
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Capitulo 6

Conclusiones

6.1.

6.2.

Conclusiones

Se propuso el modelo MF-BS-MENA, como resultado de una extensién al modelo de
los modelos propuestos por Machara (2018a) y Benites, Maehara, Vilca y Marmolejo-
Ramos (2017) que permite modelar multimodalidad y colas pesadas con tres casos

especiales.

Se realizaron tres estudios de simulacién para los casos especiales de la distribuciéon MF-
BS-MENA. Se demostro la precisién de las estimaciones por medio del algoritmo ECM,

y la proximidad entre los errores aproximados y las desviaciones por Monte Carlo.

Se realizaron aplicaciones con datos reales sobre el porcentaje corporal. El modelo MF-
BS-TA con dos componentes fue el que mejor se ajusté a los datos, seguido por el
modelo MF-BS-NCA y MF-BS-NC con dos componentes y el MF-BS-N como cuarto

mejor modelo segin el AIC.

Sugerencias para investigaciones futuras

Un dmbito de investigacién es el desarrollo y comparacién de propuestas de mejora de
multiples técnicas de obtencion de valores iniciales, principalmente para distribuciones
MF-BS-MENA con distintos componentes (G).

También podemos desarrollar la estimacion del modelo MF-BS-MENA bajo un enfoque

de inferencia bayesiana a través de métodos Monte Carlo basados en cadenas de Markov.

Otro aspecto a desarrollar son modelos de regresion cuyos términos de error se distri-

buyan como los casos especiales de la MF-BS-MENA.
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Apéndice A
Resultados teodricos

Derivacién de la distribucion Birbaum-Saunders

De a cuerdo a Birnbaum y Saunders (1969).

1. Sea [; una secuencia de fuerzas aplicadas sobre un material en especifico de manera

ciclicaVm>1,i¢=1,...,m.
2. Sea X; la extension de un incremento gradual de la ruptura en el ¢-ésimo ciclo.

3. La extension de la ruptura en el ciclo (5 + 1) es:
Yit1 = Xjmi1 + -+ Xjmtm,

donde Y es una variable aleatoria independiente para cada ciclo con media p y varianza

0.2

El modelo Birnbaum-Saunders busca el (menor) nimero de ciclos en el que W), excede

un valor w

Teniendo en cuenta que Y; ~ N(u, 0?):

P(C<n)=1-Hy,(w)
Y —p w—np
= >
(L5 5R)

o)
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Propiedad de la normal estandar: 1 — ®(X) = &(—X)

()
()

=

Il
B
AAAA
qt

(- )
<(5)

1
Vi’ [ Vit

@[~

Representacién estocastica
Sea Zy ~ N(0,1)

Definimos: g = %

0=g°>—gaZy—1

ffff Vo
Vvw o oyn /i

x\/ﬁ)

—(=aZo) £ \/(aZ)?

e

. 2(1)

De la ecuacion anterior tenemos las siguientes raices:

leY aZy
= _Z 1
g1 5 o+ ( 5 ) + y

«
=7 —
g2 9 0 <

Por propiedad de raices de polinomios Cardano Vierta:

—1

&
g1 Xg2=—=—"
a

1
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Luego

aZ
—gp = — =5 Z+/ (5 Y
Entonces
Y a
2
Por tanto

YB% ,/

De acuerdo a Saunders (1974) la expresién anterior permite definir las propiedades de

reciprocidad de la distribucién Birbaum-Saunders. Principalmente debido a que:

0=-¢(3). v ool

El Teorema 3.1 en Birnbaum y Saunders (1969) establece que si Y tiene una distribucién
BS(a, ). Entonces Y ! ~ BS(a, 371) y que para todo ¢ > 0, Y ~ BS(a, cf).

La segunda parte de este teorema se puede demostrar este teorema a partir de la repre-

sentacion estocdstica donde para todo a > 0

2

Z,
cY =c¢p %Z0+ <a20) +1

La primera parte del teorema puede demostrarse considerando que &(t) = —£(3). Asf

1 [s Y
we (T )

Sea: k = g

akZy=—k?>+1
0=k +akZy—1

—(aZy) +\/(aZo)? — 4(1)(-1)
2(1) '

k=
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De la ecuacién anterior obtenemos:

« aZy\ 2
=27+ (°> +1

B
Y 2 2
5 2
1 1l [ « oy
Yy 3|2 0t ( 5 > +

La metodologia utilizada por Birnbaum y Saunders (1969) es replicada por Vilca y Leiva

(2006b) considerando una variable Z; que se distribuye como una normal asimétrica con

7 - é <\/g— \/g) ~ NA(0, 1, \).

Siguiendo la misma metodologia que Birnbaum y Saunders (1969), tenemos que:

pardmetros (0,1, ).

2

0" aZy 2
Y=, §Z1—|— (2> +1

Por las propiedades de reciprocidad, se cumple que Y =1 ~ BS-NA(«, 371, \) y para todo
c¢>0,cY ~BS-NA(q, ¢S, \).

Similarmente, Maehara (2018a) considera una variable Z; que se distribuye como una normal

asimétrica con pardmetros (0, 1, A).

1y 3 ‘
Z2 =~ <\ﬁ— \/;> ~ MENA(0,1, \; ).

donde Y tiene la siguiente representacion estocastica.
2

o' aZy 2
Y=, §Z2+ (2> +1 ,

donde Z, = kY/2(U)Zy, Z1 ~ NA(0,1,)), 5(U) > 0 es una funcién de mixturas de la variable

aleatoria U.
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