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Resumen

En esta tesis se estudia el modelo de regresiéon lineal para datos censurados considerando
una distribuciéon senh-normal/independiente para los errores desde un enfoque frecuentista.
Este trabajo considera la revision de la teoria existente, la construccién del nuevo modelo,
estimacion de parametros, estudios de simulaciéon para recuperar los pardmetros del modelo

y la aplicaciéon a un conjunto de datos reales.
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Abstract

In this thesis, the linear regression model for censored data is studied considering a sinh-
normal / independent distribution for errors from a frequentist approach. This paper considers
the revision of the existing theory, the construction of the new model, estimation of parame-
ters, simulation studies to retrieve the parameters of the model and the application to a set

of real data.

Keywords: sinh-normal/independent, censor, frequentist inference.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Consideraciones Preliminares

Un supuesto del modelo de regresion lineal es que el error sigue una distribucién normal.
Sin embargo, se sabe que existen fenomenos que no satisfacen esta suposicion. Johnson (1949)
mencion6é que es natural y conveniente construir distribuciones no normales transformando
una variable aleatoria normal. Algunos ejemplos son las distribuciones Birnbaum-Saunders
(BS) (Birnbaum y Saunders, 1969), Senh-Normal (SN) (Rieck y Nedelman, 1991) y log-normal
(Johnson y Kotz, 1970).

La distribucion BS surgié en el contexto de ingenieria de materiales, ya que la distribucion
es apropiada para describir procesos de degradacién acumulativa, actualmente la distribuciéon
ha venido siendo aplicado en otras areas del conocimiento, para mas detalles de las aplica-
ciones se puede ver Leiva et al. (2008) y Leiva et al. (2010) donde podran ser encontrados
algunos ejemplos de aplicaciones (o referencias bibliograficas) en ciencias de la salud, ambien-

tal, forestal, demograficas, actuarial, financiera, entre otras.

Lemonte y Cordeiro (2009) propusieron un modelo de regresion no lineal BS, extendiendo
el trabajo de Rieck y Nedelman (1991). Luego, Paula et al. (2011) realizaron un ajuste robusto
y un anélisis de diagndstico para las distribuciones BS, log-BS y generalizaciones de la distri-
bucién de t-student, y desarrollaron el modelo de regresion BS-t de student. A su vez, Vilca
et al. (2015) siguiendo las ideas presentadas en el articulo de Lemonte y Cordeiro (2009) propu-
sieron un modelo de regresion no lineal basado en la distribucion Senh-Normal/Independiente
(Senh-NI) y en Vilca et al. (2017) desarrollaron una alternativa bayesiana de dicho modelo.
La ventaja de este modelo de regresion propuesto por Vilca et al. (2017) es su capacidad de
trabajar con conjuntos de datos que presentan observaciones atipicas, esto se debe a que la
distribucién Senh-NT tiene colas mas pesadas que con la distribuciéon SN. Sin embargo, estos

modelos de regresiéon no pueden ser utilizados cuando se tienen observaciones censuradas.

Por otro lado, se han realizado estudios considerando modelos de regresiéon basados en
extensiones de la distribuciéon log-BS para datos con observaciones censuradas. Por ejemplo
Barros et al. (2008), propusieron una nueva clase de modelos de regresion para datos de

tiempos de vida, donde los errores siguen una distribucion log-BS-t-Student (log-BST). Los



autores discutieron y realizaron un andlisis de diagndstico desde una perspectiva frecuentista.
Ademés, utilizaron un conjunto de datos con observaciones censuradas y realizaron un anélisis
de sensibilidad para comparar aspectos de robustez de los estimadores de los parametros de
los modelos log-BS y log-BS de regresion. Leiva et al. (2007) realizé un andlisis de diagnostico
para un modelo de regresiéon log-BS para datos censurados considerando un tipo de censura
no informativa. Luego, realizaron un anélisis de diagnoéstico de influencia para el modelo de
regresion log-BS para datos censurados basado en el modelo de eliminacién de casos, una
prueba de hipoétesis para observaciones atipicas y discutieron una prueba de score para la
homegenidad del parametro de forma. Posteriormente, Mikhail et al. (2013) desarrollaron una
prueba de bondad de ajuste Chi-cuadrado modificada basada en las estadisticas de Nikulin-
Rao-Robson para la familia de distribuciones de Birnbaum-Saunders generalizada para datos
censurados por la derecha con pardmetros desconocidos utilizando la estimacién por maxima
verosimilitud. En los ultimos anos Lachos et al. (2017), realizaron un enfoque bayesiano de un
modelo de regresiéon con datos censurados de la clase de mixtura de escala normal usaron el
algoritmo de muestreo de Gibbs y Metropolis-Hastings en la que obtuvieron las estimaciones
de los parametros. Ademads, presentaron algunas discusiones sobre la seleccion de modelos
para comparar los modelos ajustados y desarrollaron un anélisis de diagnostico de influencia
considerando la eliminaciéon de casos para la distribucién a posteriori conjunta basada en la

divergencia de Kullback-Leibler.

En este trabajo, tomando como referencia las articulos Leiva et al. (2007) y Vilca et al.
(2015), se desarrollara un modelo de regresion basado en la distribucion Senh-NI para datos
censurados considerando un tipo de censura no informativa desde un enfoque frecuentista. La
ventaja de esta distribucion simétrica es que posee colas pesadas permitiendo modelar datos

con observaciones atipicas.
1.2. Objetivos de la tesis

El objetivo general de esta tesis es proponer un modelo de regresiéon lineal censurado
usando la distribucién Senh-NI desde una perspectiva frecuentista, incluyendo la metodologia
para la estimacién de pardmetros y su aplicacién a conjuntos de datos reales. De manera

especifica:

= Proponer e implementar en R un método para estimar los parametros del modelo basado

en optimizacién numérica.

= Desarrollar estudios de simulacién que permitan ilustrar el desempeno del modelo pro-

puesto.

= Aplicar el modelo a un conjunto de datos reales que permitan ilustrar la metodologia

utilizada.



1.3. Organizacion del Trabajo

En el Capitulo 2, se presentan los conceptos preliminares asociados al modelo de regresion
Senh-Normal/Independiente, asi se revisa la literatura acerca de distribuciones Birbaum-
Saunders, Senh-Normal, Senh-Normal /Independiente, regresion lineal, censura no informativa
y criterios de selecciéon de modelos. En el Capitulo 3 se estudia el modelo propuesto, modelo
de regresion lineal con censura basado en una distribuciéon Senh-Normal /Independiente desde
una perspectiva frecuentista, considerando el algoritmo para la estimacién de sus parametros.
En el Capitulo 4 se presentan los resultados del estudio de simulacién para la recuperacién
de parametros, estudiar la precisiéon de las estimaciones de los parametros, consistencia de
las estimaciones de los errores estdndar y propiedad de consistencia de los estimadores. En el
Capitulo 5 se muestra la aplicaciéon del modelo a un conjunto de datos reales. En el Capitulo 6
se presentan las conclusiones producto del estudio realizado. También se incluye un apéndice

donde se realizan demostraciones matemaéticas y el cédigo R utilizado.



Capitulo 2

Conceptos Preliminares

2.1. Distribucion Birnbaum-Saunders

Birnbaum y Saunders (1969) desarrollaron una importante distribucion de tiempos de vida
a partir de un problema de fatiga de materiales. Esta distribucién posee muchas caracteristicas
y propiedades atractivas. Tal como una relaciéon funcional muy simple entre la BS y las
distribuciones normales. Por estas razones, la distribucién BS se ha convertido en un modelo
comunmente utilizado en diferentes areas de la ciencia y la ingenieria, ver, por ejemplo Leiva
et al. (2007). Birnbaum y Saunders (1969) mostraron que sobre ciertas condiciones la funciéon
de distribucion acumulada (fda) de una variable aleatoria T" real no negativa, que representa

el tiempo total hasta que ocurra una falla es dada por

Fr(t;a,f)=P(T <t)=® [; (\/Z‘\@)]’ t>0, (2.1)

donde se dice que T tiene una distribuciéon BS con pardametro de localizacion o > 0 y pardme-
tro de escala 8 > 0 denotada por T' ~ BS(«, ), ®(+) es la funcién de distribucién acumulada

de una distribucién normal. Una propiedad importante en la construccion de esta distribuciéon

_L (T B L
Z_a<\/; \/;> N(0,1).

Asi la distribucién BS estéd estrechamente relacionada con la distribucion normal a través de

es que la variable aleatoria

la relacion )

Z Z\?2
T=p5 %+ (O‘Q) +1|

donde Z ~ N(0,1). Considerando la fda de la variable aleatoria 7" dada en (2.1), su corres-
pondiente funcion de densidad de probabilidad (fdp) es dada por

fr(t) = ¢lar(a, B)) Ar(a, B),



donde ¢(+) es la fdp de la distribucion normal estandar, a;(«, 3) y A¢(a, B) son dadas respec-

tivamente por

d ~3/2
ar(a, B) = é <\/Z— \/?) y A, B) = ﬁat(a,ﬁ) = w-

La distribucién BS presenta las siguientes propiedades. Si T ~ BS(«, ) entonces tenemos:

(i) ¢I' ~BS(a,¢f),c > 0;
i)~ ~BS (a,L
(ii) T~ (a, B)'
El valor esperado y la varianza de la distribucién BS son:

(i) ED) =5 (1+%),
(ii) Var(T) = (a8)? (1 + %)

2.2. Distribucion Senh-Normal

De acuerdo con Rieck (1989), una variable aleatoria Y que tiene una distribucion SN
estd relacionada con un modelo normal a través de la representacién estocéastica Y = u +
oarcsinh(aZ/2), donde Z ~ N(0,1), @ > 0 es el parametro de forma, 1 € R es el parametro
de localizacion, y o > 0 es el parametro de escala. En este caso la notacion es Y ~ SN(a, p, o).
La fdp de Y es simétrica alrededor de p, unimodal si o < 2 y bimodal si « > 2. La fdp de Y
presentada en (2.2) es dado por:

fr(y)

cosh(y;'u) exp(— %semh2 [%D,ye]& (2.2)

2
 ao\2r
donde p = log(p). En este caso decimos que Y tiene una distribucion Senh-Normal (SN), la
cual es denotada por SN(a, i, o). Sin embargo la fdp mostrado en (2.2) se puede re-expresar

como:

fy(y) = %@b(fzy)ﬁly,

donde ¢(-) es la fdp de la distribucién normal estandar, &1 y &2y son dadas por

2

§1y = &1(ys o p,0) = écosh <y — ”) ,
(2.3)

2 _
Sy =Sy, p,0) = asenh (y M) _

g

Mientras que la fda de la distribucion SN se expresa de la siguiente forma:

Fy(y) = ® <2senh <y - “)) :




donde ®(-) es la fda de la distribucién normal esténdar. Algunas propiedades de la distribucion
SN son:

(i) Z = %senh(%),

(ii) a+bY ~ SN(a, a + by, |blo), para todo a,b € Ry b # 0.
El valor esperado y la varianza de la distribucién SN son:

(i) EY) =n,

(ii) Var(Y) = o2n(a), con n(a) = (a2/4)(1 — a?/4).

2.3. Distribuciéon Senh-Normal/Independiente

Vilca et al. (2015) siguiendo las ideas de Balakrishnan et al. (2009), extendieron la dis-
tribucion SN reemplazando la distribucion N(0, 1) por la distribuciéon normal/independiente
(NT). Consideraron la variable aleatoria Z = U~/2 Zy donde Zy ~ N(0, 1), en lugar de la dis-
tribucién normal estdndar, entonces Y puede ser representada estocasticamente en términos

de Z como

~1/2
u)_ (2.4)

2

En este caso Y tiene una distribucién Senh-Normal/Independiente (Senh-NT) con parametro

A
Y=p+o arcsinh(%) =pu+ Jarcsinh(

de forma « > 0, pardmetro de localizaciéon p y parametro de escala ¢ > (. La notacién
Y ~ Senh-NI(«, p,0 = 2; H) es usada para esta distribucion, H es la funciéon de distribucion
acumulada indexada a la variable U. Cuando U = 1, la distribuciéon Senh-NI se reduce a
la distribucion SN (Rieck, 1989). Usando el teorema de cambio de variable, la funciéon de
densidad de probabilidad (fdp) de Y es

fY(y) = %QbNI(ny) fly = é /0 ¢(§2y; O,U_l ) dH(u) flyv (/NS R, (25)

donde ¢ni(-) es la fdp de Z, H(-) es la funcion de densidad acumulada de U (indexada por el
escalar o vector de pardmetros v), {1y = &1(y; o, p,0) = %cosh (%), boy = &2y, 1, 0) =
2 senh (2£) y ¢(-;0,u") denota la funcion de densidad N(0,u™).

La fda de la distribucién Senh-NI viene dada por

Fyly) = & (2 senh <y - “)) . (2.6)

(0% g

Aligual que la distribucion SN, si Y ~ Senh-NI(«, u, o; H), entonces a+bY ~ Senh — NI(«, a+
by, |b|o), para todo a,b € R y b # 0. Este resultado muestra que la distribucion Senh-NT es

cerrada bajo cualquier transformacién lineal. La demostracion se muestra en el anexo A.5. La



funcién generatriz de momentos de Y queda expresada de la siguiente forma:

(= P [ D) [ () ()]

donde K, (.) es la funcion Bessel modificadas de tercera especie. De esta forma los momentos

de Y pueden obtenerse usando métodos de aproximaciéon para algunos casos especiales.

Balakrishnan et al. (2009) muestra algunos casos especiales de la familia Senh-NI con-
siderando como base las distribuciones normal contaminada (CN), slash (SL) y ¢-Student
(St). Las distribuciones resultantes son las llamadas Senh-normal contaminada (Senh-NC),
Senh-slash (Senh-SL) y Senh-¢-Student (Senh-St).

Para obtener la funcién de densidad de la distribucién Senh-NC se considera que U tiene
una fdp dada por hy(u) = vl (u) + (1 — v)Iy(u), 0<v<1,0<y < 1,14(.) es una funcién

indicadora del conjunto A y v = (v,~)", entonces la fdp de Y queda de la forma que sigue

fr(y) = (/o) oy yo(Vr€ay) + (1 —0)p(E2y)S1y, ¥ ER.
Para la distribucion Senh-SL, U ~ Beta(v, 1) y entonces la fdp de Y es

1
fr(y) = (1) /0 W1 (Eay; 0, u ) dulry, y € R.

Finalmente, para el caso de la distribucion Senh-St, se considera U ~ Gamma(v/2,v/2),

entonces la fdp de Y es

fr(y) = k) fo(v+&,) P, yeR, k) =T((v+1)/2)/[VaT(v/2)].

Para o < 2 la Senh-NT es unimodal, mientras que si & > 2 tiende a ser bimodal. La Figura 2.1
muestra densidades de la SN y Senh-NI para a = 1,5, = 4,0 = 0y 0 = 2, donde también
se aprecia que las distribuciones Senh-St (v = 3), Senh-NC (v = 0,1 y v = 0,1), Senh-SL
(v = 3) tienen colas mas pesadas si las comparamos con la distribuciéon SN. Desde que el
modelo de regresiéon es nuestro principal interés, en el Teorema 1.1 de Rieck y Nedelman
(1991) los autores demostraron que si 7' ~ BS(a, ) entonces Y = log(T) ~ SN(a, u, 0 = 2),
debido a este resultado la distribucién SN también es llamada distribuciéon log-BS. Por lo tanto
siguiendo el resultado de Rieck y Nedelman (1991) se considerara o = 2 para el desarrollo de

la presente tesis.
2.4. Censura no Informativa

Segun Kleinbaum y Klein (2011), la censura se da cuando el evento de interés no tiene
lugar durante la duraciéon del estudio, asi por ejemplo la muerte de un paciente después del
tiempo observado, méas ain, sea cuando el individuo no presenta el evento de interés durante

el tiempo de duracion del estudio. De acuerdo a Bogaerts et al. (2017), los supuestos que se
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Figura 2.1: Grafico de funciones de densidades para las distribuciones SN, Senh-NC, Senh-St y Senh-
SL con o = 1,5 (izquierda), o = 4 (derecha), p =0y o = 2. Con Senh-St (v = 3), Senh-NC (v = 0,1
y v =0,1), Senh-SL (v = 3)

usan cuando se trata con censuras son: censura independiente, se da cuando los tiempos de
censura son independientes para cada entidad; censura aleatoria, donde los tiempos de censura
no dependen ni obedecen a ningin comportamiento; y la censura no informativa, donde la
distribucién de los tiempos de supervivencia no proporciona informaciéon sobre la distribucién
de los tiempos de censura, y viceversa. Segin Klein y Moeschberger (2003) si asumimos
censura aleatoria hacia la derecha y tomamos una muestra de los tiempos de sobrevivencia
independiente e idénticamente distribuidas (i.i.d), tal que (y1,01),- .., (Yn,0n), donde y; =
min(t;, ¢;) es el minimo entre el tiempo de supervivencia y el tiempo de censura, y donde
0; = I(t; < ¢;) es el indicador del evento. Entonces, se define T' como la variable aleatoria del
tiempo del evento con fdp f(-) y funcion de supervivencia S(-), mientras que C' es la variable
aleatoria del tiempo de censura con fdp g(-) y supervivencia G(-). Asumiendo independencia

entre T'y C', tenemos que
Pr(T =y, C >yl = G(yi) f(yi)-

Del mismo modo, la contribucién a la funcion de verosimilitud de los datos censurados (y;,0)

se puede expresar como
PriC =y, T > yi] = S(v:)9(yi).



Por lo tanto, la funcién de verosimilitud para los datos completos se puede escribir como

n

L = TG ) F w1 [S (g )]

i=1

Ahora, supongamos que la distribucion de C' no depende de los pardametros de la distribucion

)176

de T. Entonces, los factores G(y;)% g(y;)' =% son no informativos y se pueden eliminar:

n

05 1-6;
L H[f(yi)] [S(y3))] .
i=1
Esta es la verosimilitud habitual cuando se trata de datos de supervivencia. En términos
generales, la independencia entre 7"y C' le permite separar la contribucién conjunta de T
y C en sus contribuciones marginales, mientras que la suposicién de censura no informativa

podemos desconsiderar g(-) y G(-).
2.5. Criterio de Seleccién de Modelos

Los criterios que seran usados para seleccionar modelos son el Criterio de Informacion de
Akaike (AIC) desarrollado por Akaike (1974) y el Criterio de Informacion Bayesiana (BIC)
desarrollado por Schwarz (1978). El AIC evalia el ajuste del modelo y el nimero de parame-
tros, por ello el modelo serd mas penalizado a medida que tenga un menor ajuste y mayor
numero de pardametros. Por tal, el modelo a seleccionar debe ser aquel que ofrece el menor
AIC, queda definido como

AIC =2k — 20(0),
donde k es el numero de parametros del modelo y £(0) es el logaritmo de la verosimilitud del
modelo. El criterio BIC funciona de manera similar al AIC, con la diferencia que penaliza el
namero de variables utilizando el log(n) en lugar de usar el valor fijo 2, donde n es el tamano

de la muestra, asi:

~

BIC = log(n)k — 2¢(0).



Capitulo 3

Modelo de regresion lineal con censura basado en una

distribucién Senh-Normal/Independiente

3.1. Modelo de regresion lineal con censura basado en Senh-Normal/

Independiente

Se considera el modelo de regresion lineal Senh-Normal /Independiente (Senh-NI-ML) si-
guiendo una propuesta similar desarrollada por Vilca et al. (2015). Asi, tenemos el modelo

de regresion lineal
Yi=x/B+¢e, i=1,...,n, (3.1)

donde Y; es el i-ésimo individuo, x; es un vector m x 1 de variables explicativas conocidas
asociadas con la i-ésima respuesta observable de Y; y 8 = (531,...,8m)' es un vector de

parametros lineales desconocidos. Ademas, se asume que
g; ~Senh — NI(«,0,2; H), i =1,...,n. (3.2)

Por la linearidad de la distribucion Senh-NI, tenemos que Y; ~ Senh-NI(c, x;rﬁ; H)yde (2.5)

tenemos que su funcién de densidad es
1
fvi(yi) = 3 NSRS (3.3)

donde &1; = &1(yi;a, B) v €25 = & (yi; o, B) estan definidos en (2.3), con o0 =2y p; = x; B
(para no recargar la notacion aqui se usa §1; y &2; en lugar de &1y, v oy, , respectivamente). Se
asume censura no informativa y que los tiempos de vida observados y los tiempos censurados
son independientes. Las letras D y C denotan conjuntos de individuos para los cuales y; es
el logaritmo de tiempos de vida o logaritmo de tiempo de censura, respectivamente. Cabe
mencionar que v asociada a la distribucion acumulada H(-) mostrada en la Subseccion 2.3
serd considera como un valor fijo y no como un parametro a estimar, debido a los problemas

de convergencia que se tenfa al momento de considerarlo como parametro en el modelo.
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3.2. Estimacién de los parametros

La funcion de verosimilitud del modelo dado en (3.1) para @ = (8", )7, siguiendo las ideas

de Vilca et al. (2015) consideraremos el parametro v como conocido, es
Z 4(0) + Z £;c(0)
i€D ieC

donde ¢;(0) = log fy (vi; 0), ¢ic(0) = log Sy (vi;0) v Sy (y:;0) = 1 — Fy(y;0) es la funcion
de supervivencia, con fy(y;; @) dado en (3.3) y Fy(y;0) en (2.6). Entonces, la funcion de

verosimilitud para 6 puede ser expresada como

06) o Y [logéni(€ai) +log (€1)] + Y log (1 — Bxu(&ai)) -

i€D ieC

Los elementos de la funciéon score, cuya demostraciéon se encuentra en el anexo A.3, dados

por:
B 00(0) 1 fz (3/2)
Ua(e) == 804 == a LEZD< 2 (1/2 ) 1620621 521 ] )
o) 1 QA2 1 o o
Uﬂ(e) = 3 2 [Zf%( ! A,(1/2) §1z) + Z <§1z (€2:) 8,6)]

donde ¢ni(+) y ®ni(+) denotan la fdp y la fda de la distribucion NI, respectivamente, mientras

que h(&2;) y Ai(w) tienen las siguientes expresiones

Nt (&2:)
1 — ®&np(&2i)’

T (‘2“5) AH (). (3.4

La estimacién por méxima verosimilitud de los coeficientes y el pardmetro de forma son
soluciones de las ecuaciones Uy(0) =0 y U,@(H) = 0. Sin embargo, tales ecuaciones no pre-
sentan soluciones analiticas y por tal es necesario el uso de métodos iterativos para encontrar
las soluciones. El algoritmo Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno (BFGS), Press et al. (1992),
serd usado para maximizar la funcion de log-verosimilitud £(8). Como valor inicial para o
se considera el estimador obtenido bajo el caso no censurado y para 3 los estimadores por
minimos cuadrados ordinarios. Algunos casos especiales del modelo de regresiéon propuesto

son como sigue:

» Para U = 1 obtenemos el modelo de regresion de Leiva et al. (2007)
» Para U ~ Gamma(v/2,r/2) obtenemos el modelo de regresién de Paula et al. (2011)

» Para U = 1y C = @& las ecuaciones (3.1) y (3.2) nos llevan al modelo de Rieck y

11



Nedelman (1991).
» Cuando U ~ Gamma(r/2,v/2) obtendremos el modelo Senh-St (Senh-t-student).
» Considerando U ~ Beta(v, 1) obtendremos el modelo Senh-NC (Senh-slash)

= Se tendrd que si la fdp de U es hy(u) = vZip(u)+(1-v) Iy (u), 0 <v < 1,0 <y <1,
T 43(-) denota la funcion indicada del conjunto Ay v = (v, 7)T obtendremos el modelo

Senh-NC (Senh-normal contaminada).

A partir de (2.4) se puede obtener la distribucion de d; = = senh? (%) Esta distribu-
cion es util para pruebas de bondad de ajuste y detecciéon de valores atipicos; ver Lange y
Sinsheimer (1993). Por ejemplo, bajo la distribucion SN, d; ~ x?, y la distribucién Senh-St,
d; ~ F(1,v).

3.3. Matriz de informacion observada

En cuanto a la matriz de informacion observada del modelo Senh-NI-ML, definida como
J,(8]y) = —9%0(8]y)/9600 . Es bien conocido que bajo algunas condiciones de regularidad,
la matriz de covarianza de los estimados de maxima verosimilitud 6 puede ser aproximada

por la inversa de J,(0]y). Siguiendo Basford et al. (1997) y Lin et al. (2007), se puede estimar
Jo(0ly) por

Jo(Bly) = Zgﬁ, (3.5)

donde s; = 04(8y)/ 69‘ 0-0" Se considera el vector s; particionado en términos de compo-
nentes de los parametros 6 como s; = (5;,q, fs?i ,B)T' La demostracion se encuentra en el anexo

A 4., los resultados son

1 [&5.4:(3/2) o
R B - [21412 /1)] si 1€ D
oo T 1 2 521 . .
< ) 1 —‘I’Nl(fm) doree
€ 24 aul 2 4. _A. i )
s _ Japeros (€14i(3/2) = 4i(1/2)) si i€ D
i3 10w &roni(§2:)

si 1¢e€C

208 1— dni(6:)

donde A;(w) es como en (3.4). A continuacién se presenta las expresiones de A;(w) para

algunos casos de la familia Senh-NI:

20 2T (w + v/2)
(i) Senh-St: A;(w) = ,
L(v/2)(v + &5;)" />
QutvT
(i) Senh-SL: A;(w) =~ £2(w(+“:)+ Y p, < tu, 52)
21

(i) Senh-NC: Ai(w) = v/2m {v v~ 12 ¢(£2:;0,771) + (1 — v) (€250, 1)}
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Capitulo 4

Estudio de Simulaciéon

En este capitulo se realiza un estudio de simulacién a fin de evaluar el rendimiento y
propiedades del modelo de regresion lineal Senh-NI-ML considerando los casos especiales
Senh-NC, Senh-St y Senh-SL. Se detalla aspectos relacionados con la generaciéon de los datos
artificiales, recuperacion de parametros mediante métodos de optimizacion (funcion optim de
R) aplicadas a la funcion de log-verosimilitud, analisis del impacto para diferentes niveles de

censura y diversos tamanos de muestra.
4.1. Consideraciones para la simulacién

Para todos los escenarios se generaron 1000 réplicas de Monte Carlo, se consider6 una cova-
riable y el vector de parametros 8 = (4, —2) T se mantuvo fijo durante todas las simulaciones.
También se asume v = 3 para los casos Senh-St y Senh-SL, mientras que v = (0,1,0,1)"
para el caso Senh-NC. Todos los procedimientos computacionales fueron implementados en
el software R. La simulacion fue generada siguiendo el modelo descrito en (4.1) y donde Y; es

el logaritmo del tiempo de vida observado o censurado para el ¢-ésimo individuo.
Yi=00+ bixi+€5, i =1,...,n.

Ademas, se asume que €; ~ Senh — NI(«, 0,0 = 2,v). La covariable x;, fue generado consi-
derando una distribucién uniforme entre 0 y 1. Para verificar si las estimaciones logran apro-
ximarse al verdadero valor de los parametros (a y (3), se gener6 datos simulando diferentes
tamafos de muestra n = (100,500, 1000), diversos valores del parametro o = (0,5,1,0,1,5)"
, varios niveles de censura (0, 0.1, 0.2, 0.4) y casos especiales del modelo (Senh-NC, Senh-St
y Senh-SL). Para recuperar los parametros del modelo v y 3 se hizo uso de la funcién optim,
del software R, aplicada a la funcién de log-verosimilitud y con valores iniciales descritos en
la Seccion 3.2. Seguidamente para obtener los errores estdndar de cada pardmetro se generd
la matriz de informacion observada (segun seccion 3.3) y a continuacion se determiné la raiz

cuadrada de la diagonal de la inversa de dicha matriz para asi obtener los errores estdndar.
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4.2. Resultados

Se calculd los valores promedio de las estimaciones que resultaron muy cercanos a los
valores reales de los parametros a y 3, asi también se calcul6 la desviacién estdandar de las
estimaciones (DEE) y la media de los errores estandar de las estimaciones (MEE). Los re-
sultados se muestran en el Cuadro 4.1, donde se verifica que, para todos los parametros, a
medida que aumenta el nivel de censura se empiezan a sobrestimar los pardmetros « y 3,
incluso independiente del tamafio de muestra y caso especial del modelo. Si comparamos los
resultados obtenidos con Senh-NC, Senh-St y Senh-SL, tenemos que el modelo Senh-SL pro-
duce estimaciones mas robustas para el parametro « frente a variaciones de nivel de censura,
dado que presenta DEE e MEE mas pequenos. El modelo Senh-NC presenta estimaciones
més robustas para los parametros By y B1. Sin embargo, a medida que se incrementa el valor
de «, la Senh-SL tiende a ser més robusta para todos los parametros. También se calcul6 la

cobertura para el intervalo definido por:

1000

COB(f) = 1(0 € [0, 0u,]),

1000 pr

donde I es una funcion indicadora tal que 6 € [0 Li» éUj] con 6 L,y éUj que representan el limite
inferior y limite superior del intervalo de confianza para j-ésima simulaciéon. Para comparar
el efecto de diferentes niveles de censura 0%, 10 %, 20 % y 40 % se calculo el sesgo, el sesgo
relativo (Sesgo relativo) y la raiz del error cuadratico medio (RECM) para cada uno de los

estimadores y los diferentes escenarios, los cuales se definen a continuacion,

1000

. 1 R R 0
Sesgo(8) = 1000 (05 —0), Sesgo — relativo(f) = SGS%O(),
j=1
| 1000
ECM(0) = | = > (6; — 0)2

donde 9}- es el estimado para la j-ésima muestra y 6 es el verdadero valor del parametro en
estudio. Los resultados se muestran en el Cuadro 4.2 donde se aprecia que un incremento
en el nivel de censura, genera un incremento de Sesgo, Sesgo relativo y del RECM para
todos los casos (Senh-NC, Senh-St y Senh-SL) e independiente del tamano de muestra y del
valor del pardametro «. Este comportamiento es aceptable dado que conforme se incrementa
el nivel de censura se reduce la informacién disponible. El efecto de los diferentes tamanos
de muestra en las propiedades de los estimadores (sesgo y RECM), se observa en el Cuadro
4.2, donde se observa que cuando el tamano de muestra se incrementa, el RECM disminuye
incluso independiente del nivel de censura. Se espera que el RECM tienda a cero a medida
que se incremente el tamano de muestra. Este comportamiento se da tanto para los modelos
Senh-NC, Senh-St y Senh-SL.
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Capitulo 5

Aplicacion

5.1. Exploracién de los datos

El conjunto de datos analizado esta relacionado con el area de salud, datos que fueron
estudiados en Leiva et al. (2007) bajo el modelo SN. Considera un total de 65 pacientes
diagnosticados con mieloma multiple (un tipo de céncer de la sangre), de los cuales 48 murieron
durante el estudio y mientras que 17 sobrevivieron. La variable status indica si el paciente
sobrevive o muere. Ademas cinco covariables (de x1 a x5) explican el comportamiento de
la variable tiempo de sobrevivencia del paciente (en meses), todos medidos al momento del

diagnostico, los cuales se detallan a continuacion:

= x1: Logaritmo de la medicién de nitrégeno ureico en sangre
= x2: Nivel de hemoglobina

= x3: Edad del paciente

» x4: Sexo del paciente (0:varén; 1:mujer)

= x5: Nivel de calcio en la sangre

= status: Considera 0 paciente sobrevive; 1 muere paciente
5.2. Estimaciéon de parametros del modelo
Se considera el modelo de regresion:
yi = Bo + Brxi1 + Baziz + Bawiz + Bawia + Pswis + &5, 0= 1,..,65, (5.1)

donde y; es el logaritmo del tiempo de vida observado o censurado para el ¢-ésimo individuo,
y donde g; ~ Senh — NI(«,0,0 = 2; H).

5.3. Comparaciéon de modelos

Para los datos analizados, mieloma maiiltiple, se compararon todos los casos especiales del

modelo de regresion basado en la distribucién Senh-NI y el modelo basado en la distribuciéon
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SN asi como el caso Normal (denotado por N). El Cuadro 5.1 muestra los valores de AIC,
BIC y log-verosimilitud para cada modelo y donde se aprecia que todos los casos especiales
del modelo Senh-NI (para diferentes valores de v) presentan menores AIC y BIC que las del
modelo SN y el caso Normal, indicando que los casos especiales de la Senh-NI se ajustan
mejor los datos comparado con la SN y el caso Normal. Especificamente, el modelo que mejor

ajusta los datos es la Senh-NC dado que tiene los menores AIC y BIC de entre todos los

modelos.
Cuadro 5.1: AIC, BIC y log-verosimilitud para Senh-NI y SN

AIC Ranking BIC Ranking log-verosimilitud
Senh-st v = 6 147.75 12 165.14 12 -65.87
Senh-st v =5 146.01 10 163.40 10 -65.00
Senh-st v =4 145.37 9 162.77 9 -64.68
Senh-st v = 3 145.16 8 162.55 8 -64.58
Senh-SL v =6 144.80 7 162.20 7 -64.40
Senh-SL v =5 144.41 5 161.81 5 -64.21
Senh-SL v =4 144.24 4 161.64 4 -64.12
Senh-SL v =3 144.12 2 161.51 2 -64.06
Senh-NC v = (0,1,0,1) 146.39 11 163.78 11 -65.19
Senh-NC v = (0,4,0,4) 144.58 6 161.97 6 -64.29
Senh-NC v = (0,6,0,6) 144.15 3 161.55 3 -64.08
Senh-NC v = (0,9,0,9) 143.66 1 161.05 1 -63.83
SN 161.04 13 165.39 13 -78.52
N 210.11 14 223.16 14 -99.05

La estimacion de los pardmetros se presenta en el Cuadro 5.2 con los valores estimados
de B y « para cada caso especial de la familia Senh-NI asi como para el modelo SN, cabe
mencionar que los errores estandar para la familia Senh-NT presentan en todos los casos un
error estandar ligeramente mayor a los obtenido con el modelo SN. El Cuadro 5.2 muestra
el limite superior (LS) y el limite inferior (LI) de un intervalo de confianza donde LS =
0+ 1,96EE; y LS = - 1,96EE; con EE; = error estandar de 5, haremos uso de los intervalos
de confianza para determinar la significancia de los pardametros estimados. Del Cuadro 5.2
notamos que los pardmetros [y, #1 ¥ « no son significativos en todos los casos mientras que
B2 es significativo para todos los casos excepto el modelo SN, 83 y (4 es significativo en todos
los casos, mientras que 5 es significativo para los modelos Senh-NC para v = (0,9,0,9) y
Senh-SL para v = 3.

5.4. Seleccién de variables

En el Cuadro 5.3 se muestra una relaciéon de modelos en los que se ha seleccionado diferen-
tes variables los cuales seran comparados por medio de los indicadores AIC y BIC. Podemos
observar que el mejor modelo segun el AIC y BIC es el Senh-NC que tiene por variables xq
(Logaritmo de la medicion de nitrégeno ureico en sangre) y zo (Nivel de hemoglobina), es

decir el modelo con las variables seleccionadas seria: y; = By + B1x:1 + Paxio + ;.
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Cuadro 5.2: Estimacion de pardmetros y error estdndar para casos especiales de la familia Senh-NI

Parametro Bo B1 B2 B3 Ba Bs
(Nitr6geno) (Hemoglobina) (Edad) (Sexo) (Calcio)

@

Senh-St v = 3 Estimacion 6.6555 -1.5541 0.0955 -0.0111 -0.0312 -0.2058 0.8024
Error estandar 1.4476 0.5546 0.0522 0.0146 0.3110 0.0896 0.1398
LI 3.8183 -2.6411 -0.0068  -0.0397  -0.6407 -0.3814  0.5284
LS 9.4927 -0.4671 0.1978 0.0175 0.5783 -0.0302  1.0764
Senh-NC v = (0,9, 0,9) Estimacion 5.9185 -1.5979 0.1159 -0.0097 0.0379 -0.1585 0.8568
Error estandar 1.2963 0.6787 0.0549 0.0160 0.3333 0.0827 0.1269
LI 3.3778 -2.9281 0.0083 -0.0411 -0.6154 -0.3206 0.6081
LS 8.4592 -0.2677 0.2235 0.0217 0.6912 0.0036 1.1055
Senh-SL v = 3 Estimacion 5.2498 -1.4465 0.1040 -0.0027 0.0976 -0.1378 0.8452
Error estandar 1.2739 0.6258 0.0531 0.0154 0.3201 0.0821 0.1134
LI 2.7530 -2.6730 -0.0001 -0.0329 -0.5298 -0.2987 0.6229
LS 7.7466 -0.2200 0.2081 0.0275 0.7250 0.0231 1.0675
SN Estimacion 4.6744 -1.5117 0.1408 0.0077 -0.1964 -0.1365 1.0695
Error estandar 1.1569 0.4366 0.0491 0.0125 0.2812 0.0691 0.1108
LI 2.4069 -2.3674 0.0446 -0.0168 -0.7475 -0.2719 0.8523
LS 6.9419 -0.6560 0.2370 0.0322 0.3547 -0.0011 1.2867

Cuadro 5.3: AIC, BIC y log-verosimilitud para Senh-NI y SN

Modelo Distribucion AIC Ranking BIC Ranking
yi = Bo + B1xi1 + Baxie + B3xis + Baxia + &4 Senh-St 147.75 25 165.14 34
Senh-S1 147.37 24 162.59 30
Senh-NC 145.39 13 160.61 22
yi = Bo + B1xi1 + P2xiz + PB3xiz + Bsxis +&;  Senh-St 146.42 19 161.64 24
Senh-SI 142.84 5 158.06 14
Senh-NC 141.74 4 156.96 11
yi = Bo + Bixi1 + B2xio + Baxia + Bsxis +&;  Senh-St 146.74 20 161.96 26
Senh-SI 142.84 6 158.06 15
Senh-NC 141.69 2 156.91 10
yi = Bo + B1xi1 + Baxiz + Lazia + Bsxis + &4 Senh-St 148.25 27 163.47 31
Senh-S1 147.30 23 162.52 27
Senh-NC 145.49 14 160.71 23
yi = Bo + Baxiz + B3xis + Lazia + Bsxis + €5 Senh-St 158.07 43 173.29 45
Senh-SI 154.62 38 169.84 40
Senh-NC 152.77 35 167.99 37
yi = Bo + Bixi1 + Baxiz + B3xiz + € Senh-St 149.48 31 162.53 28
Senh-SI 145.79 17 158.84 18
Senh-NC 143.66 9 156.71 9
yi = Bo + P1xi1 + Baxie + Pazia + €; Senh-St 149.49 32 162.55 29
Senh-S1 145.70 16 158.74 17
Senh-NC 143.30 7 156.34 7
yi = Bo + Bixi1 + Baxiz + Pazia + € Senh-St 150.91 33 163.96 32
Senh-S1 148.90 28 161.95 25
Senh-NC 145.94 18 158.99 19
yi = Bo + Baxio + Baxis + Bsxis + € Senh-St 156.15 39 169.20 38
Senh-SI 152.81 36 165.85 35
Senh-NC 151.08 34 164.12 33
yi = Bo + B3xiz + Paxia + Bsxis + €4 Senh-St 158.86 44 171.90 43
Senh-S1 157.90 42 170.94 42
Senh-NC 154.38 37 167.42 36
yi = Bo + B2ziz + B3xi3 + Baxia + &5 Senh-St 159.57 45 172.62 44
Senh-S1 157.73 41 170.77 41
Senh-NC 156.25 40 169.30 39
yi = Bo + B1xi1 + Poxiz + €5 Senh-St 147.75 26 158.62 16
Senh-SI 143.81 10 154.68 4
Senh-NC 141.69 1 152.56 1
yi = Bo + B1xi1 + Baxis + €5 Senh-St 148.92 29 159.79 20
Senh-S1 146.90 21 157.77 12
Senh-NC 144.01 11 154.88 5
yi = Bo + P1xi1 + Bazxia + &4 Senh-St 149.26 30 160.13 21
Senh-S1 146.91 22 157.78 13
Senh-NC 144.02 12 154.89 6
yi = Bo + B1xi1 + Bsxis + €5 Senh-St 145.65 15 156.52 8
Senh-SI 143.54 8 154.41 3
Senh-NC 141.70 3 152.57 2
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Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones

En la literatura los modelos de regresion log-BS no consideran datos con observaciones
censuradas. El modelo de regresion lineal, motivo del presente estudio, asume una distribucién
Senh-NI, considerando censura no informativa, y posee colas més pesadas por lo que permite

modelar mejor datos con observaciones atipicas.

Para el proceso de estimacién de pardmetros se utilizaron métodos numéricos y un método

de aproximacién para obtener la matriz de informacién observada.

Los estudios de simulacién permitieron verificar que las metodologias utilizadas recuperan
los pardmetros del modelo, con sesgo y RMSE aceptables, ademas se not6 que el modelo Senh-
SL es el méas costoso desde el punto de vista computacional. También, la simulacién demostrd
que los métodos utilizados para la estimaciéon de los pardmetros y para aproximar la matriz
de informacién observada, tuvieron un buen desempeno para los diferentes niveles de censura

y los distintos tamanos de muestra.

Un conjunto de datos del drea médica fue analizado bajo este modelo y se compard con
el modelo de regresion SN con censura no informativa, asi se evidencié que todos los casos
especiales de la familia Senh-NI generan AIC y BIC menores que los obtenidos por el modelo
SN. También, con el modelo propuesto se obtuvo menores errores estandar para la mayoria

de los parametros.
6.2. Sugerencias para futuras investigaciones

Se proponen las siguientes investigaciones futuras:

» Realizar una extension utilizando una distribucion Senh-Skew Normal /Independiente
con censura, con lo cual se obtendria un modelo mas robusto y asi extender el trabajo
de Maehara et al. (2021)

» Tomando como referencia el articulo Leiva et al. (2007) se puede realizar un anélisis de

diagnostico basado en el método de influencia local y también un andlisis de residuales.
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= Considerar el caso no lineal, también con censura para con ello generalizar diversos

trabajos publicados en la literatura, como por ejemplo el de Lemonte y Cordeiro (2009).

= Considerar el parametro ¢ desconocido en un modelo de regresiéon con censura.
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Derivadas de &; e &;
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ifg' = i [leenh2 <Yi — XiTﬂ)]
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A.2. Algunas derivadas y expresiones importantes
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¢NI(€21’) = /OOO ¢(€2i;0,u—1 ) dH(u)

= \/12?/0 u'exp <2u§§1> dH (u)

1
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A.3. Funcién Score

Derivando la funcién de log-verosimilitud se obtiene la funcién score
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donde h(&2;) y Ai(w) se encuentran definidos en ?? y 3.4 respectivamente.

A 4.

Matriz de informacion observada

Derivadas y expresiones requeridas para obtener s; o
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Ahora vamos a derivar la funciéon de sobrevivencia respecto a 3
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A.5. Propiedad de linearidad

Sea Y ~ Senh — NI(«, p,0;H) y X = a + bY Entonces
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Como senh(.) es una funcion impar, se cumple que senh(w) = —senh(—w)

2 x—a—bu
< — — —_ —
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Por lo tanto a + bY ~ Senh — NI(a, a + by, |b|o)

A.6. Simulacion
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A.7. Cédigo R

sk ok ok sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok sk Sk sk ok ok ok ok ok ok o K

logdbssmn.fdp<-function(y, x, alpha, beta, nu, mfamily = "t")
{
if ('is.numeric (alpha)||!is.numeric(nu))
if (alpha<=0){stop("alpha debe ser positivo")}
psi2 = (2/alpha)ssinh ((y-x % %beta)/2)
psil = (2/alpha)*cosh((y-x%*/beta)/2)

if (mfamily == "t")
{
pdf = (gamma ((nu+1)/2)/(sqrt(pi)*gamma(nu/2)))*(nu~(0.5*nu)/2)*(nu+psi2~2)~(-0.5*(nu+1))*psil
¥
if (mfamily == "sl1")
{
val = vector(mode = "numeric", length = length(y))
for(i in 1:length(y))
{
f = function(u) u~(nu-1)*dnorm(psi2[i],mean=0,sd=sqrt(1/u))
val[i]l = integrate(f,0,1)$value
i
pdf = 0.5*nu*val*psil
¥
if (mfamily == "cn")
{
pdf = 0.5x(nul1]l*sqrt(nul2])*dnorm(sqrt (nul2])+*psi2)+(1-nul1])*dnorm(psi2))*psil
¥

return (pdf)

logbssmn.cdf<-function(q, y,x, alpha, beta, nu, mfamily="t")

{
I = vector(mode = "numeric", length = length(q))
if (mfamily == "t")
{
for(i in 1:length(q))
{
mu = x%*/beta
yy = ylil
muu = mulil
pdf = function(yy)
{
loga = log(gamma((nu+1)/2)/(sqrt(pi)*gamma(nu/2))) + ((0.5*nu)*log(nu)/2)
logb = (-0.5%(nu+1))*log(nu+((2/alpha)*sinh((yy-muu)/2))"2)
logc = log(2/alpha) + log(cosh((yy-muu)/2))
return(ifelse (yy == | is.nan(exp(loga + logb + logc)), O, exp(loga + logb + logc)))
}
I[i]l] = integrate(pdf,0,q[il,stop.on.error=FALSE)$value
T
¥
if (mfamily == "sl1")
{
for(i in 1:length(q))
{
mu = xYxJbeta
vy = yl[il
muu = muli]
g = function(yy,u) {
tempo = nu*u~(nu-1)*dnorm((2/alpha)*sinh((yy-muu)/2),mean=0,sd=sqrt(1/u))*((2/alpha)*cosh((yy-muu)/2))
return(ifelse (tempo == | is.nan(tempo), 0, tempo))
}
I1[i] = integrate(function(yy) {sapply(yy, function(yy) {integrate(function(u) g(yy,u), 0, 1)$valuel})}, O,
1)$value
T
¥
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if (mfamily == "cn')
{
for (i in 1:length(qg))
{
mu = xYxbeta
vy = y[il
muu = mulil
pdf = function(yy) {
tempo = 0.5*%(nul1]l*sqrt(nul2])*dnorm(sqrt(nul2])*((2/alpha)*sinh((yy-muu)/2)))+(1-nul1])*dnorm((2/alpha)*
sinh ((yy-muu)/2)))*((2/alpha)*cosh((yy-muu)/2))
return(ifelse (tempo == 0 | is.nan(tempo), 0, tempo))
}
I[i] = integrate (pdf,0,ql[il)$value
i
T
return (I)
¥
NI.fdp<-function(y, x, alpha, beta, nu, mfamily = "t")
{
if(!'is.numeric(alpha) ||!is.numeric(nu))
if (alpha<=0){stop("alpha must be positive'")}
psi2 <- (2/alpha)*sinh((y-x¥%*%beta)/2)
psil <- (2/alpha)*cosh((y-x¥%*%beta)/2)
if (mfamily == "t")
{
pdf <- (gamma ((nu+1)/2)/(sqrt(pi)*gamma(nu/2)))*(nu~(0.5*nu))*(nu+psi2~2)~(-0.5*(nu+1))
i
if (mfamily == "cn')
{
pdf <- (nul1l*sqrt(nul2])*dnorm(sqrt(nul2])*psi2)+(1-nul1])*dnorm(psi2))
T
if (mfamily == "sl1'")
{
val<-vector (mode = "numeric", length = length(y))
for(i in 1:length(y))
{
£ <- function(u) u~(nu-1)*dnorm(psi2[i],mean=0,sd=sqrt(1/u))
val[il<-integrate (f,0,1)$value
¥
pdf <- nu*val
i
return (pdf)
}
r_shni = function(m, x, alpha, beta, nu, mfamily = "t")
{
z = switch(mfamily,
t = sqrt(1/rgamma(n,shape=nu/2,rate=nu/2))*rnorm(n),
sl = sqrt(1/rbeta(n,shapel=nu,shape=1))*rnorm(n),
cn = rmix(n, c(nulf1],1-nul1]), "Skew.normal", 1list(c(0,1/nul[2],0), <c(0,1,0))) )
y = xY*Ybeta + 2*asinh(alpha*z*0.5)
return (y)
¥
gen_data = function(m, pc, alfa, beta, nu, mfamily="t"){
x = cbind(x1=1,x2=runif(n))
if (mfamily == "t"){
y = r_shni(n, x, alfa, beta, nu, mfamily="t")
i
if (mfamily == "s1"){
y = r_shni(n, x, alfa, beta, nu, mfamily="s1")
i
if (mfamily == "cn"){
y = r_shni(n, x, alfa, beta, nu, mfamily="cn")
i
data = data.frame(x, y, status = c(rep(1,n*(1-pc)), rep(0, n*pc)))
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return(data)

log_lk_shni = function(param, y, x, status, nu, mfamily = "t"){
alpha = paraml[1]
beta = c(param[2],param[3])
p = length(beta)
mu = (x Yx% beta)
xil = (2 / alpha) * cosh((y - mu) / 2)
xi2 = (2 / alpha) * sinh((y - mu) / 2)

if (mfamily == "t"){
1k1 = sum(status*(log((gamma((nu+1)/2)/(sqrt (pi)*ganma(nu/2)))))) + sum(status*log((nu~(0.5%nu)/2)*(nu+xi2~2)
~(-0.5%(nu+1))*xi1))
1k2 = sum((l1-status)*log(l-logbssmn.cdf(xi2, y, x, alpha, beta, nu, mfamily="t")))
1k = 1k1 + 1k2

i
if (mfamily == "s1"){
val<-vector (mode = "numeric", length = length(y))
for (i in 1:length(y))
{
f = function(u) u~(nu-1)*dnorm(xi2[i],mean=0,sd=sqrt (1/u))
val[i]l = integrate(f,0,1)$value
i
pdf = 0.5*nu*val*xil
1k = sum( status*(log(pdf)) + (1-status)*log(abs(l-logbssmn.cdf(xi2, y, x, alpha, beta, nu, mfamily="s1"))))
¥
if (mfamily == "cn"){
1k = sum(
status*(log (0.5* (nul1]*sqrt (nul2]) *dnorm(sqrt (nul2]) *xi2)+(1-nul[1])*dnorm(xi2))*xil)) +
(1-status)*log(l-logbssmn.cdf (xi2, y,x,alpha, beta, nu, mfamily = "cn"))
)
¥

return (-1k)

¥
Im_senhniml = function(y, x, status, nu, mfamily = "t"){
fit = 1m.fit(x, y)
beta = c(fit$coef)
P = length(beta)
n = length(y)
ni = sum(status)
mu = x YxJ beta
alpha = sqrt((4 / nl ) * sum((sinh((y - mu)/2))"~2))
betal = beta

alpha0 = alpha

if (mfamily == "t"){

tmp = optim(par = c(alpha0, betal), log_lk_shni, y=y, x=x, status=status, nu=nu, mfamily="t")
T
if (mfamily == "s1"){

tmp = optim(par = c(alpha0, betal), log_lk_shni, y=y, x=x, status=status, nu=nu, mfamily="s1")
T
if (mfamily == "cn'"){

tmp = optim(par = c(alpha0, betal), log_lk_shni, y=y, x=x, status=status, nu=nu, mfamily="cn"
T
if(p == 6) beta = c(tmp$par[2], tmp$par[3], tmpépar[4], tmp$par[5], tmpé$par[6], tmpépar[7])
if(p == 5) beta = c(tmp$par[2], tmp$par[3], tmpépar[4], tmp$par[5], tmpépar[6])
if(p == 4) beta = c(tmp$par[2], tmp$par[3], tmp$par[4], tmp$par[5])
if(p == 3) beta = c(tmp$par[2], tmp$par[3], tmpépar[4])
if(p == 2) beta = c(tmp$par[2], tmpé$par[3])

alpha = tmp$par[1]
theta = c(beta,alpha)
coef = beta

alphaest = alpha

AIC = - 2 * (-log_lk_shni(c(alpha,beta),y,x,status,nu, mfamily=mfamily)) + 2 * (length(theta) + 1)
BIC = - 2 * (-log_lk_shni(c(alpha,beta),y,x,status,nu,mfamily=mfamily)) + (length(theta) + 1) * log(length(y))
1k = -log_1lk_shni(c(alpha,beta),y,x,status,nu, mfamily=mfamily)
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242

251

284
285
286

288
289
290
291
292
293
294

296

297

298
299
300
301
302
303
304
305
306
307

308
309

result

return

im_shni

{
n =
P =
mu =
xil =
xi2 =
dnlm =
fy =
fy2 =
cdf =

if (mf
{
soma
Aiw
for
{
S
di

dx
dx

dxilalpha =

dx

Ss

Ss

S

so

if (mf
{
soma

Aiw

for

{

di

dxi2alpha

dx

dxilalpha

dx

Ss

Ss

so

if (mf
{
soma
Aiw

for

{

= list (alpha=alphaest, beta=coef, AIC=AIC, BIC=BIC, 1lk=1k)

(result)

= function(y, x, status, theta, mfamily = "t")
length (y)

length(theta) -1

(x %*% thetal2:(p+1)1)

(2 / thetal[1]) * cosh((y - mu) / 2)

(2 / thetal[1]) * sinh((y - mu) / 2)

t(x)

logdbssmn.fdp(y, x, alpha,
NI.fdp(y, x, beta,

logbssmn.cdf (xi2, y, x,

beta, nu, mfamily)

alpha, nu, mfamily)

alpha, beta, nu, mfamily)

amily == "t")

=0

= function(w=0, di=0, nu=0) as.numeric ((2°w*nu~(nu/2)*gamma(w + nu/2))/(gamma(nu/2)*(nu + di)~(nu/2 + w)))

(i in 1:n)
= c()

= xi2[i]l-2

-(1/theta[1])*xi2[i]
0.5*dnlm[,il*xi1[i]

i2alpha =
i2beta = -

-(1/theta[1])*xi1[i]

ilbeta = - 0.5*dnlm[,i]l*xi2[i]

ialpha = status[il*((1/£fy[i])*(0.5/sqrt (2%pi))*(dxilalpha *Aiw(1/2,
/2, di, nu)))+

(1-status[il)=(-((£y2[il)*dxi2alpha)/(1-cdf[i]))

ibeta = status[il*((1/£y[il)*(0.5/sqrt(2*pi))*(dxilbeta*Aiw(1/2,
di, nu)))+

(1-status[i])*(-((£fy2[i]) *dxi2beta)/(1-cdf[i]))

di, nu) - xi1[il*xi2[i]l*dxi2alphax*Aiw (3

di, nu) - xi1[il*xi2[il*dxi2betaxAiw(3/2,

= c(S, Ssibeta, Ssialpha)

ma = soma + S %/t (S)

amily == "sl1")
<- 0
<- function(w=0,
2))

(i in 1:n)

di=0, nu=0) as.numeric(((nu*2"(w + nu)*gamma(w + nu))/(di~(w + nu)))*pgamma(l, w + nu, di/

<-

c()
<- xi2[il-~2

<- -(1/thetal1])*xi2[il

i2beta <- - 0.5%dnlm[,il*xi1[i]

<- -(1/thetal1])*xi1[i]

ilbeta <- - 0.5%dnlm[,il*=xi2[i]

ialpha <- nu) - xi1[il#*xi2[i]*dxi2alpha*
Aiw(3/2,
<-

di,

status [i1* ((1/£y[i])*(0.5/sqrt (2*pi))*(dxilalpha *Aiw(1/2,
di, nu)))+(1-status[i])*(-((fy2[i])*dxi2alpha)/(1-cdf[i]))
status [i1*((1/£y[i])*(0.5/sqrt (2*pi))*(dxilbeta*xAiw(1/2,
nu)))+(1-status[i])* (-((£fy2[il)*dxi2beta)/(1-cdf[i]))

di,

ibeta - xi1[il*xi2[i]*dxi2beta*Aiw

(3/2,

di, nu)

<- c(S, Ssibeta, Ssialpha)

ma <- soma + S¥x%t(S)

nent)

amily ==
<- 0

<- function(w=0, di=0,

+ (1 - nul1])*(dnorm(sqgrt(di),

(i in 1:n)

nu=0) as.numeric(sqrt (2*pi)*(nul1l*nul2]~(w sqrt (1/nul2]))

0,1))))

-0.5)*dnorm(sqrt (di), 0,
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385

S <- c()
di <- xi2[il-~2

dxi2alpha <- -(1/thetal[1])*xi2[i]l
dxi2beta <- - 0.5%dnlm[,il*xi1[i]

dxilalpha <- -(1/thetal[1])*xi1[i]

dxilbeta <- - 0.5%dnlm[,il*=xi2[i]

Ssialpha <- status[i]1*((1/£y[il)*(0.5/sqrt (2%pi))*(dxilalpha *Aiw(1/2, di
Aiw(3/2, di, nu)))+(1-status[i])*(-((£fy2[i])*dxi2alpha)/(1-cdf[i]))

Ssibeta <- status[i]*((1/£y[i])*(0.5/sqrt (2*pi))*(dxilbeta*xAiw(1/2, di,

(3/2, di, nu)))+(1-status[i])*(-((£fy2[il)*dxi2beta)/(1-cdf[i]))

S <- c(S, Ssibeta, Ssialpha)
soma <- soma + SYxYt(S)
i
T
EP <- sqrt(diag(solve(soma)))
return(list (IM=soma ,EP=EP))

library (mixsmsn)

resumen = data.frame(matrix(ncol = 11, nrow = 0))
val_muestra = c(100, 500, 1000)

val_alpha = c(0.5, 1.0, 1.5)

val_pc = c(0, 0.1, 0.2, 0.4)

for(a in val_muestra)q{
for(b in val_alpha){

for(c in val_pc){

familia = "t"
nro_sim = 1000
n = a
alpha = b
beta = c(4,-2)
sigma = 2
nu = 3

c

pc =

set.seed (12345)

par_est = array(0,dim=c(nrow=nro_sim,ncol=3))
se_est = array(0,dim=c(nrow=nro_sim, ncol=3))
i=1

while (i <= nro_sim){
flag = TRUE
tryCatch(
expr = {

data = gen_data(m, pc, alpha, beta, nu, mfamily = familia)

, nu) - xi1[il*xi2[i]l*dxi2alphax*

nu) - xii[il*xi2[il*dxi2betaxAiw

recup_p = lm_senhniml(data$y, cbind(data$xl,data$x2), data$status, nu, mfamily = familia)

estima_se = im_shni(data$y, cbind(data$xl,data$x2), data$status, theta=c(recup_p$alpha,recup_p$beta), mfamily

= familia)

if (i == 1){
cat ("muestra ","Nro","====>", "n", 6 "pc" ,"alpha", "betaO", "betal", "se_alpha" ,"se_betal",
)
}
cat ("muestra ", i, "====>", a, ¢, recup_p$alpha, recup_p$beta, estima_se$EP, ’\n’)
par_est[i,] = c(recup_p$alpha, recup_p$beta)
se_est[i,] = c(estima_se$EP)
i=1i+1
3,
error = function(e){
flag = FALSE
3,
warning = function(e){
flag = FALSE
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386 if (!flag) next
387}

388
389| vt = c(alpha, beta)

390 | vtmatrix = matrix(vt, nc=length(vt), nr=nro_sim, byrow=TRUE)

391

392 | mean_param = array (0, dim = c(nrow = 1, ncol = length(vt)))

393| sd_param = array (0, dim = c(nrow = 1, ncol = length(vt)))

394 | mean_se = array (0, dim = c(nrow = 1, ncol = length(vt)))

395 | vies = array(0, dim = c(nrow = 1, ncol = length(vt)))

396 | rmse = array(0, dim = c(nrow = 1, ncol = length(vt)))

397

398 | mean_param[1,] = round(apply(par_est,2,mean),digits=4)

399| sd_param[1,] = round(apply(par_est,2,sd),digits=4)

400 | mean_se[1,] = round(apply(se_est,2,mean),digits=4)

401 | vies[1,] = round((apply(par_est-vtmatrix,2,mean)),digits=4)

402 | rmse [1,] = round(sqrt (apply ((par_est-vtmatrix)~2,2,mean)),digits=4)

403

404 | alpha_csup = par_est[,1] + 1.96%se_est[,1]; alpha_cinf = par_est[,1] - 1.96%se_est[,1]
405 | betal _csup = par_est[,2] + 1.96*se_est[,2]; betal_cinf = par_est[,2] - 1.96*se_est[,2]
406 | beta2 _csup = par_est[,3] + 1.96*se_est[,3]; beta2_cinf = par_est[,3] - 1.96*se_est[,3]
407

408 | count.a = c()
409 | count.bl = c()
410| count .b2 = c()
411
412 | for(i in 1:nro_sim)

413 {

414 if (alpha_cinf[i] <= alpha %% alpha_csup[i] >= alpha) count .al[i] = 1 else count.ali] =0
415 if(betal_cinf[i] <= betal[1] && betal _csup[i] >= betal[1]) count.b1l[il] = 1 else count.b1l[i] =0
416 if(beta2_cinf[i] <= betal[2] && beta2_csup[i] >= betal[2]) count.b2[il = 1 else count.b2[i] =0
417}

418
419| COVMC _alpha = sum(count.a)/nro_sim
420 | COVMC _betal = sum(count.bl)/nro_sim
421 | COVMC _beta2 = sum(count.b2)/nro_sim
422
423| COV = 100*c(COVMC_alpha,COVMC_betal ,COVMC_beta2)
424
425
426
427
428
429 | nuevafila = data.frame(rep(familia,3),rep(n,3), rep(pc,3), c("alpha","betald","betal"), vt, c(mean_param), c(sd_
param), c(mean_se), c(vies), c(rmse), COV)

430| colnames (nuevafila) = c("Familia","TamMuestra", "NivelCens", "NomParam", "ValorParam", "MEAN", "MCSD", "IMSE", "
BIAS", "RMSE", "COV")

431 | resumen = rbind(resumen, nuevafila)

432
433 }
434 }
435}
436
437| resumen

438 | write.csv(resumen, "resumen_t.csv'")
439
440
441
442
443| setwd ("C:/Users/Max Alonzo/Dropbox/MF-BS-ST/Tesis_MaxAlonzo_codigoR")
444 | myeloma = read.table("myeloma.txt")

445 | x1 = myeloma$logbun
446 | x2 = myeloma$hgb

447 x3 = myeloma$age

448 | x4 = myeloma$sex

449 | x5 = myeloma$serum.calcium
450 |y = myeloma$time
451| status = myeloma$status
452

453

454 | x4 = ifelse(x4 == 1, 0, 1)
455

456

457 | library (ggplot2)

458 | data_1 = data.frame(cbind(y, x1, x2, x3, x4, x5, status))
459 | summary (data_1)

460 | dim(data_1)

461
462
463 | ggplot (data = data_1) + aes(x = x1, y = y, color = factor(status)) + geom_point(size = 0.9)
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ggplot (data = data_1) + aes(x = x2, y = y, color = factor(status)) + geom_point(size = 0.9)

ggplot (data = data_1) + aes(x = x3, y = y, color = factor(status)) + geom_point(size = 0.9)

ggplot (data = data_1) + aes(x = x5, y = y, color = factor(status)) + geom_point(size = 0.9)

ggplot (data = data_1, aes(x= log(y))) + geom_histogram(color = "black", £ill = "gray")

ggplot (data = data_1, aes(x= y)) + geom_ histogram(color = "black", £ill = "gray")

model_t_5 = 1lm_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x2, x3, x4, x5), status, nu=3, "t")

model_s1_5 = 1m_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x2, x3, x4, x5), status, nu=3, "sl")

model_cn_5 = 1lm_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x2, x3, x4, x5), status, nu=c(0.1,0.1), "cn")

model _t_5$alpha; model_t_b$beta

model_sl_5%$alpha; model_sl_b$beta

model_cn_5%$alpha; model_cn_5$beta

im_shni(log(y), cbind(1, x1, x2, x3, x4, x5), status, theta=c(model_t_5%$alpha, model_t_b$beta), nu=3, mfamily = "t"
) $EP

im_shni(log(y), cbind(1, x1, x2, x3, x4, x5), status, theta=c(model_sl_b5$alpha, model_sl_5$beta), nu=3, mfamily = "
s1")$EP

im_shni(log(y), cbind(1, x1, x2, x3, x4, x5), status, theta=c(model_cn_B5%$alpha, model_cn_5$beta), nu=c(0.1,0.1),
mfamily = "cn'")$EP

model_t_14 = Ilm_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x2, x3, x4), status, nu=3, "t")

model_sl1_14 = Im_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x2, x3, x4), status, nu=3, "sl")

model_cn_14 = 1lm_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x2, x3, x4), status, nu=c(0.9,0.9), "cn")

c(model_t_14$AIC,model_t_14$BIC)

c(model_s1_14$AIC,model _sl1_14$BIC)

c(model_cn_14$AIC,model _cn_14$BIC)

model_t_24 = 1lm_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x2, x3, x5), status, nu=3, "t")

model_s1_24 = Ilm_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x2, x3, x5), status, nu=3, "sl")

model_cn_24 = Im_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x2, x3, x5), status, nu=c(0.9,0.9), "cn")

c(model_t_24$AIC,model_t_24$BIC)

c(model_s1_24$AIC,model_s1_24$BIC)

c(model_cn_24$AIC,model_cn_24$BIC)

model_t_34 = lm_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x2, x4, x5), status, nu=3, "t")

model_s1_34 = Ilm_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x2, x4, x5), status, nu=3, "sl")

model_cn_34 = Im_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x2, x4, x5), status, nu=c(0.9,0.9), "cn")

c(model_t_34$AIC,model_t_34$BIC)

c(model_s1_34$AIC,model_s1_34$BIC)

c(model_cn_34$AIC,model_cn_34$BIC)

model _t_44 = 1lm_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x3, x4, x5), status, nu=3, "t")

model_sl_44 = Ilm_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x3, x4, x5), status, nu=3, "sl")

model_cn_44 = Im_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x3, x4, x5), status, nu=c(0.9,0.9), "cn")

c(model _t_44$AIC,model_t_44$BIC)

c(model_s1_44$AIC,model _sl1_44$BIC)

c(model _cn_44$AIC,model _cn_44$BIC)

model_t_54 = 1lm_senhniml(log(y), cbind(1, x2, x3, x4, x5), status, nu=3, "t")

model_sl_54 = lm_senhniml(log(y), cbind(1, x2, x3, x4, x5), status, nu=3, "sl")

model_cn_564 = Ilm_senhniml(log(y), cbind(1, x2, x3, x4, x5), status, nu=c(0.9,0.9), "cn")

c(model_t_B54$AIC,model _t_B54$BIC)

c(model_sl_54$AIC,model_sl_54$BIC)

c(model_cn_54$AIC,model _cn_54$BIC)

model_t_13 = Ilm_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x2, x3), status, nu=3, "t")

model_s1_13 = Im_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x2, x3), status, nu=3, "sl")

model_cn_13 = 1m_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x2, x3), status, nu=c(0.9,0.9), "cn")

c(model _t_13$AIC,model_t_13$BIC)

c(model_s1_13$AIC,model_sl1_13$BIC)

c(model_cn_13$AIC,model _cn_13$BIC)

model_t_23 = Ilm_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x2, x4), status, nu=3, "t")

model_s1_23 = Im_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x2, x4), status, nu=3, "sl")

model_cn_23 = lm_senhniml(log(y), cbind(1, x1, x2, x4), status, nu=c(0.9,0.9), "cn")

c(model_t_23$AIC,model_t_23$BIC)
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c(model_s1_23$AIC,model_sl_23$BIC)
c(model_cn_23$AIC,model _cn_23$BIC)

model_t_33 = lm_senhniml(log(y), cbind(1,
model_s1_33 = 1lm_senhniml(log(y), cbind(1,
model_cn_33 = lm_senhniml(log(y), cbind(1,

c(model _t_33$AIC,model_t_33$BIC)
c(model_s1_33$AIC,model_sl1_33$BIC)
c(model_cn_33$AIC,model _cn_33$BIC)

model_t_43 = lm_senhniml(log(y), cbind(1,
model_s1_43 = 1lm_senhniml(log(y), cbind(1,
model_cn_43 = 1lm_senhniml(log(y), cbind(1,

c(model _t_43$AIC,model_t_43$BIC)
c(model_s1_43$AIC,model_sl_43$BIC)
c(model_cn_43$AIC,model _cn_43$BIC)

model_t_53 = lm_senhniml(log(y), cbind(1,
model_s1_53 = 1lm_senhniml(log(y), cbind(1,
model_cn_53 = 1lm_senhniml(log(y), cbind(1,

c(model _t_53$AIC,model_t_53$BIC)
c(model_s1_53$AIC,model_sl1_53$BIC)
c(model_cn_53$AIC,model _cn_53$BIC)

model_t_63 = lm_senhniml(log(y), cbind(1,
model_s1_63 = 1lm_senhniml(log(y), cbind(1,
model_cn_63 = lm_senhniml(log(y), cbind(1,

c(model _t_63$AIC,model_t_63$BIC)
c(model_s1_63$AIC,model_sl_63$BIC)
c(model_cn_63$AIC,model _cn_63$BIC)

model_t_73 = lm_senhniml(log(y), cbind(1,
model_s1_73 = lm_senhniml(log(y), cbind(1,
model_cn_73 = lm_senhniml(log(y), cbind(1,

c(model _t_73$AIC,model_t_73$BIC)
c(model_s1_73$AIC,model_sl1_73$BIC)
c(model_cn_T73$AIC,model _cn_T73$BIC)

model_t_12 = 1m_senhniml(log(y), cbind(1,
model_s1_12 = 1lm_senhniml(log(y), cbind(1,
model_cn_12 = 1lm_senhniml(log(y), cbind(1,

c(model_t_12$AIC,model _t_12$BIC)
c(model_s1_12$AIC,model_sl_12$BIC)
c(model _cn_12$AIC,model _cn_12$BIC)

model_t_22 = 1lm_senhniml(log(y), cbind(1,
model_sl_22 = lm_senhniml(log(y), cbind(1,
model_cn_22 = lm_senhniml(log(y), cbind(1,

c(model_t_22$AIC,model_t_22$BIC)
c(model_s1_22$AIC,model_sl1_22$BIC)
c(model_cn_22$AIC,model _cn_22$BIC)

model_t_32 = 1lm_senhniml(log(y), cbind(1,
model_s1_32 = lm_senhniml(log(y), cbind(1,
model_cn_32 = lm_senhniml(log(y), cbind(1,

c(model_t_32$AIC,model_t_32$BIC)
c(model_s1_32$AIC,model_sl1_32$BIC)
c(model_cn_32$AIC,model _cn_32$BIC)

model_t_42 = 1lm_senhniml(log(y), cbind(1,
model_sl_42 = lm_senhniml(log(y), cbind(1,
model_cn_42 = 1lm_senhniml(log(y), cbind(1,

c(model _t_42$AIC,model _t_42$BIC)

c(model _s1_42$AIC,model _sl1_42$BIC)
c(model _cn_42$AIC,model _cn_42$BIC)

model_t_11 = 1m_senhniml(log(y), cbind(1,

x1,
x1,

x1,
x1,

x2,
x2,
x2,

x3,
x3,
x3,

x2,
x2,
x2,

x1,
x1,

x1,
x1,

x1,
x1,

x1),

x3, x4), status
x3, x4), status
x3, x4), status

x3, x5), status
x3, x5), status
x3, x5), status

x3, x5), status
x3, x5), status
x3, x5), status

x4, x5), status
x4, x5), status

x4, x5), status

x3, x4), status
x3, x4), status
x3, x4), status

x2), status, nu

x2), status, nu

, nu=3, "t")
, nu=3, "sl1")
, nu=c(0.9,0.9), "

, nu=3, "t")
, nu=3, "sl1")
, nu=c(0.9,0.9), "

, nu=3, "t")
, nu=3, "sl1")
, nu=c(0.9,0.9), "

, nu=3, "t")
, nu=3, "sl1")
, nu=c(0.9,0.9), "

, nu=3, "t")
, nu=3, "sl1")
, nu=c(0.9,0.9), "

=3,
=3,

ng)
ns1m)

x2), status, nu=c(0.9,0.9),

x3), status, nu

x3), status, nu

=3,
=3,

ngn)
ng1m)

x3), status, nu=c(0.9,0.9),

x4), status, nu

x4), status, nu

=3,
=3,

ngn)
ng1m)

x4), status, nu=c(0.9,0.9),

x5), status, nu

x5), status, nu

=3,
=3,

g
ng1m)

x5), status, nu=c(0.9,0.9),

status, nu=3,
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621 | model _s1_11
622 | model _cn_11

I1m_senhniml (log(y),
Im_senhniml (log(y),

cbind (1,
cbind (1,

x1),
x1),

status,

status,

nu=3, "sl1")
nu=c(0.9,0.9),

cn")
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