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Resumen

INDICES DE GERMENES DE FOLIACIONES HOLOMORFAS EN EL PLANO
Cavero Chuquiviguel, Jorge Edinson

2021

Asesor: Dr. Neciosup Puican, Hernan

Titulo obtenido: Magister en Matematicas

Un germen de foliacién holomorfa singular en (C?, p) con singularidad aislada se
dira que es de segundo tipo si no presenta sillas-nodos tangentes en su reduccién
de singularidades. Entendiendo por singularidad de tipo silla-nodo tangente
como aquel cuya separatriz débil esta contenida en el divisor excepcional. La
finalidad de este trabajo es exhibir un criterio que nos permita caracterizar
cuando un germen de foliaciéon holomorfa en (C? p) es de segundo tipo. Para tal
fin, estudiamos la teoria de indices para foliaciones holomorfas singulares sobre
(C% p). También caracterizamos las foliaciones de tipo curva generalizada, via
el indice de exceso polar. Cabe senalar que el presente trabajo es motivado por
el trabajo debido a Arturo Fernandez y Rogério Mol, ([FPM17]|). Ademés de
los trabajos expuestos por Marco Brunella (|[BRU97]), Liliana Puchuri ([PM05]),
Yohann Genzmer y Rogério Mol (|[GM18]).

Palabras clave: Foliaciones holomorfas, foliaciones tipo curva generalizada,

foliaciones de segundo tipo.



Abstract

A germ of singular holomorphic foliation at (C?, p) with an isolated singularity
will be said of second type if it does not present tangent saddle-nodes in its
reduction of singularities. Understanding by singularity of tangent saddle-node
type as whose weak separatrix is contained in the exceptional divisor. The
purpose of this work is to show a criterion that allows us to characterize when a
germ of holomorphic foliation at (C?, p) is of second type. That is the reason why
we study the theory of indices of singular holomorphic foliations at (C?, p). We
also characterize generalized curve foliations, via the polar excess index. It should
be noted that this work is motivated by the paper due to Arturo Fernandez and
Rogério Mol ([FPM17]), Marco Brunella ([BRU97|), Liliana Puchuri ([PM05]),
Yohann Genzmer and Rogério Mol ([GM18]).

Key words and phrases. Holomorphic foliations, generalized curve type

foliations, second type foliations.
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Introducciéon

La caracterizacion de gérmenes de foliaciones holomorfas singulares sobre el plano,
es un tema de mucho interés por muchos matemaéticos, en especial por aquellos
especialistas en el area de Geometria y Dindmica Compleja. Actualmente existe
una caracterizacion parcial de aquellas foliaciones no-dicriticas de tipo curva
generalizada y las de segundo tipo, via la reduccion de singularidades, el poligono
de Newton, y la teoria de indices. En este trabajo vamos a dar una caracterizacion
de foliaciones dicriticas o no, via la teoria de indices, con énfasis en los indices
de exceso polar y el indice de variacion, todo ello sera desarrollado siguiendo el
enfoque dado por Arturo Fernandez y Rogério Mol, ver [FPM17|.

Un germen de foliacion holomorfa singular en (C?, p) con singularidad aislada
se dird que es de segundo tipo si no presenta sillas-nodos tangentes en su
reduccion de singularidades, es decir, si su separatriz débil no esta contenida
en el divisor excepcional, ver [FPM17| y [MS04]. Por otro lado, un germen de
foliacion holomorfa singular en (C? p) con singularidad aislada se dira que es
tipo curva generalizada si no hay sillas nodos en su reduccién de singularidades,
ver [S84] y [FPM17].

Determinar una caracterizacion de foliaciones de segundo tipo o tipo curva
generalizada no es tarea sencilla, Arturo Fernandez y Rogério Mol en [FPM17|
dan algunos criterios para determinar cudndo un germen de foliacién holomorfa
singular en (C2, p) es de segundo tipo o es de tipo curva generalizada. Por otro
lado, Yohann Genzmer y Rogério Mol dan un enfoque para determinar cuando
un germen de foliacion es de tipo curva generalizada, ver [GM18|.

El objetivo de este trabajo de tesis es caracterizar las foliaciones holomorfas

singulares sobre (C?, p) de segundo tipo:

Teorema I. Sea .# un germen de foliacion holomorfa sobre (C?, p) y B un divisor



equilibrado de separatrices. Entonces .# es de segundo tipo si y solo si
BBu(Z) = Vary(Z,B) + Ap(F, B).

El presente trabajo de tesis consta de 3 capitulos, los cuales se describen como
sigue. El primer capitulo, esté dedicado al desarrollo de los preliminares necesarios
para el desarrollo de nuesto objetivo. Iniciamos definiendo el anillo de series de
potencias formales en dos indeterminadas, curvas analiticas complejas, variedades
holomorfas, el fibrado tangente y el espacio proyectivo de dimensiéon uno, P§ .
Definimos también lo que es una foliacién holomorfa y enunciamos algunas de
sus propiedades que tendrédn un rol importante a lo largo del desarrollo de este
trabajo. Definimos y describimos las singularidades reducidas, explosion dicritica
y no dicritica, componentes dicriticas y no dicriticas, foliaciéon dicritica y no
dicritica, divisor de separatrices, ecuacion equilibrada de separatrices, foliaciones
de tipo curva generalizada, foliacion de segundo tipo, exceso de tangencia de una
foliacion, divisor equilibrado de separatrices, siendo este tltimo una pieza clave
en el resultado principal del presente trabajo. A lo largo de este capitulo y de
todo el trabajo se procura dar muchos ejemplos para una mayor comprension de
todos estos objetos que involucran el resultado principal de este trabajo.

El capitulo 2, estd dedicado a describir los diferentes tipos de indices para
foliaciones holomorfas, tales como el indice de Baum-Bott, Camacho-Sad, Gomez-
Mont-Seade-Verjovsky, el indice de variacion y el sequndo indice de variacion.
Enunciamos y demostramos algunas propiedades principales de estos indices
siguiendo el enfoque dado por Arturo Fernandez, Rogério Mol, Marco Brunella
y Yohann Genzmer, [BRU97|, [FPM17|, [GM18|. Algunos de estos indices son
calculados respecto a curvas analiticas invariantes por la foliacién, sin embargo
es posible extenderlos para curvas formales invariantes por la foliacién. Definimos
también el indice de exceso polar (ver [GM18]), el cual permite caracterizar las
foliaciones de tipo curva generalizada.

Finalmente el capitulo 3, esta dedicado a la prueba del resultado principal de esta
tesis, teorema I; una de las claves para la prueba de este resultado es encontrar
una relacion entre el segundo indice de variacion total, &,(.%), y el indice de

Baum-Bott BB,(.%), para foliaciones reducidas o no (ver lema 3.0.3).

Jorge Edinson Cavero Chuquiviguel
Lima, Peri.
2021



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos los conceptos y propiedades basicas
de la teoria local de foliaciones holomorfas en C?, muchos de estos se
enuncian sin demostracién y con una buena referencia, cabe senalar
que estos han sido estudiados con detalle durante los cursos de
especialidad en la maestria: Introduccién a la dinamica compleja,
topicos de Geometria, dinamica compleja 1 y 2. Ademas, muchas
de estas propiedades fueron alcanzados durante los seminarios I y
II. Nos preocupamos en dar ejemplos y situaciones que apuntan al

objetivo de este trabajo.

1.1 Definiciones basicas

En esta seccion definiremos el anillo de serie de potencias formales en dos variables
con coeficientes en C, el cual denotaremos por C[z,y]. También definimos el
subanillo de C[z, y] formado por las series de potencias convergentes, denotado
por C{z,y}. Ademas, definimos funcion analitica y curva analitica compleja.
Estas definiciones seran de gran utilidad en el desarrollo del presente trabajo.

Denotemos por C[x, y], al conjunto cuyos elementos son sumas formales

f(x,y) = ka(x,y),

donde f; es un polinomio homogéneo de grado k en las variables z, y.

Observacion 1.1.1. Notar que la suma y el producto por un escalar en C[z, y],



se definen repectivamente por

f‘i‘g:ka-i‘gk,
k=0

Oéf = Z Oé'fk?
k=0

donde o € Cy f,g € C[z,y]. Observe que C[x,y] con estas operaciones es un
anillo conmutativo con unidad, conocido como el anillo de series de potencias
formales en las variables x,y con coeficientes en C. Denotaremos por C{z,y} al
subanillo de C[x,y], cuyos elementos son series de potencias que convergen en

un entorno de 0 € C2.

Sabemos que toda serie de potencias convergente se escribe como suma de

polinomios homogéneos, esto es f(z,y) = ka(:n,y), donde fi(z,y) es un
k

polinomio homogéneo de grado k.

Se denomina forma inicial de f a la componente homogénea de menor grado de
f. El orden de f en el origen 0 € C?, denotado por ordy(f), se define como el
grado de su forma inicial. Por convencion, cuando f(z,y) es idénticamente nula,

ponemos ord(f) = oco.

Definicién 1.1.2. Sea U C C? un abierto. Decimos que f : U — C es analitica
u holomorfa en p € U, si coincide en un entorno de p con una serie de potencias

convergente. Diremos que f es analitica en U si lo es todo punto de U.

Sean U y V entornos de p € C?y f : U — C, g : V — C; funciones
holomorfas. Si p € UNV, diremos que f ~ g siy solo si existe un entorno W de
pcon WcCcUNVy flw= g w.

7

Notar que “~ 7 es una relaciéon de equivalencia y cada clase de equivalencia es

un germen de funcién holomorfa en un entorno de p € C2.
De aqui y en todo el presente trabajo denotaremos por O(C?, p), al conjunto de

gérmenes de funciones holomorfas en un entorno de p € C2.

Observacién 1.1.3. Notar que la suma y el producto por un escalar en O(C?, p),

se definen respectivamente por:
f+g= flw+ glw.
a.f=a f|w,

4



donde « € Cy f,g € O(C?p). Notar que O(C? p), con las operaciones
anteriormente es un anillo conmutativo, conocido como el anillo de gérmenes de
funciones holomorfas en un entorno de p € C2. Ademaés, si U es un entorno
reducido de p, es decir, si el propio punto p no pertenece a U, se dird que
O*(C?,p), es el anillo de gérmenes de funciones holomorfas en un entorno
reducido de p € C?.

e Denotaremos por @((Cz,p), al conjunto de gérmenes de funciones

holomorfas formales en un entorno de p € C2.

Definicién 1.1.4. Dada una funcién f definida en un entorno de p € C2?,

definimos el conjunto de ceros de f como el conjunto

Cr = {(z,y) € (C*,p) : f(z,y) = 0}.

Si f € C{xz,y}, C; es llamado curva analitica compleja. Cuando f € C[z,y],
Cy es llamado curva formal compleja. Denotaremos por (Cy,p) al germen de
curva analitica (respectivamente formal) compleja definida por f € O(C? p)
(respectivamente f € O(C2, p)).

Observaciéon 1.1.5. Si (Cy,p) es un germen de curva, la condicion de ser

analitica o formal lo debe satisfacer un representante.

Definicién 1.1.6. Dada f una funcién compleja definida en un entorno de p € C?
y sea Cy la curva analitica o formal definida por f en p. Definimos la multiplicidad

de la curva Cy en p, denotado por v,(Cs) como el orden de f en p.

1.2 Foliaciones holomorfas

En esta seccion, presentamos las definiciones de variedad holomorfa, campo
de vectores tangentes, foliacion holomorfa singular y no singular; y principales
propiedades con la finalidad de demostrar que toda foliacion holomorfa singular
de dimensiéon uno es inducida localmente por un campo de vectores holomorfo
y toda foliacion holomorfa de codimensién 1 es inducida localmente por una
1—forma holomorfa integrable. Estos dos resultados son objetos centrales en el

presente trabajo.



Definicion 1.2.1. Una variedad holomorfa de dimensén n es un par (M, A),
donde M es un espacio topologico de Hausdorff con base enumerable y A =

{(Us, i) }ier es una coleccion de homeomorfismos
wi : Ui = ¢i(U5),

donde U; es un abierto de M y ¢;(U;) es abierto de C", que satisfacen las dos

condiciones siguientes:
(a) M= ]JUi
i€l
(b) Dada (U;, i), (Uj,¢;) € A son tales que U; N U; # () sobre cada U; N U,

tenemos
pjowi (Ui NU;) = ¢;(U; N T;),

es un biholomorfismo.

Sean (M, A) una variedad compleja de dimension n y p € M, consideremos
(U,p) € A tal que p € U y denotemos por z = (z1,...,2,) las coordenadas
complejas de p(U) C C". El espacio tangente holomorfo de M en el punto

p, al cual denotaremos por 7T,(M), es por definicion, el C— espacio vectorial

generado por %(p), o %(p)

A partir de ahora denotaremos por M a la variedad compleja (M,.A) de

dimension compleja n > 2.

Definicién 1.2.2. Una foliacién holomorfa no singular de dimension k& (o
codimension n — k) en M, donde 1 < k < n —1, es dada por el par {U,, ¢,, } tal

que
a) M posee una cobertura de abiertos {U, }acr-

b) Para cada a € I, se tiene un biholomorfismo ¢, : U, — D* x D"* donde

D C C es el disco unitario en el origen.

¢) Siempre que Uys = U, NUg # 0,

bap : Pa(Uas) — ¢3(Uap)
(Zaw) — (bﬁ ° ¢;1(z>w) = (9017 902>7

donde @up(z, w) = (¢1(2, w), 2(w)).

6



Cada abierto U, es llamado abierto trivializador de la foliacion. Por el item
b), U, es descompuesto en variedades de dimension k de la forma ¢ (D x wy),
donde wy € D"* son llamadas placas. Por el item c), las placas se sobreponen
en las intersecciones de abiertos trivializadores de la siguiente forma: si P, C U,
y Ps C Ug son placas, P, NP3 =) o bien P,NUz = P, N P = PsNU,.

En M definimos la siguiente relacion de equivalencia: p ~ ¢ si y solo si existen
placas Py, ..., B, conp € P,y q € P, tales que P,NP; 1 # 0, parai = 1,...,n—1. La
clase de equivalencia de p € M por esta relacion de equivalencia es llamada hoja
pasando por p. Cada hoja con la topologia generada por los abiertos de sus placas,
posee una estructura de variedad compleja de dimensiéon k inmersa en M. Asi
una foliacién proporciona, una descomposicion de la variedad en subvariedades
inmersas de dimension k, dos a dos disjuntas.

Diremos que dos foliaciones son iguales si todas sus hojas coinciden.



Observacion 1.2.3. Una foliacion holomorfa no singular de dimension & (o
codimension n — k) en M, donde 1 < k < n — 1, también puede ser dada por el

siguiente conjunto de informaciones:
a) Una cobertura de abiertos {U, }aer de M.
b) Para cada « € I, una inmersién holomorfa 1, : U, — C**.
¢) Siempre U, = U, N Ug # 0, se tiene una aplicacion holomorfa
Yop : Uap = GL(n — k,C),

donde wa‘Uaﬁ = wa@d)ﬂ‘%ﬂ.

Definiciéon 1.2.4. Sea M una variedad holomorfa de dimensiéon n. Un campo de

vectores tangentes en M es una aplicacion 2 : M — U T,M que a cada p € M
peEM
le asocia un vector Z(p) € T,,M.

Observaciéon 1.2.5. Para poder hablar de campos de vectores tangentes

holomorfos, es necesario dotar al conjunto de llegada U T,M de una estructura

peEM
de variedad holomorfa compleja. Para esto, en primer lugar observe que a €

U T,M si solo si existe p € M y existe un v € T,M tal que a = v. Luego,
peEM

todo elemento a € U T,M es en realidad un par ordenado (p,v) en donde

peEM
geométricamente p es el punto de aplicaciéon y v es la parte vectorial de a. Se

acostumbra a denotar a = (p,a). Esto motiva a considerar el siguiente conjunto:
TM ={(p,v):pe M,veT,M}

8



Observaciéon 1.2.6. El conjunto TM = {(p,v) : p € M,v € T,M}, tiene una
estructura de variedad compleja de dimensién 2n. En efecto, vamos a dotar a
TM de una estructura de variedad. Sea A un atlas de M. Dada una carta local

(U, ) € A, podemos definir el conjunto
U= {(pv):pelUnvecT,M}

Por otro lado, como ¢ : U — ¢(U) C C" es un biholomorfismo se tiene que

¢'(p) : T,M — C" es un isomorfismo lineal. Luego podemos definir

p:U — C"xCr=C™
como ¢(p,v) = (pp),¢ (p)v).

Afirmacion: El conjunto A = {(U, @) : (U,¢) € A} es un atlas de dimension
2n. En efecto, en primer lugar se probara que ¢ es biyectiva:

Note que si (p,v),(¢qw) € U son tales que ¢(p,v) = @H(¢,w) entonces
(p(p), ¥ (P)v) = (¢(q), ¢ (q)w), como ¢ y ¢ son biyectivas esto implica que
(p,v) = (q,w). Luego ¢ es inyectiva. Por otro lado, como ¢ y ¢'(p) son
sobreyectivas entonces ¢ es sobreyectiva. Luego, A es una familia de biyecciones.
En segundo lugar, probaremos que @(U ) es un abierto de C?": observe que
si (p,v) € U entonces ¢(p,v) € @(U) x C*. Luego ¢(U) C ¢(U) x C™
Reciprocamente, si (z,w) € ¢(U) x C" entonces existe p € M tal que ¢(p) = =
y existe v € T,M tal que ¢'(p)v = w. Se sigue que (p,v) € U es tal que
@(p,v) = (z,w) y por tanto ¢(U) x C* C @(U). Concluimos que $(U) es un
abierto de C2". Mas aun, la inversa ¢~ : p(U) x C"* — U es dado por

Pz w) = (071 (2), (97 ) () ().

Por otro lado, es claro que TM = U U.
- . peM -
Finalmente, tomemos (U, @), (V,1) € A tales que U NV # (). Esto implica que

UNV # 0, ademés se tiene que UNV = o(UNV)xC" y H(TUNV) = p(UNV)xC",
de esta manera ¢(UNV) y ¥(UNV) son abiertos de C2*, y si (z,w) € $~H(UNV)

entonces

Yo (zw) = Y7 (2): (¢ (2)(w))



Por consiguiente, 1 o @~ ! es un biholomorfismo. Por lo tanto, A es un atlas
de dimension 2n. Ademas, T'M es un espacio topologico de Hausdorff con base

enumerable, ver [BT09].

La variedad holomorfa de dimension 2n, (T'M, A) es llamado fibrado tangente
de (M, A). Con la introduccion del fibrado tangente, podemos considerar todo
campo de vectores tangentes, como un mapeo Z : M — TM dado por Z(p) =
(p, Z(p)). Veamos la expresion de Z en coordenadas locales. Sea (U, ¢) € A, dado
p € U se tiene que Z(p) = (p, Z(p)) € U. Dado z € p(U), tenemos

(PoZoy™)(2) = &(Z(p™'(2)))
= ¢(e7(2), Z(¢7'(2)))
= (¢ (0 (2)Z(¢ ' (2)).
Se sigue que Z es un mapeo holomorfo si y solo si el mapeo (¢'.Z) o o=t :
o(U) — C™ definido por [(¢'.Z) o o7 1(2) = ¢'(¢71(2))Z(¢71(2)), es holomorfo
para toda (U, ¢) € A. Esto motiva a dar la siguiente definicion.

ASY

Definicion 1.2.7. Sea U C C" un abierto. Decimos que f : U — C es holomorfa
en p € U, si coincide en un entorno de p con una serie de potencias convergente.

Diremos que f es holomorfa en U si lo es todo punto de U.

Definiciéon 1.2.8. Sea M variedad holomorfa de dimensién n. Sea A un atlas
de M. Dada una carta local (U, ) € A. Diremos que f es holomorfa en U si su
representacion local en coordenadas de f, esto es fop™! : p(U) — C es holomorfa
en ¢(U). Denotaremos por O(M) al conjunto de todas las funciones holomorfas
en un abierto U de M.

Definicion 1.2.9. Sean M y N variedades holomorfas de dimension n. Diremos
que f es un biholomorfismo si y soélo si f es biyectiva, holomorfa y su inversa
f~': N — M también es holomorfa. Denotaremos por Bihol(M, N) al conjunto
de todos los biholomorfismos de M en N.

Definicion 1.2.10. Sean M y N variedades holomorfas de dimension n, F' €
Bihol(M,N)y Z : N — TN un campo de vectores. El pull-back de Z bajo F es
el campo de vectores F*(Z) : M — T'M definido por

FX(Z)(p) = [(F7')".Z) o Fl(p) = (F~')'(F(p)) Z(F(p))-
Observacion 1.2.11.
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l.Sea p € M, como (F ' (F(p) : TpmpmN — T,M es una
transformacion lineal y Z(F(p)) € TpyN, entonces F*(Z)(p) =
(FY)(F(p)).Z(F(p)), paratodo p€ M.

2. Denotaremos por X (M) al conjunto de todos los campos holomorfos

tangentes a M.

3. De las definiciones anteriores se sigue que si M y N son variedades analiticas
complejas de dimension n, F' € Bihol(M,N) y Z € X(N), entonces
F*(Z) e X(M).

A continuaciéon presentaremos unas propiedades, las cuales se prueban usando la
definicion 1.2.10, ver [BT09].

Proposicion 1.2.12. Sean M y N wvariedades holomorfas de dimensionn y F' €
Bihol(M, N). Se cumplen las siguientes propiedades.

1. F¥(Z+Y)=F*(Z)+ F*(Y), para todo Z,Y € X(N).

2. F*(aZ) = aF*(Z), para todo Z € X(N) y para todo a € C.

3. F*(fZ)=(fo F)F*(Z), para todo Z € X(N) y para toda f € O(N).
Demostracion. Ver [BT09]. O

Proposicion 1.2.13. Sean M, N y P wvariedades holomorfas de dimension n,
F € Bihol(M,N) y G € Bihol(N, P). Se cumple:

(Go F)'(Z)=F*(G*(Z)), paratodo Z € X(P).

Demostracion. Ver [BT09]. O

Observacion 1.2.14. Sea U C C™ abierto con coordenadas z = (z1, ..., 2),
0

para j € {1,..,m} definimos o U — TU = C*" x C" = C* como
<

0 0

a—zj(p) = (p,e;). Es claro que {8_21’ . a—zn} forman una coleccion de campos

vectoriales, linealmente independientes en cada p € U a la cual llamamos base.
La razén de este nombre se debe a que cualquier campo de vectores sobre U

puede escribirse como combinacion lineal de ellos. En efecto, sea Z € X (U) dado

11



p € U tenemos que Z(p) € C", luego existen nimeros complejos a1(p), ..., an(p)

tales que

(p):Zaj( Zag Za]az

De esta manera, a cada campo Z le asociamos n funciones ay,...,a, : U — C
n

llamados funciones coordenadas, tales que Z = Zaj oz, ~ (a,...,a,). Como

7j=1
Z € X(U), se sigue que ay, ..., a, son funciones holomorfas en U.

Proposicion 1.2.15. Sean U,V C C" abiertos, F € Bihol(U, V). Si

{i : } { 0 0 } son las bases para los campos de vectores en U
8217'."82’” Yy awl,...,awn P D
y V respectivamente, entonces
0 oF—! of;
F*<3wj) Z< : )azz’ pars todo § =1,..,m

donde =Y = (f1, ..., fm)-
Demostracion. Ver [BT09]. O

Sean (M, A) una variedad holomorfa de dimension n y Z € X(M). Dado

c%f’ . %} a la base de X (¢4 (U,)), tenemos

que (p 1) (Z) € X(pa(Us)), luego existen ay, ..., a, son funciones holomorfas en

©0a(Uy,) tales que (o 1)*(Z) = Za] 88 entonces

7=1

(Uq, pa) € A, denotaremos por {

<Z e ) Zn:(ajwa)(soa)*%.

7=1 7j=1

9
0z%

Si denotamos ZJ‘-" = (sﬁa)*< :
J

> y por af = a; o ¢, ( funciones holomorfas en

U,) se tiene que:
n
z2=2 07
j=1

De esta manera {Z¢, ..., Z%} es una base de X(U,), llamado referencial movil
de Z en la carta (U,, ¢q). Sea (U, pg) € Atal que U,p = U,NUg # ), denotemos

pot {a(z } la base de X(ps(Us)) v Zjﬁ = (‘Pﬁ)*% € X(Ug), tenemos que

J
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{Z0,..., 20} en U,p. Como @ o ¢! € Bihol(0a(Uag), 0a(Uas)) v denotando
wp ot = (f1,..., fn), por la proposicion 1.2.15, se tiene

(va')"(Z)) = (%U*(W*(i)) = (80609%_1)*(i) = En: o 0(90/3090;1)(;%

B B B
02; 0z = 02

luego

Sea M una variedad compleja de dimension n y Z € X (M). Decimos que
p € M es un punto singular de Z si y solo si Z(p) = 0 = (p,0), caso contrario
diremos que p es un punto regular de Z. Denotaremos por Sing(Z) al conjunto

de todos los puntos singulares de Z.

Teorema 1.2.16. (Teorema del flujo tubular). Sean M wuna variedad
compleja de dimension n y Z € X(M). Si p € M punto regular de Z entonces
existe (Uy, o) € A con p € U, tal que 0o(Uy) = At x AL (donde A* denota

un polidisco abierto en C*) y ¢* (;) =7 en U, (donde z = (2,2') € Cx C"1
21

son las coordenadas de ¢, (Uy)).
Demostracion. Ver [BT09]. O

Ejemplo 1.2.17. Sea M una variedad compleja y Z un campo de vectores
tangentes holomorfos en M tal que Z(p) # 0, para todo p € M. Demostraremos
que el campo Z induce una foliaciéon sobre M. FEn efecto, por el teorema
1.2.16 tenemos que dado p € M, existe (U, o) € A con p € U, tal que

PaUa) = A x ALy (%) = Z en U, (donde z = (z1,2') € C x C"! son
1

las coordenadas de ¢, (Uy,)). Si se considera la familia A" = {(U,, ¢a) }acr es facil
ver que satisface las dos primeras condiciones de la definiciéon 1.2.2 (con k = 1).
En cuanto a la tercera condicion, sea (Us, ¢a), (Us, pg) € A’ tales que U,p # 0.
Denotando por w = (w;,w’) a las coordenadas de ¢g(Us), de la definicién de A’
y propiedades del pull-back se tiene,

(ps0¢) (50) = g €0 Pallia).

13



Por otro lado, los cambios de coordenadas ¢p o v ' i 0a(Uag) — ¢p(Usg) lo

podemos escribir de la forma

(aﬁ © (70;1)(21’ Z”) = (fl(zbzﬂ)? ) fn(zbzﬁ))'

Utilizando la proposicién 1.2.15 se tiene

(pa0 7" (52) = 50 = i@oa 05 (52)

1=

Esto implica que

of

E 0 Vg ogpgl =0, paratodo i> 2.
wh

De esta manera fi, ..., f,, no depende de z; y la tercera condicion de la definicion
1.2.2 esta satisfecha.

Observacion 1.2.18. Una foliacion regular de dimensiéon 1 es inducida

localmente por campos de vectores no singulares.

En efecto: Para cada abierto trivializador U,, tomemos el campo v, =

0 .
(gzﬁa)*(a—Zl) donde (z1, (22, ..., 2,)) € D x D""1. Si U,s # 0, para cada p € Uyg,
por lo visto anteriormente existe f,g(p) € C* tal que v, = fopvs, donde fuz es

una funciéon holomorfa. Por lo tanto, el siguiente conjunto de datos:
a) Una cobertura de abiertos {Up, }aer de M,

b) para cada «a € I, existe un campo de vectores holomorfo no singular v, en
Ua,

¢) siempre que U,s # 0, existe una funcion holomorfa
faﬁ : Uag — C*

tal que val,, = fasvsly, -

definen una foliacion holomorfa regular de dimension 1 en M.

A continuacién daremos algunas definiciones , y presentaremos el teorema de Levi
que nos permitiran probar que toda foliaciéon holomorfa regular de dimensiéon 1

esta inducida localmente por un campo de vectores holomorfo.
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Definicion 1.2.19. Sea X un subconjunto de la variedad compleja M. Diremos
que X es un subconjunto analitico de M, si para cada x € M existen una
vecindad abierta U C M de x y una funcién holomorfa f: U — CP, tales que
XNU = f740), p puede depender de z.

Proposicion 1.2.20. Sea A un conjunto analitico con dominio D, (D es un

dominio de A, si es abierto y conexo), A # D entonces D-A es conexo.

Demostracion. Ver |[GHTS|. O

Teorema 1.2.21. (/GH78/). Sea f una funcion meromorfa definida fuera de una
vartedad analitica de codimension mayor o igual a 2 en una variedad compleja

M. Entonces f se extiende a una funcion meromorfa en M.
Demostracion. Ver [NS11]. O

Teorema 1.2.22. ([AV11]). Sean M una variedad compleja de dimension n > 2,
D un dominio en M y K un subconjunto compacto de D tal que D — K es conexo.

Entonces toda funcion holomorfa f : D — K — C posee una tinica extension

holomorfa f*: D — C.
Demostracion. Ver [NS11]. O

Definiciéon 1.2.23. Una foliaciéon holomorfa singular %, de dimension k& (o
codimension n — k), donde 1 < k < n — 1, en una variedad compleja M, es
una foliaciéon no singular de dimension k£ en M — S, donde S es un conjunto

analitico en M de codimensiéon mayor o igual a 2.

El conjunto S de la definicién 1.2.23 sera minimal en el siguiente sentido: no
existe subconjunto analitico propio S” C S tal que una foliacion regular en M — S
se extienda a M — S”. En esas condiciones S es llamado el conjunto singular
de la foliacion .# y es denotado por Sing(.-#). Los elementos de Sing(#)
son llamados puntos singulares o singularidades, en cuanto los elementos
de M — Sing(.#) son llamados puntos regulares. Las hojas de % son, por

definicion, las hojas de la foliacion regular ) Dos foliaciones singulares

T
M—Sing(F
F v ' son iguales si:

i. Sing(.#) = Sing(.#")

ii. Las foliaciones regulares .# | M—sing(#) Y F! M —Sing(#) SO0 iguales.
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A partir de ahora, usaremos el término de foliacién para designar foliacion

holomorfa singular.

Proposicion 1.2.24. Toda foliacion de dimension 1 es inducida localmente por

un campo de vectores holomorfo.

Demostracion. Como el problema es local, se puede considerar en un polidisco
P C C". Sea .# una foliaciéon en P. ‘g‘P—Smg(y)

la, observacion 1.2.18 existe un cubrimiento por abiertos {U, }aer de P—Sing(.%)

es una foliaciéon no singular, por

y campos de vectores v, induciendo .# ’U , satisfaciendo UQ‘U , = fa[gvg‘U ,
siempre que U,s # 0, donde fog : Usg — C* es una funcion holomorfa. Sea
Vg = <v£a), ...,v,(f)>, como P — Sing(.%) es convexo, suponemos que o £

para todo a € I. Para cada o € I,

(a) ﬁ () vifi)l

g - 7"'7gn— =
1 Uéa) 1

son funciones meroformas en U,. Si U,p # ), como Ua’Ua/s = faﬁvg‘UaB tenemos

vl(a) = fagvzw) , para todo i € {1,...,n—1}.

Luego,
a « B
g(a) e Ui e faﬁv’f ) = 'UZ( ) = g(ﬁ)
T T @ P
Asi,
(@) _ _(B) ; _
g =g, paratodo i€ {l,..,n—1}. (1.1)

Las definiciones locales de (1.1) son compatibles y definen funciones meromorfas
g1,y gn en P — Sing(F). Suponga que Sing(#) tiene codimensién por
lo menos 2, entonces por el teorema 1.2.21 permite extender g¢i,...,¢9,_1 a
funciones meromorfas en P, denotadas por ¢, ...,g,_1. Sea h el m.c.m. de sus
denominadores (en un polidisco una funcién meromorfa es el cociente de 2
funciones holomorfas). El campo v = (hgy, ..., hgn_1,h) es holomorfa en P, su
conjunto singular esté contenido en Sing(.%#) e induce .# (por el ejemplo 1.2.17)
en M — Sing(.#). Por lo tanto, .# es una foliaciéon de dimension 1 inducida

localmente por v. O

Sea .# una foliacion de dimension 1 en una variedad compleja M de dimension
n. Sean U,, Us C M abiertos con U,y = U, N Uz # 0, por la proposicion
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(1.2.24) .# esta inducida por campos vectoriales holomorfos v, y vg, en U, y
Ug respectivamente. Luego, por la observaciéon 1.2.18 se tiene que existe una
funcion holomorfa f,5 : Uyg — Sing(:#) — C* que satisface UQ‘UQB = faﬁvg‘UaB
en U,s # 0. Al usar el teorema 1.2.22 extendemos f,s a una funciéon holomorfa
gap en U,g. Esta funcion no se anula. De hecho, su conjunto de ceros es diferente
del vacio y es una variedad holomorfa de codimensiéon 1 contenida en el conjunto
analitico de codimensién por lo menos 2, Sing(.%#). Finalmente tenemos que
Valy,, = GapVsly,, YA que esta relacion se satisface en U,z — Sing(.F).
Definiciéon 1.2.25. Una foliaciéon holomorfa de dimension 1 en M, también puede
ser dada por el siguiente conjunto de informaciones:
a) Un cubrimiento por abiertos {U, }aer de M.

b) Para cada o € I, un campo de vectores holomorfo no singular v, en U,, cuyo

conjunto singular tiene codimension mayor o igual a 2.

c) Existen funciones holomorfas
faﬂ . Ua/j — (C*,

tal que vau,, = fasUs|U.s, siempre que Ugg 7# 0.

Definicién 1.2.26. Sea M una variedad holomorfa compleja de dimension n.

Una forma de grado 1 o una 1-forma en M es una aplicacién

w:M— | (T,M),
peEM

que a cada p € M le asocia una aplicacion lineal w(p) € (1,M)*, donde (T,M)*
es el dual de (T,M) y w(p) : T,M — C.

Observacion 1.2.27. Para poder hablar de 1- formas holomorfas, es necesario

dotar al conjunto de llegada U (T,M)" de una estructura de variedad holomorfa
pEM

compleja. Note que en primer lugar que a € U (T,M)" siy solo si existen un
peEM
peM y L, e (T,M)", donde geométricamente p es el punto de aplicacion y L,

es una aplicacion lineal definida en 7M. Se acostumbra a denotar a a = (a, p).

Esto motiva a considerar el siguiente conjunto:
(TM)* ={(p,wp) : p € M,w, € (T,M)"}.
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Observacion 1.2.28. El conjunto (7T'M)* tiene una estructura de variedad

holomorfa compleja de dimension 2n, ver [BT09].

Observacion 1.2.29. Sea U C C™ abierto con coordenadas z = (z1, 22, ..., 2 ),
para j € {1,2,...,n} definimos dz; : U — T,U* = (C")* como dz;(p) =
(p,dz;(p)). Es claro que {dzi,dxs,...,dz,} forma una coleccion de 1-formas
linealmente independientes en cada p € U a la cual llamamos base. La razon
de este nombre se debe a que cualquier 1-forma sobre U puede escribirse como
combinacion lineal de ellos. En efecto, sea w una 1- forma holomorfa y dado p € U
tenemos que w(p) € (C")*, luego existen nimeros complejos a;(p), ..., a,(p) tales

que
w(p) = 3 o (p)de,(p) = S o (p)des () = Y ayiny 7)

De esta manera, a cada 1- forma w le asociamos n funciones ay,...,a, : U — C
n

llamados funciones coordenadas, tales que w = Zajdxj. Como w es una 1-
j=1

forma holomorfa, se sigue que aq, ..., a,, son funciones holomorfas en U.

Definicién 1.2.30. Sea M una variedad compleja de dimension n y w una 1-

forma holomorfa en U, U C M abierto. Decimos que p € M es un punto singular

de w si y solo si w(p) = 0 = (p,0), caso contrario diremos que p es un punto

regular de w. Denotaremos al conjunto singular de w por Sing(w),

Sing(w) ={p e U : w(p) = 0}.
Observacion 1.2.31. Consideremos U C C™ abierto, se dice w es una 1- forma
holomorfa en U si se puede escribir como:

n

w(p) = a;(p)da;(p),

j=1
donde a;(p) son funciones holomorfas en U para cada j = 1,...,n. Notar que
w(p) = 0 siy solo si aj(p) =0, para j = 1,...,n. Luego, el conjunto de todos los

puntos singulares de w estéd dado por
Sing(w) ={peU:a;(p)=0,7=1,...,n}.

Ademas, el ntcleo de w(p), esta dado por:

Ker(w(p)) ={peU: Zaj(p)dxj(p) =0,7=1,....,n}.
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Definiciéon 1.2.32. Sea M una variedad holomorfa de dimension n, U C M un
subconjunto abierto y w una 1—forma holomorfa en U tal que Sing(w) tiene
codimensién mayor o igual que 2. Diremos que w es una 1—forma holomorfa
integrable si existe una foliacion % no singular de codimension 1 en U — Sing(w)

tales que:
T,(F) = Ker(w(p));

para todo p € U — Sing(w).

Teorema 1.2.33. (Frobenius). Una 1— forma w es integrable si y solo si el

producto exterior w A\ dw = 0.
Demostracion. Ver [CN85]. O

Observacion 1.2.34. Notemos que como consecuencia de este teorema toda 1—

forma define una foliacién en una variedad de dimensién 2.

Observacion 1.2.35. Notar que si M es una variedad compleja de dimension
2, entonces se cumple que w A dw = 0. Luego, por el teorema 1.2.33 se tiene
que w es integrable. En consecuencia, por la definicion 1.2.32 tenemos que existe
una foliaciéon .# no singular de codimension 1 en U — Sing(w). Reciprocamente,
siguiendo los mismos pasos que se hizo para campos vectoriales, se muestra
que toda foliacion holomorfa de codimensiéon 1 es inducida localmente por una

1—forma holomorfa integrable.

Sea Uy, Uy C M abiertos con Uy = Uy NU; # 0, wy y wy 1— formas
holomorfas en U; y U, respectivamente ambas integrables y con conjunto singular
de codimension por lo menos 2. Supongamos que existe una foliacion .# de
codimension 1 en U; U U, tal que 9|U1 ﬁ‘UQ son inducidas por w; y wo,
respectivamente. Observe que si p € (UyNUs) — (Sing(w;)U Sing(ws)), entonces
existe g(p) € C* tal que wy(p) = g(p)wz(p). La funcion g : (U;NU;) — (Sing(w;,)U
Sing(wy)) — C* asi definida es holomorfa. Por el teorema 1.2.22, extendemos g a

una funcion holomorfa g : (U; N Us) — C* tal que wy(p) = g(p)wa(p) en Uy N Us.

Definiciéon 1.2.36. Una foliacién holomorfa singular de codimension 1 en M, es

dada por la siguiente informacion :
(i) Una cobertura de abiertos {Up, }aer de M.

(ii) Para cada a € I, existe una 1— forma integrable w, no identicamente nula

en U,, cuyo conjunto singular tiene codimension mayor o igual a 2.
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(iii) Existe funciones holomorfas fu5 : U, N Us — C* tales que si U, N Uz # 0

entonces w, = fapws en U, N Ug.
Para cada forma w, consideramos el conjunto singular, dada por
Sing(wa) = {p € Uy : wa(p) =0} =: S,.
Es claro que S, es un subconjunto analitico de U,. De (ii7) se sigue que
SaNU,NUg = SN U, N Usg.

Asi, la union de los S, definen un subconjunto analitico S de M el cual lo

denotaremos por Sing(.%) y sera llamado el conjunto singular de .%.

1.3 Espacio proyectivo complejo de dimension
uno, P¢.

En esta seccion, definiremos el espacio proyectivo complejo de dimension 1, Pg.

Consideremos la relaciéon de equivalencia “~ ” en C? — {(0,0)} definido por
(x,y) ~ (Z,y) & INe€ C" tal que T = Az Ay= Ny, (1.2)
donde C* = C — {0}.

Definicién 1.3.1. El espacio cociente de C? — {(0,0)} por ~, donde “~ 7 es la
relacion de equivalencia (1.2), se llama espacio proyectivo complejo de dimension
1 o linea proyectiva denotada por Pg. La clase de equivalencia de un punto

(z,y) € C? sera denotada por [z : y].

Observacion 1.3.2. Notemos que P es obtenido de C? — {(0,0)} por
identificacion de puntos (z,y) y (Z,y) como en (1.2), sobre una misma recta
compleja. Denotemos por 7 : C? — {(0,0)} — PZ, la proyeccién canénica de este
coclente.

P es interpretado como el espacio de rectas que pasan por el origen de C2.

Observacion 1.3.3. El espacio P{. es una variedad compleja de dimension 1, con
atlas & = {(U;, ¢;),1 = 0,1}, donde Uy = {[x : t] : 2 # 0}, Uy = {[s : y] : y # 0}

y los homeomorfismos
¢0 : U() — C*
t
[z :t] = ¢o([x : t]) = o
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gbl : U1—>(C*
[s:ywms:ynzg,

cuyas inversas continuas estan dadas por

oyt - C*— Uy
t— g t(t) =[x : 2t]

y
o7t 1 C = U
s = ¢1'(s) = [sy 1 yl.
Observamos que ¢o(UyNU;) = C* v ¢1(UyNU;) = C*, ademas, se tiene que
(61065")(0) = 6165 (1)) = én((a - ) =
Y 1
(00 ¢71)(s) = ¢o(¢1(5)) = ¢o([sy : y]) = 5

De esta manera, ¢1 0 ¢y : C* — C* y ¢pg 0 ¢, : C* — C* son holomorfas. Por
tanto {(Uy, ¢o), (U1, ¢1)} es un atlas sobre P y por tanto P¢ resulta una variedad

compleja de dimension 1.

Proposicion 1.3.4. P{ es una variedad compacta y simplemente coneza.

Demostracion. Ver |[GHTS|. O

1.3.1 Explosiéon con centro en el origen de C2.

A continuacion, describiremos la definicién de explosion centrado en (0,0) € C2.
Para ello, procedemos de la siguiente manera.

Una explosion centrado en (0,0) € C? consiste en reemplazar el origen (0,0) € C?
por el espacio proyectivo P, dejando a los otros puntos invariantes en un sentido

biholomorfo. Empezamos considerando la funcion:

T : C*—C?

(x,t) = m(x,t) = (z,tx) = (z,y),
en estas coordenadas tenemos las siguientes propiedades

21



o 7,'(0,0) = {(0,) : t € C},

o m(C?) =(C*xC)U{(0,0)}, ¥

e 1y : C* x C— C* x C es un biholomorfismo con inversa.

i C*xC — C*xC
_ Y
(CE,y) - T l(xay) = ([B, E)

Notamos que (0,0) € C? es reemplazado por la recta {x = 0}. No obstante, no
podemos cubrir la recta {(0,y) : y € C}. Para cubrir tal recta considere la funcion
71 en las coordenadas (s,y) dada por m(s,y) = (sy,y); en este caso x = sy e
y = y. En las coordenadas (s,y) se tiene propiedades similares a las dadas por
las coordenadas (z,1).
Cuando se trabaja en las coordenadas (s,y) no cubrimos la recta {y = 0}. Para
cubrir todo C? necesitamos pegar el plano xt con el plano sy, identificando asi la

recta {z = 0} con la recta {y = 0} para ello, procedemos de la siguiente manera:

Definimos los siguientes conjuntos

Uo := {(z,y,[p]) € C* x Uy : y = $o([p))z} C C* x P,

Ur = {(z,y,[p]) € C* x U1 12 = ¢u([p])y} € C* x PP,

y (Ui, ¢:), i = 0,1 son las parametrizaciones de Pf, ademds al considerar las

funciones

* $o: Uy — C* donde go(z,y, [p]) = («, do([p])),

e $1:U; = C* donde @ (z,y,[p]) = (&1([p]), v),

o 5yl C* = Uy donde ¢pt(x,t) = (z,tz, ¢y (t)),

e p71:C?> = Uy donde @7l(s,y) = (sy,y, 7 (s)).
Llamemos, @(2) = UO U (71. Observemos que

UNU, =C*x (UyNUy),50(UgNT) =CxC* y ¢ (UyNT,) =C* xC,
ademaés,

(310 65) (2. 1) = B2, 657 (1) = (B1(05" (1), 12) = (. 12)
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. . . _ _ 1
(Go0@1)(s,y) = Golsy, 4,1 (5)) = (s, bo(1 () = (s, 7).

De esta manera $; 0 @Gy : Cx C* = C*xCy goop;t : C* xC — C x C*
son holomorfas. Por lo tanto {(Uy, o), (U1, $1)} es un atlas sobre C? y por
lo tanto C? resulta una variedad compleja de dimension 2. Denotemos por
7 = 7o U T una explosion con centro en el origen (0,0) € C?. El conjunto

7710) = 7, Un ' = PL es llamado divisor excepcional de 7.

1.4 Foliaciones sobre superficies

Sea .# una foliacion holomorfa singular de dimension 1 en una superficie compleja
M (variedad compleja de dimension 2). Como .# tiene al mismo tiempo,
dimension y codimensiéon 1, es inducido localmente por un campo vectorial
holomorfo asi como por 1— forma holomorfa. Si .# es definida en una vecindad

U de p € M por un campo X, entonces en coordenadas afines (z,y)

X(z,y) = (P(x,y),Q(x,y)), (1.3)

o equivalentemente por una 1— forma holomorfa

w(z,y) = —Q(z,y)dz + P(z,y)dy =0 (1.4)

donde P, € C{z,y} son relativamente primos y X es el campo tangente
asociado a w en el sentido de que X(w) = 0. Note que Sing(w) = Sing(X).
A partir de ahora y en todo el presente trabajo, si .# es una foliacién sobre
(C?%,p), entonces .Z es inducida por X como en (1.3) o por w = 0 como en (1.4)

y el conjunto Sing(#) denota todos los puntos singulares de la foliacion .Z.

Definicién 1.4.1. Sea .# una foliacién sobre (C? p) inducida por una 1—
forma holomorfa w(z,y) = —Q(x,y)dx + P(x,y)dy y suponga que p es la tnica
singularidad de .%, la multiplicidad de la foliacion .% en p, denotada por v, (%),
es definida por v, (%) = min{ord(P), ord(Q)}.

Ejemplo 1.4.2. Sea .# una foliacién sobre (C?,0), inducida por la 1—forma
w = ydr — xdy,

note que (0,0) es la tnica singularidad de la foliacion %, con multiplicidad
vo(F) = min{ord(—z),ord(—y)} =1
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Ejemplo 1.4.3. Sea .# una foliaciéon en (C%,0), inducida por la 1—forma
w = (z —y)dr + 22dy,

note que (0,0) es la tunica singularidad de la foliacion %, con multiplicidad
vo(Z) = min{ord(z?),ord(y — z)} = 1.

Definiciéon 1.4.4. Sea .# una foliacion en (C? p) inducida por una 1— forma
holomorfa w(z,y) = —Q(z,y)dx + P(x,y)dy. Decimos que la curva analitica o

formal Cy es invariante por .# si

wAdf = f.n, (1.5)
donde 7 es una 2- forma (es decir, n = zdx A dy, con z € C{z,y}).

Definicion 1.4.5. Sea .# una foliacién sobre (C?, p) inducida por una 1— forma
holomorfa w = —Q(z,y)dr + P(x,y)dy, p = (0,0) es la tnica singularidad
de .# y sea Cy la curva analitica o formal compleja definida por f en p. Una
separatriz pasando por p es la curva C; invariante por .# que contiene p, es

decir, Cy — Sing(:#) es localmente una uniéon de hojas de .Z.

Definiciéon 1.4.6. Una separatriz débil pasando por p = (0, 0) es la curva formal
Cr={f(z,y) =0, f € Clx,y]} invariante por .# que contiene p.

Ademas, una separatriz analitica (fuerte) pasando por p = (0,0) es la curva
analitica Cy = {f(x,y) =0, f € C{z,y}} invariante por .# que contiene p.
Denotaremos al conjunto de todas las separatrices de .# pasando por p por
Sepp(F).

Definicion 1.4.7. Sea .# una foliacion sobre U C C?, vecindad de p = (0,0) €
C?, definida por la 1— forma holomorfa w(x,y) = —Q(x,y)dz + P(x,y)dy y
p € Sing(.:#). Se define una rama local de separatriz B C Sepp(#) como el
conjunto B = {(x,y) € U : f(x,y) = 0}, donde B es determinada por los ceros
de una funcion f irreducible.

Si f € C[x,y], se dird que B es una rama local formal. Ademas, se dird que B

es una rama local analitica si f € C{xz,y}.

Ejemplo 1.4.8. Sea .# una foliacion sobre (C?,0) inducida por la 1—forma

w = —ydxr + 2xdy.
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Note que Sing(.#) = {(0,0)}, ademas vo(.#) = min{ord(2z),ord(y)} = 1. Por
otro lado, .# tiene infinitas separatrices, las cuales son By : {f = y = 0},
By : {g =2 =0}y B. = {h =9y*>—xc =0} con c € C* en efecto, para
By : {f =y = 0} diferenciando f se tiene df = dy. Luego,

wAdf = (—ydr + 2zdy) Ndy = —ydx Ndy = f.n,

donde n = —dz A dy.
Por otro lado, f € C{z,y} y por lo tanto B; es una separatriz analitica.

Analogamente, para B, : {g = x = 0} diferenciando g se tiene dg = dx. Luego,
w A dg = (—ydz + 2xdy) A doe = —2zdz A dy = g.1,

donde n = —2dx A dy.
Por otro lado, g € C{x,y} y por lo tanto By es una separatriz analitica.
Finalmente, para B. = {h = y*> — zc = 0} diferenciando h se tiene dh =

—cdx + 2ydy. Luego,
w A dh = (—ydz + 2xdy) A (—cdx + 2ydy) = —2(y* — xc)dx A dy = h.n,

donde n = —2dx A dy.
Por otro lado, h € C{z,y} y por lo tanto B. es una separatriz analitica.

Ejemplo 1.4.9. Sea .# la foliaciéon de Riccati en (C?,0) inducida por la 1—forma
w = (y* + xy + 2°)dx + 2*dy.

Note que Sing(#) = {(0,0)}, ademéas vo(F) = min{ord(z?),ord(—y* — xy —
1?)} = 2. Las tnicas separatrices de % son By : {f =2 =0}, Bo={g=a+y =
0}, en efecto, para By : {f = x = 0} diferenciando f se tiene df = dx. Luego,

wAdf = ((y* + xvy + 2*)dx + 22dy) A dx = —2*dx A dy = fn,

donde n = —zdx A dy.

Por otro lado, f € C{z,y} y por lo tanto B; es una separatriz analitica.
Analogamente, para B, : {g = x +y = 0} diferenciando g se tiene dg = dz + dy.
Luego,

wAdg = ((y* + zy + 2°)dx + 2°dy) A (dx + dy) = (z + y)ydx A dy = g.n,

donde n = ydz A dy.

Por otro lado, g € C{x,y} y por lo tanto By es una separatriz analitica.
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Ejemplo 1.4.10. Sea .Z la foliacion de Suzuki’s en (C?,0) inducida por la 1—
forma
w = (y* +y* — xy)dr — (2xy* + vy — 2%)dy.

Observe que Sing(.Z#) = {(0,0)}, ademés vo(F) = min{ord(—(2zy* + zy —
z?)),ord(—(y* +y* — xy))} = 2. Por otro lado, .Z tiene infinitas separatrices, las
cuales son By = {f =x =0}, By ={v=y =0}, S, : {h:y2+y—xln(%) =
0,c € C*} con ¢ € C, en efecto, para By : {f = x = 0} diferenciando f sextiene
df = dx. Luego,

wAdf = ((y*+y* —zy)dz — (2xy* + 2y —2%)dy) Adr = (2> +y—2)de Ady = f.1,

donde n = (2y*> +y — x)dz A dy.
Por otro lado, f € C{z,y} y por lo tanto B; es una separatriz analitica.

Analogamente, para By = {v = y = 0} diferenciando v se tiene dv = dy. Luego,
wAdv=((y*+ 9> — zy)de — (2zy* + 2y — ) dy) A dy
=y(y’ +y—x)dx Ndy = v,

donde n = (y*> +y — x)dx A dy.
Por otro lado, v € C{x,y} y por lo tanto By es una separatriz analitica.

Finalmente, para S. : {h = y* +y — xln(%) = 0,c € C*} diferenciando h se
tiene dh = (2y + 1 — 2)dy — (in(22) — 1)dz. Luego,
Yy T

wAdh = ((y3+y2—:cy)dx—(2xy2+xy—x2)dy)/\((2y—i—1—g)dy—ln((%)—l)dx)
2 cy 2
=W +y-— xln(;))@y +y—x)dz ANdy = h.n,

donde n = (2y* +y — x)dz A dy.
Por otro lado, h € C{z,y} y por lo tanto S, es una separatriz analitica.

Ejemplo 1.4.11. Sea .# una foliacién en (C?,0) inducida por la 1— forma
w = (29 + 2*)dx — 2xydy.

Note que Sing(#) = {(0,0)}, ademéas vo(.#) = min{ord(—2zy), ord(—2y* —
23)} = 2. Por otro lado, .Z tiene infinitas separatrices, las cuales son By = {f =
r=0},S.={h=9y>—a23—cx? =0} conce C, en efecto, para B, : {f = x = 0}

diferenciando f se tiene df = dx. Luego,

wAdf = ((2y* + 2%)dx — 2zydy) A dx = 2zydr A dy = f.n,
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donde n = 2ydx A dy.
Por otro lado, f € C{z,y} y por lo tanto B; es una separatriz analitica.

3

Analogamente, para S. = {h = y? — 23 — cz? = 0} diferenciando h se tiene

dh = 2ydy — 3x?dz — 2cxdx. Luego,

w A dh = ((2y* + 2%)dx — 2xydy) A (2ydy — 3x°dx — 2cwdz)
= dy(y* — 2 — ca®)dx A dy = h.n,

donde n = 4ydx A dy.

Por otro lado, h € C{z,y} y por lo tanto S, es una separatriz analitica.

Definicién 1.4.12. Sea .# una foliacién sobre (C?,p), inducida por w(z,y) =

—Q(z,y)dx + P(x,y)dy. Se define el nucleo de la 1— forma w(p) como

Ker(w(p)) = {(z,y) € C*: P(z,y)r + Q(z,y)y = 0}.
Observaciones

e De la definicion 1.4.12, si p es una singularidad de .# entonces el
Ker(w(p)) = C2% Caso contrario, si p no es una singularidad entonces,

Ker(w(p)) es una recta compleja.
e Si h € O*(C?, p), entonces Ker(w') = Ker(h.w').

e Si P y () tienen parte comin en cada componente homogénea, es
decir, med(P,Q) # 1. Luego, P(x,y) = h(z,y)P(z,y) v Q(z,y) =
hz,y)Q'(x,y), donde med(P', Q") = 1. Si w = h(z,y)[—Q'(x,y)dzr +
P'(x,y)dy], al hacer w' = —Q'(x,y)dz + P'(x,y)dy, se tiene que w = h.w’,
h* € O(C?,p).

Notamos que P’ y @' son primos relativos, entonces Sing(#') es un

conjunto aislado.

De las observaciones anteriores, se tiene que si Py () tienen parte comun en cada
componente homogénea, entonces existe h € O*(C? p) tal que X = h.Y, donde
Y es un campo vectorial holomorfo.

Esto implica que la foliacién generada por el campo vectorial X es analiticamente
equivalente a la foliacién generada por Y. Esto significa que la foliacién definida
por una 1— forma holomorfa w = —Qdx + Pdy donde P y () no son primos

relativos, es la misma foliacion que genera la 1— forma holomorfa w’' = —Q'dx +
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P'dy donde P’y () son primos relativos.
Por lo tanto, podemos suponer que med(P, Q) = 1, es decir, P y () no tienen

factores comunes mas que puntos.

Definicion 1.4.13. Sean M una superficie compleja y .# una foliacién sobre
U C M, vecindad de p € M, definida por la 1— forma holomorfa w(z,y) =
—Q(z,y)dxr + P(z,y)dy. Sea B la separatriz débil pasando por p y p = (0,0)
una singularidad de .%, podemos asumir que {y = 0} es el cono tangente de B.
Considere una parametrizacion de Puiseur ¢ de B en p, entonces el indice de

tangencia de .7 en p con respecto a B por Indy (%) = ordi—oP(o(t)).

Sea # una foliacion en (C?,0) inducida por una 1— forma holomorfa
w = —Q(z,y)dx + P(x,y)dy o por su campo vectorial tangente asociado a
w: X = (P(z,y),Q(z,y)), donde P,Q € C{z,y}; y suponga que (0,0) € C?
es la tnica singularidad de .# con multiplicidad vo(.-#) = 1. Entonces en las

coordenadas (x,y) centrada en (0,0):

X = (3 Pw) 2+ (fjczj@,y))%,

donde, P; y (); son polinomios homogeneos de grado 1.

La parte lineal LX, del campo vectorial X, estd dada por:

0 0
LX(x,y) = (P + Poﬂ/)% + (Qio7 + me)a_y’

con la matriz asociada

Py Po
Q10 Qo
Denotemos por J,, la matriz Jacobiana de X" en (z,y), definida por
oP 0P
Ju(w,y) = 35 3’;5
dor By

Observe que al reemplazar en la singularidad (0,0) € C?, se tiene

aP(0,0) AP(0,0)
B ox 0y P For
Ju(0,0) =1 50(0,0)  9Q(0,0) Qo Qul|
ox 0y
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Definicion 1.4.14. Diremos que p € C2, es una singularidad reducida o simple
o

para % si la parte lineal LX(p) del campo vectorial holomorfo X(z,y) =
(P(z,y),Q(z,y)) es no nulo y tiene valores propios Aj, Ay € C satisfaciendo una

de las siguientes propiedades:

A
(i) M. Adg # 0y )\—1 ¢ QF. A este tipo de singularidad se le conoce como

2
singularidad hiperbolica.

(ii) A1 # 0y A2 = 0. A esta singularidad se le conoce como singularidad silla-

nodo.

En el caso (i), existen coordenadas analiticas en (z,y) en las que .# es inducida

por la ecuacion:

donde a,b € C*{x,y}, asi Sep,(#) esta formado por dos ramas analiticas
transversales dadas por: {z = 0} y {y = 0}. En el caso (ii), existe un cambio

formal de coordenadas, tal que
w = —y(1 + Az®)dx + 2" dy, (1.7)

donde A € Cy k € Z~( son invariantes formales de la 1— forma w (es decir, el
coeficiente y el exponente del polinomio Q(z,y) son determinados por el (k+1)—
jet de w en el origen), (ver ([MR82]). La curva {z = 0} es una separatriz analitica,
llamada separatriz fuerte, mientras {y(x) = 0} con y € C[z,y], es llamada
separatriz débil. El entero k+1 es llamado indice de tangencia de .% con respecto

a la separatriz débil.
Ejemplo 1.4.15. Sea . una foliacién en (C?,0) inducida por la 1— forma
w = (x —y)dr + 22dy,

note que (0,0) € C? es la tnica singularidad reducida de .# con multiplicidad
vo(-#) = 1, puesto que la matriz jacobiana en (0,0) asociada al campo X =

(22, y — z) tangente a w, estd dada por

J.,(0,0) = [0 O],

-1 1
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con valores propios A\; = 0 y Ay = 1. Esto implica que, (0,0) es una singularidad
del tipo silla-nodo. Por otro lado, note que las tunicas separatrices de .# son
B ={f=2=0, B ={h=y= Z(] — D! 27 | en efecto, para

J=1

By : {f = x = 0} diferenciando f se tiene df = dx. Luego,
wAdf = ((x —y)dr + 2*dy) A dx = x*dw A dy = f.n,

donde n = xdx N dy.

Por otro lado, f € C{z,y} y por lo tanto B; es una separatriz analitica.

Analogamente, para By = {h =y— Z(] — D!l = 0} diferenciando h se tiene
j=1

dh = dy — Zj(j —1)! 2771, Luego,

J=1

wAdh = ((x — y)dx + 2*dy) A (dy — Zj(j — )l

o0

=—(y— Z(] — ) 2¥)dx Ady = h.n,

J=1

donde n = —dz A dy.
Por otro lado, h € C[z,y] y por lo tanto By es una separatriz débil.

Como B, es una separatriz de .#, entonces admite una parametrizacién de

Puiseux dada por ¢(t) = (t, Z(j—l)! t). Esto implica que el indice de tangencia
j=1
de .Z en 0 con respecto a By es Indy(F) = ord;—o(t*) = 2.

Ejemplo 1.4.16. Sea .# una foliacién en (C?,0), inducida por la 1— forma
w = (M +a(z,y))dy — y(As + b(z, y))dz,

donde A\j. Ay # 0, i—; Z Q" ya,be C{x,y} tal que a(0) =0, b(0) = 0. Note que
(0,0) es una singularidad reducida de tipo hiperbolico de % con multiplicidad
vo(-#) = min{ord(x(\ + a(z,y))),ord(y(As + b(z,y)))} = 1, puesto que su
matriz jacobiana en (0, 0) asociada al campo X = (z(A +a(z, 7)), y( A +b(x,y)))

tangente a w, esta dada por

A O
Ju(0,0) = [01 AJ ’
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con valores propios A\; y Ag y cociente A = )\—1 ¢ Q*. Por otro lado, las tnicas
2

separatrices analiticas de .# son By = {f = © = 0}, By = {h = y = 0}, en efecto,

para B : {f = x = 0} diferenciando f se tiene df = dx. Luego,

wAdf = (x(M+a(z,y))dy—y(A+b(z,y))dx)ANdx = —z(M+a(z,y))dxeAdy = f.n,

donde n = —(A\; + a(z,y))dx A dy.
Por otro lado, f € C{xz,y} y por lo tanto B; es una separatriz analitica.

Analogamente, para By : {h =y = 0} diferenciando h se tiene dh = dy. Luego,
wAdh = (z(A\1+a(z,y))dy—y(Aa+b(z, y))dz)Ady = —y(Aa+b(z,y))dzAdy = h.n,

donde n = —(Ay + b(z,y))dz A dy.

Por otro lado, h € C{z,y} y por lo tanto By es una separatriz analitica.
Ejemplo 1.4.17. Sea .# una foliacién en (C?,0) inducida por la 1— forma
w = —y(1 + Az®)dx + 2" dy,

donde A € Cy k € Z~. Note que p = (0,0) es una singularidad reducida de tipo
silla-nodo de .# con multiplicidad vo(.#) = min{ord(z*), ord(y + \yz*)} = 1,

puesto que la matriz jacobiana en (0,0) asociada al campo X = (2*™1 y + Aya®)

0 0
0 1|’

cuyos valores propios son Ay = 0y Ay = 1. Por otro lado, observe que las tinicas

tangente a w, estd dada por

J(0,0) =

separatrices son By : {f = x =0}y By : {h = y(xz) = 0}, en efecto, para
By : {f = x = 0} diferenciando f se tiene df = dx. Luego,

wAdf = (—y(1 + Xa®)dx + 2" dy) A de = —2*dae A dy = [,

donde n = —2*dx A dy.
Por otro lado, f € C{xz,y} y por lo tanto B; es una separatriz analitica.

Analogamente, para By : {h =y = 0} diferenciando h se tiene dh = dy. Luego,
w A dh = (—y(1 + Xa®)dz + 2" dy) A dy = —y(1 + \a¥)dx A dy = h.n,

donde n = —(1 + A\z¥)dz A dy.
Por otro lado, h € C{z,y} y por lo tanto By es una separatriz débil.
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Ejemplo 1.4.18. Sea . una foliacién en (C?,0) inducida por la 1 forma
w = ydxr — xdy.

Note que Sing(.#) = {(0,0)}, ademas vo(#) = 1. Por otro lado, las tnicas
separatrices de . son By = {f = x = 0}, By = {h = y = 0}, las cuales son
separatrices analiticas, en efecto, para By : {f = x = 0} diferenciando f se tiene
df = dx. Luego,

w A df = (ydz — xdy) N dex = xdx Ndy = f.n,

donde n = xdx N dy.
Por otro lado, f € C{x,y} y por lo tanto B; es una separatriz analitica.

Analogamente, para B, : {h =y = 0} diferenciando h se tiene dh = dy. Luego,
w A dh = (ydr — xdy) N\ dy = ydx N\ dy = h.n,

donde 1 = dx A dy.
Por otro lado, h € C{z,y} y por lo tanto By es una separatriz analitica.
Finalmente, para B, = {a = y—cx = 0} diferenciando a se tiene da = —cdz+dy.

Luego,
w A da = (ydx — zdy) A\ (—cdz + dy) = (y — zc)dx A dy = a.n,

donde n = dx A dy.

Por otro lado, h € C{x,y} y por lo tanto B, es una separatriz analitica.

Definicién 1.4.19. Sea .# una foliacién sobre (C?, p) inducida por la 1— forma
holomorfa w(z,y) = —Q(z,y)dx + P(z,y)dy, p = (0,0) la tnica singularidad de
F yseaT: (X, D) — (C?, p) una composicion de mapas de explosion. Definimos
el divisor excepcional D como la unién finita de componentes que son lineas

proyectivas incrustadas, con cruzamientos normales.

La propiedad de cruzamientos normales de la familia { Dy, D, ..., D, } quiere
decir, que para cada punto ¢ € 7 !(p), existe un sistema local de coordenadas
de X en un entorno de p tal que las variedades de la familia {D1, Dy, ...,D,} que
contengan a p son subespacios lineales en posicion general (es decir, las funciones
que aparecen dentro de las ecuaciones locales de las variedades de la familia que
contienen a p forman un sistema local de coordenadas o pueden ser completadas

para formar tal sistema). Asi, tenemos 7~ !(p) = D;UD,U...UD,, (descomposicion
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de componentes irreducibles de 771(p).
El divisor D := 7 '(p) = Dy U Dy U ..U D, de X es llamado el divisor

excepcional.

Figura 1.1: El divisor D = U D;.

Definicién 1.4.20. Sea .7 un germen de foliacién sobre (C?, p). Diremos que .#

es reducida si p es un singularidad simple.

Si .7 es una foliacion holomorfa definida por una 1— forma w = 0, denotamos
por F = 7*.Z la transformada estricta de .Z. .Z es el germen de foliacion

holomorfa en (X, D) determinada localmente por la 1—forma 7*w = 0.

Observacion 1.4.21. Para un analisis uniforme, incluimos la posibilidad de que

7 sea el mapa de identidad, en este caso establecemos, X = C* D= {p}y

F =F.
Con respecto al divisor D, donde D es como la definicion 1.4.19, la foliacion %

en un punto ¢ € D puede ser:

i) Regular, si hay coordenadas analiticas locales (z,y) en ¢ tales que D C
{zy =0} y F :dzx = 0.

ii) Singular, si no es regular.
iii) Reducida, si ¢ es una singularidad simple para FyDC Sepp(ﬂ; ).

Para simplificar, empleamos la terminologia D— regulares, D— singulares y

D— reducida, respectivamente. Cuando D = {p}, estas nociones coinciden con
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los conceptos ordinarios de punto regular, punto singular y singularidad reducida

(ver [FPM17]).

Definicién 1.4.22. Sea D el divisor excepcional como la unién finita de
componentes que son lineas proyectivas incrustadas, con cruzamientos normales,
y p = (0,0) € C? es una singularidad de .%. Diremos que D es el divisor de
desingularizacion de .Z y m : (X, D) — (C?, p) es una reduccion de singularidades
o desingularizacion para % si todos los puntos ¢ € D son D—regulares o D—

reducidas.

Sea .# una foliacién en (C?,0) inducida por una 1— forma holomorfa w =
—Q(z,y)dxz + P(z,y)dy, donde P,Q € C{z,y} y suponga que 0 € C? es una

singularidad no reducida de .# con vo(.#) = m; m > 1. Entonces

[e.9]

w(z,y) = Y [-Qs(w,y)dx + Py(x,y)dy),
j=m
donde P, (z,y) Z 0 0 Qum(z,y) #Z 0. Se define el cono tangente de la foliacion .#
como el polinomio Cy,y1(2,y) = —2Qum(z,y) + yPn(x,y). Observe que, al hacer
una explosion con centro en la singularidad 0 € C?, en las coordenadas (z,t) de
Uy = {(z,t), x +# 0}, obtenemos

Zxﬂ (—Q,(1,t) + tP;(1,1))dx 4+ zP;(1,t)dt)]. (1.8)

El transformado estricto del cono tangente a % es
Crg1(1,t) = =Qun(1,t) + tP,(1,1).
De lo anterior se sigue la siguiente definicion.

Definicion 1.4.23. Sea 7 una explosion con centro en 0 € C2. Diremos que
7 es una explosion dicritica de F si Cy,y1(x,y) = 0; caso contrario 7 seré una
explosion no-dicritica de % .

Z, entonces se dird que 0 es una

Suponga que 0 es una singularidad de #
singularidad dicritica de . cuando 7 es una explosion dicritica de %, y se dira

que 0 es una singularidad no dicritica de .%, cuando 7 es una explosion no dicritica
de ¥
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Suponga que 0 € C? es una singularidad dicritica de .#, entonces el
transformado estricto del cono tangente es —Q,,,(1,¢) +tP,,(1,t) = 0. Utilizando
la ecuacion (1.8),

7 w(z,t) = 2" (= Qi1 (1, )+t P (t, D) +x A (z,1))do+ (P (1, 1) +2 By (z, 1)) dt].

Luego, al multiplicar la tltima igualdad por se tiene una 1— forma

pmtl ’
holomorfa dado por

Wy (z,t) = (—Qma1(1,t) + tPh1(1,t) + x Ay (2, t))dx + (Pn(1,t) + xBy(x, t))dt,

(1.9)
donde A; y B; son funciones holomorfas en p. Note que w; = 0 define la foliacion
F = 1. en las coordenadas (z,t). Del mismo modo, en las coordenadas (s, y)
de Uy = {(s,y)/ y # 0} tenemos

Ty = (=Qun(5,1) = 5 A (5, 9))d5 + (=5Qums1(5, 1) + Prosa(5, 1) + yBals, 1)) dy.
(1.10)
Observe que, Wy = 0 define la foliacién holomorfa .Z = 7*.% en las coordenadas
(s,). Ademas, 1y = t™ by en U; N U,. Por consiguiente, las 1— formas (1.9) y
(1.10) definen la foliacion 7*.%

Observacion 1.4.24. En el divisor 771(0) = P{, se verifica las siguientes

propiedades:

1. PL no es invariante por 7*.%. Ademas, los puntos P, donde B, (1,t) # 0,

son puntos regulares de w;(x,t).

2. Las singularidades de la foliacion 7*.% sobre P corresponden, en las

coordenadas (z,t), a las soluciones del sistema de ecuaciones

Pm(lat) = O,
_Qerl(lat) + thJrl(l’t) =0.

y en las coordenadas (s,y) por el sistema

Qm(s,1) =0,
—5Qm+1(8,1) + Ppyi(s, 1) = 0.

Por lo tanto, el conjunto de singularidades 7*.# es finito.
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3. Las soluciones de 7*.Z son transversales a P{, con excepcion de los que
pasan por los puntos correspondientes a las raices de P,(1,t) = 0y
posiblemente el que pasa por (z,t) = (0,0).

Si @,(0,1) # 0, entonces la hoja que pasa por (s,y) = (0,0) es también

transversal a P¢.

Suponga ahora que 0 € C? es una singularidad no dicritica de .%, entonces el
transformado estricto del cono tangente es —Q,,(1,t) +tF,,(1,¢) # 0. Utilizando

la ecuacion (1.8),
mw(x,t) = 2" [(—Qm(1,t) +tP,(t, 1) +x Ay (x,t))de + x( P (1,t) + x By (x,t))dt].

1
Luego, al multiplicar la ultima igualdad por —, se tiene una 1— forma holomorfa
xm

dada por
Wy (z,t) = (—Qum(1,t)+t Py (1, t)+x Ay (x, t))dr+x( Py, (1, t)+x B (x, t))dt, (1.11)

donde A; y B; son funciones holomorfas en p. Note que w; = 0 define la foliacion
F = 1.7 en las coordenadas (z,t). Del mismo modo, en las coordenadas (s, y)
de Uy = {(s,y)/ y # 0} tenemos

Wy = —y(Qum(s,1) +yAs(s,9))ds+ (—5Qum (5, 1)+ Pr(s, 1) +yBa(s,y))dy. (1.12)

Observe que, Wy = 0 define la foliacion .# = 7*.% en las coordenadas (s,y).
Ademaés, Wy = t™wy en Uy N Us. Por consiguiente, las 1— formas (1.11) y (1.12)

definen la foliacion 7*.%.

Observacion 1.4.25. En el divisor 771(0) = P{, se verifica las siguientes

propiedades:

1. P¢ es invariante por m*.%.

2. Las singularidades de la foliacion 7*.% sobre Pt corresponden, en las

coordenadas (z,t) a las soluciones del sistema de ecuaciones

P,(1,t) =0,
—Qm(1,t) + P, (1,t) = 0.

Y en las coordenadas (s,y) por el sistema

Qm(87 1) = 07
—5Qm(s,1) + Pp(s,1) =0.

Por lo tanto, el conjunto de singularidades 7*.% es finito.
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Definicion 1.4.26. Sea .# un germen de foliacién sobre (C? p). Definimos
el conjunto de puntos infinitamente cercanos a .%# en p, denotado por I, (%),
como el conjunto que se define de forma recursiva a lo largo de la reducciéon de
singularidades de .#.

Sea 7 : (X,D) — (C2,p) una sucesion de explosiones, el cual es un paso

intermedio en el proceso de reduccion, y un punto q € D,
i) Si ¢ es una singularidad simple de .%, entonces Z,(.#) = {q}.

ii) Si ¢ es una singularidad no reducida de Z , entonces haciendo una explosion
o:(X,D) = (X,D) en g, donde D = 0~ (D) = ¢*(D)UD es la unién de la
transformada estricta c*(D) = o=1(D — {q}) y de D = 07 *(q). Si q1, ..., q

son todos los puntos D— singulares de F =0*F en D, entonces

Iq(j) :{Q}U:Zm(j)u”'uz.%(j)'

Por otro lado, sea 7 : (X, D) — (C?,p) una reduccion de singularidades de

#, una componente D C D puede ser:

e No-dicritica, si D es .% — invariante. En este caso, D contiene un ntimero
finito de singularidades simples. Cada singularidad no esquina lleva una

separatriz transversal en D, cuya proyeccion por 7 es una curva en Sepy, (F).

e Dicritica, si D no es .Z— invariante. Las definiciones 1.4.14 y 1.4.19
aseguran que D puede interceptarse solo con componentes no dicriticas

y que Z es genericamente transversal a D. La imagen de una hoja local de

Z en cada punto no esquina de D pertenece a Sepp(.%).

Denotamos por Sepp(D) C Sepp(#), el conjunto de separatrices cuyas
transformadas estrictas por 7 intersecta la componente D C D. Si B € Sepp(D)
con D no-dicritico, se dice que B es aislado. De lo contrario, se dice que es una

separatriz dicritica. Esto genera la descomposicion
Sepp(F) = Is0p(.F) U Dicy(F),

donde el conjunto Isop(.#) es finito y contiene todas las separatrices puramente

formales. Este conjunto se subdivide en dos clases:

e Separatrices débiles: surgen de las separatrices débiles de las sillas-nodos.
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e Separatrices fuertes: correspondientes a las separatrices fuertes de las sillas-

nodos y separatrices de las singularidades de tipo hiperbélica.

Por otro lado, si Dicy(F) # 0, entonces Sepp(.%) es un conjunto infinito de

separatrices analiticas.

Definicion 1.4.27. Se dice que una foliacion .# es dicritica si Dicp (%) es

diferente del vacio. De lo contrario, .# es un germen de foliacion no-dicritica.

Ejemplo 1.4.28. Sea .# una foliacién en (C?,0) inducida por la 1— forma
w = (2° + 4y*)dx — 2xydy.

Note que p = (0,0) € C? es la tnica singularidad no reducida de .#, con
multiplicidad vo(#) = 2, pues la matriz jacobiana en p asociada al campo

X = (—2xy, —2° — 49°) tangente a w estd dada por

0 0
0 0

I

Jw(p) = [

con valor propio A = 0 de multiplicidad 2. Realizando una explosion 7 en p y
como el cono tangente de w es C3(x,y) # 0, luego 7 es una explosion no dicritica
de 7.

En el abierto Uy = {[ : t]/x # 0} de coordenadas (z,t), con t = £, tenemos

T w(z,t) = w(z, 2t) = (2° + 42°t*)dw — 22°t(zdt + tdx),
T w(z, t)
holomorfa # = 7*.% sobre Uy, la cual tiene a p; = (0,0) como tnica singularidad

y por lo tanto, wy(z,t) = = (2% + 2t*)dz — 2xtdt define una foliacion

no reducida de %, pues la matriz jacobiana en p; asociada al campo tangente
X = (—2at, —2® — 2t%) a 0, esta dada por

J151(p1) = [g 8] )

con valor propio A = 0 de multiplicidad 2. Entonces, Zg o (%) = {(0,0)} U
Zi0,0)(F).
En el abierto Uy = {[s : y] : y # 0} de coordenadas (s,y), con s = 7, se tiene

w(sy,y) = (s°y° + 4y°) (sdy + yds) — 2sy>dy,
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T w(s,y)
y?
foliacion holomorfa .# = 7*.% sobre Uy, la cual tiene a py = (0,0) como tunica

y por lo tanto, wy(s,y) = = (s°y* + 4y)ds + (s°y® + 2s)dy define una

singularidad reducida de tipo hiperbdlica de F , pues la matriz jacobiana en ps

asociada al campo X = (8% + 25, —s’y* + 4y) tangente a w, esta dada por

-2 0
0 4|’
At

1
cuyos valores propios son \; = —2 y Ay = 4. El cociente \ = - 3 ¢ Qt,
2
esto implica que p, es una singularidad reducida de tipo hiperbdlico.

Por lo tanto, Z,,(:#) = {p2}.

J,(0,0) =

1.5 Divisor equilibrado de separatrices

Un objeto 1util para el objetivo de esta tesis es la ecuacién equilibrada de
separatrices, la cual vamos a precisar en esta seccion (ver definicion 1.5.8). Este
objeto de caracter geométrico esta formado por un ntmero finito de separatrices,
que en el caso no dicritico coincide con el conjunto de separatrices de la foliacion
(ver [FPM17]). El divisor equilibrado de separatrices proporciona un control de la
multiplicidad algebraica de la foliacion (ver la proposicion 1.5.11). Finalmente en
esta seccion definiremos las foliaciones de segundo tipo, foliaciones de tipo curva
generalizada y el exceso de tangencia de una foliacion.

Supongamos que se tiene un proceso fijo de reduccion 7 : (X, D) — (C2, p) para
la foliaciéon .#. Dada una componente dicritica D C D, definimos la valencia de
D denotamos por Val(D), al namero de componentes no dicriticas de D que se
interceptan con D.

Definiciéon 1.5.1. Sea (B, p) es un germen de curva invariante por la foliacion .#
definida por f(x,y) =0 en p; f € C[z,y]. Definimos la multiplicidad algebraica
de B en p como v,(B) = ord(f).

Definicién 1.5.2. Un divisor de separatrices para un germen de foliacion % en
(C?% p) es una suma formal



donde los coeficientes ag € Z son cero, excepto por un nimero finito de
B € Sepy(:#). Denotamos por Div,(.%#) al conjunto de todos estos divisores.

Div, () tiene estructura de grupo, con la suma canénica. Diremos que

e B > 0 un divisor efectivo, cuyos coeficientes son todos no negativos.

e Existe una tnica descomposicion B = By — B, donde By, B, > 0 son los

divisores de cero y polos de B, respectivamente.

e La multiplicidad algebraica de B se define por:

w(B)= Y app(B).

BeSepp(F)

Dada una ecuacion meromorfa formal F' = 0 cuyas componentes irreducibles
definen separatrices B; con multiplicidades v;, asociamos el divisor (F) => .vB;.
Una curva de separatrices C', asociada a una ecuacion reducida F= 0, se identifica
con el divisor C' = (F ). Tal divisor es efectivo y es llamado reducido si todos los
coeficientes son 0 6 1. En general, B € Divy(F) es reducido si tanto By como By
son divisores efectivos reducidos. El divisor B se dice que es adaptado a la curva
de separatrices C' si satisface By — C' > 0. Finalmente, el niimero de interseccion
habitual para curvas formales en C' se extiende canénicamente de forma habitual
a divisores de curvas.

Ahora, consideremos un germen de foliacion .# sobre (C?,p) y m una explosion
con centro en py .# = m*.Z su transformada estricta. Una singularidad silla-nodo
q € Sfmg(ﬁi ) es una silla-nodo tangente si su separatriz débil esta contenido
en el divisor excepcional D.

Dada una componente D C D denotamos por p(D) a su multiplicidad,
p(D) coincide con la multiplicidad algebraica de una curva v en (C? p) cuya
transformacion estricta 7 se intersepta con D transversalmente fuera de una

esquina de D.

Definicién 1.5.3. Sea .# un germen de foliacién sobre (C? p). Considere
7 . (X,D) — (C2,p) la reduccion de singularidades de .%Z. Se dice que la
foliacion .Z es de segundo tipo si la transformada estricta .# = 7*.% no admite

singularidades de tipo silla-nodo tangente.
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Figura 1.2: Foliacién de segundo tipo
Definicion 1.5.4. Sea .# un germen de foliacion sobre (C? p). Considere
7: (X,D) — (C?,p) lareduccion de singularidades de .%. Se dice que la foliacion

Z es de tipo curva generalizada si la transformada estricta F = 7*.F no admite

singularidades de tipo silla-nodo.

Figura 1.3: Foliacion de tipo curva generalizada

A continuacion, se darda un invariante que mide la existencia de silla-nodo

tangente en la reduccion de singularidades de la foliacion.
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Definicion 1.5.5. Sea p una singularidad silla-nodo tangente de la foliacion %,

definimos el exceso de tangencia de .% en p como

(F)= Y pD)Indy(F) 1), (1.13)

4ESN(F)

donde SN(.Z) es el conjunto de sillas-nodos tangentes al divisor de reducciéon D.
En la formula (1.13), si ¢ € SN (%), denotamos por D, la componente de D que

contiene a la separatriz débil y por Ind(.#) > 1, indice de la separatriz débil de

Z en ¢, que llamaremos en adelante indice débil de .# en ¢. Ademas, p(D,) es

la multiplicidad de la componente D,,.

Note que, 7,(#) = 0 cuando p es una singularidad hiperboélica o silla
nodo de tipo no tangente. De la definicion 1.5.5 se tiene 7,(.#) > 0, ademas
To(F) =0 < SN(ZF) = 0. Esto implica que: 7,(.%) = 0 & F es de segundo
tipo.

Definicion 1.5.6. Un sistema completo de separatrices para una foliacion .#

esta dado por la uniéon de dos gérmenes de curvas By U B, donde

e By es la unién de separatrices aisladas y 2—V al(D) separatrices de Sepp (D),

donde D es una componente dicritica con valencia menor que 2.

e B esla union de Val(D) — 2 separatrices de Sepp (D) de cada componente

dicritica D con valencia mayor que 2.

Definicién 1.5.7. Una ecuacion equilibrada de separatrices es un germen de

funcién meromorfa cuyos ceros y polos son By y B, respectivamente.

Definicién 1.5.8. Una ecuacion equilibrada de separatrices para un germen de

foliacion singular .Z sobre (C?, p) es una funcién meromorfa formal F' cuyo divisor

B: Z B—|— Z aB.B,

Belsop(F) BeDicp(F)

tiene la forma

donde los coeficientes ag € Z son distintos de cero excepto por un nimero finito

B € Dicy(.#) y para cada componente dicritica D C D se cumple

Y ap=2-Va(D).

BeSepp(D)

42



Definicién 1.5.9. Sea .# un germen de foliacién singular sobre (C?, p) no-
dicritica. Una ecuacion equilibrada de .# es cualquier ecuacion del conjunto de

separatrices de .7 .

Definiciéon 1.5.10. Diremos que un divisor equilibrado B es primitivo si para

cada componente dicritica D € Dy cada B € Sepy(D) tenemos ap = —1,0 6 1.

Una ecuaciéon equilibrada de separatrices es una funciéon holomorfa formal
a cuyo divisor asociado es un divisor equilibrado. Una ecuaciéon equilibrada es
reducida, primitiva o adaptada a una curva C si lo mismo es cierto para el divisor
subyacente.
El exceso de tangencia mide el grado en que un divisor equilibrado de separatrices

calcula la multiplicidad algebraica, como se expresa en el siguiente resultado

Proposicion 1.5.11. Sea .# un germen de foliacion singular sobre (C?, p),
con B como dwisor equilibrado de separatrices. Denote por vy(.F) y vyp(B) sus

multiplicidades algebraicas. Entonces
vp(F) = vp(B) = 1+ 7p(F).
Ademds, vp(F) = vp(B) — 1 & .F es foliacion de seqgundo tipo.
Demostracion. Ver [GENOT|. O

A continuacién, presentamos ejemplos de foliaciones holomorfas en (C?,0),
con la finalidad de comprender las definiciones presentadas en las secciones (1.4)
y (1.5). Esto nos permitird tener una idea clara y objetiva para el siguiente

capitulo.

Ejemplo 1.5.12. Sea . una foliacion en (C?,0) inducida por la 1— forma
w = ydr — xdy.

Note que (0,0) es la tnica singularidad no reducida de .%#, con multiplicidad
vo(:F) = 1, pues su matriz jacobiana en (0,0) asociada al campo X = (—x, —y)

tangente a w, esta dada por

cuyo valor propio es A = —1 con multiplicidad 2. Realizando una explosion 7 en
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(0,0). Como el cono tangente de w es Cy(x,y) = 0, entonces 7 es una explosion
dicritica de .Z.

En el abierto Uy = {[z : t]/x # 0} de coordenadas (x,t), con t = ¥, tenemos

mrw(x,t) = myw(x,t) = w(x, xt) = vtde — x(xdt + tdz),

T w(z, t)
2
regular y transversal al divisor excepcional 7,'(0) = {z = 0}.

y por lo tanto, wy(x,t) = = —dt define .F = 757 en Uy, la cual es
Analogamente, en el abierto Uy = {[s : y|/y # 0} de coordenadas (s,y), con

s = % se tiene:

T w(s,y) = mw(s,y) = w(sy,y) = y(sdy + yds) — sydy,

miw(s,y)

y por lo tanto, ws(s,y) = 5 = ds define .Z en Uy, la cual es regular y
)

transversal al divisor excepcional 7;*(0) = {y = 0}. Por otro lado, note que la
foliacion . tiene infinitas separatrices, las cuales son By : {z = 0}, By : {y = 0}
y Se : {y — cx = 0;¢ € C*}, (ver ejemplo 1.4.18). Ademas, observe que las
transformadas estrictas de By y Bs son By : {s=0}y By : {t=0}en Uy y Uy
respectivamente, y note que la transformada estricta de S, es S, : {sc — 1 = 0}
en U; (ver figura 1.4).

Por otro lado, notemos que el divisor excepcional D = 771(0) = 7, U7, *(0) es
una componente dicritica con Val(D) = 0. Luego, By = S; U By. Esto implica
que, una ecuacion equilibrada de separatrices para % es F= (y—x)-y =0, cuyo
divisor tiene la forma B = S; + B,.

Por lo tanto, la foliacién holomorfa no reducida .# es dicritica de tipo curva

generalizada.
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Figura 1.4: Foliacion dicritica: w = ydr — zdy

Ejemplo 1.5.13. Sea .Z# la foliacion de Riccati inducida por la 1— forma
w = (y* + xy + 2°)dz + 2*dy.

Note que p = (0,0) es la tnica singularidad no reducida de %, con multiplicidad
v,(:F) = 2, pues la matriz jacobiana en p asociada al campo X = (22 —y® —

ry — x?) tangente a w, esta dada por

Ju(p) = [8 8] )

con valor propio A = 0 de multiplicidad 2. Realizando una explosién 7 en
p = (0,0) y como el cono tangente de w es Cs(x,y) #Z 0, entonces ™ es una
explosion no dicritica de .#.
En el abierto Uy = {[z : t]/x # 0} de coordenadas (x,t), con t = ¥ se tiene

mrw(z,t) = mpw(x, t) = w(x, xt) = (2°1° + 2°t + 2)dx + 2*(xdt + tdz),

- ™ w(x, t) ) o
y por lo tanto, w;(r,t) = ——5—= = (t + 1)*dr + xdt define una foliacion
~ m ~

holomorfa .% = 7§.% en Uy con multiplicidad v,(.%#) = min{ord(x), ord(—(t +
1)?)} =1, la cual tiene a p; = (0, —1) como tnica singularidad reducida de tipo

silla nodo. Ademés, .# no es transversal al divisor excepcional T, (0) = D =
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{z =0}.
Analogamente, en el abierto Uy = {[s : y|/y # 0} de coordenadas (s,y), con

s = i, tenemos

mw(z, t) = Tiw(s, y) = w(sy,y) = (¥ + sy* + s°y°) (sdy + yds) + s°y°dy,

y por lo tanto, wy(s,y) = i;’y) = (y + sy + s*y)ds + (s + 2s*> + s°)dy
Y

define una foliacion holomorfa .# = 7*.% en Uy, la cual tiene a py = (—1,0) como
singularidad reducida de tipo silla nodo tangente con Ind,, (.#) = 2 (indice débil)
y a p3 = (0,0) como singularidad reducida de tipo hiperbolica. Ademas, las hojas
de .Z no son transversales al divisor excepcional 771(0) = D = {y = 0}.

De otro lado, note que la foliacion % tiene dos separatrices las cuales son
By:{h=24+y =0}y By: {f =x =0} (ver ejemplo 1.4.9), cuyas transformadas
estrictas por 7 son las separatrices aisladas de F , By : {t+1 =0}en Uy y
By : {s =0} en Uy, (ver figura 1.5).

Por otro lado, notemos que el divisor excepcional D = 771(0) = 7, U 7, *(0)
es una componente no-dicritica, puesto que D contiene un ntmero finito de
singularidades simples y por cada singularidad lleva una separatriz transversal
en D, cuya proyeccién por 7w es una curva en Sep,(.#), (ver figura 1.5). Luego,
By = By U By. Esto implica que, una ecuacion equilibrada de separatrices es
F = xz(x+y), cuyo divisor tiene la forma B = By 4 By. Ademas, v,(B;) = p(D,,),
vy(By) = p(D,,) pues By y B, intersectan a D transversalmente fuera de una
esquina de D y como v,(By) = ord(x +y) = 1, v,(Bs) = ord(z) = 1y po
es una silla-nodo tangente, entonces 7,(F) = > con () p(Dq)(Indjf(ﬁ%) —-1) =
p(Dy,)(Inds (F) —1) =1(2—1) = L.

Por lo tanto, la foliacién .# de Riccati es una foliacion no dicritica ya que tiene

un ndimero finito de separatrices y no es de 2do tipo pues 7,(.%#) = 1.
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Figura 1.5: Foliacion no dicritica: w = (y* + xy + 2?)dx + x2dy

Ejemplo 1.5.14. Sea .# una foliacién en (C?,0) inducida por
w = —ydzr + 2zdy.

Note que p = (0,0) es una singularidad no reducida de .# con multiplicidad

vp(#) = 1, puesto que la matriz jacobiana en p asociada al campo X = (2x,y)

Ju(p) = [2 0] )

tangente a w, estd dada por:

01

con valores propios \; = 2y Ay = 1. Realizando una explosion m; en p = (0,0) y
como el cono tangente de w es Cy(z,y) # 0, m; es una explosion no-dicritica de
F.

En el abierto Uy = {[z : t]/z # 0} de coordenadas (z,t) con t = £, se tiene

mw(z,t) = w(z,zt) = —ztdr + 2z(xdt + tdx),

mrw(z, t)

y por lo tanto w;(x,t) = = tdx + 2zdt define una foliacién holomorfa

F = 7% en Uy, la cual tiene a p; = (0,0) como tnica singularidad reducida de
tipo hiperbdlica y no es transversal a D = {x = 0}, (ver figura 1.6).
En el abierto Uy = {[s : y]/y # 0} de coordenadas (s, y) con s = ¥ se tiene

mw(s,y) = w(sy,y) = —y(sdy + yds) + 2sydy,
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Tw(s
y por lo tanto, ws(s,y) = miw(s,y) = —yds + sdy define una foliacion holomorfa

F = nt.F en Uy, la cual tiene a p, = (0,0) como tnica singularidad no reducida.
Como el cono tangente de w9 es é’g(s, y) = 0, entonces .Z es dicritica y la foliacion
F tiene infinitas separatrices, las cuales son By : {z = 0}, By : {y = 0} y
Se : {y*c — 2 = 0,c € C*} (ver ejemplo 1.4.8), cuyas transformadas estrictas de
B, v S, por m son las separatrices B; {s=0}y S, {cy—s=0}enU; yla
transformada estricta de B, por m es la separatriz By : {t = 0} en U. Ademas,

las soluciones de wy(s,y) = 0 pasan por p, = (0,0) € D, (ver figura 1.6).

Figura 1.6: Foliacion dicritica: w = —ydx + 2xdy

Realizando una explosion 7y en py = (0,0). Como el cono tangente de w; es

Cy(s,y) = 0, entonces m, es una explosion dicritica de .%, con divisor 75 1(0) = D.

En el abierto Vo = {[s : m]/s # 0} de coordenadas (s, m), con m = £ tenemos

mow(s,m) = wsy(s, sm) = —smds + s(sdm + mds),

*
THw(s, m .. o
# = dm define una foliaciéon holomorfa .% en
S

Vo, la cual es regular y transversal a D = {s = 0}.

y por lo tanto, w;(s,m) =

Analogamente, en el abierto Vi = {[n : y] : y # 0} de coordenadas (n,y), con
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n = 5 se tiene:

myw(n,y) = wa(ny,y) = —y(ndy + ydn) + nydy,

y por lo tanto, Wy(n,y) = M = —dn define una foliacion holomorfa .Z
sobre Vi, la cual es regular y trgnsversal aD={y=0}

Notemos que la componente D es dicritica con Val(D) = 1, ademés la
transformada estricta de la separatriz B; por my es B\l = {n = 0} en Vi (ver
figura 1.7). Luego, By = S; U Bs. Esto implica que, una ecuaciéon equilibrada de
separatrices es F = (y* — ) -y = 0, cuyo divisor tiene la forma B = S; + Bs.

Por lo tanto, .# es una foliacion no reducida dicritica de tipo curva generalizada.

Figura 1.7: Foliaciéon dicritica: wy = —yds + sdy
Ejemplo 1.5.15. Sea .Z# la foliacion de Suzuki’s inducida por la 1— forma

w = (y* +y* — xy)dr — 2xy* + vy — 2%)dy.

Note que p = (0,0) es una singularidad no reducida de .# con multiplicidad

vp(:#) = 2, puesto que la matriz jacobiana en p asociada al campo X =
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(—2zy? — 2y + 22, —y® — y* + 2y) tangente a w, esta dada por

Juw(p) = [8 8] ,

con valor propio A = 0 de multiplicidad 2. Realizando una explosiéon m; en
p = (0,0) y como el cono tangente de w es Cs(z,y) = 0, m es una explosion
dicritica de .Z#.

En el abierto Uy = {[z : t]/x # 0} de coordenadas (x,t) con t = ¥, se tiene

miw(w,t) = w(x, xt) = (23 + 2%t — 2°t)dr — (22°1* + 2t — 2% (adt + tdx),

miw(x,t) 5 ) = .

——5—— = —t’dr — (2zt* + t — 1)dt define F = n1.F

en Up, la cual es regular y transversal al divisor D = {x = 0}, a excepcion de la

In(t) —t+1
2

y por lo tanto w;(x,t) =

hoja = = que pasa por ¢ = (0,1) la cual es tangente al divisor D.
(ver figura 1.8).

En el abierto Uy = {[s : y/y # 0} de coordenadas (s, y) con s = ¥ se tiene

miw(s,y) = w(sy,y) = (V> +y* — sy®) (sdy + yds) — (2sy° + sy® — s*y*)dy,

miw(s,y)

y por lo tanto, wy(s,y) = 3 = (y + 1 — s)ds — sdy define una foliacion
)

F = m{F en Uy, la cual es regular y transversal al divisor D = {y =0}, a
excepcion de la hoja y = —1 — sin(s) + ¢s que pasa por ¢ = (1,0) la cual es
tangente al divisor D. (ver figura 1.8). Ademaés, tiene a p; = (0, —1) como tnica
singularidad no reducida. Como el cono tangente Cs(z,y) = 0, entonces ¥ es
dicritica y la foliacion .# tiene infinitas separatrices, las cuales son By : {x = 0},
By : {y=0}y S.:{y*+vy— xln(%) = 0,c € C*} (ver e¢jemplo 1.4.10), cuyas
transformadas estrictas de By y S, por m; son las separatrices By : {s = 0} y

gc {y+1-— sln(f) = 0} en U; y la transformada estricta de By por 7 es la
_ s
separatriz By : {t = 0} en U.
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Figura 1.8: Foliacion dicritica: w = (y° + 4> — xy)dz — (2zy? + zy — 2%)dy

Realizando una explosion w3 en ¢ = (0, 1). Como el cono tangente Cs (x,t) £ 0,
entonces m, es una explosion no-dicritica de %, con divisor 7, 1(0) = D.
En el abierto Vo = {[z : m]/x # 0}, de coordenadas (x,m), con m = % se tiene
Ty (2, m) = Wy (z, 2m) = —2*midr — (22°m?* + 2m — 1)(xdm + mdx),
y por lo tanto w;(z,m) = w50y (z, m) = (—3z*m3 — zm? + m)dz + (v — z*m —
2¢*m?)dm define una foliacion holomorfa .# = 73.% sobre Vj, la cual tiene
a ¢ = (0,0) como tunica singularidad reducida de tipo hiperbélica y no es
transversal a D = {z = 0}, (ver figura 1.9).
Analogamente, en el abierto Vi = {[n : t]/t # 0} de coordenadas (n,t), conn =

se tiene
Ty (n,t) = Wy (nt,t) = —t*(ndt + tdn) — (2nt> +t — 1)dt,

y por lo tanto, Wy (n,t) = 3w (n,t) = —t*dn+(1—t—3t3n)dt define una foliacion

F =3 .Z sobre Vi, la cual es regular y transversal al divisor D = {n =0}.
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Note que la componente D es no-dicritica, pues tiene un ntmero finito de
singularidades simples y por cada singularidad no esquina lleva una separatriz
transversal en D, cuya proyeccién por m = m o7y es una curva en Sep,(F), (ver
figura 1.9). Ademés, note que la transformada estricta de la separatriz By : {t =
0} por 7y es la separatriz B, = {m = 0}. Luego, B = S.2 U By. Esto implica que,
una ecuacion equilibrada de separatrices es F' = y(y +y — Jcln(ﬂ)) = 0, cuyo
divisor tiene la forma B = S.2 + Bs. v

Por lo tanto, .# es una foliacién no reducida dicritica de tipo curva generalizada.

Figura 1.9: Foliacion regular: w, (x,t) = —t3dx — (2xt*> +t — 1)dt
Ejemplo 1.5.16. Sea . una foliacién en (C?,0) inducida por la 1— forma
w = (2 + 2%)dx — 2zydy.

Note que p = (0,0) es la tnica singularidad no reducida de .%, con multiplicidad

vp(F) = 2, pues la matriz jacobiana en p asociada al campo X = (—2xy, —2y* —
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73) tangente a w esta dada por

Juw(p) = [8 8] ,

con valor propio A = 0 de multiplicidad 2. Realizando una explosion 7 en
p = (0,0) y como el cono tangente Cs(z,y) = 0, entonces m; es una explosion
dicritica de .Z.

En el abierto Uy = {[z : t]/x # 0} de coordenadas (x,t), con t = ¥ se tiene

wrw(z,t) = w(z, ot) = (22%* + 2%)dr — 22t (tdx + xdt),
miw(z,t) = .
——5—— = dx — 2tdt define F = 1.7 en Up, la cual
x

es regular y transversal a D = {x = 0}, a excepcién de la hoja x = t* que pasa

y por lo tanto, w(x,t) =

por ¢ = (0,0) la cual es tangente al divisor D, (ver figura 1.10).
De forma analoga, en el abierto U; = {[s : y]/y # 0} de coordenadas (s,y), con

s = % se tiene:

miw(s,y) = w(s,y) = (2y° + s°y®)(sdy + yds) — 2sy°dy,

Tiw(s,y)

3 — (2 + s*y)ds + s*dy, define .F = 7t F en

y por lo tanto, ws(s,y) =
Uy, la cual es regular y transversal a D = {y = 0}.

Notemos que .Z es dicritica y la foliacion .# tiene infinitas separatrices, las cuales
son By : {z =0} y S. = {y? = 2® + 2%¢c;c € C} (ver ejemplo 1.4.11), cuyas
transformadas estrictas de By y S, por m es la separatriz By : {s=0}en Uy
S.: {t* — ¢ =z} en Uy, (ver figura 1.8).
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Figura 1.10: Foliacion dicritica: w = (2y? + 2°)dz — 2zydy

Realizando una explosion m, en ¢ = (0,0) y como el cono tangente C’g(x, t)£0

entonces Ty es una explosién no-dicritica de .%, con divisor 7, 1(0) = D.

En el abierto Vy = {[z : m]/x # 0}, de coordenadas (z,m), con m = £ se tiene
o (x, m) = Wy (x,xm) = dr — 2em(zdm + mdzx),

y por lo tanto w(z,m) = wiw,(x,m) = (1 — 2zm?)dx — 2x*mdm define una
foliacion .7 = wgﬁ sobre Vj, la cual es regular y no es transversal a D = {z = 0}.
Analogamente, en el abierto Vi = {[n : t]/t # 0} de coordenadas (n,t), conn =
se tiene

oWy (n,t) = Wy (nt,t) = ndt + tdn — 2tdt,

y por lo tanto, wy(n,t) = mhwy(n,t) = (n — 2t)dt + tdn define una foliacion
holomorfa 7 = ngﬁ sobre V7, la cual tiene a ps = (0,0) como tnica singularidad
reducida de .7 de tipo hiperbdlica que se encuentran en una esquina y no es
transversal a D = {n = 0}(ver figura 1.11).

También note que la transformada estricta de la curva Sy : {t* = z} por m, es la
separatriz Sy = {(n,t)/f(n,t)=t—n=0}en V y VO(@ = 1. (ver figura 1.11)
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Figura 1.11: Foliacion regular: wy(x,t) = dx — 2tdt

Realizando una explosion w3 en p, = (0,0) y como 62(71, t) # 0 entonces 73
es una explosion no-dicritica de .%, con divisor 73 1(0) = D.

En el abierto By = {[n : u]/n # 0}, de coordenadas (n,u), con u = £ se tiene

TaWa(n, u) = Wa(n,nu) = nudn + (n — 2nu)(ndu + udn),

W (1, u)

y por lo tanto, wy(n,u) = = (2u — 2u?)dn + (n — 2nu)du define

n
una foliacién holomorfa .# = W§§ sobre By, la cual tiene a p3 = (0,0) como
singularidad reducida de .# de tipo hiperbolica que se encuentra en una esquina
v a ps = (0,1) como singularidad de tipo hiperbolica de .%. Ademas, las hojas
de .Z no son transversales a D = {(n,u)/n = 0}.

En el abierto By = {[v : t]/t # 0}, de coordenadas (v,t), con v = % se tiene

maWa (v, t) = Wa(vt,t) = t(vdt + tdv) + (vt — 2t)dt,

71—;@2(1}’ t)

y por lo tanto, wy(v,t) = = tdv + (2v — 2)dt, define una foliacion

holomorfa .7 = W;é: sobre By, la cual tiene en (1,0) una singularidad reducida
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de .Z de tipo hiperbolica y no es transversal a D = {(v,t)/t = 0}.

Note que la componente D es no-dicritica, pues tiene un ntmero finito de
singularidades simples y por cada singularidad no esquina lleva una separatriz
transversal en D, cuya proyeccién por m = 71 0 T2 0 T3 €s una curva en Sep, (),
(ver figura 1.12). Ademas, note que la transformada estricta de la separatriz
Sp = {(n,t)/f(n,t) =t —n = 0} por 73 es la separatriz Sy = {(v,t)/f(v,t) =
v—1= 0} en By. Luego, By = SyUBy. Esto implica que, una ecuacion equilibrada
de separatrices es F= z(y? — 23) = 0, cuyo divisor tiene la forma B = Sy + Bj.

Por lo tanto, .# es una foliacion no reducida dicritica de tipo curva generalizada.

Figura 1.12: Foliacion no-dicritica: wy(n,t) = (n — 2t)dt + tdn
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Capitulo 2

Indices de foliaciones holomorfas

En este capitulo desarrollaremos la teoria de indices sobre foliaciones holomorfas
en (C?, p) y algunas relaciones que existen entre ellos; con la finalidad de presentar
un criterio que permita caracterizar los gérmenes de foliaciones holomorfas en
(C%, p) de segundo tipo. Ademés, daremos algunas propiedades principales de
estos indices asociado a cierto tipos de foliaciones singulares en el plano complejo,
siguiendo el enfoque dado por Marco Brunella, Arturo Fernédndez & Rogério
Mol ([BRU97|, [FPM17]), Yohann Genzmer & Rogério Mol y Liliana Puchuri,
(|[GM18|, [PMO05]).

Algunos de estos indices se calculan con respecto a curvas analiticas invariantes
por la foliacion; describiremos como es que estos se pueden extender para curvas
formales invariantes. Un resultado interesante que enunciamos y demostramos en
este capitulo, es que el indice de exceso polar permite caracterizar las foliaciones

de tipo curva generalizada.

2.1 Indice de Baum-Bott

En esta seccion, definiremos el indice de Baum-Boutt para foliaciones holomorfas
en torno de sus puntos singulares, ver [BRU97|. El resultado principal de esta
seccion serd el teorema 2.1.7, el cual es objeto principal a la hora de demostrar

el teorema 3.0.4 en el capitulo 3.

Definicién 2.1.1. Sea .# una foliacion holomorfa singular de dimensién 1 sobre
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una superficie regular compleja M, % es inducida localmente en torno de U
p € M, por un campo vectorial holomorfo X = (P(z,y),Q(z,y)) o por la 1—
forma holomorfa w(z,y) = —Q(z,y)dx + P(x,y)dy, definimos el indice de Baum-
Bott en p € Sing(.#) como el residuo

BBy(F) = Res, { <trﬁg>>>2

donde trJ,(p) es la traza de J,(p), ver [BRU9T7|.
Notemos que si p € Sing(.#), BB,(#) = 0. Ademas, si p es una singularidad

dx/\dy}, (2.1)

reducida de .#, entonces se define el indice de Baum-Bott como

rd®) M e .
At L) N a2 hipérbol
BB, (F) = ¢ det J,(p) Ao T A\ + 2, st p es hiperbolico

2k + 2+ )\, st p es una silla nodo,

(2.2)

donde trJ,(p), detJ,(p) son la traza y el determinante de J,(p),
respectivamente; A, Ay son los autovalores de J,(p) y k& + 1 es el indice de

tangencia de .# con respecto a la separatriz débil, ver [BRU97| y [FPM17].
Ejemplo 2.1.2. Sea .Z una foliacion en (C?0), inducida por la 1—forma
w = ydr — xdy.

Note que p = (0,0) es la unica singularidad no reducida de .% con multiplicidad
or

vp(F) = {ord(—z),
al campo X = (—x, —y) tangente a w, estd dada por

Ju(p) = [_1 ! ] )

d(—y)} = 1, puesto que su matriz jacobiana en p asociada

0 -1
con valor propio A = —1 de multiplicidad 2. Ademas, observe que
trdy,(p) = —2 y P(x,y) = —x, Q(x,y) = —vy, sustituyendo en BB,(#) =
trJy(
Resp{(TPQ dx/\dy} se tiene que BBy (#) = 4.

2

Ejemplo 2.1.3. Sea .# una foliacion en (C*,0), inducida por la 1— forma

w = —ydzr + 2zdy.

Note que p = (0,0) es la tnica singularidad no reducida de % con multiplicidad
vp(F) = {ord(2z),ord(y)} = 1, puesto que su matriz jacobiana en p asociada al

campo X = (2z,y) tangente a w, esta dada por

Juw(p) = [?) (1)] 7
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con valores propios A\ = 2y Ay = 1. Ademas, note que trJ,(p)=3y P(x,y) = 2x

(trdu(p))* :
Q(z,y) = y, reemplazando en BB,(.#) = Resp, IO dx N\ dy ¢ se tiene
que BB, (#) = g

Ejemplo 2.1.4. Sea .Z una foliacién en (C?,0), inducida por
w = (z — y)dr + 2°dy.

Observe que p = (0,0) es la tnica singularidad reducida de tipo silla-nodo de .#
con multiplicidad v, (%) = {ord(a?),ord(y — )} = 1, pues la matriz jacobiana

en p asociado al campo X = (2?,y — ) tangente a w, esta dada por

0 O

Jw<p) = [_1 1

cuyos valores propios son Ay = 0y Ay = 1. Note que &k = 1, en efecto, por el

ejemplo (1.4.15) se tiene que By = {y — Z(j —1D!'a27 =0 , es la separatriz

j=1
débil pasando por p y el indice de tangencia de .# en p con respecto a Bj es

Indj(F) =2y como Ind)(F) =k + 1, esto implica que k = 1. Ademds, A =0
luego reemplazando en BBy(.%) = 2k + 2 + X se tiene que BB, (%) = 4.

Sea .Z una foliacion sobre U C C2, vecindad de p € C?, definida por la 1—
forma holomorfa w(z,y) = —Q(z,y)dx + P(x,y)dy y p una singularidad aislada

de .%. Diferenciando w tenemos
dw = (Qy($,y) + P:t(xa y))dl‘ A dy.

Note que existe una 1—forma holomorfa 3 sobre U — {p}, tal que dw = f A w,
donde 3 es como ~ -
(Pdz + Qdy)
B=(Qy+ )55
Qv B PR TP
ver [PMO05]. Los detalles de esta factorizacion lo veremos en la demostracion del
lema (2.4.1).

(2.3)

Lema 2.1.5. Sea .# una foliacion holomorfa sobre una superficie compleja M,
inducida por una 1— forma holomorfa w. Sea p € M una singularidad aislada de
F. Siw en torno de p estd dado por w(z,y) = —Q(z,y)dx + P(z,y)dy, donde
P,Q € C{x,y}, entonces

BB,(F) = 6 Adp,

1
(2mi)?
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donde 3 es como en (2.3), S? es la 3—esfera con centro p y radio 0 < r < p,
donde 0 < p < 1.

Demostracion. Ver [PMO5]. O

El siguiente resultado nos dice que si M es una superficie compacta y .% es una
foliacion sobre U C M, vecindad de p € M, definida por la 1— forma holomorfa
w(z,y) = —Q(x,y)dx + P(x,y)dy, entonces la suma de indices de Baum Bott en
puntos singulares es igual ¢}( N#), donde Nz es el fibrado normal de .# (que se

puede definir incluso en presencia de singularidades).

Teorema 2.1.6. Sean M wuna superficie compacta y ¥ una foliacion sobre
U C M, vecindad de p € M, definida por la 1— forma holomorfa w(z,y) =
—Q(z,y)dx + P(x,y)dy, donde P,Q € C{z,y}. Entonces,

S BB,(F) =& Ns),

pEsing(F)

Demostracion. Ver [PMO5]. O

En el teorema (2.1.6) se tiene que la suma de indices de Baum-Bott en
los puntos singulares es ¢3( Ngz) sobre una variedad compacta. Existe una
generalizacion de este indice en el caso que M no es compacta. Para ello
consideremos un dominio relativamente compacto Y tal que dY es regular con
Y N Sing(F) = 0, donde 0Y es la frontera de Y. Supongamos que Nz es
holomoérficamente trivial en una vecindad de 0Y . Esto implica que existe una
1-forma holomorfa  definida en una vecindad de 0Y’, tal que dw = 8 A w.

Asi, definimos:
1
BB(Z.,0Y) = —— A dp.
5Y

Con las notaciones dadas anteriormente tenemos el siguiente resultado, analogo
al teorema 2.1.6, ver [BRU97| y [PMO5].

Teorema 2.1.7. Sea M una superficie compleja y F una foliacion sobre U C M,
vecindad de p € M, definida por la 1— forma holomorfa w(z,y) = —Q(z,y)dx +
P(z,y)dy, donde P,Q € C{x,y}. Entonces,

BB(Z,8Y)= Y. BBy(ZF)-J(Ns).

pEsing(F)NY

Demostracion. Ver [PMO5]. O
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Observacién 2.1.8. Si M = C? y suponga que p es una singularidad de .Z.
Realizando una explosiéon o en p, o : (@2, D) — (C2,p), si g1, qa, ..., ¢ son puntos

D— singulares de %, entonces el teorema 2.1.7 viene dado por
l ~
BBy(F) =) BB, (F)+(Ny)
j=1

Esto significa que

22:1 Bquj(ﬁ) +V2(F) si o esno-dicritica,
22:1 BB, (F)+ (vp(F)+1)* si o es dicritica.

BBy(F) = { (2.4)

Ejemplo 2.1.9. Sea .# la foliacion del ejemplo 1.5.12, tras una explosion en
(0,0) se tiene unicamente puntos regulares. En el abierto Uy = {[z : t]/x # 0} de

coordenadas (x,t), con t = ¥, tenemos

T w(z,t) = myw(z, t) = w(x, vt) = vtde — x(xdt + tdx),

*w(x,t -
TYU%Y (2 ) = —dt define .# = 7}.% en U, la cual es
T

regular y transversal al divisor excepcional ;' (0) = {x = 0}.

y por lo tanto, wi(x,t) =

Analogamente, en el abierto U; = {[s : y|/y # 0} de coordenadas (s,y), con

s = Z se tiene
y
T w(s,y) = mjw(z,t) = w(sy,y) = y(sdy + yds) — sydy,
y por lo tanto, ws(s,y) = &;,y) = ds define .F = 1% en Uy, la cual es
Yy

regular y transversal al divisor excepcional 7;*(0) = {y = 0}.
Por ultimo, como v, (.#) = 1 y la explosion es dicritica en p = (0,0), entonces
reemplazando en BBy (%) = (vp(F) + 1)? se tiene que BB, (%) = 4

Ejemplo 2.1.10. Sea .# la foliacion del ejemplo 1.5.13, tras realizar una
explosion en p = (0,0) obtenemos dos singularidades. En el abierto U; =
{l[s © yl/y # 0} de coordenadas (s,y), con s = %, tenemos ws(s,y) =
(y + sy + s*y)ds + (s + 2s*> + s®)dy define una foliacion holomorfa # = 7. %
en Uy, la cual tiene a ps = (—1,0) como singularidad reducida de tipo silla
nodo tangente, pues la matriz jacobiana en p, asociado al campo tangente a o,

X(s,y) = (s+ 252 + 53, —y — sy — s%y), esta dada por

J1Z;2(p2) = [8 _01] )
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cuyos valores propios son A\; = 0, Ay = 1 y el indice de tangencia de Z con
respecto a su separatriz débil es [ nd;f;(ﬁg ) = 2 (indice débil), en efecto, haciendo
u=s+1ywv =y, entonces wy(u,v) = v(1 —u + u?)du + (u> — u?)dv. Luego,
calculando Ind;;’z(j) = ordy, P(s,0) = ordy,s(s + 1)* = ordg(u® — u®) = 2
y como Indy (F) =k +1 = 2, entonces k = 1. Ademas, A = 0. Por lo tanto,
reemplazando en BB,,(.#) = 2k + 2 + ) se tiene que BB,,(.%) = 4.

También, .# en Uy, tiene a p; = (0,0) como singularidad reducida de tipo
hiperbdlica, pues la matriz jacobiana en ps asociado al campo tangente a wo,

X(s,y) = (s+2s* + 5% —y — sy — s%y), esta dada por

J1172(p3) = [[1) _01] )

cuyos valores propios son A\; = 1 y Ay = —1. Por lo tanto, reemplazando en
S .
BB, (%) = )\—1 + )\—2 + 2 se tiene que BB,,(.#) = 0.
2 1
Finalmente, como v,(#) = 2 y la explosién es no-dicritica en p = (0,0),

entonces reemplazando en BBy (%) = BB,,(.%) + BB,,(F) + v2(F), tenemos
que BB, (#) = 8.

Ejemplo 2.1.11. Sea .# la foliacion del ejemplo 1.5.14, tras realizar una
explosion en p = (0,0), obtenemos dos singularidades. En el abierto Uy = {[z :
t]/x # 0} de coordenadas (z,t) con t = ¥, se tiene que w,(wv,t) = tdx + 2wdt
define una foliacién holomorfa . = 1.7 en Uy, la cual tiene a p; = (0,0) como
Unica singularidad reducida de tipo hiperbélica de F , pues la matriz jacobiana

en p; asociado al campo tangente a wy, X (x,t) = (2x, —t), esta dada por

le(pl) = [2 ! ] ’

0 -1
cuyos valores propios son Ay = 2 y Ay = —1. Entonces, reemplazando en
~ A A . 1
BB, (¥) = 2L + 22 + 2, se tiene que BB, (F) = —-.
Ay A 2

En el abierto Uy = {[s : y|/y # 0} de coordenadas (s,y) con s = ¥ se tiene que
Ws(s,y) = —yds + sdy define una foliacion holomorfa .# = 7+.% en Uy, la cual

tiene a ps = (0,0) como tnica singularidad no reducida de Z, pues la matriz
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jacobiana en py asociado al campo tangente a wq, X (s,y) = (s,y), esta dada por

10
01

9

Jub (pQ) = [

con valor propio A = 1 de multiplicidad 2. Ademaés, note que tr(Jg,(p2))=2
y P(s,y) = s, Q(s,y) = y. Por lo tanto, reemplazando en BB,,(.#) =

(tr‘]ub(pQ))z
R68p2 {P—Q

Finalmente, como 1v,(#) = 1 y la explosién es no-dicritica en p = (0,0),
entonces reemplazando en BBy (.#) = BB, (%) + BB,,(.F) + V2(F), se tiene
9

que BBy (%) = 3"

Ejemplo 2.1.12. Sea . la foliacion del ejemplo 1.5.15, tras una explosién en

ds N\ dy} se tiene que BB,,(F) = 4.

(0,0) se tiene unicamente puntos regulares. En el abierto Uy = {[z : t|/z # 0} de

coordenadas (,t), con t = ¥, tenemos

miw(z,t) = w(x, vt) = (23 + 2%t — 2°t)dr — (22°1* + 2t — 2% (adt + tdx),
mw(z.t) _ 2 G_ g
——5— = —t’dr — (22t° +t — 1)dt define F = 1.7

en Uy, la cual es regular y transversal al divisor D = {x = 0}.

y por lo tanto w;(x,t) =

Analogamente, en el abierto U; = {[s : y|/y # 0} de coordenadas (s,y), con

s = % se tiene

miw(s,y) = w(sy,y) = (y* +y° — sy*) (sdy + yds) — (2sy° + sy® — s°y*)dy,

miw(s,y)

y por lo tanto, ws(s,y) = 3 = (y+ 1 — s)ds — sdy define una foliacion
Yy

F = 71.Z en Uy, la cual es regular y transversal al divisor D = {y = 0}.
Por dltimo, como v,(-#) = 2 y la explosion es dicritica en p = (0,0), entonces
reemplazando en BBy (%) = (vp(F) + 1)? se tiene que BB, (.#) = 9.

Ejemplo 2.1.13. Sea la foliacién del ejemplo 1.5.16, tras realizar una explosion
en p = (0,0), obtenemos solo puntos regulares. En el abierto Uy = {[z : t]/x # 0}

de coordenadas (z,t), con t = £ se tiene

miw(x,t) = w(z, 2t) = (22°* + 2°)dx — 22*t(tdx + zdt),

x t -
—ﬂlw(gx’ ) = dx — 2tdt define . = 7} F en Uy, la cual
x

es regular y transversal al divisor excepcional m; *(p) = D = {z = 0}.

y por lo tanto, w;(x,t) =
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De forma analoga, en el abierto Uy = {[s : y]/y # 0} de coordenadas (s,y), con

s = % se tiene:

miw(s,y) = w(s,y) = (29> + s*y®)(sdy + yds) — 2sy*dy,

miw(s,y)

y por lo tanto, wy(s,y) = 3 — (2 + s%y)ds + s'dy, define .7 = 7} F en
Y

U1, la cual es regular y transversal al divisor excepcional 7; *(p) = D = {y = 0}.
Por ultimo, como v,(#) = 2 y la explosion es dicritica en p = (0,0), entonces,
reemplazando en BBy (%) = (vp(F) + 1)?, se tiene que BB,(F#) = 9.

2.2 Indice de Camacho-Sad

En esta seccion, definimos el indice de Camacho-Sad para curvas analiticas
invariantes, [BRU97|, [PMO05]| y [FPM17| y se extenderan para curvas invariantes
formales, [FPM17|. El objetivo de esta seccion es enunciar y demostrar el teorema
del indice de Camacho-Sad, teorema 2.2.20, [PMO05], [KS97].

Empezamos enunciando el siguiente resultado de descomposicion dado a

continuacion.

Lema 2.2.1. Sea .% una foliacion holomorfa singular inducida por la 1— forma
holomorfa w(z,y) = —Q(x,y)dx + P(x,y)dy y C una curva analitica invariante
definida por los ceros de una funcion reducida f € C{z,y}, entonces existen
gérmenes de funciones g y k € C{x,y}, no idénticamente nulos sobre C, con k y

f primos relativos y un germen de 1— forma holomorfa n tal que

gw = kdf + f.n, (2.5)

Demostracion. Como C es una curva analitica invariante por .%, entonces se
cumple que

wAdf = f.gdx N dy, (2.6)

para alguna funcion g € C{x,y}. Por hipotesis, se tiene que la foliacion .Z estéa
inducida por la 1—forma w = —Q(z, y)dz + P(z,y)dy, donde P,Q € C{x,y} son
primos relativos. Luego, de (2.6) se tiene

(—Qdz + Pdy) A (fodz + f,dy) = f.gdx A dy,

64



:>_ny_sz:]€-9~ (27)

Supongamos que f, # 0, entonces multiplicando f, por la 1—forma w, y luego

usando (2.7) se consigue
fyrw = Pdf + f.gdx

Haciendo ¢ = f,, kK = P y n = gdr , obtenemos la descomposicion
gw = kdf + f.n, como en (2.5).

Resta probar que f y k son primos relativos. En efecto, supongamos que f y k
no son primos relativos, entonces tienen un factor en comiin, esto es, existe una
funcién holomorfa no constante u de grado estrictamente menor que el de f tal
que u|f, es decir f = u.k. Luego, como f =0 en C, esto implica que k =0 en C,
lo cual es una contradiccion. Asi, f y k son primos relativos. Con esto se consigue

la prueba. O

Definiciéon 2.2.2. Sea .# una foliacién sobre (C?,p), inducida por w(z,y) =
—Q(z,y)dx + P(z,y)dy. Suponga que p es una singularidad de .# y C una
curva analitica invariante para .# en p, definida por la funcion reducida f = 0,
f € C{z,y}. Se define el indice de Camacho-Sad con respecto a la curva C en p,
como

CSy(7,0) = —— [ 1 (2.8)

2m ) k
ac

donde i y k son como en la ecuacion (2.5), la integral esta sobre dC = C N S? y

S3 = 9B* , donde B* es una bola pequetia centrada en p € C2.

Observacion 2.2.3. Note que la integral en (2.8) esté bien definida puesto que

f v k son primos relativos.

Teorema 2.2.4. (Teorema de Camacho-Sad). Si X = (P(x,y),Q(z,y)) es un
campo vectorial holomorfo en un abierto U C C2, donde U es una vecindad de p

y p una singularidad de X, entonces siempre existe una separatriz de X por p.
Demostracion. Ver [CS82. O

Sea . una foliacién sobre U C C?, vecindad de p € C? definida por la 1—
forma holomorfa w(z,y) = —Q(z,y)dz + P(z,y)dy. Si p € Sing(.¥), entonces
por teorema 1.4.5 existe S = {(z,y) € U : f(x,y) = 0} es separatriz de w pasando
por p. Sea B una rama de S (ver definicion 1.4.7) a continuacion definimos el

indice de Camacho-Sad de B en p.
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Definicion 2.2.5. El indice de Camacho-Sad de la foliaciéon % con respecto a

la rama local B de S en p, se define como el residuo

L [n
CSp(#,B)=—— [ = 2.9
p( ? ) 27_(_7/ k’ ( )
gl
donde 7 y k son como en la ecuacion (2.5) y v es la imagen mediante ¢ de la
circunferencia re*?, con 0 < 0 <21 y0<r <e donde0<e<1,yp:D — B

es una parametrizacion de Puiseuxr de B.

Observacion 2.2.6. El Lema 2.2.1, también se verifica para la rama local B de

S.

Lema 2.2.7. Sean By = {f1 = 0}, By = {f2 = 0} son separatrices de F en p,
sin componentes en comin y (By, By)p es el nimero de interseccion entre estas

separatrices. Entonces

1 df 1 df

Bi,By)p = — A =2

( b 2)p 211 f1 211 f2
BanS3 BinS3

Demostracion. Ver [PMO5]. O

Proposicion 2.2.8. Sean By, By son separatrices de % en p, sin componentes

en comun y B=B1 U By. Entonces
CSp(F,B) = CSp(F, By) + CSp(F, Ba) + 2(By, Ba)p. (2.10)

Donde, (By, B2), es el niumero de interseccion entre estas separatrices con { f; =

0} v {f2 = 0} ecuaciones reducidas de By y Bs, respectivamente.

Demostracion. Por el lema 2.2.1, para la separatriz B;, tenemos que existen
g1, k1 € C{z,y}, no idénticamente nulos sobre B; y un germen de 1— forma
holomorfa 7, tal que

qw = kydfi + fim. (2.11)

Analogamente, para By tenemos que la 1— forma w se puede descomponer

goWw = k’gdfg —+ f2772, (212)

siendo go, ko € C{z,y}, no idénticamente nulos sobre By y 7, un germen de 1—

forma holomorfa.
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Multiplicando a la ecuacion (2.11) por foks v a la ecuacion (2.12) por fik,

tenemos

fokogrw = fokokidfy + faka fim, (2.13)
fikigow = frkikodfs + fiki fona, (2.14)

respectivamente. Ahora sumando la ecuacion (2.13) con (2.14), se tiene

(fikrgo + fokagr)w = kika(frdfa + fodfi) + fifa(kine + kam).

Haciendo, g = fikigs + fokogi, k = kika, f = fifo vy n = kine + kani, tenemos

gw = kdf + fn.

Afirmacion: B=B;U By es una curva invariante definida por f € C{z,y}, ademés
f v k son primos relativos, donde f = fifo v k = kiks.
En efecto, Para f = f,f,, diferenciando f se tiene df = fidfs + fodf,. Luego,

w N\ df =wA (fldfz + fgdf1) = flw A dfg + fzw A df1

= fufone + fafim = fifa(m +m2) = f7.

Resta probar que f y k son primos relativos. En efecto, supongamos que [y k
no son primos relativos, entonces tienen un factor en comun, esto es, existe una
funciéon holomorfa no constante u de grado estrictamente menor que el de f tal
que ulf, es decir f = u.k. Luego, como f; = 0 en By, esto implica que f =0 en
B. Entonces k = 0 y por lo tanto k; = 0, lo cual es una contradiccion. Asi, fy k
son primos relativos.

Se sabe que OB=0(B; U By)=(B; U By) N 83 = (BN S2)U (B, N S?), y de la
definicion 2.2.2, tenemos

omi |k 2mi kike  2mi
oB oB oB

1 1 k k 1
CSp(F,B) =~ [ Al ¥ B+

1 12 1 m
=CS,(¥,B e — =4+ CS,(#,B - —. 2.15
o Bt [ Brosgye-on [ B @
BmS? BQOS?

Dividiendo por fik; a la ecuacion (2.11), tenemos

m_ g dh (2.16)

kl_flkl fl.
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Como w‘BQ = 0, integrando la ecuacién (2.16) sobre (By N S?), se tiene

d d
/ mo_ QW _ ah_ [ dh (2.17)
k1 Jik1 fi fi
BQQS? BQV’TS? BQOSE’ BQF‘ISE’
Analogamente, dividiendo por foks a la ecuacion (2.12), se tiene
d
o 9w A (2.18)
ka o foka  f2
Como w‘Bl = 0, integrando la ecuacién (2.18) sobre (B; N S?), se tiene
d d
/ M _ gw [ d [ (2.19)
ka faka f2 f2
BlﬂSE’ BmS? 31053 BmSS

Por lo tanto, reemplazando las ecuaciones (2.17) y (2.19) en (2.15); y usando el

lema 2.2.7, obtenemos la proposicion 2.2.8. O

Observacion 2.2.9. El Lema 2.2.1, también se verifica para curva formal

invariante por ..

Por otro lado, si B es una separatriz analitica, la ecuacion (2.9) coincide
con la ecuacion (2.8). Por lo tanto, el indice de Camacho-Sad puede definirse
para una curva reducible de separatrices que contienen algunas ramas formales

(correspondientes a las separatrices débiles), aplicando la ecuacion (2.10).

Lema 2.2.10. El indice de Camacho-Sad definido en (2.9), depende solo de la

separatriz S y de la foliacion .
Demostracion. Ver [PMO5]. O

Ejemplo 2.2.11. Sea . la foliaciéon de Riccati en (C?,0) inducida por la

1—forma

w = (y* + zy + 2%)dx + 2*dy.
Note que p = (0,0) es la unica singularidad de .%. Por otro lado, las tnicas
separatrices de .# son By = {h =x+y =0}y By = {f =2 = 0} (ver ejemplo
1.4.9).
Por el lema 2.2.1, para la separatriz B, tenemos que existen ¢ = 1, k= 2? yun

germen de 1— forma holomorfa n = ydx, tal que gw = kdf + f.n. Por otro lado,
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una parametrizacion de Puiseuz para By, viene dada por o(e) = (e —e'f).
Reemplazando en la ecuacion (2.9) de la definicién 2.2.5, e integrando sobre
v = ¢ con 6 € [0,27] se tiene que
J 2 ” edg 2
1 ydx 1 —e%ie 1
CSp(¥,B)=——— | 5=——— | ——F+—=— [ idd = 1.
ol F B =0 | T T T ¢ ormi |
¥ 0 0
Analogamente, para By = {f = = = 0} tenemos que la 1— forma w se puede
escribir como
w(z,y) = (y* +xy + 2*)df + fady,

2y la 1— forma holomorfa n = xdy.

siendog=1,k=vy*+ay+2
Por otro lado, una parametrizacion de Puiseuz para Bs, viene dada por ¢(e?) =
(0,¢%). Reemplazando en la ecuacién (2.9) de la definicion 2.2.5, e integrando

sobre 7 = € con 0 € [0,27] tenemos

2
1 xdy 1 0ie?do
O B =g | e = e | T =0
Yy 0

Por otro lado, para B=B; U By, como (B, By)p, = 1, usando la proposiciéon 2.2.8,
se tiene C'Sy(F#,B) = 3.

Ejemplo 2.2.12. Sea .% una foliacion sobre (C?,0) inducida por la 1— forma
w = (z — y)dx + 2*dy.

Note que p = (0,0) es la tnica singularidad reducida de tipo silla-nodo de .# (ver
ejemplo 1.4.15). Por otro lado, las tnicas separatrices son B; = {f = = = 0},
By={h=y— Z(] —1)!' 2/ =0}, donde B es una separatriz analitica y By es

Jj=1
una separatriz formal.

Por el lema 2.2.1, para la separatriz B;, tenemos que existen, g =1, k=x—y,
y un germen de 1— forma holomorfa n = xdy, tal que gw = kdf + f.n. Por otro
lado, una parametrizacion de Puiseur para Bj, viene dada por ¢(e?) = (0, €%).
Reemplazando en la ecuacion (2.9) de la definicién 2.2.5, e integrando sobre
v = ¢ con 6 € [0,27] tenemos
or
CSy(7.B)) = L xdy _ L[ O do _o.

2w | x—y 271 —etf
o 0
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Analogamente, para By = {h =y — Z(j —1)! 27 = 0} tenemos que la 1— forma
j=1
w se puede escribir como

w(z,y) = 22dh + h(—dz),

siendo ¢ = 1, k = 2? y la 1— forma holomorfa n = —dx. Por otro lado,

una parametrizacion de Puiseur para Bs, viene dada por p(e?) = (€%, Z(] —
j=1
1)! € ). Reemplazando en la ecuacion (2.9) de la definicién 2.2.5, e integrando

sobre v = ¢ con 6 € [0, 27] tenemos

2 2
1 [ —dx 1 [ —ie®do 1 [
CSp(gz,Bﬁ:—% 2 o W—%/’Le df = 0.
v 0 0

Por otro lado, para B=B; U By, como (B, Bs), = 1, usando la proposicion 2.2.8,
se tiene que C'S,(F, B) = 2.

Ejemplo 2.2.13. Sea .# una foliacién sobre (C?,0) inducida por la 1— forma
w = (29 + 2*)dx — 2xydy.

Note que Sing(-#) = {(0,0)}. Ademaés, observe que la foliacion .# tiene infinitas
separatrices, las cuales son By = {f = x =0}, S. = {h = 3> — 23 — c2® = 0}
(ver ejemplo 1.4.11).
Por el lema 2.2.1, para la separatriz B;, tenemos que existen, g = 1, k = 2y>+ a3,
y un germen de 1— forma holomorfa n = —2ydy, tal que gw = kdf + f.n. Por otro
lado, una parametrizacion de Puiseux para Bj, viene dada por p(e?) = (0, ).
Reemplazando en la ecuacion (2.9) de la definicién 2.2.5, e integrando sobre
v = ¢ con 6 € [0,27] tenemos
1 [ —2ydy | F_octictdg 1

= =— [4df=1.

Comi ) 22443 2mi 2210 271
Y 0 0

CSo(ZF,By) =

Analogamente, para Sy = {h = y* — 23

= 0} tenemos que la 1— forma w se
puede escribir como

w(x,y) = —xdh + h(2dz),

siendo g = 1, k = —x vy la 1— forma holomorfa n = 2dz. Por otro lado,

una parametrizacion de Puiseur para Sp, viene dada por ¢(e?) = (€2 e3¥).
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Reemplazando en la ecuacion (2.9) de la definicién 2.2.5, e integrando sobre

v =€ con 6 € [0,27] tenemos

2m 21
1 [ 2dx 1 [2e*2id) 1 ,
0l 0 0

Por otro lado, para B=B; U Sy, como (Bj, Sp)o = 1, usando la proposicion 2.2.8,
se tiene que C'So(#,B) =T.

Ejemplo 2.2.14. Sea .# una foliacién sobre (C?,0) inducida por la 1— forma
w = —ydxr + 2xdy.

Note que Sing(-#) = {(0,0)}. Ademaés, observe que la foliacion .# tiene infinitas
separatrices, las cuales son By = {f = z = 0}, By, = {r = y = 0},
S. = {h = cy* — z = 0}, donde B;, By y S, son separatrices analiticas (ver
ejemplo 1.4.8).

Por el lema 2.2.1, para la separatriz S, tenemos que existen, g = 1, k =y, y
un germen de 1— forma holomorfa n = —2dy, tal que gw = kdh + h.n. Por otro
lado, una parametrizacién de Puiseuz para S;, viene dada por ¢(e¥?) = (€29, ).
Reemplazando en la ecuacion (2.9) de la definicién 2.2.5, e integrando sobre
v = ¢ con 6 € [0,27] tenemos

o 2
CSo(F,8y) = —— [Z2y L [z2eidd 1 oo

27 Yy 27 et? 271
vy 0 0

Analogamente, para By = {r = y = 0} tenemos que la 1— forma w se puede
escribir como
w(z,y) = 2xdr + r(—dx),

siendo g = 1, k = 2x vy la 1— forma holomorfa n = —dz. Por otro lado,
una parametrizacion de Puiseuz para By, viene dada por p(e??) = (e%,0).
Reemplazando en la ecuacion (2.9) de la definicion 2.2.5, e integrando sobre
v =€ con 6 € [0,27] tenemos

27 27
1 —dx 1 e%idp 1
CSo(F By)=— | —=— | ——=— [ id0 =
o( 7, Bs) 21 2x 27 2et? 47?2'/2
¥ 0 0

1
5

Por otro lado, para B=S; U By, como (S, By)g = 1, entonces reemplazando en
CSo(F,B) = CSo(F,51) + CSo(:F, Bs) + 2(51, Ba)o, tenemos CSo(F,B) = 2.
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Ejemplo 2.2.15. Sea .Z la foliacion de Suzuki’s en (C?,

0) inducida por la 1—
forma

w = (y* +y* — xy)dr — (2xy* + vy — 2%)dy.

Observe que p = (0,0) es la tnica singularidad de .#. Por otro lado, .# tiene
infinitas separatrices, las cuales son By = {f = « = 0}, By = {v = y = 0},
Se:{h=19y>+y— xln(%) = 0,c € C*} con ¢ € C (ver ejemplo 1.4.10).

Por el lema 2.2.1, parg la separatriz B,, tenemos que existen ¢ = 1, k =
—(2zy* + 2y — 2?) y un germen de 1— forma holomorfa n = (y* + y — z)dz,
tal que gw = kdf + f.n. Por otro lado, una parametrizacion de Puiseur para
By, viene dada por p(e?) = (¢, 0). Reemplazando en la ecuacion (2.9) de la

definicién 2.2.5, e integrando sobre v = € con 6 € [0, 27] se tiene que

2

21
1 2 —x)d 1 —ie2? 40 1
Csp(ﬁ,Bg):——/ W +y—z)de = —— w—.z—,/z’d&zl.

211 ) —2xy? — xy + 22 27 20 27
v 0 0

2
Analogamente, para Se2 : {h = y?> +y — xln(%) = 0,c € C*} tenemos que la
x

1— forma w se puede escribir como
w(z,y) = (—zy)dh + hydz,

siendo g =1, k = —zy y la 1— forma holomorfa n = ydx.
Reemplazando en la ecuacion (2.8) de la definicién 2.2.2, e integrando sobre
OS2 = Se2 N S? tenemos

1 1
csp(y,SEQ):——/ﬁ:— v _y

27 —xy 27 T
8552 BSEZ

Por otro lado, para B=S.2U By, como (S,z2, B2)p = 1, usando la proposicion 2.2.8,
se tiene C'Sy(F#,B) = 5.

2

Ejemplo 2.2.16. Sea .# una foliacion sobre (C*, 0) inducida por la 1— forma

= z(M + a(z,y))dy — y(As + b(z, y))dz,

donde Ay, Ay # 0, §Z@+yab€C{xy}talquea( ) = 0, b(0) = 0. Note

que p = (0,0) es una smgularldad hiperbolica de .%#. Ademés, observe que las
tnicas separatrices son By : {f =2 =0}y By:{h =y =0}, donde B, y Bs
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son separatrices analiticas (ver ejemplo 1.4.16).

Por el lema 2.2.1, para la separatriz B;, tenemos que existen, g = 1, k =
—y(Ay + b(x,y)), y un germen de 1— forma holomorfa n = (A + a(z,y))dy,
tal que gw = kdh + h.n. Por otro lado, una parametrizacion de Puiseuxr para
By, viene dada por p(e?) = (0,€?). Reemplazando en la ecuacion (2.9) de la

definicién 2.2.5, e integrando sobre v = € con 6 € [0, 27] se tiene que

2 2
1 A dy 1 \iedo 1 Aidf N\
CSy(F,B)) = —— N L _ A
o(7, B1) 21t ) —yly 2w Aoet? 21 Ao Ao
v 0 0

Analogamente, para By = {h = y = 0} tenemos que la 1— forma w se puede

escribir como
w(z,y) = x(A +a(z,y))dh + h(—=(A2 + b(x,y))dx),

siendo g =1, k=x(A+a(x,y)) ylal— forma holomorfan = —(Ay+b(x,y))dx.
Por otro lado, una parametrizacion de Puiseuz para Bs, viene dada por ¢(e?) =
(€?,0). Reemplazando en la ecuacién (2.9) de la definicion 2.2.5, e integrando

sobre v = € con 6 € [0,27] tenemos

CSo(F, By) = —— = =
p( ’ 2) 211 x)\l 21 )\1610
¥ 0

2w .
1 —)\le’ 1 )\giezedQ L / zd@ 2
2m
0

Por otro lado, para B=B; U By, como (B, Bs), = 1, usando la proposicion 2.2.8,

se tiene que C'S,(F,B) = i— + i— + 2.
2 1

2

Ejemplo 2.2.17. Sea .Z una foliacion sobre (C?,0) inducida por la 1— forma

w = —y(1+ \z")dx + z" " dy,

donde A € C y v € Z-g. Note que p = (0,0) es una singularidad silla-nodo
de .#. Ademas, observe que las tnicas separatrices son B; : {f = z = 0} y

By : {h =y =0}, donde B; y Bs son separatrices analiticas (ver ejemplo 1.4.17).
Por el lema 2.2.1, para la separatriz B;, tenemos que existen, g = 1, k =
y(1+Az"), y un germen de 1— forma holomorfa n = x¥dy, tal que gw = kdh+h.n.
Por otro lado, una parametrizacion de Puiseuz para By, viene dada por ¢(e?) =

(0,¢e?). Reemplazando en la ecuaciéon (2.9) de la definicién 2.2.5, e integrando
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sobre v = ¢ con 6§ € [0,27] tenemos

27

1 Vdy 1 0vie?do
ol 7 B1) 27ri/y(1+)\$“) 27rz'/ew(1+on)
¥ 0

Analogamente, para By = {h = y = 0} tenemos que la 1— forma w se puede
escribir como
w(x,y) = 2" 'dh + h(—(1 + Az")dx),

siendo g =1, k= 2" yla 1— forma holomorfa n = —(1 + Az¥)dx. Por otro
lado, una parametrizacion de Puiseur para Bs, viene dada por p(e?) = (e, 0).
Reemplazando en la ecuacion (2.9) de la definicién 2.2.5, e integrando sobre
v = ¢ con 6 € [0,27] tenemos
2m
1 [ —(1+Aa")d 1 [ =\ 1 [ Xie®df
CSp(F,By) = —— M - T e —

27 zvtl 21 x 21 et
v v

A

Por otro lado, para B=B; U By, como (B, By)p, = 1, usando la proposiciéon 2.2.8,
se tiene que C'S,(F,B) = X + 2.

Observacion 2.2.18. Dada .# una foliacién sobre U C C2?, vecindad de p € C?
definida por la 1— forma holomorfa w(z,y) = —Q(x, y)dx + P(z,y)dy. Notemos
que para definir el indice de Camacho-Sad, utiliza una rama local de separatriz
pasando por un punto singular (ver definicion 2.2.5), mientras que el indice de

Baum-Bott se define solo en un punto singular (ver definicion 2.1).

Sea .# una foliacion holomorfa singular de dimensién 1 en una superficie
compleja M.
La siguiente observacion seré de utilidad en la demostracion del teorema del indice
de Camacho-Sad, ver [PMO05].

Observacion 2.2.19. Dado un cubrimiento localmente finito 4 = {U;} de una
superficie compleja M. Fijado uno de los abiertos U, tenemos que existen sélo
finitos {U;} € U tal que U; N U;, # ¢. Sea Vj, un abierto relativamente compacto
- ‘/im

7 =1,...,7r en U, aun obtenemos un cubrimiento localmente finito U. Dado una

en U;,, esto es, Vio es compacto y VZ-O C U,,. Al cambiar Ui, por Uij =

]

particion de la unidad {p;};c; subordinada a U tenemos que

=1

Pig )

Vi

puesto que V;, NU; = ¢, para todo i # i.
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Teorema 2.2.20. (Teorema de indice de Camacho-Sad) Sean M una superficie

compleja y S C M una curva compacta invariante por %, entonces

Y CS(ZF,9) =55 (2.20)
peSing(.F)
Demostracion. Suponga que Sing(.#) = {pl,pg,...,pn} y tomemos un

cubrimiento localmente finito U = {U;} de la variedad M, tal que si p; & sing(.%),
para i € I — {1,...,n}, entonces la foliacion esta inducida por g;w; = h; df; = 0,
donde g;, h;, f; son funciones holomorfas en Uj.

Por otro lado, si p; € Sing(%#), Vi = 1,...,n entonces por el teorema 2.2.4
existe una separatriz de .% por p;, digamos S; = {(z,y) € U; : fi(x,y) = 0}

; Vi =1,...,n. Entonces, por lema 2.2.1 existe una descomposicion

donde g;, k; € C{z,y}, con k; y f; primos relativos no idénticamente nulos sobre
S; v gérmenes de 1— forma holomorfa 7;.
Ahora, si U;NU; # ¢, entonces por definiciéon 1.2.36 existen funciones holomorfas
wi; en U; N U; tal que

w; = Pjw;, (2.22)
donde {¢;;} es el cociclo que define Nz, Nz es el fibrado normal a .%, ver [PMO05].
Afirmacion: Si S; = {fi(x,y) = 0} y S; = {f;(z,y) = 0} son separatrices que
pasan por p € U;NUj, entonces f; = f;;f;, fij son funciones holomorfas en U;NU;.
En efecto, si f; no divide a f;, entonces existen «, 8 funciones holomorfas no nulas
en U; N U; tal que

fi=afj+ B,

diferenciando esta igualdad
df; = fida + adf; + dp.
Luego,
wAdf; = wA(fjda+ adf; +dp)
= fijwANdo+owANdfj +wAdp
= awANdfj+wAdB, yaque f; =0 en U;NU,
= afm+wAdp, pues S;={f; =0} es una separatriz de .

= (fi=Bn+wndp
= fm—0Bn+wAdb.
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Entonces, wAdf; # f;.n puesto que § es una funcién holomorfa no nula en U;NU;.
Lo cual es una contradiccién puesto que S; = {f; = 0} es una separatriz de .#

(wAdf; = f;.m, con nuna 2 —forma). Esto implica que
fi= fij i, (2.23)

donde o = f;; define el fibrado lineal [S], ver [PMO05]. Esto quiere decir que S; y
S; describen el mismo conjunto. Luego, definen una curva S invariante por .%.
Por otro lado, al tomar {p; };c;, una particion de la unidad subordinada {U;};c;,

tenemos

s = Yt S dlpdlios ) (221)
= VLS oy ndlion ), (225)

donde C;([S]) es la clase de Chern, ver [PMO05] y [KS97]. Diferenciando la ecuacion
(2.21), se tiene

Restringiendo (2.21) y (2.26) a U; NS, obtenemos

giw; = kidf; (2.27)

Reemplazando (2.27) en (2.28), tenemos que

Esto implica que,
dk;, dg;
dw; = —— — =) Aw;
v ( kz gi kz) v
ki 7
= (a(iog ™) - Ty
gi 7
Analogamente,
_ kiy _ ni
dw; = (d(log ) — k:_) Aw; , en U;NS (2.29)
J J



Por otro lado, diferenciando (2.23), tenemos

df; = dfi;. fj + fi;df;, (2.30)

y restringiendo (2.30) a (U; NU;) NS, se tiene

De (2.27) y (2.31), y por la condicién de cociclo (f; = f;;f;), se obtiene
df
giw; = kidf; = kzi (2.32)
[ii
Al reemplazar (2.31), para el indice 7, en (2.32), se consigue
ki gjw; ki g;
9iW; = —— = 77 Pl
Fi by ki
Luego,
ki ki
Ry o 2.33
o g lu%s (2.33)
Asi, diferenciando (2.22) y reemplazando (2.29) se obtiene
dwj = (;Dji A w; + goﬂdwz
ki j
= d(pji A\ w; + goﬂ((d(log g—) — Z—) A wz)
ki i
Entonces,
ki j
dw; = [d(log(;i)) + d(log g—) - Z—} A wj. (2.34)
De (2.29) y (2.33), se consigue en U; N Uj,
N k; k;
d(logpj;) = — — — 4+ d(log—) — d(log —). 2.35
Si en (2.33) tomamos logaritmo y luego diferenciamos, resulta
k; k;
d(log(fi;)) = d(log (;)) —d(log (;)) —d(log ;:).
j )
De esto resulta,
d(log (fs)) = 2= — - (2.36)
j )
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Asi, en (2.25) para cada k = 1, ..., n; tenemos

\/ Ni
Cr([SN) |y, s = Zd% Ad(logfiix) = ~o— Z —k).
Note que si Uy, N U; # ¢, nj = 0. Por esta razén se tiene que para todo
iel—A{1, .. k}:

Cr((SDls-@ru..uvy) = 0.

Asi, tenemos localizado el problema

/cl( Z/cl

j=1 vi;NS

Ui]ﬂS'

Por la observacion 2.2.19, podemos tomar abiertos Vi, C Uy, j € {1,...,k}, tal
que cpik‘vk = 1. Asi,

V-1 Nik —1 ik
[atsy = -0 [ dunt= Y2 [ g
U;rNS U;rNS ' (Uik=Vi)NS '
V-1 "
- v - d( i
o (pir kik)
(Ui —Vi)NS

V-1 M

o %’k—i
VNS

_ 1 / i
211 kzk

VNS
— S, (7,9).

Por lo tanto,

Y CS(F,8) =55

peSing(F)

2.3 Indice de Gomez-Mont-Seade-Verjovsky

En esta seccion, utilizaremos la descomposicion (2.5) del lema 2.2.1 con el
objetivo de definir el indice de Gomez-Mont-Seade-Verjovsky con respecto a una
curva C invariante por la foliacion %, ver [BRU97|, [PMO05] y [FPM17]. Luego
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describiremos como es que éste indice se puede extender para curvas formales
invariantes, ver [FPM17].

Definicién 2.3.1. Sea .# una foliacién sobre (C?,p), inducida por w(z,y) =
—Q(z,y)dx + P(x,y)dy. Sea p una singularidad de .# y C una curva analitica
invariante por % en p, definida por la funcion reducida f = 0, f € C{x,y}. Se
define el indice de Gomez-Mont-Seade-Verjovsky con respecto a la curva C en p,

esta dado por

L [g
GSVo(F#,C) = — | =d(- 2.37
P( ) ) 27TZ / ( )7 ( )
ac
donde g y k son como en la ecuacion (2.5), 0C =CN S?y S? = 9B* | donde B*

es una bola pequenia centrada en p, ver [FPM17].

Observacion 2.3.2. Note que la integral en (2.37) esta bien definida puesto que
f v k son primos relativos, ver [PMO05].

Observacion 2.3.3. Sea Sep,(.#) el conjunto de separatrices de .# pasando
por py B C Sepy(:#) una rama formal. La extension de la definicion 2.3.1 a
una rama local formal B de Sepp (%) (ver definicion 1.4.7), se hace de la misma
forma como se hizo en la seccion (2.2), donde B = {(x,y) € U : f(z,y) = 0}
es una separatriz de .# determinada por los ceros de una funcion f irreducible,

f € Clx,y], ver [FPM17|.

Definiciéon 2.3.4. El indice de Gomez-Mont-Seade-Verjovsky de la foliacion %

con respecto a la rama local B de S en p, es por definicion el residuo:

GSVL(F, B) = % / 9a(%y, (2.38)

donde g y k son como en la ecuacion (2.5) y v es la imagen mediante ¢ de la
circunferencia re*?, con 0 < 0 <271 y0<r <e, donde0<e<1,yp:D — B

es una parametrizacion de Puiseuzr para B, ver [FPM17].

Observacion 2.3.5. Si B es una rama de separatriz analitica, la ecuacion (2.38)
coincide con la ecuacion (2.37). El indice de Gomez-Mont-Seade- Verjovsky puede
definirse para una curva reducible de separatrices que contienen algunas ramas

formales (correspondientes a las separatrices débiles), ver [FPM17].

Lema 2.3.6. El indice de Gomez-Mont-Seade-Verjovsky definido, no depende de

la ecuacion local de la foliacion F ni de descomposicion.
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Demostracion. Ver [PMO5]. O

a7

Proposicion 2.3.7. Sean By, By son separatrices de .% en p, sin componentes

en comun y B=B1 U By. Entonces
GSVp(F,B) = GSVyp(F, B1) + GSVp(F, By) — 2(B1, Bs)yp. (2.39)

Donde, (By, Bs), es el numero de interseccion entre estas separatrices con { f1 =

0} y {fe =0} ecuaciones reducidas de By y B, respectivamente.

Demostracion. La demostracion de esta proposicion se realizara mas adelante (

ver observacion 2.4.12). O

Ejemplo 2.3.8. Sea .7 la foliacién de Riccati sobre (C? 0) dado en el ejemplo
2.2.11. Como la curva By : {h = z +y = 0} es invariante por .#, existen
k=2% g=1yla1l— forma holomorfa n = ydz tal que w(z,y) = x*dh + hydzx.
Reemplazando en la ecuacion (2.38) de la definicion 2.3.4, e integrando sobre

v = ¢ con 6 € [0,27] tenemos

1 [d(z?) 1 [2zdr 1 e“ie?df 2idf _
GSVp(F, Br) = %/ 2 %/ 2 2_/ e2i0 / 271
0

Y v

a7

Analogamente, como la curva By : {f = 2 = 0} es invariante por .%, existen

k=y?+ay+ a2 g=1ylal— forma holomorfa n = zdy tal que

w(z,y) = (y* +zy + 22)df + fady.

Reemplazando en la ecuacion (2.38) de la definicion 2.3.4, e integrando sobre

v =€ con 0 € [0,27] tenemos

GSVo(F,By) =

2r

1 /d(y2 +ay+a?) 1 /Zydy 1 [ 2eMiedl 5

27i Y2 +aoy+a22  2mi Y2 2mi e 7
v v 0

Por otro lado, para B=B; U By, como (By, By), = 1, utilizando la ecuacion (2.39)

de la proposicion 2.3.7, se tiene GSV,(.Z, B) = 2.

Ejemplo 2.3.9. Considere la foliaciéon .7 sobre (C?,0) dado en el ejemplo 2.2.12.
Como B; = {f = x = 0} es una separatriz de &, existen g = 1, k =z —y yla 1—
forma holomorfa n = xdy tal que w(z,y) = (z —y)df + f(zdy). Reemplazando en
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la ecuacion (2.38) de la definicién 2.3.4, e integrando sobre v = ¢ con 6 € [0, 27]

tenemos

1
GSVy(Z, By) = —/

2T

2 I
d(x —y) 1 /dy 1 ie?do 1 / 0 — 1
_— — _— = — - = — 7 — .
T —y 21 )y 2mi et 27
g g 0 0

Analogamente, como By = {h =y — Z(y —1)!' 27 =0} es una separatriz de .7,
j=1
existen g = 1, k = 2 y la 1— forma holomorfa n = —duz tal que

w(x,y) = 2°dh + h(—dx).

Reemplazando en la ecuacion (2.38) de la definicion 2.3.4, e integrando sobre

v = ¢€" con 6 € [0,27] tenemos

GSVy(F, By) = — LT 2,

27 2 27 e2i0 T
0 0

2 . . 2
1 /d(ﬁ) 1 /Qxdx 1 [2e%e®dg  [df
2 2mi B
v v

Por otro lado, para B=DB; U By, como (By, By), = 1, utilizando la ecuacion (2.39)
de la proposicion 2.3.7, se tiene que GSV,(#,B) = 1.

Ejemplo 2.3.10. Sea la foliacién .# sobre (C% 0) dado en el ejemplo 2.2.13.
Como B; = {f = x = 0} es una separatriz de .#, existen g = 1, k = 2y> + 23 y
la 1— forma holomorfa n = —2ydy tal que w(z,y) = (2y* + 23)df + f(—2ydy).
Reemplazando en la ecuacion (2.38) de la definicion 2.3.4, e integrando sobre
v = ¢ con 6 € [0,27] tenemos

GSVo(F.By) = —— /

271

2w . .
d2y*+2°) 1 /4ydy 1 4eiedy 5
22+ a3 2mi ) 22  2mi 2e2i0
v ol 0

3 = 0} es una separatriz de .%, existen

Analogamente, como Sy = {h = y*> — x
g =1,k = —z yla 1— forma holomorfa n = 2dx tal que w(z,y) = —zdh+h(2dx).
Reemplazando en la ecuacion (2.38) de la definicion 2.3.4, e integrando sobre
v = ¢ con 6 € [0,27] tenemos

2 2
1 [d(-x) 1 [2ie?®d9 1 ,
GSV()(?,S(D:%/_—x:%/ €2i9 :%/22619:2
o 0 0

Por otro lado, para B=B; U Sy, como (Bj, Sp)o = 1, utilizando la ecuacion (2.39)
de la proposicion 2.3.7, se tiene GSVp(F, B) = 2.
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Ejemplo 2.3.11. Sea .Z la foliacion sobre (C?,0) dado en el ejemplo 2.2.14.
Como S; : {h = y* — x = 0} es una separatriz de .7, existen g =1, k =y y la
1— forma holomorfa n = —2dy tal que w(x,y) = ydh + h(—2dy).

Reemplazando en la ecuacion (2.38) de la definicion 2.3.4, e integrando sobre

v = ¢ con 6 € [0,27] tenemos
1 d 1 27 . 9d9 27

Vi Y e’ 1 ,
ol 5) 2mi y 2w et 2mi /Z

¥ 0 0

Similarmente, como B, : {r = y = 0} es una separatriz de %, existen g = 1,
k = 2z y la 1— forma holomorfa n = —dz tal que w(x,y) = 2zdr + r(—dz).
Reemplazando en la ecuacion (2.38) de la definicion 2.3.4, e integrando sobre

v = ¢ con 6 € [0,27] tenemos

2w 2
1 d(2x) 1 e?ido 1 ,
F . By) = — - [ =1
GSVo(F, B2) = o5 / 20 2mi / ¢o o )"
ol

Por otro lado, para B=S; U By, como (51, B2)o = 1, utilizando la ecuacion (2.39)
de la proposicion 2.3.7, se tiene que GSVo(.#, B) = 0.

Ejemplo 2.3.12. Sea .% la foliacion de Suzuki’s en (C?,0) dado en el ejemplo
2.2.15. Como By : {v = y = 0} es una separatriz de .#, existen g = 1,
k = —2xy®> — xy + 22 y la 1— forma holomorfa n = (y* +y — z)dx tal que

w(x,y) = (—22y* — 2y + 22)df + f(y* +y — x)dz.

Reemplazando en la ecuacion (2.38) de la definicion 2.3.4, e integrando sobre

v =€ con 0 € [0, 27] tenemos

1
GSVo(F, By) = —/

- omi

2 .
d(—2zy* —zy+2%) 1 /Qxdx 2 [ae*dh

- - = [T _o
—2xy? — xy + a2 27 22 27 e2i0
Y Y 0

2

Analogamente, como Sz : {h = 4> +y — xln(ﬂ) = 0,c € C*} es una separatriz
x

de 7, existen g = 1, k = —zy y la 1— forma holomorfa n = ydz tal que

w(z,y) = —xydh + hydx.
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Reemplazando en la ecuacion (2.37) de la definicion 2.3.1, e integrando sobre
OS2 = Se2 N S? tenemos

1 d(—xy) 1 de 1 dy

GSVo (T, S.0) = — = [ W99y
p(F5e) 271 —zy 271 x + 271 Y *

03,2 03,2 03,2

Por otro lado, para B=S.2U By, como (S,2, B2), = 1, utilizando la ecuacion (2.39)
de la proposiciéon 2.3.7, se tiene que GSV,(#,B) = 4.

Ejemplo 2.3.13. Sea . la foliacion sobre (C? 0) dado en el ejemplo 2.2.16.
Como By : {f = x = 0} es una separatriz de %, existen ¢ = 1, k =

—y(A2 + b(x,y)) y la 1— forma holomorfa n = (A; + a(x,y))dy tal que

w(w,y) = —y(A2 + b(z,y))df + f(M + alx,y))dy.

Reemplazando en la ecuacion (2.38) de la definicion 2.3.4, e integrando sobre

v =€ con 6 € [0,27] tenemos

27 27
1 —Xody 1 iedp 1 ,
GSV,(F,B,) = — =— | —=— [idd=1.
(7. B1) = 5 o / e 2mi ) Te® T o / !
o7 0

Analogamente, como By : {h = y = 0} es una separatriz de .#, existen g = 1,
k=x(\ +a(x,y)) y la 1— forma holomorfa n = —(As + b(z,y))dx tal que

w(z,y) = z(A +a(x,y))dh + h(—(A2 + b(z,y))dz).

Reemplazando en la ecuacion (2.38) de la definicion 2.3.4, e integrando sobre

v = ¢ con 6 € [0,27] tenemos

27T 21
1 A\ dz 1 ie'dp 1 ,
GSV.(F. By) = — - Y [ iae =
(7 Ba) = 5o / o 2mi ) et omi )
v 0

Por otro lado, para B=B; U By, como (By, By), = 1, utilizando la ecuacion (2.39)
de la proposicion 2.3.7, se tiene que GSV,(#,B) = 0.

Ejemplo 2.3.14. Sea .# la foliacion sobre (C% 0) dado en el ejemplo 2.2.17.
Como Bj : {f = x = 0}, es una separatriz de .Z, existen g = 1, k = y(1 + \z")
y la 1— forma holomorfa n = z'dy tal que w(z,y) = y(1 + \a¥)df + f(x"dy).
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Reemplazando en la ecuacion (2.38) de la definicion 2.3.4, e integrando sobre

v =€ con 6 € [0,27] tenemos

27 21
1 [d 1 e df
GSVo(Z,B)) = — | L= — [ :—/id9:1.
0

1
o) oy 2mi ett 27
¥ 0
Similarmente, como By : {h = y = 0} es una separatriz de .#, existen g = 1,

k = 2"+ y la 1— forma holomorfa n = —(1 + A\z?)dx tal que
w(z,y) = 2" dh + h(—(1 + A\z")d).

Reemplazando en la ecuacion (2.38) de la definicion 2.3.4, e integrando sobre
v = ¢ con 6 € [0,27] tenemos

27
1 d(z*1) 1 (v+ Davde  v+1 [ie?df
GSV,(F,By) = — = — = — = 1.
p(7, Bs) 27ri/ v+l 27ri/ T 271 / et v
v v 0

Por otro lado, para B=B; U Bs, como (By, By), = 1, utilizando la ecuacion (2.39)
de la proposicion 2.3.7, se tiene que GSV, (%, B) = v.

2.4 Indice de variacion

En esta seccion, definimos el indice de variacion para curvas analiticas invariantes,
ver [FPM17] y [PMO5|, y describimos una estrategia de como es que éste indice se
puede extender para curvas invariantes formales, tal estrategia no es la misma que
se utilizo para los indices C'S,(.#, B) y GSV,(F, B), ver [FPM17|. Finalmente,
se presentara y demostrara dos resultados importantes que seré pieza clave en el
capitulo 3, ver [PMO05] y |[KS97].

Lema 2.4.1. Sea .7 una foliacion sobre U C C?, vecindad de p € C? definida
por la 1— forma holomorfa w(x,y) = —Q(z,y)dx + P(x,y)dy. Suponga que p es
una singularidad aislada de F y

a = apdr AN dzx 4 asdy A dy + aszdx A dy + agdr A dy + asdz A dy + agdr A dy

una 2— forma diferenciable tal que w A a = 0, entonces existe una 1— forma
diferenciable B fuera de p, tal que

a =L Aw.
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Demostracion. Tenemos que w Aa =0y

wAa=(—Qay — Pay)dz Ndy AN dy + (—Qas + Pay)dx A dz A dy
—QpBsdx AN dz A dy + Pasdy A dz A dy.

Entonces,
— QOZQ = POé4, POél = QO{5. (240)
PO[g = QOég =0. (241)
Notemos que de (2.41) se tiene que a3 = 0 en U — {p}, puestoque P 0y Q # 0

en U — {p}.
Si definimos = fydx + [adx + B3dy + f4dy una 1— forma holomorfa en U — {p},
donde

Pag @+ asP a6Q —asP + ayQ
B e Ve 2 VAT Top PR

QP + P
Observe que

A

BAw = (PB1+QpFs)dx ANdy+ QBadx NdT+ PPedx Ady+ QpBsdx Ndy— PBydy Ady.

(2.42)
Reemplazando Si, B2, B3, B4 en (2.42) y utilizando (2.40), tenemos
Pog 046(2 041@+045P _
BAw=(P(—2 ) L Q(—2% )z Ady + Q( Y A d
Phgr=iep T gr+ep) or=1PF’
061@‘|-Oé5-75 _ —062P+044Q _ —042}3-1—044(2 _
P PO Ty g A dy + Q22T M A dy — P22 T MY A g,
Gap=1pp) @ "%+ QUgpypp & A4~ Pogpspr M AW
(10 + |P)as (IQE +1PP),
= dz A dy + dz N dx
o) Clopspe )
as(1QF +1PP). (PP +1QP).
+ dz N dy + dx N d
Clop e AW+ Sigpypp )N
w(PP+IQP).
+ dy N dy.
CleET1PE )

= andz AN dT + asdy A dy + asdz A dy + audzr A dy + asdz A dy + agdx A dy

= Q.

Por lo tanto, existe una 1— forma diferenciable 8 en U — {p}, tal que

a =[G ANw.
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Lema 2.4.2. Sea .7 una foliacion sobre U C C?, vecindad de p € C? definida
por la 1— forma holomorfa w(z,y) = —Q(z,y)dx + P(x,y)dy. Suponga que p es
una singularidad aislada de .F y sea [ = [rdx + PodT + Ba3dy + Pady una 1—
forma holomorfa tal que w A f = 0, entonces existe una funcion diferenciable g

fuera de p, tal que
£ = gw.

Demostracion. Tenemos w A S =0y
WAL = —QPedxNdT+—QBsdr Ndy+(—QLys— PS1)dxNdy+ PdyBadz+ P PsdyAdy.

Entonces,

— QP2 =—QP3 = PP = PP =0. (2.43)
— QP = PP (2.44)
Note que P # 0y Q # 0 en U — {p}, pues Sing(#) = {p}. Luego, de (2.43)

tenemos By = 3 = 0 en U—{p}, como [35 y 3 son continuas entonces Py = 3 = 0
en U.
Esto implica que,

p = Bidr + Pady.
Si definimos B B

g = —51Q + B4 P .

Q> + [P

Utilizando (2.44) se tiene

o —B1Q + BuP. B - —B1Q + 4P\ P
gw = (W)(Epdl’ + Pdy) = (W)E(ﬁldl' + Bady).
—B1PQ + B4 PP )+ 3PP, 1
~ G ) ot ) = () 5 v+ ).

= (Bidx + Budy) = .
Por lo tanto, existe una funcion diferenciable g en U — {p}, tal que

B = guw.
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Consideremos la foliacién holomorfa .# sobre U C C2, vecindad de p € C?
definida por la 1— forma holomorfa w(z,y) = —Q(z,y)dx + P(z,y)dy. Suponga
que p una singularidad aislada de .%. Diferenciando w, se tiene

dw = (Q, + P,)dx A dy. (2.45)

Como w A dw = 0, entonces por el lema 2.4.1, existe una 1— forma diferenciable
B en U — {p}, tal que

dw = 3 ANw,

donde
(Qy + )

B = m(ﬁdm + Qdy). (2.46)
Note que cada punto ¢ € U —{p} es regular para la folicacion .# y existe una 1—
forma holomorfa 3 en ¢ tal que dw = A w. Ademas, sea p : R — R una funciéon
holomorfa tal que p‘U_V =1,donde p € V; C V C U. Entonces, p.3 donde [ es
como en (2.46), es una 1— forma holomorfa en U, tal que dw = § A w, fuera de
una vecindad de p. Si § es otra 1-forma holomorfa tal que dw = ' A w entonces

By [ coinciden sobre las hojas de la foliacion .%, puesto que

(B_B/)/\w:()?

Entonces, por el lema 2.4.2, existe una funcién diferenciable g definida fuera de
una vecindad de p tal que § — ' = gw, estoes = 3 en C.
Donde, C es una curva invariante por .# definida por la funcion reducida f = 0.

De lo anterior se sigue la siguiente definicion.

Definicién 2.4.3. Sea .# una foliacién sobre (C?,p), inducida por w(z,y) =
—Q(z,y)dx + P(x,y)dy, p una singularidad de .# y sea C una curva analitica
invariante por % en p, definida por la funcion reducida f = 0, f € C{xz,y}. Se

define el indice de Variacion con respecto a la curva C en p, como
Var,(7,C) = — / 8. (2.47)
b 2mi
ac

Donde 3 es como (2.46), dC = CNS? y S3 = dB* |, donde B* es una bola pequetia
centrada en p € C2.

Observacion 2.4.4. Note que si p ¢ sing(.#), entonces Varp(.#,C) = 0 (ver
[PMO5]).
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Observacion 2.4.5. El indice Var,(#,C) no depende de la foliacion .#, es decir
de w, de f que define C y de €, ver [PMO5|.

or

Proposicion 2.4.6. Sea Ci,Cy curvas invariantes de % en p, sin componentes

en comiun y C = C,y UCy. Entonces
Vary(F#,C) = Vary(F,Cy) + Vary(#,Cs). (2.48)

Donde, Cy,Cy son curvas invariantes con {f = 0} y {h = 0} ecuaciones reducidas

de C; y Co, respectivamente.

Demostracion. Se sabe que OC = 9(C;UCy) = (C1UCo)NS? = (C;NS2)U(CaNS?)
y de la definicion 2.4.3, se tiene

1 1
Va0 =5 [o=gn [ ey [ e [
ac (C1NS2)U(C2nSE) (€C1inSs?) (C2nS3)
Por lo tanto, Vary(#,C) = Vary(F,C1) + Varp(F,Cs). O

Proposicion 2.4.7. Si C es cualquier curva invariante de F

en p, entonces
Vary(F,C) = GSV,(F,C) + CS,(F.C). (2.49)

Demostracion. Como C es una curva invariante de .# en p, entonces por el lema
2.2.1, existen k , g funciones holomorfas en una vecindad de p no nulos sobre C,

con k y f primos relativos, y un germen de 1— forma holomorfa n tal que

gw = kdf + fn.
Luego,
k
w="df + f.
g g
Diferenciando,
_ o (F U U
dw=d(—=|Ndf +df N\=+ fd| = ).
g g g
Note que, en los puntos de OC,

k
= —(d .
w = df (2.50)

dw = d <E> Adf +df AL (2.51)
g g
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Al reemplazar (2.50) en (2.51), se tiene

dw = (%—%)/\w, en OC.

Por lo tanto,

1 g N
Vare(7,0) = oo [ (5-7)
(/8

= GSV,(ZF,C) + CS,(ZF,0).
O

Observaciéon 2.4.8. Note que cuando se trata de definir Vary (%, B) para una
rama formal de separatriz B, la estrategia seguida para los indices Camacho-
Sad y Gomez-Mont-Seade-Verjovsky no es adecuada ya que la 1-forma S no

define un objeto formal en p € C?. Sin embargo, conociendo C'S,(Z,B) =

1 n 1 g . [k
CSp(Z,B) = —%/E y GSVo(F,B) = 5 Ed (5) para una rama
R

formal B (correspondiente a la separatriz débil), p(;/demos adoptar la ecuacion
Vary(F,C) = GSVp(F,C) + CSp(F,C) de la proposicion 2.4.7 como definicién
para Varp (%, B) y usar la ecuacion Vary(#,C) = Vary(%,Cy) + Varp(Z,Cs)
de la proposicion 2.4.6 para calcular Varp(.#, C) para una multi-ramificada curva
invariante C, ver [FPM17].

Observacion 2.4.9. La proposicion 2.4.7, también se verifica para una separatriz
B de % en p, esto es

Vary(F,B) = GSVi(F, B) + CS,(F, B).

Observacion 2.4.10. La proposicion 2.4.6, también se verifica para B=B; U B,

donde By, By son separatrices de .%# en p, sin componentes en comun, esto es
Vary(ZF,B) = Vary(F, By) + Vary(F, By).

Observacion 2.4.11. Podemos definir el indice de wvariacion en p, para un

divisor de separatrices
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Observacion 2.4.12. Notemos que una demostracion de la proposicion 2.3.7, es

utilizando la proposicion 2.2.8 y la observacion 2.4.10, esto es,
CSp(F,B) = CSp(F,B1)+ CSp(F, By) + 2(B1.B2)p, (2.52)
Varg(#,B) = Vary(F,B) + Vary(F, Bs). (2.53)
Restando las ecuaciones (2.53)-(2.52) y utilizando la proposicion 2.4.7, tenemos
GSVo(F,B) = GSVyo(F, By) + GSV,(F, By) — 2(By, Bs)p.

Proposicion 2.4.13. Sea B = By + By un divisor de separatrices de %, donde
B1, By son separatrices de la foliacion F en p, sin componentes en comun.

Entonces

Vary(F,B) = CSp(F,B) + GSV,(F, B). (2.54)
Demostracion. Por la proposicion 2.4.7, para By y Bs, respectivamente, tenemos
Vary(F, B1) = GSVo(F, By) + CSp(F, By), (2.55)

Varp(ﬁ, BQ) = GSVp(f, Bg) + CSp(y, Bg) (256)

Sumando las ecuaciones (2.55) y (2.56). Luego, utilizando la observacion 2.4.11,

se tiene
V(l’f’p(y,8> = GSVp(ﬁ, Bl> -+ GSVp(:@, BQ) -+ CSp(y, Bl) + CSp(y, BQ)
Por lo tanto, por la proposicion 2.2.8 y 2.3.7, obtenemos la ecuacion (2.54). [

Ejemplo 2.4.14. Sea .Z la foliacion de Riccati en (C?,0) inducida por la 1—
forma
w = (y* + xy + 2°)dx + 23dy.

Observe que B; = {h = =+ y = 0} es una separatriz de .#, entonces de los
ejemplos 2.2.11 y 2.3.8, tenemos que CSo(F#,By) = 1y GSVo(F,B;) = 2,

respectivamente. Luego, utilizando la observacion 2.4.9, se tiene
Varo(gf, Bl) = 3.

Analogamente, como By = {f = x = 0} es una separatriz de .%, entonces de
los ejemplos 2.2.11 y 2.3.8, tenemos que CSo(F, Bs) = 0y GSVo(F, By) = 2,

respectivamente. Luego utilizando la observacion 2.4.9, se tiene
VCLT()(?, BQ) =2.
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Por otro lado, si B = B; + By (divisor de separatrices), entonces al usar la
observacion 2.4.11 tenemos

Vare(#,B) = 5.
Ejemplo 2.4.15. Sea .# una foliacién en (C?,0), inducida por la 1— forma

w = (v — y)dr + 2°dy.

Note que By = {f = x = 0} es una separatriz de % , entonces de los
ejemplos 2.2.12 y 2.3.9, tenemos que CSo(F,B1) = 0y GSVo(F,By) = 1,
respectivamente. Luego, utilizando la observacion 2.4.9, tenemos

Varo(ﬁz, Bl) =1.
Analogamente, como By = {h = y — Z(] — 1! 27 = 0} es una separatriz

j=1
de .7, entonces por los ejemplos 2.2.12 y 2.3.9, tenemos que CSo(F,Bs) = 0

y GSVo(.Z, By) = 2, respectivamente. Luego, utilizando la observacion 2.4.9, se
tiene
VCLT()(?, BQ) = 2.

Por otro lado, si B = B; + By (divisor de separatrices), entonces utilizando la

observacion 2.4.11 tenemos

Vare(F,B) = 3.
Ejemplo 2.4.16. Sea . una foliacion en (C?,0) inducida por la 1—forma
w = (29 + 2%)dr — 2zydy.

Observe que By : {f = x = 0} es una separatriz de .#, entonces por los
ejemplos 2.2.13 y 2.3.10 tenemos que CSo(F,B;) = 1y GSVW(F,By) = 2,

respectivamente. Luego, utilizando la observacion 2.4.9, se tiene
V(I,’f’o(tg;, Bl) = 3.

Similarmente, como Sy = {h = y?—2® = 0} es una separatriz de .%, entonces por
los ejemplos 2.2.13 y 2.3.10 tenemos que CSo(F#,Sy) = 4y GSVo(F,Sy) = 2.

Luego, utilizando la observacion 2.4.9, se tiene
Vare(.#,Sy) = 6.

Por otro lado, si B = B; + Sy (divisor de separatrices), entonces usando la
observacion 2.4.11 tenemos
Var,(#,B) = 9.
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Ejemplo 2.4.17. Sea . una foliacion en (C?,0) inducida por la 1— forma
w = —ydxr + 2xdy.

Note que S; : {h = y> —x = 0} es una separatriz de .%#, entonces por los
ejemplos 2.2.14 y 2.3.11 tenemos que CSo(.#,51) = 2 y GSW(Z,5) = 1,

respectivamente. Luego, utilizando la observacion 2.4.9, se tiene
V(l?“o(y, Sl) =3

Analogamente, como By = {r = y = 0} es una separatriz de .%, entonces por
los ejemplos 2.2.14 y 2.3.11 tenemos que C'So(.7, By) = % y GSVo(F, By) = 1,

respectivamente. Luego, utilizando la observacion 2.4.9, se tiene

3
Va,’f’o(tg;, Bg) = §
Por otro lado, si B = S; + By (divisor de separatrices), entonces al usar la
observacion 2.4.11 tenemos
9
Vare(%,B) = 3

Ejemplo 2.4.18. Sea .Z la foliacion de Suzuki’s en (C%,0) inducida por la 1—
forma

w = (y* +y* — xy)dz — (2xy* + vy — 2°)dy.

Observe que By = {v = y = 0} es una separatriz de .% , entonces de los
ejemplos 2.2.15 y 2.3.12, tenemos que CSo(F,By) = 1y GSVo(.F, By) = 2,

respectivamente. Luego, utilizando la observacion 2.4.9, tenemos

VCLT()(?, Bl) = 3.
Analogamente, como S : {h =y*+y — xln(%) = 0,c € C*} es una separatriz
x
de .#, entonces de los ejemplos 2.2.15 y 2.3.12, tenemos que C'Sp(F,Se2) = 2
y GSVo(F, S,2) = 4, respectivamente. Luego, utilizando la observacion 2.4.9; se
tiene

V(l?”()(y, Bg) = 0.

Por otro lado, si B = B; + By (divisor de separatrices), entonces utilizando la

observacion 2.4.11 tenemos

Vare(F,B) =9.
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Ejemplo 2.4.19. Sea .Z una foliacion en (C?,0) inducida por la 1— forma
w = (A + a(z,y))dy — y(A2 + b(z, y))dz,

A
donde A Ay # 0, )\—1 Z Q% ya,be C{x,y} tal que a(0) =0, b(0) = 0.
2
Note que B; : {f = x = 0} es una separatriz de .%, entonces por los ejemplos
A
2.2.16 y 2.3.13, tenemos C'So(.%, By) = )\—1 y GSVo(F, By) = 1, respectivamente.
2

Luego, utilizando la observacion 2.4.9, se tiene
A
VGT’()<3Z, Bl) = - + 1.
A2
Similarmente, como By : {h = y = 0} es una separatriz de .#, entonces por
A
los ejemplos 2.2.16 y 2.3.13, tenemos CSo(.Z, By) = A—Q y GSVo(F, By) = 1,
1
respectivamente. Luego, usando la ecuacion (2.49) de la proposicion 2.4.7, se
tiene
T A2
VCLT‘()(J,BQ) = —=+1
A1
Por otro lado, si B = Bj + B, (divisor de separatrices), entonces usando la

observacion 2.4.11 tenemos

A1
Varp(gz,B):A—;—i—)\—?—kQ.

Ejemplo 2.4.20. Sea . una foliacion en (C?,0) inducida por la 1— forma
w = —y(1 + Az")dx + 2" dy,

donde A € Cy k € Z-o. Notemos que Bj : {f = x = 0} es una separatriz
de ., entonces por los ejemplos 2.2.17 y 2.3.14, tenemos que CSo(F,By) = 0
y GSVo(F, B1) = 1, respectivamente. Luego, utilizando la observacion 2.4.9, se

tiene
Vare(#,B;) = 1.

Analogamente, como Bs : {h = y = 0} es una separatriz de .%, entonces por los
ejemplos 2.2.17 y 2.3.14, tenemos que CSo(F, Bs) = Ay GSVo(F, By) = k + 1,

respectivamente. Luego, utilizando la observacion 2.4.9, se tiene
Vare(F,Bs) = A+ k+ 1.

Por otro lado, si B = B; + By (divisor de separatrices), entonces utilizando la

observacion 2.4.11 tenemos

Varo(#,B) =X+ k+ 2.
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Sea .# una foliacion holomorfa singular de dimensiéon 1 en una superficie
compleja M. Suponga que p es una singularidad aislada de %, S una curva
compacta invariante por .# y C1(N%) es la clase de Chern, donde N7 es el
fibrado conormal a .#, (ver [PM05]).

La siguiente proposicion serda de utilidad en la demostracion de la proposicion
2.6.5 de la seccion 2.6.

Proposicion 2.4.21. Sean M wuna superficie compleja y S C M una curva

compacta imvariante por la foliacion F , entonces

Y Vary(F,5) = —-Ci(N3).S .
pEsing(F)NS

Demostracion. Sea Sing(#) = {pi1,p2,..,pn} y tomemos un cubrimiento
localmente finito U = {U;} de la variedad M, tal que si p; € Sing(.%), para
i€I—{1,...,n}, entonces la foliacién esta inducida por g;w; = h; df; = 0, donde
gi, hi, fi son funciones holomorfas en U;.

Por otro lado, si p; € Sing(F), Vi = 1,...,n entonces por el teorema 2.2.4
existe una separatriz de .%# por p;, digamos S; = {(z,y) € U; : fi(z,y) = 0}
; Vi =1, ...,n. Entonces, por lema 2.2.1 existe una descomposicién

donde g;, k; € C{z,y}, con k; y f; primos relativos no idénticamente nulos sobre
S; y gérmenes de 1— forma holomorfa 7.
Ahora, si U;NU; # ¢, entonces por definiciéon 1.2.36 existen funciones holomorfas
wi; en U; N U; tal que

w; = Pjw;, (2.58)

donde {¢;;} es el cociclo que define Nz, N4 es el fibrado normal a .%, ver [PMO05].
Por el teorema de indice de Camacho-Sad (2.2.20), tenemos f; = fi;fj, fi; son
funciones holomorfas en U; NU;. Esto quiere decir que .S; y S; describen el mismo
conjunto. Luego, definen una curva S invariante por .%.

Por otro lado, al tomar {p; };c;, una particion de la unidad subordinada {U;};c;,

tenemos
. 1
NG s = —55 2 dlpydliog o,,)) (2.59)
v
1
= 5 Z/: dpy A d(log ¢v,), (2.60)
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donde C1([N%]) es la clase de Chern, ver [PMO05] y [KS97].

Diferenciando la ecuacion (2.57), tenemos
dg; N\ w; + gidwy = dk; N\ df; + df; A n; + fidn;.
Restringiendo (2.57) y (2.61) a U; N S, obtenemos

giwi = kidf;
dgi Nw; + gidw; = dk; \df; + dfi A
Reemplazando (2.62) en (2.63), tenemos

Esto implica que,

kz Gi kz
o kz Us
= (s )

Analogamente,

dw; = <d(1ogﬁ)—%>/\wj . en U;NS
9j J

Por otro lado, diferenciando f; = f;; f;, tenemos
dfi = dfi;-f + fijdfy,
y restringiendo (2.65) a (U; NU;) NS, se tiene

De (2.62) y (2.66), y por la condiciéon de cociclo (f; = f;;f;), se obtiene

d,
fi

Reemplazando (2.66), para el indice j, en (2.67), se consigue

giw; = kidf; = k;

ki giw; ki gy
giw; = 42— = = 2T

fi ki kit
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Luego,
kj _
9gi 9
Asi, diferenciando (2.58) y reemplazando (2.64) se obtiene

ki
— fiji- (2.68)

dwj = @i A w; + (,OﬂdwZ
ki 7
ki i
Entonces,

duy = [d(108(p3)) + d(log ) ~ ] A, (2.60)

) 7

De (2.64) y (2.68), se consigue en U; N Uj,

ni N k; ki

d(log :———+d(log—>—d<log—). 2.70
( J ) kz kj g i ( )

. B ki 1 MMy
Haciendo, v; = d | log— | — T Luego, reemplazando en d(log ¢;;) = 5 +

Gi i i j

d (log &> —d (log E) en U; NU; NS, tenemos
9j 9i

d(log vj;i) = v; — v;. (2.71)

Reemplazando (2.71) en (2.60), se consigue

1
271

Z d(py) N (vy = vir)

1
o (Pk) Vi

Puesto que, v, =0en U; NU, N S.

Por la observacion 2.2.19, existe vecindades abiertas relativamente compactas

96



Vi C Uy del punto p; tal que pik}‘—/k = 1. Entonces,

. 1
/01([Ny]) = 55 dpir. I\ Vi
UiNS U;kNS
1
= — dpir N Vig
27
VNS
L[ dtpava)
= 5= ikVi
i Pikit
VNS
1
= _— l/,L-
omi F
o(VxNS)

= —Var, (#,5).

Ahora, como

Por lo tanto,

Y Varg(#,5) = —Ci(N3).S

pESing(F)NS

]

Proposicion 2.4.22. Sean M wuna superficie compleja y S C M wuna curva

compacta invariante por la foliacion F, entonces
GSVyp(Z#,S) = —C1(N%).S —S.S

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la proposicion 2.4.21 y el teorema
2.2.20. O

2.5 Indice de exceso polar

En esta seccion, definimos el nimero de intersecciéon polar entre una 1— forma
holomorfa w y una separatriz irreducible B. Esto permite definir el indice de
exceso polar de la foliacion %, definida por w, respecto a una separatriz B en
un punto singular p, Ap (%, B), ver |GM18| y |[FPM17|. Ademas, probaremos
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resultados relevantes de este indice que seran de gran utilidad en la caracterizacion
de foliaciones de tipo curva generalizada, ver [FPM17| y [GM18|.

Sea . una foliacién holomorfa singular en (C? p), inducida por la 1— forma
holomorfa w(z,y) = —Q(z,y)dxr + P(z,y)dy y p una singularidad aislada de .%.
Para [a : b] € P, la curva polar de w con respecto a [a : b] es la curva analitica
Pfg:b] asociada a la ecuacion —a@) + bP = 0.

Sea B una separatriz irreducible de .%, no contenida en el divisor polar B, que
tenga a 7(t) como una parametrizacion de Puiseuz. Diremos que B es invariante
por w si y*w = 0.

De lo anterior se sigue la siguiente definicion.

Definiciéon 2.5.1. El nidmero de interseccion polar de w y B en p es el entero
(P*, B)p = (Ppaa)s B)p = ordi=o((—aQ + bP) o), (2.72)
para [a : b] € P¢.

Observacion 2.5.2. El numero de interseccién polar estd bien definido, es
independiente tanto de las coordenadas como de la eleccion de la parametrizacion

de Puiseux para B.

A continuacion, utilizaremos la ecuacion (2.72) para definir el indice de exceso

polar.

Definicién 2.5.3. Sea .# un germen de foliacién holomorfa singular en (C?, p),
inducida por la 1— forma holomorfa w(z,y) = —Q(z,y)dz + P(z,y)dy. Sea B
una rama de separatriz alrededor de p y F = 0 una ecuacion equilibrada reducida
de separatrices adaptada a B. El indice de exceso polar de F respecto a B en

p € Sing(#) es el entero,
Ap(Z,B) = (P, B)p — (P, B),. (2.73)

Para una curva de separatrices C, con factores irreducibles By, ..., B,, definimos

el indice de exceso polar de forma aditiva

r

Ap(F,C) =3 Apl(F, Bi) = 3 _((P*, Bi)p = (P, Bp).

i=1
Observacion 2.5.4. La definicion 2.5.3 es independiente de la ecuacion
equilibrada reducida de separatrices P = 0, esto implica que, para calcular el
exceso polar para una curva de multiples ramas, se puede emplear una ecuaciéon

equilibrada adaptada simultaneamente a todas sus ramas.
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El caracter aditivo del indice de exceso polar nos permite extender su

definicion a un divisor arbitrario B en Div, (%), de la siguiente manera.

Definicién 2.5.5. Sea B = ) ap.B en Divy(.F), se define el indice de exceso
polar de .# con respecto a B en p € Sing(.%#) como

Ap(F . B)=> aply(F,B)
B

Ejemplo 2.5.6. Sea .# una foliacion en (C?,0) inducida por la 1— forma
w = —y(A2 + b(z, y))dz + (A1 + alz, y))dy,

A
donde a,b € C{z,y} v A, Ay £ 0 , A—l Z Q.
2
Note que p = (0,0) es la tunica singularidad reducida de tipo hiperbdlico (ver
ejemplo 1.4.16). Por otro lado, By : {f = 2 = 0} y By : {g = y = 0} son

separatrices de .%, entonces una ecuacion equilibrada de separatrices para % es

~

F = x -y =0 cuyo divisor tiene la forma B = B; + Bs.

Como B; es una separatriz de .%#, entonces admite una parametrizacion de
Puiseuxr dada por v(t) = (0,t). Esto implica que, @ o y(t) = Q(0,t) = tAy y
Po~(t) = P(0,t) = 0. Reemplazando en la ecuacion (2.72) de la definicion 2.5.1,

tenemos
(P*, B1)p = ordi—o((—aQ + bP) o) = ordi—o(—a(tA2) + b(0)) = 1.

Diferenciando F = x - y tenemos dF = —Qdx + Pdy = ydx + xdy. Esto implica
que Qo (t) = Q(0,t) = —t y Poy(t) = P(0,t) = 0. Reemplazando en la ecuacion
(2.72) de la definicion 2.5.1, se tiene

(P By)p = ordi—o((—aQ + bP) 0 7) = ords_o(—a(—t) + b(0)) = 1.
Reemplazando en la ecuacion (2.73) de la definicion 2.5.3, tenemos
Np(F,By) = (PY,B))p — (P, B))py=1-1=0

Analogamente, una parametrizacion de Puiseur para Bs, viene dada por v(t) =
(t,0). Esto implica que, @ o y(t) = Q(t,0) = 0, Poy(t) = P(t,0) = tA,
Qo~(t) =Q(t,0) =0y Po~r(t) = P(t,0) = t. Sustituyendo en (2.72) tenemos

(PY, By)p = ordi—o((—aQ + bP) o y) = ordi—o(—a(0) + b(tA1)) = 1,
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(P, By)p = ordi—o((—aQ + bP) 0 7) = ordy—o(—a(0) + b(t)) = 1.
Reemplazando en la ecuacion (2.73) de la definicion 2.5.3, tenemos
Ap(F, Bs) = (P¥, By)p — (P¥ By)p =1—1=0.

Por otro lado, para B = By + By (divisor de separatrices), usando la definiciéon
(2.5.5) tenemos que AL (%, B) = 0.

Ejemplo 2.5.7. Sea .# una foliacion en (C?,0) inducida por la 1— forma
w = —y(1 + Az®)dx + 2" dy,

donde A € Cy k € Z~o. Notemos que p = (0,0) es una singularidad reducida
de tipo silla-nodo (ver ejemplo 1.4.17). Por otro lado, By : {f = z = 0} y
By : {g = y = 0} son separatrices de %, entonces una ecuacion equilibrada de
separatrices para .Z es F =z - y = 0 cuyo divisor tiene la forma B = By + Bs.

Como B; es una separatriz de %, entonces admite una parametrizacion de
Puiseur dada por ~(t) = (0,t). Esto implica que Q o y(t) = Q(0,t) =ty
Po~(t) = P(0,t) = 0. Reemplazando en la ecuacion (2.72) de la definicion

2.5.1, tenemos
(P*, B1)p = ordi—o((—aQ + bP) o) = ordi—o(—a(t) + b(0)) = 1.

Diferenciando F = z - y tenemos dF = —Qdzx + de = ydx + xdy. Esto implica
que Qo (t) = Q(0,t) = —t y Poy(t) = P(0,t) = 0. Reemplazando en la ecuacion
(2.72) de la definicion 2.5.1, se tiene

(P, By)p = ordizo((—aQ + bP) 0 %) = ordo(—a(—t) + b(0)) = 1.
Reemplazando en la ecuacion (2.73) de la definicion 2.5.3, tenemos
Ap(F,By) = (P, By)p — (P By)p=1—-1=0.

Analogamente, como B; es una separatriz de %, entonces admite una
parametrizacion de Puiseux dada por (t) = (¢,0). Esto implica que, Q o y(t) =

Q(t,0) =0, Poy(t) = P(t,0) = t"+!, Qoy(t) = Q(t,0) = 0y Pory(t) = P(t,0) =
t. Reemplazando en la ecuacion (2.72) de la definicién 2.5.1, tenemos

(P", Ba)p = ordi—o((—aQ + bP) 0 7) = ordi—o(—a(0) + b(t")) =k + 1,
(P By)p = ord—o((—aQ + bP) o 7) = ords_o(—a(0) + b(t)) = 1.
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Reemplazando en la ecuacion (2.73) de la definicion 2.5.3, tenemos
Ap(F,Bs) = (PY, By)p — (P By)p =k +1—1=k.

Por otro lado, para B = B; + By (divisor de separatrices), usando la definiciéon
(2.5.5) tenemos que A, (%, B) = k.

Ejemplo 2.5.8. Sea .% una foliacién no singular sobre (C? p) inducida por la
1— forma
w=—Q(z,y)dz + P(z,y)dy = dz.

Notemos que p € C? es un punto regular. Por otro lado, By : {x = ¢;c € C*} y
By : {x = k;c € C*} son hojas locales de %, entonces una ecuacion equilibrada
de separatrices para % es F=ck=0 cuyo divisor tiene la forma. B = By + Bs.
Como Bj; es una separatriz de %, entonces admite una parametrizacion de
Puiseux ~y(t). Esto implica que, Qov(t) = Q(v(t)) = —1y Povy(t) = P(y(t)) = 0.
Reemplazando en la ecuacion (2.72) de la definicién 2.5.1, tenemos

(P", B1)p = ordi—o((—aQ + bP) o ) = ordi—o(—a(—1) + b(0)) = 0.

Diferenciando F' = ¢ - k tenemos dF = —Qd:c + de = Odx + 0dy = 0. Esto
implica que Q 0 y(t) = Q(y(t)) = 0y Pox(t) = P(y(t)) = 0. Reemplazando en
la ecuacion (2.72) de la definicion 2.5.1, se tiene

(Pdﬁ, Bi)p = ordi—o((—aQ + bP) o v) = ord—o(—a(0) 4 b(0)) = 0.
Reemplazando en la ecuacion (2.73) de la definicion 2.5.3, tenemos
Ap(F,By) = (P, By)p — (P¥ B)p=1-1=0.

Ejemplo 2.5.9. Sea .# un germen de foliacién en (C?0) inducida por la 1—
forma

w = —ydzr + 2zdy

Observe que p = (0,0) es una singularidad no reducida de .# (ver ejemplo
1.5.14). Por otro lado, S, : {f = y’c—2 =0,c € C*} y By : {g =y = 0}
son separatrices de %, entonces una ecuacion equilibrada de separatrices para %
es [ = (y* — x) - dy = 0 cuyo divisor tiene la forma B = S; + Bo.

Como S; es una separatriz de .#, entonces admite una parametrizacion de
Puiseuz dada por (t) = (t*,t). Esto implica que Q o y(t) = Q(t%,t) =ty
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Pon~(t) = P(t*t) = 2t*. Reemplazando en la ecuaciéon (2.72) de la definicion

2.5.1, tenemos
(P, S1)p = ordi—o((—aQ + bP) oy) = ordi—o(—a(t) + b(2t2)) =1.

Diferenciando F' = (y% —x) - x tenemos dF = —Qdx + Pdy = —ydz+ (3y> —z)dy.
Esto implica que Qoy(t) = Q(t2,t) = t y Poy(t) = P(2,t) = 2t2. Reemplazando

en la ecuacion (2.72) de la definicion 2.5.1, se tiene
(P, S))y = ordi—o((—aQ + bP) 0 7) = ordy_o(—al(t) + b(2t2)) = 1.
Reemplazando en la ecuacion (2.73) de la definicion 2.5.3, tenemos
Np(F,S1) = (P, 8)), — (P, 8))p=1—1=0.

Analogamente, una parametrizacion de Puiseur para Bs, viene dada por v(t) =
(t,0). Esto implica que, Q o y(t) = Q(t,0) = 0, P o~(t) = P(t,0) = 2t,
Qo~(t) = Q(t,0) =0y Po~x(t) = P(t,0) = —t. Reemplazando en la ecuacion
(2.72) de la definicion 2.5.1, tenemos

(PY, Bs)p = ordi—o((—a@ + bP) o v) = ordi—o(—a(0) + b(2t)) = 1,
(P, Ba)p = ordi—o((—aQ + bP) 0 7) = ordy—o(—a(0) + b(~t)) = L.
Reemplazando en la ecuacion (2.73) de la definicion 2.5.3, tenemos
£p(F, By) = (P*, By)y — (P, Bo)p = 1 = 1= 0.

Por otro lado, para B = S; + By (divisor de separatrices) , usando la definicion
(2.5.5) se tiene que Ay (F#,B) = 0.

Ejemplo 2.5.10. Sea .# una foliacién en (C?,0) inducida por la 1— forma
w = (2 + 2%)dx — 2zydy.

Note que p = (0,0) es una singularidad no reducida de # (ver ejemplo 1.5.16).
Por otro lado, By : {f=2=0}y Sy:{g=y?— 2> =0} son separatrices de .7,
entonces una ecuacién equilibrada de separatrices para .% es F=z (y2—23) =0
cuyo divisor tiene la forma B = B; + Sp.

Como B; es una separatriz de %, entonces admite una parametrizacion de

102



Puiseuxr para Bj, dada por v(t) = (0,%). Esto implica que Q o y(t) = Q(0,t) =
—2t% y Po~(t) = P(0,t) = 0. Sustituyendo en (2.72) tenemos

(PY, By)p = ordi—o((—aQ + bP) o) = ordi—o(—a(—2t*) + b(0)) = 2.

Diferenciando F' = z-(y?—1?) tenemos dF = —Qdx+Pdy = (1> —423)dz+2zydy.
Esto implica que Qov(t) = Q(0,t) = —t2 y Po~(t) = P(0,t) = 0. Reemplazando

en la ecuacion (2.72) de la definicion 2.5.1, se tiene
(P, By)p = ordi_o((—aQ + bP) o y) = ords_o(—a(t?) + b(0)) = 2.
Reemplazando en la ecuacion (2.73) de la definiciéon 2.5.3, tenemos
Ap(F,By) = (P¥, By)p — (P¥ By)p =2—2=0.

Similarmente, una parametrizacion de Puiseux para Sy, viene dada por (t) =
(2, t3). Esto implica que, Qo (t) = Q(t?,13) = =35, Poy(t) = P(t?, %) = -2,
Qo) = QU313 = 3t5 y Po(t) = P(t%13) = 2t5. Reemplazando en la

ecuacion (2.72) de la definicion 2.5.1, tenemos
(P", By)p = ordi—o((—aQ + bP) 0 ) = ords—o(—a(—3t°) + b(—2t°)) = 5,

(P, By)p = ordi_o((—aQ + bP) 0 v) = ords_o(—a(3t°) + b(2t%)) = 5.

Reemplazando en la ecuacion (2.73) de la definicion 2.5.3, tenemos
Dp(F,S0) = (P, So)p — (P, S)p =55 =0.

Por otro lado, B = B; + Sy (divisor de separatrices), usando la definiciéon (2.5.5)
tenemos que Ay (F,B) = 0.

Ejemplo 2.5.11. Sea .# la foliacion de Ricatti en (C* 0) inducida por la 1—
forma
w = (y* + xy + 2°)dx + 2*dy

Observe que p = (0,0) es una singularidad no reducida de .%. Por otro lado,
By:{h=x+y =0}y By : {f =2 = 0} son separatrices de la foliacion .7,
entonces una ecuacién equilibrada de separatrices para % es F=z- (x+y)=0
cuyo divisor tiene la forma B = B; + Bs.

Como B; es una separatriz de %, entonces admite una parametrizacion de

Puiseur para By, dada por (t) = (t, —t). Esto implica que Po~(t) = P(t, —t) =
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t?y Qoy(t) = Q(t, —t) = —t*. Reemplazando en la ecuacion (2.72) de la definicion

2.5.1, tenemos
(P", By), = ordi—o((—aQ + bP) 0 7) = ord—o(—a(—t*) + b(t?*)) = 2.

Diferenciando ' = z-(z+y) tenemos dF' = —Qdz+ Pdy = (2z+y)dz+xdy. Esto
implica que Q o y(t) = Q(t, —t) = —t y P o~(t) = P(t,—t) = t. Reemplazando
en la ecuacion (2.72) de la definicion 2.5.1, se tiene

(P, B))p = ordi—o((—aQ + bP) 0 7) = ordy_o(—a(~t) + b(t)) = L.
Reemplazando en la ecuacion (2.73) de la definicion 2.5.3, tenemos
£p(F,Br) = (P, By = (P, Bi)p =2 - 1= 1.

Similarmente, una parametrizacion de Puiseuz para B, viene dada por (t) =
(0,t). Esto implica que, @ o y(t) = Q(0,t) = —t?, Po~(t) = P(0,t) = 0,
Qo~(t) = Q(0,t) = —t y Po~(t) = P(0,t) = 0. Reemplazando en la ecuacion
(2.72) de la definicion 2.5.1, tenemos

(PY, By), = ordi—o((—aQ + bP) o) = ordi—o(—a(—t*) + b(0)) = 2,
(P, By), = ordi—o((—aQ + bP) 0 7) = ordo(—a(—t) + b(0)) = 1.
Reemplazando en la ecuacion (2.73) de la definicion 2.5.3, tenemos
A(F, By) = (P, By)y — (P . By)y =2—1=1.

Por otro lado, para B = Bj + By (divisor de separatrices), usando la definiciéon
(2.5.5) tenemos que A, (F,B) = 2.

Ejemplo 2.5.12. Sea . una foliacion en (C?,0), inducida por la 1— forma
w = (z — y)dr + 22dy.

Note que p = (0,0) es una singularidad reducida de tipo silla-nodo de % (ver
ejemplo 1.4.15). Por otrolado, By : {f =2 =0}y By ={h = y—Z(j—l)! 7l =

Jj=1
0} son separatrices de .7, entonces una ecuacion equilibrada de separatrices para
oo

FesF =z (y-— Z(] —1)! 27 ) = 0 cuyo divisor tiene la forma B = B; + Bs.

=1
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Como B; es una separatriz de %, entonces admite una parametrizacion de
Puiseur dada por ~(t) = (0,t). Esto implica que Q o y(t) = Q(0,t) =ty
Po~(t) = P(0,t) = 0. Reemplazando en la ecuacion (2.72) de la definicion

2.5.1, tenemos

(P, B1)p = ordi—o((—a@Q + bP) o v) = ordi—o(—a(t) + b(0)) = 1.

Diferenciando F = x - Z j—1)!' 27 ) =0 tenemos dF = —de + pdy =
(y — Z(] +1)(j — 1)! 27 )dz + zdy. Esto implica que Q o v(t) = Q(0,t) = —t y
j=1

Po~(t) = P(0,t) = 0. Reemplazando en la ecuacion (2.72) de la definicion 2.5.1,

se tiene
(P, By)p = ordi—o((—aQ + bP) o) = ords_o(—a(—t) + b(0)) = 1.
Reemplazando en la ecuacion (2.73) de la definiciéon 2.5.3, tenemos
Ap(F,By) = (P¥, Bi)p — (P Bi)p =1—1=0.

Slmllarmente una parametrizacion de Puiseux para B,, viene dada por v(t) =

t,z —1)!'#/ ). Esto implica que, Qo~(t) Z j—DI ) = Z(]—l)!t’
Jj=1 j=1 j=2
Po~(t) t,Zj—l't] —t2 Qo'y :Qt,Z]—l'tj :Z(j)!tj
7j=1 j=1 j=1
y Pon(t) = P(t, Z(] —1)!'# ) = t. Reemplazando en la ecuacion (2.72) de la
j=1

definicion 2.5.1, tenemos

(=D ) +b(t?)) =2,

Mg

(PY, Ba)p = ordi—o((—aQ + bP) 0 y) = ordi—o(

J:2

o0

(P, By)p = ordi—o((—aQ + bP) 0 ) = ordi—g(—a(d_(j — D! /) + b(t)) =

Jj=2

Reemplazando en la ecuacion (2.73) de la definicion 2.5.3, tenemos
Ap(F, By) = (P¥, By)p — (P¥ By)p =2—1=1.

Por otro lado, para B = B; + By (divisor de separatrices), usando la definiciéon
(2.5.5) tenemos que Ay (F#,B) =1
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Lema 2.5.13. Sea .Z una foliacion singular sobre (C?,p) inducida por la 1—
forma meromorfa w(z,y) = —Q(x,y)dx + P(z,y)dy y B una rama de separatriz
de .F alrededor de p. Sea 7 : (@Q,D) — (C?, p) una explosion en p. Denotemos
por B la transformada estricta de B y sea D el divisor tal que q = BN D.
Entonces

(Pw*wa B)q = (P, B)p + Vq(B)

Demostracion. En el abierto Uy = {[z : u]/x # 0} de coordenadas (z,u), con

u = ¢, tenemos
mw = [-Q(z, zu) + uP(z, zu)|dr + 2 P(x, xu)du.

Como B es una separatriz de %, entonces una parametrizacion de Puiseur es
dado por y(t) = (z(t),y(t)) con v,(B) = ordi—ox(t) = n, y ordi—oy(t) > n.
y(t)

Entonces la parametrizacion de B esta dado por 7(t) = (x(t), u(t) = m) :
T

Para cada [a : b] € P}, tenemos
(P™v, B)q = ordi—o(a(—Q(x,ux) + uP(u,uzx)) + bxP(z,uzx) o 7)
(P™%, B)y = ordi—o(a(=Q 0 7)(t) + u(t)(P o 7)(t) + bx(t)(P o 7)(1))

= min{ordi—o(—Q o ¥)(t) + u(t)(P o ¥)(t), ordi—ox(t)(P o v)(t)}.(2.74)

Como B es invariante por w, entonces

(=Q o)1)’ (t) + (P o) (t)y'(t) = 0. (2.75)
y'(t
= (-Qom)(t) = ~(Por)(t)- LT (2.76
2'(t)
Como ordi—gz(t) = n y ordi—oy(t) > n, entonces ordi—oz’(t) = n — 1y
/
t
ordi—oy' (t) > n, respectivamente. Esto implica que, ordtzoy—() > 1.

z'(t)
Luego, ordi—o(—Q o ¥)(t) > ordi—g — (P o ~)(t) y por tanto (P“,B), =
ordi—o(P o y)(t).
Por otro lado, reemplazando (2.76) en ord,—o((—Qo~)(t)+u(t)(Povy)(t)), tenemos
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Como y/(t) = /() - (t) + u(t) - 2'(t), se tiene que

ordio((=Q 0 7)(t) + u(t)(P 07)(t)) = ordi=o] : (Poy)(®)].  (2.77)

Ya que
u'r x
ord;—g (?) = ordi—o(u') + ordi—g (;)
= ordi_ou’ +1
= ordi—ou.

Luego, reemplazando en (2.77), tenemos que

ordi—o((—Q o ¥)(t) + u(t)(P o v)(t)) = ordi—ou(t) + ordi—o(P o ¥)(t)
Entonces, al sustituir en (2.74), se tiene

('P”*w, B)q = min{ordi—ou(t) + ordi—o(P o v)(t), ordi—ox(t) + ordi—o(P o v)(t)}
= min{ordi—ou(t), ordi—oz(t)} + ordi—o(P o v)(t).

Por lo tanto, (P™, B), = vy(B) + (P¥, B),, para cada [a : b] € PL. O

Proposicion 2.5.14. Sea .# una foliacion holomorfa singular no-dicritica sobre
(C% p) inducida por la 1— forma w(x,y) = —Q(x,y)dx + P(z,y)dy y B una
rama de separatriz alrededor de p. Sea m : (@Q,D) — (C?, p) una explosion en
p. Denotemos por B la transformada estricta de B y sea D el divisor tal que
q= BN D. Entonces

(Pﬁ*w7é)q = (P",B)p + ’/q(B) — vp(F )vp(B)

Demostracion. En el abierto Uy = {[z : v]/xz # 0} de coordenadas (z,v), con

v =2 tenemos
Tw(x,v) =w(z,zv) = [-Q(z,zv)+ vP(x,zv)|dr + 2 P(x, xv)dv
= 27IH[—Q(1,v) + vP(1,v)|dz + zP(1,v)dv}
y por lo tanto, w(x,v) = 27PN [-Q(x, xv)+vP(z, zv)|dr+2P(x,vv)dv} define
una foliacion .# = 7*.F en U.

Como B es una rama de separatriz de .%#, entonces admite una parametrizacion
de Puiseur dada por v(t) = (t",¢(t)), donde vp(B) = n 'y ordi—o(¢(t)) > n.
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(1)

Entonces, la parametrizacion de B esta dada por: A(t) = (t”, qg(t) = —)

Ahora calculamos (P™%, B),.

Haciendo, —Q(z,v) =

-Q(() = —Q(t",

Luego, para cada [a :

(,Pﬁ*wv B)Q -

tn

—Q(z, zv) 4(—;;13(3:,1:1}) v Plav) = zP(x,zv)
Vel

, tenemos
%)

tn
n @)
—Q(t",t t—n)+—

=, o) + 22 P o(0)

tovp(F)

[— Q1) + W PHEN]

tnvp(F)

t"P(t", t”ﬂ:))

P(’?(t)) = tn,,p(y)t
[t"P(t", ¢(1))]
tnl/p(ﬁ) )

t"P(v(1))
twp(F)

_ > h
tnvp(F)
ordi—o{al = Q(y()) + &(t) P(v(1))] + bt" P(t", 6(1))}

—ord_ot"*%)

= ordi—o{a[~Q(v(1))+ & () P((1))| +0t"P(t", (1)) —nvp(F)}. (2.78)

Por otro lado, como B es invariante por w, entonces

= QUy(®))nt" " + P(y(t))¢/(t) = 0 (2.79)

Reemplazando (2.79) en (2.78), se tiene

(P™v, E’)q = ordi—o{aP((t)) [

—t¢'(t) + ncb(t)}

nt"

+0t"P(y(1))} — nip(F)
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—tg'(t) + no(t)

nt"

= ordi—oP(7(t)) + ordi—o{a]

A —t¢'(t) + no(t)

Afirmacion: vy (B) = ordi—o{a] ;
n n

| +bt"} — nwy(F).

| +ot"} y
(P*, B)p = ordi—oP(y(t)).

En efecto: Como ord;—o(¢(t)) > n, entonces ord;—o(¢'(t)) > n. Esto implica que,

ordi—o [_t(b,(t) - n¢(t)} < n. (2.80)
nt"
Haciendo, A(t) = [—tgb'(tit—: n¢(t)} y B(t) = t" y usando (2.80), tenemos
ordtzo{a[_wl(tq)l; nqb(t)] +bt"} = ordy—o{a A+ bB}

= min{ordt:oA, ordtZOB}

= v,(B).
Por otro lado, de (2.79)
Q00) = Pl - 20
Luego, )
ordi_oQ((t)) = ords_o P(+(1)) + ordtoftT(t)l.

Esto implica que, ordi—oQ(y(t)) > ordi—oP(y(t)) y por lo tanto (P“,B), =
ordi—oP(y(t))-
Asi, reemplazando en (2.78) tenemos

(Pﬂ*wv B)q = (P", B)p + Vq(B> — vp(F)vp(B)
O

Proposicion 2.5.15. Sea % wuna foliacion holomorfa singular dicritica sobre
(C% p) inducida por la 1— forma w(x,y) = —Q(x,y)dx + P(z,y)dy y B una
rama de separatriz alrededor de p. Sea m : (C?, D) — (C?,p) una explosion
dicritica en p. Denotemos por B la transformada estricta de B y sea D el divisor
tal que ¢ = BN D. Entonces

(Pw*wvé)q = (P",B)p + ’/q(B) — (1p(F) + Dp(B).
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Demostracion. Como 7 es una explosion dicritica en p, entonces en el abierto

Uo = {[z : v]/z # 0} de coordenadas (z,v), con v = £, tenemos

mw(z,v) = w(x,zv) =

[—Q(z,zv) + vP(x,zv)|dr + xP(x, zv)dv

PP Q(1,v) + vP(1,v)]dz + zP(1,v)dv}

y por lo tanto, w(z, v) = 2~ I Q(x, 2v) + vP (2, 2v)]dx + 2 P(x, 2v)dv}

define una foliacion .# = 7*.% en U,.

Como B es una rama de separatriz de .%#, entonces admite una parametrizacion

de Puiseur dada por ~(t) =

Entonces, la parametrizacion de B esta dada por: 5(t) = (t”, )

(t",¢(t)), donde vp(B) = ny ordtzo(qS](ft)) > n.
(0 = 29y,

Ahora calculamos (P™%, B),.

Haciendo, —Q(x,v) =

—Q(Y(1) =

—Q(z,zv) + vP(x, V) P zP(z,2v)

2V (P)+1 ([E, ’U) = W, tenemos

-G 2
B(t)

—Q(t",t m ¢(t)P(t”, t"@)

)+ X pon, L
tn(vp(F)+1)
a0 + 2 e o(0)
tn(vp(F)+1) ’

[~ Q(0y(1) + o(t) P(1(1))] ‘

tr(ve(7)+1)

Pt t"@)

P(H() = n(vp(F)+1)

Luego, para cada [a : b] € PL.
(P™",B)y = ordieo{—aQ(y(t)) +

= ordi—o{ a[

[t P(", o(t))]

tnve(F)+1) 7

t"P(y(t))

(vp(7)+1)°

7))}

bP(
— Q(y(1)) + S(t)P(v(1))] + bE"P(t", (1))
(op(Z) 1) }

= ordio{a] = Q(v(1)) + G(t)P(y(t)] + bt"P(t", 6(1))}
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_Ordtzotn(yp (y)—’—l)

= ordi—o{a[ = Q(v(1)) + 6(t) P(v(t))] +bt" P(t", 6(t))} = n(vp(F) +1).
(2.81)

Por otro lado, como B es invariante por w, entonces

= Q(y(®))nt" " + P(y(t))¢/(t) = 0 (2.82)
Reemplazando (2.82) en (2.81), se tiene

—1¢/(t) + no(t)
ntm
—1¢'(t) + no(t)
ntn

Usando la afirmacion de la proposicion (2.5.14), es decir v,(B) =

ordt_g{a[_td)/(t;; mb(t)] +0t"} y

(P™, B)y = ordio{aP(y(t))] | +ot"P(y(t)} — n(p(F) +1)

= ord;—oP(7(t)) + ordi—o{a| | +0t"} —n(vp(F)+1).

(P, B)p = ordico P3(1).
Asi, reemplazando en (2.81) tenemos
(Pﬂ*wvé)q = (P*, B)p + Vq(B) — (p(F) + 1)p(B)
0

Lema 2.5.16. Sean .Z una foliacion holomorfa sobre (C%, p), inducida por la
1— forma w(z,y) = —Q(x,y)dx + P(z,y)dy y F = 0 una ecuacion equilibrada
de separatrices de F. Suponga que p es una singularidad aislada de F y sea
T (@2,D) — (C2,p) una explosion en p. Entonces, para cada punto q € D,
singular de T w, el germen en q de la funcion meromorfa
For
) =e(D)

es una ecuacion equilibrada para el germen de m*w en q. Donde, hy es la ecuacion
local de D vy

1, si D es no-dicritico
e(D) = _ o
0, si D es dicritico

Demostracion. Ver [GM18]. O
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Proposicién 2.5.17. Sea . wuna foliacion holomorfa singular sobre (C?,p)
inducida por la 1— forma w(z,y) = —Q(z,y)dx + P(x,y)dy. Suponga que p
es una singularidad aislada de # y B una rama de separatriz alrededor de p.
Sea 7 : (C?, D) — (C2, p) una explosion en p. Denotemos por B la transformada
estricta de B y sea D el divisor tal que q = BN D. Entonces

ANp(F,B) = N(7*F, B) + 1p(F )vp(B).

Donde: 7,(F) es el exceso de tangencia definido en la ecuacion (1.13), B es la
transformada estricta de B y ¢ € D puede ser una singularidad simple o no de
™ F.
En particular,

Ap(F,B) > N, (n*F, B).

Ademds, To(F) =0 < F es una foliacion de sequndo tipo.

Demostracion. En el abierto Uy = {[z : u]/x # 0} de coordenadas (z,u),
con u = ¥ se tiene que w(z,u) = (z,2u) y 7' (p) = D = {& = 0} es el
divisor excepcional. Por otro lado, como B es una rama de separatriz de %,
entonces admite una parametrizacion de Puiseux dada por v(t) = (z(t),y(t)),

donde vp(B) = ordi—ox(t). Entonces, la parametrizacion de B esta dada por

t .
F(t) = (z(t), u(t) = %) Denotemos por Fj, la ecuacion equilibrada para .# en
x

Py Z:"q la ecuacion equilibrada para 7*.% en q.

Por el lema 2.5.16, una ecuacién equilibrada para 7*.% en ¢, esta dada por

Foom
pr(Fp)—f(D) '

1, st D es no-dicritico,

0, si D es dicritico.

donde €(D) = {

Haciendo, F, = —2— tenemos F,|. = 0, ya que F, es la ecuacién
T pe(Fp)—e(D) 7B ’ ‘

equilibrada para 7% en ¢. Esto implica que, la relacién entre Fp y Fq esta
dada por
Fyom=gree)=<®) [ (2.83)

Derivando la ecuacion (2.83), se obtiene

d(Fy o 7) = 2 F) D) gfr 4 (1 (F,) — e(D))a?eFe) =<1 | o
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Como Fq|]§ = 0, entonces

~

d(Fy o), = 2=« f; (2.84)

Suponga que la 1— forma holomorfa qu esta dada por
dF, = A(z,u)dz + B(z,u)du. (2.85)

Reemplazando (2.85) en (2.84), tenemos

~

d(Fpom) |B = x”P(FP)_e(D)A(x, u)dx + x"p(ﬁp)_e(D)B(m, u)du.

Ahora calculamos (PYFrem)| B). .

Haciendo, A(z,u) = z*e(Fe)=<D) A(z u) y B(z,u) = z»F)=<(P) B(z, u), tenemos

d(F, o W)} = A(x,u)dx + B(x,u)du.
Luego, para cada [a : b] € P.

(PUF™ B), = ordi—o{aA(y(t)) + bB(ﬁ( )}
D) A

= ordio{ala(t)» T =PI A(y ()] + b[a(t)» ) ~<P) B((1)]}
= orduo{x ()P =D (a[A(5(1))] +b[B((1)])}

= ordi—o{x(t)? PP} + ord,_o{aA(y(t)) + bB(y(t))}
= OTdt:()l‘(t)Vp(Fp)_e(D) + (Pdpq’ B)q

Se tiene
(P, B), = ordigu(t) e P 4 (P B), (286)

Por el lema 2.5.13, para (Pd(ﬁpoﬂ), B)q tenemos
(P B, = (P, B), + vy(B). (2.87)
Reemplazando (2.87) en (2.86), se consigue
(P2, B)y + vy(B) = (vp((Fp) — (D)p(B) + (P, B),.

Entonces,

~

(P, B)y = (P, B)y — (p(Ep) — (D))vp(B) + vy(B). (2.88)

Ahora, si .# es no-dicritica, entonces €(D) = 1. Reemplazando en (2.88), se tiene
que
(P>, B)y = (P™®, B)p — (vp(Fp) — 1)vp(B) + vy(B). (2.89)
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Ademés, por la proposicion 2.5.14, tenemos
(P™™, B)g = (P”, B)p + v4(B) — vp(:F)1ip(B). (2.90)
Restando (2.90)-(2.89) y usando la definicion 2.5.3, se obtiene
Ay(mF, B)q = Ap(F,B) — (1p(F) + 1 - Vp(ﬁp»Vp(B)-
Utilizando, la proposicion 1.5.11, tenemos
Ay(m*F, B) = Dp(F, B) — 1(F )13 (B).

Analogamente, si .# es dicritica, entonces €(D) = 0. Reemplazando en (2.88), se
tiene que
(P>, B)g = (P, B)p — (1p(Fp))1p(B) + v4(B) (2.91)

Ademaés, por la proposicion 2.5.15, tenemos
(P, B)q = (PY,B)p + uq(B) — (p(F) + 1)vp(B). (2.92)
Restando (2.92)-(2.91) y usando la definicion 2.5.3, se obtiene
D1 F, B)g = Dp(F, B) = (1p(F) + 1 = 1p(£))p(B).
Utilizando, la proposiciéon 1.5.11, tenemos que
Aq(w*ﬁ,é) = Ap(F,B) — 1(F)1p(B).

Por las definiciones 1.5.1 y 1.5.5, se tiene que 7,(.%#) > 0y 1p(B) > 0,

respectivamente. Esto implica que
Ap(F,B) > N(1*.F, B).

Ademés, 7,(:F) = 0 si y solo si .# es una foliacion de segundo tipo. En efecto,
si p(F) = 0, entonces SN(Z) = (. Esto implica que, .# es una foliacion de
segundo tipo.

Si .# es una foliacion de segundo tipo, entonces por la definicion 1.5.3, % no
posee silla-nodo tangente en su proceso de reduccion, es decir SN (%) = (). Esto

implica que, 7,(.#) = 0. O
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Observaciéon 2.5.18. Si .7 es una foliacién holomorfa singular sobre (C? p)
inducida por la 1— forma w(z,y) = —Q(z,y)dx + P(x,y)dy y B una rama de
separatriz alrededor de p. Sea m; : (C2, D) — (C2,p) la explosion en p, con
divisor DY = 7, (p) y suponga que .Z W) es la transformacion estricta de .F y
BW es la transformada estricta de B. Entonces, utilizando la proposicion 2.5.17,
tenemos

Ap(F, B) = £y (FD, BY) + 1 (B)7p (F), (2.93)
donde ¢; = BY N DWW,

Ahora, suponga que si ¢; es un punto singular de .# () entonces realizando una
explosion 7y en ¢, con divisor D = m;%(¢,) y utilizando la proposicién 2.5.17,
tenemos

Ath(y(l)»B(l)) = qu(ﬁ(2)>B(2)) + Vq1(B(1))Tq1(y(l))>

donde B® es la transformada estricta de BN, ¢ = B® N DA? y F 5 la
transformada estricta de .# (). Notemos que si ¢y es un punto singular de .#®,
entonces realizando una explosién 73 en go, con divisor D® = 73 (g2) y utilizando

la proposiciéon 2.5.17, tenemos
AQQ (y@)a B(Z)) = Aqs (y(3)7 B(S)) -+ Vg, (B(2))7'q2 (y@)%

donde B®) es la transformada estricta de B®, ¢ = B® N DO y FG) e5 1a
transformada estricta de .#®).
Por recurrencia, realizando n explosiones en torno de puntos singulares ¢; para

1=1,...,n cerca de p, se tiene

B (FUD BUTY) = £y (F, B™) 4 vy, (BT D)ry,  (F07Y),

qn—1

donde B™ es la transformada estricta de BV ¢, ; = B"Y 0 DD y 70

es la transformada estricta de .Z®—1,

De lo anterior, se sigue la siguiente relacion
n—1
Ap(F,B) = £4,(F, B™) 4> vy (B 7, (FD) + v (B)7p ().
i=1

Por lo tanto, podemos escribir
Ap(F,B) = Ly (F™W B™) 4+ N~y (B)7,(F).
q€Ip(F)

Observacion 2.5.19. Note que los calculos de AL (%, B), en los ejemplos 2.5.6

y 2.5.7, se realizan para una separatriz B reducida, obteniendo
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1. Si .7 es una foliacion no singular en (C?, p), entonces Ap(.#, B) = 0.

2. Si p es una singularidad reducida de tipo hiperbolica de .#, entonces
Ap(F,B) = 0.

3. Si p es una singularidad reducida de tipo silla-nodo de .%, entonces existen

dos posibilidades:
a) Si B es una rama de separatriz analitica, entonces Ay (%, B) = 0.
b) Si B es una rama de separatriz formal, entonces A, (.#, B) =k > 0.
Observacion 2.5.20. De la observacion 2.5.18, se tiene

D ge Ty (F) v (B)7,(F); si B es separatriz analitica(fuerte)
ANp(F,B) = o dicritica,
k+ 3 er, ) v, (B)7,(.7); si B es separatriz débil,

donde k + 1 es el indice débil asociado a B. Esto implica que, AL (%, B) > 0.
Ademas, Ay(F, B) = 0 siy solo si la foliacion .# es de segundo tipo y B es una

separatriz dicritica o aislada asociada a una singularidad del tipo hiperbolica.

Observacion 2.5.21. El indice de exceso polar mide la existencia de singularidad
del tipo silla nodo en la desingularizacion de .%. En efecto, por la observacion
2.5.20, se tiene que Ap(F,B) = 3 1 (5 )uq(B)Tq(j), si B es una separatriz
fuerte o dicritica.

Ahora, suponga que Ay(.F,B) = 0, entonces v,(B)7,(F) = 0, para todo
q € Tp(.F). Esto implica que 7,(.#) = 0, para todo ¢ € Z,(.F), ya que v,(B) > 0.
Entonces, no existen silla-nodo tangente en su proceso de reduccién de .7, es
decir SN(.Z) = 0.

Por otro lado, suponga que Ay (.7, B) > 0, entonces v,(B)7,(.#) > 0, para algin
q € Ty (F). Esto implica que 7,(.%) > 0, para todo q € Z,(.F), ya que v(B) > 0.
Entonces, existe silla-nodo tangente en su reducciéon de singularidades de %
Analogamente, por la observacion 2.5.20, se tiene que A (F,B) = k +
D et (7 )yq(B)Tq(,/) si B es una separatriz débil.

Ahora, suponga que A, (%, B) = 0, entonces k = 0y v,(B)7,(F) = 0, para
todo ¢ € Z,(.#). Lo cual es una contradiccion con el indice débil £+ 1 > 1 de la
separatriz débil B. Entonces, todas las separatrices son fuertes o dicriticas y por

lo tanto, no existen sillas nodos en .% .
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Por otro lado, suponga que Ay (.%, B) > 0, entonces k > 0y v (B)7,(F) > 0,
para todo g € Z,(.%#). Esto implica que Tq(j) > 0, para todo ¢ € Z,(.%), ya que

v,(B) > 0. Entonces, existe silla-nodo tangente en su reduccion de singularidades

de .Z.

Proposicién 2.5.22. .Z es una foliacion de tipo curva generalizada sobre (C?, p)

si y solo si Ap(F,B) =0, para cualquier divisor de separatrices B.

Demostracion. Suponga que % es una foliacién de tipo curva generalizada sobre
(C?% p), entonces .# posee en su reducciéon de singularidades puntos regulares
o singularidades de tipo hiperbélica y todas sus separatrices son dicriticas o
analiticas. Luego, por la observacion 2.5.20, se tiene A, (#, B) = 0, para cada
B € Sepp (%), y por lo tanto, utilizando la definicion la definiciéon 2.5.5 tenemos
que Ap(F,B) = 0, para cualquier divisor de separatrices y en particular para un
divisor equilibrado.

Ahora suponga que D es el divisor de la desingularizaciéon de %, entonces existe
al menos una separatriz aislada que es transversal a cada componente no-dicritica
D C D, (ver [MOL02|). Esto implica que, el niimero de separatrices aisladas es
por lo menos 1+ ,(Val(D)—1), donde la suma esté sobre todas las componentes
dicriticas D C D. En efecto, suponga que D C D es una componente dicritica.
Haciendo Val(D) = n, n es un namero natural.

Para n = 1, D intersecta a una componente no-dicritica y existe al menos una
separatriz aislada que es transversal a una componente no-dicritica. Observe que
podemos escribir 1 =1+n—-1=14+Val(D) —1

Para n = k, D intersecta a k componentes no-dicriticas y existe por lo menos k
separatrices aisladas que son transversales a cada componente no-dicritica. Note
que podemos escribir k =14+n—-1=1+Val(D) —1

Para n = k + 1, probar que existen al menos k + 1 separatrices aisladas

que son transversales a cada componente no-dicritica. FEn efecto, Tenemos
k=1+Val(D) - 1.
=k+1 = 1+Val(D)—-1+1,
= 1+k+1-1,
= 14+n—1,
= 1+ Va(D) - 1.

Esto implica que, existen por lo menos k + 1 separatrices aisladas que son

transversales a cada componente no-dicritica.
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Tomando la suma sobre todas las componentes dicriticas D C D, tenemos que el
ntmero de separatrices aisladas es por lo menos 1+ > ,(Val(D) — 1).

Sea B un divisor equilibrado primitivo y D C D una componente dicritica
de Val(D) > 2. Por la definicion 1.5.6, el divisor polar B. contiene
Val(D) — 2 separatrices de Sepy(D). Notemos que D aparece en el proceso
de desingularizaciéon como un componente de valencia 0, 1 o 2. Note que las
(Val(D) — 2) separatrices son transversales a la componente no invariante D y
su interseccion es una singularidad no esquina. Esto implica que se explotaran
(Val(D) — 2) puntos de D en los pasos posteriores del proceso de reduccion.
Entonces, en cada separatriz dicritica B en B, podemos asociar de manera

inyectiva una separatriz aislada B. De la observacion 2.5.20, se tiene que
Ap(F,B) > A (F, B). (2.94)
Denotando por, By el divisor obtenido al sumar las B. Esto implica que
Ap(F, By — Bs) > 0.

Ahora, descomponiendo By = By + By como una suma de divisores efectivos,
donde By es no-trivial. Entonces

0=Ap(Z,B) = Ap(F,By) — DAp(F, Boo) = Dp(F, By) + DNp(F, By — Boo).

Como Ay(F,By) > 0y Ap(F, By — By) > 0, entonces Ay (%, By) = 0. Esto
implica que, A, (#, B) = 0 para cada separatriz B en Bo. Luego, utilizando la
ecuacion de la observacion 2.5.20, se tiene que .# es de segundo tipo y que cada
separatriz aislada B en By es una separatriz fuerte. En cuanto a las separatrices
en By note que la desigualdad (2.94) es una igualdad cuando B es una separatriz
fuerte.

Entonces, .# es una foliacion de segundo tipo que solo tiene separatrices fuertes

y por lo tanto, .Z es una foliacién de tipo curva generalizada sobre (C% p). [

Teorema 2.5.23. Sea .# un germen de foliacion singular sobre (C?, p). Sea C

una curva de separatrices y B un divisor equilibrado adaptado a C. Entonces
GSVyu(F,C) = Lp(F,C)+ (C,By— C)p — (C,Bxo)p

En particular, cuando % es no-dicritica y C es el conjunto completo de

separatrices, entonces

GSVu(F,C) = LAp(ZF,0).
Ver [GM18].
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A continuacién, definimos el invariante &,(#,C), a partir del indice de
variacion y el indice de exceso polar. Este invariante seréa de gran utilidad en
la caracterizacion de foliaciones de segundo tipo, ver [FPM17| y sera pieza clave

en el capitulo 3.

2.6 Segundo indice de variaciéon

En esta seccion, definimos el segundo indice de variacion &,(.-#,C) de una
foliacion .# sobre (C? p) a lo largo de su separatriz C. Ademas, describimos
su comportamiento bajo una explosion el cual es descrito en el lema 2.6.4 y la

proposiciéon 2.6.5. Estos resultados seran pieza clave en el capitulo 3.

Definicién 2.6.1. Sea .Z la foliacion holomorfa sobre (C?, p) inducida por una
1—forma w(z,y) = —Q(z,y)dx + P(x,y)dy, con Sing(.#) = {p} y C una curva
de separatriz de .%. Definimos el segundo indice de variacién de .# en p a lo largo
de C como

Ep(F,C) =Vary(F,C) + Lp(F,0).

Donde, Vary,(#,C) y Ap(#,C) son el indice de variacion y el indice de exceso

polar, respectivamente.

Observacion 2.6.2. Los indices de variaciéon y de exceso polar satisfacen la
propiedad aditiva en las separatrices, ver la definicion 2.5.5 y la observacion 2.4.11.
De la definicién 2.6.1 la propiedad aditiva es heredada por el sequndo indice de
variacion. Por lo tanto, podemos definirlo para un divisor de separatrices B, en
particular para un divisor de separatrices equilibrado. Asi, para B un divisor

equilibrado de separatrices, se define el segundo indice de variaciéon total como

&(F B) = Vary(Z,B) + Ap(F, B). (2.95)

Sea .Z una foliacion holomorfa singular sobre (C?, p) inducida por una 1—
forma w(zx,y) = —Q(z,y)dx + P(x,y)dy. Si p € Sing(%), entonces por teorema
2.2.4 existe S = {(z,y) € U : f(x,y) = 0} es separatriz de w pasando por p.

Ahora, suponga que v,(S) = m, entonces f puede ser escrito como

f - Z fj(x,y),
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donde f; es un polinomio homogéneo de grado j.

Realizando una explosion 7 : (C2, D) — (C2, p), en el punto p, se tiene

™ f(z,t) = f(z,zt) = 2™ f: fi(1,t), en coordenadas (z,t)  (2.96)

Jj=m

™ f(s,y) = f(sy,y) = y™ ij(s, 1), en coordenadas (s,y), (2.97)
j=m

esto es, 7 1(S) = D U a*(S) donde: D = 7' (p) y 7*(S) = 7 L(S — {p})
es llamada la transformada estricta de S. A partir de aqui, denotaremos por
S = 7(S). Observe que S no siempre es una separatriz de F , pues la explosion
7 en p puede ser dicritica (ver ejemplo 1.5.16, de la seccion 1.5).
Denotemos por M = v,(#) +1 0 M = v,(%) en caso 7 sea una explosion
dicritica o no dicritica, respectivamente. Entonces, por la ecuacion (2.96)

Tw = M,

™f = 2™f.
Por el lema 2.2.1, para la separatriz .S, tenemos que existen g y k € C[z,y] no

idénticamente nulos sobre S y un germen de 1— forma holomorfa 7, tal que
gw = kdf + fn. (2.98)
Ahora, supongamos que 7 es una explosion no-dicritica y S es una separatriz de
Z . El Pull back de la descomposicion de la ecuacion (2.98), esta dado por
(gom)m*w = (kom)m*df + (f o m)m™n
= (gomaMi = (kom)ma™  fdx + (ko m)z™df + 2™ fr*n.

Haciendo, gy = (g o m)aM, ky = (kom)a™ vy ng = (k o m)ma™ tdx + z™r*n,

podemos escribir
g0 = kodf + fo.
Luego, al calcular los indices de Camacho-Sad y Gomez Mont Seade- Verjovsky,

para la separatriz S tenemos

Cs,(=7,5) — —QLM, X,
oS
B 1 (k o m)ma™ Ydx + x™m*n
T 2mi Jos (kom)am ’
B 1 dx 1 TN
R el s
05 a5
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= OS,(m*F,85) = —m? + CS,(F.9) (2.99)

Por otro lado,

. o 1 g k
GSV(m"F.8) = (k_z)d(g_Z’
a8
L (gOTI')IMd((kJOﬂ')J]m)
- 2mi ) (kom)am ‘(gom)azM/'
a8
U [(9om) mmyy((BOT)\ m
= —_— m d m
omi | (kom)" (((gow))w
a8
kom m—M—1
+ (goﬂ)(m—M)x dx),

1 (gom) kom 1 / dx
- — — M=
270 Ja3 (kow)d(gmr) e (m )%

x
oS
1 g .k
s
= GSV,(m*.F,5) = GSVy(F,S) + m* — mM. (2.100)
Sumando (2.99) y (2.100) resulta
Vary(m*.F,8) = Vary(F, S) — ve(F)vp(S). (2.101)

A continuacion describimos el comportamiento del segundo indice de variacion
& (F, B) bajo una explosion ¢ : (C?, D) — (C?,p) en p. Denotaremos por
o*F = F y 0*B = B, la transformada estricta de la foliacién .# y de una rama
de separatriz B € Sepp (%), respectivamente.

De lo anterior, se sigue la siguiente definicion.

Definicién 2.6.3. Un divisor de separatrices B = ), apB, se dice que es de
orden ¢ € D si BN D = ¢, cuando ag # 0. Si B es un divisor de separatrices de
orden ¢, la transformacion estricta de B se define como B= > ap.B, donde B

es un divisor de separatrices para .% en q € D.

Lema 2.6.4. Sea o : (C2, D) — (C2, p) una explosion enp € C* y siq= BND,
entonces
§(F,B) = Ep(F, B) — (mp(F) + 1p(F))vp(B),
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donde 1,(F) es el exceso de tangencia de F en p, vp(B) es la multiplicidad

algebraica de B en p y
vp(F), si o esno-dicritica

mp(F) =
o) {Vp(ﬁ)—l—l, st o es dicritica.

Ademds, si B es un divisor de separatrices de orden q € D, entonces

fp(};v[;’) = &(F, B) — (mp(F) + 7,(F) v (B). (2.102)

Demostracion. Sea una rama B C Sepp.#, entonces utilizando la proposicion
2.5.17, se tiene
Aq(gz’, B) = Ap(F, B) — 1,(F)vp(B). (2.103)

Ademas, por la ecuacion (2.101) tenemos

Vary.Z,B) = Vary(Z, B) — my(F)vp(B). (2.104)
Sumando (2.103) y (2.104), obtenemos
ﬁq(ﬁi, B) =&(F, B) — (mp(F) + 1(F))vp(B).
[l

Ahora, examinamos la segunda variacion total. Tenemos &,(.%, B), donde B es
un divisor equilibrado de separatrices. Suponga que los puntos D-singulares de F
son qi, qo, ..., ;. Para calcular el total £ en estos puntos, necesitamos relacionar la
transformada estricta de B con divisores equilibrados en los puntos ¢;, j = 1, ..., .
Denotando por S(g;) C Sepp(#) el subconjunto de todas las separatrices de

orden g; € D y descomponiendo

l l
B= Y apB=>» Y apB=)» B,
) j=1

BeSepp (F) Jj=1 BeS(q;

donde B; = ZBGS(q]-) ap.B. Denotando por B; la transformada estricta de B;.

e 0 es una explosion no-dicritica, lo que significa que el divisor excepcional
es .# — invariante. Entonces B; + D es un divisor equilibrado para .# en g;.

donde D denota el germen del divisor excepcional en g;.

e 0 es una explosion dicritica, tal que el divisor excepcional no es % —

invariante. Entonces B; es un divisor equilibrado para .# en g;.
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Proposicion 2.6.5. Sea o : (C2, D) — (C2, p) una explosio’n en p € C?. Suponga

que qi, Ga, ..., q; son los puntos D—singulares de .%. Entonces:

() = Zi-zl E(F)+vp(F) —1(F) si o es no-dicritica
! Zz-:l E(F)+ (vp(F) + 1) —=T2(F) si o es dicritica

Demostracion. Dividimos la prueba en dos partes.

Parte 1. El caso no-dicritico. El indice total § en cada ¢;, j =1,...;l es

£,(F) = &, (F, Bj + D) = §,(F, B)) + &, (F, D), (2.105)

ya que & es aditivo. Al calcular qu(j , D), utilizando la definicion 2.6.1, se tiene

! l l
Y &(F.D)=) Vary(#,D)+> A, (F,D). (2.106)
=1 j=1 j=1

Por la proposicién 2.4.21, tenemos

Z Vary,(#,D) = (Ci(N3))D = (—vp(F)D).D = vp(F). (2.107)

Como o es una explosiéon no-dicritica, entonces B; + D es un divisor equilibrado

de separatrices en ¢; € D, Vj = 1,...,[. Luego, al usar el teorema 2.5.23, se tiene

l
Y A, (F.D ZGSV% (Z.D) = (D,B)), (2.108)
j=1

Ahora, usamos la proposicién 2.4.22 para calcular la suma de los indices Gomez-

Mont-Seade-Verjovsky a lo largo de D

l
> GSV,(#,D) = Ci(Nz).D-D.D,
j=1

= (—1p(Z).D).D+1,

= 1p(F)+ L
Ya que Zé.:l(D,l’;’j)qj = 22:1 vp(B;) = vp(B), y por la proposicion 1.5.11,
reemplazando en (2.108), tenemos

D Dy (F. D) =vp(F) +1— 1p(B) = 7 (F). (2.109)

j=1
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Reemplazando (2.107) y (2.109) en (2.106), se obtiene

Luego, sustituyendo (2.110) en (2.105), se tiene

l

l
D & (F) = qu] F,Bj) + 1p(F) + ().
j=1

Ahora, utilizando el lema 2.6.4, obtenemos

l
Z gq]' (j’ Bj)
j=1

l

= fp( 7) — (p(F) + 1(F))vp(B).

De las ecuaciones (2.111) y (2.112), se tiene

(7)) = qujj (vp(F) + 7 (F))(1p(B) = 1),

= Z@J + (p(F) + () (p(F) — 7o(F)),

= 6B - )

ng F) + p(F ZVP

Jj=1

(2.110)

(2.111)

), (2.112)

(2.113)

Parte 2. Caso dicritico. Ahora I’S’j es un divisor equilibrado de separatrices para

Z en q;- Entonces del lema 2.6.4 y la proposicién 1.5.11, se tiene

G(F) = Y &,(F.B)),

.
= D)+ (1 F) + 1+ 7(F))p(B),
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Capitulo 3

Resultado principal.

Estamos interesados en el estudio local de las foliaciones holomorfas en torno
a sus singularidades. En un espacio ambiente de dimension dos, los tipos més
sencillos de singularidades son aquellos definidos por un campo lineal. Por otro
lado, a las foliaciones sobre (C?, p) sin parte lineal se les puede aplicar un proceso
de reduccion de singularidades hasta obtener singularidades simples definidos por
campos lineales. En este capitulo describiremos la relaciéon entre el segundo indice
de variacion total ({,(:#, B)) y el indice de Baum-Bott (BB, (-#)) para foliaciones
reducidas o no. El objetivo es caracterizar los gérmenes de foliaciones holomorfas
sobre (C?, p) de segundo tipo. Finalmente enunciamos y demostramos el resultado

principal del trabajo, teorema 3.0.7.

Observacion 3.0.1. Toda foliacion reducida es no dicritica. En efecto, suponga
que -7 es un germen de foliaciéon reducida sobre (C?, p), entonces por la definicion
1.4.20, se tiene que p es una singularidad simple.

Sin perdida de generalidad, supongamos que p = (0,0).

Supongamos que p es una singularidad de tipo hiperbdlica, existen coordenadas

analiticas en (x,y) en las que .# es inducida por la 1—forma
w = x(A + a(z, y))dy — y(Ae + b(z,y))dz,

A
donde a,b € C{z,y} tal que a(0) =0, b(0) =0y A, Ay # 0, )\—1 Z Q. Ademas,
2
observe que las tnicas separatrices son By : {x =0}y By : {y = 0}, (ver ejemplo
1.4.16) y por lo tanto, .Z es no-dicritica.
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Ahora, si p es una singularidad tipo silla-nodo, existen coordenadas (x,y) en las

que la foliacion .# es inducida por la 1—forma
w= —y(1 4+ \z")dz + 2" dy,

donde A € C y v € Z~y. Observe que las tnicas separatrices son By : {z =0} y
By : {y(z) = 0}, (ver ejemplo 1.4.17) y por lo tanto, .# es no-dicritica.

Observacién 3.0.2. Para . una foliacion holomorfa no reducida sobre (C?, p),

se tiene la siguiente descomposicion

l

Yo ) =m0 F)+> | D] )

q€Ip(F) J=1 q€ly; (%)

Lema 3.0.3. Sea .Z un germen de foliacion reducida sobre (C?, p) y B un divisor

equilibrado de separatrices, entonces
&p(F, B) = BBy(F)

Demostracion. Si .% es reducida entonces por la observaciéon 3.0.1, tenemos que
Z es no-dicritica. Sin perdida de generalidad, supongamos que p = (0,0).

Por otro lado, sea B = Bj + B, (divisor equilibrado de separatrices), como
Z es no-dicritica, entonces por el teorema 2.5.23, se tiene que Ay (F,B) =
GSV,(Z,B). Por la observacion 2.6.2, tenemos

.(F.B) = Vary(F,B) + GSV,(Z, B). (3.1)

Si p es una singularidad hiperbélica, de los ejemplos 2.3.13 y 2.4.19, tenemos
A A
GSVo(F,B) = 0y Vary(F,B) = =1 + =2 + 2, respectivamente. Sustituyendo

AN
A A
en (3.1), se tiene &,(.F,B) = /\—1 + /\—2 + 2. Por otro lado, por definicion 2.1.1
2 1
A A
(ecuacion 2.2) tenemos BBy (F) = /\—1 + /\—2 + 2. Por lo tanto,
2 1

§p(,§576) = BBp(g)-

Ahora, si p es una singularidad tipo silla-nodo, de los ejemplos 2.3.14 y 2.4.20
tenemos GSV,(#,B) = v y Varp(#,B8) = v + 2 + A, respectivamente.
Sustituyendo en la ecuacion (3.1), se tiene &,(.#,B) = 2v + 2 + A. Por otro
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lado, por definicion 2.1.1 (ecuacion 2.2), se tiene BBy (#) = 2v + 2+ A. Por lo
tanto,
¢p(F,B) = BBy ().

]

A continuacion presentamos la version del teorema 3.0.3 en el caso de que F

es no reducida.

Teorema 3.0.4. Sea .F un germen de foliacion singular en (C%, p) y B un divisor

equilibrado de separatrices, entonces
BBy(F) = &(F,B) + Z Tq(ﬁ')27
q€Ip(F)
donde la suma estd sobre todos los puntos infinitamente cercanos de % en p.

Demostracion. Tras una explosion en p, o : (C?, D) — (#2,p), de la observacion

2.1.8, se tiene

22:1 BB, (F) + Vi(F) si o es no-dicritica,
>ic1 BBy (F) 4+ (1p(F) +1)? si o es dicritica.
Definamos
Vol F) = BBy(F) = &(F.B) = Y 7(F)*. (3.2)

q€Ip(F)

Si .# es reducida, entonces I,(.%#) = {p} v 7(-%#) = 0. Reemplazando en la

ecuacion (3.2) tenemos
Vp(F) = BBp(F) = &(F, B).

Por el lema 3.0.3, se tiene que V,(:#) = 0. Obteniendo el teorema 3.0.3.

Ahora, si .# es no-reducida, entonces por la observacién 3.0.2, tenemos

!
Yo AT =mdF)+> | D A |- (3.3)
q€Ip(F) I=1 \ 4€Zy; (%)
Si o es no dicritica. Por la proposicion 2.6.5 y ecuacion (3.3), se tiene

l

Vo(F) =D V(F).
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Finalmente, por inducciéon resulta
Vo(F) =0.

Si o es dicritica. Por la proposicion 2.6.5 y ecuacion (3.3), se tiene

l

Vo(F) = Vo).

j=1

Finalmente, por inducciéon resulta
Vo(F) =0.
Por lo tanto, en cualquier situaciéon se tiene

BBy(F) = &(F.B)+ Y 1, (F).

q€Zp(F)

A continuacion presentamos algunas consecuencias del teorema 3.0.4.

Corolario 3.0.5. Si.% un germen de foliacion singular no dicritica sobre (C?, p),

entonces

BB,(F) = CSyp(F,B) + 2GSV,(F . B) + Y 1,(F)".
q€Ip(F)

Donde, B es el conjunto de todas las separatrices que pasan por p.

Demostracion. Como .7 es no-dicritica, entonces por el teorema 2.5.23, tenemos
Ap(F,B) = GSV,(F, B), para cualquier divisor equilibrado de separatrices B.
Por la observacion 2.6.2, tenemos

Ep(F,B) = Vary(F,B) + GSVy(F, B). (3.4)

Como .Z es una foliacion singular sobre (C?, p), entonces por el teorema 3.0.4,

se tiene
BBy(F) = &(F.B) + Y 7(F). (3.5)

q€Zp(F)

Reemplazando (3.4) en (3.5), tenemos

BBy(F) = Vary(F,B) + GSVp(F,B) + Y 7,(F)”. (3.6)

q€Ip(F)

129



Por la proposicion 2.4.13 (ecuacion (2.54)), se tiene
BBy(F) = CSp(F,B) + 2GSV (F . B) + Y 7,(F)".
€T ()
O

Corolario 3.0.6. Si .# un germen de foliacion singular sobre (C? p) y B un

divisor equilibrado de separatrices, entonces
BB,(F) — CSy(F#,B) € Z.
Este entero es no-negativo cuando . es no-dicritica.

Demostracion. Como .Z es una foliaciéon singular sobre (C?, p), entonces por el

teorema 3.0.4, se tiene

BBo(F) =&(F.B)+ Y 1(F). (3.7)

Por la observacion 2.6.2, se tiene

BBy(F) = Vary(Z,B) + Lp(F,B) + > 1(F) (3.8)

q€Zp(F)

Por la proposicion 2.4.13, tenemos

BBy(F) = CSp(F,B) + GSVo(F,B) + Lp(F.B) + Y 7(F)”.
q€Ip(F)
Ahora, por la definicion 2.5.3 y el teorema 2.5.23, tenemos que Ay (F,B) y
GSVy(F,B) son enteros. Ademas, por la definicién 1.5.5 se tiene 7,(.F#) es un
entero no negativo, para todo ¢ € Z,(.#).

Por lo tanto,
BB,(Z) — CS,(#,B) € Z.

Por otro lado, cuando .% es no-dicritica, entonces por el corolorario 3.0.5, tenemos
Ap(F,B) = GSV,(F, B), para cualquier divisor equilibrado de separatrices B y

BB, (F) — CSp(F.B) = 2GSV, (F.B)+ Y 71,(F).
4ET(F)

De la definicion 1.5.5 se tiene 7,(.#) es un entero no negativo, para todo
q € I,(.7). Por otro lado, dado que ambos A, (F, B) y GSV,(.#, B) son enteros,
v Ap(F,B) > 0 cuando .Z es no-dicritica (ver ejemplos 2.5.6 y 2.5.7), obtenemos
BBy (F) — CS,(F,B) € 7" O
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El siguiente resultado caracteriza las foliaciones de segundo tipo.

Teorema 3.0.7. Sea .7 un germen de foliacion holomorfa sobre (C?, p) y B un

divisor equilibrado de separatrices. Entonces .F es de sequndo tipo si y solo si
BBy(7) = Vary(Z,B) + Ap(F, B), (3.9)

donde BBp(F) es el indice de Baum-Bott, Var,(F,B) y Ap(F,B) son los

indices de variacion total y exceso polar, respectivamente.

Demostracion. Suponga que % es de segundo tipo en p, entonces .# también
es de segundo tipo en los puntos infinitamente cercanos a p, luego no presenta
sillas-nodos de tipo tangente.

Esto implica que, 7,(.#) = 0, para todo ¢ € Z,(.%#). Entonces, utilizando el

teorema 3.0.4, se tiene
BBy(F) = Vary(F,B) + Ap(F, B)

Reciprocamente, reemplazando (3.9) en la ecuacion del teorema 3.0.4, se tiene

Y n(F)=0

q€Ip(F)

Ahora, como 7,(.#) > 0, para todo q € Z,(.F), 7p(-#) = 0.

Por lo tanto, la foliacion .# es de segundo tipo. O]

Ejemplo 3.0.8. Sea .7 una foliacion en (C?,0), inducida por la 1— forma
w=z(A +a(z,y))dy — y(A2 + bz, y))dz,

A

donde \i.)\y # 0, )\—1 Q" ya,be C{x,y} tal que a(0) =0, b(0) = 0. Note que
2

(0,0) es la tnica singularidad de tipo hiperbolico de % (ver ejemplo 1.4.16). Por

la definiciéon 2.1.1, se tiene

(A1 + Ap)?

BBo(ﬁ) - )\1 ] )\2

Tenemos que el indice de exceso polar de F en 0 es No(F,B) = 0, donde B
es un divisor equilibrado de separatrices (ver ejemplo 2.5.6). Entonces, por la
proposicién 2.5.22; se tiene que .# es una foliacion de tipo curva generalizada
sobre (C?,0).
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Ademés, tenemos que el indice de variacion de F en 0 es Varo(F#,B) =

% + % + 2 (ver ejemplo 2.4.19).
2 1
Ahora, calculando el sequndo indice de variacion de % en 0, tenemos
A A A A
Eo(F . B) = Varg(Z,B)+ No(F.B) =L + 2 1240="24 242
Ao A\ Ao A

Note que &o(F,B) = BBo(-#). Por lo tanto, por el teorema 3.0.7 tenemos que
Z es una foliacion de 2% tipo.

Ejemplo 3.0.9. Sea .# una foliacién en (C?0) inducida por
w = —ydzr + 2xdy.

Observe que (0,0) es una singularidad no reducida de .# (ver ejemplo 1.5.14).
Tenemos que el indice de Baum-Bott de . en 0 es BBo(F) = 5 (ver

a

ejemplo 2.1.3). Ademas, se tiene que el indice de exceso polar de F en 0 es

No(F,B) = 0, donde B es un divisor equilibrado de separatrices (ver ejemplo

2.5.9). Entonces, por la proposicion 2.5.22; tenemos que %

es una foliacion de
tipo curva generalizada sobre (C?,0).

Por otro lado, tenemos que el indice de variacion de . en 0 es Varg(F,B) = 3
(2.4.17).

Ahora, calculando el sequndo indice de variacion de # en 0, tenemos

9 9
60(32,8) = VCL’I"()(%,B) +A0(ﬁ,8) = 5 —|-O = 5
Observe que &o(F,B) = BBo(%). Por lo tanto, por el teorema 3.0.7, tenemos

que .Z es una foliacion de 2% tipo.

2

Ejemplo 3.0.10. Sea .# una foliacion en (C?,0) inducida por la 1— forma

w = (2 + 2%)dx — 2zxydy.

Note que p = (0, 0) es la tinica singularidad no reducida de .# (ver ejemplo 1.5.16).
Tenemos que los indices de Baum-Bott y variacion de F en 0 son BBo(#) =9
y Varo(F,B) = 9, respectivamente. (Ver ejemplos 2.1.13 y 2.4.16). Donde B es
un divisor equilibrado de separatrices.

Ademaés, tenemos que el indice de exceso polar de F en 0 es Ao(ﬁ B) =0

(ver ejemplo 2.5.10). Entonces, por la proposicion 2.5.22; tenemos que .% es una
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foliacion de tipo curva generalizada sobre (C?,0).

Ahora, calculando el sequndo indice de variacion de .% en 0, tenemos
50(?,8) = VCI/T()((?,B) +A0(y,8) =94+0=09.

Notemos que &y(.-#,B) = BBo(.#). Por lo tanto, por el teorema 3.0.7, tenemos

que .Z es una foliacion de 2% tipo.
Ejemplo 3.0.11. Sea .Z# la foliacion de Riccati inducida por la 1— forma
w = (y* + xy + 2°)dz + 2*dy.

Note que p = (0,0) es la tunica singularidad no reducida de .# (ver ejemplo
1.5.13). Tenemos que los indices de Baum-Bott y variacion de % en 0 son
BBy(.Z) =8y Vare(F, B) = 5, respectivamente. (Ver ejemplos 2.1.10 y 2.4.14).
Donde B es un divisor equilibrado de separatrices.

Ademaés, tenemos que el indice de exceso polar de F en 0 es Ao(ﬁ B) = 2
(ver ejemplo 2.5.11). Entonces, por la proposicion 2.5.22; tenemos que .% es una
foliacion que no es de tipo curva generalizada sobre (C?,0).

Ahora, calculando el sequndo indice de variacion de .# en 0, tenemos
&)(fg‘,[)’) = VCLT()(?,B) +A0(ﬁ,8) =5+4+2=T.

Observemos que &o(-#, B) # BBo(# ). Por lo tanto, por el teorema 3.0.7, tenemos
que Z es una foliacion que no es de 2% tipo.

Ejemplo 3.0.12. Sea .# la foliacion de Suzuki’s en (C?,0) inducida por la 1—
forma
w = (y* +y* — xy)dr — (2xy* + vy — 2%)dy.

Note que p = (0,0) es la tnica singularidad no reducida de .# (ver ejemplo
1.5.15). Tenemos que los indices de Baum-Bott y variacion de % en 0 son
BBy(.7) =9y Vare(F,B) =9, respectivamente. (Ver ejemplos 2.1.12 y 2.4.18).
Donde B es un divisor equilibrado de separatrices.

Tenemos que .# es una foliacion dicritica de tipo curva generalizada sobre
(C2%,0)(ver ejemplo 1.5.15). Entonces, por la proposicién 2.5.22; se tiene que el
indice de exceso polar de F en 0 es No(F,B) = 0.

Ahora, calculando el sequndo indice de variacion de .% en 0, tenemos
50(2,8) = Varg(ﬂ,B) + Ao(}\,B) =9+0=09.

Notemos que &o(-%,B) = BBo(#). Por lo tanto, por el teorema 3.0.7, tenemos

que .Z es una foliacion de 2% tipo.
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Ejemplo 3.0.13. Sea .% una foliacion sobre (C?,0), inducida por
w = (r —y)dx + 22dy.

Observe que p = (0,0) es la unica singularidad de tipo silla-nodo de % (ver
ejemplo 2.1.4). Tenemos que los indices de Baum-Bott y variacion de % en 0 son
BBo(Z) =4y Vare(%,B) = 3, respectivamente. (Ver ejemplos 2.1.4 y 2.4.15).
Donde B es un divisor equilibrado de separatrices.

Ademas, tenemos que el indice de exceso polar de F en 0 es No(F,B) = 1
(ver ejemplo 2.5.12). Entonces, por la proposicion 2.5.22, tenemos que % es una
foliacion que no es de tipo curva generalizada sobre (C?,0).

Ahora, calculando el sequndo indice de variacion de .# en 0, tenemos
fo(y,B) = Varg(ﬁ,B) + Ao(ﬂ\,B) =3+1=4.

Notemos que &o(-%,B) = BBo(-#). Por lo tanto, por el teorema 3.0.7, tenemos

que .Z es una foliaciéon de 2% tipo.
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Conclusiones

e Se han establecido condiciones necesarias y suficientes para la
caracterizacion de gérmenes de foliaciones holomorfas singulares sobre el

plano, via la teoria de indices:

— Se ha encontrado una expresion que relaciona el sequndo indice de
variacton con el indice de Baum-Bott. Esta relacion caracteriza a las

foliaciones de segundo tipo, teorema 3.0.7.

— El indice de exceso polar caracteriza a las foliaciones de tipo curva

generalizada (indice de exceso polar nulo).
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