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Resumen

La anemia es una afeccién causada por un bajo nivel de hemoglobina en la sangre cau-
sada principalmente por un déficit en el consumo de hierro. En el Pert, es un problema de
salud publica y nutricién principalmente en ninas y ninos menores de cinco anos, por ello el
Instituto Nacional de Estadistica (INEI) realiza una prueba para determinar anemia en ninas
y ninos a través de la Encuesta Demografica y de Salud Familiar (ENDES). En esta encuesta
se clasifica los niveles de anemia como severa si es menor a 7,0 g/dl, moderada si esta entre
7,0 y 9,9 g/dl o leve si varia entre 10,0 y 11,9 g/dl. En este contexto, en esta tesis se pro-
pone aplicar el modelo de regresiéon de Dirichlet para estimar la prevalencia de los niveles de
anemia infantil a nivel de centros poblados en el afio 2017. Se propone estimar los parametros
usando inferencia bayesiana, a través del método Halmitoniano de Monte Carlo (HMC) usan-
do Rstan. El modelo propuesto también permite identificar posibles factores determinantes
de la prevalencia de la anemia infantil y tiene el propdsito de mejorar las politicas publicas

dirigidas a la reduccién de la anemia en el pais.

Palabras-clave: anemia, inferencia bayesiana, método halmitoniano de Monte Carlo, regre-

si6én de Dirichlet.
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Abstract

Anemia is a condition caused by a low level of hemoglobin in the blood, it is caused mainly
by an iron deficiency consumption. In Peri, it is a problem of public health and nutrition
in childs under five years old, for this reason the Instituto Nacional de Estadistica (INEI)
conducts a test to determine anemia in childs through the survey “Encuesta Demografica y de
Salud Familiar” (ENDES). In this survey, anemia levels are classified as severe (< 7.0 g/dl),
moderate (7.0-9.9 g/dl) or mild (10.0-11.9 g/dl). In this context, in this thesis, it is proposed to
apply the Dirichlet regression model to estimate the prevalence of levels of childhood anemia
at the level of population centers in 2017. It is proposed to estimate the parameters using
bayesian inference, through the Halmitonian Monte Carlo (HMC) method using Rstan. The
model let us identify possible determining factors of the prevalence of childhood anemia. These

results are important to improve public policies aimed at reducing anemia in the country.

Keywords: anemia, Bayesian inference, Halmitonian Monte Carlo method, Dirichlet regres-

sion.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Consideraciones Preliminares

La anemia es el problema de salud publica y nutricién mas extendido en el mundo, en especial
en los paises, regiones y grupos poblacionales con mayor nivel de pobreza. Se estima que mas
de 1600 millones de personas registran algin grado de anemia que puede ser leve, moderado o
severo. La principal causa de anemia es el déficit en el consumo de hierro, elemento principal
para la formacion de hemoglobina (Hb). La hemoglobina es una proteina rica en hierro, da
a la sangre su color rojo y transporta oxigeno desde los pulmones hacia el resto del cuerpo.
La concentracién de Hb es el indicador més facil de medir y mas confiable para detectar la
anemia. La anemia y el déficit de hierro en el organismo de un nino en crecimiento, afectan
gravemente el proceso de maduracion cerebral teniendo efectos negativos sobre la capacidad
de aprendizaje y en el sistema inmune. En el caso de anemia en la madre durante la etapa
gestacional, implica mayor riesgo de prematuridad, bajo peso al nacer, deterioro de la salud

y mayor riesgo de mortalidad materna e infantil, (World Health Organization, 2008).

El 2017 en el Pert, 43.6 % de los nifios entre 6 y 36 meses de edad tuvieron algin grado de
anemia. De la misma forma el 28 % de las gestantes presentaron anemia. La proporcion de
anemia varia segun la situacion econémica familiar, estd presente en el 53 % de los ninos del
quintil de menores ingresos y en el 28 % de los ninos del quintil de mayores ingresos. De cada
100 casos de anemia, 64 corresponden a anemia leve. Las mayores prevalencias se registran
en regiones de la Sierra Sur, Central y en la Amazonia. En el periodo 2016 y 2017, trece de
las veinticinco regiones del pais incrementaron los niveles de anemia; este es el caso de Puno
donde la anemia afecta al 75% de los ninos. Entre las causas indirectas de la anemia por
un bajo consumo de hierro se encuentran: la falta de acceso a alimentos de calidad, malos
héabitos de alimentacién y nutricién, condiciones insalubres de vivienda y entorno comunitario,
carencia de agua segura y alcantarillado, bajo nivel educativo, etc., (Colegio Médico del Pert,
2018).

La Organizaciéon Mundial de la Salud, grupos de expertos mundiales y el Colegio Médico
del Peru recomiendan priorizar politicas publicas y sanitarias para reducir la prevalencia de

anemia. Para esto e s necesario identificar las causas determinantes de la anemia en nifas y



nifios menores de 5 anos (de 0 a 59 meses de edad) a nivel de centros poblados con el proposito

de mejorar las politicas publicas dirigidas a la reducciéon de la anemia en el pais.

En este contexto, en esta tesis se propone estudiar las proporciones de los niveles de anemia a
nivel de centros poblados del 2017 en el Pert. Estas proporciones son datos composicionales
obtenidos de la Encuesta Demografica y de Salud Familiar (2017) que requieren ser modelados

de acuerdo a sus caracteristicas.

Los datos composicionales son realizaciones de vectores aleatorios de sumas constantes, es de-
cir, cualquier vector, cuyas componentes representan partes de un todo, sujeto a la restricciéon
de que la respuesta observada estd compuesta por un conjunto o vector de valores positivos
que suman uno o en el caso general, una constante; por lo tanto, el espacio muestral es un

simplejo, (Camargo et al., 2012).

En esta tesis se utilizard la distribucion Dirichlet, que es la versiéon multivariada de la distribu-
cién beta para modelar datos composicionales. Los modelos de regresién Dirichlet se pueden
usar para analizar un conjunto de variables que se encuentran en un intervalo acotado que

suman una constante, que muestran sesgo y heterocedasticidad, sin tener que transformar los
datos, (Maier, 2014).

1.2. Revision de la literatura

A continuacion se presentan algunos de los documentos que se utilizan en el desarrollo de la

tesis:

Cribari-Neto (2004) propone un modelo de regresion en el que la respuesta tiene distribu-
cion beta reparametrizada con la media y la dispersién cuyo criterio de reparametrizacion es
utilizado en la distribucién Dirichlet. El modelo propuesto es util para situaciones donde la
variable de interés es continua y restringida en el intervalo (0,1) y esté relacionada con otras

variables a través de una estructura de regresion.

Hijazi y Jernigan (2007) introduce los modelos y métodos de regresion Dirichlet con un algo-
ritmo eficiente para elegir los valores iniciales en la optimizacién numérica de la funcién de
maxima verosimilitud y propone dos medidas de variabilidad explicada en los datos compo-

sicionales para evaluar la adecuacién del ajuste de log ratio y modelos Dirichlet.

Maier (2014) proporciona una breve base tedrica de las reparametrizaciones de la distribucion
Dirichlet y describe la implementaciéon de los métodos de regresiéon Dirichlet y aplica una
transformacién multivariada a los pardmetros de la distribuciéon Dirichlet que llega a una
formulacion alternativa que tiene la ventaja de modelar el valor esperado de una observacion
por separado de su precision. La metodologia para la optimizaciéon del modelo esta plasmada

en el paquete DirichletReg en R de su autoria.

van der Merwe (2018) explora algunos enfoques existentes del modelo de regresion bayesiana

de datos composicionales y luego introduce un nuevo enfoque de simulacién para ajustar



dichos modelos, basado en el marco bayesiano.

Sennhenn-Reulen (2018) ofrece una breve introduccion a los modelos de regresion Dirichlet y
en base a una formulaciéon desarrollada recientemente, ilustra la implementacién en el marco

de inferencia bayesiana.
1.3. Objetivos

El objetivo general de la tesis es aplicar el modelo de regresion Dirichlet bayesiano para
estimar los niveles de prevalencia de anemia en ninos en el Perti a nivel de centros poblados
del ano 2017. Esto incluye el estudio de las propiedades de la distribucién Dirichlet y su
modelo de regresion, asi como su estimaciéon desde el punto de vista bayesiano, la simulacion,
implementacién computacional y aplicaciéon a un conjunto de datos reales en el d&mbito de

medicién. De manera especifica:

» Estudiar la distribucién Dirichlet y sus propiedades.

= Estudiar y aplicar la regresion Dirichlet para modelar los niveles de prevalencia de

anemia en el Perti: no anemia, leve y moderado-severo.

= Estimar los parametros del modelo con métodos de inferencia bayesiana aplicando un

software de uso libre.
= Evaluar el desempeno del modelo propuesto a través estudios de simulacion.

= Identificar en base al modelo obtenido las causas de la anemia en nifios y nifias menores

de 5 anos (6 a 59 meses de edad) a nivel de centros poblados en el Pert en el afio 2017,

1.4. Organizacién del Trabajo

En el Capitulo 2 se describe la distribucién Dirichlet y se senala la importancia de la re-
parametrizaciéon propuesta. El capitulo 3 describe la estructura del modelo de regresiéon de
regresion Dirichlet, presenta su funcién de probabilidad y se definen las distribuciones a priori
de los parametros que permite calcular la distribucién a posteriori. En el capitulo 4 se presen-
tan los resultados obtenidos de un estudio de simulacién para evaluar la bondad de ajuste del
modelo de regresion Dirichlet bayesiano. El Capitulo 5 incluye los resultados de la aplicacion
del modelo de regresion Dirichlet bayesiano a datos de niveles de anemia de ninos menores

de 5 anos en el Perd. Los comentarios finales se presentan en el Capitulo 6.



Capitulo 2

Marco teérico

Este capitulo presenta el sustento tedrico para desarrollar el modelo de regresién Dirichlet
bayesiano. Un modelo de regresion trata del estudio de la dependencia de una variable depen-
diente o de respuesta Y respecto de una o mas variables explicativas X (Gujarati y Porter,
2010). En nuestro caso la variable de respuesta consiste en datos composicionales que siguen
una, distribucién Dirichlet. A continuacion se estudian la definicién de datos composicionales,
las dos reparametrizaciones de la distribucién Dirichlet a las que se conocen como comin y
alternativa, ademés de la inferencia bayesiana que se requiere para el desarrollo de la tesis, los
métodos computacionales para extraer los pardmetros del modelo de regresiéon y los criterios
para su evaluar y seleccionar el mejor modelo. Hijazi (2003) y Hijazi y Jernigan (2007) explo-
raron los modelos de regresion Dirichlet; Hijazi (2003) utiliz6 el enfoque comun en el que los
pardmetros a de la distribucién Dirichlet se modelan directamente mediante covariables con
un enlace logaritmico. La reparametrizaciéon alternativa es una extensiéon del enfoque imple-
mentado para modelar proporciones con la regresion beta (Cribari-Neto, 2004) y (Cribari y
Zeileis, 2010).

2.1. Datos composicionales

Los datos composicionales consisten en vectores de proporciones que surgen cuando se clasifi-
can i-ésimos sujetos en categorias disjuntas y se registran las frecuencias relativas resultantes,
o si se divide una medida completa en contribuciones porcentuales de sus diversas partes.

Bajo la restriccion de sumar 1 (Hijazi y Jernigan, 2007).

Aitchison (1986) manifiesta que en una composiciéon en términos mas generales, se usan los

nimeros enteros 1,2,--- ,C.

Cada i-ésima fila de la matriz de datos corresponde a un sujeto, a una tnica unidad ex-
perimental o de observacién. Cada columna c¢ corresponde a una parte especifica de cada

composicion, 6 sea ¥i1,Yi,2, "+, Yi.C-

Los componentes de cualquier composiciéon de la parte ¢ = (y;,1--- ,¥i,c) deben satisfacer la

restriccion de que cada componente no sea negativo, es decir:



vi12>0,---y;c > 0.

Segiin lo mencionado en los parrafos anteriores, a continuacion se presenta la estructura de

un conjunto de datos composicionales:

11 Yi2 - Yi,c

Y21 Y22 - Y20
Y= )

yn,l yn72 et yn7C

donde y; 1 + -+ y;c = 1.
2.2. Reparametrizaciéon comiin de la distribucién Dirichlet

En el caso de datos composicionales el conjunto de resultados del experimento aleatorio, es
decir el espacio muestral, es una parte restringida del espacio real denominada simplejo y
las operaciones en sus elementos juegan un papel fundamental en los problemas de los datos
de composicién, ya sea en su totalidad o como una parte importante del espacio muestral,
(Aitchison, 1986). La distribucion Dirichlet es un candidato natural para analizar este tipo

de datos ya que su soporte es el simplejo (Tsagris y Stewart, 2017).

Para definir la funcion de densidad de probabilidad (f.d.p.) de la distribucién Dirichlet se de-
fine un simplejo cerrado de n dimensiones en R® y un simplejo abierto de (C' — 1) dimensiones

en R(®~1 dado respectivamente por:

C
Te = {@hmﬁmﬂlyc>a1gcchE:%:q},

c=1

c-1
VC*I = {(yla”'ayc1)T:yc>051§0§c_1azyc<1}-

c=1

Luego, un vector aleatorio Y = (Y7, ..., Yc)—r € T, tiene distribuciéon Dirichlet si la f.d.p. de
Y es dada por:

_ P(ZCC:1 ) < ae—1
hMM—HiJMJE% , yeT,, (2.1)

T

donde @ = (aq,...,ac)' es un vector de parametros positivos ya que «, > 0 para todo



¢=1,---,C y I'() representa la funcion gamma: I'(t) = [;° u'~te“du. Podemos denotar
la distribucién por: Y ~ Dir(a) en T. 0 Y_. ~ Dir(ay,...,ac_1,4,) en Vo_1, (Wang et al.,
2011). Cuando ¢ = 2 la distribucién Dir(ay, ) se reduce a una distribucion Beta(aq, a2).
En esta tesis trabajaremos con ¢ = 3; como se muestra en la Figura 2.1.

o
@
3
o
[+1
-7
a

pepisuer

pepisual

Figura 2.1: Funcién de probabilidad de Y = (Y7,Y2)" ~ Dir(a, az,a3) con: (i) a1 = as = az = 2,
(ii) a1 = 1,9 = 5,3 = 10 (iii) gy = 10,02 = 3,53 =8 y (iv) aq = 2,2 = 10,5 = 4.

Sea el vector aleatorio Y = (Y7,

..., Yg)" ~ Dir(a) con f.d.p. dada en (2.1), cuyas componentes
cumplen las siguientes propiedades:

E(Y,) Qe c=1,..,C.
a4t
Var(Y,) = ﬂ#ﬁlﬁﬁ,c:1wva
at(l+ay)
Cou(Ye,Y)) = —5 o

LT e2oej=1,..,C.
af(1+ay)

donde yo =1 — Zf:_ll Yo Y Q4= Zle Q.



2.3. Reparametrizaciéon alternativa de la distribucién Dirichlet

Se define un conjunto de parametros p. = F(Y.) para los diferentes valores esperados de
la variable Y, y 0 para modelar la precision. Se llega a esta parametrizacién asumiendo que
fe = ac/at y 0 = ag, (Maier, 2014). Esta parametrizacion se denota por Y ~ D(u, ) por

lo que se puede introducir las siguientes propiedades:

E()/;) = He
(= pe)
Var(Ye) NTFSR
Cov(Ye,Y;) = (_Olfilul]) :

Por lo tanto la distribucién Dirichlet alternativa se representa de la siguiente forma:

L (22 m0) £

Fylp,0) = ———= [y, yeT,,
Hc IF(IU’C c—rll
donde Zle e = 1, pe € (0,1) y € > 0. Esta distribucion se utilizarda en el modelo de

regresion Dirichlet.
2.4. Inferencia bayesiana

Thomas Bayes y Pierre-Simon Laplace, en el siglo XVIII, fueron los primeros pensadores
en considerar el azar y la aleatoriedad de una manera cuantitativa y cientifica a través de
una relacién que se conoce como teorema de Bayes, definido para un pardmetro o vector de

parametros 8 y una variable o vector aleatorio Y como sigue:

donde p(y) = [p(y,B)dB = [ p(y|B)p(B)dB, que generalmente es dificil de calcular. Dado que
p(y) no depende de B, p(Bly) puede escribirse de forma més compacta,

p(Bly) o p(ylB)p(B). (2.2)

La proporcionalidad o indica que el factor 1/p(y) es una constante normalizadora y puede

ignorarse, (Gelman et al., 2003).



Una de las aplicaciones del teorema de Bayes es la inferencia bayesiana que tiene por meta
principal calcular la distribucion a posteriori p(Bly) de un vector de parametros desconocidos
B = (1, 5@)—r después de tomar en cuenta datos nuevos representados por la verosimilitud
de los datos p(y|B), es decir actualizando la probabilidad a priori p(8) en base al conocimiento
actual antes de un experimento. La distribucién a posteriori contiene toda la informacién
actual sobre el parametro B que permite obtener: intervalos de credibilidad, estimaciones
puntuales de los parametros, realizar inferencia de prediccién para datos futuros y evaluaciones

probabilisticas para su hipotesis, (Gelman et al., 2003).
2.4.1. Selecciéon de distribuciones a priori

La seleccion de distribuciones a priori p(8) es un aspecto crucial en inferencia bayesiana. Si
se tiene un conocimiento basado en datos histéricos o una conjetura de expertos de cuales
deberian ser los parametros del modelo, esa informacién se puede incluir como una distribucién
a priori subjetiva, pero si el modelo se vuelve mas complicado resulta dificil identificar que
distribuciones a priori utilizar para cada pardmetro desconocido. Si bien el subjetivismo se ha
convertido en la base filosofica dominante de la inferencia bayesiana, cuando las distribuciones
a priori no tienen una base poblacional, pueden ser dificiles de construir (Gelman et al.,
2003). En la préctica, la mayoria de anéalisis bayesianos se llevan a cabo con distribuciones
a priori vagas, fiduciarias, difusas o no informativas, (Kass y Wasserman, 1994). Se dicen no
informativas ya que su funcion es dejar que los datos hablen por si mismos al desempefiar un
papel minimo en la distribucién a posteriori, de modo que las inferencias no se vean afectadas
por la informacion externa a los datos, (Gelman, 2006). Se puede trabajar con una distribucion
normal donde a medida que aumenta la cantidad de observaciones en el conjunto de datos,

la verosimilitud diluye el impacto de las distribuciones a priori.

Gelman (2006) considera cualquier distribucién a priori no informativa o débilmente infor-
mativa como provisional hasta que el modelo se haya ajustado, se debe mirar la distribucién
a posteriori y evaluar si tiene sentido. Si la distribucién a posteriori no tiene sentido, implica
que se dispone de conocimiento previo adicional que no se ha incluido en el modelo, y que
contradice los supuestos de la distribucién a priori que se ha utilizado. Entonces es apropiado

modificar la distribucién a priori para ser mas consistente con el conocimiento externo.
2.4.2. Distribucion conjunta a posteriori

Segun Gelman et al. (2003) la distribucion conjunta a posteriori p(Bly) que contiene toda la

informacién actual sobre los parametros desconocidos 8 debe ser propia, es decir:

/ p(Bly)dB = 1,
B8

Para hacer inferencia bayesiana se requiere evaluar analiticamente las integrales requeridas,



por lo cual deben darse situaciones conjugadas en las que la distribucion a priori p(8) y
distribucion a posteriori p(B|y) pertenezcan a la misma familia de distribuciones. Las situa-
ciones conjugadas, que permiten extraer directamente muestras aleatorias los parametros de
la distribucién a posteriori, no estan disponibles mas alla del modelo lineal normal (Wakefield,
2013).

Las distribuciones marginales a posteriori p(8|y) contienen informacion completa de los para-
metros de interés; se obtienen al integrar p(Bly) sobre los pardmetros desconocidos que no son
de interés inmediato; p(Bly) es tipicamente multivariada. La distribucién marginal univariada

para [3; es

p(Bily) o / p(Bly)dB_:.

donde B_; es el vector B excluyendo f3;, es decir, B_; = [B1,- -+ , B—i, Bit1, * , Bp] | (Wakefield,
2013).

2.4.3. Distribucion predictiva a posteriori

Otra de las metas de la inferencia bayesiana es la prediccién para lo cual se utiliza la distri-
bucién a posteriori predictiva p(yn+1|y) (Gelman et al., 2003). Para un conjunto de datos y,
y una nueva observacién y,41 deseamos encontrar la distribucién condicional de Y,,;; dado
Y =y. Si Y41 e Y son condicionalmente independientes dado el parametro continuo 3; la

distribucién predictiva a posteriori estaria dada por:

PYn+1ly) = P(Yn+1,Bly)dB
P(Yn+118,y)p(Bly)dB

P(yn+11B)p(Bly)dB.

Il
—— —

La segunda y tercera linea muestran la distribuciéon a posteriori predictiva como un promedio

de las predicciones condicionales sobre la distribucién a posteriori de 8.
2.4.4. Intervalos de credibilidad

Un intervalo de credibilidad de un parametro 8 de tamano 1 — « es un intervalo [a, b] tal que

P(a < B <bly)

b
/ p(Bly)dB

Il
—
|
Q

I

—
|

Q
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La perspectiva frecuentista considera a 8 como fijo y hacen uso del concepto de probabi-
lidad antes de observar los datos. Para cualquier valor fijo de B, un intervalo de confianza
frecuentista contendré el verdadero paréametro 8 con cierta probabilidad, por ejemplo, 0.95.
Por otro lado la perspectiva bayesiana considera a # como una variable aleatoria y utilizan
el concepto de probabilidad después de observar los datos. Para algtin conjunto particular de
datos Y = y, la variable aleatoria 8 se encuentra en un intervalo de credibilidad con cierta
probabilidad.

2.5. Inferencia bayesiana usando MCMC

Los métodos Monte Carlo via Cadenas de Markov (MCMC) permiten estimar computacio-
nalmente la distribucién a posteriori en caso de ser una expresion compleja y no tener forma
analitica conocida (Gelman et al., 2003). Se extraen muestras de B provenientes de la distri-

bucién aproximada a la distribucion a posteriori p(8|y).

A continuacién se analizan brevemente las simulaciones de Monte Carlo, las cadenas de Mar-
kov y los métodos MCMC:

» Las simulaciones de Monte Carlo se utilizan para estimar el drea de distribuciones con
formas complicadas, al generar repetidamente muestras aleatorias de un pardmetro y
proporcionar una aproximacién de dicho pardmetro ya que calcularlo directamente es
computacionalmente costoso. El proceso de simulacién requiere que se sigan los siguien-

tes pasos:

1. Generar M conjuntos de datos bajo la condicién de interés.

2. Calcular el valor numérico de los estimadores:
(TlaT27"' 7TM)

3. Si M es suficientemente grande, las estimaciones de (11,75, -+ ,Tys) deberian ser

una adecuada aproximacion de los parametros.

= Una cadena de Markov es un proceso estocéstico que describe una secuencia de posibles
eventos en los que la probabilidad de cada evento depende solo del estado alcanzado en
el evento anterior, de acuerdo con un conjunto fijo de probabilidades. Una caracteristica
importante de las cadenas de Markov es que no tienen memoria; todo lo que se necesita
para predecir el proximo evento estd disponible en el estado actual, y no se obtiene

informacién nueva al conocer el historial de eventos.

Los métodos MCMC generan un conjunto de cadenas similares a las cadenas de Markov, a
partir de un conjunto de puntos elegidos arbitrariamente y separados entre si. Estas cadenas

son procesos estocasticos de random walkers que realizan paseos aleatorios de acuerdo con

10



un algoritmo que busca valores que contribuyan a la integral que se desea aproximar numé-
ricamente, asignandoles mayor probabilidad, para luego pasar a la siguiente ubicacién hasta
encontrar la distribuciéon estacionaria. Las cadenas de Markov tienen como distribucién esta-
cionaria a la distribucion a posteriori. El estimador MCMC tiene una varianza baja debido

a que se extraen muestras de regiones importantes del espacio de parametros (Gelman et al.,
2003).

2.5.1. Hamiltoniano Monte Carlo (HMC)

HMC es un método MCMC que evita el comportamiento de paseos aleatorios y sensibilidad
a los parametros correlacionados, que afectan a muchos métodos MCMC al tomar una serie

de pasos informados por la gradiente de primer orden.

En general, la energia total de un sistema cerrado y conservador es dado por la funcién
halmitoniana H(0,¢) = U(0) + C(¢) donde U(0) es la energia potencial y C'(¢) es la energia
cinética del sistema. En estadistica el Monte Carlo halmitoniano (HMC) toma los parametros
0 como si colectivamente denotasen la posicién de la particula en algin espacio con momento
(cantidad de movimiento) ¢. Asi se asume que la energia potencial del sistema halmitoniano es
Uf) =—1log(p(d |Y)), donde p(6 | Y) es la fdp de la distribuciéon a posteriori, mientras que
la energia cinética es C(¢) = p(¢) = ¢T M ~1¢, que es en esencia el niicleo de una distribucion
normal con covarianza M. Se asume que la fdp aposteriori p(0,¢ | V) o exp(—H(0,¢)) =
expllog(p(f | Y)) — ¢T M~1¢)]. Luego el algoritmo consiste en simular 6 y ¢ a partir de
p(6,¢ | Y) a pesar de que el interés esté solo en estimar 6. Asi el vector ¢ es una variable
auxiliar introducida en el algoritmo para que la cadena de Markov se mueva maés rapido en

todo el espacio paramétrico.

El algoritmo HMC combina MCMC y métodos de simulacién deterministica. El algoritmo

consiste en repetir los pasos siguientes L veces:

1. En la iteracion t, actualiza ¢ a partir de ¢ ~ N (0, M).

2. Actualizar 001 y ¢t~ simulataneamente a través de L pasos de “leapfrog”, tal que

cada paso es escalado po ¢, un valor pequenio que sirve para el tuning del algoritmo.

a) Use el gradiente W para actualizar ¢,

(t=1) 4 (t-1)
PR it il )

b) Use el vector momento ¢* para actualizar la posicion del vector 6:
0 «— 04D 4 Mg,

¢) Actualizar ¢:

1 _dlog(p(6*,¢" | Y))

* *
9=+ 0
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3. Calcule
p(0* | Y)p(¢*)
~ p(00 [ Y)p(ptt-D)’

donde 0* y ¢* son los valores iniciales, mientras que 6* y ¢* son los valores candidatos.

4. Actualice #) = #* con probabilidad min(r, 1) o no actualice 8®) = #(*=1) caso contrario.

5. Repetir los pasos 1 a 4 hasta llegar a la convergencia de las cadenas.

Se debe tener en cuenta que € no debe ser demasiado grande o sino el integrador realizara
muchos pasos pequenos lo que incrementaria el costo computacional. Se debe evitar que L
sea demasiado pequeno, el algoritmo exhibe un comportamiento de oscilacién aleatorio no
deseado (Hoffman y Gelman, 2011).

2.5.2. No-U-Turn Sampler (NUTS)

En esta tesis se utilizard el algoritmo No-U-Turn Sampler (NUTS), una variante de HMC
(Hoffman y Gelman, 2011). NUTS simula el movimiento de la particula ficticia que representa
los valores de los parametros que no se detiene hasta que hace un giro en U (Stan Development
Team, 2019).

NUTS es més eficiente explorando la distribucién a posteriori, se elimina la necesidad de
establecer una serie de pasos L; ya que utiliza un algoritmo recursivo para crear un conjunto
de valores candidatos probables que abarca una amplia franja de la distribucién objetivo;
selecciona autométicamente un nimero apropiado de pasos en cada iteraciéon para permitir

que los valores candidatos crucen la distribucién a posteriori facilmente.

Segin Stan Development Team (2019), NUTS genera una propuesta comenzando en una
posicion inicial determinada por los pardmetros seleccionados en la ultima iteracion. Luego
genera un vector aleatorio normal estandar independiente. Expande el sistema inicial para
adelante y para atras al mismo tiempo en la forma un arbol binario balanceado. En cada
iteracion del algoritmo NUTS, la profundidad del 4rbol aumenta en uno, duplicando el nimero
de saltos y el tiempo de calculo. El algoritmo termina y vuelve sobre sus pasos en una de dos
formas; si se cumple el criterio NUTS (es decir, un cambio de sentido en el espacio euclidiano
en un subarbol) para un nuevo subarbol o el drbol completado, 6 la profundidad del &rbol
completo alcanza la profundidad méxima permitida. NUTS no requiere la intervencién del

usuario ni ejecuciones de tunning.
2.5.3. Diagnosticos de convergencia y autocorrelaciéon

El uso de los métodos MCMC puede presentar ciertas dificultades que requieren que se tenga

en cuenta lo siguiente:

1. Es necesario determinar cuadndo una cadena de Markov inicializada aleatoriamente ha

convergido a su distribucién de equilibrio.
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2. Los valores de una cadena de Markov pueden estar correlacionados. Mientras que las
muestras aleatorias del integrando utilizado en una integracién convencional de Monte
Carlo son estadisticamente independientes, las utilizadas en los métodos MCMC es-
tan autocorrelacionadas y, por lo tanto, el teorema del limite central sobre el error de

estimacion no se puede aplicar.

3. Antes de hacer inferencia, por lo general se eliminan un nimero inicial de iteraciones,
este procedimiento se conoce como "burn-in", la razén es que los restiimenes inferenciales
no deben estar influenciados por puntos iniciales que podrian estar lejos de la masa

principal de la distribuciéon a posteriori (Gelman et al., 2003).

2.6. Evaluacién y seleccién de modelos

Se presentan varios métodos de evaluacion y seleccion de modelos con el objetivo de seleccionar
el mejor, (Amaral et al., 2019).

2.6.1. Ajuste del modelo

Se busca cuantificar las discrepancias entre el modelo y el conjunto de datos disponibles.

Verosimilitud pseudo-marginal (LPML).- Estas medidas pueden construirse comparan-
do las caracteristicas de la distribucién predictiva bajo el modelo condicional a los datos
observados con otros datos también observados. Esto es posible en el contexto de la valida-
cién cruzada, si la muestra original es grande, es posible dividirla en dos partes; una parte
como muestra de entrenamiento Y = (Y7, ..., Yk)T para generar una distribucién predictiva
a posteriori p(gly), y otra parte como muestra de evaluacion Y = (Yit1, ..., Yy) ", indepen-
diente de Y'; para determinar la validez del modelo mediante la inspeccién de la distribucién

predictiva a posteriori correspondiente p(§|y).

Otra alternativa, es usar el método de Jackknife que consiste en repetir la validaciéon cruzada
n veces, siempre dejando por fuera una observacién de la muestra de entrenamiento. Esa

observacion juega el papel de validacion de la muestra de evaluacion.

SeaY (_; = (Y1,..,Yi1,Yi, ., Yk)T, el vector de todas las variables aleatorias excepto Y;.

Se puede obtener las distribuciones predictivas condicionales p(g;|y(—;)),

p(ilys) = / p(3i18, (i) p(Bly—i)dB,

El valor de p(yi|y(—i)) evaluado en y; se conoce como conditional predictive ordinate (CPO).
Los valores son evidencia de la probabilidad de cada observacién dado el resto de las observa-
ciones y, por lo tanto, los valores bajos de CPO corresponden a observaciones mal ajustadas.
En este sentido cuanto mayor es la suma de los valores logaritmicos de CPO, también conocida

como pseudo-verosimilitud marginal (LPML), mejor es el modelo. LPLM se define como:
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LPML =Y "In CPO; =In []p(uilys)-
=1

i=1
2.6.2. Capacidad predictiva

Los criterios de informacién se utilizan para la seleccion de modelos entre un conjunto finito
de modelos. Al ajustar modelos, es posible aumentar la verosimilitud agregando parametros
lo que puede resultar en un sobreajuste. BIC, DIC y WAIC intentan resolver este problema
introduciendo un término de penalizacién por el ntiimero de parametros del modelo. Cuanto
menor sea el valor de estos criterios, mejor serd el modelo y reflejard el uso predictivo del

mismo.

Criterio de informacion bayesiana (BIC): este criterio de seleccion de modelos que utiliza

la aproximacién de una muestra de tamano n grande de la distribuciéon marginal de los datos

p(y) = Epp)[p(y|B)] se define como:

BICY = —2Inp(y|B) + pp In(n),

donde Inp(y|B) ~ Inp(y) + (p/2)In(n), B es la estimacion de B y pp es el nimero de

parametros del modelo.

Para evitar la maximizaciéon basada en la simulacién, se utiliza una modificacién de este
criterio utilizando la media a posteriori de la probabilidad de registro en lugar de In p(y]B)

Esta version modificada del BIC se define como

BIC = —2Eg,[Inp(y|B8)] + pp In(n).

Criterio de informacion de desviacion (DIC): se utiliza para comparar la bondad de
ajuste de los modelos analizados debido a que la distribucién a priori y el tipo de estructura

del modelo tienden a afectar el grado de sobreajuste. El DIC se define como:

DIC = D(B) + 2pp = D(B) + pp = 2D(B) — D(B),

donde la aproximacion B es una estimacion bayesiana que sustituye la estimacion de maxima
verosimilitud de B - B suele ser la media a posteriori de . D(B) es la devianza que se define
como el doble logaritmo del estadistico de verosimilitud D(B8) = —2loglikelihood. pp =
W — D(B) es una medida de la complejidad del modelo, la medida correspondiente de
precision predictiva que define el niimero efectivo de parametros. Cuanto mayor sea el ntimero

efectivo de parametros, mas facil serd para el modelo ajustar los datos, por lo tanto, la

desviacion debe ser penalizada. D(8) = Eg,[D(B)], la esperanza a posteriori de D(f3).



Criterio de informacién ampliamente aplicable (WAIC).- en este criterio la medida
de precision predictiva dentro de la muestra asociada con el WAIC no implica aproximaciones
de complemento como los criterios discutidos anteriormente. Se evaltia con una correccién por
exceso de ajuste p,, conocida tambié como término de penalizacién o como dimensionalidad

del modelo efectivo:

Awarc =Y In Egy [p(yilB)] — pu-
=1

Pw que implica una expresion en términos de los datos individuales. Una de las propuestas

para determinar p,, es similar a la utilizada en DIC y se expresa como:

Pun =2 _ Egy[In[p(y:|B)]] — In Egy, [In[p(y;|B)]],
i=1
la otra propuesta para p,, basada en la varianza a posteriori de In[f(y;|8)] se define como:
Puwy, = Z Varﬂ|y[ln[p(yi’:3)“

i=1

El resultado de realizar una transformacion a Awaic facililta que el criterio esté la misma

escala que los anteriores y se da por:

WAIC = -2 " In Egy [p(yi[B)] + 2pu-
=1
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Capitulo 3

Modelo de regresion Dirichlet

En este capitulo se presenta la definicién del modelo de regresiéon Dirichlet y sus parametros,
donde se establece la relacién que existe entre la variable de respuesta o dependiente Y y las
variables predictoras o independientes X. Mas adelante se explican las prioris escogidas para

la distribucién a posteriori.

3.1. Parametrizacién comin del modelo de regresién Dirichlet

Con fines practicos se asume Y = (Y3,,Ys,,--- ,Y,,) " una variable de respuesta multivariada
tal que:
Yiin Yipg -+ Yice Yi.
Yor Yoo - Yoo Ya.
Y = X . . = . = Y17Y27”'7YC )
Yn,l Yn,2 to Yn,C Yno
entonces Y;, = (Y;1,Y;2,---,Yic) € Tc,i=1,2,--- ,n, donde n indica el ntmero de sujetos

del estudio, C representa el niimero de categorias que asume la respuesta Y;, e Y. es el vector

de la variable de respuesta con la categoria ¢ de los n sujetos de estudio.

Sea la matriz de covariables asociadas a la variable de respuesta multivariada Y dada por

X = (21,,%2,, - yZn,) donde z;, € R¥, tal que
Tl T12 ot T1Q T1e
T2,1 T2 o T2Q T2
X - =
Tpl Tp2 - TpQ Tne
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Asumiendo que en Y, ~ Dir(ai(zje), - ,ac(x;e)) para i = 1,--- ,n, se modela cada para-

metro ae(xe), c=1,---,C, como una funcién lineal de las variables explicativas, donde

ac(zis) = i1Brc+xighoct, -, +2i0B0.c
= xicﬁ-c parac=1,--- 7C'

Asi la matriz de coeficientes de regresion estd definida por:

fii Bz - Pic

52,1 62,2 o 62,0
B=1 Sl = | Ba B o B

Boi B2 - Boc

Por lo tanto, los parametros a estimar, son los coeficientes de regresion sujetos a la restriccion
ac(z;)) >0 Vi=1,--- ,n,c=1,---,C.

La desventaja de este enfoque es que no hay una interpretacion clara de los coeficientes de
regresion, en funcién de la media de la observacion Y; .. Para mayor informacion vea Camargo
et al. (2012).

3.2. Parametrizaciéon alternativa del modelo de regresién Dirichlet
Se asume que p; = E(Y;,), se tiene,

Yie ~ Dir(p;,0) parai=1,2,--- n,

donde

pi = (Wi, He2, 5 HiC)s (3.1)

C
tic = oc(xi)/iy, donde ajp = Zac(x,-.) =0, (3.2)

c=1

y 6 es el pardmetro de precision.

Tanto p; como el pardmetro de precision pueden asociarse a coeficientes de regresion a través

de funciones de enlace g,(-) ¥ go(-),
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en particular, se asume que

gu(tic) = zi1Bre+xi2foct, -, +2i0B0Q.c
gu(,U«i,c) = XioﬂoCa Cc= 17 27 ot 70
90(0;) = .

La eleccion natural para modelar la media de g,(-) debe considerar valores entre (0, 1) es el
enlace logit similar al de una regresion multinomial, x; es la variable explicativa, 8 y = son

los coeficientes de regresiéon. Luego:

logit(ptic) = XieBec (3.3)
pie = ;Xp(xioﬁoc) , = 27 . C (34)
Ed:l exp(xioﬂod)
ie.eU 1
,ui,l = exp(x ) = s (3.5)

25:1 exp(XioBed) - 25:1 exp(XieBed)

donde debido a que tenemos c categorias para las cuales las medias siempre deben sumar 1, se
emplea una estrategia logit multinomial, donde los coeficientes de regresiéon de una categoria

¢ =1 son tomadas como referencia, 3,1 = 0.
Para gp, se define una funciéon de enlace logaritmica en la que In (6) = .

Finalmente la funcién de verosimilitud es definida por:

n

LB,vy) = [[ fi.l(B.7))-

i=1

3.3. Estimaciéon de parametros de la regresiéon Dirichlet por maxima ve-
rosimilitud

Hijazi y Jernigan (2007) propusieron estimar los pardmetros 8 del modelo por medio del
método de maxima verosimilitud obtienendo asi la gradiente de la funcién log verosimilitud,
es decir (V log L). Sin embargo V log L = 0 es analiticamente intratable, (Camargo et al.,
2012).

Maier (2014) optimiza en tres etapas la estimacion de este tipo de modelos que pueden
contener un gran numero de variables dependientes: (1) valores iniciales y refinamiento de
los mismos, (2) optimizacion por medio del algoritmo de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

(BFGS) y (3) optimizacion por el algoritmo de Newton-Raphson.

Los valores iniciales deben elegirse cuidadosamente para que el algoritmo de optimizacion de
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la parametrizaciéon alternativa converja; estan compuestos de coeficientes de regresion para

las respuestas transformadas de la media y la precision.

Para la optimizacion BFGS se utiliza la gradiente analitica en lugar de la numérica; asi se
determinan los puntos donde la derivada es igual a cero. Se utilizan los valores iniciales y se
aplica el algoritmo BFGS con un criterio de convergencia de 107°. Los errores estandar de los
valores estimados obtenidos de la matriz hesiana no son confiables por lo que debe aplicarse

el siguiente paso.

Con las estimaciones obtenidas anteriormente, se realiza la estimacioén final con el algoritmo
de Newton-Raphson con las derivadas de primer y segundo orden obtenidas de forma analitica
para acelerar la convergencia (el criterio es 10719) y para asegurar la estabilidad numérica,

los errores estandar se obtienen de la hessiana (H(6)).

3.4. Distribucién conjunta a posteriori para la distribucién Dirichlet con
parametrizacion alternativa

Bajo el enfoque bayesiano Sennhenn-Reulen (2018) introducen distribuciones a priori objetivas
B con distribuciéon normal. Debido a que el modelo de regresion propuesto en esta tesis es
complicado, no se puede incluir una distribucién a priori subjetiva ya que no se tiene un
conocimiento basado en datos historicos o una conjetura de expertos la cual deberia ser el
parametro. Por lo tanto, segiin lo explicado en el Capitulo 2, cuando se calcula la distribucion
a posteriori, la mayoria o toda la inferencia surgird de la funciéon de verosimilitud. El modelo

completo incluyendo la asignacion de las distribuciones a priori es dado por:

}/:i = (}/;,17}/;,27"' 7}/;;,0)7 i:17...,n
ind .
YilB,v ‘X Dir(u;,exp(y)).
Bge ~ N(ab),c=1,...C; ¢=1,..,Q
7o~ Nled),
donde Hi = (Mz’,la i, ’Mi7c) y segfm (33), Hie = logit_l(xi.ﬂ,c)_

Como se asume que Y;, son independientes, entonces:

I C— 2 ic < X ie—
F(ValB.) = et O] T fepe),
[Tz T(exp(v) i)

c=1
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Luego, la funcién de verosimilitud esta dada por:

L(ﬂ’%Y):ﬁ{F(ZSWXPV H (exp(7)pi,c— }

C
i=1 Hc 1F(eXP v =

Luego, la funcién de densidad conjunta a posteriori es dada por:

p(B,v 1Y) o< L(B,7; Y)p(B,7),
L(B,7v; Y)p(B)p(7),

<11 T(3, exp()iic) ﬁ (exp(v)ui,c—n} " (3.6)

Sea 6 = {f,v}, el Monte Carlo halmitoniano (HMC) toma los pardmetros 6 como si
colectivamente denotasen la posicion de la particula en algiun espacio con momento (cantidad
de movimiento) ¢. Asi se asume que la energia potencial del sistema halmitoniano es U () =
—log(p(@ | Y)), donde p(0 | Y) = p(B,~v | Y) es la fdp de la distribuciéon a posteriori en la
ecuacion 3.6. Se asume que la fdp aposteriori p(6,¢ | Y) o exp(—H (0, ¢)) = exp[log(p(8 |
Y)) — ¢T M~1¢)]. Luego el algoritmo consiste en simular  y ¢ a partir de p(,¢ | Y). El

algoritmo HMC consiste en repetir los pasos siguientes L veces:

1. En la iteracion t, actualiza ¢ a partir de ¢(t=1) ~ N(0,1).

2. Actualizar 00— y ¢(t=1) gimultaneamente a través de L pasos de "leapfrog", tal que

cada paso es escalado por €, un valor pequenio que sirve para el tuning del algoritmo.

a) Actualizar ¢,
5 6 4 2V log(p(60 ), 6 | V)
b) Use el vector momento ¢* para actualizar la posicion del vector 6:
0 «— 0D 4 Mg,

c¢) Actualizar ¢:
1
0" ¢" + 5eVgr log(p(07, 9" | V).
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3. Calcule
p(0* | Y)p(¢*)

P04 [ Y)p(6¢=D)’

donde 6* y ¢* son los valores iniciales, mientras que 6* y ¢* son los valores candidatos

y Vg es el gradiente con respecto a 6.
4. Actualice #®) = #* con probabilidad min(r, 1) o no actualice 8®) = #(*=1) caso contrario.

5. Repetir los pasos 1 a 4 hasta llegar a la convergencia de las cadenas.

Un método mas eficiente para generar muestras de las distribuciones a posteriori de 8 y v es
el algoritmo NUTS.
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Capitulo 4

Estudio de simulacion

En el presente capitulo se muestran los resultados del estudio de simulacién de recuperacién
de pardmetros con distintos escenarios considerando el modelo de regresién Dirichlet bajo
un enfoque bayesiano. Para medir la efectividad de la recuperaciéon también se obtienen los
parametros por inferencia clasica. Para la inferencia clésica se usa la libreria Dirichlet Reg en
R y para la inferencia bayesiana, se utiliza el software libre Stan con su interface en R. Se mide
la calidad de las predicciones obtenidas con las estimaciones de los parametros. Finalmente
se realizan réplicas de las simulaciones de uno de los escenarios para verificar la consistencia

de los parametros conforme el tamano de muestra se incrementa.
4.1. Generacioén de los datos

En el estudio se simula una matriz Y de datos composicionales; para lo cual se establece
la cantidad de sujetos n = 720 y las categorias ¢ = 3 para cada Y;. Se utiliza un conjunto
de covariables X, y los coeficientes de la regresion B y el parametro de precision v que se
recuperdn mas adelante con la simulacién. Se asume una covariable dicotémica que puede ser

0 6 1; entonces:

Tle 1 0
T2 1 0

X = =
27200 11

Para B se define la siguiente matriz de coeficientes de regresion:

P11 P21 0O

'B:[ﬁJ Be2 5.3}:
B2 B2 0O
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Con la matriz de covariables X y coeficientes de regresion B se procede a calcular el vector
i = (fi1, pi2, ii3) dado en (3.1), segin (3.4) y (3.5). Enseguida con la precision v = 4,22 se

puede calcular 6.

A continuaciéon se simulan los datos de acuerdo al modelo de regresion con parametrizacion

alternativa Y;, ~ Dir(u;,0) parai=1,2,--- n,.

Para simular los conjuntos de datos se utiliz6 el paquete Compositional de R el cual requiere
que se especifique el tamano de la muestra y a.(z;,), para c = 1,...,C,; parametros asociados
con los valores de los parametros 8 y -. La matriz resultante Y con los datos simulados para

el caso de ¢ = 3 tiene la siguiente estructura:

Yi. Yii. Y2 Yi3
Ya. Y1 Yoo o Ya3
Y = =
Y7200 Y7201 Y02 Y7203

4.2. Consideraciones para la estimaciéon de parametros

Se consideran 3 escenarios con distintos valores de los pardmetros a ser recuperados estimados

con las simulaciones, como se muestra en el cuadro 4.1:

Cuadro 4.1: Escenarios para la simulacion de datos.

Escenarios
Parametro | No. 1. | No. 2. | No. 3.
P11 0.46 1.11 1.43
P21 -0.47 | -0.07| -0.10
P12 -0.12 0.54 | -1.79
P22 -0.56 | -0.12 0.11
y 4.22 4.00 6.33

Las distribuciones a priori seleccionadas son débilmente informativas con varianzas grandes;
segun lo explicado en el capitulo 3, expresan informacién vaga o general sobre los parametros
de interés y permiten que la informacién se extraiga de la funcién de verosimilitud, es decir

que tienen un impacto minimo en la distribucién a posteriori:

Bye ~ N(0,1000%),¢=1,2,3, ¢=1,2,--,Q
vy ~ N(0,1000%).

La estimacién de los parametros de la regresion Dirichlet se realiza mediante inferencia clésica
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e inferencia bayesiana.

Para inferencia clasica se utiliza el método de méaxima verosimilitud implementado en la

funcién del paquete Compositional del programa R.

En inferencia bayesiana se utiliza el c6digo implementado por (Sennhenn-Reulen, 2018) para
el modelo de Dirichlet en RStan y c6digos propios elaborados para esta tesis en R. Se considera
como estimadores de los parametros a las medias a posteriori, de las muestras extraidas con
NUTS, que se describe en los Capitulos 2 y 3. NUTS determina adaptativamente el nimero de
pasos L durante el muestreo, (Stan Development Team, 2019). Se simulan cuatro cadenas con
2000 iteraciones para cada parametro, las primeras 1000 iteraciones de cada cadena fueron

descartadas como burn-in, dejando un total de 4000 iteraciones.
4.3. Estimacion de parametros

En los cuadros 4.2, 4.3 y 4.4 se muestran los resultados de las estimaciones de los parametros
B y v bajo los tres escenarios, por maxima verosimilitud (EMV) y los intervalos de confianza,
y las estimaciones de la media a posteriori (MAP) obtenidas a través de inferencia bayesiana

y los intervalos de credibilidad. En general se obtuvieron los siguientes resultados:

= Los valores de las estimaciones de los pardmetros por méxima verosimilitud e inferencia

bayesiana se aproximan a los valores originales de los pardmetros.

= Los intervalos de credibilidad en los 3 escenarios se consideran adecuados, dado que

contienen el verdadero valor de los pardmetros.

= R =1 permite confirmar la convergencia de las cadenas, se analiza en la siguiente seccion
de diagnosticos de convergencia y autocorrelacion, se define esta estadistica utilizada

para evaluar la convergencia.

Cabe mencionar que el tiempo total aproximado de cada simulacion fue de 0.20 horas en un
computador con un procesador intel (R) core (TM) i5-4210u CPU @ 1.70GHz 2.40 GHz con
una memoria RAM de 6.00GB con Windows 8.1.

Cuadro 4.2: Resumen de resultados para el escenario 1: estimaciéon por maxima verosimilitud (EMV),
intervalo de confianza (95 %), media a posteriori (MAP) , Intervalos de credibilidad (2.5, 97.5) %,
diagnostica de convergencia Rhat R.

. Maxima Verosimilitud Inferencia bayesiana

Parametro | Original =

25% | EMV | 975% | 2.5% | MAP | 97.5% R
Bi1 0.46 0.45 0.48 0.51 0.45 0.48 0.51 | 1.00
B2,1 -047 | -0.54 | -0.50 -0.46 | -0.54 | -0.50 -0.46 | 1.00
B2 -0.12 | -0.15 | -0.12 -0.09 | -0.15 | -0.12 -0.09 | 1.00
B2,2 -0.56 | -0.61 | -0.56 -0.52 | -0.61 | -0.56 -0.52 | 1.00
~ 4.22 4.20 4.28 4.35 4.20 4.27 4.35 | 1.00
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A continuacion la Figura 4.1 muestra las funciones de densidad a posteriori de los parametros
en el escenario 1, las representaciones graficas se construyen con las muestras a posteriori de
los parametros 8 y ~v. También se observan las estimaciones de las medias a posteriori de los
parametros y las estimaciones de los intervalos de credibilidad. Se puede observar en el grafico
que los limites inferiores y superiores del intervalo de credibilidad contienen al verdadero valor
de los pardametros. Ademas, que las distribuciones a posteriori de los parametros 8 y = se

asemejan a una distribucién normal.

-0.800 D576 D550 -0.525 4.20 4.25 4.30 4.35

Figura 4.1: Funciones de densidad a posteriori de los parametros en el escenario 1, medias a posteriori
e intervalos de credibilidad.

Los cuadros 4.3 y 4.4 muestran los resultados de los escenarios 2 y 3. Las conclusiones son

similares a las expuestas para el escenario 1.

Cuadro 4.3: Resumen de resultados para el escenario 2: estimacion por méxima verosimilitud (EMV),
intervalo de confianza (95 %), media a posteriori (MAP) , Intervalos de credibilidad (2.5, 97.5) %,
diagnoéstica de convergencia Rhat R.

. Maxima Verosimilitud Inferencia bayesiana

Parametro | Original =

25% | EMV | 97.5% | 2.5% | MAP | 97.5% R
B1,1 1.11 1.05 1.09 1.13 1.05 1.09 1.12 | 1.00
B2.1 -0.07 | -0.12 | -0.07 -0.01 | -0.12 | -0.07 -0.01 | 1.00
B1,2 0.54 0.48 0.52 0.56 0.48 0.52 0.56 | 1.00
B2.2 -0.12 | -0.15 | -0.09 -0.03 | -0.15 | -0.09 -0.03 | 1.00
~y 4.00 3.92 3.99 4.07 3.92 3.99 4.06 | 1.00
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Cuadro 4.4: Resumen de resultados para el escenario 3: estimaciéon por maxima verosimilitud (EMV),
intervalo de confianza (95 %), media a posteriori (MAP) , Intervalos de credibilidad (2.5, 97.5) %,
diagnoéstica de convergencia Rhat R.

. Maxima Verosimilitud Inferencia bayesiana

Parametro | Original =

25% | EMV | 97.5% 2.5% | MAP | 97.5% R
B1,1 1.43 1.42 1.43 1.44 1.42 1.43 1.44 | 1.00
B2.1 -0.10 | -0.11 | -0.10 -0.08 | -0.11 | -0.10 -0.08 | 1.00
B1,2 -1.79 | -1.84 | -1.81 -1.79 | -1.84 | -1.81 -1.79 | 1.00
B2 0.11 0.11 0.15 0.18 0.11 0.15 0.18 | 1.00
vy 6.33 6.31 6.38 6.46 6.30 6.38 6.45 | 1.00

4.4. Diagnésticos de convergencia y de autocorrelaciéon

Segun lo analizado en el Capitulo 2, es necesario realizar un diagnostico de convergencia para
verificar si las cadenas de Markov alcanzaron su estacionariedad. A continuacion la figura 4.2
presenta los diagnésticos de convergencia, donde los graficos de traza muestran una adecuada
convergencia para el escenario 1. Se observa que el centro de las cadenas de cada muestra a
posteriori de cada pardmetro parece estar alrededor de los valores originales de los parametros,
con fluctuaciones que se ajustan al intervalo de credibilidad. Las cadenas se mezclan bien ya
que realizan pasos largos y atraviesan las distribuciones rapidamente lo que indica que podrian

haber alcanzado estacionariedad.
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Figura 4.2: Convergencia de las cadenas para el escenario 1.

El siguiente diagnostico es el de autocorrelacion, el cual mide dependencia entre las muestras
de las cadenas. La Figura 4.3 muestra una baja autocorrelaciéon en todos los pardmetros, lo
que confirma que la mezcla de cadenas es eficiente. Por lo tanto, no es necesario usar saltos
thining, es decir tomar la k-ésima observacion en lugar de todos los valores obtenidos en la

cadena, a fin de reducir la autocorrelacion.
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B1.1 B2.1 B2

Autocorrelacion promedio

Figura 4.3: Graficos de autocorrelacion para la muestra a posteriori en el escenario 1.

La ultima verificacion realizada es el test estadistico MCMC de Gelman y Rubin (Gelman
et al., 2003), que permite confirmar la convergencia de las cadenas. Se conoce también como
factor de reduccién de escala potencial R que hace una comparacion de las variaciones dentro
de la cadena y entre las cadenas. Una gran desviaciéon entre estas dos varianzas indica la no
convergencia. Se obtuvo R=1 para todos los parametros, en los 3 escenarios, lo que indica

que todas las cadenas simuladas se mezclaron adecuadamente.

Finalmente, para evaluar la calidad de las predicciones del modelo de regresion de Dirichlet, se
calculé Y con las estimaciones de los parametros B v 4 bajo los 3 escenarios. Luego se utiliz6
el error cuadratico medio de prediccion (MSE), que se define como la diferencia cuadratica

promedio entre los valores observados Y y las predicciones Y, (Rawlins et al., 1986), es decir,

1 R
MSE = —(Yi.—Yi.)? n=1,.,720,c=1,2,3.
n

En el cuadro 4.5 se observa que los MSE obtenidos por méxima verosimilitud e inferencia
bayesiana son pequenos y similares. Sin embargo podemos resaltar que en el escenario 3 el

MSE més bajo corresponde al de inferencia bayesiana.

Cuadro 4.5: Errores medios cuadraticos de los 3 escenarios de simulacién.

. Maxima Inferencia
Escenario
verosimilitud | bayesiana
0.002890 0.002891
0.003665 0.003665

0.046549 0.043061
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4.5. Reéplicas

Se realizan cien réplicas de la estimacion de los pardmetros 8 y v bajo el escenario 1, con
inferencia bayesiana para diferentes tamanos de muestra n = (50,100,250, 500, 720) con el
fin de examinar la consistencia de los estimadores. Para medir la eficiencia de los resultados
obtenidos se utiliz6 el sesgo, MSE y cobertura del intervalo de credibilidad para cada pardme-
tro. Los resultados de las réplicas realizadas se presentan en el cuadro 4.6 donde se demuestra
la capacidad del modelo para recuperar los parametros 8 y «v con distintos tamanos de n con
valores de sesgo y MSE pequenos. En el caso de la cobertura del intervalo de credibilidad,

todos fueron igual a uno, por lo cual se omite este resultado.

Cuadro 4.6: Error medio cuadraticos y sesgo de los parametros 5 y v en réplicas de simulacién del
escenario 1

n Parametro | Valor real | Sesgo MSE
50 | B 0.46 | -0.020485 | 0.000421
B2,1 -0.47 | 0.005579 | 0.000035
B1,2 -0.12 | 0.052244 | 0.002731
B2,2 -0-56 | -0.006344 | 0.000045
v 4.22 | -0.199132 | 0.039663
100 | B 0.46 | -0.011922 | 0.000143
B2,1 -0.47 | -0.020934 | 0.000440
B1,2 -0.12 | 0.012668 | 0.000161
B2,2 -0-56 | 0.054871 | 0.003013
v 4.22 | -0.042797 | 0.001835
250 | B 0.46 | 0.000845 | 0.000018
B2,1 -0.47 | -0.026911 | 0.000758
B1,2 -0.12 | -0.009183 | 0.000102
B2,2 -0-56 | 0.025016 | 0.000663
v 4.22 | 0.006290 | 0.000097
500 | B11 0.46 | -0.006347 | 0.000040
B2, -0.47 | 0.002425 | 0.000006
B1,2 -0.12 | -0.016447 | 0.000271
B2,2 -0-56 | 0.012336 | 0.000152
v 4.22 | 0.020206 | 0.000409
720 | B 0.46 | 0.020416 | 0.000417
B2, -0.47 | -0.033959 | 0.001153
B1,2 -0.12 | -0.002039 | 0.000004
B2,2 -0-56 | -0.002328 | 0.000006
v 4.22 | 0.049397 | 0.002440
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Capitulo 5

Aplicacion

En este capitulo se aplica el modelo de regresiéon Dirichlet bayesiano a datos composicionales
obtenidos de la Encuesta Demografica y de Salud Familiar (2017), para estimar la prevalencia
de niveles de anemia en ninos de los centros poblados del Pert. En la aplicacién se utilizan
la informacién recabada y anélisis realizados en el desarrollo de la tesis; llevando a cabo
las siguientes actividades: descripcion de la problemética de la anemia en el Peru y de los
datos disponibles, presentacion del modelo de regresion Dirichlet y relevancia, modelamiento

y evaluaciéon del modelo.
5.1. Importancia de modelar la prevalencia de anemia en el Peru

La anemia es una afeccién en la que la sangre no transporta suficiente oxigeno hacia los
organos del cuerpo; se produce por la falta de globulos rojos o la presencia de glébulos rojos
disfuncionales. En Perq, el Instituto Nacional de Estadistica (INEI) realiza una prueba para
determinar anemia en nifas y nifios a través de la Encuesta Demografica y de Salud Familiar
(ENDES). En esta encuesta se clasifica los niveles de anemia como severa (< 7.0 g/dl),
moderada (7.0-9.9 g/dl) o leve (10.0-11.9 g/dl). En general, en el 2017, 43.6 % de los ninos
entre 6 y 36 meses de edad tuvieron algiun grado de anemia (Colegio Médico del Pera, 2018).

Los efectos de esta enfermedad se resumen a continuacion.

Alcazar (2012) y Zavaleta y Astete (2017) explican que la anemia provoca deficiencias en el
desarrollo cognitivo de los ninos, en especial en sus habilidades psicomotrices, cognitivas y de
socializacion. Los ninos con deficiencia de hierro tienen menos capacidad de atencién, son més
timidos y dubitativos, menos perseverantes, menos alegres y desarrollan menos sus habilidades
motrices. Entre los sintomas de la anemia (especialmente de la anemia por deficiencia de
hierro) se encuentran la fatiga y el letargo, por lo que es de esperarse que estos problemas
tengan un efecto en el desempeno laboral de los adultos. Esto afectaria en particular a aquellas
personas cuyas labores implican trabajo fisico sostenido (trabajadores agricolas, obreros, etc.),
generando una reduccién de su productividad a lo largo de su jornada. Dado que el pago por
estas labores estd directamente ligado a la cantidad producida, por tanto, la fatiga causada
por la anemia tiene un efecto negativo en la cantidad que un individuo produce y, por ende

una disminucién en sus ingresos.
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Ciertos estudios encuentran que a pesar de curarse la anemia luego del primer afio el efecto
negativo en el desarrollo cognitivo no se revierte, pues los nifios que padecieron de anemia
siguen teniendo menores puntajes en las pruebas de desarrollo cognitivo con relacién a los
ninos que no la padecieron. Esto conlleva el costo directo que asume el estado peruano por
la posible mayor tasa de repitencia o desercién escolar de los nifios a causa de la anemia,
(Alcazar, 2012).

La anemia genera una carga pesada en el desarrollo de los individuos desde temprana edad,
ejerce un efecto negativo a largo plazo no solo en la vida de cada persona que la padece, sino
también sobre la sociedad el gobierno en términos de gasto de educacion, salud, productividad

y retorno econémico.

Se puede afirmar que es necesario contar con una herramienta que permita entender las causas
méas importantes de la anemia en nifas y ninos menores de 5 anos (de 0 a 59 meses de edad)
a nivel de centros poblados con el propésito de mejorar las politicas publicas dirigidas a la
reduccion de la anemia en el pais. Segun (Moghadas y Star, 2010) el modelamiento matematico
puede ser una herramienta para la toma de decisiones para mitigar adecuadamente las causas
de una enfermedad con los recursos limitados con los que cuenta el gobierno. Puede utilizarse
para ilustrar diferentes escenarios de los potenciales resultados de los niveles de prevalencia
de anemia dependiendo de variaciones en las causas de la anemia. Otro de sus usos seria
programar el dia a dia de las operaciones de salud publica. La importancia de esta tesis
se basa en que la literatura es pobre respecto a estudios que realicen modelamiento de la
prevalencia de los niveles de anemia (severa, moderada o leve) en todo un pais con fines
de explicacién de las causas o prediccién, sino tnicamente estudios campo que recolectan
muestras de sangre con el fin de medir la prevalencia de anemia o conocer sus causas en

poblaciones pequenas.
5.2. Entendimiento de los datos y analisis descriptivo

Para alcanzar el objetivo del estudio en este capitulo, es decir estimar los niveles de prevalencia
de anemia en nifios y ninias menores de 5 anos a nivel de centros poblados se utilizan los
datos provenientes de la Encuesta Demogréfica y de Salud del 2017 realizada por el Instituto
Nacional de Estadistica e Informatica (INEI) de Pert que contiene informacion de 35, 910
viviendas de todos los departamentos del Peri. Estas bases de datos se examinan y consolidan

en un conjunto de datos para facilitar su analisis.

De forma resumida el proceso de modelamiento requiere que se sigan los pasos siguientes:

= Entendimiento de la importancia de modelar la prevalencia de anemia en centros po-
blados del Pert.

= Explorar el conjunto de datos a analizar.

= Unificar bases de datos con las variables recopiladas en los cuestionarios de hogar, mujer

y de salud.
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» Agrupar datos de informacion de los niveles de anemia (severa- moderada o leve (10.0-
11.9 g/dl)) y no anemia para cada centro poblado como datos composicionales con tres
categorias. Asi se obtiene la matriz de la variable dependiente Y. Cabe mencionar que en
la encuesta realizada por el INEI existen 134 centros poblados donde se consideran datos
de un solo nifio por centro poblado, 174 centros poblados a 2 nifios, 152 centros poblados
a 3 ninos, etc. En estos casos las proporciones podrian no ajustarse a la realidad del

centro poblado ¢ ya que las muestras tomadas son pequenas.
= Verificar si el conjunto de datos no tiene valores duplicados y eliminar filas con NA.

= Identificar variables explicativas X que podrian estar asociadas a una mayor prevalencia

de anemia en la poblacién y realizar un anélisis descriptivo para verificar asociacion.

» Estimar los parametros 8 y 7 con su intervalos de credibilidad mediante métodos
MCMC; en nuestro caso a través del algoritmo No-U-Turn Sampler (NUTS). Reali-

zar el diagnéstico de convergencia de los pardmetros y de autocorrelacién.
= Determinar el modelo que mejor ajusta a los datos con las técnicas de MSE y WAIC.

= Con el mejor modelo obtenido interpretar los pardmetros 8 con sus intervalos de credi-
bilidad.

= Los codigos de programacién en R se incluyen como anexo.

En la Figura 5.1 se presenta un diagrama ternario con la representacion bidimensional de las
proporciones de los niveles de anemia (severa - moderada o leve) y no anemia por centros
poblados en el Pera. Cada vértice del tridngulo representa una categoria con una concentracion
del 100 %. Cada punto en el interior del tridngulo representa un centro poblado con las 3
categorias de anemia. La suma de estas proporciones es igual a 1. Se observa que casi todos
los centros poblados del Peru tienen algtin nivel de anemia. La mayoria de centros poblados
tiene entre el 15% y 50 % de anemia en sus nifios. Existen centros poblados en los que la
totalidad de los ninos tienen algun grado de anemia. De acuerdo a criterios emitidos por una
nutricionista que confirma lo observado en el diagrama ternario; la anemia en un nivel leve
casi no presenta sintomatologia por lo que gran cantidad de personas tiene anemia leve pero

no esta al tanto.
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Figura 5.1: Diagrama ternario de prevalencia de anemia en ninos del Pert por centros poblados.

A continuacién se presentan diagramas de dispersién de cuatro potenciales covariables que
podrian explicar la prevalencia de los niveles de anemia en nifios y nifias menores de cinco

anos en centro poblados del Pert.

En la Figura 5.2 se observa que la prevalencia de anemia severa y moderada en los centros
poblados podria tener mayor impacto en los nifios con menor edad ya que la proporcién de
centros poblados con ninos con niveles de anemia severa/moderada se reduce con el aumento

de la edad promedio en meses.
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Figura 5.2: Diagramas de dispersion de la edad promedio (meses) de los nifios en centros poblados vs.la
proporcion de nifios con niveles de anemia severa o moderada (circulos rojos), anemia leve (circulos
azules) y sin anemia (circulos verdes).

La Figura 5.3 indica que a mayor proporcién de madres con educacién superior en los centros
poblados, menor proporcion de con nifos con anemia severa/moderada y leve 6 bien en
dichos centros poblados; a mayor proporciéon de madres con educacién superior en los centros

poblados, mayor proporcién de ninos sin anemia en los centros poblados.
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Figura 5.3: Diagramas de dispersion de la proporciéon de madres con educacién superior en los centros
poblados vs.la proporcion de ninos con niveles de anemia severa o moderada (circulos rojos), anemia
leve (circulos azules) y sin anemia (circulos verdes).

La Figura 5.4 indica que para los centros poblados en los que se presenta anemia severa y
moderada existen centros poblados en los que menos de 60 % de nifios en dichos centros po-
blados consumen legumbres. Para los categorias de anemia leve y sanos se observa que existen
centros poblados con alto consumo de legumbres en los ninos. Es decir menor proporcién de
consumo de legumbres en los nifios en los centros poblados implica una mayor propocion de

ninos con anemia severa/moderada y leve en los centros poblados.
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Figura 5.4: Diagramas de dispersion de la proporciéon de nifios que comen legumbres/granos por centro
poblado vs.la proporcién de nifios con niveles de anemia severa o moderada (circulos rojos), anemia
leve (circulos azules) y sin anemia (circulos verdes.

En la Figura 5.5 se puede constatar que en varios centros poblados los nifios con anemia
severa y moderada tienen una menor proporciéon de consumo de grasas que las categorias de

anemia leve y sanos.
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Figura 5.5: Diagramas de dispersién de la proporciéon de ninos que comen grasas por centro poblado
vs.la proporcion de nifios con niveles de anemia severa o moderada (circulos rojos), anemia leve
(circulos azules) y sin anemia (circulos verdes).

Las variables identificadas en el analisis descriptivo coinciden con las opiniones expertos en
nutricién que manifiestan que una mala alimentacién puede ocasionar que un nino pase de
un estado sin anemia a un tener anemia leve o moderada; aunque es mas facil que un nino
que ha nacido con anemia leve en condiciones socio econdémicas vulnerables pase a un nivel

moderado o severo.

Finalmente, también se puede observar que las proporciones de anemia en un centro
poblado estan en el intervalo |0, 1| en vez de (0,1) en donde se define la v.a. con distribucion de
Dirichlet. Para remediar este problema de una forma muy simple, si y7, es el valor observado de
la proporcién de anemia en el i-ésimo centro poblado se puede usar la siguiente transformacion

: : _ =14y
propuesta por Smithson and Verkuilen (2006), y;c = ==——2.

5.3. Modelo de regresiéon Dirichlet bayesiano

En este estudio la variable aleatoria Y representa los niveles de anemia, Y;, corresponde a los
niveles de anemia del i-ésimo centro poblado del Peru para ¢ = 1,2,...,n = 1559, tal que
Yie = (Yi1,Yi2,Y;3), es decir c = 1,2,3, donde ¢ = 1 es la categoria de referencia, y representa
a los niveles de anemia severo y moderado, ¢ = 2 representa a la categoria de anemia leve
y ¢ = 3 representa a la categoria sin anemia. Se asume que Y;,’s son independientes para
diferentes centros poblados. Luego, se asume que la variable respuesta Y consiste en datos

composicionales que siguen una distribucién Dirichlet.

Sea X covariables que representan caracteristicas de los centros poblados en el Pera. En esta

tesis se estudia la relacion de dependencia de la variable de respuesta Y, respecto de una o
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més variables explicativas que son componentes de X. En general, se tiene que

1 712 -+ m190 T1e
1 @oo -+ @ag T2

X = = s
1 Tn2 - TnQ Tne

donde x;, representa las covariables del i-ésimo centro poblado.

Se asume que Q = 2 si se incluye solo una covariable o ) = 3 si se incluye dos covariables,
etc. Es decir, se asume que la primera columna de X est4 compuesta por un vector de unos,

correspondiente a los interceptos y las columnas de covariables.

Bajo el enfoque bayesiano, Sennhenn-Reulen (2018) introducen distribuciones a priori objeti-
vas B con distribucion normal, de tal forma que cuando se calcule la distribucién a posteriori,
la mayoria o toda la inferencia surgird de la verosimilitud. Segtn lo explicado en el capitulo

3, el modelo completo incluyendo la asignacién de las distribuciones a priori es dado por:

Yie = (Yi1,Yi2,Yi3), i=1,...,n
YilBv % Dir(u,exp(y)).

Buc ~ N(0,1000),1=1,2,3, ¢=1,..,Q

vy~ N(0,1000),

donde p; = (14,1, fi2, 1ti,;3) y segun (3.3), se tiene:

Mi,c == logitil(xioﬂoch

donde S, representa el vector de coeficientes de regresion de la categoria ¢, que pertenece a

la matriz de coeficientes de regresion definida por:

P11 B2 Bis

P21 B2 B23
B= . _ . - [5.1 B2 ﬁ.3]’

Bo1 Bo2 Bogs

donde dado que la categoria ¢ = 3 es tomada como referencia, B,3 = 0.
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Luego, la funcién de verosimilitud estd dada por:

L(ﬁ,'V;Y):lﬁ[{lr—[(gzzv;lexp7 H (Dbt )},

paiey oy L(exp(y) i) o

Luego, la funciéon de densidad conjunta a posteriori es dada por:

p(B, YY) o< L(B,v; Y)p(B,7),
L(B,7; Y)p(B)p(7)-

En este modelo de regresion bayesiano se estiman los parametros 8 y v a partir de la distribu-
cion condicional a posteriori p(8,7|Y). En el Cuadro 5.1 constan las covariables identificadas

en el anélisis descriptivo que se utilizan para ajustar 5 modelos de regresion.

Cuadro 5.1: Modelos considerados para ajuste
Modelo | Covariables (X)

Proporcién de ninos alimentados con legumbres/granos.

Proporcién de nifios que incluyen grasas en su dieta.

Edad promedio (en meses) de los ninos.

e

Proporcién de madres con educacién superior.

Proporcién de madres con educacién superior.

Edad promedio (en meses de los ninos).

Para estimar los parametros mencionados se utiliza una variante de HMC a través de Rstan.
5.4. Diagnésticos de convergencia y autocorrelacion

Se muestran los diagnosticos graficos de convergencia y autocorrelacién del modelo 3; estos

resultados son anédlogos a los presentados por los otros cuatro modelos.

Los gréaficos de traza de la parte inferior muestran cuatro cadenas con 1000 iteraciones cada
una por cada pardmetro luego de realizar burn in. Las cadenas realizan pasos largos y atra-
viesan las distribuciones rapidamente lo que indica que podrian haber alcanzado convergencia.

Se puede concluir que las cadenas se mezclan bien.
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Figura 5.6: Convergencia de las cadenas en el modelo 3.

La Figura 5.7 muestra como la autocorrelacién desciende rapidamente alrededor de cero para
todos los parametros, lo que confirma que la mezcla de las cadenas es eficiente. No fue necesario

aplicar thinning sobre los valores obtenidos en la cadena a fin de reducir la autocorrelacion.

Figura 5.7: Autocorrelacion de las muestras a posteriori en modelo 3.

Finalmente se analiza el test estadistico MCMC de Gelman y Rubin (Gelman et al., 2003),
conocido como factor de reduccion de escala potencial R que hace una comparacion de las
variaciones dentro de la cadena y entre las cadenas; es similar a un anélisis de la varianza.
En la seccion 5.5 se verifica que se obtuvo R=1 para todos los pardmetros de los 5 modelos

propuestos, lo que confirma la convergencia de las cadenas.
5.5. Estimacién de parametros

Previamente mencionamos que en Y;., ¢ = 1,2,3 categorias, donde ¢ = 1 se refiere a los
niveles de anemia severo y moderado, ¢ = 2 a la categoria de anemia leve y ¢ = 3 a la
categoria sin anemia; esta ultima categoria es utilizada como categoria de referencia para la

estimacion de parametros.

Los parametros 8 y - se estiman por inferencia bayesiana. Se examinan cinco modelos de

regresion, la media a posteriori (MAP) de los coeficientes 8 y v y los intervalos de credibilidad
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para determinar si son significativos.

Segun los resultados en el Cuadro 5.2, los intervalos de credibilidad de B8 del modelo 1 son
significativos; lo que indica que la variable X1,: Proporcién de nifios alimentados con legum-
bres/granos en un centro poblado sirve para explicar los diferentes niveles de anemia y no
anemia en dichos centros poblados. En particular, e®>! indica que para los centros poblados
con ninos alimentados con legumbres el odds de la proporciéon de centros poblados sin anemia
disminuye en 17.8 % al pasar a la categoria anemia leve y €22 muestra que el odds de la pro-
porcion de centros poblados sin anemia disminuye en 22.9% al a la categoria anemia media

y grave.

Cuadro 5.2: Resumen de resultados para el del modelo 1 con covariable Xi,:proporcion de nifios
alimentados con legumbres/granos. Media a posteriori (MAP) , Intervalos de credibilidad (2.5, 97.5) %,
diagnoéstica de convergencia Rhat R.

Inferencia bayesiana

Parametro ~

2.5% | MAP | 97.5% | R
B1,1 -0.966 | -0.861 | -0.758 | 1.001
Ba,1 -0.383 | -0.196 | -0.001 | 1.002
P12 -0.549 | -0.444 | -0.345 | 1.003
B2,2 -0.448 | -0.260 | -0.067 | 1.002
v 0.009 | 0.051 0.092 | 1.000

Segtn los resultados en el Cuadro 5.3, los intervalos de credibilidad de 8 y v del modelo indican
que Xo,: proporcién de ninos que incluyen grasas en sus alimentos en un centro poblado si es

significativa.

Cuadro 5.3: Resumen de resultados para el del modelo 2 con covariable X1,: proporcion de ninos que
incluyen grasas en sus alimentos. Media a posteriori (MAP) , Intervalos de credibilidad (2.5, 97.5) %,
diagnoéstica de convergencia Rhat R.

Inferencia bayesiana

Parametro =

25% | MAP | 97.5% | R
Bia -0.915 | -0.776 | -0.638 | 1.003
P21 -0.459 | -0.267 | -0.074 | 1.003
B2 -0.531 | -0.388 | -0.247 | 1.002
B2,2 -0.458 | -0.262 | -0.060 | 1.001
v 0.011 | 0.052 | 0.094 | 1.000

Segun los resultados en el Cuadro 5.4, los intervalos de credibilidad de 321 y B2,2 del modelo
3 son significativos, luego X3,: Edad promedio (en meses) del nino sirve para explicar la

proporcion del nivel de anemia leve, severo/moderado en los centros poblados.
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Cuadro 5.4: Resumen de resultados para el del modelo 3 con covariable Xi,: edad promedio (en
meses) del nifio. Media a posteriori (MAP) , Intervalos de credibilidad (2.5, 97.5) %, diagndstica de
convergencia Rhat R.

Inferencia bayesiana

Parametro =

25% | MAP | 97.5% | R
Bia -0.249 | -0.023 |  0.198 | 1.000
B2,1 -0.039 | -0.032 | -0.024 | 1.000
B2 -0.086 | 0.135 | 0.363 | 1.001
B2,2 -0.032 | -0.025 | -0.018 | 1.000
¥ -0.036 | 0.004 | 0.044 | 1.000

Segun los resultados en el Cuadro 5.5, los intervalos de credibilidad de los coeficientes (3 1
y P22 del modelo 4 no son significativos, es decir que Xy,: proporciéon de madres que tie-
nen instruccién superior en los centros poblados no sirve para explicar el nivel de anemia

severo/moderado.

Cuadro 5.5: Resumen de resultados para el del modelo 4 con con covariable XZ,: proporcién de madres
que tienen instruccién superior. Media a posteriori (MAP) , Intervalos de credibilidad (2.5, 97.5) %,
diagnoéstica de convergencia Rhat R.

Inferencia bayesiana

Parametro =

2.5% | MAP | 97.5% R
P11 -1.004 | -0.933 | -0.863 | 1.000
B2,1 -1.459 | -0.518 0.390 | 1.000
P12 -0.631 | -0.563 | -0.495 | 1.000
B2.2 -1.897 | -0.965 0.038 | 1.000
vy -0.059 | -0.017 0.025 | 1.000

Segun los resultados en el Cuadro 5.6 los intervalos de credibilidad de los coeficientes 41 y
Ba,2 del modelo 5 son significativos; por lo tanto Xs,: la edad promedio (en meses) del nifio
en los centros poblados; si explica la proporciéon de los niveles de anemia; pero no la Xi,:

proporciéon de madres que tienen instruccién superior en los centros poblados, ni Xo, = Xlz..
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Cuadro 5.6: Resumen de resultados para el del modelo 5 con covariables X1,: proporcién de madres que
tienen instruccion superior, Xo, = XZ,, X3,: edad promedio (en meses) del nifio. Media a posteriori
(MAP) , Intervalos de credibilidad (2.5, 97.5) %, diagnostica de convergencia Rhat R.

Inferencia bayesiana

Parametro ~

2.5% | MAP | 97.5% | R
B1,1 -0.274 | -0.047 | 0.197 | 1.000
B2,1 -0.799 | 0.312 1.407 | 1.000
831 -2.719 | -0.745 | 1.133 | 1.000
title of Table | (4, -0.039 | -0.031 | -0.024 | 1.000
B2 -0.156 | 0.081 | 0.314 | 1.000
B2,2 -1.131 | -0.041 1.045 | 1.001
33,2 -2.619 | -0.656 | 1.281 | 1.000
Ba2 -0.030 | -0.022 | -0.015 | 1.000
y -0.028 | 0.014 | 0.057 | 1.000

5.6. Evaluaciéon

Para evaluar la capacidad predictivade de los modelos de regresion se utiliza el WAIC, estudia-
do en el capitulo 2, que estima el niimero adecuado de pardmetros para evitar un sobreajuste

del modelo.

En segundo lugar se utiliza el error medio cuadratico MSE que se define como la diferencia

cuadratica promedio entre los valores observados Y y las predicciones Y.

El Cuadro 5.7 indica que los modelos 1, 2 y 3 presentan un MSE més bajo de 0.066 y 0.065
respectivamente; y el WAIC para el modelo 3 con -11712.85 .

Cuadro 5.7: Criterios de seleccion de modelos.
Modelo | MSE | WAIC

1 0.066 -9866.23
0.065 -9868.30
0.067 | -11712.85
0.069 -10812.64
0.098 -10747.70

Ot = W N

5.7. Interpretaciéon de parametros del modelo seleccionado

Se realiza la interpretacion de e® con los coeficientes de odds (OR) del modelo 3 donde se

obtuvieron los mejores resultados en la evaluacién. Se tiene en cuenta lo siguiente:

= B, > 0 implica e’s¢ > 1 y el odds incrementa con X;.

» B340 <0 implica efac > 1y el odds disminuye con X;.
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El modelo 3 %21 indica que cuando la edad promedio de los nifios aumenta, el odds de la,
proporcion de anemia disminuye en 3.15% cuando la categoria es anemia leve, comparado
con el odds de la proporcién de anemia cuando la categoria es sin anemia. Y %22 muestra,
que cuando la edad promedio de los ninos aumenta en un mes, el odds de la proporcion de
anemia disminuye en 2.47 % cuando la categoria es anemia media y grave, comparado con el

odds de la proporcién de anemia cuando de la categoria de referencia.

41



Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones

En esta tesis se estudi6 acerca del modelamiento de una regresién Dirichlet bayesiano para
datos composicionales que siguen una distribucién Dirichlet; estos datos consisten en vectores
de proporciones que surgen cuando se clasifican n sujetos en categorias disjuntas y se registran
las frecuencias relativas resultantes; es decir que se encuentran en un intervalo acotado que

Suman uno.

En la regresion se utilizo la parametrizacion alternativa de la distribucién Dirichlet donde se
modela la media de la variable respuesta g y un parametro de precision 6;. La perspectiva

bayesiana utilizada se planted con distribuciones a priori no informativas.

Se llevo a cabo un proceso de simulaciéon de datos con la correspondiente recuperaciéon de
pardmetros con tres escenarios considerando el modelo de regresién Dirichlet con enfoque
bayesiano e inferencia clasica. Se utiliz6 el software libre RStan. La calidad de las predicciones

obtenidas se evalué con el MSE.

Se realizaron réplicas de las simulaciones de los parametros 8 y v del escenario 1 con diferentes
tamanos de muestra n y se validé la capacidad del modelo para recuperar los parametros ya

que se obtuvieron valores pequenos de sesgo y MSE.

Se ajustaron varios modelos de regresion bayesiana Dirichlet para modelar los niveles de
prevalencia de anemia en el Pert: no anemia, leve y moderado-severo. Se obtuvieron modelos
en los cuales los intervalos de credibilidad de los coeficientes B resultaron significativos. En
base a los resultados de MSE y WAIC.

6.2. Sugerencias para investigaciones futuras

Continuar con investigaciones que se enfoquen en:

= Comparar la efectividad del modelo de regresiéon Dirichlet bayesiano con otros modelos

que podrian utilizarse para modelar proporciones.
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Determinar las circunstancias éptimas para modelar datos composicionales; por ejemplo
al evaluar si es conveniente que las proporciones de cada individuo ¢ hayan sido generadas

a partir de muestras grandes o muestras homogéneas.
Incluir otras covariables en los modelos.

Analizar la distribucién espacial de la anemia en el Peru.
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Diagnoésticos de convergencia

1. Diagnoésticos de convergencia y autocorrelacion en la simulaciéon
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Codigo en R y Rstan de la aplicacion

2. Cédigo en R de la aplicacién del modelo de regresion Dirichlet bayesiano se-
leccionado

dir .save <— getwd ()
library (dplyr)
library (foreign)

mom __dataset = read.spss(paste ("RECH5.5SAV", sep = ’’), to.data.frame =
TRUE)

child dataset = read.spss(paste("REC44.SAV", sep = ’’), to.data.frame =
TRUE)

homel dataset = read.spss(paste("RECHO0.SAV", sep = ’’), to.data.frame =
TRUE)

home2 dataset = read.spss(paste("RECHL.SAV", sep = ’’), to.data.frame =
TRUE)

home3 dataset = read.spss(paste("RECH4.SAV", sep = ’’), to.data.frame =
TRUE)

home4 dataset = read.spss(paste("RECH23.SAV", sep = ’’), to.data.frame =

TRUE)

##home3 dataset$SH15N nivel de educacion

id <— paste(substr(as.character (home3 dataset$HHID), 7, 15),
home3 dataset$IDXH4, sep = )

home3 dataset$newHHID <— id

id <— paste(substr(as.character (mom dataset$HHID), 7, 15), mom dataset$HAO,
sep = )

merge . mom _dataset <— left join (mom dataset, home3 dataset, by = "newHHID")
names (merge.mom __dataset)
dim (merge . mom __dataset)

lactancial dataset = read.spss(paste("REC41.SAV", sep = ’’), to.data.frame =
TRUE)
saludl _dataset = read.spss(paste("REC42.SAV", sep = ’’), to.data.frame = TRUE)




names (saludl_dataset)
dim(saludl dataset)
child dataset <—
inner join(child dataset, saludl dataset, by = "CASEID")

dim(lactancial dataset)
dim(child dataset)
child _dataset <—
data . frame (
child dataset,
M5 = lactancial dataset$M5 ,
M55A = lactancial dataset$M55A
M55G = lactancial dataset$§M55G
)
names (child dataset)
#child _dataset <— child dataset[,—32]

### child dataset
HHI = substr(as.character (child dataset$CASEID), 7, 15)
child dataset <— cbind(child dataset , HHID = HHI)

names(child dataset)

#merge data home with datachild

homel dataset$HV005

HH <— substr(as.character (homel dataset$HHID), 7, 15)
homel dataset$HHID <— HH

dim (child dataset)
dim (homel dataset)

merge . data.child <-—
inner join(child dataset, homel dataset, by = "HHID")
dim (merge . data. child)

HHID = substr(as.character (merge.mom _dataset$HHID.x), 7, 15)
merge .mom_dataset$HHID <— HHID

dim (child dataset)
dim (merge . mom __dataset)
merge . datal <—
inner join(merge.data.child, merge.mom dataset, by — "HHID")

# calculo de casos y proporciones de anemia en centros poblados por coédigo #

HH Ll
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tb <— table (merge.datal$nomccpp, merge.datalSHW57)
tb <— as.data.frame.matrix(tb)
tb$rowSum = rowSums(th)

th <—tb[tb$rowSum > 0, c("Severe", "Moderate", "Mild", "Not anemic")]
tb <— as.matrix(tb)

th <— as.table(tb)
head (tb)
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class (tb)

rowSum = rowSums(tb)
anemia . data <—
data . frame (
nomcepp = as.character (row.names(th)),
severe.moderate = tb[, 1] + tb[, 2],
mild = tb[, 3],
non = tb[, 4]
)

prop.anemia.data <—
data . frame (
nomccpp = as.character (row.names(th)),
severe . moderate = (tb[, 1] + tb[, 2]) / rowSum,
mild = tb[, 3| / rowSum,
non = tb[, 4] / rowSum

)

dim (prop . anemia. data)

prop.anemia.data[l:5 ]

# bases de datos de niveles de anemia #

/ JINININini L] ] JINININInI Ly )] INTNIa INTNIa L] ] INTNIa ININIn JININININn ININININn
A A A A - A A - A - yamas
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ind_sev_mod <—
which (merge . datal$HW57 — ’Moderate ’ |
merge . datal$HW57 — ’Severe ’)
sev_mod <— merge.datal [ind_sev_mod, |

ind_mild mod <— which (merge.datal$HW57 — ’*Mild ")
mild_mod <— merge.datal [ind_mild mod, |

ind_non mod <— which (merge.datal$HW57 — ’'Not anemic’)
non_mod <— merge.datal[ind non_ mod, |

e NYRIRINNL LI L] NTRIRINNL L L] L L] L L] L L] L L] L L] L L] L L]
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# Anéalisis descriptivo (Diagramas de dispersién) #

### Edad en meses
resage <—

aggregate (merge.datal$HW1, list (merge.datal$nomccpp), mean, na.rm = TRUE)
names(resage) <— c(’nomccpp’, 'HWI’)

prop.anemia.datal <—

full join (prop.anemia.data, resage , by = "nomccpp")
head (prop.anemia.datal)
write.csv(prop.anemia.datal, file="base5.csv")

par (mfrow = c(1, 3))

plot (
prop . anemia .datal$HW1 ,
prop.anemia.datal$severe. moderate ,

col = ’'red’,
xlab = ’'X:edad en meses’,
ylab = 'Y i,1:Prop. nifios anemia sev.—mod. ,

ylim = ¢(0, 1),
xlim = ¢ (10, 50)
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plot (
prop .anemia .datal$HW1 ,
prop .anemia.datal$mild ,

col = ’'blue’,
xlab = 'X:edad en meses’,
ylab = 'Y i,2:Prop. nifios anemia leve ’,

ylim = ¢ (0, 1),
xlim = ¢ (10, 50)
)
plot (
prop .anemia .datal$SHW1 ,
prop.anemia.datal$non ,

col = ’green’ |
xlab = 'X:edad en meses’,
ylab = 'Y i,3:Prop. nifios sanos’,

ylim = ¢(0, 1),
xlim = ¢ (10, 50)
)

mtext (
"Edad media en nihos vs prop. anemia",
side = 3,
line = -3,

outer = TRUE

)

# Librerias a utilizar

library (DirichletReg) # Para dar valores iniciales al modelo de regresion
# bayesiano.

library (rstan)

library (bayesplot) # Para graficar los intervalos de credibilidad

library ("rstudioapi")

library (gridExtra) # Para acomodar los graficos

# Se cargan datos

library (DirichletReg)

y = cbind(prop.anemia.datal$severe.moderate ,prop.anemia.datal$mild,
prop.anemia.datal$non)

X = prop.anemia.datal$HW1

#x = prop.anemia.datal$HW1

indNA = which(is.na(y[,1])==TRUE)
y <— y|—indNA ]

x <— x[—indNA]

#indNAx = which(is.na(x)==TRUE)
#y <— y[—indNAx,]

#x <— x[—indNAx]

X = cbind (1, x)
datos = data.frame(Y=y,X = x)

datos$Y<— DR_data(y)
datos$Y

head (datos)
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# Se eliminan missing values
datos <— na.omit(datos)
colnames (datos)

## Se convierten las covariables en una matriz de disefio:
X <— as.matrix(model. matrix(Im(Y = X , data = datos)))
X <— matrix (nrow = nrow(X), ncol = ncol(X), data = as.numeric (X))

## Se define la variable de respuesta Y:
Y <— datos$Y

## Para el modelo con una distribucién a priori N(0,1000"2)

## Se presenta la informacion como una lista , con sd_prior=1000

D1 <— list (N = nrow(Y), ncolY = ncol(Y), ncolX = ncol(X),
X=X, Y=Y, sd_prior = 1000)

## Se estiman los pardmetros con la distribucién a
priori N(0,1000"~2) utilizando la funcién
## "sampling" del paquete "Rstan":

fitl <— sampling(prg, data = D1, chains = 4, iter = 2000, cores = 4,
control = list (adapt delta = 0.95, max_treedepth = 20),
refresh = 100,seed=1)

## Se utiliza "extract" para acceder a las muestras a
posteriori obtenidas con la distribucién
## a priori N(0,1000"2):

B <— extract(fitl)$beta
save (B, file = "B.RData")

## Con summary extraemos las estimaciones de los
parametros en fitl con una priori N(0,1000"2)

summary (fitl , c("beta","theta"))$summary

## Con "summary" extraemos las estimaciones de los
parametros en fitl con una priori N(0,1000"2)
fitl.coef<— summary(fitl, c("beta","theta"))$summary
fitl.coef

(exp.fitl <— (exp(fitl.coef)))

# EL codigo siguiente fue implementado por Holger Sennhenn—Reulen (2018)
# Bayesian Regression for a Dirichlet DistributedResponse using Stan. Arxiv.

## Se cargan las siguientes librerias

library (" DirichletReg") # Para dar valores iniciales al
modelo de regresién bayesiano.

library ("rstan")
stan_code <— "
data {

int<lower=1> N; // namero total de observaciones
int<lower=2> ncolY; // ntmero de categorias
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int<lower=2> ncolX; // ntmero de predictores
matrix [N,ncolX] X; // matriz de disefilo de las predictoras
matrix [N,ncolY] Y; // variable de respuesta
real sd_prior; // desviacién estandar de la distribuciéon priori
}

parameters {

matrix [ncolY —1,ncolX | beta raw; // coeficientes
real theta;

}

transformed parameters{

real exptheta = exp(theta);

matrix [ncolY ,ncolX]| beta; // coeficientes

for (1l in 1:ncolX) {

beta[ncolY , 1] = 0.0;

}

for (k in 1:(ncolY-1)) {

for (1l in 1:ncolX) {

beta[k,l] = beta_raw[k,1];

}

}

}

model { // distribucién a priori:

theta ™ normal (0,sd prior);

for (k in 1:(ncolY-1)) {

for (1 in 1l:ncolX) {

beta raw[k,1]  normal(0,sd prior);

}

for (n in 1:N) { // verosimilitud
vector [ncolY] logits;

for (m in 1l:ncolY){

logits [m] = X[n,] % transpose(beta[m,]);

transpose (Y[n,])” dirichlet (softmax(logits) * exptheta);

}
}

## Stan compila el co6digo previamente introducido

prg <— stan_model(model code = stan code)
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