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RESUMEN

Segun diversos autores, el uso de tecnologias digitales puede mediar y asistir
favorablemente los procesos de Modelacién matematica y coinciden ademas en que

no se han agotado las investigaciones en relacion a este tema.

El objetivo de la presente investigacion es analizar como los estudiantes del quinto
grado de educacion secundaria, cuyas edades fluctuan entre 16 y 17 anos, modelan
la funcion cuadratica al resolver una actividad didactica mediada por Tracker,
destacando el trabajo de cuatro de estos en parejas. La actividad didactica trata de la
busqueda del modelo matematico del movimiento vertical de un objeto que se desliza

por un plano inclinado.

Para hacer el analisis del proceso de modelacién seguido por los estudiantes,
tomamos como referencia el ciclo de modelacion propuesto por Blum y Leil, que tiene
las fases de la comprensidn, simplificacion/estructuraciéon, matematizacion,
resolucion matematica, interpretacion, validacién y comunicacion. Para describir el
transito entre las fases del ciclo de modelacion, es necesario trabajar con la
herramienta de analisis desarrollada por Gallart, que es una guia de preguntas

asociadas al transito de fases el ciclo de modelacion.

Los resultados obtenidos muestran que, efectivamente, los estudiantes transitan por
las siete fases del ciclo de Modelacién matematica. Es necesario precisar que, debido
al uso de Tracker, algunas fases del ciclo de modelacién son menos observables y
por tanto mas dificiles de describir y esto nos permite reflexionar acerca del redisefio

de las actividades que permitan observar con detalle dichas fases.

Palabras clave: Modelacién matematica; Tecnologias Digitales; Tracker; Funcién

Cuadratica.



ABSTRACT

According to various authors, the use of digital technologies can mediate and favorably
support the processes of Mathematical Modeling and also agree that research on this
topic has not been exhausted.

The objective of the present investigation is to analyze how the students of the fifth
grade of secondary education, whose ages fluctuate between 16 and 17 years, model
the quadratic function when solving a didactic activity mediated by Tracker,
highlighting the work of four of these in pairs. The didactic activity deals with the search
for the mathematical model of the vertical movement of an object that slides along an
inclined plane.

To make the analysis of the modeling process followed by the students, we take as a
reference the modeling cycle proposed by Blum and Leif3, which has the phases of
understanding, simplification / structuring, mathematization, mathematical resolution,
interpretation, validation and communication.  To describe the transit between the
phases of the modeling cycle, it is necessary to work with the analysis tool developed
by Gallart, which is a guide to questions associated with the phase transit of the
modeling cycle.

the results obtained show that, indeed, the students go through the seven phases of
the Mathematical Modeling cycle. It is necessary to specify that, due to the use of
Tracker, some phases of the modeling cycle are less observable and therefore more
difficult to describe and this allows us to reflect on the redesign of the activities that

allow us to observe these phases in detail.

Keywords: Mathematical Modeling; Digital Technologies; Tracker; Quadratic

function.
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INTRODUCCION

El interés creciente de la comunidad cientifica por estudiar la Modelacion matematica
en sus diferentes aristas nos permite proponer esta investigacion, cuyo objetivo es
realizar un analisis del proceso de Modelacion matematica de la funcion cuadratica
cuando estudiantes del quinto grado de educacién secundaria resuelven una actividad

con Tracker.

Este proceso es descrito siguiendo las siete fases del ciclo de modelacion propuesto
por Blum y Leild. Dicho proceso de modelacién se ve asistido y facilitado con el uso

de las tecnologias digitales.

A continuacion, presentamos la estructura de la investigacion que se compone de

cuatro capitulos.

En el primer capitulo, hacemos la revisién de las investigaciones referentes a la
Modelacion matematica de fendmenos o situaciones que resulten funciones
cuadraticas y las investigaciones relacionadas al objeto matematico, ademas de
elementos que justifican nuestra investigacion. Esta revisién nos condujo a presentar

la pregunta de investigacidn y los objetivos especificos.

En el segundo capitulo, describimos el objeto matematico, la funcion cuadratica y
hacemos una revisioén de las concepciones sobresalientes de la nocion de funcion en
distintos periodos de evolucion. También describimos el aspecto didactico la
Modelacion matematica, donde se hizo una revisibn de la ensefianza de las
modelacién y funciones cuadraticas en la Educacion Basica regular, usando como
fuente los libros de quinto grado de Educacion Secundaria que el Ministerio de

Educacion de Peru distribuye a nivel nacional.

En el tercer capitulo, mostramos los elementos del marco tedrico. Ademas,
describimos la metodologia de investigacion y las herramientas para los analisis

posteriores.

En el cuarto capitulo, presentamos parte experimental y analisis de la investigacion.
También comprende la descripcion de los sujetos de investigacidn, secuencia de la

actividad y los instrumentos utilizados.



Finalmente, presentamos las conclusiones de la investigacion que responderan al
objetivo general y objetivos especificos de la investigacidn, asi como las sugerencias
consideradas que pueden servir para futuras investigaciones relacionadas con temas

afines al presente estudio y referencias de la investigacion.



CAPITULO |: PROBLEMATICA

En este capitulo, haremos una descripcion de investigaciones que tuvieron como
objeto de estudio la Modelacién matematica y las funciones cuadraticas por medio de
la tecnologia, especificamente Tracker. También presentaremos la justificacion de
nuestra investigacion, el marco tedrico, la pregunta y objetivos del trabajo realizado y

el marco metodologico.
1.1 Investigaciones de referencia

En esta seccion, revisamos investigaciones que tengan relacion con la funcién
cuadratica y la Modelacién matematica con mediacion de recursos tecnolégicos, con
la finalidad de observar estudios recientes en didactica de la Matematica. En nuestro
caso, emplearemos Tracker para la modelacion de un fenémeno fisico.

Las investigaciones de referencia que se analizan estan organizadas por ejes
tematicos. Estos son: la funcién cuadratica, mediacidon de la tecnologia digital en la
modelacién de la funcion cuadratica, y la Modelacion matematica en estudiantes de

nivel secundario.

Investigaciones relacionadas con el estudio de la funcion cuadratica.
Consideramos, en principio, la investigacion de Villarraga (2011), cuyo objetivo es
construir una propuesta didactica que permita el estudio de la funcién cuadratica y la
modelacién de situaciones de variacibn y cambio, utilizando herramientas
tecnologicas como instrumentos de mediacion, donde la aplicacion es en estudiantes
de noveno grado de Educacion Basica secundaria (15 - 16 afios) de la Institucion
Educativa Distrital Nuevo San Andrés de los Altos y su marco teodrico es la teoria de
Registros de Representacion Semiotica.

La investigacién se lleva a cabo con el desarrollo de tres actividades: la Actividad 1
“Una situacion embarazosa”’, que es de ambientacién y familiarizaciéon, pretende
involucrar al estudiante en una problematica juvenil actual promoviendo un
razonamiento algebraico, por medio de situaciones de variacion, formulando un

modelo matematico que conducira a entender el concepto de funcion.

En la Actividad 2, “Jugando con parametros”, se utilizan como instrumentos de

mediaciéon el Emulador de la calculadora Tl 92 y el Software Cabri para concluir el



efecto que causa sobre la grafica la variacion de los valores de los parametros de una
funcién cuadratica.

Finalmente, en la Actividad 3, “Uso de herramientas tecnolégicas como instrumentos
de mediacion para la modelacion de la funcion cuadratica’, se ejecuta Tracker para
modelar diferentes situaciones relacionadas con la funcién cuadratica, haciendo
énfasis en la variacion e integrando los aspectos estatico y dinamico del concepto.
Se concluye que el uso de diferentes representaciones del concepto favorece el
aprendizaje de las funciones cuadraticas, ya que cada registro enfatiza en diferentes
caracteristicas del concepto. Si a un concepto matematico solo se accede por medio
de una representacion, se tendra una imagen muy limitada de este, ya que entre mas
representaciones se articulen, el concepto generado sera mas rico e incluyente.

La tecnologia favorece la ensenanza de algunos conceptos porque permiten reducir
el tiempo que se dedica al desarrollo destrezas tradicionales para dedicarse mas
profundamente al avance de conceptos e ideas sobre como resolver problemas y los
beneficios que provoquen las herramientas tecnoldgicas dependeran del uso que se
haga de ellas, por lo que es preciso su integracion en un proyecto docente y en el
disefio de la metodologia aplicada.

Consideramos también el trabajo realizado por Huapaya (2012), que disefa una
propuesta basada en experimentos de ensefianza y que permite a los estudiantes de
quinto grado de educacion secundaria, cuyas edades oscilan entre 16 y 17 afos,
transitar entre diversas representaciones al modelar situaciones-problema, donde
utiliza el graficador FUNCIONSWIN32 y EXCEL para construir actividades mediadas
por EXCEL y FWIN32 y analiza las representaciones que construye y coordina el
estudiante.

La metodologia usada fue cualitativa, ya que se basa en la realizacion de
experimentos de ensefianza que le permite caracterizar de forma eficiente los
procesos de pensamiento desarrollados por estudiantes, apoyados por recursos TIC.
El marco tedrico elegido para dar sustento a esta investigacioén es Duval (2004), por
medio de su Teoria de Registros de Representaciones Semidticas (TRRS).

Los resultados que se obtienen en la investigacion concluyen que la propuesta de
experimentos de ensefianza, bajo el soporte de recursos tecnoldgicos, facilita al
estudiante la formacién de representaciones y la articulacion de registros, pero se

debe enfatizar en los aspectos de dependencia y variabilidad.



Concluye también que el uso de EXCEL y el graficador FUNCIONSWIN32 ayuda a
los estudiantes en la formacion y articulacion de las multiples representaciones de los
objetos matematicos y que las actividades de tratamiento y conversion de esas
representaciones pueden influir favorablemente en el aprendizaje de la Matematica y
en el ejercicio de la modelacion.

Es interesante el hecho que el investigador deje algunas perspectivas, como
investigar las practicas de modelacion de los estudiantes con el uso de Softwares,
tales como el GeoGebra o Cabri, redisefiar de los experimentos de la investigacion,
hacer las actividades mas dinamicas y afiadir actividades con componente
variacional. La forma de presentar las funciones cuadraticas, en esta investigacion,
sera tomada y refinada, asi como el uso de herramientas tecnoldgicas seran

asumidos para nuestra investigacion.

Investigaciones relacionadas con la mediacién de la tecnologia digital en la

ensefianza de la funcidon en ensefianza media.

Tomamos en cuenta la investigacion realizada por Molina-Toro (2013), quien
desarrolla una propuesta para la modelacion asistida por el Software Modellus de la
funcion seno, en la que participan cuatro estudiantes, que tienen como seudénimos
Sergio, Esteban, Pablo y Ana, jévenes del undécimo grado, cuyas edades varian

entre 16 a 18 anos.

En la investigacion, se plantea caracterizar algunos aspectos conceptuales de la
funcién trigonométrica seno que producen los estudiantes cuando abordan su estudio
a través de la Modelacion matematica y cuyo constructo tedérico que la soporta se
denomina Humans-with-Media, desarrollado por los profesores Borba & Villarreal
(2005), que intenta analizar el conocimiento mediado por la tecnologia y el papel que
juega la experimentacion matematica en este proceso. La investigacion es de

naturaleza cualitativa y el estudio de caso el método elegido.

Los resultados “muestran como se van tejiendo vinculos entre unos objetos en
movimiento dentro de una simulacion y unas representaciones graficas desde las
cuales subyacen nociones de amplitud, periodo, dependencia e independencia,
propias de la funcién seno” (Molina-Toro, 2013), bajo la cual se realizé un modelo

para la construccion de la experiencia.



La interfaz del programa Modellus 4 y el uso del Software Camtasia, que capturd en
audio y video las conversaciones y expresiones de los estudiantes al interactuar con
la simulacién, muestran la manera como se dio la evolucion de esa construcciéon de
conocimiento matematico a lo extenso de la investigacion. Destaca el papel de la
tecnologia para el desarrollo de la parte metodoldgica del trabajo y para la produccion
de conocimiento, ya que en este tipo de procesos favorece el proceso de
experimentacion, desde el cual los estudiantes vinculados exploran, construyen
conjeturas y hablan de sus conclusiones con sus compafieros y profesores.

Gomez (2016), en su trabajo, implementa Tracker como herramienta de analisis y de
asistencia en la adquisicién o afianzamiento del conocimiento, en algunas situaciones
de cinematica y dinamica en dos dimensiones, con la aplicacion del método de
aprendizaje activo.

El autor propone, para su investigacion, analizar tres escenarios de tipo experimental:
“Rebotar y rebotar’, “;cémo en un columpio?”, y “montando bici”, entre cinematica y
dinamica, donde el estudiante interactiue, observe, estudie y analice, de forma
individual y grupal, un evento fisico determinado mediante una practica de laboratorio.
Para su implementacion, el autor trabaja con 130 estudiantes de décimo grado, cuyas
edades estan entre 15 a 17 afos, de la Institucién Educativa Distrital “Liceo Femenino
Mercedes Narifio” del turno manana de la ciudad de Bogot4, localidad Rafael Uribe,
Colombia. También selecciona a veinte profesores, diez de ellos estudiantes de la
maestria en Ensenanza de las Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad
Nacional de Colombia.

Para alcanzar el objetivo de esta investigacion, Gémez (2016) analiza los
instrumentos de recoleccion de informacion, para un diagndstico inicial, aplicado a
estudiantes y profesores y ademas, para el desarrollo de la investigacion, las practicas
del laboratorio con la implementacion de Tracker, donde concluye que el escenario
fisico fortalece el proceso de Modelacidon matematica desde la experimentacion.
Consideramos importante mencionar el hecho de que las investigaciones de
Villarraga (2011) y Huapaya (2012) también pueden ser consideradas como
investigaciones de referencia relacionadas con mediacion de la tecnologia digital en
la ensefianza de la funcion cuadratica, dado que hacen uso de tecnologias digitales
en el desarrollo de sus investigaciones, no precisamente el aplicativo libre Tracker,

pero si el Modellus, por ejemplo.



Investigaciones relacionadas con la Modelacion matemética de funciones.

Una primera investigacion considerada es la de Cardona (2016), que analiza cémo la
modelacién genera traduccion entre el lenguaje natural, numérico y algebraico en la
aproximacion a objetos algebraicos. Para ello, describe elementos de traduccién
entre el lenguaje natural, numérico y algebraico a través de la modelacion como
estrategia didactica.

Utiliza una metodologia cualitativa, donde el estudio de caso se realiza con Emily y
Diego (entre 14 — 15 anos de edad), estudiantes del noveno grado de Educacion
Basica Secundaria colombiana.

Debido a que un estudio descriptivo interpreta la traduccion entre el lenguaje y
algebraico a través de la modelacion como estrategia didactica y en la aproximacion
a objetos algebraicos, su marco tedrico es aporte de Villa-Ochoa (2007) y la
Modelacién matematica de Godino, Neto, Wilhelm, Aké, Etchegaray y Lasa (2014),
de la que toma los niveles de algebrizacion. Posteriormente, describe algunas
caracteristicas de los niveles de algebrizacion, ademas de las fases de generalizacién
algebraica para estudiantes de secundaria y las tres primeras etapas de Modelacién
matematica de Villa-Ochoa (2007).

Concluye que la modelacion propuesta, como estrategia didactica en su fase inicial
de experimentacion, evidencia la utilizacion de técnicas y métodos, donde el
estudiante expresa o traduce situaciones matematicas y cotidianas al lenguaje
grafico. Dice ademas que, en la fase de la abstraccion de la modelacion, se explicitan
mas los elementos de traduccidn, en la que los estudiantes del estudio logran pasar
a un nivel de generalizacion intermedio entre el contextual y simbdlico, produciéndose
asi la traduccion desde el lenguaje natural, pasando por el numérico y grafico, hasta
llegar a la generalizacién del fenédmeno.

Cetina (2015), en su investigacion, se propuso caracterizar el proceso de Modelacién
matematica, a la que denomina proceso de matematizacion (u organizacién) de la
realidad, desarrollado con 15 estudiantes entre 16 a 18 anos de edad del onceavo
grado del Colegio de Bachilleres Plantel Dos de Acapulco, en el estado de Guerrero,
México, que llevaban la asignatura de Matematicas 1V, al modelar situaciones de
variacion con contextos realistas dentro de la tematica de la funcion cuadratica.

Para ello, primero identifica los modelos y las reflexiones de los estudiantes de
bachillerato durante el proceso de matematizacion; segundo, caracteriza los niveles

de comprension de modelo que logran los estudiantes y; al final, caracteriza las dos



formas del proceso de matematizacion: horizontal y vertical. La investigacion es de
tipo descriptivo-cualitativo, donde se realizé bajo un estudio de casos para poder
organizar y reportar informacién acerca de la actividad matematica.

Los resultados obtenidos evidencian que el proceso de matematizacion se desarrolla
de forma gradual, desde contextos realistas de las situaciones de variacion hasta
identificar caracteristicas y representaciones asociadas a la funcion cuadratica.
También se identifica que la Situacién 1 contribuye en la realizacion de Situacién 2.
Al presentar escenarios conocidos, surge el interés de los estudiantes por aprender,
a través de la modelacion, como estrategia didactica.

La investigacion realizada por Bricefio (2014) trabaja con estudiantes de inicio del
bachillerato, con edades comprendidas entre 12 y 13 afios, cuyo marco tedrico es la
socioepistemologia; la metodologia escogida es la cualitativa y, para la aplicacion de
las secuencias, se toma los experimentos de disefio.

Bricefio (2014) discute el favorecimiento de aspectos variacionales de la funcién
cuadratica, por medio de la practica de modelacion en fenbmenos de variacion y
cambio. Ademas, describe como los estudiantes resignifican el concepto de la funcién
en general y la cuadratica en particular.

Al final, concluye que cada uno de los aspectos variacionales analizados aportaron
para resignificar el concepto de funcion cuadratica, a partir de la practica de
modelacién, y que el desarrollo de las secuencias favorece los cuatro aspectos
variacionales, los cuales son una introduccion al conocimiento de funcion cuadratica
enlazada con la practica de modelacion, estableciendo asi relaciones, generando
inquietudes sobre el conocimiento y eligiendo las herramientas para adquirir
conocimiento.

En el mismo interés, Vargas (2011), en su investigacion, desarrolla una propuesta
para la modelacién de fendmenos fisicos, cuya solucion sea un modelo cuadratico,
por medio de experimentacién directa, y también la mediacion de simuladores.

La propuesta es pensada para estudiantes del noveno grado, cuyas edades fluctuan
entre 14 y 15 afnos de edad, de la Institucién Educativa El Bosque del municipio de
Soacha, en la que utiliza una metodologia cualitativa y la Modelacion matematica de
Villa-Ochoa (2007) proporciona el marco teérico que sustenta la investigacion.
Concluye diciendo que las actividades propuestas en las unidades didacticas ayudan

en la comprension significativa del concepto de funcidon cuadratica, su



comportamiento, la construccion de su representacion grafica, la descripcion y
modelacion de algunas aplicaciones originadas en la Fisica.

También destaca que el uso de simulaciones propuestas facilita a los estudiantes la
construccion y asimilacion de los conceptos, especialmente en la actividad de
variacion de los parametros de una funcién cuadratica, logrando que el estudiante,
manipulando un Software, evaliue los cambios que transforman la representacion
grafica de una funcién.

Vargas (2011) termina sugiriendo la implementacion de la propuesta didactica para
comparar los resultados y dificultades que puedan presentarse, que los resultados de
la implementacién permitan mejorar, reestructurar o redefinir los componentes
didacticos y metodoldgicos de la propuesta didactica. Nuestra investigacion hara una
revision de cada una de las unidades propuestas y tomara de ellas las caracteristicas
que mas aporten en la direccion de nuestro objeto de estudio.

En su tesis, Gallart (2016) propone estudiar el papel que la modelizacion o
matematizacion, desde la perspectiva de la EMR, segun Gravemeijer (2007) (citado
en Gallart, 2016) y Carreira & Baioa (2011) (citado en Gallart, 2016 ), puede
desempenar en el desarrollo de la competencia matematica y en la resolucion de
problemas reales. Con esa intensidon, disefia una secuencia de tareas de
modelizacidn que se soportan en tres perspectivas diferentes y analiza las
metodologias requeridas para implementar una actividad que se basa en la resolucién
de tareas de modelizacion en grupos pequenos de trabajo, en particular, con
estudiantes de tercero de secundaria (14-15 afos).

Propone herramientas de investigacién con las cuales hace un doble analisis de la
produccion de los estudiantes: de su proceso de resolucion, tomando como referencia
el ciclo de modelizacion; y de su modelo final, a partir de la terna conceptos-
procedimientos-lenguajes. También analiza los diferentes roles asumidos por el
profesor al interactuar con sus estudiantes en dos momentos: durante el debate con
los estudiantes de un mismo grupo, mientras trabajan en el aula (intragupo), y durante
el debate entre estudiantes de distintos grupos, mientras exponen publicamente sus
trabajos (intergrupo).

Luego, por medio del andlisis estadistico de las respuestas a un test de competencias,
analiza si el trabajo, basado en tareas de modelizacion, repercute positivamente en

el desarrollo de las competencias necesarias para resolver problemas reales.



Concluye diciendo que las tareas de modelizacidén posibilitan el desarrollo integrado
de todas las competencias matematicas con la competencia en Modelizar, como
competencia sumativa que soporta a las demas, ya que requieren, para su resolucion,
de todas las acciones asociadas a las transiciones del ciclo de modelizacion.

Es necesario precisar que la investigacion asume definicion de modelizar: “significa
comprender un problema realista, establecer un modelo del problema y encontrar una
solucién trabajando matematicamente sobre el modelo” Maal} (2010, p. 287) (citado
en Gallart, 2016 )

1.2 El Aplicativo Tracker

Tracker es un aplicativo libre que permite realizar analisis de video y esta construido
sobre una plataforma Java Open Physics (OSP), disponible para Linux, Windows y
Mac, que permite el analisis de movimientos (cinematica) y algunas otras situaciones
reales en una o dos dimensiones, mediante la generaciéon de modelos matematicos,
estadisticas y graficos de diferentes variables.

A continuacién, en la Figura 1, presentamos la ventana inicial de Tracker, en la que
se puede observar el area de trabajo compuesta de cuatro sub areas:

a. Barra de menu principal.

b. Solapas de exploracion y atajos.
c. Visualizacion de la computadora.
d. Area de pre-visualizacion.

! Tracker - x
Archivo Editar Video Trayectorias Systema de Coordenadas Ventana Ayuda

= || & % | B w- L | *crear B Quas | S oy | ™ o A A | Z A, A @ -85 8 C

v memoria en uso: 19MB de 247MB

Lavista principal del video y las trayectorias aparecerd aqui 1= &
Elija ArchivolAbrir o Trayectorias|Nuevo para empezar.
s de diagrama con los datos de |a trayectoria aparece

O ©

sta de tabla con los datos de la trayectoria aparecerd

[EEFERITTLR TS a1 0 Imporiar unvideo o imagen par analizar
4 o
"uuumnﬁln » SRR

sinTiulo |

Figura 1: Interface de Usuario Tracker
Fuente: Captura de imagen realizada por el autor
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En la barra de menu, Figura 2, encontramos Archivo que al desplegar contiene las
herramientas de Abrir un archivo de video, Archivos Recientes, Cerrar pestanas,

Grabar, Importar, Exportar, Imprimir y Salir.

% Tracker

Archive | Editar Video Trayectorias Systema de Coordenadas Ventana Ayuda

Nueva Pestaiia Crl-M T - & Q 108% o D12 \\ o
[= ADrir... cl-o
Abrir Reciente »

Elvideo y las trayectorias aparecera aqui.

2 Open Library Browser...
r o Trayectorias|Muevo para empezar.

Cerrar Pestafia " SinTitulo"
Cerrar Todos

Grabar Pestafia " SinTitulo™
Grabar Pestaiia Como...
m Export ZIP Resource...

Guardar Conjunto de Pestafias Como...

Importar ]
Exportar ]

Properties...

Imprimir... Ctrl-P

Salir Cirl-0

Figura 2: Barra de menu Tracker, Archivo
Fuente: Captura de imagen realizada por el autor
En la Barra de menu, Figura 3, también encontramos Editar, que permite copiar
imagenes, datos, objetos, deshacer y rehacer el trabajo realizado, ademas de la
posibilidad de elegir el idioma, preferencias, configuracion, visualizacion, ejecucion,

entre otros.

3 Tracker

Archivo Editarl Video Trayectorias Systema de Coordenadas WVentana Ayuda

= = T fear =@ B | QUioew | 7 0l;
Rehacer

7
Copiar Datos 3
Copiar Imagen ¥ | del video y las trayectorias aparecera aqy
Copiar Objeto » brir o Trayectorias|Muevo para empezar.

Pegar

[0 Auto-Paste Data

Borrar ]
Numbers 4
Tamaiio de la Alfombrilla *
Font Level »
Idioma »
Preferencias... Cirl-Intra

Figura 3: Barra de menu Tracker, Editar
Fuente: Captura de imagen realizada por el autor
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La herramienta Video (ver Figura 4) permite importar un video y pegar imagenes en

él. También es posible captura una foto del video que se esta analizando.

'E'T“ Tracker

Archivo Editar | Video | Trayectorias Systema de Coordenadas Ventana Ayuda
& [ | e [mportar- ¥ Crear == B | Q 108% | ~ 03
Go to.. Crl-G
V
Pegar Imagen
u Cavista principal delvideo y las trayectorias aparecera agui.

Figura 4: Barra de menu Tracker, Video
Fuente: Captura de imagen realizada por el autor

La herramienta Trayectorias (Figura 5) permite trazar trayectorias desde una masa
puntual, centro de masa, vectores, suma de vectores y modelar analiticamente

particulas.

'E' 4 Tracker

Archive Editar Video Traym:tnrim| Systema de Coordenadas Ventana Ayuda

o » .
E H| & B Nuevo M Masa Puntual 00% | . o'y | ™
—+ ejes »| Centrode Masa

7

Vector

Suma de Vectores

Perfil de Linea
Region RGB

Modelo Analitico de Particula
Modelo Dinamico de Particula »

Data Track ]
Herramientad de Medida ]
Calibration Tools ]

Figura 5: Barra de menu Tracker, Trayectorias
Fuente: Captura de imagen realizada por el autor

En la Figura 6, la herramienta Sistema de coordenadas permite dar unidades a un
angulo determinado, mantener el origen, angulo y escala fija y nos determina un

marco de referencia.
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':‘E'} Tracker

Archivo Editar Video Trayectorias | Systema de Coordenadas

| Ventana Ayuda

ki

= H e m =] +~'le _L_ Units...

L 108% | .7 ol

[0 Blogueadas

¥ Crigen Fijo

Lavista

¥ Angulo Fijo
Elija

¥ Escala Fija

H\\. ¢X

ctorias aparecera agui.

luevo para empezar.

Marco de Referencia #

® Por Defecto

Figura 6: Barra de menu Tracker, Sistema de Coordenadas
Fuente: Captura de imagen realizada por el autor

En la Figura 7, la herramienta Ventana, permite elegir como se quiere ver la hoja de

trabajo.

'.E'} Tracker

Archivo Editar Video Trayectorias Systema de Coordenadas | Ventana | Ayuda

= Bl & B8 w- 1| ¥crear == @ ) ¥ Vista Derecha A
[0 Vista Inferior
v O Control de Trayectorias
Lavista principal del video y las traye{ [0 Notas
Elija ArchivalAbrir o Trayectorias|M -
[J Constructor de Datos... (Definir...)
[J Herramienta de Datos... (Analizar...)
® SinTitulo
Figura 7: Barra de menu Tracker, Ventana
Fuente: Captura de imagen realizada por el autor
En la Figura 8, la herramienta Ayuda, ofrece apoyo en todo lo relacionado con el
programa.
'.E'} Tracker
Archivo Editar Video Trayectorias Systema de Coordenadas Wentana | Ayuda
= H e m =] +'*l':' . -L— 3 Crear o Q 108% Comenzando...... f{f, 7“':1-.
Ayuda de Tracker... Cil-H
w Online Help...

Lavista principal del video y las trayectorias apa
Elija ArchivolAbrir o Trayectorias|Muevo para ¢

Online Forum...
Tracker README...

¥ Mostrar Indicios

Diagnostics

Check for Upgrades
Acerca de Tracker...

Figura 8: Barra de menu Tracker, Ayuda
Fuente: Captura de imagen realizada por el autor
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Entre sus caracteristicas de rastreo incluye:

Seguimiento manual y automatico de objetos con superposiciones y datos de
posicion, velocidad y aceleracion.
Centro de pistas de masas.

Vectores graficos interactivos y sumas vectoriales.

Entre sus caracteristicas de modelado:

Crea modelos cinematicos y dinamicos de particulas de masa puntual y
sistemas de dos cuerpos.

Los modelos externos animan y superponen datos multipunto de programas
de modelado separados, como hojas de calculo y simulaciones Java sencillas.
Las superposiciones de modelos se sincronizan automaticamente y se escalan

al video para una comparacioén visual directa con el mundo real.

Caracteristicas de generacion y analisis de datos:

El

Escala, origen e inclinaciéon del sistema de coordenadas fijo o variable en el
tiempo.

Opciones multiples de calibracion: cinta, barra, puntos de calibracion y origen.
Cambio de centro de masa y otros marcos de referencia.

Los datos incluyen unidades (en el Sl por defecto, unidades de longitud y masa
configurables).

Los transportadores y las cintas métricas proporcionan mediciones de
distancia y angulo.

La herramienta de ajuste circular ajusta circulos a tres 0 mas puntos, pasos o
pistas.

Es posible definir variables personalizadas para el trazado y el analisis.
Agregar columnas de texto editables para comentarios o datos ingresados
manualmente.

La herramienta de andlisis de datos incluye un ajuste de curvas automatico y
manual.

Exportar datos sin formato a un archivo de texto delimitado o al portapapeles.

Visualizar los valores medidos utilizando formatos de numeros personalizados.

aplicativo Tracker permite la creacion de un modelo matematico cinematico o

dinamico que describe el fendmeno que se quiere estudiar. Este modelo matematico

puede compararse con los datos reales del fenbmeno o situacion y ademas se puede

comprobar la validez de algunas leyes fisicas (Gémez, 2016).
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Para descargar e instalar la ultima version del Tracker, es necesario ir a la pagina de
Internet: https://physlets.org/tracker/ y descargar la version correspondiente al
sistema operativo que se quiera usar y previamente se debe tener instalado Java y

Quicktime.

Para una familiarizacion con el manejo de Tracker, en los anexos, se deja la guia de
la Actividad Cero, que fue pensada para generar familiaridad con el Software.
Ademas, para un mejor entendimiento de su uso, en la seccidon de anexos, se

presenta una guia breve de Tracker
1.3 Justificacion

Los aportes de las investigaciones de Vargas (2011), Huapaya (2012) y Villarraga
(2012) nos indican que una de las misiones encomendadas, para futuras
investigaciones, es la de disenar actividades didacticas en las cuales los estudiantes
puedan utilizar la Modelacion matematica de fenomenos variados para aprender el
concepto funcion cuadratica, exigiendo ademas que el concepto esté ligado a
aspectos de la vida cotidiana. También ponen en evidencia un interés importante de
la comunidad de investigadores por el estudio de las funciones cuadraticas y el uso
de las tecnologias digitales como herramientas de ayuda al proceso de ensefianza-

aprendizaje.

La Modelacion matematica es importante en el aula de clases, ya que permite a los
estudiantes la estructuracion y validacion de modelos matematicos que, a decir de
Villa-Ochoa (2007, p. 67), es “un conjunto de simbolos y relaciones matematicas que
intentan describir, explicar, predecir y solucionar algunos aspectos de un fenémeno o
situacion”; siendo entonces importante y de cuidado la eleccién de fendmenos objeto
de estudio para los estudiantes, dado que el objetivo es que centren alli sus intereses

y generen discusiones en torno de la situacién que se les presenta.

La modelacion en el aula de clases no solo consiste en elaborar escenarios donde los
estudiantes encuentren una expresion matematica que describa un fendémeno real;
segun Burkhardt (2006) (citado en Molina-Toro, 2013), reducir el sentido de la
modelacién al hallazgo de una serie de términos matematicos es limitar las
posibilidades que, en dicho proceso, los estudiantes experimentan. También se omite
una serie de situaciones en las cuales el estudiante conjetura y reflexiona alrededor

de la situacioén que se le plantea.
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Segun Trigueros (2009) (citado en Molina-Toro, 2013), en el proceso de modelacion,
se construye un conocimiento matematico a partir de la interaccion y reflexion del
contexto-estudiante, en el cual el profesor ya no asume un papel protagénico y cede
al estudiante la responsabilidad de tomar decisiones para construir una serie de
significados de la situacion que estudia. Los contextos que posibilitan llevar a cabo el
proceso de modelacion en el aula emergen en el discurso docente-estudiante-
conocimiento y otros de los diferentes significados que afloran en ese dialogo, desde
el cual se espera que el estudiante tome un papel protagénico y el cual tome su

atencion (Molina-Toro, 2013).

Las tecnologias digitales buscan una relacion mas cercana entre los estudiantes y la
Matematica. Es asi que se integra a nuestra investigacion el aplicativo libre Tracker,
con la idea de aportar al proceso de modelacion a partir de un fenédmeno fisico; una
situacion problema, las tecnologias digitales cumplen la funcion motivacién, fomenta
la participacion de los estudiantes y media el aprendizaje del mundo real; la funcion
innovacion, direccionada al diseio didactico y la renovacion de estrategias de
aprendizaje; la funcion relaciéon estudiante con el conocimiento y una funcion global,
que promueve el trabajo en equipo y mayor esfuerzo en el desarrollo de actividades

por parte de los estudiantes (Molina-Toro, 2013).

Esta investigacion incide en evidenciar el proceso ciclico de Modelacién matematica,
permitiendo la construccion de lo cuadratico, el cual direcciona una nueva estrategia
constructora de conocimiento matematico desde una situacion problematica o un

fendmeno fisico, para nuestro caso, mediada por las tecnologias digitales.

A continuacion, presentaremos la pregunta y objetivos de nuestra investigacion.

1.4 Preguntay objetivos de la investigacion

¢, Como estudiantes del quinto grado de Educacion Secundaria modelan la funcion

cuadratica al resolver una actividad didactica mediada por Tracker?
OBJETIVO GENERAL

Analizar como estudiantes del quinto grado de Educacién Secundaria modelan la

funcion cuadratica al resolver una actividad didactica mediada por Tracker.

Para el logro del objetivo general, se formulan los siguientes objetivos especificos:
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OBJETIVOS ESPECIFICOS

+ |dentificar las fases del proceso de Modelacién matematica en las acciones
que los estudiantes realizan al resolver una actividad matematica.

e Caracterizar las acciones de los estudiantes cuando realizan el transito por las
fases del proceso de Modelacion matematica de Blum al resolver una actividad

didactica mediada por Tracker

Para el logro de los objetivos planteados, comenzaremos por hacer una revision

del objeto matematico, funciones cuadraticas
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CAPITULO II: OBJETO MATEMATICO EN ESTUDIO

En este capitulo, haremos un estudio de la funcion cuadratica, donde se define desde
su forma canodnica, se listan sus propiedades, y desde el nivel didactico, en el que se
evidencia la forma de presentar la funcion cuadratica en la Educacion Basica peruana
desde el estudio del libro oficial del Ministerio de Educacién de quinto grado de

Educacién Secundaria.
2.1 Aspectos matematicos e histéricos de la funcion cuadrética

El analisis histérico hecho por Ruiz Higueras (1998) (citado en Lavaque, Méndez, &
Villarroel, 2006) identifica y organiza las concepciones sobresalientes de la nocion de

funcién en distintos periodos de evolucion:
La funcién como variacion

Los babilonios lograron una intuitiva nocién del concepto de funcion, tratando
de encontrar regularidades en las tabulaciones de fendmenos naturales para
luego procurar aritmetizar y generalizar sus observaciones. Pudieron
establecer relaciones organizadas entre variaciones de las causas y los
efectos: los fenomenos observados fueron el calor, la luz, la distancia, la
velocidad, entre otros, y ademas observaron que podian cambiar

continuamente entre ciertos limites establecidos (Lavaque et al., 2006).

También construyeron tablas de calculo, donde se presenta una relacion
general por la que se relacionan en dependencia elementos de dos conjuntos;
sin embargo, “existe una distancia muy grande entre instinto de funcionalidad

y la nocién de funcion” (Ruiz Higueras 1998, citado en Lavaque et al., 2006).
La funciébn como proporcion

A pesar que las ideas de cambio y de cantidad variable estaban presentes en
el pensamiento griego, consideraban el cambio y el movimiento como externos
a las Matematicas. La consecuencia de considerar los entes matematicos
como estaticos condujo a los matematicos de esa época a expresarse en
términos de incdgnitas e indeterminadas en lugar de variables. “Esto conduce
a las proporciones y ecuaciones y no a las funciones” (Ruiz Higueras, 1998,

citado en Lavaque et al., 2006).
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La busqueda de proporcionalidad era la relacion que se privilegiaba entre
magnitudes variables y la variabilidad de las magnitudes fisicas, las cuales eran

consideradas diferentes a las Matematicas.

Debido al significado geométrico que tenian las magnitudes variables para los
griegos, solo establecian proporciones homogéneas, comparaban magnitudes
de la misma naturaleza, longitudes con longitudes, areas con areas y

volumenes con volumenes.

“La homogeneidad que conducia a comparar siempre magnitudes de la misma
naturaleza pudo ser un obstaculo al desarrollo de la nocion de funcion, puesto
que impedia encontrar de forma significativa dependencias entre variables de
diferentes magnitudes, germen de toda relacion funcional” (René de Cotret
1985, citado en Lavaque et al., 2006).

Las nociones menos alentadoras y positivas en la evolucion del concepto de
funcién han sido “la proporcionalidad, la inconmensurabilidad y la gran
disociacion en el pensamiento entre numero y magnitud” (René de Cotret, 1985

citado en Lavaque et al., 2006).
La funcién como grafica

En la Edad Media, se intenta explicar cuantitativa y racionalmente los
fendbmenos naturales por medio de procesos de abstraccion, los cuales se

vieron estorbados debido a la disociacion entre numero y magnitud.

Los principales focos de desarrollo fueron las escuelas de Oxford y Paris.
Nicolas Oresme, como el principal representante de la escuela francesa en el
siglo XIV, utiliza el grafismo para representar los cambios y asi podia

describirlos y compararlos.

Utilizé segmentos para representar la intensidad de una caracteristica
determinada de una magnitud continua que depende de otra magnitud
continua. Las graficas representaban las relaciones desde lo cualitativo antes
que lo cuantitativo, dado a que los graficos se consideraban como modelos
geométricos de las relaciones y no necesariamente necesitaban representar

con fidelidad esas relaciones.
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Oresme hizo el trazo de un segmento horizontal y en él marcoé puntos que
representaban los sucesivos instantes a periodos iguales y para cada tiempo
traza un segmento perpendicular, cuya longitud representa la velocidad en ese
instante. La dependencia se representaba globalmente en la Figura 9,

predominando la concepcion de funcion como grafica (Lavaque et al., 2006).

Figura 9: Gréfico Explicativo Diferencia entre Velocidades de Oresme.

Fuente: Rendén-Mesa (2009)

Se observan los principios de la nocion de funcion, en el que “Oresme ha
tallado el arbol del bosque que permitiria mas tarde a Descartes y a Galileo

confeccionar la rueda’ (René de Cotret, 1985, citado en Lavaque et al., 2006).

Durante los siglos XV y XVI, se lograron aportes sobresalientes al concepto de
funcién, asi como también se ponen los cimientos de la simbologia algebraica
que permitiera una manipulacién practica y eficiente al diferenciar entre

“variable” de una funcion e “incognita” de una ecuacion.
La funcién como curva

A principios del siglo XVII, Fermat y Descartes descubrieron la representacién
analitica al acoplar los problemas de dos ramas de la Matematica: la Geometria
y el Algebra. Surgié la idea que una ecuacién en x e y es un medio para
introducir una dependencia entre dos cantidades, de manera que es posible
determinar los valores de una de las variables que corresponden a los valores

dados de la otra variable.

La funcién como curva permite el segundo retraso en la evolucidn de la nocion
de funcién, cuando se asocia la grafica con la trayectoria de puntos en
movimiento y no con conjuntos de puntos que satisfacen condiciones en una

relacion de dependencia (Lavaque et al., 2006).
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La funcién como expresion analitica

Esta concepcién naci6 en el siglo XVIl y Euler y Lagrange lo continuaron en el
siglo XVIII. Se creia que las unicas funciones para estudiar eran las que podian
ser descritas a través de expresiones algebraicas. Se sostiene todavia la idea
de asignar la variacion a las “cantidades”. Se origina la idea de funcion no

continua.

Leibnitz, por primera vez, uso el término funcién para decir un término general
que representa las cantidades arbitrarias que dependen de una variable, esto

condujo al uso de la palabra en el sentido de una expresion analitica.

En el siglo XVIII, Bernoulli y Euler consideraron la nocion de funcion como una
expresion analitica, en la que el primero propone la letra f para la caracteristica
de una funcion, escribiendo « f x > y posteriormente, en el siglo XVIII, Euler
escribe como f(x), reemplazando el término cantidad por el de expresién
analitica: Una funcion de una cantidad variable es una expresion analitica
compuesta de cualquier forma que sea de esta cantidad y de numeros o

cantidades constantes.

El punto de vista que predominé fue el aspecto puramente formal mas que de
la relacion entre variables. Se entiende que una funcién es una combinacion
de operaciones dada por una expresion analitica (Ruiz Higueras, 1998, citado

en Lavaque et al., 2006).
La funcion como correspondencia arbitraria: aplicacion

Esta concepcion aparecio en el siglo XVIII con los ultimos trabajos de Euler
sobre “funciones arbitrarias” y continu6 en el siglo XIX con los trabajos de

Fourier, Cauchy, Dedekind y otros sobre numeros reales.

A partir del problema de la cuerda vibrante de Euler, emergio la nocion de
correspondencia general: se dice que “una cantidad es funcion de otra u otras”,
aungue no se conozca por qué operaciones atravesar para llegar de una a la
otra. Posteriormente, Euler considerd funciones mas generales que las
funciones analiticas, tomando en cuenta funciones arbitrarias, especiales, no
derivables y con picos, a las que denomina discontinuas o mixtas: las funciones

arbitrarias en las cuales si x designa una cantidad variable, entonces todas las
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otras cantidades que dependen de x, no importa de qué forma, son funciones

de x.

El término funcién se corresponde con la expresion f(x) y posteriormente sera

representada como
f:X-Y o x-f(x)

Los ejes cartesianos se siguen usando y aparece una nueva representacion:

los diagramas de Venn.
La funcion como terna

Al final del siglo XIX e inicios del siglo XX, se denomind funcién a la terna
f:(A,B,G), donde A, B, G son conjuntos con las siguientes condiciones: G c
AXB, x€A,y y€B/(x,y)€G (Lavaque et al., 2006).

Por otra parte, Mesa y Villa-Ochoa (2008) subrayan qué elementos, como el estudio
de las ecuaciones, conicas, cinematica y las funciones, fueron histéricamente
estableciendo la nocion de funcion cuadratica. Estos elementos son necesarios
considerar cuando se trabaja en una propuesta didactica del concepto de funcion

cuadratica.

Los autores apuntan que el concepto de funcion cuadratica estuvo histéricamente
vinculado a la modelacion de fendmenos de variacion y cambio. El analisis historico
realizado por estos investigadores muestra lo “cuadratico” como una sinergia entre la
Geometria euclidiana, las conicas y la Geometria analitica, teniendo como objeto de
estudio el movimiento. Segun los investigadores, es de valor rescatar parte de esta
sinergia en el aula de clase, de modo que se presente una concepcion de lo cuadratico

desde diversas interpretaciones y contextos.

Finalmente, Hitt (2002, p.75) (citado en Huapaya, 2012), presenta, en resumen, las

definiciones mas tipicas que se han presentado en los libros de texto en el siglo XX:

e Funcion en términos de variable:
Una funcién es una variable relacionada dependientemente con otra variable,
tal que a cada valor de la ultima le corresponde unicamente un valor de la
primera.

e Funcién en términos de conjunto de parejas ordenadas:
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Una funcion es un conjunto de pares ordenados, jamas dos de las cuales
tienen la misma primera componente.

e Funcion en términos de regla de correspondencia:
Una funcidon f de un conjunto A a un conjunto B es una regla de
correspondencia que asigna a cada x de cierto subconjunto D del conjunto A
un elemento unico f(x) de B.

e Funcion en ambiente Logo:
Una funcion es un procedimiento P que tiene la propiedad que cualesquiera

dos apelaciones a P con las mismas entradas producen las mismas salidas.

2.2 Aspectos del tema a investigar en los libros matemaéaticos

Para el desarrollo del contenido del objeto de estudio de nuestra investigacion,
utilizaremos la vision del libro de Lima, Pinto, Wagner y Morgado (2000). Los autores

definen la funcién como:
f:R->R
x - f(x):ax®*+bx+c

Vab,c ER/a+0

11 ”

En esta definicion, a “a” se le denomina término cuadratico, “b” es el término lineal y

a "¢’ término independiente y su grafica corresponderia a una parabola.

Existen relaciones entre los conceptos de funcion cuadratica y el trinomio de segundo
grado, que es una expresion formal del tipo ax? + bx + ¢, con R siendo a # 0. El
término formal significa que la letra x es un simbolo, ademas x? una forma de escribir

X. X.

A cada trinomio ax? + bx + ¢ le corresponde la funcién cuadratica definida por
f(x):ax?*+ bx+c, que significa que la correspondencia trinomio funcion

cuadratica, que es biunivoca y por definicion de funcién cuadratica, es sobreyectiva.

Los autores, ademas, exhiben cédmo expresar la funcion cuadratica en su forma
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candnica y las propiedades que se deducen: puntos maximos, minimos y el vértice
de la parabola.
La forma canodnica del trinomio
Realizando tratamientos en el registro algebraico, consideramos el siguiente trinomio:
5 , b c
fx):ax*+bx+c=al|x*+—x+—
a a

Los dos primeros sumandos dentro del corchete son los mismos que del desarrollo

2
del cuadrado (x + %) . Completando el cuadrado, podemos escribir:

2 2
axz+bx+c:a[x2+2.£x+b—2—b—2+£],
2a 4a 4a a
2 + bx + ( +b>2+4ac_b2
ax x+c=allx+=— _—
2a 4a?

Esta forma de escribir se denomina forma canénica, que conduce a la férmula que da
las raices de la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0. Si a # 0, encontramos las siguientes

equivalencias.

2 4+ bx + —o=>(+b)2 i & (1
ax xX+c= X ¥ 2 -
b\* b?-—4ac
(x+%)  4q2 (2)
b Vb2 — 4ac
S xt+—=+——m (3)
2a 2a
—b ++Vb? — 4ac
o x = o (4)

Es paso de la linea (2) a la linea (3) solo tiene sentido cuando el discriminante

A= b? — 4ac es positiva o cero. Es decir, b?> — 4ac > 0. Si fuera que A< 0, significa

. : . . b\? .
que la ecuacion no tiene solucion real, debido a que (x + Z) no puede ser negativo.
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De la linea (4) se concluye que, si el discriminante b? — 4ac > 0, la ecuacién ax? +

bx + ¢ = 0. Tiene dos raices reales distintas.
a=(-b—+A)/2a
B =(=b+Vh)/2a

Con a < B; cuya suma es —b / a y cuyo producto es:

b%? — A 4ac

c
402 4a®>  a
La media aritmética de las raices es —b / 2a . De esto se concluye que las raices «

y B equidistan del punto —b / 2a. Si el caso fuera que A= 0, la ecuacion tiene una

unica raiz, a la que se denomina raiz doble, igual a —b / 2a.

Si a > 0, la forma candnica

b\* 4ac— b?
S _
f(x):ax +bx+c—a[(x+2a> + P

Dentro de los corchetes, se observa una suma. El primer término depende de x y es
siempre positivo o cero y el segundo término es constante. El menor valor de la suma

se da cuando

Es decir, cuando x =—b /2a. En este punto, f(x)tiene su valor minimo.

Cuando a > 0, el menor valor asumido por:
f(x) =ax?>+bx+c
es f(—b/2a)=c—(b*/4a)
Sia <0, el valorde f(—b/2a) es el mayor de los numeros f(x), para cualquier R.

Cuando a >0, f(x) = ax?+ bx + ¢ no tiene un valor maximo, es una funcion
ilimitada superiormente. Por analogia, cuando a < 0, f(x), no tiene un valor minimo

es ilimitada inferiormente.
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Dada una funcién cuadratica f(x) = ax? + bx + c, ¢para qué valores x # x’ se tiene
que f(x) = f(x')?

Observando la forma candnica, vemos que:

2

f)= fx) < (x+%)=("+z£a)

Como partimos asumiendo que x # x', esto nos da que:

2 2a
x+x'_—b
2 2a

La funcion cuadratica f(x) = ax? + bx + ¢ asume el mismo valor f(x) = f(x') para

x # x', si y solo si, los puntos x y x ' son equidistantes de — b/2a

2.3 Lafuncién cuadrética en el libro de quinto grado de Secundaria.

En esta seccién de nuestra investigacion, presentaremos la informacion referida al
tratamiento de la funcion cuadratica en el libro quinto Grado de Educaciéon Secundaria
de la Editorial Santillana (Santillana, 2016). Este libro es distribuido por el Ministerio

de Educacion para ser usado como referente para el profesor y para el estudiante.

Segun el Curriculo Nacional de la Educacion Basica (2016), la competencia a trabajar
es actuar y pensar matematicamente en situaciones de Regularidad, equivalencia y
cambio, en la que se busca que el estudiante logre las siguientes capacidades. Cada

capacidad se exhibe por sus indicadores
Matematizar situaciones

e Reconocer la pertinencia de un modelo referido a funciones cuadraticas al
resolver un problema.
e Evaluar si los datos y condiciones que se establecieron ayudaron a resolver el

problema.

Comunicar y representar ideas matematicas
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¢ Reconocer las funciones cuadraticas a partir de sus descripciones verbales, sus

tablas, sus graficas o sus representaciones simbdlicas.

e Describir la dilatacion y contraccion grafica de una funcion cuadratica.

Elaborar y usar estrategias

e Emplear procedimientos y estrategias, recursos graficos y otros al resolver

problemas relacionados con funciones cuadraticas.

e Disefar y ejecutar un plan de multiples etapas orientadas a la investigacion o

resolucion de problemas.

Razonar y argumentar generando ideas matematicas

e Generalizar, utilizando el razonamiento inductivo, una regla para determinar las

coordenadas de los vértices de las funciones cuadraticas de la forma f(x) =

a(x—p)>+q, Va+0

Ademas, nuestro trabajo considera el nuevo Programa curricular de Educacion

Secundaria, que establece la competencia: resuelve problemas de regularidad,

equivalencia y cambio, queriendo alcanzar las siguientes capacidades en los

estudiantes. Observe la Tabla 1. Cada capacidad se hara evidente por sus

desempenos.

Tabla 1.

Capacidades y Desemperios para la Funcion Cuadratica

CAPACIDADES

DESEMPENOS

Traduce datos y
condiciones a
expresiones

algebraicas y graficas.

Establece relaciones entre datos, valores desconocidos,
regularidades y condiciones de equivalencia o de variacion
entre magnitudes y transforma esas relaciones a
expresiones algebraicas o graficas (modelos) que incluyen

funciones cuadraticas con coeficientes racionales.

Comunica su

comprension sobre las

relaciones algebraicas.

Expresa con diversas representaciones graficas, tabulares
y simbdlicas y con lenguaje algebraico su comprensién
sobre las intersecciones con los ejes de una funcion

cuadratica.
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Usa estrategias y Combina y adapta estrategias heuristicas, recursos,

procedimientos para métodos graficos, procedimientos y propiedades

ncontrar . , o .
encont algebraicas para determinar términos desconocidos y

equivalencias y reglas . . -~ .
9 yreg solucionar funciones cuadraticas usando propiedades de

enerales. .
9 las igualdades.

Nota: Ministerio de Educacién del Peru (2016, p. 153)

Tal como se puede apreciar, el libro introduce el concepto de funcidn,

contextualizando:

Las funciones cuadraticas son ampliamente usadas en la ciencia, los negocios y
la Ingenieria. La parabola, por ejemplo, trayectorias de chorros de agua en una
fuente, el rebote de una pelota, entre otros. También puede ayudar a predecir de
la vida real a través de las diferentes formas algebraicas de escribirlas (Santillana,
2016).

“Una funcién cuadratica tiene la forma f(x) = ax? + bx + ¢, donde los coeficientes
a, b y c son numeros reales y a # 0. La representacion grafica de una funcion

cuadratica es una curva denominada parabola, la cual se puede abrir hacia arriba o
hacia abajo” (Santillana, 2016).

En la Figura 10, la representacidén grafica de una funcién cuadratica abierta hacia
arriba o hacia abajo presenta un tramo creciente y otro decreciente. Tienen un vértice,
que es el punto donde la funcién alcanza su valor maximo o minimo y son continuas,

porque no presentan cortes en su trazo.

Figura 10: Grafico de una Funcién Cuadratica.
Fuente: Santillana (2016)
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Ademas, define el vértice como uno de los elementos principales de la representacion
grafica de una funcidén cuadratica, ya que permite identificar su minimo (si se abre

hacia amiba) o su maximo (si se abre abajo).

Las coordenadas del vértice V, f(x) = ax? + bx + ¢ se representan con (h, k) y se

determinan mediante las expresiones

-b —b%+4ac

=% YV k=—0m
A continuacion, el texto hace un analisis de la traslacion y contraccién de la
representacion grafica de una funcion cuadratica. Toda funcidén cuadratica f(x) =
ax? + bx + ¢ se puede expresar de la forma f(x) = a(x — p)? + q. La gréfica de la
funcion es una traslacién de la grafica de f(x) = ax? desplazada p unidades

horizontalmente a la derecha o izquierda y q unidades verticalmente hacia arriba o

abajo.
Caso1: f(x) =x%y f(x) =ax? dondeb=0yc=0

En este caso, tienen como vértice el punto (0,0) y, como eje de simetria, el eje

Y. Ademas, se cumple que:

e Sia > 0, la grafica abre hacia arriba.

e Si |a] > 0, la grafica es mas estrecha (se contrae) que la grafica que
representa a la funcion f(x) = x?2, donde a es igual a 1.

e Si0 < |al <1, lagrafica es mas ancha que la grafica de la funcion f(x) =

x?. En este caso, se dice que la gréafica se dilata.
Caso 2: f(x) = ax?+c,donde b =0

La grafica de la funcién f(x) = x2 + ¢ se obtiene trasladando ¢ unidades la
grafica de f(x) = ax? +. Si ¢ > 0, la traslacion es hacia arriba. En cambio, si

¢ < 0, la traslacion es hacia abajo.
En este caso, el eje de simetria es Y y las coordenadas del vértice son (0, ¢)

Caso 3: f(x) = ax? + bx, donde c = 0
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En este caso, las coordenadas del vértice (h, k) se pueden hallar por medio de

. b -b . : ,
las expresiones h = — P k=f (E) El eje de simetria es una recta paralela
: . . b
al eje Y, cuya expresion algebraica es x = — 2a

Caso4: f(x) =ax*+bx+c

En este caso, la grafica de la funcidn se obtiene trasladando ¢ unidades la
grafica de la funcion f(x) = ax? + bx. Cuando ¢ > 0, la traslacion es hacia

arriba y cuando ¢ < 0 , la traslacién es hacia abajo.

Caso 5 f(x)=ax®+p;f(x)=a(x—p)+p, f(x) =a(x—p)*+q Las
graficas de f(x) = ax? son las mas elementales. A partir de estas, se obtienen

otras por traslacion.

eLas de tipo f(x) = ax?+p se obtienen trasladando verticalmente p
unidades la gréafica de f(x) = ax?. Sip > 0, la traslacién vertical es hacia
arriba; si p < 0, la traslacién vertical es hacia abajo.

eLas de tipo f(x) =a(x —p)?>+p se obtienen trasladando la grafica
de f(x) = ax? hacia el vértice opuesto de un cuadrado de lado p.

eLas de tipo f(x) = a(x — p)? + g se obtienen trasladando verticalmente ¢
unidades y horizontalmente p unidades la gréafica de f(x) = ax?. El sentido
de las traslaciones verticales y horizontales depende del signo de q y p,

respectivamente.

Relacién entre los elementos de una funcién cuadratica

Al analizar una funcién cuadratica, es necesario indicar las coordenadas del vértice,

el

dominio, el rango, los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, el valor

maximo o minimo, los puntos de corte con los ejes, entre otros (Santillana, 2016).

Las coordenadas del vértice V de la funcion f(x) = ax?+bx+c se
representan por (h, k).

El dominio es el conjunto de los numeros reales R.

El rango es el intervalo [ k ; +o [ si la grafica abre hacia arriba 0 |-, k|, si

la grafica se abre hacia abajo
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e Larecta paralela al eje Y, que pasa por el vértice, se llama eje de simetria
e Para determinar el intercepto de la grafica con en el eje Y, se reemplaza x =
0 en la expresion y = ax? + bx + c y para hallar los interceptos con el eje X

se reemplazay = 0.

2.4  LaModelacién matematica en libros de quinto grado de Secundaria.

En esta seccion, presentaremos tres ejemplos sobre Modelacién matematica de la
funcion cuadratica en textos usados por los docentes y estudiantes de quinto de

secundaria del colegio en el cual se desarrolla la investigacion.

Mostraremos textos usados por docentes y estudiantes de quinto afio de secundaria

de un colegio estatal.

El libro Rutas del Aprendizaje Version 2015 ;Qué y cémo aprenden nuestros
estudiantes? VIl Ciclo, Area Curricular Matematica, propone orientaciones
pedagdgicas y didacticas para una ensefianza efectiva de las competencias de cada
area curricular. Estas se concretizan en los textos guia que son entregados a los
estudiantes (MINEDU, 2015).

Entre las orientaciones propuestas, esta la que denominan Aprendizaje basado en

problemas de Modelacion matematica. (ver Figura 11)

Figura 11: Recorte, Aprendizaje Basado en Problemas de Modelacion Matemética.
Fuente: MINEDU (2015)
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Segun MINEDU (2015), esta estrategia consiste en proporcionar a los estudiantes un
problema relacionado a una situacion en contextos diversos, para luego desarrollar
un modelo matematico; posibilita el debate entre los estudiantes cuando expresan sus
puntos de vista matematico respecto de la situacion; y permite un planteamiento de
equipo, estar seguros y tener un sentido funcional de los conocimientos matematicos

al resolver el problema.

Se identifica la Modelacion matematica como un proceso que tiene cinco fases, las

que se pueden observar en la Figura 12:

Figura 12: Recorte, Fases de la Modelacion Matematica.
Fuente: MINEDU (2015)

a. Reconocer un problema muy vinculado a la realidad. El estudiante debe
reconocer un problema planteado por el profesor o por un equipo de
estudiantes; debe ser general y estar libre de muchos datos. En etapas
posteriores, el estudiante examinara y recogera solo las que necesite. De ser
posible, este tipo de problemas deben ir asociados a imagenes o a materiales
concretos de referencia para vincularlos sus contextos. Se recomienda
plantear los siguientes tipos de problemas:

» Situacion de problemas realistas
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* Problemas de traduccién compleja de varias etapas
b. Concretar una finalidad problematica y reconocer como resolverla. Los
estudiantes identifican los datos y relaciones presentes en la situacion
planteada. Los mismos pueden hacer una lista de los términos, expresiones o
datos que encuentran en la situacién, encuentran y generan preguntas que
permitan incluir aquellos datos relevantes que no hayan sido considerados.
Ademas, el trabajo en equipo permite:
» Elaborar la lista de términos, expresiones y datos
+ Considerar o eliminar la informacion de la lista desarrollada
» Establecer relaciones en la informacién, a fin de reconocer la
resolucion del problema.

c. Hacer suposiciones o experimentar. Consiste en plantear como varian los
datos en relacion a las condiciones que intervienen y luego tratar de simplificar
o modificar la lista. En esta etapa, se observa la necesidad de obtener
informacion para constituir las condiciones esenciales del problema. Esta
informacion puede ser obtenida de actividades de simulacion vy
experimentacion que permitan establecer datos y relaciones entre ellas.

d. Realizar la formulacién matematica. De los supuestos planteados por los
estudiantes, expresan relaciones matematicas elaboradas en modelos. Si este
modelo no coincide con el previsto por el profesor, puede intervenir y orientar
el proceso o esperar hasta el final para compararlo con el realizado por los
estudiantes.

e. Validacion de la solucién. Los modelos, junto con los supuestos que se
asignan a ellos, deben ser confrontados con datos y la realidad. Los grupos de
trabajo comparan sus soluciones o modelos y estos pueden ser aceptados o
no. Este es un paso que ayuda a los estudiantes a darse cuenta que las
soluciones a los problemas estan limitadas por el contexto. Algunos factores
relacionados con el problema inicial pueden causar rechazo o aceptacion de
modelos. Ante el rechazo, la solucion es volver a los datos iniciales del

experimento y reanudar el proceso (MINEDU, 2015).

Es evidente que, en los textos entregados a los estudiantes, estas fases de la
modelacién se tratan de cumplir. Nuestra investigacion observa los ejemplos

propuestos en razon del ciclo de modelacién de Blum y Leil3.

33



En el cuaderno de trabajo del texto escolar Matematica 5 (Santillana, 2016), hemos

entrado dos ejemplos de Modelacion matematica de funciones cuadraticas, de los

cuales mostramos el segundo ejemplo. Pretendemos describir, 0 al menos intentar,

el transito por las fases del ciclo de modelacion de Blum and Leil3.

La situacion que plantea se encuentra entre las paginas 182y 183

Desde la ventana de su departamento, Matias lanza
verticalmente hacia arriba una pelota, de manera que esta
cae en el otro lado de la calle donde vive. Se sabe que la
altura h (en metros) a la que se encuentra la pelota segin
transcurre el tiempo #(en segundos) queda definida

por la funcién h(f) = —5t% + 10t + 28.

JPara qué valores de tes valida la funcidn h(t)? jA qué
altura se encuentra la ventana desde donde Matias lanzd
la pelota? ;Qué valor de ¢ permite calcular esta altura?
JCuél es su maxima altura?

Con este texto, el libro formula la
situacion o el fenébmeno a
modelar. Presenta una tarea de

tipo enunciado realista.

La imagen que acompafia no
corresponde a la situacion

presentada.

mas explicito.

Con estas preguntas, se pretende que los estudiantes realicen parte de la primera

fase del ciclo de modelacion, que es Comprender, aunque lineas abajo sera mucho
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CONCRETAR UNA FINALIDAD PROBLEMATICA Y RECONOCER COMO RESOLVERLA

1. ;De qué trata la sifuacion? ;Has experimentado alguna situacion similar?

2. ;De qué datos dispones? ;Identificas algin dato que te indique que el
problema se relaciona con una funcién?

3. ;Que debes resolver en este problema?

4. ;Te ayudara relacionar la funcién que modela el problema con una tabla o
con un sistema de ejes cartesianos? ;Serd una forma de resolver la situacién?
;Conoces alguna otra forma?

En esta parte, el texto
pretende hacer que Ilos
estudiantes transiten por las
dos primeras fases del ciclo de
modelacién, como lo son la
Comprension y simplificacion,
en la que los estudiantes
identifican las variables
relevantes de la realidad,
concretando y seleccionando
los aspectos mas relevantes

de la realidad

© Santilana § A

Modelacion matematica m

HACER SUPOSICIONES 0 EXPERIMENTAR

5. Sien la expresion h(r) reemplazas ¢ por algtn niimero, ;qué obtienes? ; Entre
qué valores podria fluctuar 2

6. Anota en la tabla algunos valores de f e interpreta los valores de h(z) .

No se observa con detalle la fase
de la Matematizacion, ya que los
estudiantes relacionan los
elementos que forman parte del
modelo real con los objetos
matematicos y se sirve de
diferentes tipos de

representaciones.

El item 6 podria ser considerada
como la fase de Trabajo
matematico, en la que los
estudiantes deben resolver el
modelo matematico utilizando los

procedimientos matematicos.
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REALIZAR LA FORMULACION MATEMATICA Esta seccion podria ser

7. Explica como se relacionan los datos de la tabla anterior. S1reemplazas 7 por considerada como la
cero, jqué significa el valor h(r)?

fase de Interpretacion.
Los estudiantes

deberian obtener el

8. ;Cudl es el mayor valor h{r) obtenido? ;Serd el mayor posible? ;Como modelo.
podrias saberlo? ;Qué representa dicho valor maximo?

Esta seccion podria
también ser considerada
en la fase de
Interpretacion, pero a su
vez esta presente la fase
de Validacion, que es,

por cierto, muy esencial.

Esta seccion puede ser
enmarcada en la fase de
Validacion, en la que los
estudiantes expresan
argumentos y razonamientos
dados que sustenten y justifiquen
este proceso y la validez de la

solucion generada.
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Aunque no es estrictamente la fase
ultima, se podria considerar como la
fase de la Comunicacioén, donde los
estudiantes comparten sus
respuestas e intercambian ideas.

Esta deberia darse a toda la clase.

El transito por algunas fases del ciclo de modelacién es tenue, ya que apenas se
puede apreciar, e incluso se podria decir que no se puede observar la fase 4, que es
la fase de matematizacion, y esto se debe esencialmente al disefio y estructura de la
actividad. Ademas, el tiempo previsto para actividad de aprendizaje es entre 70 a 80

minutos, un factor que cuenta también, ya que la mayor parte del trabajo es individual.

En el Cuaderno de trabajo del libro Resolvamos problemas 5 (MINEDU, 2017),
analizamos brevemente un primer caso en el que se propone la solucion a la situacién
y se pide a los estudiantes describir el procedimiento y las estrategias utilizadas para

encontrar el modelo matematico.

La Situacién A se presenta en la pagina 110 del libro.

Plantea una situaciéon que se enmarca dentro de una tarea de tipo realista, ya que
se vale de un enunciado y una tabla. Solicita el modelo matematico, aunque
inmediatamente menciona que es una funcidén cuadratica. El transito por la primera

fase, Comprender, seria inmediata, dado que le pide el modelo cuadratico.
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No se observa la fase 2 de simplificacion, ni la fase 3 de la matematizacion, pero
pasa a la fase 4 de Trabajo matematico del ciclo de modelacién, donde los
estudiantes deben resolver el modelo matematico utilizando los procedimientos
matematicos. Se consigue el modelo matematico. Aqui el autor hace el trabajo

matematico, mientras que los estudiantes observan.

En esta parte, se podria considerar la fase 5 de Validacion, ya que determina el

tiempo que toma la rana alcanzar la altura maxima. Verifica teéricamente el modelo.

c) Para encontrar el tiempo que demora en volver a tocar el suelo, se considera que el punto de partida es cero.
0=-t"+2t = 0 =t(-t + 2). Resolviendo:

t=0; t=2.Tomamos el valor 2 porque el cero corresponde al punto de inicio de la rana antes de saltar.

En esta parte, se podria considerar como el paso por la fase 6 de Validacién, ya que
determina el tiempo en que la rana regresa al suelo después del salto. Verifica

teéricamente el modelo. Recordemos que todo el trabajo lo realiza el autor.
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1. Describe el procedimiento para determinar la expre- 2. ;Qué estrategias se han utilizado en las tres situacio-
sion algebraica de una funcion cuadratica. nes planteadas?

Esta seccion podria ser considerada como los argumentos quede deberian
esgrimirse para la fase 4 de Trabajo matematico. La pregunta 2 se podria
considerar como el transito por la fase de Interpretacion. El desarrollo de toda
la actividad podria considerarse como el paso por la ultima fase, la

Comunicacion.

Es evidente que no se planea realizar la modelacién de un fenémeno, lo que en
realidad se busca es determinar una ecuaciéon que satisfaga las condiciones

establecidas.

La segunda situacidon que mostramos tiene la misma caracteristica que la anterior,
salvo la diferencia que advierte la existencia de un error y el estudiante debe encontrar
dicho error.

La Situacion C se presenta en la pagina 112 del libro.

Se solicita a los estudiantes contrastar dos modelos ya elaborados. Dariamos el

salto hasta las fases finales del ciclo de modelacion.
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Podriamos decir que, en esta parte del texto, los estudiantes estarian transitando
por la fase 5 de Interpretacion y fase 6 de Validacion del ciclo de modelacién.

Evidentemente, la validacion seria tedrica, pero tampoco se hace completamente.

Esta seccion podria ser considerada como los argumentos que deberian esgrimirse
para la fase 4 de Trabajo matematico. La pregunta 2 se podria considerar como el

transito por la fase de Interpretacion.

Se busca determinar qué “modelo” satisface una situacion condicionada, pero al final
se termina encontrando los vértices de las funciones sin mas interpretacién ni

validacion.

A continuacion, presentaremos los elementos de nuestro marco teorico, la Modelacion

matematica junto con la metodologia y los procedimientos a seguir.
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CAPITULO lll; MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

En este capitulo, expondremos la Modelacion matematica como marco tedrico,

ademas de la metodologia y los procedimientos a seguir en nuestra investigacion.
3.1 Marco Teoérico
Algunas Concepciones de la Modelacion matematica

En principio, hacemos una breve revision en relacion a las concepciones de la
Modelacion matematica. Las diferentes concepciones de Modelacion matematica
generan producciones teoricas y practicas, sean de los matematicos, de los didactas
de la Matematica, de los modeladores matematicos o de historiadores de la

Matematica.

Villa-Ochoa, Yepes, y Sanchez-Cardona (2017), dicen que la Modelacién matematica
puede constituirse en un ambiente para fomentar una participacion dinamica de los
estudiantes en actividades requeridas para el aprendizaje de un discurso matematico
escolar (Parra-Zapata, Villa-Ochoa, 2016, citado en Villa-Ochoa et al., 2017). A su
vez, motiva el estudio de las Matematicas y la construccién de una imagen apropiada
de la materia en relacion con su participacion en la sociedad y la cultura. Ademas del
conocimiento matematico, también auspicia la produccién de conocimientos de los

contextos en los cuales se realiza la actividad de modelacion.

El término Modelacion matematica es asociada con el establecimiento de relaciones
entre las Matematicas y el mundo extra-matematico (Blum, 2007, citado en Villa-
Ochoa et al., 2017), la modelacion también es vista como un proceso que busca la
obtencion y validacion de modelos matematicos que tienen su origen en un dominio

extramatematico.

La Modelacién matematica es considerada como un ambiente de aprendizaje
articulada con el estudio, la problematizacion y la investigacion de situaciones
problemas, que no son matematicos, por medio de las Matematicas, que también
ayudan a comprender, de manera critica, situaciones del contexto inmediato por
medio de las Matematicas y posibilita el representar, analizar, modelar y tomar
decisiones respecto al fenbmeno o situacion que se le atribuye (Araujo, 2012, citado
en Villa-ochoa et al. 2017).
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La Modelacion matematica puede considerarse una actividad escolar con dos
caracteristicas esenciales, ya que la actividad debe ser un problema y no un ejercicio,
por el hecho de que la actividad tiene que extraerse de contextos habituales para los
estudiantes o de otras ciencias, lo que se denomina la interdisciplinariedad. “Los
estudiantes se deben involucrar en situaciones auténticas de la cultura y la sociedad
a la que pertenecen y reconocer las practicas, usos y roles auténticos que las
comunidades hacen de las Matematicas y de la modelacion” (Villa-Ochoa et al., 2017,
p. 224).

Biembengut y Hein consideran que el modelaje matematico es el proceso involucrado
en la construccion de un modelo, que hace posible conjugar las Matematicas con la
realidad circundante (Biembengut y Hein, 1997, citado en Medina, 2011). El proceso

se desarrolla en tres etapas y cada una en sub etapas respectivamente:

1. Interaccién con el asunto
a) Reconocimiento de la situacion problema o fenbmeno
b) Familiarizacion con la situacion que va a ser investigada y modelada
2. Construcciéon matematica
a) Formulacion del problema, generacion de hipotesis
b) Resolucién del problema en términos del modelo
3. Modelo matematico
a) Interpretacion de la solucién y su posterior convalidacion.
En la primera etapa (interaccion con el asunto), se plantea la situacion o fendbmeno a
analizar y se hace una investigacion sobre la misma; en la segunda etapa
(construccién matematica), se formula la situacion teniendo un enfoque matematico,
la cual se denomina traduccion de la situacion real a lo abstracto. Es en este espacio
en que se construye el modelo que servira para representar la situacién planteada

antes, ya que los estudiantes deben realizar las siguientes acciones:

¢ Clasifica las informaciones (relevantes y no relevantes) identificando los
hechos intervinientes

e Decide acerca de factores a ser conseguidos, planteando hipétesis

e Generaliza y selecciona las variables que son relevantes

e Selecciona simbolos idoneos para las variables
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o Describe las relaciones que se establecen, en términos matematicos
(Biembengut y Hein, 1997, citado en Medina, 2011)

Posterior a la construccion del modelo matematico, en la tercera etapa (modelo
matematico), los estudiantes comprueban y validan el modelo. Es importante tener en
consideracion a la persona que guia este proceso, denominado modelador, que debe
ser experto en la construccion de modelos, quien, con experiencia, elije el tema a
tratar, la situacion que se desea modelar y los tiempos requeridos para la realizacion

del proceso.

Biembengut y Hein (2004) dicen que la Modelacion matematica es una estrategia de
ensefanza y para eso el profesor debe realizar el proceso de modelacién en dos
partes: primero, aproximando los contenidos matematicos partiendo de modelos
matematicos que pueden aplicarse a variadas areas del conocimiento y, en segundo
lugar, dirigiendo a los estudiantes para que, con autonomia, realicen el proceso de
modelacién, que consta de la siguiente secuencia de pasos: justificacion de proceso,
eleccion del tema, formulacion del problema, desarrollo de contenido programatico,
ejemplos analogos - fijacion de conceptos, formulacién de un modelo matematico y
evaluacion y convalidacién de los resultados (Biembengut y Hein, 2004, citado en

Medina, 2011). Este proceso puede visualizarse en la Figura 13.

Justificacion de
proceso

== Primer Momento mm

L Eleccion del tema

Formulacién del
problema

Desarrollo de
contenido

Modelacion -
programatico

matematica L Segundo Momento

Ejemplos anélogos -
fijacion de conceptos

Formulacion de un
= modelo matematico

Evaluacion y
Tercer Momento convalidacién de los
= resultados

Figura 13: Proceso de Modelacion Matemética en el Aula segun Biembengut y Hein (1997)
Fuente: Medina (2011)
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Brevemente, describimos las acciones que el profesor y los estudiantes deben

desarrollar en las fases de la Modelacién matematica.

1. Justificacion de proceso: el profesor explica a sus estudiantes los contenidos
matematicos requeridos para el analisis del problema a ser resuelto.

2. Eleccion del tema: el profesor, junto con sus estudiantes, hace una lista de
temas cotidianos que estén relacionados a los contenidos a aprender. En esta
fase, es muy importante la funcion mediadora y guia del profesor para que
sus estudiantes puedan lograr el aprendizaje que se espera.

3. Formulacion del problema: el profesor formula una situacion en la que sus
estudiantes necesiten desarrollar un contenido matematico especifico.

4. Desarrollo de contenido programatico: el profesor, por medio de preguntas
sobre el tema elegido, guia a sus estudiantes al estudio del contenido que
desea que aprendan.

5. Ejemplos analogos - fijacion de conceptos: el profesor hace una muestra de
ejemplos analogos, en las que pone en evidencia que los contenidos a
aprender se usan en diversas y variadas areas de las actividades del ser
humano.

6. Formulacién de un modelo matematico: el profesor, luego de explicar la
relevancia de los contenidos y conceptualizandolos para su comprension, a
continuacion, propone a sus estudiantes la construccion de un modelo
matematico que pueda resolver la problematica suscitada.

7. Evaluacion y convalidacion de los resultados: posterior a la construccion del
modelo, el profesor muestra la importancia de validar el modelo, evaluar el

resultado y aplicarlo a situaciones similares a la situacion modelada.

Modelacion matematica

Todo inicia de una situacion en el mundo real o el mundo fuera de las Matematicas.
Casi siempre la situacion tiene que ser simplificada, estructurada y hecha mas
precisa por el estudiante o modelador, lo que conduce a un modelo real de la

situacion.

El modelo real no es simplemente una imagen simplificada, pero verdadera de

alguna parte de una realidad objetiva y preexistente. El paso de la situacion al
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modelo también crea una realidad, que depende de las intenciones e intereses del

estudiante o modelador (Blum, 1993).

Entonces, si es posible, el modelo real se matematiza y se traduce a las
Matematicas, lo que resulta en un modelo matematico de la situacion original. En

ocasiones, se pueden construir diferentes modelos de la misma situacion.

El proceso de resolucion de problemas continua con la eleccion de métodos
adecuados dentro de las Matematicas, del cual se obtienen algunos resultados
matematicos. Estos tienen que regresar y ser traducidos al mundo real y ser
interpretados en relacion con la situacion inicial. Al hacerlo, el estudiante o

modelador valida también el modelo matematico.

Si se producen discrepancias, lo que sucede frecuentemente en la realidad, ya
que hay muchas trampas potenciales, segun Murthy, Page & Rodin (1990) (citados

en Blum, 1993), entonces todo (o en parte) el ciclo tiene que comenzar de nuevo.

A veces, en las Matematicas escolares especialmente, la situacion presentada es
solo un disfraz artificial de algun problema matematico. Luego, el proceso de
construccion del modelo consiste en quitar el disfraz del problema verbal y el
proceso de resolucion del problema se detiene es de solo un ciclo. Estos

problemas artificiales pueden tener valor didactico.

El término modelado matematico puede significar el proceso de construccién de
modelos, que lleva de una situacion real a un modelo matematico o todo el proceso
de resolucion de problemas aplicado o cualquier forma de conectar el mundo real

con las Matematicas (Blum y Niss, 1991, citados en Blum, 1993).

La Modelacion matematica, entendida de manera sencilla, es un proceso de
traduccion entre el mundo real y las Matematicas, y que se da en ambas
direcciones y que puede ser usada para la practica del investigador y docente
como una herramienta didactica, metodolégica o como marco tedrico y fuente de
construccion de conocimiento matematico, ya que es un proceso que conecta
elementos de naturaleza “no matematica” con el conocimiento matematico

(Borromeo-Ferri, 2010, citados en Huincahue, 2017).

El ciclo de modelizacién de Blum y Leil3 (2007) (citado en Gallar, 2016) es utilizado
como referencia en numerosos trabajos y presenta una secuenciacion mas fina de

las fases iniciales, que no se da en otros ciclos de modelacién, como los
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provenientes del campo de la resolucion de problemas verbales o los utilizados
como guia para los estudiantes en la resolucién de tareas de modelizacién. Por

ello, hemos escogido este ciclo como referencia en nuestra investigacion.

El ciclo de Blum y Leild estd compuesto por siete etapas de transicién entre las
fases que lo conforman (Situacion Real — Modelo de Situacion - Modelo Real -
Modelo Matematico - Solucion Matematica - Solucion Real), que se identifican con
verbos de accion que faciltan su reconocimiento (Comprensién -
Simplificacién/estructuracion — Matematizacion — Resolucion matematica —
Interpretacion — Validaciéon — Comunicacion). Su estructura se muestra en la

Figura 14.

Figura 14: Ciclo de Modelacion de Blum and Leif3 (2007)
Fuente: Greefrath & Vorhdlter (2016)

A continuacién, detallaremos cada una de las fases y transiciones de este ciclo,
ayudandonos de las reflexiones que diversos autores han hecho al respecto.

Fases del proceso ciclico de la modelacion

Situacién Real (Real Situation)
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La Situacion Real muestra la situaciéon de partida o la situacién inicial. Puede
presentarse mediante un texto escrito (enunciado verbal), una tabla, una

ilustracion u otro.
Modelo de Situacion (Situation Model)

Cada estudiante genera una representacion mental (imagen) de la situacion real
de partida. Esta imagen mental esta condicionada por el punto de vista personal
del estudiante y depende, segun senala Leil} (2010) (citado en Gallart, 2016), del
conocimiento previo que posee sobre el contexto en que se ubica la tarea, las
creencias y actitud hacia las Matematicas y el contexto mismo, su motivacion, su
competencia lectora (entendida como su competencia para para extraer
informacion de graficos, ilustraciones o fotografias, simbolos y no solo
comprender texto), su competencia matematica, y las caracteristicas particulares
de la tarea (estructura semantica y matematica, contexto, formato, entre otros).
Esta imagen mental permitira la formulacion de un problema, formulado por el

estudiante y que se convertira en su Modelo de Situacion.
Modelo Real (Real Model)

El Modelo Real es construido por cada estudiante desde su propia imagen mental
de la situacion y lo componen aquellos elementos de la realidad que son

relevantes en la resolucion del problema planteado.
Modelo Matematico (Mathematical Model)

El Modelo Matematico lo componen los objetos matematicos requeridos para la
resolucidn del problema formulado dentro del contexto de las Matematicas. Puede
ser un modelo algebraico, probabilistico, geométrico, entre otros. Este Modelo
Matematico, segun Blum y Niss (1991) (citado por Gallart, 2016), posee tres

elementos fundamentales:

- Conjunto de objetos matematicos

- Relaciones y reglas matematicas que gobiernan estos objetos
matematicos

- Correspondencia entre los objetos matematicos, las relaciones y reglas, y

los elementos del problema real.
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Lesh y Harel (2003) (citado por Gallart, 2016) indican que los modelos
matematicos son sistemas conceptuales que pueden expresarse a través de
representaciones interrelacionadas (simbolos escritos, lenguaje hablado, graficos,
diagramas, esquemas o metaforas fundadas en la propia experiencia del
estudiante), en los que se cuentan los conceptos requeridos para explicar o
describir los objetos, relaciones, acciones, patrones y regularidades implicados en
la problematica y los procedimientos que son usados para producir los

constructos, manipulaciones o predicciones en su resolucién.
Solucion Matematica (Mathematical Results)

A partir de la resolucion del Modelo Matematico, se obtiene el resultado del
problema en términos matematicos, que puede ser un numero, una ecuacion o
férmula, una grafica, un intervalo u otro, y sera la Solucion Matematica del

problema.
Solucion Real (Real Results)

La Solucién Matematica resultante tiene que ser interpretada en relacién a la
situacion real inicial, consiguiéndose asi la Solucion Real que luego tiene que ser

validada y comunicada.

Un resumen interesante es presentado por Huincahue, Borromeo-ferri, & Mena-
lorca (2018), destacando que el proceso ciclico de la modelacién se inicia con una
situacién real, que puede ser representada por una imagen, texto o ambos. Luego,
el estudiante entiende la tarea para crear una representacion mental de la
situacion, para focalizar vy filtrar la informacion de la situacion real de manera

consciente 0 no y en concordancia con sus preferencias de pensamiento.

Posteriormente, se produce una transicion que simplifica e idealiza el problema
para arribar a un modelo real, este es un proceso mas consciente e interno del
estudiante y, dependiendo del problema, es incluido o no en el conocimiento
extramatematico. Luego de esto, existe un proceso de matematizacion
influenciado por el conocimiento extramatematico para la consecucion de un
modelo matematico, circunstancia en el que los argumentos y afirmaciones
provienen sobre todo de una conceptuacidon matematica. Al final, se obtienen

resultados matematicos e interpretacion en la situacion de la tarea y obtencién de
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resultados reales, siendo validados en la representacion mental de la situacion o

en el modelo real.
Transicion entre las fases del ciclo de la modelacién

Cuando el estudiante se enfrenta a una Situacion Real, realiza primero una
transicion de “reflexion y comprension” que lo lleve a la formacidén de una imagen
cognitiva personal de la Situacion Real y a la “formulacion” de un problema, lo que

sera su Modelo de Situacion.

A continuacién, se produce un proceso de “simplificacion” y “estructuracion” que
permite al estudiante identificar y seleccionar los elementos de la realidad
requeridos para la resolucion del problema, que conformaran el Modelo Real. En
esta transicion, es importante el conocimiento extra-matematico que posea el
estudiante de la situacién, ya que en las fases iniciales es necesario que este
trabaje con informacion que no es estrictamente matematica, tomando su

experiencia en la realidad en que se ubica la tarea.

Segun Cabbassut (2009) (citado en Gallart, 2016), las decisiones que se puedan
tomar en este proceso son influidas por argumentos matematicos y no-

matematicos.

Posteriormente, se da la transicion desde el mundo real al mundo de las
Matematicas. Aca, el estudiante establece una correspondencia entre los
elementos seleccionados del mundo real y los objetos matematicos que
compondran el Modelo Matematico, “codificando” |la realidad mediante el lenguaje

y las representaciones matematicas adecuadas.

Después, el modelo matematico formulado debe resolverse a través de las
estrategias heuristicas, los conceptos, herramientas y procedimientos
matematicos pertinentes hasta arribar a la Solucién Matematica y otra vez se
regresa al mundo real, “decodificando” e “interpretando” la Solucién Matematica
en el contexto real en que se ubica el problema, lo que conduce a una Solucion
Real (Gallart, 2016).

Lo que sigue a la solucion es un proceso de “validacion” y “reflexion”, en especial
el proceso de resoluciéon y la posibilidad de “generalizacion” a situaciones

similares, asi como la consideracion y evaluacion de otras vias de resolucion.
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Si la solucion no se ajusta del todo a la situacion, es necesario “revisar” el modelo
planteado e iniciar, en un nuevo ciclo, todo el proceso (0 al menos en parte). En
cada nueva repeticion del ciclo, es posible mejorar el modelo, afiadiendo sub-
problemas nuevos que tomen aspectos que no fueron considerados hasta el
momento, asi como sefala Zawojewski (2010) (citado por Gallart, 2016), se
obtiene una comprension mas profunda sobre sus restricciones, limitaciones y

beneficios con relaciéon a otros modelos.

Si la solucién es considerada adecuada, se “comunica’, se expone el proceso de
resolucion del problema y se describe la solucion obtenida con argumentos
matematicos, formales o no y necesarios. Es importante tener en cuenta que la
solucion de un problema de modelacién no es unica. Asi, durante esta fase de
comunicacion, al observar diferentes modelos en resoluciones distintas, se

presenta la oportunidad de comparar, contrastar y debatir otras opciones.

Para analizar el comportamiento de los estudiantes, Borromeo (2006) (citado por
Sol, Giménez, & Rosich, 2016), desarroll6 el constructor de ruta de modelacién
para referirse al itinerario seguido por los estudiantes cuando transitan a través
de las diferentes fases del ciclo de modelacion y que se muestran en su expresion
verbal, asi como en otras representaciones externas. Esta ruta se puede
representar de forma simbdlica o graficamente, ya que esto nos permitira analizar

para asi comprender el proceso de modelacion que han seguido. (ver Tabla 2)

Tabla 2.

Ciclos de modelacién y acciones hipotéticas observables

Fases de

Blum & Acciones hipotéticas observables

Leil3

1. Reconocer un problema social abordable matematicamente
ly?2 2. Concretar una finalidad problematica y reconocer medios para
resolverla
Identificar objetos y relaciones relevantes
3 4. Seleccionar variables. Decidir valores

Reconocer los ambitos matematicos del modelo
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Explicitar relaciones entre objetos reales y contenidos matematicos
Controlar la coherencia en el conjunto de relaciones matematicas

establecidas

10.
11.

Explicitar la relacién entre variables usando lenguaje matematico
Formular hipétesis matematicas
Formulacion de problemas y subproblemas

Resolucion de problemas

5 12.

Encontrar e interpretar la solucién matematica

13.

14.
15.

Reconocer el significado y alcance de soluciones y conclusiones en
la situacion real. Explicitan el modelo
Validar el modelo

Modificar el modelo si es necesario

7 16.

Comunicar el proceso y resultados cuando el modelo sea valido

Nota. Adaptacioén del autor, fuente original: Sol, Giménez, & Rosich ( 2016, p. 332)

Ademas de lo descrito anteriormente, precisamos detallar el procedimiento realizado

por Gallart (2016) para observar y analizar las acciones de los estudiantes cuando

estén transitando por las fases del ciclo de modelacion. Ver Tabla 3.

Tabla 3.

Analisis del proceso de modelacién - original

Pregunta Accion Ciclo Blum vy
Leild

¢, Se formula un problema Comprender la situaciéon en la que se enmarca la 1

que pueda dar respuesta, tarea, tomando decisiones, elaborando hipotesis y

total o parcial, a la situacion supuestos que lleven al planteamiento de un

original propuesta?

problema o subproblemas

¢, Se establece una

Simplificar 'y seleccionar los elementos vy

correspondencia entre los relaciones relevantes, identificando las

elementos de la realidad y matematicas que subyacen en la realidad.
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los elementos del modelo

matematico?
¢,Se usan Utilizar representaciones (graficos, dibujos, 3y5
representaciones? esquemas...) para codificar la realidad en

términos matematicos e interpretar los resultados

obtenidos.
¢, Se utiliza el lenguaje Utilizar el lenguaje formal y simbdlico para 3,4y 5
matematico? codificar la realidad en términos matematicos,

resolver matematicamente el problema e

interpretar los resultados obtenidos.
¢, Se utilizan procedimientos  Trabajar con las herramientas y procedimientos 4
y herramientas matematicos necesarios para resolver el problema
matematicas para resolver  planteado.
el modelo planteado?
¢, Se dan argumentos que Validar las soluciones matematicas en la realidad, 6
justifiquen el proceso de reflexionando sobre el modelo utilizado y llegando
resolucion seguido y la a conclusiones razonadas.
adecuacién de los
resultados obtenidos a la
situacion real?
¢, Se comunica de forma Debatir y comunicar, tanto dentro como fuera del 7

oral y escrita el proceso de
resolucion de forma que
resulte comprensible por
parte del resto de

compafieros?

grupo, todo el proceso de modelizacion seguido y

los resultados obtenidos.

Nota: Gallart (2016, p. 79)

Gallart (2016) hace una descripcion detalla de cada pregunta. La primera pregunta se

relaciona con la comprension que el estudiante tiene de la situacion planteada en el

enunciado o grafico o ambos, que le conducira a formularse un problema, que no
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necesariamente tiene que ser matematico, ya que se refiere a la formulacion de un
problema o sub-problemas que permitan a los estudiantes la resolucion total o parcial
de la tarea propuesta. La seleccion de estos elementos esta estrechamente
relacionada con la comprension del estudiante de la situacion inicial (su imagen o
representacion mental de la situacidén) y su conocimiento matematico, aspectos que

le permitiran identificar las Matematicas subyacentes a esta realidad.

Una vez formulado un problema, el estudiante tiene que estructurar y simplificar la
situacién real para resolverla, concretando y seleccionando los aspectos mas
relevantes de la realidad. A esta parte del proceso de modelacién se refiere la

segunda pregunta.

La tercera y cuarta pregunta se dan en relacion con el proceso de matematizacion,
donde el estudiante traslada los elementos de la realidad que ha seleccionado al
mundo de las Matematicas, ya que utiliza distintos tipos de representaciones y

lenguajes.

La quinta pregunta se refiere al trabajo matematico exclusivamente, el cual posibilitara
al estudiante obtener una solucion matematica de su modelo. Dicha solucién se
sustenta de argumentos que soporten y justifiquen la adecuacién de la solucion y su
validez y las conclusiones que se derivan, aspectos que son tratados en la sexta
pregunta. Finalmente, cuando se ha alcanzado una respuesta satisfactoria, debe ser

comunicada al resto de companeros para que pueda ser contrastada y debatida.

Estas herramientas, refiriéndonos a la Tabla 2, ciclos de modelacion y acciones
hipotéticas de observables realizado por Sol (2016) y la Tabla 3, el Analisis del
proceso de modelacién hecho por Gallart (2016), luego de una adaptacion, nos
permitira describir y analizar el proceso de modelacion realizado por los estudiantes,
obteniendo una reconstruccion racional y secuenciada de su resolucion. Los
comentarios originales se muestran entrecomillados y en cursiva y ademas se

incluyen dibujos, graficas, tablas y calculos extraidos en su formato original.

Algunas Perspectivas de la Modelacién matematica

La Modelacion matematica, al ser una actividad que conecta la realidad con la
Matematica, existe cierto margen de lo que se considera como Modelacién, ya que

dependera de los objetivos que proponga el profesor, los que pueden tener como
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centro el proceso de desarrollo, el resultado, interpretacion, validacion, asignacion de

hipétesis, barreras cognitivas, entre otros (Huincahue, 2017).

Las diferentes caracteristicas que se pueden dar en una tarea direccionan hacia una
categorizacion. Las perspectivas surgen como un proceso natural de clasificacion
tedrica, que procuran establecer una categoria que toma en cuenta algunas
caracteristicas en relacion a la percepcion de la realidad, desarrollo de los procesos,

objetivos de las tareas y evolucion de lineas de investigadores.

En la evolucion de la Modelacion matematica en educacion, han aparecido diferentes
perspectivas, donde cada una delinea sus objetivos para la Matematica, la realidad y
la educacién: Realista, Contextual, Educacional, Socio-critica, Epistemoldgica y

Cognitiva (Kaiser & Sriraman, 2006).
Perspectiva Realista

Las tareas de Modelacién matematica son un problema aplicado el cual debe
resolverse incidiendo en situaciones de la vida real y en los enfoques
interdisciplinarios, ya que no representa su interés el desarrollo de la teoria
matematica. Lo mas importante es el problema auténtico, ya que se propone
el desarrollo de las competencias de modelacion, en la que los estudiantes
resuelven las tareas con el uso del analisis de problemas matematicos y la

tecnologia.

Huincahue (2017) precisa que es relevante estudiar en profundidad procesos
de Modelaciéon matematica en las diversas profesiones y areas de aplicaciones
de modelos matematicos. El aprendizaje se logra a través del modelo de

situaciones de la vida real.
Perspectiva Epistemoldgica

Esta perspectiva estd enfocada en el desarrollo tedérico de la situacion
formulada, ya que existe un objetivo tedrico ligado a la tarea de Modelacién
matematica, que ya tiene una situacién desde la realidad que se requiere
modelar, donde lo importante de la situacion es lo epistemoldgico, que
trasciende a la tarea. La situacion depende de teorias relacionadas con la

Didactica de la Matematica o de otras areas de las ciencias.
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La perspectiva epistemologica tiene elementos a considerar: el entendimiento
y la descripcion de la naturaleza de las actividades matematicas y la reflexion
producida por la Modelacion matematica; las que, casi siempre, tienen un

funcionamiento y forma segun la epistemologia del estudiante que modela.

Se evidencia la polaridad entre las perspectivas epistemoldgica y realista, se
contraponen y sus diferencias son evidentes en relacion al objetivo de la tarea.
Es asi que surgen tareas de otro tipo, donde el objetivo no es precisamente

alguno de estos extremos (Huincahue, 2017).
Perspectiva Educacional

Se considera a la Modelacién matematica como una competencia especifica,
buscando integrar modelos y la modelacion en la ensefianza y el aprendizaje

de las Matematicas.

En esta perspectiva, se consideran, por ejemplo, las rutas para organizar
actividades de Modelacién matematica en diferentes tipos de curriculos
matematicos, problemas relacionados con la implementacion de
modelacién en la cultura de la institucion y practicas de ensefianza y
problemas relacionados con la evaluacién de actividades de modelacion
de los estudiantes, pero posee como objetivo general la Educacion
Matematica (Huincahue, 2017, p. 61).

Se ponen en prioridad las estructuras de los procesos de aprendizaje y de los
conceptos. A continuacion, esbozamos tres argumentos para la ensefanza de
la Modelacion matematica como un elemento integrado en la Matematica y en

la educacion:

1. La Modelacidon matematica propicia la comunicaciéon entre las
Matematicas y las experiencias cotidianas de los estudiantes,
desarrollando un soporte cognitivo, motivando y dando a la Matematica
un significado de disciplina que nos acerca a un entendimiento de la vida
real.

2. Desarrollar Modelacién matematica requiere competencias, tales como
creatividad, analisis y critica a los modelos matematicos.

3. Los modelos y el resultado de los mismos se utilizan en la toma de

decisiones, lo que afecta el funcionamiento y desarrollo de las
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sociedades. Esta caracteristica es compartida con la perspectiva socio-

critica.

La autenticidad y conexion con la realidad no garantizan que se den reflexiones
criticas y relevantes en los estudiantes; sin embargo, caracteristicas como la
motivacion que propicia la tarea ayudan a sostener una reflexion en relacién a

la actividad de modelar y la reflexion.
Perspectiva Socio-Critica

El estudiante, al ser confrontado a resolver una situacion de modelacion,
decide en razén de sus valores, ética, moral y principios (una filosofia de vida)

aceptados socialmente.

Tales modelos describen rasgos de pobreza, desigualdad, corrupcion y
proteccion de la naturaleza, estos en un micro y macro nivel, y todos
ellos son una fuente para la construccién de modelos matematicos con
el fin de poder emitir juicios de valor segun el estudiante como persona

perteneciente a una sociedad (Huincahue, 2017, p. 62).

En esta perspectiva, se pone en relieve el rol de las Matematicas en la sociedad
y la necesidad de un pensamiento critico de la funcion de las Matematicas en
la sociedad, sobre el papel de la naturaleza de los modelos matematicos y la

tarea que cumple la Modelacion matematica en sociedad.

La perspectiva Socio-Critica presenta tres focos de investigacion, los cuales se

pueden presentar juntos o por separado.

1. El proceso de modelacion o un subproceso especifico.
2. Las aplicaciones mas recientes de un modelo matematico.
3. Los procesos sociales donde la Modelacion matematica y los modelos

son usados para el analisis y critica fendmenos sociales.
Perspectiva Contextual

Tiene como objetivo el desarrollo y disefio de tareas (situaciones problema)

para modelar actividades, el cual posee seis principios guias:

1. Principio de realidad. La situacion elegida es préxima a la realidad de

los estudiantes que modelan.
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2. Principio de la construccion del modelo. La situacién crea en los
estudiantes la necesidad de producir una construccion matematica
significativa.

3. Principio de autoevaluacion. La situaciéon permite a los estudiantes
evaluar los modelos creados por ellos mismos.

4. Principio de la construccién de documentacion. La situacién hace que el
estudiante comunique sus pensamientos en tanto resuelve un problema.

5. Principio de generalizacion de construccion. La situacion permite la
generalizacion del modelo construido.

6. Principio de simplicidad. La situacion necesita ser simple.

El foco de esta perspectiva en el disefio didactico de estimular actividades de
modelacién (Lesh y Doerr, 2003, citado por Huincahue, 2017) con situaciones
estructuradas para soportar el aprendizaje de los estudiantes. Denota en sus
fundamentos: 1) Los sistemas conceptuales son construcciones humanas. Es
decir, su naturaleza es esencialmente social; 2) Los significados de tales
construcciones son representados en lenguaje escrito, verbal, kinestésico,
diagramas y hasta metaforas; 3) Es necesario integrar conocimientos o
disciplinas que tenga el estudiante para que logre articular su propio
conocimiento; 4) Las experiencias de los estudiantes son dinamicas, ya que es
necesario que el estudiante se sienta en capacidad de mantener dicho

dinamismo.
Perspectiva Cognitiva

Se considera como una meta-perspectiva, ya que se enfoca en objetivos
cientificos y pretende comprender las funciones cognitivas que son activadas
en una situaciéon de modelacion para un estudiante. Normalmente, se analiza
a los estudiantes cuando realizan actividades de Modelacion matematica,
después son entrevistados con el objetivo de reconstruir las rutas individuales
de pensamiento. Busca descubrir barreras cognitivas en el proceso de
modelacion y reconstruir todo el proceso cognitivo del estudiante mientras

modela.

La investigacién de Camarena-Gallardo (2013) es un ejemplo de investigacion

en esta perspectiva. Su objetivo es conocer la percepcion de los estudiantes
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de la competencia de Modelacion matematica como importante en la

Ingenieria.

Tiene los siguientes elementos cognitivos: concepciones matematicas para el
proceso de matematizacidn; capacidades cognitivas generales para la
Ingenieria; resalta diferencias en los procesos de Modelacion matematica,
elementos cognitivos especificos, relacionados a modelos y problemas propios

de la Ingenieria.

La investigacidn que presentamos no necesaria y estrictamente se enmarca en una
perspectiva. Al ser un problema auténtico e interdisciplinario, proponer el desarrollo
de competencias de modelacion y que los estudiantes resuelven las tareas con el uso
de la tecnologia, se podria decir que estamos en la perspectiva realista de la
modelacion; sin embargo, existen caracteristicas que no se comparten, ya que la
modelacién realizada no tiene el rigor que tendria en una actividad profesional y
ademas que el objetivo final es el establecer un modelo funcional que sirva en la

realidad, ya que normalmente no es relevante el trabajo matematico implicado.

El hecho de considerar a la Modelacion matematica como una actividad que procura
integrar modelos y la modelacion en la ensefianza y el aprendizaje de las
Matematicas, ademas de fomentar el didlogo entre las Matematicas y las experiencias
de la vida cotidiana de los estudiantes pondria nuestra investigacién dentro de la
perspectiva educacional, pero no comparte la caracteristica que el modelo y el
resultado de los modelos se utilicen para la toma de decisiones, que influye en

funcionamiento y forma de las sociedades.

También podemos decir que la investigacion comparte caracteristicas de la
perspectiva contextual de la modelacion, porque se han desarrollado y disefiado
tareas o situaciones (problema) para modelar actividades. La situacion formulada es
cercana a la realidad de los estudiantes, ya que crea en ellos la necesidad de producir
una construccion matematica, permite evaluar los modelos creados por ellos mismos
y hace que el estudiante comunique sus pensamientos en tanto resuelve un problema.
Una caracteristica no compartida es el hecho que la situacidbn permite la

generalizacion del modelo construido.
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Tareas de Modelacion matemaética.

La clasificacién considera las formas como se presentan las tareas y los enunciados
con los que se presentan las tareas y el contexto que se involucra para reconocer la

referencia que se hace de la realidad.

La clasificacion esta compuesta por cuatro categorias: enunciados verbales,
construccion de representaciones, modelacion a través de proyectos y uso y analisis

de modelos. También existen subcategorias, obsérvese en la Figura 15.

Construccion de Modelacion a través de Uso y analisis de

Enunciados verbales representaciones proyectos modelos

Modelacion/simulacién de

Realistas Auténticos graficas formas Existen diferencias
con base a los
propositos con los
cuales se formule el
L L proyecto
Experiencia del Experiencia
sujeto externa al sujeto

Figura 15: Categorias y Subcategorias de una Clasificacion Alternativa de Tareas de Modelacion.
Fuente: Tomado de Villa-Ochoa (2017)

En nuestra investigacion, se desarrollaran tareas, segun esta clasificacion, en la
categoria de enunciados verbales auténticos, dado que las tareas propuestas en la
actividad estan en relacion directa con la experiencia del estudiante. Las
caracteristicas se exponen en el titulo referido a los enunciados verbales auténticos

lineas abajo.
Enunciados Verbales (Word Problems)

Los problemas verbales son textos en los que se describe una situacion que es
relativamente cercana o familiar a los estudiantes y formula una pregunta

cuantitativa que es posible resolver con la ayuda de las Matematicas.

Términos o expresiones como "auténtico", "vida real" y "situado" se utilizan para
mostrar diferentes grados de diferenciacion de las presentaciones de problemas

gue se basan completamente en simbolos matematicos. La expresion “vida real"
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puede describir problemas verbales en los que las Matematicas se presentan en
una oracién simple que proporciona informacion minima del contexto real (poco
auténtico), mientras que términos como "auténtico" y "situado" tienden a usarse
para transmitir una relacion mas fuerte con la experiencia del sujeto en un contexto

particular matematico (Beswick, 2011 citado por Villa-Ochoa et al., 2017).

A continuacion, se presentan categorias amplias y disjuntas de tareas de

modelacion que se estructuran como enunciados verbales
a. Enunciados Verbales Realistas

Los enunciados verbales realistas pueden albergar o traer a memoria aspectos
realistas o imaginados, sin vincular necesariamente contextos préximos a la

experiencia cotidiana del estudiante.

Un ejemplo de tarea realista puede leerse en Huapaya (2012), donde el autor
sugiere una tarea en un contexto de negocios, alquiler o renta de habitaciones
en un hotel, en la que se le pide a los estudiantes que evoquen un negocio de
esa naturaleza. Partiendo de una funcién enunciada verbalmente, el estudiante
construye una tabla de valores, donde ademas se le solicita la elaboracion de
una grafica y que escriba la formula, el registro algebraico, apoyandose en el
Software graficador o por la hoja de calculo, Para el autor, esta tarea es util

para dar solucion a un problema de optimizacion.

Este tipo de enunciados implica dos sistemas, uno matematico y el otro el
imaginado. Los modelos matematicos se muestran en representacion de las
condiciones del enunciado para responder a las preguntas planteadas (Lesh,
Caylor, 2007, citado por Villa-Ochoa et al., 2017).

La nocion de realidad o contexto en tareas de enunciados verbales reales es
una construcciéon imaginada por parte del estudiante que las resuelve. Se limita
la complejidad que se presenta en un contexto particular cuando se da en la

experiencia cotidiana o en la experiencia profesional de los estudiantes.

La simplificacién de la complejidad permite que este tipo de tareas se pueda
utilizar en el aula para adecuarse a practicas, cuyo objetivo sea ilustrar
potenciales “aplicaciones” de las Matematicas. Son los profesores los que
disefian y formulan tareas de este tipo; el papel de los estudiantes es resolver

la tarea propuesta; sin embargo, estas tareas pueden generar ambientes que
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fomenten la participacion dinamica de los estudiantes al abrir espacios de
discusién sobre los usos y contextos evocados en la tarea, ademas de su
participacion en el cuestionamiento de la idealizacion del fenbmeno y en las
restricciones de las condiciones del contexto “real’” que se aislaron o

simplificaron (Villa-Ochoa et al., 2017).

Las tareas de tipo enunciados verbales realistas implican la comprensién de
los elementos determinantes del enunciado/problema, la construccion de un
modelo matematico partiendo de estos elementos y las relaciones que surgen
del enunciado, el manipular modelos matematicos para obtener resultados
matematicos, interpretar los resultados de un calculo, evaluar si el resultado
matematico tiene una interpretacion razonable y apropiada y, finalmente,
comunicar la solucion del problema original regresando al mundo real (Villa-
Ochoa et al., 2017)

Este tipo de tareas de modelacion que requieren abordar las ideas
sobreentendidas a un concepto se considera una guia relevante para observar
y comprender las formas de como piensan los estudiantes. Estas tareas estan
direccionadas a la ensefianza o evaluacién de un contenido tematico y, en esa
medida, se elaboran tareas que ilustran o traigan a memoria un contenido y
sus propiedades (Sahin, Yenmez y Erbas, 2015, citado por Villa-Ochoa et al.,
2017).

Es tradicional y frecuente que los enunciados verbales estén estereotipos y
que, en lugar de generar una conexion con la experiencia cotidiana de los
estudiantes, “disfraza” un contenido matematico por medio de un manto de
palabras. A pesar que las tareas de modelacién, como enunciados verbales,
pueden provenir y tener un contexto ficticio, guardan una relacién con la
realidad cercana de los estudiantes, ya que la informacién esta contenida para

que ellos resuelvan los cuestionamientos o problemas.

Villa-Ochoa (2015) propone que estas tareas son uno de los principales
recursos y, en ocasiones, el unico que utilizan algunos profesores para mostrar
las conexiones que existen entre las Matematicas y la “realidad”. Es tipico que
los enunciados verbales, en ocasiones, sean reducidos a problemas rutinarios

presentados en enunciados y se justifica su uso en la necesidad de desarrollar
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la habilidad para generar traducciones entre el lenguaje natural y el lenguaje

simbdlico-matematico.
b. Problemas auténticos

Ante la pérdida de sentido y por las limitaciones que representan los
enunciados verbales estereotipados, Bonotto (2007) (citada en Villa-Ochoa et
al., 2017) argumenta la necesidad de proponer enunciados que involucren
relaciones mas fuertes entre las Matematicas y el conocimiento extraescolar

(auténticos).

La autora plantea (i) cambiar el tipo de actividad que busca crear interaccion
entre el mundo real y las Matematicas hacia situaciones problematicas mas
originales, auténticas, menos estereotipadas, (ii) modificar las concepciones de
los estudiantes, sus creencias y actitudes hacia las Matematicas (también de
los profesores) y (iii) el cambio de cultura escolar por medio de la creacion de

nuevas normas socio-matematicas.

Los problemas auténticos presentados como enunciados verbales son textos
que incluyen de las caracteristicas de la autenticidad: autenticidad de contexto,
de actividad o proceso y de impacto y autenticidad de personal y de valor (Villa-
Ochoa et al., 2017).

La forma en que se construye y se valida el modelo puede diferir de acuerdo
con el tipo de problema que se formule y los alcances que se delimiten para
dicho proceso. Este proceso puede darse en diferentes direcciones y matices,
siempre en dependencia de las caracteristicas de autenticidad e interés de los

estudiantes.

Los enunciados auténticos proveen condiciones para que los estudiantes
tomen parte activa en la produccidn de representaciones matematicas de
situaciones en contexto y obtengan una vision panoramica de las relaciones

entre las Matematicas y su experiencia cotidiana.

Este tipo de tareas se pueden adecuar a planes de estudio orientados al
desarrollo de contenidos y con limitaciones de tiempo y espacio, como lo son
los planes de estudios escolares. Las tareas auténticas de enunciados verbales
en la literatura especializada han incidido principalmente en la autenticidad de

contexto, que se origine o evoque una situacion similar a la que ocurre en la
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actividad o proceso, que refleje las acciones o actividades tal como se dan en
la realidad. Debido a que estas tareas normalmente se formulan por medio de
enunciados cortos, no es posible recrear todos los aspectos de la autenticidad:
autenticidad de impacto, autenticidad personal y autenticidad de valor (Villa-
Ochoa et al., 2017).

La actividad que planteamos en la investigacién se enmarca dentro de este tipo

de tareas.
Construccion de Representaciones

La construccion de representaciones es una actividad que es parte de la mayoria
de las visiones sobre modelacion. También esta actividad se puede dar con mayor
o menor intensidad en razon de los propdsitos de la clase y de la vision que tenga
el profesor sobre las Matematicas y su ensefanza. Se reconocen dos tipos de

tareas que se enfocan en la modelacion como produccion de representaciones.
a. Representaciones gréficas.

La construccion de representaciones graficas de un fendmeno o una situacion,
en el contexto de las Matematicas, puede ser considerada como una forma de
hacer modelacion. En este tipo de tareas, la modelacion realiza traducciones
entre dos ambitos al interior de las Matematicas. Los estudiantes identifican
cantidades variables y constantes, fijan la atencion en las que consideren
relevantes y construyen otras representaciones que modelen la relacién entre
estas cantidades.

Para Arcavi (2008) (citado en Villa-Ochoa et al., 2017), esta actividad se enfoca
en estudiar un fendmeno matematico a través del uso de medios matematicos
distintos de los del propio fendbmeno. Bajo una perspectiva de la modelacion
como proceso, el estudio de fendmenos de un dominio extramatematico, por
medio de un dominio matematico, este tipo de tareas no serian considerados
como tareas de Modelacién matematica. Estas situaciones son valoradas por
el uso y desarrollo de habilidades para construir representaciones e interpretar
resultados.

En este tipo de tareas, los estudiantes no solo manipulan representaciones,
sino que también realizan razonamientos, conjeturas y otras acciones. Para

Arcavi (2008) (citado en Villa-Ochoa et al., 2017), este tipo de tareas posibilita
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la observacion de los cambios de area de las figuras, ya que permite
familiarizarse con las variables y formular hipétesis de los resultados
esperados.

Este tipo de tareas destaca acciones y habilidades que pueden ser usadas
también en otras formas de modelar, ya que se evidencia claramente
limitaciones en relacion con la ausencia de un contexto extramatematico (Villa-
Ochoa et al., 2017).

b. Modelacién/simulacion de formas.

Tareas que se enfocan en la reproduccion de cierto tipo de comportamientos y

formas a partir del uso de dispositivos electronicos.

Segun Villa-Ochoa (2017), la modelacién por medio las formas ha sido vista
desde dos usos; el primero, se relaciona con la construccion de modelos
matematicos geométricos que representan la forma objetos; el segundo, se
relaciona con el analisis geométrico de modelos ya estructurados, usar
modelos matematicos geométricos para estudiar otros con caracteristicas

parecidas.

¢,Como simular el movimiento de un objeto con un Software de Geometria
dinamica? Los fendmenos representados con un Software se pueden asociar
a lo que se denomina Modelacion computacional. En este tipo de modelacion,
se establecen mecanismos que hacen posible explicar propiedades fisicas de
los objetos, como el cambio de posicion de las particulas, tal es el caso del

aplicativo libre, Tracker.

Estas tareas promueven el desarrollo de habilidades propias del razonamiento
matematico (establecer relaciones y conjeturas, resolver problemas) y otros
subprocesos de las Matematicas, como analizar y construir. Este tipo de tareas
promueve el desarrollo de habilidades matematicas, pero cuando se agota la
modelacion, solo en este tipo de tareas, se pueden generar imagenes
estereotipadas del rol funcional de las Matematicas, de los usos vy
contribuciones que las Matematicas tienen en la sociedad y la cultura (Villa-
Ochoa et al., 2017).
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Modelacién através de proyectos

Los proyectos representan una tarea abierta que permite desarrollar procesos de
indagacion y resolucién de problemas. Algunos de sus objetivos son, por ejemplo,
proyectos como medio para ensefar un contenido en particular o para fomentar el
desarrollo de capacidades de los estudiantes, para determinar relaciones entre las
Matematicas y otras disciplinas y para el desarrollo de reflexiones y visiones criticas
sobre el rol de las Matematicas en la sociedad (Fernandez, 2017, citado en Villa-
Ochoa et al., 2017).

El desarrollo de proyectos es una simulacion de parte de la actividad que
desarrollan los profesionales en Matematica aplicada, que trabajan en colaboracién
con profesionales de otras disciplinas para resolver situaciones de preocupacién
en un fendbmeno y una comunidad. En el desarrollo de proyectos, se evidencia la
nocién de modelacion como una interaccidn entre dos dominios, que las
condiciones del contexto o fendmeno a estudiar y los conocimientos matematicos

y de otras disciplinas que surgen como respuesta a los problemas planteados.

Los proyectos pueden ser un medio para la ensefianza de un contenido y que
enfocan su atencion en aspectos cognitivos y metacognitivos: elementos
conceptuales, procedimentales, autorreguladores y de comunicacion. Asi, la
modelacién puede considerarse con la nocién de ciclo de modelacién en la cual se

describen subprocesos que guian las acciones de los estudiantes.

Por otro lado, la modelacion puede tener como objetivo desarrollar reflexiones
criticas y sociopoliticas sobre las situaciones de la sociedad o para generar
articulaciones entre diferentes areas o disciplinas (Rendon-Mesa, 2016, citado en
Villa-Ochoa et al., 2017).

La modelacion a través de proyectos, segun Aravena, Caamano & Giménez (2008)
(citado en Villa-Ochoa et al., 2017), plantea situaciones en las que los estudiantes
organizan e interpretan informacion y datos; describen relaciones matematicas,
resuelven problemas con multiples soluciones, identifican la aplicabilidad de
conceptos y procesos matematicos, analizan e interpretan problemas por medio de
las Matematicas; comprenden ideas nuevas, ayudan a desarrollar la creatividad del

estudiante, flexibilidad, imaginacion, capacidad de riesgo, autonomia en la toma
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de decisiones, capacidad de sintesis y coherencia en la organizacion del

pensamiento reflexivo frente a situaciones nuevas.

En los proyectos de modelacion, se pueden reconocer también caracteristicas del
aprendizaje, como por ejemplo la autenticidad de contexto de proceso/actividades;
sin embargo, no siempre el proyecto logra un empoderamiento de los estudiantes
para la consecucion del proyecto cuando el problema es elegido por el profesor,
debido a que el problema elegido no necesariamente responde a sus necesidades
personales o de la comunidad a la que pertenece. Asi, la autenticidad personal y
de valor no siempre es logrado en los proyectos cuyo tema es elegido por el
profesor (Villa-Ochoa et al., 2017).

El esfuerzo por alcanzar el propdésito del proyecto, tal como destaca Renddn-Mesa
(2016), puede no considerar otros conocimientos y aprendizajes que pueden ser
relevantes en la formacion de los estudiantes, tanto en el ambito matematico, en
otras ciencias y en el mismo contexto. Pueden reducirse a procesos esquematicos

y lineales en busca de la meta propuesta.

El desarrollo de proyectos puede sobrepasar aquellos planes de estudio con
caracteristicas poco flexibles, dado que requieren de espacios y tiempos amplios
para la recoleccion de datos, confrontacidn con expertos, toma decisiones, entre
otras. A veces, cuando los temas se eligen teniendo en cuenta los intereses de los
estudiantes, el contenido matematico emerge de acuerdo con los fendmenos
objeto de estudio y el problema delimitado, dicho aspecto reta a los profesores
respecto a la manera en que deben orientar y apoyar el desarrollo del proyecto de
sus estudiantes. Ademas, exige que los profesores participen en ambientes que
requieren de conocimientos mas alla del matematico, ya que debe ser parte de un
trabajo interdisciplinario con otros profesores y profesionales. En las Matematicas
escolares, especialmente en la Modelaciéon matematica, pocas veces se utilizan
contextos que valoren la produccion de conocimientos de las disciplinas que
intervienen (Villa-Ochoa, 2015) .

Uso y analisis de modelos.

Existe una relacion entre la modelacion y las comprensiones sobre el modelo

matematico, ya que cualquier comprension sobre la naturaleza de los modelos
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tendra sus respectivas implicaciones sobre como se concibe la modelacion dentro

de la Educacion Matematica.

La explicitacion de la dialéctica Modelo y Modelacion, de acuerdo con una
finalidad apoyada en las concepciones hegemonicas y que se signa en el
modelo, dado que la actividad de produccion de modelos (Modelacion) esta
orientada por una finalidad que le permite su constitucion, que esta regida
por principios y paradigmas (Modelo), que a su vez orienta y posibilita las
condiciones para que se dé dicha practica productora (Modelacion) (Mesa,
2013, p. 11).

Las tareas que implican el uso y analisis de modelos, proporcionan una experiencia
para estudiar las Matematicas partiendo de modelos ya elaborados y también
incorporan variadas acciones que forman parte de la Modelacion matematica,
como por ejemplo, el trabajo matematico, la confrontacion del modelo con datos
del contexto personal del estudiante, la proyeccion de la forma en que fue
construido y la identificacion de las limitaciones de los modelos y formulacién de

hipbtesis sobre la posibilidad de ampliaciones o extensiones del mismo.

Las tareas de uso y analisis de modelos, segun Villa-Ochoa (2017), pueden
generar experiencias auténticas que permitan a los estudiantes conocer y
cuestionar sus usos en diferentes practicas cotidianas, sociales y profesionales. El
reconocimiento de esos usos en la clase de Matematica puede también ayudar a

la formaciéon matematica y social de los estudiantes.

Otras acciones que se pueden observar en tareas de analisis de modelos son: el
estudio de un fendmeno, estudio de las hipotesis consideradas para la elaboracion
del modelo, comprension de los aspectos que el modelo muestra sobre el
fendmeno y analisis de las limitaciones del modelo. Este tipo de tareas exige que

los profesores y estudiantes participen en ambientes interdisciplinarios

Modelacion y Tecnologias Digitales

La Modelacion matematica no se desarrolla de forma automatica, ya que siempre esta

condicionada por factores asociados con los sujetos, ambientes, objetos y medios que

intervienen en el proceso de aprendizaje.
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Para Burkhardt (2006) (citado en Molina-Toro-Toro, Villa-Ochoa & Suarez-Téllez,
2018), existe una seria necesidad de usar las tecnologia, especialmente las digitales
para la modelacién, debido a que proporcionan un apoyo importante al
establecimiento de estructuras de analisis, la variacién producida por tipos diferentes
de datos y la disposicion de variadas rutas de comprobacion de los resultados. Existe
un interés creciente por el desarrollo de investigaciones que incluyan la Modelacion
matematica y tecnologias digitales en los procesos formativos en Matematicas (Borba
y Villarreal, 2005, citados en Villa-Ochoa & Gonzalez, 2018).

Las posibilidades para realizar actividades de modelacién en la Ensefianza de las
Matematicas han cambiado en los ultimos anos, esto se debe, esencialmente, a la
existencia de variadas tecnologias digitales. Una computadora o una calculadora
grafica equipada resultan ser herramientas utiles para apoyar a profesores y

estudiantes.

Henn (2007) (citado en, Greefrath, 2016) propuso implementar el uso de tecnologias
digitales, por ejemplo, computadoras con Software de Algebra, porque esto permitiria

la introduccion de aplicaciones y la modelacion en la ensefianza cotidiana.

Actualmente, las tecnologias digitales se utilizan, con mayor énfasis, para reducir el
esfuerzo de calculo y mejorar la graficacion-visualizacion de una situacién. También

pueden realizar diversas tareas en aplicaciones de ensefianza y modelado.

Una ocasion importante para su uso es en la experimentacion y exploracion (Hischer
2002, citado en Greefrath & Vorhdlter, 2016). Por ejemplo, una situacion real se puede
trasladar a un modelo geométrico o se puede experimentar dentro de este modelo
mediante un Software de Geometria dinamica o un analisis en una hoja de caélculo.
Las predicciones sobre la poblacion de ciertas especies animales, en diferentes
condiciones ambientales, son posibles de hacer a través de una simulacién. Las
simulaciones de Matematicas realizadas por computadora pueden formar parte de un
ciclo de modelado en el que un modelo numérico que se desarrolld, a partir del modelo
matematico, se prueba y valida comparandolo con los resultados de la medicion
(Sonar 2001, citado en Greefrath, 2016).

Un uso tipico de las tecnologias digitales es el céalculo o estimacién de soluciones
numeéricas o algebraicas (Hischer 2002, citado en Greefrath & Vorhdlter, 2016). Con

estas herramientas, los estudiantes pueden realizar estimaciones dentro de un tiempo
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razonable. También se pueden utilizar las computadoras para hacer calculos que
permitan encontrar representaciones algebraicas a partir de la informacion

proporcionada.

Ademas, las tecnologias digitales posibilitan una visualizacion de una materia o
contenido que se ensefia en la escuela. Las tecnologias digitales también
desempeiian un papel de mucha utilidad en el control y la verificacién de procesos en

modelos funcionales discretos (Barzel, 2005, citado en Greefrath, 2016).

Las diferentes potencialidades y capacidades de una computadora se pueden utilizar
en la Educacion matematica para varios estadios en el ciclo de modelado. Podrian,
por ejemplo, ayudar en los procesos de control, que normalmente suelen ser el ultimo
paso del ciclo de modelado. También ayudarian en calculos que se realizan por medio
del modelo matematico generado en el analisis, que tipicamente se representa

mediante una funcion.

El ciclo de modelado de Blum y Leil3 es modificado cuando se usan las tecnologias
digitales durante el proceso de modelado. Las tecnologias digitales se pueden aplicar

de forma util en cada paso del ciclo de modelado.

Segun Greefrath & Vorholter (2016), si los pasos en el calculo con tecnologia se
analizan con mayor detenimiento y precision, trabajar en el modelado de problemas
con tecnologia implica dos procesos de traduccién: primero, la pregunta del modelo
debe ser entendida, simplificada y traducida al lenguaje de las Matematicas, pero la
herramienta digital solo se puede utilizar después de que los términos matematicos
se hayan traducido al lenguaje que la computadora puede procesar. Los resultados
calculados por la computadora deben ser traducidos nuevamente en lenguaje
matematico. Finalmente, el problema original se resuelve cuando los resultados

matematicos se aplican a la situacion real. Ver Figura 16.

Estos procesos de traduccion se pueden representar en un ciclo de modelado
extendido (Figura 17), que ademas del resto del mundo y las Matematicas, también
incluye tecnologia. Los estudios actuales; sin embargo, muestran que la actividad de
modelado real, que incluye una computadora, puede describirse mejor mediante la
vista integrada (Greefrath & Vorholter, 2016).
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Figura 16: Posible uso de Tecnologias Digitales para el Modelado (Greefrath 2011, p. 303)
Fuente: Greefrath & Vorholter (2016)

Figura 17: Ciclo de Modelado Extendido (Greefrath 2011, p. 302)

Fuente: Greefrath & Vorholter (2016)

El conocimiento sobre las posibilidades de modelar la ensefianza y los limites de
trabajar con tecnologias digitales en la Ensefianza de las Matematicas es insuficiente,
ya que se han realizado muchos estudios de casos, pero estudios de implementacion

a gran escala son escasos. Existen preguntas de investigacion abiertas y pueden
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encontrarse en los trabajos de Niss (2007) (citado en Greefrath, 2016). Por ejemplo,
¢, Como deben usarse las tecnologias digitales en diferentes grados para respaldar y
sostener los procesos de modelado? 4 Cual es el efecto de las tecnologias digitales
en el espectro de problemas de modelado en los que se trabajara? ;Cémo esta
influenciada la cultura de la ensefianza por la existencia de tecnologias digitales?
¢ Cuando y cuanto las herramientas digitales mejoran o dificultan las oportunidades

de aprendizaje en el proceso de modelado?

Se requiere investigaciones empiricas adicionales para aclarar las preguntas
formuladas anteriormente y otras especialmente considerando el ciclo de modelado
extendido y los procesos de traduccidn necesarios. Los estudios de caso de Greefrath
(2011) (citado en Greefrath, 2016) y Geiger (2011) (citado en Greefrath, 2016)
sefalan que las herramientas digitales podrian ser utiles para cada paso del proceso

de modelado. Esto es particularmente cierto para interpretar y validar.
La Modelacion matemética y las Competencias Matematicas

Las Matematicas estan presentes en todas las areas del quehacer humano, razén por
la cual tenemos la necesidad de adquirir los conocimientos matematicos necesarios
que permitan desarrollarnos en nuestro entorno. Ante esto, los estudiantes deben ser
capaces de utilizar las Matematicas en variados contextos y situaciones futuras de su

formacion profesional.

La educacion busca desarrollar habilidades de pensamiento con el fin de conferirle un
valor funcional al conocimiento matematico, de tal forma que pueda ser aplicarlo en
diferentes situaciones y contextos. Asi, para desarrollar la competencia matematica,
se deben desarrollar otras capacidades (OCDE, 2006), las cuales son:
= Pensamiento y razonamiento. Manejan el alcance y los limites de los
conceptos matematicos.
= Argumentacion. Crean y expresan demostraciones matematicas.
= Comunicaciéon. Expresan de diversas formas un contenido matematico,
interpretan las afirmaciones orales o escritas expresadas por otras
personas sobre esos mismos contenidos matematicos.
= Construccién de modelos. Trabajan con modelos matematicos; validan un
modelo; supervisan y controlan el proceso de elaboracion de modelos

matematicos.
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= Planteamiento y solucion de problemas. Plantean problemas matematicos,
ademas resuelven diversos tipos de problemas matematicos de distintas
formas.

= Representacion. Descodifican, codifican, traducen, interpretan y distinguen
las variadas formas de representacion de objetos y situaciones
matematicas.

= Utilizacion de operaciones y lenguaje técnico, formal y simbdlico.
Descodifican e interpretan el lenguaje formal y simbdlico; usan expresiones
y afirmaciones que contengan simbolos y formulas; utilizan variables,
resuelven ecuaciones y realizan célculos.

= Empleo de material y herramientas de apoyo. Emplean materiales y
herramientas de apoyo que contribuyen a la realizacion de la actividad
matematica. (OCDE, 2006).

El objetivo es que el estudiante sea un ciudadano competente ante las necesidades
del mundo actual y de los requerimientos de su futuro profesional, procurando el
crecimiento de todas las capacidades cognitivas que favorezca el desarrollo integral
de todas las capacidades necesarias que le permitan estructurar y utilizar

eficientemente sus aprendizajes adquiridos.

La mejor forma de lograr que el estudiante haga funcional sus aprendizajes
matematicos es por medio de la aplicacion de éstos en su vida diaria (OCDE, 2006).
Por ese motivo, uno de los objetivos de la Ensefianza de las Matematicas es que los
estudiantes puedan expresar, a través de las Matematicas, situaciones reales que les
permita comprender la naturaleza de esta ciencia, lo cual se puede dar con la

construccion de modelos matematicos.

3.2 Metodologiay Procedimientos

En este parte del capitulo, presentaremos el disefio metodologico para la realizacion
de la investigacion; las etapas y técnicas para la recoleccion, analisis de datos y
validacién de resultados, dado que nuestro objetivo es analizar la Modelacién
matematica mediada por las tecnologias digitales cuando estudiantes del quinto grado
de Educacion Secundaria modelan el movimiento vertical de un objeto que se desliza

por un plano inclinado, mediante la funcion cuadratica.

72



Nuestra investigacion es de naturaleza cualitativa. Segun Hernandez, Fernandez y
Baptista (2010), una investigacion cualitativa posibilita analizar y describir situaciones,
eventos, interacciones y conductas observadas de los sujetos en estudio. Por otro
lado, Martinez (2006) dice que la investigacion cualitativa se fundamenta en la
construccion de una teoria partiendo de una serie de observaciones o proposiciones
tomadas de la realidad, el objeto de estudio.

Desde hace algunos afos, se han realizado diversos trabajos de investigacion con
metodologias cualitativas (Goémez, 1998; Planchart, 2002; Villa-Ochoa, 2011;
Huapaya, 2012; Borja, 2015; Molina-Toro, 2013) en los que se observa la produccion
de datos descriptivos en relacion con las palabras, sean de formas oral o escrita, de
las personas involucradas en la investigacion y las conductas observables.

Segun Aravena (2006) (citado en, Molina-Toro, 2013), una caracteristica en la
investigacion cualitativa es la vision individual que las personas que participan del
estudio hacen de las acciones, experiencias y circunstancias que rodean el contexto
en el que estan inmersos. En ese sentido, dado que la pregunta de investigacion
indaga sobre el proceso de modelacion de la funcion cuadratica que siguen los
estudiantes en el aula, esta investigacion se realizara desde un enfoque cualitativo.
Asi, es posible centrar la observacion en la forma como los estudiantes modelan el
movimiento vertical de un objeto que se desliza por un plano inclinado.

En esa misma linea de pensamiento, Creswell (2010) menciona que una investigacion
cualitativa es un medio para explorar y entender las razones que una persona o grupo
de personas atribuyen a un problema o fendbmeno. El investigador relaciona el
significado de un fendmeno partiendo del punto de vista de los estudiantes, por medio

de un proceso inductivo y como instrumento para la recoleccion de datos.

Creswell (2010) propone las siguientes caracteristicas de una investigacion

cualitativa:

- El ambiente natural es el espacio donde se puede recolectar los datos
y donde los estudiantes van a participar en el problema. Esta
informacion es recolectada por medio de un contacto directo entre el
investigador y los estudiantes. Esta es una caracteristica importante de

la investigacion cualitativa.
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- Los investigadores cualitativos son la herramienta para la recoleccion
de datos y se realizan por medio de documentos, observacion,
entrevistas u otros medios que permitan obtener los datos.

- Los investigadores cualitativos no dependen de una sola fuente, ya que
recurren a distintas fuentes de datos, como documentos, observaciones
y entrevistas.

- La investigacion cualitativa es interpretativa, ya que los investigadores
mencionan lo que ven, oyen Yy entienden. Ademas, dichas
interpretaciones no pueden estar alejadas de sus origenes, contexto o

alcances anteriores.

A continuacion, consideramos cada una de las etapas o fases donde se describe los
pasos que se ejecutaron para el logro del objetivo de esta investigacion en las tareas

planteadas.
Etapa exploratoria

Esta etapa se desarrolla en los capitulos | y Il de la investigacidn y consto de
las siguientes acciones

- Se identifico el problema a investigar por medio de investigaciones
relacionadas con la Modelacion matematica de la funcidn cuadratica,
prefiriendo aquellas que se ocupan de fendmenos fisicos con tecnologias
digitales.

- Luego de identificar el problema de investigacién, se revisd el Curriculo
Nacional de la Educacion Basica (MINEDU, 2016), en la que se llegé a
determinar que el tema de las funciones cuadraticas se desarrolla en el ciclo
VI y VII de Educacién Basica Regular, se detallaron las capacidades y
competencias por grados y niveles.

- Se hizo una breve revision de los aspectos histéricos y matematicos de la
funcion cuadratica. Ademas de ello, se presentdé la forma en que el libro
Matematica 5 (Santillana, 2016) desarrolla el tema de las funciones cuadraticas

- Se plante6 el problema de investigacion de donde se originan nuestros
objetivos propuestos.

- Serealizo la revision de articulos cientificos de investigacion, tesis de maestria,
tesis doctorales referentes a las funciones cuadraticas y la Modelacion

matematica, que es nuestro marco teorico.
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- Se hizo una breve revision de la Modelacion matematica de la funcion
cuadratica tanto en el cuaderno de trabajo del libro Matematica 5 (Santillana,
2016), como del cuaderno de trabajo de libro Resolvamos problemas 5
(MINEDU, 2017), para observar los ejemplos en relacion a nuestro marco

tedrico.
Etapa de planificacion

Esta etapa se desarrolla en el capitulo Il de la investigacion y evidencio las
siguientes acciones.

- Se desarrollaron elementos de la Modelacion matematica, desde una breve
revision de algunas concepciones de la modelacion, la modelacion como
marco teorico de la investigacion, el ciclo de modelacién, la transicion en el
ciclo de modelacion, las tareas de la modelacion y la modelacion con
tecnologias digitales.

- Se disefiaron y elaboraron las actividades que serian aplicadas en la
investigacion, la Actividad 0 y la Actividad | servirian para establecer
condiciones minimas para la aplicacion de la Actividad I, esta actividad sera la
que permitira el analisis del transito de los estudiantes por las fases del ciclo
de modelacion de Blum and Leil3

- Después de elegir el marco teérico para nuestra investigacion, se eligio
también las herramientas de analisis para observar el transito por fases del
ciclo de modelacion de Blum and Leil3. Consideramos el trabajo realizado por
Sol, Giménez, & Rosich ( 2016) y el material elaborado para el analisis del
proceso de modelacion hecho por Gallart (2016) y, en la parte final, de esta
seccion se presenta una tabla con el procedimiento para observar y analizar
las acciones de los estudiantes cuando estén transitando por las fases del ciclo
de modelacion.

- Se selecciond la estrategia a seguir en la investigacion. Nuestra investigacion
es de tipo cualitativo, porque analizamos la Modelacidon matematica de
funciones cuadraticas.

- Se realizé una entrevista con el profesor de Matematica de quinto grado de
secundaria de la Institucion Educativa Publica, esto en razén que el
investigador no es profesor de los estudiantes que participaron de la

investigacion. Para la seleccion de los estudiantes participantes, se le solicitd
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una lista de cuatro estudiantes, en parejas o duplas y también se solicitd la
opinién del profesor tutor.

- Se pidié permiso a la direccion de la Institucion Educativa Publica para poder
realizar la investigacion y a su vez disponer del tiempo de los estudiantes, de
los ambientes del aula de innovacién pedagdgica AIP y el laboratorio de

ciencias.
Etapa de aplicacion.

Esta etapa se desarrolla en el capitulo IV de la investigacion y se dieron las
siguientes acciones.

- Se ejecutaron las sesiones de las actividades propuestas en la investigacion,
donde las Actividades cero y | no son parte del analisis de la investigacion.

- Serealizo la sesion de la Actividad 11, donde al inicio los estudiantes grabaron
un video del movimiento de un objeto que se desliza por un plano inclinado en
el laboratorio del colegio. Posteriormente, se dirigen al aula de innovacion
pedagogica AIP donde realizaron propiamente la secuencia de modelacion con
el uso de Tracker.

- Se realiz6 la grabacion del trabajo de Modelacion matematica del fenbmeno
realizado por los estudiantes en parejas o duplas en las computadoras con el
Software Camtasia.

- Se tomo el registro fotografico y de video de los estudiantes realizando la
Actividad I, ademas se tomo el registro escrito y grafico del desarrollo de la
Actividad Il.

Etapa de analisis de la informacién

Esta etapa se desarrolla en el capitulo V de la investigacion y se observaron
las siguientes acciones.

- Después de finalizada la recogida de la informacién del desarrollo de la
Actividad Il, se inicia el proceso de analisis.

- El proceso de analisis se realizé considerando la Tabla 4, que permite observar
y analizar las acciones de los estudiantes cuando transitan por las fases del
ciclo de modelacion. Esta tabla es una adecuacion personal, tomando en

cuenta las propuestas realizadas por Sol, Giménez, & Rosich (2016) y el
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material elaborado para el analisis del proceso de modelacion hecho por
Gallart (2016).
- El analisis se realizé mediante preguntas, donde cada fase es asociada a una

pregunta y a su vez a acciones hipotéticas observables.
Etapa de elaboracién del informe

- Se elaboro la redaccion y correccion de la investigacion.

- Se redacto las consideraciones finales de la investigacion.

Ademas de lo descrito anteriormente, precisamos detallar en amplitud el
procedimiento para observar y analizar las acciones de los estudiantes cuando estén

transitando por las fases del ciclo de modelacién.

En base a estas acciones, hemos tomado el disefio de una serie de preguntas que
Gallart (2016) desarrolla en su tesis, las cuales, adecuandolas para nuestra
investigacion, nos permitiran analizar el proceso de modelacion seguido por los
grupos de estudiantes. Estas preguntas y su relacion con las acciones requeridas

para transitar por el ciclo de modelacién se muestran en laTabla 4.

En la primera columna, se plantean las preguntas que nos ayudaran a enfocar nuestro
analisis en las acciones y procesos clave que, teéricamente, se deben dar para
transitar entre las distintas fases del ciclo de Blum y Leif3. En la segunda, se da una
descripcion de la accion o acciones (en cursiva) a las que la pregunta hace referencia.
Estas fueron adicionadas convenientemente con las acciones que propone Sol
(2016). Cabe destacar que no todas las acciones descritas deben observarse para
precisar que el estudiante transita por determinada fase del ciclo de modelacion. En
la tercera columna, relacionamos la accibn o acciones con la transicion

correspondiente del ciclo, segun la numeracion original utilizada en la Figura 14

Tabla 4.
Anélisis del proceso de modelacion — adaptacion

Pregunta Acciones hipotéticas observables Ciclo Blum
y Leil3

¢,Se enuncia un Comprender la situacion en la que se enmarca la

problema que plantea tarea, tomando decisiones, elaborando hipétesis y 1
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una respuesta, total o
parcial, a la situacion

original propuesta?

supuestos que lleven al planteamiento de un
problema o subproblemas Reconocer que el

problema es abordable matematicamente.

., Se establece una
correspondencia entre
los elementos de Ia

realidad y los elementos

Simplificar 'y seleccionar los elementos y

relaciones relevantes, identificando las

Matematicas que se ocultan en la realidad.

Concretar objetivos en relacién a la situacion y

del modelo .

reconocer medios para resolverla.
matematico?
. Se usan Identificar objetos y relaciones relevantes
representaciones?

¢ Se utiliza el lenguaje

Seleccionar variables.

Explicitar relaciones entre objetos reales vy

matematico? . -
contenidos matematicos
Utilizar representaciones (graficos, dibujos,
esquemas...) para codificar la realidad en términos
matematicos.
Utilizar el lenguaje formal y simbdlico para
codificar la realidad en términos matematicos.
. Se utilizan Explicitar la relacién entre variables usando
procedimientos y lenguaje matematico.

herramientas
matematicas para
resolver el modelo

planteado?

Formular hipétesis matematicas
Formulacién de problemas y subproblemas

Trabajar con las herramientas y procedimientos
matematicos necesarios para resolver el problema

planteado.

Utilizar el lenguaje formal y simbdlico resolver

matematicamente el problema.

¢ Se utiliza el lenguaje

matematico?

Encontrar e interpretar la solucién matematica
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¢Se usan

representaciones?

Utilizar  representaciones (graficos, dibujos,
esquemas...) para interpretar los resultados

obtenidos.

Utilizar el lenguaje formal y simbdlico para

interpretar los resultados obtenidos.

., Se dan argumentos
que  |justifiquen el
proceso de resolucién
seguido y la adecuacion
de los resultados
obtenidos a la situacion

real?

Validar las soluciones matematicas en la realidad,
reflexionando sobre el modelo utilizado y llegando

a conclusiones razonadas.

Reconocer el significado y alcance de soluciones
y conclusiones en la situacion real. Explicitan el

modelo.

Modificar el modelo si es necesario.

¢, Se comunica de forma
oral y escrita el proceso
de resolucion de forma
que resulte
comprensible por parte
del resto de

companeros?

Debatir y comunicar, dentro y fuera del grupo, todo
el proceso de modelizacién seguido y los

resultados obtenidos.

Nota. Adaptacion personal

Seguidamente, se presenta el capitulo IV en donde describiremos la parte

experimental y analisis de la investigacion.
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CAPITULO IV: PARTE EXPERIMENTAL

A continuacién, mostraremos la estructura de la actividad didactica mediada por

Tracker.
4.1. Descripcion de los sujetos de la investigacion

La investigacion se realiza con cuatro estudiantes de Educacion Basica Regular, que
actualmente estan cursando el quinto grado de Educacién Secundaria, cuyas edades
oscilan entre 16 y 17 afos, en una Institucion Educativa Publica, ubicada en el distrito

de San Martin de Porres, provincia de Lima.

Con los cuatro estudiantes, organizados en dos parejas, utilizaremos los seudénimos
de Fernando y Ericka, etiquetados como Grupo 1, Samara y Willy, etiquetados como
Grupo 2. Para referirnos a los cuatro estudiantes que participaron en el desarrollo de
la propuesta de modelacion, se considerd conveniente la formacién de duplas de
trabajo para que los estudiantes pudieran interactuar e hicieran las conjeturas

requeridas en la modelacion.

Los estudiantes participantes tienen conocimientos previos sobre las nociones del
objeto matematico funcién cuadratica. Para el nivel VIl en que se encuentran, segun
el Disefio Curricular Nacional 2016 (DCN), en la competencia Resuelve Problemas
de Regularidad, equivalencia y cambio, diferencia entre una funcién lineal y una

funcioén cuadratica y exponencial.

En tercer grado de secundaria, se estudia funciones cuadraticas (f(x) = x?, f) =

ax’+c, Va+ 0) con coeficientes enteros, también se interpreta el significado del
comportamiento grafico de una funcion cuadratica al variar sus interceptos, sus
valores maximos y minimos, el eje de simetria, vértice y orientacion; en el contexto
de la situacion, usando lenguaje algebraico y conectando representaciones graficas,

tabulares y simbdlicas.

En cuarto grado de secundaria, se estudian funciones cuadraticas (f(x) =ax®+

bx+c, Va+0 yac€ Q), ademas se interpreta el significado del dominio y rango
de una funcidn cuadratica, la relacion entre la variacion de sus coeficientes y su
representacion grafica; en el contexto de las situaciones, usando lenguaje algebraico

y haciendo uso de representaciones graficas, tabulares y simbdlicas.
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A pesar de lo mencionado en el parrafo anterior, en nuestra investigacion se
desarrollaron dos actividades previas para establecer o fijar nociones basicas y

esenciales de las funciones y funcion cuadratica y el uso de Tracker.

Hacemos mencion que, para elegir a los estudiantes participantes de la investigacion,
se tomo la sugerencia del profesor del curso de Matematica del quinto grado, que
propuso participaran aquellos que tuvieran un desempefio en el curso sobre el
promedio de los estudiantes del aula. El profesor tutor del aula valid6 la eleccion

debido a que conoce a los estudiantes desde grados anteriores.

Asimismo, se contd con la ayuda del profesor encargado del Aula de Innovacién
Pedagodgica, que se encargo de instalar Tracker y Camtasia en las computadoras del
laboratorio de computo que se usarian en la actividad. Ademas, dispuso los horarios

para las ocasiones en la que se realizaria la actividad.

4.2. Descripcién de la Actividad

A continuacion, en la Figura 18 mostramos la estructura de la propuesta, que consta
de tres etapas a los que denominamos convenientemente Actividad Cero, Actividad |
y Actividad Il. Se trabaja con cuatro estudiantes, en dos grupos de dos estudiantes
cada uno, del quinto grado de Educacién Secundaria pertenecientes a una Institucién

Educativa Publica del distrito de San Martin de Porres.

Presentacion de la situacion real
Familiarizacion Funciones (fendmeno f_|’S|co).a chjealar
con Tracker cuadraticas. Con Exploracion, Discusion,
sesion lapiz y papel formulacién de conjeturas y

sesién posibles soluciones. Transito por
. ) las fases del ciclo de modelacion,
Tiempo: 80 min con el el uso de Tracker

sesion
Tiempo: 80 min

Tiempo: 80 min

Figura 18: Propuesta de Actividades en Tres Etapas

Fuente: Creacién personal
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Para nuestro trabajo, sélo analizaremos la Actividad Il, ya que las actividades previas

sélo fueron de exploracion.

Se utilizara la tecnologia digital Tracker, ya que muy pocos estudiantes conocen el
uso de este aplicativo y es por ello que consideramos necesario planificar y llevar a
cabo una sesion preliminar que tendra por objetivo, familiarizar al estudiante con esta

tecnologia digital (Actividad Cero).

Antes del inicio de esta investigacion, los estudiantes habian trabajado el concepto
de funcion lineal (pendiente de la recta, dominio y rango, entre otros.), funcién
cuadratica, su representacion grafica (calculo de las coordenadas del vértice y su

representacion grafica).

En la Actividad |, se repasa cuestiones elementales de las funciones (regla de
correspondencia, grafico, dominio y rango) y también un repaso de funciones

cuadraticas (grafica, determinacion de vértice, entre otros).

Nuestra actividad central de analisis, la Actividad Il, sera la Unica a ser analizada, ya
que las otras dos se desarrollan solamente para establecer condiciones minimas

homogéneas entre los estudiantes, requeridos para la aplicacién de la Actividad II.

Ademas de la computadora, los estudiantes dispondran de lapiz y papel para registrar
sus respuestas, que también les servira para que hagan los calculos auxiliares
necesarios a efectos de comprobacion, verificacién de ciertas conjeturas y grafica del
fendbmeno y de sus variables. Se realizaran las coordinaciones (con el personal
administrativo, con el profesor encargado del Aula de Innovacién Pedagdgica y con
el profesor del curso de Matematica) para contar con la logistica requerida, como
computadoras y Softwares instalados, asi como también usaremos el Software
Camtasia y otros materiales para las Actividades propuestas.

Seguidamente describimos los recursos, instrumentos y herramientas digitales a usar
en nuestra investigacién, diciendo que hemos elegido estos porque estan al alcance,
debido a la accesibilidad de los estudiantes, asi como de los profesores de una
Instituciéon Educativa Publica del distrito de San Martin de Porres en la que

desarrollamos la investigacion.

En capitulo siguiente, procederemos a realizar el analisis de la investigacion.
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CAPITULO V: ANALISIS DE LA INVESTIGACION

5.1 Andlisis de los resultados obtenidos en la aplicacion de la actividad

Este capitulo integra el analisis de los datos recogidos por medio de la observacion,
grabaciones de video, reportes de los estudiantes y las preguntas guia de las
actividades, que fueron los instrumentos que se aplicaron para recopilar los datos
dentro del campo de estudio. Los mismos que fueron analizados, lo que permitid
contrastar la diversa informacion recabada en el estudio realizado en el campo de
trabajo para después analizarla, interpretarla y obtener conclusiones del estudio

realizado.

Como se indicé anteriormente, para este trabajo invitamos a participar a cuatro
estudiantes del quinto grado de Educacién Secundaria, teniendo en consideracion la

sugerencia del profesor del curso de Matematica y el tutor de aula.

A continuacién, hacemos una descripcion amplia de la Actividad Il para el desarrollo

de su analisis.
Actividad Il: Modelaciéon con Tracker

Al resolver la Actividad Il: Modelacion con Tracker, los estudiantes realizan una
serie de acciones observables que permite determinar su transito por cada fase
del ciclo de modelacion. Finalmente, estos los conduciran a la construccion de
un modelo que iran revisando y refinando hasta encontrar una respuesta
adecuada al problema real formulado. Uno de los objetivos de nuestra
investigacion es precisamente observar y caracterizar este proceso. Para ello,
como ya se menciond, tomaremos como referencia el ciclo de modelacion

propuesto por Blum y Leifd (2007).

Precisamos un listado de acciones relacionadas con las transiciones del ciclo:
comprension, simplificacién/estructuracién, matematizacion, resolucion
matematica, interpretacion, validacion y comunicacion. Nos valemos también
de la Tabla 4 para establecer el analisis del proceso de modelacion. Estas
acciones realizadas por los estudiantes, asistidos por Tracker, nos pueden
ayudar a identificar los procesos que se producen durante la resolucion de la

actividad.
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Fase 1. Comprensién

Durante esta transicion, los estudiantes deben construir una imagen mental
propia de la situacion real que se les presenta. Esto los conducira a la
formulacién de un problema, ya que ellos deben entender y enfocarse en la
situacién propuesta en la actividad didactica.

En estos casos, los estudiantes deben formular un problema partiendo de la
situacion propuesta después de un proceso de reflexidn sobre el contexto en
que se situa, su propia experiencia e interés en este contexto y sus
conocimientos en Matematicas (Gallart, Ferrando, & Garcia-Raffi, 2015).

La primera pregunta de la Tabla 4, se refiere a la formulacion de un problema
o sub-problemas que permitan a los estudiantes la resolucion total o parcial
de la actividad propuesta. La seleccibn de estos elementos esta
estrechamente relacionada con la comprensién del estudiante de la situacion
inicial (su imagen o representacion mental de la situacion) y su conocimiento
matematico, aspectos que le permitiran identificar las Matematicas
subyacentes a esta realidad.

Desde un inicio, los estudiantes de ambos grupos (Grupo 1y Grupo 2) sabian
de la necesidad de tener un video con el movimiento de un objeto, ademas
de la posibilidad de que ellos mismos podrian grabarlo, esto a partir de la
Actividad Cero: Familiarizacion con Tracker.

Después de dar lectura a la actividad propuesta, los estudiantes de ambos
grupos procedieron a entender la situacion en el contexto de la actividad y

reconocer si el problema es abordable matematicamente.

Determinen el modelo matematico que caracteriza al movimiento vertical de

un !objefu que se desliza por un plano inclinado.

La tarea que se presenta en la actividad, segun Villa-Ochoa (2017), es un
enunciado verbal auténtico de la experiencia personal de los estudiantes.

A continuacion, describimos las respuestas dadas por los grupos y luego las
analizamos.

Respuestas:

Grupo 1 (Fernando y Ericka)
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Ambos estudiantes coincidieron en decir que la tarea de la actividad era
determinar “la formula” (para referirse al modelo matematico) del movimiento
cuando un objeto desciende por un plano inclinado, pero que este deberia ser
hecho “con el programa” (Tracker).

Pensaron grabar el video del movimiento de un objeto que desliza por un
plano inclinado, observaron espacios y locaciones en el colegio. Mencionaron
“una pelota por la rampa de discapacitados”, después de solicitar una pelota
al profesor de Educacion Fisica y, luego de varios ensayos comentaron, “/a
pelota debe estar bien inflada’.

Grupo 2 (Samara y Willy)

El grupo respondié que la tarea de la actividad era determinar “el modelo”
(para referirse al modelo matematico) y dijeron “como en la clase anterior’ (en
referencia a la Actividad Cero: Familiarizacion con Tracker).

Pensaron grabar el video del movimiento de un objeto que desliza por un
plano inclinado, en el que escogieron “una banca del colegio para que sea el
plano inclinado”, después de buscar (y por mucho rato) un objeto que se
deslizara por la banca y, tras varios ensayos, concluyeron “/a banca tiene que
ser bien plana’.

En ocasiones, las tareas estan explicitamente establecidas en el propio
enunciado, como la situacion en nuestro caso “la Modelacién matematica del

movimiento vertical de un objeto que se desliza en un plano inclinado”.

Anélisis parala Fase 1

¢, Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacién original

propuesta?

Grupo 1 (Fernando y Ericka)

Se logra verificar que los estudiantes lograron transitar por la fase 1 del ciclo
de modelacién, debido a que respondieron satisfactoriamente la pregunta
al decir que la tarea consiste en encontrar “la formula” para el movimiento,
en clara referencia al modelo matematico del movimiento.

Otra verificacion del transito por la fase 1 del ciclo es cuando plantearon la
solucion a una primera cuestion, la de grabar el video del movimiento.

Buscaron locaciones dentro del colegio y se agenciaron de objetos que les
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pudieron ser utiles. El grupo eligié la rampa de discapacitados y una pelota
para deslizar.

Grupo 2 (Samara y Willy)

Se constata que los estudiantes de este grupo transitaron por fase 1 del
ciclo de modelacién, al mencionar que la tarea solicitada es determinar “e/
modelo” (en referencia al modelo matematico), ademas del comentario
‘como en la clase anterior”, en alusion la Actividad Cero: Familiarizacion
con Tracker, donde los estudiantes vieron un video en el que se consigue
el modelo de un objeto en caida libre.

Verificamos el transito por la fase 1 del ciclo cuando plantearon la solucion
a una primera cuestion, la de grabar el video del movimiento, buscaron
locaciones dentro del colegio, se agenciaron de objetos que les pudieron
ser utiles. El grupo eligié una banca del patio del colegio y un retaso de

madera, como objeto para deslizar.

Creemos que la comprensién del problema se pudo dar de manera inmediata,
debido a que se formula directamente en el enunciado, que suele suceder
cuando los enunciados son cortos. Este argumento verifica el transito por la
primera fase del ciclo de modelacion.

La segunda pregunta se refiere a como los estudiantes simplifican la realidad

y seleccionan los elementos requeridos para resolver el problema planteado.

Fase 2. Simplificacion

Los estudiantes deben identificar las variables relevantes de la realidad que
les ayuden a plantearse cuestiones propias de la Matematica, para asi
obtener un modelo real, que sera su modelo.

En esta transicion, se distinguen dos tipos de tareas: aquellas en las que,
durante este proceso de simplificacion, los estudiantes deben separar la
informacion innecesaria de la que es esencial, partiendo de su experiencia y
conocimiento matematico, y aquellas en las que se dan de forma explicita,
que son claramente identificables, y donde tan solo se debe escoger un
subgrupo de ellas (Gallart et al., 2015), como ocurre en la actividad propuesta

en nuestra investigacion.
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Una vez formulado un problema, los estudiantes tienen que estructurar y
simplificar la situacion real para resolverla, concretando y seleccionando los
aspectos mas relevantes de la realidad.

Luego de elegir una locacién y los objetos para el video, los estudiantes
hicieron ensayos del movimiento, encontrandose con algunas limitaciones.
Los estudiantes del Grupo 1 se encontraron con que la pelota, al descender
la rampa de discapacitados, no siempre rueda por el mismo lugar. Ademas
de ello, cayeron en cuenta que la actividad dice que el objeto tiene que
deslizarse.

Los estudiantes del Grupo 2 encontraron que las superficies de las bancas no
eran homogéneas y también eran rugosas (diferentes coeficientes de
friccion). Ademas de ello, no pudieron encontrar un objeto ideal que se
deslizara.

Después de observar sus inconvenientes, el profesor les recomendé realizar
las grabaciones del experimento en el laboratorio del colegio, donde se
cuenta con unos kits de experimentos de Fisica, una rampa metalica y carritos
con muy poca friccion en las ruedas.

Ambos grupos hicieron varias grabaciones que, a continuacion, mostramos
en la Figura 19 de recortes de los videos que hicieron (solo una parte, se

hicieron mas).

Figura 19: Fotografia de las Grabaciones del Movimiento.

Grupo 1
Determinan que se necesita de un “objeto que resbale por un plano inclinado”,

dicho objeto debe ser rastreable por Tracker. También eligen colocar una bola
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sobre el carrito, que sirvid para ser el marcador de posicion al realizar la

grabacion del movimiento. Ver Figura 20.

Figura 20: Fotografia Ubicacion del Objeto Rastreable por Tracker

Establecen que la trayectoria del objeto es solo una seccion del plano
inclinado. Dijeron “solo es una parte”, para referirse al segmento generado
por el rastreo de Tracker en una porcién del plano inclinado.

Observaron que la duracién del movimiento a analizar es de apenas unos
segundos y que también que es necesario que la camara de video no se
mueva, por lo que improvisaron un soporte para que la camara (del celular)
no se mueva. Esta accién beneficio a los dos grupos, ya que ambos
colaboraron en la construccion del soporte improvisado.

Grupo 2

Determinan que lo importante es tener un “objeto que se pueda rastrear” con
Tracker. Coinciden en colocar la bola sobre carrito, explicaron esta acciéon
porque “el carrito es muy grande para rastrear’.

Proponen poner la pizarra acrilica, como fondo para la grabacién, para que
pueda observarse mejor el movimiento del objeto. “Se vera mejor”, “se mejora
el contraste’.

Asocian el objeto que se movera a un punto, en el rastreo, “se debe marcar
el mismo punto del objeto” y determinaron que seria mucho mas sencillo

‘rastrear” un punto en la bola que el carrito.
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Anélisis parala Fase 2

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los

del modelo matematico?

Grupo 1

En efecto, el grupo logré transitar por la segunda fase del ciclo de
modelacién ya que lograron simplificar la situacion con el objetivo de
resolverla cuando dicen que se necesita un “objeto que resbale por un plano
inclinado”. Luego de su experiencia con la pelota que rodaba y no se
deslizaba, determinaron que es estrictamente necesario un plano inclinado
y un objeto que deslice. También establecieron una correspondencia entre
el movimiento real de la bola y la trayectoria generada por Tracker
(secuencia de marcadores de posicion).

Grupo 2

Se pude decir que los estudiantes de este grupo transitaron por la fase 2
del ciclo de modelacién, porque simplificaron la situacion. Después de su
experiencia con las bancas del colegio, determinaron que lo importante era
tener una superficie no aspera y que tampoco tenga irregularidades. Esto
podria cambiar el modelo.

Hicieron corresponder el objeto que se mueve a un punto y también
establecieron que era mas facil “rastrear” un punto de la bola que un punto

en el carrito de laboratorio.

Asocian el objeto que se movera a un punto, caracteristica de los objetos

adimensionales, en el rastreo “se debe marcar el mismo punto del objeto”.
Fase 3. Matematizacion

Durante esta transicion, los estudiantes relacionan los elementos que forman
parte del modelo real con los objetos matematicos requeridos para construir
lo que sera el modelo matematico. Pueden servirse de diferentes tipos de
representaciones (diagramas, graficos, esquemas, dibujos, entre otros) que,
aunado al uso del lenguaje matematico, les apoye en esta transicion.

Segun Greefrath & Vorholter (2016), las tecnologias digitales pueden realizar

una variedad de tareas en el modelado, ya que en esta transicion dan la
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posibilidad de experimentar y observar. Una situacion real puede ser
transferida a un modelo geométrico o se puede experimentar dentro de este
modelo mediante un Software, en nuestro caso es el Tracker.

Es necesario precisar que el uso de la tecnologia digital estuvo asistiendo en
todo momento al proceso de transicion, no solo la camara digital para grabar
el movimiento, sino que también en esta fase se dio cuando los estudiantes
volvieron a ver videos en el portal YouTube, relacionados al uso de Tracker,
para generar el modelo de algun objeto en movimiento, lo hicieron varias en

varias ocasiones e inclusive el mismo video.

Grupo 1y Grupo 2

Realizaron el ajuste a la inclinacion del plano para el movimiento debido a que
observaron que el movimiento era rapido y no se podria hacer el rastreo con
facilidad. Al final, después de varios ensayos y conversacion entre los grupos,
se determino una medida.

En la Figura 21, se observa la representacidon geométrica que hicieron los
estudiantes de ambos grupos, dentro del Tracker, fue la de un angulo, el
angulo del plano inclinado, en el que determinaron que la medida del angulo

de inclinacion seria 2,5° aproximadamente.

Figura 21: Captura de Imagen de las Representaciones Usadas por los Estudiantes y uso del
Lenguaje Matematico.
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En el laboratorio de computo, ensayaron para luego definir cuestiones como
la determinacién del eje de coordenadas cartesianas, la ubicacion de la masa
puntual por medio de un punto, el establecer la vara de calibracion por medio
de un segmento y escribir la medida del angulo de inclinacion del plano, para
poner en proporcion las medidas reales y las medidas que usara el Software
en la modelacion con Tracker (ver Figura 22). Estas acciones fueron
comunes debido a que son procedimientos requeridos por el Software, el
angulo aproximado de 2.5° y el segmento de 10 cm debian ser los mismo
para que, al final, los modelos fueran comparables. Podian ser diferentes en
qué posicién se tomaba la medida de los 10 cm en la superficie inclinada,
pero decidieron hacerlo en la misma posicién (entre las marcas de 40 y 50

cm).

Figura 22: Captura de Imagen de las Representaciones Usadas por los Estudiantes y uso
del Lenguaje Matematico

Los estudiantes usaron diferentes representaciones de elementos
geométricos, por ejemplo, un segmento de recta, lo que el Software denomina
vara de calibracion, sabiendo la longitud de un segmento esta se le debe
indicar al Tracker. También la representacion de un objeto por medio de una

masa puntual, un punto en la Geometria.
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Anélisis parala Fase 3

¢Se usan representaciones?, ¢ Se utiliza el lenguaje matematico?

Grupo 1y Grupo 2

Se evidencia de las descripciones hechas lineas arriba que ambos grupos
transitaron por la tercera fase del ciclo de modelacion. El que hayan usado
representaciones geomeétricas, como punto (para determinar la masa
puntual del objeto rastreado), segmento de recta, angulos y medida de
angulos (para poner en proporcion las medidas reales con las medidas que
pueda procesar Tracker).

La unica diferencia apreciable entre los grupos fue que el Grupo 2 logré el

transito por esta fase mucho mas rapido que el Grupo 1.

Fase 4 Trabajo matematico

Durante esta transicion, los estudiantes deben resolver el modelo matematico
utilizando los procedimientos matematicos adecuados (Gallart et al., 2015).
Las tecnologias digitales dan su aporte de manera que se pueden hacer
simulaciones con ella, ademas de abreviar calculos o procedimientos
matematicos (Greefrath & Vorholter, 2016).

En nuestra investigacion, los estudiantes utilizaron los procedimientos
matematicos del Tracker para resolver su modelo matematico, salvo el ajuste
de curva. Los estudiantes también determinaron el intervalo de tiempo en el
que sera medido y modelado el movimiento, proceso al que se denomina
Ajuste de corte. Es decir, los instantes en que se hara el registro de posicion
del objeto en movimiento.

Grupo 1

Todos los calculos y procesos matematicos fueron realizados por el Tracker.
Los estudiantes realizaron el ajuste de corte a su video con el objetivo de
determinar el intervalo de tiempo donde se modelara el movimiento.

En el caso del Grupo 1, consideran 26 cuadros para ubicar la posicion del
objeto, con lo que el Software automaticamente mide el tiempo y la posicidon

respecto a los ejes coordenados elegidos, ver Figura 23.
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Figura 23: Captura de Imagen del Ajuste de corte que hizo el Grupo 1 (tendra 26 cuadros en
los que podra registrar la posicion del objeto).

Seguidamente, como se observa en la Figura 24 se eligen, el sistema de ejes
coordenados, que deben ubicarlo convenientemente en una posicién que
ellos hayan considerado como inicial para el movimiento, en la que el sistema
de coordenadas es el tradicional, vertical ordenadas y horizontal abscisas,

aunque se podria cambiar dependiendo del requerimiento.

Figura 24: Captura de Imagen de la Eleccion de Ubicacion para el Sistema de ejes
Coordenados Grupo 1.

El Tracker ofrece dos opciones para realizar el rastreo de puntos de la
trayectoria para el seguimiento de un movimiento. Uno de ellos es el rastreo

automatico, en la que el mismo Tracker realiza el seguimiento y marcado de
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trayectoria de forma automatica y el rastreo manual de la posicion del objeto
en movimiento, donde el estudiante, dando clics, marca la posicion a
intervalos de tiempo establecidos por el Software.

La ubicacion o “rastreo” de los puntos de la trayectoria del objeto se hizo
manualmente. Los estudiantes de este grupo comentaron, “fue dificil
acostumbrarse a marcar cada posicion sin equivocarse algun punto” (ver
Figura 25).

Figura 25: Captura de imagen de inicio del rastreo de trayectoria, Grupo 1.

En tiempo real, Tracker va generando una representacion numeérica del
tiempo trascurrido y las posiciones verticales como horizontal del movimiento
(entre otras variables). Obsérvese la parte de color azul (ver Figura 26).
Ademas, una representacién grafica se va generando por defecto, que
relaciona el tiempo y la posicion horizontal, y que debe cambiarse para elegir
la posicién vertical, debido al interés de modelar un movimiento con

aceleracion constante. Obsérvese la parte de color verde (ver Figura 26).
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Figura 26: Captura de Imagen al Término del Rastreo de Trayectoria y Representacion
Numérica y Grafica, Grupo 1

La representacion numérica que se ve en la Figura 27, fue transcrita por los
estudiantes en un cuadro del material impreso que les dio, en la que ademas
se les proporcion6 una hoja de cuadernillo con la finalidad que escribieran y

graficaran los puntos encontrados en la seccion anterior.

Figura 27: Fotografia de Representacion Numérica del Movimiento del Grupo 1

Grupo 2
Todos los calculos y procesos matematicos fueron realizados por Tracker.
La medicion del tiempo, la ubicacion de los puntos de la trayectoria del objeto

se hizo manualmente.
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Realizaron el ajuste de corte a su video con el objetivo de determinar el
intervalo de tiempo donde se modelara el movimiento, en la que consiguen
28 cuadros para ubicar la posicion del objeto, donde el Software
automaticamente mide el tiempo y la posicion respecto a los ejes

coordenados elegidos, ver Figura 28.

Figura 28: Captura de Imagen del Ajuste de corte que hizo el Grupo 2 (tendra 28 cuadros en
los que podra registrar la posicion del objeto).

A continuacion, como se ve en la Figura 29, los estudiantes eligen el sistema
de ejes coordenados, que lo ubicaron convenientemente en una posicion que
ellos han considerado como inicial para el movimiento, donde el sistema de
coordenadas es el tradicional, vertical ordenadas y horizontal abscisas,

aunque se podria cambiar dependiendo del requerimiento.

Figura 29: Captura de Imagen de la Eleccion de Ubicacién para el sistema de ejes
Coordenados Grupo 2.
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Tracker ofrece dos opciones para realizar el rastreo de puntos de la
trayectoria para el seguimiento de un movimiento: en el rastreo automatico,
el mismo Tracker realiza el seguimiento y marcado de trayectoria de forma
automatica, y el rastreo manual de la posicidn del objeto en movimiento,
donde el estudiante, dando clics, marca la posicion a intervalos de tiempo
establecidos por Tracker.

La ubicaciéon o “rastreo” de los puntos de la trayectoria del objeto se hizo
manualmente. Los estudiantes de este grupo dijeron “seria mas facil si se

hiciera en rastreo automatico”, ver Figura 30.

Figura 30: Captura de Imagen de Inicio del Rastreo de Trayectoria, Grupo 2.

En tiempo real, Tracker va generando una representacion numérica del
tiempo trascurrido y las posiciones vertical como horizontal del movimiento.
Obsérvese la parte inferior derecha (ver Figura 31). Ademas, una
representacion grafica se va generando por defecto, relaciona el tiempo y la
posicidn horizontal, esta debe cambiarse para elegir la posicion vertical,

debido al interés de modelar un movimiento con aceleracion constante.
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Figura 31: Captura de Imagen al Término del Rastreo de Trayectoria y Representacién
Numérica y Grafica, Grupo 2

Los integrantes del Grupo 2 transcribieron la representacion numérica en un
cuadro del material impreso de la actividad Il que tenian y ademas se les
proporcion6 una hoja de cuadernillo con la finalidad que, en dicha hoja,

graficaran los puntos encontrados en la seccion anterior, ver Figura 32.

Figura 32: Fotografia de Representacion Numérica del Movimiento, Grupo 2

Andlisis para la Fase 4

;Se utiliza el lenguaje matematico?, ;Se utilizan procedimientos y

herramientas matematicas para resolver el modelo planteado?

Grupo 1
A pesar que esta fase es dificil de observar en los estudiantes, debido a

que todos los procedimientos matematicos y calculos fueron realizados por
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Tracker, en la que se puede considerar que el Grupo 1 transité por la fase
4, denominada Trabajo Matematico. También se utiliza el lenguaje
matematico, tal como se observa en la descripcion del desarrollo del Grupo
1, lineas arriba.

Grupo 2

Consideramos que los estudiantes del Grupo 2 hicieron el transito por esta
fase, aunque no fueron ellos quienes hicieron los procedimientos
matematicos y los calculos, ya que estos fueron hechos por Tracker.
Destaca también, en favor del paso por esta fase del ciclo de modelacion,
la utilizacion del lenguaje matematico cuando los estudiantes transcriben el

cuadro de datos, de tiempo y altura.

Fase 5. Interpretacion

En esta fase, se precisa necesaria que los estudiantes puedan interpretar la
solucion matematica obtenida en la situacion real, haciendo el camino de

regreso desde el mundo de las Matematicas al mundo real.

La traduccion y decodificacion de la solucion matematica a la realidad se
apoyara en el uso y la interpretacién correcta de los elementos matematicos
(representaciones, graficas, ecuaciones...) y el lenguaje matematico

representar y usar simbolos y formalismos matematicos (Gallart et al., 2015).

Los estudiantes deben interpretar los resultados recogidos en la
representacion numérica en los términos del problema real que ellos mismos

plantearon.
Grupo 1

Los estudiantes de ambos grupos hicieron representaciones graficas, a
solicitud del profesor, para mostrar la correspondencia entre el tiempo y la
posicion vertical del objeto que se desliza. Los estudiantes debian elegir o
sospechar a la grafica de que funcidon corresponde. Ademas, una
representacion algebraica para mostrar el modelo obtenido por Tracker. En la

Figura 33 se observa la representacion grafica del movimiento del Grupo 1.
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Figura 33: Fotografia de Representacion Grafica del Movimiento, Grupo 1

5. ¢Qué forma presenta la grdfica del movimiento del carrito que se desliza por un
plano inclinado, que relaciona el tiempo y la altura?

En el item 5 de la Actividad Il, estas fueron sus respuestas: El Grupo 1

respondid “una porcion de una parabola’ (ver Figura 34)

Figura 34: Fotografia, Respuesta item 5 de la Actividad Il, Grupo 1

Los estudiantes realizan el analisis para la modelacion del movimiento, por
medio de Tracker, a partir de las representaciones numéricas y graficas. La
Figura 35 muestra la captura de imagen del analisis que realiza Tracker

posterior al rastreo de trayectoria del Grupo 1.
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Figura 35: Captura de Imagen del Andlisis que Realiza Tracker Posterior al Rastreo de
Trayectoria, Grupo 1

Los estudiantes realizaron el ajuste manual de la curva a una funcion
cuadratica con Tracker, donde los parametros se ajustan a la vista,
procurando que contenga la mayor cantidad de puntos (ver Figura 36). Ellos

dijeron “debe pasar por la mayor cantidad de puntos”, “nos resulté dificil hacer

el ajuste del modelo”.

Figura 36: Captura de Imagen Ajuste y Modelo Matematico Cuadratico por Tracker. Grupo 1
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A continuacion, los estudiantes procedieron a realizar la seleccion del ajuste,
la ecuacion del ajuste es Axt?+Bx*t+C y debieron encontrar los

parametros A, By C. En la Figura 37 se observa los resultados siguientes.

Figura 37: Fotografia, Respuesta item 7 de la Actividad Il, Grupo 1

Grupo 2
Los estudiantes del Grupo 2 realizan el analisis para la modelacién del

movimiento, por medio de Tracker, a partir de las representaciones numeéricas
y graficas, ver Figura 38.

Figura 38: Fotografia de Representacion Grafica del Movimiento, Grupo 2

En el item 5 de la Actividad |, esta fue la respuesta del Grupo 2, ver Figura
39.
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5. ¢Qué forma presenta la grafica del movimiento del carrito que se desliza por un
plano inclinado, que relaciona el tiempo y la altura?

Figura 39: Fotografia, Respuesta item 5 de la Actividad II, Grupo 2

Esta informacion fue verificada y contrastada con la versién obtenida por
Tracker. A continuacion, mostramos ambos resultados. La Figura 40,
presenta el trabajo del Grupo 2

Figura 40: Captura de Imagen del Andlisis que Realiza Tracker Posterior al Rastreo de
Trayectoria, grupo 2

A continuacion, los estudiantes procedieron a realizar la seleccion del ajuste,
la ecuacion del ajuste es Axt>+Bx*t+C y debieron encontrar los

parametros A, B y C. Estos fueron los resultados se pueden ver en la Figura
41.
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Figura 41: Captura de Imagen, Ajuste y Determinacién de Modelo Matematico Cuadratico
por Tracker. Grupo 2

A continuacion, los estudiantes procedieron a realizar la seleccion del ajuste,
la ecuacion del ajuste es Axt?+Bx*t+C y debieron encontrar los

parametros A, B y C. Estos fueron los resultados

Los estudiantes escribieron el modelo matematico que Tracker consiguio y
los ajustes en los parametros fueron realizados manualmente por los

estudiantes, ver la respuesta del Grupo 2 en la Figura 42.

Figura 42: Fotografia, Respuesta item 7 de la Actividad Il, Grupo 2

La interpretacion del modelo en la realidad es limitada en una experiencia

como la que tuvieron los estudiantes, debido esencialmente a que el regreso
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del modelo a realidad requiere de instrumentos mas sensibles de medicion.
Se sugiere, por ejemplo, el uso de laboratorios con interfase digital, para
medir el desplazamiento, velocidad y aceleracion del objeto en movimiento.
El profesor compartioé con los estudiantes el valor teérico del parametro A, en
el modelo conseguido por Tracker. Se les menciondé que dicho valor es
equivalente a la mitad de la aceleracién con que el objeto desciende por el
plano inclinado, A = —0,21 (los valores obtenido por los grupos 1y 2 A =
—0,224 y A = —0,28 respectivamente), siendo la aceleracion de descenso
a~ —0,42m/s?.

Andlisis parala Fase 5

¢Se usan representaciones?, ¢;Se utiliza el lenguaje matematico?

Grupo 1y Grupo 2

Se verifica el transito de los estudiantes por la fase de la Interpretacion por
las descripciones realizadas lineas anteriores, ya que los estudiantes de
ambos grupos usaron representaciones y lenguaje matematico.

La interpretacion del modelo conseguido en la realidad no la hicieron los
estudiantes, ya que el profesor, utilizando recursos tedricos de Fisica para
el movimiento en dos dimensiones con aceleracion constante, realizé los
calculos para determinar el valor tedrico del parametro A = —0,21. Este
valor es cercano a los obtenidos por los estudiantes, A =—-0,224 y A =
—0,28, grupos 1y 2 respectivamente. Los estudiantes asintieron en que los
valores son cercanos y esto permite decir que el modelo obtenido por los

estudiantes se aproxima a la realidad, por lo menos teéricamente.

Fase 6. Validacion

Para validar el modelo matematico encontrado, se debe pensar de manera
critica sobre el proceso de resolucion seguido, los argumentos vy
razonamientos dados que sustenten y justifiquen este proceso y la validez de
la solucidn generada.

En esta transicion, hemos observado que los estudiantes utilizan criterios y
argumentos que no son matematicos necesariamente. En algunas tareas, la

validacion representa la ejecucion directa de la solucidén en la realidad y en
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otras tareas esto no es posible y, en consecuencia, se acepta la solucién o
no dependiendo de su viabilidad y/o su grado de aproximacion a la realidad
(Gallart et al., 2015), como es el caso de nuestra investigacion.

El modelo matematico conseguido por nuestros estudiantes, con ayuda de la
tecnologia digital del Software Tracker, parece razonable, teniendo en cuenta
la aceleracién para un objeto que se desliza por un plano inclinado de poca
pendiente, un angulo de 2,5° a 2,7° aproximadamente.

El profesor indicd el valor tedrico del parametro A, en comparacion al
parametro conseguido por Tracker, A ~ —0,21 (los valores obtenidos por los
grupos1y2 A =—-0,224 y A = —0,28 respectivamente) siendo la aceleracion
de descenso a ~ —0,42m/s?.

No fue posible hacer mas contrastes con el modelo fisico, debido a que los
estudiantes recién estan empezando a estudiar movimientos con aceleracion
constante, lo que se denomina MRUV, debiendo estudiar el movimiento en
dos dimensiones con aceleracion constante en sesiones posteriores.

Los estudiantes de ambos grupos coincidieron en sefalar que el modelo
matematico pudo ser mas exacto si se hacia el rastreo automatico del
movimiento por Tracker.

Los estudiantes también coincidieron en que la camara para grabar los videos
del movimiento deberia ser mejor, una camara de alta velocidad, como la que
observaron en un video de YouTube.

Grupo 1

Los estudiantes de este grupo dijeron que la eleccion de la inclinacién de la
superficie (de 2,5° a 2,7°) del plano fue debido a que el movimiento era “mas
lento y se podia hacer mejor el rastreo del carrito”. Dicen “pudo ser menor”.
Grupo 2

Justifican la eleccion de la inclinacion del plano (2,5° a 2,7°) debido a que el
movimiento era “mas lento para poder grabar mejor el video”. Ademas, dicen
que pudo ser menor.

Reflexionan sobre ubicar el sistema de coordenadas, que pudo mejorar, ya

que el angulo debid ser cero, y se observa que es 0,2°.
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Justifican la eleccion de la bolita sobre el movil, ya que era “para tener un
objeto diferente que contraste con el fondo (pusieron la pizarra acrilica) para

poder rastrear’

Samara dice “el video tenia una calidad que no cumplia con la expectativa

para Tracker”

Analisis para la Fase 6

¢Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucion sequido y la

adecuacion de los resultados obtenidos a la situacion real?

Grupo 1

La justificacion que hace el Grupo 1 respecto a la eleccion de la inclinacion
(de 2,5° a 2,7°) del plano, sugiriendo incluso que podria ser menor y la
reflexion sobre el hecho que se hayan equivocado en fijar las coordenadas
en 0,2 °. Todo lo anterior permite aseverar que los estudiantes del Grupo 1
transitaron satisfactoriamente por esta fase 6 del ciclo de modelacién.
También debe considerarse la aproximacion teodrica de los parametros
realizados por el profesor para comparar los parametros obtenidos por los
estudiantes, lo que evidencia que los estudiantes han pasado por esta fase
del ciclo de modelacion.

Grupo 2

El transito del Grupo 2 por la fase 6 del ciclo de modelacién se justifica
porque los estudiantes justificaron eleccion de la inclinacion del plano (2,5°
a 2,7°). Reflexionan sobre la ubicar el sistema de coordenadas, que pudo
mejorar, ya que el angulo debid ser cero y se observa en el video que es
0,2°.

Reflexionan también sobre la eleccién de la bolita sobre el mévil, que era
“para tener un objeto diferente que contraste con el fondo (pusieron la
pizarra acrilica) para poder rastrear”

Samara cuestiona y dice “el video tenia una calidad que no cumplia con la
expectativa para Tracker’

También debe considerarse la aproximacion tedrica de los parametros

realizados por el profesor para comparar los parametros obtenidos por los
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del ciclo de modelacién.

estudiantes. Esto evidencia que los estudiantes han pasado por esta fase

Fase 7. Comunicacioén

Cada grupo compartié su resultado de forma verbal en una conversacion

entre los dos grupos. Durante esta conversacion, se hicieron preguntas y

hubo un intercambio ideas respecto a las estrategias seguidas en la

resolucion de la modelacion.

Esta fase del proceso de modelacion no se dio en toda su amplitud, debido a

limitaciones de tiempo y espacio.

Analisis parala Fase 7

¢ Se comunica de forma oral y escrita el proceso de resolucion?

Grupo 1

El transito de los estudiantes por esta fase se dio (con limitacién). Los
resultados fueron comunicados al profesor y sus companeros del Grupo 2.
Se puso en evidencia cuando preguntaron “;cuanto les salié cada valor?”,
haciendo referencia al valor de cada parametro de la funcion cuadratica del
modelo. Este grupo asumié que su modelo matematico, indicado en los
parametros de la funcion cuadratica, era el que mejor se aproximaba a la
realidad.

Grupo 2

El transito de los estudiantes por esta fase se dio con cierta limitacion, pero
se dio. Los resultados fueron comunicados al profesor y sus compaferos
del Grupo 2. Se evidencia cuando responden la pregunta del Grupo 1y a
su vez comentan “es que debemos haber fijado mal el eje de coordenadas”

0 “no hicimos bien el rastreo”.

Después de analizar cada uno de las siete fases del ciclo de modelacion,

podemos decir que los estudiantes de ambos grupos lograron transitar por

cada una de las siete fases de los ciclos de la modelacion Blum and Leil3.
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CONCLUSIONES

De los antecedentes de investigacion revisados, con respecto a la problematica de la
Modelacion matematica de situaciones o fendmenos con la mediacién de tecnologias
digitales, es un hecho que depende esencialmente del disefio de actividades.
Pensamos que, si se presentan actividades bien planificadas y realizadas, es posible
que los estudiantes logren la consecucion del modelo matematico y a su vez permita
a los investigadores la observacion del transito por las fases del ciclo de modelacién

por parte de los estudiantes.

A continuacién, presentamos los aspectos que encontramos importantes en la tesis,
como el marco tedrico, la metodologia de investigacion utilizada, respuesta a la
pregunta de investigacion, los principales resultados de la parte experimental y

nuevos alcances para futuras investigaciones.

Con respecto al marco tedrico, consideramos de utilidad e importancia utilizar
aspectos de la Modelaciéon matematica y el transito por las fases del ciclo de
modelacién de Blum & Leil® (2007). Ademas, tomamos en cuenta los tipos de tareas
dentro de la Modelacion matematica, trabajo realizado por (Villa-Ochoa et al., 2017).
Consideramos también los trabajos de Sol, Giménez, & Rosich (2016) y Gallart (2016)
quienes, por separado, disefiaron instrumentos para observar el transito por cada fase

del ciclo de modelacién, con preguntas y acciones observables para cada fase.

También consideramos pertinente realizar nuestra investigacion, a nivel secundario,
porque tenemos acceso a este grupo de estudiantes y, ademas, en nuestro pais, hay
pocas investigaciones acerca del uso de Tracker como mediador en el proceso de
Modelacion matematica, que es casi nula a nivel secundario, en nuestra revision no

hemos podido encontrar ninguna.

Con respecto a la metodologia cualitativa usada en la investigacion, resulté adecuada
para planificar la actividad didactica y fue de valor para realizar el anadlisis de las

respuestas de los estudiantes participantes de la investigacion.

La actividad didactica planteada en la experimentacion fue disefiada para observar y
analizar el transito de los estudiantes por las diferentes fases del ciclo de modelacion,

con la mediacion del aplicativo Tracker. En ese sentido, en la actividad, se solicitd a
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los estudiantes que realizaran la Modelacion matematica mediante la funcién

cuadratica del movimiento vertical de un objeto que se desliza por un plano inclinado.
En cuanto a los resultados de la investigacion:

Con respecto a la pregunta de investigacion: ;Cémo estudiantes del quinto grado de
Educacion Secundaria modelan la funcion cuadratica al resolver una actividad
didactica mediada por Tracker?, esta fue respondida, ya que se muestran evidencias
en las cuales se pueden observar como los estudiantes, apoyados por las tecnologias
digitales, para el caso el aplicativo Tracker, realizan la Modelacion matematica

mediante la funcion cuadratica de la situacién planteada en la actividad didactica.

Se logro alcanzar el objetivo general, porque se pudo analizar, en el desarrollo de la
actividad, la Modelacion matematica mediante la funcién cuadrada del objeto que se

desliza por un plano inclinado realizado por los estudiantes.
Con respecto a los objetivos especificos que permitieron alcanzar el objetivo general:

¢ Identificar las fases del proceso de Modelacion matematica en las acciones que
los estudiantes realizan al resolver una actividad matematica.

e Caracterizar las acciones de los estudiantes cuando realizan el transito por las
fases del proceso de Modelacién matematica de Blum al resolver una actividad
didactica mediada por Tracker

Se pudo identificar y caracterizar las acciones propias del transito de los estudiantes
por cada fase del ciclo de modelacion cuando los estudiantes resolvian la actividad

propuesta con la mediacion de Tracker

El trabajo realizado con el Software Tracker-5.0.7 y la interaccién de los estudiantes
con sus compaferos y con el investigador fueron un elemento central que permitié
encontrar evidencia de como estas dos parejas de estudiantes consiguen la
Modelacion matematica de un objeto deslizandose en un plano inclinado, encontrando

como modelo una funcién cuadratica.

Las grabaciones por medio del Software Camtasia 9 y las exteriorizaciones hechas
por los estudiantes permitieron determinar momentos del proceso de modelacién, que
se centra en el transito de los ciclos de modelacion y la obtencién de un modelo

matematico cuadratico.
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Con respecto a los alcances en investigaciones futuras, nuestras recomendaciones

son:

Consideramos que, a pesar de la inclusién de varios aspectos y variables en esta

investigacion, no se han considerado algunas otras cuestiones relacionadas con la

Modelacién matematica y el uso eficiente y mediacional de las tecnologias digitales.

Ante esto, mencionamos algunos aspectos sobre los que proponemos se debiera

seguir investigando:

Investigar las practicas de modelacién de los estudiantes y profesores en
formacion, haciendo uso de tecnologias digitales, especialmente con el
uso de Tracker, que es todavia de menor difusién.

Profundizar las investigaciones relacionadas al disefio de actividades de
Modelacién matematica en sus diferentes perspectivas, especialmente
en la que la modelacion es considerada una metodologia, ya que hay
todavia muchos aspectos a explorar.

Es un trabajo pendiente el redisefio de la actividad de modelacién
utilizada en nuestra investigacién. Por ejemplo, mejorar de manera que
se puedan observar con mayor detalle las transiciones entre cada fase
del ciclo de modelacién de Blum and Leil3.

Investigar la adaptacion de las actividades de Modelacion matematica al

Diseno Curricular Nacional en sus diferentes niveles.
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ANEXOS

ACTIVIDAD CERO
SESION: "FAMILIARIZACION CON TRACKER”
1. AREA DE TRABAJO

a. Barra de mend principal

b. Solapas de exploracion y atajos
c. Visualizacién de la computadora
d. Area de pre-visualizacién

Elija ArchivolAbrir o Trayectorias|Nuevo para empezar.

O

¥=3231 y=4044

©

1% Tracker - X

Archivo Editar Video Trayectorias Systema de Coordenadas Ventana Ayuda @

S H| S % B v L | kcrear 70 B | Qs | S ool | ™ o A A | 4 A A @ #£- # a ¢

v memoria en uso: 19ME de 247M8.
Lavista principal del videa y las trayectorias aparecera aqui : 1 a

|1 de diagrama con los datos de la trayectoria aparece

1B

[abrir o impartar un videa o imagen para analizar

: =
~ 000 100% I W)

a1 T
o :

a

*|sta de tabla con los datos de Ia rayectoria aparecera

lsmum |

2. Barra de mend.

Archivo:
herramientas de abrir un archivo
de video,
cerrar

importar, exportar, imprimir y

salir

Contiene las

.E:E-) Tracker
Archivo

Editar WVideo Trayectorias

Systema de C

Nueva Pestaiia

Cebrl-

r

=

archivos recientes,

Abrir...
Open URL...
Abrir Reciente

Corl-Cn

==

pestafas,
S

grabar,

Open Library Browser...
Export ZIP Resource...

Cerrar Pestafia " SinTitulo™
Cerrar Todos

Grabar Pestafia " SinTitulo™
Grabar Pestafia Como...

Guardar Conjunto de Pestafias Como...

Importar
Exportar

Properties...

Imprimir....

Salir

116




Ed.f . P .1. . . v, 'E,q Tracker
iItar: ermite coplar lmagenes' Archivo EdiHr| Video Trayectorias Systema de
. = Deshace Cirl-Z
datos, objetos, deshacer y rehacer el || & & R?S“"f.“r - rear
ehacer Ct
h Copi (]
trabajo realizado. Copar et P —
Copiar Imagen 3
Copiar Objeto 3
Pegar Crl-y
[0 Auto-Paste Data
Borrar 3
Numbers 3
Tamafio de la Alfombrilla >
Font Level 3
Idioma ]
Preferencias... Ctrl-Intro
Video: Permite importar un video y
pegar imdgenes en él.
Trayectorias: Permite trazar | [Trayectorias | Systema de Coordenadas Ventana
. Nuevo ¥ Masa Puntual
trayectorias desde una masa puntual, M%
—} ejes »| Centrode Masa
centro de masa, vectores, suma de | —————| Vector —
Suma de Vectores rincip
vectores y modelar analiticamente Perfil de Linea rehivo

Reqgion RGB
Modelo Analitico de Particula
Modelo Dinamico de Particula »

particulas.

Data Track ]
Herramientad de Medida ¥
Calibration Tools b
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unidades a un dngulo determinado, | ]| Ynts- 1 114%
[0 Blogueadas

mantener el origen, dngulo y escala fija

el [¥T Origeen Fijo

. H - ista princi
y nos determina un marco de e T s Archiv
¥ Escala Fija T

referencia. Marco de Referencia »

Ventana: Permite elegir  cémo | las |Ventana Ayuda

. . 'S ¥ Vista Derecha Py
queremos ver nuestra hoja de trabajo. [ Vista Inferior o Gm
—| O Control de Trayectorias
Lavi [J Notas recerd agu
empezar.

[0 Constructor de Datos... (Definir...)
[J Herramienta de Datos... (Analizar...)

® SinTitulo

Ayuda: Ofrece ayuda en tfodo lo | , B

relacionado con el programa. Comenzando... A
Ayuda de Tracker... Ctil-H

Tracker README...

=M

zip| ¥ Mostrar Indicios ecera ag

ivo ] ] mpezar.
Diagnostics »

Check for Upgrades
Acerca de Tracker...

3. Observa los siguientes videos
a) https://youtu.be/ly9jNYzIaok
b) https://youtu.be/qR-IFPhPGec
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ACTIVIDAD 1

SESION: "FUNCION CUADRATICA”

Apellidos y NOMDIres...........ccoocmceeciceiessee s sssssssssess O@CCION e,

I. USANDO LAPIZ Y PAPEL

1. De las siguientes expresiones, ¢cudles equivalen a f(x) =3x% —5x +2 2.

Justifique su respuesta.

a  f(x)=3x2-5(x+1)+2
b. f(x)=3x(x+2)—11x+2
c. f)—2=2x%?-3x)+x%+x

2. ¢Cudl de las tablas pertenecen a la funcion? Justifique su respuesta.

a fx)=2x*-1

x 1| 2| 3 4 x 1| 2| 3 4 x 1 2 4

fx) | 3| 9| 19| 33 fx) | 1| 7| 17| 31 flx) | O] 1 7
b. f(x)=4-—x?

x 1 2 3 4 x 1 2 3 4 x 1 3 4

feo | 4] 3] o 5 (<) 3| 0| 5| -12 fix)| B 13| 20
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3. Halle la funcién cuadrdtica que representa a la grdfica adjunta. Utilice el recuadro
para sus operaciones y/o cdlculos. La funcion es continua para el intervalo [-1,3 ]

4. Halle la funcidn cuadrdtica que representa a la grdfica adjunta. Utilice el recuadro

para sus operaciones y/o cdlculos. La funcion es continua para el intervalo [-3,3]

1.5
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ACTIVIDAD 2

SESION: "MODELACION DEL OBJETO DESLIZANDOSE, TRACKER"

Nombres:

Seccion.........

Seccion............

Tiempo: 70 minutos Trabajo en equipo (2 integrantes)

Determinen el modelo matematico que caracteriza al movimiento vertical de

un objeto que se desliza por un plano inclinado.

1. Dejen deslizar un objeto (carrito) por un plano inclinado, realicen la grabacién en video
y guarden dicha grabacion en el escritorio de las computadoras asignadas con el nombre

GRUPO 1 0 GRUPO 2 segtin corresponda.

2. Utilicen el aplicativo Tracker para el registro y la medicion de variables como tiempo
y altura de la trayectoria de la pelota ubicada sobre el carrito.

Para importar el video a Tracker,

utilicen de la barra de mend,

'.f‘:"'! Tracker
archivo'-hEditar Video Trayectorias System:

Nueva Pestaria

Utilicen la barra inferior de
deslizamiento para delimitar el
fragmento del video que describa
la trayectoria de la pelota sobre el

carrito.

Archivo, Luego en atajos abrir, = Abrir... SHE
Open URL...
ubicar el video en el escritorio con
= > Open Library Browser...
el nombre que fue guardado y abrir
Ajustes del Corte >

Frames :
Cuadro inicial: |0
Tamafio de Paso: |1
Cuadro final: |9
Frame Times
Tiempo de inicio (s)|0.000 =
Imagenes por Segundo: (10.00 /s
dt del Cuadro:|0.100 s

Aceptar || Cancelar | ¥

121



De la barra de solapas de
exploracién y atajos, elijan ejes
coordenados en el primer cuadro
del video u origen de la
trayectoria de la pelota sobre el

carrito.

Trayectorias Systema de Coordenadas Ventana .

+
§ "o

Crear == & | ) 114% | .

w&m lrar? | [351A |i1rmulu_d£ﬁ

MaostrariOcultar los ejes de coordenadas

La vista principal
Elija Archivols

De la barra de solapas de
exploracion y atajos, elijan vara
de calibracion y ubiquenla en el

pardmetro establecido dentro del

Video Trayectorias Sy
Y

o mfwy 1

Lavista principal del vic

video. Elija Archivo|Abrir o T

De la barra de solapas de ctorias  Systema de Coordenadas Ve
exploracién 'y atajos, elijan v+ |- W% crear) o B | Q14
Crear, luego dentro de las Masa Puntual

opciones masa puntual, la masa
puntual va a corresponder a la

pelota sobre el carrito.

Centro de Masa

Vector

Utilizando la tecla “shift" vy
haciendo clic sobre la masa puntual
(pelota negra sobre el carrito)
cuadro a cuadro, realicen el
rastreo manual de las posiciones
de la pelota. Esto les permitird
completar la tabla que se presenta

a continuacién.

Observen en el drea ¢

visualizacién de la computadora.
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3. ANALISIS TIEMPO VS ALTURA

Posicion masa. Masa Tiempo (1) Altura (y)
puntual cuadro por | Unidad de medida: Unidad de medida:

cuadro en Tracker:

0]

-

Ol | N| o] O b W| N

4. Representen graficamente los datos obtenidos en la tabla anterior

5. ¢Qué forma presenta la grafica del movimiento de la pelota sobre el carrito que se
desliza por un plano inclinado, que relaciona el tiempo y la altura?

6. ¢Haciendo uso de Tracker qué ajustes deben hacerse a los coeficientes para adecuar la
grafica al modelo dado por Tracker?

7. ¢Qué modelo matemdtico se ajusta al movimiento de la pelota sobre el carrito segin
Tracker?

Gracias
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GUIA BREVE DE PROCEDIMIENTOS DE TRACKER

Tracker es un programa de andlisis de video y modelacién de fenémenos fisicos. Es un programa gratuito
y de coédigo abierto y estd disponible para varios sistemas operativos en la siguiente direccidn:
https://physlets.org/tracker/

1. PREPARACION DE LA ESCENA

Después de instalado e iniciado el programa, se abre el archivo de video que se quiere analizar. La ruta de
menu para hacerlo es la usual: Archivo > Abrir... Cuando el video se haya cargado la pantalla, presentara
un aspecto parecido a este:

Pulsando el botén de reproduccién en la zona de selecciéon de fotogramas, se pude ver el video
completo.

Sistema de Coordenadas
A continuacién, se elige un sistema de coordenadas con el que se medira las posiciones, velocidades, etc.
del movil o méviles estudiados. Para ello, se pulsa Ocultar/Mostrar los ejes de coordenadas de la zona
de botones. Aparece, superpuesto a la escena, los ejes de coordenadas. Haciendo clic en la interseccion
entre los ejes se puede desplazar el origen al punto de inicio del movimiento y haciendo clic sobre la parte
positiva del eje X se pude girar ambos ejes hasta conseguir la orientacién que se requiera.

Escala

Es necesario establecer una escala que permita convertir las dimensiones visibles en el video en
verdaderas longitudes de la escena real. Se pulsa el botén de Herramientas de calibracién y en el menu
emergente se elige Nuevo > Vara de calibracién. Aparece un segmento -la vara de calibracidon- en el centro
de la escena, se desplaza sus extremos con el mouse hasta abarcar con ella un detalle de la escena cuya
longitud real es conocida. Finalmente, en la ventana que hay sobre la vara, se escribe la longitud real en las
unidades que se midan; a partir de este momento, todas las posiciones, coordenadas, etc. que presente el
programa estaran expresadas conforme a la escala que hemos establecido.

Una vez establecida la escala de calibracion, se puede desplazar la vara hacia otra regién de la escena donde
no estorbe.
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Seleccion De Fotogramas

Normalmente, el archivo de video que grabado contiene informacién no relevante (al inicio y al
final), que no es de interés analizar. Para descartar estas porciones de video, se accede a la zona
de seleccién de fotogramas. También es posible llevar a cabo este proceso pulsando el botén

Ajustes del Corte

Desplazando el cursor de fotograma actual se puede visualizar fotogramas especificos. Cuando se haya
establecido qué fotograma serd el fotograma inicial, se desplaza el cursor de fotograma inicial hasta su
posicion; a partir de ese momento, el programa considerard a ese fotograma como el instante t=0. Del
mismo modo, desplazando el cursor de fotograma final, se elige el final de nuestro intervalo de interés. Por
ultimo, se hace la seleccion del intervalo; el valor por defecto es ‘1’ y significa que nos proponemos estudiar

todos los fotogramas entre el inicial y el final.

2,

3.

SEGUIMIENTO DE UN MOVIL

En el video existe un movil cuyo movimiento nos interese estudiar. Se informa a Tracker de
su existencia pulsando la secuencia Crear > Masa puntual. Aparecera una nueva ventana,
la ventana de control de trayectorias, en la que se identifica al maévil (el nombre por

defecto es ‘masa A’).

Ahora es posible especificar la trayectoria. La zona de escena se habra ubicado
automaticamente al primer fotograma de interés. Se presiona la tecla de
Mayusculas y el cursor cambia de simbolo; se centra cuidadosamente el simbolo
sobre el mavil y se hace clic. Esta accidon tiene varios efectos. El primero, aparece
sobre la zona de escena un pequefio simbolo en forma de rombo (el mismo que
aparece en la ventana de control de trayectorias) en la posicion marcada. El
segundo, aparecen valores numéricos en la zona de tabla y puntos en la zona de
diagrama. El tercero, el video avanza los fotogramas que se especificaron en la casilla intervalo de la
zona de seleccion de fotogramas, disponiéndose el programa a la espera que se sefiale la nueva posiciéon
(Mayusculas + clic). De esta forma, se va marcando la trayectoria del mévil hasta el tltimo fotograma

disponible.

DIAGRAMAS Y TABLAS

Cuando se termina de especificar la trayectoria, las
zonas de tabla y diagrama habrd quedado
rellenado, al menos de forma preliminar. En la zona
de tabla, figuran, organizadas por columnas, el
tiempo y otras variables cinematicas. Si pulsamos
en la pestafia Datos de la tabla, aparecera la
ventana Columnas de la Tabla visibles. En ella,
aparecen variables tales como: posiciones,
velocidades, angulos, aceleraciones, etc. Se puede
seleccionar a requerimiento del modelador.
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La zona de grafico presentard, por defecto, un diagrama x(t). Es sencillo cambiar de grafica: solo se debe
pulsar en los simbolos del eje de abscisas o de ordenadas, seguin se requiera, y elegir la variable de interés
de entre la lista que habra aparecido. Es posible también representar dos o tres graficas a la vez, pulsando
en la pestafia Diagramas de la zona de grafico.

4. ANALISIS DE DATOS

Los valores numéricos
que figuran en la zona
de tabla se pueden
copiar y pegar luego en
una hoja de calculo o se
pueden analizar dentro
del mismo programa
Tracker. Si elegimos
esta segunda opcién

supongamos, por
ejemplo, que queremos
estudiar la

componente  vertical
de la velocidad del movil, Vy. Le solicitamos al programa aparezca la variable Vy en la zona de tabla y que
represente graficamente esa misma variable en funcion del tiempo.

Un clic con el botéon derecho del mouse en alguna parte de la zona de grafico y en el ment emergente que
aparece (ver figura superior izquierda) se elige Analizar. Aparece una nueva ventana, titulada
Herramienta de datos, con el aspecto que se muestra en la figura de arriba a la derecha.

Inicialmente esta ventana no ofrece mas
informaciéon que la que se representaba
en la ventana principal del programa,
pero en las pestafias Measure y Analyze
de la parte superior izquierda se puede
acceder a otras herramientas. Por
ejemplo, marcando la opcién Estadisticas
de la pestafia Analyze aparece en la parte
superior derecha de la ventana de
Herramienta de datos informacién
sobre valores maximos, minimos,
promedios, etc. de todas las variables
presentes.

La opcién Ajustes dentro de la misma pestafia Analyze, se puede llevar a cabo un ajuste de regresion por
minimos cuadrados, con formas funcionales diversas (rectas, parabolas, exponenciales, sinusoides, etc.).
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