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RESUMEN

Esta investigacion, pretende analizar la practica docente del profesor universitario de
matematica en el dominio del analisis, en particular cuando ensefa la funcién exponencial a
estudiante de la Facultad de Letra y Ciencias Humanas. En ese sentido, es importante estudiar
la organizacién de los conocimientos y tareas que propone el profesor al ensenar este tipo de
funcién, ya que, segun los planes de estudio de diversas carreras de humanidades en
universidades peruanas, se presenta la necesidad de su ensefianza, esto es respaldado en
diversos libros universitarios de matematica para estas carreras, donde se muestra su utilidad
para modelar situaciones de interés compuesto, de interés continuo, crecimiento o
decrecimiento poblacional, entre otras. Por lo tanto, esta problematica nos lleva a establecer
nuestro objetivo, que es analizar el Espacio de Trabajo Matematico Idéneo del profesor
universitario al ensefar la funcion exponencial a estudiantes de humanidades del primer ciclo.
Para ello, nos fundamentamos en la teoria Espacio de Trabajo Matematico (ETM) propuesto

por Kuzniak.

El procedimiento metodolégico utilizado se relaciona con algunos aspectos del estudio de
casos. Ademas, nuestra investigacion se realiza a partir de la informacién obtenida por la
observacion de la clase y complementada por medio de una entrevista, esta informacién nos
permite presentar y analizar las acciones que realiza el docente universitario de matematica
al ensefar la funcién exponencial, con ello reconocer las génesis y planos que activa, asi
como los paradigmas del analisis que privilegia, interpretando los resultados obtenidos de su

ETM idoneo, el cual puede estar influenciado por su ETM personal.

Se concluye que, las acciones realizadas en clase por el profesor al ensefiar la funcion
exponencial a estudiantes de humanidades del primer ciclo evidencian la activacion de las
génesis semidtica, instrumental y discursiva, la activacion de los planos semidtico-
instrumental, Instrumental-discursivo y Semidtico-Discursivo. Ademas, el profesor insta a

trabajar en los paradigmas del Analisis Geométrico/Aritmético y del Analisis Calculatorio.
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ABSTRACT

This research aims to analyze the teaching practice of the university professor of mathematics
in the Field of analysis, particularly when teaching the exponential function to a student of the
Faculty of Arts and Human Sciences. In that sense, it is important to study the organization of
knowledge and tasks proposed by the teacher when teaching this type of function, since,
according to the curricula of various humanities careers in Peruvian universities, there is a
need for their teaching, this It is backed up in various university math books for these careers,
where its utility is shown to model situations of compound interest, of continuous interest,
population growth or decrease, among others. Therefore, this problem leads us to establish
our objective, which is to analyze the Suitable Mathematical Working Space of the university
professor when teaching the exponential function to humanities students of the first cycles. To

do this, we are based on the Mathematical Working Space theory (MWS) proposed by Kuzniak.

The methodological procedure used is related to some aspects of the case study. In addition,
our research is carried out from the information obtained by the observation of the class and
complemented by an interview, this information allows us to present and analyze the actions
carried out by the university mathematics professor when teaching the exponential function,
with it recognize the genesis and planes that activates, as well as the paradigms of the analysis
that privileges when teaching this function, interpreting the results obtained on his suitable
MWS, which may be influenced by his Personal MWS.It is concluded that, the actions carried
out in class by the professor in teaching the exponential function to students of the humanities
of the first cycle evidence the activation of the semiotic, instrumental and discursive genesis,
the activation of the semiotic-instrumental, Instrumental-discursive and semiotic-Discursive
plans. In addition, the professor urges to work on the paradigms of Geometric/Arithmetic

Analysis and Calculation Analysis.

Keywords: Exponential function; Paradigms; Genesis; Mathematical work.
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INTRODUCCION

La necesidad de analizar las acciones de los profesores universitarios de matematica al
ensenar la funcion exponencial a estudiantes de humanidades, resulta como respuesta de la
revision de investigaciones de referencia, de manera particular aquellas relacionadas a la
organizacioén de los conocimientos y tareas que realiza el profesor universitario de matematica
para ensefar la funcidon exponencial en cursos de precalculo y aquellas que estudian la
practica docente de profesores en formacion inicial y continua a través de la teoria Espacio
de Trabajo Matematico, en las cuales consideran necesario analizar las acciones que realiza
el profesor para organizar la ensefianza de las funciones en cursos del primer ciclo

universitarios.

La presente investigacion tiene como objetivo general analizar el Espacio de Trabajo
Matematico Idoneo del profesor universitario al ensefiar la funcion exponencial a estudiantes
de humanidades del primer ciclo. Por lo tanto, se considera pertinente utilizar como sustento
la teoria Espacio de Trabajo Matematico propuesto por Kuzniak (2011). Ademas, como la
investigacion es de corte cualitativo, nuestros procedimientos metodoldgicos considerados
toman de referencia algunos aspectos del estudio de casos, el cual nos permitird lograr

nuestro objetivo general.

La presente tesis estd organizada en tres capitulos. En el primer capitulo revisamos
investigaciones de referencia relacionados al estudio de la practica docente de profesores en
el dominio del analisis, de manera particular sobre la funcién exponencial. De acuerdo con lo
anterior y los planes de estudio de distintas universidades, se establece la justificacion de
nuestra investigaciéon. Ademas, se presenta la pregunta y los objetivos que orientan nuestra
tesis, incluso los aspectos tedricos y metodolégicos que fueron utilizados. En el segundo
capitulo se describen aspectos matematicos y epistemolégicos del objeto funcién exponencial,
aspectos matematicos para la ensefianza de la funcion exponencial en libros universitarios de
matematica, por ultimo, aspectos didacticos y matematicos para la ensefianza de la funcién
exponencial presente en el material de curso de Matematica Basica. El tercer capitulo trata
sobre el analisis del trabajo matematico idéneo del profesor universitario de matematica a
partir de la informacion obtenida por la observacion de clase y la entrevista semiestructurada.
Finalmente, se presenta los resultados de la investigacion, asi como, las consideraciones

finales y las perspectivas para futuras investigaciones.



CAPITULO I: PROBLEMATICA

Para organizar la problematica de la investigacion, en primer lugar, realizamos una revision
de otros trabajos relacionados con la ensefianza del objeto matematico funcién exponencial,
con el analisis de la practica docente de profesores en formacion inicial o continua, e
investigaciones de corte tedrico. También, fundamentamos las razones por lo cual
consideramos que la presente investigacion es necesaria en el area de Didactica de las

Matematicas de nuestro pais, en particular en el nivel de educacién superior.

Posteriormente, presentamos aspectos de la teoria Espacio de Trabajo Matematico, ETM;
ademas, la pregunta, el objetivo general y especificos considerados para nuestra
investigacion. Finalmente, se explica la metodologia de la investigaciéon utilizada, la cual

orienta nuestro estudio.
1.1 Investigaciones de referencia

En principio, nuestro interés se centra en analizar la practica docente del profesor universitario
que ensena el objeto funcién exponencial a estudiantes de humanidades del primer ciclo. Por
tanto, las investigaciones de referencia estan organizadas de la siguiente manera:
investigaciones relacionados al conocimiento y a la organizacion del profesor universitario de
matematica para ensefar la funciéon exponencial, investigaciones relacionadas al estudio del
Espacio de Trabajo Matematico de profesores en el dominio del andlisis para la ensefianza
de algun topico sobre funciones, finalmente revisamos investigaciones que brindan
herramientas tedricas que validen el uso de la teoria Espacio de Trabajo Matematico para el
analisis de la practica docente del profesor universitario. A continuacién, presentaremos cada
una de ellas, ya que serviran posteriormente de sustento para justificar la pertinencia de la

investigacion.

Las investigaciones relacionadas con el conocimiento de los docentes universitarios de
matematica sobre el objeto funcidén exponencial y a la organizacion que realizan para su
ensefanza, nos proporciona indicios o un acercamiento sobre la concepcién o caracterizacion
que tienen los docentes de matematica del primer ciclo sobre la funcidon exponencial,
implicando la forma de organizar el proceso de ensefanza-aprendizaje para los cursos que

imparte, particularmente cuando ensena este tipo de funcién.

En ese sentido, la investigacion de Vargas (2012) tiene por objetivo analizar la practica
docente de profesores universitarios al ensefar la funcién exponencial en cursos de
precalculo. Para ello, considera analizar las etapas de planeacion y gestion de la clase del
profesor, donde el marco teérico empleado son el enfoque sociocultural segun Gavilan (citado

en Vargas, 2012) y la teoria Action Process Object Schema (APOS).



La metodologia empleada por Vargas (2012) es de naturaleza cualitativa, realizando un
estudio de casos apoyado de un software para analizar datos cualitativos. Los sujetos
considerados son dos profesores de distintas universidades colombianas, una publica y la otra
privada, en donde el primer profesor, Ernesto, es licenciado en Matematicas con maestria en
Docencia de la matematica, mientras que el otro, Arturo, es ingeniero quimico con estudios
de maestria en Educacioén. Los instrumentos para la recoleccién de datos son una entrevista
estructurada inicial, grabaciones de audio y video de las clases seguido de una entrevista

semiestructurada después de la observacion de clase.

La investigadora realiza y propone una descomposicién genética de la funcién exponencial. A
partir de ello analiza la practica docente de cada uno de los sujetos de investigacion. Asi
encuentra que Ernesto, en relacion con el uso de los registros de representacion, trata de
integrar las expresiones graficas y simbolicas de los elementos presentes sobre el concepto,
con ello se acerca al concepto de iteracién, la aproximacién y la continuidad. Ademas, observa
que utiliza programas como el Derive para tratar de fortalecer la construccion del significado
del concepto en sus estudiantes, independientemente de la forma de representacion utilizada;
a pesar de ello, el recurso de reconocer a la funcién exponencial como aquella en donde la
variable se encuentra en el exponente concibe alguna dependencia con su representacion

simbdlica.

En ese sentido, la investigadora observa que Ernesto resalta claramente las relaciones entre
los elementos matematicos como una forma de otorgar significado al concepto, entendida
como la construccién progresiva de los conceptos, es decir, no solo genera relaciones entre
las formas de conocer, sino que la secuencia que orienta su ensefianza pretende conceder
los mecanismos de interiorizacién y encapsulacioén, apoyandose inicialmente del examen y la
accién sobre funciones particulares, para luego favorecer la interiorizacion y encapsulacion

de la funcién exponencial y persistir con la tematizacién.

Respecto al segundo caso, la investigadora encuentra que, Arturo, modela la descomposicion
genética independiente de los significados graficos y simbdlicos de los elementos
matematicos del concepto, pero muestra diferencias e independencia entre ambos registros.
Ademas, observa que Arturo considera que el objeto matematico se debe presentar
formalmente a través del registro simbdlico, mientras que los registros graficos deben pasar a
un segundo plano, asi como su capacidad de incluir el significado del concepto en la sesion
de ensefanza. Por otro lado, desde el inicio observa que este docente emplea la definicion
de la funcidn exponencial en un registro simbdlico, luego en el transcurso de la ensefianza va
permitiendo la identificacion del objeto mediante la comprension de los elementos que lo

conforman: base, dominio y rango, monotonia, asintota, corte con el eje y.



Vargas (2012) concluye que, en uno de los casos, el profesor Ernesto, se destaca el recurso
de la iteracién y la aplicacion transversal del interés compuesto y continuo, incluso recurre
intuitivamente a la idea de limite, continuidad y el nimero e. Mientras que, en el otro caso, del
profesor Arturo, inicia con la presentacion a través de la definicién y la utilidad en algunos
ejemplos, por ello, si muestra las nociones matematicas como objetos o pseudo objetos,
entonces no hay una modelacion de los mecanismos constructivos. Ademas, los instrumentos
empleados permiten comparar las practicas y las creencias de los docentes, con la finalidad
no solo de establecer las decisiones que toman los profesores para la ensefianza sino sobre

lo que ellos estan dispuestos a aprender.

Por su parte, Velasquez (2014) estudia las practicas matematicas de un grupo de docentes al
ensefar la funcidon exponencial a estudiantes primer ciclo de las carreras de humanidades y
a estudiantes de ingenieria, con el objetivo de identificar las creencias y una aproximacion de
la concepcién de los profesores en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la funcién
exponencial en cursos de pre-calculo. Para el logro de dicho objetivo, el marco tedrico
empleado es el Enfoque Ontosemiotico de la Cognicidn e instruccién Matematica (EOS) ya
que le permite realizar un analisis de los conocimientos didacticos-matematicos (epistémica,
cognitiva, interaccional, mediacional, emocional y ecoldgica) de ese grupo de docentes,
utilizando el primer nivel del analisis didactico (analisis de tipos de problemas y sistemas de

practicas), la configuracion cognitiva y el significado personal que proporciona esta teoria.

Cabe destacar que, Velasquez (2014), tras hacer una revision histérica y determinar un
significado de referencia de la funcidon exponencial, encuentra que la caracterizacion de
Cauchy, la cual afirma que si f es una funciéon con dominio no nulo en los reales y continua
en el punto cero que verifica f (x + y) = f(x). f(y) para todos los reales x e y, entonces, existe
un A real positivo, tal que: f(x) = A* para todo numero real x, define la existencia de una
funcién que cumple esta caracterizacion, denominada funciéon exponencial. Ademas, el
investigador considera que las funciones de la forma f(x) = e* incluso f(x) = e%* también
son funciones exponenciales, mientras que las funciones de la forma f(x) = b.a*, f(x) =
b.e*, f(x) = b.a*" + k podrian denominarse funciones de tipo exponencial pero no funcion

exponencial ya que no cumple la relacion funcional f(x +y) = f(x) - f(y).

La metodologia empleada por el investigador es de naturaleza cualitativa constructivista,
utilizando el Estudio de Casos. En ese sentido, considera analizar a cuatro profesores que
imparten cursos de precalculo en distintas universidades particulares de Lima y que ensefnen
la funcién exponencial; de los cuales solo analizan las practicas matematicas realizadas por
dos de ellos a través de las grabaciones de audio y video de sus sesiones de clase, pero a

los cuatro docentes se les aplica una entrevista semiestructurada y un cuestionario a partir del



analisis de las practicas matematicas observadas, ya que se requeria una mejor aproximacion

a la concepcion de los profesores sobre funcion exponencial.

Cabe resaltar que las preguntas de la entrevista, realizada por el investigador, estaban
dirigidas hacia tres criterios: concepcién de aprendizaje de la funcion exponencial, concepcion
de ensefianza de la funcién exponencial y concepcion de evaluacién de la funcion
exponencial. Encontrando que tres de los cuatro docentes no recordaban o no conocian la
caracterizacion de Cauchy, y en algunos casos, tras hacerles recordar, los profesores afirman
que no expresan la caracterizaciéon de Cauchy en la ensefianza de la funcién exponencial,
debido a que consideran innecesario para ensenarlo en este nivel. Ademas, los profesores
manifiestan que presentan algin modelo exponencial como funciéon exponencial segun sus
objetivos de clase, pero que es conveniente uniformizar para que no se generen problemas
en la evaluacion ya que en estas universidades no necesariamente el docente elabora las

pruebas de su aula.

Velasquez (2014) deduce que, a partir de las entrevistas y de las configuraciones cognitivas,
algunas de las creencias sobre la funcién exponencial obtenidas de los profesores son: una
funcién exponencial es una funcién real de variable real que da la idea de crecimiento, todas
las funciones que tenga la forma f(x) = b.a*, con a y b positivos y a diferente de 1, son
exponenciales, estas funciones solo presentan una asintota horizontal, su forma basica pasa
por uno y que hay otros casos en donde no es forma basica y también pasa por uno, ademas
h(x) = e* — 1 no es una funciéon exponencial. Asimismo, respecto a una aproximacién de la
concepcion de estos profesores, tenemos que una funcidén exponencial esta definida por la
regla de correspondencia f(x) = a* con a > 0, a # 1, para todo numero real x, con la cual
modelan situaciones reales, pero por tiempo solo se dedican a crecimiento poblacional.
Manifestando que esta concepcion guarda relacion con los textos que utilizan para sus clases,

confirmando lo determinado en la configuracién epistémica.

El investigador concluye que, existe un alto grado de idoneidad ecoldgica al definir la funcion
exponencial, porque la mayoria de los docentes tienen en cuenta el tipo de estudiante y el
contexto en que realiza su ensefianza. Por otra parte, encuentra que existen diferencias entre
la definicion de la funcion exponencial que utiliza el profesor y la definicion que la mayoria de
los textos presentan, aunque hace una excepcidon con un texto que si presenta esta
caracterizacién de Cauchy, pero como una consecuencia de la funcion exponencial y no en
sentido inverso como lo enuncia Cauchy. Ademas, afirma que los profesores participantes de
su investigacion no muestran la caracterizacion de Cauchy ni diferencian entre una funcion
exponencial y una funcidon de tipo exponencial, llegando a utilizar solo los modelos
relacionados a los problemas que trabajan en clase y segun lo que se condicione a su

ensefnanza.



Por otra parte, las investigaciones relacionadas al estudio del Espacio de Trabajo Matematico
(ETM) de los profesores de matematica en el dominio del analisis para la ensefianza de algun
tépico sobre funciones, nos permitiran comprender como la teoria ETM permite analizar e
interpretar la practica profesional del docente cuando ensefia la funcidn exponencial. Pero,
previamente, consideramos necesario precisar algunos conceptos, los cuales permitan

comprender los términos de la teoria ETM que se utilizan en las investigaciones de referencia.

Para Kuzniak y Richard (2014), el Espacio de Trabajo Matematico (ETM), debe entenderse
como un ambiente organizado, el cual permita el trabajo de la persona que resuelve problemas
matematicos el dominio correspondiente, ya sea en el Dominio de la geometria, del analisis,
de las probabilidades u otro. Ademas, Kuzniak (2011), distinguen dos planos: el
epistemoldgico y el cognitivo. En el plano epistemologico del ETM se tiene tres componentes:
el representamen, los artefactos y el referencial, mientras que, en el plano cognitivo tenemos
a las componentes: visualizacidn, construcciéon y prueba. Estos planos se articulan mediante
tres génesis: una génesis semiodtica, basada en la Teoria de los registros de representacion
semiotica de Duval, que confiere a los objetos tangibles del ETM un estatus de objeto
matematico operacional; una génesis instrumental, que permite hacer operativos los
artefactos en el proceso de construccion; y una génesis discursiva de la prueba que da sentido

a las propiedades para dejarlas al servicio del razonamiento matematico.

A la fecha existen investigaciones relacionadas al estudio del ETM de los profesores de
matematica en el dominio del andlisis, como la investigacién realizada por Kuzniak, Tanguay,
Vivier, Mena, Mena y Montoya (2017), cuyo objetivo es establecer relaciones entre el ETM de
las funciones y de las series de polinomios con sus propiedades (Continuidad, derivabilidad)
y con sus distintas representaciones. Para ello, el objeto matematico considerado en la
investigacion es la funcion exponencial y el fundamento teérico utilizado es el Espacio de
Trabajo Matematico en el que se considera dominios especificos como el de la Geometria, el

Analisis, las Probabilidades, entre otros.

Los investigadores centraron su estudio en el dominio del Analisis y sus paradigmas
correspondientes (Analisis-Geométrico/Aritmético, Analisis-Calculatorio y Analisis-Real). En
cuanto a los tres tipos de ETM (Referencial, idéneo y personal), profundizaron en el ETM
Personal de profesores en formacion inicial. Asimismo, revisaron el ETM de Referencia de las

instituciones para la construccion de la funcion exponencial.

Tras analizar como esta organizada la ensefianza de la funcién exponencial en los curriculos
de educacion secundaria de Francia y Chile, encuentran que en ambos paises existe una
desarticulacion de los contenidos de dicho curriculo que orienten hacia una construccion
coherente del objeto matematico, lo cual se traslada, como es de esperar, a la formacion inicial

de profesores de Matematica, ya que este objeto matematico se fundamenta, en diversos
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cursos, como parte del estudio de otros contenidos, los temas de continuidad, derivada,
integracion y series; en concordancia con ello, los investigadores sefialan que no existe una

conexion total que permita la construccion del objeto funcidén exponencial.

En relacién a la metodologia, Kuzniak, Tanguay, Vivier, Mena, Mena y Montoya (2017) utilizan
aspectos de la Ingenieria Didactica, los sujetos de estudio fueron profesores de Matematica
en formacién inicial, quince de Chile y dieciséis de Francia, a quienes se les aplica en cuatros
sesiones, una serie de secuencias didacticas que les permita, a estos futuros profesores,
construir un ETM estructurado y global en el dominio del analisis, en particular, para la funcion
exponencial. En estas secuencias se manifiestan tres momentos: Analisis de las regularidades
durante la busqueda de la funcién, construccion de la funcién por aproximacion y prueba de

la existencia de la funcidn mencionada.

Los investigadores, esperan que, mediante la secuencia didactica, los futuros profesores
logren identificar la funcidon f como una funcién exponencial y probar, a partir de la serie
entera, que f satisface la relacion funcional f(x +y) = f(x) - f(y). Para tal fin, en la primera
sesion, los profesores en formacion inicial realizaron tareas de modelacién a partir de
situaciones reales con la finalidad de introducir la ecuacion de funcionalidad; en la segunda
sesion, ellos buscan soluciones no constantes de dicha relacion funcional cuando f(1) es
conocido (Propiedades y regularidades); la tercera tiene por finalidad definir fy revelar la
existencia de dicha funcién, suponiendo la regularidad en 0 (Aproximaciones polinomiales);
finalmente, en una cuarta sesion, el objetivo era promover circulaciones por los diferentes

polos y sus génesis, fortaleciendo su ETM personal.

Kuzniak et al. (2017) concluyen que, la secuencia didactica utilizada hizo que los estudiantes,
profesores en formacién inicial, analicen y cuestionen sus conocimientos sobre la funcion
exponencial y sus propiedades. Ademas, al iniciar esta secuencia a partir del estudio de las
propiedades de la funcién exponencial (funcionalidad, continuidad y derivabilidad), se
encontré que no todos los estudiantes reconocian la exclusividad de la ecuacion funcional
fx+y) =f(x)-f(y) para definir una funcidon exponencial. Por otra parte, en el aspecto
grafico, se evidencia la dialéctica de lo local y global, es decir, lo que ocurre en el primer
cuadrante bastaba para predecir lo que sucedera en el infinito. En ese sentido, esta
investigacion permite la conformacién de un Espacio de Trabajo Matematico personal, el cual

considera los elementos del analisis.

En concordancia con la investigacion anterior, el trabajo realizado por Menares y Montoya
(2014) tiene por objetivo estudiar la labor del profesor universitario en el dominio del Analisis,
en particular analiza las acciones del profesor al ensefiar la continuidad de funciones en la

formacion inicial de profesores.



Para llevar a cabo dicho estudio, Menares y Montoya (2014) revisan los planes de estudio de
seis universidades chilenas formadoras de profesores, enfocandose en la linea del analisis
matematico, encontrando que todas, en sus primeros ciclos, pasan por el concepto de
continuidad. Asimismo, analizan el curriculo de la educacién media para comprender el
escenario donde el profesor realiza su actividad docente, observando que el tema de
continuidad de funciones se utiliza de forma implicita en algunos temas de Analisis, como
sucesiones, funciones, entre otros, pero el trabajo de estos temas es netamente algebraico,
concluyendo que la continuidad no es considerada un objeto de estudio en este nivel

educativo.

El fundamento tedrico utilizado por las autoras para su investigacion es el Espacio de Trabajo
Matematico (ETM), definido como un ambiente organizado que facilita o permite el trabajo en
la resolucion de problemas en el dominio correspondiente. En ese sentido, las investigadoras

centran su estudio en el dominio del Analisis.

Ademas, se trata de una investigacion cualitativa, donde se muestra el ETM idéneo en el
dominio del Analisis de un profesor universitario que imparte cursos de Calculo en la formacion
inicial de profesores. Para ello, realizaron entrevistas grabadas, estudio de mallas curriculares
de la institucion donde labora el profesor universitario, asimismo una revisién del plan de
trabajo de dicho profesor. Las preguntas realizadas en la entrevista a los profesores estan
relacionadas con el teorema de valor intermedio, a partir de la informacién obtenida buscaron

conocer el trabajo que realiza el docente en base a este teorema.

En ese sentido, Las investigadoras estudian el ETM idéneo de profesores de Matematica y
para ello realizan una entrevista a un profesor, donde este declaré que introduce el teorema
de valor intermedio a través de la representacion grafica de puntos que cumplan ciertas
condiciones y realiza su demostracion utilizando el axioma del supremo. En ese sentido, las
autoras afirman que, al inicio, el profesor activa la génesis semidtica, y pone énfasis en la
visualizacién, después, el docente cambia el trabajo de manera intencional para destacar el
componente referencial teérico y provocar una actividad deductiva que refiera a la génesis

discursiva.

Por otro lado, encuentran que una de las tareas propuestas en clase por el profesor, sujeto

de analisis, consiste en demostrar que la ecuacion sen(x) = 1 — x tiene solucion cuando
T ; s . . s
xoe]O,;[. Ademas, la accién que realiza el profesor es graficar ambas curvas, activandose la

génesis semidtica, luego, utiliza una funcion auxiliar f(x) = sen(x) — 1 + x, como parte de su

referencial tedrico, y usa el teorema de valor intermedio para demostrar la existencia de
xoe]O,g[ tal que f(x,) =0 con ello, activa el componente prueba incluida en la génesis

discursiva.



Para complementar este estudio, Menares y Montoya (2014) realizan un cuestionario sobre el
teorema de valor intermedio basada en una pregunta, aplicada a 20 profesores de secundaria,

esta pregunta consistia en demostrar que la ecuacion sen(x) =1 —x tiene solucion en
s . . .
xoe]O,E[ , la cual fue resuelta por estos docentes en formacion continua. Luego, tras analizar

la informacién obtenida en la resolucion de los cuestionarios, presentan el ETM personal de
los profesores, donde destacan que, uno de ellos utiliza la funciéon auxiliar enunciada
anteriormente f(x) = sen(x) —1+x y el resto resolvi6 a través de su grafica; por
consiguiente, los profesores tienen potenciada la génesis semidtica, enfatizando la
visualizacién, pero los componentes referencial teérico y prueba de la génesis discursiva se

presentan debilitados.

En conclusion, las investigadoras encuentran que, el ETM idéneo del profesor universitario y
el personal del docente de escuela estan muy distanciados. Por un lado, encuentran que el
docente universitario privilegia la génesis discursiva en las tareas que enuncia, pero que el
paso de la génesis semiodtica a la discursiva resulta muy forzado y no de manera espontanea,
ademas, que no estan organizadas o estan poco conectadas, mientras que el docente de

educacion secundaria privilegia la génesis semiotica.

La investigacion realizada por Kuzniak, Tanguay, Vivier, Mena, Mena y Montoya (2017), junto
al estudio de Menares y Montoya (2014), nos orienta a revisar investigaciones que, por un
lado, confirmen la utilidad de la teoria Espacio de Trabajo Matematico (ETM) para nuestra
investigacion y por otro lado, que nos brinden herramientas teéricas que permitan describir e
interpretar el Espacio de Trabajo Matematico de los profesores a partir del analisis de su

practica docente.

En ese sentido, la investigacién realizada por Espinoza (2017) relaciona el ETM con el
Conocimiento Especializado del Profesor de Matematica (MTSK), lo cual nos orienta para
realizar un mejor analisis de la practica en aula del docente universitario. Esta investigacion
tiene por objetivo identificar las relaciones entre los componentes del ETM y los subdominios
del MTSK. Para ello, pretendié analizar los elementos de ambos modelos tedricos que faciliten
dicha articulacion, centrando la atencion en el profesor y su conocimiento sobre el objeto

matematico: Funcion.

Para lograr el objetivo mencionado, los marcos tedricos utilizados por Espinoza (2017) son el
MTSK y el ETM. De este ultimo constructo tedrico, se conocen tres tipos de ETM, el ETM de
referencia en base a criterios matematicos, el ETM idéneo que acondiciona el ETM de
referencia para que el sujeto se comprometa con la tarea matematica y el ETM personal en el
cual se centra en sus conocimientos matematicos y capacidades cognitivas propias, pero

dicha investigacion centra su atencion en el ETM idéneo y el personal y como estos espacios



de trabajo se relacionan con los dominios y subdominios del conocimiento especializado del

profesor de Matematicas.

La metodologia utilizada por Espinoza (2017) es el estudio de casos del tipo instrumental,
debido a que necesita comprender los conocimientos que moviliza el profesor de Matematicas
durante la ensefianza. Por ello, el caso de estudio es un profesor, llamado Arturo, de quien se
registraron y analizaron, en video, nueve de sus clases impartidas a estudiantes de primer
afio de educacién media en Chile, en donde el objeto de ensefianza es el concepto de funcion.
De los videos, se seleccion6 algunos fragmentos de clase en donde se pueda identificar
indicios o evidencias de conocimiento especializado del profesor relacionado con elementos

del ETM idoneo o personal del profesor.

En su estudio, sostiene que el conocimiento del concepto de Funcién del profesor Arturo esta
orientado al planteamiento de tareas, ademas es explicada como una correspondencia entre
elementos de dos conjuntos, donde a uno le corresponde unicamente otro mediante una ley;
con este concepto de funcion, el investigador observé que existe una relacion entre el
conocimiento de la ensefianza de la Matematica y el ETM idéneo del profesor, en donde se
presenta la definicion y analogias con el objetivo que los estudiantes comprendan el concepto

de Funcion.

El investigador, tras analizar los ejemplos realizados por Arturo, senala que, en el primer
ejemplo, sobre la prueba de la unicidad de la imagen, se identifica el conocimiento del tema
por parte del profesor, lo cual se relaciona con el polo referencial y artefacto en el plano
epistemolégico del ETM personal del profesor. En un segundo ejemplo, donde no es funcion,
el investigador encontré que los razonamientos de validacién utilizados por Arturo son
considerados como activaciones de las génesis discursivas en el ETM personal del profesor
relacionado con el conocimiento de su practica matematica. Por tanto, al observar la definicidon
del concepto de Funcién y los ejemplos dados por el profesor, el investigador afirma que se
activa la génesis discursiva e instrumental y se evidencia su conocimiento del tema
(Definiciones, propiedades y fundamentos), su conocimiento de la practica matematica
(Maneras de demostrar) y conocimiento de la ensefianza de la Matematica (Uso de

analogias).

Adicionalmente, Arturo, sujeto de dicha investigacion, presenta la tarea de graficar la funcion
afin f(x) = x + 3 para articular las representaciones algebraica y cartesiana, identificar una
conexioén entre el objeto funcién afin (del Analisis) y el objeto recta euclidiana (de la Geometria
euclidiana). Dicha articulacion o conversién entre las distintas representaciones da evidencia

de su conocimiento del tema y de su ETM personal (activa la génesis semiética)

En una segunda tarea sobre el calculo de pre imagenes con funciones representadas

algebraicamente, por ejemplo f(x) =5x+ 1, el investigador estudia el conocimiento del
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profesor sobre la resolucién de ecuaciones lineales con una incognita para la solucion de la
tarea, evidenciando su conocimiento del tema y de la estructura matematica (conexion entre
contenidos), que es utilizado para el disefio del ETM idoneo (activa su génesis instrumental y
discursiva) y da indicios del conocer las caracteristicas del aprendizaje (formas en que los

estudiantes interactuan con el contenido).

Espinoza (2017) concluye que, los episodios de clases permiten identificar la génesis que
activa el profesor Arturo al realizar las tareas y los fundamentos de sus procedimientos,
estableciendo relaciones entre el ETM y MTSK (ver tabla 1). Ademas, indica que la realizacion
de tareas propuestas adicionalmente por el profesor permitié la utilizacién de la definicion de
Funcion para validar su conocimiento del tema y de la practica matematica, el uso y
conocimiento sobre ecuaciones para el calculo de imagenes y pre imagenes (Conocimiento
de la Estructura de la Matematica) y algunos indicios sobre las relaciones que se pretende
entre objetos matematicos (funcion afin y recta euclidiana). Sin embargo, el investigador al
poner mayor atencion en los componentes especificos de ambos modelos, queda pendiente
profundizar el analisis y la relacion en su totalidad entre los modelos, asi como los aportes
que ello pueda dar.

Tabla 1.

Relaciones entre los componentes del ETM y los subdominios del MTSK.

Episodio observado ETM MTSK
Definicion del concepto de Activa la Génesis Discursiva Da evidencia del Conocimiento
funcion e Instrumental de los Temas (Definiciones),

Conocimiento de la Practica
Matematica (Formas de
demostrar) y Conocimiento de

la Ensefianza de las
Matematicas (Uso de
analogias)
Construccion de ejemplos y no Activa la Génesis Instrumental: Da evidencia del
ejemplos artefacto Conocimientos de los Temas

(Propiedades y fundamentos)

Distintas representaciones de Activa la Génesis Semidtica: Da evidencia del
la funcién representamen Conocimientos de los Temas
(Registros de representacion)

Resolucion de ecuaciones, Activala Génesis Instrumental: Da evidencia del

valorizacion artefactos Conocimientos de los Temas
(procedimientos),
Conocimiento de la Estructura
de la Matematica (conexién
auxiliar) y da indicios del
Conocimiento de las
caracteristicas del Aprendizaje
de las Matematicas (formas de
interaccion de los estudiantes
con el contenido)
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Resolucién de Génesis Discursiva: referencial Da indicios de Conocimiento de

ecuaciones de la forma ax+b=0 la Estructura de la Matematica
Cantidad de puntos para (conexiones transversales)
graficar una recta

Fuente: Espinoza (2017, pp. 447-448)

Finalmente, Espinoza (2017) afirma que, permanecen ideas abiertas sobre el conocimiento
del profesor acerca del ETM personal de sus estudiantes y como este conocimiento mejora el

conocimiento didactico del profesor respecto al contenido matematico.

Por otro lado, Henriquez (2017) nos muestra la importancia de la teoria Espacio de Trabajo
Matematico, la cual puede ser utilizada como una herramienta tedrica para estudiar la practica
docente. En consecuencia, el objetivo de su investigacion es crear una herramienta
tecnolégica que permita analizar la actividad en el aula del profesor de Matematica y las

circulaciones en su ETM idéneo.

En ese sentido, la investigadora describe la forma de reconstruir el ETM del profesor en clase
a partir del uso de la herramienta tecnoldgica creada. Ademas, utiliza como sustento teérico
al ETM para realizar la aplicacion del instrumento y su posterior analisis, particularmente,
describir y analizar las circulaciones en el ETM idéneo del profesor en clase a partir de la

informacién obtenida

Respecto a los tres tipos de ETM, tanto de referencia, idoneo y personal, la investigadora
centra su estudio en el ETM idéneo del profesor en el dominio de la Geometria durante su
practica en aula. Ademas, respecto a los paradigmas geométricos como la Geometria Natural,
Geometria Axiomatica Natural y Geometria Axiomatica Formal, ella busca que al analizar el
ETM del profesor se llegue a definir cual es el paradigma geométrico que incide en mayor

frecuencia en su practica docente.

La investigacion de Henriquez (2017) es de corte cualitativo y la metodologia utilizada es el
estudio de casos, ya que como la poblacién objetivo eran profesores de nivel secundario, se
tomd como referentes a estudiantes de ultimos ciclos de una universidad chilena, quienes se
encuentran en el tercer curso de su etapa de practicas profesionales. Ellos impartian clases a
estudiantes de primero de medio (catorce afios), cuya finalidad de sus clases era utilizar la
congruencia de triangulos para demostrar propiedades en poligonos. Cabe destacar que en
esta investigacion solo se menciona el analisis de la prueba sobre propiedades del
paralelogramo. Para ello, la investigadora, realiza una observacioén no participante de clase,

la cual es grabada, y analiza las producciones de estos futuros docentes.

Lo relevante para nuestro estudio es la herramienta tecnoldgica creada y usada por la
investigadora, en particular las preguntas que utiliza, ya que le permite realizar anotaciones e

interpretaciones sobre las acciones de los docentes en clase. En ese sentido, esta
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herramienta fue creada con preguntas que permitan analizar e interpretar el ETM del profesor
(ver tabla 2) para llegar a reconstruir su ETM idoneo, pero la investigadora advierte que el
usuario debe tener un conocimiento adecuado sobre las génesis y componentes de este
constructo tedrico (ETM), ya que los resultados deben ser interpretados por dicho
usuario/investigador. Al final, esta herramienta muestra un resumen de la circulacion, tabla de

sintesis y un resumen de los planos verticales.

Tabla 2.

Modelo de interpretacién del ETM segin componentes, génesis y respuestas.

Componente

Pregunta

Opciones de respuesta

Grupo 1

Génesis semidtica

Génesis semidtica

Visualizacion

Visualizacion

1: ¢ Qué registro semidtico
privilegia?
2: 4 Otros registros semidticos?

3: ¢ Se activa el proceso de
visualizacion?

4: ; Qué tipo de visualizacion?

Registro algebraico / Registro
figural / Registro grafico / Tabla
/ Lenguaje natural / Registro
numerico

Si/No

Si

Iconica (botanico) / Icoénica
(topografo) / No-iconica
(constructeur) / No-iconica
(inventeur-bricoleur) / Otra

Representamen 5: 4, Cémo aparecen las Objeto / Herramienta
nociones matematicas?
Grupo 2
Artefactos 6: ¢, Hay uso de artefactos? Si

Génesis instrumental

Construccion

7: ¢ Cémo se usa el
instrumento?

8: ¢ Qué tipo de artefactos?

Medir / Construir / Foérmula
(artefacto simbdlico)

Material / Tecnolégico /
Simbdlico

Grupo 3

Génesis discursiva

9: 4 Hay expansion discursiva?

Si

Prueba 10: ;,Qué forma de expansion  Argumentacion / Demostracién
discursiva? / Explicacién / Prueba empirica
Referencial 11: ¢ Qué elemento del Propiedad / Definicion
referencial?
Fuente: Henriquez (2017, p. 110)
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En sintesis, se piensa que para la realizacién de la presente investigacién es importante
resaltar los aportes de Kuzniak, Tanguay, Vivier, Mena, Mena y Montoya (2017) y Menares y
Montoya (2014), aunque estudian dos objetos matematicos distintos, el primero abordd la
funcion exponencial y el segundo a la funcién continua, ambos reflejan la importancia de
continuar trabajos sobre el ETM idéneo y personal en el dominio del analisis de profesores,

ya sea de formacion inicial o continua, la cual orienta a nuestra investigacion.

Por otro lado, en las investigaciones de Espinoza (2017) y Henriquez (2017), se observa que
el primero articula los tipos de ETM con los dominios del MTSK, estableciendo relaciones para
un mejor analisis del objeto funcién asi como lo que el docente concibe para su clase. Mientras
que, la otra investigacion crea y utiliza un instrumento tecnolégico para analizar e interpretar
el ETM idéneo del profesor, asi esta herramienta o las preguntas presentes en ella nos va a
permitir realizar una descripcién mas coherente sobre el ETM idéneo en el dominio del analisis
que organizan los profesores para ensefar la funciéon exponencial. En ambos se presenta la
utilidad de la Teoria Espacio de Trabajo Matematico para analizar la practica en aula del

profesor.

Por tanto, las investigaciones referidas, nos permitiran a continuacion establecer la

importancia y fundamentar la necesidad de realizar trabajos en esta linea de investigacion.
1.2 Justificacién

Las investigaciones de referencia presentadas, en la seccidn anterior, muestra la pertinencia
de nuestra investigacion. En ese sentido, Vargas (2012) respalda la importancia de analizar
la practica en aula del profesor de matematica al ensefar la funcién exponencial, mientras
que, Velasquez (2014) considera importante identificar el conocimiento que tiene el profesor
sobre este tipo de funcién durante su practica docente. A partir de ello, consideramos que es
necesario analizar los conocimientos y organizacion que realiza el docente universitario para
ensefiar algun tépico sobre funciones, para tal fin hemos seleccionado al objeto funcién
exponencial, ya que segun Derouet, Kuzniak, Montoya, Paez, Rousse, Vandebrouck, Verdugo
y Vivier (2016),

Desde el punto de vista del contenido matematico, el énfasis esta en el juego
entre lo discreto y lo continuo, que es una de las caracteristicas constitutivas
del andlisis. [...] a través de la introduccion de funciones exponenciales, la
dialéctica entre el juego discreto y continuo aparece de manera crucial

(traduccién nuestra, p. 1)

Respecto a la practica en aula del docente universitario de matematica que pretendemos
analizar, resulta necesario revisar cdmo él organiza los conocimientos y las tareas cuando va

a ensefar la funcion exponencial. En ese sentido, consideramos pertinente utilizar aspectos

14



del Espacio de Trabajo Matematico, ETM, propuesto por Kuzniak (2011), para comprender el
ETM idoneo del profesor, el cual estructura la forma en cdmo el conocimiento sera ensenado,
pero que es dependiente de su ETM personal, en donde se muestra las preferencias
matematicas del profesor durante la resolucién de problemas, esto es respaldado por Kuzniak,
Tanguay, Vivier, Mena, Mena y Montoya (2016) y Menares y Montoya (2014) en sus

respectivas investigaciones.

En particular, en la investigacion realizada por Kuzniak et al. (2016) analizan el ETM de
profesores en formacion inicial y su objeto de estudio es la funcidn exponencial, la cual nos

interesa investigar pues consideran que,

En el caso de la funcién exponencial es elemental el espacio matematico que
se observa, esto es, tabular puntos (discreto) y luego obtener una curva
representativa (continuo) lo que muchas veces es apoyado por un software
(artefacto). Para su construccién es necesario el conocimiento de otras
nociones (limites, continuidad,...) del modo de comprender la continuidad (y

otras propiedades) de la funcién exponencial (Kuzniak et al. 2016, p. 51).

Por otro lado, las investigaciones de Espinoza (2017) y Henriquez (2017) revelan que los
constructos presentes en la teoria del Espacio de Trabajo matematico permiten realizar un

analisis integral de la practica docente de profesores en formacién continua.

En ese sentido, Espinoza (2016) respalda que, la teoria Espacio de Trabajo Matematico, con
apoyo del MTSK, permite analizar la practica docente por medio de un contraste entre el
conocimiento del profesor con las génesis del ETM que emergen durante la organizacion de
conocimientos y tareas que proponen para su clase, logrando describir el ETM iddneo y
personal del profesor. Asimismo, Henriquez (2017), también considera oportuno utilizar el
ETM, para ello elabora una herramienta tecnolégica basada en preguntas que facilitan
recolectar informacion sobre los conocimientos y actividades que organiza el profesor, lo cual

le permite interpretar cual es el ETM idoneo que éste manifiesta.

En general, las investigaciones anteriores resaltan la importancia de la teoria Espacio de
Trabajo Matematico para analizar la practica docente de profesores en formacion inicial o
continua, describiendo e interpretando cual es el ETM personal o idoneo de los profesores.
Sin embargo, no se han encontrado investigaciones que, en particular, analicen el ETM de
profesores universitarios que ensefian matematicas a estudiantes de humanidades del primer
ciclo. Por ello, resulta pertinente realizar un estudio exhaustivo sobre el ETM idéneo del

profesor universitario al ensefar funcion exponencial a este tipo de estudiantes.

Como precisamos analizar la practica de este tipo particular de docente universitario, primero
examinaremos la presencia de los cursos de matematica en los planes de estudio de dos

universidades peruanas (ver tabla 3) en donde se ensefie la funcién exponencial a estudiantes
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de los primeros ciclos, como en la Pontificia Universidad Catdlica del Peru (PUCP) y en la
Universidad Privada del Norte (UPN).

Tabla 3.

Cursos de Matemética en los primeros ciclos.

Curso Especialidad Ciclo Universidad
Matematica 1 Gestion y Alta Direccién 1 Pontificia Universidad Catdlica del
Peru
Matematica Comunicacién y Periodismo 2 Universidad Privada del Norte
Basica
Fuente: Plan de Estudios de Estudios generales letras de la Pontificia Universidad Catdlica del

Peru. (Recuperado de http://www.pucp.edu.pe)
Plan de Estudios de la carrera de Administracion y Negocios Internacionales de la
Universidad Privada del Norte. (Recuperado de http://www.upn.edu.pe)

Segun la informacion obtenida, verificamos que los cursos de Matematica forman parte de los
ciclos correspondientes al primer ano de las carreras universitarias mencionadas, por tanto,
es indispensable que estas universidades consten con docentes que impartan las clases
referidas a estos cursos. (Ley 30220, 2014, art. 82)

Por otro lado, para comprobar la inclusién del objeto funcion exponencial, se analizé el silabo
del curso Matematica 1 de Estudios Generales Letras de la PUCP correspondiente a la carrera
de Gestidn y Alta Direccién, de igual manera se analizé el silabo de Matematica Basica de la
carrera de Comunicacién y Periodismo de la UPN, en ambos silabos se encontraron

similitudes respecto a los contenidos matematicos necesarios en su formacion profesional.

Tabla 4.

Silabo de matematicas que incluye funcién exponencial.

Universidad Curso Unidad
Pontificia Matematica 1 Unidad 4: Funciones reales de variable real
Universidad Funcion afin
Catoélica del Funcion cuadratica.
Pera-PUCP. Funcion racional con numerador constante o lineal y

denominador lineal

Funcién raiz cuadrada y funcién raiz cubica

Funcién exponencial. Caso particular:  Funcién
exponencial natural (base e)

Funcién logaritmica. Caso particular: Funcion logaritmo
natural

Ecuaciones e inecuaciones exponenciales

Ecuaciones e inecuaciones logaritmicas

Algebra de funciones

Funciones definidas por tramos

Funcién compuesta

Aplicaciones a la Gestion y la Contabilidad
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Universidad Matematica Unidad 1: Funciones reales de variable real
Privada del Basica Funciones reales de variable real: dominio, rango e
Norte-UPN. interpretacion grafica de una funcion.
Funcién lineal. Funcidn constante. Funcién identidad.
Funcion lineal por tramos. Representacion e interpretacion
grafica. Aplicaciones.
Funciones cuadraticas. Interpretacion grafica. Problemas de
optimizacién relacionados a su especialidad.
Funciones exponenciales. Interpretacion  grafica.
Aplicaciones.
Funciones logaritmicas. Definicién. Representacion e
interpretacion grafica. Aplicaciones.
Algebra de funciones: adicién, sustraccion, multiplicacion y
division. Aplicaciones.
Composicion de funciones. Determinacion de la regla de
correspondencia de la funcién compuesta. Dominio de la
funcion compuesta.
Problemas de aplicaciéon de la composiciéon de funciones.
Problemas de aplicacion relacionados a ingresos, costos y
utilidades.
Inecuacion lineal con dos variables. Representacién grafica
en RxR. Sistema de inecuaciones lineales con dos variables.
Introduccion a programacion lineal: optimizacion. Método
grafico.

Fuente: Silabo de Matematica 1 de la Facultad de Gestion y Alta direccion, Pontificia
Universidad Catdlica del Pert (Recuperado de http://www.pucp.edu.pe)
Silabo de Matematica Basica de la Facultad de Negocios, Universidad Privada del
Norte.

Como se observa en la tabla 4, encontramos que en una unidad de cada silabo existen
contenidos en comun, como la funcién exponencial, la cual es trabajada en el curso de
Matematica 1 de la carrera de Gestioén y alta direccién de la PUCP, asi como en el curso de
Matematica Basica de la carrera de Comunicacion y Periodismo de la UPN. Asi, encontramos
que la funcién exponencial se ubica en la unidad de funciones, donde previamente se trabaja
el concepto de funcion, funciones elementales, como la lineal, afin, cuadratica y polindmicas
para luego abordar la funcion exponencial. Ademas, esta informacion nos permite establecer
otra justificacion sobre la eleccion del objeto funcidon exponencial para nuestro estudio,
entendiendo que, este tipo de funcién permite modelar situaciones relacionadas a estas
carreras, lo cual es respaldado por los libros presentes en la bibliografia de matematica 1 de
la PUCP, como por ejemplo el libro de Arya, Lardner e Ibarra (2009), en él se muestra la
utilidad de las funciones exponenciales para modelar situaciones de interés compuesto, de

interés continuo, crecimiento o decrecimiento poblacional, entre otras.

Por lo tanto, en concordancia con las investigaciones de referencia y los planes de estudios
de las tres instituciones de nivel superior presentadas, es pertinente realizar esta investigacion
centrandonos en el ETM idéneo de profesores universitarios cuando ensenan la funcién

exponencial.
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Es necesario indicar que, hasta el momento, en la revision de investigaciones en bases de
datos online no hemos encontrado trabajos sobre el Espacio de Trabajo Matematico de
docentes universitarios que ensefien la funcidon exponencial a estudiantes del primer ciclo de

formacion para las carreras de humanidades.

Por tal motivo, se presenta a continuacion el fundamento tedrico, asi como la pregunta y

objetivos de la investigacion.
1.3  Aspectos del Espacio de Trabajo Matematico

Nuestra investigacién busca realizar un analisis exhaustivo sobre el Espacio de Trabajo
Matematico del profesor universitario cuando ensenanza la funcién exponencial a estudiantes
del primer ciclo de las carreras de humanidades. Por lo tanto, la base teérica que fundamenta
nuestra investigacion es el Espacio de Trabajo Matematico, ETM, este modelo fue
desarrollado por Kuzniak (2011), como una ampliacién de la teoria denominada Espacio de
Trabajo Geométrico introducida por Houdement y Kuzniak (1999), el cual permite analizar el

trabajo matematico de un individuo cuando resuelve problemas.

A continuacién, presentaremos algunas reflexiones basicas, Kuzniak y Richard (2014) refieren
al trabajo matematico como una actividad racional dirigida por un objetivo especifico, el cual
puede ser apoyado por el uso de instrumentos o artefactos determinados, desde una mirada
epistemoldgica, dicho objetivo estara centrado en los objetos estudiados por los matematicos.
En relacion con ello, Kuzniak, Montoya y Vivier (2016, p. 237) manifiestan que, “los objetos y
los resultados producidos por el trabajo matematico se distribuyen en dominios que [...]
permiten dar cuenta de la diversidad de la actividad matematica”. Por tanto, podemos inferir
que, desde un punto de vista didactico, el trabajo matematico es una actividad racional que
tiene por objetivo la construccion y comprensiéon de objetos matematicos a partir de la

resolucion de problemas, segun el dominio al que pertenece.

De lo anterior, resulta necesario reconocer que los dominios matematicos se determinan
mediante la organizacion de conocimientos que cumplan ciertos requerimientos de prueba
para su constitucion. Ademas, segun Montoya y Vivier (citados en kuzniak et al., 2016) la
diferenciacion de los dominios esta relacionada a la naturaleza de los objetos, por tanto,
consideran el dominio de aritmética, algebra, geometria, analisis, probabilidades y estadistica;

aunque esta lista no es absoluta.

Para Kuzniak et al. (2016), un dominio matematico es interpretado de diversas formas para
su ensefianza, y dependera de las transposiciones didacticas realizadas por las instituciones
educativas. Estas interpretaciones difieren sobre un mismo dominio matematico dependiendo
de la evolucion de las matematicas y de las instituciones educativas. Por ello, Kuzniak et al.

(2016), han introducido un enfoque por medio de paradigmas para tener en cuenta esta
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diversidad, en donde “un paradigma designara para nosotros el conjunto de creencias,
técnicas y valores que comparte un grupo cientifico” (p. 238). Un primer alcance sobre los
paradigmas presentes en un dominio matematico fue realizado por Houdement y Kuzniak
(citado en Kuzniak, Tanguay y Elia, 2016) quienes introdujeron tres paradigmas para la

geometria (ver figura 1).

Dominio matematico: Geometria

Paradigma 1 Paradigma 2 Paradigma 3
Geometria E Geometria Geometria E
natural i axiomatica natural axiomatica formal i
(Gl) (Gll) (Gl

Figura 1. Paradigmas de la geometria.

Por otra parte, Kuzniak Tanguay y Elia (2016) afirman que, en un contexto matematico,
pueden coexistir distintos paradigmas en una misma institucién, estos permitiran describir y
caracterizar el trabajo matematico que realiza el individuo al construir un saber a partir de la

resolucion problemas.

En ese sentido, Kuzniak, Montoya y Vivier (2016) declara que la resoluciéon de problemas es
fundamental para el trabajo realizado por los matematicos y para la ensefianza de las
matematicas, ademas afirman que “a través de los problemas, [...] los estudiantes van a poner
en practica saberes y técnicas dependiente del paradigma utilizado” (pp. 238-239). Por
consiguiente, todo individuo que resuelve problemas, con el objetivo de construir su propio
conocimiento matematico, tendra acceso o un acercamiento a la obra matematica que resulta

del trabajo realizado por los matematicos.

Para comprender la importancia de los problemas, los investigadores especifican la necesidad
de establecer la nocién de tarea a partir de los aportes de Sierpinska (citada en Kuzniak,
Tanguay y Elia, 2016), quien "utiliza la expresion tarea matematica en un amplio sentido para
referirse a cualquier tipo problema matematico, con hipétesis y preguntas que son claramente
formuladas, las cuales se sabe que podran resolverse por los estudiantes en un tiempo

predecible” (traduccidn nuestra, p.724).

De lo anterior, resulta importante considerar que la organizacion y resolucion de la tarea
permite observar el trabajo matematico que realiza los individuos al resolver ejercicios,
problemas o preguntas que faciliten la construccion del conocimiento matematico puesto en
juego, todo ello segun el dominio al que esté ligado la tarea y los paradigmas que emerjan o
que se pretendan que surjan durante la resolucion. Ademas, se debe considerar al trabajo
matematico como un conjunto de acciones que realiza un individuo al resolver una tarea
propuesta. En correspondencia a ello, Kuzniak, Tanguay y Elia (2016), declaran que las tareas

propuestas al individuo y las actividades que éste realiza le permitiran una mejor comprension
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del conocimiento matematico pretendido, por tanto, el trabajo matematico dependera del

dominio y de su relacién con las acciones que el individuo realiza.

En consecuencia, los investigadores pretenden establecer una relacion entre aspectos
epistemoldgicos, como conocimientos matematicos, y aspectos cognitivos, como las
actividades que el individuo realiza al resolver las tareas o problemas, ambos aspectos son
necesarios para la construccion del Espacio de Trabajo Matematico, ETM, el cual es detallado

a continuacion.
Espacio de trabajo matematico (ETM)

Para Kuzniak y Richard (2014), “el espacio concebido de esta manera designa un ambiente
pensado y organizado que facilita el trabajo de los individuos al resolver problemas
matematicos” (p.6). Por tanto, el ETM debe ser comprendido como un ambiente organizado
que permite el trabajo de los individuos al resolver problemas matematicos segun el dominio

matematico que corresponda.

En ese sentido, segun sea el caso, para Kuzniak, Montoya y Vivier (2016), este individuo
puede ser un experto ideal (profesional matematico), un profesor, o incluso, un estudiante.
Ademas, aclaran que los problemas matematicos que los individuos resolveran no son parte
del ETM, sin embargo, deben ser considerados como su razon de ser, debido a que el ETM
debe ser el medio para la resolucion de los problemas, asi como su catalizador, porque

permite estructurar el ETM a nivel institucional y personal.

Por otro lado, Kuzniak (2011) declara que, un individuo adquiere la comprensién de un saber
cuando transita por dos planos, uno de naturaleza epistemolégica y otro de naturaleza
cognitiva, el primero estrechamente relacionado con los contenidos matematicos del objeto
de estudio y el segundo relacionado con los procesos mentales que realiza el sujeto cuando
resuelve problemas matematicos. Por consiguiente, considera que en el ETM se debe
establecer el principio de articulacion entre el plano epistemolégico y el cognitivo como

consecuencia del trabajo matematico, los cuales se describen a continuacion.
El plano epistemolégico

Los autores consideran que este plano esta constituido por tres componentes que se
interrelacionan entre si (ver figura 2), los cuales se caracterizan con el propdsito de describir
el trabajo matematico en su dimension epistemoldgica, organizados por criterios estrictamente
matematicos, y que segun Kuzniak, et al. (2016, p.247) “permite estructurar la organizacion
matematica del ETM dandole un sentido que [...] los paradigmas ayudan a definir’. Estos
componentes son: el representamen (signos semiédticos), los artefactos (materiales o

simbdlicos) y un referencial tedrico (definiciones, propiedades y teoremas).
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Artefacto

Plano Epistemoldgico

Figura 2. Componentes del plano epistemoldgico.

El signo o Representamen, al estar relacionado con los objetos concretos y tangibles
dependientes del dominio matematico y de las estrategias de ensefianza establecidas, es
concebido por Kuzniak, Tanguay y Elia (2016), como algo que representa o refiere a un objeto
matematico en algun aspecto o su totalidad. Por tanto, un signo puede ser un dibujo
geométrico, simbolos o expresiones algebraicas, incluso graficas, entre otras. Ademas, desde
una concepcion de las matematicas basada en representaciones semioticas, estos elementos
pueden estar organizados en registros de representacion semiética de Duval (citado en
Kuzniak et al., 2016) y la interaccion entre registros puede relacionarse con los grupos

semidticos de Arzarello (citado en Kuzniak et al., 2016).

Los artefactos, a partir de los aportes de Rabardel (citado en Kuzniak et al., 2016), los autores
refieren a un conjunto de objetos materiales o sistemas simbdlicos que se transformaran por
intervencion humana. Respecto a los objetos materiales, estos pueden ser instrumentos de
dibujo o algun software. Pero, en el caso de los sistemas simbdlicos, para no confundir con
otros componentes del plano epistemoldgico, los autores afirman que los Unicos sistemas
simbdlicos considerados seran los algoritmos relacionados a técnicas de calculo, como la
division euclidiana, a artefactos materiales tradicionales, como el abaco o las tablas
trigonométricas, o bien a técnicas de la construccién, como las que se realiza con regla y

compas, los cuales su validacion no requiere preocupacion.

El referencial, considerado por Kuzniak (2011) como un sistema tedrico constituido por
definiciones y propiedades sobre algun objeto matematico, los cuales permiten interpretar los
contenidos de las demas componentes durante el trabajo matematico. En consecuencia,
Kuzniak et al. (2016) afirman que este conjunto de propiedades fundamentara el discurso
deductivo de la prueba matematica, por ello es necesario que se organicen en coherencia a

la tarea que resuelve el individuo y que hayan sido objeto de alguna institucionalizacién.
El plano cognitivo

Si concebimos que la matematica es esencialmente una actividad humana, resulta necesario
comprender como los individuos utilizan y se apropian de los conocimientos durante la
resolucion de problemas. Por ello, Kuzniak et al. (2016) consideran a un segundo plano
centrado en la persona y en la articulacion cognitiva de las componentes del ETM, en ese
sentido presentan tres procesos estrechamente relacionados a los componentes del plano

epistemolégico (ver figura 3), los cuales son: la visualizaciébn asociada a procesos de
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interpretacion de los signos, la construccién dependiente de los artefactos utilizados, y la

prueba a partir de validaciones producidas en base al marco tedrico de referencia.

Visualizacion

Construccién

Plano Cognitivo

Figura 3. Componentes del plano cognitivo.

La visualizacion, para Kuzniak y Richard (2014) este proceso cognitivo se tiene que diferenciar
de la simple percepcion de los objetos, para ser comprendida como el proceso que permite la
estructuracion de las informaciones dadas por los signos o representamen. En ese sentido,
Kuzniak, Tanguay y Elia (2016) declaran que este proceso esta relacionado con la
interpretacion de signos y la construccién interna de la representacion de los objetos

involucrados.

La construccion, concebido para Kuzniak y Richard (2014), como un proceso determinado por
los instrumentos utilizados, y que segun Kuzniak, Tanguay y Elia (2016), esta en relacién con
las acciones producidas por el uso de los artefactos. Ademas, los autores indican que dichas
acciones no son necesariamente resultado de una produccién concreta o tangible, como el
caso de un dibujo o un escrito, sino que también puede comprender la observacion,

exploracién o experimentacion.

Por ultimo, el proceso de Prueba que produce argumentaciones, y que segun Kuzniak et al.
(2016), debe estar fundamentado y organizado deductivamente a partir de un marco teérico

de referencia para su demostracion, ademas de ser admitida por una comunidad matematica.
Las Génesis de los Espacios de Trabajo Matematico

Para Kuzniak, Montoya y Vivier (2016), es posible articular, de manera operatoria, el plano
epistemoldgico con el plano cognitivo a partir de las génesis producidas como consecuencia
del trabajo matematico, las cuales articulan un proceso del plano cognitivo con un componente
del plano epistemoldégico, asi se estructura el ETM (ver figura 4). Por consiguiente, los autores
consideran tres génesis: la génesis semibtica para la visualizacion y representamen, la
génesis instrumental para la construccion y artefactos, por ultimo, la génesis discursiva para

prueba y referencial.
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Figura 4. Espacio de trabajo matematico y sus génesis.

Fuente: Kuzniak et al. (2016, p.246)

La génesis semidtica, es considerada por Kuzniak, Tanguay y Elia (2016) como “el proceso
asociado a los signos y representamen [...], que explica la relacién dialéctica entre las
perspectivas sintactica y semantica de los objetos matematicos, desarrollados y organizados
a través de sistemas de representacién semidtica” (traduccién nuestra, p.726). En
consecuencia, esta génesis proporciona al representamen percibido el estado de objeto
matematico operatorio para establecer conexiones entre la funcién y la estructura de los

signos referidos.

Para especificar esta génesis, Kuzniak et al. (2016) consideran un proceso circular, de ida y
vuelta, entre el Representamen y el proceso de visualizacién, por ello, en un primer sentido,
establecen un proceso de decodificacion o interpretacion, mientras que, en sentido inverso,
un proceso de codificacidon o instanciacion (ver figura 5). El primer proceso parte del
representamen dado y utilizado para el trabajo matematico, el cual se direcciona a la
conciencia cognitiva del individuo a través de la percepcion, permitiendo la deduccién de los
significados que otorgan los signos o representamen. Mientras que, en el sentido inverso, todo
inicia en la mente del individuo que realiza el trabajo matematico y se dirige hacia la
presentaciéon de un representamen, debido a que éste permitira la exteriorizacién de las
representaciones mentales que tiene el individuo respecto al objeto matematico asociado

durante el trabajo matematico.
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Figura 5. Posibles especificaciones de la génesis semiética.

Fuente: Kuzniak et al. (2016, p.726)

La génesis instrumental, que segun Kuzniak y Richard (2014) “hace funcional los artefactos

en el proceso constructivo que contribuye al trabajo matematico” (p.11).

Los investigadores consideran necesario establecer la nocién de instrumento distinguido por
Rabardel (citado en Kuzniak, Tanguay y Elia, 2016), quien indica que todo instrumento es
definido por un artefacto y sus esquemas de uso. Ademas, declaran que la palabra
instrumento tendra un valor cognitivo, en el sentido que, un artefacto se transforme en un
instrumento cuando el individuo que realiza el trabajo matematico ha adquirido o desarrollado
esquemas para su uso. Siguiendo esa distincion, Kuzniak, Nechache y Drouhard (2016)
concluyen que “un instrumento no se da sino que debe ser desarrollado por el sujeto” (p.864,
traduccioén nuestra). De ello, la génesis instrumental puede ser comprendida como el proceso
de transformacion de un artefacto a instrumento o como el proceso de evolucién del

instrumento a partir del desarrollo de sus esquemas de uso.

Para describir esta génesis, los investigadores consideran oportuno presentar algunas
diferencias entre herramienta e instrumento, segun Kuzniak et al. (2016) todo componente del
plano epistemolégico que tiene una utilidad potencial para resolver un problema determinado
puede ser considerado una herramienta, mientras que, en el plano cognitivo, se refiere a un
instrumento cuando un individuo interactua con una herramienta con el fin de abordar una
tarea matematica de manera efectiva. Por otra parte, como una herramienta y un artefacto
tienen la misma naturaleza epistemoldgica, los autores advierten que se conserven las
restricciones sobre el significado de artefacto para no confundirlo con las demas componentes

epistemolégicas del ETM.

Los investigadores resaltan los aportes de Artigue (citada en Kuzniak, Tanguay y Elia, 2016)

para especificar la génesis instrumental en el ETM como un proceso que se desarrolla en dos
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sentidos, uno que puede originarse en el artefacto y se direcciona al proceso de construccion,
al cual denomina instrumentacién, mientras que en el sentido inverso, lo denomina

instrumentalizacion (ver figura 6).

En especifico, Kuzniak, Tanguay y Elia (2016) consideran que, si la instrumentacion inicia en
el artefacto hacia las acciones que se le solicitan, entonces describe el proceso de
manipulacion o uso que realiza el usuario con el artefacto o con el instrumento definido por el
artefacto, adaptando sus esquemas de uso a las herramientas proporcionadas por el
artefacto. Por otro lado, la instrumentalizacion se origina desde el cumplimiento dirigido por el
usuario durante la construccién hasta la eleccion adecuada de una herramienta, incluso se

pueden producir algunas adaptaciones del artefacto a las acciones solicitadas.

Construccion

Plano Cognitivo

Instrumentalizacion

Instrumentacion

3 i
L I
I I
. I
| |
| |
: I
| |
| I
| I
; I

|
Artefacto

Figura 6. Posibles especificaciones de la génesis instrumental.

Plano Epistemoldgico

En contraste con las génesis anteriores, la génesis discursiva de la prueba, para Kuzniak y
Richard (2014) utiliza el referencial tedrico para la validacion o prueba, dicha validacion no es
iconica, grafica o instrumentada. En ese sentido, Kuzniak, Tanguay y Elia (2016) la define
como el proceso por el cual se activan las propiedades y los resultados presentes en el
referencial tedrico, con la intencién de que estén al servicio del razonamiento matematico y
de las validaciones discursivas. Ademas, estas validaciones van mas alla de las verificaciones

graficas, empiricas o instrumentadas, aunque éstas podrian provocarlas.

Para Kuzniak et al. (2016), la génesis discursiva debe entenderse como un proceso
bidireccional: en un primer sentido, el discurso deductivo o de prueba se realiza a partir del
sustento que le proporcionan las propiedades organizadas y dispuestas en el referencial
tedrico, mientras que en el sentido inverso, la finalidad es la identificacion de definiciones y
propiedades que se incluiran en el referencial tedrico, probablemente provocadas por

tratamientos visuales o instrumentales (ver figura 7).
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Figura 7. Posibles especificaciones de la génesis discursiva.

Plano Epistemoldgico

De estas afirmaciones, Kuzniak, Tanguay y Elia (2016) destacan la necesidad de analizar con
precision la tarea solicitada y la actividad realizada por el individuo, ello los conduce a
considerar planos verticales a partir de la inclusion y articulacion de dos génesis, los cuales

se explican a continuacion.
Los planos verticales y las circulaciones en el ETM

En principio, Coutat y Richard (citado en Kuzniak y Richard, 2014) definen tres planos
verticales para analizar las interacciones especificas en el trabajo geométrico. De ello, Kuzniak
y Richard (2014) consideran que estos planos verticales pueden vincularse con las fases del
trabajo matematico durante la realizacion de tareas, donde la ejecucion adecuada de estas
precisara las competencias cognitivas matematicas en base a la coordinacion de sus génesis,

en ese sentido los autores afirman que,

Un primer tipo de interacciones privilegia la identificacion y la exploracion de
los objetos apoyandose en las génesis semidtica e instrumental para
desarrollar una competencia ligada al descubrimiento de la solucion de
problemas matematicos. Un segundo tipo [...] desarrolla el razonamiento
matematico fundado en la justificacion de descubrimientos, que articula las
génesis instrumental y discursiva. Finalmente, un ultimo tipo esta orientado
hacia la comunicacion matematica de los resultados y se apoya esencialmente

en las génesis semidtica y discursiva. (Kuzniak y Richard, 2014, p.12)

De lo anterior, los autores consideran necesario incorporan estos planos verticales a la teoria
del ETM con el objetivo de comprender y analizar la circulacion del conocimiento entre los
planos epistemoldgico y cognitivo que estructuran al ETM, los cuales se activan a través de
una tarea. Estos planos son: el plano [Sem—Dis] asociado a las génesis semidtica y discursiva

de la prueba matematica, el plano [Ins—Dis] es asociado a la génesis discursiva de prueba y
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a la génesis instrumental, finalmente el plano [Sem—-Ins] es asociado a una génesis semidtica

y a la génesis instrumental (ver figura 8).

En ese sentido, Gomez, Kuzniak y Vivier (2016) resaltan que, la interpretacion exacta de estos
planos verticales y la descripcion de sus interrelaciones, dependeran del dominio matematico
especifico que sea objeto de estudio en el trabajo matematico. Por otra parte, enuncia que
una circulacién hace referencia al movimiento del conocimiento por los distintos polos de los
planos epistemoldgico y cognitivo, por tanto, durante el trabajo matematico, pueden resultar
una o mas circulaciones del conocimiento, ya sea en los planos horizontales (Epistemolégico

y Cognitivo) o en los planos verticales indicados anteriormente.
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Figura 8. Posibles especificaciones de la génesis semidtica

Fuente: Adaptado de Kuzniak et al. (2016, p.727)
Respecto al plano semidtico-discursivo [Sem-Dis], Gémez et al. (2017) afirman que,

Una estrecha relacién entre la génesis semidtica y la génesis discursiva de la
prueba es crucial en el desarrollo del trabajo matematico que supera una vision
simple iconica de los objetos. De acuerdo a la prioridad dada a la dimension
semiotica y discursiva, son posibles dos tipos de enfoques. Cuando la atencién
se centra en el lado semiodtico, transformaciones visuales estructuran la
descripcion de los signos y organizan un razonamiento perceptivo. Por el
contrario, si la atencion se centra en una prueba o demostracion, el
razonamiento hipotético y deductivo se basa en propiedades, signos y la

visualizacién desempena un papel heuristico. (p.11)
Sobre el plano instrumental-discursivo [Ins—Dis], Gémez et al. (2017, p.11) indican que,

El punto crucial es la cuestion de la prueba que se basa en experimentos o0 en

la argumentacion deductiva pura. Si se sacan conclusiones a partir de datos
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dados por instrumentos, vamos a hablar de una prueba experimental. De otra
forma, si la prueba o demostracion se basara en un referencial tedrico, los
instrumentos se utilizan para ilustrar o para la construccién de configuraciones

geomeétricas.

En ese sentido, Kuzniak, Tanguay y Elia (2016) afirman que un vinculo entre la génesis
instrumental y la discursiva emerge de forma natural cuando los procesos de experimentacién
se llevan a cabo a partir de enunciados bien definidos, originando circulaciones del
conocimiento en el plano [Ins-Dis]. De ello, si los resultados y las conclusiones son obtenidos
a partir de la informacion que proporciona los instrumentos y el razonamiento inductivo, el
trabajo matematico se orienta hacia la dimensién instrumental. Sin embargo, si se prioriza el
razonamiento deductivo construido de forma progresiva a partir de pasos verificados por
ejemplificaciones instrumentadas, entonces el trabajo matematico se desarrolla en su

dimension discursiva.

Finalmente, sobre el plano semiético instrumental [Sem—Ins], los autores declaran que en este
plano interactian los signos y artefactos con los procesos de visualizacion y prueba,
entendiéndose que esta interaccion va en diversas direcciones. Por tanto, estas direcciones
pueden partir de cualquier componente y tomar distintos sentidos. Por ejemplo, en el nivel
cognitivo, el trabajo matematico puede iniciar en el proceso de visualizacion, pero con la
prioridad en la construccion de objetos matematicos respetando las condiciones de los signos.
En el sentido inverso, al partir del proceso de construccién, hace referencia a una exploracion

visual y semiotica.

Por otro parte, Kuzniak et al. (2016) afirman que el trabajo matematico puede iniciar a partir
de la exploraciéon de representaciones, por ejemplo, representaciones graficas por medio de
algun software, con la finalidad de conceptualizar y comprender el objeto matematico en
estudio. A la vez, comprometen al descubrimiento y a la identificacion de componentes en la
representacion, por tanto, provocan la activacion de la génesis semiodtica relacionada con el
objeto matematico en estudio, el cual conduce a realizar circulaciones en el plano [Sem-Ins].

En ese sentido, Gbmez, Kuzniak y Vivier (2016, p.11) resaltan que

Este plano ha recibido mas importancia debido a la aparicién de Software
digital. Las herramientas digitales aumentan la capacidad de explorar
configuraciones y descubrir nuevas propiedades. El enfoque exploratorio ya
existia, pero solo con base en la experiencia de los estudiantes. [...] Se pueden
observar dos formas de trabajar: la que estd mas orientado hacia la
construccion de los resultados (figuras, graficos) que cumplen algunas
condiciones y otra hacia la interpretacion de los datos aportados por los

artefactos.
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De todo lo anterior, Kuzniak et al. (2016) concluyen que resulta dificil describir y especificar
con exactitud cada uno de estos planos, pero al hacerlo se debe tener presente el campo o
dominio matematico en estudio, las tareas, el nivel educativo, la institucién, el tipo de trabajo

esperado, entre otros aspectos necesarios a considerar dentro del trabajo matematico.
Tipos de Espacios de Trabajo Matematico

Kuzniak, Tanguay y Elia (2016) consideran importante estudiar el trabajo matematico que se
realiza en el contexto educativo, en ese sentido resulta necesario analizar los procesos que
realizan los estudiantes durante el trabajo matematico, el cual esta delimitado por las
orientaciones dadas por las instituciones educativas y por los maestros que dirigen y
materializan estas orientaciones en el trabajo matematico dentro del aula. Por lo tanto, Los
autores consideran distinguir tres tipos de ETM: ETM de referencia, ETM idéneo y ETM
personal, los cuales estan relacionados con la vigilancia epistemoldgica, didactica y cognitiva

que deben involucrarse en la educacion matematica.

El ETM de referencia se define con respecto a la relacion con el conocimiento,
bajo criterios matematicos; el ETM idéneo depende de la institucion involucrada
y se define de acuerdo a la forma en que el conocimiento debe ser ensefiado,
en relacion con su lugar y su funciéon especifica dentro del curriculo nacional; y
el ETM personal se relaciona con cada individuo y se define por la forma en
que él o ella se ocupa de un problema matematico con sus propios

conocimientos y capacidades matematicas (Kuzniak et al., 2016, p.729).

En ese sentido, los autores resaltan que el ETM de referencia se estructura en base al
conocimiento matematico, mientras que el ETM idoneo puede estar estructurado a partir del
conocimiento matematico que considera la institucion o el profesor para el proceso de
ensefianza. Mientras que, el ETM personal se puede estructurar a partir de los conocimientos

matematicos que poseen los individuos al resolver problemas.
ETM de referencia

Para Kuzniak, Montoya y Vivier (2016) un paradigma se instaura a partir del acuerdo de una
comunidad de individuos sobre la formulacion de problemas y la organizacion de sus
soluciones, privilegiando las herramientas o las formas de pensamiento. De ello, Kuzniak y
Richard concuerdan que, “a ese espacio de trabajo ‘paradigmatico’, tal como es definido por

esta comunidad, se le llamara ETM de referencia” (2014, p.9).

Los autores consideran que la organizacion esperada del ETM referencial se estructura de
manera natural segun criterios matematicos definidos por alguna comunidad de individuos,
quienes acuerdan algun paradigma con la finalidad de incluir conceptos, herramientas o

formas de pensamiento. Sin embargo, Kuzniak, Tanguay y Elia (2016) consideran que su
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organizacién esta también predispuesta a los aspectos econdémicos, politicos y sociales, lo
cual conlleva a analizar el curriculo o el plan de estudio, los tratados escritos por los
matematicos y las investigaciones realizadas por educadores en matematicas. Asimismo,
consideran que este aspecto orienta a una vigilancia epistemolégica, lo cual revela que las
reglas operativas involucradas contribuyen en la organizacion del conocimiento en un campo
matematico definido con coherencia. Por otra parte, consideran que este ETM puede ser

constituido por la interaccion entre paradigmas de un dominio matematico determinado.
ETM idéneo

En una institucion educativa, para Kuzniak, Montoya Vivier (2016) la resolucién de un
problema presume que un ETM, al cual denominan idéneo, se ha logrado organizar de cierta
manera con el objetivo de comprometer a un estudiante en la resolucién del problema y que
el utilizador-disefiador del ETM idéneo debe ser un experto ideal quien construya un ETM para
utilizadores potenciales. Por esa razén, Kuzniak y Richard (2014) establecen que este ETM
idéneo debe cumplir dos condiciones para su estructuracion: primero, debe permitir el trabajo
matematico en el paradigma correspondiente al problema considerado; segundo, sus
componentes deben estar organizados de acuerdo a criterios de validez. Pero, “el ETM idéneo

no es fijo y se debe modificar continuamente para ajustarse a las restricciones locales” (p.10).

Los autores consideran que el ETM idoneo puede entenderse como el espacio en donde se
genera la reflexién sobre la reorganizacién didactica de sus componentes. En ese sentido,
Kuzniak, Tanguay y Elia (2016) declaran que este ETM se relaciona con la vigilancia didactica,
ya que controla el trabajo del estudiante, adaptandolo a lo que se pretende con el ETM de

referencia que considera la institucion educativa.

Debido a que nuestra investigacion esta centrada en el andlisis de la practica de docentes
universitarios que ensefa la funcién exponencial, se deduce que el ETM idéneo puede
clasificarse en dos tipos: el ETM idéneo que propone la institucién educativa 'y el ETM idéneo

del profesor.

Respecto al ETM idoneo propuesto por la institucion, Kuzniak (2011) considera que resulta de
la adecuacion y organizacion del ETM de referencia de la institucion dada con un propésito,
la cual describe la matematica que la institucién pretende. Desde esa perspectiva, Kuzniak et
al. (2016) afirma que una institucion educativa puede estructurar un ETM idéneo para que sea
utilizado por el profesor, el cual permita a los estudiantes ser activos y eficientes al resolver

problemas o tareas definidas.

Por otra parte, el ETM idoneo que propone la institucién educativa se analiza a partir del texto,
materiales, guias, tareas, etc. que propone la institucién para el trabajo de los docentes con

sus estudiantes.
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Respecto al ETM idéneo del profesor, Kuzniak y Richard (2014) afirma que,

En clase, el disefio de este espacio va depender del ETM personal del profesor.
[...] La eleccién y la organizacion de las tareas propuestas a los alumnos por
los profesores son esenciales en la constitucion del ETM idoneo. Ofrece la
posibilidad de resolver, de manera adecuada, lo que se les propone; es decir,
conforme a las expectativas institucionales descritas de manera mas o menos

explicita en el ETM de referencia. (p.10).

En ese sentido, el papel del profesor resulta fundamental, debido a que él es el responsable
del proceso de ensenanza y de él dependera facilitar el trabajo matematico de los estudiantes.
Por lo tanto, el trabajo matematico de los estudiantes esta orientado y desarrollado por las
acciones que realiza el docente durante el proceso de ensefianza, ello nos permite justificar

la necesidad de nuestra investigacion por analizar el ETM idéneo del profesor.

Por otro lado, precisamos que el ETM idoneo del profesor se analiza a partir del texto que
utiliza para trabajar con sus estudiantes, la guia de ejercicios que propone a sus estudiantes,
los apuntes de clase que realiza el profesor para sus estudiantes, entre otros recursos que

considere indispensable en el desarrollo de su sesion de clase.
ETM personal

En un contexto educativo, segun Kuzniak, Montoya y Vivier (2016), si un problema es
propuesto a un individuo, quien puede ser el profesor o un estudiante, entonces el tratamiento
matematico que este individuo dara al problema se realizara dentro de lo que han denominado

un ETM personal. En ese sentido, Kuzniak, Tanguay y Elia (2016) afirman que,

En el contexto de una institucion educativa determinada, dar acceso a ETM
personales eficientes es el objetivo final, y el logro de este objetivo a través de
la ensefianza y el aprendizaje requiere una vigilancia cognitiva. Aqui, los
individuos particulares [...] estan preocupados, y para conocer mejor su
pensamiento se requiere que se estudien las concepciones y el conocimiento

de los estudiantes a través de sus actividades observables (p. 729)

Respecto al ETM personal del profesor, los autores manifiestan que esta condicionado por
sus experiencias, los cuales se manifiestan en cada una de sus preferencias matematicas
durante la resolucion de problemas que deba afrontar dentro y fuera del aula de clase. Esto
resulta un motivo por el cual Kuzniak y Richard (2014) recomiendan que, el profesor debe
reestructurar continuamente su ETM idéneo, seleccionando pertinentemente las actividades
o el trabajo matematico que espera que realicen sus estudiantes, debido a que sus practicas
pasadas estan condicionadas a un cierto ETM personal del estudiante, el cual no siempre

podra adaptarse a los estudiantes que actualmente tenga a su cargo. En ese sentido, los
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autores afirman que “estas elecciones y la gestion de las actividades van a depender, en gran

parte, del ETM personal del profesor” (Kuzniak y Richard, 2016, p.10).

Respecto al ETM personal del estudiante, segun Kuzniak y Richard (2014, p.10) “cuando el
problema se propone a un alumno, el tratamiento matematico que éste le da lo conduce al
ETM personal de este alumno”. Por lo tanto, un estudiante activa su ETM personal cuando
aplica sus capacidades cognitivas y sus conocimientos matematicos a partir de la resolucion
de un problema o una tarea dada. Ademas, los autores resaltan que el desarrollo de este
espacio de trabajo estd en funcion del ETM idéneo propuesto, debido a que este ultimo
permite el compromiso del estudiante hacia la resolucion del problema. En ese sentido, el
desarrollo del ETM personal de un estudiante es dependiente de las tareas elegidas en el

ETM idoneo estructurado por el profesor.

Por otra parte, Kuzniak, Tanguay y Elia (2016) manifiestan que el trabajo matematico previsto
en el ETM idéneo no necesariamente garantiza que los estudiantes construiran
coherentemente los conocimientos matematicos puestos en juego. Por esta razdn,
recomiendan que es indispensable analizar los ETM personales de los estudiantes para

asegurarse que el trabajo matematico realizado por ellos sea el esperado.
Paradigmas en el dominio del analisis

En relacién con los paradigmas del analisis, la investigacion de Montoya y Vivier (2016) sobre
ETM en el dominio del Analisis y los paradigmas que emergen en él, proponen un modelo de
ETM para el analisis real. Los autores caracterizan y presentan los paradigmas globales, como
son: el paradigma de analisis estandar, relacionado a los niumeros reales, y el paradigma de
analisis no estandar, relacionado a las cantidades infinitesimales. Ademas, explican que
ambos paradigmas globales se situan en el ETM de referencia, pero el que prevalece en la
educacién matematica actual es el paradigma del andlisis estandar. Por esta razon,
consideramos que es necesario especificar los paradigmas propuestos para el analisis
estandar en la investigacion de Montoya y Vivier (2016), los cuales seran utilizados para

nuestro trabajo de investigacion y detallamos a continuacion:

- El andlisis geométrico/aritmético (AG), aqui se permite las interpretaciones vy
suposiciones implicitas originados sobre la base de la geometria, de calculos
aritméticos o del mundo real.

- El anélisis del Calculo (AC), en este paradigma las reglas del calculo, como las
existentes en el calculo diferencial o integral que se definen son algo explicitas, y se
aplican sin la necesidad de reflexionar sobre la existencia y la naturaleza de los objetos
introducidos.

En este paradigma, los calculos se realizan bajo un enfoque algoritmico para

expresiones formales que tienen una funcion representativa. Estos procedimientos se
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realizan sin ninguna reflexién de la naturaleza del objeto matematico. Por ejemplo,
para determinar la ecuacion de la recta tangente de una funcién en un punto, se deriva
y se evalua la funcidn para obtener la pendiente, luego se establece una ecuacion
cartesiana para la tangente, esto se puede hacer algoritmicamente sin la necesidad
de reconocer de objetos, curvas, tangentes o las relaciones entre ellos.

- Elandlisis real (AR), el cual involucra trabajos que implican la aproximacién y vecindad,
incluso topoldgico. Ademas, las definiciones y propiedades son establecidas de
manera tedrica para permitir el trabajo de un ¢ definido para este paradigma, como en

el caso de los limites, la desigualdad, o para describir “lo despreciable”.

La naturaleza de los objetos difiere entre paradigmas, siendo explicito en AR e implicito en
ACy AG.

1.4 Preguntay objetivos de la investigacion

El propdsito de nuestra investigacion es analizar los conocimientos matematicos y las tareas
que presenta el profesor universitario cuando ensefia el objeto funcién exponencial a
estudiantes de humanidades, con ello, determinar como la define o la caracteriza, que
instrumentos utiliza y que representaciones prioriza para su ensefianza. En ese sentido, al
contrastar este propdsito con el marco tedrico, resulta necesario estudiar el Espacio de
Trabajo Matematico idoneo del profesor universitario al ensefar la funcién exponencial, en
particular como llega a definirla, qué tareas intra-matematicas organiza y presenta en clase.
Por lo tanto, por medio de este estudio, se va a describir las acciones que realiza el profesor
para activar las génesis semiotica, instrumental y discursiva, incluso, reconocer el paradigma
del analisis que privilegia. A pesar de que, el analisis de las tareas que realiza el profesor en
clase nos lleva a acercarnos a su ETM personal, sera necesario distinguirlo del ETM idéneo

para centrarnos en nuestro propdsito de estudio.

Por tanto, de acuerdo a las investigaciones de referencia, la justificacion detallada que
establece la pertinencia de esta investigacion y los aspectos fundamentales del ETM se

formula la siguiente pregunta que direcciona nuestra investigacion:

¢, Cudl es el Espacio de Trabajo Matematico idoneo del profesor universitario al ensefar la

funcion exponencial a estudiantes de humanidades del primer ciclo?
Objetivo General:
De la formulacion anterior, se desprende el siguiente objetivo general de la investigacion:

Analizar el Espacio de Trabajo Matematico idéneo del profesor universitario al ensenar la

funcién exponencial a estudiantes de humanidades.
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Objetivos Especificos:
Para lograr el objetivo general, establecemos los siguientes objetivos especificos:

1. Describir el trabajo matematico efectivo del profesor universitario al ensefar la funcion

exponencial.

2. Analizar la activacion de las génesis y los planos en el Espacio de Trabajo Matematico

idéneo del profesor universitario al ensefiar la funcidon exponencial.

3. Identificar los paradigmas del dominio analisis que privilegia el profesor universitario al

ensenar funcion exponencial.

A continuacién, se presenta el estudio de caso como método para nuestra la investigacion.
1.5 Estudio de caso como metodologia de la investigacion

La metodologia en nuestra investigacion es de corte cualitativo ya que segun Hernandez,
Fernandez y Baptista (2010), una investigacion cualitativa permite describir, comprender e
interpretar los fendmenos a través de las percepciones y significados producidos por las
experiencias de los participantes, distinguiéndola de la investigacion cuantitativa, dado que su

esencia es el proceso y no los resultados.

Por otro lado, una metodologia cualitativa en la investigacién segun M. Martinez “se trata del
estudio de un todo integrado que forma o constituye una unidad de analisis y que hace que
algo sea lo que es: Una persona, una entidad étnica, social, empresarial, un producto
determinado, etc.” (2006, p. 128).

En ese sentido, nuestros procedimientos metodologicos toman como referencia algunos
aspectos del método de Estudio de Casos, los cuales seran necesarios para el desarrollo de

nuestra investigacion.

En principio, Martinez (2006) manifiesta que, segun su propdsito, las investigaciones
realizadas con el método de estudio de caso pueden ser descriptivas o exploratorias, es decir,
si en una investigacion lo que se trata es identificar y describir los factores que influyen en el
fendmeno estudiado, esta investigacion es descriptiva, mientras que, si se pretende conseguir
un acercamiento entre las teorias y la realidad objeto de estudio a través de su exploracion,

entonces esta investigacion es exploratoria.

En ese sentido, Yin (citado en Martinez, 2006) afirma que “el método de estudio de caso es
una herramienta valiosa de investigacion, y su mayor fortaleza radica en que a través del
mismo se mide y registra la conducta de las personas involucradas en el fendmeno estudiado”
(p.167).
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Complementando lo anterior, rescatamos algunas consideraciones de Chetty (citado en

Martinez, 2006), quien indica que

El estudio de caso es una metodologia rigurosa que es adecuada para
investigar fendmenos en los que se busca dar respuesta a como y por qué
ocurren, [...] es ideal para el estudio de temas de investigacién en los que las
teorias existentes son inadecuadas, [...] y permite explorar en forma mas
profunda y obtener un conocimiento mas amplio sobre cada fendémeno, lo cual

permite la aparicion de nuevas sefiales sobre los temas que emergen (p.175).
Ademas, sobre investigaciones en Educaciéon Matematica, Ponte (2006, p.4) declara que

Estudios de casos se han utilizado para investigar los problemas de aprendizaje
de los estudiantes, asi como conocimientos y practicas profesionales de los
maestros, programas de formacién inicial y continua de los maestros, proyectos

de innovacion curricular, nuevos planes de estudio, etc.

Debido a que nuestra investigacion pretende analizar cual es el ETM idéneo del profesor
universitario para ensefar la funcién exponencial a estudiantes de humanidades, se define el

caso: Trabajo matematico del profesor universitario al ensefiar la funciéon exponencial.

Para analizar el caso, los profesores que participan de esta investigacién son docentes de
matematica de la Pontificia Universidad Catdlica del Perd, quien ensefia la funcion
exponencial a estudiantes de humanidades del primer ciclo, a quien en adelante llamaremos

en adelante profesor André, mientras que al otro, Profesor Esteban.

Tabla 5.

Profesores involucrados en la investigacion.

Docentes Formacion Institucion donde fue Experiencia como
universitarios formado docente de matematica
Profesor André Ingeniero electronico  Pontificia  Universidad 12 afos

Catodlica del Peru

Profesor Esteban Matematico Puro Universidad Pedro Ruiz 10 anos
Gallo

Las caracteristicas de los profesores participantes son las siguientes: el profesor André es
ingeniero electrénico, pero con maestria en ensefianza de las matematicas. El tiene
aproximadamente 12 afios de experiencia como docente universitario en cursos de
matematicas del primer ciclo, en distintas universidades de Lima y ensefiando tanto a
estudiantes de humanidades como de ciencias, durante ese tiempo lleva 2 afios seguidos
dictando matematica a estudiantes de humanidades del primer ciclo de la Pontificia

Universidad catélica del Peru. Mientras que, el profesor Esteban es licenciado y magister en
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matematica, él tiene 10 afios de experiencia como docente universitario en matematica, la
mayor parte de esos afios ha dictado cursos de matematica relacionado a carreras de
Ciencias en la Pontificia Universidad Catdlica del Peru, pero estos 2 ultimos afios también ha
tenido cursos de primer ciclo en donde ensefia matematica a estudiantes de humanidades,
en esos afnos siempre ha ensefiado la funcidon exponencial en cursos del primer ciclo de estos

estudiantes.

Para nuestra investigacion, solo estudiaremos las acciones del profesor André, debido a que
se logré recolectar toda la informacion necesaria para el analisis del Espacio de Trabajo
Matematico idoneo del profesor universitario al ensefiar la funciéon exponencial, mientras que
la informacion obtenida del profesor Esteban no esta completa, por tanto, no podriamos
realizar el analisis riguroso y exhaustivo que pretendemos a partir de los datos obtenidos de

él.

Para analizar el ETM idoneo del profesor al ensefiar la funcién exponencial, establecemos los

siguientes componentes para nuestra investigacion.

Primero, la pregunta de investigacion, considerada el punto de partida, servira de referencia
para la recoleccion de la informacién, de modo que permita establecer la estrategia mas

oportuna para la investigacion.

En nuestra investigacion la pregunta es: ;Cual es el Espacio de Trabajo Matematico del
profesor universitario al ensenar la funcion exponencial a estudiantes de humanidades del

primer ciclo?

Segundo, las proposiciones tedricas, del mismo modo que las preguntas, serviran de
referencia para la recoleccidn de informacion, los cuales, posteriormente, nos permita analizar
los datos obtenidos (Martinez, 2006). En ese sentido, las proposiciones teéricas, asi como la
pregunta de investigacién contiene conceptos, dimensiones, factores o variables, por tanto,

debemos obtener informacion de estos constructos para analizar el caso.

En esta investigacion, las proposiciones tedricas que fundamentan la tesis estan definidas por
aspectos del Espacio del Trabajo Matematico propuesto por Kuzniak (2011), el cual permitira
analizar las acciones que realiza el profesor universitario al ensefar la funcién exponencial y
como estas acciones activan las génesis y planos del ETM. Ademas, reconocer cuales son
los paradigmas del dominio analisis que el profesor privilegia, asi como estudiar el espacio de

trabajo matematico idéneo del profesor.

Tercero, las unidades de analisis, que segun Martinez (2006) son elementos que conforman
el caso, los cuales pueden ser una o varias personas, una institucién, documentos o alguna

situacién, en ese sentido, pueden ser unicos o multiples. También, Las unidades de analisis
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son dependientes de la forma cémo son determinadas las preguntas iniciales en la

investigacion.

En la presente investigacién, las unidades de andlisis seran las etapas del trabajo matematico
del profesor universitario al ensefar la funcidon exponencial, las cuales son: exploracion
(acciones orientadas a explorar la solucion de un problema introductorio), estudio de la funcién
exponencial (acciones centradas en explicar la definicion, caracteristicas y elementos), por
ultimo, resolucién de tareas (acciones sobre la organizacién de las tareas propuestas a los
estudiantes). A partir de la informacién obtenida, pretendemos analizar cual es el ETM del
profesor universitario cuando ensefia la funcion exponencial, el cual es descrito e interpretado

en términos de la teoria Espacio de Trabajo Matematico.

Cuarto, la vinculacién légica de los datos a las proposiciones, aqui se verifica la relacion

existente entre la informacion recolectada y las proposiciones tedricas de la investigacion.

En esta investigacion, a partir de la informacién obtenida se describe los conocimientos y
tareas que organiza y presenta el profesor universitario para ensefar la funcién exponencial
a estudiantes universitarios, aproximandonos a su comprender su ETM idéneo en el dominio

del analisis. Asimismo, determinar los paradigmas del analisis que él privilegia.

Para ello, previamente se organizara la informacion, la cual sera recolectada por medio de
entrevistas semiestructuradas, observacion y grabacién de las clases, € incluso los materiales

de curso de los profesores que ensefian la funcion exponencial.

Por ultimo, los criterios para la interpretacién de los datos, hace referencia al analisis que

realiza el investigador después de recolectar la informacién obtenida de la unidad de analisis.

En nuestra investigacion, después de la recoleccién de datos y de vincular la informacion
obtenida con las proposiciones tedricas enunciadas anteriormente, se analizan las unidades
de analisis para estudiar el ETM idéneo del profesor universitario que ensefian la funcion
exponencial, interpretando la informacion en términos del marco tedrico utilizado, aspectos
del Espacio de Trabajo Matematico, para finalmente obtener los resultados y conclusiones de

nuestra investigacion.

Por otra parte, para garantizar la objetividad del estudio de casos, en el sentido de su fiabilidad
y validez, Yin (citado en Martinez, 2006) propone el protocolo del estudio de casos, que esta
constituido por una guia de procedimientos que tiene que realizarse para obtener evidencia y
que esta conformado por los siguientes elementos: semblanza del estudio de caso, preguntas
del estudio de caso, procedimientos metodologicos a ser realizados y guia del reporte del

estudio de caso.

En ese sentido, Martinez (2006) presenta especificaciones sobre los elementos que

constituyen el protocolo del estudio de casos, considerando lo siguiente.
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Iniciamos con la semblanza del estudio de caso, ya que es Uutil para integrar al equipo que
colaborara en la investigacién, ademas debe contener: los antecedentes del proyecto, los
principales topicos por investigar, las proposiciones teéricas por confirmar y la literatura
relevante. En nuestro caso, integraremos a personas que formen parte de esta investigacion,
manteniéndolas informadas sobre los antecedentes, las proposiciones tedricas y todo lo
concerniente a nuestro propdsito de investigacién que es analizar el Trabajo Matematico del

profesor universitario cuando ensefianza la funcién exponencial.

Seguidamente se formula la pregunta de investigacion, la cual es planteada con la finalidad
de garantizar la obtencién de la informacién que se necesita para ser contrastada con las

proposiciones tedricas de la investigacion.

Luego, se establece los procedimientos a ser realizados, aqui se determinan los instrumentos
suficientes y se recomienda contar con un esquema de las actividades que se realizaran para
recolectar la informacién. En ese sentido, los instrumentos que consideramos para nuestra
investigacion son: Iniciaremos utilizando las guias de las entrevistas semiestructuradas para
obtener informacién del profesor que ensefia la funcidon exponencial, luego mediante la
grabacion y observaciéon de la clase del profesor, asi como su material de curso,
evidenciaremos y contrastaremos la informacién obtenida en los otros instrumentos, asi,

posteriormente generaremos resultados y conclusiones objetivas.

Finalmente, se realiza la guia para el reporte del estudio, no existe un unico formato para
reportar los resultados obtenidos en la investigacion, por ello se debe disefar un esquema
que sirva de base sobre como seria el reporte del estudio de caso, el cual favorezca la

obtencion de la informacion y reduzca el riesgo de regresar por informacion necesaria.

A continuacion, a partir de los procedimientos a ser realizados como parte del protocolo del
estudio de casos, presentamos el procedimiento metodolégico que se utiliza para nuestra

investigacion, el cual se basa a lo propuesto por Martinez (2006).

1. Planteamiento del problema, es el primer procedimiento para realizar nuestra tesis, en
donde consideramos las investigaciones de referencia que sustentan nuestro estudio, la
justificacion que define la pertinencia de la investigacion, la pregunta de investigacion, y el
objetivo general, asi como los especificos de la investigacion.

2. Formulacion de proposiciones, el propdsito de nuestra estudio es analizar el Espacio de
Trabajo Matematico del profesor universitario cuando ensefianza la funcién exponencial,
por tanto revisaremos los libros de Cauchy (1821), de Stewart, Redlin y Watson (2012) y
el material de curso para los profesores que propone la Universidad, en particular, los
capitulos donde se presenta el estudio del objeto funcidbn exponencial, ademas

revisaremos aspectos del Espacio de Trabajo Matematico que utiliza nuestra tesis, con
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ello tener bases tedricas claras para utilizar instrumentos de recoleccion de datos, como
una entrevista semiestructurada, la grabacion de clase y material de curso.

3. Recoleccion de la informacion, se realiza a partir de la informacién proporcionada por los
profesores universitarios que ensefan la funcion exponencial a estudiantes de
humanidades del primer ciclo de una universidad privada, en ese sentido se utilizan guias
para la entrevista semiestructurada, formato de trascripcién de la grabacién de la clase,
asi como el material de curso utilizado por el profesor.

4. Transcripcion de los datos, para Martinez (2006), consiste en organizar la informacién
obtenida y se realiza después recolectar la informacioén que necesitamos de los profesores
universitarios, a través de los instrumentos de investigacion disefiados.

5. Analisis de la informacién, en esta parte se realiza la triangulacion de la informacion, el
cual consiste en contrastar los datos recolectados con los instrumentos de nuestra
investigacion, a partir de ello, se analiza e interpreta la informacién obtenida en base al
marco tedrico definido en nuestra investigacion, que son aspectos del Espacio de Trabajo
Matematico.

6. Conclusiones generales e implicaciones de la investigacion, en esta parte se redacta los
resultados y conclusiones generales, asi como consideraciones finales sobre perspectivas

de posibles investigaciones futuras.

En el siguiente capitulo, se presenta aspectos matematicos del objeto funcidén exponencial, es

decir, aspectos epistemoldgicos y matematicos para la ensefianza de este objeto matematico.
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CAPITULO Il: ENSENANZA DE LA FUNCION EXPONENCIAL

En este capitulo presentamos algunos aspectos del objeto funcién exponencial, explicando
tanto sus aspectos epistemoldgicos como aspectos matematicos para su ensefianza en los

libros de texto o materiales de curso.

21 Aspectos matematicos y epistemoldgicos del objeto funcién

exponencial

Segun Morales (2011) una de las formas de definir la funcion exponencial es construirla como
la solucion de una ecuacion funcional. Ademas, afirma que Cauchy encontré que la funcién

exponencial es la unica funciéon que cumple algunas propiedades importantes.

En ese sentido, resulta importante revisar los estudios de Cauchy en su Cours d"analyse, en

donde presenta el problema de

Déterminer la fonction @(x) de maniere qu'elle reste continue entre deux limites
reelles quel conques de la variable x, et que I'on ait pour toutes les valeurs

reelles des variables x et y:” @(x+y) = @(x)-@(y) (1821, pp.106-107)

El problema vy la solucion realizada por Cauchy, traducida por nosotros, lo presentamos a

continuacion.

Determine la funcién @(x) para que permanezca continua entre dos limites reales de la variable

x,y de manera que para todos los valores reales de las variables x e y se obtenga que:

px+y)=p@)e®)... (2)

Primero, es facil asegurarse que la funciéon ¢(x) pretendida para satisfacer la ecuacion (2)

admite solo valores positivos. De hecho, si hacemos y = x en la ecuacién (2), encontraremos
@(2x) = [p()]?,

. aoe 1
Luego concluiremos, al escribir Sxen lugar de x, que

o =[o ()

La funcion ¢(x) es siempre igual a un cuadrado, por consecuencia siempre es positiva. Esto
planted, que supongamos que en la ecuacion (2) sucesivamente se reemplaza y pory + z, z

por z + u,... obteniendo

px+tytz+ut+-)=p@e@e@e) ..

Cualquiera que sea el numero de variables x, y, z, u, ..., si denotamos este nimero de variables
por m, y una constante positiva por una de ellas, haciendo x =y =z = u = --- = @, entonces

la formula que encontramos se convertira en
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]m

p(ma) = [¢(a)
Para extender esta férmula para el caso de que el numero entero m se reemplaza por un

, . . m . , . .
ndmero fraccionario —, o incluso por un ndmero cualquiera u, haremos primero f = %a,

donde m y n son numeros enteros,asi llegaremos a la conclusion que

nf = ma

p(np) = @(ma)
leB]" = [p(@)]™

@) = ¢ (=a)

n

m
[p(B)] = [p(a)]n
Haciendo un cambio de variable con % = u, se obtiene

pua) = [p(@)]*

Sitomamos a = 1, tenemos que para los valores positivos de u
[e] = [p(D]*
Como ¢ es continua, aplicamos limite cuando u tiende a cero a ambos miembros,
lim[p(w)] = lim[p(1)]"
p0)=1

Ademas, en la ecuacion ¢(x + y) = @(x)¢@(y), al hacer un cambio de variable x =uey = —u,

se tiene
pu+-u) =pWoe(-u)

»(0) = p(We(—u)

L _90)

o(u) = D)

L _ 900

p(—u) o)
1

§0(—U) = w
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$W = e

p(—u) = [p(D]™

Entonces, la ecuacion ¢(u) = [¢(1)]* se mantiene al cambiar u por —u, en otras palabras,

tenemos que para cualquier valor de la variable x, sea positivo o negativo se cumple

p(x) =[eM]*

Por lo tanto, se deduce que cualquier funcion ¢(x) que verifica el problema planteado al
principio es necesariamente de la forma ¢ (x) = A*, donde A es una constante positiva. Luego,
podemos atribuirle a esta constante cualquier valor entre los limites de 0 y oo, es decir, que,
para cualquier valor positivo de A, la funcidon permanece constante desde x = —o hasta x =
+00, y la ecuacidén A**Y = A*AY es una identidad. Donde A es una constante arbitraria que

solo admite valores positivos.

En la solucion realizada por Cauchy, se encontré que una funcion sera exponencial cuando

tiene como condicién necesaria cumplir con la propiedad A**tY = A*AY.

Ademas, Cauchy (citado en Morales, 2011) define también una caracteristica de la funcién
exponencial para la ecuacion funcional mencionada, afirmando que “sea f una funcién con
dominio en los reales no nula, continua en el punto cero que verifica que f(x +y) = f(x) -
f(y) para todos los reales x e y. Entonces existe un real a talque, f(x) = e**, para todo real

X

De lo anterior, Morales (2011) deduce que la funcién exponencial surge como consecuencia
de esta y otras propiedades, lo cual contradice la forma como se presenta y ensefa la funcion
exponencial en los libros de texto, donde la definen y, en algunos textos, presentan estas

propiedades como una consecuencia de su definicion.

2.2 Aspectos matematicos para la ensefianza de la funcién exponencial en

libros universitarios de matematica

Respecto a como se organiza la ensefianza de la funcién exponencial, tomamos de referencia
el libro de Stewart, Redlin y Watson (2012), el cual es considerado por los docentes
universitarios como una guia que orienta el conocimiento matematico del docente sobre este
objeto, ya que presenta definiciones, ejemplos, propiedades y tareas de aplicacion para el
desarrollo de su clase; por lo tanto se considera pertinente revisar la informacion que presenta,
debido a que, si el docente afirma que sus conocimientos matematicos para la ensefianza de
la funcién exponencial estan orientados por este libro, entonces nos permitira un acercamiento

al ETM de referencia de este objeto matematico.
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El andlisis del texto realizado enfatiza tres aspectos respecto al objeto funciéon exponencial:
primero, concepto y propiedades, segundo, los ejemplos, y tercero, las tareas y aplicaciones.
De estos tres aspectos solo detallaremos los dos primeros, ya que necesitamos comprender

como presenta y organiza los conocimientos para ensefiar la funcién exponencial.
Analisis del concepto y propiedades de la funciéon exponencial

Stewart et al. (2012), introducen el tema con un ejemplo de funcién exponencial f(x) = 2%,
utiliza el registro tabular para presentar algunos calculos realizados en la funcién, obteniendo
la imagen a partir del valor de su pre imagen para cualquier numero real, en ese sentido, utiliza
el proceso de calcular el valor numérico de una expresion exponencial como un artefacto

simbdlico, por lo tanto, activa la génesis instrumental (ver figura 9)

Figura 9. Introduccién a la funcién exponencial.
Fuente : Stewart et al. (2012, p.302)
A continuacién, los autores utilizan el registro algebraico de la funcién exponencial para
definirla. En ese sentido, la regla de correspondencia f(x) = a* es utilizada como una
herramienta semidtica, activando la génesis semidtica. Ademas, reconoce que la funcién
exponencial es definida por esa regla de correspondencia, lo cual es utilizada como

herramienta tedrica, por tanto activa la génesis discursiva (ver figura 10).

Figura 10. Definicion de la funciéon exponencial.

Fuente : Stewart et al. (2012, p.302)

Por otra parte, los autores consideran pertinente pasar de una forma de representacion a otra
para comprender la funcién exponencial. Por tanto, coordina el registro en lengua natural,
algebraico y grafico para definir la grafica de una funciéon exponencial (ver figura 11), ello

activa la génesis semiética. Ademas, el intervalo en que esta definida la base "a" de la funcién
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exponencial, permite reconocer la monotonia de la funcién, es decir, si es una funcién
creciente o decreciente, mostrando su interseccion con el eje de las ordenadas. Luego, define

el dominio y rango para toda funcién exponencial, y describe su asintota horizontal.

Figura 11. Grafica de la funcidon exponencial.

Fuente : Stewart et al. (2012, p.304)

Stewart et al. (2012) define las caracteristicas y elementos presentes en la funcion
exponencial en el registro algebraico y grafico, presentando una coordinaciéon entre ambos
registros para comprender algunas propiedades que puedan deducirse de su representacion
grafica. Ademas, esta definicién es utilizada como artefacto simbdlico para la resoluciéon de

tareas referidas a graficar la funcién exponencial.

En concordancia con lo anterior, también considera pertinente explicar la funcidén exponencial
natural, para ello inicia explicando la definicion del numero de Euler "e" a través de un registro
tabular, concluyendo que es un numero irracional y que no es posible escribir un valor exacto
en forma decimal ya que se expresa como una aproximacion, resultando que este numero
e = 2.71828182845904523536, lo cual es utilizado como herramienta tedrica, por lo tanto activa
la génesis discursiva. Luego, los autores definen la funciéon exponencial natural a través de su

representacion algebraica (ver figura 12).
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Figura 12. Definicion de la funcién exponencial natural.

Fuente: Stewart et al. (2012, p.310)

Para su representacion grafica los autores utilizan la definicién general sobre grafica de
funciones exponenciales, utilizandola como un artefacto simbdlico, solo con la aclaracion de
que el numero e es un valor entre 2 y 3, por tanto su grafica se encuentra entre la grafica de
f(x) =2%y f(x) = 3* (ver figura 13).

Figura 13. Grafica de la funcion exponencial natural.

Fuente: Stewart et al. (2012, p.310)

Después de analizar este aspecto del texto, observamos que en ningin momento presenta la
caracterizacion de Cauchy para definir la funcidon exponencial como resultado de la ecuacion
funcional f(x + y) = f(x)f(y), ni que exista alguna propiedad que se derive de su definicion.
Por lo tanto, al no analizar la naturaleza de este objeto matematico, nos lleva a afirmar que
Stewart et al. (2012) trabaja en el paradigma del analisis del calculo. Asimismo, las acciones
descritas al definir la funcion exponencial y explicar los elementos que la componen a partir
de su representacion algebraica y grafica, insta a trabajar en el paradigma del analisis

geomeétrico/aritmético.

Analisis de los ejemplos sobre funcién exponencial
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En ejemplos iniciales, Stewart et al. (2012) utiliza el registro numérico para evaluar la funcién
exponencial de acuerdo a la base presente en su representacion algebraica y a los valores
que toma la pre imagen con ayuda de la calculadora, en términos del ETM, la calculadora sera
considerada una herramienta informatica, es decir, un artefacto. Ademas, utiliza el proceso de
calcular el valor numérico de una expresion exponencial como un artefacto simbdlico, por lo

tanto, estas acciones activan la génesis instrumental (ver figura 14).

Figura 14. Evaluar una funcion exponencial.

Fuente: Stewart et al. (2012, p.303)

Mientras que, en un segundo ejemplo, referido a su representacion grafica, Stewart et al.
(2012) utiliza la representacion tabular y grafica a partir de su representacién algebraica,
ademas muestra una coordinacion entre ellos para deducir alguna caracteristica o propiedad
en la funcién exponencial a partir del valor de su base, en palabras del ETM este ejemplo

activa la génesis semidtica (ver figura 15).
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Figura 15. Ejemplo de grafica una funcioén exponencial.

Fuente : Stewart et al. (2012, p.303)

En un tercer ejemplo, para determinar la regla de correspondencia f(x) = a* de la funcién
exponencial a partir de su grafica, realizan la conversion del registro grafico al registro
algebraico. Para ello, utiliza las coordenadas de un punto en la grafica para calcular el valor
de la base a presente en la regla de correspondencia de la funcién exponencial, esta regla es

utilizada como artefacto simbdlico, con ello activa la génesis instrumental (ver figura 16).

Figura 16. Ejemplo de grafica una funcion exponencial.

Fuente: Adaptado de Stewart et al. (2012, pp.304-305)
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En otros ejemplos, Stewart et al. (2012) presenta las transformaciones graficas de la funcién
exponencial definida por f(x) = 2*. En ese sentido, tenemos la traslacion vertical definida por
g(x) =1+ 2%, la reflexiéon con el eje x definida por h(x) = —2* y la traslacion horizontal
definida por k(x) = 2*~1. Se observa que, realiza tratamientos en el registro grafico, activando

la génesis semidtica (ver figura 17).

Figura 17. Ejemplo de grafica una funcién exponencial.

Fuente: Adaptado de Stewart et al. (2012, p.305)

En este ultimo ejemplo, cabe destacar que, Stewart et al. (2012), no define como funcion
exponencial a los modelamientos presentes en cada ejemplo, solo manifiesta que son
funciones, esto es importante ya que esas representaciones algebraicas pertenecen a las
denominadas funciones de tipo exponencial, la cual tiene ciertas diferencias con la funcion
exponencial, dado que, estas no cumple la caracterizacion de Cauchy, mientras que la funcién

exponencial si.

En términos del ETM, las acciones descritas por los autores para resolver los ejemplos, instan
a trabajar en el paradigma del analisis del calculo, debido a que, se utiliza la definicion, los
elementos y caracteristicas del objeto funcién exponencial sin discutir sobre su naturaleza, a

pesar de que algunos procesos son algo explicitos.

2.3 Aspectos didacticos y matematicos en el material de curso Matematica

Basica para la ensefianza de la funciéon exponencial

El material de curso de Matematica Basica - MAT155 es una guia de estudio elaborado y/o
revisado por los docentes de una universidad privada que dictan el curso en mencion, a partir
de las consideraciones dadas por el coordinador de curso, los cuales se ajustan a las
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competencias que debera desarrollar el estudiante en base al perfil de egreso que pretende
la Unidad Académica de Estudios Generales Letras de la Universidad, como la competencia
4 denominada razonamiento Logico-Matematico, en donde se especifica que, el estudiante
resuelve problemas de su contexto cotidiano y profesional, reconoce modelos matematicos,
aplica conocimientos y procedimientos matematicos apoyado de la tecnologia, y comprueba,
interpreta y comunica los resultados obtenidos. En ese sentido, el estudio del material del

curso nos dara indicios sobre el ETM idéneo de la institucion.

Por otra parte, el material de curso es compartido a los estudiantes en formato digital mediante

la plataforma de la universidad.
Respecto a la parte del material del curso donde se trabaja la funcion exponencial, consta de:

1. Problema de introduccién (denominado exploremos).
Definiciones y caracteristicas analiticas y graficas de la funcién exponencial.
Un ejemplo desarrollado sobre la representacién grafica de 4 funciones a partir de su
regla de correspondencia.

4. Tres ejercicios de funcion por tramos donde incluya un tramo exponencial (solo uno
esta desarrollado)

5. Tres situaciones contextualizadas sobre funcion exponencial donde solo uno esta
resuelto

6. Finalmente, nueve ejercicios propuestos.

Debido a que nos centraremos en el aspecto intra-matematico del objeto funcién exponencial,
a continuacion presentamos el analisis de los tres primeros puntos detallados en el parrafo

anterior.

Se introduce el tema mediante la exploracion de una situacion en lengua natural (ver figura
18). Este problema de exploracion, nos orienta a resolverlo con el apoyo de un representacion
tabular y gréfica, lo cual permita pasar de lo discreto, mediante los puntos obtenidos en la
tabulacién, a lo continuo, expresado como la curva que pasa por esos puntos, con ello activar

la génesis semidtica.

Figura 18. Introduccion a la funcidn exponencial en el material de curso.
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Posteriormente, se define la funcidon exponencial, la cual inicia como herramienta tedrica.
Luego, esta definicion de funcion exponencial, representada algebraicamente, es utilizado
como herramienta semidtica, representamen. Finalmente, sera considerada como artefacto
simbadlico que permita determine la regla de correspondencia de toda funcién exponencial (Ver
figura 19).

Funcion exponencial
Una funcion exponencial f: R — R, con base a esta definida por:
f(x) = Ca*,x € R,

donde @, C y k son numeros reales, a > 0,a # 1.

. . . . . P YO §
Si consideramos C =1y & =1, tenemos la funcién exponencial de la forma f(x)=a
, la cual analizaremos a continuacion a través de los valores que puede tomar 4.

Figura 19. Definicion de la funcion exponencial en el material de curso.

En el material de curso se considera pertinente establecer algunas propiedades y
caracteristicas de la funcién exponencial a partir de su representacion algebraica, con la
finalidad de que sea utilizado como un artefacto simbdlico para realizar su representaciéon
grafica y determinar alguna de sus componentes, como definir las coordenadas de su
interseccidn con el eje y, la ecuacion de su asintota horizontal, el dominio y rango para toda
funcion exponencial f(x) = a*, pretendiendo activar la génesis instrumental. Ademas, se
presentan dos casos para la funcidon exponencial a partir del intervalo en que es definida la
base “a”, donde si a < 1, la monotonia de la funcion es creciente (ver figura 20), definiendo

algunas caracteristicas para este caso.

Caracteristicas que se observan en la grdfica:

. Dom(f) =R
«  Ran(f) =]0; +oo]

. La grafica de la funcion f no tiene intercepto con el eje X.

. La grafica intercepta al eje Y en el punto (0; 1).

. La funcion es creciente en todo su dominio.

. Observamos que a medida que x decrece ilimitadamente, los valores de y

tienden a cero, pero nunca toman dicho valor. Por tal razon, esta funcion tiene
una asintota horizontal cuya ecuacidon es: y = 0.

Figura 20. Caracteristicas de la funcion exponencial creciente en el material de curso.
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Mientras que, si 0 <a <1len f(x)=a* (ver figura 21), algunas caracteristicas como las
coordenadas del punto de interseccion con el eje y, la ecuacion de la asintota horizontal, el
dominio y rango de la funcién, se mantiene semejantes al caso anterior, pero las otras si

presenta diferencia ya que la monotonia de la funcién exponencial ahora es decreciente.

Figura 21. Caracteristicas de la funciéon exponencial decreciente en el material de curso.

Por otro lado, se enuncia que la funciéon exponencial es biunivoca (ver figura 22), con ello se

define algunas propiedades que formaran parte del referencial tedrico.

La funcién exponencial es biunivoca, por tal razon se cumple que:

Sia*t = a2 entonces x; = X,, 0 que es lo mismo,
Six; # x, entoncesa™ # a*z,

Figura 22. Propiedades de una funcion biunivoca en el material de curso.

Luego, definen la funcion exponencial natural (ver figura 23) a partir de la coordinacion entre

su representacion algebraica y grafica, activando la génesis semidtica.

“n

Figura 23. Caracteristicas de la funcién exponencial de base “e” en el material de curso.

Con la finalidad de establecer un referencial teérico que justifique el trabajo con expresiones

exponenciales, se presentan algunas propiedades de la potenciacion (ver figura 24).
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Propiedades relacionadas con expresiones exponenciales

Dado a = 0.a =1, se cumple que:
lL.a°=a°=b=c
2. abaf =a®

a —
3. _C:ab c
a
4. (a*) =a*

Figura 24. Propiedades relacionadas con expresiones de tipo exponencial en el material de curso.

Respecto a ejemplos o tareas que presenta el material del curso, tenemos un ejemplo donde
el propésito es representar graficamente la funcién exponencial y determinar algunos de sus
elementos (ver figura 25), aqui se pretende que se utilice la informacién presente en cada
caso de la funcion exponencial como un artefacto simbdlico para su solucién, con el objetivo

de activar la génesis semiodtica e instrumental.

Ejemplo 1

Trace la grafica de las siguientes funciones e indique su rango y los interceptos con los
ejes coordenados.

a) f(x)=5",x€R
b) f(x)=04", xR
¢ f(x)=2". x>0

d) f(x)=3("), xeRr

Figura 25. Tarea para representar la grafica de una funcion exponencial.

La solucién que se presenta en el material de curso permite activar la génesis semidtica (ver
figura 26), ya que las representaciones remiten al objeto matematico por medio del proceso

de visualizacion.
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Figura 26. Propuesta de solucion para graficar una funcién exponencial.

En esta ultima imagen, observamos que se coordinan tres tipos de representaciones que son:
algebraica, tabular y grafica para construir el objeto, en donde la definicién y las caracteristicas
de la funcion exponencial pasan de ser una herramienta ubicada en el referencial tedrico a

ser un artefacto simbdlico para la resolucién de las tareas.

En términos del ETM, las acciones descritas de manera especifica y clara en el material de
curso se trabajan dentro del paradigma del analisis del calculo, dado que, la definicion, los
elementos y caracteristicas de la funcién exponencial se usan sin discutir sobre su naturaleza

y algunas reglas de calculo se algo explicitas.

Por otro lado, algunos aspectos del material que fueron deducidos en el analisis del material
de curso seran contrastados con el Espacio de Trabajo Matematico organizado por el profesor

para la realizacién de su clase.

En el siguiente capitulo, se presenta Espacio de Trabajo Matematico |déneo del profesor
universitario, en particular, se analiza el trabajo matematico efectivo realizado por el profesor

para la ensefianza de la funcion exponencial.
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CAPITULO lll: ESPACIO DE TRABAJO MATEMATICO IDONEO DEL
PROFESOR UNIVERSITARIO

Como pretendemos analizar el Trabajo Matematico del profesor universitario al ensedar la
funcion exponencial (ETM idéneo), necesitamos estudiar las acciones que el profesor de una

universidad privada organiza y realiza al ensenar este tipo de funcion.

Por ello, en este capitulo, se estudia los conceptos y las tareas sobre funcién exponencial que
presentan los profesores universitarios a sus estudiantes, los cuales fueron obtenidos de la

grabacion de la clase y de la entrevista.
3.1 Escenario, sujetos e instrumentos

El curso de Matematica Basica se imparte a estudiantes del primer ciclo de las carreras de
humanidades de una universidad privada de Lima y es ensefiado por profesores con varios
afos de experiencia a nivel universitario, quienes tienen grado de Maestria, incluso algunos

poseen el grado de Doctor.

En el desarrollo del curso de Matematica Basica, el profesor tiene el apoyo de dos asistentes
de docencia, quienes tienen la funcién de apoyar a los estudiantes durante el desarrollo de
las tareas propias del tema que se esté trabajando en la clase. Ademas, el curso consta de 4
horas semanales, partidas en dos bloques de 2 horas, en las cuales, una parte es dirigida por
el docente por un tiempo aproximado de 80 a 90 minutos, luego los asistentes de docencia

realizan una practica calificada en el tiempo restante para afianzar la comprension del tema.

Los profesores que participaron de nuestra investigacion trabajan en la misma universidad y

fueron dos, a los que llamaremos a partir de ahora como André y Esteban.

El profesor André es magister en ensefianza de las matematicas y tiene formacion en
pregrado como ingeniero electrénico, €l tiene alrededor de 12 afios de experiencia como
docente universitario ensefiando matematicas a estudiantes del primer ciclo, en diversas
universidades de Lima, durante ese tiempo lleva 2 afios seguidos dictando el curso de

matematica 1 a estudiantes de humanidades del primer ciclo.

Por otro lado, el profesor Esteban es licenciado y magister en matematica, él tiene 10 afios
de experiencia como docente universitario en matematica, gran parte de su experiencia
docente esta relacionada con el dictado de cursos de matematica en carreras de Ciencias,
pero en los dos ultimos afios también ha dictado el curso de matematica 1 a estudiantes de

humanidades del primer ciclo.

Cabe precisar que, que los profesores estan habituados en el uso de software GeoGebra para

el desarrollo del curso.
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Por otro lado, resultd necesario recolectar informacion sobre las acciones que realizan los
profesores y la organizacion de su Espacio de Trabajo Matematico (ETM), los cuales permiten
describir las génesis y los planos que se activan en su ETM idoneo, incluso, permite identificar
los paradigmas que él privilegia. En ese sentido, segun Kuzniak, Montoya y Vivier (2016) las
geénesis semidtica, instrumental y discursiva solo se activaran como consecuencia del trabajo
matematico que realiza el individuo. Ademas, para Kuzniak y Richard (2014), este trabajo
matematico realizado por el profesor podria activar los planos Semidtico—Instrumental [Sem-
Ins], Instrumental-Discursivo [Ins-Dis] y Semidtico-Discursivo [Sem-Dis], y segun Montoya y
Vivier (2016) los paradigmas del analisis que el profesor podria privilegiar al ensefar la funcién
exponencial son: el paradigma del analisis geométrico/aritmético (AG), el paradigma del
analisis calculatorio (AC) y el paradigma del analisis real (AR). Por esta razén, los

instrumentos utilizados son los indicados a continuacion.

Para nuestra investigacion, solo presentaremos el analisis de las acciones del profesor André,

de quién se logro recolectar la informacion completa y necesaria para nuestro estudio.
Momentos de clase del profesor André

La clase realizada por el profesor André, denominada, segun silabo, funciéon exponencial y
sus representaciones, es una sola sesion impartida a 65 estudiantes de Ciencias de la
Comunicacion y tiene una duracion total de 2 horas cronoldgicas. Ademas, consta de un total
de seis momentos, los cuales son: presentacion de la clase, introduccién a la funcion
exponencial, definicion de la funcién exponencial y su grafica, desarrollo de ejemplos y tareas,
actividades propuestas al estudiante y evaluacién calificada de cierre. De ellas, se considero
oportuno observar, grabar y analizar solo tres momentos que nos permita realizar nuestro
analisis.

Tabla 6.

Momentos observados y analizados de la clase de funcidon exponencial realizada por el
Profesor André.

Momentos Objetivo Tiempo real
Introduccion a la funcion Describir las acciones del profesor que activan las 15 mi
min.
exponencial. génesis y planos de su ETM idéneo.

Definicion de la funcion
) Identificar los paradigmas del dominio analisis que .
exponencial y su S 15 min
. o privilegia el profesor.
representacion grafica.
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Desarrollo de ejemplos y

Describir las génesis y planos de su ETM idéneo

tareas propuestas al

que se activan al ensefar la funcién exponencial.

estudiante.

40 min

En la tabla 6, se muestra solo tres momentos de la clase del profesor André, ello es fuente de

informacién para nuestro analisis, ya que nuestra preocupacion es estudiar el ETM id6neo del

profesor cuando ensefa la funcion exponencial, en particular, como organiza y que acciones

realiza para su ensefianza.

Entrevista

Para contrastar la informacion obtenida de la observacion, el tipo de entrevista utilizada para

este estudio fue la entrevista semiestructurada, debido a que, segun Hernandez, Fernandez

y Baptista (2014, p. 403) afirman que “se basa en una guia de asuntos o preguntas y el

entrevistador tiene la libertad de introducir preguntas adicionales para precisar conceptos u

obtener mas informacién”, facilitando la comunicacion y generando un ambiente coloquial

entre el entrevistador y el entrevistado.

Tabla 7.

Preguntas de la entrevista semiestructurada realizada a los profesores universitarios.

Preguntas Objetivo Tiempo real
(1) De estas formas de introducir o iniciar Reconocer las acciones que permite
una clase donde se ensefie la funcién la activacion de las génesis del ETM 5 mi
min
exponencial (ver ficha 1), ; Qué opina?  idéneo del profesor, privilegiando el
paradigma AG.
(2) De estas definiciones dadas para la Identificar las  representaciones
funcién exponencial (ver ficha 2), ;Qué semidticas que utiliza para definir la 5 mi
min
opina sobre ellas? ¢;Usted cémo la funcién exponencial, sin privilegiar al
define? paradigma AR.
(3) De estas formas de explicar las Reconocer las acciones que activan
caracteristicas y elementos de la funcién las génesis del ETM idéneo del Ami
min
exponencial (ver ficha 3), ¢cual profesor, privilegiando el paradigma
recomienda o como la ensefaria? AGy AC.
(4) De estos procesos sobre como graficar Analizar las acciones que realiza el
la funciéon exponencial (ver ficha 4), profesor, las cuales activan las 4 min

56



¢, Qué opina? ;Se asemeja a lo que génesis de su ETM idoneo,

propuso en su clase? privilegiando el paradigma AG y AC.

(5) De estos ejemplos resueltos (ver ficha Analizar las tareas que organiza en su
5), ¢ Cuales consideraria para una clase ETM idoneo, privilegiando el 5 min

o cuales propondria? 4 por qué? paradigma AG y AC.

(6) ¢,Cual es la secuencia de conocimientos Identificar los conocimientos y tareas

y tareas que recomendaria a un profesor que organiza en su ETM idéneo.

5 min
que va a ensenfar la funcion exponencial
a este tipo de estudiantes?
(7) Si tuviera que recomendar a los Identificar los conocimientos y tareas
estudiantes un libro que les ensefie la que organiza en su ETM idéneo. o mi
min

funcion exponencial, ¢cual seria? ;por

queé?

En esta tabla, tenemos las preguntas formuladas, el objetivo del planteamiento de cada
pregunta realizada al profesor André y el tiempo real de duracion de cada pregunta realizada

durante la entrevista.

Para el analisis de trabajo matematico realizado por el profesor universitario, presentamos la

siguiente estructura.

Iniciamos estudiando las acciones del profesor André a través de la observacion de la clase,
complementando con la informacion presente en fragmentos de la entrevista realizada, con el
objetivo de aclarar nuestras interpretaciones sobre las acciones observadas. Luego, se
presenta una tabla de resumen que muestra las acciones que realiza el profesor André, las
génesis y planos que activa, ademas, el paradigma del analisis que privilegia. Finalmente, se
concluye e interpreta las génesis y planos que activa el profesor, los cuales son obtenidos de
los conocimientos y tareas que organiza en su ETM idéneo cuando ensefia la funcion

exponencial, el cual puede estar influenciado por su ETM personal.
3.2 Trabajo matematico efectivo

Recordemos que, el profesor organiza su ETM idéneo iniciando con la eleccién y organizacion
coherente de las tareas, las cuales propondra a sus estudiantes. En ese sentido, el profesor
acondiciona el ETM de referencia para que el espacio de trabajo matematico concebido por
el profesor sea efectivo e idoneo. (Gomez-Chacdn, Kuzniak y Vivier, 2016). En ese sentido,
las tareas consideradas en el ETM idéneo del profesor deben permitir el trabajo en el

paradigma que privilegie.
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A partir de los aportes de Gomez-Chacén, et al. (2016), el trabajo matematico efectivo del
profesor debe entenderse como las acciones realizadas por el profesor en el aula, las cuales
pueden reestructurarse, por ejemplo, se puede introducir un nuevo recurso o concepto para

salir de un bloqueo que surge en el grupo de estudiantes.

En ese sentido, en esta parte de nuestro estudio presentamos el trabajo matematico efectivo
del profesor André, a partir de la observacion de las acciones que realizan al ensefar la
funcidon exponencial a estudiantes de la carrera de humanidades. Por lo tanto, hemos divido

la clase en tres etapas.

Tabla 8.

Etapas del trabajo matematico efectivo del profesor André.

Etapas Descripcion

a) Exploracion Las acciones del profesor estan orientadas en explorar la
soluciéon de una situacion problematica de introduccién

para la ensefianza de la funcion exponencial.

b) Estudio de la funcién exponencial Las acciones del profesor tienen como centro explicar la
definicidon, representacion  grafica, elementos vy

caracteristicas de una funcién exponencial.

c) Resolucion de tareas propuestas Las acciones del profesor estdan organizadas para
presentar la solucion de dos tareas propuestas a los
estudiantes como: graficar la funcién exponencial a partir
de su regla de correspondencia y determinar su regla de

correspondencia a partir de su representacion grafica.

Las etapas presentadas en la tabla 8 nos permiten observar, describir y analizar las acciones
que realiza el profesor André al ensenar la funcion exponencial. Por lo tanto, se reconocen los
conocimientos de funcién exponencial que organiza y las tareas que propone para su clase,

los cuales se detallan en cada una de las etapas.

Es necesario aclarar que a partir de esta seccién de nuestro estudio, en la trascripcion de las
interacciones realizadas en la clase sobre funcion exponencial, al profesor André lo
denominamos como profesor, al grupo formado por el profesor y estudiantes como todos, al
grupo de estudiantes como estudiantes, mientas que a los estudiantes con mayor

participacion en la clase como estudiante A, estudiante B y estudiante C.
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a) Exploracion

El profesor presento y resolvio una tarea llamada “exploremos” (ver figura 27), cuyo objetivo

fue orientar a sus estudiantes para descubrir algunas caracteristicas de la funcién

exponencial.

Figura 27. Tarea de exploracién sobre la funcién exponencial.

Profesor: Vamos a ver un problemita, [..] para que vean un proceso de construccién de
este tipo de funciones, bien dice, Carolina en el ano 2003 adquirié una
computadora All-in-one a un precio de 1700 soles, para realizar su trabajo. Sin
embargo, el equipo se ha devaluado en 20% por afio, ¢ qué significa que se ha
devaluado?

Estudiante A: que ha perdido valor.

Profesor: 0 sea, por afo esta perdiendo valor esa maquina. Pero, te dice pierde valor

Estudiante B:

Profesor:

20% anual, entonces, como podemos saber, luego de un afo, ¢, cuanto costaria
esa maquina?, luego de 2 afos y luego de 3 afos, ; COmo podriamos nosotros

saber el precio de esa maquina? ;Qué hacer?
hallar ecuaciones con sus variables.

claro, hallar ecuaciones, hallar variables.

En ese fragmento de la clase, el profesor comenta sobre la informacién presente en el

problema. Ademas, relaciona esta tarea con su referencial teérico, asegurando que,

incrementos constantes para la variable x implica incrementos o decrementos proporcionales

para la variable y, debido a que reconoce que el valor de la computadora se deprecia

proporcionalmente en 20% respecto al ano anterior. Asimismo, el profesor utiliza la variable x

para describir que la funcién es continua, indicando que x puede ser cualquier numero real.

Pero, especifica que, en este caso resulta ser x > 0. Con ello se activa la génesis discursiva

y privilegia el paradigma del Andlisis Geométrico/Aritmético (AG).
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Luego, el profesor resuelve el problema de exploracion realizando calculos aritméticos. A

continuacion, se detalla la forma como determina el precio de la computadora segun los afios

transcurridos.

Profesor:

Estudiantes:

Profesor:

Estudiante A:

Profesor:

Estudiantes:

Profesor:

Estudiante A:

Profesor:

Estudiante A:

Profesor:

Todos:

Profesor:

[...] Vamos a comenzar a darle valores, por ejemplo, voy a poner que t sea el
tiempo transcurrido y V vamos a ponerle, valor de la maquina. Inicialmente,

¢cuanto costé esa maquina?
1700.

¢ Qué valores le asignarian a esta variable t?, la cual va a ser el tiempo en afos
y V, valor en soles. Inicialmente, podemos decir que el tiempo es cero, o sea,

el momento en que compré el equipo, ¢ cuanto costo el equipo?
1700

Ahora, luego de un ano, ¢ cuanto costara el equipo?

1360

O sea, s como obtengo ese valor? ;De donde salié ese valor?, O sea a este

numero 1700 por quién lo ha multiplicado.
por 0,8.

Ah, lo ha multiplicado por 0,8 [...] ya hemos trabajado este tema, al decir que
su valor disminuye en 20% quiere decir que ahora su valor es 80%, vamos a
dejarlo asi 1700-0,8 sin el valor numérico, porque queremos construir la
funciébn que va a modelar el valor de esta maquina a partir de casos
particulares. De esta manera, a ver si hay un patron que nos permita

determinarlo. A ver, luego de 2 afos, ¢cuanto sera el valor de esa maquina?
Multiplicamos otra vez por 0,8.

O sea, ahora esto 1700 - 0,8 es tu nuevo 100%, ¢,qué quiere decir?

1700 por 0,8 por 0,8,

O sea, esto queda al cuadrado, 1700 - 0,82, eso te va a dar el valor numérico,
entonces, para tres 1700- 0,83, ya creo que uno ya distingue, /no?, y asi

sucesivamente.

El profesor hizo que sus estudiantes usen la calculadora cientifica para que evaluen algunos

valores discretos, representando el problema en una tabla que relacione el tiempo transcurrido

en afos con el valor de la computadora (ver figura 28). Por tanto, utiliza la representacion

tabular para determinar el precio de la computadora a partir de los afos transcurridos desde

el 2013, activando la génesis semidtica. Ademas, se activa la génesis instrumental, cuando
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utilizé la calculadora cientifica como una herramienta informatica, la equivalencia 0,8 = 80%

como un artefacto simbdlico para el céalculo del precio de la computadora, y el proceso de

calcular el valor numérico de una expresion exponencial, por tanto activa el plano [Sem-Ins].

Ademas, se observa que emplea la definicion de una sucesién geométrica para calcular el

precio de la computadora en funcion del tiempo transcurrido, activando su génesis discursiva,

estos valores lo representa en una tabla. En ese sentido, se activa el plano [Sem-Dis].

Las acciones descritas en el parrafo anterior, instaron a trabajar en el paradigma del Analisis

Geomeétrico/Aritmético y en el paradigma del Andlisis Calculatorio.

Figura 28. Representacion tabular del problema de exploracién sobre funcién exponencial

Seguidamente, el profesor determina la regla de correspondencia a través de los valores

encontrados en la tabla, de la siguiente manera.

Profesor:

Estudiantes:

Profesor:

Estudiante C:

Profesor:

Ahora, la pregunta sera y luego de x afios, cualquier ano de forma general,

¢cuanto costara ese equipo?
1700 por 0,8 a la x.

1700 - 0,8%, o sea, hemos encontrado el valor de la maquina luego de x anos
de haberla comprado, es decir, luego de x afos, a partir de 2013, se puede
encontrar o modelar a partir de esta funciéon V(x) =1700-0,8%, y qué
particularidad la ven a esa funcion, qué es diferente a la lineal y a la cuadratica

que hemos estudiado anteriormente.
El x esta en el exponente.

La variable esta en el exponente, la variable es un exponente. [...] De forma
general, vamos a modelar una funcién exponencial de esta forma f(x) = ¢ - a*,
ese va a ser mi funcion [...] con una constante C, valor inicial, y voy a tener aca
una base elevada a la x, esta va a ser nuestra de correspondencia, para
modelar este tipo de funcién. [...] Inicialmente, esto sera para nosotros la
funcién exponencial, de la cual vamos a partir para representarla graficamente,
o0 a partir de un grafico la vamos a representar de forma algebraica,

determinando su regla de correspondencia.
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En este momento, el profesor determiné la regla de correspondencia V(x) = 1700-0,8* para
x = 0, afirmando que corresponde a una funcidon exponencial justificando que este tipo de
funcion tiene a la variable independiente x como exponente y tiene la forma f(x) = c - a”*,
donde c es el valor de la computadora en el 2013, denominandolo valor inicial, ratificando que,

si x = 0 entonces el valor V(0) = 1700.

En ese sentido, utiliza la informacidn presente en la tabla para cambiar de su representacion
tabular a su representacion algebraica de la funcion exponencial, activando la génesis
semidtica. Ademas, utiliza la expresién f(x) = c - a* de su referencial tedrico, para que a partir
de ella pueda justificar si una funcién es exponencial, activandose la génesis discursiva. Por
lo tanto, las acciones descritas permiten la activacion del plano [Sem-Dis] e inst6 a trabajar en
el paradigma AC.

Luego, representa graficamente para visualizar la funcién exponencial (ver figura 29).

Figura 29. Representacion grafica del problema de exploracion de la funcion exponencial.

Se evidencia que el profesor coordiné la representacion tabular con la representacion grafica
de la funcién exponencial y su explicacion esta orientada por la definicion y caracteristicas de
la grafica de una funcién de la forma f(x) = c - a* presentes en el material del curso. En
términos del ETM, activo la génesis semidtica y discursiva del plano [Sem-Dis], privilegiando

el paradigma del Analisis Calculatorio.

Para concluir con esta tarea, el profesor pretendié que sus estudiantes interpreten algunas

caracteristicas de la funcién exponencial a partir de su grafica.

Profesor: Ahora, claro esta que, para esta funcion, ¢ cual vendria a ser el dominio?
Estudiante A: Los reales.

Profesor: Seguro, ¢todos los reales para esto? (sefiala la tabla de valores).
Estudiante A: de cero al infinito.

Profesor: Vamos a ponerle mayor igual a cero, porque el cero era cuando estabas en el
afio 2013. [...] habra que ver hasta cuando perdera valor, §habra algun tiempo

o valor de x que haga que la funcion sea cero? [...]¢, Qué pasara, si x cada vez
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es mayor?, esto va ir bajando (sefala la grafica de la funcién), pero hasta dénde

bajara, ¢ llegara a tomar valores negativos?

Estudiantes: No

Profesor:

Estudiante C:

Profesor:

Estudiante C:

Profesor:

Claro, va a seguir bajando, pero no toma valores negativos. [...] La funcion va
a seguir bajando y bajando, la cantidad se hace casi despreciable saber cuanto
mas baja, pero va a seguir bajando. [...] x se va hacia al infinito, y seguira
bajando. Ese es un comportamiento de algunas funciones exponenciales. Tal
vez ustedes reconocen o saben ;qué nombre recibe esta recta a la cual la

grafica se va acercando a medida que x tiende al infinito?
Asintota.

Este es una asintota horizontal (sefiala el eje x). Las funciones exponenciales
presentan este tipo de comportamiento, tienen asintotas. Ahora, [...] se ha
prestado el problema de exploracion para dibujar una funcion decreciente, pero
si tu te das cuenta, esta funcion ¢en alguin momento crece o es estrictamente

decreciente?
Decreciente

Totalmente decreciente. Pero, podriamos encontrar una funcién que tenga un
comportamiento que sea creciente y también tendra su asintota. Estas
funciones o son crecientes o son decrecientes, no como las cuadraticas [...].

Estas son funciones que vamos a trabajar ahora.

El profesor explica la monotonia de la funcidon exponencial a partir de su representacion grafica

y explica la nocion de la asintota horizontal presente en la grafica de esta funcion.

En ese sentido, moviliza los elementos y caracteristicas de una funcion exponencial, activando

la génesis instrumental, y utiliza el referencial teérico sobre monotonia y asintota de una

funcidén exponencial activando la génesis discursiva. En consecuencia, las acciones del

profesor activan el plano [Ins-Dis], privilegiando el paradigma Analisis Geométrico/Aritmético

y el paradigma del Analisis Calculatorio.

Esta practica del profesor André es coherente con la respuesta dada en la pregunta 1

realizada en la entrevista.

Tabla 9.

Pregunta 1 de la entrevista semiestructurada realizada al profesor André.

Pregunta Respuesta del profesor
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(1) De estas formas de
introducir o iniciar una clase
donde se ensefie la funcion
exponencial (ver ficha 1),

¢ Qué opina?

Si usted elaborara su propio

material, ¢ como iniciaria?

Cuando le ensefas a estudiantes de humanidades, ellos lo que
buscan es como usar la matematica en problemas relacionados a

sSu carrera o en un contexto real.

Buscaria informacion en articulos y revistas, [...] generando la

necesidad de estudiar esta funcion.

Prepararia un material a partir de casos particulares donde el
estudiante va construyendo numeros, va ir construyendo esa
funcion. [...] una vez que construye se le puede decir que este tipo
funciones es una funciéon exponencial, y luego, mostrar sus
caracteristicas, ahi yo utilizaria software matematicos ya que es muy
motivador para los chicos, el ver movimiento y como las variables

covarian.

En esta respuesta, se deduce que el profesor André considera que, para ensefiar la funcion

exponencial a estudiantes del primer ciclo de las carreras de humanidades, se debe partir de

una situacion contextualizada que permita al estudiante conocer el objeto funcién exponencial,

y que su resolucién permita representarla numérica y graficamente.

Por otra parte, recomienda el uso de un software matematico que facilite graficar y que permita

distinguir algunas caracteristicas presentes en la gréafica, esto ultimo no es realizado por el

profesor en esta etapa del trabajo matematico efectivo del profesor.

En ese sentido se confirma que el profesor André, en esta etapa, privilegia trabajar en el

paradigma del Andlisis Geométrico/Aritmético y del Andlisis calculatorio.

Tabla 10.

Andlisis del trabajo matematico del profesor André en la etapa de exploracion.

Acciones matematicas
realizada por el

profesor

Tipo de génesis activadas Planos Paradigma

activados del andlisis

que privilegia

funcion exponencial
para la solucion del
problema e identifica las

variables.

Identifica la utilidad de la | Génesis discursiva

Relaciona con su referencial sobre

generan incrementos proporcionales

para f(x).

incrementos constantes para «x - AG
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Construye una tabla
donde calcula el precio
de la computadora en
funcion  del tiempo

transcurrido.

Génesis semidtica:

Emplea el registro tabular para
calcular valores discretos de la

funcién exponencial.

Génesis instrumental:

Utiliza el proceso de calcular el valor AG
numérico de una  expresion [Sem-Ins]
exponencial [Sem-Dis]
AC
Utiliza la equivalencia 80% = 0,8
como artefacto simbdlico.
Génesis discursiva
Emplea la definicion de sucesion
geométrica para el calculo de precio
en funcién del tiempo.
Determina la regla de | Génesis semidtica:
correspondencia de” Ig En el registro tabular calcula el precio
funcion. de la computadora después de x afios
transcurridos, efectda el cambio a su
representacion algebraica para definir
la regla de correspondencia de la [Sem-Dis] AC
funcion.
Génesis discursiva:
Emplea como referencial que, una
funcion exponencial es de la forma
fx)=C-a*
Representa Génesis semidtica:
graficamente los puntos Coordina el registro tabular,
en la pizarra y la curva . g
algebraico y grafico para representar
que pasa por ellos. la curva que pasa por los puntos,
haciendo el transito de lo discreto a lo
[Sem-Dis] AC

continuo.
Génesis discursivo:

Fundamenta su explicacién con las
caracteristicas de una funcién de la

forma f(x) = C-a*
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Determina la monotonia | Génesis instrumental:
la recta asintota de la - L
y Moviliza la definicién, elementos y

funcion a partir de su I .
caracteristicas de una funcion

representacion grafica. .
P 9 exponencial. AG

[Ins-Dis]
Génesis discursiva: AC
Fundamenta su explicacion sobre
asintota y monotonia de una funcién

de laforma f(x) = C-a*

En esta etapa, se observa que el profesor André pretendié que sus estudiantes evalien
numericamente en una tabla para obtener algun patron entre los valores obtenidos y a través
de estos puntos discretos poder representar la curva que pasa por esos puntos, haciendo un
transito de lo discreto a lo continuo. En términos del ETM se activaron los planos [Sem-Ins],
[Sem-Dis] y [Ins-Dis], y el profesor inst6 a trabajar en los paradigmas del Analisis

geométrico/Aritmético y del Andlisis calculatorio.
b) Estudio de la funcion exponencial

El profesor presenta una diapositiva y define que, una funciéon exponencial es una funcién real
de variable real f: R — R definida por f(x) = Ca**, x e R, donde a, C y k son nimeros reales

cona>0Yya# 1 (verfigura 30).

Profesor: La presentacién de las funciones exponenciales a veces cambia en los libros,
a veces ponen f(x) = Ca*, a veces le ponen f(x) = Ca**, donde k es una
constante. Pero, ese a*, también va a ser una constante, entonces a**, puede
ponerse como b*. Entonces, suficiente para ustedes hacer esto, si quieren

modelar un exponencial.

Una funcidn exponencial f: R — R, con base a esté definida por:
f(x) =Ca*™* x eR,

donde a, C y k son nimeros reales, a > 0,a = 1.

Figura 30. Definicién de la funcion exponencial utilizada por el profesor.

En términos del ETM, Al definir la funcién exponencial activo la génesis semidtica ya que
representd algebraicamente a la funcidon exponencial, de esta manera este representamen
nos remite al objeto matematico. Ademas, basa su definicibn en que las funciones
exponenciales tienen la forma f(x) = Ca**, activando su génesis discursiva. Por tanto, las
acciones realizadas por el profesor activan las génesis del plano [Sem-Dis] y se privilegia el

paradigma del Analisis Calculatorio.
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Luego, en otra diapositiva, consideré ¢ = 1, k = 1 para presenta la funcion de forma f(x) =

a*, a partir de ella presentd algunas diferencias. Enfatiza que, cuando a > 1, la funcién es

creciente (ver figura 31).

Profesor:

Estudiante B:

Profesor:

Estudiante B:

Profesor:

Figura 31. Caracteristicas de la funcion exponencial de base a > 1.

Ahora, si se considera que C =1 y k = 1, entonces tenemos una funcién de
la forma f(x) = a*, y en base a ella, vamos a ver como es el comportamiento
de las funciones exponenciales. Por ejemplo, cuando a es mayor que uno, no
es este caso (senala el problema de exploracion) porque nos salié menor que
1. Pero, cuando a > 1 las funciones exponenciales tienen esta forma (ver figura
31), segun las caracteristicas son crecientes cortan al eje y en el punto (0; 1),
asi tienen ese comportamiento, claro va a depender del valor de a, [...] tiene
asintota horizontal cuya ecuacion es, ;Cual es la ecuacién de esta recta
horizontal que es el eje x? 4Cual es su ecuacién? ;Como son las rectas
horizontales? ¢ Cual sera la ecuacion de esta recta? 4 x igual a un numero o y

igual a un niumero?
Igual a un numero,
Igual a...

cero.

Las funciones que tienen esta forma f(x) = a*, todas tienen una forma
creciente o decreciente. [...] la grafica de la funcidon se va a pegar al eje x, su

asintota sera y = 0.

Estudiante B: ;deberia ser cero, cuando x es cero?

Profesor:

Lo que pasa es que, para el concepto de asintota intervienen limites, el limite

cuando esto tiende al infinito va a ser cero. Pero, eso no vamos a trabajar ahora.

En la diapositiva siguiente, el profesor explicé cuando 0 < a < 1 la funcién es decreciente (ver

figura 32).
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Profesor: Cuando la base es un valor entre 0 y 1, la funcién es decreciente, como en el
caso que hemos visto en el ejemplo anterior, igual va a tener su asintota y = 0,
[...] todos van a tener esa forma. Ahora, acabamos de ver funciones, que todas
se estan acercando al eje x, pero no necesariamente va a pasar eso, ¢,como
tendria que ser la funcién para que se acerque a otro numero, a otra recta? Ahi,

tienes que manejar lo que es la traslacién de la grafica.

Figura 32. Caracteristicas de la funcion exponencial de base 0 < a < 1.

Se observo que, el profesor coordind las representaciones en lengua natural, algebraica y
grafica, luego explicé el concepto de asintota, lo cual esta fundamentado en las caracteristicas
de la funcidon exponencial f(x) = a*. En ese sentido, activé la génesis semidtica y discursiva

del plano [Sem-Dis], privilegiando el paradigma Analisis Calculatorio.

Por otro lado, el profesor André presenta una diapositiva adicional, donde define la funcion

exponencial de base e (ver figura 33), como un caso particular cuando a > 1.

Figura 33. Definicién de la funcién exponencial natural.

Profesor: Un caso particular de este tipo de funciones crecientes es cuando la base es el
nuamero de Euler, la funcién e*, donde ese es su valor (ver figura 33). El valor
de e es un numero irracional, veran que su grafica es muy similar a cualquiera
que tenga su base mayor a 1, sino que nosotros en modelaciéon empleamos
bastante este tipo de funcién, mas adelante vamos a trabajar con logaritmos
también, pero solamente como una férmula que nos va a permitir determinar

un valor de x.
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En este caso, el profesor coordina la representacion grafica con la algebraica. Ademas,

reconoce el valor del nimero e, el cual es utilizado como una herramienta tedrica, por tanto

se activaron las génesis del plano [Sem-Dis] y se insta a trabajar en el paradigma del Analisis

Calculatorio.

Se observa que, el profesor siguié lo indicado en el material del curso (pp. 62-63) y sus

acciones coinciden con respuesta dada en la pregunta 2 y 3.

Tabla 11.

Pregunta 2 y 3 de la entrevista semiestructurada realizada a los profesores universitarios.

Preguntas Respuesta del profesor

(2) De estas definiciones Para los chicos de humanidades me pareceria suficiente la
dadas para la funcion segunda.
exponencial (ver ficha 2),

¢ Qué opina sobre ellas?

Aunque, tendriamos que decir que esta es una funcion
exponencial basica y que después se le puede aplicar otras

transformaciones.

¢ Usted cémo la define? Yo la definiria como una funcién que presenta la variable
independiente como el exponente de una base, donde esa base

tiene que ser un numero real positivo diferente de uno.

¢, Conoce la caracterizacién No, no la recuerdo.
de Cauchy para que una

funcién sea exponencial?

(3) De estas formas de explicar El primero es mas general, por eso yo trabajaria como la

“ _n

las caracteristicas y elementos segunda opcién, cuando “a” es mayor que uno, y entre cero y
de la funcidon exponencial (ver uno.

ficha 3), ¢ cual recomienda?
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Luego, les mostraria casos particulares [...] yo utilizaria la
tecnologia aca pues, dandole a “a” diferentes valores entre
cero y uno para que vean como es la forma, que todas son muy

similares.

Mostraria estas dos y abajo les dejaria una tabla para que
comiencen a indicar las caracteristicas de ambos, para que

hagan un comparativo.

¢, Qué caracteristicas o Trabajariamos con una funcion conocida donde su tabulacion
elementos considera sea sencilla como una base 2 o ', con valores grandes
necesarios? positivos y negativos, [...] para que valor se aproxima la funcién

cuando x es mas negativo. Con ello, determinar los interceptos

y su asintota.

En las respuestas dadas por el Profesor André, encontramos que el profesor privilegia trabajar
en el paradigma del Analisis calculatorio, ya que usa la definicion y las caracteristicas de la

funcidn exponencial sin la necesidad de reflexionar sobre su naturaleza.

Para concluir esta etapa, el profesor utilizé el software GeoGebra para su explicacién, con
ello, permitir que sus estudiantes reconozcan la monotonia de la funcidon exponencial de la
forma f(x) = a* + b, visualizando su representacion grafica y su asintota horizontal a partir
de los valores que tomen ay b al momento de manipularlos por medio de deslizadores de
GeoGebra.

En un inicio, manipulé los deslizadores haciendo b = 0 generando la funcidén exponencial de
la forma f(x) = a*. Manipuld el valor de a con ayuda de su respectivo deslizador, obteniendo
que si 0 < a < 1, la funcién es decreciente y su asintota tiene por ecuacion y = 0 (ver figura
34).

Figura 34. Grafica de la funcién exponencial f(x) = a* cuando 0 < a < 1.
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Profesor: Esta la funcion que estamos trabajando, [...] cuando la base es de 0 a 1, como
veran para diferentes valores de a, que es la base, todos son decrecientes.

Pero, a medida que ya se acerca a uno, que pasa cuando la base es 1.
Estudiante A: Es uno, una recta.

Profesor: Se hace uno, no?, porque 1* es 1, o sea, por eso cuando hablamos de
funciones exponenciales definimos la base entre cero y uno, pero abierto en
cero y abierto en 1, o mayor a 1, porque, si la base es uno ya no es una funcién

exponencial, seria una funcién constante

En ese instante, el profesor André explico las razones porque a # 1 ya que se convertia en

una funcion constante donde f(x) = 1* = 1 (ver figura 35).

Figura 35. Grafica de la funcién de la forma f(x) = 1*.
Profesor: En cambio, cuando la base comienza a ser mas grande, son crecientes. A

medida que la base es mayor el crecimiento es rapido, mas pronunciado.

En este caso, concluyd que si a > 1, la funcion es creciente y su asintota tiene por ecuacion

y = 0 (ver figura 36).

Figura 36. Grafica de la funcién exponencial f(x) = a* cuando a > 1.
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Luego, manipuld el deslizador haciendo b # 0 generando la funcién exponencial de la forma
f(x) = a* + b, indicando que el valor de b le permite obtener la ecuacion de la asintota y = b

(ver figura 37).

Figura 37. Grafica de la funcién exponencial f(x) = a* + b donde b # 0.

Profesor: Voy a poner aca (software GeoGebra) una recta y = b, esa es su asintota. Qué
pasa cuando variamos el b, por ejemplo, ya mi funcién no es f(x) = 1,8%, sino
estoy sumando uno, f(x) = 1,8* + 1. A sumarle, al sumarle un valor numérico
o restarle lo que hace es que toda la grafica suba o baja, se desplaza
verticalmente, si aca le pongo +1, quiere decir que toda la funcién sube una
unidad, ademas, cuando x se hace cada vez mas negativa va a ir

aproximandose a y = 1, entonces aca, ¢ Cual sera la ecuacién de la asintota?
Estudiante C: y = 1.

Profesor: Igual, si yo le pongo dos o tres, toda la grafica sube. Nosotros le llamamos

traslacion vertical.
Estudiante C: ¢ La grafica llegaachocaray =17

Profesor: No. Se va aproximando cada vez mas pero no la llega a cortar. [...] como ven
la grafica no siempre se acerca al gje x, ello va a depender de la asintota. [...]
Para hacer un grafico de una funcion, tu tienes que tabular, pero también tienes
que reconocer la regla de correspondencia que se utiliza. Por ejemplo, si
escribo f(x) = 0,1* — 2, tienes que reconocer que con ese numerito vas a
construir su asintota, es decir, si es -2 su asintotaes y = —2 , por eso les aclaro

que va a depender de ese numero, igual puede bajar o puede subir.

En esta parte, se activan el plano [Ins-Dis] ya que a partir de la representaciéon mediada por
el GeoGebra, moviliza la definicion de la funcién exponencial y sus transformacién grafica

f(x) = a* + b para construir algunas caracteristicas de esta funciéon, como su monotonia y la
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ecuacioén de la asintota y = b, activando su génesis instrumental, ello se contrasté en todo
momento con su referencial tedrico sobre las caracteristicas de una funcion de la forma f(x) =

a* + b, activando su génesis discursiva.

Tabla 12.

Andlisis del trabajo mateméatico del profesor André en la etapa de estudio de la funcion
exponencial.

Acciones matematicas | Tipo de génesis activadas Planos Paradigma del

realizada por el profesor activados analisis que

privilegia

Define la funcion exponencial. Génesis semidtica:

Emplea el registro algebraico
para definir la funcién

exponencial.

o . [Sem-Dis] AC
Génesis discursiva:

Una funcion exponencial esta

definida por

fx)=C-a*

Define las caracteristicas de la Génesis semidtica:

funcién exponencial definida por

fx) =a*

Coordina el registro en
lengua natural, algebraico y
grafico para definir los
elementos y caracteristicas
presentes en la funcién

exponencial. [Sem-Dis] AC

Génesis discursiva:

Fundamenta su explicacion
con las caracteristicas de

una funcién exponencial

f(x) =a”

Define la funcion exponencial Geénesis semiotica

natural . :
Coordina el registro

flx) =¢e* algebraico y grafico para [Sem-Dis] AG

definir a la funcion

exponencial natural como un
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caso particular de la funcién

exponencial cuando a > 1.
Génesis discursiva:

Reconoce el valor del

nuamero e.

Determina la monotonia y la | Génesis instrumental
asintota de la funcién definida por Moviliza la definicion de

—_ X
fGy=a*+b empleando un | o exponencial y las

ambiente de representaciones . e
transformaciones graficas de

dinamicas en el GeoGebra. 8,
una funcion.

. R . AG
Génesis discursiva [Ins-Dis]

Fundamenta su explicacion AC
con las caracteristicas de
una funcién exponencial de
la forma f(x) =a*+b, el
cual define la trasformacion

de la funcién exponencial.

El profesor no enmarca su clase en el paradigma del Analisis real (AR), ya que trabaja en los
paradigmas del Analisis Aritmético/Geométrico y del Analisis Calculatorio, considerando a la
definicion de funcién exponencial como un referencial tedrico para justificar cuando una
funcion es o no exponencial, de forma independiente a la naturaleza o existencia del objeto
matematico, ello se contrasta ya que desconoce la caracterizacion de Cauchy para definir

cuando una funcién es exponencial.

Ademas, se activo las génesis del plano [Sem-Dis], ya que la funcién exponencial se presenta
en el registro algebraico y grafico, de esta manera este representamen nos permite visualizar
el objeto funciéon exponencial, el cual esta fundamentado en las caracteristicas de la funcién
exponencial. Ademas, a partir de la representacion grafica mediada por el GeoGebra, permitié
establecer algunas caracteristicas de la funcién exponencial como la monotonia de la funcién

de acuerdo con el valor de “a”, y definié6 de manera intuitiva y gréafica la ecuacion de la recta

asintota de acuerdo con el valor de “b”, en este caso se activé las génesis del plano [Ins-Dis].

El profesor privilegia para su clase el paradigma del Analisis geométrico/aritmético (AG), ya
que utiliza la representacion grafica para interpretar y deducir las caracteristicas presentes en
toda funcién exponencial. Ademas, los elementos y caracteristicas de la funcién exponencial
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encontradas sirven para el calculo de forma independiente a su naturaleza, en ese sentido, el

profesor privilegiara el paradigma del analisis calculatorio (AC).
c) Resolucion de tareas propuestas

El profesor propuso y resolvido dos tareas (ver figura 38), las cuales las presenta como
ejemplos de la clase, las cuales son: primero, trazar la grafica de una funciéon exponencial, e
indicar el rango, interceptos con los ejes coordenados y la ecuacién de la asintota, segundo,
determinar su regla de correspondencia a partir de su representacion grafica de la funcién. El
objetivo del profesor fue que los estudiantes puedan graficar la funcion exponencial a partir
de su regla de correspondencia y viceversa, es decir, que puedan pasar de una representacion
a otra.

Figura 38. Tareas sobre funcién exponencial propuesta por el profesor.

Tarea 1: Trace la gréfica de las siguientes funciones e indique su rango y los interceptos con

los ejes coordenados. a)f(x)=2-3*

El profesor graficé la funcidon exponencial a partir de su representacion algebraica, utilizo la
representacion tabular para calcular la imagen y = f(x) a partir de algunos valores discretos
de la variable x. Luego, a partir de las coordenadas de los puntos discretos obtenidos de la
tabulacion, el profesor afirma que “estos puntos pertenecen a la grafica de la funcion”, por ello
grafica estos puntos luego los une mediante una curva, asi representa graficamente la funcion
a partir de la regla de correspondencia dada, realizando graficamente el transito de lo discreto
a lo continuo. Finalmente, representa algebraicamente la ecuacion de su asintota, dominio y
rango de la funcion, pero el intercepto con los ejes coordenados lo representa graficamente

(ver figura 39).
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Figura 39. Solucién de la tarea 1 a realizada por el profesor André.

Adicionalmente, propone una tarea complementaria, pidiendo a sus estudiantes que ahora
grafiquen la funcién definida por f(x) = 2* + 3, con el objetivo de determinar la ecuacién de
la asintota, utilizando como herramienta tedrica el modelo f(x) = a* + b, del cual durante la
etapa anterior se logré construir y deducir que la ecuacién de la asintota tiene la forma y = b

(ver figura 40).

Figura 40. Solucién de una tarea complementaria realizada por el profesor André.

Se observa que, se activo las tres génesis, resultando la activacion de los planos [Sem-Ins],
[Sem-Dis] y [Ins-Dis]. Inicia con la representacion algebraica de la funciéon exponencial, luego
la presenta en su registro tabular, y finaliza con su registro grafico, permitiendo a sus
estudiantes visualizar esta funcion, de esa manera se activa la génesis semittica. Ademas, al
cambiar del registro tabular al registro grafico se presenta el transito de lo discreto a lo
continuo que es una de las caracteristicas constitutivas del analisis, el cual debe ser apoyado
con el uso de un software matematico que permita graficar la curva que pasa por esos puntos.

Respecto a la génesis instrumental, esta se activo al utilizar la calculadora cientifica como una

76



herramienta informatica y al utilizar el proceso del calculo del valor numérico de una expresion

exponencial, el cual permite la construccion de la funcién exponencial en su registro tabular,

ademas, moviliza el calculo del dominio y rango de una funcion a partir de su grafica. En el

caso de la génesis discursiva, esta se activa cuando reconoce que las expresiones de la forma

f(x)=C-a*y f(x) = a* + b son reglas de correspondencia de funciones exponenciales.

Tabla 13.

Andlisis del trabajo matematico del profesor André en la etapa resolucion de tareas propuestas

-tarea l

Acciones matematicas

realizada por el profesor

Identifica las variables y la
regla de correspondencia de

dos funciones.

Tipo de génesis activadas

Génesis semidtica:

Reconoce la representacion
algebraica de una funcion
exponencial y sus

transformaciones.
Génesis discursiva:

Reconoce que f(x) = C - a*,
f(x) = a* + b son reglas de
correspondencia para funciones

exponenciales.

Planos

activados

[Sem-Dis]

Paradigma del
analisis que

privilegia

AC

Construye tablas y realiza
operaciones aritméticas para

obtener la funcion.

Génesis semidtica:

Emplea el registro tabular para
obtener las coordenadas de
puntos discretos que pertenezcan

a la grafica de la funcion.
Génesis instrumental:

Utiliza el proceso de calcular el
valor numérico de una expresion

exponencial

[Sem-Ins]

AG

AC

Representa graficamente la
funcién en la pizarra con su

respectivo dominio y rango

Génesis semidtica:

Coordina el registro tabular,

algebraico 'y grafico para

[Sem—Ins]

[Ins-dis]

AG

AC
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representar la curva que pasa por

los puntos.
Génesis instrumental:

Moviliza la definicién de una
funcion exponencial, dominio y

rango de una funcion.
Génesis discursiva:

Fundamenta su explicacién con
las caracteristicas de una funcién

exponencial.

Determina la asintota y la
monotonia de la funcién a
partir de su representacion
grafica y de los valores

tabulados.

Génesis instrumental:

Moviliza la definicion de funcion
exponencial, monotonia y

asintotas de una funcion.
Génesis discursiva:

Fundamenta su explicacion sobre
asintota y monotonia de una

funcién de tipo exponencial.

[Ins-Dis]

AG

AC

En la tabla 13, se presenta que el profesor priviegia el paradigma del Analisis

geomeétrico/aritmético (AG), debido a que utiliza las caracteristicas de la grafica de la funcién

exponencial para deducir algunos elementos de la funcion exponencial, como el rango vy el

intercepto con el eje y. Asimismo, el profesor privilegia el paradigma del analisis calculatorio

(AC) ya que utiliza el referencial tedrico solo como justificacion y herramienta semidtica para

el célculo, pero no analiza su naturaleza.

Tarea 2: la figura muestra la representacion grafica de una funcién exponencial. Determine la

regla de correspondencia (ver figura 41).

Figura 41. Grafica de la funcién exponencial para la tarea 2.
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El profesor presenta la segunda tarea, afirma que “el objetivo es que modelen la funcién
exponencial a partir de su grafica”, en ese sentido el profesor efectua la conversion del registro
gréafico al registro algebraico, indica que se debe utilizar el modelo f(x) = Ca* porque su
asintota es y = 0. Luego, busca las coordenadas de dos puntos en la gréfica para calcular las
dos constantes presentes en el modelo elegido, el cual es utilizado como herramienta tedrica

(ver figura 42).

Figura 42. Solucién de la Tarea 2.

Adicionalmente, el profesor André grafica una funcién en el GeoGebra y lo presenta como una

tarea complementaria (ver figura 43), para que sus estudiantes lo resuelvan.

Figura 43. Tarea complementaria sobre modelacion a partir de su grafica.

El profesor efectua la conversion del registro grafico al algebraico, considera la representacion
grafica de la recta asintota para indicar que su ecuacion es y = 3. En ese sentido, utiliza el
modelo  f(x) =Ca*+b con b =3, obteniendo f(x) =Ca*+3 (ver figura 44) este
conocimiento se construy6 en la etapa anterior y en esta etapa es utilizado como herramienta

teodrica.
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Figura 44. Seleccion de la representacion algebraica de la funcion a utilizar.

Luego, el profesor selecciona dos puntos de paso y utiliza sus coordenadas para encontrar el
valor de los parametros presentes en la representacion algebraica, en este caso esto es
utilizado como una herramienta semidtica activando la génesis instrumental y privilegiando el

paradigma AC (ver figura 45).

Figura 45. Solucién de la tarea complementaria para encontrar la regla de correspondencia.
Tabla 14.

Analisis del trabajo matematico del profesor André en la etapa resolucion de tareas propuestas
- tarea 2

Acciones matematicas Tipo de génesis activadas Planos Paradigma del

realizada por el profesor activados analisis que

privilegia

Reconoce las coordenadas de | Génesis semidtica:
los puntos que pertenecen a la o o
P quep Identifica la representacion
grafica de una funcion. .
cartesiana de los puntos que

pertenece a la funcion.
[Sem-Dis] AG
Génesis discursiva:

Referencial, todo punto tiene
una coordenada cartesiana y se

representa como (X,y)
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Reconoce la cantidad puntos Génesis semidtica:
pertenecientes a la grafica de Representa la  regla de

f(x) = Ca* para determina su _
correspondencia como  una

regla de correspondencia. -
ecuacion.

Génesis discursiva: [Sem-Dis] AG

Utiliza el criterio de buscar las
coordenadas de tantos puntos
como parametros tenga la regla
de correspondencia de la

funcion.

Determina la regla de Génesis semidtica:
correspondencia de la funcién " .
Efectua la conversion del
de la forma . e :
registro grafico al registro
f(x) =Ca* algebraico para determinar la

regla de correspondencia.
Génesis instrumental:

Proceso para determinar los [Sem-Ins] AC
parametros de la regla de
correspondencia de una
funcién, como artefacto

simbdlico.

Utiliza el proceso de solucion
de una ecuacién y de un

sistema de ecuaciones.

En la tabla 14, se observa que el profesor André insta a trabajar en el paradigma del Analisis
geomeétrico/aritmético (AG), debido a que, la representacién grafica de la funcién exponencial
presentada por el profesor André, permite identificar las coordenadas cartesianas de los
puntos de paso de la funcidn y reconocer la representacion algebraica correspondiente.
Ademas, privilegia el paradigma del andlisis calculatorio (AC), ya que utiliza como
herramientas tedricas que, todo punto en el plano se representa como el par (x;y), y los
parametros o coeficientes de una regla de correspondencia se determinan a partir de la

busqueda de puntos de paso, sin la necesidad de analizar su naturaleza.

De todo lo descrito y analizado en el capitulo I, establecemos las conclusiones en la seccion

siguiente.
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CONCLUSIONES

A continuacién, se presentan las consideraciones finales y perspectivas para futuras
investigaciones relacionadas al Espacio de Trabajo Matematico idéneo de profesores
universitarios que ensenan la funcion exponencial a estudiantes de humanidades del primer

ciclo.
Respecto a los antecedentes de investigacion

En el primer capitulo se revisaron diversas investigaciones relacionadas a la nocién que tiene
los docentes universitarios de matematica sobre el objeto funcién exponencial y a la
organizacion que estos realizan para su ensefianza. Relacionado a ello, Vargas (2012)
muestra la necesidad de analizar la practica docente de profesores universitarios al ensefar
la funcién exponencial en cursos de precalculo, lo cual es respaldado por Velasquez (2014),
quien estudia las practicas matematicas de un grupo de docentes al ensefar la funcion
exponencial a estudiantes primer ciclo de humanidades asi como de ingenieria, permitiéndole
identificar las creencias y una aproximacion a la concepcién de los profesores sobre la funcion
exponencial para su ensefianza. Estas afirmaciones, a pesar de considerar distintos marcos
tedricos, son significativas para nuestra investigacion, ya que los hallazgos obtenidos en estos
trabajos reflejan la necesidad de la comunidad cientifica respecto a analizar la practica
docente durante la ensefanza de la funcién exponencial a estudiantes universitarios, lo cual

contrasta con lo que inicialmente fue nuestro propdsito para realizar esta investigacion.

Por otra parte, estos antecedentes nos han guiado para abordar el objeto en estudio, para
seleccionar los procedimientos metodoldgicos y los instrumentos de recoleccidén de datos que
sean pertinentes para nuestra investigacion, como son la observacioén de clase y entrevista
semiestructurada, los cuales son utilizados por estas investigaciones para cumplir sus

objetivos.

Otras investigaciones relacionan la importancia de la teoria Espacio de Trabajo Matematico
(ETM) para analizar las acciones de los profesores que ensefan funciones. De acuerdo ello,
tenemos a Kuzniak, Tanguay, Vivier, Mena, Mena y Montoya (2017), donde el objeto
matematico considerado en su investigacion fue la funcién exponencial y priorizé el andlisis
de ETM personal de profesores en formacion inicial a través de una secuencia de actividades.
Por otro lado, Menares y Montoya (2014) analizaron las acciones del profesor en su ETM
idoneo, particularmente al ensefar una tarea sobre continuidad de funciones. En ese sentido,
la investigacion de Kuzniak et al. (2017) respalda la eleccion de nuestro objeto, funcion
exponencial, y nos orienta la forma de abordarlo en nuestra investigacion, mientras que, la
investigacion de Menares y Montoya (2014), nos guia la forma de abordar nuestra
investigacion, en especial, nos orienta a definir y establecer los procedimientos metodolégicos

y los tipos de instrumentos para realizar nuestro analisis.
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Los resultados obtenidos de estas investigaciones, nos orienta a estudiar el Espacio de
Trabajo Matematico del profesor universitario en el dominio del analisis, en particular cuando
ensena la funcion exponencial. La decisidn de estudiar este objeto es respaldada por Derouet,
C., Kuzniak, A., Montoya, E., Paez, R., Rousse, S., Vandebrouck, F. Verdugo, P. y Vivier, L.
(2016), ya que, ellos afirman que, la dialéctica entre lo discreto y lo continuo, lo cual es una

caracteristica constitutiva del andlisis, resulta a través del estudio de la funcién exponencial.

Finalmente, estas investigaciones nos condujeron a revisar las investigaciones de Espinoza
(2017) y Henriquez (2017), quienes dan importancia a la utilidad de la teoria Espacio de
Trabajo Matematico, la cual brinda herramientas tedricas que permite describir e interpretar
las acciones de los profesores a partir del analisis de su practica docente, en particular, ambas

investigaciones priorizaron el analisis del ETM idéneo del profesor de matematica.

Los resultados de estos trabajos concuerdan con los hallazgos de nuestra investigacion
acerca de la necesidad de analizar el Espacio de Trabajo Matematico Idoneo en el dominio
del analisis del profesor universitario de matematica, lo cual caracteriza las acciones del

profesor durante la organizacién y realizacién de su clase.
Respecto a los objetivos y pregunta de esta investigacion

En relacién al primer objetivo especifico, “Describir el trabajo matematico efectivo del profesor
universitario al ensenar la funcién exponencial a estudiantes de humanidades”, podemos
afirmar que si se logré dicho objetivo, ya que, en la observacién de la clase del profesor Andre,
se consiguidé recolectar la informacién necesaria sobre las acciones que el profesor realiza al
ensenar la funcién exponencial, permitiendo identificar y describir el trabajo matematico que
él realiza al ensefar a estudiantes de humanidades del primer ciclo. Estas acciones del
profesor en clase, nos permitié establecer tres etapas del trabajo matematico efectivo del
profesor universitario como son: exploracion, estudio de la funcidén exponencial y resolucién

de tareas propuestas.

Respecto al segundo objetivo especifico, “Analizar la activacién de las génesis y los planos
en el Espacio de Trabajo Matematico idéneo del profesor universitario al ensenar la funcién
exponencial”’, podemos aseverar que se logré dicho objetivo, debido a que, durante la
descripcion de las acciones que realiza el profesor André y en contraste con la informacién
obtenida en la entrevista semiestructurada, se presentoé el analisis de las génesis y los planos
verticales que se privilegian, encontrando que se activan las tres génesis (semidtica,
instrumental y discursiva), asi como los tres planos verticales ([Sem-Dis], [Sem-Ins] y [Ins-
Dis]).

En particular sobre el ETM idéneo, podemos afirmar que, en la etapa de exploracién, donde
el objetivo es introducir la aplicacién de la funcion exponencial en la vida real, el plano que

mas se activa mayormente es el [Sem-Dis], ya que las representaciones que utiliza para la
83



visualizacién del objeto funcion exponencial son orientadas por el referencial teérico. De igual
manera este plano es el que mas se activa en la etapa de estudio de la funcidn exponencial,
ya que presenta la definicion, caracteristicas y elementos de la funcién exponencial, a través
de su representamen se busca que los estudiantes conozcan la funcion exponencial, ello es
orientado por el referencial teérico. En la ultima etapa, sobre resolucion de tareas propuestas,
encontramos que el plano que mas se activa en la primera tarea (graficar una funcion
exponencial) son los planos [Sem-Ins] y [Ins-Dis] donde los artefactos simbdlicos son los que
facilitan la activacion de los planos verticales. Mientras que, en la segunda tarea (determinar
la regla de correspondencia a partir de su grafica) se activa con mas frecuencia el plano [Sem-
Dis].

Con respecto al tercer objetivo especifico, “ldentificar los paradigmas del dominio del analisis
que privilegia el profesor al ensefar la funcién exponencial”’, durante las acciones que realiza
el profesor André en clase y lo que él considera para la organizacién de una clase sobre
funcién exponencial, se observa que privilegia o insta en trabajar en el paradigma del analisis
Geométrico/Aritmético (AG) y en el paradigma del analisis calculatorio (AC), dejando de lado
al analisis real, ya que en las acciones del profesor y la organizacion que realiza, solo es
necesario realizar calculos aritméticos, y tomar de manera implicita la naturaleza de los

objetos o algoritmos utilizados.

De todo lo anterior, podemos confirmar que se logré el objetivo general, “Analizar el Espacio
de Trabajo Matematico idéneo del profesor universitario al ensenar la funcién exponencial a
estudiantes de humanidades”. Por tanto, se respondio a la pregunta de investigacion, “¢ Cual
es el Espacio de Trabajo Matematico idoneo del profesor universitario al ensefar la funcién
exponencial a estudiantes de humanidades del primer ciclo?", donde este espacio de trabajo
estd determinado por las acciones que se realizan sobre artefactos, registros de
representacion y referencial teérico relacionados con los procesos de construccion,

visualizacion y justificacion, respectivamente.
Respecto a los fundamentos tedricos de esta investigacion

En el segundo capitulo se detallé el modelo tedrico utilizado para esta investigacion, el cual
es la teoria Espacio de Trabajo Matematico (ETM) propuesto por Kuzniak (2011), en donde el
Espacio de Trabajo Matematico debe ser entendido como un ambiente que permite el trabajo

matematico del individuo al resolver problemas en el dominio matematico correspondiente.

Durante el trabajo matematico realizado por el sujeto que resuelve problemas, se articulan
componentes del plano epistemoldgico (Representamen, Artefacto y Referencial) con
componentes de plano cognitivo (Visualizacién, Construccién y Prueba) activando las génesis
semiodtica, instrumental y discursiva. A partir de la activacién de estas génesis, se logran

activar los planos verticales, los cuales son: Semidtico — Instrumental, Semidtico — Discursivo
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e Instrumental — Discursivo. Ademas, segun quien sea el que realice el trabajo matematico,
los tipos de Espacio de Trabajo Matematico son tres: ETM de referencia, ETM idéneo y ETM
personal. Por otra parte, Montoya-Delgadillo y Vivier (2016) establecieron los paradigmas en
el dominio del Analisis, los cuales son el Paradigma del analisis Geométrico/ Aritmético,

Paradigma del analisis calculatorio y Paradigma del analisis real.

Por tanto, las herramientas tedricas que ofrece esta teoria permiten analizar la practica
docente, es decir, permite describir y analizar las acciones que el profesor universitario realiza
al ensefar funcién exponencial a estudiantes del primer ciclo de las carreras de humanidades,
en particular, caracterizar su ETM idéneo, en palabras sencillas, analizar como organiza los
conocimientos y tareas para la ensefanza de la funcion exponencial en aula. En ese sentido,
se estudio las acciones del profesor universitario al ensefiar la funcién exponencial: Primero,
describiendo su trabajo matematico efectivo en aula, luego, analizando las acciones que
permiten la activacion de las génesis y plano verticales de su ETM idéneo, por ultimo, concluir
con el paradigma del analisis que privilegia al ensefar este tipo de funcion a estudiantes de

humanidades.
Respecto a perspectivas futuras de investigacion

Consideramos que la presente investigacion puede ser replicada con profesores de educacion
Basica Regular, debido a que el propdsito de clase es semejante al del profesor universitario
de matematica que ensefa la funcidon exponencial a estudiantes del primer ciclo de
humanidades y, por otra parte, las investigaciones de referencia muestran la necesidad de la
comunidad cientifica en didactica de las matematicas para continuar en esta linea de
investigacion, en donde se analice la practica docente en el dominio del Analisis a partir de la

teoria Espacio de Trabajo Matematico.

Por otro lado, se considera importante que, en referencia al objeto funcién exponencial,
complementar el analisis del ETM idéneo de profesor, producto de esta investigacion, con
investigaciones que se preocupen en analizar el ETM personal del profesor y el ETM personal
de los estudiantes del primer ciclo de humanidades, para establecer alguna relacion o
correspondencia entre lo que el profesor organiza y hace en clase con lo que el estudiante
realiza, por tanto, establecer un ETM estructurado para la funcién exponencial. Para ello es

necesario realizar un analisis mas profundo sobre los tipos de ETM existentes.
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ANEXOS

GUIA DE LA ENTREVISTA

Las respuestas que Ud. nos brinde en esta entrevista son sumamente importantes

para nuestra investigacion. Les pedimos, por favor, responda con absoluta confianza

y sinceridad, ya que todas sus respuestas se mantendra en reserva. Gracias.

Informacién personal

¢, Cuanto afnos de experiencia tiene ensefiando matematicas? s En qué niveles?

¢ Cuanto tiempo lleva ensefiando matematica a estudiantes de humanidades del

primer ciclo?

¢, Cual es su carrera? ;En qué institucion ha sido formado?

Informacidén sobre la enseiianza de la funciéon exponencial

A partir de su experiencia docente en la ensefianza de la funcidon exponencial a

estudiantes de humanidades del primer ciclo.

1.

De estas formas de introducir o iniciar una clase donde se ensefie la funcion
exponencial (ver ficha 1), ; Qué opina? ;Qué actividad propondria usted?
De estas definiciones dadas para la funcidon exponencial (ver ficha 2),  Qué
opina sobre ellas? ; Como define usted a la funcién exponencial?

Segun estas formas de describir la grafica de la funcion exponencial y sus
caracteristicas (ver ficha 3), ¢scual es la que recomendaria para su
ensefianza? ;Qué caracteristicas o elementos consideraria para una clase?
De estos procesos sobre como graficar la funcion exponencial (ver ficha 4),
¢ Qué opina sobre ellos? ; Como lo propondria en su clase?

Segun los siguientes ejemplos (ver ficha 5), ¢ Cuales consideraria usted para
la ensefianza de la funcién exponencial o cuales propondria? ¢Por qué?

Si tuviera que recomendar a los estudiantes un libro que les ensenie la funcién
exponencial, ¢cual seria? ¢ por qué?

¢, Cual es la secuencia de actividades que usted recomendaria a un profesor

que va a ensenfar la funcion exponencial a este tipo de estudiantes?

89



FICHA 1

Introduccion a la ensefianza de la funcién exponencial

Introduccion 1

Introduccién 2

90



FICHA 2

Definiciéon de la funcion exponencial

Definicion 1

Funcion exponencial
Una funcion exponencial f: R — R, con base a esta definida por:
f(x) = Ca**,x ER,

donde a, C y k son numeros reales,a > 0,a #+ 1.

. . . ) . RN ¢
Si consideramos C =1y k =1, tenemos la funcion exponencial de la forma f(\) =a
, la cual analizaremos a continuacion a través de los valores que puede tomar 0.

Definicion 2
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FICHA 3

Grafica y caracteristicas de la funciéon exponencial

Grafica y caracteristicas 1

Caracteristicas que se observan en la grdfica:

Dom(f) =R

Ran(f) =]0; +oof

La grafica de la funcion f no tiene intercepto con el eje X.

La grafica intercepta al eje Y en el punto (0; 1).

La funcidn es creciente en todo su dominio.

Observamos que a medida que x decrece ilimitadamente, los valores de y
tienden a cero, pero nunca toman dicho valor. Por tal razén, esta funcién tiene
una asintota horizontal cuya ecuaciénes: y = 0.

Grafica y caracteristicas 2
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FICHA 4

Proceso para graficar una funcion exponencial

Proceso 1

Proceso 2
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FICHA 5
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FICHA DE TRANSCRIPCION DE LA CLASE

Momento | Tiempo - Observaciones y/o
Transcripcién )
(min) comentarios
Inicio de la
clase

Introduccion
a la funcioén

exponencial

Definicién
dela
funcion

exponencial

Desarrollo
de ejemplos

y tareas

Actividades
propuestas
al

estudiante

Evaluacion

o cierre
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