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Resumen

El objetivo central de nuestro trabajo es la descripcion detallada de la re-
presentacion de grupos simétricos (o de permutaciones). Para tal efecto estruc-
turamos la exposicion en tres capitulos. En el primero se efectiia un estudio
detallado de los grupos simétricos en cuanto a propiedades algebraicas, con
énfasis en describir como opera en dichos grupos la relacion de conjugacion.
En el capitulo 2 se desarrolla una teoria general de la representacion lineal de
grupos en espacios vectoriales. Cobran importancia las representaciones irre-
ducibles como instrumentos que permiten construir estructuras mas generales.
Finalmente en el cap”ttulo 3 se desarrollan los v mculos existentes entre repre-
sentaciones irreducibles de grupos simétricos y los diagramas de Young y se
llega identificar cada representacion irreducible con un objeto algebraico abs-
tracto denominado modulo de Specht.

Abstract

The main objective of our work is the detailed description of the represen-
tation of symmetric groups (known also as permutations). For this purpose
we organize the work in three chapters. In the first, a study is carried out
of the symmetric groups in terms of algebraic properties, with emphasis in
describing how conjugation operates within. In Chapter 2 a general theory
of linear representation of groups in vector spaces is developed. Irreducible
representations are important as instruments that allow us to build more ge-
neral structures. Finally, in Chapter 3, the existing links between irreducible
representations and Young diagrams are exposed, and it get to identify each
irreducible representation with an abstract algebraic object called the Specht
module.
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Introduccion

La aparicion del concepto de grupo, término utilizado por primera vez por
Evariste Galois hacia 1830, marcd un hito en la historia de las matematicas
modernas y en su devenir hacia los tiempos actuales. Especificamente el es-
tudio los grupos de orden finito como por ejemplo los grupos simétricos ha
cobrado importancia especial a fines del siglo XIX con Burnside, Frobeniusy
Schiir.

Representar un grupo simétrico en particular consiste en identificar cada
elemento del grupo con un isomorfismo de un espacio vectorial especifico en si
mismo. En este caso, la identificacion de elementos de un grupo con objetos
tan externos o distintos (por lo menos en apariencia) ayudan a entender mas
afondo laestructurainternadel grupoy de ello, descubrir aplicaciones insos-
pechadas en otras disciplinas. Las matematicas actuales proporcionan muchos
ejemplos de tales tipos de identificaciones.

Aln limitado el problema a grupos finitos, el estudio de las representaciones
de cualquier grupoenespacios vectorialessobre cualquier cuerpoesunatarea
ambiciosa y dificil que suministra problemas atn por resolver. Es por ello que
consideramos necesario delimitar el ambito de nuestro trabajo. Se trata del
estudiode lasrepresentacionesdel grupode las permutaciones de n elementos
(lamado grupo simétrico S,,) en espacios vectoriales sobre un cuerpo de carac-
ter“1stica cero, como en los complejos. Las representaciones irreducibles son las
piezas elementales que permiten construir otras representaciones en espacios
vectoriales cada vez mas abstractos; de alli la necesidad de precisar cuales son
y cdmo se construyen.

Para ello dedicamos el capitulo 1 al estudio de los grupos simétricos S,
con especial énfasis en describir las clases de equivalencia determinadas por
la relacion de conjugacion. Cada una de ellas entrara en correspondencia con
una representacion irreducible del grupo. Es logico esperar que a mayor canti-
dad de clases, necesitemos mas herramientas para detectar las representaciones
irreducibles. Si bien hay libros, art“1culos y tesis que se ocupan del particular,
expondremos en el capitulo 2 nuestro propio enfoque tedrico complementado
con explicaciones y ejemplos que provean al lector de un material coherente. Se
completael trabajo con el cap“1tulo 3 en donde las tablas y diagramas de Young
cobran protagonismo: relacionamos asi particiones de », clases de conjugacion
de S, y representaciones irreducibles de S,. Con las nociones de algebra de
grupo y moddulos de Specht damos por concluida la descripcion de las represen-
taciones. En resumen, buscamos ofrecer al lector una presentacion coherente,
detallada e ilustrada con ejemplos varios que contribuyan a la claridad de la
exposicion.



Capitulo 1

Grupos simeétricos y alternantes

1.1. Preliminares

El tema de nuestro trabajo se enmarca en la teor1a de grupos y sus re-
presentaciones en espacios vectoriales complejos. Uno de los grupos finitos que
mas se utiliza lo conforman las permutaciones. Su importancia se hace notar
porejemploenelteoremade Cayley, el cualestablece que cualquiergrupofinito
esisomorfo aun subgrupo de cierto grupo de permutaciones. Por otro lado, el
grupo de permutaciones de las ra“ices de un polinomio permite determinar la
solubilidad de una ecuacion algebraica asociada a dicho polinomio; resultado
gue se enmarca en la teor 1ade Galois. A fin de abordar con detalle los grupos
de permutaciones, asumiremos y usaremos los resultados elementales de la
teor'1ade grupos.

Para n £, consideremos el conjunto 1, 2, 3, ..., n al §ue denotaremos por
[7]. Una permutacion de elementos de [#] es cualquier funcidn biyec-
tiva de [#] en s1mismo.

Si o es la permutacion definida Ror o(1) = o1, 6(2) = 02,..., 6(n) = on, la

_ - 2 .. n : .
exhibiremos cual . El conjunto de todas las permutaciones

o1 02 ... On
de elementos de [~] forma un grupo con la composicion de funciones. Este es
el grupo de las permutaciones de n, llamado también grupo simétrico,
al cual denotaremos por S,. Si oy 7 son elementos de S,, el producto o7 se
interpreta como oz (i) = (z © 0)(i) = 7 (6(i)), para cada i € [r]. El orden del
grupo S, evidentemente eszn!.

- . >
) . 123 123
Ejemplo. Sio = 7= en S, entonces se cumple
! P 321 y 213 ? P
> . >
123 123
=531 Yor=— 312

Notemos que se tiene oz f= ro. Como consecuencia es facil concluir que, para
n > 3, el grupo S, no es conmutativo.

Para terminar esta presentacion preliminar, y dado que parte importante
de nuestro trabajo se centra en las representaciones de grupos, enunciamos



y demostramos un resultado que de paso nos ofrece un primer ejemplo de
representacion.

Proposicion 1.1 (Teorema de Cayley) Sea G un grupo finito. Entonces G
es isomorfo a un subgrupo del grupo de permutaciones S, para algin entero
positivo n.

Prueba. Sea 4(G) el conjunto de las funciones biyectivas del conjunto Gen s1
mismo. Se sabe que A4(G) es un grupo con la composicion de funciones, donde
f< lo interpretamos como gof ", para todo f; g 4£G). El orden de A(G) es n!,
donde 7 es el numero de elementos de G y ademas A(G) es isomorfo

al grupo de permutaciones S,. Para cada g € G, definimos la aplicacion de
G en G denotada por ¢, llamada traslacion a la derecha inducida por

g, Viag.(x) = xg, para todo x € G. Por las propiedades de los grupos, esta
aplicacion ¢, es biyectiva y por lo tanto se tiene ¢; ¢ A(G).

De este modo queda definida una funcion ¢ de G en A(G) a través de
o(g) = ¢, para cada g € G. Es mas, ¢ es un monomorfismo de grupos. En
efecto, sean g1, g2 en G. Entonces para todo x € G tenemos

Paig, () = x(g122) = (xg1)g2 = (9g, (¥)) g2
= g, (02, (X)) = (92, © Pg1) (x) = g, 0, ().

Por lo tanto, se cumple ¢g., = ¢q, ¢g, . AhOra supongamos que ¢, es la
identidad en G. Entonces por definicion se tiene g.(x) = x, paratodo x € Gy
en particular g.(e) = e. Esto implica eg = ¢, de donde deducimos g = e.
En otras palabras, ¢ es inyectiva, y como tal, por lo trabajado al inicio del
parrafo, es un homomorfismo de grupos.

Si consideramos H la imagen de ¢ contenida en A(G), resultados de la
teor1aelemental de homomorfismos de grupos nos permiten concluir que Ges
isomorfo aH. ]

1.2. Ciclos de descomposicion

Dada o en S,, decimos que ¢ mueve m Si o(m) = m; en caso contrario
decimos que o fija m. Al conjunto de elementos de [#] que son movidos por
o se le llama soporte de la permutacion o y se le denota por 4,. Dos
permutaciones ¢ y 7 son disjuntas cuando tienen soportes disjuntos.

Notemos que para permutaciones disjuntas oy z, podemos asegurar que si
o mueve a m, entonces ¢ fija a m. Por otro lado, no es necesariamente cierto
que si o fija a m, entonces © mueve m.

Ejemplo. Consideremos en Ss las siguientes permutaciones:

- 2 - 2
o= 123456 _ 123456

423156 YT= 152436



Para ellas se tiene 4,= 1, #y 4 = 2, 3, 5 {Comq 4, 4. = ¢, popdefinicion o y
7 son disjuntas. Notemos que a pesar de ser disjuntas, ambas permutaciones
fijan 6.

_ -1234562
Notemos también que se cumple ot = 7o = , €S

452136
decir, en este caso o y  conmutan.

Indicamos que, en general, esto es cierto para permutaciones disjuntas,
como se establece en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2 Dos permutaciones disjuntas conmutan.

Prueba. Sean oy 7z en §, disjuntas. Para todo mdn], en virtud de la
definicidn es cierta una y solo una de estas dos posibilidades: ambas oy 7 fijan
m 0 sblo una de ellas, digamos o, mueve m.

Para el primer caso se tiene ot (m) = m = to(m); es decir, se cumple
ot (m) = to(m).

Si asumimos el segundo caso, sea o(m) = k, con m = k. Como o es
inyectiva, se tiene a(k) = k. Ahora, como 7 es disjunta con ¢, se tiene que ¢
fija tanto m como k. Es decir, se tiene

to(m) = 7 (k) = k = o(m) = or(m).

Esto prueba que se cumple ot (m) = ro(m) para todo mdn] , y por tanto
se tiene ot = 70. [ ]

Sea o una permutacion en S, y s € [n]. La orbita de s bajo la permu-
tacion o, denotada por oy, es el conjunto {s, o(s), 52(s), ¢°(s), ... }.

Al estar contenido en S, este conjunto es finito. Mayor precision lo brinda
el siguiente resultado.

Proposicion 1.3 Para cada s € [n], existe un numexp entero positivo k (que
dependedes), talqueos= s, 0(s), 62(s), ..., = 1(s) .

Prueba. Como el conjuntp s, a(s), 6%(s), 6°(s). ..., a"(s), ... Jes finito, enton-
ces debe haber elementos repetidos. Por lo tanto existen sub mdices 7, j tales
que d'(s) = o/(s), coni<j. Esdecir, ¢ (s) = s. Seatr= j — iysea
k el m"mimo valor de 1 que cumple ¢’(s) =s. Afirmamos que los elementos
s, 0(s), 62(s), 03(s), ..., ¥=1(s) son todos diferentes.

Efectivamente, si hubieraelementos repetidos, por ejemplo para’ </, con
O< h<k O<[<k setendria ¢'(s) =o(s). Estoconducea o¢~"(s) =s
con [ i<k, y ello contradice la minimalidad de %.

Finalmente, sea p cualquier entero positivo. Por el teorema fundamental
de divisibilidad, existen enteros ¢ y r ta lesquesp = gk + r, con O < r < k. Por
lo tanto se tiene o?(s) = ' (s) = o o (s = (s). n



Ejemplo. En Sg, las orbitas bajo la permutacion

- >
5= 12345678
472158 36
sono1 =oa ={1, 4}, 02 =03 =07 ={2, 7, 3}, 05 = {5} Y 06 = 08 = {6, 8}.
Estos cuatro conjuntos determinan una particion de {1,2, 3,4,5, 6, 7, 8}.

Sea ¢ una permutacion en S,,. Definimos la relacion ~en {1,2,3,..,n}
del siguiente modo:

s1 ~ s2 Si y s0lo si s2 = o'(s1) paraalgnie Z™.

Claramente, estamos frente a una relacion de equivalencia. En este contexto
cada clase de equivalencia en [#] es una Orbita bajo . En consecuencia, el
conjunto [#] queda particionado en orbitas no vacias y disjuntas. Dado o Sh,
la 6rbita de un elemento s bajo o es una permutacion ciclica que se denota por
(s a(s) o2(s) 63(s) ... —1(s)) a la que uno se refiere como ciclo de longitud
r. A continuacion brindamos mayor precision.

Dado un grupo simétrico S,, una permutacion o es un ciclo de longitud

r (o un r -ciclo) si existen elementos distintos as, az, ... , a- € [n], tales que

o(a1) = az, o(a2) = aa, ..., o(ar-1) = ar, o(a,) = a1
y o(x) = x, para x € [n] —{a1, a2..,a}. Entalcaso, escribimos
o = (a1 a2 ... a,) para resumir esta informacion.
Ejemplo. En S, la permutacion o = »F A se escribe en
152463

notacion ciclica como ¢ = (25 6 3). Notemos que esta presentacion no es
Unica, puesto que se cumple 2563)=(5632)=(6325)=(325 6)2
123456

Ejemplo. En S, la permutacion identidad 7 = 123456 se

escribe en notacion ciclica como o = (1). Evidentemente, también es aceptable
M=@)=B)=(#)=(5)=(6).

El producto de dos (0 mas) ciclos es la composicion de las permutaciones
que ellos representan. Veamos un ejemplo.

Ejemplo. La permutacion o = (2 4)(3 5)(4 6) en S7 se escribe de manera
expl 1cita como

"1 2345672
1 6 52 3 417
Ejemplo. En Ss, dados los ciclose=(1456)yr=(215), se tiene

i 3 ] 5
__123456° " 123456
4T3265 y 643521



Sedesprende de este ejemplo que el producto de dos ciclos no necesariamente
es unciclo. 5
-1 23456789

348597612
Las orbitas distintas son o1 = {1,3,8}, 02 ={2,4,5,9} y o6 = {6, 7}, con
ciclos correspondientesc1 =(138); c2=(2459) y ¢3=(67). Notemos
que o es igual al producto de sus ciclos cic2c3. Este resultado se generalizaen
la siguiente proposicion.

Ejemplo. Consideremos la permutacion o =

Proposicion 1.4 Cualquier permutacion de un grupo simétrico S, Se escribe
como un producto de ciclos disjuntos.

Prueba. Descomponemos [#] en orbitas disjuntas que originan ciclos disjuntos
c1, ¢, ..., ¢;. Afirmamos que se cumple o = cica...c; (Sin importar elorden).

Para ello, tomemos s € [#]. Notemos que s aparece en solo uno de los
ciclos, por ejemplo en ¢;con 1 < i < ¢t. Entonces se cumple

ci1c2...ci(s) = cica...ci-1ciciv1...cs) = (cici+1...ct) () = (ci+1...c) o(s) = o(s),
con lo que queda probada la proposicion. ]

Respecto alas proposiciones1.2,1.3y 1.4 podemos consignar dos observa-
ciones que seran de utilidad mas adelante.

" Seao=cic2 * -+ ¢y donde los ¢; son ciclos disjuntos. Entonces o con-
muta con cada uno de los ¢;. En efecto, esto es consecuencia directa de
gue los ciclos disjuntos (que son en particular permutaciones disjuntas)
conmutan (proposicion 1.2). Efectuamos el calculo y se tiene

oCi —C1C2 * * * Ci * * * C«Ci — CiC1C2...Ci... Ct — CiO.

» Cualquier ciclo conmuta con sus potencias, ademas de conmutar con
otras permutaciones disjuntas. Esto se debe a que las potencias de un
ciclo no mueven elementos que estén fuera del soporte de dicho ciclo.

1.3. Permutaciones pares e impares

Una transposicion es un ciclo de longitud 2. Es decir, una transposicion
es una permutacion que deja fijos todos los elementos de [r] excepto dos y
lleva a cada uno de estos dos elementos en el otro. A modo de observacion,
notemos que si o es el ciclo (a1 a2 ... a;), entonces o se puede escribir como el
producto de transposiciones

(a1 a2) (a1 a3) ... (a1 @) .

Paraconfirmar esto, tomemosse [n]. Sis/ {41 ay,..., a}, entonces se
cumple

(a1 a2) (a1 a3) ... (a1 ar) (s) =s = o(s).

6



Si tomamos por el contrario s € {a1, a, ..., a;}, debemos considerar varios
casos. Si por ejemplo s = a1, entonces se cumple

(a1 a2) ... (a1 ar) (s) = (a1 a2) ... (a1 a)) (a1) = a2 = o(a1) = o(s).
Enelcasos=a;,conl<t¢<r,setiene
(a1 a2) ... (a1 ar) (s) = (a1 a2) ... (a1 ar-1) (a1 a) (a1 ar+1) ... (a1 ar) (ai)
= (a1 ar) (a1 ar+1) ... (a1 ay) (a) = a1 = o(s).
Y finalmente en el caso s = a,, se cumple
(a1 a2) ... (a1 ar) () = (a1 a2) ... (a1 a/) (ar) = a1 = o(ar) = o(s).

Lema 1.5 Toda permutacion de un grupo simétrico S, conn > 2 se puede
expresar como un producto de transposiciones.

Prueba. Primero expresamos la permutacion como un producto de ciclos dis-
juntos (Proposicion 1.4), y a continuacion, en virtud de la observacion anterior,
cada ciclo se expresa como un producto de transposiciones. ]

- 2
1 23 45 6 7 8 9 10 11 12
101 46 5 12 11 9 8 2 7 3

Primero expresamos esta permutacion como un producto de ciclos, y obte-
nemos

Ejemplo. Seao =

c=(1102)(34612)(5)(7 11)(89),
y, luego, como producto de transposiciones para llegar a

o= (110)(1 2)(3 4)(3 6)(3 12)(7 11)(8 9).

Notemos que, a diferencia de la descomposicion en producto de ciclos dis-
juntos, la descomposicion en transposiciones no es Gnica. En efecto, en el
ejemplo anterior se tiene también

o = (10 2)(10 1)(6 12)(6 3)(6 4)(7 11)(9 8).

Con respecto a la descomposicion de una permutacion en transposiciones,
hay un resultado fundamental: ninguna permutacion se puede expresar a la vez
como el producto de un nimero par y de un niUmero impar de transposiciones.
Este hecho es el contenido de la siguiente proposicion.

Proposicion 1.6 Sea o una permutacion en un grupo simétrico S,. Entonces
o no se puede expresar independientemente como el producto de un nimero
par e impar de transposiciones.

Prueba. Primero analizamos descomposiciones de la identidad /. Curiosa-
mente éste es el caso mas dificil. Sea entonces /7 = 7172...7x donde cada z; es

una transposicion. Afirmamos que & debe ser par. En efecto, sea m € [n]
movido por alguna de las z;, y supongamos que z; es la primera transposicion



(deizquierda a derecha) que mueve m. Debemos notar que tal z; no puede ser
Tk, PUes si 7w mueve m y las anteriores transposiciones no lo hacen, el producto
7172...7 NO podria ser la identidad. Concluimos que se cumple j < k. Sea

7; = (m, x), con x € [n]. Entonces z;+1 mueve m 0 no lo hace. Si 7j+1 mueve
m, entonces el producto z;z;+1Se reduce a los dos casos siguientes:

it+1 = (mx)(mx) =1, 0
tt+1 = (m x)(m y) = (x y)(x m), con x f=y.

Si 7j+1 N0 mueve m, entonces el producto z;z;+1 puede reducirse a los dos casos
siguientes:

7iti+1 = (mx)(yvz) = (v z)(x m), O
tg+1 = (m x)(x y) = (x y)(v m).

Imaginemos a partir de estas igualdades qué ocurre al sustituir zjz;+1 en la
igualdad /=r172...7. Enel primer caso eliminamos por completomdedicha
igualdad y reducimos en dos el nUmero & de transposiciones. En los otros tres
casos corremos la primera aparicion de m un lugar a la derecha. Puesto que
m no puede aparecer por primera vez en la transposicion final, de repetirse el
proceso, en algin momento debe ocurrir la situacion (m x)(m x) = 1 y tras
haber apuntado cuantos pares de transposiciones hemos cancelado, habremos
eliminado toda referencia a m.

A continuacion elegimos otro entero en la igualdad reducida y lo elimina-
mos mediante un proceso similar. As'icontinuamos hasta que en el segundo
miembro de la igualdad / = ni72...7, aparezca /. Dado que cada vez que
sustituimos una identidad el nUmero & permanece igual o se reduce en dos
unidades, vemos que & debe haber sido par desde un inicio.

Ahora, para el caso general, tomemos como ¢ una permutacion cualquiera
y consideremos dos posibles descomposiciones de 6 como producto de trans-
posiciones. Es decir

0 = T172...Tr = N1N2...Hs.

Como la inversa de cualquier transposicion es ella misma, obtenemos

=001 = (r1r2...7) (qan2..ns)~1 = tlrz...rrn—l...rzl—lily—l
= T172...T/¥]s... 201

Por la primera parte » + s debe ser un nimero par, de donde » y s deben tener
la misma paridad. |

La proposicion anterior asegura la buena definicion del siguiente concepto.
Una permutacion es par o impar si puede expresarse como el producto de
un namero par de transposiciones o como el producto de un niUmero impar de
transposiciones, respectivamente.

Ejemplo. La permutacion

- 2
6 7 8 9 10 11 12
9

8 2 7 3



con descomposicion ciclica o = (1 10 2)(3 4 6 12)(5)(7 11)(8 9) puede expre-
sarse como ¢ = (1 10)(1 2)(3 4)(3 6)(3 12)(7 11)(8 9). Por consiguiente, es
una permutacion impar de S12.

1.4. Grupos alternantes

Dado un grupo de permutaciones S, con n > 2, el grupo alternante de
nelementos, que se denotapor 4,, esel conjunto de las permutaciones pares
de S, provisto de la composicion de funciones. Es importante hacer notar que,
a pesar de ser un subgrupo de S, el estudio de 4, como grupo individual ha
sido importante en el desarrollo de las matematicas. En el siguiente resultado
se presentan las caracter “1isticas saltantes de A,.

Proposicion 1.7 El grupo de las permutaciones pares A, es un subgrupo nor-
mal de S, de orden nl2.

Prueba. Elproductode dos permutaciones paresespar. Porotrolado, puesto
gue una transposicion es inversa de si misma, el elemento identidad de S, es
una permutacion par. También, dada una permutacion par (expresada como
producto de un nimero par de transposiciones), el inverso de dicha permuta-
cion es el producto de dichas transposiciones tomadas en orden opuesto, por
consiguiente el inverso de una permutacion par también es par. Ello asegura
gue 4, es un subgrupo de S,.

Sea U = {—1; 1}, el cual constituye un grupo multiplicativo. Consideremos

¢ : S, —— U definida mediante

1 , si o es par
-1 , si o es impar.

¢(0) =

Como el producto de dos permutaciones pares o de dos permutaciones impares
es par, y el producto de una permutacion par con una impar es impar, es facil
concluir que ¢ es un homomorfismo sobreyectivo de grupos, con ndcleo igual
a A,. Por consiguiente, 4, es un subgrupo normal cuya cardinalidad es el
cociente de »! (el tamafio de S,) y 2 (la cardinalidad de U.) |

Recordemos que un grupo G con elemento identidad e, es simple si no
posee subgrupos normales no triviales (es decir, mas alla de los subgrupos G y

{eﬂ}) .

Si bien 4, es un subgrupo de S,, como grupos independientes ambos han
contribuido al desarrollo del algebra abstracta. Por ejemplo, un hecho funda-
mental acerca de los grupos alternantes es la simplicidad de 4, cuandox 5.
Lasproposicionesquese utilizan paraestablecer dichoresultado permitenco-
nocer mas acerca de los grupos simétricos y alternantes, motivo por el cual nos
sentimos obligados a dedicarles unas paginas de nuestro trabajo.



Lema 1.8 Seanc=(12)yz =(12..n)enS,, conn > 3. Entonces o yt
generantodaslastransposicionesdelaforma(12),(23),(34),...,(n—1 n),

(nl).

Prueba. Iniciamos la prueba con el calculo de z'oz.

7ot (1) =0t (n) =1 (n) =1,

= lot(2) = ot (1) = 7(2) = 3,

t10t(3) = 07(2) = (1) = 2,
* para3 <s<nsetiener tor(s)=or(s — 1) =7(s — 1) =s.

Por lo tanto, se cumple r ~1o7 = (2 3) = (z (1) = (2)). Es decir, hemos demos-
trado que z ~1o7 equivale a la transposicion (z (1), 7 (2)).
Calculos similares nos permiten concluir gge, para cualquier nimero entero

positivo &, se cumple ¢ ~¥otf = (1) #(2) .
En conclusidn, las permutaciones 0 = (12) y = = (12 ... n) generan todas

las transposiciones de la forma (1 2), (2 3), (34),...,(n — 1n), (n 1). u

Lemal.9 Loselementos(12) y(12...n) generantodas las transposiciones
de la forma (12), (13), ..., (1 n).

Prueba. Basta ver como se genera una transposicion de la forma (1 ) para 3
< a < n. Para ello vamos a calcular el producto (1a — 1)(a — 1a)(1a — 1):

"la—1(a—-1a)(la-1)1)=a,
"Sil<t<a-—-1,secumple la—1(a—1a)la—-1){O =1t

Qla—-D@—-1a)(la-1)(a—-1)=a-1,

la—D@—1a)la—-1(a) =1,

finalmente, para a <t < n obtenemos
Lla—D@—1a)(la—- D=t
As’1, hemos probado la igualdad

la—D@—1a)la—-1)=~L0a),

que muestra cdmo se generan inductivamente las transposiciones
12),(13), .. (1n). |
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Lema 1.10 Lastrasposiciones(12),(13),...,(1n) generantodaslas trans-
posiciones de S,.

Prueba. Basta notar que se cumple (a ) = (1 a)(1 b)(1 @) cuando a 'y b son
distintosentres1y diferentesde 1. Deelloydeloslemasanteriores, deducimos

de paso que (a b) se puede expresar atravesde (12)y (12 ... n) [ |
Proposicion 1.11 El grupo simétrico S, es generado por o = (1 2) y
t=(12...n).

Prueba. Basta recordar que cualquier permutacion ¢ de S, se escribe como
producto de transposiciones y apelar a los lemas anteriores. ]

Lema 1.12 Para n = 3, el subgrupo de S, que generan los 3—ciclos es A,.

Prueba. Sea H el subgrupo generado por los 3—ciclos de S,. De la igualdad

(abc) = (ab)(ac), se deduce de inmediato H C 4,. Probaremos ahora que
se cumple 4, - H. Si o ¢ An, entonces o es producto de un namero par

de transposiciones. Afirmamos que el producto de dos transposiciones es un
3_ciclo o un producto de 3 ciclos. En efecto, los dos Unicos casos no triviales
posibles son

s (ab)(ac)=(bca)=(abc)y
= (ab)(cd)=(ab)ac)ac)(cd)=(abc)(cad).
Por lo tanto se tiene o € H, con lo cual se completa la prueba. u

Lema 1.13 Para n = 3, el grupo A, es generado por los 3—ciclos (12 3),
124),...,(12n)deS..

Prueba. Para n = 3 el resultado es inmediato, pues 43 es de orden 3y por
tanto, ciclico. Para ser mas precisos, A3 = {/d, (12 3), (1 3 2)} y un generador
de 4zes(123). Parael caso general, queremos mostrar que un cicloarbitrario

(a, b, ) se puede expresar como producto de ciclos de laforma (12 3), (12 4),

..., (12 n) osusinversos. El resultado se cumple trivialmente en los casos a =1
yb=2,0a=2yb=1, pues es obvio que se tiene (1 2 ¢) = (1 2 ¢) y también
(21c¢)=(12c)% paracualquier c. Para verificar el caso general, podemos

rotar ¢”1clicamente los valores y asumir ¢ f= 1y ¢ f= 2 y considerar los casos
siguientes. Sia=1ybf=2 tenemos (12c)(12b6)(12c) "t =1 bc)=(ab o).

Ahora,sia=2yb 1, comprobamos (125)-1(12c¢)(12b)=(2bc)=(abc).
En caso contratrio efectuamos el siguiente calculo

(120)112a)212b)(12a)(12c)=(c2D)(@21)(12b)(12a)(12¢)
=(abo),

con lo cual queda establecido el resultado. |
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Hasta el momento, hemos exhibido una coleccion de generadores del grupo
alternante 4,. El siguiente paso consiste en establecer la simplicidad de 4,,
para n 5. Como comentario previo, hacemos constar que el grupo 44 no es
simple. En efecto, no es tarea dif"icil verificar que

H={ld, (12)(34),(13)(24), (14)(23)}

es un subgrupo normal propio de A4. El siguiente resultado nos ubicara muy
cerca de la meta propuesta.

Lema 1.14 Sea N un subgrupo normalde A,, paran > 5. SiN contiene un
3—ciclo, entonces N = A4,.

Prueba. Sea (a b ¢) € N un 3—ciclo. Bastara probar que NV contiene cualquier
3—ciclo. En efecto, sea (i s k) un 3—ciclo. Por cierto, existe una permutacion o
€ S, que cumple

o(a) =i,0(b)=jyo(c) =k

Un calculo simple muestra que, para tal ¢ se cumple 6~(a b ¢)o = (i j k). Si

o es par, entonces lanormalidad de N asegura (ij k) € N. En caso contrario,
consideremos una transposicion z = (m n), donde m, n & {i, j, k¥ (lo cual
es posible gracias a la hipotesis n > 5). Ahora el elemento oz es par y cumple
la igualdad

(ot)Yabc)otr=1t1Yabcc)or=(ijk),
elemento de N por ser éste un subgrupo normal de 4,,. Es decir, N contiene

cualquier 3—ciclo y como consecuencia del lema 1.13, queda probado que N
coincide con 4,. [ ]

La simplicidad del grupo alternante 4, para n5 es un resultado funda-
mental en la teoria de grupos. En los textos de algebra abstracta y teoria de
grupos encontramos diversos métodos de demostracion para este teorema. El
camino que empleamos en nuestro trabajo para demostrar el resultado se re-
duceacomprobar lapresenciade unciclode longitud 3en cualquier subgrupo
normal no trivial de 4,. Es el momento de redondear la faena.

Proposicion 1.15 Para n > 5, el grupo A, es simple.

Prueba. Sea N un subgrupo normal no trivial de 4,. Sera suficiente probar
gue N contiene un 3ciclo. EI camino que proponemos consiste en construir
tal 3_ciclo como la permutacion en N que fija la mayor cantidad posible de
elementos. Para tal efecto sea ¢ = / en N con una cantidad maximal de
elementos fijos. Supongamos que o no es un 3_ciclo. En tal situacion, la
descomposicion de o en producto de ciclos disjuntos dada por la proposicion
1.4 se sujeta a alguna de las siguientes variantes.

1. Aparece en dicho producto, entre otros, un ciclo de longitud mayor o
igual que 5, como por ejemplo

(i1 ... 15 ...).
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2. Aparece en el producto un ciclo de longitud 4 y una transposicion u otro
4—ciclo (para asegurar la paridad), como por ejemplo (i1 ... ia)(i5 is ...).

3. Hay dos ciclos de longitud 3, como por ejemplo (i1 iz i3)(is is is).

4. Hay un Gnico 3—ciclo y al menos dos transposiciones, con lo cual o toma
la forma (i1 iz i3)(ia i5)(is i7), Y

5. Solo existen transposiciones (al menos dos de ellas, por supuesto), tales
como (i1 i2) (i3 ia).

Notemos que en el caso 5 la permutacion o mueve al menos los cuatro
elementos del conjunto {i1, iz, i3, ia}, y en los otros cuatro casos, ¢ mueve un
elemento adicional (digamos is). Consideremos el 3—ciclo z = (izisi5). Vamos
a revisar caso por caso para confirmar que se cumple z—to7 f= 0. En el primer
caso se tiene por ejemplo 167 (i2) = is f= 6(i2). En el segundo caso se cumple
t ~Yot (i) = is f= 0(is). En el caso 3 se cumple 7 ot (i3) = is f= 0(iz). E
el caso 4 tenemos en especial = ~1o7 (i3) = is f= o(is). Finalmente en el quinto
caso ocurre por ejemplo z-to7(is) = is f= o(i3). De la afirmacion t—to7r f= 0o
se deduce o'z -lor f= 1. Llamemos ¢ a la permutacion c—'z-loz € N.

El 3 ciclo z fija cualquier elemento i con k& > 5. Por ello, cuando estos
elementos son fijados por o también deben ser fijados por ¢. Notemos también
que se cumple ¢(i2) = i>.

En los cuatro primeros casos, los posibles elementos fijados por o son de la
forma ix con k > 5. Pero ¢ fija por lo menos un elemento mas, lo cual es una
contradiccion.

En el Gltimo caso, los posibles elementos fijados por ¢ son los ix con k > 5.
En tal caso, el elemento adicional is que no se sabe si es fijado poro se
“compensa” con iz, fijado por ¢. Pero en este quinto caso también se cumple

#(i1) = o1t Yot (i1) = v “lot (i2) = ot (i2) = 7 (i1) = i

Al fijar ¢ al menos un elemento mas que o, obtenemos nuevamente una con-
tradiccion.

Por lo tanto, la permutacion o debe ser un 3_ ciclo. En virtud del lema
1.14, queda probado el resultado. ]

1.5. Conjugacion en S, y en A4,

Nos corresponde ahora definir una relacion de equivalencia en un grupo G
gue nos remite a los conceptos de clase de conjugacion y normalizador. Dada
la importancia de estos conceptos para la construccion de las representaciones
de los grupos simétricos y alternantes, nos centraremos primero en tratar los
temas en los grupos simétricos S, para luego obtener las correspondientes
propiedades en 4,.
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Decimos que dos elementos a y b de un grupo G estan conjugados si

existe un c en G tal que b = cac™.

Notemos que si e es el elemento neutro de G, entonces a = eae~! para
cualquier a. También, si se tiene b = cac—1, entonces esto equivale a a = ¢~1bc;
es decir, se cumple a = ¢1b (¢c=1)-1. Y por Gltimo, si ¢ = cpc=t y r = dgd1,
entonces se cumple » = dgd—* = dcpc=1d-* = (dc) p (dc)~1. Esto prueba que
la relacion de conjugacion es una relacion de equivalencia en G, a cuyas clases
llamamos clases de conjugacion. La clase de conjugacion de a € G se
denota por [a],, 0 simplemente por [a] si es claro el grupo con el cual se esta
trabajando.

La clase de equivalencia del elemento identidad e es trivial en el sentido
que consta de un solo elemento, y por ello, es la Gnica clase de equivalencia
que constituye de por si un subgrupo de G. Si o(c(a)) cuenta el nimero de
elementos de la clase de conjugacion grrespondiente a a, es claro que el orden
del grupo G esta dado por o(G) =  o(c(a)), donde se toma en la suma un
representante de cada clase de conjugacion.

Dado un grupo Gy un elemento a € G, el centralizador de q, al que
denotamos por Z.(a) (o simplemente, por Z(a) si no hay lugar a confusion),

es el conjunto de todos los elementos de G que conmutan con «; es decir, se
tiene Z(a) = g @: ag = ga . En general, para un subconjunto 4 de G, el
centralizador de 4, que se denota por Z(4), se define por

Z(A)={g € G:ag=ga,paratodoa € A}.

El conjunto Z(G) se llama centro de G y lo conforman los elementos de G
gue conmutan con todos los elementos de G.

Es evidente que se satisface «Z(a) para cualquier a. Sean ahora gy &
en Z(a), es decir se cumple ag = ga y ah = ha. De ello se logra agh = gah, y
de ahi se pasa a a(gh) = (gh)a. Esto prueba gh o Z(a). Por Ultimo, si
ag = ga, entonces se tiene a = gag—*, es decir, se cumple g-'a = ag-*. Por lo
tanto, Z(a) es un subgrupo de G para todo a.

Al ser Z(a) un subgrupo de G, vienen a nuestra mente los conceptos de
clase lateral e indice de Z(a) en G. La siguiente proposicion relaciona dichos
conceptos con las clases de equivalencia de conjugacion.

Proposicion 1.16 Si G es finito y a ¢ G, entonces o(c(a)) es igual al indice
de Z(a) en G.

Prueba. Recordemos primero que la aplicacion ¢, : G —— G, definida por
04(g) = aga—tesunisomorfismo de Gen G (Ilamado un automorfismo interno
de G). Definamos f, : G/Z(a) — G de modo que a cada clase lateral gZ(a)
se le asigne /. (gZ(a)) = pq(a) = gag=1. Si b € gZ(a), entonces b = gk para
cierto k € Z(a). De ello se desprende

bab—1 = gka(gk)—! = gkak—'g~! = gakk—1g-! = gag1,
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pues k£ conmuta con «, lo cual garantiza la buena definicion de la aplicacion
Sa-

Probaremos a continuacion que £, es inyectiva y tiene como imagen la
clase de a. Supongamos que se tenga f. (gZ(a))) =f. (hZ(a))). Esto implica
gag~' = hah=1, lo cual a su vez es equivalente a h~'ga = ah—1g, lo cual
significas—1g € Z(a). Esdecir, hemos probado laigualdad gZ(a) =hZ(a);y
conellolainyectividad def.. Ahora, sig € [a], entonces g=pap—paracierto
p €. Luego, ¢,(a) = g; es decir se tiene f, (pZ(a))) = g. Cuando g recorre

G, la expresion 7, (gZ(a))) = gag=! = ¢.(a) recorre la clase de equivalencia
de a. Es decir queda probada la biyectividad de 7, sobre [¢]. Esta biyeccion

nos permite contar: hay tantos elementos en [a] como clases respecto a Z(a),
es decir, el “mdice de Z(a) en G. n

Notemos a modo de observacion que la proposicion anterior traducida
numeéricamente no significa otra cosa que la igualdad

0o(G)

olel@) =[6: 4 = 7o

Retomando el contexto de los grupos simétricos, dadas las permutaciones o
y t enS,, decimos que o y 7 estan conjugadas si existe den S, tal quez =

6-1o0. Nuestro objetivo es describir la conjugacion en S, y en 4,, como base
para el estudio de las representaciones de dichos grupos. A modo de
ejemplo introductorio describimos la conjugacion en S3 y As.

Ejemplo. Los seis elementos de Sz son ciclos. Podemos escribirlos en notacion
ciclica como (1), (1 2), (1 3),(2 3),(1 2 3),(1 3 2). Efectuando los calculos
correspondientes obtenemos las clases de conjugacion.

= [(D]=1D}
= [(12)]5,=[(13)]5,=[(23)]5,=1(12), (13). (23)}y
= [(123)],=[(132)]:,=1{(123), (132)}.

El grupo alternante correspondiente es 43 = {(1) , (1 2 3), (1 3 2)}. Por
ser un grupo de tres elementos, 43 es c’iclico y abeliano, por lo cual sus clases

de conjugacion son unitarias.

= [(D1L,={D}
= [(123)],,={(12 3)},
= [(132)],, ={(13 2)},

Notemos que la clase de equivalencia de (1 2 3) respecto a Sz se parte en
dos clases de equivalencia respecto a As. Es decir, abusando un poco de la
notacion, se tiene [(12 3)]g, =[(123)],, U [(132)],,.
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La conjugacion en S,, toma caracteristicas peculiares. Estas nos dan cri-
terios para saber cuando dos permutaciones estan conjugadas y también para
hallar una permutacion que las relaciona. Analicemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo. En S7 consideremos las permutaciones o = (56 7)(3 4 2),
0=(123)(47)yr=0"1c0. Calculamos r y obtenemos

2
1234567
7215643

En notacion ciclica = se escribe como (5 6 4)(1 7 3). De acuerdo con la
definicion, las permutaciones o y 7 estan conjugadas por 6.

Notemos que z esel producto de los ciclos (4(5) 8(6) (7)) y (6(3) (4) 6(2)).
Es decir, = se obtiene al reemplazar los nimeros presentes en cada ciclo de la
descomposicion de o por las imagenes de dichos numeros bajo 6. Es por ello
que comdnmente se dice que la conjugacion es un mero cambio de nombre.

Es importante resaltar también en el ejemplo que las estructuras ciclicas
de las permutaciones conjugadas ¢ y = coinciden en la cantidad de ciclosy en
lalongitud de cadauno deellos. Corresponde ahoraformalizar estas observa-
ciones a través del siguente resultado.

Lemal.17 Seao = (c1 c2 ... ¢;) unr—ciclo de S,. Entonces para todo 0 € S,
el elemento 6160 es el r—ciclo dado por

0166 = (0(c1) 6(c2) ... O(cr)).

Prueba. Sea x ¢ [r]. Entonces x es algin 6(c;) 0 no lo es. Si x no es de
la forma 6(c;), entonces 6-1(x) no es un ¢;, y en consecuencia el ciclo ¢ fija
0-1(x); es decir se cumple 6 (6-1(x)) = 6-1(x), de donde se deduce la igualdad
0 (¢ (0-1(x))) = x, o lo que es lo mismo, 6-160(x) = x.

Asumamos ahora x = 6(c;) para alglin i. Si i < r, entonces se tiene

! )2
0-160(x) = 0160 (0(c))) = 60(ci) = 0(o(ci)) = O(ci+1).
Mientras, si ocurre i = r, entonces se cumple
. )3
0-160(x) = 0-160 (0(cy)) = O0(c(cr)) = O(c1).

En resumen, hemos demostrado que 8-1¢0 fija los x € [#] que no son de la
forma 6(c;) y actlia en los 6(c;) como el ciclo (6(c1) 6(c2) ... 8(c-)). Esto prueba

que 6166 es precisamente el r—ciclo (0(c1) 6(c2) ... O(cy)). u
Lema 1.18 Sean o y 0 en S,, donde o estd expresada en notacion ciclica por
o=(crc2..c)(drdz...d)..(z1 z2 ... zZm).

Entonces 6-06 tiene la misma estructura c’iclica que o y se cumple
0-160 = (0 (c1) 6 (c2) ... 0 ()0 (d1) 6 (d2) ... 0 (dy))...(0 (z1) O (z2) ... O (zm)).

16



Prueba. En efecto, se tiene

0-160=0"cicz2...c)drdz ... d)..(z1 z2 ... zm)O
=0"c1c2... /)00 Y dr d2 ... d)OO1...00-1(z1 z2 ... zw)0.

Al aplicar el lema anterior a cada factor, queda demostrado el resultado. =

Ejemplo. En S7 consideremos las permutaciones ¢ = (1 6)(24)(357)y
0=(13)(246). Del lema 1.18 obtenemos

01t = (6 (1) 6 (6))(0 (2) 6 (4))(6 (3) A(5) 6(7)) = (32)(4 6)(157).

Hemos demostrado que dos permutaciones conjugadas tienen la misma es-
tructura ciclica; es decir, en su descomposiciobn como producto de ciclos dis-
juntos (descrita por la proposicion 1.4) aparece el mismo namero de ciclos en
cada permutacion, y ademas los ciclos son exactamente del mismo tamafio en
ellas. La siguiente proposicion establece que el reciproco también es valido.

Proposicion 1.19 Dos permutaciones o y o en S, son conjugadas si y solo
si tienen la misma estructura ciclica.

Prueba. Debemos demostrar que si o y o tienen la misma estructura ciclica,
existe 0 € S, tal que &/ = 6-1o6. En efecto, supongamos que se cumple

oc=(ci1c2..c)dr1d>...d)..(z1z2 ... zm) Y
d=(c ¢ ..c)dd ...d)..Z z .2 ).

1 2 r 12 t 1 2 m
Basta poner 6 (c;) = ¢, parai € {1,2,...,r},0(d:) = d,parai € {1,2, ..., ¢}, ...,
0(z)) =z parai € {1,2,..., m}, y extender 0 a todo {1, 2, ..., n} de cualquier
manera. m

Ejemplo. En Sy las permutaciones
c=(245)(13)(69)yr=(437)(25)(68)

estan conjugadas. Una permutacion que las conjuga puede ser
>

9

8

12 34567 8
6= 1

24 53769

Una consecuencia inmediata que se deduce de estas proposiciones se re-
fiere al nUmero de clases de conjugacion en el grupo S,. Este resultado es
fundamental en el estudio de las representaciones de S..

Dado un nimero entero positivo 7, una particion de » es una secuencia de
enteros positivos (ci1, c2, ..., cm) tal QuUB c1 2 ..5>cm Y c1 +c2 +...+cm = n.
Nuestro siguiente paso sera explicar la relacion que existe entre el nUmero de
particiones de » y el nUmero de clases de conjugacion en S,..
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Proposicion 1.20 Las clases de conjugacion del grupo simétrico S,, son los
conjuntos de permutaciones con la misma descomposicion en producto de ciclos
disjuntos. El numero de clases de conjugacion en S, es igual al nimero de
particiones de n.

Prueba. Como consecuencia del lema 1.18 y la proposicion 1.19, todas las
permutaciones que tienen la misma estructura c”iclica son conjugadas. Si to-
mamos en cuenta que ciclos disjuntos conmutan, observamos que cadaforma
de expresar n COMoO n = n1+nz2 + ...+ ng, donde m> m2> ... > niesta
vinculada con una permutacion o expresada como un producto de ciclos dis-
juntos ordenados de mayor a menor tamano, cuyas longitudes son na, no, ..., n,
respectivamente. Tal o es un representante de su clase de conjugacion. [ |

Ejemplo. Consideremos la particion 12 =5+ 4+ 2 + 1. Tal particion esta
asociada, por ejemplo, con la clase de conjugacion de la permutacion

>
123456 7 8 9 1011 12
8417961125 3 2 10 °

la cual se expresa en descomposicion ciclica mediante la igualdad
c=(1812103)(4 711 2)(59)(6).

Los siguientes resultados se fundamentan en principios elementales de con-
teo y seran Gtiles mas adelante.

1. Recordemos que un »—ciclo es un arreglo sin repeticion, de la forma
n!
(c1c2...cr). Hay By arreglos similares en S,. Pero, al tener en

. (n = . y
cuentaqueun r_CICQO puede serescrito delr maneras distintas, se deduce
ni

que el nimero de »—ciclos en S, es - ———
(n—=n)r

n! _ n(n —1)
(n —2)12 2

2. En particular, el nimero de transposiciones en S, €S

n! n!

3. El nimero de n—ciclos en S, es = —=( — 1! Ental caso
n—n)ln N

debemos notar que es imposibleia existenciade dosn—ciclos disjuntos.

Dados nUmeros enteros z;, con 1 < i < k < n, decimos que una permutacion
o en S, es del tipo [z1 z2 ... z«] si en la descomposicidon de o en producto de
ciclos disjuntos se tienen z1 ciclos de longitud 1, z> ciclos de longitud 2, etcétera,
como sugiere el grafico

I ) %4 ‘
c= (.7) (.0) .. (Z..T2

s .. X S . X

5

¢ 5

k
)

donde s—-= :—°x alude a un ciclo de longitud +.
t
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Proposicion 1.21 La cantidad de tipos distintos de permutaciones en S, es
igual al nimero de particiones del nuimero entero n.

Prueba. Segun lo anterior, y si notamos que por cada elemento que fija o
estamos contando el 1—ciclo correspondiente, es claro que se cumple

1 z1+2 -z20+...+k- zx=n.

Por convencidon podemos escribir los ciclos de o ordenados de menor a mayor
tamafio y también poner z; = 0 si no hay j _ciclos. De este modo, la relacion
anterior puede escribirse cual

l-z1+2 -z2+...+n-z,=n.

Si bien es conceptualmente obvio que el nUmero de tipos distintos es igual al
ndmero de particiones, es bueno poder establecer manualmente la equivalencia.
Para ello, para cada i de 1 a » ponemos ¢; = z; + zi+1 + ... + z, con lo que
resultaevidente a partir de las dos definiciones quesecumpleci1 > c2 > ... > ¢,
y c1+c2+ ... + ¢, = n, es decir, los nimeros enteros ¢; forman una particion
de n. Reciprocamente, dada una particion (ci, cz, ..., cx) de n, si ponemos

zi=ci— ci+1, S€CUMpPlez; = 0yl -z1+2 - 22+ .. +k: zx=n u

Hemos probado a través de las dos Ultimas proposiciones que el nUmero de
tipos distintos de permutaciones en S, es igual al nUmero de particiones de
n, pues cada uno a su vez es igual al nUmero de clases de conjugacion en S,.
Corresponde ahora contar el nUmero de permutaciones distintas de tipo fijo
(es decir, el nimero de elementos en cada clase de conjugacion de S,.).

Proposicion 1.22 (Formula de Cauchy) El niimero de permutaciones dis-
tintas de tipo [z1 z2 ... z4] (donde z; = 0 si no hay ciclos de longitud j) es

n!

171 z4 - 22zl - . - p?n- 5!

Prueba. Hay n! formasdistintas de ubicar los » elementos del conjunto [#] en
las casillas del grafico que representa el tipo [z1 z2 ... z,], pero evidentemen-
te no todas esas formas corresponden a permutaciones distintas por diversas
razones.

En primer lugar, por ser los ciclos disjuntos, éstos pueden permutarse entre
s1y dar el mismo elemento de S,. En concreto, para cualquier k de 1 a n,
los z ciclos de longitud £ pueden permutarse de z;! maneras y por lo tanto,
la misma particion n = 1:z1 + 2 z2 + ... + n z, correspondiente al tipo
[z1 z2 ... z4] Se obtiene de z1! z! .., z,!.formas distintas.

Ademas, un mismo ciclo de longitud & puede escribirse de & maneras dis-
tintas. De ello deducimos que los zx ciclos de longitud £ pueden expresarse
de &*« formas distintas y, por lo tanto, cada permutacion del tipo [z1 z2 ... z]

esta contada 171 - 272 - ... - n*" veces. Queda establecido el resultado. u
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Es importante reiterar que dada o ¢ S,, donde o es de tipo [z1 z2 ... z],
la Proposicion 1.19 y la formula de Cauchy aseguran la igualdad

n!

o) =

szl 22 zb . opEn. g7

De pasada, a partir de la Proposicion 1.16 se deduce la igualdad

o(Z(0)) =17 z1! - 272z o - Wz,

gue nos permite saber cuantos elementos de S, conmutan con o. Este resul-
tado depende del tipo que ¢ adopta al escribirla como un producto de ciclos
disjuntos, y nos permite precisar las observaciones presentadas en la pagina 6.
Se impone la presencia de algunos ejemplos.

Ejemplo. En cualquier grupo simétrico S,, la identidad 7d tiene tipo [, 0, ..., 0].
La igualdad

o(ZUd))=1"-n' - 20 .01 - ... - n% - Ol =n!
nos confirma que la permutacion identidad conmuta con todo elemento de S,..

Ejemplo. Sea o un » ciclo en el grupo simétrico S,.. Tal permutacion o es
del tipo [0, 0, ..., 1]. Al aplicar la formula anterior se tiene

o(Z(0))=1°-0!-20.0!- ... -nt-1l=n

Al no haber otras permutaciones disjuntas a o, el resultado nos indica que un

n—ciclo en S,, conmuta Unicamente con sus potencias.

Ejemplo. Consideremos ¢ = (2 4 3) en Ss. En este caso o es del tipo [2, 0, 1,

0, 0] . La cantidad de elementos de S5 que conmutan con o esta dada por
o(Z(6))=12.21-20.0!-31.11-4°.0!1-50.0!=6

Dichos elementos son ¢, 6> = (2 3 4), ¢° =1d, el ciclo (15) y los productos

o(15)yc?(l 5).

Ejemplo. En S11 consideremos o = (1 2)(3 4)(5 6 7). Dicha permutacion es
del tipo[4,2,1,0,0,0,0,0,0,0,0]. Alcalcular el cardinal de su centralizador
se obtiene

o(Z(o)) =14 - 41 . 22 . 21 . 31 . 11 = 288,

cantidad relativamente pequefia en comparacion al orden de S11.  Algunos de
los elementos de S11 que conmutan con ¢ (que tiene orden 6) son:

= las potencias o, 6% ¢°, 6%, 6° yo® =14,
= losseisciclos de longitud 4, los ocho ciclos de longitud 3y los 6 ciclos de

longitud 2 que se forman con los elementos del conjunto {8, 9, 10, 11}.

Corresponde ahora precisar como se comportan las clases de conjugacion en
los grupos S, y en 4,. Los siguientes resultados establecen una caracter1stica
importante de los centros de dichos grupos.
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Proposicion 1.23 Sin > 3, entonces el centro de S, es trivial (consta sélo
de la identidad).

Prueba. Asumamos por el absurdo que existe ¢ € Z(S,,) con ¢ £ 1,y conside-
remos la descomposicion de o en ciclos disjuntos. Si o € S, tiene un ciclo de la

forma (i1 i2 i3 ... ir), con » > 3, en su descomposicion ciclica, es facil verificar
que ¢ no conmuta con la transposicion (i1 i2); de modo que o / Z(S,). Si o

no tiene ciclos de longitud mayor o igual que 3, entonces se puede asumir que
(i1 i2) aparece en su descomposicion ciclica. De ser asi, si iz iz, se verifica
gue o no conmuta con (i1 i3), de donde obtenemos o / Z(S,). Esta franca

contradiccion nos permite concluir el resultado. ]

Proposicion 1.24 Sin > 4, entonces el centro de A, es trivial.

Prueba. Sea o ¢ 4, distinto de la identidad. En la descomposicion de o en
ciclos disjuntos ocurrira alguna de las siguientes situaciones: o tiene un ciclo
de la forma (i1 i2 ... i) con r = 3, 0 en su defecto, o contiene el producto de
un nimero par de transposiciones disjuntas, de la forma (i1 i2)(i3 is) ....

En el primer caso, o no conmuta con la permutacion par (i1 i2)(iz is), y en el
segundo, no conmuta con la permutacion par (i1 iz i3). De ello se concluye

o Z7Z(A,). [ |

En grupos no abelianos como S, y 4., l0s conceptos de centralizador y
centro son una especie de “medida de conmutatividad” para estos grupos. El
siguiente resultado relaciona la estructura c’iclicade un elemento de 4, con su
centralizador.

Lema 1.25 Sea o € A, una permutacion de tipo [z1 z2 ... zn]. Entonces para
que se cumplaZs, (o) C A, es necesario y suficiente que se satisfagaz; =0
para todo i par y zi < 1 para todo i impar.

Prueba. Recordemos que, segin las observaciones escritas en la pagina 6, los
ciclos conmutan con sus potencias y con permutaciones de soportes disjuntos al
suyo. Recordemos también que las potencias de un ciclo no mueven elementos
fuera de su soporte y toda permutacion conmuta con cada uno de los ciclos
presentes en su escrituracomo un producto de ciclos disjuntos. Supongamos
que se cumple Zs, (o) C A4.. Esto significa que ¢ conmuta solamente con
permutaciones pares de S,. Pero como o también conmuta con cada uno
de los ciclos de su descomposicion, deducimos que estos ciclos tienen que ser
permutaciones pares (es decir, tienen longitud impar). Ello prueba que para
cualquier 7 par el nimero de ciclos de longitud i en la descomposicidon ciclica
deoesO.

Para asegurar z; X para todo i impar, nos falta probar que en la
descomposicion de o en ciclos disjuntos no existen dos ciclos distintos con
una misma longitud 7 impar. Supongamos por el absurdo que para algn
impar se tiene o = ...(a1 a2 ... a;)(b1 b2 ... b;).... Un simple calculo verifica
que los ciclos (a1 a2 ... a;) y (b1 b2 ... b;) son conjugados por la permutacion
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0 = (a1 b1)(az b2)...(a; b;), es decir, se cumple 0-(a1 az ... ;)0 = (b1 b2 ... b).
Notemos también que 6 & A4,, pues se trata de un producto de un nimero
impar de transposiciones disjuntas. Ahora, al efectuar el calculo de 661 se

obtiene 060~ = ...(a1 a2 ... a;)(b1 b2 ... bi)... = 0. Pero la igualdad 0c6-* = o
nos dice o = o6, es decir, ¢ conmuta con §. Esto es una contradiccion a la

hipotesis Zs,, (o) c Ax.

Reciprocamente, supongamos que la descomposicion ciclica de o es como en
el enunciado y sea z una permutacion que conmuta con o (es decir, 7 ¢ Zs,, (0)).
Al se asi, z conmuta con cada ciclo ¢ presente en la descomposicion de o en
ciclos disjuntos. De ello se sigue que z actlla como una potencia A4 de ¢ en
los elementos que ¢ mueve. As’1,z es producto de elementos A4, es decir, se

tiener € 4,. n

La proposicion anterior nos permite _a modo de cierre — precisar como se
comporta la clase de conjugacion de una permutacion par en el grupo simétrico
S,y en el grupo alternante 4,.

Proposicion 1.26 La clase de conjugacion en S, de un elemento o de A, es
o bien una clase de conjugacion en A, o, en su defecto, la union de dos clases
de conjugacion en A, con igual nuimero de elementos. Esto ultimo ocurre
cuando y solo cuando Zs,(c) C An.

Prueba. Recordemos que Z,(o) denotael centralizador de cenel grupo G
y c«(0), la clase de conjugacion de o en G. Recordemos también, por la pro-
posicion 1.7, que el grupo de permutaciones pares A4, contiene exactamente la
mitad del total de elementos de S,. Supongamos que Zs,(o) no esta conte-
nidoen 4,. Estosignificaque Zs, (o) contiene permutalciones impares. En

tal caso, claramente se cumple la igualdad o(Z4, (0)) = 5 0(Zs,(0)). Elloyla
proposicion 1.16 conducen a

oC, @N=[4:2  (]= _o(4)

. 0(Z4,(0))
2 o(Sn)
=r——7 LS : Zs, (0)] = o(Cs, (0)).
50(Zs,())

En el caso en que Zs, (o) esta contenido en A4,, se cumple la igualdad
0(Z4,(0)) = 0(Zs,(0)). De ello se tiene

oC (N=[4:2 ()] = —2dn)

. 0(Z4,(0))
= _O(Sn) _ 1 . _ 1
Uézyw = 7181 Zs,()] = ;0(Cs, (o)),
lo cual culmina la prueba. u
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Veamos a modo de ejemplo las clases de conjugacion del grupo simétrico Sa
y el grupo alternante 44. Hay cinco particiones de 4, las cuales son 1+1+1+1,
1+1+2,2+2,1+3y4. Por tanto, los 24 elementos de Ss se distribuyen en
las siguientes cinco clases de conjugacion:

= La clase del elemento identidad [(1)]s, cuyo nUmero de elementos es
I
%‘ =1, asociada a la particion 1+ 1+ 1+ 1,

41

[(12)]s,que tiene comocardinal .2
4

[(12)(3 4)]s,con T 3 elementos, asociadaa 2 + 2,

=6, asociadaa2+1+1,

4! .,
__=8,enrelacibncon 3+ 1,y
-3
la clase de los 4—ciclos [(1 2 3 4)]s,, cuyo nUmero de elementos es
(4 —1)! = 6y se relaciona con la particion 4.

[(1 2 3)]s,que posee cardinal

El grupo alternante 44 es igual a la union de las clases de conjugacion de
permutaciones pares [(1)]s,, [(1 2 3)]s,y [(1 2)(3 4)]s,. Es oportuno detallar
los elementos de dichas clases. As'itenemos

" [(D]s, = 1D},
» [(123)]5,={(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),(243)},

" [12)(B4)]s=1(12)(34). (13)(24), (14)(23)}

El lema 1.25 y la proposicion 1.26 nos permiten describir las clases de
conjugacion en A4. De acuerdo con dichos resultados, la clase [(1 2 3)]s,, por
ser del tipo [1, 0, 1, 0], se escinde en dos clases de conjugacion distintas en Aa,
cada una con cuatro elementos; mientras que la clase [(1 2)(3 4)]s,, de tipo
[0, 2, 0, 0], persiste en una exclusiva clase de conjugacion en 44. Las clases de
conjugacion en A4 vienen dadas entonces por

[(D)]a,={(D},

[(12)(34)]+={(12)(34), (13)(24), 1 H(23)},
[(123)]4,={(243),(413),(421), (123)}y
[(132)]4,={(132), (124), (143), (234)}

Estos resultados seran de utilidad en el capitulo 3, donde describiremos las
representaciones del grupo simétrico S, en particular. Previo a ello corresponde
abordar el estudio general de la representacion de grupos.
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Capitulo 2

Representacion de grupos

2.1. Preliminares

El objetivo central de nuestro trabajo es construir las representaciones
irreducibles de los grupos simétricos y alternantes a través de los diagramas de
Young. Si bien dicha tematica se abordara con detalle en el capitulo 3, para
contarconuncontextoadecuadoenel desarrollodel temaconsideramos nece-
sario resefiar conceptos, procesos y resultados importantes relacionados con la
representacion de grupos. Dicho marco tedrico se ha desarrollado con detalle
en un reciente trabajo de tesis (véase [9]). Existen también textos clasicos
acerca de representacion de grupos como [3], [6] y [10].

En tal sentido, haremos mencion a resultados fundamentales en lo que
tocaaespaciosvectorialesy transformaciones lineales, los mismos que tienen
incidencia en el tema de representacion de grupos; ilustraremos los conceptos
clave con ejemplos, y enunciaremos los resultados que seran empleados mas
adelante.

Denotaremos por K un cuerpo arbitrario y por K* su conjunto multiplica-
tivo K-8 { Fengamos presente, no obstante, que nuestro ambiente natural
de trabajo sera el cuerpo C de los nUmeros complejos. Dado un espacio vec-

torial V' sobre K, denotaremos por End(V') al espacio vectorial de las trans-
formaciones lineales de V en s1mismo. Asimismo, denotaremos por GL(V) al

subconjunto de End(V") formado por las transformaciones lineales biyectivas
(automorfismos) de Ven V' .

Un elemento 7' de GL(V') es por definicion una transformacion lineal de ¥
en V' que admite inversa 7 -1, también lineal. Si ¥ es de dimension » y consi-

deramos una base {e, ez, ..., e, } de 7, la transformacion lineal T se representa
porunamatrizcuadrada(a;) de ordenmn. Loscoeficientesa;; secalculanal
-2

expresar T(e)) enlabase{es, ez, ..., en} mediante laigualdad T'(e)) =  ayje..

Decir que T esisomorfismo equivale aafirmar que el determinante de lamatriz
(a;) que representa a 7 no se anula. De este modo, el grupo GL(V') se

identifica con las matrices cuadradas invertibles de orden n X n.
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2.2. Accion de grupos

El concepto de accion de un grupo sobre un conjunto es fundamental para
deducir resultados acerca de laestructuradel propio grupo. En el contextode
nuestro trabajo, dicho concepto nos permitira relacionar un grupo G con un
espacio vectorial, para as'idefinir y estudiar las representaciones de G.

Dado un conjunto X'y un grupo G con elemento neutro denotado por 1,
una accion de G en X esunaoperacion- : G X X — X que satisface

= ]l.-x=x,
"g-(h-x)=gh- x,
para todo x en X,y paratodo g, 4 en G.

Ejemplo. Sea X = Gy consideremos la operacion. : Gx X __, X definida
via g . h = gh, para todo g, 2 en G. Es evidente que se trata de una accion de
grupos. Usualmente a esta accion se le denomina accion regular a izquierda.

Ejemplo. Sea X'= Gy consideremos la operacion . : G x X —_. X definida

por g-h = ghg', paratodo g, ~en G. Se cumple 1. 2= 1h1-! = h. También,
parag, h, ken G se verifica

g (h-k)=g- (hkh=*)=g(hkh~")g=* = (gh)k(gh)=* = gh - k.
Es decir, la operacion . es una accion de grupos, denominada accion adjunta
0 por conjugacion.

Ejemplo. Sea X ={1,2, ..,n}y G=S,. Elgrupo simétrico S, actla sobre

X através de la operacion - : S, X X — X definida via o x = o~!(x), para
todo o en Sy, x en X. Esta accion “baraja” los elementos de X. La presencia

—que podria parecer poco natural— del inverso se debe a que nosotros hemos
convenido en ponerze =g o 1.

Ejemplo. Para n entero positivo y K un cuerpo (y a la vez, un espacio
vectorial sobre st mismo), consideremos X = K” y G = GL(K"). La operacion

.2 GL(K") x K" —— K" definidaviad - v = Av

nos muestra que el grupo lineal GL(K") de las matrices cuadradas invertibles
de orden »n X n actia por multiplicacion en K”.

Sea G un grupo, ¥ un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo

Ky . : Gx V —— ¥V una accion de grupos. Decimos que -es una accion
lineal de G en V, 0 que G actla linealmente sobre V, si se cumple

"g(vtw)=g-vtg-w,
"g-()=A(g-v),paratodogen G,u, ven V'y ienK.
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Las siguientes proposiciones establecen un estrecho v mculo entre las accio-
nes lineales de un grupo G sobre un espacio vectorial 7 de dimension finita y los
homomorfismos que van de G a GL(V'). Esta relacion de paso nos acerca al
tema central de este cap1tulo.

Proposicion 2.1 Una accion lineal. : Gx V ——, V induce un homomorfismo
entre los grupos G y GL(V).

Prueba. Construyamos una funcion ¢ : G —_. GL(V) del siguiente modo:

para cada g @, definimos ¢(g) : V V' viag(g)(v) =g v.
La accion lineal . asegura que tal ¢(g) es una transformacion lineal biyectiva

de Ven V. En efecto, dados vy wen V', se cumple

p@v+w)=g- (v+w)=g- -v+g- - w=4(g)(v) + s(g)(w).
Asimismo, dado 1 € K se tiene

¢(@)(v) =g - () =g - v) = 14(2)(v).
Supongamos ahora ¢(g)(v) = #(g)(w), lo cual equivalea g.v =g .w. De

ello se tiene g+ (g v) = g1 (g w), es decir g-g-v = g-1g w, de lo cual
deducimos v = w. Hemos probado as'ique ¢(g) es inyectiva; pero como V es
de dimension finita, queda de paso asegurada su sobreyectividad.

Afirmamos que ¢ es homomorfismo de grupos. En efecto, paragy hen G
yven V se tiene

¢(gh)(v)=(gh) - v=g - (h-v)=g - ¢(h)(v)

= 9@ (d(h)(v) = (¢(g) o ¢(M)(v).
Ello prueba la igualdad ¢(gh) = ¢(g) o #(h), es decir, que ¢ : G_—. GL(V)
es homomorfismo de grupos. [ ]

Proposicion 2.2 Todo homomorfismo ¢ : G —— GL(V') induce una accion
linealde Gen'V.

Prueba. Definamos la funcion . : G 7V __. V del siguiente modo: para
(g.v) € Gx V, pongamos g.v = ¢(g)v. La funcion. es una accion lineal de
G en V. En efecto, se tiene

1-v=¢()v=1d(v) =v,paratodov € V;

g (h-v)=g - ¢h)(v) =) (d(h)(v)) = (¢(g) o p(M))(v) = d(gh)(v) =
gh - v,paratodove V,g hen G,

g (v+w) =4 +w)=d(g)() +4(g)(w) =g - v+g - w,paratodo
vwe V,genG;

g (W) =¢(@)(W) =442 (v) = (g - V).

Con lo cual queda confirmado el resultado. |

De esta manera, hemos establecido una correspondencia biunivoca entre
el conjunto de las acciones lineales de un grupo G en un espacio vectorial de
dimension finita y el conjunto de los homomorfismos de G en GL(V').
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2.3. Representacion lineal de grupos finitos

Sea G un grupo y ¥ un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Una repre-
sentacion lineal de G en ¥ es un homomorfismo de grupos, digamos ¢, de G
en GL(V). Ental caso, decimos que ¥ es un espacio de representacion
de G. El grado de la representacion es la dimension de V. llustraremos
el concepto con varios ejemplos.

Ejemplo. Sea V' un espacio vectorial y sea /dy la funcion identidad de 7 en
V. Lafuncion ¢ : G ——. GL(V), definida por ¢(g) = Idy, paratodo g c G
es una representacion. En tal caso, para cada g < G se tiene ¢(g)(v) = v,
cuando v ¢ V. Si dim(V) = 1, diremos que ¢ es la representacion trivial
de Gy que G actla de manera trivial sobre V.

Ejemplo. Consideremos el grupo aditivo R y el grupo multiplicativo de las
matrices cuadradas no singulares de_orden 25x 2, denotado por AZ2. La funcion

¢ : R —— Mo definida viag(x) = (l) )lc esunhomomorfismodegrupos.
En efecto, se cumple 5
1x+y X . 2 .
P +y) = T T 1xT T 1y =4() - 40Dy
0O 1 01 01
- > - >,
1—x _ 1[ > .
"p(—)= g 1 = o1 =¢()

Dado que M- se identifica con GL(R?), el homomorfismo ¢ define una repre-
sentacion lineal de R en R?.

Ejemplo. Sea X, = §1, x2, ..., x» @n conjunto de n elementos ordenados
y enumerados, y consideremos V § f : X, L&l gspacio vectorial de las
funciones de X, en C. Si queremos representar el grupo simétrico S, en

V', tendremos que construir un homomorfismo ¢ : S, —— GL(V ). Lo
haremosdelsiguiente modo. Acadaelementoosde S, leharemoscorresponder

#(0) = ¢o € GL(V). Pero f'= V significa que_ £ es una funcion que va de X,

en C, y por ello, ¢-(f) debe hacer lo propio. Para garantizar la compatibilidad
con laigualdad o7 (x) = 7(o(x)), se debe definir ¢,(f) via¢s()(x) = f(o(x)).
Para demostrar que estamos frente a una accion de grupos, tomemos o y = en
S». Entonces, se cumple

$or (1) (x) =fLoz (x)] =Tz (6(x))].

Pero también se tiene

[(8s6:)(F)] (x) = ¢ (N(e(x)] =Tz (6(x))].

Es decir, se satisface ¢, = ¢o ¢. . Para concluir ¢,£L(V ), debemos
asegurar la inyectividad. Para tal efecto, dadas /'y g en V, la igualdad
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d(f) = ¢o(g) significa £ (o(x)) = g(c(x)), para todo x € X,. Esto impli- ca
Jf = g. Por lo tanto, hemos obtenido una representacion lineal de S, en V.

Ejemplo. Sea C* el grupo multiplicativo de los nimeros complejos no nulos y
G un grupo finito de orden » con elemento neutro e. Una representacion lineal

de grado 1 para G, o un caracter, es un homomorfismo ¢ : G —— C*. Dado
gue se cumple g" = ¢, para todo g € G, se tiene ¢(g)" = ¢(g") = ¢(e) = 1. Las
imagenes ¢(g) son asi raices n—eésimas de la unidad.

Ejemplo. Sea G un grupo finito de orden ». En C"identificamos cada di-
reccion canodnica con un elemento de G, y de esta manera, tenemos una base

B = ¢f, con g G ge ' indexada por los elementos de G. Un homomor- fismo
¢ de G en GL(C") quedara definido al indicar como actla el grupo Gen la
base B. Dado g € G, simplemente definimos ¢, como la transformacion

lineal dada por ¢,(en) = e.n, para cada 7 ¢ G. Esta es la representacion
regular de G, y su grado es n.

Una representacion es fiel (o fehaciente) cuando es inyectiva. Afirma-
mos, a modo de ejemplo, que la representacion regular de un grupo G de »
elementos es fiel. Para probar tal afirmacion debemos constatar que su nlcleo
contiene solo el elemento identidad e de G. En efecto, si g € Ker(¢), entonces

¢; = Idco. Ello significa que para cada /€ G se cumple ¢g(en) = egn = en;
por lo tanto, se tiene gh = h. Al cumplirse esta igualdad, se deduce que g es

la identidad e del grupo G.

Sea ¢ : G —_, GL(V) una representacion lineal, y sea W un subespacio
vectorial de 7. Decimos que W es estable por la operacion de G (o

G-invariante) si para cualquier x € W se cumple ¢,(x) € W, para todo
g € G. En tal situacion, la restriccion de ¢, a W es un automorfismo de W
(con la estructura heredada de GL(7)) y la funcion ¢w : G ——. GL(W) dada
por ¢ restringida a W es una representacion lineal de G en W. Decimos en
tal caso que W es una subrepresentacion de G.

Ejemplo. Si ¢ : G — GL(V) es una representacion lineal del grupo G,
entonces los subespacios {0} y 7 son subrepresentaciones de G puesto que,

para cualquier g € G, la imagen de {0} a través de ¢, es {0} y la imagen de
V atravées de ¢, es V.

Ejemplo. Sea ¢ : G — GL(V) la representacion regular del grupo G.
Consideremos B = {eg,ﬁn g € G} una base de ¥ indexada por los elementos

de G. Elelementov= ¢, genera un subespacio G—invariante de dimension
gen
1. En efecto, para cualquier z € Cise tiene
= > >
Pn(v) = ¢n e =  (dn(e)) = eng
gen gen gen
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Notemos en este punto que g barre todos los elementos del grupo G, yaque se
cumple laigualdad ~G = G. En efecto, cambiamos de variable en la igualdad
anterior y obtenemos
> > >
dn(v) = eng = exr =  er=v.

gcn kehtt ke

Esto prueba que el subespacio W ¥ ¥ es G-invariante y, por lo tanto, ¢ es
una subrepresentacion de G, de grado 1, pues es generada por un Qnico vector.

Ejemplo. Sea Gel grupo aditivo Zy V el espacio vectorial R2. Los elementos
de GL(V) en este caso se identifican con las matrices cuadradas no singulares
de orden 2 X 25 Consideremos la representagopl ¢ . Z — GL(R?) definida via

_ 1 n . _ 1 .
¢, = 01 - El subespac/lloi/rf— ) > eszuna _subni)resentacmn de G,

.- 22 1
puesg, 5 <+ 2 K iy = 0eselementode

ON\ 7 gl g 1? | /o
Ww. Afirmamos que esta subrepresentacion (identificada con el eje X), junto con
{0} y R?, son las Gnicas subrepresentaciones de G. En efecto, si hubiera otra

subrepresentacion W), tendrigzque ser de dimension 1, y por ende, generada

por un autovector de (para que sea un subespacio invariante). Pero

n
- 0 1 - - -
el Gnico autgwglor de tales matrices es 1, el mismo que genera el subespacio

w = ya contabilizado.
0

Ejemplo. Sea G un grupo de tres elementos (es decir, isomorfo a Zz =0,

{0t el YSATOROMES. JCcRreR IR TSRIS ORI MG BN AE ff EtBm¥rfiding

1 0
de R3, identificado con una matriz 3 3. Definimoseg=2 0 7, ¢; =47
o0 o 0 0
0
ye; == 0 los vectores de la base candnica de R®, y denotemos por Mo, M1
1

y M los isomorfismos asignados por la representacion regular a los elementos
de G.

= Mo es la matriz identidad, pues a O le debe corresponder el elemento
neutro de GL(R®).

» Paracalcular M1 basta tener en cuenta las relaciones Mi(eo) = eo+1 = e1;
Mi(e1) = e2 Yy M1(e2) = eo. Desarrollando esto se llega a

My ="

or o
— O o
OO r

a
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= Analogamente Mg(eo) = ez2; M2(e1) = eo Y M2(e2) = e1 implica la pre-
010
sentacion M> =" 0 0 1 .
100

Para ver cuales son las direcciones invariantes calculamos primero los au-
tovalores de M; y M. Un calculo simple mugestra que los autoyalgres son las

raices cUbicas de launidad: 1, o = ="+~ i y w*= — i. Veamos
2 2 2 o =
2
. : o 1
qué ocurre con el subespacio generado por ep + we1r + w?e; = o 2 Evi-
2
(0]

dentemente se cumple Mo (eo + we1 + w?e2) = eo + wer + w?ez. Al evaluar en
las otras matrices obtenemos

[} | - | [} [} [}
0 01 1 w?
Mi(eo + we1 +w?e2) =21 0 02 B g 1=
010 w?> = ®
= +  t+wer = (€0 +wer + wler)
w’e0  e1 2
y también
. | | R - | [ | O [
010 1 )
Mo(eo + wer + w?e2) =" 001" w B =015
100 ®? 1
=we +wle+e = 1(e + we +a)zez).
0 1 2 e 0 1

Ello muestra que el subespacio (eo + we1 + w?e7) es una subrepresentacion de
la representacion regular de Zs. No es dificil comprobar, razonando de manera
similar, que otra subrepresentacion es el subespacio (eo + w?e1 + wez).

2.4. Sumadirecta de representaciones

La suma directa de representaciones esta intimamente ligada a resultados
fundamentales de espacios vectoriales, los cuales resulta oportuno recordar.

Sea V' un espacio vectorial, W y W9’ subespacios de V. Decimos que V es
suma directa de W'y W), y lo denotamos por V =W & W), sicadax €V
se puede escribir de manera Gnica en la forma x = w+ w), con w € W
y wi € WJ. Debido a esto, es inmediato que se cumple W n w3 = {0} y
dim(V) = dim(W)+ dim(WJ). Sisetiene V = W & W9, decimos que W7 es el
complementario de W en V. Lafuncionz:V — W queacadax €V le
hace corresponder su componente w € W se llama proyeccion de ¥V sobre
W asociada a la descomposicion ¥V = W & W, El rango de = es W'y se
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cumple z(x) = x, para todo x ¢ W. Reciprocamente, si /' es un subespacio
de V' y existe una transformacion lineal z : ¥V __, ¥ cuyo rango es W y que
cumple z(x) = x, para todo x # , se prueba trivialmente que / es suma
directa de W y el nlcleo de z. De este modo, queda establecida una biyeccion
entre las proyecciones de ' sobre W'y los subespacios complementarios de W
en’v.

Dado un grupo G, corresponde ahora relacionar descomposiciones en suma
directay subespacios G_invariantes. Antes de enunciar el resultado principal
de esta seccion, presentamos dos ejemplos.

Ejemplo. Sea ¢ : G — GL(V) la representacion regular del grupo G. Tegme-

mos B = {e,, donde g € G} como una base de V. Consideremos v = €g

gen
y el subespacio W = (v) de dimension 1, generado por v. Denotemos por 1
al elemento neutro del grupo G, y definamos W) = (B — {e1}). Al cumplirse
wnw = {0} y dim(V) = dim(W) + dim(#)), se tiene V = W & W’
Afirmamos que #J no es G—invariante. En efecto, sea g f= 1 un elemento de G
Entonces se tiene e; € W9, pero sin embargo ¢g-1(eg) = eg-1, = e1 NO pertenece
a WJi. En este caso, V' es suma directa de un subespacio G—invariante con un
subespacio que no es G—invariante.

Ejemplo. Consideremos la representacion regular de un grupo G de dos
elementos, is:ozmorfo al grgpo multiplicativo {—1,1} en R>  Sea W = (v),

1 \ L
dondev = ¢ = , el cual constituye una subrepresentacion de G.

1
gen N z i zz
0

Completamos una base de R? como por ejemplo B = L , y

> . 1 1

.. v Z X X
definimos la proyeccion = sobre W, via = = . Es claro que =

SOy X
: ; 0 . .
tiene como rango W y como nucleo W) = 1 que se identifica con el

eje Y. Preguntémonos si W7 es G—invariante. La representacion asocia a los
elementos —1y 1 dos autognorfismos de R?. Al elemento identidad 1 le asocia la

S 10 ,
matriz identidad 5 de R?% denotada por M+;ya —1 le correspondela

matriz involutiva , denotada por M- . Un calculo simple nos muestra
10 :
gue se tiene
-OZ -012-02 -12
M- = 10 1 = 0 -

el cual no pertenece a 7, de manera que 7 no es G—invariante.

La siguiente proposicion asegura la existencia de esa aparentemente elusiva
subrepresentacion complementaria y de paso nos ensefia como construirla.
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Proposicion 2.3 Sea ¢ : G — GL(V') una representacion lineal de un grupo
finito G en V, y sea W C V una subrepresentacion. Entonces existe una
subrepresentacion Wo tal que V =W @& Wa.

Prueba. Sea 7 cualquier proyeccion de V' sobre W. Definimos la funcion o
v'ia
> 1
7o = O(E) Pempe-1.
ger

Notemos en primer lugar que zo €S una proyeccion sobre . En efecto, ante
todo mo es una funcion de 77 en W ; y puesto que z es proyeccion y W es

subrepresentacion, para w € W, se tiene
(pempz-1) (W) = dg (T(hg-1 (W) = Po(Pe-1(W))
=dogt - w)y=g- (gt w)=w

Por el teorema del rango en transformaciones lineales, el niicleo de 7o, denota-
do por Ker(mo), es un subespacio complementario de /. Solo nos resta probar
que Ker(mo) es invariante por Gy, por lo tanto, es el Wy buscado. Pues bien,

siw € Ker(mo) Yy g € G, debemos demostrar que se cumple ¢.(w) € Ker(mo).
Para ello, notemos primero que, cuaEdo h € G, se satisface

2
1 = _ 1 =
prmodia= g iy PP D= Gy g (embe) pun
i L gEn _1 4 g€ 5
= O(G) ¢hg77:¢g*1h*1: O(G) ¢hg77:¢(hg)_1
] Ett gen

:_0( G) Gk Pi-1= mo.
ket
Esto significa que se cumple ¢xmodr-1= mo, para cualquier 4 € G, es decir, se
tiene ¢nmo = mogn, 10 cual nos dice que o conmuta con los ¢, € GL(V'), para
cualquier z € G.

Para finalizar la prueba, tomemos w € Ker(mo), esto es, sujeto a zo(w) = 0.
Asi, para cualquier g € G se tiene ¢omo(w) = 0. Por la observacion anterior,
esto equivale a moge(w) = 0, es decir, a ¢gq(w) € Ker(mo).

De este modo, al poner Wo = Ker(mo) logramos V=W & Wa. u

2.5. Representaciones irreducibles.

Decimos que una representacion lineal ¢ : G ——. GL(V') es irreducible si
V§{0}y ningln subespacio de V' es estable por G, excepto {0} y V. Debido
a la proposicion 2.3, ser representacion irreducible de un grupo finito equivale
ano poder expresarse como suma directa de dos subrepresentaciones, salvo,
por supuesto, en la forma trivial V' =@ ¥.g

Por ejemplo, las representaciones de grado 1 son irreducibles.

La siguiente proposicion (conocida como teorema de Maschke) nos muestra
la importancia de las representaciones irreducibles.
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Proposicion 2.4 Toda representacion de un grupo finito es suma directa de
representaciones irreducibles.

Prueba. Sea ¢ : G ——. GL(V) una representacion de G, de grado »n, donde
dim(V) = n. Si n = 1, entonces se sigue que ¢ es irreducible. Supongamos
entonces n > 1. Si ¢ es irreducible, no hay nada que demostrar. De lo
contrario, por la proposicion 2.3, el espacio ¥ se puede descomponer como suma
directa de Wy W), subespacios de V', con dim(W) < ny dim(W’) <n. Por

induccion, W'y W asu vez se expresan como suma directa de representaciones
irreducibles, al igual que V. [ |

La descomposicion por cierto no tiene por qué ser Gnica. Por ejemplo el

espaciovectorial R3puede expresarse como sumadirectade subespaciosdedi-
mension 1 (rectas) de muchas maneras. Ante esta interrogante, las matemati-

cas casi siempre responden con un concepto unificador que rescata aquello que
tienen en comdn muchos objetos diversos. En el algebra abstracta y algebra
lineal, este concepto es el de morfismo.

Sean V'y W dos espacios vectoriales y sean

¢":G—— GL(V)y¢":G—— GL(W)

dosrepresentacionesde unmismogrupofinito G. UnG—morfismode Ven

W es un homomorfismo (digamos ¢) de V en W, sujeto a p o ¢ = 4" o ¢,
para cada g € G. Si ¢ ademas es isomorfismo, decimos que ¥V y W son
representaciones equivalentes. Denotamos por Hom(V, W) al conjunto

de G—morfismos de ¥ en W. Puesto de modo grafico, la funcion ¢ es un
G—morfismo de V' en W si para cada g € G el diagrama

2

14 -,
by e
V T W
4

conmuta.

En un G_morfismo de 7V en W se presentan los conceptos de nicleo e
imagen. El siguiente lema establece una caracteristica importante.

Lema 2.5 Sean V y W representaciones de dimension finita de un grupo G.
Si 9 ¢ Hom«(V, W), entonces el nicleo de ¢ es una subrepresentacion de V
y la imagen de ¢ es una subrepresentacion de W.

Prueba. Para demostrar la primera afirmacion, consideremos la representa-
cion ¢g restringida a ker(p). Debemos demostrar que ker(y) es invariante por

la accion de ¢}, para cualquier g € G. Ello significa probar que, dado v en
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ker(p), se cumple ¢’ (v) € ker(p). Pero v € ker(p) significa p(v) = 0y . Al
aplicar la condicion ¢ € Hom(V, W), el diagrama conmutativo

4

Ker(p) —=-{Ow}
by i

{OV} "{OW}

4
muestra que se cumple (p(g¢V ) =g5W (o(v) = ?W (Ow ) =0w.

Para demostrar la segunda afirmacion debemos considerar la restriccion

de ¢" al conjunto Im(yp) contenido en W, y demostrar que dado w € Im(yp),

se cumple qﬁgW(w) e Im(p), para cualquier gen G. Notemos que w ¢ Im(p)

significa que existe una preimagen (llamémosla v ¢ V') que satisface ¢(v) = w.
El diagrama conmutativo

v s Im(p)

by L¢5"
J

- W

permite escribir las relaciones (4" (v)) = ¢" (p(v)) = ¢” (w). Ellodemuestra
g g g

¢% (w) € Im(p), con lo cual concluye la prueba. u

Ls siguiente proposicion describe el comportamiento de los G— morfismos
en el contexto de representaciones irreducibles. La prueba es casi inmediata
en funcion del lema anterior.

Proposicion 2.6 (Lema de Schiir) Dado un grupo finito G, fijemos dos
representaciones irreducibles ¢" : G —— GL(V) y ¢" : G — GL(W). Sea
o € Hom«(V, W). Entonces se cumple lo siguiente.

= O bien ¢ es un isomorfismo, o en su defecto ¢ = 0.
" SiV =W, entonces existe A € C tal que ¢ = 2(Idy).

Prueba. Para demostrar la primera aseveracion supongamos que ¢ no es iso-
morfismo de V' en W. Ello implica que, o bien el nlcleo de ¢ (denotado por
Ker(p)) es distinto de @ }o en su defecto, la imagen de ¢ (denotada por
Im(p)) es distinta de . Supongamos se tenga Ker((p)jz P 3Como Ker(p) es
una subrepresentacion de V y ¢” es irreducible, concluimos la igualdad
Ker(p) = V. Es decir, ¢ es idénticamente nula. Si la imagen de ¢ es distinta
de W, se razona igual.

Para la otra afirmacion notemos que, de ¢ =0, concluimos trivialmente la
igualdad ¢ = 0(/dy ). Por otro lado,si¢ 0O, delaprimerapartesabemosque
@ esisomorfismoy por lo tanto, es invertible. De ello inferimos que existe un

autovalor A € C* y por lo tanto, el operador T = ¢ — A(Idy ) no es inyectivo.
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Nuevamente de la primera parte se deduce que 7 es idénticamente nulo, es
decir, cumple ¢ = A(ldy ). [ |

Antes de continuar avanzando en nuestra exposicion, describamos ciertas
representaciones importantes.

Ejemplo. Los vectores e1 = (1, 0, 0), e2=(0, 1, 0) y e3 = (0, O, 1) forman la
base canonica de C3. La representacion permutacion del grupo Ss se define
del siguiente modo: para cada @ S3 ponemos ¢.(e;) = e, parai =1 2, 3.
Las imagenes que brinda esta representacion se identifican con la matrices de
orden 353 que resultan de permutar las columnas de la matriz identidad. De
este modo, se tiene

0 01
., ¢asn= =100 =,
010
010
gan="1 00 7,
0 01
1 00
y ¢e3="" 0017,
010

¢Ids3 S

P23 = I

da3 =

POO POO ©OOPR
OO OO Fr OFr o
ook, OFr O Qo O

Ejemplo. En general, sea {ei, ez, ..., e»} la base canonica de C”. La repre-
sentacion regular del grupo S, toma el nombre particular de representacion

permutacion de S, y se define del siguiente modo: para cada o € .S,, ponemos
do(e;) = e parai=1 2, 3, ..., n. Laigualdades

boc () = €(or)-1() = €(r “lo=1)() = €o1(c ~1(1) Y

Po(#: (€1)) = Pole:-1()) = es1(c -1()

aseguran el cumplimiento de ¢ = ¢ © ¢: .
Es importante acotar que la representacion permutacion del grupo S, no
es irreducible. Para justificar este hecho consideremos el vector

>
v = ee=(11..1)

=1

y el subespacio unidimensional # = (v). Dicho subespacio es S,,—invariante,
pues para cualquier o ¢ S, Yy w = kv ¢ W se cumple ¢-(w) = ¢s(kv) =

k ¢-(v) = kv = w. Consideremos ahora el subespacio W’ generado por los
vectores de la forma (zi, z2, ..., z,)” tales que z1 + z2 + ... +z, = 0. Ocurre

que se tiene C” = W & W ). Mas adelante justificaremos que W’ es una
representacion irreducible de S,, cuya dimension es » _1 y que se conoce

como representacion estandar.
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Ejemplo. Hallemos las matrices correspondientes a la representacion estandar

del grupo Ss. Con respecto a la base canonica de C3, un calculo simple muestra
que el conjunto B =f e1_ ez, e2 esy = {(1,-1,0),(0,1, 1)} es una base

del subespacio W J formado por los (z1, z2, z3) tales que z1 +z> + zz = 0. Las
matrices de orden 2 X 2 que aparecen en esta representacion son

_ "1 0z p R 1z
¢1ds3 01 ’ 123) — -10 ,

_ 0 a1 117
¢(132)_ 1-1 ’ ¢(12)= 0o 1 -

o0 1% "1 02
Pz = 1 0 Y Ppg = 11

Ejemplo. En el capitulo 1 se demostrd que toda permutacion del grupo
simétrico S, se expresa como producto de un nimero, o bien par o sino impar
de transposiciones (proposicion 1.6). En tal sentido, asignamos 1 a las permu-
taciones pares, y _1, a las impares. Ello nos permite definir una representacion

¢ de S, en el grupo multiplicativo %, 1 -cdntenido en C* = GL(C). Esta es la
representacion signo, la cual es irreducible por ser de dimendion 1.

2.6. Caracteres de representaciones

Sea 7/ un espacio vectorial complejo de dimension » 'y T una transformacion
lineal de V'en V', cuya matriz asociada a una bage : de V' es (a;). La traza
de T, denotada por 7r(T) es lasumade los elementos de ladiagonal principal

de (a;). Esdecir, Tr(T) = ai. Recordemos que la traza es la suma de los
i=1

autovalores de T contados con su multiplicidad, y por tanto no depende de la

base elegida para V.

Dada ¢ : G — GL(V) una representacion lineal de un grupo finito G en un
espacio vectorial 7, el caracter de ¢ es la funcion denotada por x4 : G — C,
definida viiays(g) = Tr(¢,), paracadag € G.

En ocasiones, el caracter de ¢ se denota por y» para resaltar ' como espa-
cio de representacion para G. EIl caracter rescata los elementos que aparecen
en la diagonal de las matrices ¢.. Con esto se puede dar la impresion de que
se esta perdiendo valiosa informacion acerca de la representacion; pero en un
momento veremos como mas bien el caracter la determina completamente.

Proposicion 2.7 Sea ¢ : G —_, GL(V') una representacion lineal de grado n
de un grupo finito G con elemento identidad 1. Entonces se cumple:

1. y4(1) = m;

2. xe(g™") = x4(2), para todo g € G;
3. xs(ghg=1) = xs(h), para todo g, h € G.
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Prueba. La afirmacion 1 es claramente trivial. La afirmacion 2 expresa la
relacion entre los autovalores de una matriz y aquellos de su inversa, puesto
gue todos los autovalores han de ser ra’ices de la unidad cuando el grupo es
finito. La tercera afirmacion nos dice que el caracter es constante por clases
de conjugacion en el grupo G. Esta propiedad es consecuencia de la igualdad
Tr(AB) = Tr(BA) para matrices 4 y B, pues aplicando dicha igualdad se

obtiene ys(ghg—1) = y4(h). u

A partir de la definicibn misma se pueden formular dos observaciones im-
portantes acerca de los caracteres de grupos finitos.

= Si 1 denota el elemento neutro del grupo finito G de orden », entonces
#1 es el homomorfismo identidad de ¥ en V. A partir de ello se tiene
dim V= yy(L).

= Supongamos dim(¥7') = n. Dado un elemento g € G, podemos calcular

los autovalores A; de ¢, resolviendo el sistema yr (gX) = (1,)", para

=1
k=1 2, .., n_Enefecto, todo elemento g <G es de orden finito y, de
ello, 1as matrices asociadas a ¢, ¢2 ..., 4" Sonal menos triangulables. Si

A1, A2, ..., An sON los autovalores de®g,, se®sabe también que ﬂ,",l),ké..., Ak
n

sonlos autovalkoresge ¢g" para}(cualquierkdesde 2hastan. Perolassumas
de la forma A* + 1* +7.. + ¥ son las trazas de las matrices asociadas a

1 2 K
los automorfismos ¢*; es decir, dichas sumas son los caracteres de los ¢*
g g
para2 < k < n.

Ejemplo. Conocemos tres representaciones del grupo simétrico Sz: la identi-
dad, la del signo y la estandar dada en la pagina 35 (mas adelante probaremos
que son las Unicas irreducibles). EIl concepto de caracter y sus propiedades
nos brindan herramientas mas eficientes (y econdmicas por asi decirlo) para
estudiar al detalle dichas representaciones. Como los caracteres son constantes
por clase de conjugacidon (proposicion 2.7), basta con evaluarlos en represen-
tantes de dichas clases, tales como ¢ = (1 2) y z = (1 2 3). La informacion
gue hemos recabado acercade las tres representaciones que conocemos de S3
se puede resumir en la siguiente tabla:

Representacion | Dimension | Autovalores de ¢, | Autovalores de ¢,
Identidad 1 1 1

Signo 1 -1 1
Estandar 2 1y—1 Yy o

En la pagina 14 se detallan las clases de conjugacion del grupo simétrico
S3. Los representantes elegidos para dichas clases son /ds,, cuya clase de con-
jugacion es unitaria, o = (1 2), cuya clase de conjugacion tiene tres elementos,
y ¢ = (1 2 3), que representa una clase de conjugacion de dos elementos.
Al evaluar los caracteres de cada representacion en los elementos /ds,, o y
obtenemos la siguiente tabla de caracteres:
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(D) () (2)

Pras, bo &
Identidad 1 1 1
Signo 1 -1 1

Estandar 2 0=1-1 -l=o+ao?

Antes de examinar los caracteres de otras representaciones (que ya no seran
irreducibles) del grupo Ss y la relacion que ellas guardan con las representa-
ciones irreducibles, presentamos el siguiente resultado.

Proposicion 2.8 Sean ¢ : G — GL(V) y ¢ : G — GL(W) representa-
ciones de G, con caracteres yrv y yw. Entonces se cumple yvew = v + yw.

Prueba. Para cualquier ¢ € G, si ¢", y ¢"” se expresan matricialmente me-
diante M" y M"" respectivamente, éntontes la forma matricial de la repre-
g 8

y - 0
sentacion V @ W es M}

0 M”

deduceel resultado. n

. Al calcular la traza de esta matriz, se

Ejemplo. Sea ¢ la representacion de S3 que permuta los ejes (representacion
permutacion), la cual es de dimension 3.

100
= Las matrices de esta representacion son ¢, = =0 1 0
001
010 001
dpo=ol1l 00 y ¢.= ol 0 O . Alcalcularlas trazas
001 010

respectivas, obtenemos
x9Uds;) = 3, x4(0) =1y x¢(r) = 0.

= Para proponer una descomposicion de esta representacion en suma direc-
ta de las representaciones /dent, sgn'y estandar de Sz (como lo establece
la proposicion 2.4) de modo tentativo hallamos los valores de las posibles
multiplicidadesa, by cque veri&'can lasiguiente igualdadinatricial (ode
automorfismos) M? = M9t “ @ (M*E") @ Mes@dar © Traducida

esta igualdad a caracteres, esto equivale a y4 = a (yudens) + b (xsen) +
¢ (xesianaar) . Al evaluar cada miembro de la igualdad en los elementos

Ids,, oy 7, respectivamente, obtenemos el sistema de ecuaciones

3=a+b+2c
l=a_b
O=a+b_c

Al resolver el sistema, se obtienea=1,b=0yc=1. Y en efecto no es
dificil verificar que se cumple M? = Arfdent g pgestandar  Esto se terminara
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de formalizar con la proposicion 2.19, pues de ello se deducira que S3 acepta
exactamente tres representaciones irreducibles.

Ejemplo. Sea ¢ la representacion regular de Ss3. Esta vez estamos ante
una representacién de grado 6. Para describirla, escribimos el grupo como

]% basg % onlca elmeza.r.., ebyd%scifdamos a dichos eI&mentos los chtores de

en ese orden. Asi por ejemplo, tenemos
1 O 0
0 1 0
0 _ 0 1
ATF T sy e P ye ~ =, T%
=) o Q o0
0 0 0
d
100000
“010000"
, > 71 £ 1
= El homomorfismo ¢us €s la matriz identidad 8 8 0 2 8 8
“000010¢%
000O0O01
Por tanto se cumple y,(lds,) = 6.
» El célculo de los vectores fila correspondientes a ¢, es el siguiente:
¢a(el) =é€s=¢€2 P ¢a(eo') =énz= el » ¢0‘(e1.') = €pr = €5
¢o‘(e-[2) = €s2 — €6 , ¢g(ea"[) = €5(or) — €3 , ¢g(emz) = €5(or2) — €4.
[}
010000
100000"
_ 000O0T1IO0O -
De este modo, obtenemos ¢, = 00000 1 y porconsiguiente
001000"
000100
x4(0) = 0.
= Analogamente, calculamos los vectores fila correspondientes a ¢., como
&: (el) =e =e3 , ¢T(ea) = €0 = €6 , ¢r(e‘r) —eéenz=e4
¢T (61-2) —es=e1 , ¢‘r(em) = €r(or) — €2 , ¢‘L’ (earz) = €r(or2) — €5
- |
000100
000010"
_ 100000 _
paraobtener ¢, = 001000 y con ello y4(z ) =0.
000001"
010000

Para expresar la representacion regular como suma directa de las tres re-
presentaciones conocidas de Sz planteamos la potencial igualdad

C

. 3, .
M¢ — Mldent D (Msgn)b D Mestandar
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donde debemos hallar los valores de a, b y c. Esta igualdad traducida a carac-
teres equivalea

Xp — 4 (deent) +b (ngn) +c (Xest('mdar) .

Al evaluar cada miembro de la igualdad en los elementos /ds,, oy 7, respec-
tivamente, obtenemos el sistema de ecuaciones

6=a+b+2c
O=a-5
O=a+b-—c

Al resolverfl sistemazse obtiene ag 1,b=1yc=2. Esdecir, se cumple

. . . . 2 .
M? = Mt g ASen @ pMestandart  (asumiendo que sean exactamente
estas tres las representaciones irreducibles de S3).

Para concluir con esta presentacion de los caracteres, definimos un espacio
de representacion que va a ser de suma utilidad.

Sea V' un espacio vectorial complejo. El espacio dual de 7V, denotado
por V* es el conjunto formado por los homomorfismos de 7 en C. Esdecir, se

define por la igualdad V* = Hom(V, C). Los elementos de V' * se denominan
formas lineales (o funcionales lineales). Recordemos quesidim(})=n,

entonces dim(¥ *) = n. Asimismo, dada una base {vi, vz, ..., v,} para V', las
funciones f; definidas via

1sii=j
i\y) =
s Osiif=j,

para i =1, .., n forman una base de V*. Para cada i, j, la expresion_f£i(v;) se
denotapor ;. Dado /'€ V'*, labase dual{f3, /2, ..., f»} aseguralaexistencia
>

de escalares f; € C que permiten escribir /"= f; fi. Notemos que para
= =1
cada; desde 1 hastan se cumple /{v) = = z -2
Bifi (v)= Bifi(v)) =p;
=1 =1
>

En consecuencia, todo elemento /'€ V * se deja escribir /= f (vi)f..
i=1

Si V7 es un espacio de representacion de un grupo G, entonces V' * es también
un espacio de representacion de G llamado representacion dual (o contra-
gradiente) del grupo G. Esta representacion esta dada expresamente por
la siguiente accion de grupos

- NO)=flg! v),parage G feV*veV.
Para ser mas precisos, supongamos que ¢ : G —_. GL(V') es una representacion
de un grupo finito G. Denotemos por ¢* a esta representacion “inducida” por
¢ en el espacio dual V*, es decir, ¢* : G —— GL(V*). La siguiente proposicion
describe la presentacion matricial de ¢*.
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Proposicion 2.9 Sea ¢ : G — GL(V) una representacion de G en un es-
pacio de dimension finita. Entonces, para cada g € G, la matriz de ¢} en la
base dual es la transpuesta de la matriz ¢q-1. Ademds se cumple x4+ = ig.

Prueba. Sea{v;}unabasede V' y{fi}labase dual en V" * dada por f;(v;) = ;.
Dado g € G, supongamessgue la matriz de ¢ en la base {vi} sea (4;(g)), es

decirsecumpleg - vi=  A4w(g)vr- De ah”1 pasamos a
k
> >
g fi= @A) Sfi= Sfillgt vi)fi
k k
=>=> =>=>
ey A NSO Sfe= . ; Aug oy S
= Au(g™) fi

k

Es decir, la matriz de la representacion dual ¢} en la base {/;} es la transpuesta

de la matriz (4;(g~1)). Por lo tanto se cumple ¢* = (¢g-1)".
Como consecuencia, y también a partir de la parte 2 de la proposicion 2.7,

paracadag € G se tiene
xpx =Tr(9*) = Tr((¢g-1)) =Tr ($s1) =xp = 39~
g g

g1 g

con lo cual queda establecido el resultado. |

2.7. Producto tensorial de representaciones.

Recordaremos brevemente el lenguaje relacionado con el producto tensorial
dedosespaciosvectoriales. Sean V, Wy U espacios vectorialessobreuncuerpo

K. Una forma bilineal es una funcion g : vV X W — U que cumple

Qv +u, w) =AB(v, w) + B(u, w) y

L, lu+w) = A, u) + (v, w),
paratodov,u €V, u, we W, 1 €K.

Especificamente, si ¥ = W, una forma bilineal es una transformacion
bilineal p: V' x V — K.

Una forma bilineal g es simétrica si g(v, w) = f(w, v), paratodov,w ¢ V.
Sise cumple p(v, w) = _p(w, v), para todov,w ¢ V, sedice que laforma
bilineal £ es antisimétrica.

Denotamos por Bil(V') al conjunto de las formas bilineales g : V' 15 _,

K, y denotamos por Sym(V' ) y Alt(V') los subconjuntos de formas bilineales
simétricas y antisimétricas, respectivamente. Es claro que Bi/(V) posee la

estructura de espacio vectorial sobre K y los subconjuntos Sym(V')y Ait(V')
son subespacios de Bi/(V'). Es este el lugar natural del siguiente resultado.
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Lema2.10 SeaK un cuerpo de caracteristica distintade 2 y V un espacio
vectorial sobre K. Entonces se cumple Bil(V) = Sym(V) & Alt(V).

Prueba. Sig € Sym(V)y p € Alt(V'), obtenemos f(w, v) = —f(w, v), €s
decir, f(w, v) =0, paratodov, w € V. Deellosetiene Sym(V) N Alt(V) =
{0}. Para clontinuar con la prueba, sea g € 1Bz‘Z(V). Definimos f1 y f2 via

Bi(v, w) = 3 B, w) + B(w, v)) Yy f2(v, w) = > B, w) — B(w, v)) . Se com-
prueba de inmediato la igualdad g = S1 + £2 y que S1 es simétrica, mientras
2, antisimétrica. [ |

Dados V'y W espacios vectoriales sobre K, denotaremos por ¥ QW al

espacio vectorial generado por los simbolos de la forma vQw sujetos a las
relaciones:

v1IQw +v2Qw = (v1 +12)Qw,
vQw1 +vQwz = vQ(w1 + w2), ¥

AvQw = vQAw = A(vQw)

paratodo vi, v2, v E V, w1, wa, w € W, ¢ € K. Sea S el subespacio de V' QW
generado por los elementos de la forma AvQw — vQAw, conAe K, ve ¥V, w
W. El producto tensorial de V'y W, denotado por VV'® W, es el espacio
cociente VQW/S. Es decir, V ® W = VQW/S. La funcion = : VQW —
V ® W definida via z(vQw) = v ® w es la proyeccion canodnica.

Cabe indicar que existen muchas maneras de definir el producto tensorial
(hemos mostrado unadeellas, presentadaen[9]). Entodo caso, se demuestra
que tal producto tensorial siempre existe. El producto tensorial ¢ 7 junto
con la proyeccion canonica = se caracterizan por la siguiente propiedad uni-
versal. Si U es un espacio vectorial sobre Kyp:V X W — U es una forma
bilineal, entonces existe una tnica transformacion lineal /?; VW — U tal

que,b’Z/?on.

Volviendo al contexto de las representaciones, sean 'y W dos espacios
vectorialesy ¢ : G__,GL(V)y ¢” : G __GL(W) dos representaciones
del grupo finito G. Definimos el producto tensorial de ¢ y ¢", denotado

por ¢” ® ¢"”, mediante la formula
. 2
¢’ @ ¢" v, w) =¢" {v) ® ¢";(w), parage G.ve V,we W.

En [7] se justifica al detalle por qué ¢ ® ¢" es una representacion lineal de
G en V' ® W, aungue esto es obvio intuitivamente.

Proposicion 2.11 Sean ¢” : G — GL(V) y ¢" : G — GL(W) represen-
taciones de G, con caracteres yv Yy yw. Entonces se cumple yvew = v * yw.
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Prueba. Dado g4, sean vi, vz, ..., v, autovectores de ¢Vg, asociados a los
autovalores A1, 12, ..., 1; Y S€an wi, wa, ..., wy, autovectores de ¢Z,V, asociados
a los autovalores ui, u2, ..., um. Por resultados fundamentales de algebra lineal
se sabe que la familia {v; @w;} esuna base de ' g W. Notemos ademas que
se cumple

TV Wz. N = AV (. W (w) = divi wi = Liuivi ;
P ® ¢ g(Vl ® wy) =¢, (vi) ® ¢” (W) Vi @ ww; ini(vi ® wj),

: : )2 .
es decir, cada elemento v; ® w; es un autovector de ¢” ® ¢" : asociado al
autovalor Au,. Por lo tanto, se tiene

- 3. >
>=> > >
xvew (g) = Aipy = Ai i = xv(g) xwl(g)
i 7 i J
Esto demuestra la igualdad yr ew = yv * xw. =

2.8. Ortogonalidad de caracteres.

Los resultados que presentaremos a continuacion son corolarios del lema de
Schiir. Se utilizan para demostrar propiedades importantes de los caracteres
de representaciones irreducibles, las mismas que se denominan relaciones de
ortogonalidad de caracteres, por motivos obvios.

Proposicion 2.12 Sean ¢” : G — GL(V) y ¢"" : G — GL(W) represen-
taciones irreducibles de un grupo finito G y sea ¢ : V —— W una transforma-
cion lineal cualquiera. Definimos oV — W por
N — LZ W VZ
o(v) = pgtogpopy (V).
0(G)
g

Tr(p)

Si V = W, entonces se cumple § = W]dy.

Si la representacion V no es
. N\
isomorfa a W, entonces ¢ = 0.

Prueba. Notemos primero que la definicion de & en términos de accion de
grupos se escribe también cual
1 = >

N . 3
by = Heeodl (v)=$ gt o(g ).

gen g
Mostremos que ® es un G _morfismo. En efecto, parav ¢ V, h ¢ G, se
tiene

n 1 = .
oh-v)= ). & olghv)
g
_ 1 . b3
B O(G)gh*ett(gh_l)_l "o gh_lh Y
1 > . n
=O(G) hg= (g v)=h- o).
get
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Ahora rematamos la prueba. Si ¥ no es isomorfo a 7, entonces como ¢”'y
#" son irreducibles, el lema de Schiir (proposicion 2.6) permite concluir § = 0.
Mientras que si ¥ = W, nuevamente la proposicidon 2.6 asegura que existe un

) € tal que ¢ = Aldy . Tomando traza a ambos miembros de esta igualdad
se llegaa

: A 1= . I 1 =
2dm(V)=Tr(p)=—— Tr ¢” oo’ =—"—  Tr(p) = Tr(p).

o(G) g g o(G)
gen get
Tr(p) -
Por lo tanto, 1= dim(7y con lo cual queda probada la proposicion. [ |

Vamos a reexpresar este resultado en forma matricial para utilizarlo mas
comodamente. En tal sentido, dado g € G, escribamos

= (4i(2)), ¢",= (Bi(2)).
Supongamos ademas que se tenga ¢ = (C;) y @ :éDij). Al escribir la
1

L - : -1
definicion de @ en forma matricial se obtiene D ZZO(G) gEttB(g )CA(g). En
>
particular paracadai,j se tiene D; = XG) Bic (g1 Cry Ay (8)-
gEnkl
Recordemos que ¢ es una transformacion lineal cualquiera de ¥ a W, por

lo cual la matriz C es libre de ser elegida. Por lo tanto, para ko y /o dados
podemos poner C;; = dix, 01, con lo cual se tendra C;; = 0 para todos los
“indices excepto para el par ko, /o donde se tiene Ci,,= 1.

= Enel Cfsog% no es isomorfo a W, se tiene » = 0 y con ello se cumple
,k(g—l)ck,A,](g) Por la eleccion de C, esta igualdad

O(G)gettzkl
implica 0 = Bix, (g71)4,,;(g), para todo i, ;.
gcn
» En el caso V' = W, se tiene 4 = B y la proposicion 2.12 implica
_ 1H(0)

- I, es decir, se cumple
dim(¥) P
__ 0j > _551_

Di'_ - C olo -
77 dim(y)  ® dlm(V)kl

En este caso, la igualdad
=>=>
Dy = RG) A (g1 CuAy(8)
g€t k1
gueda reescrita cual
_Oij 1 ==

dim(») Ouo = o(G) A (g1 Cud £2).

genkl
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La eleccidon de C nos permite concluir la igualdad
1 = y _ 1
iko -1 of = 5f500'
O(G)ga, ko (g7 )A 1o (©) dim(7) %" Kol

Es el momento de abordar las relaciones de ortogonalidad entre caracteres
de representaciones irreducibles. Para ello, dadas y y ¢ funciones de un grupo

finito G en C, definimos (x, x?) por la formula (x, x?) = L x(@x (@)
o : _ 0(G)ged >
No es dif"icil comprobar que , dgfine un producto interno hermitiano en

el espacio vectorial de las funciones de G en C (en [7] se pueden encontrar los
detalles de la prueba). Este producto interno permitira establecer relaciones

de ortonormalidad entre los caracteres.

Proposicion 2.13 Pama ¢” : G__—. GL(V) y ¢ : G_—. GL(W) represen-
taciones irreducibles no isomorfas de un grupo finito G se cumple

1. ()(V,)(V):ly

2. (XV:XW) =0.
Prueba. Dado g € G, sgan las matrices ﬁV(g) = A4,(2), " (g) = Bi(9).
Entonces se tiene yy = Ai(g) Yyw =  Bi(g). Conellose cumple

i i

P2 - >
G 09 = gy K@@= @ (g

gen gEtH
Tt
O(G)gett ij - - Lj dlm(V) !
La cuarta igualdad es consecuencia de la relacion
LZA. 7 (g) = #5.
o _, (g DA = Gimn )P W

justificada en la observacion anterior. Con esto queda demostrada la afirma-
cion 1.
Asimismo, si V'y W son no isomorfos, se tiene

> 1 __1 >
Qv ) = () xv (w8 = o(G) Ly (@w (g-1)
B %tz gEn
“ oG Ad@Bieh =0,
gEttij
=
donde la igualdad Bi(g1)A;:(g) = 0 fue establecida en la observacion
gen
anterior. |
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En términos del producto interno, el teorema anterior asegura que los ca-
racteres de las representaciones irreducibles son vectores unitarios, y los carac-
teres de dos representaciones irreducibles no isomorfas son ortogonales. Estos
resultadosyel hechode queloscaracteresson constantesalolargodeclasesde
conjugacion permiten concluir que la cantidad de representaciones irreducibles
de un grupo finito es igual a lo mucho al nimero de clases de conjugacion del
grupo. De ello se deduce, en particular, que solo existe un nimero finito de
ellas. En las paginas que siguen demostraremos que el nimero de represen-
taciones irreducibles de un grupo finito coincide con el nUmero de clases de
conjugacion de dicho grupo. Para continuar en tal direccion, denotaremos por
V1, Vo, ..., Vsalosrepresentantes de clases de equivalencia de representaciones
irreducibles isomorfas y denotaremos por mz; la dimension de 7;. En tal sentido
la proposicién anterior nos dice que, dadas V;, V;, se cumple

'XV,-,XVJ-Z =05 = f y ..
Osiif=j.

Las siguientes proposiciones deberian terminar de convencernos de la impor-
tancia de los caracteres para el estudio de las representaciones irreducibles.

Corolario 2.14 Sea W una representacion con descomposicion en suma di-
rectade irreducibles dada por W = {/‘“ ® Ié“z ®...® V. Entonces secumple
s

ai= G, xv;), paratodoi=1, .., s.

Pruebg- A partir de la escritura de # ensumadirecta, se tiene

xw = a;xv,, lo cual nos conduce a
J
h >
- > . y =
Ocw, 2evi) = GV XV = G XXV = @i = di.
A 7 U

Corolario 2.15 Sean V y W dos representaciones de dimension finita de un
grupo G. Si yv = yw,, entonces V y W son isomorfas.

Prueba. Consideremos las descomposiciones de 'y W en sumas directas de
representaciones irreducibles, expresadascomo V=}“® & ... ® V% y

W=rv{"ere..eV,s. Delahipbtesis yr = yw, y del corolario anterior,
para todo i se cumple a; = v, xv;9 xw( xv;= b). Por lo tanto 'y W
son isomorfas. [ ]

Corolario 2.16 Sean V' y W dos representaciones de dimension finita de un
grupo G. Entonces se cumple dim Hom(V, W) = (xv, yw) .

Prueba. Sea ¢ € Hom.(V, W). Segun el lema de Schir, si V' y W son
irreducibles, se tiene p =0si V f= W,y ¢ = A(ldy) si V = W. Esto equivale
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aafirmar Homa(V, W) = {0y si V=W, y Hom(V, W) = (dv)siV=W.
En términos de dimensiones, esto es equivalente a
T lsiV=w
OsiVfi=w.
Para V'y W representaciones (yano necesariamente irreducibles) conside-

remos descomposiciones en suma directa de representaciones irreducibles, da-
das por

(XV’ XW) = dimHOH’ltt(V’ W) =

V=VMerf”e.. oV = Ve, y

M
w=rtrerie. . evs= V¥

Se tienen los siguientes isomorfismos:

M M M
Hom (V. W) = Hom ve,  vY oc (Hom ,(V, V)
tt t ;i ; j ¥
M M
c ;K c K
i,j i
Debido a ello se obtiene dim Hom(V, W)="aibi = (xv, yw). u

1
La siguiente proposicion establece una caracterizacion de las representacio-
nes irreducibles en términos de sus caracteres.

Corolario 2.17 Una representacion V' de un grupo G es irreducible si y solo
si(yv, yv) =1

Prueba. En la proposicion 2.13 se demostrdo que la irreducibilidad de 7 es
condicion suficiente para tener (xr, x») = 1. Para demostrar que la condicion

AT BIPOE Crsaria s R %ré‘s"frﬁé&u%?ea%ed ”d?e e P %g‘e
1 s
As‘yse tiene 1l = (yr, yv) = aiaj (v, xvj) = a,ajé,j az. Pero
i i.j i
los amson nUmeros enteros positivos, por tanto, para que ocurra la igualdad
1= a?, es obligatorio tener a; = O para todo i excepto para un k tal que

ar = 1. De este modo V' = Vx y con ello V resulta irreducible. ]

Corolario 2.18 SiV es una representacion irreducible del grupo G, entonces
la representacion dual V* también es irreducible.

Prueba. Si v+ denota el caracter de V' *, a partir de los corolarios anteriores
y de la proposicion 2.9 obtenemos

1= 1=
(XV* o - O(G)genXV * (g)XV* (g) - o(G) ettXV e
1 = )
=oG) XV @ (2) =G> xv) = 1.
gE<n
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Por el corolario 2.17, V' * es irreducible. u

Ejemplo. Las proposiciones demostradas sobre ortogonalidad de caracteres
permiten extraer conclusiones acerca de las representaciones irreducibles del
grupo simétrico S3. Con las matrices de la representacion estandar, exhibidas
en la pagina 36 calculamos el caracter de dicha representacion mediante las
igualdades

xUds;) =2, x(123)) = x((132)) = =1, x((12)) =x((13)) = x((23)) = 0.
Ahora, si llamamos ¥ a dicha representacion estandar, verificamos

1 = — 1
Co. xv) = o(G) x(@x(g) = §(2(2) + 2(=1)(=1) + 3(0)(0)) = 1,

gen

resultado que porel colorario 2,17 permite concluir lairreducibilidad de dicha
representacion.

Para continuar la exposicion, analicemos la representacion regular de un
grupo G. Para lograr mayor precision vamos a introducir la nocion de algebra

de grupo. Recordemos que un algebra sobre un cuerpo K es un espacio
vectorial 4 provisto de una multiplicacion - : 4 X 4 — A asociativa y con
unidad, tal que, para todo g, b, ¢ € 4, 4 € K verifica

a-(b+c)=a-b+a-c,
(a+b)-c=a-c+b-c,y
Ma - b)=a) - b=a - (1b).

Dado un grupo G, el algebra de grupo de G, denotada por KG es el
algebra cuyo espacio vectorial subyacente tiene como base la familia {eg }eess, Y

unproductodefinidoenloselementosdelabaseviae, - en =eqi, paragysen
G. El elemento unidad del algebra se denota por e1 y por definicion de base de

un espacio vectorial, cada elemento u de KG se escribe como una combinacion
linegsformal finita de elementos de Gy coeficientes en K; es decir, se tiene
u =Jgeg, CON Ay € K.
g
Dado un grupo G, la representacion regular de G es en realidad un homo-

morfismo de G en GL(CG). Se denota por R, : G —— GL(CG) y se define via
R:(g)(en) = eqn. Respecto a su caracter, es facil comprobar que se satisface

_ 0O sig=1
xre(8) = o(G)sig=1

Ello permite establecer el siguiente resultado respecto a la descomposicion de
CG en suma directa de representaciones irreducibles.
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Proposicion 2.19 Sean Vi, Vo, ..., Vs representantes de las clases de equiva-
lencia de representaciones irreducibles isomorfas de un grupo G y seam; la

dimension de V;. Entonces se cumple CG=V{" @ Vi & ... V.

Prueba. Para cada i = 1,..., s se tiene por definicion y el corolario 2.14 la
igualdad

(XRG’XV) (G) Xre (@xvi(8)

gec

= 55O = mi

la misma que prueba el resultado. ]

Consignamos a modo de observacion tres consecuencias importantes que se
desprenden de estos resultados.

» El caracter de la representacion regular puede expresarse como
-
XRc = MYy,
i=1

» Al evaluar dicha igualdad en el elemento neutro de G obtenemos

=z s
o(G) = 2
i=1
m .
=
» Ademas se cumple 0 = mxv,(g), cuando gf=1

=1

Lo expresado en el segundo comentario sirve para detectar todas las re-
presentacionesirreduciblesde ungrupo. Nosdice que, siencontramos unafa-
milia de representaciones irreducibles distintas cuya suma de cuadrados de sus
correspondientes dimensiones es igual al orden del grupo, entonces esas han de
ser todas.

Ejemplo. Alsumar lasdimensionesde lastres representacionesirreducibles
>

conocidas del grupo simétrico Sz se tiecne  m2 = 22+ 12 + 12 = 6 = 0(S3),
=1

con lo cual queda confirmado que la representacion identidad, signo y estandar

son las tres Unicas representaciones irreducibles de Ss.

Como Ultima tarea de este capitulo probaremos que el nimero de repre-
sentaciones irreducibles de un grupo finito G es idéntico al nimero de clases
de conjugacion de G.

Dado un grupo G, decimos que una funcion_ 7" : G — C es una funcidon de
clase si paratodo g, # € G se cumple / (ghg=t) = £ (h). Es decir, las
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funciones de clase son invariantes por clases de conjugacion. En ese sentido,
loscaracteressonejemplosdefuncionesdeclase. Elhechodequelasfunciones
de clase sean invariantes por clases de conjugacion de G nos permite afirmar

que si {C:¥=1 es la familia de clases de conjugacion de G, entonces una funcion
de clase queda determinada por los valores f{C)) parai=1, ..., L.

Denotamos por Classc(G) el conjunto de las funciones de clase /: G ——
C. Esclaroqueesteconjuntoesunsubespacio del espaciovectorial de funcio-
nes de G en C y su dimension es igual a /. Egnés, este conjunto esta provisto

del producto interno hermitiano dado por ., n = m(%m(g), para

gert
m, n € Classc(G). Las pruebas de ambas afirmaciones son triviales y estan
detalladas en [7].
Sea s el nUmero de representaciones irreducibles del grupo G. La familia

{Xi}izsl formada por los caracteres de estas representaciones irreducibles esta

contenida en Classc(G). Como consecuencia de las relaciones de
ortogonalidad, los y; son ortonormales y, en particular, son linealmente in-

dependientes. Esto conduce a s < /. Iremos mas lejos al probar que se cumple
s =1; es decir, la familia {y;};=1 forma en realidad una base de Classc(G).

Lema 2.20 Sea ¢ : G — GL(V) una representacion irreducible de cardcter
x Yy sea f € Classc(Gy>= Si definimos la transformacion lineal

GV —— Vvia¢gr(v) = S (2)¢s(v) , para todo v € V, entonces se
O(G) gett

Prueba. Demostremos en primer termino que ¢, respeta la accion de G. Para
ello,conhc G v ¢ Vsegjmple >
¢r(¢n(v)) = (&) (b (V)) =  F(g)pen(v)

> >

= LUgh D) engn-1n(v) = (&) Pre(V)s
b3 >

= J©@(gn((M) = ¢  S()ge(v)

gen gen

= dn(gr(v)).

En latercera igualdad hemos cambiado el “mdice g por 2gh—* en la sumatoria.
Las demas igualdades ocurren por ser s funcion de clase y ¢., ¢, transforma-
ciones lineales. Ahora, como V¥ es irreducible, del lema de Schiir se infiere

¢y = Aldy, para algiin 2 € C. Calculamos la traza de ¢,y concluimos
- -

>
AAim(V)=Tr(AMldy ) =Tr(¢r) = Tr  _f(2)de

getn

> >
= JS@Tr(se) = SF(@x(g) =0o(G) (f; x).

gcn gcn
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o(G)  _
Se sigue de inmediato la igualdad 4 :di—m(V) 7, 0- n
Proposicion 2.21 Sean 11, Va, ..., Vs representantes de las clases de equiva-
lencia de representaciones irreducibles isomorfas de un grupo G y sea y; €l

cardcter de V;. Los caracteres {x:}i=1 forman una base de Classc(G).

Prueba. La independencia lineal de los y; esta asegurada por la ortogonali-
dad de los caracteres. La proposicion 2.13 garantiza que los caracteres {y;};
forman un sistema ortonormal de Classc(G). Para demostrar que los {y:};—1
generan Classc(G) bastara verificar que todo elemento de Classc(G) orto-
gonal a todos los {x;}=1 es nulo. En efecto, sea f € Classc(G) tal que

(f;xv:) =0, paratodoi=1,...,s. Porellema 2.20, la transformacion lineal
dres igual a la funcion cero para cualquier representacion irreducible 7. Pero,

como toda representacion puede expresarse como suma directa de irreducibles,
en verdad se cumple ¢, = 0 para cualquier representacion V. En particular,

siV =CGesla representaci()nzregular de G, se tiene

>
0=¢gr(er) = SIQRu(g)(er) = ST(Q)es

g€ g€

Pero debido a que {eg}qci» cOnstituye una base, se sigue f{g) = 0, para todo
g € G; esdecir, se cumple /= 0. u

En el capitulo 1 detallamos las clases de conjugacion en los grupos Sa y Aa.
Es oportuno ahora aplicar los resultados fundamentales acerca de representa-
ciones irreducibles a este caso, a modo de ejemplo.

El nUmero de representaciones irreducibles de Ss es cinco (pues dicho grupo
posee cinco clases de conjugacion). Dos de ellas son la representacion identidad
y la representacion signo. Falta determinar cuales son las otras tres, a las cuales
[lamaremos por el momento Rs, R4y Rs. Envirtud de que los caracteres de las
representaciones son constantes por clase de conjugacion, basta evaluar dichos
caracteres en un representante de cada clase. La tabla de caracteres tendra la
siguiente presentacion preliminar

1 ® (® (3 (6)
Id (12) (123) (12)(34) (1234
Identidad| 1 1 1 1 1
Signo 1 -1 1 1 1
Rs3 ni
Ra n?
Rs n3

Si nos fijamos en la primera columna, debe cumplirse la igualdad

12+12+n? +n® +n? =24,

1 2 3
Esta igualdad equivale a n12 + nz2 + n32 = 22, que posibilita por ejemplo n1 = 3,

n2 = 3y n3 = 2 (dejamos al lector verificar que en verdad ésta es la Unica
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opcidon). Una representacion conocida (que podria ser irreducible o no, eso lo
determinaremos en su momento) es la representacion permutacion (descrita en
las paginas 32 y 33), a la cual denotamos por ¢. Las matrices que se obtienen
a partir de dicha representacion son:

1000 0100
o0100 _oml1 000
M=o 100 PudTo oo
0 0O01 O 0 01
0100 0100
o0 010 ol O0O
¢(123):|:|1 0009 ° ¢(12)(34):|:|0 1o Y
O 0 01 0010
0100
Mgt 4 WP
¢(1234)_El0001|:|
1 010

Las trazas de dichas matrices nos brindan los caracteres y = (4,2,1,0,0)
y verificamos que se cumple yy = 4% + 22(6) + 1%(8) > 24 = o(S4). Ello nos
indica que la representacion ¢ no es irreducible. Pero ¢ es suma directa de las
representaciones identidad y estandar (descrita en la pagina 34). La igualdad
XPermutacion — XIdentidad +XEstEmdar Se expresa por

(4, 2, 1, O, O) = (1, 1, 1, 1, 1) +XEstZzndar.

De ello se deduce yesinaar = (3,1,0,—1_ 1), la cual verifica la relacion
32 + 12(6) + 12(3) + 1%(6) = 24. Es decir, la representacion estandar de Sa si
es irreducible.

Si Uy V denotan las representaciones signo y estandar, respectivamente,
la igualdad ywer = xuwsxr nos permite obtener ywer = (3, =1, 0, =1, 1). Al

cumplirse 32 + 12(6) + 12(3) + 1?(6) = 24, queda demostrado que U ® V es
también una representacion irreducible de Ss. La siguiente tabla

@ ® © (3 (6)
Id (12) (123) (12)(34) (1234
Identidad (U) | 1 1 1 1 1
Signo (1Y) 1 1 1 -1
Estandar (V) | 3 1 0 -1 -1
Vi=UlV 3 -1 0 -1 1
Rs n3

ofrece ahora mayor informacion.

La Gltima representacion debe ser de dimension 2 para que la suma de los
cuadrados de las dimensiones arroje 24. La descomposicion de la represen-
tacion regular cuyo caracter es yz = (24,0,0,0,0) se traduce en la igualdad
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R=Us e V3e (V') ® R En términos de caracteres se tiene

1
XRs = 5 cr —xu —xw — 3xv — 3xm).

De este modo, obtenemos yz,= (2, 0, —1, 2, 0), que completa la tabla.

Para describir las representaciones del grupo alternate 44, subgrupo de Ss
tengamos en cuentaque un homomorfismo de grupos 'y H llevasubgrupos de
F en subgrupos de H. Por lo tanto, si restringimos las representaciones de Ss
a Aas, seguiran siendo representaciones de grupos. En tal sentido, suprimimos

las clases de conjugacion con signo —1 y tenemos

@ ® (3)

Id (123) (12)(34)
Identidad (U) | 1 | 1
Signo (UY) 1 . 1
Estandar (V) | 3 0 -1
Vi=U'QV 3 0 7
Rs 2 -1 2

como tabla preliminar. Podemos conservar los nombres de las representaciones
teniendo en cuenta que estan restringidas a 44. Se observa en dicha tabla las
igualdades U = U’y ¥V = V). El criterio de la suma de cuadrados asegura
que estas dos representaciones son irreducibles en 44, mas Rs no lo es, pues
la suma 22 + 1%(8) + 22(3) no coincide con 12, el orden del grupo A44. Notese
ademas que segln el lema 1.25 y la proposicion 1.26, la clase de conjugacion
[(123)]s,, por ser de tipo [1 0 1 0], se escinde en dos clases de equivalencia,
con cuatro elementos cada una en As. El célculo de los productos internos
(xrs, U) = (xrs, V') = 0 indica que la representacion Rs no esta contenida en
las representaciones irreducibles de 44 con las que contamos por ahora. Al
haber cuatro clases de conjugacion, la representacion Rs debe expresarse como
la suma directa de dos representaciones irreducibles (llamémoslas X e Y) en
elgrupo 44. Sin1ynzsonlasdimensiones respectivas, entonceslaigualdad
12+ 32 + n? + n? = 12 implica n1 = n2 = 1. La siguiente tabla

€ (3) (4) (4)
Id (12)(34) (123) (132
Identidad (U) | 1 1 1 1
Estandar (V) | 3 -1 0 0

expresa estos hechos de manera mas precisa. La relacion (xx, x») = 0 se
traduce en 1 (83 —3a) =0, de lo cual se deduce o = 1. Por lo explicado en el

primer ejemplo de la pagina 28, las imagenes de X e Y deben ser raices de la
unidad. Podemos comprobar que se cumple (123)?=(132)y(123)3 =14,
también se cumple (1322 =(123)y (132)°=17d Ello descarta 8 =1,
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pues de ser as’1tendr 1amos y = 1y de ello X ser1ala identidad. Por lo tanto, S
es una raiz clbica no trivial de 1 y y es la otra (es cuestion de nombres a
cual llamamos X e Y). Ademas ello posibilita que la representacion adjunta
de X sea distinta de X'y por ser irreducible, sea precisamente Y. La tabla

(€Y) (3) (4) (4)

Id (12)(34) (123) 132
Identidad (U) | 1 1 1 1
)Estandar V) 13 Il _21_+0;é7 _ZL_Oé%
Y 1 —21 —2—31‘ —zl + 3

completa la informacion del grupo Aa.

Resumimos —a modo de conclusion de este capitulo y como entrada al

siguiente— los resultados mas saltantes en lo que atane a la representacion de
un grupo Gy, en particular, de los grupos simetricos S,..

= Toda representacion puede expresarse como suma directa de representa-
cionesirreducibles, donde cadaunadeellas ocurre enlasumacon cierta
multiplicidad.

= El nUmero de representaciones irreducibles no isomorfas de S, coincide
con el nimero de clases de conjugacion en S,,.

» Las representaciones quedan determinadas por sus caracteres.

» Elordende ungrupo finito coincide con lasumade los cuadrados de las
dimensiones de sus representaciones irreducibles.

En el caso de los grupos simétricos, hay una manera de hacer corresponder
una representacion irreducible a cada clase de conjugacion. Los pormenores
constituyen el tema del siguiente cap itulo.
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Capitulo 3

Tablas y diagramas de Young

Este capitulo esta dedicado a los diagramas de Young. Estos fueron in-
troducidos cerca de 1900 por el inglés Alfred Young en el marco de la com-
binatoria. En esa misma época Georg Frobenius los utilizd para estudiar los
grupos simétricos. Luego de haber resefiado en el capitulo anterior los aspectos
fundamentales de la representacion de grupos, mostraremos en este capitulo
el uso de las tablas y diagramas de Young como una forma de caracterizar las
representaciones de los grupos simétricos.

3.1. Particionesy diagramas de Young

En el capitulo 1 introdujimos el concepto de particion y en el capitulo 2 se
puso de manifiesto la relacion entre las particiones de un nUmero entero positivo
n'y las representaciones irreducibles del grupo simétrico S,. Dado un numero
entero positivo », en términos intuitivos una particion de » es una manera
de descomponer » como suma de enteros positivos. Para ser mas precisos,
una particion de n es una secuencia de enteros positivos (11, A2, ..., Am) que
cumple dos condiciones:

* esno creciente, esdecir,cumplel1 > A > ... > A, Yy

» verificals + A2 + ... + A =n.
Dicha particion se puede denotar por ejemplo por A.

Ejemplo. Laigualdad 24 = 3+3+3+2+2+5+5+1 da origen a la particion
1=(,53332 21).

Otra manera de denotar una particion es via A = (d,“*, d,%, ..., d;“¢) donde
el entero d; aparece a; veces, paral < i< s. La notacion Ag n significa para
nosotros que A es una particion de ».

Ejemplo. La particion A = (5,5, 3,3, 3, 2, 2, 1) queda mejor resumida como
A=(5% 3% 22 1).

Para definir las tablas de Young es necesario introducir previamente los
diagramas de Young (llamados también diagramas de Ferrers).

55



Undiagramade Youngo de Ferrersesunarreglodecasillasdispuestas
enfilasy en columnas de modo que cadafila (a partir de lasegunda) tiene una
cantidad de casillas menor o igual que la fila anterior.

Sea n el nUmero total de casillas a distribuirse en un diagrama de Young
D. Cuando listamos el nimero de casillas en cada fila de D obtenemos una
sucesion finita y no creciente de nimeros cuya suma es »; es decir, obtenemos
una particion de n. Esta particion se conoce como la forma del diagrama de
Young D. Reciprocamente, dada una particion A siempre es posible construir
un diagrama de Young con forma A.

Ejemplo. A la particion 2 = (4, 3, 3, 2, 1) del nUmero 13 le corresponde

como diagrama de Young.

Para cada particion A existe una particion a la que denotamos por A,

llamada la particion conjugada de A. El diagrama de forma A se obtiene
al cambiar las filas por las columnas en el diagrama de Young correspondiente

aA.
Ejemplo. A la particion 2 = (4, 3, 3, 2, 1) mostrada antes le corresponde

como diagrama de forma para A). La particion conjugada A queda descrita
por el nUmero de casillas en cada columna del diagrama de Young de A. Es

este caso se tiene &) = (5, 4, 3,1).

3.2. Tablas de Young

Un llenado del diagrama de Young D consiste en asignar un nimero en-
tero positivo a cada casilla (los nUmeros no necesariamente seran distintos).
Cuando los nimeros asignados a cada casilla son distintos, se emplea usual-
mente el termino enumeracion (o tablero). Una tabla de Young (llamada
también tabla de Young semiestandar) es un llenado de un diagrama de
Young en el cual los nUmeros colocados en cada fila individual forman una
sucesion no decreciente; y los nimeros colocados en cada columna forman una
sucesion estrictamente creciente.
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Una tabla de Young estandar asociada a una particion de » es una
tabla de Young donde cada nimero desde 1 hasta » aparece una Unica vez.
En general, llamaremos entradas a los nUmeros con los cuales rellenamos las
casillas de un diagrama de Young.

Ejemplo. Para la particion (7, 4, 4, 1) de 16 exhibimos a

2[3[3[4[5]5]

w
N
~

g1l W N -
o
ol
(o2}

como tabla de Youngy a

3] 7 [10][13[15] 16]
12
14

(6]
oo

O BN -
(2]
[EEN
|

como tabla de Young estandar.

Notemos que para esta misma particion (7, 4, 4, 1), la particion conjuga-
dacorrespondientees (4,3,3,3,1,1,1). Engeneral cualquier llenado 7 de un
diagrama de Young determina el llenado correspondiente a la particion con-
jugada. Este llenado se llama transpuesto de 7'y se denota por 7T *. Es
importante notar que el transpuesto de unatablade Youngno necesariamente
es una tabla de Young, pero el transpuesto de una tabla de Young estandar si
resulta una tabla de Young estandar.

Vamos a definir varias relaciones de comparacion entre dos particiones.
Dada una particion, digamos A = (41, A2, .., Ax), se sabe por definicion que los
i Son enteros positivos. Para que las cosas funcionen bien cuando comparemos
dos particiones sera necesario que haya la misma cantidad de nUmeros en
las secuencias que las representan. Esto se logra agregando artificialmente
uno 0 Mas ceros a continuacion del Gltimo entero positivo en la particion que
tenga menos términos. Por ejemplo, dadas las particiones A = (6,5,3,3) y
u=(04,43,211), escribiremos A= (6,5, 3, 3,0,0) con la finalidad de que 1y
4 tengan la misma cantidad de entradas. Sin animo de inventar cosas nuevas y
simplemente por claridad, llamaremos a esta accion la convencion de los ceros.

Se define una relacion de inclusion entre particiones (y por tanto, entre
diagramasde Young) del siguiente modo: sidos diagramas de Young represen-
tan a las particiones A = (A1, A2, ..., &) Y © = (u1, u2, ..., ur), decimos que u
esta contenida en Ay lo denotamos por uc A, si ui< A; paratodo i. En
tal caso, diremos que el diagrama de Young de u esta contenido en el
diagrama de Young de A.
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Ejemplo. Dadas A= (7,7,6,5 3)yu=(5,5, 2), secumple u C /.

Ejemplo. Dadas A= (6,5, 3)yu=(5 4, 4, 3, 2), no se cumple u C 1, pues
escribimos 4 = (6, 5, 3, O, 0) y observamos que no se cumple u3 < 3. Por
cierto, tampoco se cumple 2 C u, pues no se verifica A1 < u1.

3.3. Orden en las particiones

Ademas de la inclusidn ya expuesta, existen otras relaciones de compara-
cion entre las particiones que pueden también extenderse a los diagramas y
tablas de Young. Ellas permitiran mas adelante establecer resultados Utiles en
la construccion de las representaciones irreducibles de los grupos simétricos.
Consideremos dos particiones A = (41, A2, ..., 4p) Y u = (u1, p2, ..., uq), donde
podemos asumir p = ¢ luego de aplicar la convencion de los ceros (de ser ello
necesario).

Decimos que u es lexicograficamente menor o igual que A, lo cual
denotamos por u < 4, cuando x4 = 4 0 cuando u; < A; para el primer valor de
italque u; Au
Ejemplo. Dadas 1=(7,7,6,53)yu=(7,7,6,4,4), se cumple u < 4, pues
Ay u difieren recién en la cuarta componente y para ella se tiene 4 < 5.

Ejemplo. DadasA=(7,53)yu=(6,6,5,4,2), se cumple que u < 4, pues
estas particiones difieren en la primeracomponente y ah1se tiene 6 <7.

Decimos que 2 domina a u (0 que u es dominada por 1), lo cual

denotamos por u D 4, cuando se verifica ur +uo+... + i < i+ Ao+ + 4,
paratodoi. Siui1+u>+...+u; <A1+ J2+.. +1;, para todo i, diremos que

Adomina estrictamente a ¢ y lo denotamos por x4 a A.

Ejemplo. Dadas 1= (6,6,5)y u =(6, 6, 3), se cumple u D 4, pues se tiene
6 <6,6+6 <6+6y6+6+3 < 6+6+5. No se cumple en cambio la relacion

ua

Ejemplo. Dadas1=(4,3,1) y u=(4, 3, 2), se verifica u @ 1, pues se tiene
4<4y4+3<4+3,peronosecumple4+3+2<4+3+1,

Cabe hacer lassiguientes observacionescon respectoaestasrelaciones.

= El orden lexicografico es un orden total; es decir dadas dos particiones,
siempre una de ellas es menor o igual lexicograficamente que la otra.

» La inclusidon no es un orden total. Por ejemplo, dadas A = (7,5) y
u=(8,4),nosecumpleu C Anil C u.

= La dominancia no es un orden total, pues por ejemplo las particiones
A=(5 3 1) yu=(6,1 1) noson comparables en el sentido de que una
dominealaotra. Sinembargo, ladominanciasiesclaramentetransitiva.
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* Es obvio que 4 C A implica 4 < A. EI reciproco no es cierto, pues
porejemplosecumple (5,3,2) <(6,4,1), peroencambionose verifica
(5,32)C(641).

= Siu C J,entoncessetiene u D A. Estose verificaapartir de lapropiedad
(a<bAc=<dimplicaa+c<b+d
de los nUmeros reales (en verdad basta que se cumpla en los name-

ros enteros positivos). EIl reciproco no es cierto: por ejemplo se tiene
(5, 3)D (6, 2), mas no se cumple (5, 3) C (6,2).

= SiuD A, entonces se satisface 4 < A. El reciproco no es cierto, pues por
ejemplo se tiene (4, 5) < (6, 1), pero no se verifica (4, 5) D (6, 1).

Enlo quesigue detallaremos unacorrespondenciaentre representaciones
irreducibles y clases de conjugacion para los grupos simétricos .S,, a través de
los diagramas de Young.

3.4. La accion de S, en diagramas y tablas de
Young

Sea n un nimero entero positivo. Recordemos que S, es el grupo de las
funciones biyectivas (permutaciones) de [z] en s1mismo, donde [#] denota al

conjunto {1, 2, ..., n}. La operacion en el grupo es la composicion de funciones,
de manera que S, actlia sobre [n] mediante la igualdad

(0-7) ()= °0)@)=7(a(?)) -

Esta es la convencion que venimos manejando desde el principio.

Una enumeracion de un diagrama de Young T con # casillas es un llenado
de dichas casillas con nUmeros enteros de 1 a » sin repetir ninguno. Si no hay
lugar a confusion, denotamos por T a un diagrama de Young enumerado. Para
resaltar la particion A representada por dicho diagrama de Young, se puede
denotar por 7, al diagrama enumerado, al cual también se le llama tablero.
La accion de S, que consideraremos sobre el conjunto de estas enumeraciones
es la siguiente. Dada una permutacion o y una enumeracion 7, denotamos
como o . T a la tabla que tiene la misma forma de 7'y cuya enumeracion

coloca o—(i) en la misma casilla donde apareceien T'.

1234562 316
Ejemplo. Parac = 326145 ensS, yr= i 2 , se tiene
5
13
_|15]2
o T— 4
6
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3.5. Subgrupos de Young

Dada una particion A = (41, A2, ..., Ax) de n, donde 1> Ao> ... > Ak >0,
y T una enumeracion de forma A, el subgrupo establizador de filas, deno-
tado por R(T), es el conjunto de todas las permutaciones de S, que asignan
a los elementos de cada fila elementos de esa misma fila. Analogamente, el
subgrupo establizador de columnas, denotado por C(T), es el conjunto
detodas las permutaciones de S, que asignan a los elementos de cada columna
elementos de esa misma columna. Los conjuntos R(7") y C(T') son subgrupos
de S, y se denominan subgrupos de Young para T.

8[4[5]

2|3
711
6

Ejemplo. Dada T = , hallamos el subgrupo R(T) en Ss como

sigue.

= Loselementos de Sg que preservan la primerafilason los elementos que

permutan el conjunto {4, 5, 8} y dejan fijos los demas. Estos pueden

identificarse con el grupo simétrico Sisss3, €s decir, dichos elementos
son

£ > . > . )3
4 5 8 4 5 8 4 5 8
458 5 485 5y 854 5
4 5 8 4 5 8 4 5 8

548 " 584 © 845

» Deigual modo, loselementos de Ss que preservan lasegundafilapueden
identificarse con Sy, 3; y son

- > . 2
2 3 23
20
= Analogamente, los elementos de Ss que preservan la tercera fila son
v I )2
s 71
71 17

. 2

+inalmente, el elemento que preserva la cuarta fila es 6

Un elemento de R(T) se constituye escogiendo un miembro de cada colec-
cion. De esta manera, si por ejemplo escogemos

] > . > . 3 . 3
458 23 71 6
854 23 17 Y 5

12345678

y acoplamos estos elementos como en s, teney

72385614
mos un elemento de R(7'). Esto nos lleva a concluir que R(T") es idéntico al

producto cartesiano S8 X Sz2.3p X Si1,73 X Sie}.
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Ejemplo. Para 7 considerada en el ejemplo anterior, mediante un proceso
analogo con las columnas, concluimos que el subgrupo C(T) es igual al pro-

ducto cartesiano Sp26,7,8; X Si1,3.4} X Sis}.

Es oportuno mencionar (lo demostraremos mas adelante) que los subgrupos
de Young son compatibles con la accion de S,, sobre las enumeraciones, en el
sentido que para todo o en S, se cumple

R(c-T)=01-R(T) 0yCloc-T)=0c1-C(T) o

La siguiente proposicion es fundamental para la posterior construccion de
las representaciones irreducibles de S, a través de diagramas de Young. Se
explica la prueba presentada en [2] y se ilustra el teorema con ejemplos.

Proposicion 3.1 Dadas T, y T, dos enumeraciones con formas

A=A A2, oo, A) Yy = (ua, w2, ..., ur),

respectivamente, tales que A no domina estrictamente a u. Entonces una y sélo
una de las siguientes propiedades es cierta:

1. existen dos nimeros enteros positivos distintos (digamos i y j) que apa-
recenen alguna columnade T, y serepitenenunafiladeT,, o bien

2. se cumple A = u y existe algin o en R(T.) y algin = en C(T2) con los
cuales se tieneo - T, =1 T,.

Prueba. Supongamos que la propiedad 1 no se satisfaga. En tal caso las
entradas de laprimerafilade 7, deben aparecer en columnas diferentesen 7,

por lo que se tiene 21 > w1 y existe un 71 en C(77) tal que las entradas de la
primerafilade 7, ocurrenen laprimerafilade z1 - ;. Asimismo, las entradas
de la segunda fila de 7, deben aparecer en diferentes columnas de 7, y también

en diferentes columnas de 71 - 7; (dado que se cumple C(z1 - T3) = C(T))).
De ello se tiene 12 > u> y existe un =2 en C(7;) tal que las entradas que

aparecen en la segunda fila de 7, aparecen en la segunda filade z2 - 71 - 7.
Continuando de esta manera, existiran elementos zi, 7, ..., 7x en C(T) tales

que las entradas de las primeras « filas de 7, ocurren en las primeras £ filas

de 7k * k—1... - 71+ Tx. Ademas como 7,y zx txk-1 ...- t1- T tienen la misma
estructura, obligatoriamente se tiene

At + A= uu o+ g

para todo %, es decir, se tiene u D 4. Como hemos asumido que 4 no domina
estrictamente a u, se concluye que las particiones son iguales.

Si k es el nimero de filas de A y consideramos ¢ = 7z Txk-1 * ... * 71, VEMOS
que = - T, y T, tienen las mismas entradas en cada fila. Esto significa que
barajando las columnas mediante uncsen R(7,) selograc *+ T, =7 - 7,. ®
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112[3]4] T = 21413
56 YA =s 15
verifican la conclusion de la proposicion 3.1 son por ejemplo i =1y j =5.

Ejemplo. Para 7) = , dos nimeros i y 7 que

214 1213
1131 741
la proposicion 3.1. Pero se observa A = u = (2,2) Ademas si consideramos
c=(14) € R(T,)yr= (4 3) € C(T;) se cumple

Ejemplo. Dadas T;= , o se cumple la afirmacion 1 de

o-T,.=(14)-

-1, =(43)

PRI BN
RIN N
AW P~WwW

WA PWw

Vamos a complementar las relaciones de orden entre diagramas y tablas
de Young expuestas con una relacion de orden estricto entre enumeraciones.
Dadas dos enumeraciones 7,y T, con forma 1y u, respectivamente, y con n
casillas cada una, decimos que 7, es mayor que 7}, lo cual denotamos por
T, > T, si se cumple una de las siguientes condiciones:

1. la forma u es lexicograficamente mayor que la forma A, o bien

2. sedau =1y laentrada de mayor valor que se ubica en casillas diferentes
ocurre en T, en un namero de columna menor al correspondiente en 73,
0 bien

3. se tiene u = 1y la entrada de mayor valor que se ubica en casillas
diferentes ocurre en 7, y en 7, en el mismo nimero de columna, pero
dicho valor ocurre en 7,, en un numero de fila mayor al correspondiente
en 7;.

Es Util ilustrar esta relacion con algunos ejemplos.

oY 17472
Ejemplo Dadas 7; = i y7.= |63 , se cumple 7, > T},
5|7
7

pues las formas correspondientes a dichas enumeracionesson A =(3,2,1, 1)y
u=1(3,2, 2), y se observa que u es lexicograficamente mayor que A.

6 7] 4]3] 67[4]3]
. 1 2]5|8 | 2|58
Ejemplo Dadas 7 = 11910 yT,= 11079 , Se cumple
12|11 1211

T, > T, porque se tiene 1 = u = (4, 3, 3, 2) y la entrada de mayor valor
ubicada en casillas diferentes (en este caso, el nUmero 11) ocurre en la primera
columna de 7., mientras ocurre recién en la segunda columna de 7.

62



Ejemplo Las 7, = ; 3‘ yT.= i
La mayor entrada que aparece en casillas distintas es 2, y ésta ocurre en la
primera columna para ambas enumeraciones. Puesto que dicha entrada ocurre

en la segunda fila de 7; y en la primera fila de 7,, se concluye 7, > T,.

3 ‘ tienen formail=u = (2, 1).

Ejemplo Consideremos todas las tablas de Young estandares de forma (3, 2):

_[1]2]3] _[1]2]5] _[1]3]4]
T‘45 ’U_34 ’V_zs ’
_[1]2]4] _|1]3]5]
W‘35 ’X‘24'

Puesto que sontablasquetienenlamismaforma, noscentramosenlaentrada
de mayor valor que aparece en casillas distintas para comparar dos de ellas.
Son correctas las siguientes relaciones: 7> W, W>V, V> U, U > X. La
relacion “mayor que” por cierto no es reflexiva, pero si es transitiva.

Los siguientes corolarios a la proposicion 3.1 muestran dos propiedades
importantes al comparar tablas de Young estandares.

Corolario 3.2 SiT es una tabla de Young estdndar, entonces para o € R(T),
1€ C(T),setienec - T>TyT=17-T.

Prueba. Por definicion, si 7' es una tabla de Young estandar, entonces los
llenados 7', a Ty 7 T tienen la misma forma, y tanto ¢ 7 como 7.7 siguen
siendo enumeraciones (aungue no necesariamente tablas de Young estandares).
La mayor entrada movida por o es también el mayor nUmero que no esta en la
misma casillaen T y o. T. Como T es tabla de Young estandar, la permutacion
o mueve dicha entrada a la izquierda, de modo que se cumple ¢ £7 . El
otro resultado se demuestra de manera similar, pues la mayor entrada de T’
movida por 7 es movida hacia arriba por . 7. Es decir, se cumple € 7. T,
y con ello quedan demostradas las dos relaciones. ]

Corolario 3.3 Si T, y T. son tablas de Young estdndares que cumplen
T, > T,, entonces existen dos nimeros enteros positivos distintos (digamos
iyj)que aparecenen algunacolumnade T, y serepitenenunafiladeT,.

Prueba. Como 7, > T}, entonces A no domina estrictamente a x. Si no existe
el par de numeros enteros sugeridos por el enunciado, caemos en el caso 2 de

la proposicion 3.1. En virtud de ello se tiene o - T, = 7+ T» para algin o en
R(T,) y = en C(T»); perocomo 7,y T, son tablas de Young estandares, por

el corolario 3.2 secumplet - I; < T,y o - T, = T,. Es decir, se obtiene 7,
o 4y =1 T,.- %, lo cual contradice la hipotesis 7, > 7,. Queda asi
corroborada la afirmacion. |
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3.6. Tabloidesy simetrizadores de Young

Consideremos enumeraciones 7'y 7J con n casillas. Decimos que 7'y 7Y son
equivalentes si las correspondientes filas tienen las mismas entradas (aunque
no necesariamente en el mismo orden).

6|2 (7|12 \ 2 11217 |6 \
. . 11813 3118
Ejemplo. Las enumeraciones E 11119 y 9T & 11 son
10| 4 10| 4

equivalentes.

Es evidente que esta relacion es de equivalencia, y por lo tanto determina
clases de equivalenciaen el conjunto de los diagramas de Young enumerados.
Laclase de equivalencia de T se denomina tabloide determinado por T'y se
denota por {73 . Es claro también que el grupo simétrico S, preserva dicha
relacion de equivalencia, es decir, dadas dos enumeraciones 7'y 7/ equivalentes
y o € Sy, las enumeraciones o - T y o + T? son también equivalentes.

Esta relacion se expresa simbbdlicamente mediante los subgrupos de Young
estabilizadores de filas R(7"). En otras palabras, podemos afirmar que 7 y T
son equivalentes (es decir, se cumple {7’} = {7/} ) cuando existe un o € R(T)

tal que se tiene 70 = o+ T. Queda implicito en la definicion que dos tablas
equivalentes deben representar una misma particion de », es decir, deben tener

la misma forma. En tal sentido, dada una particion A, podemos denotar por
{ % al conjunto de todos los tabloides de tipo A. Para enfatizar la relacion de
equivalencia, los tabloides se suelen escribir como tablas en las que borramos
las barras verticales.

3(5(8] 35 8
Por ejemplo, para T = o & » S€ tiene{T} 5 El tabloide
' 2|7 2 7 '
4 4

£ 385
7 2 '
4
Por consiguiente, un tabloide de tipo 4 = (41, 4, ..., 4+) puede identificarse

con una particion del conjunto {1, 2, ..., n} en r partes tal que la i—&sima parte
tiene A; elementos. EI grupo simétrico S, actla también en el conjunto de
tabloides seglin la formula ¢.{T} = {o. T}. Con esta accion (bien definida por
cierto) la orbita de {7} es isomorfa al conjunto de clases Iaterales a izquierda

{T'} podria haberse escrito también cual

Sn/R(T). Asimismo el nUmero de tabloides de tipo A es j—lj—u—,1—r
Los siguientes ejemplos ilustran estas ideas.
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Ejemplo. En el caso de la particion A = (n) = [n?], el colnjunto {T }pmy esta

formado por el tabloide I 2 ... » .Lla igualdad n_' =1 confirma que
n.

existe un Unico tabloide de tipo A.

Ejemplo. La particion 4 = (1,1,...,1) = [1”] se representa mediante un
diagrama de Young similar a —. En este caso, cada enumeracion de forma A

es equivalente solo consigo misma, es decir, cada tabloide consta de una Gnica
tabla vertical. EI nUmero de tabloides de esta forma es

n!

1110 HHA 2!

=nl.

Ejemplo. El diagrama de Young ‘ ‘ ‘ es un ejemplo representativo de la

particion A = (n—1, 1). El nUmero de tabloides de tipo A es

nl

este caso, cada tabloide diferente queda determinado por eﬁ nGmero colocado
en la Gnica casilla de la segunda fila.

Ejemplo. Consideremos la particion /14|: (2,2) = [2°] de n = 4. EIl nGmero

de tabloides de tipo 1 en este caso es T =6 Dichos tabloides son

34 24 14 23 13 12

Es también conveniente establecer relaciones de orden entre los tabloides.
Para ello contamos las filas de arriba a abajo. En tal sentido, escribimos

{T1} < {T>} si para algin i se cumple lo siguiente:

= el nUmero de la fila que contiene a i en {71} es menor que el nimero de la
fila que contiene aien {7}, y

* para todo; > i, j esta en la misma filaen {71} y {72}.

3 2 13 . .
Ejemplo. Se verifica 1 4 < o 4 »Pues el elemento i = 2 esta en la

primera fila del primer tabloide y, en la segunda fila del segundo tabloide; y
cada uno de los elementos mayores que 2, es decir, ;j =3y j = 4 estaen la
misma fila en ambos tabloides.

No es dificil convencerse de que la relacion < entre tabloides es un orden
total. Dicho orden también puede definirse de manera analoga en referencia a
las columnas.
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Definiremos a continuacion un orden parcial entre tabloides. Para tal efec-
to, dada una enumeracion 7 asociada a una particion de », para cada i desde 1
hasta n, denotamos por m; -(T') a la cantidad de elementos menores o iguales
aienlas primeras r filas de 7. Dadas dos enumeraciones 71y 7>, escribimos

{T1} < {T»} si se cumple m; (T1) < m; (T2), paratodo i, r.

Ejemplo. Consideremos para » =7 la particion A = (3, 2, 2) y los diagramas
de Young enumerados

173]6] [72]4]
I1=12|5 y 7> =135
704 6|7

Los nGmeros m;- correspondientes a cada enumeracion pueden disponerse en
matrices de orden 7 x 3. Al efectuar los calculos obtenemos

[ a a
111 111
nl122 0222
2 33[m; 2 33
(T)lixs = w2 3 4o y [mi (T2)]7x3= o3 4 4.
245 355
= 3 = 3
L e 7

Segln lo convenido, se tiene {71} < {7»}.

Ejemplo. Sea la particion A = (3,2) de » = 5 y los diagramas de Young
enumerados

_[1]4]5] _[2]3]5]
T1 = 513 y T2 = 112 ’
Las matrices de orden 5 X 2 correspondientes a cada enumeracion resultan
[} d
ih 4 01
1 2 12
[mi (T1)]sx, =8l 3y [mi(T2)]sx, =22 3
02 4 02 4
35 35

Estas matrices muestran que no se cumple {71} < {72} ni {T»} < {T1}, lo
cual deja en claro que el orden < es parcial.

Ejemplo. Paracomplementar el ejemplo anterior procederemos a mostrar
como se ordenan los tabloides que tienen forma A = (3, 2). EI nimero de estos
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51

es — =10. Tales tabloides son
3121
3 45 2 45 235 234
1 2 1 3 1 4 1 5 ’
45 1T 35 1T 34 1T 25
2 3 T2 4 2 5 3 4

4 K]

1 2 1 2
35 Y45

Luego de efectuar los calculos de las matrices correspondientes, el diagrama
(consultado en [6])

muestra como se ordenan dichos tabloides.

Ejemplo. Consideremos la particion A = (3 2 1), el diagrama de Young

5(613
enumerado 7, = 4 | 1 ‘y la transposicion (1 3).
2
5(6]1]
De este modo, se tiene (13) 7, =/ 4 | 3 . Al calcular las matrices m; (7))
2
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ym; ((13) - T5), resultan las igualdades

[ | O = -
011 111
012 o o112 o
12 3 123
Lniri)es = 13 4 YImin@3) T)les ™ 1 3 4
- | - |
By 4 5 =2 45
35 6 35 6

De ello, los tabloides respectivos cumplen la relacion {7:} < {(1 3) - 72}

Ejemplo. Sea T una enumeracion asociada a una particion »n. Consideremos
w<xparawyxengl ., m, conwenlaa_esimafilade7yxenlab_eésima
fila de 7. Recordemos que la transposicion (w x) intercambia las posiciones de

wyx. Alcomparar las enumeraciones 7'y (wx) - T deducimos que se cumple

1 si b<r<ay w<i<x,

mi(wx) - T)—mi(T)= —1 sia<r<byw<i<x
0] en otro caso.

Si nos fijamos en el primer caso, podemos concluir en particular que, siw <x
y w esta en alguna fila por debajo de la fila donde esta x, (w en la fila a y
xenlafilab, conb < a,entoncesseda{l'} < {(wx) - T'}. Enparticular,
six — 1se ubicaen alguna fila por debajo de la fila que contiene a x en una
enumeracion T de forma A, se cumple {7} < {(x — 1 x) - T'}. La siguiente
proposicion establece ademas que {7} y {(x — 1 x) - T'} son inmediatamente
adyacentes bajo el orden <, resultado que sera de utilidad mas adelante.

Proposicion 3.4 Dada una enumeracion T de forma A y x un nimero entero
mayor que 1, con x — 1 ubicado en alguna fila por debajo de la fila que contiene
ax en T, entonces no existe una enumeracion T) de forma A con {T'} distinto
de{T}yy{(x—1x) T} que cumpla{T} <{T}<{(x—-1x) T}

Prueba. Sea T cualquier tabla, con 7 situado en la 7 ésima fila de 7. Notemos
primero que la diferencia nz; ,(T)— mnz;_; (T) cuenta el nimero de entradas
iguales a i en las primeras 7 filas de 7', y este nUmero es 0 para todo » < 7y
lparatodor >7

Supongamos ahora que x — 1 se ubica en alguna fila por debajo de la fila

donde se ubica x en una enumeracion 70y {7} < {7"} < {(x—1x) - T} Por
lo observado en el ejemplo anterior tenemos m; -(T) = m; -((x— 1 x). T), para

i £ x—1 Deello se deduce m; (T') = m; -(T), para if= x— 1y también se
cumple

mi (T) — mi—1 -(T) = m; (T7) — mi—1 ~(T),
si i es distinto de x 0 de x — 1. Por lo expresado al inicio de la demostracion,
todas las entradas, excepto x y x— 1 aparecen en el mismo lugar en 7'y T4, pero

al tener ambas la forma A, ello significa {7} ={7} o {7} ={(x—1x) - T},
lo que culmina la prueba. |
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Paraavanzar,eselmomentoderetomarlasrepresentacionesdelosgrupos,
estudiadas en el capitulo 2. Alli presentamos la nocion de algebra de grupo,
la cual sera ampliada con el concepto de mddulo sobre un algebra de grupo.
Existen dos maneras de concebir una representacion de un grupo G. En la
primera pensamos la representacion como una accion de G en un espacio vec-
torial 7. La segunda forma de definir una representacion de G en un espacio
vectorial V' es via un homomorfismo de grupos Gy GL(V), donde éste Gltimo
denotaal grupo de transformaciones lineales invertibles de ¥ en s1mismo. La
primera forma conduce al concepto de modulo sobre G, y la segunda se rela-
ciona con el concepto de representacion. A través de las proposiciones 2.1y
2.2 se demostrd que ambos procedimientos son equivalentes. En esta ocasion,
y con lafinalidad de arribar al concepto fundamental de esta parte, usaremos
mas la primera forma y ampliaremos las ideas presentadas en las pagina 25 y
26.

En tal sentido, si consideramos un cuerpo K, un algebra 4 sobre Ky un

espacio vectorial /' sobre K, una representacion de 4 en V' es un morfismo
de algebras 4 en GL(V'). Una representacion de 4 en ¥ origina una accion

de 4 en V. En efecto, si ¢ : A _. GL(V') es una representacion de 4 en 7,
ésta induce una funcion de 4 ¥ en ¥ que a cada par (a, v) € Ax V le asigna
un elemento denotado por av y definido por av = ¢é(a)(v). Dicha funcion
es una accion. Algunos ejemplos importantes de algebras son presentados a
continuacion.

Ejemplo. Dado un cuerpo K, sea 4 = K. Como 4 tiene la estructura de
anillo con unidad y es un espacio vectorial de dimension 1 sobre K, se concluye
que A es un algebra sobre K, a la cual se suele llamar algebra regular.

Ejemplo. Sea K un cuerpo y n un entero positivo, y consideremos 4 el

conjunto de matrices de orden n X n con entradas en K. EI algebra lineal
elemental establece que 4 provisto de las operaciones usuales de adicion y
multiplicacion de matrices y multiplicacion de escalares por matrices es un

algebra sobre K.

Ejemplo. Dado un grupo G, consideremos el espacio vectorial J denotado

por K[G] que tiene como base la familig eg}gende vectores indexados por
los elementos de G. Definimos el producto en los elementos de la base via

eq en = egqn, Para gy h en G. Por linealidad, cada elemento u de K[G] se
escribe como una combinacion lineal $grmal finita de elementos de Gy

coeficientes en K; es decir, se tieneu =  Jgeq, CON A, € K, g € G. Con este
4

producto el espacio vectorial K[G] se convierte en un algebra sobre K, Ilamada
el algebra de grupo de G. EIl elemento unidad del algebra se denota por
e1.

Ejemplo. Como caso particular del ejemplo anterior se tiene el algebra de
grupo de S, sobre el cuerpo complejo %; que se denota por C[S,] y esta
formada por las combinaciones lineales  xse, cono € S, yx, € C,donde

o
la multiplicacion en el algebra es la composicion de permutaciones en S,,. En
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tal sentido, y de acuerdo con la convencion establecida en la pagina 2, para o
y = en S, definimos la multiplicacion en C[S,] Via e5 * er = €5r = €roo.

Dada A4 un algebra de grupo G sobre un cuerpo Ky 7: G — U(A4) un
homomorfirmo del grupo G al grupo U(4) formado por los elementos inver-
tibles de 4, una importante propiedad universal del algebra de grupo asegura

la existencia de un Gnico homomorfismo 7": K[G] — A4 que extiende a 7.

Estamos ya en condiciones de definir otro concepto clave en la exposicion.
Dada una enumeracion 7' de un diagrama de Young con z casillas, con enteros
de 1 a » sin repetir ningln namero, el simetrizador de Young, denotado

por br, es el elemento de C [S.] que se define mediante laigualdad
>
br= sgn(z)z.
eC(T)

De la definicion anterior se concluye una propiedad elemental del simetri-
zador de Young. Para ¢ (T ), se cumple o br = sgn(o)br. En efecto,
basta considerar

>
o-br=o- sgn(z )t

Tt €C(T)

= sgn(o)o - sgn(o)sgn(z )t
o)
= sgn(o) sgn(ot )ot
teC(T)

= sgn(o)br.

Ejemplo. Para » = 3 consideremos la particion A = (3) y la enumeracion

T = . En este caso, el subgrupo estabilizador de columnas C(T)
consta Unicamente de la identidad, por lo cual se cumple b7 = (1) en C [S3].
En general, para cualquier entero positivo » y cualquier enumeracion 7' de
forma A = (n) se cumple b7 = (1) en C [S,]

Ejemplo. Para n = 3 consideremos la particion A = (1%) y la enumeracion
1
T =| 2 |. Eneste caso, el subgrupo estabilizador de columnas C(7T") estodo

3
el grupo S, por lo cual se cumple

br=()+(123)+(132)— (12)— (13) — (23).

en C [S3].

1
3
C(T) ={(2), (1 3)}, o equivalemente {(1), (1 3)}, pues (2) = (1). Por lo tanto
se tiene br=(1) — (13)en C [S3].

Ejemplo. Seal=(2,1)yconsideremos 7T = 2 ‘ Es este caso se cumple
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3|62
Ejemplo. Paran=6,dada7 5 1|5 , el subgrupo de Young estabi-
4

lizador de columnas es C(T') = Si1.34; X Sis6; X Sp23, subgrupo de Ss. Al
calcular el simetrizador de Young b7 tenemos

br=(1)— (13)— (14) — (34)+(134)+(143) — (56) + (13)(56)+
+(14)(56) + (34)(56) — (134)(56) — (14 3)(5 6).

3.7. Politabloides y modulos de Specht

Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo Ky 4 un

algebra sobre K. Decimos que ¥ tiene la estructura de modulo sobre el
algebra 4 (o que V es un 4 _moddulo) si existe una funcion de 4 x 7V en 7,
cuyo valor en (a, v) denotamos por av, que cumple las siguientes propiedades:

" (at+b)v=av+byv,paraac€ A, bc A, veV,

"alvtw)=av+aw paraa € A, veV,weVl,

a(bv) = (ab)v, paraa € A, b € A,veE V,

= lyv=v, parave V,y

a(v) =(av) = (la)v, paraa € A, ve V, A1 € K

Esto nos hace recordar los conceptos de accion de grupo y representacion
expuestos en el capitulo 2, paginas 24 a 26. EIl hecho de que 4 sea un algebra
(anilloyespaciovectorial alavez, dicho seade paso) exige las condiciones adi-
cionales inherentes a dichas estructuras. A continuacion presentamos algunos
ejemplos de mddulos sobre las algebras presentadas previamente.

Ejemplo. Sea 4 = K visto como algebra sobre K. Cualquier espacio vectorial
sobre K es un modulo sobre A.

Ejemplo. Dada A4 un algebra sobre un cuerpo K, como espacio vectorial 4
tiene una estructura de modulo sobre el algebra 4. Dicho mddulo se denomina

A—mbdulo regular.

Ejemplo. Sea A4 el algebra de matrices de orden nx n con entradas en K

y V= K"el espacio vectorial de vectores columna, sobre K. Dados a 4,V
y ev la multiplicacion de matrices usual, se tiene que 7 es un modulo

sobre A4.

Antes de emprender el estudio de un mddulo muy especial relacionado con
el tema de nuestro trabajo, debemos presentar algunos conceptos adicionales.

Sea I/ un modulo sobre una algebra 4. Dados B C Ay W C V denotamos por
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BW al conjunto {bw, conb e B'Yy w e W}. Notese que se cumple BW V.
Si B = {b}, escribimos por economia de notacion AW en lugar de {53} IV, de
modo analogo si W es un conjunto unitario. Decimos que B anula a W si
se cumple BW = g03. Un modulo ¥ sobre una algebra 4 es ciclico si existe
v ¢V tal que ¥ = Av. En tal situacion diremos que v genera el 4 _modulo
V. Esimportante notar que todo el estudio de las representaciones efectuado
en el capitulo 2 puede realizarse con modulos sobre algebras. Asi por ejemplo
la nocion de maodulo simple, es decir aquel que no acepta submoddulos mas alla
de los triviales, es equivalente a la nocion de representacion irreducible.

Dada 4 = (A1, 42, ..., 4) con .1 > A2 > ... > A4 > 0 una particion de n,
sea M” el espacio vectorial complejo que tiene como base formal los tabloides
correspondientes a las enumeraciones de forma A. La dimension del espacio
M* es el nimero de clases de eqlfivalencia (tabloides) de tipo A, es decir (ver

n:

pagina 64), esta dada por irtit—4+. Definimos en este espacio una forma

bilineal (-, -) : M* X M* ——-Cva({r} {T}) = Lsi{n} ={72) . En
1

_ N 0, si {71} = {T2}
[6] y en [7] se demuestra que dicha forma bilineal es simétrica y no singular,

y define un Q-producto interno. Asimismo, el conjunto de tabloides es una
base ortonormal para M, provisto de dicho producto interno.

El grupo simétrico S,, actla sobre los tabloides en el sentido de que dicho

producto interno es S,—invariante, es decir, para cualquier ¢ € S, se cum-
ple (¢{T1}, of T2}) = ({ Ta} { T%) . También actla (extendido por linealidad)
sobre M*; de esta manera es licito pensar en A* como un mbdulo de permu-
taciones asociado al S,-conjunto de tabloides de forma A. El siguiente lema
establece una propiedad importante acerca del producto internoy el simetri-
zador de Young.

Lema 3.5 Dada T), una tabla de Young de formal, y dadosu, venM*, se
cumple (bru, v) = (u, br,v).

Prueba. Por definicion, propiedades de producto interno y por ser este pro-
ducto interno S,—invariante tenemos 3

= son(t )tu, v
Bt v) = gn(z)

TGC(T/\)

>

rec(r) W sgn(z)r ~tv 5

= u, = sgn(t Yz ~lv
TEC(T)\)

= (u, brv),

lo que culmina la prueba. |

Los siguientes ejemplos complementan la informacion desarrollada en la
pagina 65.
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Ejemplo. En el caso de la particion A = (n) = [#'], ya se sabe que existe
un Gnico tabloide de tipo A. EI modulo M* en ese caso es la representacion
trivial de S,.

Ejemplo. Dada la particion A = (1, 1, ..., 1) = [1"], ya se explicd como cada
tabloide consta de una Unica tabla vertical. Los tabloides estan en correspon-
dencia biunivoca con los elementos de S,, del siguiente modo: dado un tabloide,
la correspondencia le asigna la permutacion que envia i al elemento ubicado en
la 7 ésima fila del tabloide. Esta biyeccion preserva la accion regular de S, en
st mismo, por lo cual el mddulo A* en cuestion es el modulo de permutaciones
correspondiente a la representacion regular de S,.

Ejemplo. Para la particion A = (n— 1, 1) establecimos una biyeccion entre
los tabloides de formaly los elementos del conjungo 1,2, ...,7. Comodicha
biyeccion preserva la accion de S,, el modulo A7* en ese caso se identifica con
la representacion estandar de S,.

Esnatural preguntarse si M* contiene subespacios invariantesy larespues-
ta mas probable es que contenga muchos de ellos. Uno de ellos es el subespacio
generado por los politabloides, que a continuacion describimos.

Para cada enumeracion 7 de forma A definimos el politabloide asociado
a T en M*, y lo denotamos por vr,, mediante la formula

>
v, = br, - {10} = sgn(o) {o - Ti}.
oeC(Ty)

Decimos asimismo que cada tabloide {o - 7;} que aparece como sumando
esta implicado en el politabloide vr,. A través del siguiente lema demostra-
remos lo afirmado después del ejemplo en la pagina 61 acerca de los subgrupos
estabilizadores de filas, para luego exponer algunas caracter 1sticas saltantes de
los politabloides.

Lema 3.6 Sea T, una enumeracion de forma A. Para todo o en S, se cumple
R(e-T)=c?' R(T) -cyClc-T))=0c'-C(T) o

Prueba. Para probar la primera afirmacion procedemos a verificar una igual-
dad de conjuntos. Para tal efecto, consideremos z € R(o - T)). Ello equivale
at - {o - I} ={o - T;}, lo cual a su vez significa tener

ot - {To} =01t -{oc-To} =01 {0 -T2} ={c1c- T0} ={T:},

es decir se tiene o170 RET)); y as1se cumple r 6~ R}) o. L.a demostracion
de la segunda afirmacion es similar. |

La siguiente proposicion explica como actla el grupo simétrico S, sobre los
politabloides y sera Util mas adelante.

Proposicion 3.7 Dada T, una enumeracion de forma A, entonces para cual-

quier ¢ en S, se cumple by.7, = obr,0™1 Y Vo, =0 V1,
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Prueba. Para demostrar la primera afirmacion usamos el lema anterior. Asi
se tiene

>
by, = sgn(t)t
tEC(%)
= sgn(t)t

TEE(T,\)-U’l

= sgn(otioYotlo
eC(Ty)

-1

=0ono = (sgn )2 o1t

‘L'JEC(T/\)

s -1
=obro .

Para la segunda afirmacion, por definicion y como consecuencia de la demos-
tracion anterior tenemos

Vour = bonaio Ta} = obruoto{T:} = obr{Ti} =6 - vra,

lo que culmina la prueba. |

314
1|5

lumnas es C(T) = Sy133 X Siasy X Sg23.  El simetrizador de Young br esta
dado por

Ejemplo. DadaT = 2 ‘ , el subgrupo de Young estabilizador de co-

br=(1) - (13)—(45)+(13)(45).
Al calcular el politabloide asociado vr se obtiene

S | 4

vV =T 5 -3 5 3 4
_ 42 34 3 g4 235 825

Ejemplo. Consideremos 7¢ =7 5 2 ‘,equivalenteporfilasalaenumera—

cion T presentada en el ejemplo anterior. Elsubgrupode Youngestabilizador

de columnas es C(7) = Sg1.43 X Sgas3 X Sty El simetrizador de Young b7
esta dado por

by = (1) — (L 4) — (3 5) + (L 4)(3 5).

Y el politabloide asociado a 7/ es

Z S5 4 I 2 5
Vo = - -

1 5 4 5

o) 1
-+

15)

Z 4 2l
1 3 4

Nbtese que se tiene vy f= vr, hecho que pone de manifiesto que el politabloide
asociado a T depende de la tabla 7" y no solamente del tabloide {7}.
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Proposicion 3.8 Sean T y T’ dos enumeraciones con formas

A=A, A2, ., dk) v B =AL A, A,

respectivamente, tales que A no domina estrictamente a A). Si existen dos
numeros enteros positivos distintos que ocurren en una misma fila de T’ y en
una misma columna de T, entonces se tiene br - {T'} = 0. Si no existe tal
par, entonces se cumple by - {7} = +vr.

Prueba. Supongamos que existe un par de enteros como los mencionados. Sea

z la transposicion que permuta este par. Como se tiene z € C(T"), entonces
se cumple b7z =7 br. Por las propiedades de los simetrizadores de Young

se cumple luego
br-t=1-br=sgn(r) - br=—br.
Pero también se satisface z € R(T"), de donde se obtiene z - {7} = {T'}, y
as’]
br {1} =br {z {1'}} = (br - 7) {17} = —br - {1}.
De ello conseguimos br . {7°} = 0.

De no haber tal par, por la parte 2 de la proposicion 3.1, existe ¢’ en R(7?)
y oden C(T) sujetosa o - T2 =7) - T. Con ellos se cumple

br {T}Yy=br {c T}y=br {00 - T}=(br o) {T}
= (sgn(z)br) {T} = sgn()) - vr = £vr,

lo cual culmina la prueba. ]

Corolario 3.9 Si T y T’ son tablas de Young estdndares sujetas a T' > T,
entonces se tiene by - {7} = 0.

Prueba. Esto es consecuencia inmediata del corolario 3.3 y de la proposicion
anterior. [ ]

Corolario 3.10 Siu € M* y T es una enumeracion de forma A, entonces
bru es un multiplo de vr.

Prueba. Si se tiene u € M*, entonces u es combinacion lineal de tabloides

{7’} de forma A. De la proposicion 3.8 se sigue que br - {7} es un maltiplo
de vr, de donde resulta que bru es un multiplo de vr. [ |

Antes de continuar, ilustraremos el resultado establecido en la proposicion
3.8 con algunos ejemplos.

27473 [6]4]3]1
Ejemplo. Consideremos 7T = E11 y 70 =[5
2

Dichas enumeraciones representan las particiones A = (3,2) y A = (4,1, 1), res-
pectivamente, donde notamos que A no domina estrictamente a A). El subgrupo
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de Young estabilizador de columnas para T es C(7') = Si25; X S{1,4; X Sz}
El respectivo simetrizador de Young bres

br=(1) — (14) — (25) + (14)(2 5).

Al efectuar el calculo de b7 - {77} tenemos

6 4 3 1 6 1 3 4 6 4 3 1 6 1 3 4

bT'{TJ}:_S _i _l +;
2 2 5 5
1 3 4 6 1 3 4 6 1 3 4 6 1 3 4 6
=5 -5 -2 + 2
2 2 N N
:O)

el resultado esperado en base a la proposicion 3.8, al haber dos nimeros en

la primera fila de 7 que se repiten en una misma columna (es este caso la
segunda) de T.

Ejemplo. Para ilustrar la segunda parte de la proposicion 3.8 necesitamos
2]1]3]
415

enumeraciones que correspondan a una misma particion. Sean 7' =

2113
YT’ =gz | , donde no existen dos ndmeros en una fila de 79 que se

repitan en una misma columnade T'. El subgrupo de Young estabilizador de

columnas para Tes C(T) = Si2.43 X S153 X Sgzy El respectivo simetrizador
de Young bres

br=(1) — (24) — (15) + (15)(2 4).

Al efectuar el calculo de b7 - {7’} tenemos

2 1 3 A 2 5 3 4 5 3
TV = _ a
b {T'}=%53 5 2 1 4 t1 2
123 134 235 345
4 5 2 5 1 4 1 2
Por otro lado, el politabloide asociado a T es
__2 1 3 4 1 3 2 5 3 4 5 3
vV =745 —2°5 —4 1 21
-4 53 3384 235 345

lo cual muestra la igualdad b7 - {7°} = v, anunciada en la proposicion.

Es el momento de presentar el concepto mas importante de este capitulo.
Dada una particion 4, el mddulo de Specht correspondiente a A, denotado
por $*, es el subespacio de M* generado por los politabloides vr cuando T
recorre todas las enumeraciones de forma 4.
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De laigualdad o vr = vs.7, para toda enumeracion 7'y o en Sy, establecida
en la proposicion 3.7, se sigue que .S, preserva S* (es decir, es un submodulo de

M*). De ello concluimos que deberia cumplirse S* = C [S,] .vr para algunas
de tales enumeraciones 7', lo cual nos motiva a averiguar y precisar cuales son.

Ejemplo. Para la particion 1 = (n) = [n!], el espacio A/* es la representacion
trivial. El moddulo de Specht S* es la representacion trivial 1, de S,. Para la
particion 1 = (1, 1, ..., 1) = [1"], el espacio M* es la representacion regular de

S,. El mbdulo de Specht S* es la representacion alternante U,, de S,..

En lo que sigue, estableceremos nexos entre los modulos de Specht y las
representaciones irreducibles de S, (0 S,._modulos simples). En general, dado

un subespacio ¥ de M* y el subespacio ortogonal de ¥ denotado por ¥+ con
respecto al producto interno indicado antes para M*, es importante recordar

que se cumple ¥ nV+ = {0}y V @ VL = M* siel cuerpo sobre el que esta
definido el espacio vectorial A/* es de caracter”1stica cero.

El siguiente resultado se conoce como teorema del submodulo de James.

Proposicion 3.11 Sea A una particion de n y W un submddulo de M*.
Entonces, o bien se cumple S* C W, o en su defecto W C (S*)*. De ello,
concluimos que cada S* es un S,—maddulo simple.

Prueba. Sea w € W. Para toda enumeracion 7 de forma A, el corolario 3.10
asegura que existe un escalar ¢ que cumple b7, w = cvr,. Si podemos elegir w

y T, de manera que se cumpla ¢ 0, se tendra vz, € W. La proposicion 3.7
afirma entre otras cosas que S* es un modulo ciclico generado por cualquier

politabloide. De ello se cumplira S* C W,
Supongamos entonces que se tenga bz, w = 0 para toda eleccion de w en
W'y T, enumeracion. Por el lema 3.5 tenemos asi

- > >
0= (brw, {Th)) = sgn(o)ow, {11}
UGC(T)\)

> > 5
= (sgn(o)ow, {T:})= w, sgn(o)o~H{ T}
o€ C(T)) 5 o€ C(Ty)
) >

= w, sgn(@)o N} =, br , 11}
UE%T)

= w, vy,

Puesto que S* esta generado por los politabloides, la igualdad anterior implica
w € (SM)L, es decir, W C (S*)L. Por ello, si W es un submodulo propio de S*
(es decir, W C S*y W f= §%), entonces no se cumple S C W. Por lo tanto ha
de darse W C (S*)+ Tendremos entonces W C S* N (S9)+, lo cual significa
w = {0}, y con lo cual queda asi establecido que los modulos de Specht son
S»—mbdulos simples. u
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Otra caracter "1stica importante reside en el hecho de que dos particiones
distintas estan asociadas a modulos de Specht no isomorfos.

Proposicion 3.12 Sea ® : M* __. M* un homomorfismo de representacio-
nes de S,. Si S* no estd contenida en el niicleo de ®, entonces se cumple

uD A. Ysil=yu, entonces se satisface ®(S*) = S".

Prueba. Sea T una enumeracion de forma A. Si S* no esta contenida en el
ndcleo de @, entonces vy no esta en el nucleo de ®, pues cualquier vz genera
S*. Se tiene as’1

O(vr)=@0r-{TH=br-®{T} f=0.

De ello logramos b7 - {79} = 0 para alguna enumeracion 7 de forma .
Por reduccion al absurdo, supongamos que se tenga u > A. Entonces A no

domina a 4. Por la primera parte de la proposicion 3.1 existen dos nameros
enteros positivos distintos en una misma fila de 7! y en una misma columna
de 7. A su vez, de la proposicion 3.8 se deduce la igualdad b7 . {7'} = 0. Esta

contradiccion nos permite concluir que se cumple u D A.
Por otra parte, si A = u, entonces por el corolario 3.10 se tiene que ® (vr)

es maltiplo de vr. Como S* es un S,,— modulo ciclico generado por cualquier
politabloide, se cumple ®(5*) = 5%, lo que culmina la prueba. ]

De estos hechosy de lo expuesto en los cap “1tulos 1 y 2 se desprende el nexo
fundamental entre los modulos de Specht y las representaciones irreducibles
del grupo simétrico, sin duda, el resultado mas importante de nuestro trabajo.

Teorema 3.13 Para cada particion A de n, el modulo de Specht correspon-
diente S* es una representacion irreducible del grupo simétrico S,. Recipro-
camente, cada representacion irreducible de S, es isomorfa a exactamente un
mddulo de Specht S*.

Prueba. Ya hemos establecido que en un cuerpo de caracter 1stica cero el

modulo de Specht S* correspondiente a la particion A de » es un S,,—modulo
simple (o0 equivalentemente, una representacion irreducible de S,,). Ahora, si
se tuviera S* isomorfo a S* via un isomorfismo ® no nulo, la proposicion 3.12
asegura u D A. Dado que ®-1 : S¥ — S* es también un isomorfismo, se
tiene también A D u. Luego, se concluye la igualdad A = u. Con lo expuesto
hasta aqui concluimos que cada particion A de un nUmero natural » aparece
asociada al modulo de Specht S* de una representacion irreducible de S,.
Pararesaltar laimportancia de este resultado en cuanto alos objetivos de este
trabajo, recordemos que en los capitulos 1 y 2 se demostrd que el nUmero de
particiones de n coincide con el nUmero de clases de conjugacion en S,,. Queda
probado asi que las representaciones producidas por cada modulo de Specht
son precisamente todas las representaciones irreducibles de S,, pues no hay
lugar para mas. [ |

Laimportancia de este resultado nos motivaaahondar acerca de los nexos
entre los mddulos de Specht y las representaciones irreducibles de los grupos
simétricos.
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3.8. Modulos de Specht y representaciones.

Corresponde ahora conocer mas de cerca los modulos de Specht y a partir
de ello, para cumplir con uno de los objetivos del presente trabajo, ilustrar la
construccion de representaciones de grupos simétricos. Nuestra primera tarea
consiste en exhibir una base para cada mddulo de Specht y de paso conocer su
dimension. Ello serd de mucha utilidad para la formulacion de ejemplos que
ilustren la teor"1ay faciliten la lectura.

Recordemos que dada una particion A de un nimero entero positivo », una
tabla de Young estandar o tablero estandar es una tabla de Young donde
cada nimero desde 1 hasta » aparece una Unica vez. Segdn la definiciones pre-
sentadas en la paginas 56 y 57, en un tablero estandar los nimeros colocados
en cada fila individual y en cada columna individual forman sucesiones cre-
cientes. Un tabloide {7 }, es tabloide estandar si existe una tabla de Young
estandar en el conjunto {7 }.. Un politaloide vr, es politabloide estandar

si T, es tablero estandar.
Los siguientes ejemplos tienen la intencion de asentar estas ideas.

Ejemplo. Dada la particion 4 = (3,2) del nUmero 5, las tablas de Young
estandades de forma A son

_[1]2]3] _[1]2]5] _[1]3]4]
n=7rs » == > 3= 575 ’
_[1]274] _[1]375]
=313 > B

Notemos que en cualquier tabloide estandar de forma A no puede aparecer
mas de una de las tablas de Young estandares escritas anteriormente. En
general, como los coeficientes deben aumentar a lo largo de las filas de una
tabla de Young estandar, un tabloide estandar contiene apenas una de tales
tablas.

411]2]
3|5 '
La clase de equivalencia (tabloide) respectiva consta de 12 elementos y esta
dada por

Ejemplo. Consideremos a modo de ilustracion la enumeracion 7 =

Ta[1[2][4[1]2][4[2[1][4[2[1][1][2][4]
{TYy= 3757 +[513] *[3[5] *[5[3] ' [3[5] -
1[2]4|[1]4]2|[1]4]2][2]4]1][2][4]1]
5131 (35 '[5[3 '[315] |53 ’

-~

y la Gnica tabla de Young estandar que contiene es 7s.
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Ejemplo. En relacion con lo anterior, un politabloide si puede contener mas
de un tabloide estandar. A modo de ilustracion, para

21413
115 ~

tenemos el simetrizador de Youngbr = (1) — (1 2) — (45)+(12)(45), y el
politabloide

T =

243 1 43 253 1 53

v =715 2 5 1 4 tD 4
_ 434 334 235 5 35S

’

que contiene a los tabloides estandares {75} y {75}

Corresponde ahora retomar las relaciones de orden total y parcial entre
tabloides, presentadas en las paginas 65 y 66. El siguiente resultado relaciona
la independencia lineal de elementos del espacio M* con el orden total.

Lema 3.14 Dada una particion u, sean vi, vz, ..., vin elementos de M* tales
que{T;} es el mayor tabloide implicado env; parai desde 1 hasta m, respecto

al orden total < . Silos tabloides {T;} son todos diferentes, entonces los
elementos vy, vy, ..., v son linealmente independientes.

Prueba. Podemossuponer quesecumple{71} < {72} <... <{T..}. Supon-
gamos que se tiene a1vi + a2v2 + ... + av, = 0, para escalares a, o, ..., tn.

Para cualquier j, si suponemos a;+1 = aj+1 = ... = a.n = 0, entonces debe
cumplirse a; = 0, pues {7} esta implicado en v; y no lo esta en v cuando
k<j. Deello concluimos a1 = a2 =... = au = 0, con lo cual queda probado
el resultado. [ ]

En cuanto a vr, es claro que Ties el mayor tabloide implicado en vr
cuando T es tabla de Young estandar. Y como los tabloides estandares impli-
cados en cada politabloide son distintos, se deduce a partir de la proposicion
anterior que los politabloides estandares son linealmente independientes.

113

215 ’

de Younges br=(1) — (12) — (35) + (12)(35), y el politabloide resulta
1 3 4 2 3 4 154

vV =55 -1 5 -2 3 +T1 3
=?§4_§§4 7 3 5 3 3 5

. L . . . 1
En @l estan impticados los tabloides estandares—

Ejemplo. Dada la tabla de Young estandar 7 = el simetrizador

cuales verifican la relacion
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El mayor tabloide implicado es {7}, por ser T tabla de Young estandar, tal
como lo establece la observacion dada a continuacion del lema 3.14.

Ejemplo. Encambio, paraT = i :31 , el politabloide asociado a T es
T — 2 3 4 1 3 4 2 35 1 35
vi="1T"5 ——2 5 -1 4 +72 4 )

que tiene los tabloides estandares y implicados.
2 5 2 4
El orden total indica en este caso que se cumple

135 134
2 4 2 5

Ninguno de ellos coincide cong 73, hecho que puede deberse a que 7 no es
tabla de Young estandar.

Con respecto ahora al orden parcial definido entre tabloides, es posible
también formular una condicion suficiente para ordenarlos.

Lema 3.15 Si T es una enumeracion donde los elementos de cada columna
forman una sucesion creciente y {7’} estd implicado en el politabloide vr,
entonces {T'} < {T}

Prueba. Sea o € C(T) distinta de la identidad que cumple 79 = o+ T. En
alguna columna de T’ existen elementos w y x con w < x, tales que w esta en

alguna fila abajo de x. Por la proposicion 3.4, se tiene {7'} < {(w x) - T'}.
Como (w x) esta implicada en el politabloide vr, al aplicar un argumen-

to inductivo, se obtiene {(w x) - 7'} < {T'}; y por transitividad tenemos

{r} <{T} n

3[2[1]
AR
en cada columna forman una sucesion creciente, el simetrizador de Young es
br= (1) 3 4) (2.5) + (3 4)(2 5). Al calcular el politabloide asociado se
obtiene

Ejemplo. Dada la tabla 7 = en donde los numeros dispuestos

3 21 4 2 1 351,451
VI="4 5 ~ 3 5 4 2 3 2 -

El calculo de los nimeros m;,- necesarios para comparar los tabloides implicados
mediante el orden parcial nos brinda las respectivas matrices
O | O [} [}
11 11 11 11
022 o2 ?2 ol?2 ol2 o
a3 30,02 3.2 3 Yy ol 3
03 4 B3 4 924 02 4
35 35 35 35
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En ellas notamos que la primera es mayor que las demas respecto al orden
parcial. Esta matriz corresponde al tabloide {7}, como lo afirmael lema 3.15.

5/4]3]

Ejemplo. Consideremoslatabla 7= 1 | 6 , donde podemos notar que
2

los nimeros dispuestos en la primera columna no forman una sucesion crecien-

te. El subgrupo estabilizador de columnas en esta ocasion es

C(T)=1(1), (125),(152), (12), (15), (25), (46), (125)(46),
(152)(46), (12)(46), (15)(46), (25)(4 6)}.

Al calcular el politabloide se obtiene

5 4 3 1 4 3 2 4 3 5 4 3
vr=_1 6 =20 \6 + 5 6 -2 6
2 5 1 1
1 43 243 563 163
s OANG -1 6 -1 4 -2 4
£ o 2 3
263 563 163 263
— 5 4 + 2 4 + 5 4 + 1 4
S N 2 [5
=
0>-1- 4
o012
_ 1 23
La matriz mi» correspondiente a {T'} es 53 4 . Notemos por ejemplo
o -
35 6 5 5
- 111
1 6 3 %122 3
que la matriz m ; correspondiente al tabloide_5 4 es =, 34 . El
2 02 4 5
356

lema 3.15 no es aplicable en este caso (pues no es cierto que las entradas en

cada columna de 7 formen sucesiones crecientes), pero notemos que ya no

se cumple la conclusion de dicho lema, pues la matriz m;- correspondiente a
163

{T'} por ejemplo, no es mayor que la matriz asociada al tabloide 5 4
2

involucrado en el politabloide vr.

El siguiente paso consiste en mostrar que los politabloides estandares ge-
neran el mddulo de Specht. Para tal efecto presentaremos un elemento del
algebra de grupo C[S,] que anule a un politabloide v dado y de ello, permita
reconstruir una relacion de combinacion lineal.
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Dada una particion A de un nUmero entero positivo » y una enumera-
cion T, de forma A, sea X un subconjunto de la i—&sima columna, e Y un

subconjunto de la (i + 1)—ésima columna, ambas de 7. Consideremos per-
mutaciones a1, o2, ..., ok representativas de las clases laterales para el grupo

cociente Sxuy/(Sx X Sy). Definimos el elemento de Garnir, denotado por

Gxy, mediante la igualdad Gxy = sgn(oj)o;.
j=1
Siguiendo un criterio de eleccion expuesto en [6], dada una enumeracin
Tumpda CON A particin de n, podemos considerar los elementos de X ubicados
al final de la i—&sima columna de 7, y los elementos de Y al principio de la

(i + 1)—&ésima columna de 7,. Un modo practico consiste en elegir todas las
permutaciones a1, o2, ..., ox €n S, que verifiquen las siguientes condiciones:

* Secumple o1 - T; = T, donde o1 es la identidad,

= paracada; desde 2 hastak se cumple que g; - 7 coincide con 7 excepto
en alguna de las posiciones que ocupan los elementosde X U Y,y

» las entradas correspondientes a las posiciones ocupadas por X Y au-
mentan verticalmente hacia abajo.

Es oportuno ilustrar mediante ejemplos la construccion de elementos de
Garnir.

3|1
Ejemplo. Consideremos para A = (2,2, 1) la enumeracion 7, =|{ 2 | 5 | y los
4

conjuntos X =2, 4gY =1, 5¢ Lag posibles tablas de la forma o; 7’ que
cumplen con las condiciones dadas son

3|1 3|2 3|1
o1 T,=T1=|2|5|,00 Th=T2=|1|5], 05 - Tu=T3=[2|4],
4 4 5
3|1 3|4 3|2
oa - T)=Ta= 4172 ,o5 I, =15 = 1(5 Yos - 1, =T6 = 14
5 2 5] .

Las permutaciones o; consideradas aca son o1 = Id, o2 = (1 2), 03 = (4 5),
o4 =(245),05 =(142)yos =(12)(45). Al calcular el signo tenemos

sgn(o) = 1 sii=1 4, 5, 6.

-1 sii=2, 3.
De este modo, el elemento de Garnir para estos conjuntos X e Y es

Gxr =(1) — (12) — (45)+ (245) + (L 42) + (1 2)(45).

112
Ejemplo. Para la enumeracion | 3 | 4 | ylos conjuntos X = {3, 5} e
5

Y =1{2, 4}, las permutaciones o1 = Id, 02 = (245 3), 03 = (2 3)(4 5),
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04 =(23),05 =(45)yos =(34) nos bridan las enumeraciones

12 1|4 1|3
o1 T,=T1=34|,00 - T)=T2=|2|5|, 05 - T;=Ts=[2]|5],

5 3 4

13 112 1]2
oo T)=Ta=|2|4)| 05 T)=T5=|3|3 | yos - T,=Te=|4][3]

5 4 5

respectivamente. Dichastablassontodaslas que cumplenconlascondiciones
dadas para definir el elemento de Garnir. Dicho elemento es en este caso

Gxy=(1)—-(2453)+(23)(45)— (23) — (45) — (34).

Ambos ejemplos corresponden a la particion A = (2,2,1), Notemos que

en ambos casos, el nimero de elementos de X U Y es mayor que el nUmero
de elementos en cada columna 7;. Dicho de modo mas formal, la particion
conjugada de A =(2,2,1) es & = (3,2) y el cardinal de X U Y, denotado por
|X U Y| es mayor que 3 y también mayor que 2.

No es dif"icil (solo algo engorroso) comprobar la igualdad Gxyvr,= 0. De
ser asi, y por propiedades de los politabloides tendremos a partir del Gltimo
ejemplo

=
O0=Gxyvry=  sgn(g)a.vr,
=1
-
= sgn(o)vo,m
j=1

=vr— Vv, YV, — VI, — VIs— VI,

= VT/\_ VT2+ ng_ VT4_ VTS_ VT6‘

Ello se reescribee vr,= vr, — vy + vr, + viy + vr,, €S decir, conseguimos
expresar el politabloide vz, como combinacion lineal de politabloides estanda-
res. Este resultado es un ejemplo de la siguiente proposicion, cuya prueba se
inspira en [6], [11] y [10].

Proposicion 3.16 Sea T, una enumeracion de forma A, y sean X e Y con-
juntos que cumplen las condiciones que definen un elemento de Garnir Gxy.

Si|X U Y| es mayor que el nimero de elementos de cualquier columna de T,
entonces se cumple Gxy vr,=0.

=
Prueba. Denotemos por S-Sy a la suma sgn(o)o, y por Syuy ala

Z O'ESX XSy
suma sgn(o)o. Como | X U Y|es mayor que el nimero de elementos en

ocESxuy
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cualquier columna de T;, entonces para cualquier elemento g € C(T}), existe
alglin par de nimeros en X U Y que estan en una misma fila de - 7. Por lo
tanto se tiene Sy y {8 T2} = Sxuy {723 = 0. De ello se sigue

Sxuybr, T2} = 0.

Notemos que S-Sy es un factor de b7, y se cumple Sy y = SxSy Gxy. Por lo
tanto, tenemos 0 = Sy ybr, {72} = (X Y "7, {T23Gxy. Como [X]! Y| es
no nulo, la igualdad anterior exige b7,{7:}Gx.y = 0, lo cual por definicion de
politabloide significa Gxyvr, = 0. Esto se cumple en el cuerpo de los nUmeros

racionales Q, pero como los coeficientes de los tabloides aqu’i1son enteros, la
igualdad subsiste en cualquier cuerpo. [ |

Se ha demostrado ya la independencia lineal de los politabloides estanda-
res. Los elementos de Garnir nos ayudaran a probar que dichos politabloi-
des generan los modulos de Specht. Previamente definiremos una relacion de
equivalencia por columnas, analoga a la equivalencia por filas que hasta ahora
hemos utilizado. En tal sentido, decimos que 7 y 7Y son equivalentes por
columnas si las correspondientes columnas tienen las mismas entradas (aun-
gue no necesariamente en el mismo orden). De modo similar a lo expuesto
con respecto a filas, la clase de equivalencia de una enumeracion 7' se define

como [T]={T’ tal que T =o- T, para algiin o € C(T)}. Estas clases de
equivalencia pueden ordenarse de un modo similar al que se definid para los
tabloides.

Proposicion 3.17 Dada una particion A, el conjunto de los politabloides vr,,
con T, tabla de Young estdndar, es una base del modulo de Specht S*.

Prueba. Queda por demostrar que cualquier politabloide se puede expresar co-
mo combinacion lineal de politabloides estandares. Si 7 es una tabla de Young
estandar, entonces el politabloide vz es trivialmente generado por politabloides
estandares.

Supongamos entonces que 7 no es estandar. La prueba se efectuara me-
diante un proceso de induccion respecto al orden anteriormente descrito para
clases de equivalencia por columnas. EIl elemento minimal de este orden esta
contenido en un politabloide estandar, de modo que se cumple la propiedad
para vr. Supongamos entonces como hipotesis inductiva que vz es combina-
cion lineal de politabloides estandares cuando {7} < {7'}. Dado que para
n ¢ C(T) se cumple zvr = sgn(x)vr podemos suponer que las entradas de
cada columna en T (le"idas hacia abajo) forman sucesiones crecientes. Si T
no es estandar, entonces existen dos columnas (digamos, la columna ;7 ésima y
(y + 1) ésima), con coeficientes ai, ay, ..., ar Yy by, bz, ..., bs, respectivamente, que
cumplen a1 < ax < .. <a,y b1 <b2 <..<bsyademas se tiene a, > b, para
algln ¢.

Consideremos los conjuntoss¥ = {a,...,a-}e Y ={by, ..., by} y el elemento
de Garnir respectivo Gyy = sgn(o)o. Por lo observado anteriormente y

por propiedades de los politabloides mencionadas arriba (proposicion 3.7) se
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tiene 0 = Gy yvr = sgn(o)ovr = sgn(o)ver. LOS elementos de XU Y
cumplen by < ... < by <ay <.. <a, de lo cual, para cualquier o presente
en la suma que define el elemento de Garnirseda{c - T} <{7T }. De la
hipotesis inductiva se deduce entonces que para dichos o, el politabloide vo.r
es combinacion lineal de politabloides estandares. De la igualdad anterior,

al tenerse vy, = vr, deducimos que vz es combinacion lineal de politabloides
estandares, lo que culmina la prueba. n

Yacontamos con las herramientas necesarias para ampliar y complemen-
tar las técnicas para el calculo de caracteres de las representaciones de S,
desarrolladas en el capitulo 2. Segln lo expuesto, hay una representacion irre-
ducible de S, por cada clase de conjugacion de S,, y a su vez, cada clase de
conjugacion se relaciona de manera biunivoca con una particion de n. Recor-
demos que dichos calculos se sustentan en las relaciones de ortogonalidad y
son practicos cuando » no es muy grande.

Por ejemplo, conviene recordar (cap itulos 1 y 2) que para Ss tenemos las
clases de conjugacion [(1 2 3 4)], [(L 2, 3)]. [(1 2)(3 M. [(1 2)] y [(1)]; con car-
dinales 6, 8, 3, 6y 1, respectivamente. Las particiones de n = 4 asociadas a
cada una de ellas son, respectivamente, (4),(3,1),(2,2),(2,1,1) y (1L, 1,1,1).
La tabla de caracteres construida en las paginas 52 y 53 puede reescribirse con
las particiones dadas en orden decreciente y en términos de modulos de Specht
cual

(6) (8) (3) ® @
| [@234)] [123)] [(12)34)] [12)] [(1]
NS I 1 I 1 I
SG1) -1 0 —1 1 3
S22 0 it 2 0 2
S 1 0 —1 —1 3
S(L111) 1 1 1 1 1,

con la misma informacion expuesta antes acerca del grupo Ss. Notemos que
S@ es la representacion trivial, S&111) es la representacion signo y S@D
corresponde a la representacion estandar. Por asi decirlo, son las represen-
taciones mas conocidas de este grupo relativamente pequefio. Debido a que
las particiones (3,1) y (2,1, 1) son conjugadas entre si se tiene la relacion

S@1) + §1111) g §G1 |a cual traducida a caracteres se expresa cual

Xs(z,l,l) — Xs(l,l,l,l) . Xs(B,l) ;

igualdad que permite deducir el caracter del modulo de Specht SZ11. El
caracter de 5?2 se obtuvo a partir de las relaciones de ortogonalidad.

Para calcular el caracter del mbdulo de Specht S* asociado a una particion
A del nimero entero » en general expondremos a continuacion dos técnicas. La
formula de Frobenius, relacionada con las clases de conjugacion, y la formula
del gancho, que esta directamente ligada a la forma que adopta el diagrama
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de Young. Nos concentraremos en explicar de un modo simple las ideas sub-
yacentes. Los detalles técnicos de algunas demostraciones se pueden consultar

en[2]y [3].

Tal como se expuso en el capitulo 1, dados nOmeros enteros z; con

1 < i< k < n, decimos que una permutacion o en S, es del tipo [z1 z2 ... z«]
si en la descomposicion de o en producto de ciclos disjuntos se tienen z1 ciclos
de longitud 1, z> ciclos de longitud 2, y asi sucesivamente. Por convencion po-
demos escribir los ciclos de o ordenados de menor a mayor tamafo y también
poner z; = 0 si no hay j_ ciclos. Dada una particion A de », se trata ahora
de evaluar el caracter del modulo de Specht S* en los elementos de la clase de
conjugacion C de o.

Paraello, consideremos variables independientes xi, x2, ..., xxdonde kes
igual que el nUmero de filas en el diagrama de Young de la particion A. Para
cada; desde 1 hastan, definimos lasuma de potencias P;(x) y el discri-

minante Ox vialas igualdades
: = + ¥ + +
Pji(x) AR £ y
Y
Ox = (xi —x).
i<j
En general, dada una serie formal de potencias /" (x) =/ (x1, x2, ..., xx) Y
una k—upla de nGmeros enteros no negativos (g1, ¢, ..., gx), denotaremos por
F)]grqz...qx) al coeficiente de x4' - x% - ... - x% en la serie de potencias_7-
Seal= (11, A2, ..., ) coni1 = A2 = ... = & = O, 41 > 0. Definimoslos
qL, g2, .., gk vVaqgu=M+k—1L =l +k—2,q=Ai+rk—1i .., g =
Es claro que (q1, ¢2, ..., gx) €S una sucesion finita, estrictamente decreciente de
numeros enteros no negativos. La siguiente formula, debida a Frobenius,

2 2
Y

xsA(C)= Ox: Pi(x)¥ ,

v (q1.92....q%)

y demostrada con detalle en [2], nos permite calcular el caracter del modulo
de Specht S* en cualquier representante de la clase de conjugacion C de o,

cuando esta es de tipo [z1 z2 ... z].

Ejemplo. En la tabla de caracteres de Ss el caracter del modulo de Specht
S@11) evaluado en los elementos de la clase de conjugacion [(1 2)(3 4)] es —1.
Para verificar el cumplimiento de la formula de Frobenius en este caso, notemos
queo=(12)(34)esdetipo[0200], conlocualz;1 =0, z2=2. Recordemos
z; = 0 indica ausencia de ciclos de longitud ;7 en la descomposicion de o en
producto de ciclos disjuntos, y notemos que z; = O no afecta el valor de la
expresion multiplicativa en la formula. Debemos usar tres variables x1, x2 y
x3, pues el diagrama de Young de A = (2, 1, 1) exhibe tres filas. Los términos

¢ sonqg=2+3-1=4,4=1+3-2=2y¢qgp3=1+3-3=1. Los célculos
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muestran
2 2

Y
ety (@2E =,

J (91.92.93)

= (x1 — x2)(x1 — x3)(x2 — x3) * (x% + x5+ x?)? (4.2,1)

cuyo resultado es un polinomio simétrico, en tres variables, donde uno de sus
veinticuatro términos es —x4x%x%; argumento suficiente para asegurar

A 2)E ) = -1

La formula de Frobenius parece producir calculos engorrosos y es de espe-
rarse que la magnitud de ellos aumente con ». Para mostrar que podriamos
estar errados al pensar as’y,veamos otro ejemplo.

Ejemplo. En Ss consideremos la clase de conjugacion C de la permutacion
o= (12)(345)y laparticion A = (3, 2). En tal caso o es del tipo [0 11 0 0],
por lo cual se tienez: =0, z2 = 1, z3 = 1. El diagrama de Young que representa
a / tiene dos filas, por lo cual usamos dos variables x1 y x2 Y finalmente
tenemos g1 =3+2_1=4y ¢ =2+2_2=2 Al aplicar la formula de
Frobenius se obtiene

3,2 z Z
270 = @ = x 2 (A x)OGE 22N + 2Dy

="~ )+ B )

=201 18y + B 23 4 B 502
=1

En el capitulo 2 (proposicion 2.7) se demostrd que la dimension de una
representacion irreducible de S, coincide con la evaluacion de la misma en la
permutacion identidad o = (1). Ello da pie a utilizar la formula de Frobenius y
la teoria elemental de determinantes para calcular la dimension de un moddulo
de Specht S* asociado a una particion A = (A1, A2, ..., Ax). Como (1) es de
tipo [», 0,, ..., 0], la formula de Frobenius permite escribir

.....

dim(s) = *” ([(1)]) = [Ox - (x1 + X2+ ... +Xk]>” (@10t

Analicemos estaigualdad. En primer lugar,Ox = (x; — xj) esun
i<j
determinante de Vandermonde. Debido a la definicion formal de determinante
mediante permutaciones tenemos

R
k

1 5 s = = sgn(o) - x1 » ) et Xk
. 1o .
Ox=." 1.

o1)-1  o(2)-1 o(k)—1
c€S 88



Asimismo, la potencia de la suma de los & términos puede expresarse cual

> 7!
Ca+xe+ ... +xx)'= T, X1 X% XK

donde la suma se realiza sobre todas las £ uplas (r1, 72, ..., rx) cuyos términos
suman n.

Recordemos que el caracter buscado es el coeficiente de x7* - x#* - ... - xf%,
donde ¢g; = Ai+k —i, paracadaidesde 1 hastak. Paraobtenerdicho coeficiente
es necesario redistribuir los términos presentes en ambas sumas, luego de lo
cual se obtendra

”! k) + 1)! k
J— + . J— J—
) (g — o+ 1y T IR D (2 el
donde la suma se efectlia sobre los ¢ € Sk que verifican la desigualdad

qgik-i+1 —o(l) +1 > 0, con i desde 1 hasta «.
Esta suma a su vez se puede escribir como

k
n! > Y
o, sgn(@) ¢ (-1 .- (¢ —olk—j+1)—-2)
q1:q2-...4k: A2 =1
™ 1 oge qlge=1) - -
T olgal gl

1 g1 qi(q1—1)
Finalmente, este determinante equivale mediante operacionesde columnasa
un determinante de Vandermonde, y la dimension del moédulo de Specht queda

Y
dim(s”) = =

n!
q1!q2!...qk! i<j

Ejemplo. Examinemos la dimension del modulo de Specht correspondiente

a la particion (z — 1, 1). En tal caso se tiene £ = 2. Los ¢; vienen dados por

g—=n 1+2 1=nyq =1+2 2=1. Envirtud de la formula anterior se
. . n Y n!

obtiene dim(S"*-1+1D) = ol (qgi—q)) = Fl!(”_l) =n—1. Ello corrobora

el hecho ya explicado por el ¢l la dimension de la representacion estandar

del grupo S, esn — 1.

La otra forma de calcular la dimension del modulo de Specht S* inside
en la forma que tiene el diagrama de Young que representa la particion A, lo
cual nos obliga a introducir algunos nuevos conceptos. Dada una particion
A = (A1, 22, ..., Ax) representada por el diagrama de Young D, decimos que
el par ordenado de nameros enteros positivos (z,7) es un nodo de D si se

cumplen lasrelacionesl < i< kyl<; < L.

|

Ejemplo. Las casillas del diagrama de Young D = ,que representa

la particion A = (3, 2, 2) pueden caracterizarse mediante nodos. Los corres-
pondientes a la primera fila, de izquierda a derecha son (1, 1), (1, 2) y (1, 3).
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De modo similar, los nodos restantes son (2, 1) y (2, 2) para la segunda fila,
y (3, 1) y (3, 2) para la tercera fila. En general, los nodos de la » &sima fila de
D son aquellos cuya primera componente es r, y los nodos cuya segunda

componente es s corresponden a la s—&sima columna.

Dada una particion 4 = (41, Az, ..., Ax), representada por el diagrama de
Young D, y su particion conjugada A = (/11,/12, ...,/IIJ), un gancho en el nodo

(i,7) sobre D es el conjunto de casillas de D correspondientes al nodo (, 7)
junto con los A; — 7 nodos a la derecha de &l, y los A'; — i nodos debajo.

Ejemplo. El grafico

muestraunganchoenelnodo (1, 3) sobreel diagramade Youngque representa
la particion A = (7,4,4,1) de 16. En este caso, se tiene i = 1,7 = 3y
Ai =21 =17. La particion conjugada a 1 es A’ = (4,3,3,3,1,1, 1), con lo cual
X = )“J:g = 3. El gancho en cuestion consta del nodo (1,3) mas los 7 -3 =4
nodos a su derechay los 3 1.= 2 nodos debajo. Se marcan dichas casillas
con una l"1nea quebrada llamada codo.

La longitud del gancho en el nodo (i, ) se denota por #4; y se define
como el nimero de nodos que integran el gancho. La igualdad

hy=Ai+d+1—i—j
se colige inmediatamente de la definicion. En el ejemplo anterior la longitud

del gancho mostradoes7+3+1—-1—-3=7.

Ejemplo. Sicolocamos cada casillade undiagramade Young con lalongitud
del gancho que determinael nodo correspondiente adicha casilla, obtenemos
un llenado, donde si suele haber nimeros repetidos. El grafico

10[8]7[6[3[2]1]
4132
3)2 1

| o1 &

muestra tal llenado en el diagrama considerado en el ejemplo anterior.

Vamos a presentar a través de una proposicion otra forma de calcular la
dimension de un modulo de Specht, esta vez mediante ganchos. Demostra-
remos un caso particular con el fin de resaltar la relacion con la formula de
Frobenius.
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Proposicion 3.18 Sea A una particion de un nimero entero positivo n. La
dimension del modulo de Specht S* puede expresarse como

n!
dim(s%) = ¥—,
i
ij
donde el producto se calcula sobre todos los ganchos posibles en el diagrama de
Young que representa J.

Prueba. En la formula de Frobenius para la dimension de S* utilizamos
nimeros ¢; definidos por la igualdad ¢; = A; + k— i. La longitud de los
ganchos correspondientes a los nodos de la primera columna esta dada por

hin = Ai + ;LJ1 —i—1+1, pero en toda particidon conjugada, /1’1 es el nUmero

de filas del diagrama de Young que representa A. Luego, al cumplirse )fl =k

se deduce laigualdad 4,1 = 1;+k —i=gq;. Transponemosy reemplazamos los
gi por ki en la formula de Frobenius, con lo que se tendra

Y
_ hin — h;

dim(s) _ i T
nl o !

Mostraremos el caso particular & = 3 por induccion sobre el nUmero de colum-
nas (con el fin de que laclaridad de las ideas no se pierdaen lainmensidad del
caso general, por cierto, confirmable). Sea por lo tanto 1 = (11, A2, 43) con los
Ai > 0, con diagrama de Young representativo D. Desarrollamos la formula,
aplicamos el determinante de Vandermonde y propiedades de operaciones con
filas en determinantes, para obtener

dim(s) _ 1Y
7! hilholhg! (it = hj1)
<j
™ A4 hi1(hir —1) hir 1
= M»T N /\ haa(hor —1) har 1 -
ho1 ha1 Cchai(ha —1) ka1
1 1 1
(he2)! (k1 D)) hi1!
1 1 1
(ha1_2)!  (hn _1)! ha! -
1 1 _1
(h31—2)! (h31—1)! ETU
1 1 - -
(Aul3) (el (il 1)

= hll h21 h31 - 1 1 1 -
Supongamos como hipdtesis inductiva que la formula es cierta para el dia-
grama de Young D que se obtiene al suprimir la primera columna en D, que
correspondera a la particion A = (11 —1, 12 —1, 43 —1) de n _3.

No es muy dificil comprobar que el Gltimo determinante es el reciproco del
producto de las longitudes posibles de todos los ganchos sobre D, por lo cual
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obtenemos

dim(sh 1 1 1 - 1
n! hi1 hoy hay longitud de los ganchos en D

1

= Y—.

hij
i)j

. A n!
Transponemos nuevamente y obtenemos dim (S ) =~¥—. |

i
ij

Ejemplo. El grafico

10[8[7]6[3[2[1]
6 [4]3]2

5 [3]2]1

1

muestra las longitudes de los ganchos en cada nodo del diagrama de Young

correspondientg-a la particion 4 = (7,4,4,1) de 16. EIl producto de estas

longitudes es  A; = 87 091 200. La dimension del moddulo de Specht que
ij

determina dicha particion es entonces

16!

_____ =240 240.
87 091 200

dim(s744D) = =
Lj
3.9. Representaciones irreducibles de Ss.

A modo de conclusion describiremos las representaciones irreducibles del
grupo simétrico Ss, mediante los mddulos de Specht, como una ocasion para
mostrar como operan los resultados expuestos. Creemos también oportuno
relacionar dichos resultados con lateor 1ade caracteres expuestaen el cap“itulo
2y de paso, describir las representaciones del grupo alternante respectivo 4s.

Las particiones de 5 son

» (11,111 =1+1+1+1+1 que tiene a| |poreldiagramade Young,

x(2,1,1,1)=1+1+1+ 2, asociada al diagrama de Young
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[

(3,1, 1)=1+1+3 quetienela tabla como diagrama de Young,

(2,2,1) =1+ 2+ 2, que se identifica con

(4, 1) =1+ 4, alaque le corresponde 1]

(3, 2) =2 + 3, asociada al diagrama de Young ‘ ‘ , Y la no menos

importante,

(5) =5, aquien seidentificacon| [ [ | [ | como diagrama de Young.
Al haber siete particiones, los 120 elementos de Ss se distribuyen en las
siguientes siete clases de conjugacion:

4!
la clase del elemento identidad [(1)]s, cuyo cardinal es 7 =1.

5!

[(1 2)]s; cuyo nlimero de elementos es o5 = =10,

51
[(12 3)]s.,con Tt = 20 elementos,
51
[(1 2)(3 4)]s,que cuenta con - = 15 elementos,
2221
51
[(L 2 3 4)]s,que posee cardinal 17 = 30
51

21113111

[(12)(345)]s,con = = 20 elementos y

5!

la clase de los 5—ciclos [(1 2 3 4 5)]s, con cardinal 5 =24

Por lo tanto, el grupo Ss tiene siete representaciones irreducibles, cuyas
dimensiones podemos calcular mediante la igualdad

| Y

. n:
dim(s*) = Gi— g
i il ,_ 7).

obtenida a partir de la formula de Frobenius (pagina 87). No esta demas recor-
dar que S* es el modulo de Specht asociado a una particion A = (11, Az, ..., Ax)
de un nimero natural », donde los A; estan ordenados en forma no decreciente.
Dicha particion se representa mediante un diagrama de Young que consta de

k filas y los ¢; estan dados por ¢; = A; + k — i para i desde 1 hasta k.
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Para la particion (1,1,1,1,1) se tiene k = 5, g1 = 1 +5 -1 = 5
q2=1+5_2=4,4g3=1+5_3=3, qg4a=1+5_4=2ygs=1+5_4=1
Reemplazando dichos valores tenemos

dim(s41119) = 2 ()@E@OEEWE@)) = 1

Para (2,1,1,1) tenemos k =4, q1 =2+4—-1=5,¢g2=1+4-2=3,
3=1+4 _3=2yqs=1+4_4 =1 Elcalculo de la dimension del moddulo
de Specht respectivo es

dim(s@11D) =¢(5 3G _2)G_DHE_2)B_NE 1)
5!31!2!1!

= W(Z)(3)(4)(1)(2)(1) =4

La particion (3,1, 1) origina los valores k =3, 1 =3+3—-1=5, o =
1+3-2=2yq3=1+3 - 3=1 Con ellos obtenemos

dim(se1) = =5 2)6_ 12 1)=6.
512111

De la particion (2, 2, 1) obtenemos & = 3, g1 = 2+3-1=4,¢q> = 2+3-2=3
Y g3 I: 1+3 _3 =1, con lo cual la dimensidon del mddulo de Specht respectivo
resulta

dim(se2Vy=—>—@4  3)@4 1E_1)=5.
13111

A la particion (4, 1) le corresponden los valores k =2, g1 =4+2—-1=5
yg2=1+2— 2=1 Con ellos se tiene

|
dim(sév) =5 1)=4.
5111

Para (3, 2)tenemosk=2,q1 =3+2 _1=4yqg>=2 +2 _2 =2, valores
con los cuales se obtiene

|
dim(s@2) =4 2)=5
4121

Y finalmente, la particion (5) origina los valores k =1y ¢g1 =5+1 _1=5,
de donde se obtiene 51
dim(s®)="_= 1.
51

Es pertinente resaltar que con las dimensiones as’1calculadas se cumple la
igualdad
12 + 42 + 6% + 52 + 42 + 52 + 12 = 120,

como lo establece la proposicion 2.19.

Es momento de examinar mas de cerca estas representaciones y ver como se
obtienen algunas de ellas a partir de las otras, tarea que habra sido realizada al
completar la tabla
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(1) @10) (20) (15) (30) (20) (24)
- [D] [A2)] [(123)] [(12)(34)] [(1234)] [(12)(345)] [(12345)]
g(l,l, 11,1) 1
S4.1) 4
S(B'Z) 5
§GL1) 6
§2.2.1) c
§21.11) A

gue exhiba los caracteres de dichas representaciones.

Las tres primeras han sido descritas en los cap’ttulos 2 y 3. En efecto, el
modulo de Specht S® es la representacion identidad, cuyos caracteres son (1,
1,1,1,1,1,1), mientras que S@L11D es |a representacion signo, a quien
corresponden los caracteres (1,1, 1,1, 1- 1, 1).

El modulo de Specht S™1 corresponde a la representacion estandar. Pode-
mos completar sus caracteres con la formula de Frobenius (cuyos detalles se

muestran en la pagina 83). Para tal efecto tenemos k =2, ¢1 =4+2-1=5
yq =1+2_2=1. Necesitamos ademas dos variables formales x1, x> y

luego, fijarnos en el tipo al que corresponde la descomposicion ciclica de cada
representante de las clases de conjugacion.

» Para (1 2) cuyo tipo es [3 10 0O O] se tiene entonces z1 =3y z> = 1. El
caracter de la representacion estandar en la clase de conjugacion [(1 2)] es
)2 3(+2 2 2
xsen([(12)D) = (e —x2) - (1 +x2)°(¥1+x9 o)

2
= x8 + 2x2x2 + xW% — xixh — 2x3 — P (55
=2

» Elrepresentante (12 3) esdetipo[2 010 0], de modo que se tienezi1 =2
y zz = 1. Con dichos valores se obtendra

)2 2
xsan([(L23]) =" (x1 —x2) - (2 +x2)2(3+x9) " o
K ,
= xP +xPxz — x%® + 2% — x12® —oxfsy

=1

= Elproducto (12)(34)esdetipo[1200 0], porlocual secumplez; =1
y zo = 2. El caracter buscado es

3 )3
xsun([(12)(34)]) = Z(xl —x2) - (x1+x2) ("§ +x9% 51y
= x? =+ x41x22 — x21x42 -

=0,

6
*2 (51

ante la ausencia de término x°x! en el polinomio.
12
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= Elciclo(1234)detipo[10010]exige usarzi =1yzs =1 Alcalcular
el caracter en la clase de conjugacion respectiva se obtiene

2 2
xsan([(1234)) = (r1—x2) - (a+x2)(xt+xY 5
h2 2 ’

— .6 _ 4 6
= x§ — xfx% + X%t — X2 (51)

=0.

= Los miembros de la clase representada por (1 2)(3 4 5) son de tipo
[0 110 0]. As'1se tiene z2 = zz3 = 1y al reemplazar los valores en la
formula se obtendra

xsun([(12)(345)]) = z(xl —x2) + (o +x5) (x5 +x 2) CRIe:
= x6 — xXSx+ M2 — ¥+ xx® - x
1 12 12 12 12 2 (5,1)

= -1

» Elciclo(12345)esdetipo[000O0 1], por lo cual se tiene zs = 1. Al
calcular el caracter se obtendra

2
xsen([(12345)]) z (1 — xz) 3 +x52) %

x8 — xSx+xx® — x
1 12 12 2(51)

=9

Notese que los calculos anteriores permiten obtener de manera inmediata
los caracteres correspondientes a S@2. En tal caso se tiene k¥ = 2,
g1 =3+21=4yq=2+2 2= 2, por lo cual buscaremos en los
polinomios antes hallados el coeficiente que corresponde ax}x?. Los caracte-

res buscados son, en consecuencia, (5,1, —1, 1, -1, 1, 0)

Con esta informacion obtenemos

® o) (20) (15) (30) (20) (24)
(D] [12)] [123)] [12)3E4)] [1234)] [(12)(345)] [(12345)]
N 1 1 1 1 1 1 1
S(l,l,l,l,l) 1 —l 1 1 _1 _1 1
NS 4 2 1 0 0 -1 -1
SG2 5 1 —1 1 —1 1 0
SGEL1) 5
S(2,2,1) 5
§(2111) 4

como resultado parcial.

Podriamos continuar por este camino para completar la tabla, aunque es
de esperarse que los calculos se compliquen cuando se trate de particiones con
mas de dos filas. Una via alterna que podemos seguir hacia la misma meta es
la teor"1ade caracteres expuesta en el cap rtulo 2.
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Uno de los mddulos de Specht que falta podria ser S¢+11) o &1 cuyos
caracteres son

4,-2,1,0,0,1, -1).
Alcumplirselaigualdad 42+22(10)+1%(20)+12(20)+1%(24) =120, concluimos
que tal representacion es irreducible, y mas aln, se tiene

S(2,1,1,1) — S(l,l,l,l,l) ® S(4’1).

De manera similar, al calcular los caracteres de S&1111) @ §G2) se obtiene
(5, -1, -1,1, 1, -1, 0). Dichos valores cumplen la igualdad

52 + 12(10) + 12(20) + 12(15) + 12(30) + 12(20) = 120,

lo cual permite escribir §@21 = g1 o §32)
La tabla obtenida hasta el momento es

1) @0 (20) (15) (30) (20) (24)

(D] [2)] [123)] [12)E4)] [1234)] [(12)(345)] [(12345)]
5 1 1 1 1 1 1 1
S(1.1,1,1,1) 1 _1 1 1 1 L q 1
s@ 4 2 1 0 0 a1 -1
SG2 5 1 1 1 1 1 0
S@E.11) 6
SZ'j'i)l) 5 1 1 1 1 1 0
58 4 -2 1 0 0 1 1

y nos muestra una representacion irreducible cuyos caracteres falta completar.
Para tal efecto, la formula de Frobenius obliga a trabajar con polinomios
simétricos de tres variables y ello resolveria el problema de manera mecani-
ca. Por otro lado, la teor'1a de caracteres exige buscar nuevos espacios vec-
toriales de representacion como por ejemplo potencias simétricas y potencias
exteriores.

En tal sentido, los caracteres de la representacion S*1 ® S*1 son
(16,4,1,0,0, 1 1).

Resulta evidente que no es la representacion irreducible que estamos bus-
cando. Sin embargo el uso del producto interno de caracteres presentado en

el cap’itulo 2 sirve a este fin. Al calcular el producto interno de ysungsen
(al cual denotaremos como yy ) con los caracteres de cada una de las otras
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representaciones irreducibles mostradas en la tabla tenemos

1
Cov 2 xse) = 12?(16 +40+20+20+24)=1,

(XV ,XS(1,1,1,1,1)) = 126@.6 —40+20—-20+ 24) =0,

1

(v ssun) = 55464 +80+20 - 20— 24) =1,

1

v, xsen) = 1 ——(80 +40 — 20 + 20) =1,

2

(v, xsean) = 126(80 —40-20-20)=0y

1

(){V,){S(z,l,m)) = 120 (64 — 80+20+20 - 24)=0.
De ello, la representacion ¥ se expresa como suma directa de S®, S*1),
SG2) y otra representacion (llamémosla W), a través de la igualdad V =

SOG) @ sS4 ¢ SG2) @ W Traducida esta igualdad a caracteres, se tiene
xXv=xso+ xsen+ xseo+ yw, de donde se cumple

xw=xv— (s + xsun+ Xse2)
=(16,4,1,0 0 1, 1) — (10, 4,1, 2 0, 1, 0)
=(6,0,0,-2,0,0,1)

La igualdad 62(1) + 22(15) + 12(24) = 120 indica que W = SG11 es la repre-
sentacion irreducible faltante, con lo cual, la tabla de caracteres

1 (@0 (20) (15) (30) (20) (24)

(D] [Q2)] [(123)] [12)@4)] [(1234)] [(12)(345)] [(12345)]
5 1 1 1 1 1 1 1
$(1.1,1,1,1) 1 & 1 1 4 1 1
S 4 2 1 0 0 -1 -1
5©2) 5 1 -1 1 1 1 0
So 6 0 0 —2 0 0 1
SEZ' 1'1)1) 5 1 —1 1 1 1 0
St 4 -2 ik 0 0 1 -1

determina todas las representaciones irreducibles del grupo simétrico Ss.

Paradescribirlasrepresentacionesdel grupoalternate 4s deshechamoslas
clases de conjugacion con signo —1 y tenemos

(1)  (20) (15) (24)

(D] [(123)] [(12)(34)] [(12345)]
S 1 1 1 1
S(l,l,l,l,l) l l l 1
s@D 4 1 0 4
AU S S
S5 _
§@2) g _01 12 é
S22.1)

5 —1 1 0
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como tabla preliminar. Aca saltan a la vista las igualdades S® = §@.11.11)
S@ = §R11LY y §B2) = §221)  En segundo lugar, si aplicamos el criterio
de la suma de cuadrados comprobamos que S®, s¢1y $G2) son irreducibles
mientras SG11 no lo es, pues la suma 62 + 22(10) + 12(24) no coincide con el
orden del grupo 4s. Surge la esperanza de que SG1 esté contenido en las
representaciones irreducibles, pero el calculo de los productos internos nos dice
(XS(3,1,1], )(S(S)) = (XS(3,1,1), XS(4,1)) = (XS(3,1,1), ){S(3,2)) = 0. La tercera 1'mea de
accion atafie a las clases de conjugacion en 4s. En virtud del lema 1.25 y la
proposicion 1.26, la clase [(1 2 3)]s, permanece idéntica en As, por ser de tipo
[20100]; mientras que laclase [(12 3 4 5)],, por ser de tipo [0 00 0 1], se
separa en dos clases de equivalencia, con doce elementos cada una en 4s.
Segln este Gltimo resultado, la representacion S@1D debe expresarse como
la suma directa de dos representaciones irreducibles (llamémoslas X e Y) en
elgrupo 4s. Siniyn2sonlasdimensiones respectivas, entonces laigualdad
12+42+52+n2+n2=60 implica n1 = nz = 3. La siguiente tabla

(1  (20) (15) (12) (12)
[(D] [A23)] [(12)(34)] [(12345)] [(13245)]
SG) 1 1 1 1 1
S |4 1 0 —1 —1
562 | 5 —1 1 0 0
X 3 a i) y 0
'l 3 —a -2-5 1—y 1-9

nos brinda informacion mas precisa. A partir de las relaciones de ortogonalidad
se obtienen las ecuaciones

3+20a+158+12y+1256 =0
12 + 20a — 12y - 126=0
15 — 20a+ 158 =0.
Al resolver dicho sistema se deduce o =0, = -1y y+J =1 Ademas

debe cumplirse y2 +52 =3y (1 —y)?+ (1 — 6)?> = 3. De ello ha de tenerse
02+ (1-9)? T 3 3%decir, 02—6—-1= 0., /Al resolver dicha ecuacion se obtiene
+ —_

_ _ =1 o= . La tabla
S5=1—y= 5 yy _ )
(1)  (20) (15) (12) (12)
[(D] [123)] [(12)(34)] [(12345)] [(13245)]
S®) 1 1 1 1 1
S@D |14 1 0 -1 —1
SG2) | 5 _ 1 0
: Vs
X 3 0 _q =
2./ 2./
Y 3 0 —1 —
2 2




muestra finalmente los caracteres de 4s.

A modo de palabras finales, creemos haber cubierto con lo expuesto los
objetivosproyectadosenel plandetesis. Convienerecordar queenestetrabajo
nos propusimos mediante el estudio de los diagramas de Young y modulos de
Specht continuar y complementar un trabajo de tesis previo ([9]) acercade la
teoria basica de representacion de los grupos simétricos. Para ello fue necesario
tratar en el cap’itulo 1 aspectos que hacen interesantes estos grupos como lo
es el comportamiento de sus clases de conjugacion. Luego no resistimos la
tentacion de desarrollar en el capitulo 2, a nuestro propio estilo, el contenido
tematico fundamental de la representacion de estos grupos. Contando con
dicha informacion, hemos tratado de organizar de un modo coherente los nexos
entre representaciones irreducibles de grupos simétricos y temas relacionados
con los diagramas de Young. Esperamos que este trabajo sirva entre otras
cosas para el lector que desee seguir profundizando en la materia.
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