Pontificia Universidad Catdlica del Peru
Escuela de Posgrado

Semigrupos numeéricos y una
descripcion de semigrupos de
Welilerstrass

Tesis para Optar el Grado de

Magister en Matematica

ORLANDO ALFREDO GALARZA GERONIMO

Asesor

DR. PERCY BRAULIO FERNANDEZ SANCHEZ

Jurado
Dr. CHRISTIAN HOLGER VALQUI HAASE
DR. PERCY BRAULIO FERNANDEZ SANCHEZ

DRrA. NaANCY EDITH SARAVIA MOLINA

Lima - Pert

Diciembre - 2018



SEMIGRUPOS NUMERICOS Y UNA DESCRIPCION DE
SEMIGRUPOS DE WEIERSTRASS

Orlando Alfredo Galarza Gerdénimo !

Tesis presentada a consideracién del Cuerpo Docente de la Escuela de Posgrado,
de la PUCP, como parte de los requisitos para obtener el grado académico de

Magister en Matematica

Miembros de Jurado:

Dr. Percy Braulio Ferndndez Sdnchez (Asesor)

Dr Christian Holger Valqui Haase (Presidente)

Dr. Nancy Edith Saravia Molina (Miembro)

Lima - Pert

Febrero - 2019

'La tesis forma parte del Proyecto DGI 2018-1-0059



A mi esposa Pilar y mi hijo
Rodrigo, que son mi motor, ...mi
vida.

A mis padres Victor vy
Filomena, que con su esfuerzo,
me ensenaron que no hay que

rendirse.



RESUMEN

En este trabajo, se estudia fundamentalmente diversas relaciones aritméticas que
hay en los semigrupos numéricos, como por ejemplo, obtener el conjunto de lagunas,
teniendo solamente el conjunto Apery; también, dado un conjunto de elementos
generadores, se asociard a cada uno de ellos, un propio semigrupo numérico.
Se finaliza, haciendo una descripcién de diversos conceptos de la Geometria
Algebraica, los cuales se relacionan con los semigrupos numéricos, mediante los

semigrupos de Weierstrass, que tienen fundamento, en el teorema de Riemann -

Roch.
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ABSTRACT

In the present work, we mainly study different arithmetic relationships that exist
in the numerical semigroups, such as, for example, obtain the set of gaps, having
only the Apery set; also, given a set generating elements, each one of them will be
associated with its own numerical semigroup.
We conclude, making a description of various concepts of Algebraic Geometry, wich
are related to the numerical semigroups, through the Weierstrass semigroups, wich

are based on the Riemann-Roch theorem.
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Introduccion

En el presente trabajo, se estudiara a los semigrupos numeéricos. Se denomina
semigrupo numérico a una estructura algebraica que consta de un subconjunto de
enteros no negativos, que es cerrado bajo la operacién de adicion y que tiene un

complemento finito en N.

Inicialmente aparecieron en el estudio de las ecuaciones diofanticas lineales, sobre
los enteros no negativos, de la forma a;.n; + as.ny + ag.ng + -+ ag.ng =0

donde aq,as,as, -+, a, son enteros positivos dados, que deben ser primos entre si.

Semigrupos numéricos aparecen cuando se coleccionan todos los valores enteros
de b para los cuales existe al menos una solucién con enteros no negativos para

ni, N9, N3, -+, Ny, de la ecuacion anterior.

Por ejemplo, dada la ecuacién diofantica lineal 3n; + bny = b, ;para qué valores
enteros no negativos de b, la ecuacion anterior, siempre tiene al menos una solucion?
Vemos que 3(0) + 5(0) = 0, 3(1) +5(0) = 3, 3(0) + 5(1) = 5, 3(2) + 5(0) = 6,
3(1) +5(1) =8, 3(3) +5(0) =9, 3(0) + 5(2) = 10, 3(2) + 5(1) = 11, etc. Luego el

conjunto de valores de b, determinara un semigrupo numérico:
S ={0,3,5,6,8,9,10,11,---}

y los valores enteros positivos que no estan en S, seran sus lagunas , los cuales
representan a los valores de b, para el cual la ecuacién diofantica no tiene solucién.
En esta parte, el matematico francés Ferdinand Frobenius, se interesé en determinar:
., Cuadl es el mayor valor de b, para el cual la ecuacion diofantica no tiene solucion?
O equivalentemente ;Cual seria la méxima cantidad de dinero que no se puede
reunir, si se tuviera solamente monedas de valor 3 y 5 unidades monetarias?. Esto
dio origen a un elemento especial denominado numero de Frobenius, que se define

como el mayor entero que no esta en el semigrupo numeérico.



El niimero de Frobenius, no determina en forma tnica a un semigrupo numeérico,
pues por ejemplo se ha encontrado que para el nimero 39, hay 1156012 semigrupos

numeéricos que lo tienen como nimero de Frobenius.

En este trabajo se da aportes para determinar en casos especiales semigrupos
numéricos, que tienen a un entero dado como su ntimero de Frobenius. Hasta hoy;,
es un problema abierto, la determinacién de alguna féormula que permita hallar el

nimero de Frobenius, dado un semigrupo numérico cualquiera.

A continuaciéon describimos otra forma de obtener los semigrupos numeéricos, a

partir de la ecuacién diofantica:
a1.m1 +as.Ng +a3.ng + -+ ap.nNy = b.

Colocando una base x, a cada lado de la ecuacion se obtiene

$a1 ni+az.n2+az.n3+-tap.nEp — :L.b

y por algebra elemental se tiene
(zo ) (o2 )2 (o3 )ns...(pok ) = b

de donde se tiene que una potencia con exponente entero no negativo b, se debe
obtener a partir del producto de potencias de % con exponentes no negativos.

A partir de este enfoque, puede obtenerse resultados importantes en la teoria de
semigrupos numeéricos, utilizando las Bases de Groebner. Sin embargo, aqui no

consideraremos este enfoque.

El capitulo 1 inicia dando la definiciéon de semigrupo numérico, para luego
mostrar que estos son generados a partir de una combinacién lineal en los enteros no
negativos, de los elementos de un conjunto finito de enteros positivos, al cual se le
denomina sistema de generadores. Ademas se detallard aqui los diversos elementos
notables que forman parte de la teoria de semigrupos numéricos, como por ejemplo:
la multiplicidad, la dimensién inmersa y fundamentalmente el conjunto Apery, el cual
permite deducir y demostrar diversos resultados. Ademés a manera de ejemplos, se

muestran, algunos tipos de semigrupos numéricos de especial interés.

En el capitulo 2, se realizan diversos anélisis al niimero de Frobenius y al conjunto

de lagunas, encontrandose diversas relaciones entre ellos, incluido el género (g), que



es el cardinal del conjunto de lagunas. También se dan casos para obtener semigrupos

numeéricos especiales, conociendo el nimero de Frobenius.

En el capitulo 3, se revisaran diversos conceptos de la geometria algebraica y
en especial se dan resultados para lagunas y conductores, ya que estos participan
activamente en los semigrupos de Weierstrass. Asi como los semigrupos numéricos
tienen sus aplicaciones, en la aritmética, como también en el algebra superior, en este
capitulo, se describe una aplicacién a la geométria algebraica, en la cual se utiliza
curvas algebraicas no singulares y se prueba que para cada punto de ella, existe un

semigrupo numérico asociado, al que se denomina semigrupo de Weierstrass.



Capitulo 1

CONCEPTOS BASICOS PARA
LA TEORIA DE SEMIGRUPOS
NUMERICOS

1.1. Definicién de semigrupo numérico

Las definiciones y diversas propiedades de los semigrupos numéricos que se da
en este capitulo, pueden ser revisados con mas detalle en [16], obra de Rosales y

Garcia-Sanchez.

Un semigrupo numérico es una estructura algebraica, definida mediante un
subconjunto S no vacio, de enteros no negativos y una operacion binaria, que es la

suma usual, tal que cumpla las tres condiciones siguientes:
1. El ntimero cero estd en S. [Elemento neutro de S]

2. Si se toma dos elementos cualquiera x e y de S, entonces su suma = + y

necesariamente estara en S. [Propiedad de clausura en S]

3. Su complemento N\ .S es finito.

Equivalentemente, puede decirse que un semigrupo numeérico S, es un subsemigrupo

conmutativo de N, que tiene complemento finito, respecto a N.

Ejemplo 1.1. Sea el conjunto S = {2z+7y : x,y € N}. Si se desarrolla por extensién,

se tiene S ={0,2,4,6,7,8,9,10,11,12,13,14, ...}. Dicho conjunto cumple con las dos



primeras condiciones y dado que su complemento N~ S = {1,3,5} es finito, entonces

puede afirmarse que es un semigrupo numérico.

Ejemplo 1.2. Sea el conjunto S = {62 +8y : z,y € N}. Si se desarrolla por extension,
se obtiene S = {0,6,8,12,14,16,18,20,22,24,26,...}. Este conjunto no es un
semigrupo numérico, pues N\ .S ={1,2,3,4,5,7,9,10,11,13,15,17,19,21,23,25,...}
no es un conjunto finito, ya que, como se aprecia, estaran contenidos todos los

impares.

Ejemplo 1.3. El conjunto de los enteros N es un semigrupo numérico trivial, ya
que cumple con las tres condiciones. En cambio 2N, 3N, 4N, ..., no son semigrupos

numéricos, pues sus respectivos complementos son infinitos.

El tinico semigrupo numérico que posee al niimero 1, como un elemento suyo, es

N. Esto se prueba a continuacion.

Proposicion 1.4. Si el numero 1, pertenece a un semigrupo numeérico S, entonces

necesariamente S = N.

Demostracion. Los enteros 0 y 1 estan en S. Dado que el entero 1 estd en S,
entonces, usando la propiedad de clausura para un semigrupo numeérico, se obtiene
los siguientes elementos de S, que pueden ser generados: 2,3,4,5,6,...,n y para
cualquier n que se obtenga, al sumarse con 1, siempre va a generar a su elemento

sucesor n + 1, obteniéndose asi, todo N. O

La interseccion de dos semigrupos numéricos, es un semigrupo numérico; esto se

prueba en la proposicion siguiente.

Proposicion 1.5. La interseccion finita de semigrupos numéricos es también un

SEMAGrupo NUMErico.

Demostracion. Consideremos una coleccién finita de semigrupos numéricos
denotados por S;, con i € {1,2,3,...,n}. Probaremos que N, S; es también un

semigrupo numeérico.

1. Dado que para todo i € {1,2,3,....,n}: 0 € S;, entonces 0 € N, S;.

2. Sean x,y € N, S;, entonces para todo i € {1,2,3,....,n}: z,y € .S;, luego, dado
que cada S; es un semigrupo numérico, entonces, siie€ {1,2,3,...n}: x+ye€.S;

y por lo tanto: z +y € N, S;.



3. Paratodoie{1,2,3,...,n}: N\S; esfinito, luego NN N2, S; = UL, (NN S;)

es también finito, por ser la union finita de conjuntos finitos.
Con esto se cumplen las 3 condiciones para ser semigrupo numérico. O
Ejemplo 1.6. Sean los semigrupos numéricos:
S={2x+Ty:2z,yeN}={0,2,4,6,7,89,10,11,...}
T={3x+7y:x,yeN}={0,3,6,7,9,10,12,13,...}
la interseccién de ambos, es SNT = {0,6,7,9,10,12,13,14,15,...} y puede observarse
que es un semigrupo numeérico, el cual puede ser expresado de la forma

SnT ={6w+Tr+9y+10z:w,r,y,2 €N}

La proposiciéon 1.5 no se cumple para el caso de una interseccion infinita de
semigrupos numéricos. Mediante un contraejemplo, mostramos que la interseccion
infinita de semigrupos numéricos, no es necesariamente un semigrupo numérico:

Sean los semigrupos numéricos siguientes:
S1={0,1,2,3,4,5,6,7,8,...}
S2=40,2,3,4,5,6,7,8,9,...}
S3=40,3,4,5,6,7,8,9,10,...}

S;={0,4,i+1,i+2,i+3,...}

entonces se tiene que (N2 S; tendra un complemento infinito y por ello no es un

semigrupo numeérico.

La unién de semigrupos numéricos, en general no es un semigrupo numérico,

como se muestra a continuacién:

Ejemplo 1.7. Con los semigrupos numéricos S y T, dados en el ejemplo 1.6, se

obtiene
SuT={0,2,3,4,6,7,8,9,10,12,13,14,15, ...}

el cual no es un semigrupo numeérico, pues no se cumple la propiedad de clausura,
pues 2+3=5¢ SuUT y también 4+ 7=11¢ SuT. Sin embargo, si consideramos los

semigrupos numeéricos
S={2x+Ty:z,yeN}={0,2,4,6,7,8,9,10,11,...}
U={4x+Ty:z,yeN}={0,4,7,8,11,12,14, 15,16, 18,19,20,21, ...}

su conjunto unién sera SuU = {0,2,4,6,7,8,9,10,11, ...}, el cual si es un semigrupo

numérico.



1.2. Generador de un semigrupo numeérico

Sea A un subconjunto finito de los enteros positivos:
A={ay,as,a3,...,a,}.

Se denotard mediante (A), al conjunto de combinaciones lineales de los elementos

de A, con coeficientes en los enteros no negativos, es decir:
(A ={M a1+ az+ Az a3+ +A, ap: A €N} (1.1)

El siguiente lema, (extraido de [16]) da una condicién necesaria y suficiente, para

que (A) sea un semigrupo numérico.

Lema 1.8. Sea A un subconjunto finito y no wvacio, de N. Entonces (A) es un

semigrupo numérico, si y solo si MC'D(A) = 1.

Demostracion. Se debe probar ambas implicaciones.

Sea (A) = {\a;+ Xy az+A3az+-+ A\, a, [\ € N} un semigrupo numérico y
MCD(A) = d, entonces, como el complemento de (A) es finito, tiene que haber
por lo menos una pareja de nimeros consecutivos =,z + 1 € (4). En el supuesto que
no existieran los nimeros consecutivos z,z + 1 € (A), entonces entre cada pareja
de enteros que estan en (A), habria al menos un ntimero natural que pertenece al
complemento de (A) y dado que en (A), hay infinitas parejas de enteros no negativos,
se obtendran infinitos naturales que estan afuera de (A); luego N\ (A) no serfa finito.
Finalmente, como d = MCD(A) y tanto z como x + 1 son combinaciones lineales
de los elementos de A, entonces, d tiene que dividir a x y x + 1, lo cual se cumple

Unicamente cuando d = 1.

Reciprocamente, si MCD(A) = 1, probaremos que (A) es un semigrupo

numérico. Sabemos por teoria de niimeros, que existen ntimeros e; € Z tal que
€101 + €aan + -+ + el = 1, (1.2)

donde a; € A c N; ademas, entre los e; hay enteros positivos y negativos. Reordenando

términos si fuera necesario, puede asumirse que los positivos son \;, coni € [1,... k]

y los negativos son —\;, con j € [k + 1,...,m]; nétese que los \; y A; son no negativos.
Reemplazando en la ecuacién (1,2), se obtiene:

AL Gy + Ao Ay + A3.a3 + 0+ A\ G = Api1 Qa1 — Mg Qa2 = A3 Qa3 = = Ay Gy = 1,

lo que equivale a



A ar+-+ A ap+0.apey + - +0.a,, =0.a1 + -+ 0.ag + Apy1Qrer + 0+ Ay + 1,

con excepcion del numero 1 que esta en la derecha, se aprecia que se ha construido

dos combinaciones lineales de elementos de A :
s=0.ay+--+0.a5 + Ape1 Qpe1 + 0 + Ao
s+l=Xaj++Aag+0.ap1+ - +0.a,,.

Esto implica que existen dos naturales consecutivos s y s+ 1 que estan en (A).

Ahora se probara que estos dos elementos hallados s y s + 1, generan todos los
naturales, a partir de un ng y por tanto Nx(A) es finito. Dado que sy s+1 pertenecen

a (A), entonces puede afirmarse que:

(s+1)(s)+0(s+1)=s2+s€e(A
(s)(s)+1(s+1)=s2+s+1¢e(A
(s=1)(s)+2(s+1)=s2+s+2¢€(A),
(s=2)(s)+3(s+1)=s2+s+3¢€(A)

),
)

Y

y asi se continia hasta:
(s=(s=2))(s)+(s-1)(s+1)=s2+s+(s-1) € (A).

Luego, teniendo los elementos s y s+ 1 de (A), se han generado s elementos

consecutivos que también estan en (A) :
$2+5,82+5+1,82+5+2,82+5+3,...,82+s+(s-1)

y si se suma s a cada uno de estos, se obtendra los s nimeros enteros siguientes.
Nuevamente adicionando s a cada uno de los niumeros hallados, se encuentra los s
numeros enteros siguientes. Asi, puede apreciarse que se generaran todos los enteros
positivos, a partir de ng = s(s+ 1), los cuales estaran en (A) y por ello, N\ (A) serd

un conjunto finito; asi se ha probado que (A) es un semigrupo numérico.
Tener en cuenta que este niimero ng no necesariamente es el menor entero, a
partir del cual se generan los enteros consecutivos. O]

De acuerdo al lema 1.8, que se acaba de probar, cuando A es subconjunto de
los enteros positivos, tal que MCD(A) = 1, entonces el conjunto de combinaciones

lineales (A) es un semigrupo numérico Sy se le denotard

S=(A)={ M1 a1+ X as+A3az+-+ X\, a, [\ € N}. (1.3)



En adelante se dirda que S es generado por el conjunto A o también el conjunto A

es un sistema de generadores de S.

Ejemplo 1.9. Dado el conjunto A = {6,8,9}, se tiene que MCD(6,8,9) =1y
haciendo uso del lema 1.8, puede afirmarse que (A) es un semigrupo numérico. Por

extensiéon serd
S=(A)={0,6,8,9,12,14,15,16,18,20,21,22,23,24,25,...}.
El conjunto A es un sistema de generadores de Sy puede escribirse lo siguiente:
S=(A)={6A1 +8 2 +9)\3: \; e N}.

Notese que a partir de 20, ya se generan todos los enteros siguientes. Puede usarse

también la siguiente representacion:
A={0,6,8,9,12,14,15,16,18,20, -},

indicando la flecha dentro del conjunto, que a partir de 20 ya se generan todos los
enteros siguientes. Para asegurar que a partir de 20, ya se generan todos los naturales
siguientes, ha sido necesario generar 6 enteros consecutivos 20, 21, 22, 23, 24, 25,
luego, adicionando a cada uno de ellos, multiplos de 6, se obtendran todos los enteros
siguientes. Asi: 26 =20+ 6,27 =21 +6,28 =22+ 6,29 = 23 + 6, etc.

También N\ S ={1,2,3,4,5,7,10,11,13,17,19} es el complemento finito de S.

A continuacion se define la suma de dos semigrupos numéricos, de la forma usual.

Sean los semigrupos numéricos S y T', entonces
S+T={s+teN:seS, teT}.

Proposicién 1.10. S S y T son dos semigrupos numéricos, entonces S +T es un

SEMAGruUPo NUMErico.

Demostracion. Se debe probar que S + T satisface las tres condiciones que

caracterizan a un semigrupo numérico:
1.0 eS+T pues 0e Sy0eT , ademas 0=0+0.

2. Sean x,ye€ S+T, entonces x =s;+1t;, siendo s; €Sy t; €T. De manera
similar, y = s9 +t3 siendo s, € S y ty € T. Si sumamos estas igualdades:
r+y=(81+82)+ (t1 +1t2), siendo s1,82 € Sy t1,t3 € T. De esto se concluye que

x+yeS+T.



3. Por ser S y T semigrupos numéricos: N\ .S y N\ T son finitos; con ello se
prueba ahora, que también N\ (S +T) es finito:
En S existe un elemento a € S, tal que, para todo x >a: x € S.
En T existe un elemento b € T, tal que, para todoy>b: yeT.
Luego, podemos afirmar que, existe el entero c=a+b € S+7T, para el cual
se cumple que, si x +y > ¢ entonces x +y € S+ T lo que implicarda que el

complemento de S + T es finito.
Asi, se ha probado que S+ T es un semigrupo numérico. O

Proposicion 1.11. 5i S y T son dos semigrupos numéricos, entonces S +T es el

menor semigrupo numeérico que contiene a S UT.

Demostracion. Ya esta probado que S + T es semigrupo numeérico, ahora debe
probarse que es el menor semigrupo numérico que contiene a la unién de S y 7.
Primero probamos que SuT cS+T : Sean e SuT entonces n € S énel,

teniéndose las posibilidades siguientes:

a. neS, entoncesneSy0eT, portanton=n+0eS+T.

b. neT entoncesneT y0eS, portanton=0+neS+1T.
Para ambos casos ne€ S +T. Luego SuT cS+T.

Probamos a continuacion que S'+7T" es el menor semigrupo numérico que contiene
a SuT. Sea M otro semigrupo numérico, tal que SuT c M y consideremos que
neS+T, entonces n = x+vy, siendo x € S, y e T. Como x € Sc SuT c M,

yeT c SuT c My dado que M es otro semigrupo numérico, entonces n = x+y € M.

Luego S+T c M y por ello S+ T es el menor conjunto que contiene a S 7. [

Proposiciéon 1.12. Sean S y T dos semigrupos numéricos. Si A y B son sistemas de

generadores de S y T, respectivamente, entonces AuB es un sistema de generadores
de S+T.

Demostracion. Sean S = (A) y T = (B), donde
A={ai,as,...,a,} con MCD(ay,as,...,a,)=1y

B=A{by,ba,...,by} con MCD(by,bs,...,by)=1.

10



Debe probarse que (Au B) = S+T. Al ser una igualdad de conjuntos, se debe probar

las dos inclusiones.

Probamos primero que (A U B) estd incluido en S + T'. Para ello, consideremos
x € (AU B). Puede suceder que A y B tengan intersecciéon no vacia, entonces, su
unién puede ser expresada, como la union de dos disjuntos, asi AuB = Au(B\ A).
En el caso que A y B no tengan interseccién, también se cumple la igualdad anterior.
De aqui se tiene que el elemento x se ha generado con elementos de los conjunto A
y B\ A. Luego, se obtiene que x puede ser representado, mediante suma de algin
elemento de A y otro de B\ A. Asi podemos afirmar que x = p+q, es tal que p € (A)
y q € (B~ A); pero como B\ A c B, entonces se ha probado que: z € S +T.

Probemos ahora que S+7 c AuB. Para ello, consideremos = € S+7T', entonces se
tiene que x = s+t, tal que s € S 'y t € T'. Estos elementos s y ¢, deben ser generados,
por los elementos de A y B respectivamente; luego se pueden expresar, de la forma
siguiente s = ajaq + -+ apa, y t=[1by + -+ B,bn. El elemento x, se obtiene al

sumar estas igualdades:
T =01ay + o+ Qply + Prby + o+ Bbim,

apreciandose que z estd siendo generado por elementos de Au B. Ademas, como los
elementos de A tienen M C'D igual a 1 y forman un subconjunto de Au B, entonces
los elementos de A u B, tienen también MCD igual a 1 y por tanto, es un sistema

de generadores de S +T. O

Notacion:

e S* denotard a un semigrupo numérico sin el elemento nulo, es decir
S*=5~{0}.

e S*+ 5% denota al conjunto de los elementos de S, que se expresan como la suma

de 2 elementos no nulos de S.
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Teorema 1.13. Sea S un semigrupo numérico. Entonces

a) Un sistema de generadores de S estd dado por S* \ (S* +.5%).

b) S*~(S*+S*) estd contenido en todo sistema de generadores de S.

c) S*N(S*+5%) es un sistema minimal de generadores de S.

Demostracion. En este teorema se esta dando una forma general, para obtener un

sistema de generadores, dado S. Iniciamos la prueba:

a)

c)

Sea s € S*. Se tiene dos casos para s.

CASO 1: Si s € S*\(5*+S5*), entonces el elemento s no se puede expresar como
la suma de dos elementos no nulos de S, lo que significa, que s es perteneciente
al generador de S y por ello, S* \ (S* + .5*) contiene solo a elementos de S,
que no pueden ser generados por otros.

CASO 2: Si s ¢ 5%\ (S*+5*), entonces al ser s un elemento de S*, implicara
que s € (S* +S*) y por tanto existen elementos no nulos z,y € S* tal que
s=x+y ; es decir s ha quedado expresado como la suma de = e y, que ahora
son menores que s. Pero, como el conjunto de enteros positivos, menores que
s, es finito, entonces, para cada uno de los x e y que se hallan, puede aplicarse
nuevamente, el caso 1 o caso 2, hasta que, luego de una cantidad finita de
pasos, se obtenga solamente nimeros que ya no se podran expresar como la
suma de 2 elementos no nulos de S*; lo que implica que esta ultima coleccién
de enteros positivos, estard en S*\ (S*+S5*) y se ha probado que sus elementos
generan a aquellos elementos que no estan en S* \ (S* +.5%).

Asi, se ha probado que S* \ (S* + S*) es un sistema generador de S.

Ahora se prueba que , cualquier otro sistema de generadores de S, contiene
a S*~ (S*+5%) . Sea A un sistema cualquiera, de generadores de S. Si se
toma x € S* \ (S* + S*), entonces x es un entero no nulo de S, que no se
puede expresar como la suma de 2 enteros no nulos de S; pero también,
T=A a1+ X as+ A3 az+...+ A\, a, tal que \; € Ny q; € A. Sin embargo,
dado que x no debe expresarse como una suma de elementos no nulos de S,
entonces, la unica posibilidad es que x debe ser alguno de los a; y como a; € A,

entonces = € A. Asi, se ha probado que S* \ (S*+S*)c A .

Es evidente combinando lo que se prob6 en (a) y (b).
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1.3. El conjunto Apery

Este conjunto es muy utilizado y necesario, para los diversos tépicos de la teoria
y aplicaciones de semigrupos numéricos. A continuacién se da su definicion:
Sean S un semigrupo numérico y n € S* , entonces, el conjunto Apery de n en S,
viene dado por:
Ap(S;n)={seS:s-n¢S}. (1.4)

El conjunto Apery de n en S, es el conjunto de todos los elementos que estan en S,
tales que, al ser disminuidos en n, estén fuera de S. El nombre de este conjunto se
debe al matemaético francés Roger Apery, que hizo grandes aportaciones en la teoria
de niimeros y en el algebra, que aqui no se tratan. Como referencia, puede revisarse
la obra de Roger Apery Sur les Branches Superlineaires des courbes algébriques - R.
Acad Sci. Paris 222 (1946).

Hoy en dia, hay diversos trabajos para la obtencion del conjunto Apery; entre ellos,
usando la teoria de Bases de Groebner, puede ser obtenido, mediante algoritmos
especiales. Un ejemplo de ello se menciona y demuestra en [11], trabajo presentado
por Guadalupe Marquez Campos, para la obtencion de su Tesis Doctoral en la

Universidad de Sevilla, en enero del 2014.

A continuacién se presentan algunos lemas extraidos de [16].

Lema 1.14. Sean S un semigrupo numérico y n € S*. Considerando que w(0) =0
y w(i) € S* representan a los menores elementos tales que w(i) = nk + 14, para todo

i€{1,2,3,....,.n—1} y ke N, entonces:
Ap(57n) :{w(O),w(l),w(Z),,w(n—l)}, (15)
donde Card[Ap(S,n)] =n.

Demostracion. Dado que (1.5) es una igualdad de conjuntos, se demostrara que se

cumple la doble inclusién , entre tales conjuntos.

Probamos que Ap(S,n) ¢ {w(0),w(1),w(2),...,w(n-1)}. Sea s € Ap(S,n),
entonces s€ Sy s—n =e es un elemento que no estd en S. Aqui se tiene 3 casos:
CASO 1: Sea e < 0. Entonces puede escribirse e=-m, con m positivo y menor
que n, se tendrd asi que s = On + (n —m) del cual se deduce s = w(n-m) y
n-me{0,1,2,3,...,n—-1}.

CASO 2: Sea 0 <e<n. Entonces s=n+eyasi, s=w(e) yee{l,2,3,....,n—1}.
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CASO 3: Sea e > n. Entonces se puede dividir e entre n y se obtiene e =ng +r
siendo 7 € {1,2,3,...,n— 1} y g el menor entero. Asi s = w(r).
Luego, de todo lo anterior Ap(S,n) c {w(0),w(1),w(2),...,w(n-1)}.

Ahora se prueba que {w(0),w(1),w(2),...,w(n-1)} c Ap(S,n). Consideremos
que w(i) € {w(0),w(1),w(2),...,w(n—-1)}, entonces w(i) es el menor entero de S,
tal que w(i) —i = nk. Luego, w(i) = nk +i € S es el menor posible y restando n, se
tiene que w(i) -n = (k-1)n+i ¢ .S , pues si perteneciera a S, entonces w(i) —n
serfa menor que w(i), lo que contradice al hecho de que w(7) es el menor de S que

es congruente con i(mod n). Asi se ha probado que w(i) € Ap(S,n). O

Proposiciéon 1.15. Sean S un semigrupo numérico y n € S*. Para cualquier
elemento s que estd en S, existe un unico entero no negativo k y un unico w que

estd en Ap(S,n), tal que, s =nk +w.

Demostracion. Por el algoritmo de la divisién se tiene que s = n.q + i@ siendo
i € {0,1,2,3,...,n—1}. Pero también w(i) es el menor elemento de S que es
congruente con ¢ moédulo n, es decir  w(i) = n.p +i. Si ahora restamos ambas
igualdades se obtiene: s —w(i) =n(qg-p), es decir s=n(qg-p)+w(i)y de aqui, se

obtiene que s = nk +w(i). O

De esta proposicién se deduce que los elementos w(i) € Ap(S,n) y n € S* generan

a S, es decir, un generador de S estd dado por:
§ = (Ap(S,n)u{n}). (1.6)

Sin embargo, por el teorema 1.3, se debe tener en cuenta que el generador minimal
es
S =8N (5"+85%). (1.7)

Proposicién 1.16. Sea A = {aq,as,...,a,} tal que ay <ay <--<a, y a; no esO.
Si S = (A), entonces, (A) es el sistema minimal de generadores de S si y solo si

a1 ¢ (a1, a9, ..., a;); siendo i un entero desde 1 hastan—1.

Demostracion. Probaremos primero que: si (A) es el sistema minimal de
generadores del semigrupo numérico S, entonces a1 ¢ (aq,as,...,a;). Si suponemos
que a;,1 € {a,as,...,a;), se tendria que, A no serfa un generador minimal, pues al
menos hay un elemento que se esta generando, a partir de los anteriores; por tal

motivo, se tiene que a;yq ¢ (a1, az,...,a;) .

14



Reciprocamente, probamos ahora que: si a;1 ¢ (a1, a9, ..., a;), coni entero desde
1 hasta n -1, entonces (A) es el sistema minimal de generadores de S. Dado que
a;;1 ¢ (aq,as,...,a;), entonces cada elemento de A no se puede generar por los
anteriores, pero como (A) es un generador de S, solo queda que, debe ser el generador

minimal de S. [l

La diferencia de semigrupos numéricos no es un semigrupo numérico, pues se
obtendria un conjunto finito. La diferencia de un semigrupo numérico y un conjunto
arbitrario, no necesariamente resultara ser otro semigrupo numeérico. La siguiente
proposicién da una condicién necesaria y suficiente para que la diferencia entre un

semigrupo numérico y un conjunto unitario, resulte otro semigrupo numeérico.

Proposiciéon 1.17. Si A es un conjunto que genera minimalmente al semigrupo
numérico S y C' es un subconjunto unitario de S, entonces S~ C es un semigrupo

numeérico si y solo si C' es un subconjunto de A.

Demostracion. Sea A ={ay,as,...,a,}. Probaremos que: si S\ C es un semigrupo
numeérico, entonces C' es un subconjunto de A. Sea c el inico elemento del conjunto
C'y supongamos que ¢ no pertenece al generador minimal A, entonces este elemento

puede ser expresado como
cC=2x101 + -+ 2TpAp,

Ahora S\ C' es un nuevo semigrupo numérico, el cual tendra un nuevo generador
minimal B = {by,bs,...,b,}. Por ello se puede expresar a cada a; como combinacién
lineal de los b;, luego el elemento ¢ también estaria expresado como combinaciéon

lineal de los b; lo que implica que c€ S~ C, que es absurdo y por ello C c A.

Ahora se prueba el reciproco:
Si C ={c} c A, entonces S\ C es un semigrupo numérico.
Dado que {c} c A entonces ¢ debe de ser, alguno de los elementos de A. Sin pérdida
de generalidad, podemos asumir que ¢ = a,, (es alguno de los a;). Ahora probaremos

con ello que S\ C es un semigrupo numérico.

1. Como ¢ = a, es un elemento del generador minimal de S, entonces ¢ # 0 , por

lo tanto 0 € S\ {c}.

2. Ahora se prueba que, dados u € S\ {c} y veS~{c}, susuma u+ v estard en

S~x{c}. Dado que u € S~ {c} entonces u = x1a; +ToGg+++++ Ty 10,1, y ademas
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u # ¢. De manera similar, v € S\ {c} entonces v = y1a;y + Ya2as + -+ + Yp_1apn_1 ¥
ademas v # ¢ .

Si ahora sumamos estas ecuaciones, se obtiene una combinacién lineal de los
elementos de A\ {c}, pero tambien u + v # ¢, pues si fuera u + v = ¢, entonces

¢ no seria un generador minimal en S.

3. Dado que S es semigrupo numérico, entonces N \ S es un conjunto finito.
Ademéds, el conjunto S \ {c} tendra tambien un complemento finito, ya que

NN (S~{c})=(N~NS)u{c} como se observa, serd también finito.

Se ha probado asi que S\ {c} es un semigrupo numérico.

1.4. Multiplicidad y dimensién inmersa

Dado un semigrupo numérico S, se define:

Multiplicidad de S : es el menor elemento del sistema generador minimal de S

o también se dice que es el minimo de S*. En adelante se le denotard por m(S).

Dimension inmersa de S : es el cardinal del sistema minimal generador y sera

denotado mediante e(S).

Sea m(S) =m. Usando el lema 1.14, el cardinal de Ap(S,m) es m; si ahora se le
quita el 0, entonces el cardinal de Ap(.S,m) \ {0} serd m — 1 y si se aumenta ahora
el nimero m, el cardinal de [Ap(S,m) \ {0}]u {m}, serd m = m(S).

Por la proposicion 1.15 , cualquier elemento de S, se puede generar mediante algin
elemento de Ap(S,m) y el nimero m. Esto implica que [Ap(S,m)~{0}]u{m} es un
sistema de generadores de S, pero no es necesariamente el minimal, el cual tendria

por cardinal e(\S). asi se ha probado que
e(S) <m(9). (1.8)

De esta ultima desigualdad, se tiene que, el niimero de elementos del sistema minimal

generador de S, no debe exceder al minimo de S*.

Ejemplo 1.18. Considérese el semigrupo numérico S = {0,s,s+1,s+2,>}. Aqui

m(S) = s y dado que el conjunto {s,s+1,s+2,...,s+(s—1)} es su sistema
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generador minimal, entonces su dimensién inmersa es e(.S) = s. Asi, se ha mostrado

un ejemplo en el cual se cumple la igualdad e(.S) = m(S5).

Si en el semigrupo numérico S anterior, se considera s = 1, entonces S = N y
por tanto se cumplira también la igualdad e(S) = m(S) = 1. Tener presente que,
e(.S) = 1 se cumple tinicamente, cuando S = N, pues como la dimensién inmersa es 1,
su sistema generador minimal debe tener un tnico elemento s y de aqui, S = ({s}),
por tanto S = {x.s:x € N}, generandose asi un conjunto formado por todos los
multiplos de s, el cual no seria un semigrupo numérico pues su complemento es

infinito; para que lo sea, debe cumplirse que s =1 y asi se obtiene que S = N.

La prueba de la siguiente proposicién es simple, pero serd bastante tutil para
obtener un numero especial llamado nimero de Frobenius, que se estudiard en la

siguiente seccién.

Proposicién 1.19. Sea S un semigrupo numérico, con multiplicidad m(S) =m.
Si se tiene que los m niumeros consecutivos Sg, So+1,80+2,...,80+m—1, pertenecen

a S, entonces todos los enteros siquientes, también pertenecerdn a S.

Demostracion. Lo que se quiere demostrar aqui, es equivalente a probar que, si los
enteros Sg,s9+ 1,80+ 2,...,80+m — 1 estan en S entonces, para todo z > sg+m :
x €S .Sea x=5sy+m+n. Se probara por inducciéon que, con la condiciéon dada, para

todo n entero no negativo, se cumple que z € S.

Si n =0 se cumple, pues como sy € Sy m(S) =me S, entonces x =sg+meS.

Si es valido para n = k, ahora se probara que también se cumple para n =k + 1.
Se divide k entre m(S) = m y se obtiene, por el algoritmo de la divisién, que
deben existir, enteros ¢, i tal que k = ¢g.m + ¢, siendo 0 < 7 < m — 1. Luego
r =58, +m+(¢gm+1i) € Sy reordenando términos x = (1 +¢q)m + (sg +1) € S.
Ahora se le suma 1, para obtener su sucesor z + 1= (1+¢)m+ (sp+i+1) y como
S0 + 1+ 1 tambien pertenece a S, entonces se tendra que x + 1 se logra generar con

meSy (so+i+1)eS. Luego, para n =k + 1 se obtendrd que x +1¢€ S. n
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1.5. Semigrupos numéricos especiales

Existen diversos tipos de semigrupos numeéricos; aqui describimos a continuacién,

algunos que son de especial interés.

1.5.1. Semigrupo numeérico cociente por n

Considérese el semigrupo numérico
S=({5,7})={0,5,7,10,12,14,15,17,19,20,21,22,24, >} .

Se procedera a obtener otros semigrupos numéricos, realizando una operacion de
divisién exacta por un entero n. Para ello, si se desea obtener S/n se realizard
la division de cada elemento de S por n y solo se coleccionara a aquellos cocientes
exactos, es decir con residuo cero. La coleccién de tales nimeros formara el semigrupo
numérico S/n.

Mencionamos algunos:

S/2={0,5,6,7,10,11,12,13,14, >} = ({5,6,7})
S/3=10,4,5,7,8,9,10, >} = ({4,5,7})
S/4=10,3,5,6,7,-} = ({3,5,7})
5/5={0,1,2,3,4 >} =N

576 =140,2,4,7,8,9,10,11,12, >} = ({2, 7})
S/7={0,1,2,3,4,»} =N
$/10=140,1,2,3,4,»} =N

$/100 = {0,1,2,3,4, -} =N

etc.
Puede notarse que los conjuntos S/n son semigrupos numéricos, lo cual se probar,

lineas abajo.

Podemos definir lo siguiente: Sean S un semigrupo numérico y n un entero
positivo. El semigrupo numérico cociente por n se denota mediante S/n y se obtiene

mediante el siguiente conjunto:
Sin={LeN: peS},
o equivalentemente:

S/n={seN: nseS}.
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A continuacién, se prueba que el conjunto S/n es también un semigrupo

numeérico:
1. Dado que se estd considerando que 0 € N y n0 € S, entonces 0 € S/n .

2. Sea a € S/n, entonces a € N y n.a € S; también sea b € S/n, entonces b € N y

n.beS. Entonces, a+beNyn(a+b)eS , porlotanto a+be S/n.

3. El complemento N\ S es finito, entonces existe un entero F', tal que todo entero
x que excede a F', estara en S. Luego, puede encontrarse un primer entero nk
que sea multiplo de n y que sea superior a F'; pero entonces, a partir de ahi se
puede hallar los siguientes multiplos de n y asi se tendrian enteros tales que
F <nk <nk+n<nk+2n<nk+3n<nk+4n < -y por ello, los enteros
kik+1,k+2,k+3,k+4,... estaran en S/n; lo que significa que si hay enteros
que estan afuera de S/n, la cantidad de ellos, serd finita, pues a partir de k,
hay seguridad de que todos estén contenidos en S/n. Esto no significa que k-1

esté fuera de S/n, ya que tal entero, puede o no, estar en S/n.

De todo lo anterior, S/n es un semigrupo numérico.

Mediante un razonamiento sencillo, puede probarse el siguiente resultado:
Sea S un semigrupo numérico y sea F' un entero que no estd en S, con la condicion

de que todo entero n que supere a F', si estd en S. Entonces, sin > F se tendrd que,

S/n=N.

1.5.2. Semigrupo numérico Arf

Este tipo de semigrupo numérico es de suma importancia, debido a que tiene
una caracteristica propia de ellos; todos estos, poseen dimensién inmersa maxima.
Como ya se vi6 en (1.8), la dimensién inmersa e(S) no puede exceder a la
multiplicidad m(S), pero para algunos semigrupos numéricos, llega a obtenerse la

igualdad
e(S) =m(9),

entonces, aqui se dird que tal semigrupo numérico, tiene dimensién inmersa maxima.

Es sabido que un semigrupo numérico S se origina, mediante una coleccién de

enteros positivos que tengan MCD igual a 1 y mediante un proceso de sumas entre
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estos elementos, se obtendra todos los elementos de S.

Para obtener este tipo de semigrupos numéricos, se va a imponer una condicién
adicional: cualquier elemento de S, que se descompone como la suma de 2 elementos
x ey de S, mayores que un elemento no nulo z de S, debe generarse mediante dicho
elemento z y algin otro, de S. Si se cumple tal condicién , se obtendra un semigrupo

numérico Arf.

Ejemplo 1.20. Sea S = ({3,7}) con dimensién inmersa 2, el cual origina al siguiente
semigrupo numérico S = {0,3,6,7,9,10,12,13,14,>}; éste no es un semigrupo

numérico Arf, pues:
14=7+7=3+n->n=11¢5.

Ejemplo 1.21. Si ahora se considera el nuevo semigrupo numérico S’ = ({3,7,11})
con dimensién inmersa 3, se obtendra que S’ = {0,3,6,7,9,10,11, >} y este si serd

un semigrupo numeérico Arf, pues se cumplird que:

12=6+6=3+n->n=9¢9’,
13=6+7=3+n—->n=10€ 5",
14=7+7=3+n->n=11€ 9,
15=6+9=3+n-n=12¢5".

y seguird cumpliéndose para el resto de elementos de S’. Nétese que S’ tiene

dimensién inmersa maxima, pues e(S’) = m(S’) = 3.

Ejemplo 1.22. Sea S = ({4,7}) con dimensién inmersa 2, que origina al siguiente
semigrupo numérico S = {0,4,7,8,11,12,14,15,16,18,19,20,21, —}. Este no es un

semigrupo numérico Arf, pues:
14=7+7=4+n->n=10¢5.

Ejemplo 1.23. Si ahora se considera el nuevo semigrupo numérico S’ = ({4,7,10})

con dimension inmersa 3, se obtendra que:
S"=10,4,7,8,10,11,12,14, 15,16, 17, -},
atin no es Arf, pues:
17=7+10=4+n—->n=13¢.5".

Ejemplo 1.24. Considérese ahora S = ({4,7,10,13}) con dimensién inmersa 4, el
cual origina S ={0,4,7,8,10,11,12,13,14,15,16,17, -}, pero atin no es Arf, pues:
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16=8+8=7+n—->n=9¢95".

Pero ahora 9 y 4 generan a 13, entonces ya no debe colocarse a 13 como generador

y se obtiene S”" =({4,7,9,10}) con dimensién inmersa 4 y por extension sera
S =10,4,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15, 16,17, >},

el cual ya es Arf y se aprecia, que también tendra dimension inmersa méaxima, pues

e(S") =m(S") =4.

Todo semigrupo numérico Arf, tendra dimensiéon inmersa maxima, pero lo
contrario no es cierto. Pues por ejemplo el semigrupo numérico S” dado lineas

arriba, tiene dimension inmersa maxima, pero no es Arf.

El concepto de semigrupo numérico Arf, que se estd usando equivale a lo
siguiente: Un semigrupo numérico, serd Arf, si al tomar 2 elementos x e y de S,

mayores que un tercer elemento z de S, existe un elementon de S, tal que r+y = z+n.

Puede extenderse la definicion de Arf, si se tiene en cuenta que:
Si z =0, evidentemente existira n.
Si z =y , también seria evidente la existencia de n.
Asi, se obtiene la siguiente definicién, que puede encontrarse en diversos textos, por
ejemplo en [16]: Un semigrupo numérico serd Arf, si al tomar 3 elementos x,y,z

pertenecientes a S, tales que x >y > z, entonces x +y — z € S.
Ejemplo 1.25. El semigrupo numérico
S={0,k,k+1,k+2,-}

es Arf y puede verificarse ello, tomando elementos z,y,z € S, que cumplan con
x >y > z, obteniéndose asi, los siguientes casos:

Siz=0entonces r+y—z=x+yes.

Siy=z>k, entonces zr+y—-z=x¢€S5.

Six>y>z>0,entonces y—z>1Ax >k, luegor+y—-2>k+1->x+y—2€5.

Asi se ha probado que, con x >y > z, se tiene z +y — z €S y por lo tanto S es Arf.

1.5.3. Semigrupo numeérico simétrico

Dado un semigrupo numérico S, siempre existird un entero F'(S) que no esta

en S, tal que, si n supera a F'(S), entonces n € S. Al nimero F(S) se le denomina
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numero de Frobenius.

Consideremos un semigrupo numérico S con ntimero de Frobenius F'(.S).

Si s es un elemento de S, entonces F'(S) — s con seguridad, no pertenece a S.

Esto es valido, pues si se supone que F(S) — s € S, entonces por la clausura en S,
se debe tener que (F(S)-s)+s¢€ S, es decir FI(S) € 5, lo cual es absurdo y por
ello debe cumplirse que F(S) — s ¢ S. Pero, el caso contrario, no es necesariamente

cierto. Es decir: Si FI(S) -z ¢ S, entonces jx € S7 Esto no siempre ocurre.

Ejemplo 1.26. Sea el semigrupo numérico S = {0,5,6,7,8,9,...}. Se observa que

todos los enteros que exceden a 4 estan en S, entonces F(S) = 4. Luego:

4-0¢SyO0eS,
4-1¢Sy1l¢S,
4-2¢Sy2¢S,
4-3¢Sy3¢S.

Aqui notamos que, si F(S) -z ¢ .S, entonces no puede afirmarse que x € S.

Los semigrupos numéricos en los cuales, el entero x € S , reciben el nombre de
Stmétricos y su definicién precisa es la siguiente:
Un semigrupo numérico S con nimero de Frobenius F'(S) es Simétrico, si se cumple
que F(S)-s¢S siysolosiseS.
Equivalentemente:
Un semigrupo numérico S con niumero de Frobenius F'(S) es llamado Simétrico, si

se cumple que s ¢ S si y solo st F/(S)—seS .

Ejemplo 1.27. Consideremos los siguientes semigrupos:
1. El conjunto de los enteros no negativos N, es un semigrupo numérico simétrico.

2. El generado por A = {2,3}, que origina a S = {0,2,3,—} es un semigrupo

numérico simétrico, pues F'(S) =1 y se cumple que:

1¢S—>F(S)-1=0€¢S
“1¢S > F(S)-(-1)=2¢8
—2¢8 > F(S)-(-2)=3¢S

etc.

3. El generado por B = {3,4,5}, que origina a S = {0,3,4,5,>} no es un
semigrupo numérico simétrico, pues F(S) = 2 y si se considera s = 1 ¢ S,
entonces F'(S)-s=1¢5.

22



Notar que, cuando F'(S) es ndmero par, entonces para n entero positivo,
F(S) = 2n y llevara a la siguiente conclusion F'(S) —n = n, lo que implica que,
sin ¢ S entonces F'(S) —n no pertenecerd a S; luego puede afirmarse lo siguiente:
Cuando el nimero de Frobenius F(S) es par, entonces el semigrupo numérico S, no

serd simétrico.
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Capitulo 2

NUMERO DE FROBENIUS,
GENERO Y LAGUNAS

2.1.

Definiciones y proposiciones basicas

El mayor nimero entero que no pertenece al semigrupo numérico S, es

denominado numero de Frobenius y representa al menor entero x tal que sumado

con cualquier entero positivo, siempre generara un elemento de S; es decir para todo

n € N se tendra que z +n + 1 € S. Este nimero puede ser incluso —1, como lo es

para el caso en que el semigrupo numérico es todo N . Asimismo, se denominard

conductor al menor elemento de S tal que, al ser sumado con cualquier entero no

negativo, siempre da un elemento de S. A continuacion se dan algunas definiciones:

1.

El nimero de Frobenius sera denotado por F'(S) y no pertenece a S, pero para

todo n € N debe cumplir que F(S)+n+1¢€S.

. El conductor de S se denotard por c¢(S) y es el sucesor de F(S), es decir

c(S) = F(S) +1.

. El conjunto de enteros L(S) = N\ S que representa al complemento del

semigrupo numerico S, se le conoce como el conjunto de lagunas de S y
contiene a todos los enteros positivos que no pertenecen a S. Cada uno de sus

elementos pueden denotarse mediante ¢; y se le denominara laguna i-ésima.

. La cardinalidad de L(S) serd denominada género y sera denotada por g(S),

a la que tambien se le conoce como el grado de singularidad de S.

. El conjunto de elementos esporddicos de S, denotado por N(S), estd

conformado por todos los elementos del semigrupo numérico, que son menores
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que el nimero de Frobenius; es decir N(S) ={seS:s< F(5)}.
6. La cantidad de elementos esporadicos se denota por n(S).

Ejemplo 2.1. Sea S = {3z +7y:z,y e N} ={0,3,6,7,9,10,12,13,14,...} = ({3,7})
Entonces m(S) = 3, e(S) = 2, L(S) = {1,2,4,5,8,11}, ¢(S) = 6, F(S) = 11,
o(S) =12, N(S)={0,3,6,7,9,10}, n(S) = 6.

A continuacién se establece una relacién bastante evidente entre el género g(.5),

la cantidad de elementos esporadicos n(S) y el conductor ¢(5).

Lema 2.2. Dado un semigrupo numérico S, se cumple que
c(S) =g(S) +n(9). (2.1)

Demostracion. Notar que L(S) y N(S) son conjuntos disjuntos. La unién de L(.S)
y N(S), es el conjunto de enteros no negativos menores que el conductor de S, esto

es:

{0,1,2,3,...,F(S)} = L(S)uN(S).
Luego, tomando cardinal a cada lado de la igualdad, se obtiene:
c(S) =g(S) +n(S).
O

Lema 2.3. Si n € §*, siendo S un semigrupo numérico y x un entero tal que

x> max[Ap(S,n)], entonces x € S.

Demostracion. Suponiendo que éste entero x no esta en S, entonces debe existir el
menor k entero no nulo tal que x + kn € S, lo que implica que al calcular = + kn —n
no estaria en S, luego se ha obtenido un elemento z + kn que estard en Ap(S,n),

pero que excederd al max[Ap(S,n)], lo cual es absurdo. Luego x € S. O]

El lema 2.3 asegura que excediendo al méximo de Ap(S,n), se tendra elementos
del semigrupo numérico, pero no dice que este maximo de Ap(S,n) sea el conductor
de S. Sin embargo, si a cualquier elemento w del Apery Ap(S,n), se le resta n,

entonces por definicién se obtendra un elemento que no esta en S; es decir
si w e Ap(S,n) entonces w—n ¢ S.

Esto significa que, si w € Ap(S,n) entonces w —n es una laguna de S. Luego, en
particular para el w,, = max[Ap(S,n)] se cumple que maxz[Ap(S,n)] -n € L(S).

Pero jserd este elemento, el méximo del conjunto L(S)? A continuacién se prueba,
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que la respuesta es afirmativa.

Sea w,, = max(Ap(S,n)) entonces w,, estd en S, ademas w,, —n ¢ S y cualquier
otro s > w,, obliga a que s € S, por el lema 2.3 y se obtiene que s —n € .S, pues si

s—mn ¢S entonces s perteneceria a Ap(S,n) y asi w,, no seria max(Ap(S,n)).

Se prueba ahora que max(Ap(S,n)) - n = w,, —n es el mayor entero que no
pertenece a S, es decir cualquier otro entero y, que excede a w,, —n, tiene que estar
en S. Sea y un entero cualquiera, tal que y excede a w,, — n entonces y +n > w,y,,
luego como w,, es el maximo de Ap(S,n), entonces por el lema 2.3, se tiene que
y+ne Sy ademés al restarle n tiene que estar en S. Asi (y+n)—-ne€ S, de donde se

obtiene y € S. Por lo tanto, cualquier entero que exceda a w,, —n estard en Sy asi
F(S) = wy, —n=max(Ap(S,n)) - n.
Asi se ha probado lo siguiente:

Proposicién 2.4. Sea S un semigrupo numérico y n € S*. Entonces
F(S) =max(Ap(S,n)) - n.

Ahora nétese que para cada w € Ap(S,n), se tiene que w serd congruente médulo
n, con algin i € {0,1,2,...,n — 1} y por tanto w = i + k;n, para algin entero
no negativo k;. Asi Ap(S,n) = {w(0),w(1),w(2),...,w(n -1)} donde w(0) = 0

y w(i) =i+ k;n. Analizamos los valores de k;:
= Si k; =0 entonces w(i) = 1, el cual tiene que pertenecer a S, pues los w(i) € S.

» Sik; =1entonces w(i) =i+n €S, entonces w(i)-n=1¢ Sy por tanto i € L(.S).

De esta manera hemos hallado un elemento de L(S5).

w(i)-n = i+n¢S

w(i) -2n i¢sS

» Sik; =2entonces w(i) =i+2n € S, luego se tiene que {

Se hallé asi, dos elementos mas de L(S).
Por lo tanto el nimero de elementos de L(.S) viene dado por:
g(S)=ki+ka+-+knp
9(S) = t(nky +nky + - +nk,_1)
g(S) = L((nki+ 1) + (ko +2) + -+ (Nkpoy +n-1) = (1+ 2+ +n-1))
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9(S) = L(wy +wy + -+ 1w,y - L)

W= Y wy-"t

wieAp(S.n)

Con ello se ha probado la proposicion siguiente:

Proposicién 2.5. Sin es un elemento no nulo del semigrupo numérico S, entonces

la cantidad total de lagunas, queda determinado por la igualdad siguiente:

9 =5 ¥ w)-——

weAp(S,n) 2

Ejemplo 2.6. Consideremos el siguiente semigrupo numérico
S =({4,9,11}) ={0,4,8,9,11,12,13,15,16,17,18, > }.
Verifiquemos que se cumplen las proposiciones 2.4 y 2.5:

i) S tiene multiplicidad m(S) = 4, dimensién inmersa e(S) = 3, ndmero de
Frobenius F(S) = 14, conjunto de lagunas L(S) = {1,2,3,5,6,7,10,14} y
género g(5) = 8.

ii) Algunos conjuntos Apery son:

e Ap(S,4)=1{0,9,11,18}.

o Ap(S,8)=1{0,4,9,11,13,15,18,22}.
iii) Ahora se comprueba la proposicién 2.5:

e Con Ap(S,4), tenemos F(S) = max(Ap(S,4))-4=18-4=14,

1 4-1
9(5)=7(0+9+11+18) - ——=8.

e Con Ap(S,8), se tiene F(S) =max(Ap(S,8)) -8=22-8=14,

8-1
-8

1
g(S) = §(0+4+9+11+13+15+18+22)—
Ejemplo 2.7. Sea el semigrupo numérico

S =({5,7,9}) = {0,5,7,9,10,12, 14, 15,16, 17,18, > }.

i) S tiene multiplicidad m(S) = 5, dimensién inmersa e(S) = 3, nimero de
Frobenius F(S) = 13, conjunto de lagunas L(S) = {1,2,3,4,6,8,11,13} y
género g(S) = 8.
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ii) De aqui se hallan algunos Ap(S,n)

e Ap(S,5) ={0,7,9,16, 18}
o Ap(S,7)=1{0,5,9,10,15,18,20}
o Ap(S,9)=1{0,5,7,10,12,15,17,20,22}

iii) Se verifican las proposiciénes 2.4 y 2.5 para cada Ap(S,n), que se hallo:

e Con Ap(S,5): F(S) =max(Ap(S,5))-5=18-5=13,

1 -1
g(S):g(0+7+9+16+18)—5T=8.

e Con Ap(S,7): F(S)=max(Ap(S,7))-7=20-"7=13,

1 7-1
9(8)==(0+5+9+10+15+18+20) - —— =8,

e Con Ap(S,9): F(S)=max(Ap(S,9)) -9=22-9 =13,

1 -1
g(S)=§(O+5+7+10+12+15+17+20+22)—97:8,

Una tabla de doble entrada, como la que se muestra abajo, es util para generar a

un semigrupo numérico que se genera con 2 enteros a y b, tales que MC'D(a,b) = 1.

a 2a 3a 4a
b | a+b | 2a+b | 3a+b | 4a+b
2b | a+2b | 2a+2b | 3a+2b | 4a+2b
3b | a+3b | 2a+3b | 3a+3b | 4a+3b
4b | a+4b | 2a+4b | 3a+4b | 4a+4b

Tabla 1
De aqui, se tiene que
S =({a,b})={0,a,2a,3a,...,b,2b,3b,...,a+b,2a +b,a+2b,3a+b,a+3b,...}.

También de la tabla 1 se halla facilmente Ap(S,a), cuyos elementos estan ubicados
en la primera columna de la tabla, pero solamente hasta la fila a-ésima, esto es hasta
el elemento (a - 1)b, ya que son los tinicos que al restarle a, generan elementos que
no pertenecen a S, puesto que con el siguiente elemento ab, al restarle a se obtendra
(b-1)a que si esta en S, ubicdndose en la primera fila de la tabla. Si se quisiera

Ap(S,2a), todos sus elementos estan en las dos primeras columnas, pero solo hasta
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la fila a-ésima. Luego, para un semigrupo numérico S, generado por dos enteros

positivos diferentes, tal que MCD(a,b) =1, su conjunto Apery viene dado por
Ap(S,a) ={0,b,2b,30b,...,(a-1)b}. (2.2)

Proposiciéon 2.8. Sean a y b enteros positivos con MCD(a,b) = 1 y sea S el

semigrupo numérico generado por a y b, entonces
1. Su nimero de Fobenius estd dado por F(S)=(a-1)(b-1)-1.
. _ (a-1)(b-1)
2. El genero estd dado por g(S) = —5—.

Demostracion. Utilizando la proposicion 2.4, se prueba el primer item. Se tiene que
F(S) =max[Ap(S,a)] - a, pero de (2.2) se tendra que F(S) =[(a-1)b] —a, que al
efectuar resulta F'(S)=ab-b-a=(a-1)(b-1)-1.

El segundo item, se sigue de la proposicién 2.5. Ademads, usando el conjunto
Apery, que se ha deducido de la tabla 1, en (2.2) se obtiene

g(S)=2(0+b+2b+3b++ (a-1)b) - =L

2
1 (a=1)ab ab—a—b-1
g(S) - (Z( 2) - 2 9

(a-1)(b-1)
—s -

luego: ¢g(9) =

]

La proposicién 2.8 nos asegura que, en semigrupos numéricos de dimension

inmersa e(S) = 2, siempre se cumplird que g(S) = %

2.2. Conjunto de lagunas a partir del Ap(S,n)

El conjunto Apery tiene también otra utilidad. A partir del conjunto Ap(S,n)
puede obtenerse el conjunto de lagunas L(S). De la proposicién 2.5 se conoce que

el género o cardinal del conjunto de lagunas, esta dado por

W9 =2( ¥ w-2L

weAp(S.n) 2

pero jcomo se hallan los elementos de L(S), a partir del Ap(S,n)?
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Mediante la siguiente proposicién podemos identificar a los elementos de L(.S).

Para ello, previamente se define el siguiente conjunto:
H,={w-kn:weAp(S;n),keN,w—-kn>0}.

Proposicién 2.9. Sean S un semigrupo numérico, n € S* y su conjunto Apery en

n, Ap(S,n) = {wy, w1, ws, ..., w,_1}. Entonces H,(S) = L(S).

Demostracion. Primero probemos que: H,(S) c L(S). Sea h € H,(S), entonces
h = w - kn. Dado que en el conjunto Apery estan todos los elemento de S que
disminuidos en n son elementos de N \ S, para cada w € Ap(S,n) se tendrd que
w—-n ¢ S entonces w—n € L(S), siempre que w —n > 0. Pero también w —2n ¢ S
entonces w —2n € L(.S), siempre que w —2n > 0, pues si suponemos que w —2n € S,
entonces (w—-2n)+n=w-ne S, lo cual es una contradiccién. También w - 3n ¢ S
entonces w — 3n € L(S), siempre que w — 3n > 0. Luego, en general w — kn € L(S),

siempre que w —kn > 0. Asi h e L(S).

Ahora probaremos que L(S) c H,(S). Sea h € L(S), entonces h € N\ S.
Ademas, dado que los elementos que no estan en .S, son una cantidad finita, entonces
necesariamente existe un entero minimo k', tal que h + k'n € S, ya que si no
existiera tal k’, habria un nimero ilimitado de lagunas y sabemos que el género
de S es finito. Luego, si a este elemento h + k'n € S, le restaramos n entonces
(h+nk")—n ya no estaria en S, pues h+k'n € .S con un minimo valor de k', entonces
h+k'n=we Ap(S,n) de donde se tiene que h = w — k'n y entonces si w —k'n >0 ,

se tendra que h € H,(S). Con lo cual se concluye la prueba. [

De lo anterior se deduce que todas las lagunas de S, son obtenidas a partir del

Ap(S,n) restando miltiplos de n a sus elementos, mientras esta resta sea positiva.

Ejemplo 2.10. Sea Ap(S,8) = {0,4,9,13,15,18,19,22}, de algin semigrupo
numérico S. Se puede hallar L(.S) usando el procedimiento anterior. Dado que n = 8,

entonces los elementos de L(.S) seran:

22-8=14, 14-8=6,
19-8=11, 11-8=3,
18-8=10, 10-8=2,
15-8=7,
13-8=5,
9-8=1.
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Coleccionando todos estos enteros se obtiene
L(S)=11,2,3,5,6,7,10,11,14},

del cual se tiene que g(.S) = 9. Esto puede comprobarse haciendo uso de la férmula

dada en la proposicion 2.5, asi:

g(S) = é(0+4+9+13+15+18+19+22)—% =9.
Ademas, el nimero de Frobenius es 14 y se obtiene directamente del conjunto
L(S). Pero también usando la férmula de la proposicién 2.4, se comprueba que
es F(S) =22-8=14. Como L(S) = N\ S entonces S = N~ L(S), luego se puede

hallar el semigrupo numérico, mediante el complemento de L(S):
S5 =40,4,8,9,12,13,15,16,17,18, > }.

Como conclusion, mencionamos que, teniendo un conjunto Apery, puede

determinarse L(S) y luego el semigrupo numérico S.

Acabamos de ver como se obtiene un semigrupo numérico, si se tiene un conjunto
de n numeros que forman un Ap(S,n). Pero ahora, si se tiene una coleccién
de m numeros enteros diferentes y no negativos xg, 1, ", T, 1, jformardn estos
un Ap(S,n)? Pues no necesariamente. Cada uno de los n nimeros z; deben ser
congruentes con ¢ moédulo n. Asi x; = kn+1i, donde ¢ =0,1,2,---,n—1y x¢ = 0. Pero

esta condicion no es suficiente. Veamos el caso siguiente.
Ejemplo 2.11. Sea el conjunto X ={0,5,11,22}. Notemos que n =4 y ademds
0=4(0)+0, 5=4(1)+1, 22=4(5)+2, 11=4(2)+3,

y a pesar que cada elemento x; es congruente a i, médulo n, no puede ser el Ap(S,4)

de un semigrupo numérico S, ya que, si lo fuera, entonces

22-4=18, 18-4=14, 14-4=10, 10-4=6,
6-4=2, 11-4=T7, 7-4=3, 5-4=1

se habria formado L(S) = {1,2,3,6,7,10, 14, 18}, el cudl serfa el conjunto de lagunas
y por ello S =N~ L(S) ={0,4,5,8,9,11,12,13,15,16, 17,19, 20,21,22, ---}, serfa su
semigrupo numeérico, lo cudl no es cierto pues se aprecia que algunos elementos de

L(S), como 10, 14 y 18, pueden ser generados por elementos de S, asf:
10=5+5,14=9+5,18=9+09.
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Luego, el conjunto X no puede ser Ap(S,4) de un semigrupo numérico S.

Ejemplo 2.12. Sea el conjunto X ={0,7,13,22}. Aqui n =4 y ademads
0=4(0)40,  13=4(3)+1,  22=4(5)+2,  7=4(1)+3.

Este conjunto X, tampoco puede ser un conjunto Apery. Si fuera Ap(S,4) de
algiin semigrupo numérico S, entonces se tendria L(S) = {1,2,3,5,6,9,10, 14,18}
y entonces S =N~ L(S) ={0,4,7,8,11,12,13,15,16,17,19,20,21,22, ...}, el cudl no
puede ser semigrupo numérico, pues hay elementos de L(.S), que son generados por

elementos de S.

2.3. Test de comprobacién de un conjunto Apery

Como ya se vié en los ejemplos 2.11 y 2.12, no todos los conjuntos X de n enteros
diferentes y no negativos, formardan un conjunto Apery. En esta seccién, se da un
test que permite detectar si este conjunto X, es o no, un conjunto Apery Ap(S,n) de
algiin semigrupo numérico. Es decir, sin tener el semigrupo numérico y solo teniendo
a un conjunto de n enteros (no negativos y diferentes), se determinard si forman o
no, algun Ap(S,n).

Sean n enteros no negativos y diferentes, tales que
Tog<T1 <Top <+ < Tp_q

siendo xg = 0 y cada x; = kn + j; donde j; € {1,2,3,--- ' n -1}, para i entero de 1 a
n -1, con la condiciéon de que todos los j; adopten valores diferentes.

Sea, ademas la siguiente ecuacion diofantica
T, —N=an+ogTyg+ 1T+ QT + -+ 0 1T;-1.
Iniciar con ¢ = 1.
1. Se remplaza en la ecuacién diofantica
2. Se resuelve la ecuacion diofantica.

= Si existen valores no negativos de los «; se concluira que el conjunto
X = {xo,x1,T9,...,Tp_1} no puede ser un Apery Ap(S,n) de algin
semigrupo numérico S.

FIN.

32



= Si no existen los valores no negativos, de todos los «;, entonces:

CONTINUAR CON EL PASO 3.
3. Se analiza con 7:=7+1

= Sit<n-1iral paso 1.

» Sii=nseconcluye que, X = {xg, 21, 2,..., 7,1} si es un conjunto Apery
Ap(S,n), de algin semigrupo numérico S.
FIN.

Ejemplo 2.13. Sea la coleccién de enteros siguiente
X ={0,4,9,13,15,18,19,22} .

iSerd este conjunto, el Apery de algiin semigrupo numérico S 7

Aqui n =8 y ademas:

2g=0=0(8)+0->7j9=0

r1=4=08)+4—>j1=4

ro=9=1(8)+1—jp=1

r3=13=1(8)+5—->7j3=5

xy=15=18)+7—>js=7

r5=18=2(8)+2—> j5 =2

r6=19=2(8)+3—>js=3

r7=22=2(8)+6—>j7=6

Aplicamos el Test

Sea 7 = 1:

r1-8=8a+0—>4-8=8 o - no existe « entero.

Sea 1 = 2:

To—8=8a+0+40; > 9-8=8a+4a; - no existe o, ni oy enteros.

Sea 7 = 3:

3-8 =8a+0+4a; +9ar — 13-8 = 8ar+4a; +9as — no existe a, ni «q, ni a, enteros.
Sea 1 = 4:

T4—-8=8a+0+4a;+9as+ 133 > 15 -8 = 8av + 4oy + 9avg + 13cv3 — no existen valores
enteros no negativos de o y de los «.

Sea i = b:

T5—8=8a+0+40q +9as + 133 + 15y — 18 =8 = 8ar + 4oy + Yavg + 133 + 154 — no
existen valores enteros no negativos de o y de los «;.

Sea i =6:
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Te— 8 =8a+0+4a; +9ag + 133 + 154 + 185 - 19 — 8 = 8w + 4avg + 9avg + 133 +
15y + 18as — no existen valores enteros no negativos de o y de los «;.

Sea i =T:

T7—8 =8+ 0+4a1 +9as+ 133+ 15aus + 185 + 19 — 22 -8 = 8av + 4y + 9y + 13cx3 +
15ay + 185 + 19 — no existen valores enteros no negativos de «, ni de los «;.

Y se llega a ¢ = 8. Segun el test presentado, el conjunto
X ={0,4,9,13,15,18,19,22} ,

si es un conjunto Apery de algin semigrupo numérico S. Luego, no se tiene ain el
semigrupo numérico S, pero ya se tiene su conjunto Apery, denotado Ap(S,8) = X.
Utilizando el procedimiento dado en la seccion anterior, podra hallarse el semigrupo

numeérico correspondiente.

Ejemplo 2.14. El conjunto X = {0,7,13,22} ;Serd un conjunto Apery de algin
semigrupo numérico?

Aquin =4y ademas:

290=0=0(4)+0->jp=0

21=T=1(4)+3>j1=3

Ty=13=3(4)+1>jp=1

23 =22=5(4)+2 > j; =2

Seai=1:
r1-4=4a+0—-T7-4=4a - no existe « entero.
Sea i =2:

To—4=4a+0+ 701 - 13 -4 =4a+ Ta; - no existe «, ni a; enteros no negativos.
Sea i = 3:

r3—-4=4a+0+Ta;+13ay - 22 -4 = 4a + Tay + 13 - Aqui si existen valores de
los v v «; enteros no negativos, que satisfacen la ecuacion Diofantica:

18 =4+ Tap + 13ap se satisface con a=1, a3 =2 vy ap = 0, por lo tanto, de acuerdo
al test dado, el conjunto X ={0,7,13,22} no puede ser un conjunto Apery, de algin

semigrupo numérico S.
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2.4. Semigrupo numérico asociado a un elemento

generador
Se sabe que, si {ai,as,...,a,} es un conjunto generador de un semigrupo
numérico S, entonces MCD(ay,as,...,a,) = 1; pero puede ocurrir que sin contar

al entero a,, los otros m — 1 enteros de tal generador, tengan un maximo comun
divisor d, entonces dividiendo a cada uno de estos numeros entre d, se hallara

otro conjunto {%,%,...,“’gl} cuyo MCD es 1. Pero dado que el entero a, no

tenia divisor comun con los otros n — 1 enteros, entonces, puede ser anadido a
este ultimo conjunto y se hallard otro conjunto con MCD igual a 1, que puede
funcionar como un nuevo conjunto generador de otro semigrupo numeérico, al que se
denominara: semigrupo numérico asociado al elemento generador a,,. Notese ademés,
que si los n — 1 enteros restantes tienen MC'D igual a 1, entonces el semigrupo
numérico asociado al elemento generador a,, seria el mismo semigrupo numérico S.
A continuacién se da su definicion.

Sea S = ({ay,as,...,a,}) tal que MCD(ay,as,...,a,-1) =d, entonces el semigrupo
numérico asociado al elemento generador a, de S, se denotard mediante S[a,] y

queda determinado mediante

Ejemplo 2.15. Sea S = ({6,8,9}), como MCD(6,8) = 2, entonces el semigrupo

numérico asociado al elemento generador ag, sera

S[ad] = ({3747 9}) = <{37 4})
Un caso particular, es el siguiente: Si MCD(ay,as,...,a,-1) = 1, entonces
Sla,] = S.
Seguidamente, se presenta algunos resultados dados en [16].

Lema 2.16. Sea S un semigrupo numérico generado por {ai,as,...,a,}, donde

MCD(ay,as,...,a,1) =d, entonces
Ap(S, a,) = d(Ap(Slan], an)).

Demostracion. Probamos primero que Ap(S,a,) € d.(Ap(S[an],a,)). Para ello,
considérese que w € Ap(S,a,), entonces por definiciéon de Apery, w € S y ademés

w—a, ¢S, luego w € {(aj,as,...,a,-1). En el caso que w = Zaiai con «, entero
1

35



positivo, entonces w — a,, € .5, lo cual seria una contradiccion.

Dado que por condicién, d = MCD(ay,as,...,a,-1), entonces w € d.(%, %, ..., L)

Luego, % e (4, %, ... L) ¢ Sla,] y asi, & € S[a,]; faltando probar tinicamente

que 4 —ay ¢ Sla,], para afirmar que 4 € Ap(Sla,],a,). Supongamos que 4 - ay,
n—-1

a; , .
estd en S[a,], entonces se tendrd % - a, = le(alg) + B.a, y de aqui, se despeja 7,
obteniéndose % = Y77 (%) + (B + 1).ay; luego w = Y7 (aua;) + (Bd + d)ay,.
Aqui restamos a,, en ambos lados y se tendra:

w—an = Y7 (oya;) + (Bd+d—-1) .a, € S, lo cual es una contradiccion.
[ ——
(+)
Por lo tanto % - a, ¢ S[a,]. Asi se ha probado que % es un elemento del conjunto

Ap(Slan], a,) y de aqui w € d.Ap(S[an], an).

Ahora se prueba lo reciproco, es decir d. Ap(S[a,],a,) € Ap(S,a,). Consideremos

que w € Ap(S[an,],a,), entonces por definicion w € S[a,] y w - a, ¢ S[a,], luego

w e (%,%, ... L) Debe notarse que w no puede generarse con a,, pues esto

llevarfa a que w - a, € S[a,], lo que serfa una contradicién. Ahora, multiplicando
todo por d se tendra: wd € (ay,as,...,a,-1) €Sy de aqui wd € S.

Faltaria probar que wd - a, ¢ S, para afirmar que wd € Ap(S,a,). Supéngase que
wd - a, € S, entonces wd — a,, = Zn:aiai, luego wd = nz_:l(aiai) + (an + Day,.

Pero MCD(ay,as,...,a,) = 11y MC’D(al, as, . .. ,anil) =d, luego, MCD(d,a,) =1,

por lo tanto, como wd = Z(aiai) + (v, + 1)ay,, al dividir entre d, se tiene que
1

n—-1
a; ap, +1 . .. .
en w = Z(O‘i'j + ( nd ).a,, necesariamente d divide a (a, + 1) y se obtiene
1
que w no es generado por (4,%, ... %) lo cual se contradice con el hecho de
que w es generado por (4, % ... %=L} Asi wd - a, no debe estar en S, entonces

wd € Ap(S,a,) y por ello w e 2Ap(S, a,).
Es decir Ap(S[an],a,) € 2Ap(S, a,) o también d.Ap(S[a,],a,) € Ap(S, ay).

Luego, esta probado que Ap(S,a,) =d.(Ap(S[a,],a,). ]

Proposiciéon 2.17. Dado un semigrupo numérico S, cuyo sistema minimal de

generadores estd dado por {ay,as,-+,a,} y MCD{ay,as, -, a,1} =d, entonces

1. F(S) = d.F(S[an]) + (d-1).a.

2. g(S) =d.g(S[a,]) + W.

Demostracion. Sea F(S) el nimero de Frobenius de S y ¢(S) el género,

correspondiente al conjunto de lagunas de S.
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1. Se sabe que
F(S) =max(Ap(S,a,)) - ay
F(S) =max(d.(Ap(S[a,],a,))) - ax
F(S) =dmax(Ap(S[a,],a,)) — a,
F(S) =d.(max(Ap(S[an],an)) — an + an) — an
F(S)=d.(F(S[an]) +a,) —a,
F(S)=d.F(S[a,]) +(d-1).a,.

2 9(8)=A( Y w)-

w;eAp(S,an) 2

9(S) = & (wo + wy + -+ ) - 225

g(S) = L(d% 4 dBt 4. 4 Leat) - aarl

(S) = (B s 2ty - )

la expresion entre parentesis, es la expansion de la sumatoria que inteviene,

en la férmula de la proposicion 2.5 y asi se tiene

gSla])=o-C > w)-

w;eAp(S[an],an)

a, —1
2 J

de aqui se despeja la sumatoria y se reemplaza, en la expresién anterior de

g(.S), obteniéndose

9(5) = %(Q(S[an]) + anz_l)-an - anz_l'

Simplificando y efectuando operaciones:

9(S) = d.g(S[a,]) + ULAenl),

Ejemplo 2.18. Aplicamos la proposicion 2.17 al siguiente semigrupo numérico
S =(4,6,9) ={0,4,6,8,9,10,12, —}.

De aqui F(S) =11, L(S) ={1,2,3,5,7,11} , g(S) =6, ademés d = MCD(4,6) =2
y az =9, luego construimos el semigrupo numérico asociado al elemento as :

4 6
272’
y se obtiene los siguientes elementos F'(S[9]) = 1, L(S[9]) = {1}, ¢(S[9]) = 1, con

S[9] = ( 9)=(2,3,9)=(2,3) ={0,2,3,4,5,...} ={0,2,3, >}

los cuales se puede comprobar la proposicién 2.17.

« F(S)=d.F(S[9]) + (d-1).an
11=2(1)+1x9.

= g(S) = d.g(S[9]) + LRem1)
6=2(1) + 5*.
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2.5. Pseudo numeros de Frobenius

Sea un semigrupo numérico S y sea el entero F'(S) su correspondiente nimero
de Frobenius, del cual ya se conoce que F'(S) ¢ S y para cualquier m entero positivo,

se tendra que F'(S)+meS.

Ahora se hard un cambio en tal definicién para obtener un nuevo elemento de
los semigrupos numéricos. En lugar de que se cumpla para todo entero positivo,
se va a restringir a todo entero positivo de S, obteniéndose asi un nuevo elemento
que se denominara pseudo-niumero de Frobenius y que ahora se denotara mediante
f(S) o tambien simplemente, mediante f, si es que el semigrupo numérico, ya es
sobreentendido como S.

Se da a continuacién su definicion: Si el entero f(S) es tal que f(S) ¢Sy f(S)+se S

para todo s € S*, entonces f(S) serd un pseudo-nimero de Frobenius.

A diferencia del numero de Frobenius que es unico, para cada semigrupo
numérico, ahora puede tenerse varios pseudo-ntimeros de Frobenius y de darse este

caso, en su notacion se agregara un sub-indice, como se aprecia en el siguiente:

Ejemplo 2.19. Sea el semigrupo numérico S = ({3,5,7}) = {0,3,5,6,7,8,>}.
Hay 2 enteros que cumplen la definicién de pseudo-niimero de Frobenius:

f1(S) =2y f2(S) =4. Ademés F(S) =4 = f5(S).

Algunas definiciones adicionales:
PF(S) es el conjunto de los pseudo-nimeros de Frobenius.

t(S) = card(PF(S)) serda denominado tipo del semigrupo numérico S.

En el ejemplo 2.19, PF(S) = {2,4} y t(S) = 2.

Ejemplo 2.20. El conjunto de los enteros no negativos, es también un semigrupo
numérico y para este caso: F'(S) = —1. Aqui, el tnico pseudo-ntimero de Frobenius
es f=-1. Ademds, PF(S)={-1} y t(5) = 1.

El tnico caso en el cual F(S) es negativo y ademds PF(S) contiene a un

negativo, sucede cuando se considera que S = N.
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Nétese que PF(.S) es un conjunto no vacio, ya que, como se aprecia en el ejemplo
2.19, el nimero de Frobenius F(.S), es también un pseudo-nimero de Frobenius, ya
que F(S) ¢S y cumple con la definicién de pseudo-nimero de Frobenius, pues para

todo s € S*, se verifica que F(S) +s¢€S.

También se cumple que F(S) = max(PF(S5)).

En el caso que se tenga varios pseudo- nimeros de Frobenius, cada uno de estos,
seran elementos maximales de una cadena de numeros, que se enlazan entre si,

mediante la siguiente relacion de orden, que se determina para enteros:
r<gy <« y-zelbd.

En efecto, para enteros positivos, negativos o nulo y considerando al semigrupo

numérico S

= La relacion <g es reflexiva: Pues para todo entero x: x —x =0¢ S y por tanto

Tr<gT.

= La relacion <g es transitiva: Sean los enteros x, y, z, tales que z <gy A y <5 2

entonces y—x € S A z—y €S y al sumar ambas desigualdades

(y-z)+(z-y)=2z-z€S—>x<5 2

= La relacién <g es anti-simétrica:
Sean los enteros x, y tales que x <gy A y <g x entonces y—r e SAx—-yeS
Si z # y —» una de las diferencias z —y 6 y — x serd negativa, lo cual no puede

ser en S, entonces, debe tenerse que x = y.

Con la relacién de orden <g que se ha definido, para enteros, se puede obtener el
conjunto Mazimales<,(L(S)), que contiene a todos los elementos maximales del
conjunto finito L(S), es decir contiene a elementos de L(S) que no son excedidos,

por los elementos de alguna cadena de nimeros, bajo la relacion de orden definida.

Ahora se comprobara que efectivamente la coleccion de todos los maximales de
L(S), bajo la relacién de orden <g, dard todo el conjunto de pseudo-nimeros de

Frobenius.

(1) Primero se prueba que PF(S) ¢ Mazximalesc,(L(S)): tomemos f € PF(S),

entonces por su definicién f ¢ Sy también para todo elemento no nulo de S: f+s debe
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estar en S. Supéngase que existe una laguna y tal que f <gy es decir, y— f =s€S.
Entonces, como fe PF(S): f+s=f+(y—f)=y€S, locual se contradice con la
suposicion de que y es una laguna. Esto implica que no existe un elemento fuera de
S, que supere a f, segin la relacién <g y por ello, f es un maximal de L(S) bajo la

relacion <g.

(2) Ahora se prueba que PF(S) 2 Maximales<,(L(S)):
Sea x € Mazximales,(L(S)), entonces no puede existir elemento de L(S) que supere
a x, bajo la relacion de orden <g. Si se supone que para algin s € S existe y ¢ S tal
que r + s =y, entonces y —x = s € .5, lo que implica que x <g y, contradiciéndose al
hecho de que z es maximal de L(.S) bajo la relacién de orden definida.

Luego, para todo s de S, x + s =y con y € S. De donde se concluye que = € PF(S)

Asi, se ha demostrado lo siguiente:

Proposiciéon 2.21. En todo semigrupo numérico S, con pseudo-nimeros de

Frobenius positivos, se cumple que:
PF(S) = Mazimales<,(L(S)).

De esta proposicién puede notarse que el conjunto de lagunas L(.S) y el conjunto
de pseudo-ntimeros de Frobenius PF(S) estdn relacionados y por lo tanto sus

elementos también.

La siguiente proposicion, serd denominada, caracterizacion de las lagunas de un

SEMIGrupo NUMErico.

Proposiciéon 2.22. El entero | es una laguna de un semigrupo numérico S, si y

solo si, para algin pseudo numero de Frobenius de S: f—1¢€S.

Demostracion. Sea | una laguna de S, entonces bajo la relacion de orden <g
restringida ahora a L(S), debe suceder que [ debe pertenecer a alguna cadena de
ntimeros y por lo tanto existird un elemento f € L(S) tal que l <g f, es decir f—l € S.
Como L(.S) es finito, se puede elegir como f al mayor de todos aquellos que satisfacen
la relacién | <g f y asi, f € Mazimales<,(L(S)). Luego por la proposicién 2.21,
fePF(S)y f-1leS.

Reciprocamente, considérese ahora que, para algin f € PF(S), se verifica que

f—1€S, entonces, si se supone que [ € S, puede deducirse que (f -1)+1=f €S,
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lo que seria una contradiccién al hecho de que f € PF(S). Luego [ ¢ S, es decir
leL(S). O

Ahora la relacién de orden <g, serd restringida a un conjunto Apery de S y la
S
proposicion siguiente, sera denominada, caracterizacion de los pseudo-nimeros de

Frobenius.

Proposicién 2.23. El entero f es un pseudo-nimero de Frobenius de un semigrupo
numérico S, si y solo si, para algin w € Maximalesc,(Ap(S,s)) con s € S* se

cumple que f =w - s.

Demostracion. Sea s un elemento de S*, siendo S un semigrupo numérico.
Considérese el pseudo-nimero de Frobenius f, entonces por definicién f ¢ S y
f+s¢€S. Entonces f+s e Ap(S,s) pues (f+s)—s=f ¢ S. Ahora se considera
un w € Ap(S,s), tal que f + s <g w, mas aun, se le elegird como el mayor entero
del Ap(S,s), que supere a f + s bajo la relacién <g, entonces w es un maximal de
Ap(S,s) bajo la relacién <g y esto implica que w - (f+s)=meS.

De aqui w—s=f+m y como w € Ap(S, s) entonces w —s ¢ S, es decir f+m ¢ S.
Ademas, como m € S, se tiene dos posibilidades: m =0 o m # 0.

Si se considera que m # 0 entonces por definicién de pseudo-ntimero de Frobenius,
f+m e S; lo que genera una contradiccién y por ello, necesariamente m = 0 y asi

w—(f+s)=0, implicando que f =w—-sy w e Mazimales.,(Ap(S,s)).

Sea x = w — s, siendo w un elemento maximal en Ap(S,s), bajo la relacién de
orden <g, entonces, = ¢ S. Supéngase ahora, que para algin y € S*, se cumple que
r+y ¢S, entonces (w—-s)+y ¢ S. Luego (w+y)—s ¢S5, de lo cual se deduce
que w +y € Ap(S,s) y dado que también w € Ap(S,s) entonces w <g w +y lo que
implicarfa que w no seria un maximal de Ap(S,n), llevando a una contradiccién y

por ello, necesariamente debe cumplirse que, para todo y € S*, se tiene que z+y € S.
Asi x € PF(S5). O

Ejemplo 2.24. Retomamos el ejemplo 2.19, en el cual S = ({3,5,7}). Luego, se
tiene S ={0,3,5,6,7,8,9,10,...}, L(S) = {1,2,4}, g(S) =3y F(S) = 4. Se obtendra
el conjunto PF(S), hallando un conjunto Apery y luego usando la proposicién 2.23.
Sea Ap(S,9) ={0,3,5,6,7,8,10,11,13} en el cual se forman las siguientes cadenas

de orden:

0<g3<56<g11
0<gH<g8<g 11
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0<g 13.
Estas comparaciones se dan pues:

3-0=3€5,6-3=3¢€S5,11-6=5¢€¢S5.
5-0=5€5,8-5=3¢€S5,11-8=3¢S.
13-0=13¢S.

Luego: Maximales<,Ap(S,9) = {11,13} y usando la caracterizacién de los pesudo-
ntmeros de Frobenius, dado en la proposicién 2.23, los elementos de PF(S), se
hallaran restando 9, a cada elemento de Mazximales<,Ap(S,9).

Ast: PF(S) ={2,4}.

Proposicion 2.25. Si S es semigrupo numérico con dimension inmersa igual a dos,

entonces t(S) = 1.

Demostracion. Como ya se vi6 antes, para semigrupos numéricos S = ({a, b}), siendo

MCD(a,b) =1, es til considerar nuevamente la tabla 1.

0 a 2a 3a 4a
b | a+b | 2a+b | 3a+b | 4a+b
2b | a+2b | 2a+2b | 3a+2b | 4a+2b
3b | a+3b | 2a+3b | 3a+3b | 4a+3b
4b | a+4b | 2a+4b | 3a+4b | 4a+4b

Tabla 1

Aqui todos los elementos que forman parte de la tabla, pertenecen a S.
Para determinar un conjunto Apery, por ejemplo Ap(S,b), basta con tomar todos

los elementos de la primera fila, pero hasta la columna b — ésima; es decir
Ap(S,b) ={0,a,2a,3a,...,(b—1)a}.

Aqui se establece la siguiente relacién de orden:
0<sa<s2a<g3a<g-<5(b-1)a.

Luego, solo existe un elemento maximal que es (b - 1)a y por ello, usando la

proposicién 2.23, se obtiene PF(S) = {(b—1)a - b} y entonces t(5) = 1. O
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Proposicién 2.26. Sea S un semigrupo numérico. Si t(S) =1 entonces

. g(S) =n(S).
. F(S)=2¢(S) - 1.

Demostracion. Sea S el semigrupo numérico, en el cual L(S) = {l,ls,...,1,},
N(S) ={s1,82,...,8.}, PF(S)={F(9)}.

Debido a la caracterizacion para lagunas: I, € L(S) si y solo si, existe f € PF(S) tal
que f—1l,=s,€85.

Como aqui solo hay un pseudo-ntimero de Frobenius, entonces, la f que se menciona
es F(S). Luego, L(S), N(S) y PF(S) se pueden relacionar mediante una funcién

biyectiva, definida por la siguiente tabla:

L(S) | & | PF(S) | N(S)
ll g F(S) Sn
l2 <~ F(S) Sn—1

<~ F(S) S1
Tabla 2

La biyeccién entre los conjuntos L(S) y PF(S) x N(S) estd justificada por la
caracterizacion de lagunas, dada en la proposicién 2.22. Por lo tanto, tendran
la misma cantidad de elementos: card(L(S)) = card(PF(S) x N(S)), de donde
g(S) = (1)(n(S)) y entonces g(.S) =n(S5).

Ademés, como siempre se debe cumplir que ¢(S) = g(5) +n(S), entonces de aqui se
obtiene F'(S)+1=g(S)+g(S), de donde F(S) =2¢g(S)-1. O

Proposicion 2.27. Para todo semigrupo numérico S, se cumple la siguiente

desigualdad
g(S) <t(S).n(9).

Demostracion. Similar a demostracion de la proposicion 2.26, pero ahora se tiene
PF(S) = {f1, f2,.--, fi} v debido a ello, ahora no necesariamente se cumple que
card(L(S)) = card(PF(S) x N(S)). Usamos nuevamente la proposicién 2.22; de la
cual se tiene que I, € L(S) si y solo si, existe f € PF(S) tal que f -1, € S. Pero
ahora, puede haber mas de una f, por ello, se considera para cada [, € L(S), el

pseudo nimero f,, definido como
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fe=min{f e PF(S): f-1,=5,€S}.

Esta f, que se ha definido para cada [, es la que se colocard en la tabla siguiente:

L(S) | = | PF(S) | N(5)
ll g fxl Sz1
ly - fo Sz2
ly - g Szg

Tabla 3

De esta tabla se genera una inyeccién de L(S) a PF(S) x N(S), ya que, se deduce
una funcién h que va de L(S) a PF(S) x N(S) y que se define como

h(x) = (fz; 82) siendo s, = f, — .

Comprobamos la inyectividad: sea h(x) = h(y) entonces (fy;s;) = (fyisy) €
igualando las respectivas componentes: f, = f, y s, =s, entonces f,—x=f, -y,
de donde se tiene x =y.

Dado que ya se probé que es inyectiva, debe cumplirse que
card(L(S)) < card(PF(S) x N(S)),
luego g(S) <t(S).n(S). O

Proposicién 2.28. Dado un semigrupo numérico S (distinto de N), la cantidad de
pseudo-nimeros de Frobenius debe ser menor al primer elemento positivo de S; es

decir:
t(S) <m(S).

Demostracion. Sea PF(S) el conjunto de pseudo-nimeros de Frobenius de S. De
la proposicién 2.23 se tiene que PF(S) = {w-n : w € Mazximales.,(Ap(S,n))},
entonces, card(PF(S)) = card{w —n : w € Mazimales<,(Ap(S,n))}. Luego
t(S) = card[ Maximales.,(Ap(S,n))] < card(Ap(S,n)) — 1. Esto se cumple, pues
0 € Ap(S,n), pero 0 no puede ser un maximal de Ap(S,n), por lo tanto debe
cumplirse t(S) < e(S) - 1. Pero e(S) <m(S) y asi se obtiene t(S) <m(S) - 1.

Con lo que se concluye que t(S) < m(S). O

De las proposiciones 2.27 y 2.28 se deduce que, la cantidad de pseudo-niimeros

de Frobenius, satisface lo siguiente

43 <t(8) <m(S).
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2.6. Generacion de semigrupos numeéricos,

conociendo el nuimero de Frobenius

Cada semigrupo numérico define a un nimero de Frobenius, sin embargo lo
reciproco no se cumple, es decir, conociendo el nimero de Frobenius no queda
definido un tnico semigrupo numérico; pueden haber varios, que tengan por niimero

de Frobenius a un entero F' dado.

En esta seccién, lo que se dard son casos especiales que permiten obtener
semigrupos numéricos conociéndose su nimero de Frobenius. De hecho, puede haber
otros semigrupos numeéricos.

Todo entero positivo F, puede ser considerado como el numero de Frobenius de algin

SEMIGrupo NUMErico.

Para comprobarlo basta con construir un semigrupo numérico que tenga a F' como
su numero de Frobenius:

Sea F el entero positivo, entonces se tiene que con el semigrupo numérico
S={F+1,F+2 F+3,-- F+(F+1)}),
se tendrd F'(S) = F, ya que S tiene multiplicidad F'+ 1 y con la coleccién
F+1,F+2 F+3,-- F+(F+1),
puede generarse todos los enteros siguientes, debido a la proposicion 1.19.

Ejemplo 2.29. Se dan 2 semigrupos numéricos que cumplen con lo anterior.

= El ntimero 5 es un nimero de Frobenius, de por lo menos el semigrupo numérico

S =({6,7,8,9,10,11}).

= Elntimero 9 es un nimero de Frobenius, de por lo menos el semigrupo numérico

S =({10,11,12,13,14,15,16,17, 18, 19)}.

CASO 2
Dado un nimero impar positivo F, el semigrupo numérico S = ({2, F +2}), tendrd

como nimero de Frobenius F(S) = F.
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Si F' es impar, entonces F' ¢ (2, F' + 2) pues si perteneciera, se tendria que
2+ (F+2)5 =F.

Entonces necesariamente 5 = 0, pues de lo contrario, en la izquierda habria un
nimero mayor que F'; pero entonces 2« = F'; lo que seria una contradiccion.
Ademas F' + 1 es un numero par y por ello se puede generar, con el 2. También
F+2¢€(2, F+2). Luego, por la proposicién 1.19, dado que la multiplicidad de S es
2, basta obtener dos nimeros consecutivos que estan en S, para afirmar que todos
los enteros siguientes también pertenecen a S.

Ademas, por la definicién de nimero de Frobenius, se tiene que F(S) = F.

Ejemplo 2.30. Se dan 2 semigrupos numeéricos.
» El niimero 17 es nimero de Frobenius de S = ({2,19}).
» El nimero 35 es nimero de Frobenius de S = ({2,37}).

CASO 3
St F' es multiplo de 2 pero no multiplo de 3, puede obtenerse un semigrupo numérico
S=({3,£+3,F+3}), que tendrd como nimero de Frobenius a F(S) = F.
En este caso, F' no es multiplo de 6, es decir, dado que F' debe ser par, solo quedan
dos posibilidades F' =6k +2 o F =6k +4
a) Si F'= 6k +2 entonces S = ({3,3k + 4,6k + 5}).

» 6k+2¢({3,3k+4,6k+5}), pues no existen enteros no negativos «, 3, A tal que
3a+ (3k+4)8 + (6k+5)\ =6k + 2.

» Ademas:
F+1=6k+3¢({3})
F+2=06k+4¢({3,3k+4}), pues 3.k + (3k +4),1 =6k + 4.
F+3=06k+5¢€({6k+5}) y por la proposicién 1.19, todos los siguientes enteros
estaran en S.
Asi F =6k +2= F(S).

b) Si F' =6k + 4 entonces S = ({3,3k + 5,6k + 7})

» 6k+4¢({3,3k+5,6k+7}), pues no existen enteros no negativos «, 3, A tal que
3a+ (3k+5)B+ (6k+ 7))\ =6k +4.
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» Ademas:
F+1=6k+5¢({3,3k+5}), pues 3.k + (3k+5),1 =6k +5
F+2=6k+6¢({3})
F+3=06k+7¢€({6k+T7})y por la proposicién 1.19, todos los siguientes enteros
estardn en S.

Asi F =6k +4=F(S).
Ejemplo 2.31. Generamos dos semigrupos.
» El nimero 20, es nimero de Frobenius de S = ({3, 13,23}).
» El nimero 100, es nimero de Frobenius de S = ({3,53,103}).

CASO 4

St F' es multiplo de 2 y 3, pero no multiplo de 4, puede obtenerse un semigrupo
F
2

Hay dos posibilidades F' = 6(4k +1) o F' = 6(4k + 3).

numérico S = ({4,£ +2,£ +4}), que tendrd como mimero de Frobenius a F(S) = F.

a) Si F'=24k + 6 entonces S = ({4,12k + 5,12k + 7}).
Sea P=4a+ (12k+5)8+ (12k + )\,

P Q@ B | A | conclusion
F=24k+6 - - |- F¢ S
F+1=24k+7 3k |0 1| F+1eS
F+2=24k+8 [ 6k+2 | 0| 0| F+2eS
F+3=24k+9 [ 3k+1| 1| 0| F+3eS
F+4=24k+10 0 210| FH+4eS

Tabla 4

Luego F(S)=F.
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b) Si F' =24k + 18 entonces S = ({4, 12k + 11,12k + 13}).
Sea P =4da+ (12k +11)8 + (12k + 13)\:

P a B | A | conclusién
F=24k+18 - - - F¢ S
F+1=24k+19 | 3k+2 | 1 | 0 | F+1eS
F+2=24k+20 | 6k+5 | 0 | 0 | F+2eS
F+3=24k+21 | 3k+2 |0 | 1 | F+43eS
F+4=24k+22 0 20| F+4eS

Tabla 5

Luego F(S)=F.

CASO 5
Si F es maultiplo de 2, de 3 y de 4, pero no maultilplo de 5, puede obtenerse un

semigrupo numérico S = ({5, % +5, % ), que tendrd como nimero de Frobenius a
F(S)=F.

Hay 4 posibilidades:
F=12(5k+1), F=12(5k+2) , F =12(5k +3) o F'=12(5k + 4).

a) Si F'= 60k + 12 entonces S = ({5, 15k + 8,45k + 9}).
Sea P =5+ (15k + 8)5 + (45k + 9) \:

P « B | A | conclusion
F=60k+12 - - | - F¢ S
F+1=60k+13 | 9k+1 | 1| 0| F+1leS
F+2=60k+14 | 3k+1 |0 | 1| F+2eS
F+3=60k+15 | 12k+3 [ 0 | 0 | F+3e S
F+4=60k+16 6k 210| F+4eS
F+5=60k+17 0 11| F+45eS
Tabla 6

Luego F(S)=F.
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b) Si F' =60k + 24 entonces S = ({5, 15k + 11,45k + 18}).
Sea P =50+ (15k + 11)8 + (45k + 18)\:

Luego F(S) =F.

P « B | A | conclusion
F=60k+24 - - | - F¢ S
F+1=60k+25 | 12k+5 | 0 | 0 | F+1e S
F+2=60k+26 | 9k+3 | 1| 0| F+2S
F+3=60k+27 | 9k+1 | 2 | 0| F+3eS
F+4=60k+28 | 3k+2 | 0| 1| F+4eS
F+5=60k+29 0 11| F+beS
Tabla 7

c¢) Si F' =60k + 36 entonces S = ({5, 15k + 14,45k + 27}).
Sea P =ba+ (15k + 14) 0 + (45k + 27) \:

Luego F(S)=F.

P Q B | A | conclusién
F=60k+36 - - |- F¢ S
F+1=60k+37 | 3k+2 |0 | 1| F+1leS
F+2=60k+38 | 6k+2 | 2 | 0| F+2eS
F+3=60k+39 | 9k+5 | 1| 0| F+3eS
F+4=60k+40 | 12k4+8 | 0 | 0 | F+4e S
F+5=60k+41 0 11| F+45eS
Tabla §

d) Si F' =60k + 48, entonces S = ({5, 15k + 17,45k + 36} ).
Sea P =ba+ (15k +17)0 + (45k + 36) \:
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Luego F(S)=F.

20

P Q B | A | conclusion
F=60k+48 - - |- F¢ S
F+1=60k+49 | 6k+3 |2 | 0| F+1leS
F+2=60k+50 | 12k+10 | 0 | 0 | F+2e S
F+3=60k+51 3k 310 F+3eS
F+4=60k+52 | 9k+7 | 1|0 | F+4eS
F+5=60k+53 0 11| F+5eS
Tabla 9




Capitulo 3

SEMIGRUPOS NUMERICOS DE
WEIERSTRASS

3.1. Conceptos basicos

Se comienza esta seccidn, definiendo algunos conceptos que estan inmersos en el
desarrollo de la geometria algebraica y en particular en los semigrupos numéricos
de Weierstrass.

Existen diversos textos, de donde se puede hallar mas detalles sobre los conceptos

que aqui se exponen, entre ellos, puede revisarse [23].

1. Anillo: Un anillo, denotado por (R,+,.), es un conjunto no vacio, dotado de
dos operaciones, que son la adiciéon y la multiplicacion, tal que
i) El par (R,+) es un grupo abeliano y que tiene como elemento neutro, al
cero.
ii) El par (R,.) es un semigrupo y por tanto cumple con la asociatividad.
iii) La multiplicacién debe cumplir con las leyes distributivas respecto de la
adicion.
Se denominard anillo conmutativo con unidad, cuando la multiplicacion es
conmutativa y existe el elemento neutro para la multiplicacion.
Puede denotarse al anillo, mediante R, si se considera la adicién y

multiplicacion usuales.

2. Dominio entero: Un anillo (R,+,.) es un dominio entero si el cero no tiene

divisores, es decir, si a,b € R son tales que a # 0 y b # 0 entonces, a.b # 0.

3. Ideal: Sea (R, +,.) un anillo e I un subconjunto de R, entonces [ serd un Ideal

del anillo (R,+,.), si (I,+,.) es un subanillo de (R, +,.) y ademés, para todo
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a € Ry para todo b€ I, se cumple que ab € I. De aqui se tiene tambien que, si
u,v € I entonces u —v e I.
Un ideal I serd primo si ademaés cumple que: a.be I implicaqueael obel.

Un ideal I serd principal si estd generado por un elemento.

4. Cuerpo: Se denomina cuerpo a un anillo conmutativo con unidad, en el cual,
todo elemento que es distinto de cero, es invertible respecto del producto. Se le
denotara (K, +;.) o simplemente K, si se considera la adicién y multiplicacién

usuales. Se denotard por K* = K \ {0} al grupo multiplicativo del cuerpo K.

5. Cuerpo algebraicamente cerrado: denominado asi, cuando todo polinomio que
tiene coeficientes en K, tiene por lo menos una raiz que estd en K. De aqui, se
tendra que, todo polinomio con coeficientes en K, se podra descomponer en

factores lineales.

3.2. Espacio Afin y Espacio Proyectivo

Considerando que K, es un campo algebraicamente cerrado, se define al espacio

afin de dimension n sobre K, mediante el producto cartesiano siguiente:

AM(K)=KxKx--xK.

n veces K

En este espacio afin A"(K), los conjuntos cerrados seran los conjuntos de ceros
de ideales I de K[X;, X5, ..., X, ] ; es decir, I serd generado por un subconjunto F’
del anillo de polinomios K[X1, Xs,..., K,], y los ceros comunes, en A"(K), de los

polinomios en F', quedaran contenidos en
V(I)=V{F))={(x1,22,...,2,) € AK) : f(x1,29,...,2,) =0, para todo f € I}.

A este conjunto se le denomina conjunto algebraico afin. De esa forma quedard
definida una topologia de Zariski y los conjuntos cerrados de esta topologia, son los

conjuntos algebraicos afines.
Todos los conjuntos algebraicos afines, son los ceros comunes que se obtienen a

partir de un conjunto finito de polinomios, este es el Teorema de la Base de Hilbert
[22].
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Enunciamos dos propiedades de estos conjuntos algebraicos afines:

i) Dada una coleccién finita de conjuntos algebraicos afines, su unién también serd

un conjunto algebraico afin.

ii) Dada una coleccién arbitraria de conjuntos afines, su interseccién también sera

un conjunto algebraico afin.

Considerese ahora, un ideal primo I, de K[ X7, X, ..., K, ], se da a continuacién,

algunas definiciones:

1.

Se denominara variedad afin, al conjunto y que contiene a los ceros del ideal
I,.

El anillo K[x] = K[X1, Xs,---, X,,]/Ip serd denominado anillo de coordenadas
de la variedad afin x. Ademds K[yx] es un dominio. Como ejemplo,
mencionamos a las coordenadas z;, las cuales pertenecen a K|[x] y se les puede
ver como funciones x; : Y > K, que asignan a cada punto P = (ay,...,a,) € X,

su i-ésima coordenada z;(P) = a;.

Se denotard mediante K(x) al cuerpo cociente de K[x] y se le denomina,

cuerpo de funciones racionales de la variedad .

Se denomina curva algebraica a una variedad y del plano afin A2, dado por

los ceros de un polinomio f(X,Y") =0.

. Para curvas en A2 definidas por f(X,Y) =0, se dird que un punto P = (a,b)

de la curva, es no singular, si por lo menos, una de las derivadas parciales f,
o fy no se anula en P. Si todos los puntos de la curva son no singulares, se le

llama curva suave o curva no singular.

En el espacio A" \ {0}, se definird una relacién de equivalencia:

(Yo; -+ 3yn) ~ (z0;...5m,) <X e K* tal que, y; = Axy, 1 € {0,1,...,n}.

El espacio proyectivo n-dimensional sobre K, es el cociente

P = (AmH(K) ~{0})/ ~.

Si el campo K es sobreentendido, puede denotarse este espacio como P7.

Se considera a los puntos P de P?, con coordenadas proyectivas (zqg:...:x,)

P=(zo:...:23) ={(yo;--59n) : (Wo;--3Yn) ~ (To;...52) }.
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Puede interpretarse a los puntos de P*, como el conjunto de rectas que pasan por

el origen de A™*!. Dado que la unién de {(x¢:...: 2,1 :1)/(20,...,Tp1) € A"} y
{(zo:...:2p1:0)/(x0,...,xn1) € A"~ {0}}, es el espacio proyectivo P", entonces
Pr = AnUPn-L,

En particular, se obtiene P! = A'UP?. Puede entenderse que P? representa al conjunto

{(0:1)}, que serd llamado punto en el infinito y se le denotard mediante P,,.

Aqui se consideraran solo polinomios homogéneos, es decir, polinomios en los
cuales todos sus términos tienen igual grado algebraico.

Debe recordarse también que:
si P=(xg:...:x,) € V(f) entonces f(Axg,..., \x,) =0, para todo A € K*.

Una forma de homogenizar a un polinomio f que es no homogéneo, de grado m,

con respecto a una nueva variable X1, es

fhomogenizado = f*(Xla s aXnaXn+1) = (Xn+1)m'f(X)§il [ X)ijl ’

donde f(Xy,...,X,) e K[X1,...,X,].

A f* se le denominara el polinomio homogeneo asociado a f.

En el espacio proyectivo P” se trabajara solamente con coordenadas homogéneas,
es decir, se usara solo funciones racionales, en las cuales, el numerador y el

denominador, sean polinomios homogéneos del mismo grado.

Considérese un punto P que pertenece a una variedad proyectiva x; entonces,
h =L serd regular en P, sisiendo f y ¢ polinomios homogéneos del mismo grado, se
g

tiene que g(P) # 0.

Ahora, para extender una variedad afin y en A", definida sobre un ideal primo
I, a una variedad proyectiva x*, se considerara el ideal primo I*, que esta generado

por el conjunto {f*: fel}.

Si se define x; = {(zo:...:2,) € X* 1 29 # 0}, puede construirse un isomorfismo

entre x y X;,, mediante la aplicaciéon

X = Xxo
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(r1,...,2p) = (Lizy .. i my)
Andlogamente, puede definirse x; :
Xi, = (o iy rwy) €x o # 0}
Se denominaré puntos en el infinito de la variedad afin x, a los puntos (g : - : x,)

de x* que tengan xg = 0.

También los cuerpos de funciones K(x) y K*(x) son isomorfos mediante la

aplicacion:

< I
¥

siendo m = grado(g) — grado(f).

3.3. Divisores

En lo que sigue, se considera que x es una curva algebraica en la que todos sus

puntos son no singulares y ademas es proyectiva sobre K.

Recordemos que un polinomio f € K[X] estd bien determinado, (salvo por una
constante que lo puede multiplicar) por sus raices y sus respectivas multiplicidades.
Luego, si se tiene una funcién racional f(X) = %, con hy g en K[X], entonces
ahora f(X) estda determinada, por los ceros de h y g, llamandose a estos ltimos,
los polos de f. Se asignara multiplicidad positiva a los ceros de h y multiplicidad

negativa a los ceros de g.

En general, para una curva x regular y considerando el punto P perteneciente a

la curva y, se define al anillo local de x en P

Op(x)={f e K(X)/ f=2,g(P)#0}.

Se tiene que, el tnico ideal méximal de Op(x) esta dado por

m={feO0p(x)/f(P)=0}.

Cuando x es regular entonces m es un ideal principal, es decir m = (t) (para mas

detalles, puede revisarse [22]). Luego, si f € Op(x) entonces f puede expresarse de
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la forma f = t"u, siendo v una unidad, definiéndose con ello la valoracion de f en

P mediante vp(f) =n.

Damos las siguientes definiciones:

1. Se denomina divisor de x, a una suma formal de la forma

D = Z npP,
Pex
siendo np un entero, el cual es cero, salvo en un nimero finito de puntos P. El
conjunto de todos los divisores sobre x se denota por Div(x) y se denomina
grupo divisor de x. Este conjunto tiene estructura de grupo abeliano respecto
a la suma formal de estos divisores. Un divisor de la forma D = P con P €

es llamado divisor primo.

2. Si en la definicién anterior de divisor, se considera solo valores enteros no
negativos, para np, entonces el divisor D pasara a llamarse divisor efectivo

y se le denotara por D > 0.

3. Dado un divisor D = Z npP, se define al grado de un divisor D, a la suma
Pe x
de coeficientes np, es decir;

grado de un divisor D= Z np
Pe x

4. El soporte de un divisor D se define por supp(D) ={P € x:np +0}.

5. Un divisor D = Z npP es mayor o igual que otro divisor D’ = Z n's P,
Pey Pex
si D — D' es efectivo, es decir, en D - D' = > (np —np)P, los coeficientes
Pe x
np—n’p >0y se denotara D > D',

6. El diwvisor de una funcion racional f se define por (f) = Z vp(f)P. Siendo
Pe x

vp(f) la valoracién de f en P y ademads, f no debe ser identicamente nula
en x. Puede revisarse [18] para mas detalles.
7. El divisor de ceros se define por (f)o= Y. vp(f)P.

vp(f)>0
Sivp(f)=1t>0, se dice que P es cero de f, de orden t.

8. El divisor de polos se define por (f)e = Z —vp(f)P.
vp(f)<0
Si vp(f)=-t <0, se dice que P es un polo de f, de orden t.
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9. El divisor principal de f se define por (f)= (f)o— (f)eco-

Ejemplo 3.1. Mostramos aqui como se realiza el cédlculo del divisor de una
funcién racional en el espacio proyectivo P'. Sea h € K(x) yv h = %, siendo f y
¢ polinomios homogéneos, del mismo grado y ambos en K[Xj, X;]. Dado que K es
algebraicamente cerrado y asumiendo aqui, que f y g no tienen factores comunes,

entonces puede escribirse lo siguiente:
f(Xo, Xl) = XénXin[(Xo - ale)al (Xo — agXl)“2 o (XO - ain)“i],

9(Xo, X1) = Xg. X [(Xo = 81.X1)" (Xo = B2X1)"2 ... (Xo = 8;X1)% ],
donde todos los exponentes son enteros no negativos, tales que, mp =0 y ng = 0,
para no tener factores comunes, pero también todos los coeficientes av y 3 deben ser

diferentes. Ademads, para ser del mismo grado, debe cumplirse que

m+n+ap+--+a;=p+q+b+-+0;.
Luego, para la funcién racional h, ya puede calcularse

(h) = (m=p)(0:1) +(n=-q)(1:0) + [ar (e : 1) + - +ai(ai s 1)] -
[b1(Br+ 1) + -+ 0;(55: 1)

3.4. El espacio vectorial de Riemann - Roch
Considerando un divisor D de una curva y:

L(D) ={feK(x)*: (f)+ D=0} u{0}

es un espacio vectorial, llamado espacio vectorial de Riemann-Roch. Ademas, su

dimension se denota mediante:
(D) = dimgL(D).

., Cémo son los elementos de L(D)? Consideremos el divisor

a B
D= anR - ijQj-
j=1

i=1

El espacio L(D) contiene a 0 y ademéds a las funciones f tales que:
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B «
(f) = Z;m;Qj - ;nﬂ%’

con la condicién de que (f) + D sea efectivo, lo que equivale a tener ceros en @),

con m; > my y polos en P, con nj <n;.

JEn que casos, L(D) = {0}? Esto ocurrira si y solo si, el grado del divisor D
es negativo. Si denotamos D’ = (f) + D, con f € K(x)*, entonces D = D', lo cual
asegura que L(D) y L(D’) son isomorfos. Luego, como grado(D) < 0, también serd
grado((f)+ D) <0, para toda f € K(x)*. Esto asegura que, f ¢ L(D) y por ello, se
tendra: L(D) = {0}.

A continuacién damos dos definiciones, ttiles para el teorema de Riemann - Roch.

s Divisor de un diferencial racional w en una curva suave y proyectiva X:

(w) = > vp(fp)P ; siendo w = fpdtp una representacion local de w. Ademds
Peyx
W = (w) se denomina divisor candnico. Esta definicién puede revisarse en [19)].

s Género de una curva algebraica proyectiva: Considerando que x es una curva

algebraica y proyectiva sobre K, se define al género de la curva y como
g =maz{grado(D) - ¢(D)+1: D es divisor de y }.

A continuacién se enuncia, sin demostracion, un teorema que es muy importante
en el estudio de la geometria algebraica y que aqui sirve para llegar al teorema de
Weierstrass. Para tener mas informacion sobre la prueba de este teorema, puede

revisarse el texto dado en [22].

Teorema 3.2 (Riemann-Roch). Sea x una curva algebraica proyectiva, no singular,
de género g. Si D es un diwisor en la curva x, entonces para cualquier divisor

canonico Wy, se cumple
(D) =gr(D)+1-g+£(Wy-D).
Haciendo D =0 en el teorema de Riemann-Roch, ¢(0) = gr(0)+1-g+£¢(Wy-0),

entonces 1 =0+ 1 - g+ ¢(W), de donde se obtiene que ¢(W}) = g.

Si en el teorema hacemos D = Wy, se obtendra ¢(Wy) = gr(Wy)+1-g+{(Wy-Wp)
lo que lleva a £(Wy) = gr(Wy) + 1 - g+ £(0). De aqui se obtiene gr(Wy) =2g — 2.
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Ejemplo 3.3. Verificamos que se cumple este teorema, en la linea proyectiva P'. Si
D es un divisor en P!, puede escribirse D = D — D,, siendo
D, = inipi y Dy= im]@j con n; y m; no negativos.
i=1 j=1
Consideremos h(X) = a-bX, la cual al homogenizarse es h*(X,Y) = aY - bX. La
denotaremos hp(X,Y) =aY - bX, en el punto P = (a:b).

Determinamos ahora L(D). Sea f e K(x)*: f € L(D) siy solosi (f)+D > 0.
Reemplazando aqui D = Dy — D, se obtendra:

B «
feL(D) siysolosi(f)>) m;Q;-> nP,
=1 i1

lo que implica que f € L(D), siy solo si tiene cero de orden > m; en @), para todo
j entero de 1 a By f tiene polo de orden < n; en P;, para todo i entero de 1 a a.
Luego, f debe ser de la forma

B thll...hgg

© hp
siendo F' un polinomio homogéneo, tal que el numerador y denominador de f, sean

de igual grado. Con ello se obtiene que

B «
gr(F)+> m;Q; = > n; P,
) i1
luego

gr(F) =gr(D:) - gr(Dz) = gr(D).

Luego, el espacio vectorial de Riemann-Roch L(D) es isomorfo al espacio de
polinomios homogéneos, en dos variables, cuyo grado es gr(D). Luego, se obtiene la

dimensién de L(D), como sigue:
Sigr(D)>0:4(D)=gr(D)+1,
Si gr(D)<0:4(D) =0.

Ahora consideramos dt = d(X/Y) = YE=X4Y "] cual es una 1-forma en P!, que
no tiene ceros, pero si tiene un unico polo con orden 2 en (1:0), por ello, se tiene
que (dt) =-2(1:0). Luego, gr(Wp) = gr(dt) = -2, ademas como gr(Wp) =2¢g -2, se
tendra que g = 0.

Dado que gr(Wy—D) = -2—gr(D), se puede obtener /(Wy— D). Para ello, segun
lo comentado en 3.4, se tiene que {(Wy— D) =0, si gr(Wy— D) <0, es decir, cuando
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gr(D) > -2. En el caso que gr(Wy— D) >0, se tendrd ¢(Wy - D) = gr(Wy - D) + 1.
Luego, se ha hallado la dimensién de L(W, — D):

Si gr(D) < =2:4(Wy - D) =-1-gr(D),
Si gr(D)>-2:4(Wy- D) =0.

Ahora comprobamos el teorema de Riemann-Roch, evaluando la expresién

(D) -t(Wy—D)—-gr(D)+g-1y se debe obtener cero, en todos los casos:

» CASO 1: Sigr(D)<-2:
U(D)-t(Wy-D)-gr(D)+g-1=0-(-1-gr(D))-gr(D)-1=0.

» CASO 2: Si-2<gr(D) <0, es decir gr(D) = -1:
D)-t(Wy—D)-gr(D)+g-1=0-0-(-1)+0-1=0.

» CASO 3: Sigr(D)=>0:
UD)-t(Wy-D)-gr(D)+g-1=(gr(D)+1)-0-gr(D)+0-1=0.

Con lo cual se ha verificado el teorema de Riemann-Roch.

Enunciamos a continuacion, dos relaciones que permiten diferenciar al orden o
numero de un polo y al orden o niimero, de una laguna:
Sea neN

= n es un numero de polo de P, siy solo si, dim(nP) > dim((n—1)P).
= 1 es un numero de laguna de P, siy solo si L(nP) = L((n—-1)P).

Proposiciéon 3.4. Sea x una curva algebraica de género g, en la que todos sus
puntos son no singulares y ademds es proyectiva sobre K. Si P € x, entonces para

cualquier n > 2g, existe f € K(x)* tal que P serd un polo de orden n, es decir existe

JeE()* / (f)e=nP,

Proposiciéon 3.5. Sea x una curva algebraica de género g, en la que todos sus
puntos son no singulares y ademas es proyectiva sobre K. Si D es un divisor en la

curva X, tal que gr(D) >2g -2, entonces se cumple

((D)=gr(D)+1-g.

Puede encontrarse las pruebas de tales proposiciones en [21].
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3.5. Propiedades de lagunas en un semigrupo

numeérico

Recordemos la notacion que se usaba en los dos primeros capitulos:

1. L(S) = {l1,0s,--+,¢,} es el conjunto de lagunas.

2. N(S)={seS:s<F(5)} es el conjunto de elementos esporadicos de S.
3. n(S) es el cardinal de N(S5).

4. F(S) es el numero de Frobenius.

5. ¢(S) es el conductor.
Del lema 2.2, se obtiene
c(5) = g(5) +n(S).

De aqui se tiene que, la cantidad de elementos esporadicos o no lagunas menores

que el conductor estd dada por n(S) =c(S5)-g(S), o mas abreviadamente:
Cantidad de no lagunas menores que el conductor =n=c—g=F(S)+1-g.

Tener en cuenta que, no es lo mismo elemento esporadico que no laguna, ya que, los
elementos esporadicos, son los elementos del semigrupo numérico, que no exceden a

F(S), en tanto que, no laguna, es cualquier elemento de S.

Ejemplo 3.6. El conjunto de lagunas y conjunto de esporadicos, del semigrupo
numérico S = {0,4,5,8,9,10,12,13,14, ...}, son los siguientes:

L(S)={1,2,3,6,7,11}, N(S) ={0,4,5,8,9,10},
luego g(S) =6 y n(S) =6, ademas F(5) =11, ¢(S) = 12. Se observa que se cumple

c(S) = g(S) +n(S) y también se verifica aqui, que el conjunto de no lagunas, es lo

mismo que S, el cual no es igual al conjunto de elementos esporadicos N(.5).

Proposicion 3.7. Si s; es un elemento esporadico, entonces su complemento

respecto del nimero de Frobenius F(S), serd una laguna.

Demostracion. Si s; es un elemento esporadico, entonces, su complemento respecto
de F(S) es F(S)-s;. Si ahora se supone que F'(S)-s; € S, entonces por la propiedad
de clausura, se tiene que (F'(S) - s;) +s; € S; es decir F(S) € S, lo cual es una

contradicién y por ello, necesariamente debe ocurrir que F'(S) —s; ¢ S. ]
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Noétese que lo contrario, no necesariamente se cumple. Es decir, si ¢; es una
laguna, entonces su complemento respecto de F'(S), no necesariamente serda un

elemento esporadico. Una consecuencia de la proposicién 3.6 es lo siguiente.

Proposicion 3.8. La cantidad de elementos esporddicos, no excede a la cantidad

de lagunas, es decir n(S)<g.

Proposicion 3.9. Si ¢ es una laguna y k es un entero positivo tal que d = % es

también un entero, entonces d es una laguna.

Demostracion. Si d = % fuera un elemento esporadico, entonces al calcular
0. ¢
7+ 1+ (kveces),
se obtendria que £ € S. Esto implica que el entero d = % es una laguna. O

Como algo particular de la proposicion 3.8, cualquier divisor aritmético del

numero de Frobenius, es necesariamente una laguna del semigrupo numeérico.

Al conjunto S = N, se le denomina semigrupo numérico trivial, el cual no tendra

lagunas y por ello g = 0. En lo que sigue se excluye este caso.
St g >0 entonces es sequro que {1 =1.

Para casos generales de semigrupos numéricos, se considera que las lagunas son

l;, tales que 0 <y < ly <l3<--<l,=F(S).

Proposicién 3.10. Dado un semigrupo numérico S, tal que su género sea g(S) =g,

entonces toda laguna ¢; debe ser menor que 2g. Ademds F(S) < 2g.

Demostracion. De acuerdo a la proposicion 3.7, la cantidad de elementos esporadicos
n, no debe exceder a la cantidad de lagunas g, es decir n < g, pero también se sabe
del lema 2.2, que ¢(S) = n(S) +g(95), entonces n = F(S)+1-g, que se reemplaza en
la desigualdad anterior, obteniéndose que F'(S)+1-¢g<gy de aqui F(S)<2g-1,
luego /; < 2g. n

Proposicién 3.11. En el conjunto {0,1,...,2g} la cantidad de no lagunas, excede a
la cantidad de lagunas, en 1. Ademds, dado que el 0 estd en todo semigrupo numérico,
entonces en el conjunto {1,2,...,2g} se encuentra la misma cantidad de lagunas,

que de no lagunas.
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Demostracion. Dado que en el intervalo de enteros [0,2g], hay 2g + 1 elementos y
la cantidad de lagunas es g, entonces, necesariamente debe haber g + 1 no lagunas,
en dicho intervalo. Quitando el cero, que es no laguna, habria la misma cantidad de

lagunas y no lagunas. O

Proposicion 3.12. Para que un semigrupo numérico tenga g lagunas, debe ocurrir
que, en cada conjunto de enteros de la forma Cy ={1,2,3,...,2k -1} debe de haber

por lo menos k lagunas, para cada k entero positivo que no exceda a g.

Demostracion. Aqui S debe tener g lagunas. Para tener un camino de demostracion,

notese que:

Si k =1 entonces Cy = {1} y por ello, necesariamente ¢; = 1 es una laguna, de lo

contrario, S = N y no habria g lagunas.

Si k = 2 entonces Cy = {1,2,3} y si se supone que hay menos de 2 lagunas en
Cy, necesariamente S = ({2, 3}),luego no habrian mas lagunas. Por ello, en Cy debe

haber por lo menos 2 lagunas.

Si k = 3 entonces C3 = {1,2,3,4,5}, luego si se supone que hay menos de 3
lagunas en Cj3, necesariamente S =< 3,4,5 >0 5 =<2,5>0 .5 =< 2,3 >y en estos

casos, ya no habrian mas lagunas. Luego, en C3 debe haber por lo menos 3 lagunas.

Continuandose de forma similar, hasta llegar a k = g y obteniéndose el conjunto

C,={1,2,...,2¢9—1}, en el cual, usando la proposicién 3.7, debe haber g lagunas. [

3.6. Semigrupos numéricos de Weierstrass

En esta seccion, se mostrard, algunos resultados de suma importancia en la
geometria algebraica, que lo relacionan con los semigrupos numéricos. Mediante
los semigrupos de Weierstrass, quedan relacionados propiedades geométricas de una
curva algebraica, con propiedades aritméticas.

Considérese que x es una curva algebraica, con género ¢g > 1, no
singular, proyectiva y ademas irreducible, que estd definida sobre un cuerpo K

algebraicamente cerrado. Si P es un punto que pertenece a Y, entonces el conjunto

H(P)={neN:3feK(x); que es reqgular en X\ Py (f)o =nP},
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es un semigrupo numeérico que se denomina semigrupo numérico de Weierstrass en
P. La funcién f que estd en H(P), es racional y tiene en P un polo de orden n.
Ademas, el género del semigrupo numérico es g, es decir, el nimero de lagunas del

semigrupo numérico coincide con el género de la curva algebraica.

Antes de probar que H(P) es un semigrupo numérico, daremos un ejemplo de
ello. Para esto, enunciamos sin demostracién, dos proposiciones extraidas de [20]

que seran necesarias.

Proposicion 3.13. Sea F' una curva irreducible no singular. Si existen P + Q) en

F racionalmente equivalentes, entonces F' es racional.

Proposicién 3.14. Si F' es una cubica no singular, entonces F no es racional.

Ejemplo 3.15. Consideremos la curva algebraica y, en el espacio proyectivo P?
ZY?2=X(X-2)(X-22).

Probemos, que esta curva es no singular en todos sus puntos.

Sea F'=2Y?-X(X-Z2)(X -2Z), entonces:
Fx =-3X2+6X7-222, Fy=2Y7Z, Fr=Y?2+3X%2-4XZ.

Partiendo de Fy =2Y Z #0, se tiene Y # 0y Z #0.
La recta Y = 0 interseca a F' =0, en los puntos (0:0:1), (1:0:1)y (2:0:1).

Luego, se evalia cada uno de estos puntos en Fx, obteniendose
Fx(0:0:1)=-2=%0, Fx(1:0:1)=1%#0, Fx(2:0:1)=-2=%0,

La recta Z = 0 interseca a F=0, en el unico punto (0;1,0), luego se evalia este punto

en F; y se obtiene
F7(0;1;0) =1#0.

Luego, F' es no singular en todos sus puntos.

Sea P = (0:1:0), el punto que es la dnica interseccién entre Z =0y F = 0.
Determinaremos aqui, su respectivo semigrupo de Weierstrass H(P). Para ello,
comprobemos que 1 ¢ H(P). Si se supone que 1 € H(P), entonces existe f € K(x)
tal que (f)e = 1.P, pero como f es racional, debe cumplirse que (f) =1.QQ -1.P, lo

que implica que () es racionalmente equivalente a P. Si () es diferente de P, entonces
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la cibica F' =0 seria racional (proposicién 3.13). Lo cual se contradice con el hecho
de que toda cibica no singular, no es racional (proposicién 3.14). Esto implica que

@ = P, pero entonces, se obtiene tambien un absurdo, puesto que ya se tenia que
(f)=1.Q-1.P. Luego, 1 ¢ H(P).

Sin embargo para n > 2: n € H(P). En efecto, basta con considerar la siguiente

funcién racional

- X-2)"
f - zn )

la cual tiene, polo de orden n: (f)s = n.P. Por lo tanto, hemos encontrado el

semigrupo de Weierstrass de la curva, en el punto P = (0:1:0)

H(P) ={0,2,3,4,>}.

Hemos dado arriba los calculos para construir un semigrupo de Weierstrass, dado
la funcién y un punto. Ahora comprobemos en general, que H(P) es un semigrupo

numeérico.

Proposiciéon 3.16 (Semigrupo de Weierstrass). Sea x una curva algebraica, con
género g > 1, no singular, proyectiva y ademas irreducible, definida sobre un cuerpo

K algebraicamente cerrado. St P € x, entonces
H(P)={neN:3feK(x); que es reqular en x N P y (f)e =nP},
es un Semigrupo NUMErico, con género ¢.

Demostracion. Probaremos que H(P) cumple con las tres condiciones dadas en 1.1.
En efecto, 0 € H(P), pues basta con considerar f = 1 y asi se tiene (1), = 0P.
Pasemos a verificar que cumple la clausura para la adicion: Sean los enteros n
y m que estan en H(P), entonces existen f,g € K(x) regulares en x \ P, tales
que (f)eo = NPy (9)o = mP. Luego, f.g € K(x) es regular en x \ P, tal que
(f)oo + (9)oo = nP + mP, ademdas dado que se cumple (f.g) = (f) + (g), entonces
(f-9)oo = (n+m)P, es decir n+m € H(P). Hasta aqui se ha probado que H(P) es

un semigrupo aditivo.

La prueba de que el complemento de H(P) es finito, se debe a que en H(P)

habra exactamente g lagunas, siendo g el género de la curva algebraica. Esto quedara
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comprobado con el teorema de lagunas de W eierstrass que seguidamente se enuncia

y se prueba. O]

Teorema 3.17 (De las lagunas de Weierstrass). Sea x una curva algebraica de
género g > 1, en la que todos sus puntos son no singulares y ademds es proyectiva
sobre K. Si P € x entonces, existe exactamente g lagunas de P (en H(P) ), que se
denotan por {;, las cuales estan en el conjunto {0,1,2,...,2g—1}, siendo la primera

laguna ¢4 = 1.

Demostracion. Se sabe de la proposicion 3.10, que todas las lagunas son menores que
2g. También es evidente que 0 es un polo. Luego, podemos considerar las inclusiones

siguientes:

L(0) cL(P)cL(2P)cL(3)c---cL((29-1)P).
Pero se conoce que dim(L(0)) = 1, ya que L(0) = K, ademds mediante la proposicién
3.4 se tiene que dim(L(2¢g-1)P) = g y dado que dim(L(iP)) < dim(L(i-1)P) +1,
para todo ¢ (ver [18]), entonces, necesariamente hay g — 1 enteros entre 1y 2g — 1

tales que L((i — 1)P) ¢ L(iP). Luego los g enteros sobrantes, tendrian que ser las
lagunas de P.

Falta probar que ¢; = 1. Para ello, supongamos que ¢; # 1, entonces 1 seria una
no laguna y se sabe que en este caso, se habria generado todo N y no habra lagunas,

generandose asi,una contradicion. Luego ¢; = 1. O]

Si una curva x tiene género g y P € y, entonces, existe exactamente g enteros no
negativos, £1,%s,...,4, , para los cuales, no se podra encontrar la funcién racional

f e K(x) y que tenga polo de orden ¢; en P.

En el ejemplo anterior, hemos considerado la curva:
ZY?2=X(X-2) (X -22),
y se ha determinado, su semigrupo de Weierstrass en P = (0:1:0), obteniendo que
H(P)={0,2,3,4,—~1},

el cual posee solo una laguna. Pero de acuerdo al teorema 3.13, si la curva que
hemos tomado, tiene género g, entonces debe tener g lagunas, luego necesariamente
la cubica que se tomo, debe tener género 1, para satisfacer al teorema. Esto coincide

con el hecho, de que las cubicas, al ser elipticas, deben tener género 1.
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Finalmente, se ha probado que al tomar un punto P sobre una curva algebraica,
con género g > 1, no singular, proyectiva e irreducible sobre un campo K, existe
un semigrupo numérico, al que se denomina semigrupo de Weierstrass en P. Sin
embargo, el caso contrario, no ocurre. Es decir, no todo semigrupo numérico, admite
una curva Y, con las caracteristicas anteriores y que sea un semigrupo de Weierstrass.
Fué Hurwitz quien en 1893, cuestion6 el hecho de que todo semigrupo numérico,
pueda ser considerado como un semigrupo de Weierstrass. Pero recién en 1980, el
matematico aleman, Ragnar Olaf Buchweitz, construyé un semigrupo numérico que
no es de Weierstrass (ver [2]). Sin embargo, las condiciones que dio Buchweitz, para
afirmar que un semigrupo numérico es de Weierstrass, (ver [19]), fueron refutados
posteriormente y hasta hoy, no se ha logrado obtener, condiciones suficientes que

permitan detectar, que semigrupo numérico, es de Weierstrass.
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