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Introduccion

En la matemaética es muy comun tratar de clasificar objetos respecto a algu-
na relacion de equivalencia, para realizar dicha clasificaciéon podemos proceder de
maneras diferentes, por ejemplo, podemos buscar elementos de una clase de equi-
valencia que se mantengan inalterados, estos elementos se llamaran invariantes. Sin
embargo estos podrian no ser invariantes con otra relacion de equivalencia, y por
ende no tendriamos ninguna informacién sobre la equivalencia de dos objetos, en-
tonces podemos abordar el problema de clasificar, obteniendo un método que nos
permita encontrar un representante para cada clase de equivalencia, de manera que
verificar si dos elementos son equivalentes se resume a encontrar y comparar tales
representantes, que son llamados formas normales o formas canodnicas. O. Zariski,
en un curso dictado en la Ecole Polytechnique [10], en 1973, inspirado por el trabajo
de S. Ebey [3], expuso su investigacién sobre el problema de la clasificacién analitica
de curvas planas pertenecientes a una clase de equisingularidad dada. Dedicando
gran parte de este trabajo al andlisis de ejemplos particulares, a este respecto, en la
introduccion de [10], Zariski escribio:

The problem of the complete description of the moduli space M of a given equi-
singularity class is entirely open, and the few examples of chapter V show that M
has a structure that is too complex to hope for complete solution to the problem.

The somewhat more restrictive question of the determination of the dimension
of the ” generic component” of M is not solved.

Abramo Hefez y Marcelo E. Hernandes [6], en el 2007 dan fin al problema dado
por O. Zariski, ellos mostraron como quebrar la complejidad del espacio Moduli
estratificando la clase de equisingularidad dada por medio de un buen invariante
numeérico que separe las curvas en muchos tipos, tal que la equivalencia analitica en
cada estrato sea manejable. Esto se logra considerando el conjunto de valores de los
diferenciales de Kéhler sobre curvas como un invariante numérico mas fino que el
semigrupo de valores que caracteriza la clase de equisingularidad. Si estratificamos
un abierto del espacio afin que representa el espacio de una clase de equisingularidad,

correspondiente a la parametrizaciéon de Puiseux con pares de Puiseux fijos, y esco-
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gemos un conjunto de representantes especiales en una forma normal especifica para
cada estrato, entonces la accion del grupo que representa la equivalencia analitica
se torna algo trivial, dando una solucién general al problema planteado por Zariski.
Para este efecto Hefez y Hernandes en [6] fusionan dos técnicas. El primero es el uso
del algoritmo SAGBI, dado por L. Robbiano y M. Sweedler [8], el cual es adaptado
en [5] y [6], para describir bases privilegiadas de los anillos locales de curvas planas
también del modulo de diferenciales de Kahler de estos anillos locales. Permitiendo
calcular el conjunto de invariantes de los diferenciales de Kahler. La segunda técnica
es el algoritmo de la Transversal Completa dado por J.W. Bruce, N.P. Kirk y A.A
du Plessis [2], esto permite determinar todas las formas normales de los gérmenes
bajo una acciéon del grupo de Mather, Pero no permite pronosticar a priori cual
serd el resultado saliente, el poder del método dado por Hefez y Hernandes esta en
conjugar estas dos técnicas, via la existencia de algunos diferenciales, para contro-
lar cada paso de la transversal completa, dando explicitamente todas las posibles
formas normales y condiciones para la equivalencia analitica de gérmenes en formas
normales.

En el primer capitulo de esta tesis, se dan las nociones basicas a ser utilizadas a
lo largo del texto. Introducimos el concepto de curva algebraica irreducible plana o
rama plana y se estudia su parametrizacion dada por el Teorema de Newton-Puiseux.
Luego estudiamos el anillo local de una rama plana, el semigrupo de valores asociado
a una curva algebraica plana, y Finalizamos el capitulo con una seccién dedicada
especificamente a las curva analiticas.

El segundo capitulo contiene los resultados de la teoria de singularidades que
utilizaremos. Introduciremos el concepto de germen de aplicaciones, asi como las
relaciones de equivalencia entre gérmenes, que son A, R, L, C y la K-equivalencia.
También presentaremos la relacion entre la equivalencia analitica de curvas analiticas
planas irreducibles y la C-equivalencia de sus ecuaciones y la A-equivalencia de sus
parametrizaciones. La parte central de este capitulo esta dedicada al teorema de la
transversal completa, cerrando este capitulo aplicando el teorema de la transversal
completa presentando las formas normales para las curvas planas analiticas irre-
ducibles con semigrupo (3,v1) y (4,7).

En el ultimo capitulo introducimos el concepto de diferenciales de Kahler, el
conjunto de valores de las diferenciales de Kahler que es un invariante bajo la equiv-
alencia analitica de curvas. Dedicando el resto del capitulo a la demostracion de la
existencia y unicidad de las A-formas normales, comenzando con las formas nor-
males bajo la A;-accién, para luego pasar de la A;-equivalencia a la .Z—equivalencia

y finalmente aplicar la H-accién, para obtener las A-formas normales.
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Capitulo 1

Curvas Algebraicas Planas

Para este primer capitulo tomaremos de referencia [4], en este capitulo pre-
sentaremos resultados que seran la base para desarrollar el trabajo. Entre estos
podemos citar, definiciones y propiedades béasicas sobre curvas algebraicas planas,
el teorema de preparacion de Weierstrass, parametrizacion de Newton-Puiseux y los

exponentes caracteristicos.

1.1. Definiciones y Primeras Propiedades de Cur-
vas Algebraicas Planas

Sea C[[X, Y]] el anillo de series de potencias formales, con coeficientes en C. El
conjunto M = {f € C[[X,Y]]/f(0) = 0}, es su tnico ideal maximal, generado por
XeVY.SifeC[X,Y]]\ {0}, entonces

f=Y F=Fi+Fq+Fua+t-
donde cada F; es un polinomio homogéneo de grado 7, consideraremos el polinomio
cero como un polinomio homogéneo de cualquier grado. Si F;, # 0 diremos que este
es la forma inicial de f y llamaremos al entero n la multiplicidad de f, denotado
por mult(f) = n. Por convencién, si f = 0. decimos que mult(f) = oo.

Fécilmente podemos verificar los siguientes resultados.
Proposicién 1.1. Un elemento f € C[[X,Y]] es inversible si, y sdlo si, F, # 0.
Proposicién 1.2. Sean f,g € C[[X,Y]]. Entonces,

1. mult(f - g) = mult(f) + mult(g)

2. mult(f £+ g) > min{mult(f), mult(g)}, con la igualdad cuando mult(f) #
mult(g).
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CAPITULO 1. CURVAS ALGEBRAICAS PLANAS 2

Siu € C[[X,Y]] tal que u(0) # 0 diremos que este es una unidad de C[[X, Y]].
Asi tenemos que dos elementos f, g € C[[X, Y]] son llamados asociados si existe una
unidad u tal que f = ug, esta relacién de asociados es una relacion de equivalencia;

esto es
f~ge f=u-g

Ahora introduciremos uno de los objetos centrales de este trabajo, curva alge-

braica plana.

Definicién 1.3. Sea f un elemento no nulo de M, una curva algebraica plana Cy

es una clase de equivalencia de f, modulo la relacion de asociados. FEsto significa
Cr={u- f/u es una unidad en C[[X,Y]]}.

Por tanto, de la definicién tenemos que; Cy = C, si, y solamente si, existe una
unidad u € C[[X, Y]] tal que f = ug.

Observemos que la multiplicidad de una serie de potencias formal, es invariante
bajo la multiplicacion por una unidad. Asi, podemos definir multiplicidad de una
curva algebraica plana Cy, como la multiplicidad de la serie de potencias f. Cuando
una curva algebraica plana posee multiplicidad igual a uno, es llamada regular. En
caso esta multiplicidad sea mayor que uno, decimos que la curva algebraica plana es
singular.

Decimos que una curva algebraica plana Cy es irreducible, si la serie de potencias
formal f es irreducible en C[[X, Y]].

Muchas de las propiedades de una curva algebraica plana son preservadas por
un cambio de coordenadas en C[[X, Y]], esto es, a través de un C-automorfismo de

C[[X,Y]]. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.4. Dadas las curvas algebraicas planas C; y Cq4, con f,g € M C
C[[X,Y]], diremos que ellas son equivalentes, denotado por C; ~ C,, si existe un
C-automorfismo ® de C[[X,Y]] tal que

o(C;) = C,.

En otras palabras C; y C,4 son equivalentes, si existen un C-automorfismo ® y
una unidad u de C[[X,Y]] tal que

CI)(Cf) =Uu-g.

Observacién 1.5. Un problema central en la teoria de curvas algebraicas planas,

es realizar la clasificacion de las curvas algebraicas planas mddulo la relacion de
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CAPITULO 1. CURVAS ALGEBRAICAS PLANAS 3

equivalencia ~, definida arriba. Este problema permanecio abierto por mucho tiem-
po, siendo los matemdticos A. HEFEZ y M. HERNANDES que ponen fin a este
problema en [7].

Para poder ver la dificultad de este problema, consideremos las curvas algebraicas

planas dadas por:
f — Y3 . X5
y
g=(-2-X)Y®+ (=2 - X)YV5 + (-24X — 12X?)Y* + (—108X? — 90X3)Y?3 +
(—6X?2 —543X3 — 270X Y2 + (—810X* —405X5)Y — 243X — 486 X° + X* +2X3.
Aproposito de estas curvas. jSon estas equivalentes?.
Lo primero que podemos decir es que ambas tienen la misma multiplicidad, mas

esto no implica que estas sean equivalentes. Sin embargo g esta dada, de modo que

(f)=u-g.

donde
u(X,Y) = (2+X)7

P(X,Y)=(BX+Y, X —-Y?

lo que implica que, Cy ~ C,. Esto muestra cuan dificil puede ser responder si dos
curvas algebraicas planas son equivalentes.

Como dijimos muchas propiedades de una curva algebraica son preservadas a
través de un C-automorfismo, asi como la irreducibilidad y su multiplicidad, co-
mo vimos, decir que dos curvas son equivalentes se resumia a encontrar un C-
automorfismo, tal que ®(f) = wu - g, entonces estas también se preservan por e-
quivalencia de curvas.

En efecto, tenemos que f es reducible si, y solamente si, g = u~'®(f) es reducible,
donde ® es un automorfismo y u es una unidad de C[[X, Y]], en efecto supongamos

que f es reducible, esto es f =[],_, fi con f; irreducible, entonces tenemos que
g=uo(f)=u (] ) =u " [] @)
i=1 i=1

Por tanto g es reducible. Tomando r = 1 tenemos que f es irreducible, por tanto g
también es irreducible.

Ahora veamos que la equivalencia de curvas preserva la multiplicidad. En efec-
to, consideremos f = Y >° F;, donde la mult(f) = m. Debemos mostrar que la
mult(g) = m, donde g = U~1®(f).
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CAPITULO 1. CURVAS ALGEBRAICAS PLANAS 4

Observemos que

T

g=uO(f) =uT Ry F) =T Yy O(F),

i=1
Analicemos ®(F;), como F; es homogéneo de grado i, o sea,
Fi= ) apXY*
j+k=i
Como ® es automorfismo de C[[X, Y]], tenemos que

X — aX + bY + términos de orden superior
o — ¢X + dY + términos de orden superior

satisfaciendo ad — be # 0. Asi,
O(F) = Y ap®(X)B(Y)".
k=i

Vemos que mult(®(X)) =1y mult(®(Y)) = 1. Luego
mult(®(X)Ye(Y)) =5+ k=i

Por lo tanto,
mult(P(F;)) =i y mult(g) = m.

1.2. Teorema de Preparacion de Weierstrass

En esta seccion estudiaremos algunas propiedades algebraicas del anillo de series
de potencias formales. El objetivo central es presentar el teorema de preparacion de
Weierstrass.

Definicién 1.6. Diremos que f € C[[X,Y]]\{0} es regular de orden n con respecto
a la variable Y (resp. X ) si f(0,Y)(resp. f(X,0)) es divisible por Y™ (resp. X™).

Decimos también, que f es regular en Y (resp. X), cuando f es regular con
respecto a Y (resp. X) de orden n = mult(f).

Ejemplo 1.7. Consideremos f(X,Y) = Y* - 2X5Y2 —4X7Y + XY € C[[X,Y]].
Notemos que f(X,0) = X', esto es, f es reqular de orden 10 con respecto a la
variable X, ademds de esto, tenemos que f(0,Y) = Y*, Gsea [ es reqular en Y,
pues mult(f) = 4.
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Proposicién 1.8. Sea f € C[[X,Y]] \ {0} con mult(f) = n. Entonces existe un
C-automorfismo lineal 1p de C[[X,Y]] tal que ¥(f) es reqular en'Y (0 en X).

Demostracion. Sea f(X,Y) = F, + F,41 + Fy42 + - -+, donde cada F; es un poli-
nomio homogéneo de grado i. Escribiendo F), en la forma F,(X,Y) = a,oY"™ +
an,LlY"_lX + -+ aLn,lYX”_l + ap, X", asi tenemos que,

Fn<X, 1) = Qnp -+ an,LlX +- aLn,lX"’l + aoyan € C[X] \ {O}

que admite raices en C, digamos R = {ry,72,...,7,}. De esta forma si tomamos
a € C\ R, tenemos que F,(«, 1) # 0.

Ahora, consideremos la siguiente aplicacion

v:C[[X,Y]] — C[X,Y]]
X — X —aY
Y — Y.

Notemos que ¢ es un C-automorfismo de C[[X,Y]]. En efecto, observemos que
las formas iniciales de (X)) y (YY) son, respectivamente, L1 = X +aY y Ly =Y,
esto es, Ly y Lo son linealmente independientes, entonces tenemos que ¥ es un
C-automorfismo de C[[X, Y]].

Denotando ¢(X,Y) = ¢ (f(X,Y)) = f(X + aY,Y) tenemos que g es regular en

Y .En efecto, como
WX, Y)) = (X +aY,Y)=F(X +aY,Y) + Fy (X +aY,Y) +---
tenemos que
9(0,Y)=f(0+aY)Y) = F,(aY,)Y)+ F1(aY,Y) 4+ - .

Observemos que basta mostrar que F,(aY,Y) es regular en Y, pues ningtn término

de F,(aY,Y) se cancela con térnimos de F,1(aY,Y) +--- . pero
F.(aY)Y)=a,oY" +ap_100Y" + -+ alyn_la”_lY” + agpa"Y",
o sea,
Fo(aY,Y) = Y™ (apo + @p11a + -+ a1 pn 10" +aga”) =YY" F(a, 1),

donde, como vimos anteriormente, F,,(c, 1) # 0. Luego, F,,(aY,Y) es regular en Y
y por lo tanto ¥ (f(X,Y)) también lo es. O

Veamos un ejemplo que nos permita visualizar mejor este resultado.
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Ejemplo 1.9. Consideremos la serie de potencias f(X,Y) = X3Y + XY3 + X1Y?2,

Podemos escribir f en polinomios homogéneos de la siguiente manera,
f(X,Y)=Fy(X,)Y)+ Fs(X,Y),

donde Fy(X,Y) = X3Y + XY3. Notemos que F35(X,1) = X® + X, entonces las
raices de este polinomio en C, son {0,i,—i}, tomando o € C\ {0,4, —i}, tenemos
que F3(a, 1) # 0. En particular, tomemos o = 1.

De esta manera, considerando el C — automor fismo de C[[X,Y]]

v:ClX,Y]] — C[X,Y]]
X — X +4+Y
Y — Y

tenemos que

YF(X,Y)) = f(X+Y,Y)=F(X+Y,Y)+F(X+Y,Y)
= X+Y)Y+(X+Y)V°+(X+Y)V?
= X3V +3X3Y2 +4XY3 + 2V + XYV +4X3YV3 4+
6X2Y4+4XY® +YS
= 2V* 4+ X3V +3X2YV? +4XY3+ YO + XY+
Iy GBS DOAX Y5

poniendo g(X,Y) = Y(f(X,Y)), tenemos que g(0,Y) = 2Y* + Y6 = Y4(2 + Y?),
esto es, (f(X,Y)) es reqular en' Y

El teorema que sigue, desempena un papel importante en la teoria de singulari-

dades. Pues como un corolario de este se tiene el teorema de preparacion Weierstrass.

Teorema 1.10 (Teorema de Divisién de Weierstrass). Sea f € M C C[[X,Y]]
reqular en Y de orden n > 1. Dado g € C[[X,Y]] existen ¢ € C[[X,Y]] yr €
Cl[X])[Y], conr =0 6 grady(r) < n, inicamente determinados tales que g = qf +r.

Demostracion. Escribamos
FXY)=foV)+ X 4+ fr(V) X" 4|

9 X, Y)=go(Y) + (V)X + -+ (V)X +- -+,
X, Y)=¢¥)+aMX+- 4+ gn(Y)X" +---,
r(X,Y)=roY)+ri)X +- +rp(Y) X"+,
)

Con gradoyr;(Y) < n para j > 0, la ecuacién requerida g = qf +1 6

gm(Y) = Z &(Y)f;(Y) 4+ r,(Y) para cadam >0 (1.1)

i+j=m
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es equivalente a las siguientes:

go = qofo+ 7o,
g1 = qofi +aqfo+r,

9 = Gfo+-+aafr +afo+ri

Desde que f es regular en Y de orden n tenemos que f(0,Y) # 0. también
grady (f(0,Y)) =n
esto implica que grady (fo(0,Y)) = n.
9(0,Y) = ¢(0,Y)f(0,Y) +r(0,Y)
90(Y) = qo(Y) fo(Y) +10o(Y)
observemos que

Y) = ag+a1Y +-- - Fa, Y"1 4.
V) = b, Y"+a, Y™ +---
(Y) = ¢ty +---+ Cn_lyn_l

9o
Jo

To
para que se cumpla (1.1) el caso en que m = 0, debemos tener r¢(Y) = go(Y) —

a, Y™+ ---, entonces tendriamos
@Y™ 4= qo(Y) (Y + an Y™ + - )
ademas
qO(Y) (bnyn + an+lyn+1 + o ) = anO(Y>Ynu(Y)
donde u(Y') es una unidad en C[[Y]] y esto implica que

(@Y™ + ap Y™ 4+ umH(Y)

y".
bn

QO(Y> =

Asi el caso m = 0 que establecido.

Sea m > 0, y supongamos que existen ¢;(Y) para 1 < i < m y r;(Y) con
gradyr;(Y) < n para 1 <1i < m que satisfacen (1.1).

Ahora tenemos que hallar ¢,,,(Y) y 7,(Y) con gradyr,,(Y) < n tal que satisfagan
la ecuacion

)= 3 GV + (V).
i+j=m
Es decir,
I = Qofm + -+ @1 f1 + dnfo + Tm,
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para que se cumpla (1.1) para el caso m, definamos r,,(Y) como la suma de los
términos de grado menor que n en ¢,, — @ofim — - — ¢m_1f1 y asi obtenemos ¢,,

como para el primer caso, esto es

(anyn + an+1yn+1 + )uil(Y)

m Y)= Yna

m (Y') b

donde a, Y™ + a, Y™™ + ... son los términos de grado mayor o igual a n en
Im — Gofm — - — Gm-1J1-

Asi, ¢;(Y) parai > 0y r;(Y), con gradyr;(Y) < n, satisfacen (1.1) para el caso

Para La unicidad, nuevamente procedamos por induccién. Desde que ¢o(Y) es
tnico, supongamos que ¢;(Y) y r; son Unicos para i < my j < m. Entonces, por la
construccion de ¢, (Y) y r,(Y), se sigue su unicidad.

m

Como consecuencia del teorema anterior, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.11 (Teorema de Preparacién de Weierstrass). Sea f € M C C[[X, Y]]
reqular en Y y mult(f) =n > 1, entonces existe una unidad u € C[[X,Y]] tal que

w(X,V)F(X,Y) =Y "+ ay(X)Y" .+ a, 1 (X)Y + a,(X),
con a;(X) € C[[X]] y mult(a;(X)) > i.

Demostracion. La prueba de la existencia se sigue del teorema de Divisiéon tomando
g = Y pues de este modo existe una unidad ¢ € C[[X,Y]] y r € C[[X]][Y] con

gradyr < n tales que
g=qf +r.
Escribiendo r = by (X)Y" ' + - + b, 1(X)Y + b,(X) v ¢ = u se tiene que

Y"=uf + b (X)Y" b, 1 (X)Y + b, (X),

O sea
uf =Y" = (by(X)Y" '+ 4 by (X)Y + b, (X)).

Denotando a;(X) = —b;(X), obtenemos
uf =YY" +a (X)Y" 1 b a1 (X)Y 4 an(X).

Calculando la multiplicidad de ambos lados, se tiene que mult(a;(X)) > i O
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Observacién 1.12. Un Polinomio de Weierstrass en Y es una serie de potencias
en C[[X,Y]] de la forma

PX,Y)=Y"+a(X)Y"" + -+ a, 1(X)Y + a,(X), (1.2)
tal que n > 1 y mult(a;) > i parai=1,...,n.

Ejemplo 1.13. Vamos a preparar a la Weierstrass la serie f = XY — Y3 + Y4
escribiendo f = f + fu donde f = XY = Y3 y fi = Y*, y usando el teorema de
preparacion Weierstrass tenemos

Y3=—-1f+ XY =—f+Y*+ XV

Pero,
Yi=-Yf+XY2
Ast,
YP=(-1-Y)f+Y°+ XY + XY2
Como,
VP = (V- X)f + X?Y,
obtenemos,
Vis(m1-X-Y-Y)f+V°+ XY*+ XY + XV?+ X?Y.
Pero,
YO+ XYt = (—Y3®-2XY)f +2X°Y>
Luego,

YV3i=(-1-X-Y -Y?)f+ (Y +2XY)Y*+ XY + XY? + X?Y 42XV
Continuando con el proceso, tenemos
(-1 - XY Y’ 4. )f=Y> - (X +2X*+- )Y - (X + X*+--.)Y.

Observacion 1.14. Usando la proposicion 1.8 y el teorema anterior podemos asumir
que una curva algebraica plana, es dada, a menos de un cambio de coordenadas, por

un polinomio de Weierstrass, i.e.,
Y'"4+a(X)Y" ot a, 1 (X)Y + an(X),

con mult(a;(X)) > i, parai=1,...,n.
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1.3. Teorema de Newton Puiseux

Desde que toda curva es equivalente a una curva definida por un Polinomio de
Weierstrass en C[[X]][Y], es de gran utilidad determinar las raices de este polinomio
en la clausura algebraica de C((X)). Esta es la estrategia que usaremos para el
estudio de curvas algebraicas planas irreducibles.

Donde C((X)) denota el cuerpo de fracciones de C[[X]] y C((X)) su clausura
algebraica, siendo todo elemento h € C((X)) de la forma

a—mX_m+a—m+1X_m+1+"'+CL_1X_1 +CL0+G1X—|—(12X2+--- ,

donde m € Ny los a; € C.
El teorema de Newton-Puiseux desempena un papel fundamental en la teoria de
curvas algebraicas planas definidas sobre C, pues este nos da un medio como expresar
las raices del polinomio de la forma (1.2) como una parametrizacién llamada mas
adelante parametrizacion de Puiseux.

Claramente C((X)) debe contener las raices de las ecuaciones Y — X = 0, para
todo entero positivo n. Luego debe de contener los elementos de la forma X %, sujetas

a las relaciones del tipo:
1. X1=2X,
2. (X)) = X™" Nn,m,r € Zyn,r > 0.

De este modo, obtenemos extensiones C((X'/")) de C((X)), las cuales son fini-
tas y galosianas, como mostraremos después. Recordemos la siguiente definicién de

teoria de campos.
Definicién 1.15. Sea F/k una extension de cuerpo. Si el grupo
G(F/k)={0c: F — F/o es un k — automor fismo},
es finito y su cuerpo fijo es k, esto es,
{a € F/o(a) = a,para todo o € G(F/k)} =k,
entonces la extension es llamada galosiana y G(F/k) es su grupo de Galois.

Denotemos por U, el grupo multiplicativo de las raices n-ésimas de la unidad en

C.

Lema 1.16. La extension de cuerpos G(C((XY/™))/C((X))) es finito y galosiano

con grupo de Galois isomorfo al grupo U,.
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Demostracion. Pongamos G = G(C((X™))/C((X))), y sea o € G. desde que o es
un C((X))-automorfismo de C((X/")), para alguna unidad b, € C((X*)), tenemos

O,(Xl/n) _ bJXl/n,

0o X = (o(XV")" = o((XV")") = 0(X) = X.

Por lo tanto b7 =1y b, € U,.
La aplicacién h : G — U,, definida por h(o) = b, es un isomorfismo de grupos.

En efecto; si o € GG, entonces
bpoo X" = poa(XV™ = p(by XV = by p(XV™) = b,b, X",

entonces b, = byb, y por lo tanto h es un homomorfismo de grupos.

Supongamos ahora que b, = b,. Desde que

oD b XYM =N b XY= b X = p(Y b XY™,

se sigue que o = p y por lo tanto h es inyectiva. La sobreyectividad de h se obtiene
de la definicién de o. Por lo tanto G es isomorfo a U,,.
Ahora probaremos que el cuerpo fijo de G es precisamente C((X)). Supongamos que

ZiZio b; X % es invariante por la accién de elementos de G, i.e.,
oD 0 X7) =Y bXw Yo e
i>10 1210
Pero, para todo ¢ € U,, tenemos;
oD 0 X7) =Y b Xn =3 bhiXr.
i>io i>io i>io

Por lo tanto b; = b;¢*. Como £ es una raiz de la unidad, entonces b; = 0 para todo i
i>io b; X € C((X)), esto concluye la
prueba. O

que no sea divisible por n, esto implica que )

Este lema también prueba que todas las extensiones C((X/™)) estén todos con-

tenidos en C((X)). Por lo tanto podemos definir

C((x) = J cxym) c c((x)).

n=1

Los elementos de C((X))* son escritos de la forma

o = by XP/0 4 X2 : (1.3)
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con by, by, ... € Cp;,q; € Z,q; > 0 para todo i, y

donde el conjunto {£;7 € N\0} admite un denominador comun. Si by # 0,5 es
llamada la multiplicidad de a.

También definimos

Cx) = J cix).

Por lo tanto, cualquier elemento a de C[[X]]* es de la forma (1.3) con mult(a) > 0.
Ahora veamos un teorema fundamental para hallar las parametrizaciones de una

curva.
Teorema 1.17. Tenemos que C((X)) = C((X))*.

Demostracion. Como todo elemento de C((X))* es algebraico sobre C((X)), basta
probar que C((X))* es algebraicamente cerrado. Para esto, basta mostrar que todo

polinomio en C((X))*[Y] de la siguiente forma
P(X,Y) = ap(X)Y" + a1 (X)Y" ™ + - + an(X) € C((X))"[Y],

posee una raiz ¢ € C((X))*.

a1 (X)
ao(X)
Sea n > 2, para nuestro propdsito es suficiente probar que p(X,Y’) sea reducible en

Paran =1y ao(X) # 0 basta tomar ¢ = , si ap(X) = 0 ¢ sera trivial.
C((X))*[Y].Sin perdida de generalidad, supongamos que ao(X) = 1.
Usemos un cambio de variables que nos permita eliminar en p(X,Y") el término

de grado n — 1. En efecto, consideremos el C((X))*-isomorfismo

- C((X) Y] — C((X))[Z]
Y — Z —n"ta(X)

Y tomando
X;2)=0(p(X,Y)) =p(X,Z —n"tay (X)) = 2"+ bo(X)Z" 2+ -+ bu(X),

donde b;(X) € C((X))*, parai = 2,...,n.

Sib;(X) = 0,para todo i = 2,...,n, se tendria que ¢ es reducible en C((X))*[Z], ¥
como P es un C((X))*-isomorfismo se sigue que p(X,Y") es reducible en C((X))*[Y].
Y terminaria la prueba Supongamos que existe un indice 7 tal que b;(X) # 0. Ahora

transformemos el polinomio ¢(X;Z) de manera que obtengamos un elemento de
C[[W]]*[Z] para algin W.
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Denotemos por m; la multiplicidad de b;(X) y pongamos
my .
m =min{—/2 <i<n}.
1
Sea r, tal que m = == y consideremos la aplicacién

v C((X)Z] — (W) [Z]
FX)Y) o fWT,ZW),

U es un isomorfismo de C-dlgebras y por lo tanto preserva los grados de los poli-

nomios en Z.

Sea
WW,Z) = W™ U(g(X,Z)) =Wmrg(Wr, ZWm)
= W ((ZW) A by (WY (ZWT) S - by (W)
v AL JL bQ(wr)w—Zm—rzn—l M bn(WT)W_nmr.
Asi

hW,Z) = Z™ + co(W)Z" 2+ -+ + (W) (1.4)

con ¢;(W) = b;(Wm)W = (i = 2,...,n). Tenemos entonces que
mult(c;) = rm; —im, > 0,

con la igualdad para i = r. Asimismo, ¢.(0) # 0y ¢;(W) € C[[W]]*,2 < i < n.

Entonces existe un entero positivo k tal que
hW*, Z) = 2"+ ci(WH) 2" € C[[W])[2].
=2

Desde que ¢,(0) # 0 y la caracteristica de C es cero, entonces h(0,7) que es un
elemento de C[Z],tiene al menos dos raices distintas, Asi que por el lema de Hensel
(ver [4, teorema 1.16]) existen hy(W, Z), ho(W, Z) € C[[W]][Z] con grado mayor o
igual dos, tal que

h(W* Z) = hy(W, Z)ho(W, Z).

De esto y de (1.4) se sigue que
U(q(X,2)) = W' h(W, Z) = W hy (WYE Z)hy(WYE 7).

y por lo tanto,
oX,Z) = U W hy (WY Z)ho (W, Z)

nmye

= XU Wby (WYE Z) U (ho (W Z).

Y con esto vemos que ¢(X, Z) es reducible en C((X))*[Z] y por lo tanto p(X,Y") es
reducible en C((X))*[Y] O

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




< 1EN53%

DEL PERU

§r‘_} - r% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs UNIVERSIDAD

CAPITULO 1. CURVAS ALGEBRAICAS PLANAS 14

Desde que el grupo de Galois de la extensién C((X'/™))/C((X)) es isomorfo a

U,, tenemos que un elemento p de U,, actia sobre un elemento

o= b(XY =3 hi(XW)

i>ip i>ig
en C((X'/™)) de la siguiente manera:
pxa= Zbi(PX%) ZbiPiX%-
i>i i>i

El siguiente resultado describe las principales extensiones algebraicas de C((X)),
esto es, los cuerpos C((X))(«), obtenidos por la adjuncién a C((X)) de un elemento

algebraico «, de la teoria general de extension de cuerpos, se sabe
C((X))(a) = C((X))[a] = {P(a); P € C((X))[Y]}.

Teorema 1.18. Sea a € C((X))* \ C((X)) y escribamos o = @(X'/"), donde
n = min{q € N;a € C((X'?))}. Entonces

1. C((X))[a] = C((X™)).

2. El polinomio minimo de o sobre C((X)) es dado por

n

g(X, Y) = H(Y 4 ai>7

i=1
donde o; = (€' XY™), para algin generador fijo de U,.

3. Tenemos g(X,Y) =YY"+ a;(X)Y" 1 4+ ... +a,(X) € C((X))[Y], donde

mult(a;(X)) > imult(a) = iw,

con la igualdad cuando i = n. En particular, si mult(a) > 1, entonces g(X,Y) €

Cl[X)|[Y] y es un polinomio de Weierstrass.

Demostracion. Solamente daremos la prueba de la parte 1, para las partes 2 y 3 ver
([4, teorema 3.10]).

Sea G = G(C((X"™)/C((X))) y G" = G(C((XV™)/C((X))[a]). Si p € &,
entonces para todo P(a) = a,a” + -+ + ag € C((X))[a] con a; € C((X)) se tiene

que
p(P(a)) = plana™ + -+ ao)

plan)p(a™) + -+ + p(ao)

an™ 4 -+ ap = P(a).

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\‘\WNE&%

§rT - r% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs UNIVERSIDAD

DEL PERU

CAPITULO 1. CURVAS ALGEBRAICAS PLANAS 15

Para esto debemos tener que p(a) = a. Entonces G' = {p € G/p(a) = a}, esto
implica que G’ = Id, pues se tiene que & x § # o * 3, para todo £, 0 € U, con £ # o
y B € C((X))*. Ya que el cuerpo fijo de G’ es

C((X))le] = {ai € C(XY™)/plai)} = ai,¥p € G,
por lo tanto C((X))[a] = C((X/™)). O

Corolario 1.19. Sea f € C((X))[Y] un polinomio mdnico irreducible de grado
n>1, yseaac C((X))" una raiz de f. Entonces

1. min{g € NJa € C((X1))} =n

2. Tenemos
n

FEY)=T](V —a),

=1

donde a; son como en el teorema anterior.

3. 81 f € C[[X]|[Y] es un polinomio de Weierstrass (resp. un pseudo polinomio),
entonces mult(a) > 1 (resp. mult(a) > 0). En particular, o € C[[X]]*

El siguiente lema es una importante condicion necesaria para la irreducibilidad

de una seria de potencias. Cuya importancia geométrica es importante.

Lema 1.20 (Lema Unitangente). Sea f € C[[X, Y]] irreducible con multiplicidad n
y £(0,0) = 0. Entonces la forma inicial de f es del tipo

F, = (aX +bY)",
con a,b € C y al menos uno diferente de cero.

Demostracion. La prueba de este lema puede verse en detalle en [4, Lema 3.15]. [

Sea f = F, + Foy1 + -+ € C[[X,Y]] una serie de potencias irreducible de
multiplicidad n. Por el lema Unitangente tenemos que F,, = (aX + bY)", para
a,b € C. Asi que, f es regular en Y (cuando b # 0) o f es regular en X (cuando

a #0).

1.4. Parametrizacion de Puiseux

Ahora introduciremos la nocién de parametrizaciéon de una curvas planas. Esta

sera una herramienta poderosa para el estudio de las propiedades de curvas.
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Teorema 1.21 (Teorema de Puiseux). Sea f € C[[X,Y]] reqular en Y de orden
n > 1, entonces existe o« = (X ) € C[[Xn]] tal que

1
(X p(X7)) =0
Demostracion. Si f es regular en Y entonces se puede escribir de la forma:

f=ao(X)Y" +ar(X)Y" ™+ an(X) + Y R(X,Y),

con a;(X) € C[[X]], mult(a;(X)) > i para i = 1,...,n, ag(0) # 0y h(X,Y) €
ClIX, Y]]

Supongamos que f es irreducible y mult(f) = n regular en Y. Del teorema de
preparacién de Weierstrass sabemos que existe un elemento inversible u € C[[X, Y]]
y un polinomio de Weierstrass P(X,Y) € C[[X]][Y] de grado n tal que

uf = P(X,Y)=Y"+ A (X)Y" 7 + .-+ A,(X)

con 4; € C[[X]] v Ai(0) = 0. Sea @ = (X «) € C[[X+]] una raiz de P, donde
a=p(X'")y
n =min{q € N;a € C((X¥9))},

tal que P(X, o) = P(X,p(X'")) = 0. Consideremos ¢ = X, se tiene que ¢(t) €

Clie]l y
f",¢(t)) = 0.

O
En esta situacion decimos que
X =t Z. (1.5)
Y =p(t) =3 s, bit', b € C\{0},

es una parametrizacién de Puiseux de la curva definida por f (Cy).
Cualquier otra raiz de P da otra Parametrizacién de Puiseux (t",%(t)) de (Cy),
donde ¥ (t) = ¢(&t), v € es una n-ésima raiz de la unidad.

Note que la condicion
n = min{q € N;a € C((X"/%) y (X, a) = 0},

implica que en cualquier parametrizacién de Puiseux es como (1.5), n y los indices
i para los cuales b; # 0, son relativamente primos. Ademds del teorema 1.18(3) se

tiene que:

multy(p(t)) = nmultx (o) = multx (A, (X)) = multx(a,(X)) > n.
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Existen otras posibles parametrizaciones de Cy por medio de otras series de C[[t]].
Sea (11(t),12(t)) un par de elementos diferentes de cero y elementos no unitarios en

C[[t]]. Decimos que (11(t),12(t)) es una parametrizacién de Cy si

F((r(t), 4o(t)) = 0,

como un elemento de C][[t]]. Una parametrizacién (¢1(t),12(T")) de Cs es llamada

primitiva si existe un automorfismo p de C[[t]] tal que

(p(¥1 (1)), p(¥2(1))) = (", @(1)),

donde (1", (1)) es una parametrizacién de Puiseux de Cy.

1.4.1. Exponentes Caracteristicos y pares de Puiseux

Sea Cy una rama plana definida por una serie de potencia irreducible f, con

mult(f) = n y regular en Y con una Parametrizacién de Puiseux

X ="
{ Y=0t)=Ym bit', b, € C\{0},m >n

Definimos dos sucesiones (e;) y (5;) de nimeros naturales asociados a f como

sigue:

eo = fo
B; = min{i/i Z0mod e;_1 y b; # 0}, siej_q #1,
e; = mecd(ej_1,B;) = med(bo, b1, -, Bi)-
Observe que si e;_1 # 1, entonces el conjunto {i/i # 0 mod e;_; y b; # 0} es no
vacié pues la parametrizacién es primitiva. Por lo tanto los 3; estan bien definidos,
con f3; igual al primer exponente de t en ¢(t) que no es divisible por n, y con

coeficiente no nulo. También tenemos que e; divide a e;_; para todo j > 1y
n==ey>e >ey>---

Consecuentemente para algtin g € N, se tiene que e, = 1, y por lo tanto la secuencia

de los 3;, 7 > 1 es creciente y termina en f,.

Definiciéon 1.22. Los exponentes caracteristicos de Cy son los g + 1 nimeros nat-

urales (Bo, ..., By)-

La secuencia de nimeros naturales (e, ...,eq—1) es llamada la secuencia de los divi-

sores de C.
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Ejemplo 1.23. Para

X=t
Vo=t 4 310 — 20 4 2472 870 - -
Po=8=re€oypr =12

er = med(8,12) =4 luego Po = 22
ea = med(4,22) =2 luego B3 =23
es = med(2,23) = 1.

Por tanto los exponentes caracteristicos son (8,1,22,23).

Notemos que los exponentes caracteristicos de una curva algebraica plana C

determinan la secuencia de los divisores e; pues se tiene que

e; = med(n, B, ..., Bj)-

A través de un cambio de coordenadas, si es necesario, podemos considerar una

parametrizacion de Puiseux de la curva C como

23— oM

donde By < By y 1 no es divisible por (.

De la definicién de los 3;, se deduce que los coeficientes de la parametrizacion
anterior tiene la siguiente propiedad: si ¢ y j son enteros tales que 8;_; <@ < ;v
si ej_1 114 entonces b; = 0.

Definamos también los Pares de Puiseux (1, 1t;), 7 = 1, ..., g de Cy como sigue:

€j1 B;

Uj:e—j’yﬂj:e—j

Ahora, como e; = mcd(ej_1, 3;), tenemos que med(n;, p;) = 1.

Ejemplo 1.24. Del ejemplo anterior obtenemos los siguientes pares de Puiseuz.

e 1
m=—=2 y/m:ﬁ—:fﬂ:‘(maul):(?ﬁ)v
e1 €1
e 2
772:—1:2 y,uzzﬁ—=11=>(772,/~62)=(2,11>7
€9 €2
e 53
m=—=2ypu="—=1= (n,ps) = (2,1).
€3 €3

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\‘\WNE&%

§rT - r% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs UNIVERSIDAD

DEL PERU

CAPITULO 1. CURVAS ALGEBRAICAS PLANAS 19

1.5. El Anillo Local de una Curva Plana

En esta seccién, caracterizaremos la equivalencia de curvas algebraicas planas en
términos del isomorfismo de sus anillos locales, que es un objeto algebraico asociado
a tales curvas.

Sea f un elemento del ideal maximal M = (X,Y) de C[[X, Y]]. Denotaremos
por (f) el ideal generado por f en C[[X,Y]].

Definimos el anillo local de la curva C; como un C-dlgebra

_x.Y]
Oy

Si h € C[[X,Y]] y B C C[[X,Y]], denotaremos por h la clase residual de h en
Oy, y por B el conjunto de las clases residuales de los elementos de B. Denotaremos
la clase residual Y por y y X por z, respectivamente.

El anillo Oy es un anillo local con ideal maximal

M, = M.

Cuando f es irreducible, Oy es un dominio integral y en este caso, el cuerpo de
fracciones de Oy suele ser denotado por Ky.

El siguiente resultado muestra que el anillo O es un importante invariante de

las clases de equivalencia de curvas algebraicas planas.

Teorema 1.25. Sean C; y C, dos ramas planas. Tenemos que Cy ~ C, si, y sola-

mente si, Oy ~ Q.

Demostracion. (=) Supongamos inicialmente que Cy ~ C,. Entonces existe ® y una
unidad u de C[[X, Y]] tal que ®(f) = u.g, ademds tenemos los homomorfismos de

anillos

C[[X, Y]]
(9)
C[[X, Y]]
(f)

ClIX, Y]] —~C[[X,Y]] —2 0, =

Clx, Y] 2> CX, Y] —2 05 =

donde 7; y w9 son las proyecciones naturales.
Notemos que w5 0 ® v 7 0 ®~! son suprayectivas. Asf
CllX, Y]] ClX, Y]]

=0,y ———=0
ker(my o @) g ¥ ker(m o @—1) !
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Sea, h € C[[X, Y]], entonces

T o ®(h.f) = m(P(h).2(f))
mo(P(h).u.g)
mo(®(h)).m2(u.g)

Esto es, (f) C ker(my o ®@). Asi
ClX, Y] _ CX,Y]]

U= 2 Fer(moa) =9
Similarmente tenemos
_ Cllx, Y]] Cllx,Y]]
0 = (g) ker(m o ®-1) O
Luego
0,5 CIXY) o o CIXY] o

ker(mqy o ®) 97 ker(m o ®1)
(<) Supongamos ahora que Oy >~ O,. Consideremos inicialmente que mult(g) > 2.
Pues si mult(f) = mult(g) = 1 se tiene que Cy ~ C,. Consideremos # el isomorfismo

entre Of y O,. se tiene
Y Of — Og
T == hl
Yy —  ho.

Como hy,hy e M C Oy, donde v = X + (f), y =Y 4+ (9) y hy = H; + (g) con
H; € C[[X,Y]](notemos que si h;(0,0) # 0, entonces ¥ no seria inservible).

Consideremos el homomorfismo

v:CX, Y]] — C[X,Y]]
X — H
Y —  Hs.

Como v es un isomorfismo, existen G, G5 € C[[X, Y]] tal que
o' =(Gi(z,y)) = Gi((2), ¥(y)) = Gi(h1, ha)

Y = (Ga(r,y)) = Ga(v(x), ¥ (y)) = Ga(hy, ha)

donde 2’ =X +{(g9) yy =Y + (g9).
Asf tenemos; X = G1(Hy, Hy) + (9) v Y = Ga2(Hy, Hs) + (g), esto es;

X — Gl(Hl,Hz) € <g> C M2

Y — GQ(Hl, HQ) S (g> C M2,
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pues mult(g) > 2.
Denotando
Gi(X,)Y)=mX +nY +---

Go(X,)Y)=pX +qY +---

Hi(X,Y)=aX +bY +---
Hy(X,Y)=cX +dY + -

debemos tener

asi

am+cn=1 ap+cq=0
bm+dn=1 bp+dqg=0

esto es, a.d — c.b # 0.
De esta forma, ¥ es un automorfismo, ya que su matriz jacobiana

wo-(2)

es inversible.

Ademas de esto, como

tenemos
T o W(f) = om(f)=1(0)=0,

o sea, U(f) € (g), esto es, ¥(f) = h.g con h € C[[X,Y]].

Ademas tenemos que, mult(f) = mult(V(f)) = mult(h.g) = mult(h) + mult(g)
y por lo tanto, mult(f) > 2.

Repitiendo el argumento ¥~ obtenemos que ¥~!(g) = /. f. De este modo

g=U(U(g)) = U(H.f) = W(R.U(f) = U(h').h.g,
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o sea, W(h').h = 1. Por lo tanto h(0,0) # 0, o sea h es una unidad y Cy ~ C,. Queda
analizar el caso en que mult(g) = 1, pero notemos que si mult(f) > 2 debemos
tener mult(f) > 2. Por lo tanto si mult(g) = 1 debemos tener mult(f) = 1.
Sea g(X,Y) = aX +bY + ---, como mult(g) = 1 debemos tener que a # 0
6 b # 0. Supongamos, sin perdida de generalidad, que a # 0. Entonces
v:C[X,Y]] — C[X,Y]]

X — g(X,Y)
Y — Y

es un automorfismo, pues su matriz jacobiana

a 0
Joq,_(“)

es inversible. Asi C;, ~ X. Claramente si b # 0, podemos definir un automorfismo
similar y garantizar que C, ~ Y, como mult(f) = 1, tenemos también que Cy ~ X
o Cy ~ Y. En ambos casos concluimos que Cy ~ C4, una vez que X ~ Y via el

automorfismo
o:ClX,Y]] —

X

Y

C[[X, Y]]
— Y
—  X.

O

Proposicién 1.26. Sea f € C[[X,Y]] regular en Y de orden n. Entonces Oy es un
C[[X]]-mddulo de rango n generado por la clase residual y* de Y, i = 0,....n — 1,

en Of. En otras palabras,
O;=Clx]eC[X]lye - & C[[X]ly"".

Demostracion. Por el teorema de la division de Weierstrass se tiene que cualquier

elemento de C[[X, Y]] puede ser escrito como
g=qf +ao(X) +a(X)Y + - +a, (X)Y" 1,
con q € C[[X,Y]] vy a;(X) € C[[X]], i =0, ...,n — 1. Luego
9= a(X) +a(X)y +-- + a1 (X)y" ",

y por tanto Oy es un C[[X]]-médulo generado por 1,4, ...,4" . Ahora probaremos
que estos elementos son libres sobre C[[X]].

Supongamos que se tiene una relacién no trivial en Oy, sobre C[[X]],

bo(X) + bl(X)y+ R bn_l(X)yn_l =0~ ?
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Luego existe ¢ € C[[X]][Y] tal que
bo(X) + b1<X)Y + e+ bnflynil = qf

Como X no divide a f, ¢, ni a todos los b;(X), podemos suponer que b;(0) # 0, para

algin j. Evaluando la expresion en X = 0, se tiene que
bo(0) + b1 (0)Y + -+ + b, 1(0) Y"1 =¢(0,Y)f(0,Y).
Como Y™ divide a f(0,Y) # 0, se sigue que
bo(0) = b1(0) = -+ - = bn—1(0) = ¢(0,Y) = 0,
que a su vez contradice el hecho de que b;(0) # 0. O

De la proposiciéon anterior, deducimos la siguiente propiedad fundamental de
curvas, representado por una serie de potencias irreducible regular en Y de orden n,

con una parametrizacién de Puiseux (7™, ¢(T)). Concretamente;

H,:0; — CI[T]]
g — g(T", (7)),

que induce un homomorfismo de C-élgebras, el cual nos permite identificar O como
un subélgebra de C[[T7]].

Definimos la valoracion asociada a f como la funcion

UfZOf\{O} — N
g —  mult(H,(9))

Por definicién vs(0) = oo.
Es claro que vy puede ser calculado por medio de una parametrizaciéon primitiva
(V1(T),¢2(T)) de Cy, ya que

vr(g) = mult(g(T", o(T)) = mult(p(g(T™, o (T)))) = mult(g((Y1(T), $2(T)))),

donde p es el automorfismo de C[[T]] tal que

(01 (T)), p(2(T)) = (T, o(T)).
Ademss vy, verifica las siguientes propiedades. Para todo G,he0 ¢, tenemos
L. vg(gh) = vs(g) + vy (h),
2. vp(1) =0,

3. vp(g + h) > min{v(g),vs(h)}, con la igualdad si v (g) # vs(g).
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1.6. Semigrupo de una Rama Plana

En esta seccién presentaremos el semigrupo de valores de una curva algebraica
plana irreducible. Este es un invariante bajo la equivalencia de curvas, clasicamente
conocido como un invariante de la clasificacion topoldgica, en el caso de gérmenes de
curvas analiticas planas irreducibles. Relacionaremos este semigrupo a los enteros

caracteristicos y los pares de Puiseux.

Definicién 1.27. Un semigrupo es una estructura algebraica de la forma (G, +)
donde G es un conjunto y + es una operacion binaria, cerrada y asociativa. Si

ademds + es una operacion conmutativa, se dice que es un semigrupo conmutativo.

Sea G' # {0} subconjunto de N contenido el cero. Decimos que G es un semigrupo
en N cerrado bajo la adicién. El elemento mult(G\{0}) es llamada la multiplicidad
de G y es denotada por mult(G)

Si xg, x1, ...,z € N, entonces el conjunto
(0, T1, oy Tr) = {XoTo + -+ + ANpZp; A, .oy A € N}

es un semigrupo en N, llamado el semigrupo generado por xg, x1, ..., x,.. Los elementos

Xo,T1, ..., T, son llamados generadores para GG. Por ejemplo, tenemos
(3,5) =10,3,5,6,8,9,10,11,12,13, ...}
El siguiente resultado muestra que el semigrupo G es finitamente generado.

Proposicion 1.28. Dado cualquier semigrupo G en N, existe un unico conjunto

finito de elementos vy, ...,vy en G tal que
1. vy < -+ <y, Yy v; Zv; mod vy para i # 7,
2. G = (vg, ..., ),
3. {vo,...,v4} esta contenida en algin subconjunto de generadores de G.

Demostracion. definamos {vy, ..., v, } por induccién como sigue. Ponemos vy = mult(G)

y definimos

v1 = min(G\{(vg)).

Es claro que vy Z v; mod vy, pues de otro modo v; € (vg), que seria una

contradiccién. Para i > 2,

v; = min(G\(vo, ..., Vi—1)).
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Se tiene que v; # v; mod vy, para j < ¢, de otro modo, v; € (v, ...,v;_1), lo cual es
una contradiccién. Ya que v; # v; mod vy, para j # 4, entonces para algin g < vy,
se tiene que

G = (vg, ..., vy).

Por definicién de los v; tenemos que; vy < v; < --- < v,, ademds veamos que
{vo, ..., vy} esta contenida en cualquier conjunto de generadores de G.

Por definicién de los v;, {vo,...,v,} es el conjunto minimo dentro de G tal que
verifique 1.) y 2.), esto implica que cualquier otro generador de G deberd contener
a los todos v;, i = 0,..., g y algunos otros elementos de G que son combinacién de
los v;. O

El conjunto {vy, ..., vy} es llamado el sistema minimo de generadores de G,y el
entero ¢ es llamado el genero del semigrupo G.
Dado un semigrupo G en N, los elementos de N\G son llamados lagunas de G.

Un semigrupo puede tener un ntimero finito o infinito de lagunas.

Ejemplo 1.29. El semigrupo H = (4) = {0,4,8,12,16, 20,24, 28,32, ...}, tiene in-

finitas lagunas pues; el conjunto
N\H ={1,2,3,5,6,7,9,10,11, 13,14, 15,17, 18,19, ... } es infinito.

El semigrupo G = (3,5) = {0,3,5,6,8,9,10,11,12, ...}, tiene un nimero finito de
lagunas pues; el conjunto N\G = {1,2,4,7} es finito.

Cuando el nimero de lagunas G es finito, existe un tinico elemento ¢ € G llamado

conductor de G, tal que
l.c—1¢G
2. Size Ny z>c entonces z € G.

Ejemplo 1.30. El semigrupo
G=(4,7)={0,4,7,8,11,12,14, 15,16, 18, 19, 20, ...},

tiene un numero finito de lagunas, cuyo conductor es 18, pues 18—1 & G y cualquier

z € N, z > 18, esta en el semigrupo.

A continuacion definiremos uno de los objetos mas importantes para el estudio
de la clasificacion de curvas analiticas irreducibles planas. El semigrupo de de valores

asociado a una curva algebraica plana, que es un invariante topolégico.
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Definicién 1.31. El semigrupo de valores asociado a la curva Cy es el conjunto
S(f) = {vs(@);9 € Op\{0}} = {mult,(H,(9)); 5 € Op\{0}}
Ejemplo 1.32. Sea la curva f = Y3 — X5 con parametrizacién de Puiseux
{ X=1
Y =,
entonces dado g =Y a;; X'Y7 € C[|X,Y]\(f), tenemos que
v () = mult(g(t, %)) = mult(z ait"57) = 3r + bs,

para algin nimero natural v y s. Esto implica que S(f) = (3,5), con conductor
c=28

El semigrupo de valores de una curva algebraica irreducible también se define

S(f) ={1(f,9);9 € C[[X, Y]\(f)} C N.

Donde I(f, g) es el indice de interseccién de f y g, que se define como

If.9) = dime= 0,

El indice de interseccion tiene las siguientes propiedades:

1. I(f,g) < oo si, y solo si, fy g son relativamente primos en C[[X, Y]]

2. I(f,9) = 1(g, f)

3. I(®(f),®(9)) = I(uf,vg), donde ® es un automorfismo de C[[X,Y]] y uy v
son unidades en C[[X, Y]].

4. I(f.gh) = I(f,9) + 1(f,h)
5. I(f,g—hf)=1(f.9)
6. I(f,g) =1 siy solamente si Cy y C, son transversales

El préximo resultado nos da una manera interesante de calcular el indice de

interseccién mediante la valoracion.

Teorema 1.33. Sea f,g € C[[X,Y]] y f = f1--- fr una descomposicion de f en

factores irreducibles, con f; # f; para todo © # j. Entonces,

I(f.9) = vai(g)-
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Demostracion. La demostracion se puede encontrar en [4, teorema 4.17]. O

Dado que estamos trabajando con curvas algebraicas planas irreducibles, ob-

servemos por el teorema anterior que;

I(f,9) = vs(9),
para todo g € C[[X,Y]].

Observaciéon 1.34. El semigrupo de valores asociado a una curva es un invariante
analitico.
En efecto; sean f y f1 curvas algebraicas irreducibles planas tal que f ~ fi, esto

es existe una unidad y un automorfismo ® de C[[X, Y]] tal que

O(f) = ufi.
sea v(g) € S(f) con g € Oy, entonces
o XYL CXY] XY
w0) = dime = g = ey ey T gy O

donde G, € Oy, yv1(g,) € S(f1). Asi tenemos que S(f) = S(f1).
Por lo tanto el semigrupo de valores es un invariante respecto a la equivalencia

analitica de curvas.

Ejemplo 1.35. Sea la curva f = Y* — X7, tenemos que vy(x) = I(f,X) =4 y
vr(y) = I(f,Y) = 7. Desde que todo nimero natural h > 18 puede ser escrito como
h =4a+ 7b, con a,b € N, por lo tanto h = v (z%y®) € S(f). Con conductor c = 18.

Zariski mostré como obtener el sistema minimo de generadores del semigrupo de
valores asociado a una curva algebraica plana irreducible a partir de los exponentes

caracteristicos a saber, tenemos las relaciones
vo = o

Vi1 = NV + Bit1 — Bi
€i—1:m0d(50> e 62‘—1)
€; mCd(ﬂo, ceey 6@) '

Y por la observacion anterior, se sigue que los exponentes caracteristicos y los

donden=1yn =

pares de Puiseux también son invariantes bajo la equivalencia analitica de curvas.

Observacién 1.36. A través del sistema minimo de generadores del semigrupo I'¢
de una curva C podemos obtener el conductor de U'c por la formula

g

c= Z(m — v, — v + 1.

i=1
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De este modo, podemos calcular el semigrupo de valores de una curva plana
irreducible y su conductor, usando los exponentes caracteristicos y los pares de

Puiseux.

Ejemplo 1.37. Consideremos la curva con parametrizacion Puiseux

C. X =8
Y =30 =20 4 2% 8t

Vimos del ejemplo (1.21.) que o =8, 1 =12, Po =22 y 3 = 23. Asi

v = 8 no =1
vy = Muot+b—B=p=12 n =2
v = Mo+ Br— =34 m =2
v3 = 19Uz + B3 — P2 = 69 Ny = 2.

Luego, T'c = (8,12,34,69) y en este caso, tenemos que

3
e = Z(nZ — 1)v; —vg + 1 = 108.
i=1

1.7. Curvas Analiticas Planas

En las secciones anteriores estabamos trabajando sobre el anillo de serie de po-
tencias formales C[[X, Y]]|. En adelante en lugar de C[[X, Y]] consideraremos el anillo
de series de potencias convergentes C{X,Y'}.

Los resultados vistos para C[[X, Y]], pueden obtenerse de forma similar para
C{X,Y}.

La convergencia permite una interpretaciéon geométrica del conjunto de ceros de
un elemento f € M = (X,Y) (M es el tnico ideal maximal de C{X,Y}).

Definicién 1.38. Sea f € C{X,Y}. Definimos una curva analitica plana determi-

nada por f, como
Cr ={(z,y) € U; f(z,y) = 0},

donde U C C? es una vecindad del origen.

Observaciéon 1.39. dado un isomorfismo analitico o:V — U, donde U yV son
vecindades del origen de C?, tenemos un C-automorfismo ® de C{X,Y} tal que

para todo f € C{X,Y} definido en V. C C?. Es mas, si f es convergente en V,
entonces ®(Cy) = Ca(s)-
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En efecto,
Carp) = {(z,y) € Vi ®(f)(x,y) = 0} = {(x,y) € V; f o (B) ! (z,y) = 0} = B(Cy),

con la ultima igualdad valida, pues (fAIS)_I(x,y) € Cy, si, y solamente si, (z,y) €
®(Cy).

Tenemos asi el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.40. Dados f :'V — C y g : V — C elementos irreducibles de
C{X,Y}, tenemos que existe un automorfismo ® de C{X,Y} tal que ®(f) y g son

asociados si, y solamente si, CE(Cf) =C,.

Demostracion. Supongamos inicialmente que existan un automorfismo ¢ y una
unidad v € C{X, Y} tal que
O(f) = ug.

Consideremos ® : V' — U isomorfismo analitico inducido por @, esto es,

Asi,
Cp=Cug =Cro®",

Ahora veamos que Cy o &1 = ®(C;). En efecto,
(z,y) €Crod & fod Hr,y) =0a & (z,y) € Cr & (z,y) € BCy).

Por lo tanto, :IS(Cf) =C,. O
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Capitulo 2

Transversal Completa

En este capitulo presentaremos algunos resultados referentes a gérmenes de apli-
caciones diferenciables, ademas de realcionarlos con la teoria de curvas analiticas.
Presentado el teorema de la transversal completa como el resultado central de este

capitulo, utilizado en la parte central de este trabajo.

2.1. Gérmenes de Aplicaciones Diferenciables

Sean dos aplicaciones analiticas f: U — CP y g : V — CP definidas en vecin-

dades U y V de un punto ¢ € C". Definimos la siguiente relacién de equivalencia:
f~g< Fvecindad W de ¢ W C UNYV tal que f(p) = g(p),Vp € W.

La clase de equivalencia de una aplicacion f : U — C? serd llamada germen de
f en el punto q. Sin perdida de generalidad podemos tomar ¢ = 0 € C". el germen
de f en 0 es denotado por
f:C"0— CP.

El conjunto de todos los gérmenes
g:C"0—CF

serd denotado por O(n,p). Cuando p = 1, esto es, cuando consideramos gérmenes
de funciones, el conjunto anterior sera denotado simplemente por O,.

Las operaciones f +§ = f + g v f.g = f.g, estan bien definidas y hacen de O,,.
un anillo conmutativo con unidad 1.

Sea M,, = {f € O,; f(0) = 0}, o sea, M,, es el conjunto de los gérmenes de
funciones cuyos representantes se anulan en 0. Tenemos que M,, es un ideal de O,,,

aun mas M, es el tnico ideal maximal de O,, y por tanto O,, es un anillo local.
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En efecto, sea M otro ideal de O, y suponga que f € M — M,. Entonces
f(0) # 0, por tanto 1/f esta bien definida en una vecindad de 0, asi tenemos que
1/_ff =1¢& M, por tanto M = O,,. Esto muestra que M,, es unico ideal maximal
de O,,.

Ademas notemos que O, tiene estructura de C-algebra dada por el homomorfis-

mo inyectivo de anillos
:C — 0O,
C > Co
donde ¢y denota la clase de la funcion constante f = ¢ en alguna vecindad de 0 € C,,.

A continuacion damos dos propiedades importantes de O,
Proposicion 2.1. O, es un dominio de integridad.

Demostracion. Supongamos que los gérmenes f,g € O, son tales que f.g = 0. Sean
f v g representantes de f y g, respectivamente. Entonces existe un abierto conexo
W cVnU,con0eW tal que flw.glw = 0|lw

Supongamos ahora que fly # 0 y tomemos g € W tal que f|lw(q) # 0.Por
continuidad, f|y nunca se anula en toda una vecindad de q.

Luego, g|lw = 0 en esta vecindad. Por el principio de identidad, tenemos que
glw = 0, de la misma manera si suponemos ahora que gl # 0, tendremos que

flw = 0. Por lo tanto, o bien f|y = 0 o bien gl = 0. O

Proposicion 2.2. O, es isomorfo al anillo de las series de potencias convergentes

con centro en 0 € C".

Demostracion. Consideremos la siguiente asociacién

¢ I_On — Co{xl,...,xn}
f — f(X>:ZIZOCIXI7
donde o
1 gutin f

fil!...in! axﬁl ...x,}{t

0)y XTI =2l .. gl

Cr = n

Debemos ver si este es un isomorfismo:

1. Veamos si ¢ esta bien definido.

Sea f y f dos representantes de f, entonces f(X) = o(f) vy o(f) = f'(X).

f v f' funciones holomorfas con centro en 0 € C™ que tienen un mismo de-
sarrollo en serie de potencias, en toda una vecindad W de 0 € C", entonces
f(X) = f(X) en esta vecindad.
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2. Veamos si ¢ preserva las operaciones suma y multiplicacion.

En efecto:

o(f +9) = o(f+9)
= (fj‘ X)) =2 soler + ) X!
= o(f) +¢(9)
¢(fg) = ¢(f.9)
= (f9)(X)= 2120 Zi o(Cn-Cy n)Xk

3. Veamos si ¢ es biyectivo.

En efecto, tenemos primero que ¢ es inyectivo

o(f) = o(f)
2120 X! = 2120 ci X!

Vemos que f y f; funciones holomorfas con centro en 0 € C™ que tienen un
mismo desarrollo en serie de potencias, ademds estas coinciden en toda una
vecindad de 0 € C" y por lo tanto, ambos pertenecen a un mismo germen en

O,,. Asi tenemos que f = f;.

Ahora ¢ es sobreyectiva. En efecto; ya que toda serie de potencias convergente
centrada en 0 € C" define una funcién holomorfa en alguna vecindad del
origen. Esta funcion por su parte, define un germen en O,. Y se sigue la

sobreyectividad.
Por lo tanto hemos visto que ¢ es un isomorfismo. [

Ademas de las propiedades algebraicas de O,,, tenemos que O(n,p) es un O,,-
modulo.

En efecto, (O(n,p),+) es un grupo abeliano, O,, es un anillo, y la operacién

O, x O(n,p) — O(n,p)
(va) — (fflaaf.fn)a

donde F' = (fi, ..., fn) con f; € O, satisface

fgF) = (f9).F

f(F+G) = fF+[G

(f+9).F = fF+gF
L.LF = F
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Observacién 2.3. Dada f : U — C un elemento de C{X,Y}, donde U C C?
es una vecindad del origen, una curva analitica plana determinada por cualquier
representante del germen de f es la misma, en este caso, lo denominamos germen

de la curva analitica dada por f.

Ademaés de O,, y O(n, p), otro conjunto desempenara un papel importante en los

resultados que presentaremos en este capitulo, asi tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.4. Los espacios de jet J*(n,p) es un espacio vectorial de todas las
aplicaciones f : C* — CP cuyas componentes son polinomios de grado menor o

tgual a k con término constante nulo.

2.2. Accién de un Grupo sobre un Conjunto

Antes de relacionar la teoria de curvas con la de aplicaciones diferenciables,

veamos algunos conceptos necesarios.

Definicién 2.5. Sean G un grupo y M un conjunto. Una accion de G sobre M es

una aplicacion
®:GxM — M
(g;m) +— g.m,

tal que para todo m € M y g, h € G se tiene:

= ®(e,m)=e.m=m

= ®(gh,m) = (gh) «m = g.(h.m) = ®(g,®(h,m))
donde e es la identidad de G.

Dada una accion de G sobre M, podemos definir una relaciéon de equivalencia
~g en M por:
my ~qg Mo < 3 g € G tal que mgy = g.my.

Definicion 2.6. Sea G un grupo actuando sobre un conjunto M ym € M. La clase
de equivalencia de m por la relacion definida arriba es llamada la orbita de m y
serd denotado por
G.m={g.m; g€ G} C M.
Dada la aplicacién
"G — M
g = g.m,

con m € M, tenemos que la orbita del elemento m € M es la imagen de ¢™.

De la definicion tenemos que las érbitas son clases de equivalencia, ademas dos

orbitas o bien son disjuntos o son iguales.
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2.3. Los Grupos de Mather R,L,A,C,K y sus Ac-
ciones

En esta seccion introduciremos los denominados grupos de Mather y sus acciones
sobre los conjuntos de gérmenes de aplicaciones. Estos grupos son cruciales para el
resto del trabajo.

El grupo de difeomorfismos C",0 — C",0 es denotado por D(n) = R. Este
es un subconjunto de M,.O(n,n), que consiste de gérmenes cuya parte lineal en
0 es inversible. Claramente R es un grupo bajo la composicion. El grupo R actia
sobre M,,.O(n, p) de la siguiente manera. Dado h € Ry f € M,,O(n,p) definimos
h.f = foh™'. Se verifica ficilmente que esta es una accién de R sobre M,,.O(n, p).

En efecto:
o I f = foI(n) = f, donde I(,,) es el elemento identidad de R y f € M,,.O(n,p)
» Sean ,h e Ry fe M,.O(n,p), entones

o) AV I, (Zoh)_

= fo(h” ‘1)
=(O)€
= (h.f)ol™
= Le(haf).

Decimos que dos gérmenes f,g € M,.O(n,p) son R-equivalentes si existe un

germen h € R tal que g = f o h™!, esto es:
fNRg<:>EIhERtalqueg:foh’1

esta equivalencia es llamada R-equivalencia, desde que h aparece a la derecha de f.
Similarmente el grupo D(p) = L actia sobre M,,.O(n, p) de la siguiente manera.
Dadok € Ly f € M,,.O(n, p) definimos k.f = ko f. La correspondiente equivalencia

es denotada por L-equivalencia, desde que k aparece a la izquierda de f. Esto es,
fr~rg<=3dkecLtalqueg=Fkof

Ademas el producto de grupos D(n) x D(p) = A actiia sobre M,,.O(n, p); dado
(h,k) € Ay f € O(n,p) definimos (h,k). f = ko foh ! La correspondiente

equivalencia es denotada por A-equivalencia.

frage= 3 (hk)cAtalque g=ko foh™
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El Grupo K es el grupo de los gérmenes de difeomorfismos C* x CP,0 — C" x

CP,0, que son escritos en la forma

H(z,y) = (h(z),0(z,y))

donde h € Ry 0(z,y) = 0,(y) con 0, : C"* x C* — C”, ademds 6,(0) = 0 con x en

una vecindad del origen de C". La accién de K sobre M,,.O(n, p) es definida como

H.f(x) =0 (z), foh !(x)).

El grupo K es llamado grupo de contacto. Asi definimos la K-equivalencia (o equiva-
lencia de contacto) cuando existe el par (h, H) de gérmenes inversibles, esto es, dos

gérmenes f, g € M,,.O(n,p) son K-equivalentes si existe (h, H) tal que
Ho(Id, f) = (Id,g)oh=(h,goh)

donde Id es la identidad de C".
Finalmente el grupo C es el grupo de gérmenes de difeomorfismos C" x CP, () —

C" x CP,0, que son escritos en la forma

H(z,y) = (z,0(z,y))

con O(z,y) = 0,(y), 0, : C* x C?» — C*, ademds 6,(0) = 0 con x en una vecindad
del origen de C". La accién de C sobre M,,.O(n, p) es definida por

H. f(z) =0z, f(z)).

Asi definimos la C-equivalencia, cuando existe el par (Id, H) de gérmenes inversibles,

esto es, dos gérmenes f, g € M,,.O(n,p) son C-equivalentes si existe (Id, H) tal que
Ho (Id, f) = (Id,g) o Id = (Id, g).

Ahora vamos a ver que la equivalencia de curvas analiticas irreducibles corre-
sponde a la K-equivalencia de las ecuaciones cartesianas de las curvas y a la A-
equivalencia de sus parametrizaciones.

Dados f,g : C?,0 — C,0, decimos que f ~x g si, y solamente si, existe un

difeomorfismo

H:C*xC,0 — C?*xC,0
((m,y),z) — (hl(x,y),hg((x,y),z)),

con hy : C* 0 — C2, 0 difeomorfismo y hs((x,y),0) = 0 tal que

H((:U,y),g(a:,y)) = (hl('xay)?f © hl(x?y))
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o0 sea,

(hl(:v,y),hg((x,y),g(x,y))) = H((l’,y),g(l‘,y)) = (hl(xay)af © hl(xay))v

esto es,
fo hl(x7y) - hg((l’,y),g(l’?y)) — f ~K g-

Ademads de esto, tenemos que f ~¢ g si f es K-equivalente a g con hy(x,y) =

(z,y), o sea,

f(z,y) = ha((z,9), 9(x, ).

Observacién 2.7. Por lo visto arriba, tenemos que f ~x g si, y solamente si, existe

hy : C?,0 — C2,0 difeomorfismo tal que f o hy es C-equivalente a g.

La préxima proposicion nos da una caracterizacién de la C-equivalencia en térmi-

no de ideales.

Proposicién 2.8. Dados dos gérmenes f,g: C?,0 — C,0 tenemos que f ~c¢ g Si,
y solamente si, (f) = (g).

Demostracion. (=) Si f ~¢ g entonces existe

H:C>*xC,0 — C?2xC,0
((z,y),2)  — ((z,9), ha((z, ), 2))

inversible y hy : C? x C — C con hy((x,y),0) = 0.

Usando el lema de Hadamard podemos escribir

ha((2,9), 2) = 2.hs((2,9), 2)

con h3C? x C — C.

De este modo, tenemos que

f(z,y) = ha((z,9), 9(z,y)) = ha((z, ), 9(x,y)).9(z,y)

y asi tenemos,
{(f) € (9)-

Del mismo modo mostramos que (g) C (f). Y por tanto,

(<) Supongamos que (f) = (g), esto es,

g=q-fyf=hy
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con f1, g1 € Oy. Notemos que
g=g1-f1.9
o sea, ¢1(0,0).f1(0,0) # 0. Definimos

hy:C?xC — C
((x,y),z) — z'fl(x7y>‘

Notemos que hs((x,y),0) = 0.
Asi H : C?> x C — C? x C definida por H((x,y),2) = ((z,y), h2((z,y), 2)) es

inversible pues la matriz Jacobiana de H

es inversible. Como

ha((z,y), 9(z,y)) = fi(z,y).9(z,y) = f(2,y)
tenemos que
[ ~cg.
]

Dado un germen h : C?,0 — C2,0, definimos el homomorfismo de algebras
h*: Oy — Oy por h*(f) = f o h inducido por h.

Corolario 2.9. Sean f,g : C?,0 — C2%,0. f ~x g si, y solamente si, existe h :
C%,0 — C2%0 difeomorfismo tal que h*({f)) = (g), o sea, (f o h) = (g).

Demostracion. Tenemos que f ~x g si, y solamente si, existe

H:C2xC,0 — C2xC,0
((xvy)a'Z) — (h(xay)ahl((xay)az»»

tal que
foh(z,y) =hi((z,y),9(x.y)),

con h : C2,0 — C2,0 difeomorfismo, ademés tenemos que f ~x g < foh ~¢ g. Por

la proposicién 2.8 tenemos que

frkge fohr~ege (foh) =(g).
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El préximo resultado relaciona la equivalencia de curvas planas analiticas irre-

ducibles con la K-equivalencia.

Proposicion 2.10. Sean f y g gérmenes de curvas planas analiticas irreducibles.

Se tiene que f ~x g si, y solamente si, existe un difeomorfismo h : C*,0 — C2,0 tal

que h(g~'(0)) = f71(0).

Demostracion. (=) Supongamos que f ~x g. Por el corolario anterior existe un
difeomorfismo h : C?,0 — C?,0 tal que (f o h) = (g). Asf,

foh=figyg=g.(foh)

con f1, g1 € Os.

Si (zo,y0) € g~*(0), entonces

foh(xo,y0) = f1(z0,%0)-9(x0,%0) = 0.

Ast h(zg,y0) € f71(0) y por tanto

h(g~(0)) C f7(0).
Si h(xo,y0) € f1(0), entonces como g = g;.(f o h), tenemos
9(z0,Y0) = g1(x0,Yo).(f © h(zo,¥0)) = 0.
Ast (z0,50) € 971(0), y
F7H0) € A(g™(0)).
Luego, tenemos
F7H0) = h(g™H(0)).
(<) Sea h : C?,0 — C2,0 un difeomorfismo tal que h(g~'(0)) = f~*(0). Tenemos

que {g) = (foh).
En efecto, como h(g~'(0)) = f~1(0) tenemos que

F7H0) = (goh)(0),

por tanto f y g o h poseen los mismos ceros. Como h es un difeomorfismo, tenemos

que existe una unidad w de C{X,Y} tal que f = u.(g o h) esto garantiza que
(f)=A{goh). O

Observemos que la hipotesis de la irreducibilidad sobre f y g, son cruciales,

veamos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.11. sean f(X,Y) =Y — X? y g(X,Y) = (Y — X?)2. Obviamente
f71(0) = g7(0), sin embargo, (f) # (g)-

El siguiente teorema muestra que la clasificacién de curvas analiticas planas
irreducibles corresponde a la clasificacién de sus parametrizaciones con respecto a

la A-equivalencia.

Teorema 2.12. Si p; : C,0 — C2,0 son parametrizaciones primitivas de gérmenes
de curvas planas analiticas irreducibles definidas por f; : C2,0 — C,0, coni = 0,1,

entonces o y 1 son A-equivalentes si, y solamente si, fo y fi son K-equivalentes.

Demostracién. (=) Supongamos que @y ~ 4 1, esto es, existen o : C2,0 — C* 0y
p:C 0— C,0 difeomorfismo tal que

C,0 * C%0
py O o

= 2
C,0 7 C%0

Denotando ¢;(t) = (x;(t),y;(t)), tenemos que f;(x;(t),y;(t)) = 0. Notemos que
o preserva las imagenes de ¢y y 1 y por lo tanto el conjunto que anula fy y fi, o
sea o(fy1(0)) = f71(0). Como fy y f1 son irreducibles, por la proposicién anterior
tenemos que fy ~x f1.

(<) Supongamos que fy ~x fi. Entonces existe un difeomorfismo o : C?,0 —
C?,0tal que o(f;1(0)) = f;(0). Asf tenemos que o((t)) nos da una parametrizacion
de fi. Como las parametrizaciones son unicas a menos de un cambio de parametro,
o sea, de un difeomorfismo p : C,0 — C, 0, tenemos que g y ¢ son A-equivalentes.

O

Por los resultados presentados anteriormente la clasificacion de curvas analiticas
irreducibles puede ser realizada por medio de la clasificacion de sus parametriza-

ciones con respecto a la A-equivalencia.

2.4. Grupos de Lie

Definicién 2.13. Un grupo de Lie G es un grupo satisfaciendo:
i) G es una variedad diferencial (de dimension finita);

ii) Las aplicaciones
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a) GxG — G
(g,h) — g.h

b) G — G
g — g!
son analiticas.

Observemos que los grupos de Mather no son grupos de Lie, pues no tienen di-
mension finita, para salvar esta dificultad, podemos definir variantes de estos grupos

que satisfacen las propiedades mencionadas.

Definicién 2.14. Sea G un grupo de Mather, esto es, G es, R,L,A,C o K. Entonces

Gk = {j*(g9); g € G} es un grupo con la siguiente operacién
i*(9) ® j*(h) = j"(g o h) donde j*(g), j*(h) € G".

Notemos que los G*, son grupos de Lie, donde el elemento neutro serd la iden-
tidad(difeomorfismo) y el elemento inverso serda el correspondiente difeomorfismo
inverso.

Ademsis de G*, otros grupos de Lie seran importantes, en particular el subgrupo
Ql’“‘ de G* constituido por todos los elementos de G* cuyo I-jet sea igual a la identidad

e de G, o sea,
GF ={*(9);9€Gyjlg) =e}.

Dada la aplicacién ¢™ : G — M definida por ¢™(g) = g.m, podemos introducir

la definicién de espacio tangente a una orbita.

Definicién 2.15. Sea G un grupo de Lie actuando en un conjunto M. El espacio
tangente a la orbita G.m en el punto n es la imagen de la aplicacion d¢? : T.G —

T, M y sera denotado por T,G . m.

El siguiente lema que presentamos, juega un papel importante para la prueba

del teorema de la transversal completa.

Lema 2.16 (lema de Mather). Sea G un grupo de Lie, M una variedad diferencial,
¢:G XM — M una accion y N una subvariedad conexa de M. Suponiendo que
las orbitas son subvariedades, entonces N esta contenida en una unica orbita si, y

solamente si,
i) T,N C T,,G . n;

ii) dimT,G .n es constante,
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para todo n € N.

Demostracion. (=) Suponga que N C G .ng C M. Tomando cualquier n € N,
tenemos que n = g .ngy para algin g € G. Asi G.n = G .ng y por lo tanto
T.N C T,G «ng =T,G . n.
Ahora sean ny,ny € N. Vamos a demostrar que, dimT,, G . n; = dimT,,,G « ns.
En efecto, como ni,ny € N C G .ng, tenemos G .ng = G .ny = G «ny. Luego

ny = ¢« N9 para algin g € G. Asi tenemos
dimT,,G «ny = dimT,,, G «ng = dimT},,,G - ng = dimT,,G . ns.

Por tanto dimT,,G .« n es constante, para todo n € N.

(<) Supongamos que
i) T,N C T,,G . n;
ii) dimT,G . n es constante,

para todo n € N.
Afirmacion 1: Para todo n € N tenemos que G.n N N es un abierto de N.
El lema se sigue de esta afirmacion, pues
N=|]JG.nnN,
neN
y como N es conexo tenemos que N = G.ngN N y asi N C G .ng para algin
ng € N. Para mostrar la afirmacién 1, usaremos el siguiente hecho:
Afirmacién 2: La aplicacién
p:GXN — M
(g,m) > gan
tiene rango constante.

Para demostrar la afirmacion 2, debemos mostrar que
dim dg.n)(Tigm)(G x N))

es constante.
Considerando inicialmente g = e tenemos que
A en)(Tien) (G X N)) (e (TeG x T, N)
dd(en)(TeG x {0}) + d(e,n) ({0} x TV)
T,G «n + dpen) ({0} x T,,N)
T,.G.n+1T,N
T,G.n

—~
—
~—

—
N
~

—~
.
=
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por tanto de dim doen)(T(en) (G x N)) = dim T,,G .n = k.

Probemos (1), o sea, dd(e,n)(T(en) (G x {0})) = T,G . n.

Sean (u,0) € T(en)(G x {0}) y A(t) C G una curva, con A\(0) = ey N(0) = u.
Definamos Q(t) = (A(t),n) una curva en G x N. Y notemos que

donde
0:G — G.n
—> gan
Asi
dP(eny(u,0) = (¢ 0 Q) = (00 N)'(0) = dfe(u).
Por lo tanto
d(b(e,n)(TeG x {0}) = dO.(T.G) = T,G . n.

Ahora probemos (2), esto es, dg») ({0} x T,N) = T, N.

Sea (0,v) € {0} x T,N y A(t) € N una curva, con A(0) = n y N(0) = v.
Definamos Q(t) = (e, A(t)) una curva en G x N.

Notemos que ¢(2(t)) = (e, A(t)) = e« A(t) = A(t). Ademads de esto, ¢(€2(t)) =
i(A\(t)) donde i : N — N es la identidad. Asi tenemos

d¢(em) (0,v) = (¢ 0 Q2)'(0) = (10 A)(0) = din(v).

Por tanto,
dd(eny ({0} X T,N) = din(T,N) = T, N.

Ahora consideremos el diagrama (fijemos g € G):
GxN * M
(G \
GxN 7 M

donde,
VvV:GXN — GxXN
(h,n) = (gh,n)
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6: N — M
m > g.m.

Derivando, obtenemos el diagrama conmutativo:

T(e,n) (G X N) d&”) TnM

dw(e,n) { O 1 do,

T(g,n)(G X N) dQZn) Tg_nM.

Asi, como 9 y 6 son difeomorfismos tenemos que
dim dgb(g’n) (T(g,n)(G X N)) = dim d¢(67n) (T(ejn)(G X N)) = k.

Por lo tanto, ¥ : G x N — M tiene rango constante.

Ahora probaremos la afirmacién 1.

Consideremos la variedad G x N. Sea z € G.nNN,z=g.nya:U —-Gx N
una carta de una vecindad de (g,n) en G x N con a(0) = (g,n) y 0 € U.

Sea : V — M una carta de una vecindad de z en M con f(0) =2y 0 € V.
Como el rango de ¢ es constante y a y 8 son difeomorfismo, tenemos que el rango
de H = 371 o ¢ o a es constante e igual a k. Por el teorema del rango, existen @ y

B difeomorfismos tales que

O - M
af T8
UcR " VCcRm™
at T8
UcR P oHE 7 cRm

donde dimg G x N =1, dimg M =my

1 _
B oHoa(xy, ..., Tk Tri, -, 1) = (T1, ..., Tk, 0, ...,0) € R™.

Asi

1 _
B oB ltogoaoa(xy, ...,k Tpsts s 1) = (21, .., 21,0, ..., 0)

poaot(ry,..., Ty, Tpst, .., 2) = B0 By, ..., 21,0, ..., 0).
De este modo, o 3 es una parametrizacion de ¢(aoa(U)) y por tanto ¢(aoa(U))
es una subvariedad de M de dimensién k con z € ¢(a o @(U)).
Pero de esta forma existe un abierto W de M que contiene a z tal que su in-
terseccion con ¢(a o @(U)) es difeomorfa a un abierto de R* y coincide con G . n
localmente. Como z € WNG.nNN C N, tenemos que G.n N N es un abierto de

N. [l
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2.5. Transversal Completa

En esta seccion, presentaremos un corolario del lema de Mather, llamado teorema
de la transversal completa. Este resultado nos permitira clasificar curvas analiticas
planas irreducibles con determinados semigrupos fijos. Antes veamos un concepto
util.

Un espacio afin A es un conjunto invariante por transformaciones afines. Para

ser mas precisos tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.17. Un conjunto A es un espacio afin si existen un espacio vectorial

Vi y una aplicacion
A x VA S— A
(a,v) > a+wv

tal que

(i) a+0=a
a+(u+v)=(a+u)+v; Ya € A y Yu,v € Vy

(ii) Para cualquier a,b € A existe un unico v € V4 tal que b = a + v.

Teorema 2.18 (Teorema de la Transversal Completa). Sea G un grupo de Lie
actuando suavemente en un espacio afin A asociado a un espacio vectorial Vi y

W C V4 un subespacio vectorial tal que
TotwGe(a+w)=T,G.a (2.1)
para cualquier a € A y cualquier w € W. Entonces
1.a+ (T, GeaUW)C Gean(a+ W), para cualquier a € A;

2. Siae€ AyT es un subespacio vectorial de W tales que
WwnT+7,G.a
entonces para cualquier w € W, existen g € G yt € T tales que
gla+w)=a+t.
Demostracion. 1.)Notemos que a + (T,G «aN W) es un subespacio afin de A, cuyo
espacio tangente en u =a+w € a+ (T,G.aNW) es

T{a+ (T,GeanW)} =T,(T,GvanW)=T,G.anNW.
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T.Ga

atW

Figura 2.1: Transversal Completa

Dado a+w € a+ (T,G.aNW), tenemos por hipdtesis que T4, G+ (a+w) = T,G .a,
lo que implica que los espacios tangentes a las érbitas de puntos a + (7,G .aNW)
tiene dimensién constante.

Ademas de esto, como T,G.aNW C T,G . a, se sigue del lema del Mather que,

a+ (T,G.anNW) CG.a.

Observemos que, como 1T,G.aNW C W, tenemos a + (1,G.aNW) Ca+ W.
Luego, a4+ (T,G.anNW) C G.N(a+ W).
2.) Notemos que,

—
—
~

Uer G-la+t) O Uera+t+TouG.(a+t)NW
D Uera+t+T,GoanW
= a+T+T,GianW
S a+ (T+T,Gea)NW
= a+ W
Por tanto, para todo w € W, existen g € G y t € T tales que, a+w =g.(a+1t), 0
sea, a+t=g . (a+w). O

Ahora vamos a aplicar el teorema de la transversal completa, para clasificar

analiticamente, curvas planas irreducibles con determinados semigrupos fijos. La
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idea es aplicar el método de la transversal completa a una parte fija de la para-
metrizacion de Puiseux y avanzar jet a jet hasta un k-jet con k igual al conductor
del semigrupo, pues como veremos mas adelante toda curva plana irreducible es

equivalente a si mismo cortado en el conductor.

2.6. Espacio Tangente a la Orbita

Sea G un grupo de Lie que actia en una variedad M y ¢™ : G — M la
aplicacién definida por ¢™(g) = g . m. Como vimos en la definicién (2.15) que el
espacio tangente a la orbita G.m en el punto n € M es dado por la imagen de la
aplicacion

dot : T.G — T, M.

Para aplicar el método de la transversal completa para curvas planas irreducibles
necesitamos caracterizar el espacio tangente a la érbita en el caso en que G = A* o
G =AY y M = J¥(n,p). Con la siguiente proposicién nos ayuda a ver como es un

vector tangente a la érbita.

Proposicion 2.19. Sean A C R", B C R™ wariedades diferenciables y f : A — B

una aplicacion diferenciable. Dado v € T, A, existe una curva o : (—¢,€) — R™, con

a(0) =a y o/(0) = dap(l) = v. Ademds de esto, df,(v) = glcii%f(a(t)) ; f(a(O))'

Ahora veamos el caso que nos interesa, esto es, cuando G = A* o G = A%. Para
esto recordemos que AF = RFE x L’“, entonces estudiemos en espacio tangente a la
érbita para R¥ y L£F por separado.

Dados un entero k y un germen de k-jet f € J*(n,n) fijados definimos la apli-
cacion:

Vvr:RY — J¥(n,n)
B JH(FohT) = f ot
Como RF es un abierto de J*(n,n) entonces TYR* = J*(n,n). Sea g € T'RF y

consideremos la curva a : (—¢,¢) — R¥, con a(0) =1y o/(0) = g,

a(t)(x) =z +1g(z),
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por la proposicién anterior, un vector tangente a la orbita de f es

Slroaldlle = dt[d (S 0 alt) e
J a(foa( )le=o

0
= Z 8;2 (a(t))0f (1)lco
= kz gjeTka f

con g; € M, pues a(t) € R, para cualquler t.

De esta forma tenemos
. " of
TyR* . f =" {Z 55,979 € Mn} -
= J

Si G = A¥, entonces en el anélisis hecho debemos considerar RY, 6sea j!(a(t)(r)) =
e, para todo t € (—¢,¢€). Como a(t)(x) € RY y

on dga 0gi gn
14;;8x1(0) t@m (0) t%gl(o) t§$1<0)
g1 g2 i In
tam2 0) 1+ taI2 (0) 1tax2 (0) tagj2 (0)
Joa(t)(z) = P P 3 a P
91 92 gi gi
taxi (0) taxi (0) 1 taxi ) --- t&xi (0)
091 8g§ | 69; | 5gn
ta—xn(o) té?xn ) .- ta% 0) -+ 1+ taxn (0)

9y :
- (0) =0 parai=1,...,n. Como g(0) =0 se

)

debemos tener Jya(t)(z) = Id, 6sea,

Sigue que g € ./\/l%, asi tenemos que
. ~— of
j=1 "/

Ahora veamos la caracterizacién de Ty LF . f.
Sean ¢/ : L¥ — J¥(n,p), definida por ¢/ (h) = j¥(ho f) para ky f € J¥(n,p) fijos,
vy v : (—€,€) — LF dada por y(¢)(X) = X + tg(X), con a(0)(X) = X = ey

g € T.LF, asi un vector tangente a la orbita de f es

i & o) ¢ eny(0) . (D)o f—f
t—0 t t—0 t
T
t—0 t
= gof

= (glof>.g?ofa"'>gpof)

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

\‘\ﬁNm

F “c | PONTIFICIA

2 T @, % | UNIVERSIDAD
CATOLICA
DEL PERU

CAPITULO 2. TRANSVERSAL COMPLETA 48

donde g; € L¥, pues v(t) € L¥, para cualquier t. De esta forma tenemos

Tfﬁk'f:jk{(glof).gZOfa"'7gpof);gi eMp}

Tfﬁllg'f:jk{<glof792Ofu"'7gpof);gi GMZ}

Asf tenemos el espacio tangente a la orbita del grupo A* o A¥, definido por

TfAk {Z_h+glofag2of7“'7gpof);h’jEMnygiEMp}

)= 0
TfAlf-f:]k{Z%hj—i_(glof)g?()fa7gpof)7h]€Miyg’€M123}
j=1 """

En el caso particular de curvas irreducibles planas dadas por parametrizaciones
de la forma ¢ : C,0 — C2,0 con ¢(t) = (z(t),y(t)) tenemos

Ty A" ¢ = 5 {(2'(t),y' () h(t) + (g1 0 ¢(t), g2 0 B(1)); h € My y g1, 92 € Mo}
Ty A ¢ = 5 {(2'(t),y' () h(t) + (g1 0 ¢(t), g2 0 B(t)); h € MT y g1, 92 € M3} .

Para aplicar el teorema de la transversal completa ademas de considerar un grupo
de Lie G actuando en un espacio vectorial V' y de la descripcion del espacio tangente
a la orbita de un elemento, debemos encontrar un subespacio vectorial W de V' tal
que l.(a+8) =l.aparatodol € T,G,a €V y 3 € W.Enel caso en que G = A*
y V = Jk(n,p), consideremos el subespacio W como H*(n,p), que satisfacen las

condiciones del teorema de la transversal completa.

2.7. Formas Normales

En esta seccion clasificaremos algunas curvas de multiplicidad baja con semi-
grupos especificos aplicando el método de la transversal completa, primeramente,
presentaremos algunos resultados que facilitaran el analisis posterior.

La siguiente resultado nos dice que toda parametrizacion de Puiseux es analitica-
mente equivalente a si misma cortada en su conductor ¢ y ademas los términos que
quedan en la parametrizacién con orden en el intervalo (vy,c — 1) y pertenezcan al

semigrupo de valores también se pueden eliminar.

Proposicion 2.20. Sea C una curva dada por la parametrizacion

x(t) ="

C:y ylt) =1+ ait’

i>v1
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con ' = (vo, ..., vy) su semigrupo de valores y conductor c. Entonces existe una curva

C’, tal que C ~ C', con parametrizacion
' (t) =t

c -
) YO =t
=1

con vy, vy, ...,vy & I’

Demostracion. C esta definido por la parametrizacion

) = if

y(t) =t + -+ agt® + - -
donde « es el menor exponente en el intervalo (v1,¢) que pertenece a I' y a, # 0.
Existe por lo tanto un elemento h € O¢ tal que v(h) = . Definamos el siguiente

cambio de coordenadas analitico:

1 =
y1 =y — bh, b= cte conveniente

Este cambio de coordenadas define una curva C; analiticamente equivalente a C

c { z1(t) =t

yi(t) =t 4+ aat® +dat? - a<p

donde el término a,t® es eliminado de la parametrizacion original. Observemos que
por definicién del cambio de coordenadas analitico, y;(¢) tiene los mismos términos
que y(t) hasta el orden o — 1, en el intervalo (v, c) existe solo un ndmero finito
de elementos de I', nuevamente en la parametrizacién de la curva C; observamos
el menor exponente de y;(t) que este en el intervalo (vy,c) y pertenezca a I'; luego
definimos un cambio de coordenadas analitico que nos permita eliminar el término
cuyo exponente identificamos.

Después de un ntumero finito de operaciones, obtenemos una curva Cs ~ C con

una parametrizacion
xs(t) =t

q
ys(t) = 0+ " al, " + (1),

=1

Cs

donde v, ..., son enteros en (vq,¢) que no estan en I', y 0 (t) = bit?r + byt .. €
C{t} es un serie de potencias en t de orden mayor igual a c. Ahora nuestro objetivo

es eliminar el término 7 (¢). Consideremos el siguiente cambio analitico

{ Ts41 = Ts
Ys+1 = Ys — Nl(xsays)a
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tal que ord,(Ny(zs(t),ys(t))) = ordy(mi(t)), asi obtenemos la curva Cs11 ~ C, con
parametrizacion

x3+1(t) =t
q
Cort 4 g () =7 + ) ay, () = Nexo(8), ys(8)),

i=1 .

n2(t)

ahora eliminemos el siguiente término, con el siguiente cambio analitico

Ts42 = Ts41
Ys+1 = Ys+1 — NQ(QZS-&-l? ys+1)7
que es igual a

{ Ts42 = Ts
Ys+2 = Ys — Nl(xsa ys) I NQ(xsays B Nl(xsays))>

donde ord;(No(xs(t), ys(t))) = ordi(ns(t)) > 51, y asi obtenemos una curva Cs o ~ C,
con parametrizacion

xs+2<t) = %

Cot2 4 yopalt) =t + Z @y, 1 () — Na(@s(1), s (1)) — Na(ws(1), s (4)),

~/

Vv~

ns(t)

y podemos seguir haciendo esto hasta eliminar por completo 7, (¢), con el siguiente
cambio de coordenadas

{ Tsyo2 = T
Ys+2 = Ys — (Nl(xsays) i N2($s>ys) > + Nn(*IS)ys) + - )a

que apriori no tendria que ser analitico. Para que este cambio de coordenadas sea
analitico la serie

Z Nj($57y5) = N1<x87 ys) + NQ(:U&yS) + -+ Nn(xsays) + e
Jj=1
tiene que converger.

En efecto, consideremos

d:C{X,)Y} xC{X, Y} — R
(f.9) — d(f,g) = p7m )
con p > 1, una métrica que hace de C{X, Y} un espacio métrico completo.

Consideremos las sumas parciales

Ps = ZNj(x&ys)

Jj=1
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asi tenemos que la succién de sumas parciales (Ps)sen, Observemos que esta sucesion

es de Cauchy pues, para todo n € N, existe un entero ny tal que
d(P, P,) <p™", Vi,m2>ng.

Asf tenemos que la serie Y-, Nj(7s,ys) converge.
Por lo tanto la curva C es analiticamente equivalente a la curva C’ con parame-
trizacion
x'(t) =t
' -
) YO =t

i=1

O

Ejemplo 2.21. Consideremos las curvas con semigrupo I' = (2,v1), donde vy tiene
7 J

que ser impar, pues de lo contrario I' no seria un semigrupo con conductor. Una

parametrizacion para una curve analitica irreducible plana con semigrupo I = (2, vy)

puede ser dada por

=t

y(t) =t + ) ait'.

1>v1
con conductor
c = (nmp—1v—v+1
(UO —~ 1)’01 =00 - 1
= (UO - 1)(’1]1 — 1)

€0 Vo

pero, ny = — = T Ast, como vy = 2 tenemos
€1

62(2—1)(1)1—1):’01—1.

Por la proposicion anterior tenemos que toda curva analitica irreducible plana

con semigrupo I' = (2,v1) serd equivalente a

oa(t) = ¢
Proposicion 2.22. consideremos una curva plana irreducible dada por la parame-

trizacion de Puiseux de la forma

| ox(t) =t
oo {00

dsea, Y(t) = (1, + at*) con X > vy y a # 0. Entonces 1 es A-equivalente a

 ox(t) =1t
o { 1
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Demostracion. Recordemos que dos parametrizaciones de Puiseux son A-equivalen-
tes, si y solo si, existen difeomorfismos analiticos p: C,0 — C,0y o : C?,0 — C2,0
tal que

copop =0

Asi, basta considerar los difeomorfismos analiticos

1 1
po(t) =ant

o(X,Y) = (an > X, an2Y).
O

Proposicion 2.23. Consideremos una curva plana irreducible con semigrupo I' =
(vo,v1) que admite una parametrizacion p,(t) = (£, +at'), donde (0,t') ¢ T, Af.
wo, L #£2v1 —vg y k > L.

Entonces ¢, es A*-equivalente a

Ja@)y=te [ a(t) =t
900'{3/(75):15” 0 wl'{y(t)——‘tvl +

Pero, las parametrizaciones @y y @1 no son AF-equivalentes.

Demostracion. Primero mostraremos que las parametrizaciones ¢, no pueden ser
todas AF-equivalentes.

Consideremos el conjunto
N = {Qoa(t)va € (C}

que es una subvariedad conexa de J*(1,2). Vamos mostrar que N no satisface las
condiciones del lema de Mather cuando G = A* y por tanto N no puede estar
contenida en una unica orbita.

Sea la curva y(z) = (¢, #"' +zt!) C N. Notemos que v(0) = oy 7'(0) = (0,#!) €
T,,N.

Sin embargo, (0,¢') & T, A" . ¢o. Caso contrario existirdn h € M1y y g1,92 €
Mgy tales que

(0,#) = 7 (('(t), y'(£))-h(t) + (9120 (1)), g2 (20 (1))

0= 2'(H)h(t) + g1(po(t)) mod ¢+

th =4/ ().h(t) + ga(o(t)) mod t*+1
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de este modo

asi tenemos .
g1 (tvo 3 tv )Ultvl N

,UOtU()—l

Escribiendo g¢;(x,y) = ayx + By + hi(z,y) con h; € M%Q) y i = 1,2 tenemos
tvo t’ul tvl_l h tvo tvl t’Ul—l
th = ]k { (thvo + [ot™t — (nt™ + Bit" oy > + (hQ(tUO, ) — 182, 8o, )}

th= go(t, 1) — mod tF+L.

'U()tvo_l /Uot’Uo—].
v v hq (t00, U )yt =t
tl _ ]k agtvo + (52#,1 M 1>tul iy ﬁl 1t2v1—v0 + h2<tv0,tv1) N 1( ) ) 1
Vo Vo 'Uotvo_l

Observemos que t no aparece en la primera expresion, pues [ > vy y | # 2v; — vy,
si t' estarfa en la segunda expresién, tendriamos que (0,¢') € T, A} . ¢g, esto no
puede ser por hipdtesis de la proposicion.

Asi, la primera condicién del lema de Mather no es satisfecha, por lo tanto N
no estd contenida en una tnica érbita con respecto a los grupos A*, ademds por
la proposicién(2.22), sabemos que si a # 0 entonces ¢, es equivalente a ;. Esto
garantiza que toda curva ¢, es A*-equivalente a g 0 ¢y, donde ¢y y 1 no son

AF-equivalentes, pues si lo fueran N estarfa contenida en tinica érbita. O

Proposicion 2.24. Sean
TREAPE
0 :
oy =+ ) at’
i>v1
el (k — 1)-jet de una parametrizacion de una curva analitica irreducible y T' su
semigrupo de valores. Si k € I' y k > [, entonces la Transversal Completa con

respecto a la Ak-equivalencia es nula.

Demostracion. Bastara verificar que H*(1,2) C TyAY . ¢, 6sea, debemos mostrar
que (0,2%) y (t*,0) estén en Ty A% . ¢.
1. Veamos que (t¥,0) € Ty A} . ¢:
En efecto, debemos encontrar ¢, g, € Mé) y h € M%l) tal que (0,t) =

FH@ @),y (0))-h(t)+(91(6(t)), 92(6(1))) }, basta tomar g1(X,Y) = g2(X, V) =
0y h(t)= %tk_”’“, notemos que k+ vy + 1> 2y h(t) € ./\/l%l). Asi tenemos

!
) 1
w = j* { (vgt"’o_l,vlt”l_l + Z z'a,-tl_1> . <—tk_“°+1) + (0, O)}
Vo

1>v1

1
-k k U1 v1+k—v 1 . i+k—v
= th, —gorthovo 4 A ) (0,0
g{( o +Uzm >+( )}

0 i>v1
_(t4,0) € TydE . o,
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2. Veamos que (0,t%) € Ty A% . ¢:
Como k € T existe g2(X,Y) € C{X,Y} tal que v(ga(z(t),y(t))) = k, de este
modo tomando h(t) =0 € M%l) v (X, Y)=0¢ M%Q), tenemos que

u = gF { (vot”‘)_l,vltvl_l + Ziaitil> 0+ (0,g2(:v(t),y(t))}

1>v1
= j*{(0, at® + app t" 4}
= (O, &ktk) € T¢Alf . .
Luego, (0,t%) € TyAY . ¢
[

Observacién 2.25. Notemos que en la primera parte de la demostracion de la
proposicion anterior, no utilizamos el hecho que k € T, asi tenemos que (t*,0) €
T, Af ¢ para todo k > vy. De esta forma, en lo que sigue, en la aplicacién del

teorema de la transversal completa, basta verificar que (0,t%) € Ty A% . ¢.

Proposicién 2.26. Sea

x(t) = tv
2v1—vp—1
L= y(t) =t + Z a;t’ + at®1 7,
>0
Entonces ¢(t) es A*1~" -equivalente a
x(t) = t*
2v1—vo—1
h(t)= y(t) =t + Z a;t’.
1>v1

Demostracion. Consideremos los difeomorfismos analiticos

U
o(z,y) = (v + U—?ay,y)

Yy
Pt =t - —t + £ (1)
fy =03 et (0= D
con = - Qi T T 5,2 )
vl 1>v1 Z 21}%

De este modo, tenemos que

F (oo gopTH(t) = ¥(t)
[l

Aplicando el método de la transversal completa, clasificaremos los gérmenes de
curvas irreducibles planas, con semigrupos de valores fijos, especificamente, curvas

con semigrupos (3,v1), (4,7) que Zariski clasifico en [10].
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2.7.1. Curvas con semigrupo ' = (3, v;)

Ahora consideramos curvas que admiten semigrupo de valores de la forma I' =
(3,v1). Cuyo conductor es ¢ = 2v; — 2, de esta forma toda curva con semigrupo I'
puede ser truncada en el término cuya potencia sea 2v; —2 (por la proposicion(2.20)),
ademéds por la proposicion(2.26) el término 2v; — vy = 2v; — 3 también puede ser
eliminado, asi basta aplicar el método de la transversal completa para los grupos
A con vy < k < 2v; — 3.

Observemos que v; es de la forma 3p+1 o 3p+2. Analizaremos el caso v; = 3p+2,
esto es, curvas con parte fija ¢(t) = (¢3, £372).

Asf tenemos los grupos A%, donde

k = 0mod3=—k=3meTl
k= 1mod3=k=3m+1¢TD
k = 2mod3—k=3m+2

como k > v; = 3p + 2 tenemos que m > p, escribiendo m = p + ¢, tenemos que
k=3p+ 2+ 3q = v1 + 3q, asi para este caso tenemos que k € I', asi tenemos que
para el primer y tercer caso la transversal completa sera nula, quedando analizar el
caso en que k= 3m + 1.

Para calcular la transversal completa como vimos en la Observacién(2.25) es

suficiente analizar si (0,t*) € T, A% . ¢, o sea,
0 = h(t)dz(t) + g1(x(t), y(t)) mod t*:
t* = h(t)dy(t) + ga(x(t), y(t)) mod ¢**!
donde k =3m + 1, h(t) € M? y g1(X,Y), g2(X,Y) € M2. O equivalentemente,

= go(a(t), y(8)) — g1 (D), y(t»jiﬁg mod 1+,

Para que esto ocurra debemos tener términos t* en gy(z(t),y(t)) y/o

dy(t
g1(z(), y(t))% que no se cancelen.
Bu cfecto, como g1(#(1), y(£)), g2(x(t), (1) € M3, x(t) = 5 y y(t) = £ en
go(z(t),y(t)) hay apenas términos con potencias de la forma 3a,fv; o 3\ + vy

con a,3 > 1 XA+ 68 > 1 que pertenecen a I', por lo tanto no hay términos t* en

g2(z(t),y(t)). Del mismo modo en gl(x(t),y(t))gz—g hay términos con exponentes

de la forma 3(a+ 1) + vy, 3(A = 1) + (0 + 1)vy o (8 + 1)vy — 3, los dos primeros
pertenecen a I'y (8 + 1)vy —3 > 2v; —3 > k.
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Asf tenemos que para los grupos de Lie A¥ con k = 3m+1 la transversal completa
es T = [(0,#3™*1)] y toda curva con semigrupo I' es A¥-equivalente a
z(t) =13
y(t) — t3p+2 + at?’mﬂ.
y esta a su vez por la proposicién(2.23) se reduce a analizar los casos en que a = 0
oa=1.
Si a =0, la curva serd equivalente a
z(t) =t
y(t) = 1+,
El analisis de la transversal completa para los casos siguientes serd similar al
caso anterior, considerando A% con k = 1 mod 3.
Si a = 1, las curvas seran equivalentes a
= [at) =2
d) o y(t) — t3p+2 + t3m+1,
En este caso, para el analisis de la transversal completa consideraremos nueva-

mente A} con k > 3m + 1, como en el caso anterior tenemos

k = 0mod3—k=3nel
k = 2mod3=—k=3n+2¢€¢l
k= 1mod3=—k=3n+1¢T

Tenemos que para los dos primeros casos la transversal completa sera nula,
quedando analizar k = 3n+ 1, con n > m, lo que equivale a ver si (0,t*) € Tg.A’C .,

T 00,y(0)dr) — g (1), y@)dy(t)
dx(t)

con ¢1(X,Y),g2(X,Y) € M2, tenga solucion.

mod 3712,

En efecto, ¢1(X,Y) = 3av; X" ™ y ¢5(X,Y) = av; X" ™Y es solucién, donde
1

T —Bmt1)

De esta forma tenemos que (0,t*) € Tg.Ak.a, por lo tanto la transversal completa

es nula, y toda curva es equivalente a
- [ z(t)=1¢
¢ . y(t) — t3p+2 + t3m+1'

En conclusién, tenemos que toda curva con semigrupo I' = (3, v1) con v; = 3p+2

es equivalente a

{ x(t) =13 , { o(t) =13

y(t) = 13p+2 0 y(t) = §3p+2 4 g3mtl
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El andlisis para el caso en que v; = 3p + 1 es idéntico a lo realizado en el caso
anterior, obteniendo que toda curva con semigrupo I' = (3,v;) con v; = 3p+ 1 es

equivalente a

z(t) =t , [ x(t) =13

y(t) = 3t o y(t) = £+ 4 3m+2,
2.7.2. Curvas con semigrupo [' = (4,7)

Ahora consideramos curvas con semigrupos I' = (4,7), ademds toda curva con

i ¥ )
% { y(t) =17,

Como el conductor de I' es ¢ = 18, podemos cortar toda curva que posee semi-

semigrupo [ posee parte inicial

grupo [" en el término de orden 18. ahora tenemos que calcular la transversal com-
pleta usando el grupo A¥, para k ¢ T'y 7 < k < 18.
Consideremos k = 9, calculemos la transversal completa, para esto debemos
verificar que (0,t%) € Ty A . ¢ 0 equivalentemente
dy(t)

t) = ga((t), y())dz(t) — g (x (1), y(t))m mod t'°.

con g1, gs € M3, ademds estos elementos se expresan como

gl(x(t)’y(t))dy(t) _ Z aij§t4i+7j+3

i+5>1

i+ji>1

Haciendo un andlisis como antes, tenemos que t° no aparece en la expresién

(o(0): (0)do(0) ~ s (al0) (0 20 mod

pues 9 =4i+7j+3=6=4i+7j ¢y 9=4i+ 75 ¢ I"Asl tenemos que no
existen g1, g € M2, de esta forma la transversal completa es T = (0,¢°), por lo

tanto toda curva con parte inicial ¢ es AJ-equivalente a

{ x(t) = t4

y(t) =t + at®.

Como vimos tenemos dos casos para analizar a =00 a =1
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Veamos el caso a = 0, continuemos con k = 10, consideremos el grupo A
observemos que 10 = 2v; — vy y por la proposicién(2.26), el término de orden 10
puede ser eliminado sin importar si la transversal completa sea o no nula.

Si k = 11, observemos que este pertenece al semigrupo al igual que para el caso
cuando k = 12, asi tenemos por la proposicion(2.24) que las transversal completa
es nula cuando consideramos los grupos A}! y A}?, pasemos a ver el caso cuando
k = 13 y consideramos el grupo A}3. Para calcular la transversal completa, debemos
verificar si (0,t'%) € T, A? . ¢, Gsea si

dy(t)

£ = ga(x(t), y(t))dx(t) — g1 (x(t), y(1)) drt) " t.

utilizando nuevamente el hecho que

91@@%9@));@?; I;l Z aijt4i+7j+3

t .~
i+75>1

g2<x<t>,y<t>>j§§? _ T g

i+j>1

~—

tenemos que

go(x(t), y(t))dx(t) —gl(x(t),y(t))gay:g; 3 Z ;4TI _ZZ Z g 11T

it+j>1 itj>1

'3 no aparece en la expresion anterior, pues

vemos que

13=4i+7j43=10=4i+7j¢7T

13 = 4i + 75 ¢ T'. Asi tenemos que no existen g;,g» € M3, de esta forma la
transversal completa es T' = (0, ¢'?), por lo tanto toda curva con parte inicial ¢ es
Al3-equivalente a

b { l‘(t) = t*
T y(t) =t + bt

Nuevamente tenemos dos posibilidades b =0y b= 1.

Veamos el caso b = 0. Notemos que para los grupos Ai4,A415 y A la transversal
completa es nula, pues 14,15,16 € I', pasemos al grupo A;7, nuevamente basta
verificar si

dy(t)

7 = ga((t), y(t))dz(t) — gr(x(t), y(t)) ) " £,

por el andlisis anterior tenemos que
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Zf
gQ(x(t)a Z a; t4z+7j

i+j>1

17=4i+7j+3—14=4i+7j €T, para j =2
17=4i+7j ¢ T.
Asi basta considerar g(X,Y) = 0y ¢1(X,Y) = —Y?, de esta forma la transversal

completa es nula, por lo tanto toda curva sera equivalente a
5 { o(t) = t*
oy =t".
Terminado el analisis para caso en que a = 0 y b = 0, regresamos al caso en que

a=0yb=1, bsea,
b1 z(t) =t
P oy =T+
Como para el caso anterior tenemos que para los grupos Ai4,A1;5 v A la

transversal completa es nula, quedando analizar A;;. Para calcular la transversal

completa, basta verificar que existan g, go € M3 tal que

07 = a0 0(O)da(t) — 1 (0, 0(1) 477 mod £

Como en caso anterior tenemos que

gl(x(t),y(t))dy_(t) — Z aij(£t4i+3+1_3t4i+9)(t7+t13)j

dz(t) it+j>1 4
dy(t) e 7 4i+3 |, 13 4it0 ! J 7(j—s)413s
dy(t) 7 13 /

NEORTO L P E S (j)u”-“)

z(t) i+j>1 =0 \°

e y0) = 3 a,]t‘“Z( )

i+7>1
Haciendo el mismo andlisis como en el caso anterior, tendremos que g2(X,Y) = 0

y 91(X,Y) = —Y? asi tenemos que la transversal completa es nula. Por lo tanto
todas las curvas con semigrupo I', a = 0 y b = 1 son equivalentes a ¢;.

Ahora toca el caso en que a = 1, esto es, la parte fija de las curvas seran

bo : :E(t) =t
2 yt) =T+ 0
Para este caso retomamos el andlisis en £ = 10, pero vimos que 10 = 2v; — vy y

th

el término ¢t puede ser eliminado, los casos en que k = 11 y 12 ésea para los grupos

Al y Aj? tenemos que la transversal completa es nula pues, 11,12 € T.
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Veamos el caso k = 13, para calcular la transversal completa para A3 basta

verificar que existan g, g» € M3 tal que

tmzm@@w@MMw—m@@y@ﬁﬁgmwﬂe

Tenemos que

BT = 3 a4 ey
)

g1($(t),y(t));ly l; _ Z ai; t4z+3 Zt4i+5) Z (J) (t7(j—s)t95)

CB( ) i+j>1 s:p S
dy(t) n A Loy o
t),y(t = ; t i+3 | Z4i45 (Tit2s
v = 2 @G ()™
i+7>1 =
;-
92 (.T(t), y(t)) = Z ijt‘“ Z ( > t7j+2s
i+j>1 s=0
De esto tenemos, que puede ser g1 = —2X? y go = —3 XY, asf tenemos que

(0,t1%) € Ty, A1® . da, por lo tanto la transversal completa serd nula y toda curva con

parte inicial ¢y serd Al*-equivalente a

{ r(t)=
y(t) =17 +1°.

seguimos con k = 14,15,16 pero estos pertenecen a I' asi que la transversal
completa es nula. Queda solamente analizar el caso para k = 17 considerando el
grupo A7, y realizando el andlisis hecho para los casos anteriores tenemos que la
transversal completa serd nula pues basta tomar g; = Y? y g5 = 0, para tener

dy(t)

7 = ga((t), y(1))dz(t) — gr(x(t), y(t)) dr(t) " £,

En conclusién tenemos que cualquier curva con semigrupo I' = (4,7) es equiva-

lente a una de las siguientes curvas
z(t) =t z(t) =t 5 z(t) =t
y(t) =" 7 | y(t) =t"++¢° y(t) =t"+ 1.
Observemos que el método de la transversal completa podria ser utilizado para

clasificar curvas analiticas planas irreducibles con otros semigrupos, sin embargo,

como vimos en los ejemplos presentados el andlisis se podria hacer més trabajoso.
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Capitulo 3

Clasificacion Analitica

En este capitulo introduciremos un nuevo invariante, el conjunto de valores de
Kéhler, veremos que este invariante es mas fino que el semigrupo de valores, jus-
tamente este invariante conjuntamente con el método de la transversal completa,
nos permitiran hallar todas las formas normales de una determinada curva plana
analitica irreducible(rama plana).

En adelante denotaremos por Oy = C{X,Y} el anillo de las series de potencia
convergente con coeficientes en C y M su ideal maximal. Sea f € M, irreducible.
La clase de f en Oy, modulo la relacién de asociados, es llamada una rama plana
denotado por (f), nosotros identificaremos (f) con el germen de una rama plana
analitica en el origen {(z,y) € (C,0); f(z,y) = 0}.

Decimos que dos ramas planas (f1) y (f2) son equisingulares, denotado (f1) = (f2)
si, y solamente si (f1) v (f2) son topoldgicamente equivalentes como gérmenes de
curvas en (C% 0); esto es, cuando existe un homeomorfismo H : U —» U’, donde U
y U’ son vecindades del origen de C? tal que fi(resp. f2) es convergente en U (resp.
Uy H((fi)nU) = (f2) N U'. El conjunto de todas las ramas planas que son
equisingulares a otra es llamada clase de equisingularidad.

Cuando la transformacién H es un isomorfismo analitico, decimos que (f1) y (f2)
son analiticamente equivalentes o simplemente equivalentes, denotado por (fi) ~
(f2). Denotaremos por O (o Oc¢), el anillo de coordenadas de una rama plana f (o
C), entonces tenemos que (f1) ~ (fa) si, y solo si, O, = Oy,, como C-dlgebras (ver
teorema(1.23)).

Toda rama plana admite una parametrizacion ¢(t) = (x(t),y(t)) con z(t) y y(t)
en el ideal maximal M; de O; = C{t}, al menos uno de ellos distinto de cero, tal que
f(x(t),y(t)) = 0, las parametrizaciones que consideremos son las parametrizaciones
de Puiseux, que seran de la forma o(t) = (z(t),y(t)) = (t%, % + Z a;t"), con

>0

a; € C, By < B1y Bot P, Tal que f o p(t) = 0. Recordemos que Sy, 1, ..., By son
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los exponentes caracteristicos de ¢, donde el entero g es llamado el genero de ¢ con

ng=1,e0=p0Fyyparai=12,...,9, n; = 61'—17 donde e; = med(By, 51, .-, Bi)-

Denotemos por v, la valoracién sobre (9; definida por v, = ord:(¢*(h)), donde
©* : Oy — O; es el homomorfismo natural definido por ¢*(h) = h o ¢(t). El
semigrupo de valores de ¢ es el semigrupo I'y, = v,(0,) de los naturales, como
sabemos este tiene un sistema minimo de generadores tal que I'y, = (vo, v1, ..., vy),
donde vy = By y v1 = pi. Como vimos los exponentes caracteristicos de ¢ y I',
pueden determinarse unos a los otros.

Para preservar la forma de la parametrizacion de Puiseux, bajo la A-accion, los

isomorfismos analiticos o y p, serdan como se describe a continuacion.

Proposicion 3.1. Sip(t) = (z(t),y(t)) ye1(t1) = (z1(t1), y1(t1)) parametrizaciones

de Puiseuz, entonces para tener pq(t) = oo gpop_l(tl), es necesario y suficiente que

o(X,Y) = (X +p1Y +q) y b= p(t) =t P14+ 2P (3.1)

donde r € C* y p,q € Oy, con v,(p) > vy y v,(q) > v1.

Demostracion. Sean p(t) = (£, t" + Z ait’) y o1(t) = (#°, 8" + Z bit)) para-

1>v1 1>v1

(C,0) ~ (C*0)

metrizaciones de Puiseux.

P Lo
— 2
(C,0)  (C50)
Sabemos que p es un difeomorfismo de C y o es un difeomorfismo de C?, asi o
serd de la forma o(X,Y) = (aX +0Y +p/,cX+dY +¢'), con ad—bc # 0y p',q € Ms.
Veamos las condiciones sobre p y o para tener oy (t;) = copop (1), observemos
que

oe(t) = (at™ +b(t" + Y ait’) + " (p), et + d(t] + > bity) + ©*(¢))

1>v1 1>v1

como v; > vy y pl € M3, tenemos que ord,(b(t"* + Zaiti)) > g, tomando p =
i>v1

bY + p’ tenemos que v,(p) > vo.

Sic#06elordi(p(q)) < v, la segunda componente no tendria orden vy, por lo
tanto ¢ = 0y ord(p(q')) > v1, pero ¢ € M3 entonces tenemos que ord;(p(q')) > vy,
tomando ¢ = ¢/, tenemos v,(q) > v;.

Asi tenemos

o(X,Y) = (aX +p,dY + q)
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de este modo
oo(t) = (at™ + *(p), Aty + d Y bith + ¢"(q))

1>v1

v
Lol 91 ()
at™ 4+ ¢*(p) = [ awt {1+ :
v (p) ( s )
Asf para que la primera componente de p;(t;) = opp~t(t) sea t{° debemos tener
L vi/ " (p)
ep(t) =avt {1+ .
que p(t) = a® s

L AN _ i
observemos que p(t) = a*t P/1+ Pl ; at(l 4+ h(t)) = at(l + h(t)),
a Ui

donde h € My y u(t) = 1+ h(t) es una unidad en Oy, asi tenemos que p~'(¢;) =
-1
a*t; + g(t), donde g € M3.
Tenemos de esta forma que

Notemos que

pi(t) = opp~(ty) = (£, da™o 13 + s(t))

donde s(t) € MY y para que o (¢) sea una parametrizacién de Puiseux debemos
tener que da™ = 1, ésea d = . Denotando 7 = a%, entonces tenemos que
a=7r"yd=r".

Resumiendo las informaciones que obtenemos, concluimos que si

o(t) = (t",t" + Z ait’) y p1(ty) = (£°, 89" + Z bit}) entonces las condiciones

>0 1>
sobre o y p para que tengamos ¢;(t) = o o o p~1(t;) son

o(X,Y)=(r"X+p,r'Y +q)

_uwl )
p(t)=rt {/1+ g

con r € C*, v,(p) > vy y v,(q) > v1.

Reciprocamente si tenemos

o(X,Y) = (r"X +p,r'Y +q)

_wly, #(p)
p(t)y=rt {/1+ g

con r € C*, v,(p) > vo vy v,(q) > vy, entonces es facil probar que tenemos ¢ (t) =

gopopi(ty). O

De lo anterior, tenemos que (t*,y(t)) ~4 (1, y1(t1)) si, y solo si

y1(tr) = r'y(p~ (1)) + qlp~ ' (0)™, y(p ™' (1)) (3.2)
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Como dijimos nuestro objetivo es obtener las formas normales de una rama
plana, para esto lo que hacemos es ir eliminando términos de la parametrizacion de
la curva, Zariski y Ebey dan algunos criterios de eliminacién de términos de y(t) de
una parametrizacién (t*,y(t)) por medio de A-equivalencias.

Sea @(t) = (0, t" —1—2 a;t") una parametrizacién de Puiseux, y sea j > i entero.
1>v1

Criterio de Eliminacién 1(CELl)) Si j € I'y, entonces ¢ es A-equivalente a

la parametrizacion (", t"* + E ait'), con aj = a;, cuando i < j y aj = 0.
1>v1

Criterio de Eliminacién 2(CE2)) Si j + vy —v1 € Iy, entonces ¢ es A-
equivalente a la parametrizacion (t7°,t" + Za;ti), con a; = a;, cuando i < j y

1>v1
a. = 0.

Prueba CE1) En efecto, como j € I', entonces existe ap, q,...,, € N tal que
J = ogUo + - -+ + v, Consideremos h = [[,_,h;* donde h; € Oc tal que
v,(h;) = v, se tiene que v,(h) = j. Luego bastard considerar el siguiente
cambio de coordenadas

-\

T ai” Uin

Prueba CE2) En efecto. Supongamos que j + vg — v1 € v9Zy + v1Z,, donde
m,n € Z4, entonces j + vy € voZy + v1Z4, puesto que j € I', se tendria que
Jj4vo € 11Zy. Sea b € Z; tal que j+vg = (b+1)vy; b > 1 puesto que (j > vy).
Consideremos a = %”, siendo b el coeficiente de t/, y el siguiente cambio de

coordenadas

(', y) = (2(t) + ay(t)”, y(p~" (1)) = (p(t)™, y(p~" (1))

si p(t)™ = z(t) + ay(t)*~! entonces

a .
Vo

Calculemos ahora

y = ylp (1) ,
= ('O + sy, @il ()

= "+ Y gyl (g — v A

haciendo a = % se obtiene lo deseado.
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Asi teniendo en cuenta los CE tenemos que toda parametrizacién o(t) = (£, " +

Z at') es A-equivalente a la parametrizacién
1>v1
(0,47 + > aith), (3.3)
v;<i<c
donde c es el conductor de I'y,.
Sea Xr que denota el conjunto de todas las parametrizaciones ¢, tal que I', =
I', la clasificacion analitica de ramas planas se reduce a la clasificacién de sus
parametrizaciones, modulo la A-equivalencia, del conjunto .
Zariski en [10], considera el médulo de las diferenciales de Kéhler sobre el anillo
local de la curva, esto para dar un criterio mas de eliminacién, introduciendo asi un
nuevo invariante analitico numérico.

En lo que sigue C = (f) donde f es una rama, denotaremos el anillo local como

C{X,Y}

o P SR §
C

Definicién 3.2. Sea O un C{X,Y }-dlgebra. El médulo de la diferencial de Kéahler

sobre O es el O-mddulo

(a menos que se indique lo contrario).

02
0dO = = Odzx + Ody,
(e19x + eagy;9 €C) Y
siendo O% = Oey + Oey el O-mddulo libre y {e1, ea} su base candnica. Si (A, As) €

0?2 con Ay, A, € O, se tiene que un elemento de OdO es de la forma A;dx, + Asdy.

Denotamos por dz la imagen de e; y dy la imagen de e; en OdQO. Observemos
que los elementos dx, dy, no son generadores libres de OdO como O-mddulo. Pues,

se tiene la siguiente relacién
gxdr + gydy =0, Vg eC.
Definicion 3.3. El submddulo Torsion T del O-modulo OdO se define como
T ={w € OdO\ 3 un elemento g € O\{0} tal que gw = 0}.

Sea C = (f) una rama plana en C{X,Y} con anillo local O. Recordemos el
monomorfismo
v : 0O — C{t}
x —  x(t) (3.4)
y — y(),
siendo (x(t), y(t)) la parametrizacién de C, de esta manera se tiene que O ~ C{z(t),y(t)}.
Consideremos el homomorfismo de O-mddulos
(I 0dO — C{t}

g1dx + godx —  p(g1)2'(t) + ©(92)y' (%) (3.5)

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\‘\WNE&%

§rT - r% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs UNIVERSIDAD

DEL PERU

CAPITULO 3. CLASIFICACION ANALITICA 66

Definicion 3.4. Si w € OdO, definimos la valoracion de w como

v(w) =7(YP(w)) + 1,
donde la T es la valoracion discreta de C{t}

Si gdX + hdY € OdO, entonces la valoracion
Vo (9dX + hdY') = ordy (™ (9)x'(t) + " (h)y'(1)) + L.

Definicién 3.5. Vamos a decir que un diferencial w € OdO es una diferencial
exacta si existe g € Oy tal que w = dg. Si este no es el caso, diremos que w es una

diferencial no exacta.

Observaciéon 3.6. Sea I' el semigrupo de valores de una curva C y ¢ su conductor.
Siw € OdO es un diferencial exacta, entonces v(w) € T'. Equivalentemente si

v(w) ¢ I, entonces w es una diferencial no ezacta.

Definicién 3.7. El conjunto de valores del modulo de las diferenciales de Kahler se

define como
Ap = 1,(OdO\ T) = v,(Q)

Observemos que para todo h € My, tenemos que v,(dh) = v,(h). Esto en
particular implica que I'\{0} C A.

El conjunto A es llamado un I'-monomaddulo, ya que tiene las siguiente propiedad:

Yy+AEA Vyel ,VAeA

El siguiente lema muestra que el conjunto de valores es finitamente generado
sobre I'

Lema 3.8. Euxisten \i,...,\, € A con la siguiente propiedad: para cada elemento
AeAexisteni=1,....r yv el tal que A =+ \;.

Demostracion. Consideremos la siguiente secuencia de enteros:

A = minA

A1 = minA\ (A +1)

i—1
A= minA\ [ J( +71)

j=1

la prueba se completara si se demuestra que el nimero de los \; sea finito. En
efecto, Si fueran infinitos existiria algin ¢ > 1 tal que \; — A\; > ¢, pues los \; forman
una secuencia creciente, asi tendriamos que A\; € A; + I, esto no puede ser por la
definicion de los \;. O
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C[lX,Y]]

Observacién 3.9. Sea O = = Cl[z,y]]. Consideremos el cuerpo de frac-

(f)

F={3:g.he0h+0}.

ciones de O,

Tenemos las siguientes propiedades:
1. Cl[z,y]] = C[[X]][y], esto se cumple por la proposicion(1.24).

2. F=C((X))[y], en efecto;

p(z,y) p(z,y)
Sea p(x,y) € O y q(x,y) € O\ {0} y € F, entonces =
(@) L& \ 10} q(z,y) q(z,y)
péi’ i; , por el teorema de division de Weierstrass se tiene que existen q,, o €
q\A,
ClX, Y]] y r1,me € C[X][Y] tal que p = qif + 11 y ¢ = gof + 12, entonces
p(X,Y)=r(X,)Y) =r(X,y) yq(X,Y) =r(X,Y) = ro(X,y). Por lo tanto
plz,y) _ n(Xy)
eC as? tenemos que F C C )
Pt W e c) v (X))
(X, y) . B 5 -
Si X0 € C((X)[y], tenemos que r(X,y) =r(X,Y) y s(X,y) = s(X,Y),

donde r(X,Y),s(X,Y) € C[[X]][Y] por el teorema de la division de Weiers-
trass tenemos que p(X,Y) = r(X,Y) y ¢(X,Y) = s(X,Y), donde p(X,Y),
q(X,Y) estan en C[[X,Y]] v p(X,Y),q(X,Y) € Cllz,y]], asi tenemos que

ZE;: z; € F y por lo tanto C((X))[y] C F

3. Ya que O = Cl[z,y]] = C[[X]][y]. Tenemos que O es una extension integral de

Cl[X]], pues como f puede ser dado por un polinomio de Weierstrass
f=Y"+Y"ay(X) + -+ +a,(X) € C[[X]][Y],

y fY) = f(y) = 0, asi tenemos que y € O es integral sobre C[[X]], (pues
es una raiz de f). Por lo tanto O = C[[X]][y] es una extension integral de

Cl[X]], ademds O = C[[X]][y] v C[[X]] tienen la misma clausura integral en
F=C((X))lyl, pues;

Cl[X]c 0 =C[[X]] c O,

ademds O C C[[X]], pues O es integral sobre C[[X]], por teoria de anillos

(dominios) tenemos que

O c C[[X]] = C[[X]].
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Por lo tanto

ClX]] = 0.

Por el teorema de Puiseuz, existe t € F tal que t" = X y F = C((X))]t], de
modo que y y t son elementos primitivos para la extension F/C((X)), desde
que t es integral sobre C[[X]], pues anula al polinomio X —t" € C[[X]][t], ¥
Cl[t] es integramente cerrado en F = C((X))[t] = C((t)), resulta que O =
Cl[t]]-

En efecto,

X=t" = X eC[]]
= C[[X]] c C[i]]

como t es integral sobre C[[X]], entonces t € C[[X]] y C[[t]] € C[[X]]

Clix]] c C[f¢] < C[[x]] < C[[#)] = C[[]-

Asi tenemos

O = C[[X]} = C{[t]]
En resumen, se tiene el siguiente diagrama:

C[X]] & O & O <= F
| I I I
Cllt"]] = O = Ci] — C((¥).
La siguiente proposicién muestra que el conjunto A es invariante bajo la equiva-

lencia de ramas planas, en particular A en un conjunto A-invariante
Proposicion 3.10. El conjunto A es invariante por equivalencia de ramas planas.

Demostracion. Sean C; y C, ramas planas con conjuntos de valores de las difer-
enciales de Kahler A; y Ay y anillos de coordenadas O¢, v O¢, respectivamente.
Supongamos que C; y Cy son ramas planas. Por el teorema(1.25) tenemos que Og,
y O¢, son isomorfos como C-dlgebras. El isomorfismo entre los anillos coordena-
dos se extiende a un isomorfismo entre sus campos de fracciones el cual induce un

isomorfismo ® entre la clausura integral O, = C{t,} y O¢, = C{t,}.

Oc, * 0O
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Como los isomorfismos preservan valores, se tiene que 5(752) = uty, donde u es
una unidad de C{t;}.
Consideremos los homomorfismos definidos en (3.4) y (3.5)

p;: OCj — C{t]},
%‘ : OdeOCj — C{tj},

donde 53 =1, 2.
Si we = godxy + hodys € Oc,dO¢,, con ga, ha € Oc,, entonces

2(2) = alg) ) 1) ) € )

Aplicando d

Blya(en)) = Bealon) B 1 Blilha)) B2,

donde

D(pa(g2)) = ¢1(91) y (w2(h2)) = w1(h1),

donde g1, h; € Oy, asi tenemos

~ ~ doolx ~ d
Bla(w) = pr(g) () 1y ()32
Observemos ahora que,
dB(ps(x2))  dP(ty) = dips(a»)
= d( )
dtq dtld dt(Qi (z2)
o au = 0P2(L2
<u+dt1t1)q>< dts )
y
d®(p2(y2)) du , \~ dps(ys)
di (U+d—ht1)q’( dis )
Esto es,
= dpa(m2),  dpi(s1)
o dts )= dt;
y

~ dps(y2) dpy (1)
d
( dtQ ) v dtl ’

donde w es una unidad en C{t;}, 71,51 € Oy, con v(s1) = v(x1) y v(r1) = v(y1).
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Asi, tenemos

O(1y(wn)) = (901(91)d¢§ffl)“01(“)@55?))”

= wl(gld81+h1drl)w
= 1/]1(&)1)’(1),

con wy € (1.

Por lo tanto tenemos,

v(ws) = v(ha(wr)) = v(B(a(wr))) = V(W1 (wi)w) = v(¥r(wr)) = v(wr),

Osea Ay C Ay
De modo andlogo tenemos que A; C As y por lo tanto Ay = Ay. O

Observacién 3.11. Notemos que por la proposicion anterior tenemos que ®(p2(Oec,)) =
©1(O¢,), sin embargo ®(19(Oc,dO¢,)) # 11(Oc,dO¢, ). En verdad, tenemos

(12(O¢,dO¢,)) = 11(Oc,dO¢, )wr,

con wy como en el descrito en la demostracion de la proposicion anterior.

En efecto, tenemos que

D(a(wa)) = Y1 (wr)wr y q);l(wl(wl)) = hy(w2)wy,

con wy € C{t1} y wy € C{ta} unidades que no dependen de las diferenciales wy y
wa, pero si del C-isomorfismo ®. Asi tenemos que ®(wy)w; = 1.

Como
(I)(w2<002d002)) - ¢1(00c1 docl)wl - ®(¢2<02dOC2))®(w2)w17
ast tenemos P (12(0Oc,dO¢,)) = 11(Oc,dO¢, )w;.

Definicién 3.12. El invariante A de Zariski (si existe) es el menor exponente pre-

sente en la parametrizacion tal que X + vy ¢ T
Otra forma de definir este invariante es, si A\I' # 0, entonces
A =min(A\I') — vy
desde que I' y A son A-invariantes, A también es un A-invariante

Observacién 3.13. Sabemos que podemos considerar una parametrizacion de una

curva plana de la siguiente forma p(t) = (t°,t"' +- -+ ), dado un exponente r presente
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en la parametrizacion tal que r + vy € (vo, v1), podemos por un cambio de coorde-
nadas analitico eliminar tal exponente(ver [10]). De esta forma, la curva original es
equivalente a otra curva que admite una parametrizacion de la forma p(t) = (%, t")
0 @(t) = (1, tr +t*+---), con A+ vy & (vg,v1).

Si el semigrupo asociado a la curva es I' = (vg, v1), entonces tenemos que A\+vy ¢
I' y A es el invariante de Zariski. Si el semigrupo asociado a la curva es de la forma
I' = (vg,...,vg), y como A < By = vg — (ng — 1)vg < vy con ny = & tenemos que
A+ vy < vg, st A+ vy €I, deberia escribirse de la forma A + vy = avg + by, esto
es, A+ vg = (vg,v1) y esto no puede ser, dsea, tenemos que A+ vy ¢ I y por tanto

A es el invariante de Zariski.

Resumiendo, toda rama plana admite una parametrizacién de la forma ¢(t) =
(190, t"1) 0 (t) = (¢, "1+t +---), con A +vy & T, en el caso que exista el invariante
de Zariski tenemos,

A = U, (0 XdY — v YdX) — vy

Relacionando el invariante A, Zariski en [10] demostré el siguiente criterio de elimi-
nacion.

Criterio de Eliminacién 3(CE3)) Si ¢(t) = (t", ¢ +t*+---) yj— X €
(vg,v1), entonces o es A-equivalente a la parametrizacion (t°0, " + t* + Z at’,

A<i<c
I . . / sl
con a; = a;, cuando i < j y a; = 0.

El criterio anterior no funciona para toda la clase de equisingularidad, sino que
depende de la clase de la A-equivalencia de la parametrizacién .

En el siguiente teorema, nuestro resultado central en este trabajo, vamos a deter-
minar todos los posibles criterios de eliminacién, que nos llevara a lo que llamamos

las formas normales de parametrizaciones Puiseux.

Teorema 3.14. Sea ¢ una parametrizacion de una rama plana con semigrupo de
valores I' = (vy, ..., vy). Entonces, ¢ es A-equivalente a la parametrizacion (t*0,t"")

o es A-equivalente a la parametrizacion

(ot 4+ Y at), (3.6)

)\<i,i¢A—v0
donde X\ es el invariante de Zariski y A es el conjunto de valores de las diferenciales
de la curva. Adicionalmente, si ¢ y @' son parametrizaciones como en (3.6), de
dos ramas planas con el mismo semigrupo y el mismo conjunto de valores de las
diferenciales, entonces ¢ ~4 @' si y solo si existe r € C* tal que ™"t = 1 y

a; = r"""a;, para todo i.
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Observemos que la A-forma normal (3.6) esta completamente determinado por
el semigrupo I' y el conjunto A. Asi, una vez que I es fijo, el nimero de las A-formas
normales es finito, correspondiendo a todos los posibles conjuntos A en la clase de
equisingularidad determinada por I, el cual puede ser calculado por un algoritmo
dado en [6].

Este teorema nos da un ultimo criterio de eliminaciéon (CE) que contiene, como
casos especiales, los criterios (CE1),(CE2) y (CE3).

Criterio de Eliminacién(CE) Si ¢ es como en (3.3) y j+wvy € Ay, con j > A,
entonces ¢ es A-equivalente a la parametrizacion (£, V1 4+t + Z ajt'), con a; = al,

) ) A<i<c
para i < j,y a; = 0.

3.1. Orbitas y sus Espacios Tangentes

Definicién 3.15. Denotemos por Aut(C™,0), a el grupo de gérmenes de automor-
fismo analiticos de (C™,0), y sea Aut;(C",0) C Aut(C",0) subgrupo tal que si
B € Auty(C",0), se tiene que j2(B) = Id. También denotemos por Aut(C2,0)
un subgrupo de Aut(C",0) cuyos elementos tienen como j'(B) = (X + 8Y,Y), con
B eC y B e Aut(C,0)

Recordemos que dos parametrizaciones 1 y o son A-equivalentes, si y solo si
@y = ooy op L con o difeomorfismo analitico de (C?,0) y p difeomorfismo de
(C,0). Son A;-equivalentes o .,Z—equivalentes, si g = copiopt cono € Aut (C?,0)
00 € ffﬁt/t((?, 0), respectivamente, y p € Aut;(C,0)

Diremos que @ y @5 son homotecias, o H-equivalentes si py = 0 0 ¢, 0 p~1, con
plt)=atyo(X,Y) = (a"X,a"Y), para algin a € C*.

Proposicion 3.16. La A-accion sobre el espacio de las parametrizaciones de Puiseux
representa una clase de equisingularidad que puede ser obtenida por la A-accion

sequida por la H-accion.

Demostracién. Sean @1, s, 03 € Xr, @1 ~7 P2, esto es, py = orp1py ! tal que
o1 € Aut(C2,0) vy pi € Aut,(C,0), ésea o1(X,Y) = (X + BY +p1,Y + q1), con
1,1 € M2y p(t) =t + ast? + ast® + - - -, ahora sea @y ~y @3, 6sea Q3 = Tapapy
donde gy = (™ X, a"Y) vy pao(t) = at, esto es;

P2 = Ooap1py

_ —1y 1
Y2 = 02(0190101 ),02
ps = opipt
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donde
o(X,Y) = o9(01(X,Y))
= 0(X +B8Y +p1,Y +q1), con g€ C*
= (a"X +a"BY + a"“p;, oY + a’q)
= (a"X +p,a"Y +q)

p(t) = p2(pi(t))

p2(t+a2t2 —|—a3t3 + .. )
at 4 azot® + agat® + - - -
at(l+ agt? + azt® + -+ +)
= at(1+ h(t)), con h € M3,

donde o y p satisfacen las condiciones de (3.1), por lo tanto, p1 ~4 @3.

Resumiendo tenemos

P1 ~AP3 P11~ F P2 YH L3
O

Si G representa una de las acciones A, A; o ./Zl/, entonces G representa la accién
del grupo de Lie correspondiente a los k-jet de automorfismos sobre :%.

El siguiente teorema es un caso especial del teorema de la transversal completa.

Teorema 3.17. Sea G un grupo de Lie actuando sobre un espacio afin A asociado
a un espacio vectorial Vy, y sean U un abierto de A y W un subespacio vectorial
de Vy tal que Vg € G,Yv e U yYw € W conv+w e U yg-v+w € U tenemos
g-(v+w)=g-v+w. SiW C T,(G-v), conv e U yT,(G-v) es el espacio tangente
en v a la orbita G - v, entonces para todo w € W tal que v+ w € U, tenemos que

G-(v+w)=G-w.

Demostracion. Primero veamos que ¢ - (v+w) = ¢g-v+w implica T4,G - (v+w) =
T,G - (v), para todo v € U y para todo w € W. En efecto; consideremos

a:(—€e)— G
t = at)

con a(0) =e, y
[:G— G- (v+w)
g~ g-(v+w)
un elemento del espacio tangente a la orbita G - (v + w) es

L Te@) = fa)

t—0 t t—0

at) - (v+w) — (v+w)
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alt)-v—wv

observemos que lim ia(t) = Mal0)) = lim
t—0 t t—0

h:G— G- v
g = g-v

€ T,G - v donde

Esto implica que Ty1,G - (v + w) = T,G - v, Yv € U y Yw € W, por el teorema de
la transversal completa, tenemos
iv+{T,G-vNW}CG-vn{v+w}

v+{T,G-vNW} C G-v
v+ W c G-v

esto es para algin w € W, existe g € G tal que
v+w=g-v

osea

v+w e G -v

por otro ladode G-vN{v+w} Cv+ {I,G-vNW}

UG- D U{v+w+{Tv+wG-vﬂW}
weW weW
= J{+W+{TLG (v)nW}
weW
= v+ W

asi para algin w € W, existe g € G tal que
v+w=g-(v+w)
Osea
v+weG- (v+w)

Por lo tanto

G- (v+w)=G-v
O]

Como dijimos que la equivalencia de ramas planas se reduce a la A-equivalencia
de sus parametrizaciones, comenzaremos estudiando la A;-accién, luego pasamos a
la A-accién y finalmente aplicamos la H-accion para llegar a la A-equivalencia.

Sea A el espacio afin donde el conjunto XX esta, y sea G = A¥, 1a hipéStesis inicial
del teorema(3.17) es satisfecha para W = {(0,bt*); b € C*}. Los espacios tangentes
a las orbitas A% - o y A* . o, con o(t) = (x(t), y(t)) € Y& son dados por

T, AY o = 5" {(2'(8), 4/ (1))e(t) + (¢ (9), " (h)); e € MT, g,h € M3}
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y
T A" o = {(@' (1), 4 ())e(®) + (¢"(9), " (h);e € M3, g € (X,Y),h € M3},

como vimos en el capitulo anterior.
El siguiente lema, nos ayudara a describir mas explicitamente el espacio tangente

a orbitas en Lf.

Lema 3.18. Sea k > v, y ¢ € XF. Para b # 0, tenemos que el vector (0, bt*)
pertenece a T,(AY - ¢) (respectivamente a T@(.Zk -) ), si y solo si existen g, h € M>
(respectivamente g € (X2Y), h € M3) tal que

k+vo — 1= ordi(¢"(h(t))2'(t) — " (9()y (1)).
Demostracion. Daremos la prueba para T, (JZ’“ -),pues la otra situacién es similar.

=) Si (0,bt%) € T,(A*- ), entonces existen e € M2, g € (X2,Y) y h € M3 tal que

7/( tet ©*(9) = 0mod tF!
Y (t)e(t) + o*(h) = btk mod tF+t.
Esto es, €(t) = @/Ef)) od t**1 y reemplazando tenemos
T

st — @) — o9y’ () ok
z'(t) '

De esto ultimo tenemos k + vy — 1 = ord;(p*(h)2'(t) — ©*(9)y' (1))
<) Siexisten g € (X2Y) y h € M3 tal que
k+wvo—1=ordi (™ (h)2'(t) — " (9)y'(t)).

Esto implica que

* 't
btk = ¢*(h) — #loy't) mod tFt1

Si e(t) = _#'9)

0 notemos que € € M? pues g € (X2 Y), asf
x

bt* = o*(h) + 9/ (t)e(t) mod t*

y por lo tanto tenemos que (0, bt*) € Tq,(jk )

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\‘\WNE&%

§rT . r% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs UNIVERSIDAD
DEL PERU
CAPITULO 3. CLASIFICACION ANALITICA 76
u

Consideremos los siguientes conjuntos, para ¢ € N
Q' = {gdX + hdY € Q;g,h € M3},

donde MY = O,. Dado una parametrizacién ¢, definimos A’ = v, (£2%). Observemos
2 p 90 (2] %2
que Ag = A, estos conjuntos también son invariantes bajo la A-equivalencia.

Si definimos
Q' = {gdX + hdY € Qg € (X%Y),h € M2},
y AL, = v,(€Y), el lema(3.18) es reformulado como sigue:

Proposicién 3.19. Sea k > v, y ¢ € SF. Para b # 0, tenemos que el vector (0, bt*)
pertenece a T,(Af - ) (respectivamente a Tw(jk ) ), siy solo si

k + vy € A2 (respectivamente k + vy € A/
© ®

Demostracion. La prueba se sigue del lema(3.18), y notando que

ktwvo—1 = ordi(e"(h(t))2'(t) — " (9()y'(2))
kv = ord(e(h(t)z'(t) — @™ (9()y' () + 1

k+ vy € Ai, siempre que g,h € M2 (respectivamente k + vy € Af,, siempre que

g€ (X%Y)yheMj) O

3.2. A;-Formas Normales

En esta seccion, hallaremos las formas normales de las parametrizaciones de
Puiseux de una clase de equisingularidad con semigrupo de valores I' bajo la A;-

equivalencia.
Proposicién 3.20. Sea ¢ = (t",t" + Z a;it') € S, y sea k un entero tal que

v1<i<c
k4 v € A?D. Entonces existe o1 € X tal que o1 ~4, © Y

7*(e1) = 7 1) = 5 ().

Demostracion. Como k + vy € A2, esto implica que (0, —axt*) € Tjr(,) (A} - 7*(0)).

Por otro lado tenemos que

AL () + (0, —art®)) = AT - (5" (9),
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y por el teorema(3.17), tenemos
AT (55 (9) = AT - (5" (9)).

Luego
35 (@) ~ a5 37 ()

Esto es, existen gérmenes de isomorfismos analiticos o y p tal que

goj(p)op™t =" p).
Como,
JFoopop™) = j*(p)
7 (1) = 7" (p)
donde oo p! = . O

Proposicién 3.21. Sea ¢ = (%, + t* + ---) una parametrizacion de Puiseuz
con semigrupo de valores I' = (v, ...,vy). Si S = {vo,2v0,v1,v0 + v1, 201,09 + A},
entonces

con la igualdad si, y solo si, ny =2 y g > 2.

Demostracion. Observemos; si n € A, \ A2 si, y solo si n = v,(w), w = gdX + gdY
con g & M3 6h¢ Mz

Desde que v,(dX) = vy, v,(dY) = vy, v,(XdX) = 20y, v,(YdY) = 2uvy,
Vo (XdY) = vg +v1 ¥ v(11YdX — 09 XdY = v + A, tenemos que S C A, \ AZ.

Ahora supongamos que v,(gdX + hdY) ¢ S, donde g = aX +bY + ¢:(X,Y) y
h=aX+ BY + h(X,Y), con g;,hy € M3 y uno de los numeros a,b,a 6 3 es no
cero.

Asi tenemos;

Vo (9dX + hdY') > v,(gdX) = v,(hdY),

esto implica que
Vo (9) + 0 = vy(h) + 11

con )
vp(9) =vo 6 wu(g) =01
vo(h) =vy & wvy(h) =

» Siv,(g) = vo, tenemos v,(h) + v1 = 2vy, esto implica que v; < vy, que es una

contradiccion, asi vemos que a = 0

» Siv,(h) = vy, tenemos v, (g) + vo = vy + v1, esto implica que v,(g) = v;.
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» Siv,(g) = v1, tenemos vy + vy = v,(h) + v1, esto implica que v,(h) = vy.

Pero,

V,(9dX + hdY')

ordy(g(¢(t))dX + h(p(t))dY) +1
ordy((crt™ + -+ Jupto!

(dyt? + - (ot P+ XA 4 ) + 1
v+ U9 € S.

I+

Asi tenemos que o =b =0

= Solo queda,
v,(h) = vy V,(9) + vo = 20y

v < v,(9) < 214

v,(9) = sv1 + 1w, s=0,1

v,(9) = lug + 109

21)1 — Vg = V1 + TV

v =(r+1vy (=<«

sis=1

LETILY

luego, s = 0y v,(g) = 7vy, tenemos también que § # 0

Observemos que v,(9dX + hdY) = v; + A, asi tenemos que S contiene todos los

elementos de A, \ A2, excepto a vy + A. Por lo tanto
A(p\Ai C SU{v; + A}
O

Proposicién 3.22. Sea p € Xr y A. Supongamos que A\ T # (), y X el invariante
de Zariski de ¢. Entonces ¢ es Aj-equivalente a la parametrizacion
@, + 2+ ) ait)

i¢A2—v
i>A

Demostracion. Observemos que desde que A\ T' # (), tenemos que vy > 3. Notemos
que todo entero [ + vy, cuando [ > ¢, con ¢ conductor de I', pertenece a A, por la
proposicién(3.21), I + vy ¢ A\ A% y esto implica que [ + vy € A%. Esto prueba que
el conjunto N\ (A2 — v) es finito y esta acotado por max{c — 1,v; + A}.

Sea A, Ag, ..., A, elementos de A? — vy en el intervalo (A, ¢). Por la proposi-

ci6n(3.20), existe una parametrizacién de Puiseux ¢; con 1 ~4, ¢ tal que

7 (1) = 7 1) = 7 )

Hacemos lo mismo con ¢, en ves de ¢ y A\g en ves de A\, y asi con los siguientes,
hasta llegar finalmente a tener que ¢ es A;-equivalente a
(tUO7tU1 + t)\ + Z aztl)

1€ A2 —vg
P>\
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Ahora el siguiente paso es ir de la A;-equivalencia a la .Z—equivalencia.

3.3. De la A;-equivalencia a la le/-equivalencia.

Nuestro objetivo es llegar a la forma normal del teorema(3.14), para esto nece-
sitamos ver que los términos en y(t) de la parametrizacién de Puiseux de orden k
tal que kK € A — vy pueden eliminarse.

Por la proposicién(3.22) solo quedarfa probar que los términos en y(t) de la
parametrizacién de Puiseux de orden k tal que k > X\ y k € (A \ A?) — vy, pueden

eliminarse pues
ke (A\AN)—v=keA—vykdgA —u,.
Por otro lado por la proposicién(3.21) tenemos que

(A\A?)—vg C (SU{vi+A}) —w
(A\A%) —vy C {0,v9,v1 — g, 01,201 — Vg, A\, 01 + X — Vg }.

Entonces si k € (A\ A?)—vy los términos de orden £ en y(t) de la parametrizacion
de Puiseux, pueden eliminarse por el CE2, excepto obviamente £ = \, quedando
solo la posibilidad en el término de orden v; + A — vy.

Ahora queda probar que el del término de orden v; + A — vy, puede ser eliminado.
Para esto, necesitamos analizar la A-accién sobre las parametrizaciones de Puiseux.

Sea (t) = (t",y(t)), donde y(t) = Y, a;t’, y sean o y p, como en (3.1), con
r=1,p=p8Y +py, donde B € Cy p,q € M3.

Ahora, consideremos la expresién de p en (3.1),

ho=p(t) =t {1+ S”tff’),
despejemos t en funcion de ¢y
ﬁ vo B t’UO ‘I‘SO*(p)
t B tvo
= 0+ (p)
= 10— ¢"(p)
b= g1 ? v(p)
t
t = tpf1=2 (vl)
t;°
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donde

©*(p) = pt™,y(1)),
©*(p) = pl(p~
©*(p) = plt).

Elevando a la potencia ¢ y aplicando la expansiéon binomial tenemos

S )

J=0

Usando lo anterior tenemos,

yt) = Zz agt'

- mafS ) (%)’

T aitgip B | aey),
donde A(t) = 3, asti [i (‘) (—p gj))j].

j=2

Ahora, de la expresion de y;(t1) en (3.2) tenemos

yi(t1) = y(p~ ' (t1)) + B(t), (3.7)

donde 2t () + p(t)y (1)

'(t1)

B(t:) = — A(t), (3.8)

con q(t1) = q(p™ ' (t2)™, y(p~" (1)),

Obviamente por lo anterior tenemos que (¢, y(t)) ~z (t1°,y1(t1)), pues p €
Aut(C,0) y o € Aut(C2,0).

La siguiente proposicién nos permitird eliminar el término v; + A\ — vy, mediante

la A-accién.

Proposicién 3.23. Sea ¢(t) = (t™,y(t)), donde y(t) = t” +t* + Y., a;t’, una
parametrizacion de Puiseux, tal que el genero de ¢ en mayor que 1, y n;y = 2.
Entonces existe y1(t1) = 17" + 8} + Y0\ aith, con a = a;, para i < vy + X — vy y

a;1+)\7v0 = 07 tal que (t7f07y1 (tl)) ~A (tvovy(t))'

Demostracion. Por (3.7) es suficiente probar que ordy, (B(t1)) = vy + A — vy.
Sea 3 € Cy p1,q € M3, como arriba. Probaremos que podemos tomar p; y ¢,
de tal manera que ordy, (B(t1)) = v1 + A — vg, donde B es como en (3.8).

Desde que p(t) es un automorfismo de O, tenemos

ordy, (B(ty)) = ordy(B(ty)),
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asi, podemos trabajar con potencias en ¢ en la expresiéon B(ty).
v
Recordemos que ny = 2 implica que mvg = 2v;, donde m = e
€1 €1
Tomemos p; =0y ¢ = Z—;BXm_l + g, tal que v,(g) > (m — 1)vy. Asi tenemos

B(t)) = (vi/voBX™ 1 4+ g)a' () + By(t)y' (t) S o [i (%) (_6y(t1)>1
J

Ui
v(h) i>v; =2 tlo

- PR s [56) (242

N Bv ”  Bi(t1) ?”1 =2 -—
t
o(t1) Ba(t)

J/

Si, B # 0, tenemos que

v1/vox(t)" '’ (t) + y(t)y' (1)
z'(t1)

v (Bo(tr)) = ord, (ﬁ ) oA

Por otro lado, en la expresién de By(t1) el primer término tendré grado 3v; —2vy,
si este no es mayor que v + A — vg, observamos que 3v; —2vy = (m— 1)vg+v; + vy >
(m — 1)vg, entonces podemos eliminar este término tomando un ¢(¢;) adecuado.
Asf en la expresién Bs(t;) quedaria el segundo término que tendria grado 2v; —2vg+A
y este es mayor a v; + A — vy.

Por lo tanto ord, (B(t1)) = vi + A — v, y asi tenemos que (#°,y1(t1)) ~z
(. y(t)). O

Hasta aqui vimos que dada ¢(t) = (¢%, ¢ +t* + 3", | a;t’) una parametrizacion

de Puiseux, esta serda A-equivalente a una parametrizacion de la forma

pr(t) = (0, + 4+ > aith).
¢ A—vg
>

Ahora apliquemos la H-accién para obtener la A-accion, esto es;

1~ e = o = Tp1p

con o(X,Y) = (o X,a)Y) y p(t) = ot.

Calculando tenemos

e f a;
p2 = oon ot Y i)

1¢A—vg
>\
v v ti\ E : @ )
$2 = <t107tl1 + QA vt T Oéi—zm tl)'
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Por lo tanto tenemos que ¢ ~ 4 @2, si y solo si

/ Q;
a; = yV «

A—v1 -1
? ai—m

Asi terminamos la prueba de la existencia del teorema(3.14).
Ahora probaremos la unicidad de las formas normales, para esto. Dada una
clase de equisingularidad Yr, fijemos el conjunto A de valores de las diferenciales y

consideremos el siguiente conjunto
Ny = { (t”o,t”1 + M+ Zajtj> € Xr; aj =0, para j € A — vo}
F>A

que contiene el conjunto de las formas normales con respecto a la A-accion.

Notemos que Ny es un espacio afin, pues
Ny = (8,8 + )+ (0,)_ a;t?).
F>A
Ademas espacio tangente a Ny en un punto p es
T,Nx = (0,>  a;tf).
F>A
Si denotamos por N} el espacio j%(Ny), tenemos el siguiente lema.

Lema 3.24. St o € Ny, entonces para cualquier k > X\, tenemos que
N N 58(@) + Tjeay (A*5* (@) = {i*(@)}.
Demostracion. Sea que el conjunto
Ch = {k/N§ 1 7*(@) + Ty (A" 55 () # {5*(a)}}.

Supongamos que Cy sea diferente del vacid, sea k el minimo de Cj, y sea 3 € N§¥ N
") + T}k(a)(jk.jk(a)) 6sea, B = j*(a) + m donde m € T}k(a)(jk.jk(a)) con
B # j*(a). Tenemos que j*71(8) = j*71(a), si no fuera asf k no seria el minimo.
Luego,
74(8) = 3" () = (0,bt") € Ty (o (A*.5* (),

con b # 0. De la proposicién(3.19), se sigue que k € A — vg. Pero, desde que
7*(), j*(B) € N¥, por la proposicién(3.20), se sigue que j*(a) = j*7(a) y j%(8) =
7*7H(B). Asf tenemos que j*(8) = j*(a), que es una contradiccion.

Por lo tanto C}, es vacié y obtenemos el resultado. [
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Ejemplo 3.25. Consideremos las ramas planas con semigrupo I' = (4,7), los inicos
conjuntos A posibles son I', TU{13,17} y I'U{17}. Para el primer caso no tenemos
mvartante de Zariski A y la rama plana es equivalente a la curva monomial con
parametrizacion (t4,t7). Para el sequndo y el tercer caso el invariante de Zariski es
A =9 y A= 13 respectivamente.

Para T'U {13,17} tenemos que Ni = {t*,t" +1°} y j*(a) + T}k(a)(jk.jk(a)) =
(47 + %) + {(at?,bt?);y > 4,8 > T}. Por lo tanto

NX N5 (@) + Tjrey (A" (@) = {7*(a)}.

Ahora probaremos la unicidad de las A-formas normales, y con esto terminaremos
con la prueba del teorema (3.14).

Sea p(t) = (1, " + t* + Xjsra;t) € U5 ! una parametrizacién de Puiseux.
Denotemos por At ¢ la orbita de ¢ en X5 ! con respecto a la A accion.
Recordemos también que Ny = NX_l, donde ¢ es el conductor del semigrupo de

valores I'. Nuestro objetivo es mostrar

NyNo+ A7 = {p}

O~

NanN AT o = {p}

Inicialmente, mostremos que dimcNy N A1, ¢ = 0. Entonces tenemos
0 € To(NaN @+ A ) CT,NANT, A o= Ny N+ T, A - 0 = {0},

Y ademas

dimCTw(NA N @Y+ ./Zcfl . (,0) = d’ichA N @+ ./Zcil c
dimc{p} = dimcNyxNA! o
0 = dimcNy N A - .

Por lo tanto Ny N A1 - ¢ es un conjunto discreto.

Si NynA=!. v # {p}, tomemos p; € Ny nAL. @ con 1 # . Como Aet. ©®
€s conexo por caminos, existe un camino en At » que une @ a Q.

Sea f € A1, ¢ cuya forma normal es f, como la reduccién a la forma normal
es continua, tenemos que dado un f. préximo a f (en la orbita) tendremos que su
reduccién f. debe estar préxima de f. Pero Ny N Ae L. @ es un conjunto discreto de
puntos, por lo tanto Ny N A - o = {p}.

Asi tenemos que la reduccién de una parametrizacién a su A-forma normal es

Unica.
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