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Lima - Perú 
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Dr. HERNANDEZ IGLESIAS, MAURO FERNANDO (miembro) 
 
 
 
 
 
 

Lima - Perú 
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Resumen 
 

Suarez Sanchez, Jhon Franklin 

Maestŕıa en Matemáticas 

Resolución Tórica de Singularidades 
 

 
 
 
 

En el presente trabajo de tesis, una variedad tórica afin es una variedad algebraica X 

que contiene un toro algebraico T ≈ (C∗)n como un abierto de Zariski denso y verifica 

que  la  acción  del  toro  T  sobre  śı  mismo  se  extiende  a  una  acción  del  toro  T  sobre 

X.  En  este  trabajo  las  variedades  tóricas  al  cual  hacemos  referencia,  son  variedades 

algebraicas que se construyen de una manera especial, utilizando conos σ; es entonces 

que podemos demostrar que siempre podremos encontrar una resolución de singularidades 

que es inducida por el refinamiento del cono σ. Por lo tanto, el problema de resolver las 

singularidades de las variedades tóricas se ha reducido al problema combinatorio de 

encontrar un refinamiento de un cono,  por ello mostramos la construcción y resolución 

mediante ejemplos, no sin antes verificar todos los aspectos matemáticos que garanticen 

los objetivos de la tesis el cual es resolver singularidades de una variedad tórica. 

 
 
 

Palabras claves:  Variedades tóricas, Acción tórica, Resolución de singularidades. 
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Abstract 
 

Suarez Sanchez, Jhon Franklin 

Maestŕıa en Matemáticas 

Resolución Tórica de Singularidades 
 

 
 
 
 

In the present thesis work, an affine toric variety is an algebraic variety X containing 

an algebraic torus T ≈ (C∗)n as a Zariski open dense and verify that the action of the 

torus T on itself extends to an action of the torus T on X. In this work the toric varieties 

to which we refer, are algebraic varieties that are constructed in a special way, using 

cones σ; it is then that we can demonstrate that we can always find a resolution of 

singularities that is induced by  the refinement of the cone  σ.  Therefore,  the problem   

of solving the singularities of the toric varieties has been reduced to the combinatorial 

problem of finding a refinement of a cone, for that reason we show the construction and 

resolution by means of examples, but not before verifying all the mathematical aspects 

that guarantee the objectives of the thesis which is to solve singularities of a toric variety. 

 
Keywords: Toric varieties, Toric action, Resolution of singularities. 
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3.1 Definición de una variedad tórica af́ın .................................................................. 27 
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Introducción 

La razón de la geometŕıa algebraica es el estudio de ceros de polinomios,  los cuales es- 

tablecen  variedades  algebraicas  bajo  ciertos  requerimientos.  Por  ejemplo,  la  hipérbola, 

la  parábola  y  los  hiperplanos  son  variedades  algebraicas.   En  geometŕıa  algebraica,  un 

fenómeno de particular interés es la singularidad.  Informalmente, las singularidades ocur- 

ren cuando el espacio tangente a un punto particular en la variedad no está bien definida. 

Considere por ejemplo la curva y2 = x3 − x2 en R2; entonces la curva se cruza en 0, y 

como consecuencia si cruzamos cualquier ĺınea a través del origen con la curva obtenemos 

una doble rá ız. 

Una pregunta de gran interés es la siguiente:  dada cualquier variedad algebraica X ¿cómo 

resolver sus singularidades?. Si suponemos que Y es una variedad no singular, una res- 

olución de singularidades es una función φ : X  −→ Y  con las siguientes caracteŕısticas; 

que  dicha  función  φ  =  (φ1, ..., φk)  debe  tener  componentes  racionales,  y  además  debe 

definirse  en  casi  todo  X,  de  modo  que  el  conjunto  de  puntos  dónde  no  está  definido, 

forma una subvariedad algebraica. 

 

El  matemático  japonés  Heisuke  Hironaka  en  1964,  brindó  una  respuesta  a  nuestra 

pregunta.   El  célebre  Teorema  de  Hironaka,  el  cual  refiere  que  una  resolución  de  sin- 

gularidades  de  X  siempre  existe,  siempre  y  cuando  la  variedad  X  esté  sobre  un  cuerpo 

de caracteŕıstica cero.  Hironaka por su gran contribución en 1970, fue premiado con el 

máximo galardón para un matemático, la medalla Fields.  Sin embargo, aunque conoce- 

mos la existencia de una resolución de singularidades de cualquier variedad algebraica X, 

es excesivamente dif́ ıcil determinarlo. 

Una  variedad  tórica  afin  es  una  variedad  algebraica  X  que  contiene  un  toro  algebraico 

T  ≈ (C∗)n  como un abierto de Zariski denso y verifica que la acción del toro T sobre śı 

mismo  se  extiende  a  una  acción  del  toro  T  sobre  X.  Asi,  (C∗)n y (C)n  son  ejemplos  de 

variedades  tóricas  afines.   A  lo  largo  de  la  historia,  las  variedades  tóricas  han  recibido 

diversos nombres y definiciones, desde la primera definición formal dada por Demazure 

[5] hasta las últimas publicaciones dada por Fulton [7]. 
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Las  variedades  tóricas  al  cual  hacemos  referencia,  son  variedades  algebraicas  que 

se construyen de una manera especial, utilizando conos σ; es entonces que podemos de- 

mostrar que siempre podremos encontrar una resolución de singularidades que es inducida 

por un refinamiento del cono σ. Por lo tanto, el problema de resolver las singularidades 

de las variedades tóricas se ha reducido al problema combinatorio de encontrar un refi- 

namiento de un cono σ. 

 

El presente trabajo está organizado como sigue:  en el Caṕıtulo 1,  presentamos una 

descripción  de  la  geometŕıa  algebraica  clásica.   Dando  mención  a  los  conjuntos  alge- 

braicos, teoremas de Hilbert, la interacción entre álgebras, ideales máximales además de 

la topoloǵıa de Zariski y el espectro.  En el Caṕıtulo 2 definimos funciones racionales y 

singularidades.  En el Caṕıtulo 3 brindamos una descripción detallada del significado de 

un carácter y sub grupo de un solo parámetro; además de mencionar a la definición for- 

mal de una variedad tórica af́ın y proyectiva.  En el caṕıtulo 4, describimos el proceso de 

construcción de una variedad tórica af́ın desde la elección de un cono σ hasta su variedad 

tórica af́ın asociada Xσ.  En el caṕıtulo 5, veremos cómo pegar variedades tóricas afines 

para obtener variedades tóricas proyectivas.  En el caṕıtulo 6, describiremos la acción del 

toro  sobre  variedades  tóricas,  cabe  mencionar  también  que  veremos  las  orbitas  de  una 

acción  tórica  y  la  relación  que  guarda  la  correspondencia  orbita  cono.   En  el  caṕıtulo 

7, estudiaremos acerca de las singularidades en variedades tóricas donde mencionaremos 

cómo resolver una singularidad tórica.  Por último en el caṕıtulo 8, exploraremos algunos 

ejemplos  para  el  caso  de  superficies  tóricas  que  se  obtienen  a  partir  de  conos  bidimen- 

sionales y resolveremos la singularidad de dicha superficie. 

El presente trabajo de tesis es de gran importancia ya que las variedades tóricas desde 

1991, tienen su propio número de clasificación 14M25 (en la MathSciNet database), para 

los  interesados  podŕıan  revisar  en  el  apéndice  A  del  libro  de  Cox.  Además,  se  han  ob- 

servado  aplicaciones  de  las  variedades  tóricas  en  la  programación  entera,  en  teoŕıa  de 

códigos, en resolución de sistemas de ecuaciones polinomiales, etc. 
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Caṕıtulo 1 
 

1 Principales resultados de geometŕıa algebraica 

En  este  primer  caṕıtulo  empezaremos  con  el  estudio  de  la  geometŕıa  algebraica  clásica 

que  utilizaremos  en  la  construcción  de  variedades  tóricas.   Como  referencia  para  esta 

sección utilizaremos [2] y [8].  A pesar de que todos los resultados que mencionaremos se 

pueden enunciar sobre cualquier cuerpo K, nosotros elegiremos darlos sobre el cuerpo C 

de los números complejos, el cual es un cuerpo algebraicamente cerrado y denotaremos 

por C [x1, ..., xn] al anillo de polinomios de n−variables sobre C. 

 
1.1 Conjuntos algebraicos 

 
Geometr´ıa Algebraica es el estudio de los ceros de polinomios y por ende estudiaremos 

polinomios en C [x1, ..., xn], y sus conjuntos de cero correspondientes dentro de Cn. 

Definición  1.1.1.      Dado un subconjunto S  ⊂ C [x1, ..., xn],  el siguiente conjunto de 

ceros comunes de un conjunto de polinomios, 

 

V  (S) = {x ∈ Cn  : f (x) = 0, ∀f  ∈ S} 

se llama conjunto  algebraico  af́ın  (Variedad  af́ın) definido por S. 

Sea I el ideal generado por S, entonces V (I) = V (S). Un subconjunto X de Cn se dice  

que es un conjunto algebraico af́ ın si existe un subconjunto S ⊂ C [x1, ..., xn] tal que X = 

V (S). El conjunto que es generado por un solo polinomio se conoce como curva n = 2, 

superficie n = 3 y en general h́ıper superficie para n ≥ 4. 

 
Definición 1.1.2. Dado un subconjunto X de Cn, definimos: 

I(X) = {f ∈ C [x1, ..., xn] : ∀α ∈ X, f (α) = 0} 

llamado el ideal de X. 

Por lo tanto,  tenemos que la aplicación V manda subconjuntos de C [x1, ..., xn] en con- 

juntos algebraicos afines y la aplicación I manda subconjuntos de Cn  en ideales. 
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{ 
→
} ←− { } 

I 

subconjuntos algebraicos de Cn ideales de C [x1, ..., xn] 
V 

 

Estas aplicaciones cumplen las propiedades siguientes, cuyas demostraciones se puede 

encontrar en [2, pag. 3] y [8, pag. 3]. 

1. Si S1 ⊆ S2 son subconjuntos de C [x1, ..., xn], entonces V (S1) ⊇ V (S2). 

2. Si X1 ⊂ X2 son subconjuntos de Cn, entonces I(X1) ⊇ I(X2). 

3. Dados dos subconjuntos X1, X2 de Cn, tenemos que I(X1 ∪ X2) = I(X1) ∩ I(X2). 

Además,  es  posible  mostrar  que  la  unión  finita  de  dos  conjuntos  algebraicos,  la  inter- 

sección de cualquier familia de conjuntos algebraicos, el conjunto vaćıo y el conjunto Cn 

son conjuntos algebraicos. 

 
Ejemplo 1.1.3.  Construimos algunos ejemplos en  C2. Sea J el ideal generado por  

(x2 + y2 − 1), V (J) es un c ı́rculo (complejo). Ahora sea K el ideal generado por (x − y), 

V (K) es una ĺınea.  Se puede ver que V ((J, K)) es la intersección del ćırculo V (J) con 

la ĺ ınea V (K). Este ejemplo muestra que tanto las intersecciones como las uniones de 

conjuntos algebraicos son también conjuntos algebraicos. 
 

 
Figura 1: V ((x2 + y2 − 1) (x − y)) 

Observación 1.1.4.   En base a lo expuesto anteriormente, podemos definir la topoloǵıa 

de Zariski sobre el espacio Cn tomando como conjuntos abiertos los complementarios 

de los conjuntos algebraicos en Cn. Dado que los cerrados de la topolog ı́a de Zariski en 



5 
 

Cn se corresponden con los conjuntos de ceros de polinomios en C [x1, ..., xn], tenemos 

que la topolog ı́a de Zariski en Cn es menos fina que la topolog ı́a usual en Cn. 
Definición 1.1.5.  Un subconjunto no vaćıo Y de un espacio topológico X es irreducible 

si no se puede expresar como la unión de dos subconjuntos propios de X, cada uno de 

ellos cerrados en Y. El conjunto vać ıo no se considera irreducible. Si X1 ⊂ X2 ⊂ Cn 

diremos que X1 es una sub variedad de X2. 

Ejemplo 1.1.6. Sea L el ideal en C[x, y, z] generado por ((x − 1)(y − 1)(z − 1)). V (L) 

es la unión de los tres planos x = 1, y = 1 y z = 1.  Por lo tanto V (L) no es irreductible. 

Sin embargo,  refiriéndonos al ejemplo 1.1.3,  tanto V (J) como V (K) son irreductibles. 

No podemos probar esto todav́ıa, pero veremos que esto es, porque tanto J como K son 

ideales primos. Ver Corolario 1.2.12. 
 
 
 

 
 
 

Figura 2: V ((x − 1)(y − 1)(z − 1)) 

Ejemplo 1.1.7. Sea M el ideal en C[x, y] generado por ((x3 − y2)). V (M) es una curva 
irreductible denominada curva cuspidal. 

 

Ejemplo 1.1.8. Sea N el ideal en C[x, y] generado por (x2(x + 1) − y2). V (N) es 
una curva irreductible denominada Folium Cartesii. 

Veamos algunos resultados sobre conjuntos irreducibles. 

Definición 1.1.9. Un ideal p en un anillo conmutativo R se dice que es primo si p ƒ= R 

y para todo a, b ∈ R, se cumple: ab ∈ p ⇒ a ∈ p o b ∈ p. 
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Figura 3:  V (x3 − y2) 

Definición  1.1.10.       Un  anillo  (R, +, •)  es  llamado  dominio  o  dominio  de  integri- 

dad si, el producto de dos elementos cuales quiera no nulos de R es un elemento no nulo, 

es decir, ∀x, y ∈ R \ {0} , x • y ƒ= 0. 

 
Proposición  1.1.11.      Dado un anillo conmutativo R, un ideal p ⊂ R  es primo si, y 

solo si, el anillo cociente R/p es dominio de integridad. 

Demostración.  Ver [8, pag.4] y [14, pag.20]. Q 

 
Proposición  1.1.12.   Un conjunto algebraico es irreducible si,  y solo si,  el ideal que lo 

genera es primo. 

Demostración.  Ver [11, 1.1.9] y [14, pag.74]. Q 

 

Proposición  1.1.13.      Sean X j   
e Y j   espacios topológicos y f  :  X  → Y   un homeo- 

morfismo con X ⊂ Xj 
e Y ⊂ Y j . Se cumple que si X es irreducible en Xj 

, entonces Y 
es irreducible en Y j . 

Demostración.  Ver [8, pag.  3]. Q 

 
Definición  1.1.14.     Una variedad  algebraica  af́ın  es un subconjunto cerrado ir- 

reducible de Cn respecto de la topolog ı́a de Zariski. 

Un subconjunto abierto de una variedad af´ın es una variedad cuasi-af´ın. 
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Figura 4:  V (x2(x + 1) − y2) 

 
 
1.2 Teorema de Hilbert y sus consecuencias 

 
El teorema base (Bassisatz) y el teorema de los ceros ( Nullstellensatz) de Hilbert, 

nos permiten establecer varias correspondencias muy importantes entre ideales y conjun- 

tos algebraicos. Aqú ı radica la belleza de la geometr ı́a algebraica, ya que nos permite 

estudiar conjuntos algebraicos a través de los polinomios. 

El primero de los teoremas de Hilbert nos dice que cada conjunto algebraico puede ser 

expresado como la unión de un número finito de conjuntos algebraicos irreductibles. 

 

Definición  1.2.1.   Se  dice  que  un  anillo  es  Noetheriano  si  todos  los  ideales  en  el 

anillo son finitamente generados. En particular, los cuerpos son anillos Noetherianos. 

 

Teorema 1.2.2 (Teorema base de Hilbert (Bassisatz)) Si K es un anillo noethe- 

riano, entonces K [x1, ..., xn] es un anillo noetheriano. 

Demostración.  Ver [11, 1.2.2]. Q 
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i=1 

 

Como C es un cuerpo, entonces es Noetheriano, el siguiente corolario es claro. 

Corolario 1.2.3. C [x1, ..., xn] es Noetheriano. 

Demostración.  Ver [8, pag.  5] y [11, 1.2.3]. Q 

 
El teorema 1.2.2 tiene muchas implicaciones. Enunciaremos alguno de ellos. 

Corolario  1.2.4.   Cada conjunto algebraico es la intersección de un número finito de 

hipersuperficies. 

Demostración.  Ver [11, 1.2.4]. Q 

 

Corolario 1.2.5. Si X1 ⊃ X2 ⊃ ... es una secuencia descendente de conjuntos alge- 

braicos,  entonces  existe  un  número  entero  r  tal  que  Xr  =  Xr+1  =  Xr+2.....   Esto  se 

conoce como la condición de cadena descendente. 

Demostración.  Ver [11, 1.2.5] y [14, 3.2]. Q 

 
Lema  1.2.6.  Todo conjunto algebraico X es una unión finita de conjuntos algebraicos 

irreducibles. 

Demostración.  Ver [11, 1.2.6]. Q 

 
Corolario  1.2.7.  La descomposición de cualquier conjunto algebraico X en una unión 

finita de conjuntos algebraicos irreducibles, son esencialmente únicos. 

Demostración.  Ver [8, 1.5] y [11, 1.2.7]. Q 

 
Definición 1.2.8.  Si J ⊂ K, entonces el radical de J es, 

rad(J) = 
√

J = {f ∈ K : ∃n ∈ N, fn ∈ J}. 

Tenga en cuenta que 
√

J es un ideal porque f, g ∈ 
√

J ⇒ fn, gm ∈ J para algunos 

n, m ∈ N. Por lo tanto si r ≥ m + n − 1 entonces (f + g)r = 
Σr figr−i ∈ J. 

 

Lema 1.2.9. Si J es primo, entonces 
√

J = J. 
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Demostración.  Ver [8, pag.3] y [11, 1.2.9]. Q 

 
Teorema 1.2.10 (Teorema de los ceros de Hilbert (Nullstellensatz)). 

 

1. Todo ideal máximal J del anillo de polinomios C [x1, ..., xn]  es de la forma ma  = 

(x1 − a1, ..., xn − an) para  algún  punto  a  =  (a1, ..., an)  ∈ Cn.   En  otras  palabras 

J = V ((a)) 

2. Para todo ideal propio J Ç C [x1, ..., xn] se tiene que V (J) ƒ= φ. 

3. Para todo ideal J ⊆ C [x1, ..., xn] se tiene que I(V (J)) = 
√

J 

Demostración.  Ver [8, pag.  4], [11, 1.2.10] y [14, 5.6]. Q 

 
Como consecuencia del resultado anterior, tenemos 

Corolario 1.2.11. Existe una correspondencia uno a uno entre ideales radicales y sub- 

conjuntos algebraicos. 

Demostración.  Ver [11, 1.2.11] y [14, 5.8]. Q 

 
La correspondencia es : 

 
{ideales radicales} ←→ {conjuntos algebraicos} 

J −→ V (J) 

I(X) ←− X 

 
 

Corolario 1.2.12. Si J es un ideal primo, entonces V (J) es irreducible. Por lo tanto, 

hay una correspondencia uno a uno entre ideales primos y variedades algebraicas (con- 

juntos algebraicos irreducibles). 

Demostración.  Ver [11, 1.2.12] y [14, pag.  76]. Q 

 
Finalmente, es evidente del Teorema 1.2.10 (1) que 

Corolario 1.2.13. Existe una correspondencia a → ma uno a uno entre puntos de Ck 

e ideales maximales J de C [x1, ..., xn]. 
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Ck ↔ {J ⊂ C [x1, ..., xn] , J ideal maximal } = Spec(C [x1, ..., xn]) 

Esto nos permite dar la siguiente descripción del conjunto V (I) para un ideal I . 

Demostración.  Ver [11, 1.2.13] y [14, pag.  77]. Q 

 
Observación  1.2.14.   Teniendo  en  cuenta  que  hay  una  correspondencia  uno  a  uno 

entre ideales máximales de C [x1, ..., xn] y homomorfismos de C-álgebras C [x1, ..., xn] → 

C.   Además,  que  cada  ideal  maximal  es  el  núcleo  de  un  homomorfismo  de  ́algebras  y 

cada homomorfismo de álgebras tiene un ideal maximal como núcleo.  Por el Corolario 

(1.2.13), podemos deducir que existe una correspondencia uno a uno entre los ideales 

maximales y Cn; y finalmente asegurar que hay una correspondencia uno a uno entre 

HomC−alg(C [x1, ..., xn] → C) y Cn. 

Sea φ : C [x1, ..., xn] → C un homomorfismo C-álgebra.  Si p es un polinomio arbitrario, 

entonces,  en  consecuencia  de  la  definición  de  homomorfismos  de  un  ́algebra,  φ (p)  = 

p (φ(x1), ..., φ(xn)). Es decir, es la evaluación de p en el punto x = (φ(x1), ..., φ(xn)). Se 

puede ver que el núcleo de φ es mx. Aśı, nuestra correspondencia es 

HomC−alg(C [x1, ..., xn] , C) ↔ Cn 

φ ↔ φ(x) 

 
1.3 Ideales  maximales  y  la  topoloǵıa  de  Zariski 

 
En esta parte exploramos otras correspondencias entre ideales maximales y conjuntos 

algebraicos.    Nosotros  mencionamos,  en  la  observación  1.1.4.,  una  topoloǵıa  llamada 

topoloǵıa  de  Zariski,  que  se  usará  mucho  en  los  caṕıtulos  subsiguientes.   La  Topoloǵıa 

Zariski debe su nombre a Oscar Zariski, ex profesor de Harvard y uno de los mayores 

geómetras algebraicos del siglo veinte. 

 
Lema 1.3.1. Si J ⊆ C [x1, ..., xn] entonces V (J) = {x ∈ Cn|J ⊆ mx}. 

Demostración.  Ver [11, 1.3.1] y [14, pag.80]. Q 

 
Definición  1.3.2.  Si X es un conjunto algebraico, entonces C[X] = C [x1, ..., xn] /I(X) 
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es el anillo de coordenadas o el anillo de funciones regulares del conjunto algebraico 

af́ ın X. 

 
Supongamos que f ∈ C [x1, ..., xn]. Si tomamos dos polinomios arbitrarios g, gj 

∈ f +I(X) 

entonces g|X = gj 
|X. Por lo tanto, podemos pensar de manera equivalente en C[X] como 

C [x1, ..., xn] /I(X). 
Por otro lado, podemos observar que el objeto algebraico más importante asociado a X es 

su anillo de coordenadas 

C [X] = C [x1, ..., xn] /I (X) . 

Los elementos de C [X] se pueden interpretar como las funciones polinomiales C- evalu- 

adas en X. Tenga en cuenta que C [X]es un C-álgebra, lo que significa que su estructura 
de espacio vectorial es compatible con su estructura de anillo. 

A consecuencia de lo expuesto hasta el momento podemos enunciar el siguiente resultado: 
 

C [X] es un dominio integridad ⇔ I(X) es un ideal primo ⇔ X es irreducible. 

Lema 1.3.3 Sea J ⊆ R. Los ideales maximales del anillo R/J son precisamente aquellos 

de la forma m/J donde m es maximal en R y J ⊂ m. 

Demostración.  Ver [11, 1.3.3]. Q 

 
Lema 1.3.4. Si X es un conjunto algebraico af́ ın con el anillo de coordenadas C[X], 
entonces hay es una correspondencia uno-a-uno entre: 

 

X ↔ {ideales maximales en C[X]} 

x ↔ mx/I(X). 

Ahora contamos con las herramientas necesarias para la generalización de la observación 

1.2.14. 

Demostración.  Ver [11, 1.3.4]. Q 
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Corolario 1.3.5. Lo siguiente es una correspondencia biyectiva: 
 

HomC−alg(C [X] , C) ↔ X 

φ   →  (φ(x1), ..., φ(xn)). (1.1) 

Sea X un conjunto algebraico af́ ın.    Si Y es un conjunto algebraico tal que Y  ⊆ X 
diremos que Y es un subconjunto algebraico de X. 

Demostración.  Ver [11, 1.3.5]. Q 

 

Proposición 1.3.6.  Los subconjuntos algebraicos de X forman los conjuntos cerrados de 

la topolog ı́a de Zariski. Los conjuntos abiertos de la topolog ı́a de Zariski en X son los com- 

plementos en X de los subconjuntos algebraicos. Un subconjunto abierto principal es el 

complemento en X de V (n), donde n ∈ C [x1, ..., xn]. Denotemos a D(n) := X − V (n). 

Los conjuntos abiertos de Zariski de un conjunto algebraico también se conocen como 

variedades cuasi afines. A menos que se diga lo contrario, cuando hacemos referencias 

topológicas como “abierto”, “cerrado” o “denso” nos referimos a la topoloǵıa de Zariski. 

Demostración.  Ver [14, 5.9]. Q 

 
Lema 1.3.7. 

 
1. La topolog ı́a de Zariski no es de Hausdorff. 

 
2. Todo subconjunto abierto de una variedad algebraica X es denso. 

 

Demostración.  Ver [11, 1.3.7]. Q 

 

Denotamos la topoloǵıa inducida por la norma estándar en Cn  como la topoloǵıa “usual”. 

Aunque la topoloǵıa de Zariski para nosotros es predeterminado, la topoloǵıa usual será 

utilizado en varios lugares de esta tesis. 

Lema 1.3.8. Si X contiene un conjunto U que es el abierto “usual”, entonces X = Cn. 

Aśı, si W es un conjunto abierto Zariski de X, entonces el conjunto cerrado “usual” más 

pequeño que contiene W es X. 

Demostración.  Ver [11, 1.3.8]. Q 
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Observación 1.3.9.   Hemos visto que los conjuntos abiertos de Zariski son densos con 

respecto a ambas topoloǵıas.  Además, más adelante veremos que el toro n-dimensional 

(C − {0})n  es  un  subconjunto  abierto  de  Zariski  de  una  variedad  tórica.   A  partir  de 

los lemas 1.3.7 y 1.3.8 podemos decir que el toro es un subconjunto abierto denso de 

variedades tóricas con respecto a ambos topoloǵıas. 
 
 

1.4 El espectro de un anillo 

Sea X un conjunto algebraico af́ ın. Del Lema 1.3.4 sabemos que existe una correspon- 

dencia entre los ideales maximales m ⊇ I(X) y los puntos en X. Pero los puntos en X son  

conjuntos  cerrados  (los  ceros  de  los  ideales  maximales)  en  la  topoloǵıa  de  Zariski. 

Esto sugiere entonces que podemos definir una topoloǵıa homeomorfa para la topoloǵıa 

de Zariski en el conjunto de todos los ideales maximales conteniendo I(X). Como I(X) 

es un álgebra finitamente generada, definimos nuestra topoloǵıa en álgebras finitamente 

generadas. 

Sea A un C-álgebra   finitamente generada. 

 
Definición  1.4.1.  El Espectro  de  A    es el conjunto de todos los ideales maximales 

de A, lo cual denotaremos como Specm(A) y al conjunto de todos los ideales primos 

Spec(A), donde Specm(A) ⊆ Spec(A). 

Más adelante introduciremos otras definiciones equivalentes del espectro. 
 
 

Definición  1.4.2.   Sea J  ⊆ A.  Los conjuntos cerrados de nuestra topoloǵıa serán de 

la forma V (J) = {m ∈ Spec(A) : J ⊆ m}. Los complementos de conjuntos cerrados son 

conjuntos abiertos. 

 
 

Lema 1.4.3. La topoloǵıa está bien definida: 

 

1. Si K, L ⊆ A, entonces V (K) ∪ V (L) = V (KL). 

2. Si {Jα}α∈P es cualquier conjunto de ideales de A, entonces 

 

 
α
∩
∈P 

V (Jα)  =  V (J), 
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donde J es el ideal más pequeño que contiene todos los ideales en {Jα}α∈P . 

Demostración.  Ver [11, 1.4.3] y [14, pag.77]. Q 

 
Lema 1.4.4.  Si φ : A → B es un isomorfismo, entonces Spec(A) es homeomorfo a 

Spec(B). 

Demostración.  Ver [11, 1.4.4]. Q 

 
Hasta ahora solo hemos estudiado el espectro como una entidad algebraica. Ahora ve- 

mos que también se puede estudiar como una entidad geométrica; ya que el espectro es 

homeomorfo a un conjunto algebraico. 

Sea A un C-álgebra finitamente generado con generadores {a1, ..., ak}. 

Asumiendo que A es un dominio integridad (es decir xy = 0 ⇒ x = 0 ó y = 0); podemos 

definir un homomorfismo φ : C [x1, ..., xn] → A donde φ(xi) = ai y extenderlo natural- 
mente a sumas y múltiplos de xi.  Finalmente por el Teorema del Isomorfismo de anillos 

tenemos que, 
 

C [x1, ..., xk] /ker (φ) c A. 

Desde que A es un dominio de integridad, ker (φ) es primo. Por lo tanto, mediante el 

estudio  de  los  espectros  de  las  álgebras  de  la  forma  C [x1, ..., xk] /J ,  donde  J  es  primo; 

podemos entender el espectro de las C-álgebras finitamente generados. 

A partir de ahora asumimos A = C [x1, ..., xn] /J, donde J es primo. Esto nos lleva a una 
extensión del Lema 1.3.4, que facilitará una interpretación geométrica del espectro. 

 

Proposición  1.4.5.   La biyección γ  :  V (A)  → Spec(A)  donde x  ›→ mx  es un home- 

omorfismo. 

Demostración.  Ver [11, 1.4.5]. Q 

 
Por lo tanto, el espectro de un A álgebra finitamente generada (donde A es un dominio de 

integridad) es homeomorfo a un conjunto algebraico af́ın.  Esto sugiere una definición 

alternativa del espectro: 
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Definición  1.4.6.  ( Definición geométrica del espectro).  Sea A un álgebra finitamente 

generada; la definición del anillo de coordenadas del espectro, o solo espectro, de A es V 

(J) donde A c C [x1, ..., xk] /J. 

Esto requiere algunas observaciones. 

Observación  1.4.7.  Veamos a qué se refiere nuestra notación.  Supongamos que A es 

un C-álgebra con generadores {w1, ..., wk}. A menudo acostumbramos escribir (x1, ..., xk) 

como las coordenadas para A; esta es una forma abreviada de referirnos al conjunto 

V (J) ⊆ Ck, donde J es tal que C [x1, ..., xk] /J c A. Es decir, cuando escribimos 

(x1, ..., xk) como coordenadas para A, estamos dando referencia a un conjunto algebraico 

V (J) en Ck que es homeomorfo a Spec(A). 

 
Observación  1.4.8. Hasta  ahora  la  definición  del  anillo  de  coordenadas  del  espec- 

tro, solo está definida hasta el homeomorfismo.  Supongamos que A c C [y1, ..., yk] /J j   
y 

A c C [x1, ..., xk] /Jjj 
. Por lo tanto, V (Jj ) y V (Jjj ) son ambos homeomorfos al Spec(A). 

En el caṕıtulo siguiente veremos que V (J j )  y V (J jj )  son más que solo homeomorfos; es 

decir, ellos son isomorfos, esto implica que existe un “morfismo” biyectivo entre ellos. 

Por el Corolario 1.3.5 hay una relación biyectiva entre HomC−alg (A, C) y Spec(A). Esto 

nos lleva a una tercera forma de entender al espectro. 
 
 

Definición 1.4.9.  (Homomorfismo de C-álgebras, definición del espectro). 

El espectro del homomorfismo de C-álgebras de A es HomC−alg (A, C). 

Si A = C [x1, ..., xn] /J  entonces, por la Observación 1.3.5, la correspondencia es: 

(y1, ..., yn) ∈ V (J) → ξ ∈ HomC−alg (A, C), donde ξ(xi) = yi. 
 

 

Observación  1.4.10.   Todas  estas  definiciones  del  espectro  son  útiles.   La  definición 

del anillo de coordenadas es a veces más intuitiva ya que uno puede “visualizarla”.  Sin 

embargo, la definición del anillo de coordenadas también requiere la introducción de co- 

ordenadas; lo que puede significar una notación muy engorrosa (como es quizás el caso 

en Ewald ([6])).  Por otro lado, la definición algebraica del espectro a menudo hace que 
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las pruebas sean más elegantes.  Además, es más consistente con la definición utilizada 

en geometr ı́a algebraica avanzada, donde el espectro se define como el conjunto de to- 

dos los ideales primos (ver [8, p 70]).  La definición de homomorfismo C-álgebra es útil 

cuando A no puede ser fácilmente expresado como el cociente de un anillo polinómico por 

un ideal radical.  También encaja elegantemente con una cuarta definición del Espectro 

que se presentará en un caṕıtulo posterior la definición de Semigrupo-Homomorfismo del 

espectro. 
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⊂ 

q 

1 

q ∼ qj ⇔ 

un anillo con las operaciones: 

Caṕıtulo 2 
 

2 Morfismos y singularidades 
 

En el cap ı́tulo  anterior definimos el anillo de coordenadas C[X] de una variedad af́ ın 
X.  Observamos  que  el  anillo  de  coordenadas  es  esencialmente  la  restricción  del  anillo 

de polinomios C [x1, ..., xn] en X. En este cap ı́tulo definiremos funciones adicionales en 

variedades afines, y también veremos las funciones en variedades cuasi-afines.  Concluimos 

con el enunciado del teorema de ”Resolución de Singularidades” de Hironaka. 
 
 

2.1 Funciones regulares en variedades cuasi afines 

En esta sección veremos las  funciones definidas en las  variedades  cuasi afines  X  ⊂ Cn. 

Espećıficamente,  queremos  tomar  fracciones  de  polinomios  de  conjuntos  afines  y  cuasi- 

afines.   Para  que  nuestra  definición  sea  consistente,  debemos  tomar  un  ligero  desv́ıo  y 

mirar el álgebra de los anillos.  Sea entonces R un anillo. 

Definición  2.1.1.  Un subconjunto multiplicativamente  cerrado Q ⊂ R  es un sub- 

conjunto que satisface; 

a) s, q ∈ Q ⇒ sq ∈ Q. 

b) 1 ∈ Q. 

Lema 2.1.2.   Sea Q   R un conjunto multiplicativamente cerrado. Defininamos a 

R[Q−1]  como el conjunto de clases de equivalencia del conjunto 
,

r  : r ∈ R, q ∈ Q
, 

con 

 

una relación de equivalencia  r r
j 

qjj  .rqj  
− rj q

Σ 
= 0 para algún qjj   

∈ Q.  R[Q−1] es 
 

r rj
 rqj + rj q r rj rrj

 

q + qj = qqj y
 q 

• 
qj = 

qqj . 
 

Además, tenemos un homomorfismo natural de anillos R −→ R[Q−1] : r −→ r . 
La prueba de esto requiere una verificación de rutina; consulte [4] y [8] para más detalles. 

Considere Q = {1, q, q2, ...} para algunos q ∈ R. Es claro que Q es multiplicativamente 

cerrado.  Escribiremos R[q−1] := R[Q−1].  Lo mencionado es útil para el siguiente lema . 
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h(p) 

Lema 2.1.3.  Sea x ∈ R. Entonces R[x−1] c R[y]/(xy − 1). 

Demostración.  Ver [11, 2.1.3]. Q 

 
Sea X una variedad af´ın, y Q := {f ∈ C[X] : f ƒ= 0}. 
Veamos que Q es un conjunto multiplicativamente cerrado. En efecto, supongamos por 

contradicción  que  0  ƒ=  f, g   ∈  C[X]  y  fg   ∈/ Q  (es decir, fg = 0). Entonces X = 

(V (f ) ∩ X) ∪ (V (g) ∩ X). Es decir, si Q no es multiplicativamente cerrado, X no es 
irreducible, lo cual es una contradicción; desde que X es irreducible.  Por lo tanto, Q es 

multiplicativamente cerrado. Ahora tenemos las herramientas suficientes para la sigu- 

iente definición: 

 
Definición  2.1.4. Sea  C(X)  :=  C[X][Q−1],  el  cuerpo  de  funciones o  anillo 

de funciones racionales. 
 

1. Una función f  es  racional   si f  ∈ C (X). 

2. Una función racional f es regular  en p ∈ Y  si existen g, h ∈ C[X] donde h(p) ƒ= 0 

y f (p) =  g(p) . Note que f está bien definida en una vecindad {x : h(x) ƒ= 0}. 

3. Si f es regular en todas partes de X, entonces f es una función regular en X. 

 

Observación 2.1.5. Note que si f  ∈ C(X), entonces f puede no estar definida en todos 

los puntos de X. En efecto, f estará definida donde f sea regular. 
 

También  podemos  definir  las  funciones  regulares  en  variedades  cuasi  afines.   Sea  U  ⊂ 

X ⊆ Cn una variedad cuasi af́ ın. 
Definición 2.1.6.  Supongamos que f es racional en X. Diremos que f es regular en U si 

f es regular en cada punto de U. 

 
Sea D(f ) ⊆ X un conjunto abierto principal. Recordemos que D(f ) = X − V (f ). 

Lema 2.1.7.  El conjunto de funciones regulares en D(f ) es C[X][f −1] ⊆ C(X). 

Demostración.  Ver [11, 2.1.7]. Q 
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z1z2 

2 zp 

 

El siguiente corolario lo obtenemos al establecer f = 1. 

Corolario 2.1.8. El conjunto de funciones regulares en X es C[X]. 

Demostración.  Ver [11, 2.1.8]. Q 

 

Ejemplo  2.1.9.  Sea f := z1 ∈ C[x1, ..., xn] y sea X  = V (f ).  Observamos que X 

es el plano cuando z1 = 0, y D(f ) es el complemento de este plano. Consideremos h una 

función racional en C(X) tal que h =    1   .  Observe que h no es regular cuando z2 = 0, 

pero es regular en todos los demas casos. Ahora, sea U la variedad cuasi af́ ın X − V (z2); 

observamos que h es regular en todo U. Generalmente, podremos decir, por el Lema 2.1.7, 

que las funciones regulares en U son de la forma 
, 

g   : p ∈ N, g ∈ C[X]
,

. 
 

2.2 Funciones regulares 
 

En esta sección definiremos funciones regulares entre variedades cuasi afines como com- 

posición de funciones regulares. 

Recuerde  que  las  variedades  afines  también  son  variedades  cuasi  afines;  por  lo  tanto, 

nuestras definiciones también se aplican a las variedades afines. 

Sea U ⊆ Cn una variedad cuasi af´ın. 

Definición  2.2.1.      Sea W  ⊂ Cm   otra variedad cuasi af́ın.  Entonces una función 

regular  o  morfismo    de variedades cuasi afines es una función φ  :  U  → W  de la 

forma 

 

φ(u) = (φ1(u), ..., φm(u)) , 
 

donde φi  son funciones regulares en U. Esto nos lleva a una noción de isomorfismo. 
 
 

Definición  2.2.2.    Un morfismo   de variedades φ : U  → W  es un isomorfismo si 

existe un morfismo inverso ϕ : W → U tal que φ ◦ ϕ = idW y ϕ ◦ φ = idU . En tal caso, 

escribiremos U c W . 

Si U c W ⊂ W j donde W es un subconjunto abierto o cerrado Zariski de W j escribi- 

mos U  ‹→ W j .  Si W es un conjunto abierto, diremos que φ es una incrustación abierta 
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de U en W j , y si W es un conjunto cerrado diremos que φ es una “incrustación” cerrada 

de U en W j . 

 
Definición  2.2.3.      Sea Y una variedad af́ın.  Una función  racional  φ  :  X  ~ Y es 

una función regular definida en un subconjunto abierto denso U de X. φ  es birra- 

cional  si tiene una inversa racional ϕ  :  Y  ~ X  tal que φ ◦ ϕ  y ϕ ◦ φ  son la función 

identidad en conjuntos abiertos densos. 

 
2.2.1 Morfismos de variedades afines 

En cap ı́tulos posteriores, estaremos estudiando variedades afines, aś ı que volvemos a con- 

centrarnos en estos.  Sea X e Y variedades afines.  El resultado principal de esta sección es 

la Proposición 2.2.1.4; donde se menciona que X e Y son isomorfos si y solo si C[X] y C[Y 

] son isomorfos. 

 
Definición 2.2.1.1   Dado cualquier morfismo de variedades afines φ : X → Y  entonces 

definimos el pull-back φ∗ : C[Y ] → C[X], φ∗(f ) := f ◦ φ.  φ∗ es un homomorfismos de 

C-álgebra.   Como  las  componentes  de  un  morfismo  son  funciones  racionales,  está  claro 

que un morfismo es continuo con respecto a la topoloǵıa “usual”.  De hecho, el morfismo 

también es continuo con respecto a la topoloǵıa de Zariski. 

Lema 2.2.1.2 Dado un morfismo de variedades φ : X → Y continuo, con respecto a la 

topoloǵıa de Zariski. Si φ es un isomorfismo, entonces también es un homeomorfismo. 

Demostración.  Ver [8, pag.  24] y [11, 2.2.5]. Q 

 

Definición 2.2.1.3   Sea ϕ : C[Y ] → C[X] un homomorfismo de álgebras.  Definamos la 

inversa del pull-back de ϕ, ϕ∧ : X → Y de la siguiente manera 

(ϕ∧)(x) = ((ϕ ◦ y1)(x), .., (ϕ ◦ ym)(x)) 

Afirmamos  que  ϕ∧ es  un  morfismo.   Además,  (ϕ∧)∗  =  ϕ.   Caso  contrario,  si  φ  es  un 

morfismo de X a Y, entonces (φ∗)∧ = φ. 
Demostración.  Que nos lleva al resultado más importante de la sección; la corresponden- 
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cia biyectiva entre isomorfismos de álgebra e isomorfismos de variedades. 

Proposición 2.2.1.4   Sea φ : X → Y  un morfismo de variedades afines, y φ∗ : C[Y ] → 

C[X] su correspondiente homomorfismo de anillos. Entonces φ∗ es un isomorfismo si y 

solo si φ es un isomorfismo. 

Demostración.  Ver [8, pag.  25] y [11, 2.2.7]. Q 

 

Observación  2.2.1.5   Este resultado será particularmente útil en uno de los caṕıtulos 

posteriores.  Significa que si dos álgebras finitamente generadas son isomórfas, entonces 

sus espectros geométricos son también isomorfas. Si solo hubiésemos requerido de que X 

e Y fueran homeomorfas, para poder tener que X  c Y , entonces no hubiésemos podido 

definir la contraparte, y por ende no seŕıa posible probar la Proposición 2.2.1.4.  Es por 

eso que necesitábamos definir el morfismo en términos de funciones regulares. 
 

2.2.2 Morfismos de espectros 

Sean  X  e  Y  variedades  afines,  y  φ  :  X  → Y   un  morfismo.   En  la  Proposición  1.4.5, 

vimos que X e Y son homeomorfas a Spec(C[X]) y Spec(C[Y ]) respectivamente.  Por   

lo tanto,  bajo este homeomorfismo,  φ se puede ver como un morfismo de espectros,     

φ : Spec(C[X]) → Spec(C[Y ])). En efecto, veremos que este morfismo puede describir 

las defininiciones geométricas de los espectros. 
 
 

Lema 2.2.2.1   Si x ∈ X, entonces mφ(x) = (φ∗)−1(mx). 

Demostración.  Ver [11, 2.2.9]. Q 

 
Este Lema nos permite entender un morfismo puramente algebraico. Suponga que A y B 

son cada uno un C-álgebra finitamente generada y dominios integros,  supongamos 

también que 
 

A c C[x1, ..., xn]/I(X) y B c C[y1, ..., yn]/I(Y ), (2.2) 

donde  X  e  Y  son  conjuntos algebraicos afines. Sea ϕ : A → B es un homomor- fismo  

de  C-álgebra.   Bajo  los  isomorfismos  de  (2.2)  podemos  escribir  esto  como  ϕ1  : 
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C[x1, ..., xn]/I(X) → C[y1, ..., yn]/I(Y ). Esto induce el morfismo de espectros 

ϕ∧
1  : Spec(C[y1, ..., yn])/I(Y ) → Spec (C[x1, ..., xn]) /I(X) 

definido de tal manera que ϕ∧
1 (my) = ϕ1

−1(my).  Tomando este resultado en A y B, este 

puede ser visto de tal manera que ϕ∧
1  es una función continua; ϕ∧ : Spec(B) → Spec(A), 

ϕ∧(m) = ϕ−1(m).  Por lo tanto, podemos enunciar la siguiente proposición 

 
Proposición  2.2.2.2   Sea ϕ  :  A  → B  un homomorfismo, donde A y B son cada uno 

es una C-algebra finitamente generada y sin divisores de ceros. Entonces ϕ induce una 

función continua ϕ∧ : Spec(B) → Spec(A), ϕ∧(m) = ϕ−1(m)  que denotamos como un 

morfismo de espectros. 

Demostración.  Ver [11, 2.2.10]. Q 

 
También  podemos  realizar  el  morfismo  en  términos  de  homomorfismos  de  C-álgebra. 

Suponga  que  ϕ  :   A  →  B  es  el  homomorfismo  de  la  Proposición  2.2.2.2.    Si  ξ   ∈ 

HomC−alg(B, C) tiene como nucleo a m ∈ Spec(B) entonces ξ ◦ ϕ ∈ HomC−alg(A, C), el 

cual tiene nucleo ϕ−1(m). Por lo tanto, el morfismo Spec(B) → Spec(A) realizado en 

términos de homomorfismos de C-álgebra es ξ → ξ ◦ φ. 
Es  decir,  podemos  entender  el  morfismo  inducido  en  términos  de  coordenadas,  en 

términos de ideales máximos y en términos de homomorfismos de C-álgebras.  Los últimos 

dos son útil porque nos permiten trabajar con el morfismo inducido sin configuración de 

las coordenadas. 
 
 
 

2.3 Introducción  a  la  resolución  de  singularidades 
 

En esta sección establecemos uno de los resultados más importantes de la geometŕıa alge- 

braica.  El Teorema de Hironaka donde indica que existe una resolución de singularidades 

de cualquier variedad algebraica sobre un cuerpo de caracter´ıstica cero. Sin embargo, 

haremos  algunos  comentarios  sobre  la  dimensión  de  una  variedad,  singularidades  y  es- 

pacio proyectivo.  Es posible profundizar estos temas; sin embargo, nuestra discusión no 
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Σ 
∂xi 

∩ 

será detallada, ya que no se requieren detalles para caracterizar las singularidades de las 

variedades tóricas. 

Sea X una variedad algebraica casi af´ın. 

Definición 2.3.1.  La dimensión de X es el supremo de todos enteros n tales que existe 

una cadena; 
 

∅ ƒ= X0 ⊂ X1 ⊂ ... ⊂ Xn = X 

de conjuntos cerrados irreducibles distintos. 

Tenga en cuenta que la dimensión debe ser finita ya que, por Corolario 1.2.5, una secuen- 

cia infinita de conjuntos algebraicos distintos   X1 Ç X2 Ç X3 Ç ... no existe.  Para más 

detalles consulte [8, pag. 6] y [11, pag. 20]. 
 

Proposición  2.3.2.  Si U  ⊂ X  es una variedad casi af́ın, entonces dim(U ) = dim(X). 

También dim(Cn) = n. Además, como el toro (C∗)n  es un subconjunto abierto de Cn, la 

dimensión de (C∗)n  es n. 

Demostración.  Ver [8, pag.6] y [11, 2.3.2]. Q 

 
Lema  2.3.3.      Si Y es una variedad algebraica af́ın,  entonces la dimensión de Y es 

igual a la dimensión de su anillo coordenado R[Y ]. 

Demostración.  Ver [8, 1.7]. Q 

 
 

Proposición 2.3.4.   Si Y es una variedad cuasi af́ın, entonces dimY  = dimY . 

Demostración.  Ver [8, 1.10]. Q 

 
Ahora  que  tenemos  una  noción  de  dimensión,  podemos  pasar  a  las  singularidades.   Si 

f ∈ C[x1, ..., xn] y P ∈ Cn tal que f (P ) = 0, se define el dpf = 
n 

 
i=1 

∂f (P ).(xi − pi), esto se 
conoce como el diferencial de f en P. Sea f irreducible, el espacio tangente TpV (f ) 

de V (f ) en P, es el conjunto de llegada de dpf . 

Si X es una variedad e I(X) es generado por f1, ..., fk, entonces definimos el espacio tan- 
k 

gente de X en P como TP X = TpV (dpfi). Se dice que P es un punto no singular si la 
i=1 
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p m2 

p 

p 

dimensión de TP X (como espacio vectorial) es igual a la dimensión de X; de lo contrario, 

diremos que P es una singularidad. 

Esta  es  la  definición  clásica  de  singularidad.   Sin  embargo,  no  es  la  definición  más 

adecuada para nuestros propósito.  Por lo que requerimos una comprensión explicita de 

la  geometŕıa  de  X  ‹→ Cn;  sin  embargo,  esto  no  es  fácil  de  determinar  en  variedades 

tóricas.  Por lo tanto, trabajaremos con una definición más algebraica de singularidad. 
 
 

Definición  2.3.5. Un  punto  P   ∈  X  es  no  singular  si  la  dimensión  de  mp
 como 

un espacio vectorial es igual a la dimensión de X donde mp  es un ideal maximal; caso 

contrario, P es singular. 

Es sencillo probar que esta definición es equivalente a la definición del espacio tangente. 

La prueba implica reconocer que el núcleo de dp  : mp  → TP X  es m2,  que se desprende 

del hecho de que el diferencial de cualquier monomio (x1 − p1)a1  ... (xn − pn)an , es  igual 
a cero, si 

Σ
i ai ≥ 2.  Y por el teorema de isomorfismo  obtenemos que c (TpX) . mp ∗ 

 

Ahora tenemos el conocimiento necesario acerca de las singularidades, de tal manera 

que podremos caracterizar las singularidades de variedades tóricas en un caṕıtulo poste- 

rior. 

Pasamos entonces al célebre teorema de Hironaka.  Dado que las matemáticas que abarca 

dicho  teorema  va  mucho  más  allá  del  alcance  de  esta  tesis,  solo  indicamos  una  versión 

limitada de ella. 

El resultado crucial en mención no se obtuvo hasta 1964, año en que Heisuke Hironaka 

daba una demostración de la resolución de singularidades para variedades de cualquier 

dimensión sobre cuerpos de caracteŕıstica cero en su extenso art́ıculo Resolution of sin- 

gularities of an algebraic variety over a field of characteristic zero. Ver [HI]. 

 

Definición  2.3.6.   Sea X una variedad casi af́ın singular.  Si Y es una variedad casi 

af́ın no singular y f  : Y  → X  es una función birracional sobreyectiva entonces diremos 

que f es una resolución  de  singularidades. 

 

Teorema 2.3.7. Hironaka. Si X es una variedad cuasi af́ ın singular, entonces siempre 

m2 
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existe  una  resolución  de  sus  singularidades.   Para  variedades  sobre  cuerpos  de  carac- 

ter ı́stica 0. 

La belleza de las variedades tóricas es que no necesitamos matemática sofisticada de la 

prueba de Hironaka para comprender la resolución de sus singularidades.  Nosotros pode- 

mos determinar si una variedad tórica es singular o no, meramente a través del estudio 

del abanico que lo genera.  Además, veremos en un caṕıtulo posterior que el problema de 

resolver las singularidades de una variedad tórica se puede reducir al problema de encon- 

trar un refinamiento de su abanico.  En el Caṕıtulo final, calcularemos espećıficamente la 

resolución de singularidades de conos bidimensionales. 
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Caṕıtulo 3 
 

3 Introducción a la variedad tórica af́ın y proyectiva 
 

Antes de apreciar la construcción de una variedad tórica af́ın y proyectiva a partir de un 

cono, la cual se realizará en los siguientes caṕıtulos, veremos la formalización matemática 

para sustentar dicha construcción mencionada. 

Tomando  en  cuenta  la  observación  1.3.9,  además  que  C∗  es  un  grupo  multiplicativo  y 

T ≈ (C∗)n una variedad af´ın isomorfa a (C∗)n, se tiene que T hereda la estructura de 
grupo a partir de este isomorfismo. 

 

Un carácter de un toro T es un morfismo χ : T  −→ C∗  que es a su vez es un grupo 

de homomorfismos. Por ejemplo, si consideramos m = (α1, ..., αn) ∈ Zn tendremos el 

caracter χm : (C∗)n −→ C∗ definido de la manera siguiente: 

χm(z1, ..., zn) = zα1 ...zαn. (3.3) 
1 n 

 

Se puede mostrar que todos los caracteres de (C∗)n son de la forma indicada ĺ ıneas arriba 

y además que los caracteres de (C∗)n forman un grupo isomorfo a Zn  (ver [2, pag.10]). 
Para un toro arbitrario T, estos caracteres forman un grupo abeliano M de rango igual a la 

dimensión de T. Es costumbre decir que si m ∈ M , eso nos dará el carácter χm : T  −→ C∗. 
Por  otro  lado,  un  subgrupo  de  un  solo  parámetro  del  toro  T  es  un  morfismo  λ  : 

C∗ −→ T que es a su vez es un homomorfismo de grupos. Si consideramos como en el caso 

anterior, u = (β1, ..., βn) ∈ Zn  tendremos el sub grupo de un parámetro λu : C∗  −→ (C∗)n 
definido de la manera siguiente: 

 
λu(z) = (zβ1 , ..., zβn ). (3.4) 

 
Similar al caso anterior todos los subgrupos de un parámetro de (C∗)n  son de la forma 

indicada ĺıneas arriba y además los subgrupos de un parámetro forman un grupo isomorfo 

a Zn (ver [2, pag.10]) 
Por otro, lado para un toro arbitrario T, los subgrupos de un solo parámetro forman un 
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Σ 

grupo abeliano libre N de rango igual a la dimensión de T. Al igual que con el grupo de 

caracteres, un elemento u ∈ N  nos da subgrupos de un parámetro λu : C∗  −→ T . 

Además, podemos asegurar la existencia de un producto bilineal, definido de la manera 

siguiente (, ) : M × N −→ Z. 
Lo mencionado anteriormente nos dice que: 

 
• Intŕınsecamente dado un caracter χm  y un subgrupo de un parámetro λu, la com- 

posición χmoλu  : C∗  −→ C∗  es un caracter de C∗,  que está definida por z  −→ zl 

donde (m, u) = l, l ∈ Z. 

• Concretamente, si T = (C∗)n con m = (α1, ..., αn) ∈ Zn, u = (β1, ..., βn) ∈ Zn 

obtenemos la siguiente relación, la cual es el producto bilineal usual 
 
 

n 

(m, u) = aibi. (3.5) 
i=1 

 

Además, se concluye que un caracter y subgrupo de un parámetro de un toro T forman 

grupos abelianos libres M y N de rango finito asociado el producto bilineal (, ) : M ×N −→ 

Z que identifica M con HomZ (M, Z) y N con HomZ (N, Z) . 

En consecuencia, de todo lo expuesto, podemos asegurar que el isomorfismo de T ≈ (C∗)n 

induce la base dual de M y N, es decir, los isomorfismos M ≈ Zn y N ≈ Zn convierte a los 
caracteres en monomios de Laurent (3.3), los sub grupos de un parámetro en curvas 

monomiales (3.4) y el producto en el producto interno usual (3.5). 
 
 

3.1 Definición  de  una  variedad  tórica  af́ın 
 

A continuación daremos ciertas definiciones y observaciones necesarias para este caṕıtulo. 

Observación 3.1.1   Datos necesarios sobre T. 

 

a) Si T  es un toro y H ⊆ T  es una subvariedad irreducible que también es un subgrupo, 

entonces H es un toro. 

 

b) Si T1, T2 son toros y φ : T1 → T2 es un morfismo de grupos algebraicos, entonces 

(φ(T1)) es un toro cerrado en T2. 
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3 

  

c) Si T actua sobre W linealmente, donde W es un espacio vectorial, χm : T −→ C∗
 

denota su correspondiente carácter,  Wm  el subespacio de W  modo que t.w  =  χmw 

para todo t ∈ T y w ∈ W de tal forma que Wm {0}. Entonces W = ⊕m∈M Wm. 
 
 
 

Definición  3.1.2  Una variedad tórica af́ın es una variedad irreducible V que contiene 

al toro T  ≈ (C∗)n  como un subconjunto abierto de Zariski tal que la acción de T en si 

misma extiende la acción algebraica de T en V.(Entenderemos por una acción algebraica 

a la acción T × V  −→ V  dada por un morfismo). 

Ejemplo  3.1.3   La curva plana C  =  V (x3 − y2)  es una variedad tórica af́ın pues es 

irreducible y contiene al toro. 

C \ {0} = C ∩ (C∗)2 = {(t2, t3) ; t ∈ C∗} ≈ C∗, 

donde el isomorfismo es t −→ (t2, t3) . 

 
Ejemplo  3.1.4  La variedad V (xy − zw)  ⊆ C4  es una variedad tórica que contiene al 

toro 

V ∩ (C∗)4 = 
..

t1, t2, t3, t1t2t−1
Σ 

; ti ∈ C∗
Σ 

≈ (C∗)3, 

donde el isomorfismo es (t1, t2, t3) −→ 
.
t1, t2, t3, t1t2t−

3 
1
Σ 

. 

Ejemplo 3.1.5 Consideremos la superficie en Cd+1  parametrizada por la función 

φ : C2 −→ Cd+1
 

(s, t) −→ 
.
sd, sd−1t, ..., std−1, tdΣ 

. 

Podemos observar que φ define monomios en s, t utilizando todos los grados d. 

Ahora, teniendo en cuenta a x0, ..., xd como las coordenadas de Cd+1 podemos determinar 

el ideal I ⊆ C [x0, ..., xd], el cual es generado por las menores de orden 2 de la matriz 

x0 x1 ...   xd−2 xd−1 
x1 x2 ...  xd−1 xd 
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. 
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Σ
Cd

 

. 
^ 

Σ 

 ̂

donde I = (xixj+1 − xi+1xj; 0 ≤ i < j ≤ d − 1). Por otro lado, se puede verificar que 

φ ((C)2)  =  V (I)  entonces Ĉd   =  φ (C2)  es una variedad tórica af́ın.  Además, se puede 

probar que I = I, donde I es primo y en consecuencia V (I) es irreducible. 

Por último, se verifica que I es un ideal tórico (Def. 3.1.9) y Cd es una variedad tórica 

que contiene al toro 

φ 
.
(C∗)2

Σ 
= Ĉd  ∩ (C∗)d+1 ≈ (C∗)2 . 

Además, podemos mencionar también que la superficie af́ın Cd se llamada cono normal 

racional de grado d. 

 

Puntos reticulares: En la presente tesis un ret́ ıculo es un grupo libre abeliano de 

rango finito. Por lo tanto el ret́ ıculo de rango n es isomorfo a Zn. Por ejemplo T tiene 

ret́ıculo  M  (de  caracteres)  y  N  (de  subgrupos  de  un  parámetro).   Antes  de  proseguir, 

debemos tener  presente  que  en términos de  productos  tensoriales,  se  puede  obtener  un 

isomorfismo canónico N ⊗Z C∗  ≈ T  a través de u ⊗ t −→ λu(t).  Por lo tanto es costumbre 

escribir un toro reticular como TN , en esta tesis dicha notación solo será usada en caso 

sea necesario. 

Por otro lado, dado un T conjuntamente con su ret́ ıculo de caracteres M, un conjunto 

A = {m1, ..., ms} ⊆ M proporciona caracteres χmi : T −→ C∗. De tal manera que 

podemos definir la siguiente función 
 

φA : T −→ Cs (3.6) 
 

como  
φA (t) = (χm1 (t), ..., χms (t)) ∈ Cs, t = (t1, t2, ..., tn) 

 
y aśı enunciar la siguiente definición. 

 
 

Definición  3.1.6  Dado un conjunto finito A ⊆ M , la variedad  tórica  af́ın  YA está 

definida por la clausura de Zariski de la imagen de la función φA. 
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i i 

Σ 

Proposición  3.1.7  Dado  A como  se  mencionó  anteriormente,  sea  ZA ⊆ M  un  sub 

ret́ıculo generado por A. Entonces YA es una variedad tórica af́ın cuyo toro tiene carácter 

reticular ≈ Zn. En particular, la dimensión de YA es el rango de ZA. 

Demostración.  Ver [2, pag.  13] (Proposición 1.1.8). Q 

 
En términos concretos, fijada una base de M, podemos asumir M  = Zn.  Entonces los s 

vectores en A ⊆ Zn pueden ser considerados como columnas de una matriz A de orden n 

× s cuyas entradas son todas enteras.  En este caso, la dimensión de YA es simplemente 
el rango de la matriz A. 

Por  lo  expuesto  podemos  decir  que  toda  variedad  tórica  af́ın  es  isomorfa  con  YA para 

algún subconjunto finito A de un ret́ıculo. 

Ideales toricas:  Sea YA ⊆ Cs  = Spec(C [x1, ..., xs]) una variedad tórica afin que proviene 

de un conjunto finito A = {m1, ..., ms} ⊆ M . Podemos describir el ideal siguiente I(YA) 

⊆ C [x1, ..., xs]; el cual es consecuencia de que φA induce una función de carácter 
reticular, es decir 

 
φA : Zs −→ M dado por m = (m1, ..., ms) −→ χm, 

donde  χm (y1, ..., ys)  =  ym1 ...yms .   Notemos  que  si  {e1, ..., en} es  la  base  estándar  Zs, 
1 s j s m+m

j
 m m

j
 

entonces dado el isomorfismo φ̂A  y como para m, m  ∈ Z  se tiene que χ = χ   χ , 
entonces χe1 , ..., χes   es una base de M .  Por otro lado, si L es el núcleo de esta función, 

entonces tenemos la siguiente sucesión exacta 

0 −→ L −→ Zs  −→ M. 
 

s 
En  términos  reales,  los  elementos  l  = (l1, ..., ls)  de  L  satisfacen limi  = 0  con  lo  cual 

i=1 

obtenemos una relación con los mi.  Además, que para cada l ∈ L se tiene lo siguiente 

l+ = 
Σ 

liei y l− = − 
Σ 

liei. 
  

Note que l = l+ − l−, y que l+, l− ∈ Ns, entonces obtenemos la siguiente relación binomial 

xl+  − xl−  = 
Q 

xli − 
Q 

x−li
 

  li<0 li>0 

li<0 li>0 
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i 

i=1 

Q Q 
i 

Σ 

Q 

i 

n 

la cual desaparece en la imagen de φA por lo tanto en YA, desde que YA es la clausura    

de Zariski de φA. 

 
Proposición 3.1.8 El ideal de una variedad tórica af́ın YA ⊆ Cs  es 

I (YA) = 
.
xl+ − xl− ; l ∈ L

Σ 
= 

.
xα − xβ; α, β ∈ Ns y α − β ∈ L

Σ 
. 

Demostración.   Sea  IL  el  lado  derecho  de  la  igualdad.   Ya  vimos  que  IL  ⊆  I (YA). 

Ahora, elija a T  ≈ (C∗)  y un orden monomial sobre las variables x1, ..., xs.  Entonces  

M = Zn, y φ : (C∗)n → (C)s son los monomios de Laurent tmi en t1, ..., tn. 

Supongamos entonces que, IL ƒ= I (YA).  Entonces existe f  ∈ I (YA) \ IL  con un t́ermino 
monomial principal mı́nimo con respecto a nuestro orden.  Digamos que dicho término es 

s 
xα = 

 
xai . 

i=1 

Ahora, como f (tm1 , ..., tms ) = 0,  existe un término xβ  = 
Qs

 

 
bi   que es menor que xα 

 

de acuerdo al orden de nuestra elección inicial tal que 
 

s 
 

i=1 

(tmi )ai = 
s 

 
i=1 

(tm )bi . 

Por lo tanto, (ai − bi) mi = 0, lo que implica α − β ∈ L. Ahora xα − xβ ∈ IL, en- 

tonces f − xα + xβ  ∈ I (YA) \ IL  con un término principal más pequeño, lo cual es una 

contradicción. Q 

 

Definición 3.1.9 Sea L ⊆ Zs  un sub ret́ıculo. 

a) El ideal IL = 
.
xα − xβ; α, β ∈ Ns y α − β ∈ L

Σ 
es llamado ideal reticular. 

b) Un ideal reticular primo es llamado ideal  tórico. 

 
Desde  que  las  variedades  tóricas  son  irreducibles,  los  ideales  que  aparecen  en  la 

proposición 3.1.8 son ideales tóricos.  Veamos algunos ejemplos de ideales tóricos: 

Ejemplo 3.1.10 (x3 − y2) ⊆ C [x, y]. 

Ejemplo 3.1.11 (xz − yw) ⊆ C [x, y, z, w]. 

Ejemplo 3.1.12 (xixj+1 − xi+1xj; 0 ≤ i < j <≤ d − 1) ⊆ C [x0, ..., xd] . 

x 
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. Σ 

s 

s 

En cada ejemplo, tenemos ideales primos generados por binomios. 
 
 

En  un  apartado  posterior  veremos  que  las  variedades  tóricas  afines  surgen  de  ideales 

tóricos. 

La siguiente proposición prueba por qué dichos ideales son automáticamente tóricas. 

Proposición  3.1.13 Un ideal I  ⊆ C [x1, ..., xs] es tórico si y solo si es primo y es gen- 

erado por binomios. 

Demostración. 

La  primera  implicancia  es  inmediata,  por  definición.   Veamos  la  rećıproca,  para  ello 

primero considere V (I) ∩ (C∗)s donde IL = xαi − xβi ; i ∈ I , donde I denota un con- 

junto de indices.  Inmediatamente se puede observar que la intersección es diferente del 

vacio porque (1, ..., 1) ∈ V (I) ∩ (C∗)s, y es un subgrupo ya que, xαi = xβi e yαi = yβi , 

entonces (xy)αi = (xy)βi . Finalmente, V (I) ∩ (C∗)s es irreducible ya que I es primo. Por 

lo tanto, V (I) ∩ (C∗) es un toro, al cual denotamos por T. 

Sea, χmi : T ‹→ (C∗) −→ C∗, por lo tanto T = φA (T ) para A = {m1, ..., ms}, lo cual 

implica que V (I) = YA, ya que I es primo por el teorema de ceros de Hilbert, entonces 

es igual a IL. Q 

 
Semigrupo Af́ın:   Un  semigrupo  es  un  conjunto  S  asociado  a  una  operación  bina- 

ria  y  un  elemento  identidad.   Para  el  semigrupo  af́ın  que  requerimos  será  necesario 

que: 

• La  operación  binaria  en  S  sea  conmutativa.   Considerando  la  operación  +  y  el 

elemento  identidad  0.   Entonces  un  conjunto  finito  A ⊆ S  será  expresado  de  la 
manera siguiente 

 

NA = 
.Σ

m∈A amm; am ∈ N
Σ 

⊆ S 

• Los semigrupos son finitamente generados, en tal sentido para un conjunto finito 

A ⊆ S se tiene que NA = S 

• Los semigrupos pueden ser incrustados o ser un embebimiento en un ret́ ıculo M. 
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. Σ Σ
∈

 

Un ejemplo simple de semigrupo af́ ın es Nn ⊆ Zn. Generalmente, dado un ret́ ıculo  M y 

un conjunto finito A ⊆ M , obtenemos un semigrupo finito NA ⊆ M . 

Dado  un  semigrupo  af́ın  S  ⊆ M ,  el  semigrupo  de  C [S]  álgebras  es  el  espacio  vectorial 

sobre C con S como base y la multiplicación inducido por la estructura de semigrupo de 
S.  Para  ser  más  precisos,  si  pensamos  en  M  como  un  carácter  reticular  de  T,  para  un 

m ∈ M tendremos el caracter χm . Entonces 

C [S] = cm C y cm = 0 para una cantidad “finitamente grande” de m , 
m∈S 

cuya multiplicación inducida es 
 

χm.χmj  

= χm+mj 

. 

Si S = NA para todo A = {m1, ..., ms}, entonces C [S] = C [χm1 , ..., χms ] . 
Veamos a continuación dos ejemplos básicos. 

 
 

Ejemplo 3.1.14 El semigrupo afin Nn ⊆ Zn nos da el anillo de polinomios 

C [M ] = C [x1, ..., xn] , 

donde xi = χei   y e1, ..., en  es la base estándar de Zn. 

 
Ejemplo 3.1.15 Si e1, ..., en es una base del ret́ ıculo M, entonces M es generado por 

A = {±e1, ..., ±en} como un semigrupo af ı́n. Considerando a ti = χei , el anillo de 

polinomios de Laurent es 

C[M ] = C 
Σ
t±
1 

1, ..., t±
n 

1
Σ 

. 

El cual se puede verificar que es el anillo de coordenadas de T. 
 

 
Los anillos de semigrupos afines dan lugar a las variedades tóricas de la manera siguiente. 

Proposición 3.1.16   Sea S un semigrupo af́ın. Entonces: 
 

a) C [S] es un dominio integro finitamente generado como C- álgebra. 

b) Spec(C[S])  es una variedad tórica af́ın cuyo toro T tiene carácter reticular ZS, y si 

S = NA para un conjunto finito A ⊆ M , entonces Spec(C [S]) = YA. 
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Demostración. 

Parte a: Considere, A = {m1, ..., ms} lo cual implica que C[S] = C [χm1 , ..., χms ], en- 

tonces C[S] es finitamente generado. Por otro lado, desde que S ⊆ M , se tiene que 

C[S] ⊆ C[M ] por lo tanto C[S] es un dominio de integridad, según el Ejemplo 3.1.15. 

Parte b:  Usando A = {m1, ..., ms}, obtenemos el homomorfismo de C- álgebras 

π : C[x1, ..., xs] −→ C[M ] 

donde xi  −→ χmi  ∈ C[M ].  Esto se corresponde con el morfismo  φA : T  −→ Cs  el cual 

proviene de (3.6), es decir, π = (φA)∗ : C[x1, ..., xs] → C[T ] = C[M ].  Ádemas, el núcleo 

de π  es el ideal tórico I (YA);  la imagen de π  es C [χm1 , ..., χms ] = C[S], por lo tanto el 

anillo de coordenadas de YA es 

C[YA] = C[x1, ..., xs]/I (YA) 

= C[x1, ..., xs]/Ker(π) ≈ Im(π) = C[S]. 

Esto muestra que Spec(C[S]) = YA. Desde que S = NA lo cual implica que ZS = ZA, 

es decir que el toro de YA = Spec(C[S]) y tiene el ret́ ıculo de caracteres deseado, que es 

justamente lo que buscamos por la proposición 3.1.7. Q 

 

Ejemplo 3.1.17 Considere el semigrupo af́ ın S ⊆ Z generado por 2 y 3. Entonces 

S = {0, 2, 3, ...}. Para el estudio de los semigrupos de C[S] álgebras, usaremos 

C [YA] = C [x1, ..., xs] /I (YA) 

= C [x1, ..., xs] /Ker(π) ≈ Im(π) = C [S] , 

donde π es el homomorfismos de C- algebras 

π : C [x1, ..., xs] −→ C [M ] . 

Si consideramos el conjunto A =  {2, 3},  entonces φA(t)  =  (t2, t3)  y el ideal tórico es 

I(YA) = (x3 − y2); luego por el ejemplo (3.1.10) obtenemos 

C[S] = C[t2, t3] ≈ C [x, y] / (x3 − y2) 

y la variedad tórica YA es la curva x3 = y2. 
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n 

3.2 Puntos  reticulares  y  variedades  tóricas  proyectivas 
 

Nuestro estudio empezará con observar que Pn  es una variedad tórica 
 

T =   Pn \ V (x0...xn) = {(a0, ..., an) ∈ Pn; a0...an 0} 

=   {(1, t1, ..., tn) ∈ Pn; t1, ..., tn ∈ C∗} ≈ (C)n . 
 

Además,  que  la  acción  de  T  sobre  si  misma  claramente  se  extiende  a  una  acción  sobre 

Pn, haciendo a Pn  una variedad tórica.  Describiremos el ret́ıculo asociado a T, usando la 

secuencia exacta del toro 
 

1 −→ C∗  −→ (C∗)n+1 −
π
→ T  −→ 1 

que proviene de la definición de Pn.  Por lo tanto, el carácter reticular de T es 

Mn = 

.

(a0, ..., an) ∈ Zn+1; 
Σ

i=0 

ai = 0

Σ

 
 
, (3.7) 

 

y el ret́ıculo de un subgrupo de un parámetro es el cociente. 
 

Nn = Zn+1/Z(1, ..., 1). 

Puntos reticulares y variedades tóricas proyectivas:  Sea el toro T con los ret́ıculos 

M y N usuales. Considerando el conjunto finito A = {m1, ..., ms} ⊆ M que fue utilizado 

para  crear  la  variedad  tórica  af́ın  YA  como  la  clausura  de  Zariski  de  la  imagen  de  la 

función 
 

φA : T −→ Cs 

t −→ (χm1 (t), ..., χms (t)) . 

Para obtener la variedad tórica proyectiva, consideremos φA como una función en (C∗)s 

y haremos una composición con el homomorfismo π : (C∗)s −→ TPs−1   obteniendo 

T  −→ Cs  −→ TPs−1  ⊆ Ps−1. (3.8) 

Definición  3.2.1   Dado un conjunto finito A ⊆ M , la variedad  tórica  proyectiva 

XA es la clausura de Zariski en Ps−1  de la imagen de la función compuesta πoφA dada 
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2 

en (3.8). 

En concreto, XA es la clausura de Zariski de la imagen de la función 

T −→   Ps−1
 

t   −→ (χm1 (t), ..., χms (t)) . 

dado por los caracteres provenientes de A = {m1, ..., ms} ⊆ M . En particular si M = Zn, 

entonces χmi   serán los monomios de Laurent tmi   y XA es la clausura de la imagen de 

T −→ Ps−1
 

t −→ (tm1 , ..., tms ) . 

En la literatura, A ⊆ Zn a menudo se da como una matriz A con entradas enteras, de 

modo que los elementos de A son las columnas de A. 
Para mayor información sobre lo expuesto en este caṕıtulo revisar [2, pag.55]. 

 
 

3.3 Variedades afines normales 
 

Sea R un dominio de integridad con un cuerpo de fracciones K. Entonces R es normal,   

o ´ıntegramente cerrado, si cada elemento de K es integramente cerrado sobre R (lo que 

significa que es una ráız de un polinomio mónico en R [x]), en realidad se encuentra en 

R. Por ejemplo, cualquier DFU es normal. 
 
 

Definición  3.3.1.   Una variedad af́ın irreducible V es normal si su anillo de coorde- 

nadas C [V ] es normal. 

 
Ejemplo 3.3.2. Cn es normal ya que su anillo de coordenadas C [x1, ..., xn] es un 

DFU y por lo tanto normal. 

Veamos un ejemplo de una variedad af´ın no normal. 
 
 

Ejemplo 3.3.3. Sea C = V (x3–y2) ⊆ C2. Esta es una curva plana irreducible con 

una cúspide en el origen.  Es fácil ver que C [C] = C [x, y] / (x3 − y2).  Ahora, sea x  y y 

en C [C], entonces y/x ∈ C (C).  Un cálculo muestra que y/x ∈/  C [C]  y que (y/x)   = x. 
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En consecuencia C [C] y C no son normales. 

 
Proposición 3.3.4.  Una variedad af́ın irreducible regular V es normal. 

Demostración.  Ver [2, pag.7]. Q 
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Caṕıtulo 4 
 

4 Construcción de una variedad tórica Af́ın 

El objetivo de este caṕıtulo es mostrar el proceso de construir una variedad tórica af́ın, la 

cual asocia sucesivamente a un cono σ, en el espacio euclidiano Rn, su cono dual, en el 

dual del espacio euclidiano (Rn)∗, un monoide Sσ, una C- álgebra Rσ y finalmente una 

variedad algebraica Xσ. 

En  esta  primera  etapa,  introduciremos  la  definición  de  cono  y  cono  dual,  con  sus 

respectivas propiedades, la relación que guardan entre ellas y algunos ejemplos para dejar 

clara las ideas que posteriormente serán de utilidad en la construcción de una variedad 

tórica af́ın.  Finalmente concluimos esta primera etapa con la definición de un monoide 

asociado a un cono y sus propiedades. 

 
4.1 Conos 

 

Definición 4.1.1 Sea A = {v1, ..., vm} un conjunto finito de vectores en Rn, el conjunto: 

σ = {x ∈ Rn : x = λ1v1 + ... + λmvm, λi ∈ R, λi ≥ 0} 

se llama “cono  poliédrico  convexo”, el cual de ahora en adelante lo nombraremos 

solamente como cono. Los vectores {v1, ..., vm} son los generadores del cono y lo de- 

notaremos por σ = (v1, ..., vm). 

 
Observación 4.1.2 Si A = φ, entonces σ = {0} el cual se conoce como cono nulo. 
La  dimensión  del  cono  se  denotará  por  dim(σ),  y  es  la  dimensión  del  menor  espacio 

vectorial que contiene a σ, dicho de otro modo, es la dimensión del sub espacio vectorial 

R.σ = σ + (−σ). 

Observación 4.1.3 Un cono poliédrico convexo σ  es un cono porque si un punto x está 

en σ, entonces todo punto λx  con λ  real positivo está en σ.  Además, un cono σ  es un 

conjunto convexo porque para todo par de puntos x, y  en σ, cualquier combinación con- 

vexa λx + (1 − λ) y, λ ∈ [0, 1] está en σ. 
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Ejemplo 4.1.4   Conos en R2, donde {e1, e2} denotará la base canónica usual : 
 
 

 
 

Figura 5: Conos bidimensionales 
 

Observación 4.1.5 Del ejemplo 4.1.4, podemos notar que la dim (σ1) = 1 y dim (σ2) = 

dim (σ3) = 2. 

Ejemplo 4.1.6 Veamos también un ejemplo de cono σ  en R3, generado por 

σ  = (e1, e2, e3, e1 + e2 − e3), donde también consideraremos {e1, e2, e3} la base canónica 

usual en R3. 

 
 
 

 

Figura 6: σ = (e1, e2, e3, e1 + e2 − e3) 

 

Un ret́ıculo N en Rn  es un subgrupo de Rn  isomorfo a Zn, que genera el espacio vectorial 
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Rn. De ahora en adelante, denotaremos por N a un latice o ret́ ıculo isomorfo a Zn. Note 
que el ret́ıculo en mención N, es el mismo ret́ıculo que se desarrolla en el caṕıtulo 3. 

Definición  4.1.7  Un cono σ  es un cono  racional  si todos los generadores de dicho 

cono pertenecen a N. Un cono σ es fuertemente convexo si no contiene ninguna recta 

que pase por el origen, es decir, σ ∩ (−σ) = 0. 
Definicioń 

bilineal 

4.1.8   Sea (Rn)∗ = Hom (Rn, R)  el espacio dual de Rn   y (, ) la aplicación 

 
(, ) : (Rn)∗ × Rn −→ R 

(u, v) −→ (u, v) = u (v) 
 

El dual  de  un  cono σ̌  es definido como: 

 

σ̌ = {u ∈ (Rn)∗ : (u, v) ≥ 0, ∀v ∈ σ} 

Ejemplo 4.1.9 Veamos cuales son los conos duales de los conos del ejemplo 4.1.4. y 

ejemplo 4.1.6. Denotemos por e∗
1, e∗

2  la base dual de la base canónica de R2. 

 
 

 

 

 

Figura 7:  σ1 −→ σ̌1 
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Figura 8:  σ2 −→ σ̌2 

 

 
Figura 9:  σ3 −→ σ̌3 

 

(a) σ̌ = (e∗
1 , e∗

2 , e∗
3 , e∗

1  + e∗
2  − e∗

3) (b) σ = (e1, e2, e1  + e3, e2  + e3) 
 

Figura 10: σ̌ ←− σ 
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i=1 

Hui . 
i=1 

T 

Definicioń  4.1.10   Nombraremos cono  ortogonal al conjunto definido por: 

 

σ⊥ = {u ∈ σ̌ : (u, v) = 0, ∀v ∈ σ} 

Observacioń  4.1.11 Se cumple que σ⊥ = σ̌ ∩ (−σ̌). 
Demostración.  Por definición podemos decir que 

 
σ̌ ∩ (−σ̌)   =   {u ∈ (Rn)∗ : (u, v) ≥ 0, ∀v ∈ σ} ∩ {u ∈ (Rn)∗ : (u, v) ≤ 0, ∀v ∈ σ} 

=  {u ∈ (Rn)∗ : (u, v) = 0} = σ⊥. Q 

Lema  4.1.12 Todo  cono  σ  se  puede  definir  como  una  intersección  de  semiespacios. 

Cada elemento u ∈ (Rn)∗ define un semiespacio Hu = {v ∈ Rn : (u, v) ≥ 0} . De este 

modo, si {ui}
t 

es un conjunto de generadores de σ̌, entonces 
 

t 

σ = Hui = {v ∈ R : (ui, v) ≥ 0, ∀ui}. 
i=1 

 

Demostración.  Comprobamos la igualdad: 
 

• ⊆ Sea  v  ∈ σ,  entonces  (ui, v) ≥ 0  para  todo  ui,  por  definición  de 
Tt 

 
 
 
σ̌.   Entonces 

 
 

• ⊇ Sea v ∈ Rn con (ui, v) ≥ 0 para i = 1, ..., t. Tenemos que (λ1u1 + ... + λtut, v) ≥ 0 

para todo λi ≥ 0, luego v ∈ σ. Q 

Ahora veamos una propiedad no menos importante con respecto al dual del dual de σ. 

Observación 4.1.13  Recordemos que existe un isomorfismo canónico entre Rn  y (Rn)∗∗ 

dado por: 

φ : Rn −→ (Rn)∗∗ 

v −→   φ (v) : (Rn)∗ −→ R 

u −→ φ (v) (u) = u (v) 

Proposicioń  4.1.14 Dado un cono σ, entonces se tiene que σ̌ = σ. 

Demostración.  Veamos este resultado por doble inclusión, es decir, σ ⊆ σ̌  y σ ⊇ σ̌. 

• A consecuencia de la observación 4.1.13, y el isomorfisno canónico existente entre 

Rn e (Rn)∗∗, podemos decir que 

v ∈ 

n 
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i 

1≤i≤r 
i 

Hui con 
i=1 

σ̌ = {v ∈ Rn  : (u, v) ≥ 0, ∀u ∈ σ̌}. 
 

Luego,  si  v  ∈ σ,  entonces  (u, v) ≥ 0  para  todo  u ∈ σ̌ 

tanto σ ⊆ σ̌. 

por  definición  de  σ̌,  por  lo 

 

• Ahora,  sea  v  ∈ σ̌.   Veamos  que  si  v  ∈/ σ,  entonces  existe  u  ∈ σ̌ 
Tt 

tal que (u, v) < 
 

entonces existe ui  tal que v  ∈/  Hui , es decir, que (ui, v) < 0 con lo cual acabamos 
de hallar un u = ui lo que justamente se buscaba. Entonces debido al isomorfismo 

canońico  existente  entre  Rn   y  (Rn)∗∗,  tenemos  que  (ui, v)  <  0  en  consecuencia 

v ∈/ σ̌, finalmente σ̌ ⊆ σ. Q 

Dado un ret́ıculo N  ⊂ Rn, podemos definir su ret́ıculo dual M  = Homo (N, Z) ∼= (Zn)∗ ⊂ 

(Rn)∗.  Nuevamente hacemos hincapié que M es lo trabajado en el capitulo 3. 
Teorema  4.1.15 Si σ  es un cono racional, entonces σ̌ 

ret́ ıculo M ). 

Demostración.  Veamos dos casos que pueden ocurrir. 

es un cono racional (respecto al 

 

• Primer caso.  Veamos cuando, σ = {0}, entonces σ̌  = (Rn)∗ es un cono racional 

generado por la base canónica {e∗
1, ..., e∗

n}. 

• Segundo caso. Ahora veamos cuando, σ ƒ= {0}, sin perdida de generalidad pode- 

mos suponer que existen generadores de σ, vi no nulos, tal que vi ∈ N , 1 ≤ i ≤ r 
esto debido a que σ es un cono racional. 

 
Por otro lado, sea Hi el hiperplano {(u ∈ Rn)∗ : (u, vi) ≥ 0, } y H+ el semiespacio 

{(u ∈ Rn)∗ : (u, vi) ≥ 0, }; entonces σ̌ = 
T  

H+ por el Lema 4.1.12. 

Entonces por lo expuesto, bastará mostrar que existe una familia finita {uj : 1 ≤ j ≤ t} ⊂ 

M  tal  que  σ̌ 

ambiente. 
=  (u1, ..., ut)  por  inducción  sobre  la  dimensión  n  del  espacio  vectorial 

En efecto, para n = 1, consideramos tres casos: 
 

 

• Primer caso:  Cuando  σ  está  generado  por  vectores  de  la  forma  vi  ∈ N  ∩ R>0. 
Entonces todos los generadores serán proporcionales respecto de un factor estricta- 

∈/ σ, 0. Por el Lema 4.1.12, tenemos que σ = σ̌ = (ui, ..., ut). Si v 
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1 

+ 

 (u1, vj) = (u, vj) si j ƒ= k 

T 
H+ 

j j=1 k 

j j j j j,k 

1 1 sk sk i j j,k 

mente positivo, sin perdida de generalidad podemos elegir alguno de ellos como gen- 

erador del cono,  llamémoslo v1.  De esta forma,  σ̌  = {u ∈ R∗  : (u, vi) ≥ 0} = H+, 

el cual es un cono racional generado por e∗
1. 

• Segundo caso:  Similarmente,  si  σ  está  generado  por  vectores  de  la  forma  vi  ∈ 

N ∩ R<0, podemos deducir que σ̌ es cono racional generado por −e∗
1. 

• Tercer caso:  Ahora, si σ está generado por al menos un vector v1 ∈ N ∩ R>0 y al 

menos un vector v2 ∈ N ∩ R<0, entonces σ = R, por lo tanto σ̌ = {0} es un cono 
racional, que es justamente lo que se buscaba. 

 
Ahora veamos para el caso general n: 

Supongamos que sea válid.o para Σel caso n − 1. 

j k vectorial de dimensión n − 1.  Entonces por la hipótesis de inductiva, existe una familia 
finita de elementos 

.
ukΣsk ⊂ M  que generan τ  . 

 
Veamos ahora que σ̌  está generado por 

.
ukΣ

 
j,k ⊂ M , es decir, 

σ̌ = 

.
Σ

µkuk : µk ≥ 0

Σ 

= 
..

µkΣ Σ
 

 

Ahora, demostraremos esta igualdad por doble inclusión: 
 

• ⊆ ) Sea u ∈ σ̌, entonces (u, v) ≥ 0 para todo v ∈ σ.  Aqúı distinguimos dos casos: 

d Primer caso: Si existe v ∈ σ, v ƒ= 0, tal que (u, v) = 0, entonces existe un 

conjunto de ı́ndices I ⊆ {1, ..., r} tal que (u, vi) =  0,  para todo i  ∈ I  y 

(u, vj) > 0 para j ∈ {1, ..., r} \ I. Luego u ∈ Hi para todo i ∈ I y u ∈ Hj 

para j ∈ {1, ..., r} \ I. Por lo tanto, existe k ∈ I tal que u ∈ τk, es decir, 

u = µkuk + ... + µk  uk   con µk ≥ 0.  Aśı que, u ∈ 
..

ukΣ Σ
. 

d Segundo caso: Si (u, v) > 0 para todo v ∈ σ,v ƒ= 0. Entonces existe, k tal 
que (u, vk) > 0.  Por lo tanto es posible escribir u = ui + u2 donde: 

 (u1, vk)  = 0 

Enotnces, sea τk = Hk ∩ j , 1 ≤ k ≤ r, tenemos que τk es un cono en el espacio 

j 

j,k 
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 (u , v  )  =   (u, v )2
 k k i 

j j 

T 

• ⊇) Sea u ∈ uj , entonces u = j,k µj uj con µj ≥ 0. Luego, (u, v) = 

T 

 (u2, vj) = 0 si   j ƒ= k 

Entonces, u1 ∈ Hk, u2 ∈ Hj para j 

 
 

k y u1, u2 ∈ H+ para todo i = 1, ..., r. 

Luego u1 ∈ τk y u2 ∈ τj con j ƒ= k. Es decir, que u se puede expresar como 

combinación lineal convexa de los generadores de τk  y τj  para algún j ƒ= k. 
..  

k
Σ Σ ΣJ,k Σ k    k k 

ΣJ,k 
µk . uk, v

Σ
 
≥ 0 para todo v ∈ σ (dado que uj ∈ τk), aśı que u ∈ σ̌. Q 

 

Observación 4.1.16   Sin embargo, no se cumple que dado un cono σ  fuertemente con- 

vexo, su dual sea también fuertemente convexo. Por ejemplo, sea σ = (e1) en R2, tenemos 

que σ̌ = (e∗
1, e∗

2, −e∗
2) y σ̌ ∩ (−σ̌) = (e∗

2, −e∗
2). 

Lema 4.1.17. Sea σ un cono racional generado por los vectores {v1, ..., vr}, entonces 

σ̌ = τ̌i  donde τi = {τi = λvi : λ ≥ 0} es la semirrecta generada por el vector vi. 

Demostración.   Considerando  la  siguiente  observación,  mostraremos  la  igualdad  por 

doble inclusión; 
 

τ̌i = {u ∈ (Rn)∗ : (u, v) ≥ 0, ∀v ∈ τi} 

=   {u ∈ (Rn)∗ : (u, λvi) ≥ 0, ∀λ ≥ 0} 

= {u ∈ (Rn)∗ : (u, vi) ≥ 0} . 
 

En efecto, 
r 

• ⊇ Sea u ∈ τ̌i, esto es equivalente a que (u, vi) ≥ 0 para i = 1, ..., r.  Aśı que para 
i=1 

toda combinación lineal con coeficientes positivos de los vi tenemos 

(u, λ1v1 + ... + λrvr) ≥ 0 si λi ≥ 0.  Por lo tanto, u ∈ σ̌. 
 

• ⊆  Sea  u  ∈  σ̌,  por  definición  tenemos  que  (u, λ1v1 + ... + λrvr)  ≥  0  para  todo 

λ1v1 + ... + λrvr ∈ σ.  En particular,  tomando λi = 1 y λj  = 0 para todo j  ƒ= i,                                               

se tiene que (u, vi) ≥ 0. Similarmente repitiendo el mismo proceso para cada i, 
obtenemos lo buscado. 

Q 

j,k 
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Σr 

4.2 Caras 
 

En esta sección introducimos la definición de cara de un cono y algunas de sus propiedades. 

Definición 4.2.1. Sea σ  un cono y λ ∈ σ̌, entonces 

τ = σ ∩ λ⊥ = {v ∈ σ : (λ, v) = 0} 

es una cara de σ y τ ≺ σ identificara a una cara como parte de un cono. 
A las caras de dimensión uno se denomina aristas.  Por otro lado, podemos observar que 

el propio cono es cara de si mismo, basta tomar λ = 0 ∈ (Rn)∗. Igualmente, el vector 0 
constituye una cara de cualquier cono ya que está generada por el elemento λ = 

con σ̌ = (u1, ..., ur).  Una cara τ  de σ se denomina cara  propia del cono si, τ 

ui σ̌ 
i=1 

σ. 

Ejemplo 4.2.2. Sea el cono σ2 = (e1, e2), podemos determinar sus caras τ1 = (e1) = 

σ2 ∩ (e∗
2)⊥, τ2 = (e2) = σ2 ∩ (e∗

1)⊥ y sus caras no propias σ2 y 0. 
 
 

 

 

 

Figura 11: τ1, τ2 caras de σ2 

 
Veamos como determinar todas las caras del σ2, del ejemplo en mención.  Recordemos 

que el dual del σ2 es σ̌2 = (e∗
1, e∗

2), ahora consideremos λ = β1e∗
1 + β2e2

∗  ∈ σ̌2, β1, β2 ≥ 0 

y aplicando la definición obtenemos que 

τ = σ2 ∩ λ⊥ = {v = α1e1 + α2e2 ∈ σ2; (λ, v) = 0} 

=   {v = α1e1 + α2e2 ∈ σ2; (β1e∗
1 + β2e2

∗, α1e1 + α2e2) = 0} 

= {v = α1e1 + α2e2 ∈ σ2; β1α1 + β2α2 = 0, } , donde α1, α2 ≥ 0. 



47 
 

 

Veamos entonces todos los casos posibles: 

 

∗ Si β1 = β2 = 0 y α1, α2 ≥ 0 tenemos que v = α1e1 + α2e2 ∈ σ2 ∩ λ⊥ = σ2, esto 

implica que σ2 es una cara del σ2. 

 

∗ Si β1 = 0  y β2 ƒ= 0, entonces v = α1e1 + α2e2 ∈ σ2 ∩ (β2e∗
2)⊥ esto será posible, si 

solamente si, α2 = 0 y α1 ≥ 0, lo que implica que, τ1 = (e1) = σ ∩ (β2e∗
2)⊥ es una 

cara de σ2. 

 

∗ Si β1 ƒ= 0  y β2 = 0, entonces v  = α1e1 + α2e2 ∈ σ ∩ (β2e∗
1)⊥ esto será posible, si 

solamente si, α1 = 0 y α2 ≥ 0, lo que implica que, τ2 = (e2) = σ2 ∩ (β1e∗
1)⊥ es una 

cara de σ2. 

 

∗ Si β1 0  y β2 ƒ= 0, entonces β1α1 + β2α2 = 0  esto será posible, si solamente si, 

α1 = α2 = 0, lo que implica que, 0 = σ2 ∩ (β1e∗
1 + β2e∗

2)⊥ es una cara de σ2. 

Por lo tanto, acabamos de mostrar lo que en el ejemplo en mención se afirmó. 

Veamos algunas propiedades de las caras de un cono: 

Proposición 4.2.3. Sea σ  un cono racional, entonces: 

 
1. Toda cara de σ es un cono racional. 

 
2. Toda intersección de caras de σ  es una cara de σ. 

 
3. Toda cara de una cara de σ es una cara de σ. 

 
Demostración.  Sea σ un cono racional: 

 
1. Sea {v1, ..., vm} generadores de σ en N, λ ∈ σ̌  y τ  = σ ∩ λ⊥ = {v ∈ σ : (λ, v)} = 0. 

Entonces dado v ∈ τ , tenemos que v = µ1v1, ..., µmvm con µi ≥ 0, luego (λ, v) = 

µ1 (λ, v1) + ... + µm (λ, vm) = 0 y dado que (λ, vi) ≥ 0, se cumplirá que para cada 

i ∈ {1, ..., m} o bien ui = 0, o bien (λ, vi) = 0. 

Es decir, existe I ⊆ {1, ..., m} tal que: 
 
(λ, vi)  =   0, µi ≥ 0   si  i ∈ I 

 (λ, vi)   ƒ= 0, µi = 0 si   i ∈/ I 
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Σ
∈  ≥ 

T 

Σ 

T 

. Σ 

. Σ 

. Σ 

. Σ 

i 

i i 

 

Aśı,  tenemos  que  si v τ ,  entonces  v  = µivi  con  µi 0.  Es decir,  que τ  está 
i∈I 

generado por {vi : i ∈ I}, y por lo tanto, es un cono racional. 

2. Para mostrar el segundo enunciado, bastará con demostrar la siguiente igualdad: 

Tk   . 
σ ∩ λ⊥

i  
Σ
 
 
= σ ∩ 

.Σk 

λ 
Σ⊥ 

i=1 i=1 
 

En efecto veamos el doble contenido. 

• ⊆ Sea v ∈ 

 

k 
 
i=1 

.
σ ∩ λ⊥

i  
Σ
 ,  tenemos  que  v  ∈ σ  y  v  ∈ λ⊥

i     para  todo  i,  es  de- 
cir,  que  (λi, v)  =  0. Dado  que  la  aplicación  (, )  es  bilineal,  tenemos  que 

(λ1 + ... + λk, v) = 0, luego v ∈ σ ∩ 

.Σk 

λ 
Σ⊥  

como quer´ıamos ver. 

 
• ⊇ Sea v ∈ σ ∩ 

.Σk 

λ 
Σ⊥ 

i=1 

 

, tenemos que v ∈ σ y v ∈ 

.Σk 

λ 
Σ⊥  

, es decir, que 
.Σk Σ i=1 i=1 

 
 

que 
k 

 
i=1 

(λi, v) = 0.  Dado que v  ∈ σ  y λi  ∈ σ̌,  tenemos que (λi, v) ≥ 0 luego 
debe ser (λi, v) = 0 y aśı tenemos que v  ∈ σ  y v  ∈ λ⊥

i    para todo i, es decir, 

que v ∈ 
k 

 
i=1 

.
σ ∩ λ⊥

i  
Σ
. 

3. Por  último,  sea  τ  =  σ ∩ λ⊥ y  γ  =  τ  ∩ λj⊥  con  λ  ∈ σ̌ 
demostración en dos etapas: 

y λj 
∈ τˇ. Ejecutemos la 

 

•  Primera etapa:   probemos  que  existe  un  número  real  positivo  p  suficiente- 
mente  grande,  tal  que  λj  + pλ  ∈ σ̌.   En  efecto,  supongamos,  por  reducción 

al  absurdo,  que  λj  + pλ  ∈/  σ̌  para  todo  p  ∈ R>0.   Entonces,  
.
λj  + pλ, v

Σ  
= 

.
λj , v

Σ 
+ p (λ, v) < 0 para algún v ∈ σ; entonces tenemos dos casos. 

d Si (λ, v) = 0, entonces existe p > 0 tal que p (λ, v) > .
.
λj , v

Σ., esto implica 

que   λj  + pλ, v   ≥ 0, lo que va en contra de la hipótesis. 

d  Si  (λ, v) =  0, tenemos que λj , v < 0 y que v ∈ σ ∩ λ⊥ = τ , es decir, 

λj , v ≥ 0, que no es posible. 

•  Segunda etapa:   bastará  con  mostrar  que  γ   =  σ  ∩   λj  + pλ  ⊥;  en  fecto, 
mostremos esta igualdad por doble inclusión. 

λi, v 
i=1 

= 0 y nuevamente por la bilinealidad de la aplicación (, ), tenemos 

i 
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. Σ⊥jconcluimos que v ∈ σ ∩  λ  + 

pλ . 

 (λ, v )i 

 .  j Σ
λ , 

vj 
≥ 

. Σ 

. Σ . Σ 

. Σ . Σ . Σ 

. Σ . Σ 

Sea v ∈ σ ∩ λ + pλ , tenemos que v ∈ σ, luego v = µivi con µi 0. 
i=1 

d  ⊆ Sea v ∈ γ, por definición vemos que γ = τ ∩ λj⊥  = σ ∩ λ⊥ ∩ λj⊥, luego 

v  ∈ σ, 
.
λj , v

Σ 
0 = 0.   Por  tanto,  

.
λj , v

Σ 
+ p (λ, v) = 

.
λj  + pλ, v

Σ 
= 0  y 

d ⊇ Sean {v1, ..., vm} los generadores de σ ordenados de forma que los s 

primeros sean generadores de τ y los r primeros sean generadores de γ 

(r ≤ s), tenemos que: 

 
(λ, vi) 

 

.
λj , vj

Σ
 

.  j Σ⊥ Σm 
 

Como v ∈ λj  + pλ ⊥, vemos que λj  + pλ, v = 0 y desarrollando esta 

desigualdad,  λj  + pλ, v = µ1 λj , v1  + ... + µm  λj , vm  + pµ1 (λ, v1) + 

... + pµm (λ, vm) = µr+1  λj , vr+1 + ... + µm  λj , vm  + pµs+1 (λ, vs+1)+ ... + 

µm (λ, vm) = 0. Llegamos a que µi = 0 para i ∈ {r + 1, ..., s, s + 1, ..., m}. 

Por tanto, (λ, v) = 0 y  λj , v  = 0, aś ı  que v ∈ λ⊥ y v ∈ λj⊥. Con esto ya 

podemos concluir que v ∈ 
.
σ ∩ λ⊥

Σ 
∩ λj⊥ = τ ∩ λj⊥ = γ. 

Por  lo expuesto se muestra que γ  es una cara  de σ. Q 

 
Observación  4.2.4.  Notemos que de la demostración del punto (1) de la Proposición 

4.2.3, hemos deducido que dados los generadores {v1, ..., vm} de un cono σ, los gener- 

adores de cualquier cara τ  = σ ∩ λ⊥, λ ∈ σ̌  de σ  serán aquellos vi  tales que (λ, vi) = 0. 

Proposición 4.2.5. Si τ  ≺ σ, entonces σ̌ ⊂ τ̌ . 

Demostraćıon.  Considere u ∈ σ̌, por definición se tiene que (u, v) ≥ 0 para todo v ∈ σ, 

luego (u, w) ≥ 0 para todo w ∈ τ ≺ σ, entonces, u ∈ τ̌ . 

Q 

Observación  4.2.6. Sin embargo, no siempre es cierto que si τ  ≺ σ, entonces σ̌ ≺ τ̌. 

Por ejemplo, si considera en R2 la cara τ = (e1) del cono σ = (e1, e2). Efectivamente, 

σ̌ = (e∗
1, e∗

2) está contenido en τ̌  = (e∗
1, e∗

2, −e∗
2), pero σ̌ no es cara de τ̌ porque no existe 

= 0 si ∀i ≤ s 
> 0 si ∀i > s 
= 0 si ∀j ≤ r 
> 0 si ∀j > r 
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. Σ 

T T 

λ ∈ τ̌  = τ  tal que σ̌ = λ ∩ τ̌ . 

 
Veamos algunos resultados de vital importancia para el final de esta sección. 

Observación 4.2.7.  Si σ = σ1 + σ2, entonces σ̌ = σ̌1 ∩ σ̌2. 

Demostraćıon.  Considere {v1, ..., vr} y {w1, ..., ws} generadores de los conos σ1 y σ2 re- 

spectivamente.  Entonces si, σ = σ1+σ2, tenemos que σ̌ = {u ∈ (Rn)∗ : (u, v) ≥ 0, ∀v ∈ σ}. 

Por lo tanto sea τi = {λvi : λ ≥ 0} y γj = {λwi : λ ≥ 0}, y en virtud del Lema 4.1.17, 
r s 

tenemos que σ̌ = τ̌i ∩ γ̌i = σ̌1 ∩ σ̌2. 
i=1 i=1 

Q 

Observación 4.2.8. Si σ = σ1 ∩ σ2, entonces σ̌ = σ̌1 + σ̌2. 

 

Veamos ahora el siguiente resultado sobre el cálculo de la dimensión de σ̌. Proposición 

4.2.9. Sea σ  un cono en Rn, entonces dim (σ̌) = codim (σ ∩ (−σ)). 

Demostración.   Tengamos  presente  que,  por  definición,  dim (σ̌)  =  dim (σ̌ + (−σ̌));  y 
 ̌

gracias  a  la  observación  4.2.8,  σ̌ + (−σ̌)  =  (σ ∩ (−σ)). Por  otro  lado,  tenemos  que 

(σ ∩ (−σ))ˇ = (σ ∩ (−σ))⊥ ya que v ∈ σ ∩ (−σ), es decir, que −v ∈ σ ∩ (−σ), luego 

cualquier elemento u ∈ (σ ∩ (−σ))ˇ cumple que (u, v) ≥ 0 y (u, −v) ≥ 0, es decir, (u, v) = 

0, luego u ∈ (σ ∩ (−σ))⊥.  Aśı, dim (σ̌) = dim   (σ ∩ (−σ))⊥   = codim (σ ∩ (−σ)). 

Q 

Proposición 4.2.10. Si τ  = σ ∩ λ⊥, con λ ∈ σ̌, es una cara de σ, entonces: 

τ̌  = σ̌ + R≥0 (−λ) . 
 

Demostración.  Para esta ocasión solo bastará con demostrar que los duales de ambos la- 

dos coincidan.  Ahora bien tenemos que, τ̌  = τ y por (σ̌ + (−λ))ˇ = σ∩(−λ)
ˇ = σ∩λ⊥ = τ . 

Veamos que ocurre con la segunda igualdad y con ello concretaremos la demostración. 

Sea  v  ∈ σ ∩ (−λ)ˇ,  entonces  (−λ, v) ≥ 0  pues  v  ∈ (−λ)  ̌ y,  dado  que  (λ, v) ≥ 0  porque 

v ∈ σ, se tiene que (λ, v) = 0.  Ahora bien, si v ∈ σ ∩ λ⊥ entonces (λ, v) = 0, que también 

implica (−λ, v) = 0 entonces v ∈ σ ∩ (−λ)ˇ. 

Q 
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Ejemplo  4.2.11.   Sea  el  cono  σ2  =  (e1, e2);  cuyo  cono  dual  es  σ̌2  =  (e∗
1, e∗

2).   Con- 

siderando  una  cara  τ  =  (e2)  =  σ ∩ (e∗
1)⊥  del  cono  σ2,  tendremos,  por  la  proposición 

anterior, que τ̌  = σ̌2 + (−e∗
1) = (e∗

1, −e∗
1, e∗

2). 

 

 
 

Figura 12: τˇ dual de una cara de σ2. 
 

Ejemplo 4.2.12  Sea el cono σ = (−e1 − e2, e2); cuyo cono dual es σ̌ = (−e∗
1, −e∗

1 + e∗
2). 

Considerando una cara τ  = (e2) = σ ∩ (−e∗
1)⊥ del cono σ, tendremos por la proposición 

anterior que τ̌  = σ̌ + R≥0 (e1) = (−e∗
1, −e∗

1 + e∗
2, e∗

1) = (−e∗
1, e∗

1, e∗
2). 

 

 
Figura 13: Dual de una de las caras de σ = (−e1 − e2, e2) . 
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Definición 4.2.13.  El interior relativo σ̇  de un cono σ es el conjunto de elementos de 

σ que no pertenecen a ninguna cara estricta de σ, es decir, 

σ̇  = 
.

v ∈ σ : (λ, v) > 0, ∀λ ∈ σ̌ \ σ⊥
Σ
. 

 

Este conjunto es siempre no vac´ıo. En particular, el cono {0} es igual a su interior 
relativo. 

Observación  4.2.14. El  interior  relativo  σ̇   de  un  cono  σ  coincide  con  el  interior 

topológico de σ  para la topoloǵıa usual del subespacio vectorial que lo genera. 
 
 

Definición  4.2.15. La unión de las caras estrictas de σ, σ \ σ̇ , se denomina borde 

relativo de σ. 

 

Proposición  4.2.16. Dado un cono σ,  se tiene que un elemento v  ∈ σ  está en su 

interior relativo σ̇ si, y solo si, σ̌ ∩ v⊥ = σ⊥. 

Demostración.  Mostraremos  este  resultado  por  doble  contenido,  en  efecto  veamos  la 

primera implicancia. 

 
 

→  Por otro lado, aqúı también debemos mostrar otra doble inclusión.  En efecto, 

⊆ •  Sean v  ∈ σ  y u ∈ σ̌,  la igualdad (u, v) = 0 implica que u ∈ σ⊥ si,  y solo si, 

v  ∈ σ̇ ,  ya  que  si  v  ∈ σ̇ ,  entonces  (u, v) >  0  para  todo  w  ∈ σ̌ \ σ⊥,  luego  si 

(u, v) = 0, entonces u ∈ σ⊥. 

⊇ • Para el otro contenido, si u ∈ σ⊥, entonces (u, x) = 0 para todo x ∈ σ. 

Tenemos,  por  hipótesis,  que  (u, v) =  0  ya  que  u  ∈ σ⊥,  luego  (w, v) >  0  si 

w ∈ σ̌ \ σ⊥, aśı que v ∈ σ̇ .  Para culminar esta parte, veamos que dado v ∈ σ, 

se cumple que v ∈ σ̇  si, y solo si, σ̌ ∩ v⊥ = σ⊥. 
 

• Entonces nuevamente otra doble implicancia, en efecto; 

• Para la implicación directa, sabemos que para todo v ∈ σ  siempre se verifica 

que σ⊥ ⊆ σ̌ ∩ v⊥. 
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. Σ 

• Para la implicación, Veamos que si v ∈ σ̇ , entonces se tiene la otra contención. 

Si u ∈ σ̌ ∩ v⊥, entonces (u, v) = 0, luego u ∈ σ⊥ por la observación anterior. 

←  Para la implicación rećıproca, consideramos w ∈ σ̌ \ σ⊥ y tenemos que (w, v) > 0 

porque w ∈/ v⊥, luego v ∈ σ̇ . 

Q 

Observación 4.2.17.  Recuerde que si, f  : X −→ Y  una aplicación suprayectiva y sean 

g, h : Y −→ Z tales que gof = hof . Entonces g = h. 

 
Por  último,  mostremos  la  existencia  de  una  biyección  entre  las  caras  de  un  cono  y  las 

caras de su cono dual. 

Teorema 4.2.18.  Si τ  < σ, entonces σ̌∩τ ⊥ es una cara de σ̌ con dim(τ ) + dim  σ̌ ∩ τ ⊥  = 
n. Esto nos da una biyección, con inversión de orden, entre las caras de σ y las caras de 

σ̌. 

Demostración.  En efecto, la prueba de este teorema se desarrollara en dos partes: 
 

•  En primer lugar mostraremos que si τ  < σ, entonces σ̌ ∩ τ ⊥ < σ̌. 

Recordemos antes que las caras de σ̌ son conos de la forma σ̌ ∩ τ ⊥ con v ∈ σ̌ ∩ N  = 

σ ∩ N . 
Ahora bien, sea v contenido en el interior relativo de τ , tenemos que: 

 
σ̌ ∩ τ ⊥ = σ̌ ∩ τ̌  ∩ v⊥ = σ̌ ∩ τ ⊥. 

Estas igualdades se deben al hecho de que τ  < σ, entonces σ̌ ⊂ τ̌  por la proposición 

4.2.5;  y  como  v  ∈ τ̇ ,  se  tiene  que  τ̌  ∩ v⊥ =  τ ⊥ por  la  Proposición  4.2.16.  Por  lo 

tanto σ̌ ∩ τ ⊥ es una cara de σ̌. 

•  En la segunda parte, demostraremos que se verifica la siguiente igualdad para las 

dimensiones, dim(τ ) + dim
.
σ̌ ∩ τ ⊥

Σ 
= n. Con ello concluimos la prueba, veamos. 

∗ Consideramos la dim(σ) = p ≤ n y dim(τ ) = q ≤ p. 

∗ Por otro lado, tenemos que si, τ ⊥ = τ̌ ∩ (−τ̌), entonces σ̌ ∩ τ ⊥ = σ̌ ∩ τ̌ ∩ (−τ̌) = 

τˇ ∩ (−τˇ). 
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∗ Ahora bien, ya podemos hacer la siguiente sustitución 

dim
.
σ̌ ∩ τ ⊥

Σ
= dim(σ̌ ∩ (−τ̌))= dim

.
(σ + (−τ ))

Σ̌ 
por la observación 4.2.7. 

∗ Por ultimo, en virtud de la Proposición 4.2.9, 

dim (σ + (−τ ))ˇ  = codim((σ + (−τ )) ∩ ((−σ) + τ )) = codim(τ + (−τ )) = 

n − q. Q 

Esta construcción nos da una biyección, con inversión de orden, entre las caras de σ y las 

caras de σ̌.  Vamos a denotar por H a dicha biyección, de forma que H es la aplicación: 

H : {Caras de σ}   −→   {Caras de σ̌} 

τ −→   τ ∗ = σ̌ ∩ τ ⊥ 
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≤ ≤ 

∈ ∩ 

con vi ∈ σ ∩ N y considere el conjunto K = tivi, 0 ti 1 
i=1 

Σk 

rivi K N , se tiene justamente lo que se 
i=1 

4.3 Monoides 
 

Definición  4.3.1.  Un semigrupo, es decir, un conjunto no vaćıo S con una operación 

interna asociativa +, se llama monoide si es conmutativo, posee elemento neutro 0 y 

cumple la ley de simplificación: 

s + t = sj + t −→ s = sj para s, sj , t, ∈ S 

Lema 4.3.2. Si σ es un cono, entonces σ ∩ N es un monoide. 

Demostración. 

Dado que (0, ..., 0) ∈ σ ∩ N ⊂ Rn, se tiene que σ ∩ N es un conjunto asociativo, 
conmutativo y posee elemento neutro y posee elemento neutro. 

Ahora bien, en cuanto a la ley de simplicación, dados dos elementos (x1, ..., xn) y (y1, ..., yn) 

en σ ∩ N , para cualquier elemento (z1, ..., zn) ∈ σ ∩ N que cumpla (x1 + z1, ..., xn + zn) = 

(y1 + z1, ..., yn + zn), tenemos que xi = yi para i = 1, ..., n.  Luego, también se cumple la 

ley de simplificación. 

Q 

Definición 4.3.3.   Un monoide S es finitamente generado si existen elementos a1, ..., ak ∈ 

S tales que para todo s ∈ S se tiene que s = λ1a1 + ... + λkak con λi ∈ Z≥0. 

Los elementos a1, ..., ak se llaman generadores del monoide. Un sistema de generadores es 

mı́nimo si ninguno de sus elementos está generado por el resto de elementos del sistema. 

Lema 4.3.4 (Lema de Gordon). Si σ es un cono racional, entonces σ ∩ N es un 

monoide finitamente generado. 

Demostración.  Sea A = {v1, ..., vk} un conjunto de generadores de σ un cono racional, 
Σk 

 

que N es discreto, tenemos que K ∩ N  es finito. 

Ahora bien, veamos que K∩N genera σ∩N . Sea v ∈ σ∩N , entonces v = λ1v1+...+λkvk = 
(n1 + r1) v1 + ... + (nk + rk) vk = n1v1 + ... + nkvk + 1. 

Σk 

 
 
i=1 

rivi con ni ∈ Z≥0 y 0 ≤ ri < 1. 

 
 
 

Q 

Notación  4.3.5. A partir de ahora, denotaremos Sσ  =  σ̌ ∩ M .  Donde  M  denota  el 

que es compacto, dado 

Entonces dado que vi ∈ K ∩ N y que 
buscaba. 
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3 

2 

reticulo dual de N. 

A continuación presentamos una serie de ejemplos de monoides obtenidos a partir de los 

conos del ejemplo 4.1.4. 

Ejemplo 4.3.6. En R2 consideramos el cono σ3 = (2e1 − e2, e2) y hallemos Sσ . En 

este ejemplo Sσ3 , marcado con los puntos grandes, no está generado por los vectores que 

generan σ̌3 =  ((e∗
1, e∗

1 + 2e∗
2)) sino que hay que añadir el vector e∗

1  + e∗
2  al conjunto de 

generadores de Sσ3 . Sin embargo, el lema de Gordon garantiza que el conjunto de gen- 

eradores es finito y, si seguimos la demostración del lema de Gordon, basta con elegirlos 

de entre los vectores contenidos en el conjunto K definido en la demostración. 

 
 

 

 
 

Figura 14:  Sσ3   = (e∗
1, e∗

1 + 2e∗
2, e∗

1 + e∗
2) 

 

Ejemplo 4.3.7. En R2 consideramos el cono σ2 = (e1, e2) y hallamos Sσ . 
 

 
Figura 15:  Sσ2   = (e∗

1, e∗
2) 
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1 

Vemos en este caso que Sσ2   śı está generado por los vectores que generan σ̌2 = (e∗
1, e∗

2). 

Ejemplo 4.3.8. En R2  consideramos el cono σ1  =  (e1) y hallamos Sσ . Entonces 

veremos también en este ejemplo que Sσ1 ,  está generado por los vectores que generan 

σ̌1 = (e∗
1, e∗

2, −e∗
2). 

 
 
 

 

 

 

Figura 16:  Sσ1   = (e∗
1, e∗

2, −e∗
2) 

 

Proposición  4.3.9.  Sea σ  un cono racional y τ  = σ ∩ λ⊥ una cara de σ, con λ ∈ Sσ, 

entonces: 
 

Sτ = Sσ + Z≥0 (−λ) 

Demostración.  La prueba es directa, ya que, intersecando ambos miembros de la igual- 

dad de la Proposición 4.2.10 con M  = (Zn)∗; se obtiene el resultado deseado. 

Q 

Observación  4.3.10.     Tenga presente que si, σ  es un cono fuertemente convexo, en- 

tonces el monoide σ ∩N  tiene un único sistema mı́nimo de generadores. Esta observación 

será de utilidad en secciones posteriores. 
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Σ 

1 n 

4.4 Variedades  tóricas  afines 
 

A lo largo de las secciones anteriores hemos determinado herramientas necesarias para la 

construcción de una variedad tórica af́ın, en esta parte vamos a construir a partir de los 

monoides ya definidos anteriormente, álgebras sobre el cuerpo de los números complejos; 

y por último  de  estas álgebras  mediante  uso  de  las  herramientas  desarrolladas  en  el 
 

caṕıtulo 1, 2 y 3;  llegaremos a la definición de una variedad tórica af́ın generada desde un 

cono. 

 
4.4.1 Polinomios de Laurent 

 

Denotemos por C[z, z−1] = C[z1, ..., zn, z1
−1, ..., zn

−1] el anillo  de  polinomios  de  Lau- 

rent. Escribiremos un monomio de Laurent de la forma λzα = λzα1 ...zαn con λ ∈ C∗
 

y α = (α1, ..., αn) ∈ Zn.  El siguiente paso para definir variedades tóricas está basado en 

el siguiente isomorfismo entre el grupo aditivo Zn y el grupo multiplicativo de monomios 
mónicos de Laurent: 

 

θ : Zn → θ (Zn) ⊆ C [z, z−1] 
α = (α1, ..., αn) ›→ zα = zα1 ...zαn 

1 n 
 

Veamos que θ es un isomorfismo de Zn en θ (Zn). 
 

• θ es homomorfismo de grupos. Sean α = (α1, ..., αn) ∈ Zn y β = (β1, ..., βn) ∈ Zn, 
tenemos que: θ (α + β) = θ (α1 + β1, ..., αn + βn) = zα1+β1 ...zαn+βn = zα.zβ 

1 n 
 
 

• θ es inyectiva. Directamente, si θ (α1, ..., αn) = zα1 ...zαn = zβ1 ...zβn = θ (β1, ..., βn) 

entonces αi = βi, i ∈ {1, ..., n} 

1 n 1 n 

 
• θ es suprayectiva porque el recorrido de la aplicación es la imagen del dominio por 

θ. 
 

Definición  4.4.1.1  El soporte de un polinomio de Laurent f  = finita λaza  se define 

por: 
 

supp (f ) = {a ∈ Zn : λa ƒ= 0} . 
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Observación  4.4.1.2  Note  que  dados  f, g  ∈  C[z, z−1],  tenemos  que  supp (f ± g)  ⊂ 

supp (f ) ∪ supp (g)  y supp (f.g) ⊂ supp (f ) + supp (g).  Además, dado λ ∈ C∗, se tiene 

que, supp (1) = {(0, ..., 0)} y supp (λ.f ) = supp (f ) 
Proposición 4.4.1.3   Para un cono racional σ, el anillo 

 

Rσ = {f ∈ C [z, z−1] : supp (f ) ⊂ Sσ} 

es un álgebra monomial finitamente generada, es decir, es una C-álgebra generada por 

monomios de Laurent. 

Demostración.  Por la observación anterior se tiene que Rσ  es cerrada con respecto a la 

suma, producto de polinomios de Laurent y con respecto al producto por un escalar en C.  

Por lo tanto Rσ  es un C-álgebra. 

Ahora solo bastara con mostrar que Rσ es finitamente generado.  Sabemos que existen 

v1, ..., vn  ∈ Sσ  que  generán  Sσ,  por  el  lema  de  Gordan.   Dada  la  biyección  θ  entre  Zn 

y θ (Zn), tenemos que dado x ∈ Sσ, x = λ1v1 + ... + λnvn, λi ∈ Z≥0, entonces θ (x) = 

(zv1 )λ1  ... (zvn )λn .  Es decir, que cualquier monomio zx ∈ Rσ está generado por zv1 , ..., zvn . 

Q 

Observación  4.4.1.4   En la siguiente sección denotaremos C [ξ]  =  C [ξ1, ..., ξk]  como 

el anillo de polinomios en k variables sobre C. En base a la teoŕ ıa y resultados de 

geometŕ ıa algebraica, podemos definir la topolog ı́a de Zariski sobre el conjunto de ideales 

maximales de R (R un anillo conmutativo), Spec (R), tomando como conjuntos abiertos 

los complementarios de los conjuntos algebraicos V (a) donde a es un ideal de R; en 

consecuencia tenemos el homeomorfismo: 

V  ∼= Spec (RV ) , 

es decir, que cada C-álgebra finitamente generada determina una variedad compleja af́ın 

Spec (R). Si elegimos generadores de R, la C-álgebra se puede escribir como C [ξ1, ..., ξk] /I 

donde I es un ideal. Entonces Spec (R) se puede identificar con la subvariedad V (I) de 

Ck. 

A continuación describimos cómo se construye la variedad tórica af́ın asociada a un cono 

racional. 
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4.4.2 Variedad tórica af́ın 

 
Definición  4.4.2.1   La variedad  tórica  af́ın  correspondiente al cono racional σ  es 

Xσ = Spec (Rσ). 

Dado que la definición de variedad tórica es demasiado abstracta para poder manejarla, 

nos  interesa  buscar  una  representación  de  la  misma  en  un  espacio  af́ın  Ck   adecuado. 

Estas  representaciones  geométricas  se  obtienen  introduciendo  coordenadas,  que  se  cor- 

responden  con  una  elección  de  generadores  de  Sσ.   El  homeomorfismo  V   ∼=  Spec (RV ) 

muestra  cómo  podemos  representar  Rσ  como  un  anillo  coordenado  de  varias  maneras, 

según cómo elijamos los generadores de Sσ  .  Diferentes elecciones dan diferentes repre- 

sentaciones de la variedad af́ ın torica Spec (Rσ) en distintos espacios complejos Ck. En 

adelante, denotaremos Xσ a alguna de esas representaciones, ya que todas son homeomor- 

fas.Vamos a ver como se construyen dichas variedades a través de un ejemplo, para luego 

dar el caso general.  Por último, veremos cómo dar la representación que hemos esbozado. 
 
 

Ejemplo  4.4.2.2   Tomamos el cono σ3  =  (e2, 2e1 − e2).  Sea a1  =  e∗
1,  a2  =  e∗

1  + e∗
2 

y a3 = e∗
1 + 2e∗

2  el sistema de generadores de Sσ3 .  Por el isomorfismo θ, tienen una cor- 

respondencia con los monomios de Laurent u1 = z1, u2 = z1z2 y u3 = z1z2. La C-álgebra 

Rσ se puede representar por: 

 

Rσ3 = C [u1, u2, u3] = C [ξ1, ξ2, ξ3] /Iσ 

donde la relación a1 + a3 = 2a2 nos proporciona la relación entre coordenadas u1u3 = u2. 
2 

El ideal Iσ3   estará generado por la relación ξ1ξ3 = ξ   y la variedad tórica correspondiente 

al cono σ3 está representada en C3  por el cono cuadrático: 
 

Xσ = V (Iσ ) = {x = (x1, x2, x3) ∈ C3 : x1x3 = x2} . 
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Σ Σ 

 
 

Figura 17: Xσ = V (Iσ) = (x1x3 − x2) 

Observación 4.4.2.3   En el caso general, el procedimiento es similar. Sean {a1, ..., ak} 
un sistema de generadores de Sσ cada uno de ellos escritos de la forma ai = (a1, ..., an) ∈ 

i i 
a a1 an S . Por el isomorfismo θ, obtenemos los monomios de Laurent u = z i = z i ...z i 

σ 

representar por: 

i 1 n 

 

Rσ = C [ξ1, ξ2, ξ3, ..., ξk] /Iσ 
 

para un ideal Iσ que determinamos de la siguiente forma. Expresamos las relaciones 

entre los generadores de Sσ de la forma: 

k k 
vjaj = µjaj, con µj, vj ∈ Z≥0 

j=1 j=1 
 

de donde obtenemos, gracias al isomorfismo θ, las relaciones monomiales: 

 
(za1 )v1 ... (zak )vk = (za1 )µ1 ... (zak )µk

 

 

con z ai = z a1 i ...z an i , es decir, las relaciones: 
1 n 

 
uv1 ...uvk  = uµ1 ...uµk

 
1 k 1 k 

 
entre las coordenadas y finalmente las relaciones binomiales: 

 

ξv1 ...ξvk = ξµ1 ...ξµk
 (4.9) 

1 k 1 k 
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que generan Iσ. 

Ahora podemos construir representaciones de variedades tóricas como sigue: 

Teorema 4.4.2.4 Sea σ un cono racional en Rn y A = (a1, ..., ak) un sistema de gen- 

eradores de Sσ, la correspondiente variedad tórica Xσ  está representada por la variedad 

af́ın V  (Iσ) ⊂ Ck   donde Iσ  es un ideal de C [ξ1, ..., ξk] generado por un número finito de 

relaciones binomiales de la forma (4.9) correspondientes a las relaciones entre los gener- 

adores de Sσ. 

Demostración.  Ver [1, pag.12]. Q 

Veamos ahora que dadas dos representaciones de una variedad tórica, existe un cambio de 

coordenadas entre ellas que nos permite manejar cualquiera de ellas sin que cambien las 

propiedades de la variedad. 

 
Ejemplo 4.4.2.5 Consideremos el cono σ = {0}, el cono dual será σ̌ = (Rn)∗. Podemos 

elegir diferentes sistemas de generadores de Sσ, por ejemplo: 

{e∗
1, ..., e∗

n, −e∗
1, ..., −e∗

n} 

tendremos que Rσ  será la C-álgebra: 

Rσ = C 
Σ
z1, ..., zn, z1

−1, ..., zn
−1

Σ 
= C [ξ1, ..., ξ2n] /Iσ 

 
donde  

Iσ = C [ξ] (ξ1ξn+1 − 1) + ... + C [ξ] (ξnξ2n − 1) 
 

luego, Xσ = V (ξ1ξn+1 − 1, ..., ξnξ2n − 1). Para n = 1, la variedad obtenida es una 

hipérbola compleja con aśıntotas en los ejes ξ1  =  0  y ξ2  =  0.  Se puede proyectar de 

forma biyectiva sobre el eje ξ2 = 0 obteniendo C∗. Del mismo modo, para el caso general, 

tenemos que Xσ es homeoforma a 

T = {(z1, ..., zn) ∈ Cn : zi ƒ= 0, i = 1, ..., n} = (C∗)n 

usando la proyección C2n  → Cn  en las primeras n coordenadas. 
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>0 

n 1 n 

i i 

i t i ...t i 

luego ti 
i ƒ=  0  para  todo  i,  j.   De  aqúı,  t1

i ...t  i 0, luego t i ...t i ∈ C , aśı que 

Observación  4.4.2.6 Recordemos  que  el  conjunto  T   =  (C∗)n  se  llama  n-toro  al- 

gebraico complejo. 

 
 

Observación 4.4.2.7   Tenemos que el n-toro algebraico complejo cumple las siguientes 

propiedades: 

1. T incluye al toro real ya que T  ∼= (S1)n  
× (R )n. 

2. T es cerrado como subconjunto de C2n, pero no lo es como subconjunto de Cn. 

Observación  4.4.2.8. Sean τ1 y τ2 dos topoloǵıas definidas sobre X tales que τ1 ⊆ τ2, 

entonces para cualquier A ⊂ X se cumple que Aτ2 ⊆ Aτ1 . 

 
Proposición 4.4.2.9.  Sea σ un cono racional en Rn, la variedad tórica af́ın Xσ contiene 

al toro T = (C∗)n como un subconjunto abierto de Zariski denso. 

Demostración.  Considere A = {a1, ..., ak} el conjunto de generadores del monoide Sσ 

y sea V  (Iσ) ⊂ Ck  una representación de Xσ.  Sea también ai = (a1, ..., an) ∈ Zn  y t ∈ T 

con t = (t1, ..., tn) ∈ (C∗)n . Ádemas que, el embebimiento h : T  ‹→ Xσ  está definido de 
la manera siguiente: 

 

 
 
 

donde ta = a
 

h : T = (C∗)n −→   Xσ ⊂ Ck (4.10) 

t = (t1, ..., tn) −→ (ta1 , ..., tak ) , 
an   

∈ (C∗)n.  Entonces vamos a mostrar que h es una biyección de (C∗)n 
1 n 

en Xσ ∩ (C∗)k. 
 

• Está bien definida. Sea  t  =  (t1, ..., tn)  ∈  T ,  tenemos  que  ti  ƒ=  0  para  todo  i, 
aj a1 an a1 an 

∗
 

 

(ta1 , ..., tak ) ∈ (C∗)k y, dado que a1, ..., ak generan Sσ, finalmente obtenemos que 

Rσ = C [za1 , ..., zak ] = C [ξ1, ..., ξk] /Iσ, por consiguiente, (ta1 , ..., tak ) ∈ V (Iσ). 

• Es inyectiva.  Bastará comprobar que podemos construir la aplicación inversa.  Sea 
a ∈ Sσ  tal que a + e∗

i   ∈ Sσ, con e∗
1, ..., e∗

n  base de (Rn)∗.  Los monomios de Laurent 

za  =  g0(u),  za+e∗
i    =  gi(u)  están  en  Rσ  =  C [u]  ⊂ C [z, z−1].  Sea  t  =  (t1, ..., tn)  ∈ 

1 
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C 

∩ 

T con h(t) = x ∈ Xσ ∩ (C)k, entonces gi(h(t)) = tita = tig0(h(t)), luego ti = 
gi(h(t))/g0(h(t)) = gi(x)/g0(x) (observemos que g0(h(t)) 0 pues t ∈ T ). 

 

• Es subreyectiva. Sea x ∈ Xσ ∩ (C∗)k, existe (g1(x)/g0(x), ..., gn(x)/g0(x)) : 
h(g1(x)/g0(x), ..., gn(x)/g0(x)) = x( tenemos que g0(x) 

..., n, porque x ∈ (C∗)k). 

0, gi(x) 0 para i = 1, 

 
Las condiciones de continuidad para que h sea un homeomorfismo se cumplen porque la  

aplicación  h  está  definida  por  monomios. Aśı,  que  para  probar  que  Xσ  ∩ (C∗)k 

es  abierto,  basta  ver  que  (C∗)n  es  abierto  en  Cn,  lo  cual  es  cierto  porque  (C∗)n = 

Cn \ {(x1, ..., xn) ∈ Cn  : x1, ..., xn = 0} = Cn \ V (x1...xn).    

Ádemas, tenemos que en la topoloǵıa usual de Ck, la adherencia Xσ 
τusual 

∩ ( ∗)k = Xσ 

y,  dado  que  la  topoloǵıa  usual  de  Ck   es  más  fina  que  la  topoloǵıa  de  Zariski  en  Ck, 

por la Observacion 4.4.2.8 tendremos que Xσ (C∗)k 
τ Zariski 

 

τusual 
⊆ Xσ ∩ (C∗)k 

τ Zariski 
, luego 

Xσ ∩ (C∗)k = Xσ as´ı que Xσ ∩ (C∗)k es denso en Xσ. 

Q 

 
 

Observación  4.4.2.10. Esta  última  proposición  explica  por  qué  damos  el  nombre 

“tórica” a las variedades tóricas.  Gracias a este último resultado, podemos demostrar 

que las variedades tóricas son irreducibles, lo que nos permitirá afirmar que las variedades 

tóricas son variedades afines en Cn. 

 
Proposición 4.4.2.11.  Las variedades tóricas son irreducibles. 

Demostración.  La demostración de esta proposición será en dos partes; veamos, 
 

•  Primera parte: para esta parte iniciaremos la prueba, haciendo notar que dada una 

variedad tórica Xσ, entonces (C∗)n ∩ Xσ es irreducible en Xσ.  En efecto, por la 

Proposición 1.1.13, demostrar que (C∗)n ∩ Xσ  sea irreducible en Xσ  es equivalente 

a demostrar que (C∗)n  sea irreducible en Cn.  Ahora bien, debido a la Proposición 

1.1.13 y en base al Ejemplo 4.4.2.5, mostrar que (C∗)n sea irreducible en Cn es 

equivalente a probar que V (ξ1ξn+1, ..., ξnξ2n − 1) sea irreducible en C2n. Debido a 

lo observado en el Ejemplo 4.4.2.5, para el ideal Iσ = (ξ1ξn+1 − 1, ..., ξnξ2n − 1) ⊂ 
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Σ Σ 

2 

C [ξ1, ..., ξ2n] tenemos que el anillo coordenado Rσ = C [ξ1, ..., ξ2n] /Iσ es de la forma 

Rσ = C  z1, ..., zn, z1
−1, ..., zn

−1
1    que es un anillo conmutativo y dominio de integri- 

dad,  por  lo  tanto  por  la  Proposición  1.1.11,  tenemos  que  Iσ  es  un  ideal  primo,  y 

por  la  Proposición  1.1.12,  tenemos  que  V  (ξ1ξn+1 − 1, ..., ξnξ2n − 1)  es  irreducible 

en C2n. 

•  Segunda parte: ahora mostraremos que dado cualquier conjunto Y irreducible, en- 

tonces su adherencia Y  también es irreducible.  Por reducción al absurdo suponga 

lo contrario, es decir Y no es irreducible. Entonces Y = Y1 ∪ Y2 con Y1, Y2 sub- 

conjuntos propios de Y cerrados en Y. Por lo tanto tenemos que Y ⊆ Y = Y1 ∪ Y2, 

luego Y ⊆ Y1 o Y ⊆ Y2. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que Y ⊆ Y1. 

En consecuencia tendremos que Y ⊆ Y1 ⊆ Y , pero aplicando adherencias, obten- 

emos que Y ⊆ Y1 ⊆ Y , es decir, que Y1 = Y1 = Y , lo cual contradice que Y1 sea 

subconjunto propio, aś ı que Y debe ser irreducible. 

Por ultimo, dado que (C∗)n ∩ Xσ es irreducible y su adherencia es Xσ, tenemos que 
Xσ es irreducible. 

Q 

Ejemplo 4.4.2.12. Para los conos bidimensionales del Ejemplo 4.1.9, veamos cuales 

son los embebimientos o incrustaciones correspondientes según el Proposición 4.4.2.9. 

• Para el cono σ1 tenemos que Sσ1   está generado por los vectores {e∗
1, e∗

2, −e∗
2}, luego 

el embebimiento o incrustación del toro en Xσ1   está dado por (t1, t2) ‹→ 
.
t1, t2, t−

2   

Σ
. 

1 

 

• Para el cono σ2 tenemos que Sσ2    está generado por los vectores {e1, e2}, luego el 

embebimiento del toro en Xσ2   está dado por (t1, t2) ‹→ (t1, t2). 

• Para el cono σ3 tenemos que Sσ3   está generado por los vectores {e∗
1, e∗

1 + e∗
2, e∗

1 + 2e∗
2}, 

luego el embebimiento del toro en Xσ3 está dado por (t1, t2) ‹→ (t1, t1t2, t1t2). 
 

Definición 4.4.2.13. Dado un anillo R, definimos la dimensión  (de   Krull)   de R 

(denotada por dimR) como el supremo de todos los enteros n tal que existe una cadena 

p0 ⊂ p1 ⊂ ... ⊂ pn de ideales primos distintos de R. Esto implica decir que para RV , la 

dimRV = dimV . 
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1 2 

1 2 2 3 

1 2 1 2 

1 2 

 

Corolario 4.4.2.14. Si σ es un cono racional en Rn, entonces dimXσ = n. 

Demostración.  A consecuencia de la Proposición 4.4.2.9, tenemos que (C∗)n es abierto 

denso en Cn.  Luego la dimensión de (C∗)n  es n debido a la Proposición 2.3.4.  Similar- 

mente, dado un cono σ ∈ Rn, tenemos que (C∗)n ∩ Xσ es abierto denso en Xσ, luego la 

dimensión de Xσ  es n. Q 

 

Ejemplo 4.4.2.15. Sea σ2 ⊂ R2 el cono del Ejemplo 4.1.4, entonces Sσ está  gen- 

erado por {e∗, e∗}, luego Rσ = C [ξ1, ξ2]. Por lo tanto, Iσ = {0} y Xσ = C2. 
 
 

Ejemplo 4.4.2.16. Sea σ1 ⊂ R2 el cono σ1 = (e1), entonces Sσ está generado por 

{e∗, e∗, −e∗}, luego Rσ = C [u1, u2, u3] con u2 = u−1, es decir, 

Rσ1   = C [ξ1, ξ2, ξ3] / (ξ2ξ3 − 1). Por lo tanto, Iσ1   = (ξ2ξ3 − 1) y Xσ1   = Cξ1  × C∗
ξ2 . 

Ejemplo 4.4.2.17. Los ejemplos anteriores se puede generalizar de la manera siguiente. 

Sea σ  ⊂ Rn   el cono generado por los vectores {e1, ..., ep} con p ≤ n.  Entonces Sσ  está 
generado por 

.
e∗, ..., e∗, e∗ , ..., e∗ , −e∗ 

Σ
, luego R = C 

Σ
z1, ..., zp, zp+1, z−1 , ..., zn, z−1

Σ 
y 

1 p 

Xσ = CP  × (C∗)n−p. 

p+1 n n p+1 n 

 
 

Ejemplo 4.4.2.18. Sea un cono σ ⊂ R3 generado por {e1, e2, e3, e1 + e3 − e2}, ten- 

dremos que Sσ  = (e∗
1, e∗

3, e∗
1 + e∗

2, e∗
3 + e2

∗), luego Rσ  = C [u1, u2, u3, u4]  con u1u4 = u2u3, 

es decir, Rσ  = C [ξ1, ξ2, ξ3, ξ4] / (ξ1ξ4 − ξ2ξ3).  Por lo que obtenemos una variedad tórica 

af́ın Xσ  =  V  (ξ1ξ4 − ξ2ξ3), que por la Proposición 4.4.2.9, contiene al toro (C∗)3 como 

un abierto de Zariski denso. 

 

Ejemplo 4.4.2.19. Ahora veamos un ejemplo donde no siempre es necesario partir 

de un cono σ  para construir una variedad tórica.  Por ejemplo, sea S  =  (2, 3) ⊂ Z el 

monoide generado por los elementos 2 y 3, tenemos que la C-álgebra que obtenemos a 

partir de dicho monoide es R = C [u1, u2] con u3 = u2, es decir, R = C [ξ1, ξ2] / (ξ3 − ξ2). 

De  aqúı,  obtenemos  la  variedad  tórica  af́ın  X  =  V  (ξ3 − ξ2),  que  por  la  Proposición 

2 2 2 

1 

2 

1 
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i=1 i 

(4.4.2.9), contiene al toro C∗ como abierto Zariski denso. 
 

 

Por  último,  antes  de  finalizar  este  caṕıtulo,  vamos  a  definir  el  concepto  de  morfismo 
 

entre variedades tóricas que usaremos más adelante. 

Definición  4.4.2.20.   Sea  ϕ  :  Ck   −→  Cm   una  aplicación  monomial  (es  decir,  toda 

componente no nula de ϕ es un monomio con coordenadas en Ck), y sean Xσ ‹→ Ck y 

Xσj   ‹→ Cm  variedades afines tóricas.  Si ϕ(Xσ) ⊂ Xσj , entonces la aplicación φ = ϕ|Xσ 
es un morfismo llamado morfismo tórico af́ın de Xσ  en Xσj . Si φ es biyectivo y su apli- 

cación inversa φ−1 : Xσj   −→ Xσ  es también un morfismo tórico, entonces llamamos a 

φ  un isomorfismo tórico y decimos que Xσ  y Xσj   son isomorfos, escrito Xσ  ∼= Xσj .  Si 

σ = σj 
, llamaremos a φ un cambio de coordenadas. 

Lema 4.4.2.21  Si Rσ = C [u1, ..., uk] y Rσ = C [v1, ..., vk] son dos representaciones de 

Rσ, entonces existe un cambio de coordenadas entre (u1, ..., uk) y (v1, ..., vl). 

Demostración.  Sea A = {a1, ..., ak} y B  = {b1, ..., bk} los sistemas de generadores del 

monoide Sσ  tales que ui = zai   y vj  = zbj .  Dados A y B, se puede expresar los elemen- 

tos de un sistema generador como combinaciones lineales de los elementos del otro. De 

esta manera, bj = 
Σk

 λjai con λj ∈ Z≥0. Esto conduce, mediante el isomorfismo θ, 
b λj a λj a λj λj 

a que vj = z j = z 1 1 ...z k k = u1
1 ...uk

k , es decir, al cambio de coordenadas que 

buscábamos. Q 

 
El desarrollo de este cap ı́tulo es gran parte gracias al aporte encontrado en [15]. Sin 

embargo también destacamos [2] y [11], por sus aportes significativos. 
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C 

finita 0 n 

homogéneo de grado d si para cada monomio aξd0  + ... + ξdn   se cumple que d0...dn = d. 

Caṕıtulo 5 
 

5 Variedades tóricas 
 

Al igual que las variedades algebraicas proyectivas se pueden recubrir mediante variedades 

algebraicas afines, también podemos construir variedades tóricas proyectivas que tendrán 

un recubrimiento abierto por variedades tóricas afines. 

En este cap ı́tulo a partir de un cono construiremos variedades algebraicas proyectivas, las 

cuales son variedades algebraicas más generales que la variedad tóricas afines. 

 
5.1 Variedades algebraicas proyectivas 

 
Antes de empezar con el proceso de construcción de variedades  tóricas  proyectivas, 

vamos a recordar algunos resultados sobre variedades algebraicas proyectivas. 

Empecemos recordando que el n-espacio proyectivo sobre C es el conjunto de clases de 

equivalencia  de  elementos  (a0, ..., an)  ∈ Cn+1 \ {(0, ..., 0)} bajo  una  relación  de  equiva- 

lencia,  es decir,  (a0, ..., an) ≈ (λa0, ..., λan) con λ ∈ C∗.  El cual denotaremos por Pn ,  o 

simplemente Pn. 

Ahora, los elementos de Pn se llaman puntos, y dado un punto P ∈ Pn, llamaremos a 
cualquier (n + 1)-tupla (a0, ..., an) dentro de la clase de equivalencia P conjunto de coor- 

denadas homogéneas de P y denotaremos P  = [a0 : ... : an]. 

Por otro lado,  para el caso proyectivo,  no es posible conseguir una definición similar al 

de un conjunto algebraico af́ ın; sin embargo, dado un polinomio f ∈ C [ξ0, ..., ξn] = C [ξ], 

para que defina una función sobre P, necesitamos que f (a0, ..., an) = f (λa0, ..., λan) para 

todo λ ∈ C∗.  Gracias a esta observación podemos dar la siguiente definición: 
 

Definición  5.1.1.  Sea f  ∈ C [ξ], decimos que f  = 
Σ 

aξd0 ...ξdn 

 
es un polinomio 

 

0 n 
 
 

De esta forma, dado un polinomio homogéneo f  ∈ C [ξ], tenemos que f (λa0, ..., λan) = 
λdf (a0, ..., an) y aśı, la propiedad de que f se anule depende sólo de la clase de equivalen- 
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cia de (a0, ..., an).  Aśı, f puede definir una función de Pn  en {0, 1} de forma que para cada 

punto  P  ∈ Pn,  con  coordenadas  homogéneas  (a0, ..., an) , f (P )  =  0  si  f (a0, ..., an)  =  0 

y  f (P ) = 1  si  f (a0, ..., an) =ƒ    0.  Esto  ya  nos  permite  definir  el  concepto  de  conjunto 

algebraico proyectivo: 
 
 

Definición  5.1.2.   Sea T un subconjunto de polinomios homogéneos de C [ξ],  el con- 

junto 
 

V  (T ) = {P  ∈ Pn  : f (P ) = 0, ∀f  ∈ T } 

se llama el conjunto algebraico proyectivo definido por T. 

Un subconjunto X de Pn se dice que es un conjunto algebraico proyectivo si existe un 

subconjunto S de polinomios homogéneos de C [ξ] tal que X = V  (S). 

 
Busquemos definir una topoloǵıa similar al caso af́ın, ello será posible ya que los con- 

juntos algebraicos proyectivos cumplen lo siguiente. 

Observación  5.1.3.  La unión de dos conjuntos algebraicos proyectivos es un conjunto 

algebraico  proyectivo.   La  intersección  de  una  familia  finita  de  conjuntos  algebraicos 

proyectivos es un conjunto algebraico proyectivo. El conjunto vać ıo y el conjunto Pn 

son conjuntos algebraicos proyectivos.  La prueba de esta observación es similar a la que 

se da para el caso af́ ın. 
 
 

Definición  5.1.4.       Definimos  la  topoloǵıa  de  Zariski  sobre  Pn   tomando  como  con- 

juntos abiertos los complementarios de los conjuntos algebraicos en Pn. 

 
Definida  una  topoloǵıa  sobre  conjuntos  algebraicos  proyectivos,  podemos  aplicar  las 

definiciones de conjunto irreducible y dimensión de un espacio topológico. 

Definición  5.1.5.  Una variedad  algebraica  proyectiva  es un subconjunto cerrado 

irreducible en Pn respecto de la topolog ı́a de Zariski. Un subconjunto abierto de una 

variedad  proyectiva  es  una  variedad  cuasi-proyectiva.   La  dimensión  de  una  variedad 

proyectiva o cuasi-proyectiva es su dimensión como espacio topológico. 
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Σ 

 

Ahora,  veremos  cómo  podemos  dar  un  recubrimiento  abierto  de  variedades  alge- 

braicas proyectivas Pn mediante variedades algebraicas afines. Sea el abierto Zariski Ui = 

{[a0 : ... : an] ∈ P : ai ƒ= 0},  tenemos  que  Pn   está  recubierto  por  los  Ui  con  i  =  0, ..., n. 

Ahora, definimos φi : Ui → Cn tal que φ ([a0 : ... : an]) es el punto (a0/ai, ..., an/ai) ∈ Cn. 

Notemos que la aplicación φ está bien definida porque ai =ƒ   0 y (λaj) / (λai) = aj/ai para 

cualquier λ ∈ C∗. 

 
Proposición  5.1.6.      La  aplicación  φ  es  un  homeomorfismo  de  Ui  con  su  topoloǵıa 

inducida en Cn con la topolog ı́a de Zariski. 

Demostración.  Ver [8, pag.  10]. Q 

 
Ahora, para cualquier variedad proyectiva en Pn, podemos dar un recubrimiento abierto 
mediante variedades afines de la manera siguiente: 

Corolario 5.1.7.   Sea Y una variedad proyectiva en Pn, entonces Y está recubierto por 

los conjuntos abiertos Zariski Y ∩ Ui con i = 0, ..., n, que son homeomorfos a variedades 

algebraicas afines v́ıa la aplicación φi  que hemos definido antes.Ver [8]. 

Demostración.  Ver [8, pag.11]. Q 

Los resultados de esta sección se podrá encontrar en mas detalle en [8, pag.  8-11]. 
 
 

5.2 Abanicos 
 

A continuación veamos el proceso de construir variedades proyectivas a partir del pegado 

de variedades tóricas afines mediante cambios de coordenadas adecuadas.  En consecuen- 

cia empezaremos con la definición de abanico. 

 
Definición  5.2.1.      Un abanico      en el espacio eucĺıdeo Rn   es una unión finita de 

conos tales que: 

• Todo cono de 
Σ 

es fuertemente convexo, poliédrico y racional. 

• Toda cara de un cono de 
Σ 

es cono de 
Σ 

. 
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Σ 

Σ 

• Si σ  y σj   
son conos de 

Σ
, entonces σ ∩ σj   

es una cara común de σ  y σj 
. 

Cabe  señalar  que  un  abanico  dual  es  el  conjunto  de  conos  duales  de  un  abanico 

y  lo  denotaremos   ̌  .  Todos  los  conos  que  se  consideren  en  la  tesis,  serán  fuertemente 

convexos, poliédricos y racionales, salvo que se diga lo contrario. 

 
Ejemplo 5.2.2. Veamos algunos ejemplos de abanicos en R2, donde {e1, e2} es la base 

canónica. 

 
 
 
 

 

Figura 18: Abanicos : 
Σ

, 
Σ

 

 
 
 

Antes de describir el proceso de pegado de variedades tóricas afines, vamos a destacar 

un  isomorfismo  natural  existente  entre  la  variedad  tórica  Xτ  y  un  subconjunto  abierto 

de Xσ  , siendo τ  cara de σ, que nos permitirá describir la aplicación de pegado.  Sea τ 

una cara de un cono σ, entonces Sτ  = Sσ + Z≥0 (−λ) donde λ ∈ σ̌ ∩ M  y τ  = σ ∩ λ⊥.  Es 

decir, que el monoide Sτ  se obtiene a partir del monoide Sσ  añadiendo el generador −λ. 

Como λ puede ser elegido como un elemento de un conjunto de generadores {a1, ..., ak} 

de Sσ, podemos asumir que λ = ak y denotamos ak+1 = −λ. Para obtener las relaciones 

entre los generadores de Sτ basta considerar las relaciones entre los generadores de Sσ 

añadiendo la relación ak + ak+1 = 0. 

1 2 
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Σ 

Σ 

` 

Σ 

Σ 

Σ 

Σ 

Esta  última  relación  se  corresponde  con  la  relación  multiplicativa  ukuk+1  =  1  en  Rτ . 
 

Como los generadores ui de Rσ y Rτ son precisamente las funciones coordenadas de las 

variedades tóricas Xσ  y Xτ  , tenemos que la proyección 

Ck+1 −→ Ck 

(x1, ..., xk, xk+1) −→ (x1, ..., xk) 

identifica  Xτ  con  el  subconjunto  abierto  de  Xσ  definido  por  uk  =ƒ    0.  Este  resultado  se 
puede escribir como: 

Lema 5.2.3.  Existe una identificación natural Xτ  ∼= Xσ \ {uk = 0}. 

Demostración.  Ver [11, pag.51]. Q 

Ahora podemos construir la aplicación de pegado entre variedades tóricas afines.  Supong- 

amos que τ  es la cara común a dos conos σ  y σj   contenidos en el abanico      .  El Lema 

5.2.3 nos permite pegar Xσ y Xσj   a lo largo de su parte común Xτ  de la siguiente forma: 

Sean (u1, ..., uk) y (v1, ..., vl) las coordenadas sobre Xσ y Xσj respectivamente. Por el  

Lema 5.2.3, podemos dar la siguiente cadena de homeomorfismos: 

 
ϕσ,σj   : Xσ \ {uk = 0}  −→ Xτ −→ Xτ −→ Xσj \ {vl = 0} 

(u1, ..., uk) −→  (u1, ..., uk, uk+1)  −→  (v1, ..., vl, vl+1)  −→ (v1, ..., vl) 
Tenemos  en  cuenta  que  dentro  de  Xτ  es  posible  hacer  el  cambio  de  coordenadas  zbj   = 

λ1 λk 1 k vj  = u  j ...u  j    = zλj a1 ...zλj ak   con j  = 1, ..., l.  Finalmente,  ya podemos dar la definición 
1 k 

de variedad tórica proyectiva. 
 
 

Definición  5.2.4.       Sea       un  abanico  en  Rn.   Consideramos  la  unión  disjunta  a 

σ∈ Xσ  donde dos puntos x  ∈ Xσ  y xj   
∈ Xσj   son identificados si ϕσ,σj (x)  =   xj 

. 

El espacio resultante X     se llama variedad tórica proyectiva. 

Observación  5.2.5.     El espacio X     de la Definición 5.2.4 es un espacio topológico 

dotado  de  un  recubrimiento  abierto  formado  por  las  variedades  tóricas  afines  Xσ  con 

σ ∈ 
Σ

.  Esto se debe a que cada variedad tórica af́ın Xσ  con σ ∈ 
Σ 

está contenida en 

Ck  ∼= Pk  ∩ Ui.  Luego, dado que XΣ ⊆ PK , tendremos que XΣ ∩ Ui  = Xσ  será abierto 

en  Xσ.   Por  esta  razón  podemos  afirmar  también  que  X es  una  variedad  algebraica 

proyectiva. 
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t0 t0 (z1,z2) 

t1 t1 (z−1,z1z−1) 

t2 t2 (z−1,z1z−1) 

1 2 (z1,z2) 

1 1 2 1 2 (z−1,z1z−1) 

2 2 1 2 2 2 2 2 (z−1,z1z−1) 

5.3 Ejemplos  de  variedades  tóricas 
 

Vamos a ver algunos ejemplos de variedades tóricas. 

Ejemplo  5.3.1. Denotaremos por [t0 : t1 : t2]  las coordenadas homogéneas del espacio 

proyectivo P2. Podemos dar un recubrimiento de dicho espacio por las siguientes cartas: 

• U0 = {[t0 : t1 : t2] ∈ P2 : t0 0} ∼= 
,.

t1 , t2 

Σ 
= (z1, z2) : t0 ƒ= 0

, 
= C2

 

• U1 = {[t0 : t1 : t2] ∈ P2  : t1 0} ∼= 
,.

t0 , t2 

Σ 
= 

.
z1

−1, z1
−1z2

Σ 
: t1 ƒ= 0

, 
= C2

 

1 2 

• U2 = {[t0 : t1 : t2] ∈ P2  : t2 ƒ= 0} ∼= 
,.

t0 , t1 

Σ 
= 

.
z2

−1, z1z2
−1

Σ 
: t2 0

, 
= C2

 

2 2 

Ahora vamos a considerar en R2 el abanico 
Σ 

siguiente: 
 
 
 

 

Figura 19: 
Σ 

= {{0} , σ0, σ1, σ2, (e1) , (e2) , (−e1 − e2)} 

Para cada cono σ0, σ1, σ2 del abanico, podemos construir las siguientes variedades tóricas 

afines: 

 

• Sσ está generado por {e∗, e∗}, luego Rσ = C [z1, z2] y Xσ = C2 . 

• Sσ está generado por {e∗, −e∗ + e∗}, luego Rσ = C 
Σ

z−1, z1z−1
Σ 

y Xσ = C2 . 
1 2 

• Sσ   está generado por {−e∗, e∗ − e∗}, luego Rσ   = C 
Σ
z−1, z1z−1

Σ 
y Xσ   = C2 . 

 
Veamos  cómo  pegamos  Xσ0     con  Xσ1     . Consideramos  la  cara  común  a  σ0  y  σ1, 

τ  =  σ0 ∩ σ1  =  (e2).   Con  τ  considerada  como  cara  de  σ0  
.

τ  = σ0 ∩ (e∗
1)⊥

Σ
,  tenemos 

0 0 0 

1 1 1 

2 2 
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1 z1 (z1,z2) 

1 1 z
1 

z1 z2 1 (z1 ,z1z2 ) 

(z1,z2) (z1 ,z1z2 ) 

que  Xτ  =  Xσ   \ 
.
z−1 = 0

Σ  
=  C∗   × Cz en  Xσ =  C2 (por  el  Lema  5.2.3).   De 

   

la  misma  forma,  τ  considerada  como  cara  de  σ1

.
τ  = σ1 ∩ (−e∗

1)⊥

Σ  
da  la  subvariedad 

Xτ  = Xσ  \ 
.
z−1 = 0

Σ 
= C∗

−1  × C −1 en Xσ   = C2 
−1 −1   .  De esta forma, contamos 

 

ϕσ0,σ1   : Xσ0   \ {u1 = 0}  −→ Xτ −→ Xτ −→ Xσ1 \ {v1 = 0} 

(z1, z2) −→   
.
z1, z2, z1

−1
Σ   

−→   
.
z1

−1, z1
−1z2, z1

Σ   
−→ 

.
z1

−1, z1
−1z2

Σ
 

 
 

Es decir, que podemos pegar Xσ 
 
con Xσ 

 
y considerar Xσ 

` 
Xσ

 
= C2

 
` 

C2 
−1 −1     

∼= 

U0 ∪ U1 = P \ {[0 : 0 : 1]}. Del mismo modo, dando las aplicaciones de pegado ϕσ0,σ2 y 

ϕσ1,σ2 , podemos pegar Xσ2 a P2 {[0 : 0 : 1]} y obtenemos que XΣ = P2. 

Ejemplo 5.3.2. El ejemplo para P2 se puede generalizar a Pn, con n entero positivo, con- 

siderando, en Rn, el abanico XΣ generado por los vectores {e1, ..., en, −(e1 + ... + en)}, es 

decir, σ0 = (e1, ..., en) y para cada i = 1, ..., n, σi = (e1, ..., ei−1, ei+1, ..., en, −(e1+...+en)). 
Tenemos que las variedades tóricas afines Xσi son copias de Cn correspondientes a las 

cartas Ui que recubren Pn y pegados juntos permiten obtener XΣ = Pn. 

Ejemplo 5.3.3. Consideramos en R2 el abanico XΣ: 
 
 
 

 

 
 

Figura 20: 
Σ 

= {{0} , σ0, σ1, σ2, σ3, (e1) , (e2) , (−e1) , (−e2)} 

que da los siguientes monoides: 

0 2 0 

con la siguiente aplicación de pegado: 

0 1 0 1 
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C −1 

Σ 

Σ 

Σ 

1 1 2 3 2 

2 (z1 ,z2 ) (z1,z2 ) 

(u1, ..., un)  ∈  {0, 1}n
. Tenemos  que  las  variedades  tóricas  afines  Xσ 

0 

 

Sσ1   = (−e∗
1, e∗

2) ←→ Sσ0   = (e∗
1, e∗

2) 

‡ ‡ 

Sσ2   = (−e∗
1, −e∗

2)   ←→   Sσ3   = (e∗
1, −e∗

2) 

las consecuentes C-álgebras: 
 

 

Rσ1 = C 
Σ
z1

−1, z2

Σ 
←→ Rσ   = C [z1, z2] 

‡ ‡ 

Rσ = C 
Σ

z−1, z−1
Σ 

←→ Rσ = C 
Σ

z1, z−1
Σ

 
 

 

Xσ1 

 
= 2 

(z1 ,z2) ←→ Xσ0 

 
2 
(z1,z2) 

‡ ‡ 

Xσ = C2 
−1 −1 ←→ Xσ = C2 

−1 

El pegado de Xσ0 y Xσ1 da como resultado P × C con coordenadas ([t0 : t1] , z2) donde 

z1 = t0/t1. El pegado de Xσ2 y Xσ3 da como resultado P1 × C con coordenadas ([t0 : 

t1], z2
−1) donde z1 = t0/t1. Pegando los dos P1 × C obtenidos, construimos X = P1 × P1

 

con coordenadas ([t0 : t1], [s0 : s1]) donde z2 = s0/s1. 

 

Ejemplo 5.3.4.  X    = P1 ×P1  se puede generalizar a P1× (.n..) ×P1, con n entero positivo, 

considerando, en Rn, el abanico generado por los vectores {e1, ..., en, −e1, ..., −en}, 

es decir, cada σi ∈ 
Σ 

es de la forma σi = ((−1)u1 e1, ..., (−1)un en) recorriendo cada 
 

de  la  forma  C×  (i.−..1)  ×C × P1  × C×  (n.−..i)  ×C  y  pegados  juntos  permiten  obtener 

XΣ  = P1× (.n..) ×P1. 

El desarrollo de este cap ı́tulo es gran parte gracias al aporte encontrado en [1]. Sin 

embargo también destacamos [2] y [11], por sus aportes significativos. 

y, por último, las variedades tóricas afines siguientes: 

i son conjuntos 

= C 

3 
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Σ 

Σ 

Σ 

Σ 

Σ 

i i i 

i t i ...t i 

Caṕıtulo 6 
 
 

6 La Acción tórica y sus órbitas 
 

En este caṕıtulo, definiremos la acción  del  toro (C∗)n en X   ; y verificaremos como es 
que la la acción del toro proporciona mucha información sobre la estructura de X   .  Por 

otro, lado también estudiaremos cómo las órbitas de la X    están incrustadas en el toro, 

y que además existe una correspondencia 1-1 entre órbitas y conos del abanico. 

En caṕıtulos posteriores usaremos las órbitas para describir la resolución de las singular- 

idades en X . 

Como una nota histórica, fue la teoŕıa de los grupos algebraicos (variedades que actúan 

en  ellos  mismos  como  un  grupo)  que  dio  lugar  al  estudio  de  variedades  tóricas  en  la 

década de 1970.  En algunos aspectos, el toro incrustado y su acción asociada en X    es 

la definición caracteŕıstica de variedades tóricas. 

 
6.1 La  acción  tórica 

El toro T  = (C∗)n es un grupo con la operación de multiplicación componente a compo- 

nente.  La acción del toro sobre cualquier variedad tórica Xσ  se describe de la siguiente 

forma. 

Definición  6.1.1.   Sea {a1, ..., ak} un sistema de generadores del monoide Sσ  en Rn. 

Escribimos para cada ai con coordenadas ai  = (a1, ..., an) con aj  ∈ Z y cada t ∈ T 

con  coordenadas  t  =  (t1, ..., tn)  con  tj  ∈  C. Un  punto  x  ∈  Xσ  tendrá  coordenadas 

x = (x1, ..., xk) ∈ Ck. La aplicación dada por: 

T × Xσ −→ Xσ 

(t, x) −→ tx = (ta1 x1, ..., tak xk) 
 

donde ta = a n ∈ C∗  es una acción de grupo llamada la acción  tórica  (natural) 
1 n 

sobre Xσ. 

Observación 6.1.2. La acción está bien definida. 

Demostración.  En efecto, será suficiente mostrar que dados (x1, ..., xk) ∈ Xσ y (t1, ..., tn) 

1 a 
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σ 

1 k 1 k 

1 k 

1 k 

∈ T , entonces (ta1 x1, ..., tak xk) ∈ Xσ, es decir, que cumpla las relaciones binomiales de 
Iσ. 

Sea entonces ξv − ξu ∈ Iσ, donde ξv = ξv1 ...ξvk y ξu = ξu1 ...ξuk queremos ver que 
 

(x1ta1 )v1 ... (xktak )vk = (x1ta1 )u1 ... (xktak )uk , 
 

es decir, que 
 

(ta1v1 ...takvk ) (xv1 ...xvk ) = (ta1u1 ...takuk ) (xu1 ...xuk ). 
1 k 1 k 

 

Esta  última  igualdad  es  cierta,  ya  que  (x1, ..., xk) ∈ Xσ  lo  cual  implica  que  xv1 ...xvk   = 

xu1 ...xuk   y que por la Proposicion 4.4.2.9, se tiene que (ta1 , ..., tak ) ∈ Xσ ∩ (C)k, luego 

(ta1v1 , ..., takvk ) = (ta1u1 , ..., takuk ). Q 

 
Teorema  6.1.3. La acción tórica es compatible con la aplicación de cambio de co- 

ordenadas entre diferentes representaciones de una variedad tórica. 

Demostración.  Sea σ un cono en Rn, elegimos dos sistemas de generadores a1, ..., ak  y 
b1, ..., bl de Sσ. Por el Lema 4.4.2.21, existe un cambio de coordenadas entre las repre- 

sentaciones V (Iσ) ⊆ Ck  y V (I j ) ⊆ Cl  de la variedad tórica Xσ.  Es decir, 

φ : Xσj −→ Xσjj , 

donde Xσj   es una representación de la variedad tórica af́ın Xσ con relación al sistema de 

generadores a1, ..., ak  y Xσjj   es la representación con relacion al sistema de generadores 

b1, ..., bl. Recordemos que el cambio de coordenadas φ veń ıa dado de la siguiente forma. 
j j j λj λj 

Sea bj = λ1a1 +...+λkak con λi ∈ Z≥0 y φ(x1, ..., xk) = (y1, ..., yl), entonces yj = x1
1 ...xk

k . 
Observamos también que φ(ta1 x1, ..., tak xk) = (tb1 y1, ..., tblyl), es decir, que la acción tórica 

es compatible con el cambio de coordenadas.  En efecto, ya que para cada j = 1, ..., l, 
b a λj +...+a λj  λ

j λj 
a λj λj

 a λj λj
 

tenemos que t j yj = t 1  1 k k x1
1 ...xk

k = t 1 i x1
1 ...t k  k xk

k . Q 

 

Observación  6.1.4.   El  toro  embebido  o  incrustado  Xσ  ∩ (C∗)k  en  la  variedad 

Xσ  es una órbita de la acción natural del toro llamada la gran  órbita.  Se puede com- 

probar fácilmente que se corresponde con la órbita del punto (1, .k.., 1) ∈ Xσ. 

Ahora, dado un abanico 
Σ

, queremos ver que las acciones tóricas naturales sobre cada 
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2 

2 

2 

1 2 ∗ 1 2 2 

1 2 1 2 

Xσ  con σ ∈ 
Σ 

se pueden extender a una acción tórica natural sobre XΣ. 

Ejemplo 6.1.5 De acuerdo al Ejemplo 4.3.8 y 4.4.2.16, el cono σ1 = (e1) ⊂ R2, su 

dual σ̌1 = (e∗, e∗, −e2) y su correspondiente monoide Sσ generado  por  {e∗, e∗, −e∗} 

tiene como anillo de coordenadas Rσ1 = C [u1, u2, u3] = C [ξ1, ξ2, ξ3] /Iσ1 , donde u1 = 

ze∗
1 , u2 =  ze∗

2 , u3 =  z−e∗
2    del cual obtenemos la relación siguiente u3 =  u−

2 
1; esto es que 

I  = (ξ2ξ3 − 1).  Luego la correspondiente variedad tórica af́ın es V  (Iσ1 ) = Xσ1 .  Ahora, 

por la proposición 4.4.2.10,  la variedad contiene una copia 2-toro algebraico como un 

abierto de Zariski denso, correspondiente a la imagen de la aplicación siguiente 

 

h : (C∗)2 −→ Xσ ⊂ Ck 

t = (t1, t2)   −→   
.
te∗

1 , te∗
2 , t−e2

∗ Σ 
= 

.
t1, t2, t−

2 
1
Σ 

. 

Por otro lado, también es posible observar otra manera de representar la variedad tórica 

af́ın Xσ1 , lo cual es mediante homeomorfismos V  (Iσ1 ) = Xσ1   ≈ Cξ1  × C∗
ξ2   ⊃ C∗

ξ1  × C∗
ξ2   = 

T , donde T es claramente un 2- toro algebraico. Por último, T(1,1) = C∗
ξ1  × C∗

ξ2   es la gran 

órbita de Xσ1 . Además, de esa órbita, Xσ1   posee una T- órbita T(0,1) = {0} × C∗
ξ2 . 

 
Ejemplo 6.1.6 De acuerdo al Ejemplo 4.1.9 y 4.4.2.15 obtenemos el siguente esquema, 

 

σ2 = (e1, e2) ›→ σ̌2 = (e∗, e∗) ›→ Sσ = (e∗, e∗) ›→ Rσ = C [ξ1, ξ2] ›→ Xσ = C2
 

 

y sus respectivas T- órbitas están dadas por: 

 

T(0,0) = (0, 0), T(1,0) = C∗
ξ1  × {0} , T(0,1) = {0} × C∗

ξ2      y   T(1,1) = C∗
ξ1  × C∗

ξ2 . 

Ejemplo 6.1.7 De acuerdo al Ejemplo 4.4.2.2 obtenemos el siguente esquema, 

 

σ3 = (e2, 2e1 − e2) ›→ σ̌3 = (e∗
1, e∗

1 + 2e∗
2) ›→ Sσ3   = (e∗

1, e∗
1 + e∗

2, e∗
1 + 2e∗

2) ›→ Rσ3   = 

C [ξ1, ξ2, ξ3] / (ξ1ξ3 − ξ2) ›→ Xσ = V (Iσ3 ) 
 

donde Iσ3 = (ξ1ξ3 − ξ2) y sus respectivas T- órbitas están dadas por: 
 

• Una gran órbita dada por T(1,1,1) = {(x1, x2, x3) ∈ C3; x1x3 = x2  y  x1x2x3 0} 
 

• T(0,0,1) = {(x1, x2, x3) ∈ C3; x1 = x2 = 0 y x3 ƒ= 0} 

1 

2 2 2 

3 
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variedad tórica XΣ. 

Σ 

Σ 

Σ Σ 

Σ Σ 

• T(1,0,0) = {(x1, x2, x3) ∈ C3; x2 = x3 = 0 y x1 ƒ= 0} 

• T(0,0,0) = {(0, 0, 0)} . 

Teorema 6.1.8. Sea un abanico en Rn, dado un cono σ ∈ y una cara τ ≺ σ, 

la identificación Xτ  ∼= Xσ \ {uk = 0} del Lema 5.2.3 es compatible con la acción tórica 

natural sobre dichas variedades tóricas. 

Demostración.  Consideremos a1, ..., ak un sistema de generadores de Sσ con σ un cono 

del abanico en Rn. De donde obtenemos las funciones coordenadas (u1, ..., uk) de la 

variedad torica Xσ. 

Si τ  es una cara de σ, recuerde también que podemos construir la variedad tórica Xτ  con 

funciones coordenadas (u1, ..., uk+1) tal que las relaciones entre las funciones coordenadas 

de Xτ  son las mismas que las de Xσ añadiendo la relación ukuk+1 = 1.  Además, tenga en 

cuenta que por el Lema 5.2.3, existe un morfismo natural ϕ entre Xτ  ∼= Xσ \ {uk = 0}. 
Ahora  bien,  dado  t  ∈ Ck+1  y  x  =  (x1, ..., xk+1)  ∈ Xτ ,  al  aplicar  la  acción  tórica  sobre 

Xτ obtenemos el punto tx = (ta1 x1, ..., tak+1 xk+1) ∈ Xτ con tak xktak+1 xk+1 = 1, donde 
a1, ..., ak es un sistema de generadores de Sσ como indicamos al inicio de la prueba y 

a1, ..., ak+1 es un sistema de generadores de Sτ , tal que ui = zai . Ahora gracias al mor- 

fismo natural ϕ, tenemos que ϕ (tx) = ϕ (ta1 x1, ..., tak xk, tak+1 xk+1) = (ta1 x1, ..., tak xk) = 

txj  
∈ Xσ \ {uk = 0}, donde xj  = (x1, ..., xk) ∈ Xσ.  Esto implica decir que la acción tórica 

es compatible con ambas variedades tóricas afines. Q 

Este teorema implica que la acción tórica sobre cada cono de un abanico es compatible 

con la aplicación de pegado de variedades tóricas afines. 

Finalmente, podemos afirmar que: 

Corolario  6.1.9.     Dado un abanico      en Rn, la acción tórica natural sobre las var- 

iedades tóricas afines Xσ  para cada σ  ∈ 
Σ

, inducen una acción natural tórica sobre la 

Demostración.  Sea σ1, σ2 ∈     y τ  = σ1 ∩σ2 ∈    , considerando la aplicación entre Xσ1 

y Xσ2   dado por ϕσ1,σ2   = φ2 ◦ f ◦ φ1, donde f  es la aplicación de cambio de coordenadas 
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l 
. Σ 

Σ 

1 2 k 

2 

en Xτ , donde 
 
 
 

y 

 
φ1 :  Xσ1 \ {uk = 0} −→ Xτ 

(u1, ..., uk) −→ 
.
u1, ..., uk, u−1

Σ
 

φ2 : Xτ −→ Xσ2 \ {vl = 0} 
.
v1, ..., vl, v−1

Σ  
−→ (v1, ..., vl) , 

ahora bien, por el Teorema 6.1.3 y el Teorema 6.1.8 se tiene que dados x = (x1, ..., xk) ∈ 
n 

Xσ1  \ {uk = 0},  t = (t1, ..., tn) ∈ (C∗) e y  = (y1, ..., yl) ∈ Xσ  \ {vl = 0}. Entonces, 

ϕσ ,σ (tx) = φ2 (f (φ1(tx))) = φ2 
.
f (txj )

Σ 
= φ2 

.
f (tyj )

Σ 
= ty; donde xj = 

.
x1, ... , xk, x−1

Σ
 

y yj   =   y1, ..., yl, y−1  .  Por lo tanto, la aplicación considerada al inicio entre variedades 

tóricas  afines  es  compatible  con  la  accción  tórica,  induciendo  una  acción  natural  sobre 

una variedad tórica XΣ. Q 

Dado  que  la  acción  tórica  sobre  cualquier  variedad  tórica  está  descrita  por  monomios, 

podemos afirmar directamente el siguiente resultado. 

Teorema 6.1.10.  Respecto a la topoloǵıa usual y la topoloǵıa de Zariski en Ck, la acción 

tórica sobre cualquier variedad tórica X    es continua. La gran órbita es un subconjunto 

abierto denso, luego cualquier otra órbita está contenida en su clausura. 

Demostración.  Ver[15]. Q 

Dado σ ⊂ Rn  y τ  ≺ σ̌  una cara de σ̌.  Sean a1, ..., ak  ∈ σ̌  tal que τ  = (a1, ..., ak), ahora 
extendemos este sistema a un sistema de generadores a1, ..., al de Sσ de tal manera que 

Xτ  ∼=  Xσ ∩ {uk+1 = ... = ul = 0},  donde  ui  = zai .  Ahora,  dado  t = (t1, ..., tn) ∈ (C∗)n 

y  x  =  (x1, ..., xk, 0, ..., 0)  ∈  Xσ ∩ {uk+1 = ... = ul = 0}  ∼=  Xτ ,  de  donde  tenemos  que 

tx  =  (ta1 x1, ..., tak xk, 0, ..., 0)  ∈ Xτ  ∼=  Xσ ∩ {uk+1 = ... = ul = 0},  es  justamente  lo  que 
acabamos de indicar que nos lleva al siguiente resultado donde se justifica el adjetivo 
invariante en las subvariedades  tóricas  invariantes  . 

 
 

Lema  6.1.11.  Toda subvariedad af́ın tórica Xτ  de una variedad tórica af́ın Xσ  es in- 

variante bajo la acción natural del toro sobre Xσ. 

Ahora vamos a dar un par de resultados necesarios para poder demostrar que cualquier 



81 
 

variedad tórica se puede expresar como unión disjunta de sus órbitas por la acción tórica 

natural. 

Teorema  6.1.12. La acción natural del toro sobre una subvariedad tórica invariante 

Xτ  de Xσ  está dada por la acción inducida de un subtoro T j   en T . 

Demostración.  Sea B = {v1, ..., vr, vr+1, ..., vn} una base del ret́ıculo N, tal que v1, ..., vr 

sea  una  base  del  espacio  vectorial  R.τ  y  τ  ⊂  σ̌ ∩ (−σ̌) + (v1, ..., vr).   En  consecuen- 
cia, tenemos un sistema de generadores a1, ..., am, am+1, ..., ak del monoide σ̌ ∩ M  con 

τ  = (a1, ..., am) y ai ∈/  τ  para i ≥ m + 1 y las correspondientes coordenadas (u1, ..., um) 

y  (u1, ..., um, um+1, ..., uk)  de  las  variedades  Xτ  y  Xσ  respectivamente.   Aśı,  la  acción 

natural del toro de (C∗)r  sobre Xτ  está dada por s(x1, ..., xm) = (sa1 x1, ..., samxm) para 

s = (s1, .., sr) ∈ (C∗)r.  En consecuencia podemos observar que esta acción es claramente 

compatible con la acción inducida por el subtoro T j  = {t ∈ T  : tr+1 = ... = tn = 1} de T 

sobre la subvariedad tórica invariante Xτ  ∼= Xσ̌ ∩ {um+1 = ... = uk = 0}. Q 

 

Lema  6.1.13.   Toda subvariedad tórica invariante af́ın Xτ  de Xσ  contiene una única 

órbita Oτ  que es relativamente densa en Xτ , es decir, Xτ  es la clausura de una órbita. 

Del mismo modo, toda clausura de una órbita en Xσ es una subvariedad tórica invariante 

af́ın Xτ  para una única cara τ  de σ̌. 

Demostración.  Según el texto del lema, mostraremos dos afirmaciones, en efecto. 

Veamos la primera afirmación (ie.  Toda subvariedad tórica invariante af́ın ..., Xτ  es la 

clausura de una órbita),  sabemos que por el Teorema 6.1.12, la acción natural del toro 

sobre una subvariedad tórica invariante Xτ  de Xσ está dada por la acción inducida de un 

subtoro T j  de T .  Ahora bien, por el Teorema 6.1.10, la gran órbita de la acción inducida 

por el toro T j  es una órbita abierta densa en Xτ , que será única respecto de estas condi- 

ciones, porque cualquier otra órbita no será densa en Xτ  dado que estará contenida en 

el complemento de la gran órbita, que es un cerrado. 

Ahora veamos para la segunda afirmación  (ie.   Toda  clausura  de  una  ́orbita  en  Xσ  es 

una subvariedad tórica invariante af́ın Xτ ...),  pasemos  a  descomponer  el  cono  σ̌ 

siguiente forma. 

de la 

Es posible encontrar una base {v1, ..., vp, vp+1, ..., vn} del ret´ıculo Zn tal que {v1, ..., vp} es 
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Σ Σ 

una base de γ∩Zn  con γ = σ̌∩(−σ̌).  Ahora, consideramos el subespacio lineal U j  generado 

por {vp+1, ..., vn}.  Con esto, consideramos V = σ̌∩U j  que es un cono racional cumpliendo 

σ̌  = γ + V.  Si es necesario, modificamos la base {vp+1, ..., vn} de U j  ∩ Zn  de forma que 

podamos asumir que V ⊂ (vp+1, ..., vn).  Toda cara de σ̌ se puede escribir de forma única 

como τ  = γ + τ0 con τ0 = τ ∩V una cara de V.  Sea A(V) = {ap+2, ..., ak} el único sistema 

m ı́nimo de generadores de V ∩ Zn (ver Lema 4.3.10), entonces A(τ0) = A(V) ∩ τ es el 

sistema m ı́nimo de generadores de τ0 ∩ Zn. 

Ahora  consideremos  un  punto  x  ∈ Xσ  que  no  esté  en  la  clausura  de  una  órbita.   Aśı, 

respecto del sistema coordenado (u1, ..., up, up+1, up+2, ..., uk) correspondiente al sistema 

mı́nimo  de  generadores  A(σ̌) = {a1, ..., ap, ap+1, ap+2, ..., ak} con  ai  = vi  para  i ≥ p + 2 

y  ap+1  =  −(a1 + ... + ap),  hay  coordenadas  xi  ƒ=  0  para  algún  i  ≥ p + 2  (dado  que 

ui  es  inversible  para  i ≤ p + 1),  luego A(x) = ai ∈ A(σ̌) : xi ƒ= 0, i ≥ p + 2  es  no  vaćıo. 

Entonces,  τ0  =  V ∩ V   (con  V  el  espacio  vectorial  generado  por  A(x))  es  la  cara  más 

pequeña  de  V conteniendo  A(x).  Tenemos  que  A(x) = A(τ0).  Finalmente,  τ  = γ + τ0 

tiene la propiedad de que el punto x está en la órbita abierta densa de Xτ  , luego Xτ  es 

la clausura de la órbita T x. Q 

 
Observación  6.1.14  Si  fijamos  un  cono  σ  de  un  abanico     ,  podemos  considerar  la 

subvariedad tórica invariante X   /σ  de X   . Entonces el lema 6.1.13 nos indica que para 

el caso af́ın, una subvariedad tórica invariante es la clausura de una órbita.  Mientras 

que el teorema 6.1.12 nos dice que la acción tórica natural sobre dicha subvariedad está 

inducida por la acción tórica natural sobre la variedad ambiente restringida a un sub toro 

adecuado. Veamos que para el caso general también se conserva lo indicado. 

 

Teorema 6.1.15. Dado un abanico 
Σ 

en Rn: 

1. Toda órbita de la acción tórica sobre la variedad tórica XΣ  es el embebimiento Tk 

de un toro de dimensión k con 0 ≤ k ≤ n. 

2. XΣ  es la unión disjunta de todas sus órbitas. Su número es finito. 



83 
 

Σ 

Σ Σ 

Σ 

Σ Σ 

Demostración. 

1. El primer enunciado es consecuencia directa del Lema 6.1.13. 

2. Decir que X sea unión disjunta de sus órbitas se debe a la definición de órbita (un 

punto no puede estar en dos órbitas distintas). 

Para la segunda parte del enunciado lo desarrollaremos de manera inductiva. Esto se 

debe  a  que  cualquier  subvariedad  tórica  XΣ 
/σ   contiene  a  un  toro  Tk  de  dimensión  k 

como un subconjunto denso y abierto y X /σ \ Tk es subvariedad tórica de X /σ, luego 

podemos recubrirlo con embebimientos de toros de menor dimensión. Q 

Definición 6.1.16. Llamamos a cada uno de los Tk del teorema anterior toro embebido. 

En particular, Tn = T  se llama la gran órbita de XΣ. 

6.2 Las  orbitas  de  una  acción  tórica 
 

En la sección anterior mencionamos cómo actúa el toro en una variedad tórica, y también 

verificamos  que  cuando  trabajamos  con  una  acción  de  grupo,  podemos  ver  la  variedad 

como una unión de sus órbitas.  Ahora veamos un pequeño resumen de lo hecho hasta el 

momento utilizando los cap ı́tulos 1 y 2; para luego definir que significa un punto distin- 

guido y seguidamente como determinar su órbita. 

 
Veamos entonces, que si consideramos el caso = {0}, entonces X = (C∗)n este es 

el toro del cual estuvimos hablando en secciones anteriores. Ahora observamos que existe 

una sola orbita que es el espacio total XΣ  y es la órbita del punto cuyas coordenada son 

(1, ..., 1) ∈ (C)n. 

En el caso general, el cono σ = {0} de un proporciona una órbita abierta densa que 

es la incrustación de T  = (C∗)n según la Proposición 4.4.2.9. 
Por otro lado según el Corolario 1.2.13, existe una correspondencia 

 
Ck ↔ {M ⊂ C [ξ] : M ideal maximal} ↔ HomC−alg (C [ξ] , C) 

de tal manera que con esta correspondencia, los puntos x = (x1, ..., xk) se corresponde 

con el ideal maximal Mx = C [ξ] (ξ1 − x1) + ... + C [ξ] (ξk − xk) y los homomorfismos 

φ : C [ξ] → C tal que Kerφ = Mx, es decir, φ(f ) = f (x). 
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Si I es un ideal en C [ξ], entonces V = V (I) = x ∈ Ck : I ⊂ Mx y Iv = I(V (I)). Donde 

el conjunto V es un conjunto algebraico cuyo anillo de coordenadas es RV = C [ξ] /IV y 
lo cual nos proporciona la siguiente correspondencia 

 

V ←→ {M ⊂ RV : M ideal maximal } ↔ HomC−alg(RV , C). 

En términos de semigrupo, el ret́ıculo dual M es generado por ±e∗
i , i= 1,...,n y el anillo 

de polinomios de Laurent C [M ] está generado por zi, z−1, i = 1, ..., n; de tal manera que 
podemos identificarlo como 

Spec(C [M ]) ∼= Hom(M, C∗) ∼= N ⊗Z C∗  ∼= (C∗)n 

donde N  ∼= HomZ (M, Z) y Hom (M, C∗) son grupos de homomorfismos. 
Todos los semigrupos Sσ = σ̌ ∩ M  son  semigrupos  del  ret́ıculo  M  y  C [Sσ]  es  un  sub 

álgebra de C [M ].  Los sub álgebras son generados por monomios cuyas variables son ui. 
Si Sσ es generado por (a1, . . . , ak) los elementos ui = zai , i = 1, ..., k, son generadores 

de  los  C-  sub  ́algebra  C [Sσ],  que  se  escribe  como  C [u1, ..., uk].  Para  a ∈ Sσ  podremos 

escribir za como el correspondiente elemento de C [Sσ] cuya multiplicación za.zaj   

= za+aj

 

y z0 = 1. 

Observación  6.2.1  Los puntos del Spec (C [Sσ])  se corresponden con los homomorfis- 

mos de semi grupos de Sσ en C, donde C = C∗ ∪ {0} es un semigrupo abeliano via la 

multiplicación: 
 

Spec (C [Sσ]) = Xσ ∼= Hom(Sσ, C) 

(semigurpo de homomorfismos ). Si φ ∈ Hom(Sσ, C), los puntos x se corresponden con φ 

satisfaciendo φ(a) = za(x) (evaluación en x), para todo a ∈ Sσ.  Esto significa que φ(ai) 

es la i-th coordenada de x, es decir x = (φ(a1), ..., φ(ak)) ∈ Ck. 

La acción de T en Xσ  podŕıa ser interpretada de la manera siguiente: 
 

t ∈ T identificamos con el grupo de homomorfismos M  →t C∗ , 

x   ∈ X identificamos con los semigrupo de homomorfismos  S   →x C, entonces 

tx   ∈ Xσ identificamos con los semigrupo de homomorfismos Sσ → C, u ›→ t(u)x(u). 
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τ 

Definición 6.2.2 (Puntos  distinguidos) Sea σ un cono y Xσ  su correspondiente var- 

iedad tórica af́ın asociada.  Nosotros asociaremos cada cara τ  del cono σ  con un punto 

distinguido xτ correspondiente al semigrupo de homomorfismos definida en los gener- 

adores a de Sσ, por 

φ  (a) = 

 
1   si a ∈ τ ⊥ 

  0   otros casos 
 
 

 

Ejemplo 6.2.3 Considerando el ejemplo 4.4.2.2, los generadores del monoide Sσ3 son 

a1 = (1, 0), a2 = (1, 1) y a3 = (1, 2). Si τ1 es la cara generada por 2e1–e2, entonces 

solo a3  ∈ τ1
⊥.  Entonces φτ1 (a1)  =  φτ1 (a2)  =  0  y φτ1 (a3)  =  1.  Los puntos xτ1    tienen 

coordenadas za1 (xτ ) = za2 (xτ ) = 0 y za3 (xτ ) = 1, es decir, xτ = (0, 0, 1). 

Similarmente tenemos que si τ2 es una cara generada por e2 entonces τ2⊥ es la recta 

generada por e1. Nosotros obtenemos φτ2 (a1) = 1 y φτ2 (a2) = φτ2 (a3) = 0; entonces 

xτ2 = (1, 0, 0). 

Ahora, si consideramos σ3 como una cara de σ3, entonces σ3
⊥  = {0} de donde podemos 

deducir inmediatamente que no existe un ai  en σ3
⊥  y xσ3   = (0, 0, 0). 

Finalmente, si consideramos a {0} como una cara de σ3, entonces {0}
⊥ = R2 lo cual 

contiene todos los ai, entonces x0 = (1, 1, 1). 
 

Definición  6.2.4  Sea  σ  un  cono  en  Rn   y  τ  una  cara  de  σ.   La  ́orbita  de  T  en  Xσ 

correspondiente a la cara τ  es la órbita del punto distinguido xτ , lo cual lo denotaremos 

por Oτ . 
 
 

Ejemplo 6.2.5 Del ejemplo anterior podemos deducir que 
 

Oσ3 =   {(0, 0, 0)}  es la órbita del punto distinguido xσ3   = (0, 0, 0) 

Oτ1       =   {0} × {0} × C∗
ξ3    es la órbita del punto distinguido xτ1   = (0, 0, 1) 

Oτ2       =   C∗
ξ3  × {0} × {0}  es la órbita del punto distinguido xτ2   = (1, 0, 0) 

O0   =   (C∗)2,   es la órbita del punto distinguido x0 = (1, 1, 1) 
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6.3 La  correspondencia  de  ́orbita-cono 
 

En esta sección, tenga presente que para la variedad tórica de un abanico, resulta que cada 

cono σ en el abanico determina una órbita O (σ).  Entonces nuestro objetivo es mostrar 

cómo podemos obtener la estructura orbital de una variedad tórica desde su cono, a esto 

se llama correspondencia de la órbita-cono.  La conexión proviene,  en última instancia, 

de mirar el ĺımite de puntos de los subgrupos de un solo parámetro de T definidos en el 

cap ı́tulo 3. Empecemos nuestro estudio con un ejemplo previo. 

Ejemplo  6.3.1.   Considere P2  ∼=  XΣ  para el abanico normal =  {σ0, σ1, σ2};  σ0 = 
(e1, e2), σ1 = (−e1–e2, e2) y σ2 = (e1, −e1–e2) conos bidimensionales, junto con los tres 

rayos τi,j  = σi ∩ σj  para i ƒ= j, y el origen.  La variedad tórica X     está cubierto por los 

abiertos afines 
 

Uσ0 =  Spec (C [Sσ0 ])  ≈ Spec (C [x, y]) 

Uσ1 =   Spec (C [Sσ ])   ≈ Spec (C [x−1, x−1y]) 

Uσ = Spec (C [Sσ ]) ≈ Spec (C [xy−1, y−1]) . 

Podemos verificar que si usamos las coordenadas homogéneas usuales (x0, x1, x2) en P2, 

entonces x −→ x1 y y −→ x2 de tal manera que identificamos los abiertos afines Ui ⊆ P2
 

con Uσi   ⊆ XΣ. Por lo tanto, hemos cubierto P  como la variedad tórica Xσ. 
2 

 

Considerando  a  T   =  (C∗)2  ⊆  P2,  y  sus  puntos  cuyas  coordenadas  homogéneas  son 

(1, s, t) , s, t ƒ= 0 y para cada u = (a, b) ∈ N = Z2, obtenemos la curva correspondi- 

ente en P2: λu (t) = 1, ta, tb . Desde  que  P2  es  compacto  el  ĺ ımite  limt→0λu(t) existe  

en P2. Ahora comenzamos analizar dicho ĺ ımite, observando que el punto ĺ ımite en P2 

depende en u = (a, b). Entonces obtenemos lo siguiente: 
 

(1, 0, 0) a, b > 0 

(1, 0, 1) a > 0, b = 0 
 

 
lim λu(t) = lim 

.
1, ta, tbΣ 

= 

(1, 1, 0) a = 0, b > 0  
(1, 1, 1) a = b = 0 

t→0 t→0  

(0, 0, 1)   a > b, b < 0 

(0, 1, 0) a < 0, a < b 
 (0, 1, 1)   a < 0, a = b. 
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t→0 t→0 

 

 
 
 
 

Figura  21:  lim λu(t) para u = (a, b) Z2
 

t→0 

 

 
 

Los primeros cuatro casos son fáciles de verificar,  supongamos que a, b > 0 ∈ Z.  Estos 
puntos se encuentran en el primer cuadrante. Aqú ı, es obvio que lim 1, ta, tb = (1, 0, 0). 

t→0 

Luego, supongamos que a = b < 0 ∈ Z, correspondiente a puntos en la diagonal en el 
tercer cuadrante. Note que 

 

.
1, ta, tbΣ 

= (1, ta, ta) ≈ (t−a, 1, 1) , 

desde que estamos usando coordenadas homogéneas en P2, entonces −a > 0 implica que 

lim t−a, 1, 1 = (0, 1, 1). Los otros casos son similares. Ahora, para el quinto caso debe 
t→0 

notar que 
 

lim 
.
1, ta, tbΣ 

= lim 
.
t−b, ta−b, 1

Σ
 

 
y nuevamente usando el hecho de que estos son coordenadas homogéneas.  Entonces para 

a > b y b < 0 implica que el l´ımite es (0, 0, 1). En los otros dos casos es similar. 
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Σ 

t→0 

Podemos observar además en la figura que hay siete regiones distintas que descomponen 

al plano R2 = N ⊗Z R: 

• Los conjuntos abiertos a, b > 0; a < 0, a < b; y a > b, b < 0 

• Los rayos abiertos a > 0, b = 0; a = 0, b > 0; y a < 0, a = b 

• El punto a = b = 0 

Las regiones de N descritas en la figura 21 corresponden a conos del abanico . En cada 

caso, el conjunto de u da uno de los puntos ĺ ımite que es igual a N ∩ σ̇ . 

Ahora, relacionemos lo conseguido con las T- órbitas en P2.  Al considerar la descripción 
P2  ∼= (C3 \ {0} /C∗), veremos que hay exactamente siete T- órbitas en P2. 

 
 

O1 = {(x0, x1, x2) ; xi ƒ= 0para todo i} s (1, 1, 1) 

O2 = {(x0, x1, x2) ; x2 = 0, yx0, x1 =ƒ 0} s (1, 1, 0) 

O3 = {(x0, x1, x2) ; x1 = 0, yx0, x2 ƒ= 0} s (1, 0, 1) 

O4 = {(x0, x1, x2) ; x0 = 0, yx1, x2 ƒ= 0} s (0, 1, 1) 

O5 = {(x0, x1, x2) ; x1 = x2 = 0, yx0 ƒ= 0} = {(1, 0, 0)} 

O6 = {(x0, x1, x2) ; x0 = x2 = 0, yx1 ƒ= 0} = {(0, 1, 0)} 

O7 = {(x0, x1, x2) ; x0 = x1 = 0, yx2 ƒ= 0} = {(0, 0, 1)} 

Esta lista muestra que cada órbita contiene un único punto ĺımite.  Por lo tanto, obten- 

emos una correspondencia entre conos σ y órbitas O de la manera siguiente: 

σ se corresponde con O ⇐⇒ lim λu(t) ∈ O para todo u ∈ σ˙ . 

Ahora, veamos algunos resultados, los cuales generalizan lo mencionado a todas las var- 

iedades tóricas. 

Denotamos el punto γσ como el punto distinguido correspondiente a σ. 
 

• El punto γσ  se fija bajo la acción de T si y solo si dimσ = dimN . 

• Si τ ≺ σ es una cara, entonces γσ ∈ Xσ. Esto sigue del hecho de que σ⊥ ⊆ τ ⊥. 
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t→0 

Σ 

Σ Σ 

Antes  de  proseguir  hagamos  un  hincapié  en  la  notación,  ya  que  de  ahora  en  adelante 

cada que nos encontremos con NR significa que es el espacio vectorial N ⊗Z R el cual es 

construido a partir del ret́ ıculo N . 
 

Proposicion  6.3.2    Sea  σ  ⊆  NR  un  cono  poliédrico  racional  fuertemente  convexo  y 

u ∈ N . Entonces 
 

u σ lim λu(t) existe en Xσ. 
t→0 

Además, si u σ̇ , entonces lim λu(t) = γσ. 
t→0 

Demostración.  Dado un u ∈ N , tenemos 

lim λu (t) existe en Xσ ⇐⇒ lim χm (λu (t)) existe en C para todo m ∈ Sσ 
t→0 t→0 

lim t(m,u) existe en C para todo m Sσ 
t→0 

⇐⇒   (m, u) ≥ 0 para todo m  ∈ σ̌ ∩ M 

⇐⇒   u ∈ σ̌ = σ, 
 

estas equivalencias son claras y gracias a ello podemos mostrar la primera afirmación de 

la proposición. 

Por otro lado se puede mostrar fácilmente que cuando u ∈ σ ∩ N , limt→0λu(t) es el punto 

correspondiente al homomorfismo de semigrupo de Sσ → C definido por 

m ∈ σ̌ ∩ M  −→ lim t(m,u). 
 

Por lo tanto, si u ∈ σ̇         entonces, (m, u) > 0; para todo m ∈ Sσ \ σ⊥, y (m, u) = 0, si 

m ∈ Sσ ∩ σ⊥. Entonces, podemos decir que el punto ĺ ımite es precisamente el punto 

distinguido γσ. Q 

 
Las  órbitas  de  T.  Ahora,  vamos  a  tratar  con  las  T-órbitas  en  X   .   Como  ya 

observamos anteriormente cada cono σ ∈ tiene un punto distinguido γσ ∈ Xσ ⊆ X . Esto 

nos da la órbita del toro denotada de la manera siguiente 
 

O (σ) = T.γσ ⊆ XΣ. 
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Nuestro próximo teorema es el resultado principal de todo lo expuesto en esta seccion. 

Recuerde que la relación de la cara τ  ≺ σ se cumple cuando τ  es una cara de σ. 

 
Teorema 6.3.3 (Correspondencia cono-órbita ).  Sea X la variedad tórica del abanico 
Σ 

en NR. Entonces: 

a) Existe una correspondencia biyectiva 

, 
conos σ en  

Σ,   
←→   

.
T − orbitas en XΣ

Σ
 

σ ←→ O (σ) ≈ HomZ 
.
σ⊥ ∩ M, C∗

Σ 
. 

b) Sea n = dim NR. Para cada cono σ ∈ 
Σ

, dimO (σ) = n − dimσ. 

c) El subconjunto af́ın abierto Xσ  es la unión de órbitas; 

 
Xσ = O (τ ) . 

τ ≺σ 

 
d) τ ≺ σ si y solo si O (σ) ⊆ O (τ ), y 

 

O (τ ) = O (σ) 
τ ≺σ 

 

donde O (τ ) denota la clausura en la topoloǵıas clásica y Zariski. 

 

Demostración.  Ver [2, pag.120]. Q 

 
Observación  6.3.4.   El  ejemplo  6.3.1  nos  dice  que  para  P2,  hay  tres  tipos  de  conos 

y T-órbitas: 

• El cono trivial σ = {(0, 0)} corresponde a la órbita O (σ) = T  ⊆ P2, que satisface 

dimO (σ) = 2 = 2 − dimσ. Esta es una cara de todos los otros conos en , y por 

lo tanto todas las otras órbitas están contenidas en su cerradura.  Además, tenga 

en  cuenta  también  que  xσ  =  O (σ)  ≈  (C∗)2,  ya  que  no  hay  conos  propiamente 

contenidos en σ. 
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• Los tres conos 1-dimensionales τ  dan las T-órbitas de dimensión 1.  Cada uno es 

isomorfo a C∗. La cerradura de estas órbitas son los ejes de coordenadas V (xi) en 

P2, cada uno es una copia de P1.  Tenga en cuenta que cada τ  está contenido en 

dos conos máximales. 

 

• Los tres conos máximales σi  en el abanico      corresponden a los tres puntos fijos 

(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) de la acción del toro en P2. Hay dos de estos en la clausura 

de cada una de las T- órbitas unidimensionales. 

 
 
 
 

Ejemplo 6.3.5. Consideremos el cono σ2 = (e1, e2) del Ejemplo 4.1.4, cuya variedad 
2 ∗ 2 

tórica Xσ2   = C ; el cual contiene a (C )   como toro.  Por otro lado, la acción del toro 

simplemente viene dada por (t1, t2) · (x1, x2) = (t1x1, t2x2). Entonces podemos verificar 

que hay cuatro órbitas, generadas por los elementos (0, 0), (0, 1), (1, 0)  y (1, 1).  Ahora, 

relacionemos estas 4 órbitas con los 4 conos y observamos entonces que (0, 0) es un punto 

fijo y que es el punto distinguido de σ2.  Del mismo modo, relacionamos las órbitas de 

(0, 1) y (1, 0) con los rayos τ1 = (e1) y τ2 = (e2). Finalmente relacionamos en (C∗)2, la 

órbita de (1, 1), con el origen. 
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Caṕıtulo 7 
 

7 Singularidades en variedades tóricas 
 

En este cap ı́tulo, veremos como todo lo expuesto va tomando forma para nuestro argu- 

mento principal; el cual es resolver singularidades en una superficie tórica. 

Empezamos  nuestro  estudio  acerca  de  cómo  reconocer  cuando  un  cono  es  regular  o  no 

para más adelante reconocer una variedad no singular.  Además, en una sección posterior 

también  desarrollaremos  cuando  se  dice  que  una  variedad  tórica  es  normal,  condición 

necesaria  para  poder  resolver  singularidades.  Por  último  desarrollaremos  un  algoritmo 

que será de gran utilidad para el caṕıtulo siguiente. 

 
7.1 Conos singulares 

 
En  esta  sección  determinamos  las  condiciones  necesarias  y  suficientes  para  que  Xσ  sea 

no singular.  Este será nuestro primer paso hacia la resolución tórica de singularidades . 

 

Veamos antes ciertos detalles importantes acerca de conos fuertemente convexos. 

Definición 7.1.1.  Sea σ ⊆ NR un cono poliédrico racional fuertemente convexo. 

a) Un cono σ es suave o regular si sus generadores m ı́nimos forman parte de una 

Z-base de N, 

b) Un cono σ es simplicial si sus generadores m ı́nimos son linealmente independientes 

sobre R. 

Como ejemplo podemos mencionar que, el cono σ2 es regular.  Tenga en cuenta también 

que el dual de un cono regular (resp. Simplicial) de dimensión máxima es también regular 

(resp. simplicial). 

 

Cuando  σ  ⊆  NR  tiene  una  dimensión  máxima,  el  semigrupo  Sσ  =  σ̌  ∩ M  tiene  un 
conjunto único mı́nimo de generadores construido de la manera siguiente.  Antes de ello, 

diremos que un elemento m ƒ= 0 de Sσ es irreducible si m = mj + mjj para mj , mjj 
∈ Sσ 
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implica que mj  = 0 ó mjj  = 0. 

Proposición  7.1.2.    Sea σ  ⊆ NR un cono poliédrico racional fuertemente convexo de 

dimensión máxima y sea Sσ = σ̌ ∩ M . Entonces 

H = {m ∈ Sσ; m es irreducible} 

tiene las siguientes propiedades: 

a) H es finito y genera Sσ. 

b) H contiene los rayos generadores de los bordes de σ̌. 

c) H es el conjunto generador mı́nimo de Sσ  con respecto a la inclusión. 

Demostración. 

Veamos la parte a).  Teniendo en cuenta que σ̌  es fuertemente convexo, podemos encon- 

trar un elemento u ∈ σ ∩ N \ {0} tal que (m, u) ∈ N, para todo m ∈ Sσ y (m, u) = 0 si 

y solo si m = 0. 

Ahora, supongamos que m ∈ Sσ no es irreductible. Entonces m = mj + mjj donde mj y 
mjj son elementos distintos de cero del Sσ. Observamos que 

(m, u) = 
.
mj , u

Σ 
+ 

.
mjj , u

Σ
 

con 
.
mj , u

Σ 
, 
.
mjj , u

Σ 
∈ N \ {0}, de tal manera que 

.
mj , u

Σ 
< (m, u) y 

.
mjj , u

Σ 
< (m, u). 

Ahora,  usando  inducción  en  (m, u),  podemos  concluir  que  cada  elemento  de  Sσ  es  una 

suma de elementos irreductible, de modo que H genera Sσ.  Además, usando un conjunto 

generador finito de Sσ, podemos observar fácilmente que H es finito. 
El restante de las partes de la prueba no son dif ı́ciles de tratar; para la parte b, basta con 

mostrar que los rayos generadores de los borde de σ̌ son irreducibles.  Para ello con- 

sidere  un  borde  ρ  de  σ̌,  de  tal  manera  que  se  pueda  elegir  un  u ∈ σ ∩ N \ {0} tal  que 

ρ = Hu ∩ σ̌.  Para  la  parte  c,  recuerde  que  los  semigrupos  Sσ  = σ̌ ∩ M  tiene  un  único 

conjunto generador minimal. Q 



94 
 

El conjunto H ⊆ Sσ se llama base de Hilbert de Sσ y sus elementos son generadores 

mı́nimos de Sσ.  En términos más generales, la Proposición 7.1.2 es válida para cualquier 

semigrupo af́ ın S que satisface S ∩ (−S) = {0}. 
A continuación, estudiamos la cuestión de cuándo una variedad tórica af́ın Xσ es normal. 

Necesitamos una definición antes de establecer nuestro criterio de normalidad. 
 
 

Definición  7.1.3.Un semigroup af́ın S  ⊆ M  es saturado  si para todo k  ∈ N  \ {0} 

y m ∈ M , km ∈ S implica m ∈ S. 

Por ejemplo, si σ  ⊆ NR es un cono poliédrico racional fuertemente convexo, entonces 

Sσ = σ̌ ∩ M  se ve fácilmente que es saturado. 

 
Teorema  7.1.4.  Sea Xσ  una variedad tórica af́ın con el toro T. Entonces lo siguientes 

enunciados son equivalentes: 

a) Xσ es normal. 

 

b) Xσ = Spec (C [S]), donde S ⊆ M es un semigrupo af́ ın saturado. 

c) Xσ  = Spec (C [Sσ]) = Xσ, donde Sσ = σ̌ ∩ M  y σ ⊆ NR es cono poliédrico racional- 

fuertemente convexo. 

 

Demostración 

Tengamos en cuenta que Xσ = Spec(C[S]) para un semigrupo S af́ ın contenido en un 

ret́ıculo,  y  el  toro  de  Xσ  tiene  el  carácter  reticular  M  =  ZS.   Además,  consideremos 

n = dimXσ, de tal manera que M  ∼= Zn. 

(a) ⇒ (b): Si Xσ es normal, entonces C[S] = C[Xσ] es ́ ıntegramente cerrado en su cuerpo 

de  fracciones  C(Xσ).   Supongamos  que  km  ∈  S  para  algún  k  ∈  N \ {0} y  m  ∈  M . 
Entonces χm es una función polinómica en T y por lo tanto una función racional en Xσ 

ya que T  ⊆ Xσ es un abierto de Zariski.  También tenemos χm ∈ C[S], desde que km ∈ S. 

Además, se deduce que χm  es una ráız del polinomio mónico Xk − χkm  con coeficientes 

en C[S].  Por la definición de normal, obtenemos χm ∈ C[S], es decir, m ∈ S.  Aśı, S está 
saturado. 
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(b) ⇒ (c): Sea A ⊆ S un conjunto generador finito de S. Entonces S se encuentra en el  

cono  poliédrico  racional  Cono(A)  ⊆ M ,  y  RanZA =  n  lo  cual  implica  que  la  dim 

Cono(A)  =  n.   Por  otro  lado,  podemos  deducir  que  σ  =  Cono(Ǎ)  ⊆  N  es  un  cono 

poliédrico racional fuertemente convexo tal que S ⊆ σ̌ ∩ M .  Por lo tanto, la igualdad se 
cumple cuando S es saturado. De all´ı S = Sσ. 

(c) ⇒ (a):   Para  esta  parte,  necesitamos  mostrar  que  C[Sσ]  =  C[σ̌ ∩ M ]  sea  normal, 

cuando σ ⊆ N  es un cono poliédrico racional fuertemente convexo. 
En efecto, sean ρ1, ..., ρr los rayos de σ. Entonces desde que σ es generado por sus rayos, 

tenemos que 

σ̌ = 
r 

ρ̌i. 
i=1 

 

Ahora, intersectando con M amabas igualdades obtenemos Sσ = 

que 

 
r 

Sρ , lo cual implica 
i=1 

C[Sσ] = 
Tr   

C
 
[Sρi ]. 

i=1 

Ahora bien, C[Sσ] es normal si cada C[Sρi ] es normal, entonces bastará probar que C[Sρ] 

sea normal cuando ρ es un rayo racional en N. En efecto, sea uρ ∈ ρ ∩ N el rayo generador 

de ρ.  Ahora, como u es primitivo, es decir,  1 uρ ∈/ N  para todo k > 1, entonces es posible 

encontrar una base e1, ..., en de N con uρ = e1. Esto nos permite suponer que ρ = (e1), 
de modo que 

C[Sρ] = C 
Σ
x1, x±

2 
1, ..., x±

n 
1

Σ 
. 

Pero como C [x1, ..., xn] es normal, entonces localizando tenemos que 

C [x1, ..., xn] 

 
 
x2...xn = C 

Σ
x1, x±

2 
1, ..., x±

n 
1

Σ
 

 

lo cual implica que también es normal, con ello completamos la prueba. Q 

 
Ejemplo 7.1.5 Sea σ4 = (e1, e2, e1 + e3, e2 + e3) ⊆ NR con N = Z3. 

σ4 = (e1, e2, e1 + e3, e2 + e3) ›→ σ̌4 = (e∗
1, e∗

2, e∗
3, e∗

1 + e∗
2 − e∗

3) ›→ Sσ4   = 

(e∗
1, e∗

2, e∗
3, e∗

1 + e∗
2 − e∗

3) ›→ Rσ4   = C [ξ1, ξ2, ξ3, ξ4] / (ξ1ξ2 − ξ3, ξ4) ›→ Xσ4   = V (Iσ4 ) 
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donde Iσ4 = (ξ1ξ2 − ξ3ξ4). Entonces por el teorema 7.1.4 Xσ4 es normal. 

Ahora, nuestro próximo objetivo es caracterizar cuando una variedad tórico af́ın es regu- 

lar. Como las variedades afines regulares son normales, y considerando que las variedades 

tóricas afines Xσ  provenien de conos poliédricos fuertemente convexos σ ⊆ NR; primero 

estudiaremos Xσ cuando σ tiene dimensión máxima.  Entonces σ̌ es fuertemente convexo 

de modo que Sσ  = σ̌ ∩ M  tiene una base de Hilbert H .  Además, la acción del toro en 

Xσ  tiene un único punto fijo, indicado aqúı por pσ ∈ Xσ.  Ver [2, Corolario 1.3.3]. 

 
El punto pσ y la base H de Hilbert se relacionan de la siguiente manera. 

Lema  7.1.6.  Sea σ ⊆ NR un cono poliédrico racional fuertemente convexo de máxima 

dimensión y Tpσ  (Xσ)  el espacio tangente de Zariski para la variedad tórica af́ın Xσ  en el 

punto interior pσ . Entonces dim Tpσ (Xσ) = |H|. 

Demostración.  Ver [2, pag.40]. Q 

Ahora llegamos a nuestro resultado principal sobre la no singularidad o regularidad. Re- 

cuerde  de  la  Definicion  7.1.1  que  un  cono  poliédrico  racional  es  regular  si  puede  ser 

generado por un subconjunto de una base del ret́ ıculo. 

 

Teorema  7.1.7.     Sea σ  ⊆ NR un cono poliédrico racional fuertemente convexo.  En- 

tonces Xσ  es regular si y solo si σ  es regular.  Además, toda variedad tórica af́ın regular 

es de esta forma. 

Demostración 

Si una variedad tórica af́ın es regular, entonces es normal y por lo tanto es de la forma 

Xσ.  Además, si σ  es un cono regular, entonces Xσ  es regular como una variedad.  Para 

esta última parte ver [2], ejemplo 1.2.21. 

Ahora, queda por demostrar lo contrario. Aś ı que fijemos un σ ⊆ NR tal que Xσ es 
regular. 

Sea  n  =  dimXσ  =  dimNR.  Primero  suponga  que  σ  tiene  dimensión  n  y  sea  pσ  ∈ Xσ. 

Como  pσ  es  regular  en  Xσ,  el  espacio  tangente  Zariski  Tpσ (Xσ)  tiene  dimensión  n  por 

definición.  Por otro lado, el Lema 7.1.6.  implica que dim Tpσ (Xσ) es la cardinalidad de 

la base de Hilbert H de Sσ = σ̌ ∩ M .  Aśı, 
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n = |H| ≥ |{bordesρ ⊆ σ̌}| ≥ n, 

donde  la  primera  desigualdad  se  cumple  por  la  Teorema  7.1.4. (cada  borde  ρ  ⊆  σ̌ 

contribuye  un  elemento  de  H)  y  el  segundo  se  mantiene  desde  que  la  dim (σ̌)  =  n. 

Entonces σ tiene n bordes y H consiste de los generadores de los rayos de estos bordes. 

Ahora, ya que M  = ZSσ, los n generadores del borde de σ̌ generan el ret́ıculo M  ≈ Zn  y 
por lo tanto, forma una base de M. Aśı, σ̌ es regular, y luego σ = σ̌ es regular desde que la 

dualidad preserva la regularidad. 

Ahora, supongamos que la dim (σ) = r < n. Reducimos al caso anterior de la siguiente 

manera.  Sea N1 ⊆ N  el sub ret́ıculo saturado más pequeño que contiene los generadores 

de σ.  Entonces N/N1 es de torsión libre, lo cual implica la existencia de un sub ret́ıculo 

N2 ⊆ N con N = N1 ⊕ N2. Tenga en cuenta que rankN1 = r y rankN2 = n − r. 

El cono σ se encuentra en ambos (N1)R  y NR.  Esto proporciona variedades tóricas afines 

Xσ,N1    y  Xσ,N ,  de  dimensiones  r  y  n,  respectivamente.   Además,  N  =  N1 ⊕ N2 induce 

M = M1 ⊕M2, de modo que σ ⊆ (N1)R y σ ⊆ NR dando los semigrupos afines Sσ,N1 ⊆ M1 

y Sσ,N ⊆ M respectivamente. Es sencillo mostrar que 

Sσ,N  = Sσ,N1  ⊕ M2, 

que en términos de álgebras de semigrupo se puede escribir 
 

C [Sσ,N ] ≈ C [Sσ,N1 ] ⊕ C [M2]. 

El lado derecho es el anillo de coordenadas de Xσ,N1 × TN2 . Aś ı, 

Xσ,N  ≈ Xσ,N1 × TN2 , 
 

que a su vez implica que 
 

Xσ,N ≈ Xσ,N × (C∗)n−r 
⊆ Xσ,N × (C)n−r. 

 
n−r 

Dado que asumimos que Xσ,N  es regular, se deduce que Xσ,N1  × (C) es regular en 

cualquier punto (p, q) en Xσ,N1  × (C)n−r.  Por otro lado, es fácil mostrar que 

Xσ,N1 × (C)n−r es regular en(p, q) −→ Xσ,N1 × (C)n−r es regular en p. 
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Sea p = pσ ∈ Xσ,N1 , el caso anterior implica que σ es regular en N1 ya que dimσ = 

dim (N1)R. Por lo tanto, σ es claramente regular en N = N1 ⊕ N2. 
Ahora,  podemos  concluir  que  una  variedad  tórica  es  no  singular  observando  los  conos 

que lo generan. 

 
Ejemplo 7.1.8. El cono del Ejemplo 4.4.2.2, σ3 = (2e1–e2, e2) es singular, por que sus 

vectores generadores {2e1–e2, e2} no forman una base para el ret́ ıculo N. Por lo tanto, 

podemos decir también que Xσ = V  (xz − y2) es una superficie que tiene una singularidad 

en (0, 0, 0). 
 
 

Veamos ahora un resultado no menos importante de una variedad tórica abstracta proyec- 

tiva asociado a un abanico. 

Para el siguiente teorema, tenga en cuenta que una variedad X es separable si la 

imagen de la función diagonal ∆ : X −→ X × X  es un cerrado de Zariski en X × X . 

Teorema  7.1.9.  Sea un abanico en NR.  La variedad tórica proyectiva X   , es una 

variedad normal separable. 

Demostración 

Desde que cada cono en  es fuertemente convexo, {0} ⊆ N es una cara de todo σ ∈   . 

Por lo tanto, tenemos T = Spec(C[M ]) ≈ (C∗)n ⊆ Xσ para todo σ.  Todos  estos toros  

son identificados por el pegado, entonces tenemos T ⊆ X . Sabemos que cada Xσ tiene 

una  acción  de  T .   El  pegado  de  los  isomorfismos  se  reduce  a  la  función  identidad  en 

C[Sσ1∩σ1 ]. Por lo tanto, las acciones son compatibles en las intersecciones de cada par de 

conjuntos, en los cubrimientos abiertos af́ınes para dar una acción algebraica de T  en X   

.  La variedad X     es irreductible porque todos los Xσ  son variedades tóricas afines 

irreducibles que contienen al toro T .  Además, Xσ es una variedad af́ın normal de ah́ı que 

la variedad X es normal. 

Ahora, para mostrar que X es separable, basta con mostrar que para cada par de conos 

σ1, σ2 en 
Σ

, la imagen de la función diagonal 

∆ : Xτ −→ Xσ1  × Xσ2 , τ = σ1 ∩ σ2 
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sea un cerrado de Zariski.  Pero ∆ proviene del homomorfismo de C-álgebras 

∆∗ : C [Sσ1 ] ⊕ C [Sσ2 ] −→ C [Sτ ], 

definido por χm ⊗ χn −→ χm+n.  Podemos verificar que ∆∗ es sobreyectivo, por lo que 

C [Sτ ] ≈ (C [Sσ1 ] ⊗ C [Sσ2 ]) /ker (∆∗) . 

Entonces la imagen de ∆ es un subconjunto cerrado de Zariski de Xσ1 × Xσ2 . 

Muchas  de  las  variedades  tóricas  encontradas  en  los  caṕıtulos  anteriores  provienen  de 

los abanicos.  Por ejemplo, el teorema 7.1.4 implica que una variedad tórica af́ın normal 

proviene de un abanico que consiste en un solo cono σ junto con todas sus caras. 

En general,  cada variedad tórica normal separable proviene de un abanico.  Esto es un 

consecuencia del teorema de Sumihiro. 

Teorema  7.1.10 (Sumihiro).  Sea el toro T que actúe sobre una variedad normal sepa- 

rable X. Entonces, cada punto p ∈ X tiene una vecindad abierta af́ ın T- invariante. 

Demostración.  Ver [2, pag.109]. Q 

 

Observación 7.1.11.  Tengamos en cuenta que es posible que si X es una variedad tórica 

separable normal con el toro T, entonces existe un abanico en NR tal que X ≈ X . 

Definición  7.1.12.   Sea ∈ N  un abanico.  Diremos que  es suave (o regular) si 

cada cono σ en 
Σ 

es suave (o regular). 

Teorema  7.1.13.  Sea X     una variedad tórica definida por un abanico      ∈ N .  En- 

tonces, X es una variedad regular si y solo si el abanico es regular. 

Demostración.  Este resultado se desprende de los conceptos correspondiente para var- 

iedades  toricas  afines,  y  del  Teorema  7.1.7,  ya  que  por  definición  la  regularidad  es  una 

propiedad local. Q 

Definición  7.1.14.    Sean N1, N2 dos ret́ıculos con     1  un abanico en (N1)R  y (    2)R 

un abanico en N2.  Una Z- función lineal ϕ  :  N1 → N2 es compatible con los abanicos 
Σ

1 

y 
Σ

2 si para cada cono σ1 ∈ 
Σ

1, existe un cono σ2 ∈ 
Σ

2 tal que ϕ (σ1) ⊆ σ2. 
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Definición  7.1.15.      Sea  X   
1 
,  X   

2    
variedades  tóricas  normales,  con     1  un  aban- 

ico en (N1)R  y     2  un abanico en (N2)R.  Un morfismo ϕ : XΣ
1   

→ XΣ
2    

es tórico si ϕ 

mapea el toro TN1 ⊆ XΣ
1 
dentro de TN2 ⊆ XΣ

2 
y ϕ|TN1 

es un homomorfismo de grupos. 

Teorema 7.1.16. Sea N1 y N2 ret́ ıculos y sea 
Σ

i un abanico en (Ni)R, i = 1,2. 

a) Si ϕ : N1 → N2 es un mapa Z-lineal que es compatible con 1 y 2, entonces existe 

un morfismo tórico ϕ : XΣ
1   

→ XΣ
2   

tal que ϕ|TN1    
es la función 

ϕ ⊗ 1 : N1 ⊗ C∗ −→ N2 ⊗ C∗. 

 
b) Por el contrario, si ϕ : X   

1   
→ X   

2    
es un morfismo tórico, entonces ϕ  induce una 

función Z-lineal ϕ : N1 → N2 que es compatible con los abanicos 
Σ

1  y 
Σ

2. 

Demostración. 

Parte (a) , sea σ1 un cono en 1. Como ϕ es compatible con 1 y 2, hay un cono σ1  ∈     

2  con  ϕR(σ1)  ⊆  σ2.    Entonces  se  muestra  que  ϕ  induce  un  morfismo  tórico ϕσ1     :  

Uσ1     →  Uσ2 ,  ver  [2],  Proposición  1.3.15.   De  manera  general  si  consideramos  a X una 

variedad con un cubrimiento abierta af́ ın Ui y una segunda variedad Y; tal que ϕi : Ui 

→ Y  sea una colección de morfismos.  Podemos decir que si el morfismo ϕ : X → Y se  

obtiene  a  partir  del  pegado  de  ϕi  donde  ϕ|Ui    =  ϕi,  para  todo  i.   Entonces  existe ϕ : 

X → Y morfismo, si y solo si, por cada par i, j, 

ϕi|Ui∩Uj  = ϕj |Ui∩Uj . 

Esto implica que el pegado de los morfismos tóricos ϕσ1   : Uσ1   → Uσ2   mencionado ante- 
riormente, forman un morfismo ϕ : XΣ

1   
→ XΣ

2 
.  Además, ϕ es tórico porque al tomar 

σ1 = {0} nos proporciona ϕ{0} : TN1 → TN2 , lo cual es el grupo homomorfismo inducido 

por la funcion Z-lineal ϕ : N1 → N2. 

Para la parte (b),  primero mostraremos que el morfismo tórico ϕ induce un funcion Z- 
lineal. Esto es consecuencia de que ϕ|TN1 

es un grupo de homomorfismo.  Por lo tanto, 

dado u ∈ N1, el subgrupo de un solo parámetro λu : C∗  → TN se puede componer con 

ϕ|TN1    
lo cual nos da el subgrupo de un parámetro ϕ|TN1 

oλu : C∗  → TN2 .  Esto define un 
1 
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elemento ϕ(u) ∈ N2, por lo tanto se puede ver que ϕ : N1 → N2 es una funcion Z-lineal. 
Ahora, queda por demostrar que ϕ es compatible con 1 y 2. Para ello, consideremos σ1 

∈    1.  Por la Correspondencia cono -Órbita (Teorema 6.3.3),  esto implica que TN1 - 

orbit O1 = O (σ1) ⊆ XΣ
1 
. Ahora, debido a que el morfismo ϕ : XΣ

1  
→ XΣ

2  
es una fun- 

cion equivariante, existe un TN2 -orbita O2 ⊆ X   
2   

con ϕ (O1) ⊆ O2.  De manera análoga 

obtenemos  O2  =  O(σ2)  para  algún  cono  σ2  ∈     2.   Por  lo  tanto  ϕ(O(σ1))  ⊆  O(σ2). 

Además,  si  τ1 ≺ σ1 es  una  cara,  siguiendo  un  razonamiento  similar  al  anterior,  existe 

algun cono τ2 ∈ 2 tales que ϕ (O (τ1)) ⊆ O (τ2). 
Afirmamos  que  en  esta  situación  τ2 debe  ser  una  cara  de  σ2.  Esto  proviene  desde  que 

O(σ1)  ⊆ O(τ1)  y  por  la  parte  (d)  del  Teorema  6.3.3.   Además,  como  ϕ  es  continuo  en 

la  topoloǵıa  de  Zariski,  entonces  ϕ   O(τ1)    ⊆ Oτ2.   Pero  como  las  únicas  órbitas  con- 

tenidas en la clausura de O (τ2) son las órbitas correspondientes a los conos que tienen τ2 

como cara; entonces τ2 es una cara de σ2. Y de la parte (c) del Teorema 6.3.3 se deduce 

que ϕ también mapea el subconjunto abierto af́ın  Uσ1   ⊆ XΣ
1    

en Uσ2   ⊆ XΣ
2 
,  es decir, 

ϕ (Uσ1)  ⊆ Uσ2 .  Por  lo  tanto,  ϕ  induce  un  morfismo  tórico  Uσ1    → Uσ2 ,  lo  cual  implica 

que  ϕR (σ1)  ⊆ σ2,  (ver  [2],  Proposición  1.3.15).   Por  lo  tanto,  ϕ  es  compatible  con  los 

abanicos  
Σ

1 y 
Σ

2. Q 

Definición  7.1.17.      Una  función  continua  f  :  X  →  Y   es  propia  si  la  imagen  in- 

versa f −1(T ) es compacto en X para todo subconjunto compacta T ⊆ Y . 

 
Teorema  7.1.18.          Sea  ϕ  :  XΣ   →  XΣj    el  morfismo  tórico  correspondiente  a  un 

 

homomorfismo ϕ : N → N j que es compatible con los abanicos 
Σ 

en NR y 
Σj 

en N j  . 
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes: 

 
a) ϕ : XΣ  → XΣj   es propia en la topoloǵıa clásica. 

b) ϕ : XΣ → XΣj es un morfismo propio. 

ϕ̄(u) u 
c) Si u ∈ N y limt→0λ (t) existe en XΣj , entonces limt→0λ (t) existe en XΣ. 

d) ϕ̄−
R 

1 
.
.
Σj 

.
Σ 

= |
Σ

|, donde |
Σ

| = 
S 

σ = NR. 

σ∈
Σ
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Demostración.  Ver [2, pag.  144 - 147]. Q 

 

 
7.2 Superficies  tóricas 

 
En esta sección,  aplicaremos la teoŕıa desarrollada hasta ahora para estudiar la estruc- 

tura de variedades tóricas normales bidimensionales (superficies tóricas).  Describiremos 

sus singularidades, introduciremos su resolución de singularidades, y clasificación de su- 

perficies tóricas completas regulares. 

Ahora,  supondremos  que  todos  los  conos  son  racionales,  poliédricos,  fuertemente  con- 

vexos bidimensionales en NR c R2, estos conos tendrán la siguiente forma  normal la 

cual facilitará nuestro estudio de las singularidades de las superficies tóricas. 
 

Proposición  7.2.1  Sea  un  σ  ⊆  NR  c  R2   cono  fuertemente  convexo  bidimensional. 

Entonces existe una base {e1, e2}, para N tal que 

σ = (e2, de1 − ke2), 

donde d > 0 y, 0 ≤ k < d, y mcd(d, k) = 1. 

Demostración 

Para la prueba haremos uso del algoritmo de la división modificada: 
 

Dado los enteros l y d > 0, existen enteros únicos s y k tal que l = sd − k y 0 ≤ k < d. 

Sea σ = Cono(u1, u2), donde ui son los vectores originales. Como u1 es uno de los 

vectores originales,  podemos tomarlo como parte de una base para N, y dejamos que    

e2 = u1.  Como σ es fuertemente convexo, para cualquier base ej , e2 de N, tendremos que 

u2 = dej
 + le2 

 

para algún d ƒ= 0.  Al reemplazar ej por −ej
 si fuese necesario, podemos suponer d > 0. 

Ademas, hay enteros s, k tales que l = sd − k, donde 0 ≤ k < d . Usando dichos enteros 
s, tenemos que e1 = ej   + se2.  Entonces e1, e2 también son base para N y 

 
u2 = de1 + (l − sd)e2 = de1 − ke2. 
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Por lo tanto, σ = Cono(e2, de1 − ke2) como se requeria, y el mcd(d, k) = 1 esto es porque 

u2 es primitivo. Q 

 
Nombraremos a los enteros d, k de la proposición anterior como los parámetros del cono 

y {e1, e2} es la base normalizada para N relativa al σ.  La unicidad de d, k  se estudiará 

en la proposición siguiente. 

Utilizando la forma normal, a continuación describimos la estructura local del punto 

pσ  en  la  variedad  tórica  af́ın  Xσ.    Tenga  en  cuenta  que  N j    ⊂  N  es  el  sub  ret́ıculo 

generado por los generadores de rayos del σ, entonces Xσ c C2/G donde G = N/N j (Ver 

[2], pag.46).  Y en nuestra situación, N  = Ze1 ⊕ Ze2, y 

N j = Ze2 ⊕ Z (de1 − ke2) = dZe1 ⊕ Ze2, 

entonces podemos decir que 
 

∗ G = N/N j c Z/dZ. 

En particular, para las singularidades de superficies tóricas, el grupo finito G es siempre 

c ı́clico. 

La  acción  de  G  sobre  C2  es  determinada  por  los  enteros  d,  k  de  la  siguiente  manera. 
Escribiremos 

µd = 
.

ς ∈ C : ςd = 1
Σ

 

como el grupo de las d-ésima ráıces de unidad en C.  La elección de una ráız de la unidad 

primitiva define un isomorfismo de grupos µd c Z/dZ. 

 
Proposición 7.2.2.  Sea M j  el ret́ıculo dual de N j  y sea m1, m2 ∈ M j  el dual de u1, u2 ∈ 

N j .  Usando las coordenadas x = Xm1 , y = Xm2   de C2, la acción de ς  ∈ µd c N/N j   en 

C2  está dada por 

ς.(x, y) = (ςx, ςky). 
 

Además, Xσ c C2/µd  con respecto a la acción. 

Demostración 
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Se  muestra  que  el  cociente  N/N j   ≈ Z/dZ actúa  en  el  anillo  de  coordenadas  de  C2  a 
través de 

.
u + N j 

Σ 
.χmj   

= e2π
.

m
j 
,u

Σ
iχmj 

, 
 

donde mj  
∈ σ̌ ∩ M j   y u = je1 para 0 ≤ j ≤ d − 1 (Ver [2, pag.  43 - 46]). 

Ahora, con un cálculo fácil se muestra que (m1, e1) = 1/d y (m2, e1) = k/d.  Por lo tanto, 

si configuramos el isomorfismo µd ≈ N/N j mapeando e2πij/d −→ je1 + N j , luego para 

todos ς = e2πij/d ∈ µd, tenemos que 

ς. (x, y) = 
.
e2πij/dx, e2πijk/dy

Σ 
= 

.
ςx, ςky

Σ 
, 

justamente lo que  quer ı́amos mostrar. Q 

 

A  continuación,  describimos  la  ambigüedad  leve  pero  manejable  en  la  forma  normal 

para conos bidimensionales. Dos conos son reticularmente equivalentes si existe una Z - 

función lineal biyectiva ϕ : N  → N  que lleva un cono al otro.  Después de elegir una base 

para N, tal que las funciones se pueden definir mediante matrices en GL(2, Z). 
 

Proposición  7.2.3.  Sea σ  =  (e2, de1 − ke2) y σ̃ =  
.

ej , d̃ej   
− ̃kej 

Σ 
conos en la forma 

normal, reticularmente equivalentes. Entonces d = d y k = k  ́o kk ≡ 1mod(d). 
Demostración. 

Dado que los conos son reticularmente equivalentes, podemos escribir N j y 

 
Ñ j    sub 

ret́ ıculos de N , y tomando en cuenta la igualdad siguiente G = N/N j c Z/dZ, podemos 

decir que existe una función Z-lineal biyectiva ϕ : N  → N  tal que ϕ(N j ) = N j .  Por lo 

tanto N/N j   ≈ N/N j , entonces d = d.  Para la otra igualdad consideremos una elección 

adecuada en el proceso de normalización y tomando en cuenta que mcd(d, k) = 1, pode- 

mos decir que existe enteros d, k tal que dd+kk = 1, por lo tanto, de esta última igualdad 

podemos decir que k̃ = k ó kk̃ ≡ 1mod(d). Q 

Ejemplo 7.2.4. Consideremos el siguiente cono 

 

σ = (e2, de1 − e2) 
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cuyo parámetro d > 1 (este cono no es regular ) y k=1. Cuya correspondiente superficie 

tórica Xσ  es cono normal racional Cd ⊆ Cd+1, cuyo cociente Cd c C2/µd  fue estudiada 

en un ejemplo anterior.  Donde ς  ∈ µd  actúa en (x, y) ∈ C2  v́ıa ς.(x, y) = (ςx, ςy)  y el 

anillo de invariantes es 
 
 

 
entonces 

C [x, y]µd = C 
Σ

xd, xd+1y, ..., xyd−1, ydΣ 
, 

Xσ c C2/µd c Spec 
.
C 

Σ
xd, xd+1y, ..., xyd−1, ydΣΣ

 
 

Por otro lado, tenemos la siguiente descripción del anillo de coordenadas para la superficie 

tórica 

Xσ c Spec 
.
C 

Σ
s, st, st2, ..., stdΣΣ

. 

Ejemplo 7.2.5.  Ahora consideremos un cono cuyos parámetros d y k = d − 1, entonces 

d = k + 1. Por la proposición 7.2.2, la acción de G = N/N j   en C2  está dada por 

ς.(x, y) = (ςx, ς−1y) 
 

Y su anillo de invariantes es 

C [x, y]µk+1 = C 
Σ

xk+1, yk+1y, ..., xy
Σ 

. 

Ademas, tenemos el anillo de isomorfismos 

 

ϕ : C [X, Y, Z] / Zk+1 − XY  c C xk+1, yk+1, xy 

X −→  xk+1 

Y −→ yk+1 

Z −→ xy, 

el cual identifica la superficie tórica con a variedad V  
.
Zk+1 − XY 

Σ 
⊆ C3. 

Observación 7.2.6.   Observamos que el origen es el único punto singular de la variedad 

af́ ın del ejemplo 7.2.5 y se denomina punto doble racional (o singularidad Du V al) del 

tipo Ak.  Se llaman puntos dobles porque el término no nulo de grado más bajo en la 
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ecuación que define tiene grado dos “es decir la multiplicidad de la singularidad es dos”. 

Los puntos dobles racionales son las singularidades más simples desde cierto punto de 

vista. Todos los puntos dobles racionales aparecen como singularidades de las superfi- 

cies del cociente C2/G, donde G es un subgrupo finito de SU(2, C). Existe una clasifi- 

cación completa de dichos puntos en términos de los diagramas de Dynkin de los tipos 

Ak, Dk, E6, E7 y E8. Los grupos que corresponden a los diagramas Dk, E6, E7, E8 son no 

abelianos, por lo tanto, dichos puntos no aparecen en superficies tóricas. 

Aqú ı, hay otro aspecto interesante del ejemplo 7.2.5, recuerde que una variedad normal X 

es Gorenstein si su divisor canónico es cartier.  (Ver [2], Def.  8.2.14) 

Proposicion 7.2.7. Para un cono σ = (e2, de1 − ke2) en su forma normal, la superficie 

tórica afin Xσ  is Gorenstein si y solo si k = d − 1. 

Demostración.  Ver [2, pag.  462]. Q 

 
7.2.1      Fracciones continuas y superficies tóricas 

Para  relacionar  las  fracciones  continuas  con  las  superficies  tóricas,  comenzamos  con  la 

superficie tórica af́ın Xσ de un cono σ ⊆ NR c R2 en su forma normal con los parámetros 

d, k.  Siempre podemos suponer que d > k  > 0,  de modo que Xσ  tiene un único punto 

singular. 

Fracciones continuas de Hirzebruch-Jung. 

Cuando construimos una resolución de singularidades de Xσ, el primer paso es refinar el 

cono σ = Cono(e2, de1–ke2) de un abanico que contiene los conos bidimensionales 

σj  = cono(e1, e2)  y σjj = cono(e1, de1 − ke2). 

El primero cono σj es regular, pero el segundo cono σjj puede no serlo. Sin embargo, 

observamos que el cono σjj   tiene parámetros k, k1 que satisfacen 

d = b1k − k1, 

donde b1 ≥ 2, 0 ≤ k1 < k. Usando la base normalizada para N relativo a σjj , insertamos 

un nuevo rayo y obtenemos un nuevo cono regular y un segundo cono posiblemente no 

compacto con los parámetros k1, k2, dónde 
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br 

k = b2k1 − k2 

Hacer esto repetidamente produce un algoritmo euclidiano modificado 
 
 
 
 
 

. (7.11) 
 
 
 
 

que  calcula  los  parámetros  de  los  nuevos  conos  producidos  a  medida  que  subdividimos 

sucesivamente para producir el abanico dando la resolución de singularidades.  El proceso 

termina con kr = 0 para algun r como se muestra, ya que como en el algoritmo euclidiano 

habitual,  los  ki  son  una  secuencia  estrictamente  decreciente  de  números  no  negativos. 

Tenemos que los bi ≥ 2 para todo i. 

Por lo tanto las ecuaciones (7.11) se pueden reorganizar de la manera siguiente: 
 
 
 
 
 

. (7.12) 
 
 
 
 
 

consiguiendo un tipo de expansión de fracción continua para el número racional d/k, con 

signos negativos: 
1 

d/k = b1 
1 

(7.13) 

b2 − 
... − 1

 

Esta  es  la  expansión  de  fracción  continua  de  Hirzebruch-Jung  de  d/k.   Utilizaremos  la 

siguiente notación para representar mejor la expresión anterior debido a su complejidad 

en la escritura. 

d/k = [[b1, b2, ..., br]] . 

− 

d 
 

k 

= 
 
= 

. 

b1k − k1 

b2k1 − k2 

kr−3 = br−1kr−2 − kr−1 

kr−2 = brkr−1 

 

d/k 

k/k1 

= 
 
= 

. 

b1 − k1/k 

b2 − k2/k1 

kr−3/kr−2 = br−1 − kr−1/kr−2 

kr−2/kr−1 = br 
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Los enteros bi  son los cocientes parciales de la fracción continua de Hirzebruch-Jung, y 

las fracciones truncado continuo de Hirzebruch-Jung 

[[b1, b2, ..., bi]], 1 ≤ i ≤ r, 
 

son convergentes. 
 
 

Ejemplo  7.2.1.1  Consideremos el número racional 17/11.  La expansión fraccional de 

Hirzebruch-Jung continuo es 

7/11 = [[2, 3, 2, 2, 2, 2]] . 
 

Proposición 7.2.1.2  Sea d > k > 0 enteros con mcd(d, k) = 1 y sea d/k = [[b1, b2, ..., br]] . 

Defina las secuencias Pi y Qi recursivamente de la siguiente manera, 

 

 
 

para todo 2 ≤ i ≤ r, sea 

P0 = 1,   Q0 = 0 (7.14) 

P1 = b1, Q1 = 1 
 
 
 

Pi =   biPi−1 − Pi−2 (7.15) 

Qi = biQi−1 − Qi−2. 
 

Entonces los Pi, Qi satisfacen: 

 
a) Los Pi y Qi son sucesiones enteras crecientes. 

 

b) [[b1, ..., bi]] = Pi/Qi para todo 1 ≤ i ≤ r. 

c) Pi−1Qi − PiQi−1 = 1 para todo 1 ≤ i ≤ r. 

d) La sucesión convergente dada por Pi  y Qi  forman una secuencia estrictamente decre- 

ciente: 

 

d = Pr < Pr−1 < ... < P1 . 
k Qr Qr−1 Q1 
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Q1 

bt+
1 

bt+
1 

bt+
1 

t bt+
1 

t−
1 

t−
2 

Demostración 

La parte (a) Mostrar esta primera parte, no es otra cosa que usar adecuadamente las 

igualdades dadas por (7.14) y (7.15). 

La parte (b) Para esta segunda parte, primero observe que la expresión en el lado derecho 

de (7.13.) tiene sentido cuando los bj  son cualquier número racional (no solo enteros) de 

modo que todos los denominadores en (7.13) son distintos de cero. Ahora mostraremos 

que las secuencias definidas por (7.15) satisfacen 

[[b1, ..., bs]] = Ps/Qs 
 

para  todas  los  b1, ..., bs.   Para  la  prueba  usaremos  inducción  sobre  la  longitud  s  con 

referencia en los bi. 

Cuando s = 1, tenemos [[b1]] = b1 = P1 por (7.14). Ahora supongamos que el resultado 
 

es válido para todas las listas de longitud t y consideremos la expresión 

[[b1, ..., bt+1]] = 
ΣΣ

b1, ..., bt − 1 
ΣΣ 

, 

donde  el lado  derecho  proviene a  consecuencia de los bi  de  longitud t.  Por  la hipótesis 

inductiva, esto igual 
.

bt−     1     
Σ

Pt−1−Pt−2 

.
b  −     1     

Σ
Q −Q 

. 
Por las recurrencias (7.15), esto es igual 

Pt−
  1  Pt−1       

 
bt+1 

Qt−
 1 Qt−1 

= bt+1Pt−Pt−1 

bt+1Qt−Qt−
1 

= Pt+1  , 
t+1 

 

que es justamente lo que quer´ıamos mostrar. 

La parte (c) nuevamente usando inducción sobre i.  Cuando i = 1 se obtiene directamente 

(7.14). 

Ahora, supongamos que el resultado sea válido para i ≤ s, y considere i = s + 1.  Usando 
las recurrencias (7.15), tenemos 

 
PsQs+1 − Ps+1Qs = Ps (bsQs − Qs−1) − (bsPs − Ps−1) Qs 

=   Ps−1Qs − PsQs−1 

=  1 

Q 
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Σ 

Σ 

por la hipótesis inductiva. 

La parte (d) Por la parte (b), para cada 1 ≤ i ≤ r − 1, tenemos 
 

 

Pi−1 = Pi +  1 . 
 

Por lo tanto, 

Qi−
1 

Qi Qi−1Qi 

 
Pi  < Pi−1 
Qi Qi−1 

 

pues Qi−1Qi > 0 por la parte (a), con lo que concluye la prueba. Q 

 

Veamos  ahora  la  relación  entre  las  fracciones  continuas  de  Hirzebruch-Jung  y  la  res- 

olución de singularidades.  Cuando  σ  es un cono con parámetros d > k  > 0,  el proceso 

de cálculo de fracciones continuas de Hirzebruch-Jung de d/k, produce un método con- 

veniente para encontrar un refinamiento de σ, de tal manera que ϕ : X → Xσ es una 

resolución tórica de singularidades. 
 
 

Teorema 7.2.1.3. Sea σ = (e2, de1 − ke2) en su forma normal. Sea u0 = e2 y con- 

sidere los enteros Pi  y Qi, de la Proposición 7.2.1.2, para construir los vectores 

 

ui = Pi−1e1 − Qi−1e2, 1 ≤ i ≤ r + 1. 

Entonces los conos se determina de la manera siguiente 

 

σi = Cono(ui−1, ui), 1 ≤ i ≤ r + 1, 

los cuales cumplen las siguientes propiedades: 

 

a) Cada σi es un cono regular y ui−1, ui son los generadores de los rayos. 

b) Para cada i, σi+1 ∩ σi = Cono(ui). 

c) σ1 ∪ ... ∪ σr+1 = σ, entonces el abanico consiste de los σi y sus caras determinando 

un refinamiento regular de σ. 

 

d) El morfismo tórico ϕ : XΣ  → Xσ  es una resolución de singularidades. 
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Demostración. 

La parte (a) El primer enunciado, se desprenden fácilmente de la parte (c) de la Proposición 

7.2.1.2. 

La parte (b) Para la segunda parte,  observamos que la  relación −Qi−1/Pi−1 representa 
 

la  pendiente  de  la  ĺınea  a  través  de  ui  en  el  sistema  de  coordenadas  relativo  a  la  base 

normalizada e1, e2 para σ.  Por parte (d) de la Proposición 7.2.12, estas pendientes for- 

man una secuencia estrictamente decreciente para i ≥ 0, lo que implica justamente lo 

que buscamos. 

La parte (c) Este penúltimo enunciado, se consigue gracias a la parte (b) al señalar que 

u0 = e2 y Pr/Qr = d/k, por lo que ur+1 = de1 − ke2. Por lo tanto, los conos σi completan 

σ. 

La parte (d)  Para  mostrar  esta  última  parte  se  sigue  el  razonamiento  utilizado  en  el 

ejemplo 7.2.5. Q 

 

 
7.3 Resolución  de  singularidades 

 
Sea X una superficie tórica normal, y denotemos por Xsing  el conjunto finito de puntos 

singulares de X (posiblemente vac ı́o). 

Definición  7.3.1.  Un morfismo propio ϕ : Y  → X  es una resolución de singularidades 

de X si Y es una superficie regular y ϕ induce un isomorfismo de variedades 

 

Y  \ ϕ−1(Xsing)   c  X \ Xsing. (7.16) 

Tal  función  modifica  X  para  producir  una  variedad  regular  cambiando  la  regularidad 

local X z Xsing.  Uno de los aspectos más atractivos de las variedades tóricas es la forma 

en que muchas preguntas que son dif́ıciles para las variedades generales, en el caso tórico 

admiten soluciones simples y concretas. El problema de encontrar resoluciones de singu- 

laridades es un ejemplo perfecto. Nosotros ilustraremos esto construyendo resoluciones 

expĺıcitas de singularidades de las superficies tóricas a partir de ejemplos anteriores. 
 
 

En el caṕıtulo siguiente presentaremos ejemplos, donde construimos la resolución tórica 
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Σ 

Σ 

Σ Σ 

Σ Σ 

Σ Σ ΣΣ 

Σ 

Σ 

i 

i 

Σ Σ 

Σ Σ 

Σ Σ Σ Σ 

Σ 

de superficie tórica af́ın con solo un punto singular, sin embargo las mismas técnicas que 

se usaran pueden ser aplicadas a cualquier superficie tórica normal XΣ. 

Teorema  7.3.2.   Sea  X     una  superficie  tórica  normal.   Entonces  existe  un  abanico 

regular     
j   

refinamiento de     , tal que el morfismo tórico ϕ : X   j   → X     asociado es 

una resolución de singularidades. 

Demostración.   Para  la  prueba  del  teorema,  basta  con  mostrar  la  existencia  de  un 

abanico  regular      
j   

el  cual  sea  el  refinamiento  de      .  Ya  que,  al  considerar  la  función 

identidad sobre el ret́ ıculo N, el cual es compatible con los abanicos  
j 

y como en la 

Definición 7.1.14 y por el teorema 7.1.16 se obtiene el morfismo tórico 
 

ϕ : XΣj → XΣ. 

Ahora, mostraremos el resultado por inducción en un entero invariante de abanicos que 

mide la complejidad de las singularidades en las superficies correspondientes. Sea σ1, ..., σl 

conos bidimensionales en un abanico . Para cada i, escribiremos Ni  como un sub  

ret́ ıculo de N generado por los rayos generadores de σi. Entonces definimos 

 
 
 

donde mult (σi) = [N : Ni]. 

s (
Σ

) = 
l 

i=1 
(mult (σi) − 1), 

 

Etapa base, si s( ) = 0, entonces l = 0 ó mult(σi) = 1 para todo i.  Entonces, cualquiera 

sea el cono σi será regular por lo tanto es un abanico regular y X es regular. 

Para  la  etapa  inductiva,  asumiremos  la  existencia  de  un  refinamiento  regular  que  está 

bien definido para todo tal que s( ) < s y un abanico tal que s( ) = s. 

Ahora, si s ≥ 1, entonces existe al menos un cono no regular σi en y por el Proposición 

7.2.1,  existe una base e1,  e2 para N tal que σi  = (e2, de1 − ke2) con parámetros d > 0, 

0 ≤ k < d, y mcd(d, k) = 1.  Ahora, considerando el refinamiento 
j  

de obtenido por 
la subdivisión del cono σi en dos nuevos conos 

σj  = (e2, e1) 

σjj = (e1, de1 − ke2) 
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i 
Σ 

i 

i 

i 

i i 

i 

junto con un nuevo cono de dimensión 1, ρ = (e1), debemos mostrar que s( 
j 

) < s( ) 
y gracias a la hipótesis inductiva concluir la prueba. 

En efecto, en s(
Σ

), los términos correspondientes para σj  donde j ƒ= i no se modifican. 
 

Por otro lado, el cono σj es regular desde que e1, e2 es la base normalizada de N con 
respecto a σi, esto implica que contribuye un término cero en s(    

j 

).  Ahora consideremos 

el  cono  σjj ;  de  tal  manera  que  primero  calcularemos  su contribución  sobre  s(    
j 

),  para 

luego determinar los parámetros de σjj . 

En términos de la base e1, e2 para N, la función Z-lineal está definido por la matriz 

A = 

 
0   −1  

 
1 0 

(que  es  una  “rotación  de  90  grados”)  tomada  σjj
 

 

sobre (e2, ke1 + de2). Desde que A ∈ 

GL(2, Z), esto define un automorfismo de N, y por lo tanto σjj
 tendrá  los  mismos 

parámetros  que  (e2, de1 − ke2).   Ahora,  aplicando  el  algoritmo  de  Euclides  modificado 
como en la Proposición 7.2.1 podemos escribir 

 

d = sk − l (7.17) 

donde 0 ≤ l  < k.  Además,  mcd(d, k) = 1,  entonces tendremos que mcd(k, l) = 1.  Por 
lo tanto, el cono σjj   tiene los parámetros k y l obtenidos apartir de (7.17).  Ahora, desde 

que k < d, N jj  es el sub ret́ ıculo generado por los rayos generadore de σjj , entonces por 

la relación, ∗ G = N/N j  c Z/dZ, se tiene que 

[N : N jj ] = k < [N : Ni] = d. 

Por lo tanto s(
Σj 

) < s(
Σ

), lo cual concluye la  prueba inductiva. Q 

Veremos en la siguiente sección que en el caso af́ın, el refinamiento que da la resolución de 

singularidades de Xσ  tiene una descripción muy hermosa.  En los ejemplos del siguiente 

caṕıtulo veremos como el refinamiento del cono produce una subdivisión a lo largo de los 

rayos a través de la base de Hilbert (los elementos irreductibles) del semigrupo σ ∩ N . 

Se  puede  construir  una  resolución  de  una  singularidad  de  superficie  tórica  no  normal 

saturando primero el semigrupo asociado, y luego aplicar los resultados de esta sección. 

i 
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También  existen  resoluciones  tóricas  de  singularidades  para  variedades  tóricas  de  di- 

mensión tres y más grandes.  Sin embargo, solo propondremos el caso bidimensional. 
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Caṕıtulo 8 
 

8 Ejemplos de resolución tórica de singularidades 
 

En este cap ı́tulo veremos ejemplos aplicativos de todo lo desarrollado anteriormente, para 

ello debemos tener en cuenta que el problema de la resolución de singularidades de su- 

perficies tóricas se reduce a refinar conos no regulares.  Refinar un cono bidimensional σ 

significa introducir rayos τ . Por lo tanto, para resolver las singularidades en Xσ debemos 

insertar los rayos τ de tal manera que al subdividir σ logremos obtener conos regulares. 

Entonces nuestro problema a resolver será el siguiente: 

 Problema 1. Sea σ un cono en NR con generadores de u, v. Necesitamos encontrar una 
secuencia u = u1, ..., un = v de vectores primitivos en σ tal que los pares subsecuentes 

forman una base para el ret́ ıculo. Esto da un buen refinamiento de σ. La idea podemos 

ilustrar  en  la  siguiente  gráfica:  Ahora  empezaremos  recordando  que  si  σ  = (e1, e2) nos 

 
 

 
 

Figura 22: Refinamiento de un cono 
 

proporciona  una  superficie  tórica  af́ın  Xσ  =  C2  y  además  que  los  generadores  de  σ  se 

corresponden con un punto fijo x0 = {0} en C2. Nuestro primer ejemplo muestra la 
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Σ 

explosión  en  dicho  punto  fijo  x  =  xσ  de  la  accion  tórica.   Esto  se  obtiene  adicionando 

la suma de dos vectores adyacentes generadores de σ, este ejemplo es un modelo para 

resolver singularidades. 

 

Ejemplo 8.1.1 Consideremos el siguiente abanico 
Σ 

= {σ1, σ2} 
 

 

Figura 23: Refinamiento de σ = (e1, e2) 

Ahora, veamos en el caso general para un cono racional  normal. 

Ejemplo 8.1.2. Considere el cono racional normal de grado d, la superficie tórica afin 

Xσ generada por el σ = (e2, de1–e2) bidimensional estudiada en el Ejemplo 7.2.4. 

Sea el abanico de la figura el cual se obtiene insertando τ = (e1) subdividiendo al cono σ 
en dos conos bidimensionales: 

 

σ1 = (e2, e1) 

σ2 = (e1, de1 − e2) 

Ahora, usamos algunos resultados de caṕıtulos anteriores.  Iniciamos con la función 

identidad en el ret́ ıculo N el cual es compatible con los abanicos y σ como en la 

definición  7.1.14,  además  por  el  teorema  7.1.16,  tenemos  un  morfismo  de  expansión 

tórica 

ϕ : XΣ −→ Xσ (8.18) 

Observamos que tanto σ1 como σ2 (aśı como todas sus caras) son conos regulares. Luego 

por teorema 7.1.13 podemos concluir que Xσ  es una superficie regular.  Además, el mor- 
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Figura 24: Refinamiento de σ 
 

fismo tórico ϕ  es propio según el Teorema 7.1.18 ya que      es un refinamiento de σ. 

Finalmente, podemos afirmar que ϕ satisface (7.16). Esto proviene de la corresponden- 

cia Cono-Órbita en las dos superficies:  si pσ  es el punto distinguido correspondiente al 

cono bidimensional σ (el punto singular de Xσ en el origen), entonces ϕ se restringe a 

un isomorfismo. 
 

XΣ \ ϕ−1 (pσ) ≈ Xσ \ {pσ} = (Xσ)regular . 

La imagen inversa E = ϕ−1 (pσ) es la curva en XΣ  dada por la cerradura de la T-órbita 

O (τ ) correspondiente al rayo τ . Es decir, el punto singular “explota” a E ≈ P1 en la 

superficie regular. Por lo expuesto podemos concluir que a partir de X y el morfismo 

(8.18) obtenemos una resolución tórica de singularidades del cono normal racional.  E 

denota al divisor excepcional en la superficie regular. 

 
 

Ejemplo 8.1.3 Ahora observemos un ejemplo concreto considerando el ejemplo anterior 

pero para el caso d = 4, 

 

σ = (e2, 4e1 − 3e2) 

para el cual la superficie Xσ tiene un punto doble racional del tipo A3. En este caso 

no será dif́ıcil encontrar las subdivisiones el cual genera un conjunto de conos regulares. 

Similar al caso anterior vamos a insertar tres rayos nuevos σ1 = (e1), σ2 = (2e1 − e2), 

σ3 = (3e1 − 2e2) para obtener un abanico que consiste en cuatro conos bidimensionales y 
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sus caras. 

El abanico producido por esta subdivisión es algo más fácil de visualizar si dibujamos los 

conos relativos a una base diferente, digamos u1, u2 para N. Para u1 = e2 y u2 = e1–e2, 

el cono σ = (u1, u1 + 4u2) y el abanico con conos de dimensión máxima 

σ1 = (u1, u1 + u2) 

σ2 = (u1 + u2, u1 + 2u2) 

σ3  = (u1 + 2u2, u1 + 3u2) 

σ4  = (u1 + 3u2, u1 + 4u2) 

Podemos observar que los conos mencionados son regulares por lo tanto XΣ es una 
 

Figura 25: σ y el refinamiento 
Σ

 

superficie  regular.   Ya  que       es  un  refinamiento  de  σ,  tenemos  un  morfismo  tórico 

propio 

 

ϕ : XΣ −→ Xσ 

como en el ejemplo anterior, ϕ restringido nos da un isomorfismo de XΣ \ ϕ−1 (pσ) en 

XΣ \ {pσ}. En este caso, el divisor excepcional E = ϕ−1 (pσ) es la unión 

E = V (τ1) ∪ V (τ2) ∪ V (τ3) 
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en X . Las curvas V (τi) son isomorfos a P1. Los primeros dos se cruzan transver- 

salmente en el punto fijo de la acción T en X     correspondiente a σ2, mientras los se- 

gundo se cruzan transversalmente en el punto fijo correspondiente a σ3. 

 
 

En  estos  ejemplos,  construimos  resoluciones  tóricas  de  superficies  tóricas  afines  con  un 

solo punto singular.  Sin embargo la misma técnica se puede aplicar a cualquier superfi- 

cie tórica normal X   .  Veamos dos ejemplos similares a los anteriores para fortalecer lo 

desarrollado hasta el momento. 

 
Ejemplo 8.1.4 Si consideramos el caso para d = 2, obtenemos σ3 = (e2, 2e1–e2); 

correspondiente a la variedad tórica af́ın Xσ3 

0. 

= V (XZ–y2) ⊂ C3, el cual es singular en 

Refinar σ3 es simplemente insertar el rayo e1, con lo cual σ3 se subdivide en los conos 

regulares σ1 = (e2, e1) y σ2 = (e1, 2e1−2). 

 
Observamos en este ejemplo que fue algo obvio el poder insertar un rayo. Ahora en el 

siguiente ejemplo veamos un cono en el cual la subdivisión no será tan obvia. 

Ejemplo 8.1.5 Consideremos el cono σ = (5e1 + 3e2, e1 + e2). En este caso no es in- 

mediato tener que insertar un rayo; sin embargo, si realizamos un cambio de base u1 = 

3e1 +2e2 y u2 = 5e1 +3e2; lo cual convierte al cono original en un cono σ = (u2, 2u2 − u1) 

en su forma normal; y resulta que a través de este cambio de base conseguimos un cono 

en el que es obvio insertar un rayo. Este cambio de base es el ingrediente principal para 

resolver singularidades una superficie. 

 

Observación 8.1.6 

 
• El cambio de base al cual nos referimos es equivalente a obtener un cono en su 

forma normal como en la proposición 7.2.1. 

 

• En los ejemplos anteriores insertamos rayos de tal manera que subdividimos al 

cono σ  obteniendo un 
Σ

.  ¿Cómo obtenemos dichos rayos, para poder obtener el 
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conjunto  de  conos  regulares?;  la  respuesta  está  en  usar  Fracciones  continuas  de 

Hirzebruch-Jung, como veremos en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 8.1.7 Retomando el ejemplo 8.1.3 vamos a determinar el refinamiento de σ 

para obtener los conos regulares,  usando las fracciones continuas de Hirzebruch-Jung. 

Veamos, en primer lugar tenemos σ en su forma normal 
 

σ = (e2, 4e1 − 3e2) 

Sea  entonces  el  número  racional  a  considerar  4/3,  y  usando  el  algoritmo  modificado 

Euclediano obtenemos lo siguiente: 

4   =   2.3 − 2 

3   =   2.2 − 1 

2   =  2.1 
 

Entonces b1 = b2 = b3 = 2, y 
 

4/3 = [2, 2, 2] 
 

Ahora considerando la proposición 7.2.1.2 , obtenemos 
 

P0 = 1, Q0 = 0 

P1 = 2, Q1 = 1 

P2 = b2P1–P0 = 3,  Q2 = b2Q1–Q0 = 2 

P3 = b3P2–P1 = 4,  Q3 = b3Q2–Q1 = 3 
 
 

por el teorema 7.2.1.3, obtenemos 
 

u0 = e2, u1 = e1, u2 = 2e1–e2, u3 = 3e1–2e2, u4 = 4e1 − 3e2 
 

y los conos  

 σ1 

σ2 

σ3 

σ4 

= 
 

= 
 

= 
 

= 

(e2, e1) 

(e1, 2e1–e2) 

(2e1–e2, 3e1–2e2) 

(3e1–2e2, 4e1–3e2) . 



121 
 

Veamos en la gráfica como los σi  son un refinamiento de σ. 
 

Figura 26: σ y el refinamiento 
Σ

 

Para culminar este caṕıtulo, veamos el proceso de una resolución tórica de singulari- 

dades de una superficie que es generada por σ 

 

 
 

Figura 27: σ = σ1 ∪ σ2 ∪ σ3 ∪ σ4 

Vamos a recopilar todo lo realizado anteriormente siguiendo el proceso de resolución 

tórica  como  se  muestra  en  la  imagen  anterior,  empezaremos  con  introducir  el  primer 

rayo τ1 = (e1) como se observa en la segunda imagen; entonces se genera dos conos de 

los  cuales  σ1  es  regular,  por  lo  tanto  la  superficie  que  genere  dicho  cono  será  regular 

Xσ1 = C2; ahora bien el otro cono σ∗ no es regular entonces genera una superficie no 

regular 
 

σ∗ = (e1, 4e1 − 3e2) ›→ σ̌∗  = (−e∗
2, 3e1

∗ − 4e∗
2) ›→ Sσ∗  = (−e∗

2, 3e∗
1 − 4e2

∗, e1 − 2e2) ›→ 
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3 

∗ 3 1 Rσ = C [ξ1, ξ2, ξ3] / (ξ3 − ξ2ξ2) ›→ Xσ∗ = V (z3 − x2y). 
 

Paso siguiente, introducimos otro rayo τ2 = (2e1 − e2) y nuevamente observamos que se 

genera ahora tres conos como en la tercera imagen del proceso, y entonces verificamos que 

σ1, σ∗∗ son regulares pero aún queda un cono σ∗∗∗ que no es regular el cual genera otra 

superficie no regular 
 

σ∗∗∗ = (2e1 − e2, 4e1 − 3e2) ›→ σ∗̌∗∗  = (−e1
∗ − 2e∗

2, −3e∗
1 + 4e∗

2, −2e∗
1 − 3e∗

2) ›→ Sσ∗∗∗  = 

(−e∗
1 − 2e∗

2, −3e∗
1 + 4e∗

2, −2e∗
1 − 3e2

∗) ›→ Rσ∗∗∗  = C [ξ1, ξ2, ξ3] / (ξ2 − ξ1ξ2) ›→ Xσ∗∗∗  = 

V (z2 − xy). 

Finalmente insertamos un último rayo τ3 = (3e1 − 2e2) y verificamos que todos los conos 

son regulares lo cual genera superficies regulares; de este modo hemos refinado el cono 

y por todo lo indicado anteriormente hemos resuelto la singularidad de la superficie 

generada por σ. 
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