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Resumen

Suarez Sanchez, Jhon Franklin
Maestria en Matematicas

Resolucion Torica de Singularidades

En el presente trabajo de tesis, una variedad torica afin es una variedad algebraica X
que contiene un toro algebraico 7'~ (C*)” como un abierto de Zariski denso y verifica
que la accion del toro T sobre si mismo se extiende a una accidon del toro T sobre
X. En este trabajo las variedades todricas al cual hacemos referencia, son variedades
algebraicas que se construyen de una manera especial, utilizando conos o; es entonces
que podemos demostrar que siempre podremos encontrar una resolucion de singularidades
que es inducida por el refinamiento del cono o. Por lo tanto, el problema de resolver las
singularidades de las variedades toricas se ha reducido al problema combinatorio de
encontrar un refinamiento de un cono, por ello mostramos la construccidén y resolucidon
mediante ejemplos, no sin antes verificar todos los aspectos matematicos que garanticen

los objetivos de la tesis el cual es resolver singularidades de una variedad torica.

Palabras claves: Variedades toricas, Accion torica, Resolucion de singularidades.



Abstract

Suarez Sanchez, Jhon Franklin
Maestria en Matematicas

Resolucion Torica de Singularidades

In the present thesis work, an affine toric variety is an algebraic variety X containing
an algebraic torus 7 = (C*)" as a Zariski open dense and verify that the action of the
torus T on itself extends to an action of the torus T on X. In this work the toric varieties
to which we refer, are algebraic varieties that are constructed in a special way, using
cones o; it is then that we can demonstrate that we can always find a resolution of
singularities that is induced by the refinement of the cone . Therefore, the problem
of solving the singularities of the toric varieties has been reduced to the combinatorial
problem of finding a refinement of a cone, for that reason we show the construction and
resolution by means of examples, but not before verifying all the mathematical aspects

that guarantee the objectives of the thesis which is to solve singularities of a toric variety.

Keywords: Toric varieties, Toric action, Resolution of singularities.
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Introduccidn

La razon de la geometria algebraica es el estudio de ceros de polinomios, los cuales es-
tablecen variedades algebraicas bajo ciertos requerimientos. Por ejemplo, la hipérbola,
la parébola y los hiperplanos son variedades algebraicas. En geometria algebraica, un
fenomeno de particular interés es la singularidad. Informalmente, las singularidades ocur-
ren cuando el espacio tangente a un punto particular en la variedad no est4 bien definida.

3 — x2 en R?; entonces la curva se cruza en 0, y

Considere por ejemplo la curva y? = x
como consecuencia si cruzamos cualquier linea a través del origen con la curva obtenemos
una doble ra'iz

Una pregunta de gran interés es la siguiente: dada cualquier variedad algebraica X ;cémo

resolver sus singularidades?. Si suponemos que Y es una variedad no singular, una res-

olucién de singularidades es una funcion ¢ : X — Y con las siguientes caracteristicas;
que dicha funcién ¢ = (@4, ..., px) debe tener componentes racionales, y ademdas debe
definirse en casi todo X, de modo que el conjunto de puntos donde no estd definido,

forma una subvariedad algebraica.

El matematico japonés Heisuke Hironaka en 1964, brindé una respuesta a nuestra
pregunta. El célebre Teorema de Hironaka, el cual refiere que una resoluciéon de sin-
gularidades de X siempre existe, siempre y cuando la variedad X esté sobre un cuerpo
de caracteristica cero. Hironaka por su gran contribuciéon en 1970, fue premiado con el
maximo galardon para un matemaético, la medalla Fields. Sin embargo, aunque conoce-
mos la existencia de una resolucion de singularidades de cualquier variedad algebraica X,
es excesivamente dif icil determinarlo.

Una variedad térica afin es una variedad algebraica X que contiene un toro algebraico
T =~ (C*)" como un abierto de Zariski denso y verifica que la accion del toro T sobre sf
mismo se extiende a una accion del toro T sobre X. Asi, (C*)”y (C)” son ejemplos de
variedades toricas afines. A lo largo de la historia, las variedades tdricas han recibido
diversos nombres y definiciones, desde la primera definicion formal dada por Demazure

[5] hasta las ultimas publicaciones dada por Fulton [7].



Las variedades toéricas al cual hacemos referencia, son variedades algebraicas que
se construyen de una manera especial, utilizando conos o; es entonces que podemos de-
mostrar que siempre podremos encontrar una resolucién de singularidades que es inducida
por un refinamiento del cono ¢. Por lo tanto, el problema de resolver las singularidades
de las variedades toéricas se ha reducido al problema combinatorio de encontrar un refi-

namiento de un cono o.

El presente trabajo estd organizado como sigue: en el Capitulo 1, presentamos una
descripcion de la geometria algebraica clasica. Dando menciéon a los conjuntos alge-
braicos, teoremas de Hilbert, la interaccidn entre algebras, ideales maximales ademads de
la topologia de Zariski y el espectro. En el Capitulo 2 definimos funciones racionales y
singularidades. En el Capitulo 3 brindamos una descripcion detallada del significado de
un caracter y sub grupo de un solo parametro; ademas de mencionar a la definicién for-
mal de una variedad térica afin y proyectiva. En el capitulo 4, describimos el proceso de
construccion de una variedad torica afin desde la eleccion de un cono o hasta su variedad
torica afin asociada X,. En el capitulo 5, veremos como pegar variedades toricas afines
para obtener variedades toricas proyectivas. En el capitulo 6, describiremos la accion del
toro sobre variedades toricas, cabe mencionar también que veremos las orbitas de una
accidn toérica y la relacion que guarda la correspondencia orbita cono. En el capitulo
7, estudiaremos acerca de las singularidades en variedades toricas donde mencionaremos
codmo resolver una singularidad toérica. Por altimo en el capitulo 8, exploraremos algunos
ejemplos para el caso de superficies toricas que se obtienen a partir de conos bidimen-
sionales y resolveremos la singularidad de dicha superficie.

El presente trabajo de tesis es de gran importancia ya que las variedades tdricas desde
1991, tienen su propio numero de clasificacion 14M25 (en la MathSciNet database), para
los interesados podrian revisar en el apéndice A del libro de Cox. Ademads, se han ob-
servado aplicaciones de las variedades toéricas en la programacidon entera, en teoria de

cddigos, en resolucion de sistemas de ecuaciones polinomiales, etc.



Capitulo 1

1 Principales resultados de geometria algebraica

En este primer capitulo empezaremos con el estudio de la geometria algebraica clasica
que utilizaremos en la construccion de variedades téricas. Como referencia para esta
seccion utilizaremos [2] y [8]. A pesar de que todos los resultados que mencionaremos se
pueden enunciar sobre cualquier cuerpo K, nosotros elegiremos darlos sobre el cuerpo C
de los nimeros complejos, el cual es un cuerpo algebraicamente cerrado y denotaremos

por C [x1, ..., x,] al anillo de polinomios de n—variables sobre C.

1.1 Conjuntos algebraicos

Geometr’ia Algebraica es el estudio de los ceros de polinomios y por ende estudiaremos

polinomios en C [x1, ..., x»], y sus conjuntos de cero correspondientes dentro de C”.

Definicion 1.1.1.  Dado un subconjunto S C C[x1, ..., x.], el siguiente conjunto de

ceros comunes de un conjunto de polinomios,

V(S)={xeC". f(x)=0Yre S}

se llama conjunto algebraico afin (Variedad afin) definido por S.

Sea I el ideal generado por S, entonces V (1) = V (S). Un subconjunto X de C” se dice
que es un conjunto algebraico af'msi existe un subconjunto S C C [x1, ..., x,] tal que X =
V (S). El conjunto que es generado por un solo polinomio se conoce como curva n = 2,

superficie n = 3 y en general hiper superficie para n > 4.

Definicidon 1.1.2. Dado un subconjunto X de C”, definimos:

IX)={f€ Clx1 ... xx] : Va € X, fla) =0}

llamado el ideal de X.

Por lo tanto, tenemos que la aplicaciéon V manda subconjuntos de C[xy, ..., x,] en con-

juntos algebraicos afines y la aplicacion I manda subconjuntos de C” en ideales.



/
{ subconjuntos algebraicos de C" Y"_ fdeales de C[x1, ..., xn}}
y

Estas aplicaciones cumplen las propiedades siguientes, cuyas demostraciones se puede

encontrar en [2, pag. 3]y [8, pag. 3].

1. SiS1 € 8> son subconjuntos de C [x1, ..., xx], entonces V (S1) 2 V(S2).
2. Si X1 C X2 son subconjuntos de C”, entonces /(X1) 2 1(X>2).

3. Dados dos subconjuntos X1, X> de C”, tenemos que /(X1 U X2) = I(X1) N I(X2).

Ademas, es posible mostrar que la unidn finita de dos conjuntos algebraicos, la inter-

seccion de cualquier familia de conjuntos algebraicos, el conjunto vacio y el conjunto C”

son conjuntos algebraicos.

Ejemplo 1.1.3. Construimos algunos ejemplos en C?. Sea J el ideal generado por
(x> +y%2 — 1), V (J) es un c'irculo (complejo). Ahora sea K el ideal generado por (x — ),
V (K) es una linea. Se puede ver que V ((J, K)) es la interseccion del circulo V (J) con
la I'mea V (K). Este ejemplo muestra que tanto las intersecciones como las uniones de

conjuntos algebraicos son también conjuntos algebraicos.

Figura 1: V(x> +1? — 1) (x — y))

Observacion 1.1.4. En base a lo expuesto anteriormente, podemos definir la topologia
de Zariski sobre el espacio C" tomando como conjuntos abiertos los complementarios

de los conjuntos algebraicos en C". Dado que los cerrados de la topologia de Zariskien



C" se corresponden con los conjuntos de ceros de polinomios enC|xy,...,x,], tenemos

que la topologia de Zariski en C" es menos fina que la topologa usual en C".

Definicidon 1.1.5. Un subconjunto no vacio Y de un espacio topoldgico X es irreducible

si no se puede expresar como la union de dos subconjuntos propios de X, cada uno de

ellos cerrados en Y. El conjunto vaco no se considera irreducible. SiX1 C X2 C C"
diremos que X1 es una sub variedad de Xo.

Ejemplo 1.1.6. Sea L el ideal en C[x, y, z] generado por ((x — 1)(y — 1)z — 1)). V(L)
es la union de los tres planos x =1,y =1 yz = 1. Por lo tanto V (L) no es irreductible.
Sin embargo, refiriéndonos al ejemplo 1.1.3, tanto V (J) como V (K) son irreductibles.
No podemos probar esto todavia, pero veremos que esto es, porque tanto J como K son

ideales primos. Ver Corolario 1.2.12.

Figura2: V' ((x — 1)(y — I)(z — 1))

Ejemplo 1.1.7. Sea M el ideal en C[x, y] generado por ((x*> — y?)). V (M) es una curva
irreductible denominada curva cuspidal.

Ejemplo 1.1.8. Sea N el ideal en C[x, y] generado por (x*(x+1) —y?). V (N)es
una curva irreductible denominada Folium Cartesii.

Veamos algunos resultados sobre conjuntos irreducibles.
Definicion 1.1.9. Un ideal p en un anillo conmutativo R se dice que es primo sip f= R

y para todoa, b € R, secumple:abep =>a€pobcp.



Figura 3: V (x3 — 1?)

Definicion 1.1.10. Un anillo (R, +, +) es llamado dominio o dominio de integri-

dad si, el producto de dos elementos cuales quierano nulos deR es un elemento no nulo,

es decir, Vx,y € R\ {0},x - y f=0.

Proposicion 1.1.11. Dado un anillo conmutativo R, un ideal p C R es primo si, y

solo si, el anillo cociente R/p es dominio de integridad.

Demostracion. Ver [8, pag.4] y [14, pag.20]. Q

Proposicion 1.1.12. Un conjunto algebraico es irreducible si, y solo si, el ideal que lo

genera es primo.

Demostracion. Ver [11, 1.1.9] y [14, pag.74]. Q

Proposicion 1.1.13. Sean X’ e Y’ espacios topoldgicos y f : X — Y un homeo-

morfismo con X C XevYcCY. Se cumple que si X es irreducible en X, entonces Y

es irreducible en Y.

Demostracion. Ver [8, pag. 3]. Q

Definicion 1.1.14.  Unavariedad algebraica afin es un subconjunto cerrado ir-

reducible de C" respecto de la topolog1a de Zariski.

Un subconjunto abierto de una variedad afin es una variedad cuasi-af in.



Figura 4: V (x*(x + 1) — ?)

1.2 Teoremade Hilberty sus consecuencias

El teorema base (Bassisatz) y el teorema de los ceros ( Nullstellensatz) de Hilbert,
nos permiten establecer varias correspondencias muy importantes entre ideales y conjun-
tos algebraicos. Aqu1radica la belleza de la geometria algebraica, ya que nos permite
estudiar conjuntos algebraicos a través de los polinomios.

El primero de los teoremas de Hilbert nos dice que cada conjunto algebraico puede ser

expresado como la unién de un ntimero finito de conjuntos algebraicos irreductibles.

Definicion 1.2.1. Se dice que un anillo es Noetheriano si todos los ideales en el

anillo son finitamente generados. En particular, los cuerpos son anillos Noetherianos.

Teorema 1.2.2 (Teorema base de Hilbert (Bassisatz)) SiK es un anillo noethe-

riano, entonces K [xi, ..., x,] es un anillo noetheriano.

Demostraciéon. Ver [11, 1.2.2]. Q



Como C es un cuerpo, entonces es Noetheriano, el siguiente corolario es claro.
Corolario 1.2.3. C [xy, ..., x»] es Noetheriano.

Demostracion. Ver [8, pag. 5] y [11, 1.2.3]. Q

El teorema 1.2.2 tiene muchas implicaciones. Enunciaremos alguno de ellos.
Corolario 1.2.4. Cada conjunto algebraico es la interseccion de un nimero finito de
hipersuperficies.

Demostracion. Ver [11, 1.2.4]. Q

Corolario 1.2.5. SiX1 D X2 D ... es una secuencia descendente de conjuntos alge-
braicos, entonces existe un numero entero r tal que X, = X,+1 = X,+2..... Esto se

conoce como la condicion de cadena descendente.

Demostracion. Ver [11, 1.2.5] y [14, 3.2]. Q

Lema 1.2.6. Todo conjunto algebraico X es una union finita de conjuntos algebraicos

irreducibles.

Demostracion. Ver [11, 1.2.6]. Q

Corolario 1.2.7. La descomposicion de cualquier conjunto algebraico X en una union

finita de conjuntos algebraicos irreducibles, son esencialmente tnicos.

Demostracion. Ver [8, 1.5] y [11, 1.2.7]. Q

Definicidon 1.2.8. SiJ C K, entonces el radical de J es,

rad(J) = \/J_z{fe K:3dneN, 7 € Jt

Tenga en cuenta que Jes unideal porquef, g J= f", ¢" € J para algunos

2 . .
n,m € N. Por lo tanto sir > m +n — 1 entonces (f+ g)'= _,fg" ' €J.

Lemal.2.9. SiJ es primo, entonces J= J.



Demostracion. Ver [8, pag.3] y [11, 1.2.9]. Q

Teorema 1.2.10 (Teorema de los ceros de Hilbert (Nullstellensatz)).

1. Todo ideal mdximal J del anillo de polinomios C [x1, ..., xx] es de la forma m, =
(x1 — ai, ..., xn — an) para algin punto a = (ay, ..., an) € C". En otrus palabras

J=V((a)
2. Para todo ideal propio J C C [x, ..., xx] se tiene que V (J) f=0.

A
3. Para todo ideal J < C [xy, ..., xx] Se tiene que I(V (J))= J

Demostracion. Ver [8, pag. 4], [11, 1.2.10] y [14, 5.6]. Q

Como consecuencia del resultado anterior, tenemos
Corolario 1.2.11. Existe una correspondencia uno a uno entre ideales radicales y sub-

conjuntos algebraicos.

Demostracion. Ver [11, 1.2.11] y [14, 5.8]. Q

La correspondencia es :

{ideales radicales} —— {conjuntos algebraicos}

J ——= V()
IX) - X

Corolario 1.2.12. SiJ es unideal primo, entonces V(J) es irreducible. Por lo tanto,
hay una correspondencia uno a uno entre ideales primos y variedades algebraicas (con-

juntos algebraicos irreducibles).

Demostracion. Ver [11, 1.2.12] y [14, pag. 76]. Q

Finalmente, es evidente del Teorema 1.2.10 (1) que

Corolario 1.2.13. Existe una correspondenciaa — m, uno a uno entre puntos de C*

e ideales maximales J de C [x3, ..., xn].



Ck— {J C Clx1, ..., xu], J ideal maximal } = Spec(C[x1, ..., Xx])

Esto nos permite dar la siguiente descripcion del conjunto V (I) para un ideal 1.

Demostracion. Ver [11, 1.2.13] y [14, pag. 77]. Q

Observacion 1.2.14. Teniendo en cuenta que hay una correspondencia uno a uno

entre ideales mdximales de C|[x, ..., x»] y homomorfismos de C-dlgebras C|xy, ..., xn] —

C. Ademds, que cada ideal maximal es el nicleo de un homomorfismo de dlgebras y

cada homomorfismo de dlgebras tiene un ideal maximal como nucleo. Por el Corolario

(1.2.13), podemos deducir que existe una correspondencia uno a uno entre los ideales

maximales y C"; y finalmente asegurar que hay una correspondencia uno a uno entre
Homc—ag(C [x1, ..., xa] = C) y C".

Sea ¢ : C[xy, ..., xx] = C un homomorfismo C-dlgebra. Sip es un polinomio arbitrario,

entonces, en consecuencia de la definicion de homomorfismos de un dlgebra, ¢ (p) =
p (p(x1), ..., 9(x»)). Es decir, es la evaluacion de p en el punto x = (¢(x1), ..., p(xn)). Se

puede ver que el nicleo de ¢ es my. Asi, nuestra correspondencia es

Homc—ao(C [x1, ..., xa], C) — C"

¢ — o(x)

1.3 Ideales maximales y la topologia de Zariski

En esta parte exploramos otras correspondencias entre ideales maximales y conjuntos
algebraicos. Nosotros mencionamos, en la observacion 1.1.4., una topologia llamada
topologia de Zariski, que se usard mucho en los capitulos subsiguientes. La Topologia
Zariski debe su nombre a Oscar Zariski, ex profesor de Harvard y uno de los mayores

gedmetras algebraicos del siglo veinte.

Lemal.3.1. SiJ < C [x, ..., xx] entonces V (J)={x € C"|J S my}.
Demostracion. Ver [11, 1.3.1] y [14, pag.80]. Q

Definicidon 1.3.2. Si X es un conjunto algebraico, entonces C[X]| = Clxy, ..., x1] /Z(X)
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es elanillo de coordenadas o el anillo de funciones regulares del conjunto algebraico

afm X.

Supongamos que f € C[x, ..., x»]. Sitomamos dos polinomios arbitrarios g, gj € f+I(X)
entonces g|x = gj | x. Por lo tanto, podemos pensar de manera equivalente en C[.X] como

Clxy, ..., xu] /I(X).

Por otro lado, podemos observar que el objeto algebraico més importante asociado a X es

su anillo de coordenadas

C [X] =C [x1, ..., xa] /T (X) .

Los elementos de C [X] se pueden interpretar como las funciones polinomiales C- evalu-

adas en X. Tenga en cuenta que C [X]es un C-algebra, lo que significa que su estructura

de espacio vectorial es compatible con su estructura de anillo.

A consecuencia de lo expuesto hasta el momento podemos enunciar el siguiente resultado:

C [X] es un dominio integridad < I(X) es un ideal primo < X es irreducible.

Lema 1.3.3 SeaJ S R. Los ideales maximales del anillo R/J son precisamente aquellos

de la forma m/J donde m es maximalen Ry J C m.

Demostracion. Ver [11, 1.3.3]. Q

Lema 1.3.4. SiX es un conjunto algebraico afncon el anillo de coordenadas C[X],

entonces hay es una correspondencia uno-a-uno entre:

X < {ideales maximales en C[X]}

x — my/I(X).

Ahora contamos con las herramientas necesarias para la generalizacion de la observacion

1.2.14.

Demostracion. Ver [11, 1.3.4]. Q
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Corolario 1.3.5. Lo siguiente es una correspondencia biyectiva:

Homc-ae(C [X], C) — X

¢ — (p(x1), ..., p(xn)). (1.1)

Sea X un conjunto algebraico afm. Si Y es un conjunto algebraico tal que ¥ < X

diremos que Y es un subconjunto algebraico de X.

Demostracion. Ver [11, 1.3.5]. Q

Proposicion 1.3.6. Los subconjuntos algebraicos de X forman los conjuntos cerrados de
la topologiade Zariski. Los conjuntos abiertos de la topologade Zariskien X son los com-
plementos en X de los subconjuntos algebraicos. Un subconjunto abierto principal es el
complemento en X de V(n), donden € C|xy, ..., xx]. Denotemos a D(n) =X — V(n).
Los conjuntos abiertos de Zariski de un conjunto algebraico también se conocen como
variedades cuasi afines. A menos que se diga lo contrario, cuando hacemos referencias

topoldgicas como “abierto”, “cerrado” o “denso” nos referimos a la topologia de Zariski.

Demostracion. Ver [14, 5.9]. Q

Lema1.3.7.
1. La topologa de Zariski no es de Hausdorff.

2. Todo subconjunto abierto de una variedad algebraica X es denso.

Demostracion. Ver [11, 1.3.7]. Q

Denotamos la topologia inducida por la norma estandar en C” como la topologia “usual”.
Aunque la topologia de Zariski para nosotros es predeterminado, la topologia usual sera
utilizado en varios lugares de esta tesis.

Lema 1.3.8. Si X contiene un conjunto U que es el abierto “usual”, entonces X=C".
Ast, si W es un conjunto abierto Zariski de X, entonces el conjunto cerrado “usual” mds

pequenio que contiene W es X.

Demostraciéon. Ver [11, 1.3.8]. Q
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Observacion 1.3.9. Hemos visto que los conjuntos abiertos de Zariski son densos con

respecto a ambas topologias. Ademds, mds adelante veremos que el toro n-dimensional

(C—{0})" es un subconjunto abierto de Zariski de una variedad térica. A partir de
los lemas 1.3.7 y 1.3.8 podemos decir que el toro es un subconjunto abierto denso de

variedades toricas con respecto a ambos topologias.

1.4 Elespectrode un anillo

Sea X un conjunto algebraico af'm. Del Lema 1.3.4 sabemos que existe una correspon-
dencia entre los ideales maximales m 2 I(X) y los puntos en X. Pero los puntos en X son
conjuntos cerrados (los ceros de los ideales maximales) en la topologia de Zariski.
Esto sugiere entonces que podemos definir una topologia homeomorfa para la topologia
de Zariski en el conjunto de todos los ideales maximales conteniendo /(X). Como /(X)
es un algebra finitamente generada, definimos nuestra topologia en algebras finitamente

generadas.

Sea A un C-algebra finitamente generada.

Definicion 1.4.1. El Espectro de A es el conjunto de todos los ideales maximales

de A, lo cual denotaremos como Specm(A) y al conjunto de todos los ideales primos

Spec(A4), donde Specm(A) S Spec(A).

Mis adelante introduciremos otras definiciones equivalentes del espectro.

Definicion 1.4.2. Sea J S A. Los conjuntos cerrados de nuestra topologia serdn de

la formal_/(J) ={m € Spec(A):J < m}. Los complementos de conjuntos cerrados son
conjuntos abiertos.

Lema 1.4.3. La topologia estd bien definida:
1. SiK, L < 4, entonces V (K) U V(L) =V (KL).
2. Si{Ja}uer es cualquier conjunto de ideales de A, entonces (ZQPV(J(Z) = V(J ),
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donde J es el ideal mds pequerio que contiene todos los ideales en {Ju}acp.

Demostracion. Ver [11, 1.4.3] y [14, pag.77]. Q

Lemal.4.4. Sig:A — B es un isomorfismo, entonces Spec(4) es homeomorfo a
Spec(B).

Demostracion. Ver [11, 1.4.4]. Q

Hasta ahora solo hemos estudiado el espectro como una entidad algebraica. Ahora ve-
mos que también se puede estudiar como una entidad geométrica; ya que el espectro es
homeomorfo a un conjunto algebraico.

Sea A un C-4lgebra finitamente generado con generadores {az, ..., ax}.

Asumiendo que A es un dominio integridad (es decir xy =0 = x =06 y = 0); podemos

definir un homomorfismo ¢ : C [x1, ..., xa] = 4 donde ¢(x;) = a; y extenderlo natural-

mente a sumas y multiplos de x;. Finalmente por el Teorema del Isomorfismo de anillos

tenemos que,

C [x1, ..., xx] /ker (¢) C A.

Desde que A es un dominio de integridad, ker (¢) es primo. Por lo tanto, mediante el
estudio de los espectros de las algebras de la forma C [xu, ..., xx] 4/, donde J es primo;
podemos entender el espectro de las C-algebras finitamente generados.

A partir de ahora asumimos 4 = C [xy, ..., xx] /J, donde J es primo. Esto nos lleva a una

extension del Lema 1.3.4, que facilitard una interpretacion geométrica del espectro.

Proposicion 1.4.5. La biyecciony : V(A) — Spec(A) donde x >— mx es un home-

omorfismo.

Demostracion. Ver [11, 1.4.5]. Q

Por lo tanto, el espectro de un A algebra finitamente generada (donde A es un dominio de
integridad) es homeomorfo a un conjunto algebraico afin. Esto sugiere una definicion

alternativa del espectro:
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Definicidon 1.4.6. ( Definicion geométrica del espectro). Sea A un dlgebra finitamente

generada; la definicion del anillo de coordenadas del espectro, o solo espectro, de A es V

(J) donde A c C [x, ..., xk] /J.

Esto requiere algunas observaciones.

Observacion 1.4.7. Veamos a qué se refiere nuestra notacion. Supongamos que A es
un C-dlgebra con generadores {wy, ..., wr}. A menudo acostumbramos escribir (xu, ..., Xk)
como las coordenadas para A; esta es una forma abreviada de referirnos al conjunto
V(J) € Ck donde J es tal que C [x1, ..., xx] /J C A. Es decir, cuando escribimos
(x1,...,xx) como coordenadas para A, estamos dando referencia a un conjunto algebraico

V (J) en Ctque es homeomorfo a Spec(A).

Observacion 1.4.8. Hasta ahora la definicion del anillo de coordenadas del espec-
tro, solo estd definida hasta el homeomorfismo. Supongamos que A € Cly1, ..., v/ y
AcClxy,...xi] /. Porlo tanto, V(J) y V(J') son ambos homeomorfos al Spec(A).
En el capitulo siguiente veremos que V(J) y V(J") son mds que solo homeomorfos; es
decir, ellos son isomorfos, esto implica que existe un “morfismo” biyectivo entre ellos.
Por el Corolario 1.3.5 hay una relacion biyectiva entre Homc—-aig (4, C) y Spec(A4). Esto

nos lleva a una tercera forma de entender al espectro.

Definicidon 1.4.9. (Homomorfismo de C-dlgebras, definicion del espectro).
El espectro del homomorfismo de C-dlgebras de A es Homc—aig (4, C).

Si A = Clx, ..., x»]/J entonces, por la Observacion 1.3.5, la correspondencia es:

0L, . yn) € V(J) = § € Homc-aig (4, C), donde §(xi) = yi.

Observacion 1.4.10. Todas estas definiciones del espectro son ttiles. La definicion
del anillo de coordenadas es a veces mds intuitiva ya que uno puede “visualizarla”. Sin
embargo, la definicion del anillo de coordenadas también requiere la introduccion de co-
ordenadas; lo que puede significar una notacion muy engorrosa (como es quizds el caso

en Ewald ([6])). Por otro lado, la definicion algebraica del espectro a menudo hace que
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las pruebas sean mds elegantes. Ademds, es mds consistente con la definicion utilizada

en geometria algebraica avanzada, donde el espectro se define como el conjunto de to-

dos los ideales primos (ver [8, p 70]). La definicion de homomorfismo C-dlgebra es titil
cuando A no puede ser fdcilmente expresado como el cociente de un anillo polindmico por
un ideal radical. También encaja elegantemente con una cuarta definicion del Espectro

que se presentard en un capitulo posterior la definicion de Semigrupo-Homomorfismo del

espectro.

16



Capitulo 2

2 Morfismosysingularidades

En el cap’ttulo anterior definimos el anillo de coordenadas C[X] de una variedad afmn
X. Observamos que el anillo de coordenadas es esencialmente la restriccion del anillo
de polinomios C [x1, ..., x»] en X. En este capitulo definiremos funciones adicionales en
variedades afines, y también veremos las funciones en variedades cuasi-afines. Concluimos

con el enunciado del teorema de ”Resolucion de Singularidades” de Hironaka.

2.1 Funciones regulares en variedades cuasi afines

En esta seccidon veremos las funciones definidas en las variedades cuasi afines X C C”.
Especificamente, queremos tomar fracciones de polinomios de conjuntos afines y cuasi-
afines. Para que nuestra definicidon sea consistente, debemos tomar un ligero desvio y
mirar el algebra de los anillos. Sea entonces R un anillo.

Definicion 2.1.1. Un subconjunto multiplicativamente cerrado Q C R es un sub-

conjunto que satisface;
a)s,ge 0=>sq€.

b) 1€ 0.

Lema2.1.2. SeaQ Run conjunto multiplicativamente cerrado. Defininamos a

>
7’

R[O~1] como el conjunto de clases de equivalencia del conjunto *:r € R,q € Q con
q
g . Pl A L R =i 1
una relacion de equivalencia 4 g rqg —rq =0 para algin ¢ € Q. R[Q7'] es
un anillo con lasoperaciones:
j i j j

r r rq +rq ror rr

_ = . y = .

qg q qaq’ 9 4 49
Ademds, tenemos un homomorfismo natural de anillos R — R[Q~ 1] :r — 4.

La prueba de esto requiere una verificacidon de rutina; consulte [4] y [8] para més detalles.

Considere O ={1, g, ¢ ...} para algunos g € R. Es claro que Q es multiplicativamente

cerrado. Escribiremos R[g~!] := R[O~!]. Lo mencionado es util para el siguiente lema .
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Lema 2.1.3. Sea x € R. Entonces R[x~ '] € R[y}(xy — 1).
Demostracion. Ver [11, 2.1.3]. Q

Sea X una variedad af'in, y Q :={f € C[X] : f/ f=0}.

Veamos que Q es un conjunto multiplicativamente cerrado. En efecto, supongamos por

contradiccién que 0 f= f7g € ClX] y fg £ Q (esdecir, fg=0). Entonces X =
V()N X)uU (V(g) N X). Es decir, si Q no es multiplicativamente cerrado, X no es

irreducible, lo cual es una contradiccion; desde que X es irreducible. Por lo tanto, Q es
multiplicativamente cerrado. Ahora tenemos las herramientas suficientes para la sigu-

iente definicion:

Definicion 2.1.4. Sea C(X) := C[X][O1], el cuerpo de funciones o anillo

de funciones racionales.

1. Una funcion f es racional sif € C(X).

2. Una funcion racional f es regular enp € Y siexisten g, h € C[X] donde h(p) f=0
yfp) = $8. Note que f estd bien definida en una vecindad {x : h(x) f= 0}.

3. Si fes regular en todas partes de X, entonces f es una funcion regular en X.

Observacion 2.1.5. Note que si f € C(X), entonces f puede no estar definida en todos

los puntos de X. En efecto, f estard definida donde f sea regular.

También podemos definir las funciones regulares en variedades cuasi afines. Sea U C

X <€ (C"una variedad cuasi af'm.

Definicidon 2.1.6. Supongamos que f es racional en X. Diremos que f es regular en U si

fes regular en cada punto de U.

Sea D(f) S X un conjunto abierto principal. Recordemos que D(f) = X — V (f).
Lema 2.1.7. El conjunto de funciones regulares en D(f) es C[.X][f!] € C(X).
Demostracion. Ver [11, 2.1.7]. Q
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El siguiente corolario lo obtenemos al establecer /= 1.

Corolario 2.1.8. El conjunto de funciones regulares en X es C[X].

Demostracion. Ver [11, 2.1.8]. Q

Ejemplo 2.1.9. Seaf : =z € C[xy, .., xa] y sea X =V (f). Observamos que X
es el plano cuandoz1 =0, y D(f) es el complemento de este plano. Consideremos h una
funcion racional en C(X) tal que h = mlz_ Observe que h no es regular cuando z2 = 0,

pero es regular en todos los demas casos. Ahora, sea U la variedad cuasi afmX — V(z2);

observamos que h es regular en todo U. Generalmente, podremos decir, porel Lema 2.1.7,

que las funciones regulares en U son de la forma % :p € N, g € C[X] .

2.2 Funciones regulares

En esta seccidon definiremos funciones regulares entre variedades cuasi afines como com-
posicion de funciones regulares.
Recuerde que las variedades afines también son variedades cuasi afines; por lo tanto,
nuestras definiciones también se aplican a las variedades afines.

Sea U < (C"una variedad cuasi af"in.
Definicion 2.2.1. Sea W C C™ otra variedad cuasi afin. Entonces una funcion

regular o morfismo de variedades cuasi afines es una funcion ¢ : U — W de la

forma

o(u) = (p1(10), ..., pm(w)),

donde ¢; son funciones regulares en U. Esto nos lleva a una nocion de isomorfismo.

Definicion 2.2.2. Un morfismo de variedades ¢ : U — W es un isomorfismo si
existe un morfismo inverso¢ : W — U talque po ¢ =idw y ¢ o ¢ = idu. En tal caso,
escribiremos UC W.

SiUc WcC W donde W es un subconjunto abierto o cerrado Zariski de W escribi-

j . . . . . ., .
mos U — W~. Si W es un conjunto abierto, diremos que ¢ es una incrustacion abierta
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j . . . . .,
de Uen W, ysi W es un conjunto cerrado diremos que ¢ es una “incrustacion” cerrada

deUen W,

Definicion 2.2.3. Sea Y una variedad afin. Una funcion racional ¢ : X ~ Yes

una funcion regular definida en un subconjunto abierto denso U de X. ¢ es birra-

cional si tiene una inversa racional ¢ : Y ~ X talque p o ¢ y ¢ o ¢ son la funcion

identidad en conjuntos abiertos densos.

2.2.1 Morfismos de variedades afines

En cap’ttulos posteriores, estaremos estudiando variedades afines, as1que volvemos a con-
centrarnos en estos. Sea X e Y variedades afines. El resultado principal de esta seccion es
la Proposicion 2.2.1.4; donde se menciona que X e Y son isomorfos si y solo si C[X]y C[Y

] son isomorfos.

Definicion 2.2.1.1 Dado cualquier morfismo de variedades afines ¢ : X — Y entonces
definimos el pull-back ¢* : C[Y] — C[X], ¢*(f) :=_f° ¢. ¢* es un homomorfismos de
C-dlgebra. Como las componentes de un morfismo son funciones racionales, esta claro
que un morfismo es continuo con respecto a la topologia “usual”. De hecho, el morfismo
también es continuo con respecto a la topologia de Zariski.

Lema2.2.1.2 Dado un morfismo devariedades ¢: X — Y continuo, conrespectoala

topologia de Zariski. Si ¢ es un isomorfismo, entonces también es un homeomorfismo.

Demostracion. Ver [8, pag. 24] y [11, 2.2.5]. Q

Definicidon 2.2.1.3 Sea ¢ : C[Y] — C[X] un homomorfismo de dlgebras. Definamos la

inversa del pull-back de ¢, ¢ : X — Y de la siguiente manera

(M) = (4 ° y1)(X), -, (§ © ym)(X))

Afirmamos que ¢”* es un morfismo. Ademads, (¢")* = ¢. Caso contrario, si ¢ es un

morfismo de X a Y, entonces (¢p*)" = ¢.

Demostracion. Que nos lleva al resultado mas importante de la seccidn; la corresponden-
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cia biyectiva entre isomorfismos de 4lgebra e isomorfismos de variedades.

Proposicion 2.2.1.4 Sea ¢ : X — Y un morfismo de variedades afines, y ¢* : C[Y] —

C[X] su correspondiente homomorfismo de anillos. Entonces ¢* es un isomorfismo siy

solo si ¢ es un isomorfismo.

Demostracion. Ver [8, pag. 25] y [11, 2.2.7]. Q

Observacion 2.2.1.5 Este resultado serd particularmente titil en uno de los capitulos
posteriores. Significa que si dos dlgebras finitamente generadas son isomorfas, entonces
sus espectros geométricos son también isomorfas. Si solo hubiésemos requerido de que X
e Y fueran homeomorfas, para poder tener que X C Y, entonces no hubiésemos podido
definir la contraparte, y por ende no seria posible probar la Proposicion 2.2.1.4. Es por

eso que necesitdbamos definir el morfismo en términos de funciones regulares.

2.2.2 Morfismos deespectros

Sean X e Y variedades afines, y ¢ : X — Y un morfismo. En la Proposiciéon 1.4.5,
vimos que X e Y son homeomorfas a Spec(C[X]) y Spec(C[Y ]) respectivamente. Por
lo tanto, bajo este homeomorfismo, ¢ se puede ver como un morfismo de espectros,
¢ : Spec(C[X]) — Spec(C[Y ])). En efecto, veremos que este morfismo puede describir

las defininiciones geométricas de los espectros.

Lema 2.2.2.1 Six € X, entonces mpwx) = (¢*)1(my).
Demostracion. Ver [11, 2.2.9]. Q

Este Lema nos permite entender un morfismo puramente algebraico. Suponga que A y B

son cada uno un C-ilgebra finitamente generada y dominios integros, supongamos

también que
ACCxy, ..., xx )/ I(X) y BcCys ...,y )/I(Y), (2.2)

donde X e Y son conjuntos algebraicos afines. Sea ¢ : 4 — B es un homomor- fismo

de C-algebra. Bajo los isomorfismos de (2.2) podemos escribir esto como ¢1 :
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Clxy, ..., xa)I(X) = Clyy, ..., ya)/I(Y). Esto induce el morfismo de espectros
@4 - Spec(Clys, ..., yu))/I(Y) — Spec (Clxy, ..., xx]) /Z(X)

definido de tal manera que ¢4 (m,) = ¢;'(m,). Tomando este resultado en A y B, este
puede ser visto de tal manera que ¢4 es una funcidén continua; ¢* : Spec(B) — Spec(A),

@"(m) = ¢=1(m). Por lo tanto, podemos enunciar la siguiente proposicion

Proposicion 2.2.2.2 Sea ¢ : A — B un homomorfismo, donde A y B son cada uno
esunaC-algebra finitamente generada y sin divisores de ceros. Entonces ¢ induce una
funcién continua ¢" : Spec(B) — Spec(A), ¢"(m) = ¢=(m) que denotamos como un
morfismo de espectros.

Demostracion. Ver [11, 2.2.10]. Q

También podemos realizar el morfismo en términos de homomorfismos de C-algebra.
Suponga que ¢ : 4 — B es el homomorfismo de la Proposicion 2.2.2.2. Si ¢ €
Homc—aie(B, C) tiene como nucleo a m € Spec(B) entonces & o ¢ € Homc—aig(A4, C), el
cual tiene nucleo ¢~1(m). Por lo tanto, el morfismo Spec(B) — Spec(A) realizado en

términos de homomorfismos de C-algebra es & — & o ¢.

Es decir, podemos entender el morfismo inducido en términos de coordenadas, en
términos de ideales maximos y en términos de homomorfismos de C-algebras. Los altimos
dos son util porque nos permiten trabajar con el morfismo inducido sin configuracién de

las coordenadas.

2.3 Introduccidn a la resolucion de singularidades

En esta seccion establecemos uno de los resultados mas importantes de la geometria alge-
braica. El Teorema de Hironaka donde indica que existe una resolucidon de singularidades
de cualquier variedad algebraica sobre un cuerpo de caracter’istica cero. Sin embargo,
haremos algunos comentarios sobre la dimensién de una variedad, singularidades y es-

pacio proyectivo. Es posible profundizar estos temas; sin embargo, nuestra discusion no
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sera detallada, ya que no se requieren detalles para caracterizar las singularidades de las
variedades toricas.

Sea X una variedad algebraica casi af"in.
Definicidon 2.3.1. La dimensidn de X es el supremo de todos enteros n tales que existe

una cadena;

Df=XoC X1 C..CXp=X

de conjuntos cerrados irreducibles distintos.
Tenga en cuenta que la dimension debe ser finita ya que, por Corolario 1.2.5, una secuen-

cia infinita de conjuntos algebraicos distintos X1 C X> C X3 € ... no existe. Para més

detalles consulte [8, pag. 6] y [11, pag. 20].

Proposicion 2.3.2. Si U C X es una variedad casi afin, entonces dim(U) = dim(X).
También dim(C") = n. Ademds, como el toro (C*)” es un subconjunto abierto de C”, la
dimension de (C*)" es n.

Demostracion. Ver [8, pag.6] y [11, 2.3.2]. Q

Lema 2.3.3. Si Y es una variedad algebraica afin, entonces la dimension de Y es

igual a la dimension de su anillo coordenado R[Y].

Demostracion. Ver [8, 1.7]. Q

Proposicion 2.3.4. Si Y es una variedad cuasi afin, entonces dimY = dimY .

Demostracion. Ver [8, 1.10]. Q

Ahora que tenemos una nocion de dimensidon, podemos pasar a las singularidades. Si

€ Clitt ] y P € C tal QuefIP) =0, se define el dyf = 2P ).(x; — ). esto se
conoce como el diferencial de f'en P. Sea f irreducible, el espacio tangente 7,V ()
de V () en P, es el conjunto de llegada de d,f.

Si X es una variedad e I(X) es generado por f1, ..., fi, entonces definimos el espacio tan-

k
gente de X en P como Tp X = n TV (dpfi). Se dice que P es un punto no singular si la
i=1
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dimension de Tp X (como espacio vectorial) es igual a la dimension de X; de lo contrario,
diremos que P es una singularidad.
Esta es la definicion clésica de singularidad. Sin embargo, no es la definicion mas

adecuada para nuestros propdsito. Por lo que requerimos una comprension explicita de

la geometria de X «— C”; sin embargo, esto no es facil de determinar en variedades

toricas. Por lo tanto, trabajaremos con una definicion més algebraica de singularidad.

Definicion 2.3.5. Un punto P € X es no singular si la dimension de 77 €OMO

un espacio vectorial es igual a la dimension de X donde m, es un ideal maximal; caso
contrario, P es singular.
Es sencillo probar que esta definicion es equivalente a la definicion del espacio tangente.

impli i cmp — Tp m
La prueba implica reconocer que el nucleo de d, : m, — Tp.X es m% que se desprende

del hecho ge que el diferencial de cualquier monomio (x1 — p1)* ... (x» — pn)*", es igual
acero,si ;a;= 2. Y por el teorema de isomorfismo obtenemos quem% C (7xX),.

m
P

Ahora tenemos el conocimiento necesario acerca de las singularidades, de tal manera
que podremos caracterizar las singularidades de variedades téricas en un capitulo poste-
rior.

Pasamos entonces al célebre teorema de Hironaka. Dado que las matematicas que abarca
dicho teorema va mucho mas alla del alcance de esta tesis, solo indicamos una version
limitada de ella.

El resultado crucial en mencioén no se obtuvo hasta 1964, afio en que Heisuke Hironaka
daba una demostracion de la resolucion de singularidades para variedades de cualquier
dimension sobre cuerpos de caracteristica cero en su extenso articulo Resolution of sin-

gularities of an algebraic variety over a field of characteristic zero. Ver [HI].

Definicion 2.3.6. Sea X una variedad casi afin singular. Si Y es una variedad casi

afin no singular y f*: Y — X es una funcion birracional sobreyectiva entonces diremos

que f es una resolucion de singularidades.

Teorema?2.3.7. Hironaka. Si X es una variedad cuasi afnsingular, entonces siempre

24



existe una resolucion de sus singularidades. Para variedades sobre cuerpos de carac-
terstica 0.

La belleza de las variedades toricas es que no necesitamos matematica sofisticada de la
prueba de Hironaka para comprender la resolucidn de sus singularidades. Nosotros pode-
mos determinar si una variedad tdrica es singular o no, meramente a través del estudio
del abanico que lo genera. Ademads, veremos en un capitulo posterior que el problema de
resolver las singularidades de una variedad térica se puede reducir al problema de encon-
trar un refinamiento de su abanico. En el Capitulo final, calcularemos especificamente la

resolucion de singularidades de conos bidimensionales.
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Capitulo 3

3 Introduccion a la variedad torica afin y proyectiva

Antes de apreciar la construccidon de una variedad torica afin y proyectiva a partir de un
cono, la cual se realizara en los siguientes capitulos, veremos la formalizacion matematica
para sustentar dicha construccion mencionada.

Tomando en cuenta la observacion 1.3.9, ademas que C* es un grupo multiplicativo y

T =~ (C*)" una variedad af’mn isomorfa a (C*)", se tiene que T hereda la estructura de

grupo a partir de este isomorfismo.

Un caracter de un toro T es un morfismo y : T — C* que es a su vez es un grupo
de homomorfismos. Por ejemplo, si consideramos m = (a1, ..., a,) € Z" tendremos el

caracter " : (C*)" —— C* definido de la manera siguiente:

x"(z1, ..., Zn) :Zzl...Za”. (3.3)

n

Se puede mostrar que todos los caracteres de (C*)” son de la forma indicada I'meas arriba

y ademads que los caracteres de (C*)” forman un grupo isomorfo a Z” (ver [2, pag.10]).

Para un toro arbitrario T, estos caracteres forman un grupo abeliano M de rango igual a la

dimension de T. Es costumbre decir que si m € M, eso nos dara el caracter ™ : T — C*.

Por otro lado, un subgrupo de un solo parametro del toro T es un morfismo A :

C* —— T que es a su vez es un homomorfismo de grupos. Si consideramos como en el caso

anterior, u = (B, ..., Bn) € Z" tendremos el sub grupo de un pardmetro A : C* — (C*)”

definido de la manera siguiente:
Mz) =", ..., 2P). (3.4)

Similar al caso anterior todos los subgrupos de un pardmetro de (C*)” son de la forma

indicada lineas arriba y ademas los subgrupos de un pardmetro forman un grupo isomorfo

aZ" (ver [2, pag.10])

Por otro, lado para un toro arbitrario T, los subgrupos de un solo parametro forman un
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grupo abeliano libre N de rango igual a la dimension de T. Al igual que con el grupo de
caracteres, un elemento # € N nos da subgrupos de un pardmetro A* : C* — T,
Ademas, podemos asegurar la existencia de un producto bilineal, definido de la manera

siguiente (, ) : M X N —— Z.

Lo mencionado anteriormente nos dice que:

+ Intrinsecamente dado un caracter ¥’ y un subgrupo de un parametro A, la com-
posicion ol : C* — C* es un caracter de C*, que esta definida por z — z’

donde (m, u) =1,1 € Z.

+ Concretamente, si 7= (C*)" con m = (a1,...,an) € 2", u = (B1,.... Bn) € Z"

obtenemos la siguiente relacion, la cual es el producto bilineal usual

=
(m,u) = ab. (3.5)
i=1
Ademas, se concluye que un caracter y subgrupo de un pardmetro de un toro T forman
grupos abelianos libres M y N de rango finito asociado el producto bilineal (,) : M XN ——
Z que identifica M con Homz (M, Z) y N con Homz (N, Z) .

En consecuencia, de todo lo expuesto, podemos asegurar que el isomorfismo de 7' = (C*)"

induce la base dual de M y N, es decir, los isomorfismos M =~ Z"y N = Z" convierte a los

caracteres en monomios de Laurent (3.3), los sub grupos de un pardmetro en curvas

monomiales (3.4) y el producto en el producto interno usual (3.5).

3.1 Definicion de una variedad torica afin

A continuacion daremos ciertas definiciones y observaciones necesarias para este capitulo.

Observacion 3.1.1 Datos necesarios sobre T.

a) Si T esun toroy H S T es una subvariedad irreducible que también es un subgrupo,

entonces H es un toro.

b) SiT1, T2 son toros y ¢ : T1 — T2 es un morfismo de grupos algebraicos, entonces

(¢p(T1)) es un toro cerrado en T>.
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¢) SiT actua sobre W linealmente, donde W es un espacio vectorial, y" : T —— C*

denota su correspondiente cardcter, W,, el subespacio de W modo que t.w = x"'w

paratodot€ T yw € W de tal forma que W,, {0}. Entonces W= ®ucyu Wp.

Definicion 3.1.2 Una variedad torica afin es una variedad irreducible V que contiene

al toro T = (C*)" como un subconjunto abierto de Zariski tal que la accion de T en si

misma extiende la accion algebraica de T en V.(Entenderemos por una accion algebraica

ala accion T X V — V dada por un morfismo).

Ejemplo 3.1.3 La curva plana C = V (x3 — y?) es una variedad térica afin pues es

irreducible y contiene al toro.
C\{0}=Cn(C)2={#r);,rec C}t~C

donde el isomorfismo est —— (£, %) .

Ejemplo 3.1.4 La variedad V (xy — zw) S C* es una variedad tdrica que contiene al

toro

.. 2 >
VO (CYY = "1, to, 13, itat=% ;1 € C* = (C*)3,

) )3
donde el isomorfismo es (t1, t2, 13) — 11, 12, 13, t1t2t§1 )

Ejemplo 3.1.5 Consideremos la superficie en C**' parametrizada por la funcion

R C2 N Cd+1

. 2
(s, ) —— 59 s . ost?1

Podemos observar que ¢ define monomios en s, t utilizando todos los grados d.

Ahora, teniendo en cuenta ax, ..., xs como las coordenadas de C*** podemos determinar

elideall < Clxq, ..., xd], el cual es generado por las menores de orden 2 de la matriz

U
X0 X1 ... Xg-2 Xg4-
X0 X1 d-2 Xd-1

X1 X2 ... Xd-1 Xd
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donde I = (xixj+1 — xi+1x;;0 <i<j <d—1). Por otro lado, se puede verificar que
o (C)») = V(I)Zentonces ¢ = ¢ (C?) es una variedad torica afin. Ademds, se puede

probar quel A C =1, donde I es primo y en consecuencia V él) es irreducible.

Por ultimo, se verifica que I es un ideal torico (Def. 3.1.9) y €d es una variedad torica

que contiene al toro
. z
p (CH =Cin (CHM ~ (C)2.

. . - JA
Ademds, podemos mencionar también que la superficie afin Cs se llamada cono normal

racional de grado d.

Puntos reticulares: En la presente tesis un ret’iculo es un grupo libre abeliano de

rango finito. Por lo tanto el ret'iculo de rango n es isomorfo a Z". Por ejemplo T tiene
reticulo M (de caracteres) y N (de subgrupos de un parametro). Antes de proseguir,
debemos tener presente que en términos de productos tensoriales, se puede obtener un
isomorfismo canénico N ®z C* =~ T a través de u ® ¢t — A*(¥). Por lo tanto es costumbre
escribir un toro reticular como 7, en esta tesis dicha notacion solo serda usada en caso
sea necesario.

Por otro lado, dado un 7 conjuntamente con su ret'iculo de caracteres M, un conjunto

A ={m1, .., ms} S M proporciona caracteres " : T —— C*. De tal manera que

podemos definir la siguiente funcién
oan: T ——C° (3.6)
como

on () =0 (@), ..., X" () € C°Lt= (1, 12, ..., tn)

y asi enunciar la siguiente definicion.

Definicidon 3.1.6 Dado un conjunto finito A < M, la variedad torica afin Ya estd

definida por la clausura de Zariski de la imagen de la funcion ¢a.
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Proposicion 3.1.7 Dado A como se menciond anteriormente, sea ZA < M un sub
reticulo generado por A. Entonces Ya es una variedad torica afin cuyo toro tiene cardcter
reticular = Z". En particular, la dimension de Ya es el rango de ZA.

Demostracion. Ver [2, pag. 13] (Proposicion 1.1.8). Q

En términos concretos, fijada una base de M, podemos asumir M = Z”. Entonces los s
vectores en A S Z" pueden ser considerados como columnas de una matriz A de orden »n

X s cuyas entradas son todas enteras. En este caso, la dimensidon de Ya es simplemente

el rango de la matriz A.

Por lo expuesto podemos decir que toda variedad térica afin es isomorfa con Ya para

algin subconjunto finito A de un reticulo.

Ideales toricas: Sea YA S C* = Spec(C [x1, ..., xs]) una variedad térica afin que proviene
de un conjunto finito A = {my, ..., ms} S M . Podemos describir el ideal siguiente 7(Ya)

c C [x1, ..., xs5]; el cual es consecuencia de que ga induce una funciéon de caracter

reticular, es decir

N
oA L —— M dado por m=(ma, ..., ms) ——x",

donde ¥ (1, ..., ys) = y’l’“...y”’s. Notemos que si {ei, ..., ex} es la base estdndar Z*,
N . . R

J J
J s m+mi m m

entonces dado el isomorfismo é)\A y como para m, m € Z se tiene que y =X X

entonces x°', ..., x°° es una base de M. Por otro lado, si L es el nucleo de esta funcion,

entonces tenemos la siguiente sucesion exacta

0——L-——2 —— M

Ss

En términos reales, los elementos [/ = (/1, ..., [s) de L satisfacen “ Lim; = 0 con lo cual
i=1

obtenemos una relaciéon con los m2;. Ademads, que para cada / € L se tiene lo siguiente

2
[+ = lie; Yy [-=— liei.
/>0 1/i<0

Note que [ = [+ —1[-, y que I+, [- € N°, entonces obtenemos la siguiente relacion binomial

Q, 6 Q
L Y
/>0 <0
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la cual desaparece en la imagen de pa por lo tanto en Ya, desde que Ya es la clausura

de Zariski de ¢a.

Proposicion 3.1.8 El ideal de una variedad torica afin Ya < C° es
: > . , >
I(Ya)= xt"—x-;1€eL = x*—x;0, BENya— pEL

Demostracion. Sea /r el lado derecho de la igualdad. Ya vimos que Iz S 7(Ya).
Ahora, elijaa T = (C*)n y un orden monomial sobre las variables xi, ..., x;. Entonces
M=27",y ¢ :(C*)" — (C) son los monomios de Laurent #" en 1, ..., ty.

Supongamos entonces que, Iz f= 1 (Ya). Entonces existe 7 € I (Ya) \ /2 con un término

monomial principal minimo con respecto a nuestro orden. Digamos que dicho término es

Q

Ahora, como £ (£, ..., £"s) = 0, existe un término x* = 1 x?" que es menor que x“*
de acuerdo al orden de nuestra eleccion inicial tal que
G G bi
@ =" (tm,)".
i=1 i=1
>
Por lo tanto, (a; — b;) m; = 0, lo que implica a — B € L. Ahora x* — x# € I, en-

tonces f — x*+x# € I'(Ya) \ Ir con un término principal més pequefio, lo cual es una

contradiccion. Q

Definicion 3.1.9 Sea L € Z° un sub reticulo.

. 2
a) Elideall, = x* — x*;0, f € N'ya —p € L es llamado ideal reticular.

b) Un ideal reticular primo es llamado ideal torico.

Desde que las variedades toricas son irreducibles, los ideales que aparecen en la

proposicion 3.1.8 son ideales téricos. Veamos algunos ejemplos de ideales toricos:
Ejemplo 3.1.10 (x® — y?) < C [x, y].
Ejemplo 3.1.11 (xz — yw) € C [x, y, z, w].

Ejemplo 3.1.12 (xixj+1 — xi+1x; 0 < i<j<<d— 1) < Cxo, ..., xd] .
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En cada ejemplo, tenemos ideales primos generados por binomios.

En un apartado posterior veremos que las variedades téricas afines surgen de ideales
toricos.

La siguiente proposicion prueba por qué dichos ideales son automaticamente toricas.
Proposicion 3.1.13 Unideal I < C [xy, ..., xs] es tdrico si y solo si es primo y es gen-
erado por binomios.

Demostracion.

La primera implicancia es inmediata, por definicién. Veamos la reciproca, para ello
primero considere ¥ (1) N (C*)* donde I, = x% — xPi;i € |Z , donde | denota un con-
junto de indices. Inmediatamente se puede observar que la interseccion es diferente del
vacio porque (1, ..., 1) € V(1) N (C*)*, y es un subgrupo ya que, x% = x" e y* =,
entonces (xy)*= (xy)”. Finalmente, ¥ (1) N (C*)* es irreducible ya que / es primo. Por
lo tanto, ¥ (I) N (C*) es un toro, al cual denotamos por T.

Sea, ¥ : T «— (C*) —— C*, por lo tanto T = pa (T ) para A = {mu, ..., ms}, lo cual
implica que V (/) = Ya, ya que / es primo por el teorema de ceros de Hilbert, entonces

es igual a I;. Q

Semigrupo Afin: Un semigrupo es un conjunto S asociado a una operacién bina-

ria y un elemento identidad. Para el semigrupo afin que requerimos serd necesario

que:

- La operacidon binaria en S sea conmutativa. Considerando la operacion + y el

elemento identidad 0. Entonces un conjunto finito A S S serd expresado de la

manera siguiente

- z
NA= caamm;am €EN S8

+ Los semigrupos son finitamente generados, en tal sentido para un conjunto finito

A < Ssetiene que NA =S

+ Los semigrupos pueden ser incrustados o ser un embebimiento en un ret'iculo M.
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Un ejemplo simple de semigrupo afmes N” < Z". Generalmente, dado un ret’iculo M y
un conjunto finito A S M, obtenemos un semigrupo finito NA = M.
Dado un semigrupo afin S S M, el semigrupo de C[S] algebras es el espacio vectorial

sobre C con S como base y la multiplicacion inducido por la estructura de semigrupo de

S. Para ser mds precisos, si pensamos en M como un caracter reticular de T, para un

m € M tendremos el caracter y” . Entonces

- >
C[s]1= > cm  Cy cm = 0 para una cantidad “finitamente grande” de me ,
meS

cuya multiplicacion inducida es
Xm ij — Xm+mj

Si S = NA para todo A = {ma, ..., ms}, entonces C [S]=C [, ..., x"].

Veamos a continuacidén dos ejemplos basicos.

Ejemplo 3.1.14 El semigrupo afin N" € Z" nos da el anillo depolinomios
C [M] =C [xl, cens xn] ,

donde x; = x°/ y e, ..., en €S la base estdndar de Z".

Ejemplo 3.1.15 Siey, ...,e. es una base del reticulo M, entonces M es generado por

A ={+ey, ..., xe,} como un semigrupo afin. Considerando a t; = x°, el anillo de

polinomios de Laurent es
oy 2
CiM]=C 7, ....65" .

El cual se puede verificar que es el anillo de coordenadas de T.

Los anillos de semigrupos afines dan lugar a las variedades téricas de la manera siguiente.

Proposicion 3.1.16 Sea S un semigrupo afin. Entonces:
a) C[S] es un dominio integro finitamente generado como C- dlgebra.

b) Spec(C[S]) es una variedad térica afin cuyo toro T tiene cardcter reticular ZS, y si

S=NA para un conjunto finito A < M, entonces Spec(C [S]) = Ya.
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Demostracion.
Parte a: Considere, A ={my, ..., ms} lo cual implica que C[S]= C [}, ..., ], en-
tonces C[S] es finitamente generado. Por otro lado, desde que S S M, se tiene que

C[S] € C[M ] por lo tanto C[S] es un dominio de integridad, segin el Ejemplo 3.1.15.

Parte b: Usando A = {my, ..., ms}, obtenemos el homomorfismo de C- 4lgebras
m:Clxy, ..., xs] — C[M]

donde x; —— x”" € C[M]. Esto se corresponde con el morfismo ¢a : T —— C° el cual
proviene de (3.6), es decir, 7 = (pa)* : Clx1, ..., xs] — C[T] = C[M]. Ademas, el nicleo
de 7 es el ideal torico 7 (Ya); laimagen de = es C [}, ..., x"**]1 = C[S], por lo tanto el

anillo de coordenadas de Ya es

C[Ya]l = Clxy, ..., xs /T (YA)
= Clxy, ..., xs}/Ker(x) = Im(x)= C[S].

Esto muestra que Spec(C[S]) = Ya. Desde que S = NA lo cual implica que ZS = ZA,
es decir que el toro de Ya = Spec(C[S]) y tiene el ret’iculo de caracteres deseado, que es

justamente lo que buscamos por la proposicion 3.1.7. Q

Ejemplo 3.1.17 Considere el semigrupo afinS < Z generado por 2 y 3. Entonces

S =1{0,2,3,..}. Paru el estudio de los semigrupos de C[S] dlgebras, usaremos

C [YA]=C [x1, ..., xs] /T (YA)
=C [x1, ..., x5] /Ker(w) = Im(w) = C [S],

donde r es el homomorfismos de C- algebras
7:Clx1,...,x] —— C[M].

Si consideramos el conjunto A = {2,3}, entonces pa(z) = (#*, ) y el ideal térico es

I(Ya) = (x®* — 1?); luego por el ejemplo (3.1.10) obtenemos
CIS1=C[# £#] ~ C [x, »]/ (& — »?)
y la variedad térica Ya es la curva x* = y2.
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3.2 Puntos reticulares y variedades toricas proyectivas

Nuestro estudio empezara con observar que P” es una variedad torica

T = P"\ V(xo0..xx) ={(ao, ..., an) €P";a0...an 0}

= {(,tn,...tn) EP"11,..., 1, € C'} = ().

Ademads, que la accidon de T sobre si misma claramente se extiende a una accion sobre

P, haciendo a P” una variedad torica. Describiremos el reticulo asociado a T, usando la

secuencia exacta del toro
1 — C'— (CYy"*t 5T — 1

que proviene de la definicion de P”. Por lo tanto, el carécterz reticular de T es

>
M, = (o ... a)€Z™ —ai=0 (3.7)
i=0

y el reticulo de un subgrupo de un parametro es el cociente.

N, = 2"z, .., 1).

Puntos reticulares y variedades toricas proyectivas: Sea el toro T con los reticulos

M y N usuales. Considerando el conjunto finito A = {mz, ..., ms} S M que fue utilizado
para crear la variedad torica afin YA como la clausura de Zariski de la imagen de la

funciéon
on: T—C
t—— "M@, ... X" ().

Para obtener la variedad tdrica proyectiva, consideremos gpa como una funcion en (C*)*

y haremos una composicion con el homomorfismo 7 : (C*)* — Tps—1 obteniendo
T —— C —— Tps1 € P71, (3.8)

Definicidon 3.2.1 Dado un conjunto finito A < M, la variedad torica proyectiva

XA es la clausura de Zariski en PS~1 de la imagen de la funcion compuesta mopa dada
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en (3.8).

En concreto, Xa es la clausura de Zariski de la imagen de la funciéon
T —— Psfl
t == "M@, LX)

dado por los caracteres provenientes de A = {my, ..., ms} S M. En particular si M = Z",

entonces )’/ seran los monomios de Laurent 7%/ y Xa es la clausura de la imagen de

T —— Ps—l

t—— (™, .., ).

En la literatura, A < Z" a menudo se da como una matriz A con entradas enteras, de

modo que los elementos de A son las columnas de A.

Para mayor informacion sobre lo expuesto en este capitulo revisar [2, pag.55].

3.3 Variedades afines normales

Sea R un dominio de integridad con un cuerpo de fracciones K. Entonces R es normal,
o ‘'mtegramente cerrado, si cada elemento de K es integramente cerrado sobre R (lo que
significa que es una raiz de un polinomio moénico en R [x]), en realidad se encuentra en

R. Por ejemplo, cualquier DFU es normal.

Definicion 3.3.1. Una variedad afin irreducible V es normal si su anillo de coorde-

nadas C [V'] es normal.

Ejemplo 3.3.2. C" es normal ya que su anillo de coordenadas C[xy,...,x,] es un

DFU y por lo tanto normal.

Veamos un ejemplo de una variedad af’in no normal.

Ejemplo 3.3.3. Sea C = V (x3—?) c C?. Esta es una curva plana irreducible con
una cuspide en el origen. Es facil ver que C [C]=C [x, y] /(x® — y?). Ahora, seax yy
en C [C], entonces y/x € C (C). Un cdlculo muestra que y/x £ C [C] y que (/%) =X
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En consecuencia C [C] y C no son normales.

Proposicion 3.3.4. Una variedad afin irreducible regular V es normal.

Demostracion. Ver [2, pag.7].
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Capitulo 4

4 Construccion de una variedad torica Afin

El objetivo de este capitulo es mostrar el proceso de construir una variedad toérica afin, la
cual asocia sucesivamente a un cono o, en el espacio euclidiano R”, su cono dual, en el
dual del espacio euclidiano (R”)*, un monoide S5, una C- algebra R, y finalmente una
variedad algebraica X.

En esta primera etapa, introduciremos la definicién de cono y cono dual, con sus
respectivas propiedades, la relacion que guardan entre ellas y algunos ejemplos para dejar
clara las ideas que posteriormente seran de utilidad en la construccion de una variedad
torica afin. Finalmente concluimos esta primera etapa con la definicion de un monoide

asociado a un cono y sus propiedades.

4.1 Conos
Definicion 4.1.1 Sea 4 = {v1, ..., vin } un conjunto finito de vectores en R”, el conjunto:

c={x€R":x=Avi + ...+ dwvm, Li € R, 1; > 0}

se llama “cono poliédrico convexo”, el cual de ahora en adelante lo nombraremos
solamente comocono. Los vectores{vs,...,vm} Son losgeneradores del conoy lo de-

notaremos por o= (vi, ..., Vm).

Observacion 4.1.2 Si A = ¢, entonces ¢ = {0} el cual se conoce como cono nulo.

La dimensidon del cono se denotara por dim(o), y es la dimensiéon del menor espacio
vectorial que contiene a o, dicho de otro modo, es la dimension del sub espacio vectorial
R.o=0+ (—0).

Observacion 4.1.3 Un cono poliédrico convexo o es un cono porque St un punto x estd
en o, entonces todo punto Ax con A real positivo estd en o. Ademds, un cono o es un

conjunto convexo porque para todo par de puntos x, y en o, cualquier combinacion con-

vexa Ax + (1 =)y, A €0, 1] estd en o.
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Ejemplo 4.1.4 Conos en R?, donde {e1, e2} denotard la base candnica usual:

Figura 5: Conos bidimensionales

Observacion 4.1.5 Del ejemplo 4.1.4, podemos notar que la dim (o1) = 1 y dim (02) =
dim (03) = 2.

Ejemplo 4.1.6 Veamos también un ejemplo de cono o en R3, generado por

o = (e1, ez, e3, e1 + e2 — e3), donde también consideraremos {e1, e2, e3} la base candnica

usual en R3,

Figura 6: 0 = (e1, e2, €3, e1 + €2 — e3)

Un reticulo N en R” es un subgrupo de R” isomorfo a Z”, que genera el espacio vectorial
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R”. De ahora en adelante, denotaremos por N a un latice o ret’iculo isomorfo a Z”. Note

que el reticulo en mencion N, es el mismo reticulo que se desarrolla en el capitulo 3.
Definicidon 4.1.7 Un cono o es un cono racional si todos los generadores de dicho
cono pertenecen a N. Un cono o es fuertemente convexo si no contiene ninguna recta
que pase por el origen, es decir, 6 N (—o) = 0.

Definicion 4.1.8 Sea (R")* = Hom (R”, R) el espacio dual de R” y (,) la aplicacién

bilineal
():(RH* xXR" ——R
w,v)— (u,v)=u(()
El dual de un cono & es definido como:
c={uec R :(uv)=0VYveEo}

Ejemplo4.1.9 Veamos cuales sonlos conos duales delos conosdelejemplo4.1.4. y

ejemplo 4.1.6. Denotemos por e}, e la base dual de la base candnica de RZ.

Figura 7: o1 — 01
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(a) o= (e, e3, €%, e +e5 — e3)

Figura 8: 02 — &2

Figura 9: 03 — &3

Figura 10: 5 —— 4
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Definicion 4.1.10 Nombraremos cono ortogonal al conjunto definido por:

ot={uecs:(uv)=0VYVveoc}

Observacion 4.1.11 Se cumple que o+ = & N (—5).
Demostracion. Por definicion podemos decir que

cgN(=6) = {fue R :(u,v)=20,Y%ectn{uc R :(uv)<0VVveoc}
= {u € (R")* : (4, v) =0}=0"L. Q

Lema 4.1.12 7Todo cono o se puede definir como una interseccion de Semiespacios.

Cada elemento u € (R")* define un semiespacio H,={v € R": (u, v) = 0} . Deeste

modo, si {u;}=1 es un conjunto de generadores de &, entonces
~t
o= H,={veR":(u,v) >0 Yu}.
=1

=

Demostracion. Comprobamos la igualdad:

+ C Sea v € o, entonces (u;, v) > 0 para todo u;, por definicion de &. Entonces

T
Vv E ._1Hu,--

+ 2Seav € R"con (u;, v) = Oparai=1, ..., t. Tenemos que (A1u1 +... + A, v) = 0

para todo A; = 0, luego v € o. Q

Ahora veamos una propiedad no menos importante con respecto al dual del dual de o.

Observacion 4.1.13 Recordemos que existe un isomorfismo candnico entre R” y (R™)**
dado por:
p:R" —— (R™)**
v — o (v):(RHY* —— R
u —— o () (W) =u(v)
Proposicion 4.1.14 Dado un cono o, entonces se tiene que & = o.

Demostracion. Veamos este resultado por doble inclusion, es decir, 0 S 5y o 2 5.

+ A consecuencia de la observacion 4.1.13, y el isomorfisno candnico existente entre

R"e (R")**, podemos decir que
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o

{veR":(uv)=0Yuecs}

Luego, si v € o, entonces (v, v) > 0 para todo u € & POr definicion de &, por lo

tanto o S &.

+ Ahora, sea v € &. Veamos que si v £ 0, entonces existe u € & tal que (u, v) <

T .

0. Por el Lema 4.1.12, tenemos que ¢ = H,con 6 = (u, ..., u).Siv g 0,
i=1

entonces existe u; tal que v & H,,, es decir, que (u;, v) < 0 con lo cual acabamos

de hallar un u# = u; lo que justamente se buscaba. Entonces debido al isomorfismo
canonhico existente entre R” y (R™)**, tenemos que (u;, v) < 0 en consecuencia

v € &, finalmente & S o. Q

Dado un reticulo N C R”, podemos definir su reticulo dual M = Homo (N, Z) = (£")* C

(R™*. Nuevamente hacemos hincapié que M es lo trabajado en el capitulo 3.

Teorema 4.1.15 Sio es un cono racional, entonces & es un cono racional (respecto al
reticuloM ).

Demostracion. Veamos dos casos que pueden ocurrir.

+ Primer caso. Veamos cuando, ¢ = {0}, entonces & = (R”)* es un cono racional

generado por la base canénica {ej, ..., et }.

n

+ Segqundo caso. Ahora veamos cuando, o f= {0}, sin perdida de generalidad pode-

mos suponer que existen generadores de g, vino nulos, talque v, e N, 1 <i < r

esto debido a que ¢ es un cono racional.

Por otro lado, sea H; el hiperplano {(z € R")* : (u, vi) = 0, } y H" el semiespacio

T
{(u € R")* : (u,v;) = 0, }; entonces & = H por el Lema 4.1.12.
1<i<r

Entonces por lo expuesto, bastara mostrar que existe una familia finita {u,; : 1 <j < ¢} C

M tal que 6 = (ua, ..., us) por induccion sobre la dimension n del espacio vectorial

ambiente.

En efecto, para n =1, consideramos tres casos:

+ Primer caso: Cuando o estd generado por vectores de la forma v; € N N R-o.

Entonces todos los generadores seran proporcionales respecto de un factor estricta-
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mente positivo, sin perdida de generalidad podemos elegir alguno de ellos como gen-

erador del cono, llamémoslo vi. De esta forma, & = {u € R*: (u, vi) = 0} = H1,

el cual es un cono racional generado por ej.

+ Sequndo caso: Similarmente, si o esta generado por vectores de la forma v; €

N N R<o, podemos deducir que & es cono racional generado por —ej.

+ Tercer caso: Ahora, si o esta generado por al menos un vector vi € N N R>g y al

menos un vector v2 € N N R<g, entonces o = R, por lo tanto & = {0} es un cono

racional, que es justamente lo que se buscaba.

Ahora veamos para el caso general n:

Supongamos que sea valido para st caso n — 1.
T .
Enotnces, sea . = Hr N H;L , 1 < k < r, tenemos que 7 es un cono en el espacio

. . ., i ke ., . . . . e
vectorial de dimension z —’1. Entonces por la hipétesis de inductiva, existe una familia

. = S
finita de elementos u’]c ” L C M que generan t,.
,:

. Yk C M, esdecir,
Veamos ahora que & esta generado por /¥

- > s
~ z k., k k C- kz
G= My iup=z 0 = w

/>

Ahora, demostraremos esta igualdad por doble inclusion:

C ) Sea u € &, entonces (1, v) > 0 para todo v € o. Aqui distinguimos dos casos:

d Primer caso: Si existe v € o, v f= 0, tal que (1, v) = 0, entonces existe mn
conjunto de “indices I < {1, ..., r} tal que (u, v;{) = 0, paratodoi € [ y
(u, vj) >O0paraj € {1, .., r} \ I. Luegou € H;paratodoi € Iyu € H,
paraj € {1, .., r} \ I. Por lo tanto, existe k € I tal que u € i, es decir,

-5y 2
u=phut + . . +plul, conuf =0 Asique,u€ uf ;, .

d Segundo caso: Si (4, v) > 0 para todo v € o,v f= 0. Entonces existe, k tal

que (u, vi) > 0. Por lo tanto es posible escribir # = u; + u2 donde:
S unv) = ) sijf=k
Uy w) = 0
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[ (uz,vj) = 0 si jf=k

Hw,v) = wv)

Entonces, u1 € Hi, k2 € H; paraj kyui, u2 € Hj paratodoi=1, ..., r
Luego u1 € try u2 € 7 conj f= k. Es decir, que u se puede expresar como

combinacidn lineal convexa de los generadores de 7« y 7; para alginj f=k

- 4L > LD
i Seau & u; ,;, -entoncesu = ik My U con ,uj 0. Luego, (1, v)=
k ub, v
i > () para todo v € ¢ (dado que u; € 7x), asi que u € &. Q

Observacion 4.1.16 Sin embargo, no se cumple que dado un cono o fuertemente con-

vexo, su dual sea también fuertemente convexo. Por ejemplo, sea o = (e1) en R?, tenemos
que &= (e}, e5, —e3) y 6 N (—&) = (e3, —e3).
Lema 4.1.17. Sea ¢ un cono racional generado por los vectores {v, ..., v+}, entonces

= % donde r; ={r; = Avi : L = 0} es la semirrecta generada por el vector v;.

Demostracion. Considerando la siguiente observacidon, mostraremos la igualdad por

doble inclusion;

={fue RY*:(u,v) =0, Vv € i}
{uec (R :(u,Avi) =0,Y1 >0}
={u € (R")* : (u, vi) = 0}.

En efecto,

v

+ 2 Seau € %, esto es equivalente a que (u, v;) = 0 parai = 1,..., r. Asi que para
i=1
toda combinacidn lineal con coeficientes positivos de los v; tenemos

(u, Avvi+ ...+ ,v) = 0si A; = 0. Por lo tanto, u € &.

C Sea u € &, por definicién tenemos que (u, A1vi+... +A,v) = 0 para todo
Avi + ... + 4. € 0. En particular, tomando A;, =1y 4; = 0 paratodo; f=1i

se tiene que (4, v;) = 0. Similarmente repitiendo el mismo proceso para cada i,

obtenemos lo buscado.

Q
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4.2 Caras

En esta seccion introducimos la definicién de cara de un cono y algunas de sus propiedades.

Definicidon 4.2.1. Sea o un cono y A € &, entonces
t=onNit={heo:(v)=0}

es una cara de o y t < o identificara a una cara como parte de un cono.

A las caras de dimension uno se denomina aristas. Por otro lado, podemos observar que

el propio cono es cara de si mismo, basta tomar 1 =0 € (R")*. Igualmente, el vector 0

) . , 2 .
constituye una cara de cualquier cono ya que esti generada por el elemento A = = w; ¢ &
i=1
con & = (u1, ..., u). Una cara t de o se denomina cara propia del cono si, z  O-
Ejemplo 4.2.2. Sea el cono o2 = (e1, e2), podemos determinar sus caras 1 = (e1)=

o2 N (e5)L, 72 = (e2) = o2 N (ef)* y sus caras no propias o2 y 0.

e f

T2 — {f_’2

-

0 L= {e1) &

o2 = (€1 ,€2)

Figura 11: 71, 72 caras de o2

Veamos como determinar todas las caras del o2, del ejemplo en mencion. Recordemos
que el dual del o2 es 62 = (e}, e5), ahora consideremos A = piej + Paey € 62, 1, o = 0
y aplicando la definicion obtenemos que
T = o2NAt={v=0a1e1+aze2 € g2; (4, v) =0}
= {v=oue1+ e € 02; (Bre} + Sre}, arer + azer) = 0}

= {v=ae1 + ae2 € o2; fra1 + P2a2 =0, }, donde a1, a2 = 0.
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Veamos entonces todos los casos posibles:

¥ Sifr=F2=0y a1, a2 = 0 tenemos que v = aie1 + aze2 € o2 N 1+ = 02, esto

implica que o2 es una cara del o>.

x Sif1=0 y p2f=0, entonces v = ate1 + aze2 € a2 N (S2e5)+ esto serd posible, S
solamente si, a2 =0 y a1 = 0, lo que implica que, 71 = (e1) = o N (B2e5)* es una

cara de o>.

x Sip1f=0 yB2=0, entonces v = aue1 + aze2 € o N (P2e})L esto serd posible, s
solamente si, a1 =0 y a2 > 0, lo que implica que, T2 = (e2) = o2 N (P1e})L es una

cara de o>.

x Sip1 0y B2 f=0, entonces fras + faaz = 0 esto serd posible, si solamente si,

o1 = a2 =0, lo que implica que, 0 = o2 N (B1ref + P2e3)L es una cara de o2.

Por lo tanto, acabamos de mostrar lo que en el ejemplo en mencion se afirmé.
Veamos algunas propiedades de las caras de un cono:

Proposicion 4.2.3. Sea o un cono racional, entonces:
1. Toda cara de o es un cono racional.
2. Toda interseccion de caras de o es una cara de o.
3. Toda cara de una cara de o es una cara de o.

Demostracion. Sea ¢ un cono racional:

1. Sea{vi,...,vin} generadores de s en N, A €egyr=0cnNAt={veao: (4 v)}=0.
Entonces dado v € 7, tenemos que v = u1vi, ..., Umvm con u; = 0, luego (4, v) =
u1 (A, vi) + ...+ wm (4, vi) = 0 y dado que (4, v;) > 0, se cumplird que para cada
ie{l,..., m}obien u; =0, o bien (/, v;) =0.

Es decir, existe I < {1, ..., m} tal que:
[]
DGv) = 00u=0 siiel

D v) f=0u=0 si igl
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Asi, tenemos que si v € 7, entonces v = ,;v; con 4; 0. Es decir, que 7 esta
iel
generado por {v; : i € I}, y por lo tanto, es un cono racional.

2. Para mostrar el segundo enunciado, bastara con demostrar la siguiente igualdad:

i y D3 21
on if‘ =oN j‘i
i=1 i=1
En efecto veamos el doble contenido.
% 5
c Seav e  oNAf ,tenemos que v € oy v € A} para todo 7, es de-
cir, que (ii,lﬁ = 0. Dado que la aplicaciéon (,) es bilineal, tenemos que
-y 2L
M+...+ A v)=0,luegov €Ec N Ji  €OMO quer’1amos Ver.
i=1
- 2 - >
x x ,
2SeavEon A; ,tenemos que v E oy v € A; ,esdecir, que
- 2 =1 =1
*
A, v = y nuevamente por la bilinealidad de la aplicacion (, ), tenemos

=1
k

que . (A4i,v) = 0. Dado que v € 0 y A; € &, tenemos que (1;, v) = 0 luego

debe ser (1;, v) = 0 y asi tenemos que v € ¢ y v € A+ para todo i, es decir,
ke

queve  oNAf .

i=1

3. Por ultimo, scaz = onNAtyy =7znA*t cont e s yile 7.Ejecutemosla

demostracién en dos etapas:

- _Primera etapa: probemos que existe un nimero real positivo p suficiente-

mente grande, tal que A+ pA € &. En efecto, supongamos, por reduccion

al absurdo, que A+ pA Z & para todo p € R-o. Entonces, 2+ pLVv =

) )3
2oy + p (A, v) <0 para algin v € o; entonces tenemos dos casos.

.z
dSi(4,v)=0, enéconces existep > O0talquep (1, v) >- X, v - estoimplica

que 2+ pA, v =0, lo que va en contra de la hipdtesis.
z

d Si (/IEV) = 0, tenemos que v <0 yquev € oN AL =1, es decir,
-/lj, v > 0, que no es posible.
. X
Segunda etapa: bastard con mostrar que y = o N A + pA l; en fecto,

mostremos esta igualdad por doble inclusion.
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d < Sea v € y, por definicién vemos que y =7 N '+ = o N A+ N AL, luego

v ea, A, vZ 0=0. Por tanto, A, vZ +p@v) = x + pl, vZ =0y
Zoncluimos queveon A

d gl Sean {v1, ..., v} los generadores de o ordenados de forma que los s

primeros sean generadores de 7y los r primeros sean generadores de y

(r < s), tenemos que:

o Av) = 0sViss
. ALY £ > 0 siVi>s
>V
EI - i =0 Si Vj <r
> 0 sivi>r
Seav€ o N A TPA /tenemos que v € o, luego v = . 1ﬂiVi con ui > 0.
z =

Comov € /lJ +pl -, meos c!ue -/ljz+ plLv = 0 y des,zarrollando esta
desigualdad, X' +pA, v osm /%J vi o+ ...-+ Um z/IJ, v +pui (4, v1) +
it ppim Vi) = pire1r A, Vi1 ot pm X vm Fpuse1r (A, vse1)+.
um (A, viy) = 0. Llegamos a c%ue ui=0paraie{r+1,.,s,s+1,.. m}
Portanto, (4, v) =0y A, v =0,a1que v € AL yv € 2’*. Con esto ya

. 2 . 4
podemos concluirque veE oN it Nit=rn At=y.

Por lo expuesto se muestra que y es una cara de o. Q

Observacion 4.2.4. Notemos que de la demostracion del punto (1) de la Proposicion
4.2.3, hemos deducido que dados los generadores{vi, ..., vm} de un conoa, los gener-
adores de cualquier cara T = o N A+, A € & de o serdn aquellos v; tales que (A, vi) = 0.

Proposicion 4.2.5. Sit < o, entonces 5 C .

Demostracion. Considere u € &, por definicion se tiene que (1, v) > 0 para todo v € o,

luego (u, w) = 0 para todo w € 7 < o, entonces, u € 7.

Q

Observacion 4.2.6. Sin embargo, no siempre es cierto que si T < o, entonces & < 7.

Por ejemplo, si considera en R? la carat = (e1) del cono o = (e1, e2). Efectivamente,

& = (e}, e3) estd contenido en ¥ = (e}, €5, —e3), pero & NO es cara de tporque no existe
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A€ET=ttalques=ANT.

Veamos algunos resultados de vital importancia para el final de esta seccion.
Observacion 4.2.7. Si 0 = o1 + 02, entonces & = &1 N &2.
Demostracion. Considere {v1, ..., v} y {w1, ..., ws} generadores de los conos o1 y o2 re-
spectivamente. Entonces si, 0 = o1+02, tenemos que & = {u € (R")* : (u, v) = 0, Vv € o}.
Por lo tanto sea G = {i\{l; A =0}y vy ={Aw;: 1 =0}, y en virtud del Lema 4.1.17,
tenemos que ¢ = i_lzv'i N i;ljv}i =01 N O2.

Q

Observacion 4.2.8. Si o = o1 N 02, entonces & = &1 + &2.

Veamos ahora el siguiente resultado sobre el calculo de la dimension de &. Proposicion
4.2.9. Sea o un cono en R”, entonces dim (&) = codim (o N (—0)).
Demostracion. Tengamos presente que, por definicion, dim (&) = dim (& + (=5)); y
gracias a la observacion 4.2.8, & + (—=6) = (o6 N(—0)). Por otro lado, tenemos que
(6N (—0)) =(N (—0))' yaquev € o N (—0), es decir, que —v € ¢ N (—0), luego
cualquier elemento u € (¢ N (—0)) cumple que (u,v) =0 yﬁu, —v) = 0, esdecir, (1, v) =
0, luego u € (6 N (—0))*. Asi, dim(¢) =dim (oN(—0))t = codim(c N (—0)).

Q

Proposicion 4.2.10. Sit=oN AL, con A € &, es una cara de o, entonces:
T=6+Rxs0(—A4).

Demostracion. Para esta ocasion solo bastara con demostrar que los duales de ambos la-
dos coincidan. Ahora bien tenemos que, ¥ = 7 y por (& + (—1)) = aﬂ(—i)v =oNAL =1.
Veamos que ocurre con la segunda igualdad y con ello concretaremos la demostracion.
Sea v €EonN (—/1)V, entonces (—4,v) = 0 pues v € (—/I)V y, dado que (4, v) = 0 porque
v € o, se tiene que (4, v) = 0. Ahora bien, si v € 6 N A+ entonces (4, v) = 0, que también
implica (—4, v) = 0 entonces v € o N (—i)v.

Q
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Ejemplo 4.2.11. Sea el cono o2 = (e1, e2); cuyo cono dual es 62 = (ef, e5). Con-
siderando una cara T = (e2) = o N ()L del cono o2, tendremos, por la proposicion

anterior, que T = 62 + (—ef) = (ef, —ei, e3).

Figura 12: 7” dual de una cara de o>.

Ejemplo 4.2.12 Sea el cono o = (—e1 — e2, e2); cuyo cono dual es & = (—ej, —ef + e3).
Considerando una cara t = (e2) = o N (—e})+ del cono o, tendremos por la proposicion

anterior que ¥ = & + Rxo (e1) = (—e}, —ef +e5, ef) = (—ejf, i, e3).

Figura 13: Dual de una de las caras de 6 = (—e1 — e, €2) .
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Definicidon 4.2.13. El interior relativo ¢ de un cono o es el conjunto de elementos de

o que no pertenecen a ninguna cara estricta deao, es decir,
6= veEag:(Lv)>0Y1€EF\ ot

Este conjunto es siempre no vac’10. En particular, el cono {0} es igual a su interior

relativo.
Observacion 4.2.14. El interior relativo ¢ de un cono o coincide con el interior

topoldgico de o para la topologia usual del subespacio vectorial que lo genera.

Definicion 4.2.15. La union de las caras estrictas de o, o \ &, se denomina borde

relativo de o.

Proposicion 4.2.16. Dado un cono o, se tiene que un elemento v € o estd en su
interior relativo ¢ sj, y solo si, & N v+ = ot.
Demostracion. Mostraremos este resultado por doble contenido, en efecto veamos la

primera implicancia.

— Por otro lado, aqui también debemos mostrar otra doble inclusion. En efecto,

C . Seanv € ¢ y u € &, laigualdad (4, v) = 0 implica que u € o+ si, y solo si,
Vv € 4, ya que si v € &, entonces (u, v) > 0 para todo w € &\ o+, luego si

(u, v) =0, entonces u € o+.

D - Para el otro contenido, si u € o+, entonces (u, x) = 0 para todo x € o.
Tenemos, por hipétesis, que (1, v) = 0 ya que u € ot, luego (w,v) > 0 si
w € & \ o+, asi que v € 6. Para culminar esta parte, veamos que dado v € o,

se cumple que v € ¢ s1, y solo si, g N v =gl.

+ Entonces nuevamente otra doble implicancia, en efecto;

+ Para la implicacidn directa, sabemos que para todo v € o siempre se verifica

que o+ S g Nvt.
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+ Para la implicacion, Veamos que si v € &, entonces se tiene la otra contencion.

Siu € & Nvt, entonces (1, v) = 0, luego u € o+ por la observacion anterior.

— Para la implicacion reciproca, consideramos w € & \ o+ y tenemos que (w, v) > 0
porque w & v, luego v € 6.

Q

Observacion 4.2.17. Recuerde que si, f: X — Y una aplicacion suprayectiva y sean

g h:Y —— Ztales que gof= hof . Entonces g = h.

Por Gltimo, mostremos la existencia de una biyeccion entre las caras de un cono y las

caras de su cono dual.

. )2
Teorema 4.2.18. Sit < o, entonces 6Nt+ es una cara de & condim(z)+dim 6 Nt+t =

n. Esto nos da una biyeccion, con inversion de orden, entre las caras de o y las caras de

o.

Demostracion. En efecto, la prueba de este teorema se desarrollara en dos partes:

En primer lugar mostraremos que si ¢ < g, entonces s N7t < 4.

Recordemos antes que las caras de & son conos de la forma Nzt conveEcNN =
ocN N.

Ahora bien, sea v contenido en el interior relativo de 7, tenemos que:

ocnNnzi=entnvi=anri.

Estas igualdades se deben al hecho de que ¢ < o, entonces & C 7 por la proposicion
4.2.5; y como v € 7, se tiene que 7 N vt = 71 por la Proposicion 4.2.16. Por lo

tanto & N 1 es una cara de &.

En la segunda parte, demostraremos que se verifica la siguiente igualdad para las

dimensiones, dim(z) + dim d N z+ = n. Con ello concluimos la prueba, veamos.

* Consideramos la dim(o) =p < ny dim(zr)=¢g <p.
% Por otro lado, tenemos que si, 7+ = 7N(—7), entonces 6Nzt =dNTN(—-7) =
TN (—1).
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* Ahora bien, ya podemos hacer la siguiente sustitucion
dim & n szz dim(& N (=%))= dim (o + (—z))’z por la observacion 4.2.7.
* Por ultimo, en virtud de la Proposicion 4.2.9,
dim (o+ (-1 ))z =codim((g + (—7)) N ((—o) + 7)) =codim(z + (—7)) =
n—gq. Q
Esta construccion nos da una biyeccidn, con inversion de orden, entre las caras de o y las

caras de 6. Vamos a denotar por H a dicha biyeccion, de forma que H es la aplicacion:

H :{Caras de 6}y — {Caras de &}

T — Tt*=Nnrtt
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4.3 Monoides

Definicion 4.3.1. Un semigrupo, es decir, un conjunto no vacio S con una operacion
interna asociativa +, se llama monoide si es conmutativo, posee elemento neutro Oy

cumple la ley de simplificacion:
stt=s+t—— s=sjparas, s, €S

Lema 4.3.2. Sio es un cono, entonces ¢ N N es un monoide.
Demostracion.

Dado que (0, ..., 0) € e N N C R”, se tiene que 0 N N es un conjunto asociativo,
conmutativo y posee elemento neutro y posee elemento neutro.
Ahora bien, en cuanto a la ley de simplicacion, dados dos elementos (x, ..., x») Yy (V1, ..., Yn)
en o N N, para cualquier elemento (zy, ..., z,) € 6 N N que cumpla (x1+z1, ..., xn +z,) =
(v1+z1, ..., yn +zx), tenemos que x; = y; para i = 1, ..., n. Luego, también se cumple la

ley de simplificacion.

Q

Definicidon 4.3.3. Un monoide S es finitamente generado si existen elementos az, ..., arx €
S tales que para todo s € S se tiene que s = A1a1 + ... + rar con A; € Zxo.
Los elementos ay, ..., ar se llaman generadores del monoide. Un sistema de generadores es

minimo si ninguno de sus elementos esta generado por el resto de elementos del sistema.

Lema 4.3.4 (Lema de Gordon). Sioc es un cono racional, entonces c N N es un
monoide finitamente generado.

Demostracion. Sea 4 = {vi, ..., vc} un conjunto de generadores de ¢ un cono racional,

x
conv; € ¢ N Ny considere el conjunto K = tivi,0 < fi <1 que es compacto, dado
i=1

que N es discreto, tenemos que K N N es finito.

Ahora bien, veamos que KNN genera 6NN . Sea v € oNN , entonces v = A1vit+...+ vk =

(mi+rovi+..+(mr+r)vi=nivi+..+mve+ 1. Z riviconn; € Z=0y 0 <r; < 1.
5 =1

Entonces dado que v € KN Ny que 1r,-vi c K n N, se tiene justamente lo que se

=

buscaba.

Q
Notacion 4.3.5. A partir de ahora, denotaremos S = & N M. Donde M denota el
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reticulo dual de N.

A continuacion presentamos una serie de ejemplos de monoides obtenidos a partir de los
conos del ejemplo 4.1.4.

Ejemplo 4.3.6. En R? consideramos el cono o3 = (2e1 — ez, e2) y hallemos Sy . En
este ejemplo S,,, marcado con los puntos grandes, no estd generado por los vectores que
generan g3 = ((¢}, ef + 2e3)) sino que hay que anadir el vector e + e5 al conjunto de
generadores deS,,. Sinembargo, ellema de Gordon garantiza que el conjunto de gen-

eradores es finito y, si seguimos la demostracion del lema de Gordon, basta con elegirlos

de entre los vectores contenidos en el conjunto K definido en la demostracion.

Figura 14: Sy, = (ef, e} + 2¢3, e} + e35)

Ejemplo 4.3.7. En R? consideramos el cono o2 = (e1, e2) y hallamos.S, .

Figura 15: S, = (ei, e3)
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Vemos en este caso que S, St estd generado por los vectores que generan 62 = (¢j, €5).

Ejemplo 4.3.8. En R? consideramos el cono o1 = (e1) y hallamos Ss . Entonces
veremos también en este ejemplo que Si,, estd generado por los vectores que generan

o1 = (e, e5, —e3).

"
_e2

7.

Figura 16: S,, = (i, e, —e5)

Proposicion 4.3.9. Sea ¢ un cono racional y = o N A+ una cara de o, con A € So,

entonces:

Sr= S+ ZZO(_/I)

Demostracion. La prueba es directa, ya que, intersecando ambos miembros de la igual-

dad de la Proposicion 4.2.10 con M = (Z")*; se obtiene el resultado deseado.

Q

Observacion 4.3.10.  Tenga presente que Si, o es un cono fuertemente convexo, en-

tonces el monoide o NN tiene un tnico sistema minimo de generadores. Esta observacion

serd de utilidad en secciones posteriores.
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4.4 \ariedades toricas afines

A lo largo de las secciones anteriores hemos determinado herramientas necesarias para la
construccidon de una variedad toérica afin, en esta parte vamos a construir a partir de los
monoides ya definidos anteriormente, algebras sobre el cuerpo de los niimeros complejos;

y por ultimo de estas algebras mediante uso de las herramientas desarrolladas en el
capitulo 1, 2 y 3; llegaremos a la definicidon de una variedad térica afin generada desde un

cono.

4.4.1 Polinomios de Laurent

Denotemos por C[z, z=1] = Clz1, ..., zn, 21 % ..., z,*] el anillo de polinomios de Lau-
rent. Escribiremos un monomio de Laurent de la forma Az* = 12 ...z¢"con A € C*
ya= (o, ..., an) € Z". El siguiente paso para definir variedades toricas esta basado en

el siguiente isomorfismo entre el grupo aditivo Z"y el grupo multiplicativo de monomios

monicos de Laurent:

0:2"— 0(Z") < Clz, z71]

a= (o1, ..., ap)>— z%=z%"..z%
1 n

Veamos que € es un isomorfismo de Z"en 6 (Z").

+ 6 es homomorfismo de grupos. Sean a = (ay,...,on) € 2"y f=(f1, ..., fn) € Z",
tenemos que: 0 (o + ) = 0 (a1 + 1, .., o + Bu) =z 2=z 2

. 6 es inyectiva. Directamente, si 6 (au, ..., an) = z*' ..z°7=2' . 2Pr=0 (B4, ..., Bn)
1 n 1 n

entonces a; = fi, i €{1, ..., n}

+ 0 es suprayectiva porque el recorrido de la aplicacion es la imagen del dominio por
0.

L L >
Definicion 4.4.1.1 El soporte de un polinomio de Laurent f*= ., .., laz" se define
por:

supp (f)={a € Z": 1. f=0} .
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Observacion 4.4.1.2 Note que dados f;g € Clz,z], tenemos que supp(f'+g) C

supp (f) U supp (2) y supp (f-g) C supp (f) + supp (g). Ademds, dado A € C*, se tiene

que, supp (1) ={(0, ..., 0)} y supp (A.f) = supp (f)
Proposicion 4.4.1.3 Para un cono racional o, el anillo

Ro={fe€ Clz z Y : supp (f) C S,}

es un dlgebra monomial finitamente generada, es decir, es una C-dlgebra generada por

monomios de Laurent.

Demostracion. Por la observacion anterior se tiene que R, es cerrada con respecto a la

suma, producto de polinomios de Laurent y con respecto al producto por un escalar en C.

Por lo tanto R, es un C-algebra.

Ahora solo bastara con mostrar que R, es finitamente generado. Sabemos que existen

Vi, ..., Vi € S6 que generan S, por el lema de Gordan. Dada la biyeccion 6§ entre Z”

y 0 (Z"), tenemos que dado x € S,, x = A1v1 + ... + Ayvs, i € Z>0, entonces 6 (x) =

(") ... (z"")*". Es decir, que cualquier monomio z¥ € R, esta generado por z", ..., z"".
Q

Observacion 4.4.1.4 En la siguiente seccion denotaremos C [{] = C|[é, ..., &] como

el anillo de polinomios en k variables sobre C. En base a la teoriay resultados de

geometra algebraica, podemos definir la topologia de Zariski sobre el conjunto de ideales
maximales de R (R un anillo conmutativo), Spec (R), tomando como conjuntos abiertos
los complementarios de los conjuntos algebraicos V(a) donde a es unidealde R; en

consecuencia tenemos el homeomorfismo:
V = Spec (Ry),

es decir, que cada C-dlgebra finitamente generada determina una variedad compleja afin
Spec (R). Si elegimos generadores de R, la C-dlgebra se puede escribir como C [&1, ..., & /1
donde I es un ideal. Entonces Spec(R) se puede identificar con la subvariedad V (I) de
C*.

A continuacién describimos cémo se construye la variedad torica afin asociada a un cono

racional.
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4.4.2 Variedad torica afin

Definicidon 4.4.2.1 La variedad torica afin correspondiente al cono racional o es
Xo = Spec (Ro).

Dado que la definicién de variedad térica es demasiado abstracta para poder manejarla,
nos interesa buscar una representacién de la misma en un espacio afin C* adecuado.
Estas representaciones geométricas se obtienen introduciendo coordenadas, que se cor-
responden con una eleccion de generadores de S,. El homeomorfismo V' = Spec (Ry)
muestra cdmo podemos representar R, como un anillo coordenado de varias maneras,
seglin como elijamos los generadores de S, . Diferentes elecciones dan diferentes repre-
sentaciones de la variedad afm torica Spec (R,) en distintos espacios complejos C*. En
adelante, denotaremos X, a alguna de esas representaciones, ya que todas son homeomor-
fas.Vamos a ver como se construyen dichas variedades a través de un ejemplo, para luego

dar el caso general. Por ultimo, veremos como dar la representacion que hemos esbozado.

Ejemplo 4.4.2.2 Tomamos el cono o3 = (e2, 2e1 — e2). Sea a1 = ef, az = ef + ¢
y a3 = ef + 2eb el sistema de generadores de S,,. Por el isomorfismo 6, tienen una cor-

respondencia con los monomios de Laurent ui = z1, u» = z1z2 y us = z1z% La C-dlgebra

R, se puede representar por:

Roy=C [u1, uz, uz] = C [&1, &2, &3] /15

donde la relacion a1+ az = 2a2 nos proporciona la relacion entre coordenadas uiuz = uo.
. . . 2 . . .
El ideal 1, estard generado por la relacion {1és = &, y la variedad térica correspondiente

al cono o3 estd representada en C3 por el cono cuadrdtico:

Xo=V Iy )= {x = (x1, x2, x3) € C3: x1x3 = x3}.
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Figura 17: X, =V (I,) = (x1x3 — x%)

Observacion 4.4.2.3 En el caso general, el procedimiento es similar. Sean {ax, ..., ar}
un sistema de generadores de S, cada uno de ellos escritos de la forma a; = (ql, ..a") €

n

S. Por el isomorfismo 0, obtenemos los monomios de Laurentu =zbi=z'a.z'a
o i 1 n

representar por:

R, = C [él, C_.sz 53; cees é:k] /15

para un ideal I, que determinamos de la siguiente forma. Expresamos las relaciones

entre los generadores de S, de la forma:

% %
viaj = pja;, con w;, v € L=o

J=1 Jj=1

de donde obtenemos, gracias al isomorfismo 0, las relaciones monomiales:

() s (B H= (2 YL (2

conz“= zdl  za" es decir, las relaciones:
1 n

uvl uvk — u/“ uyk
17k 1k
entre las coordenadas y finalmente las relaciones binomiales:

L= g (4.9)
k 1 k
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que generan I,.

Ahora podemos construir representaciones de variedades tdricas como sigue:

Teorema 4.4.2.4 Sea o un cono racional en R" y A= (ay, ..., ar) un sistema de gen-
eradores de S5, la correspondiente variedad torica X, estd representada por la variedad
afin V (1) C C* donde I, es un ideal de C [, ..., &) generado por un nimero finito de
relaciones binomiales de la forma (4.9) correspondientes a las relaciones entre los gener-

adores de S,.

Demostracion. Ver [1, pag.12]. Q

Veamos ahora que dadas dos representaciones de una variedad térica, existe un cambio de
coordenadas entre ellas que nos permite manejar cualquiera de ellas sin que cambien las

propiedades de la variedad.

Ejemplo 4.4.2.5 Consideremos el cono o = {0}, el cono dual serd & = (R")*. Podemos

elegir diferentes sistemas de generadores de S,, por ejemplo:
{et, ... e, —ei, ..., —ei}
tendremos que R, serd la C-dlgebra:
z . !
Ro=C zi,..,zn,21 .. z,m =Cl&, ..., &an) /s

donde

I,=C[£] (&1évr — 1) +.. + C[E] (En2n — 1)

luego, X =V (&1&w+1 — 1, ..., &lon — 1). Para n =1, la variedad obtenida es una

hipérbola compleja con asintotas en los ejes &1 = 0 y & = 0. Se puede proyectar de

forma biyectiva sobre el eje & =0 obteniendo C*. Del mismo modo, para el caso general,

tenemos que X, es homeoforma a
T={(z1,..,z0)€C":z;f=0,i=1, ..., n} = (C*)"

usando la proyeccion C?" — C” en las primeras n coordenadas.
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Observacion 4.4.2.6 Recordemos que el conjunto T = (C*)" se llama n-toro al-
gebraico complejo.

Observacion 4.4.2.7 Tenemos que el n-toro algebraico complejo cumple las siguientes
propiedades:

1. T incluye al toro real ya que T = (S*)" X (R>0)".

2. Tes cerrado como subconjunto de C*", pero no lo es como subconjunto de C".

Observacion 4.4.2.8. Sean 71 y 72 dos topologias definidas sobre X tales que 71 S 12,

entonces para cualquier A C X se cumple que A=< A™.

Proposicion 4.4.2.9. Sea o un cono racional en R”, la variedad torica afin X contiene
al toro T= (C*)" como un subconjunto abierto de Zariski denso.

Demostracion. Considere 4 = {az, ..., ar} el conjunto de generadores del monoide S,
y sea V (I,) C CF una representaciéon de X,. Sea también a; = (a¥,....,a?) €Z" yt € T

conz= (1, ..., tn) € (C*)". Ademas que, el embebimiento /2 : T — X, esta definido de

la manera siguiente:

h:T=(C*Y —— X,cCt (4.10)

t:(tl, eey tn) - (tal; ceey tak);

I

donde 7 = ;',.1 gn € (C*)". Entonces vamos a mostrar que /4 es una biyeccion de (C*)”
l Y
en X, N (C*

- Est4 bien definida. Sea ¢ = (#1,...,2,) € T, tenemos que #; f= 0 para todo i,

a a' a” 1 n
luego z;/ f= 0 para todo i, j. De aqui, #,'...e'  0,luego 4’ .47 € C* asique
(™, ..., 1%) € (C**y, dado que ay, ..., ax generan Sy, finalmente obtenemos que

R,=C [z%, ..., z%]=C [&, ..., &] /L5, por consiguiente, (11, ..., %) € V (I5).

- Es inyectiva. Bastard comprobar que podemos construir la aplicacidon inversa. Sea

a € Sy tal que a + ef € Sg, con ¢, ..., e base de (R”)*. Los monomios de Laurent

z% = go(u), z°*% = gi(u) estan en R, = Clu] C Clz,z"1]. Sea t = (t1,..., tn) €

63



T con h(f) =x € X, N (C), entonces gi(h(1)) = tit* = tigo(h(1)), luego t; =
gi(h(1))/go(A(1)) = gi(x)/go(x) (observemos que go((£)) 0 puest € T).

+ Es subreyectiva. Sea x € X, N (C*)*, existe (g1(x)/go(x), ..., gn(x)/g0(x)) :
h(gi1(x)/go(x), ..., gn(x)/go(x)) = x(tenemos que go(x) O, gi(x) Oparai=1,

..., n, porque x € (C*)¥).

Las condiciones de continuidad para que /# sea un homeomorfismo se cumplen porque la

aplicacidon 4 estd definida por monomios. Asi, que para probar que X, N (C*)*
es abierto, basta ver que (C*)" es abierto en C”, lo cual es cierto porque (C*)" =
C"\ {(x1, ..., xp) € C" : x1, ..., x, = 0} = C"\ V(x1...x0).

tusual

Ademas, tenemos que en la topologia usual de C*, la adherencia X, N (C*)* = Xo

y, dado que la topologia usual de C* es més fina que la topologia de Zariski en C*,

. — usual ———Zariski
por la Obserzva(_:lkqn 4.4.2.8 tendremos que X, N (C*)* C X, N (CH)r , luego
T LArisKi
Xo N (CH)r = X, as'1 que X, N (C*)* es denso en X.
Q

Observacion 4.4.2.10.  Esta tultima proposicion explica por qué damos el nombre
“torica” a las variedades toricas. Gracias a este tltimo resultado, podemos demostrar

que las variedades toricas son irreducibles, lo que nos permitird afirmar que las variedades

toricas son variedades afines en C”.

Proposicion 4.4.2.11. Las variedades toricas son irreducibles.

Demostracion. La demostracion de esta proposicion serd en dos partes; veamos,

Primera parte: para esta parte iniciaremos la prueba, haciendo notar que dada una

variedad térica X, entonces (C*)” N X, es irreducible en X,. En efecto, por la
Proposicién 1.1.13, demostrar que (C*)” N X, sea irreducible en X, es equivalente
a demostrar que (C*)” sea irreducible en C”. Ahora bien, debido a la Proposicion
1.1.13 y en base al Ejemplo 4.4.2.5, mostrar que (C*)" sea irreducible en C" es
equivalente a probar que V (&1&u+1, ..., Eal2n — 1) sea irreducible en C?”. Debido a

lo observado en el Ejemplo 4.4.2.5, para el ideal I, = ({1&+1 — 1, .., &lon — 1) C
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Cl&, ...,zézn] tenemos que el anillo coordenado R, = C[&, ..., 2] /15 es de la forma

R>=C zi,..,zn 2% ..., z,Y, que es un anillo conmutativo y dominio de integri-
dad, por lo tanto por la Proposicion 1.1.11, tenemos que /, es un ideal primo, y

por la Proposicion 1.1.12, tenemos que V (&ién+1 — 1, ..., &néan — 1) es irreducible

en C?.

Segunda parte: ahora mostraremos que dado cualquier conjunto Y irreducible, en-

tonces su adherencia ¥ también es irreducible. Por reduccién al absurdo suponga
lo contrario, es decir Y no es irreducible. Entonces ¥ = Y1 U Y2 con Y1, Y2 sub-
conjuntos propios de Y cerrados en Y. Por lo tanto tenemos que Y S Y =Y1 U Yz,
luego Y € Y1 0 Y & Y>. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que ¥ & Yi.
En consecuencia tendremos que ¥ € Y1 S Y, pero aplicando adherencias, obten-
emos que Y S Y1 S Y, es decir, que Y1 = Y1 = Y, lo cual contradice que Y1 sea
subconjunto propio, asique Y debe ser irreducible.

Por ultimo, dado que (C*)” N X, es irreducible y su adherencia es X,, tenemos que

X, es irreducible.
Q

Ejemplo4.4.2.12. Para los conos bidimensionales del Ejemplo 4.1.9, veamos cuales

son los embebimientos o incrustaciones correspondientes segtn el Proposicion 4.4.2.9.

+ Parua el cono a1 tenemos que S,, estd generado por los vectores {ej, e5, —es}, luego
el embebimiento o incrustacion del toro en X5, estd dado por (t1, t2) — 11, 12, t5 L

+ Para el cono o2 tenemos que S, estd generado por los vectores {e1, e2}, luego el

embebimiento del toro en X, estd dado por (1, t2) — (11, t2).

« Para el cono o3 tenemos que Sy, estd generado por los vectores { e}, ef + e5, ef + 2e5},

luego el embebimiento del toro enXs, estd dado por (t1, t2) — (t1, trt2, t17%).

Definicidon 4.4.2.13. Dado un anillo R, definimos la dimension (de Krull) de R
(denotada por dimR) como el supremo de todos los enteros n tal que existe una cadena
po C p1C...Cpsdeideales primos distintos de R. Esto implica decir que paraRy, la

dimRy = dimV .
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Corolario 4.4.2.14. Sio es un cono racional en R", entonces dimX, = n.
Demostracion. A consecuencia de la Proposicion 4.4.2.9, tenemos que (C*)” es abierto
denso en C”. Luego la dimension de (C*)” es n debido a la Proposicion 2.3.4. Similar-
mente, dado un cono o € R”, tenemos que (C*)" N X es abierto denso en X5, luego la

dimension de X5 es n. Q

Ejemplo 4.4.2.15. Sea 62 C R? el cono del Ejemplo 4.1.4, entonces S,, €Std gen-
erado por {ei, es}, luego R,» = C [&1, &]. Por lo tanto, I,» = {0} y X, = C2.

Ejemplo 4.4.2.16. Sea o1 C R? el cono o1 = (e1), entonces S, , €Std generado por

{et, e3, —eb}, luego Ro1 = C [ua, uz, uz] con uz = u=3t, es decir,
R, = Cl&, &, &]/(&8 — 1), Por lo tanto, Is, = (&6 — 1) y Xo, = Ce, X CE,.

Ejemplo 4.4.2.17. Los ejemplos anteriores se puede generalizar de la manera siguiente.

Sea. ¢ C R” el cono generado por los vectores {e, ..., eg} con p < n. Entonces S, estd

generado por e*,..,e* ¢ .., e, —ef ,luego R=0C z1,...,zp,zp+1, 271, .., zn, 27ty
1 p p+l n n p+1 n

X, =CP x (Cry'—+.

Ejemplo 4.4.2.18. Sea un cono o C R® generado por{e1, e2, e3, e1 + es — ez}, ten-
dremos que S = (e}, €4, ef + e, e5+ e3), luego Ry = C [u1, uz, uz, us] con uius = uous,
es decir, R, = C [&1, &, &, &)/ (E1és — &E3). Por lo que obtenemos una variedad térica

afin Xo = V (&1éa — &E83), que por la Proposicion 4.4.2.9, contiene al toro (C*)2 como
un abierto de Zariski denso.

Ejemplo 4.4.2.19. Ahora veamos un ejemplo donde no siempre es necesario partir
de un cono o para construir una variedad térica. Por ejemplo, sea S = (2,3) C Z el
monoide generado por los elementos 2 y 3, tenemos que la C-dlgebra que obtenemos a

partir de dicho monoide es R = C[u1, uz] conyu® =u?, es decir, R =C[{1, £]/(8 — &).

De aqui, obtenemos la variedad térica afin X = V (&1 — &%), que por la Proposicion
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(4.4.2.9), contiene al toro C* como abierto Zariski denso.

Por ualtimo, antes de finalizar este capitulo, vamos a definir el concepto de morfismo

entre variedades tdricas que usaremos mas adelante.

Definicion 4.4.2.20. Sea ¢ : C* — C™ una aplicacion monomial (es decir, toda
componente no nula de ¢ es un monomio con coordenadas en C¥), y sean X, — Cry
X, — C" variedades afines téricas. Si ¢(X) C X,i, entonces la aplicacion ¢ = ¢| X
es un morfismo llamado morfismo torico afin de X, en X,i. Si ¢ es biyectivo y su apli-
cacion inversa ¢t : X,i —— X, es también un morfismo térico, entonces llamamos a
@ un isomorfismo torico y decimos que X» y X, son isomorfos, escrito X = X_,i. Si
oc=d, llamaremos a ¢ un cambio de coordenadas.

Lema 4.4.2.21 SiR,=Cluy, ..., ur] yRs=C|[vy,...,vi] son dos representaciones de

R,, entonces existe un cambio de coordenadas entre (us, ..., ur) Yy (v, ..., vi).
Demostracion. Sea 4 = {as,...,ar} y B = {b1, ..., br} los sistemas de generadores del
monoide S, tales que u; = z% y v; = z%. Dados A y B, se puede expresar los elemen-

tos de un sistema generador como combinaciones lineales de los elementos del otro. De

>
_ Tk . . .
esta manera, b; = " _ 3 con A; € Zso. Esto conduce, mediante el isomorfismo 6,
b NHa Ha i A . )
aquev,=z/=z 1.z kk=y ' _uk,esdecir,al cambio de coordenadas que
buscidbamos. Q

El desarrollo de este capitulo es gran parte gracias al aporte encontrado en [15]. Sin

embargo también destacamos [2] y [11], por sus aportes significativos.
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Capitulo 5

5 Variedades toricas

Aligual que las variedades algebraicas proyectivas se pueden recubrir mediante variedades
algebraicas afines, también podemos construir variedades toricas proyectivas que tendran
un recubrimiento abierto por variedades toricas afines.

En este cap'ttulo a partir de un cono construiremos variedades algebraicas proyectivas, las

cuales son variedades algebraicas més generales que la variedad téricas afines.

5.1 Variedades algebraicas proyectivas

Antes de empezar con el proceso de construccion de variedades toricas proyectivas,

vamos a recordar algunos resultados sobre variedades algebraicas proyectivas.

Empecemos recordando que el n-espacio proyectivo sobre C es el conjunto de clases de
equivalencia de elementos (ao, ..., a») € C""1\ {(0, ..., 0)} bajo una relacién de equiva-
lencia, es decir, (ao, ..., ax) = (lao, ..., Aan) con L € C*. El cual denotaremos por P’z o
simplemente P”.

Abhora, los elementos de P” se llaman puntos, y dado un punto P € P”, llamaremos a

cualquier (n + 1)-tupla (ao, ..., a,) dentro de la clase de equivalencia P conjunto de coor-
denadas homogéneas de P y denotaremos P = [ao : ... : an].

Por otro lado, para el caso proyectivo, no es posible conseguir una definicion similar al
de un conjunto algebraico af'n; sin embargo, dado un polinomio /" € C [&, ..., &] = C[E],
para que defina una funcioén sobre P, necesitamos que f(ao, ..., a») =_f (Lao, ..., Aa,) para

todo A € C*. Gracias a esta observacion podemos dar la siguiente definicion:

> . .
Definicidon 5.1.1. Sea /'€ C|[{], decimos que f = finita acge...2 es un polinomio

homogéneo de grado d si para cada monomio aé® + ... + & se cumple que do...d, = d.

De esta forma, dado un polinomio homogéneo 7~ € C[¢£], tenemos que f (Aao, ..., lan) =

2% (ao, ..., an) y asi, la propiedad de que # se anule depende sélo de la clase de equivalen-
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cia de (ao, ..., an). Asi, f'puede definir una funcién de P” en {0, 1} de forma que para cada
punto P € P”, con coordenadas homogéneas (ao, ..., an), f (P) = 0 si_f(ao, ..., an) = 0

y S (P) =1 si_f(ao,..,an) £ 0. Esto ya nos permite definir el concepto de conjunto
algebraico proyectivo:

Definicion 5.1.2. Sea T un subconjunto de polinomios homogéneos de C [£], el con-

junto

V((I={P €P" . f(P)=0,Y/€T}
se llama el conjunto algebraico proyectivo definido por T.

Un subconjunto X de P”se dice que es un conjunto algebraico proyectivo si existe un

subconjunto S de polinomios homogéneos de C [£] tal que X' =V (S).

Busquemos definir una topologia similar al caso afin, ello ser4 posible ya que los con-
juntos algebraicos proyectivos cumplen lo siguiente.
Observacion 5.1.3. La union de dos conjuntos algebraicos proyectivos es un conjunto
algebraico proyectivo. La interseccion de una familia finita de conjuntos algebraicos
proyectivos es un conjunto algebraico proyectivo. El conjunto vacioy el conjunto P"
son conjuntos algebraicos proyectivos. La prueba de esta observacion es similar a la que

se da para el caso af n.

Definicion 5.1.4. Definimos la topologia de Zariski sobre P” tomando como con-

juntos abiertos los complementarios de los conjuntos algebraicos en P".

Definida una topologia sobre conjuntos algebraicos proyectivos, podemos aplicar las
definiciones de conjunto irreducible y dimensioén de un espacio topologico.

Definicidon 5.1.5. Una variedad algebraica proyectiva es un subconjunto cerrado
irreducible en P" respecto de la topologia de Zariski. Un subconjunto abierto de una
variedad proyectiva es una variedad cuasi-proyectiva. La dimension de una variedad

proyectiva o cuasi-proyectiva es su dimension como espacio topologico.
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Ahora, veremos cémo podemos dar un recubrimiento abierto de variedades alge-

braicas proyectivas P” mediante variedades algebraicas afines. Sea el abierto Zariski U; =

{[ao : ... : an] € P :a; f= 0}, tenemos que P” estd recubierto por los U; con i = 0, ..., .
Abhora, definimos ¢; : U; — C" tal que ¢ ([ao : ... : ax]) es el punto (ao/a, ..., an/ai) € C".
Notemos que la aplicacion ¢ esta bien definida porque a; £ 0y (Aa;)./(La;) = a;/a; paa

cualquier A € C*.

Proposicion 5.1.6. La aplicacion ¢ es un homeomorfismo de U; con su topologia

inducida en C" con la topologia de Zariski.
Demostracion. Ver [8, pag. 10]. Q

Ahora, para cualquier variedad proyectiva en P”, podemos dar un recubrimiento abierto
mediante variedades afines de la manera siguiente:
Corolario 5.1.7. Sea Y una variedad proyectiva en P, entonces Y estd recubierto por

los conjuntos abiertos Zariski Y N U; coni=0, ..., n, que son homeomorfos a variedades
algebraicas afines via la aplicacion ¢; que hemos definido antes.Ver [8].

Demostracion. Ver [8, pag.11]. Q

Los resultados de esta seccidon se podré encontrar en mas detalle en [8, pag. 8-11].

5.2 Abanicos

A continuacién veamos el proceso de construir variedades proyectivas a partir del pegado
de variedades toricas afines mediante cambios de coordenadas adecuadas. En consecuen-

cia empezaremos con la definicién de abanico.

>
Definicion 5.2.1. Un abanico en el espacio euclideo R"” es una union finita de

conos tales que:

>
+ Todo cono de  es fuertemente convexo, poliédrico y racional.

>
+ Toda cara de un cono de es cono de
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+ Sio y o son conos de , entonces o N o es una cara comin de o y o .

. : .
Cabe sefialar que un abanico dual es el conjunto de conos duales de un abanico

y lo denotaremos . Todos los conos que se consideren en la tesis, seran fuertemente

convexos, poliédricos y racionales, salvo que se diga lo contrario.

Ejemplo 5.2.2. Veamos algunos ejemplos de abanicos en R?, donde{es, ez} es la base

canonica.

' . PIED
Figura 18: Abanicos : ,
12

Antes de describir el proceso de pegado de variedades toricas afines, vamos a destacar
un isomorfismo natural existente entre la variedad toérica X; y un subconjunto abierto
de X, , siendo 7 cara de o, que nos permitira describir la aplicacion de pegado. Sea t
una cara de un cono o, entonces S; = Sy +Z>0(—A)donde A€ 5N M yr =0n AL. Es
decir, que el monoide S; se obtiene a partir del monoide S, afiadiendo el generador —A.
Como A puede ser elegido como un elemento de un conjunto de generadores {ax, ..., ar}
de S,, podemos asumir que 4 = ax y denotamos ax+1 = —A. Para obtener las relaciones
entre los generadores de S; basta considerar las relaciones entre los generadores de S,

afiadiendo la relacion ax + arx+1 = 0.
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Esta ultima relacidon se corresponde con la relacion multiplicativa uxur+1 = 1 en R;.
Como los generadores u; de R, y R, son precisamente las funciones coordenadas de las

variedades toricas X, y X: , tenemos que la proyeccion

CkH1 __, Ck
(x1, ..., Xk Xk+1) —— (X1, ..., Xk)

identifica X, con el subconjunto abierto de X, definido por ux £ 0. Este resultado &

puede escribir como:

Lema 5.2.3. Existe una identificacion natural X; = X, \ {ur = 0}.

Demostracion. Ver [11, pag.51]. Q
Ahora podemos construir la aplicacioén de pegado entre variedades toricas afines. Supong-
amos que 7 es la cara comun a dos conos o y & contenidos en el abanico Z. El Lema
5.2.3 nos permite pegar X, y X, a lo largo de su parte comtin X, de la siguiente forma:
Sean (u1, ..., ux) y (vi, ..., vi) las coordenadas sobre X, y X, respectivamente. Por el

Lema 5.2.3, podemos dar la siguiente cadena de homeomorfismos:

boo : Xo \ {ur =0} —— X: —— X: —— X\ {vi=0}

(ua, ..., ur) —— (ua, ..., uk, g+1) —— (vVi,..., v, vi+1) —— v, ..., V)

Tenemos en cuenta que dentro de X es posible hacer el cambio de coordenadas z% =
Ak

vi=u’..u

' 1k

A% 1 3 . . .y,
7 =49 %% con j = 1,...,[. Finalmente, ya podemos dar la definicion

de variedad tdrica proyectiva.

=
Definicion 5.2.4.  Sea un abanico en R”. Consideramos la union disjunta a

> X, donde dos puntos x € X, yxj € X, son identificados si ¢, ,i(x) = X

El espacio resultante X> se llama variedad térica proyectiva.

Observacion 5.2.5. El espacio X de la Definicion 5.2.4 es un espacio topoldgico
dotado de un recubrimiento abierto formado por las variedades toricas afines X5 con
o€ Z. Esto se debe a que cada variedad torica afin X, con o € > estd contenida en
C* = P* N U;. Luego, dado que X*= < PX, tendremos que X> n U; = X, serd abierto
en X,. Por esta razon podemos afirmar también que X > es una variedad algebraica

proyectiva.
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5.3 Ejemplos de variedades toricas

Vamos a ver algunos ejemplos de variedades toricas.
Ejemplo 5.3.1. Denotaremos por [to : t1 : t2] las coordenadas homogéneas del espacio

proyectivo P?. Podemos dar un recubrimiento de dicho espacio por las siguientes cartas:

- z >
c Uo={[to:tn:12] € PP:to 0}= fo‘,ffZ:(Zl,ZZ)itof:O =C.-
= - Z >
cUi={lto:th:]eEP?:n 0}= N =l ln inf=0 =C°
hoh (zT! 2,221
= z - z >
U ={lto:th:]€EP?:f=0}= N8 ="tz 0 =C
Lo b (22! 21221

>
Ahora vamos a considerar en R? el abanico  siguiente:

>
Figura 19: = {{0}, oo, 01, 02, (e1), (e2), (—e1 — e2)}

Para cada cono oo, o1, o2 del abanico, podemos construir las siguientes variedades toricas

afines:

* So, estd generado por {ei, es}, luego Ryo = C[z1,22] Yy Xoo = C%Z. .

. S, estd generado por {e%, —e% + ex}, luego Ry, =C z7hz1z;1 yX, = Ci _—
zT .z1z2

2 2
+ S, estd generado por{—eb, et — eb}, luego Ry>»= C z2%, z1z72' y X, .= C?

(zz1 2221}’

Veamos como pegamos X5, con X, . Consideramos la cara comin a oo Yy o1,
z

7 = oo N o1 = (e2). Con t considerada como cara de oo 7 = oo N (ef)t , tenemos
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. 3
que X: = Xo \ zl—1 =0 =C" xC. enX, = C? (por el Lema 5.2.3). De
0 z 2 0 (z1,22) )3

la misma forma, = considerada como cara de o1 7 =01 N (—e})t da la subvariedad

X:=Xn\ zit=0 =CL, XC.s, enX, = C%. 1ty - De esta forma, contamos

con la siguiente aplicacion de pegado:

boooy - Xoy \ {ur =0} —— X, — X, —— X, \ {v1 =0}
X X X

1,21—122,21 . Zl—l 1

! ,Z1 22

(z1, 22) — zzzit — Tz

-

Esdecir, que podemospegarX;, conX;, y considerarX;, X, = CZ..y

-~

~

C%Z*IZZ )y ! o
12122
UpU U1 =P\ {[0:0:1]}. Del mismo modo, dando las aplicaciones de pegado ¢z, Y

$o.0. »,podemospegarXs, q P2{[0:0: 1]} y obtenemos que X* = P2

Ejemplo 5.3.2. Elejemplo paraP? se puede generalizar aP", con n entero positivo, con-
siderando, enR", el abanico X* generado porlos vectores{es, ..., en, —(e1+...+en)}, €s
decir, oo = (eq, ..., en) Yy paracadai= 1, ..., n, i = (e, ..., €i-1, €i+1, ..., en, —(e1t...7en)).
Tenemos que las variedades toricas afines Xo, son copias de C" correspondientes a las

cartas U; que recubren P" y pegados juntos permiten obtener X* = P".

Ejemplo 5.3.3. Consideramos en R? el abanico X*:

Figura 20: > _ {{0}, oo, o1, 02, 03, (e1), (e2), (—e1), (—e2)}

que da los siguientes monoides:
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So, =(—ef,e5) «——  So, = (ef, e5)
} ¥
So, = (—ef, —e5) —— Soy = (e}, —e3)

las consecuentes C-dlgebras:

o, 1
Ry =C z;7,z2 <= Ry =Clz, z2]
+ ¥
> >
Ro=C z7Lz3' «——= R,=C 2z1,z73

>

y, por ultimo, las variedades toricas afines siguientes:

Xal C(folzz) - Xoo - C(zl,zz)

1 s
— 2
Xom Ciay

El pegado de X5,y Xs, da como resultado P X C con coordenadas ([to : t1], z2) donde

«— —

—C2
o3 = Cy

z1 =to/t1. El pegado de X5, Y Xo; da como resultado P* x C con coordenadas ([to :
t1], z; 1) donde z1 = to/t1. Pegando los dos P* x C obtenidos, construimos X = = P! x P*

con coordenadas ([to : t1], [so : s1]) donde z2 = so/s1.

Ejemplo 5.3.4. X= = P'xP! se puede generalizar a P1x " xP*, con n entero positivo,
considerando, en R”, el abanicoZ generado por los vectores {ey, ..., en, —e1, ..., —en},
es decir, cada o; € = es de la forma o; = ((—1)"ey, ..., (—1)"e,) recorriendo cada
(ua, ..., un) € {0,1}". Tenemos que las variedades toricas afines X,; Sonconjuntos
de la forma Cx (D xC x P! x Cx =) xC y pegados juntos permiten obtener
X= =Pix ) xPL

Eldesarrollo de este capitulo es gran parte gracias al aporte encontrado en[1]. Sin

embargo también destacamos [2] y [11], por sus aportes significativos.
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Capitulo 6

6 La Accidn torica y sus orbitas

En este capitulo, definiremos la accion del toro (C*)” en X ; y verificaremos como es

que la la accioén del toro proporciona mucha informacion sobre la estructura de X = Por
otro, lado también estudiaremos cémo las érbitas de la X= estan incrustadas en el toro,
y que ademas existe una correspondencia 1-1 entre 6rbitas y conos del abanico.

En capitulos posteriores usaremos las drbitas para describir la resolucion de las singular-
idades en X =

Como una nota histoérica, fue la teoria de los grupos algebraicos (variedades que actiian
en ellos mismos como un grupo) que dio lugar al estudio de variedades toéricas en la
década de 1970. En algunos aspectos, el toro incrustado y su accién asociada en X es

la definicién caracteristica de variedades toricas.

6.1 La accion torica

El toro T = (C*)” es un grupo con la operacion de multiplicacion componente a compo-
nente. La accion del toro sobre cualquier variedad torica X, se describe de la siguiente
forma.

Definicion 6.1.1. Sea {ay, ..., ax} un sistema de generadores del monoide S, en R”.
Escribimos para cada a; con coordenadas a; = (@, ...,ia") cond € Zycadate T
oon coordenadas t = (t1,...,t,) con t; € C. Un punto x € X, tendrd coordenadas

x = (x1, ..., xx) € C*. La aplicacion dada por:

TXXO- - XO‘
(t, x) —— tx = (t"x1, ..., %" xx)

donde t* ="} ,;‘j7 € C* es una accion de grupo llamada la accidon torica (natural)

...
sobre X,.

Observacion 6.1.2. La accion estd bien definida.

Demostracion. En efecto, sera suficiente mostrar que dados (x1, ..., xx) € X5y (21, ..., tn)
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€ T, entonces (t“'xy, ..., t%xr) € X, es decir, que cumpla las relaciones binomiales de

1s.
Sea entonces & — & € I,, donde & =&"'..&Q ¥ ¢ =<7'...¢* queremos ver que

(CSTALD MU C97AL0 MaE N G =T aAtl) RANN @772l

es decir, que

(£ ) (XK = (L) (),
k 1 k

Esta tltima igualdad es cierta, ya que (xi, ..., xx) € X, lo cual implica que x"1..x% =
x{'...x"% y que por la Proposicion 4.4.2.9, se tiene que (1, ..., t*) € X, N (C)}, luego
(2™, L, Ry = (L AR, Q

Teorema 6.1.3.  La accion torica es compatible con la aplicacion de cambio de co-
ordenadas entre diferentes representaciones de una variedad torica.

Demostracion. Sea o un cono en R”, elegimos dos sistemas de generadores az, ..., ax y

by, ..., bide S,. Por el Lema 4.4.2.21, existe un cambio de coordenadas entre las repre-

sentaciones V (I,) € C* y V (I’ € C’ de la variedad térica X,. Es decir,
o Xi—— X,

donde X es una representacion de la variedad torica afin X, con relacion al sistema de
generadores ai, ..., ar 'y X,i es la representacidon con relacion al sistema de generadores

b1, ..., bi. Recordemos que el cambio de coordenadas ¢ veniladado de la siguiente forma.
J J J PV Y
Seab; =Ara1+...TAarcond; € L0y ¢p(x1, ..., xx) = (V1, ..., 1), entonces ); =x1'...x;~.

Observamos también que p(z*'x1, ..., t**xx) = (£'y1, ..., £'y1), es decir, que la accion torica

es compatible con el cambio de cgordepadas. Ep efecto, YA que para cadaj=1, ..., [,
b aM +. . +a & % ar * ai
tenemos que ¢t/ y; =¢' ! Kexq'xf=1 ixXq' Lt RRXK. Q

Observacion 6.1.4. EI toro embebido o incrustado X, n (C*)* en la variedad

X5 es una orbita de la accion natural del toro llamada la gran Orbita. Se puede com-

probar fdcilmente que se corresponde con la drbita del punto (1, %, 1) € X5.

Ahora, dado un abanico , queremos ver que las acciones toricas naturales sobre cada
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X, con o €  se pueden extender a una accidn torica natural sobre X=.

Ejemplo 6.1.5 De acuerdo al Ejemplo 4.3.8 y 4.4.2.16, el cono o1 = (e1) C R?, su
dual gy= (e*, g*, 2—e?), y su correspondiente monoide S,, generado por {ei, es, —eb}
tiene como anillo de coordenadas Ry, = C [u1, uz, uz] = C[&, &, &) /15, donde u1 =
z°, up = z%, us = z=° del cual obtenemos la relacion siguiente us = uz'; esto es que

I = (&E — 1), Luego la correspondiente variedad torica afin es V (Is,) = Xos,. Ahora,

por la proposicion 4.4.2.10, la variedad contiene una copia 2-toro algebraico como un

abierto de Zariski denso, correspondiente a la imagen de la aplicacion siguiente

h:(C*? ——X,C C*

Tl b e*z - ZI.z
t= (L) — L1272 = t,b,t; .

Por otro lado, también es posible observar otra manera de representar la variedad torica
afin X5,, lo cual es mediante homeomorfismos V (I,) = Xo, = Cs, X C;, D C} X CL, =
T, donde T es claramente un 2- toro algebraico. Por ultimo, T(1,1) = C}, X C%, es la gran

orbita de X»,. Ademds, de esa orbita, X5, posee una T- drbita T(o,1) = {0} X CE,.

Ejemplo 6.1.6 De acuerdo al Ejemplo 4.1.9y 4.4.2. 15 obtenemos el siguente esquema,
o2 = (e1, e2) >— 62=(e*1 %) >— S, = (e, e¥)>— R = C[&1, &) v — X = C?
y sus respectivas T- orbitas estdn dadas por:
T,0 =1(0,0), Tao =Cf x{0}, Ton={0}xC: y Tan=C; xC,.
Ejemplo 6.1.7 De acuerdo al Ejemplo 4.4.2.2 obtenemos el siguente esquema,

o3 = (e2, 2e1 — e2) »— 63 = (e}, ef +2e3) »— So, = (ef, e + €5, €5 +2e3) - Ry, =

Cl&, & &1/ (a8 — &) > — Xos = V Ua)
dondels, = (&1¢& — £3) y sus respectivas T- drbitas estdn dadas por:
+ Una gran orbita dada por Ti1,11) = {(x1, x2, x3) € C¥;x1x3 = x%2 y x1x2x3 0}
+ T,01) ={(x1, x2, x3) € C3; x1 =x2 =0 y x3 f=0}
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+ T00) = {(x1, x2, x3) € C3;x2 =x3 =0 y x1 f=0}

+ T©00) =1{(0,0,0)}.

>
Teorema 6.1.8. Sea  un abanico enR", dado unconosc € y unacarat< o,

la identificacion X: = X5 \ {ux = 0} del Lema 5.2.3 es compatible con la accion térica
natural sobre dichas variedades toricas.

Demostracion. Consideremos ai, ..., ax un sistema de generadores de S, con ¢ un cono
del abanico en R”. De donde obtenemos las funciones coordenadas (u1, ..., ux) de la
variedad torica X.

Si 7 es una cara de o, recuerde también que podemos construir la variedad tdrica X; con
funciones coordenadas (u1, ..., ur+1) talque lasrelaciones entre las funciones coordenadas

de X son las mismas que las de X, anadiendo la relacion uiur+1 = 1. Ademads, tenga en

cuenta que por el Lema 5.2.3, existe un morfismo natural ¢ entre X; = X, \ {ux = 0}.

Ahora bien, dado # € C**1 y x = (x1, ..., xx+1) € Xz, al aplicar la accién torica sobre
X: obtenemos el punto tx = (#“'x1, ..., ' xx+1) € X; con “kxit“* ' xp+1 = 1, donde
ai, ..., ar es un sistema de generadores de S, como indicamos al inicio de la prueba 'y
ai, ..., ai+1 es un sistema de generadores de S;, tal que u; = z%. Ahora gracias al mor-

fismo natural ¢, tenemos que ¢ (&x) = ¢ (t“' x1, ..., (*xi, %1 xp+1) = (X1, ..., (%xK) =

&' € X, \{ux = 0}, donde X = (x1, ..., xx) € Xo. Esto implica decir que la accién torica
es compatible con ambas variedades toricas afines. Q
Este teorema implica que la accidn tdrica sobre cada cono de un abanico es compatible
con la aplicacion de pegado de variedades toricas afines.

Finalmente, podemos afirmar que:

>
Corolario 6.1.9. Dado un abanico en R”, la accion torica natural sobre las var-

: : 2 . . .
iedades toricas afines X, para cada o € , inducen una accion natural térica sobre la
variedad térica X>.

. 2 2 : o
Demostracion. Seaoc1,02 € yt7=o01N0o2 € ,considerando la aplicacion entre X5,

y X, dado por ¢s,. 5, = @2 © f o g1, donde £ es la aplicacion de cambio de coordenadas
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en X;, donde

»1 : X(rl\ {le =0} - X:
. 2
(ua, ..., ug) —— u1, ..., Uk, Uzt
y
@2 X: —— X, \ {v=0}
. 2
Vi, ., vt == (v, ., W),

ahora bien, por el Teorema 6.1.3 y el Teorema 6.1.8 se tiene que dados x = (x4, ..., Xx) €

Xo \{uxr=0}, t=(ta, ..., ta) € (C*)n ey =01, ..., vi) € X5 \ {vi=0}. Entonces,
Boo (20 = 2 (Fpr(e0) = 2 A0d) = g2 Ait)” = 1v: donde’ =, ., vix
y yj = V1, ooy Vi, y—lz . Por lo tanto, la aplicaciéon considerada al inicio entre variedades
toricas afines es compatible con la acccidn torica, induciendo una accién natural sobre

una variedad toérica X=. Q

Dado que la accidn torica sobre cualquier variedad toérica estd descrita por monomios,
podemos afirmar directamente el siguiente resultado.

Teorema 6.1.10. Respecto a la topologia usual y la topologia de Zariski en C*, la accion
torica sobre cualquier variedad térica X> es continua. La gran drbita es un subconjunto
abierto denso, luego cualquier otra orbita estd contenida en su clausura.
Demostracion. Ver[15]. Q

Dado ¢ C R” y 7 < & una cara de &. Sean ay, ..., ax € & tal que = = (ay, ..., ax), ahora

extendemos este sistema a un sistema de generadores ay, ..., a; de S, de tal manera que

X: = X, N {ui+1 = ... = u; = 0}, donde u; = z%. Ahora, dado ¢ = (71, ..., t,) € (C*)"
yx = (1..,x60..,0) € Xo N{ur+1=.. =u =0} = X,, de donde tenemos que
tx = (t"x1, ..., t%x1, 0, ..., 0) € X; = X, N {ur+1 = ... = u; = 0}, es justamente lo que

acabamos de indicar que nos lleva al siguiente resultado donde se justifica el adjetivo
invariante en las subvariedades toricas invariantes .

Lema 6.1.11. Toda subvariedad afin torica X: de una variedad torica afin X, es in-

variante bajo la accion natural del toro sobre Xo.

Ahora vamos a dar un par de resultados necesarios para poder demostrar que cualquier
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variedad torica se puede expresar como unidn disjunta de sus orbitas por la accidon térica
natural.
Teorema 6.1.12. La accion natural del toro sobre una subvariedad torica invariante

X: de X5 estd dada por la accion inducida de un subtoro T enT.

Demostracion. Sea B = {1, ..., Vi, Vy+1, ..., V» } una base del reticulo N, tal que v, ..., v»
sea una base del espacio vectorial Rz y ¢ C &N (=&) + (vi,..., v). En consecuen-
cia, tenemos un sistema de generadores ax, ..., dm, dm+1, ..., ar del monoide % N Af con
T =(ay..,am)yai € v parai > m+ 1y las correspondientes coordenadas (ua, ..., tm)
y (U, ..., Um, Um+1, ..., ux) de las variedades X; y X, respectivamente. Asi, la accion
natural del toro de (C*)” sobre X; estd dada por s(x1, ..., Xm) = (s*1x1, ..., " Xm) para
s = (s1,..,57) € (C*)". En consecuencia podemos observar que esta accion es claramente
compatible con la accién inducida por el subtoro T '={teT: tbsi=..=t,=1}de T

sobre la subvariedad torica invariante X = Xz N {um+1 = ... = ux = 0}. Q

Lema 6.1.13. Toda subvariedad torica invariante afin X: de X, contiene una unica
orbita O, que es relativamente densa en X, es decir, X; es la clausura de una orbita.
Del mismo modo, toda clausura de una orbita en X, es una subvariedad torica invariante
afin X: para una tnica cara T de &.

Demostracion. Segun el texto del lema, mostraremos dos afirmaciones, en efecto.

Veamos la primera afirmacion (ie. Toda subvariedad torica invariante afin ..., X: es la

clausura de una orbita), sabemos que por el Teorema 6.1.12, la accidon natural del toro
sobre una subvariedad torica invariante X, de X, estd dada por la accion inducida de un
subtoro 7 de T. Ahora bien, por el Teorema 6.1.10, la gran 6rbita de la accién inducida
por el toro 7’ es una 6rbita abierta densa en X, , que sera tGinica respecto de estas condi-
ciones, porque cualquier otra drbita no serd densa en X; dado que estari contenida en
el complemento de la gran Orbita, que es un cerrado.

Ahora veamos para la segunda afirmacién (ie. 7Toda clausura de una orbita en X, es

una subvariedad torica invariante afin X:...), pasemos a descomponer el cono & de la

siguiente forma.

Es posible encontrar una base {v1, ..., vp, Vp+1, ..., va} del ret’iculo Z" tal que {v1, ..., vp} es
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una base de yNZ"” con y = §N(—&). Ahora, consideramos el subespacio lineal U ! generado
por {vy+1, ..., vn}. Con esto, consideramos V = &NU ! que es un cono racional cumpliendo
& =y + V. Si es necesario, modificamos la base {vy+1, ..., vo } de U’ n Z" de forma que
podamos asumir que V C (vp+1, ..., v»). Toda cara de & se puede escribir de forma Gnica
como t =y +1o con o =NV una cara de V. Sea A(V) = {ay+2, ..., ar} €l Ginico sistema
m’mimo de generadores de V N Z" (ver Lema 4.3.10), entonces A(w0) = A(V) N zes el
sistema m'mimo de generadores de 7o N Z".

Ahora consideremos un punto x € X, que no esté en la clausura de una drbita. Asi,
respecto del sistema coordenado (ua, ..., up, Up+1, Up+2, ..., k) correspondiente al sistema
minimo de generadores A(&) = {a1, ..., ap, ap+1, ap+2, ..., ary con a; = v; para i > p+ 2
y ap+1 = —(a1 + ... + ap), hay coordenadas x; f= 0 para algin i > p + 2 (dado que
u; es inversible para i < p+ 1), luego A(x) = a; € A(&) : x; f=0,i > p+2 es no vado.
Entonces, 7o = V N V (con V el espacio vectorial generado por A(x)) es la cara mas
pequenia de V conteniendo A(x). Tenemos que A(x) = A(z0). Finalmente, 7 = y + 19

tiene la propiedad de que el punto x estd en la 6rbita abierta densa de X , luego X: es

la clausura de la orbita Tx. Q

Observacion 6.1.14 Si fijamos un cono o de un abanico Z, podemos considerar la
subvariedad térica invariante X= ,» de X>. Entonces el lema 6.1.13 nos indica que para
el caso afin, una subvariedad torica invariante es la clausura de una orbita. Mientras
que el teorema 6.1.12 nos dice que la accion torica natural sobre dicha subvariedad estd
inducida por la accion torica natural sobre la variedad ambiente restringida a un sub toro

adecuado. Veamos que para el caso general también se conserva lo indicado.

>
Teorema 6.1.15. Dado un abanico en R":

1. Toda orbita de la accion torica sobre la variedad térica X= es el embebimiento Tx

de un toro de dimension k con 0 < k < n.

2. X* es la union disjunta de todas sus orbitas. Su niimero es finito.
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Demostracion.

1. El primer enunciado es consecuencia directa del Lema 6.1.13.

2. Decir que X* sea union disjunta de sus 6érbitas se debe a la definicion de érbita (un
punto no puede estar en dos drbitas distintas).

Para la segunda parte del enunciado lo desarrollaremos de manera inductiva. Esto se

debe a que cualquier subvariedad térica X= ,, contiene a un toro Tx de dimensién k

como un subconjunto denso y abierto y X = >\ T es subvariedad torica de X /o, lUEgO

podemos recubrirlo con embebimientos de toros de menor dimension. Q

Definicion 6.1.16. Llamamos a cada uno de los Tk del teorema anterior toro embebido.

En particular, T, = T se llama la gran orbita de X=.

6.2 Las orbitas de una accion torica

En la seccidn anterior mencionamos cémo actiia el toro en una variedad tdrica, y también
verificamos que cuando trabajamos con una acciéon de grupo, podemos ver la variedad
como una unién de sus o6rbitas. Ahora veamos un pequefio resumen de lo hecho hasta el
momento utilizando los cap'itulos 1 y 2; para luego definir que significa un punto distin-

guido y seguidamente como determinar su Orbita.

> >
Veamos entonces, que si consideramos el caso = {0}, entonces X = (C*)" este es
eltorodel cual estuvimoshablando ensecciones anteriores. Ahoraobservamos que existe

una sola orbita que es el espacio total X= y es la 6rbita del punto cuyas coordenada son
(1,..,1) e O

>
En el caso general, el cono o = {0} de un proporciona una drbita abierta densa que

es la incrustacion de 7 = (C*)” segln la Proposicién 4.4.2.9.

Por otro lado seglin el Corolario 1.2.13, existe una correspondencia

Ck— {M C C [] : M ideal maximal} — Homc—-ag (C [¢], C)

de tal manera que con esta correspondencia, los puntos x = (x1, ..., Xx) se corresponde
con el ideal maximal My = C [£] (&1 — x1) +... + C[&] (& — xx) y los homomorfismos

¢ : C[&] — C tal que Kerg = My, es decir, o(f) = f(x).
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; z
Si 7 es un ideal en C [&], entonces V=V () =x € CF: 1 C M,y I, = I(V (I)). Donde

el conjunto V es un conjunto algebraico cuyo anillo de coordenadas es Ry =C [&] /Iy y

lo cual nos proporciona la siguiente correspondencia

V —— {M C Ry: M ideal maximal } — Homc—auq(Ry, C).

En términos de semigrupo, el reticulo dual M es generado por *ef, i= 1,...,n y el anillo

de polinomios de Laurent C [AM] est4 generado por z;, z71, i = 1, ..., n; de tal manera que

podemos identificarlo como

Spec(C[M]) = Hom(M,C*) = N @z C* = (C*)”

donde N = Homz (M, Z) y Hom (M, C*) son grupos de homomorfismos.
Todos los semigrupos So= 5 N M son semigrupos del reticulo M y C[S,] es un sub
algebra de C [M]. Los sub algebras son generados por monomios cuyas variables son u;.

Si S5 es generado por (ay, . . ., ar) los elementos u; = z%, i =1, ..., k, son generadores

de los C- sub algebra C [Ss], que se escribe como C [uy, ..., ux]. Para a € S, podremos

" . e, j j
escribir z¢ como el correspondiente elemento de C [S,] cuya multiplicacion z.z% = z*

yz0=1.
Observacion 6.2.1 Los puntos del Spec (C [S5]) se corresponden con los homomorfis-

mos de semi grupos de S, en C, donde C=C* U {0} es un semigrupo abeliano via la
multiplicacion.:

Spec (C[Ss]) = Xs = Hom(Ss, C)

(semigurpo de homomorfismos ). Sip € Hom(S,, C), los puntos x se corresponden con ¢
satisfaciendo ¢(a) = z%(x) (evaluacion en x), para todo a € Ss. Esto significa que ¢(a;)

es la i-th coordenada de x, es decir x = (¢p(a1), ..., p(ax)) € C~.

La accion de T en X, podria ser interpretada de la manera siguiente:

t €T 1identificamos con el grupo de homomorfismos M L C*,
X € Xo identificamos con los semigrupo de homomorfismos S+~ C, entonces

tx € X, identificamos con los semigrupo de homomorfismos S, — C, u >— #(u)x(u).
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Definicidon 6.2.2 (Puntos distinguidos) Sea o un cono y X, su correspondiente var-
iedad torica afin asociada. Nosotros asociaremos cada cara v del cono ¢ con un punto

distinguido x. correspondiente al semigrupo de homomorfismos definida en los gener-

adores a de S;, por
il

U1 siaert
¢ (a)= .
0 otros casos

Ejemplo 6.2.3 Considerando el ejemplo 4.4.2.2, los generadores del monoide S,, son
ar=(1,0), a2=(1, 1) yazs= (1, 2). Sit1 es la cara generada por 2e1—e2, entonces
solo a3 € ti-. Entonces ¢ (a1) = ¢ (a2) = 0 y ¢ (a3) = 1. Los puntos x,, tienen
coordenadas z* (x: ) = z*(x; ) =0 y z (x. ) = 1, es decir, x. = (0, 0, 1).

Similarmente tenemos que si 2 es una cara generada por e; entonces - es la recta
generada por e1. Nosotros obtenemos ¢, (a1) = 1 y ¢+, (a2) = ¢, (a3) = 0; entonces
x,= (1, 0,0).

Ahora, si consideramos o3 como una cara de o3, entonces o3 = {0} de donde podemos
deducir inmediatamente que no existe un a; en o3 y xo, = (0, 0, 0).

Finalmente, si consideramos a {0} como una cara de o3, entonces {0} = R? lo cual

contiene todos los ai, entonces xo = (1, 1, 1).

Definicidon 6.2.4 Sea o un ocono en R” y = una cara de o. La Orbita de T en X,
correspondiente a la cara T es la drbita del punto distinguido x., lo cual lo denotaremos

por O;.

Ejemplo 6.2.5 Del ejemplo anterior podemos deducir que
Os, = 1(0,0,0)} es la orbita del punto distinguido x-, = (0, 0, 0)
O., = {0} x {0} x C, es la drbita del punto distinguido x., = (0, 0, 1)
O., = CL x {0} x {0} es la crbita del punto distinguido x-, = (1, 0, 0)

Oo = (C"?, es la orbita del punto distinguido xo = (1, 1, 1)
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6.3 La correspondencia de orbita-cono

En esta seccion, tenga presente que para la variedad tdrica de un abanico, resulta que cada
cono o en el abanico determina una drbita O (o). Entonces nuestro objetivo es mostrar
cdmo podemos obtener la estructura orbital de una variedad térica desde su cono, a esto
se llama correspondencia de la 6rbita-cono. La conexidén proviene, en tltima instancia,
de mirar el limite de puntos de los subgrupos de un solo parametro de T definidos en el

cap’itulo 3. Empecemos nuestro estudio con un ejemplo previo.
>
Ejemplo 6.3.1. Considere P> = X* para el abanico normal = {00, 01, 02}; 00 =

(e1, €2), 01 = (—e1—e2, €2) Yy 02 = (e1, —e1—e2) conos bidimensionales, junto con los tres

rayos t;; = o: N a; para i f=j, y el origen. La variedad térica X estd cubierto por bs

abiertos afines

Us,
Us,

Spec (C[S5]) =~ Spec (C[x, y])
Spec (C [Sa]) =~ Spec(Clx—Lx1y)
U, =Spec(C[Se]) = Spec (C [xy~%, y~1]).

Podemos verificar que si usamos las coordenadas homogéneas usuales (xo, x1, x2) en P?,

entoncesx ——2 —— 2 detal manera que identificamos los abiertos afines U c F2
y
a

X X A . - .
con U, € X=. Por lo tanto, hemos cubierto , como la variedad torica Xo.

Considerando a T = (C*)?> < P?, y sus puntos cuyas coordenadas homogéneas son
(1,s,2),s, tf=0y para cadza u=(a by N= 72, obtenemos la curva correspondi-
ente en P2: }* (1) = 1, # £ . Desde que P? es compacto el I'mite lim,—oA"(¢) existe

en P2, Ahora comenzamos analizar dicho 1 mite, observando que el punto I'mite en P?

depende en u = (a, b). Entonces obtenemos lo siguiente:

(1,0,0)a, b>0
[}
(1,0, 1)a>0,b=0
O
5 (L 1L,0)a=0b>0
lim A7) =lim L#.# = (1,1, Da=b=0
t—0 t—0
(0,0, 1) a>b,b<0
20, 1,0)a<0,a<b

Do, 1L1) a<0a=0
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Figura 21: lim A“(¢) para u =(a, b) ¢ z?
t—0

Los primeros cuatro casos son faciles de verificar, supongamos que a, b >0 € Z. Estos

puntos se encuentran en el primer cuadrante. Aqu,es obvio que lim 1, #, £ =(1, 0, 0).
t—0

Luego, supongamos que a = b < 0 € Z, correspondiente a puntos en la diagonal en el

tercer cuadrante. Note que
. 2
Lot =, 64 ¢~ (791, 1),

desde que es‘%amos usando coordenadas homogéneas en P2, entonces —a > 0 implica que

lin& t=% 1,1 =(0, 1, 1). Los otros casos son similares. Ahora, para el quinto caso debe
t—»

notar que
. 2 . 2
lim 1,4 # =1lim ¢ 7?1
t—0 t—0

y nuevamente usando el hecho de que estos son coordenadas homogéneas. Entonces para

a>byb <0implica que el I'imite es (0, 0, 1). En los otros dos casos es similar.
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Podemos observar ademas en la figura que hay siete regiones distintas que descomponen

al plano R2= N ®z R:
+ Los conjuntos abiertos a, b > 0;a <0,a <b;ya>b,b<0
+ Losrayos abiertosa > 0,b=0;a=0,b6>0;ya<0,a=5>
« Elpuntoa=56=0

Las regiones de N descritas en la figura 21 corresponden a conos del abanico . En cada

caso, el conjunto de u# da uno de los puntos I'mite que es igual a N N g.

Abhora, relacionemos lo conseguido con las T- 6rbitas en P?. Al considerar la descripcion

Pz = (C3\ {0} C"), veremos que hay exactamente siete T- orbitas en P2.

O1 = {(xo0, x1, x2) ; x; f=Opara todo i} s (1, 1, 1)
O2 = {(x0,x1,x2);x2 =0, yxo0,x1 £ 0} s (1, 1,0)

O3 = {(xo, x1, x2) ; x1 =0, yxo, x2 f=0} s (1, 0, 1)
Os = {(xo0, x1, x2) ; x0 =0, yx1, x2 f=0} s (0, 1, 1)
Os = {(xo0,x1,x2);x1=x2 =0, yxo f=0}={(1, 0, 0)}
Os = {(xo, x1, x2);x0=x2=0,yx1 f=0}={(0, 1, O)}
07 = {(xo, x1, x2) ;x0 = x1 = 0, yx2 f= 0} ={(0, 0, 1)}

Esta lista muestra que cada érbita contiene un tnico punto limite. Por lo tanto, obten-

emos una correspondencia entre conos ¢ y Orbitas O de la manera siguiente:

o se corresponde con O <= tli%q At) € Oparatodou € o .

Ahora, veamos algunos resultados, los cuales generalizan lo mencionado a todas las var-
iedades toricas.

Denotamos el punto y, como el punto distinguido correspondiente a o.
+ El punto y, se fija bajo la accion de T si y solo si dimo = dimN.

+ Si7 < o es una cara, entonces ¥, € X,. Esto sigue del hecho de que g+ < 7L.
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Antes de proseguir hagamos un hincapié en la notacidn, ya que de ahora en adelante

cada que nos encontremos con NR significa que es el espacio vectorial N ®z R el cual es

construido a partir del ret'iculo N .

Proposicion 6.3.2 Sea ¢ S Nr un cono poliédrico racional fuertemente convexo y

u € N. Entonces

U cO oy lirrcl) (1) existe en X,.
11—

Ademds, siu ¢ ¢, entonces lim A"(¢) = yo.
t—0

Demostracion. Dado un u € N, tenemos

limA* (¢) existe en X, <= limy™ (1“(¢)) existe en Cpara todom € S,
t—0 t—0

<= lim#™" existe en Cpara todom < S,
t—0

&= (m,u) = Opara todom € 5N M

= u€Es=o,

estas equivalencias son claras y gracias a ello podemos mostrar la primera afirmacion de
la proposicion.
Por otro lado se puede mostrar facilmente que cuando u € o NN, lim,—oA"(¢) es el punto

correspondiente al homomorfismo de semigrupo de S, — C definido por
me&nM — lim 1o,

Por lo tanto, si u € ¢ entonces, (m, u) > 0; para todo m € S, \ o+, y (m,u) = 0, si
m € Ss N o+. Entonces, podemos decir que el punto I'imite es precisamente el punto

distinguido yo. Q

Las orbitas de T. Ahora, vamos a tratar con las T-Orbitas en X . Como ya

> =
observamos anteriormente cada cono ¢ € tiene un punto distinguido y, € X, & X . Esto

nos da la orbita del toro denotada de la manera siguiente

O (o) = T.y, S X°.

89



Nuestro préximo teorema es el resultado principal de todo lo expuesto en esta seccion.

Recuerde que la relacion de la cara 7 < o se cumple cuando 7 es una cara de o.

Teorema 6.3.3 (Correspondencia cono-orbita ). Sea X* la variedad térica del abanico

en Nr. Entonces:

a) Existe una correspondencia biyectiva

> =, )
COnos o en — T — orbitas en X*

. z
o «—— O(o) =~ Homz o+ N M,C*

>
b) Sea n = dim Nr. Para cada conoo € , dimO (o) = n — dimo.

c) El subconjunto afin abierto X, es la union de orbitas;

Xo = [O(T)

7 <o

d) t<osiysolosiO(c) S O(z), y

O(r) = [0(0)

7 <o

donde O (t) denota la clausura en la topologias cldsica y Zariski.

Demostracion. Ver [2, pag.120]. Q

Observacion 6.3.4. El ejemplo 6.3.1 nos dice que para P?, hay tres tipos de conos
y T-orbitas:

+ El cono trivial o = {(0, 0)} corresponde a la orbita O (¢) = T < P?, que satisface
dimO (0) =2 =2 — dimo. Esta es una cara de todos los otros conos enz , Y por
lo tanto todas las otras orbitas estdn contenidas en su cerradura. Ademds, tenga
en cuenta también que x, = O (o) ~ (C*)?, ya que no hay conos propiamente

contenidos en o.
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+ Los tres conos I-dimensionales t dan las T-orbitas de dimension 1. Cada uno es
isomorfo a C*. La cerradura de estas orbitas son los ejes de coordenadas V (x;) en

P2, cada uno es una copia de P'. Tenga en cuenta que cada t estd contenido en
dos conos mdximales.

: Lz :
+ Los tres conos mdximales o; en el abanico corresponden a los tres puntos fijos

(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1) de la accion del toro en P2, Hay dos de estos en la clausura
de cada una de las T- orbitas unidimensionales.

Ejemplo 6.3.5. Consideremos el conooz=(e1, e2) del Ejemplo 4. 1.4, cuya variedad
torica X5, = C2; el cual contiene a (C *)2 como toro. Por otro lado, la accién del toro
simplemente viene dada por(t1, t2) - (x1,x2) = (t1x1, t2x2). Entonces podemos verificar
que hay cuatro orbitas, generadas por los elementos (0, 0), (0, 1), (1,0) y (1, 1). Ahora,
relacionemos estas 4 orbitas con los 4 conos y observamos entonces que (0, 0) es un punto
fijo y que es el punto distinguido de o2. Del mismo modo, relacionamos las orbitas de
(0,1) y (1,0) con los rayos 11 = (e1) y 72 = (e2). Finalmente relacionamos en (C*)?, la

orbita de (1, 1), con el origen.
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Capitulo 7

7 Singularidades en variedades toricas

En este cap'itulo, veremos como todo lo expuesto va tomando forma para nuestro argu-
mento principal; el cual es resolver singularidades en una superficie torica.

Empezamos nuestro estudio acerca de como reconocer cuando un cono es regular o no
para mas adelante reconocer una variedad no singular. Ademaés, en una seccidn posterior
también desarrollaremos cuando se dice que una variedad térica es normal, condicion
necesaria para poder resolver singularidades. Por ultimo desarrollaremos un algoritmo

que sera de gran utilidad para el capitulo siguiente.

7.1 Conos singulares

En esta seccion determinamos las condiciones necesarias y suficientes para que X, sea

no singular. Este serd nuestro primer paso hacia la resolucién térica de singularidades .

Veamos antes ciertos detalles importantes acerca de conos fuertemente convexos.

Definicidon 7.1.1. Sea ¢ S NRr un cono poliédrico racional fuertemente convexo.

a) Un cono o es suave o0 regular si sus generadores mmimos forman parte de una

Z-base de N,

b) Un cono ¢ es simplicial si sus generadores mmimos son linealmente independientes
sobre R.
Como ejemplo podemos mencionar que, el cono o2 es regular. Tenga en cuenta también

que el dual de un cono regular (resp. Simplicial) de dimension mdxima es también regular

(resp. simplicial).

Cuando ¢ S MR tiene una dimension maxima, el semigrupo S = & N M tiene un

conjunto unico minimo de generadores construido de la manera siguiente. Antes de ello,

diremos que un elemento m f= 0 de S, es irreducible si m = m'+ m" paran’, m" € §

92



implica que m =06nm" =0.
Proposicion 7.1.2. Sea 0 S Nr un cono poliédrico racional fuertemente convexo de

dimension mdxima y sea S, = & N M. Entonces
H={m € S,; m es irreducible}
tiene las siguientes propiedades:
a) H es finito y generaS,.
b) H contiene los rayos generadores de los bordes de &.

c) H es el conjunto generador minimo de S, con respecto a la inclusion.

Demostracion.

Veamos la parte a). Teniendo en cuenta que & es fuertemente convexo, podemos encon-

trar un elemento u € ¢ N N \ {0} tal que (m, u) € N, paratodo m € S,y (m, u) =0 si
y solosim= 0.

Ahora, supongamos que m € S, no es irreductible. Entonces m = m' + m" donde m’ y

ii _r
m son elementos distintos de cero del S,. Observamos que

>

m, u)=m',u + m,u

D 2
con m,u , m,u € N\ {0},detal manera que

>

wu < (m,u) y wu < (m, ).

Ahora, usando induccién en (m, 1), podemos concluir que cada elemento de S, es una
suma de elementos irreductible, de modo que H genera S,. Ademads, usando un conjunto

generador finito de S5, podemos observar facilmente que H es finito.

El restante de las partes de la prueba no son dif'iciles de tratar; para la parte b, basta con

mostrar que los rayos generadores de los borde de & son irreducibles. Para ello con-

sidere un borde p de &, de tal manera que se pueda elegir un u € o N N \ {0} tal que
p = H, N &. Para la parte c, recuerde que los semigrupos S = & N M tiene un Unico

conjunto generador minimal. Q
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El conjunto H < S, se llama base de Hilbert de S, y sus elementos son generadores

minimos de S,;. En términos més generales, la Proposicion 7.1.2 es valida para cualquier

semigrupo afmsS que satisface S N (—S) = {0}.
A continuacion, estudiamos la cuestion de cudndo una variedad torica afin X, es normal.

Necesitamos una definicidn antes de establecer nuestro criterio de normalidad.

Definicion 7.1.3.Un semigroup afin S < M es saturado si para todo k € N \ {0}
yme M, km € Simplicam € S.
Por ejemplo, si o S Nr es un cono poliédrico racional fuertemente convexo, entonces

Ss =& N M se ve fdacilmente que es saturado.

Teorema 7.1.4. Sea X, una variedad torica afin con el toro T. Entonces lo siguientes

enunciados son equivalentes:

a) X, es normal.

b) X, = Spec (C [S]), donde S S M es un semigrupo afnsaturado.

c) Xs = Spec (C[Ss]) = X5, donde So =5 N M y o S Nr es cono poliédrico racional-

fuertemente convexo.

Demostracion

Tengamos en cuenta que X, = Spec(C[S]) para un semigrupo S af'm contenido en un
reticulo, y el toro de X, tiene el caracter reticular M = ZS. Ademas, consideremos
n = dimX,, de tal manera que M = Z”.

(a) = (b): Si X, es normal, entonces C[S]= C[X,] es ‘integramente cerrado en su cuerpo

de fracciones C(X,). Supongamos que km € S para algin £k € N\ {0} y m € M.

Entonces ™ es una funcion polindmica en T y por lo tanto una funcién racional en X,
ya que T S X, es un abierto de Zariski. También tenemos x”* € C[S], desde que km € S.
Ademas, se deduce que ¥ es una raiz del polinomio ménico X* — x*”* con coeficientes

en C[S]. Por la definicién de normal, obtenemos ™ € C[S], es decir, m € S. Asi, S esté
saturado.
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(b) = (¢): Sea A < S un conjunto generador finito de S. Entonces S se encuentra en el
cono poliédrico racional Cono(A) € M, y RanZA = n lo cual implica que la dim
Cono(A) = n. Por otro lado, podemos deducir que o = Cono(A) € N es un cono
poliédrico racional fuertemente convexo tal que S € & N M. Por lo tanto, la igualdad se
cumple cuando S es saturado. De all'1 .S = S,.

(¢) = (a): Para esta parte, necesitamos mostrar que C[S,;] = C[& N M] sea normal,

cuando o € N es un cono poliédrico racional fuertemente convexo.
En efecto, sean py, ..., pr los rayos de o. Entonces desde que o es generado por sus rayos,
tenemos que
o= pi
i=1

.
Ahora, intersectando con M amabas igualdades obtenemos S,= qu , lo cual implica

)P

/4

que

Crsd= " cisul

i=1
Ahora bien, C[S,5] es normal si cada C[S,,;] es normal, entonces bastara probar que C[S,]
seanormal cuando p es unrayoracional en N. En efecto, seau, € p N N el rayo generador
de p. Ahora, como u es primitivo, es decir, tu, & N para todo k > 1, entonces es posible

encontrar una base ey, ..., e, de N con u, = e1. Esto nos permite suponer que p = (e1),

de modo que

L

2 1
ClS,] =C x1, x5, .., xzt .

Pero como C [xy, ..., x»] es normal, entonces localizando tenemos que
) L L

— + +

Clxt, ooy Xulrooxn = C X1, X5, ., x5

lo cual implica que también es normal, con ello completamos la prueba. Q

Ejemplo 7.1.5 Sea o4 = (e1, €2, e1 + €3, e2 + e3) = Nr con N = Z3.

o4 = (e1, 2, e1+ €3, €2 +€3) )= 64 = (ef, €3, e, ef + e — e4) )~ So, =

(ef, e3, €5, ef +e5 — ) >~ Ry, = C[&1, &, &, &) /(G182 — &, &) = Xoy =V (ULsy)
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donde I,,= (&1& — &&). Entonces por el teorema 7.1.4 X, es normal.
Ahora, nuestro préoximo objetivo es caracterizar cuando una variedad torico afin es regu-

lar. Como las variedades afines regulares son normales, y considerando que las variedades

toricas afines X, provenien de conos poliédricos fuertemente convexos ¢ S NR; primero
estudiaremos X, cuando o tiene dimension maxima. Entonces & es fuertemente convexo
de modo que S = & N M tiene una base de Hilbert H . Ademas, la accion del toro en

X, tiene un unico punto fijo, indicado aqui por p, € X5. Ver [2, Corolario 1.3.3].

El punto p, y la base H de Hilbert se relacionan de la siguiente manera.

Lema 7.1.6. Sea o S Nr un cono poliédrico racional fuertemente convexo de mdxima

dimension y T,, (X5) el espacio tangente de Zariski para la variedad térica afin X» en el
punto interior p, . Entonces dim T,,(X,) = |H]|.

Demostracion. Ver [2, pag.40]. Q

Ahora llegamos a nuestro resultado principal sobre la no singularidad o regularidad. Re-
cuerde de la Definicion 7.1.1 que un cono poliédrico racional es regular si puede ser

generado por un subconjunto de una base del retculo.

Teorema 7.1.7. Sea o S NRr un cono poliédrico racional fuertemente convexo. En-
tonces X, es regular si y solo si o es regular. Ademds, toda variedad torica afin regular
es de esta forma.

Demostracion

Si una variedad toérica afin es regular, entonces es normal y por lo tanto es de la forma
Xs. Ademas, si o es un cono regular, entonces X, es regular como una variedad. Para
esta ultima parte ver [2], ejemplo 1.2.21.

Ahora, queda por demostrar lo contrario. Asique fijemos un ¢ S Nr tal que X, es
regular.

Sea n = dimX, = dimNRr. Primero suponga que o tiene dimension n y sea ps € Xo.
Como p, es regular en X, el espacio tangente Zariski 7,,(X5) tiene dimension n por
definicion. Por otro lado, el Lema 7.1.6. implica que dim 7),,(Xs) es la cardinalidad de

la base de Hilbert H de S, =& N M. Asi,

96



n= |H| > |{bordesp < &}| = n,

donde la primera desigualdad se cumple por la Teorema 7.1.4. (cada borde p S &
contribuye un elemento de H) y el segundo se mantiene desde que la dim (&) = n.
Entonces o tiene n bordes y H consiste de los generadores de los rayos de estos bordes.

Ahora, ya que M = ZS,, los n generadores del borde de & generan el reticulo M =~ Z" y

por lo tanto, forma una base de M. Asi, & es regular, y luego o = & es regular desde que la
dualidad preserva la regularidad.

Ahora, supongamos que la dim (o) = r < n. Reducimos al caso anterior de la siguiente

manera. Sea N1 S N el sub reticulo saturado mas pequefio que contiene los generadores

de 0. Entonces N/N1 es de torsion libre, lo cual implica la existencia de un sub reticulo

N2 & Ncon N= N1 & Nz. Tenga en cuenta que rankN1 =ry rankN2 =n — r.

El cono o se encuentra en ambos (N1)g Y NVR. Esto proporciona variedades tdricas afines
Xon, ¥ Xon, de dimensiones » y n, respectivamente. Ademas, N = N1 @ N> induce
M =M1 ®M>,de modo que ¢ S (N1)g y 0 & Nr dando los semigrupos afines So,v, & M1

y So.v & M respectivamente. Es sencillo mostrar que
So.N = So.n, © M,
que en términos de 4lgebras de semigrupo se puede escribir
ClSonv] = C[Son]® C[M].
El lado derecho es el anillo de coordenadas de Xs n, X Ty,. As1,
Xon = Xon, X T,
que a su vez implica que
Xon= Xon X (CH'77 2 X, v < (CO)'.

n—r
Dado que asumimos que X,n es regular, se deduce que Xy, X (C) es regular en

cualquier punto (p, ¢) en X, n, X (C)"~". Por otro lado, es facil mostrar que

Xon, X (C)'="es regular en(p, q) —— Xsn, X (C)'~" es regular en p.

97



Sea p = ps € Xsn,, €l caso anterior implica que o es regular en N1 ya que dimo =

dim (N1)g. Por lo tanto, o es claramente regular en N= N1 & N>.

Ahora, podemos concluir que una variedad térica es no singular observando los conos

que lo generan.

Ejemplo 7.1.8. Elconodel Ejemplo 4.4.2.2, 03=(2e1—e2, €2) es singular, por que sus
vectores generadores{2ei—e», e2} no forman una base para el reticulo N. Por lo tanto,

podemos decir también que X, = V (xz — y?) es una superficie que tiene una singularidad
en (0, 0,0).

Veamos ahora un resultado no menos importante de una variedad térica abstracta proyec-
tiva asociado a un abanico.

Para el siguiente teorema, tenga en cuenta que una variedad X es separable si la

imagen de la funcién dizgonal A X — X X X esun cerrado de Zariski en X X X.
=
Teorema 7.1.9. Sea un abanico en Nr. La variedad torica proyectiva X , es una

variedad normal separable.

Demostracion

Desde que cada cono en es fuertemente convexo, {0} S N es una cara de todo o €
Por lo tanto, tenemos T = Spec(C[M ]) = (C*)" < X, para todo o. Todos estos toros
son identificados por el pegado, entonces tenemos 7 S ¥ . Sabemos que cada X, tiene
una accion de 7. El pegado de los isomorfismos se reduce a la funcion identidad en
C[Ss s, ]. Por lo tanto, las acciones son compatibles en las intersecciones de cada par de
conjuntos, en los cubrimientos abiertos afines para dar una accion algebraica de 7 en X
. ¥a variedad X Zes irreductible porque todos los X, son variedades tdricas afines
irreducibles que contienen al toro 7. Ademas, X, es una variedad afin normal de ahi que
la variedad X & normal.

Ahora, para mostrar que X & separable, basta con mostrar que para cada par de conos

o1, 02 en , la imagen de la funcién diagonal

A: X —— X5 X Xs,, T=01 N0O2
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sea un cerrado de Zariski. Pero A proviene del homomorfismo de C-algebras
A*: C[Ss ] ® C[Ss,] — C[S:],
definido por y” ® " — x"*". Podemos verificar que A* es sobreyectivo, por lo que
C[S:1= (C[S5]® C[Ss]) /ker (A*).

Entonces la imagen de A es un subconjunto cerrado de Zariski de X,, X X5,.

Muchas de las variedades téricas encontradas en los capitulos anteriores provienen de
los abanicos. Por ejemplo, el teorema 7.1.4 implica que una variedad toérica afin normal
proviene de un abanico que consiste en un solo cono ¢ junto con todas sus caras.

En general, cada variedad toérica normal separable proviene de un abanico. Esto es un
consecuencia del teorema de Sumihiro.

Teorema 7.1.10 (Sumihiro). Sea el toro T que actie sobre una variedad normal sepa-

rable X. Entonces, cada puntop € X tiene unavecindad abierta afnT- invariante.

Demostracion. Ver [2, pag.109]. Q

Observacion 7.1.11. Tengamos en cuenta que es posible que si X es una variedad torica
. L= >
separable normal con el toro T, entonces existe un abanico en Nr tal que X = X .
o > . : > .
Definicion 7.1.12. Sea € N un abanico. Diremos que es suave (o regular) si

>
cada conoog en  es suave (o regular).

b
Teorema 7.1.13. Sea X* una variedad térica definida por un abanico € N. En-

tonces, Xes una variedad regular si y solo si el abanico es regular.
Demostracion. Este resultado se desprende de los conceptos correspondiente para var-

iedades toricas afines, y del Teorema 7.1.7, ya que por definicion la regularidad es una

propiedad local. Q

. > _ >
Definicion 7.1.14.  Sean N1, N2 dos reticulos con | un abanico en (N1)g y ( ,)g
un abanico en N2. Una Z- funcion lineal ¢—: N1 — N2 es compatible con los abanicos

> .
Yy ,Siparacadaconoor € 4, existeun conooz2 € ,tal que ¢ (61) S o2.
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Definicion 7.1.15. Sea X

. b . e
ico en (N1)g Yy =, un abanico en (N2)g. Un morfismo ¢ : X> — X>, es torico si ¢

0 Xzz variedades toricas normales, con | un aban-

mapea el toro T, € X* dentro de Tn, € X* y ¢| 7y, €S un homomorfismo de grupos.

>
Teorema 7.1.16. Sea N1 y N2 retculosy sea ;un abanico en (Njg, 1 = 1,2.

> =
a) Sig:N1— N2 es un mapaZ-lineal que es compatiblecon |,y ,, entonces existe

un morfismo térico ¢ : X= — X*, tal que @z, es la funcion

d®1:N1® C*—— N, C*,

b) Por el contrario, si ¢ : X= — X > es un morfismo torico, entonces ¢ induce una
1 2

> =
funcion Z-lineal ¢ : N1 — N2 que es compatible con los abanicos Yy .

Demostracion.

Parte (a) , sea o1 un cono en ;. Como ¢ es compatible con ;y ,, ha% un cono o1 €
2 con ¢r(o1) T o2. Entonces se muestra que ¢ indace un morfismo torico ¢s, :
Us, — Us,, ver [2], Proposicion 1.3.15. De manera general si consideramos a X una
variedad con un cubrimiento abierta af'm U; y una segunda variedad Y; tal que ¢; : U;
— Y sea una coleccion de morfismos. Podemos decir que si el morfismo ¢ : X — Y se

obtiene a partir del pegado de ¢; donde @|ly, = ¢;, para todo i. Entonces existe ¢ :

X — Y morfismo, siy solo si, por cada par i, j,

¢i|U,—mUj = ¢_;“U,—mUj-

Esto implica que el pegado de los morfismos toéricos ¢, : U5, — Uy, mencionado ante-

riormente, forman un morfismo ¢ : X> — X> . Ademds, ¢ es térico porque al tomar
o1 = {0} nos proporciona ¢ : Tn, — T,, lo cual es el grupo homomorfismo inducido
por la funcion Z-lineal ¢ : N1 — No.

Para la parte (b), primero mostraremos que el morfismo tdrico ¢ induce un funcion Z-

lineal. Esto es consecuencia de que ¢| 7y, €8 un grupo de homomorfismo. Por lo tanto,

dado u € N1, el subgrupo de un solo parametro A% : C* — Ty, se puede componer con

@7y, lo cual nos da el subgrupo de un pardmetro @|7, 04" : C* — Ty,. Esto define un
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elemento @¢(u) € N2, por lo tanto se puede ver que ¢ : N1 — N2 es una funcion Z-lineal.

Ahora, queda por demostrar que ¢ es compatible con ; y ,. Para ello, consideremos o1

€ 1Z Por la Correspondencia cono -Orbita (Teorema 6.3.3), esto implica que T, -
orbit O1 = O (61) S X*, . Ahora, debido a que el morfismo ¢ : X> — X* es una fun-
cion equivariante, existe un T,-orbita O2 S X, con ¢ (O1) S O2. De manera andloga
obtenemos O = O(o2) para algiin cono o2 € Zz. Por lo tanto ¢(O(o1)) S O(o2).
Ademas, si 71 < Zal es una cara, siguiendo un razonamiento similar al anterior, existe

algun cono 72 € 2 tales que ¢ (O (11)) € O (12).

Afirmamos que en esta situacion 72 debe ser una cara de 2. Esto proviene desde que

O(o1) € O(r1) y por la parte (d) del Teoiema 6.3.3. Ademas, como ¢ es continuo en

la topologia de Zariski, entonces ¢ O(r1) < Otz. Pero como las unicas orbitas con-
tenidas en la clausura de O (72) son las drbitas correspondientes a los conos que tienen 72
como cara; entonces 72 es una cara de o2. Y de la parte (c) del Teorema 6.3.3 se deduce
que ¢ también mapea el subconjunto abierto afin U,, S le en Uy, © Xzz, es decir,
¢ (Uo1) € Us,. Por lo tanto, ¢ induce un morfismo térico Us, — Us,, lo cual implica
que @r (01% - azz, (ver [2], Proposicion 1.3.15). Por lo tanto, ¢ es compatible con los

abanicos Yy . Q

Definicion 7.1.17. Una funcion continua f : X — Y es propia si la imagen in-

versa f~XT) es compacto en X para todo subconjunto compacta T S Y.

Teorema 7.1.18. Sea ¢ : X>= — X=i el morfismo térico correspondiente a un

— ; b 2 .
homomorfismo ¢ : N — N’ que es compatible con los abanicos enNr y Ten .
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

a) ¢ : X>= — X=j es propia en la topologia cldsica.

b) ¢ : X* — X=j es un morfismo propio.

c) Siu € N% lim—ol (?) existe en X%, entonces lim;—o). (?) existe en X*.
— 1 - Zj > S
d ¢g= . . =| |, donde| |= o = NR.

>
(S
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Demostracion. Ver [2, pag. 144 - 147]. Q

7.2 Superficies toricas

En esta seccion, aplicaremos la teoria desarrollada hasta ahora para estudiar la estruc-
tura de variedades tdricas normales bidimensionales (superficies toricas). Describiremos
sus singularidades, introduciremos su resolucion de singularidades, y clasificacion de su-
perficies toricas completas regulares.

Ahora, supondremos que todos los conos son racionales, poliédricos, fuertemente con-

vexos bidimensionales en Nr € R2, estos conos tendran la siguiente forma normal la

cual facilitard nuestro estudio de las singularidades de las superficies toricas.

Proposicion 7.2.1 Sea un ¢ S Nr € R? cono fuertemente convexo bidimensional.

Entonces existe una base {e1, e2}, para N tal que
o= (e2, de1 — ke2),

donded>0y,0<k<d, ymcdd, k)=1.
Demostracion
Para la prueba haremos uso del algoritmo de la division modificada:

Dado los enteros / 'y d > 0, existen enteros Unicos s y ktal que / =sd —ky 0 < k <d.

Sea o0 = Cono(ui, u2), donde u; son los vectores originales. Como u1 es uno de los

vectores originales, podemos tomarlo como parte de una base para N, y dejamos que

. j
e2 = u1. Como o es fuertemente convexo, para cualquier base e, e2 de N, tendremos que
j
uz = de; + lez

para algan d f= 0. Al reemplazar & por _ ¢, si fuese necesario, podemos suponer d > 0.

Ademas, hay enteros s, k tales que / = sd — k, donde 0 < k < d . Usando dichos enteros

j ./
s, tenemos que e1 = ¢, +se2. Entonces e1, e2 también son base para N y

uz =de1 + (I — sd)ez = der — kea.
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Por lo tanto, o0 = Cono(ez, de1 — ke2) como se requeria, y el mcd(d, k) = 1 esto es porque

u2 es primitivo. Q

Nombraremos a los enteros d, k£ de la proposicion anterior como los parametros del cono

y {e1, e2} es la base normalizada para N relativa al o. La unicidad de d, k se estudiard
en la proposicion siguiente.
Utilizando la forma normal, a continuacién describimos la estructura local del punto

po en la variedad torica afin X,. Tenga en cuenta que N '€ N es el sub reticulo
generado por los generadores de rayos del o, entonces X, ¢ C?/G donde G =N/N’ (Ver
[2], pag.46). Y en nuestra situacion, N = Ze1 ® Zez, y

N'=Zer @ Z (dex — kex)=dlZer & Zeo,

entonces podemos decir que

* G=N/N’czZ/dZ.

En particular, para las singularidades de superficies toricas, el grupo finito G es siempre
ciclico.

La accién de G sobre C? es determinada por los enteros d, k de la siguiente manera.
Escribiremos

pa= ¢€C:¢?=1

como el grupo de las d-ésima raices de unidad en C. La eleccién de una raiz de la unidad

primitiva define un isomorfismo de grupos uqs C Z/dZ.

Proposicion 7.2.2. Sea M’ el reticulo dual de N’ y sea mi, mz € M’ el dual de u1, u» €
N'. Usando las coordenadas x = X™, y =X"2 de C2?, la accion de ¢ € ua C N/N' en

C? estd dada por
¢.(x ») = (ex, ).

Ademds, X, € C?/uy con respecto a la accion.

Demostracion
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Se muestra que el cociente NN’ ~ Z/dZ actta en el anillo de coordenadas de C? a

través de

- jZ i -mj uzi J
u+N " =™ "t e
donde ' € 5n M’ yu=jeirpara0 <j <d-—1 (Ver [2, pag. 43 - 46]).
Ahora, con un célculo ficil se muestra que (m1, e1) = 1/d y (ma2, e1) = k/d. Por lo tanto,

. . j i7 . J
si configuramos el isomorfismo us =~ N/N’mapeando ¢?*/?¢ —— jei1+ N, luego para

todos ¢ = €24 € 4, tenemos que
- D I P2
c. (x’ y) — eij/dx’ eZzyk/dy = cx, gky ,
justamente lo que quer’ilamos mostrar. Q

A continuacién, describimos la ambigiiedad leve pero manejable en la forma normal
para conos bidimensionales. Dos conos son reticularmente equivalentes si existe una Z -
funcion lineal biyectiva ¢ : N — N que lleva un cono al otro. Después de elegir una base
para N, tal que las funciones se pueden definir mediante matrices en GL(2, Z).

- 2
Proposicion 7.2.3. Sea ¢ = (ez, de1 — kez) y & = e2de1— ke'2 conos en la forma

normal, reticularmente equivalentes. Entonces d = a’~y k=k G kk = Ilmod(d).

Demostracion.

Dado que los conos son reticularmente equivalentes, podemos escribir N jy N’ sub
ret'iculos de NV, y tomando en cuenta la igualdad siguiente G =N/N’ ¢ Z/dZ, podemos
decir que existe una funcion Z-lineal biyectiva ¢ : N — N tal que ¢(N J') = N’. Por lo
tanto N/N' = N/N’, entonces d = d. Para la otra igualdad consideremos una eleccion
adecuada en el proceso de normalizacién y tomando en cuenta que mcd(d, k) = 1, pode-
mos decir que existe enteros d, k tal que dd+kk =1, por lo tanto, de esta ultima igualdad

podemos decir que k=kokk = Ilmod(d). Q

Ejemplo 7.2.4. Consideremos el siguiente cono

o= (e2, de1 — e2)
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cuyo pardmetro d > 1 (este cono no es regular ) y k=1. Cuya correspondiente superficie

. . A . A .
térica X, es cono normal racional Ca < C**1, cuyo cociente C; € C?/uq fue estudiada

en un ejemplo anterior. Donde ¢ € ua actia en (x,y) € C? via ¢.(x, y) = (¢x, ¢y) y el

anillo de invariantes es

2
C [x, y]*=C x4 xT1y, ., xp?-1 4

entonces

22

3
X, ¢ C?/uac Spec C x% xy L xpdL

Por otro lado, tenemos la siguiente descripcion del anillo de coordenadas para la superficie
torica

.z >
X5 C Spec C s, st, st?, ..., st .

Ejemplo 7.2.5. Ahora consideremos un cono cuyos pardmetros d y k = d — 1, entonces
d=k+ 1. Por la proposicion 7.2.2, la accién de G = N/N’ en C? estd dada por
c(x y)=(x, ¢7'y)

Y su anillo de invariantes es

> >
C [x, yJ*'=C X1 &1Ly xy

Ademas, tenemos el anillo de isomorfismos

¢:CLX, Y, Z]/-Zk+1 —XYZ C C%c’”l, yk+1,xyz
¥ . k1
v . L
VA - Xy,

; X
el cual identifica la superficie térica con a variedad V Z¥** — XY < C3,

Observacion 7.2.6. Observamos que el origen es el tinico punto singular de la variedad
afindel ejemplo 7.2.5 y se denomina punto doble racional (o singularidad Du Val) del

tipo Ax. Se llaman puntos dobles porque el término no nulo de grado mds bajo en la
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ecuacion que define tiene grado dos “es decir la multiplicidad de la singularidad es dos”.
Los puntos dobles racionales son las singularidades mds simples desde cierto punto de
vista. Todos los puntos dobles racionales aparecen como singularidades de las superfi-
cies del cociente C?/G, donde G es un subgrupo finito de SU(2, C). Existe una clasifi-
cacion completa de dichos puntos en términos de los diagramas de Dynkin de los tipos
Ax, Di, Es, E7 y Es. Los grupos que corresponden a los diagramas Dy, Ee, E7, Es son no
abelianos, por lo tanto, dichos puntos no aparecen en superficies toricas.

Aqu'y, hay otro aspecto interesante del ejemplo 7.2.5, recuerde que una variedad normal X
es Gorenstein si su divisor canonico es cartier. (Ver [2], Def. 8.2.14)

Proposicion 7.2.7. Para un cono o =(e2, de1 — ke2) en su forma normal, la superficie
torica afin X, is Gorenstein si y solo sik=d — 1.

Demostracion. Ver [2, pag. 462]. Q

7.2.1 Fracciones continuas y superficies toricas

Para relacionar las fracciones continuas con las superficies toricas, comenzamos con la
superficie torica afin X, de un cono ¢  Nr C R? en su forma normal con los pardmetros
d, k. Siempre podemos suponer que d > k > 0, de modo que X, tiene un Unico punto
singular.

Fracciones continuas de Hirzebruch-Jung.

Cuando construimos una resolucion de singularidades de X5, el primer paso es refinar el

cono g = Cono(ez, dei—ke2) de un abanico que contiene los conos bidimensionales

G = cono(ei,e2) y o= cono(e1, de1 — ke2).

- j ji .
El primero cono ¢ es regular, pero el segundo cono ¢ puede no serlo. Sin embargo,

i . .
observamos que el cono ¢ tiene parametros &, k1 que satisfacen

d=bik — Kk,

donde b1 > 2,0 < k1 < k. Usando la base normalizada para N relativo a ¢, insertamos
un nuevo rayo y obtenemos un nuevo cono regular y un segundo cono posiblemente no

compacto con los parametros k1, k2, donde
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k=bk1 — ko

Hacer esto repetidamente produce un algoritmo euclidiano modificado

d = bik—hk
k = b — ke
(7.11)
k-3 = b1k.—2— k.1
ky—2 = bk,

que calcula los parametros de los nuevos conos producidos a medida que subdividimos
sucesivamente para producir el abanico dando la resolucion de singularidades. El proceso
termina con k- = 0 para algun » como se muestra, ya que como en el algoritmo euclidiano
habitual, los k; son una secuencia estrictamente decreciente de nimeros no negativos.
Tenemos que los b; = 2 para todo i.

Por lo tanto las ecuaciones (7.11) se pueden reorganizar de la manera siguiente:

dlk = by — ku/k
kky = by — ko/ky
(7.12)
ky—s/k—2 = by — k—1/k—>
ky_o/k,_1 = b,

consiguiendo un tipo de expansidn de fraccion continua para el nimero racional d/k, con

signos negativos:

dk=by - —— (7.13)
1

by — 1
eee 7B,

Esta es la expansion de fraccion continua de Hirzebruch-Jung de d/k. Utilizaremos la
siguiente notacion para representar mejor la expresion anterior debido a su complejidad

en la escritura.
d/k=1[[by, bz, ..., b/]] .
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Los enteros b; son los cocientes parciales de la fraccion continua de Hirzebruch-Jung, y

las fracciones truncado continuo de Hirzebruch-Jung

[[b1, b2, ..., bi]l, 1 < i<,

son convergentes.

Ejemplo 7.2.1.1 Consideremos el niimero racional 17/11. La expansion fraccional de

Hirzebruch-Jung continuo es
711=0[2 3,222 2]].

Proposicion 7.2.1.2 Sead > k > 0 enteros con med(d, k) = 1 y sea d/k = [, b2, ..., b/]].

Defina las secuencias P; y Q; recursivamente de la siguiente manera,

Po=1 Qo=0 (7.14)
P1=0b1, O1=1
paratodo2 <i<r, sea
Pi = biPii1— Pi 2 (7.15)
Q; =b0i-1— Qi

Entonces los P;, Q; satisfacen:
a) Los P; y Qi son sucesiones enteras crecientes.
b) [[b1 ..., bi]] = P/Q; paratodo 1 < i <r.

c¢) Pi-1Qi — PiQi-1=1paratodol <i<r.

d) La sucesion convergente dada por P; y Q; forman una secuencia estrictamente decre-

ciente:

<Py <. <P

d: &
k Or Or—1 O
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Demostracion

La parte (a) Mostrar esta primera parte, no es otra cosa que usar adecuadamente las
igualdades dadas por (7.14) y (7.15).

La parte (b) Para esta segunda parte, primero observe que la expresion en el lado derecho
de (7.13.) tiene sentido cuando los b; son cualquier niimero racional (no solo enteros) de
modo que todos los denominadores en (7.13) son distintos de cero. Ahora mostraremos

que las secuencias definidas por (7.15) satisfacen
[[bl, . bs]] = Ps/QS

para todas los by, ..., bs. Para la prueba usaremos induccidon sobre la longitud s con

referencia en los b..

Cuando s = 1, tenemos [[b1]] = b1 = %‘ por (7.14). Ahora supongamos que el resultado

es vélido para todas las listas de longitud # y consideremos la expresion

23 22
[[b1, ..., bi+1]]= by, ..., by

|
Fhe

’

donde el lado derecho proviene a consecuencia de los b; de longitud t. Por la hip6tesis

inductiva, esto igual
] s
bt——'— Pt 1—Pt >
by

topl T
b -2t O -0

Por las recurrencias (7.15), esto es igual

P——"L Py
— by — btr1Pt—Pt1 — Ptr1
Oty Ot f)tﬂQt—Qh o+t

que es justamente lo que quer 1amos mostrar.
La parte (¢) nuevamente usando induccién sobre i. Cuando i = 1 se obtiene directamente

(7.14).

Ahora, supongamos que el resultado sea valido para i < s, y considere i = s+ 1. Usando

las recurrencias (7.15), tenemos

Pst+l - Ps+1Qs = P (bst - Qs—l) - (bsPs - Ps—l) Qs
PS—lQS - Pst—l
=1
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por la hipdtesis inductiva.

La parte (d) Por la parte (b), paracada 1 < i < r — 1, tenemos

Py =%+ 1 |
Oij— Qi Qi—10i
1
Por lo tanto,
Pi < Piz1
Qi Oi—1
pues Q;-10; > 0 por la parte (a), con lo que concluye la prueba. Q

Veamos ahora la relacion entre las fracciones continuas de Hirzebruch-Jung y la res-
olucién de singularidades. Cuando ¢ es un cono con pardmetros d > k£ > 0, el proceso
de célculo de fracciones continuas de Hirzebruch-Jung de d/k, produce un método con-
veniente para encontrar un refinamiento de ¢, de tal manera que ¢ : X — X, es una

resolucion torica de singularidades.

Teorema7.2.1.3. Sea o = (e2, dex — ke2) en su forma normal. Sea uo = e2 Yy con-

sidere los enteros P; y Q;, de la Proposicion 7.2.1.2, para construir los vectores

ui=Pi—1e1 — Qi-1e2, 1 < i <r+1.
Entonces los conos se determina de la manera siguiente
o= Cono(ui-1, w)), 1 <i <r+1,
los cuales cumplen las siguientes propiedades:
a) Cada o; es un cono regular y u;-1, u; son los generadores de los rayos.
b) Para cada i, gi+1 N o; = Cono(u;).

>
c) o1U...Ua+1=0, entonces el abanico  consiste de los g; y sus caras determinando

un refinamiento regular de o.

d) El morfismo torico ¢ : X> — X, es una resolucion de singularidades.
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Demostracion.

La parte (a) El primer enunciado, se desprenden ficilmente de la parte (c) de la Proposicion
7.2.1.2.

La parte (b) Para la segunda parte, observamos que la relacion —Q;-1/P;-1 representa
la pendiente de la linea a través de u; en el sistema de coordenadas relativo a la base
normalizada ei1, e para o. Por parte (d) de la Proposicion 7.2.12, estas pendientes for-
man una secuencia estrictamente decreciente para i > 0, lo que implica justamente lo
que buscamos.

La parte (c) Este pentltimo enunciado, se consigue gracias a la parte (b) al sefialar que
uo =e2y P./Q, =d/k, por lo que u,+1 = de1 — ke2. Por lo tanto, los conos o; completan
0.

La parte (d) Para mostrar esta ultima parte se sigue el razonamiento utilizado en el

ejemplo 7.2.5. Q

7.3 Resolucidon de singularidades

Sea X una superficie torica normal, y denotemos por Xing €l conjunto finito de puntos
singulares de X (posiblemente vac’10).

Definicidon 7.3.1. Un morfismo propio ¢ : Y — X es una resolucion de singularidades

de X si Y es una superficie regular y ¢ induce un isomorfismo de variedades

Y \ ¢_1(Xsing) C X\Xsing- (716)

Tal funcidon modifica X para producir una variedad regular cambiando la regularidad
local X Z Xiing. Uno de los aspectos més atractivos de las variedades todricas es la forma
en que muchas preguntas que son dificiles para las variedades generales, en el caso tdrico
admiten soluciones simplesy concretas. El problema de encontrar resoluciones de singu-
laridades es un ejemplo perfecto. Nosotros ilustraremos esto construyendo resoluciones

explicitas de singularidades de las superficies toricas a partir de ejemplos anteriores.

En el capitulo siguiente presentaremos ejemplos, donde construimos la resolucion torica
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de superficie torica afin con solo un punto singular, sin embargo las mismas técnicas que

se usaran pueden ser aplicadas a cualquier superficie torica normal X>.

Teorema 7.3.2. Sea X* una superficie térica normal. Entonces existe un abanico
> b =
regular : refinamiento de  , tal que el morfismo toérico ¢ : X i — X asociado es

una resolucion de singularidades.

Demostracion. Para la prueba del teorema, basta con mostrar la existencia de un
abanico regular "¢l cual sea el refinamiento de > . Ya que, al considerar la funcién
identidad sobre el ret'iculo N, el cual es compatible con los abanicos .y cor%o en la

Definicion 7.1.14 y por el teorema 7.1.16 se obtiene el morfismo toérico

b Xz — X>.

Ahora, mostraremos el resultado por induccién en un entero invariante de abanicos que

mide la complejidad de las singularidades en las superficies correspondientes. Sea oy, ..., a;
>

conos bidimensionales en un abanico . Para cada i, escribiremos N; como un sub

ret'iculo de N generado por los rayos generadores de o;. Entonces definimos
2 bl
s )= _, (mult () = 1),
donde mult (;) =[N : Ni.
Etapa base, si S(Z) = 0, entonces / = 0 6 mult(o;) = 1 para todo i. Entonces, cualquiera
sea el cono o; sera regular por lo tanto = es un abanico regular y x> es regular.
Para la etapa inductiva, asumiremos la existencia de un refinamiento regular que esta

> > > >
bien definido paratodo  tal que s( ) <syun abanico tal que s( )=s.
>

Ahora, sis > 1, entonces existe al menos un cono no regular g; en  y por el Proposicién
7.2.1, existe una base e1, e2 para N tal que o; = (e2, de1 — ke2) c%n parézmetros d >0,

0 < k<d,ymcd(d, k) =1. Ahora, considerando el refinamiento "de  obtenido por

la subdivision del cono o; en dos nuevos conos

o= (e2, e1)

di=(e1, dex — ke2)
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> >

: . ., j
junto con un nuevo cono de dimension 1, p = (e1), debemos mostrar que s( ) <s( )

y gracias a la hipotesis inductiva concluir la prueba.

2 : : :
En efecto, en s( ), los términos correspondientes para o; donde j f= i no se modifican.

i g :
Por otro lado, el cono o ¢&s regular desde que e1, e es la base normalizada de N con
respecto a g;, esto implica que contribuye un término cero en s(Z ). Ahora consideremos

i . o 2
el cono o;; de tal manera que primero calcularemos su contribucioén sobre s( ), para

. . i
luego determinar los parametros de o .

En términos de la base e1, e2 para N, la Elnci(')n Z—Bneal esta definido por la matriz
0 -1
4= 0
1 0
(que es una “rotacion de 90 grados”) tomada aji sobre (e2, ke1 + dez). Desde que A €

GL(2, Z), esto define un automorfismo de N, y por lo tanto ¢’ ; tendra los mismos

parametros que (e, de1r — kez). Ahora, aplicando el algoritmo de Euclides modificado

como en la Proposicion 7.2.1 podemos escribir
d=sk —1 (7.17)

donde 0 </ < k. Ademéds, mcd(d, k) = 1, entonces tendremos que mcd(k,[) = 1. Por

lo tanto, el cono ajj tiene los pardmetros k y / obtenidos apartir de (7.17). Ahora, desde

ii , ji
que k < d, N es el sub ret'iculo generado por los rayos generadore de o;, entonces por

la relacién, ¥ G = N/N’ € Z/dZ, se tiene que
[N:N']=k<[N:Nj]=d.

2 >
Por lo tanto s( J) < s( ), lo cual concluye la prueba inductiva. Q

Veremos en la siguiente seccidn que en el caso afin, el refinamiento que da la resolucion de
singularidades de X, tiene una descripcion muy hermosa. En los ejemplos del siguiente
capitulo veremos como el refinamiento del cono produce una subdivision a lo largo de los
rayos a través de la base de Hilbert (los elementos irreductibles) del semigrupo o N V.

Se puede construir una resoluciéon de una singularidad de superficie térica no normal

saturando primero el semigrupo asociado, y luego aplicar los resultados de esta seccion.
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También existen resoluciones toéricas de singularidades para variedades toéricas de di-

mension tres y mas grandes. Sin embargo, solo propondremos el caso bidimensional.

114



Capitulo 8

8 Ejemplos de resolucion torica de singularidades

En este cap’itulo veremos ejemplos aplicativos de todo lo desarrollado anteriormente, para
ello debemos tener en cuenta que el problema de la resolucidon de singularidades de su-
perficies toricas se reduce a refinar conos no regulares. Refinar un cono bidimensional o
significa introducir rayos 7 . Por lo tanto, para resolver las singularidades en X, debemos
insertar los rayos 7 de tal manera que al subdividir ¢ logremos obtener conos regulares.

Entonces nuestro problema a resolver sera el siguiente:

Problema 1. Sea o un cono en VR con generadores de u, v. Necesitamos encontrar una

secuencia u = us, ..., u, = v de vectores primitivos en o tal que los pares subsecuentes

forman una base para el ret’iculo. Esto da un buen refinamiento de ¢. La idea podemos

ilustrar en la siguiente grafica: Ahora empezaremos recordando que si ¢ = (e1, €2) nos

Figura 22: Refinamiento de un cono

proporciona una superficie torica afin X, = C? y ademds que los generadores de o se

corresponden con un punto fijo xo = {0} en C2. Nuestro primer ejemplo muestra la
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explosion en dicho punto fijo x = x, de la accion tdrica. Esto se obtiene adicionando
la suma de dos vectores adyacentes generadores de o, este ejemplo es un modelo para

resolver singularidades.

>
Ejemplo 8.1.1 Consideremos el siguiente abanico = {o1, o2}

Ez o

Figura 23: Refinamiento de o = (e1, e2)

Ahora, veamos en el caso general para un cono racional normal.

Ejemplo 8.1.2. Considere el cono racional normal de grado d, la superficie torica afin

X, generada por el o = (e2, dei—e2) bidimensional estudiada en el Ejemplo 7.2.4.

Seael abanicode lafigura el cual se obtiene insertandotr=(e1) subdividiendo al conoo
en dos conos bidimensionales:

o1 = (e2, e1)

o2 = (e1, de1 — e2)

Ahora, usamos algunos resultados de capitulos anteriores. Iniciamos con la funcion
identidad en el reticulo N el cual es compatible con los abanicos y o como en la

definicion 7.1.14, ademds por el teorema 7.1.16, tenemos un morfismo de expansion

torica
¢ X —— X, (8.18)

Observamos que tanto o1 como o2 (asi como todas sus caras) son conos regulares. Luego

por teorema 7.1.13 podemos concluir que X, es una superficie regular. Ademds, el mor-
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Figura 24: Refinamiento de o

fismo torico ¢ es propio segun el Teorema 7.1.18 ya que > es un refinamiento de o.
Finalmente, podemos afirmar que ¢ satisface (7.16). Esto proviene de la corresponden-
cia Cono-Orbita en las dos superficies: si p» es el punto distinguido correspondiente al
cono bidimensionalo (el punto singular de X, en el origen), entonces ¢ serestringe a

un isomorfismo.

X* \ ¢_l (pa) ~ Xo \ {Pa} = (Xa)regular'

La imagen inversa E = ¢~ (p) es la curva en X* dada por la cerradura de la T-Grbita
O(t) correspondiente al rayo t. Es decir, el punto singular “explota” aE ~ P* enla
superficie reqular. Por lo expuesto podemos concluir que a partir deX yelmorfismo
(8.18) obtenemos una resolucion torica de singularidades del cono normal racional. E

denota al divisor excepcional en la superficie regular.

Ejemplo 8.1.3 Ahora observemos un ejemplo concreto considerando el ejemplo anterior

pero para el caso d = 4,

o= (e2, 4e1 — 3e2)

para el cual la superficie X, tiene un punto doble racional del tipo A3. En este caso
no serd dificil encontrar las subdivisiones el cual genera un conjunto de conos regulares.
Similar al caso anterior vamos a insertar tres rayos nuevos o1 = (e1), o2 =(2e1 — €2),

03=(3e1 — 2e2) para obtener un abanico que consiste en cuatro conos bidimensionales y
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Sus caras.

El abanico producido por esta subdivision es algo mds fdcil de visualizar si dibujamos los

conos relativos a una base diferente, digamos u1, u2 para N. Paraui=e2 Y uz=e1—e2,

el cono o = (u1, u1 + 4uz) y el abanico con conos de dimension mdxima

o1 = (u1, u1 + uz)
o2 = (u1 + uz, u1 +2uz)
o3 = (u1+2u2, u1 +3uz)

oa = (u1+3u2, u1 +4u2)

Podemos observar que los conos mencionados son reqgulares por lo tanto X* es una

Figura 25: o y el refinamiento

: > : :
superficie regular. Ya que es un refinamiento de o, tenemos un morfismo torico

propio
$:X>—— X,

como en el ejemplo anterior, ¢ restringido nos da un isomorfismo de X* \ ¢ (p,) en

X= \{p-}. En este caso, el divisor excepcional E = ¢~ (p,) es la union

E =V(@)UV(r2) U V(3)
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= . .
en X" Las curvas V (t;) son isomorfos a P'. Los primeros dos se cruzan transver-

salmente en el punto fijo de la accion T en X correspondiente a 2, mientras los se-

gundo se cruzan transversalmente en el punto fijo correspondiente a os.

En estos ejemplos, construimos resoluciones toéricas de superficies tdricas afines con un
solo punto singular. Sin embargo la misma técnica se puede aplicar a cualquier superfi-
cie torica normal X=. Veamos dos ejemplos similares a los anteriores para fortalecer lo

desarrollado hasta el momento.

Ejemplo 8.1.4 Si consideramos el caso para d =2, obtenemos o3 = (e2, 2e1—e2);

correspondiente a la variedad torica afin Xoy =y (XZ—?) C C3, el cual es singular en
0.

Refinar a3 es simplemente insertar el rayo e1, con lo cual o3 se subdivide en los conos

regulares o1 = (e2, e1) Yy o2 = (e1, 2e1—2).

Observamos en este ejemplo que fue algo obvio el poder insertar un rayo. Ahora en el
siguiente ejemplo veamos un cono en el cual la subdivision no sera tan obvia.
Ejemplo 8.1.5 Consideremos el cono o = (5e1+3e2, e1+e2). En este caso no es in-
mediato tener que insertar un rayo; sin embargo, si realizamos un cambio de base u1 =

3e1t2e2 yuz = Se1+3e2; lo cual convierte al cono original en un cono o = (u2, 2uz — u1)
en su forma normal; y resulta que a través de este cambio de base conseguimos un cono
enelque es obvioinsertar unrayo. Este cambio de base es elingrediente principal para

resolver singularidades una superficie.

Observacion 8.1.6

+ Elcambio de base al cual nos referimos es equivalente a obtener un cono en su
forma normal como en la proposicion 7.2.1.

+ Enlos ejemplos anteriores insertamos rayos de tal manera que subdividimos al

cono o obteniendo un . ¢Como obtenemos dichos rayos, para poder obtener el
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conjunto de conos regulares?; la respuesta estd en usar Fracciones continuas de

Hirzebruch-Jung, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.1.7 Retomando el ejemplo 8.1.3 vamos a determinar el refinamiento de o

para obtener los conos regulares, usando las fracciones continuas de Hirzebruch-Jung.

Veamos, en primer lugar tenemos

o=

o en su forma normal

(e2, 4de1 — 3e2)

Sea entonces el nimero racional a considerar 4/3, y usando el algoritmo modificado

Euclediano obtenemos lo siguiente:

4 = 23-2

3 = 22-1

2 = 21
Entonces b1 =b2=0b3=2, y

4/3 =12, 2, 2]

Ahora considerando la proposicion 7.2.

1.2 , obtenemos

Po=1, Qo =0

P1=2, O1=1

P>=b2P1—Po=3, Q2=b201—0Q0=2

P3=0b3P>—P1=4, Q3=5b0302—01=3

por el teorema 7.2.1.3, obtenemos

uo = ez, u1 = e1, u2 = 2ei1—e2, uz = 3ei1—2e2, us =4e1 — ez

y los conos

0?2
o3

04

(e2, e1)
(e1, 2e1—e2)
(2e1—e2, 3e1-2e2)

(Be1—2er,4e1-3e2).
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Veamos en la grdfica como los o; son un refinamiento de o.

Figura 26: o y el refinamiento

Para culminar este capitulo, veamos el proceso de una resolucién torica de singulari-

dades de una superficie que es generada por o

Figura 27: 60 =01 U 02 U 03 U 04

Vamos a recopilar todo lo realizado anteriormente siguiendo el proceso de resolucion
térica como se muestra en la imagen anterior, empezaremos con introducir el primer
rayo 71 = (e1) como se observa en la segunda imagen; entonces se genera dos conos de
los cuales o1 es regular, por lo tanto la superficie que genere dicho cono serd regular
X,, = C?; ahora bien el otro cono ¢* no es regular entonces genera una superficie no

regular
ot = (e1, 4e1 — 3e2) »— o = (—e3, 3e; — 4e3) >~ Sox = (—e3, 3ef — 4, e1 — 2e2) r—
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Re=C [&1, &2 &8/ @ — @¢®) o= Xow= V(22 — x%).

Paso siguiente, introducimos otro rayo 72 = (2e1 — e2) y nuevamente observamos que se

genera ahora tres conos como en la tercera imagen del proceso, y entonces verificamos que

o1, o** son regulares pero ain queda un cono o*** que no es regular el cual genera otra

superficie no regular

o = (Qe1 — ez, de1 — 3e2) »— o7 = (—ef — 2e3, —3et + 4es, —2ef — 3e5) 1= Souex =
(—e{ - 265, —361 -+ 465, —261 - 36;) > Ra’*** = C [51, 52, 53] /(623— 5152) y— Xo-*** =
V(2?2 —xp).

Finalmente insertamos un altimo rayo 7z = (3e1 — 2e2) y verificamos que todos los conos
son regulares lo cual genera superficies regulares; de este modo hemos refinado el cono

y por todo lo indicado anteriormente hemos resuelto la singularidad de la superficie

generada por o.
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